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ფუნქციობალუოაე ანალიხის საფუძვლები შეჯგემილია მქქანიკა-მა- 

თემატიკის, ფიზიკია და კიბერ?ეტიკის ფაკულტეტების სტუდენუთა:თვი",. 
იგი გამოდგება აგრეთვე პედაგოგიური ინსტიტუტების ფიზიკა-მათემატი- 

კის ფაკულტეტების სტუდენტებისათვის და ასპირანტებისათვის. 
წიგნში წარმოდგენილია მეტრული სივრცის თეორია, ტოპოლოგი- 

ური სივრცის საკითხები, წოფივი ნორმირებული სივრცე და წოფივი 
ფუნქციონალის თვისებები ამ სივრცეში. განსილულია წრფივი სივოცის 

სუსტი ტოპოლოგიის საკითუები, რომლებიც ხშირად გამნოიყენებიან თა- 
ნამედროვე ვარიაციათა აღრიცუვაში, ფუნქციონალურ განტოლებებში დ» 

წოფივი და არაწოფივი პოოგრამიოების ამოცანებში. დაბოლოს მოკლედ 

შესწავლილია ფუნქციონალური განტოლება სრულად უწყვეტი წოფივი 
ოპერატორით.



წინასიტყვაობა 

კლასიკური მათემატიკური ანალიზის ამოცანების განზოგადებამ და ამ გან- 

ზოგადებული ამოცანების ერთი გამაერთიანებელი მეთოდით გამოკვლევამ, 

მეოცე საუკუნის დასაწყისში, წარმოქმნა ახალი მეცნიერული დისციპლინა –– 

– ფუნქციონალური ანალიზი. 

ფუნქ-:კიონალური ანალიზის განვითარებაში მნიშვნელოვანი როლი შეას- 

რულა ვარიაციათა აღრიცხვის პირობითი ექს ტრეძუმის თანამედროვე ამოცა- 

ნების შესწავლამ, რომლებჰიც მოითხოვება ფუნქციონალის მაქსიმუმის ან მი- 

ნიმაქსის მოძებნა აბსტრაქტულ სივგრცეებმი. ამ მიმართულებით განვითარდა 

ვარიაციათა აღრიცხვის ტოპოლოგიური მეთოდები, როპელიც წარმოადგენს 

ფუნქციონალური ანალიზის ერთ-ერთ მნი ჭვნელოვან თავს. 

წრფივი, განსაკუთრებით კი არაწრფივი, ინტეგრალური განტოლებების 

შესწავლამ მოითხოვა ფუნქციონალური ანალიზის ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი 

ნაწილის – ოპერატორთა თეორიის შექბნა, გამოირკვა, რომ ხშირად არსებობს 

ღრმა ანალოგია ალგებრის, გეომეტრიის, მათემატიკური ანალიზის, დიფერენ- 

ციალურ განტოლებათა თეორიის, ნამდვილი ცვლადის ფუნქციათა თეორიი- 

სა და მათემატიკის სხვა დარგების ამოცანების გამოკვლევის მეთოდებს შო. 

რის. ხსენებული ანალოგიების საფუძველზე წარმოიქმნა ამ ამოცანების ზოგა- 

დი-–-ფუნქციონალური ანალიზის--–მეთოდებით შესწავლის თეორია. 
ფუნქციონალური ანალიზისათვის დაპახასიათებელი ის არის, რომ მას- 

ში სრულიად სხვადასხვა ბუნების მათემატიკური ობიექ ტები (მაგალითად, 

რიცხვითი მიმდევრობები, ფუნქციები, წირები, ზედაპირები და სხვა) განიხი- 

ლებიან როგო5ც. გარკვეული“ აბსტრაქტული სივრცის წერტილები. 

აბსტრაქტულ სივრცეთა, შორის მეი მკნელოვა§ზია ე. წ. წრფივი სივრცე- 

ები და წრფივ სივრცეთა შორის – ბანახის ტიპის (ანუ ნორმირებული) სივრ- 

ცეები, რომელთა თეორია ამჟამად ყველაზე სრულად არის დამუშავებული. 

ფუნქციონალური ანალიზის მეი ქვნელობ» იმაში მდგომარეობს, რომ მი- 

სი მეთოჯები სა ჭუალებას გვაქლევს ერთქჭანეთს დავუკავმირო» მათემატიკის 

სულ სხგადასხვა დარგები, : 

· წინამდებარე წიგნი მოიცავს ფუნქციონალური ანალიზის საფუძელებს, 
რომელიც შეუძლია შეისწავლოს ყველამ, ვისაც უნივერსიტეტის მექანიკა-მა- 

თემატიკი ფაკულტეტის განათლება აქვს ·მესამე კურსის დონეზე. წიგნ- 

ში გადმოცემული მასალა, რამდენადმე შემცირებული მოცულობით, დაწყე– 

„ბული 1950 წლიდან, მრავალჯერ წავიკითხე თბილისის სახელმწიფო. უნი- 

ვერსიტეტის მექანიკა-მათემატიკის ფაკულტეტის მათემატიკის სპეციალო- 
ბის სტუდენტებისათვის. წიგნის მოცულობის განსაზღვრულობამ სა მუალება 
არ მოგვცა მასმი შეგვეტანა დიფერენციალური აღრიცხვის საკითხები ნორ- 

მირებულ სივრცეებმი, წრფივ ოპერატორთა სპექტრული თეორია პილბერ- 

ტის სივრცეში და არაწრფივი ფუნქციონალური ანალიზის ამოცანები, რო- 
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მლებსაც ჩვეულებ ოივად ფუნქციონალური ანალიზის საფუძვლების დამუშავე- 
ბის შემდეგ ვუკითხავთ სტუდენტებს. წიგნის მასალა, გარდა მექანიკა-მა- 
"თემატიკის ფაკულტეტის სტუდენტების), გამოადგებათ ასპირანტებს, თეო- 
რიული ფიზიკის შემსწავლელთ და ახალგაზრდა მკვლევარ მათემატიკოსებს. 

იმის გამო, რომ წინამდებარე ნა რომი წარმოადგენს პირველ ცდას 

ფუნქციონალური ანალიხის ქართუფ= ენაზე გამოცემისა, ამიტომ იგი ვერ იქ- 
ნება თავისუფალი ნაკლოვანებისაგან. მკეთხველის ყოველ შენი მვნას ჩვენ სია- 
მოვნებით გავითვალისწინებთ წიგნის შემდგომი გამოცემების დროს, 

წიგნის პირველ თავში გადმოცემულია მეტოული სივრცის საკითხები და 
მოყვანილია ტიპიური მეტრული სივ“ცეების მაგალითები. ვინაიდან ფუზქციო- 

ნალური ანალიზის ერთ-ერთ ძირითად საფუჭვილს სიმრავლეთა თეორია წარ- 

მოადგენს, ამიტომ ამავე თავში გადმოცემულია აგრეთვე სიმრავლეთა თეო- 
რიის ზოგიერთი მეტრული საკითხი. გარდა ამისა, აქვე შეისწავლება სეპარა- 

ბელური და კომპაქტური სივრცეების ისეთი საკითხებიც, რომლებიც თანა- 

მედროვე მათემატიკაში მიჩნეულია, როგორც კლასიკური მასალა. 
· მეორე თავი დათმობილი აქვს ტოპოლოგიურ სივრცეს. სულ რამდენიმე 

უკანასკნელმა ათეულმა წელმა ნათელყო, რომ ფუნქციონალური ანალიზის 

განვითარებაში უდიდესი როლის შესრულება შეუძლია ალგებრული ტოპოლო- 

გიის მეთოდებს. ამის გამო ამ თავში ყურადღება მივაქციეთ ტოპოლოგიური 

სივრცის ისეთ საკითხებს, რომლებსაც დიდი მნიშვნელობა აქვს როგორც 

წრფივი, ისე არაწრფივი, ფუნქციონალური ანალიზის ამოცანების შესწავლაში. 

მესამე თავში შესწავლილია წრფივი ნორმირებული სივრცის ძირითადი 

საკითხები. აქვე მოთხრობილია წრფივი ოპერატორების უმარტივესი თვისებე- 

ბის შესახებ. განხილულია აგრეთვე წრფივ ოპერატორთა სიმრავლე, როგორც 

წრფივი ნორმირებული სივრცე. 
მეოთხე თავში განხილულია წოფივი ფუნქციონალები,. შესწავლილია 

წრფივი ფუნქციონალის გაგრძელების ამოცანა და მოძებნილია მათი ზოგადი 

სახე ზოგიერთი კერძო სახის ნორმირებულ სივრცეებში. აქვე მოყვანილია 
წრფივი ფუნქციონალის გამოყენების რამდენიმე მაგალითი. 

მეხუთე თავი მიძღვნილია ელემენტებისა და წრფივი ფუნქციონალების 

სუსტი კრებადობისა და სუსტი კომპაქ ზურობის საკითხისადმი, რომლებსაც 

დიდი გამოყენება აქვთ თანამედროვე ვარიაციათა აღრიცხვის ამოცანებში 
და არაწრფივი ფუნქციონალური განტოლებების შესწავლაში. 

მცირე მოცულობის მეექვსე თავი დათმობილი აქვს სრულად უწყვეტი 
ოპერატორის მარტივი თვისებების შესწავლას. აქვე განხილულია ოპერატო- 

რული განტოლება სრულად უწყვეტი ოპერატორით. 
მთავარი ლიტერატურული წყაროები, რომლებითაც წიგნის შედგენისას 

ვსარგებლობდი, მოყვანილია ნაშრომის ბოლოში, 
სასიამოვნო მოვალეობად ვთვლი მადლობა გადავუხადო პროფ. ვლადი- 

მერ ჭელიძეს, რომლის რჩევებით და კრიტიკული შმენიშვნებით წიგნის შედ- 

გენის დროს სისტემატურად ვსარგებლობდი. 
წიგნის გამოსაცემად მომზადებაში დიდი დახმარება გამიწიეს ც. გაბე- 

ლაიამ, ლ. ღლონტმა და კ. წითლანაძემ, რისთვისაც მათ უღრმეს მადლობას 

ვუძღგხი. 
ე. წითლანაძე 

, თბილისი 

აპრილი, 1963 წ. 
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თავი 1 

მეგრული სიჰრსე 

§ 1. ფუნქციის ცნების განზოგადება 

შესავალში აღხიშნული იყო, რომ ფუნქციონალური ანალიზისათვის და- 

მახასიათებელია მათემატიკური ანალიზის ძირითადი ცნებების განზოგადება. 

მათემატიკური ანალიზის ერთ-ერთი ძირითადი ცნება, როგორც ეიცით, არის 

ორ (ან ოამდენიმე) ცვლადს შორის ფუნქციონალური დამოკიდებულების გან- 

საზღვრა, შევეხოთ, პირველ ყოვლისა, აძ ცნების განზოგადებას, ასეთ განზო- 

გადებას, როგორც ქვემოთ ვნახავთ, მივყავართ ოპერატორის განსაზღვრაზე. 

ვთქვათ, X და V ნამდვილი რიცხვების სიმრავლეებია. გავიხსენოთ, რომ 

თუ X სიმრავლის ყოველ ჯ ელემენტს, რაიმე წესით, შესაძლოა შევუსაბამოთ 

V სიმრავლის ერთი გარკვეული ყ ელემენტი, მაშინ იტყეიან, რომ X სიმრავ- 
ლეზე განსაზღვრულია ცალსახა ყ =- #(X) ფუნქცია. ამ ტოლობაში / აღნიზ- 

ნავს წესს, რომლითაც X სიმრავლის ყოველ X ელემენტს შევუსაბამებთ X სიმ- 

რავლის ყ ელემენტს. 
შევნიშნოთ, რომ ფუნქციონალური დამოკიდებულების მოყვანილ გან- 

საზღვრაში სრულიადაც არ არის აუცილებელი, რომ X და I ნამდვილ რიცხვ- 

თა სიმრავლეები იყოს. თუ X-ის და X-ის მაგიერ Lხვა ნებისმიერი ბუნების 

ელემენტების სიმრავლეე ბს ავიღებთ, მივიღებთ ფუნქციონალური დამოკიდე- 

ბულების განზოგადებულ ცნებას. 

თქვათ, X და X ნებისმიერი ბუნების ელემენტებისაგან შ ნილი 
ს ხიმრავლეებიი, წარმოვიდგინოთ, რომ ყოველ XCX ელემენტს გარკვეული ლე. 

სით შესაძლოა შევუსაბამოთ ერთი გარკვეული Vყ C V ელემენტი, შესაბამისო- 

ბის ხსენებული წესი აღვნიშნოთ V ასოთი, ხოლო შესაბამისობის ფაქტი ჩავ- 
წეროთ ასე 

ყ= LIX= CXXჯ). (1.1) 

ამ პირობებში V-ს ვუწოდოთ ოპერატორი, რომელიც ყოველ XC X 
ელემენტს გადასახავს გარკვეულ ყC X ელემენტში. თვით X სიმრავლეს უწო- 

დებენ V–V ოპერატორის განსაზღვრის არეს, ხოლო »” სიმრავლეს-– 

–მნიშვნელობათა არეს. კერძოდ, როცა IV -– რიცხვთა სიმრავლეა, (1.1) 
ტოლობა ფუნქციონალს განსაზღვრავს. (1.1) გამოსახულება « ის 
და ყ-ის შესაბამისობის სიმბოლოა. ცხადია, რომ ასეთი ზოგადი სახით მო- 

ცემული შესაბამისობის საშუალებით ბევრი რამის თქმა არ შეიძლება, ფუნქ- 
ციონალური დამოკიდებულების იმ თვისებების შესანარჩუნებლად, რომლებიც 
მათემატიკურ ანალიზშია ცნობილი, საჭიროა X და X სიმრავლეებს გარკვეუ- 

ლი პირობები მოვთხოვოთ, ამ გზით ჩვენ მივალთ ეეკლიდეს სამგანზოიილებია- 
ნი ე სივრცის ცნების განზოგადებამდე. მართლაც, სივრცე #ე, როგორც გეო- 
მეტრიაშია ცნობილი, ყველა დალაგებულ ნამდვილ რიცხვთა სამეულების სიმ- 
რავლეა. ამასთანავე #, სივრცის ყოველ M წერტილს რიცხვთა ერთადერთი 
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(X, ყ, ჯ) სამეული განსაზღვრავს და პირიქით. გარდა ამისა, მანძილი #. 
სივრცის M,.(X, ყ, 2?) და M.(X, ყ, 2) წერტილებს შორის გამოითვლება ცნო- 

ბილი ფორმულით: 

%M., M:)=V (X-– X)?+ (9; – M,)-+ (ფ--თ)?. (1.2) 

ამის ანალოგიურად განზოგადებული სივრცე შეიძლება ვუწოდოთ რიცხვთა 
სხვადასხვა მიმდევრობების (და არა უსათუოდ სამეულების) სიმრავლეს, გარკ- 
ვეული თვისების ფუნქციების სიმრავლეს, ფუნქციათა მიმდევრობების სიმრაე- 
ლეს და ა. შ. ისე როგორც #ვ სივრცის შემთხვევაში, განზოგადებულ სიერ- 
ცეშიც, გარკვეული პირობების დაცვით, ზოგჯერ შესაძლოა განვსაზღვროთ 

მანძილი ამ სივრცის ელემენტებს შორის. 

  

§ 2. მეტრული სივრცე 

ნებისმიერი ელემენტებისაგან შედგენილ X სიმრავლეს მეტრული სივრ- 

ცე ეწოდება, თუ ყოველ ორ #49), XV) C X ელემენტს შესაძლოა შევუსაბამოთ 
ისეთი ნამდვილი (ლ(2:1), ჯ»IL)) რიცხვი, რომ შესრულდეს შემდეგი პირობები: 

თ) 0(X(0), X#(22))>0, ხ(XX), X2))=0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ჯ0)=- 
=ჯ (იგივეობის აქსიომა), 

8) ((XI2), XLC9))=0(+1%, XI) (სიმეტრიის აქსიომა), 
4“) ნებისმიერი სამი XXI), ჯ””, XI) CX ელეზენტისათვის შესრულებულია 

უტოლობა: 
0(XV), ჯ(2)) -L 6(XI2),. X(9))2»60(XL), . X(3)) (1.3) 

(სამკუთხედის აქსიომა), 
როგორც ამ განსაზღვრიდან ჩანს ი0(XI), XC) (ანუ, სხვანაირად, მანძი- 

ლი XI) და XL) ელემენტებს შორის) არის ორი ცვლადის XI-ის და XI-ის 
ფუნქცია-· ამ ფუნქციას X» სივრცის მეტრიკას უწოდებენ. მეტრული სივრ- 
ცის ელემენტებს ხმირად ამ სივრცის წერტილებსაც უწოდებენ. მკითხველი 
ადვილად წარმოიდგენს, რომ თ), ზ) და 7) აქსიომები გამოსახავენ ე სივრცე- 
ში (1. 2) ფორმულით ზოცემული მანძილის ყველაზე მნიშვნელოვან თვისებებს, 
რაიმე სიმრავლეში მეტრიკის შემოღების ოპერაციას ამ სიმრავლის მეტ: 

რიზაციას უწოდებენ. 
შენიშვნები. 1, სამკუთხედის +/) აქსიომა შეიძლება განზოგადებული 

სახითაც ჩაიწეროს. სახელდობრ, თუ XV), X9),..., X9 C X ელემენტების სას- 

რული ზიმდევრობაა, მაშინ, როცა შესრულებულია (1.3) უტოლობა, შესრუ- 

ლებული იქნება შემდეგი უტოლობაც 
ი(), XC) <”ი(Xჯ0), ჯ0)) C (XV, X(3))-L - · · -- 0(X-1), #9), (1.4) 

95. +) აქსიომიდან ადვილად მიიღება აგრეთვე ე. წ. „ოთხკუთხედის აქ- 

სიომშა". თუ XV), XL), #9), XC) C X ნებისმიერი ოთხი ელემენტია, მაშინ ადგილი 

აქვს უტოლობას, 

(0(>0ა, XC) იი, ბ). ინმა, XX) + იდი, #0), (1.5) 
ეს უტოლობა გეომეტრიულად იმას ნიშნავს, რომ ოთხკუთხედში ორი გვერ- 

დის სხვაობა დანარჩენი ორი გვერდის ჯამს არ აღემატება. 

8. (1.3) უტოლობიდან გამომდინარეობს ფორმულა: 

ი |6დ", »თ)– დიზ, »თ)1C იცის, »თ), 
რომელიც სამკუთხედის აქსიომის სხვანაირ ჩაწერას წარმოადგენს. 
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ბეტრულ > სივრცეში და მასში აღებული სიმრავლეებისათვის “მესაპლოა 

შემოვიღოთ ისეთი ცნებები, რომლებიც ცნობილია ნამდვილ რიცხვთა სიმ- 

რავლეებისათვის, მოვიყვანოთ ზოგიერთი მათგანი. 

ვთქვათ, 17CX რაიზე სიმრავლეა და #C X არის ფიქსირებული წერტი- 
ლი, მანძილი, # წერტილიდან "M სიმრავლემდე, ვუწოდოთ არაუარყოფით 

0(ჩ, X) რიცხვთა სინრავლის ზუსტ ქვედა საზღვარს, როცა X გაირბენს XVI 
სიმრავლის ყეელა წერტილს, ყეელა იმ # წეოტილის სიგრავლეს, რომლების- 

თვისაც 0(/, #)=0 ეწოდება V სიმრავლის ჩაკეტვა და აღინიშნება 

M-ით. M# სიმრავლეს ჩაკეტილი ეწოდება, როცა იგი თავის ჩაკეტვას 

ემთხვევა, ე. ი. M=IM. 

ჩაკეტილი სიმრავლის მაგალითებია: 1) მეტრულ სივრცეში მოთავსებული 

ნებისზიერი სიმრავლე, რომლის ელემენტების რიცხვი სასრულია. 2) რიცხვითი 

წრფის ნებისმიერი |ი, ხ) სეგმენტის წერტილთა სიზრავლე. 3) სიზრავლე #:- 

( 1 1 ჯ 1 2 #-–-1 " 
=VI MI... ს MI/, ::11, ლოფვეცხომც ლეთ... მ, M#,.=10, –-, –” –_–_. 

1 9 Mაჯ, ყადაც Mჯ L 2 „ | 2 ი 2 3 ” I 

და ა, 5. 

იტყვიან, რომ M ღია სიმრავლეა, თუ მისი X–-M დამატება ჩა- 

კეტილია. 
განვიხილოთ (§(X1), X:.)) რიცხვთა სიმრავლის ზუსტი ზედა ძ საზღვარი, 

როცა XI) და XI) გაირბენს # სიმრავლის ყველა წერტილს. ძ რიცხვს ეწო- 

დება სიმრავლის დიამეტრი. M სიმრავლეს შემოსაზღვრული სიმ- 

რავლე ეწოდება, თუ არსებობს #C M ელეზენტი და ისეთი დადებითი »უ 

რიცხვი, რომ ი(#, X) დუ, როცა X გაირბენს X# სიმრავლის ყველა წერტილს. 

ვთქვათ, X C M ფიქსირებული ელემენტია §>0 მოცემული რიცხვი. ყველა 
XC X წერტილის სიმრავლეს, რომლებისთვისაც (ი(X, Xა))<:§, ეწოდება Xჯე წერ- 

ტილის სფერული §– მიდამო, ანუ–-ღია სფერო, X. წერტილს ეწო- 

დება სფეროს ცენტრი, ხოლო §--მისი რადიუსი. ეს უკანასკნელი, ჩვეულებ- 

რივად 5(X, 5) სიმბოლოთი აღიღი პნება. ყველა იმ XC X წერტილის სიმრაე- 

ლეს, რომლებისთვისაც (1 MX X)=5 ეწოდება 5(X:, 2) სფეროს ზე- 

დაპირი და აღინიშნება 5(X,, 6) სიმბოლოთი. თუ ღია სფეროს დავუმატებთ 

მისი ზედაპირის წერტილებს მივიღებთ ჩაკეტილ 5 C),5) სფეროს, 
ცხადია, რომ ყოველი ჩაკეტილი სფერო ჩაკეტილი სიმრავლეა. სრულიად 

ასევე განისაზღვრება X სივრცეში მოთავსებული MI სიმრავლის §--სფერული 

მიდამო. 

,„ იტყვიან, რომ MI სიმრავლე ყველგან მკვრივია X სივრცეში, თუ M#M=X. 

მოცემული IM სიმრავლის M ჩაკეტვა არის უმცირესი ჩაკეტილი სიმრავლე, 
რომელიც შეიცავს M# სიმრავლეს. სხვანაირად ეს იმას ნიშნავს, რომ ნების- 

მიერი ჩაკეტილი M,=M სიზრავლე დააკმაყოფილებს M#C=M, პირობას, 

მთელი X სივრცე ერთდროულად ჩაკეტილიც არის და ღიაც. სრულიად 

ასევე, ყოველი ცარიელი სიმრავლე ჩასეტილიც არის და ღიაც. 

§ 3, მიმდევრობის ზღვარის ცნება მეტრულ სივრცეში 

მათემატიკური ანალიზისათვის, გარდა სივრცისა და ფუნქციის ცნებისა, 

არსებითი მნიშვნელობა აქვს ელემენტთა მიმდევრობის ზღვარის ცნებას, რო- 

მელიც დაკავშირებულია ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის მეტრულ თვისებებ- 
7



თან. ფუნქციონალურ ანალიზშიც დიდი მნიშვნელობა აქვს ზღვარზე გადასვლის 
ოპერაციას, რომლის განსაზღვრისათვის მოხერხებულია გამოვიყენოთ სივრ- 

ცის მეტრიკა. ისეთ X სიმრავლეს, რომელშიც განსაზღვრულია სისი ელემენტ- 

თა მიმდევრობის ზღვარის ცნება, აბსტრაქტული სივრცე ეწოდება. 

ვიტყვით, რომ მეტრული X სიგრცის ელემენტების (I) მიმდევრობა 

ამავე სივრცის X?” ელემენტის აკენ კრებადია, თუ 

110 0(Xი, XX)=0. (1.6) 
ს+თ 

სხვანაირად, ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური 
=M() რიცხვი, რომ დაწყებული #>M რიცხვიდან 5(X-,6) მიდამო შეიცავს 

IX») მიმდევრობის ყველა ელემენტს. Xჯ” ელემენტს (XI) მიმდევრობის ზღევა- 

რითი ელემენტი (ანუ ზღვარითი წერტილი) ეწოდება. ხშირად, კრება- 
დობის ფაქტს ასე წერენ: X,„->X", ან კიდევ II) X„==X%. 

ჯ#-– თლ 

მეტრული სივრცის ელემენტთა მიმდევრობის ზღვრის განსაზღვრიდან 

გამომდინარეობს, ადვილად დასამტკიცებელი, რამდენიმე წინადადება. 
თეორემა 1.1, მანძილი დლV, ყ), სადაც X და ყ მეტრული Xჯ 

სივრცის ნებისმიერი ელეზენტებია, არის მისი არგუმენ- 

ტების უწყვეტი ფუნქცია. 
მართლაც, ვთქვათ, #.„->X”, ყი--ყ”, სადაც X., ყი, X”, ყ” C X. უნდა ვუ- 

ჩვენოთ, რომ 

Iი XX Mი)= 0(X", ყ"). 
, „”-–+-თ% 

(1.5) ფორმულის ძალით, გვაქვს 

'(X„, ყი)-–ი(X", ყა) <0(X,, X-)+ი(V», ყ"): 
საიდანაც უშუალოდ ჩანს თეორემის სამართლიანობა. 

თეორემა 1. -. ვთქვათ, 7--XCX და X.-+-X"CX, მაშინ 0(X», X.)->0, 
როცა ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად #I,ჯ->C=. 

დამტკიცება გამომდინარეობს უტოლობიდან: 

0(X., X»)<-0(X»ო, X)+ი(X", X.), 

რომლის მარჯვენა ნაწილი, პირობის თანახმად, მიისწრაფვის ნულისაკენ, რო- 
ცა #, #->Cთ. 

შენიშვნა. საზოგადოდ, შებრუნებული თეორემა, ცხადია, არ არის 
სწორი. ე. ი. თუ 0(X», X.)--0, როცა #, M-+--C, ეს ყოველთვის არ ნიშნავს, 

რომ #„,->X” C X. : 

თეორემა 1, მ. ელემენტთა კრებად (წა) მიმდეგრობას 

მხოლოდ ერთი ზღვარითი წერტილი აქვს. 
დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, X„-+X%, X.->X- >, როცა ”>თ და 

ჯ->565X5. გამოვიყენოთ სამკუთხედის აქსიომა X", X“- და X, წერტილებისათვის, 

გვექნება 
ი(X', "5 <0(X,, X")+0(X,, X#9). 

ჩვენი დაშვების თანახმად, აზ უტოლობის მარჯვენა ნაწილი ნულისაკენ 
მიისწრაფვის, როცა M-+>C, მარცხენა ნაწილი კი არაუარყიაფითი რიცხვია. 

ეს მხოლოდ მაშინ არის შესაძლებელი, როცა X"=X"”, რაც ჩვენ დაშვებას 

ეწინააღძდეგება. ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
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თეორემა 1. 4. ვთქვათ, ყCჯ ნებისმიერად ფიქსირებული 
ელემენტია და X.–»X», სადაც (X»), X# C X. მაშინ, რიცხვთა (ი(X,, V)) 

მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. ' 
მართლაც, ნებისმიერი # რიცხვისათვის გეაქვს 

0(X+ი, ყა<:0(Xი, X')+0(X", V). 

მაგრამ, ვინაიდან X,„->X”, ამიტომ რიცხვთა (ი(Xგ, X”)) მიმდევრობა შემოსა- 

ზღერულია ზევიდან რაიმე C, რიცხვით. რაც შეეხება 0(X”, ყ) მანმილს იგი 
სასოული რიცხვი,ა რომელიც აღვნიმნოთ C,-იით მიეიღებთ, რომ 

0(X,, ყM)<C+C=C. : | 
თეორემა 1, 5. თუ (XI) მიმდევრობა კრებადია XI) ზღვარი- 

საკენ, X, X-C2, მაშინამ მიმდევრობის ყოველი (»,) ქვე- 

მიმდევრობა აგრეთვე კრებადია იმავე ზღვარისაკენ. 
მართლაც, პირობის თანახმად, ნებისმიერი §> 0 რიცხვისათვის არსებობს 

ისეთი ნატურალური V = MV(C.) რიცხვი, რომ როცა #>VV, მაშინ 0(X,, X")<:5. 
მაგრამ, მაშინ შესრულდება უტოლობაც: 0(X,, , X-) <5, როცა #> MV. ეს კი 

ამტკიცებს ჩვენ თეორემას. 

მომდევნო პარაგრაფში ჩვენ ზოვიყვანთ მეტრული სივრცეების კონკრე- 

ტულ მაგალითებს. შემოღებული იქნება აგრეთვე ელემენტების კრებადობის 

ცნებანი ამ კონკრეტულ სივრცეებში. 

§ 4, მეტრული სივრცის მაგალითები 

1. ევკლიდეს #-განზომილებიანი LL, სივრცე. ეეკლიდეს ერთგანზომი- 
ლებიანი XI,, ორგანზომილებიანი XIX და სამგანზომილებიანი I ნამდვილი 

სივრცეების ანალოგიურად შეიძლება შემოვილოთ #-განზომილებიანი ნ„მდვი- 

ლი I. სივრცის ცნება. ამ სივრცის X ელემენტი ეწოდება # ნაზდვილი რიცხვის 
დალაგებულ X,ც X,,..., X, სისტემას და დავწერთ X=(C,,.. ., XIს, ან ასე 

X(Xს ..·..» Xა), ან კიდეგ ასე X=(Xე, 1=1,. – ფაქტიურად #. სივრცე ორ- 

ნაირად შეიძლება გავიგოთ. ერთის მხრივ, იგი 'მეგვიძლია წარმოვიდგინოთ, 

როგორც Xჯ წერტილთა ერთობლიობა X,, ..., X კოორდინატებით, მეორეს 

მხრივ––როგორც ჯ ვექტორთა ერთობლიობა X,,..., X. კოორდინატებით. 

მანძილის, ანუ მეტრიკის ცნება, #, სივრცეში სხვადასხვა წესით შეიძ- 

ლება შემოვიღოთ. მათ შორის ყველაზე გავრცელებულია ე. წ. ევკლიდეს 

მეტრიკა. ვთქვათ, XC=(ჯ), ყ =(ყა, 1=1,).-.., #- ვუწოდოთ 

რიცხვს მანძილი ჯX და ყ წერტილებს შორის. წერტი ლთა ჯი სიმრავლეს, რო- 
მელმიც მანძილის ცნება (1,7) ტოლობით არის განსაზღვრული, ევკლიდეს 

· ” 

#» განზომილებიანი სივრცე ეწოდება, 8=(0, „+. 0),წერტილს 
ეწოდება IM, სივრცის ნული (კოორდინატთა სათავე), ადვილი შესამჩნევია, 

რომ (1,7) ფორმულით განსაზღვრული მეტრიკა აკმაყოფილებს § 2-ში ჩამო- 
თვლილ თ), 8) და 4) აქსიომებს, მათ შორის სამკუთხედის აქსიომა მინკოვს- 
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კის უტოლობის შედეგია. სახელდობრ, თუ X=(XჯX), Vყ=(ყ), ჯ=(ჯ) C ML. ხე- 
ბისმიერი სამი ელემენტია, მაშინ 

)/ )თ-ი ა/ა (ი–-დ» ”V/ ა რ-ი! - (1.8) 
1=1 / I=L 1=1 

ვიტყვით, რომ X=(ჯე, ყ=(ყ,) წერტილები (ელემენტები) ტოლია, თუ #=ყი 
როცა 7=1,..., #. 

ვთქვათ, (XII) C I #=1,.. ., ს)... XI =(XI9), ელემენტების რაიმე მიმ- 

დევრობაა, რომელიც კრებადია X>”=(X,",..., X".) C ”, წერტილისაკენ. ეს 

იმას ნიშნავს, რომ 

# 

11 0(XI59),. X%) -= 1111 / ) (ჯ(0--ჯ, ბ)? =0, 
#L--C ს-.ლ 

1=-1 

  

ე. ი. 11)ს X,7-)=Xჯ,' ყოველი 1=1,..., # ნიშნაკისათვის. ამგვარად, ელემენტთა 
L-9 

მიმდევრობის კრებადობა #, სივრცეში ნიშნავს კრებადობას კოორდინატების 

მიხედვით. 

მოყვანილი მაგალითის კერძო შემთხვევასს (როცა #.1) წარმოადგენს 
ნაზდვილ რიცხვთა #, სივრცე, რომელშიც, თანახმად (1.7) ფორმულისა, მან- 

ძილი X, ყC I) ელემენტებს (რიცხვებს) შორის ტოლია 

C(X, ყ)ლ=–,)X–ყ., 

ხოლო ელემენტთა მიმდევრობის კრებადობის ცნება ემთხვევა ნამდვილ რიცხვ- 

თა მიმდევრობის კრებადობის ჩვეულებრივ განსაზღვრას. 

შენიშვნა. იმავე IM, სივრცეში, როგორც უკვე აღნიშნული იყო, მან- 

ძილის ცნება შეგვიძლია სხვანაირადაც შემოვილოთ. მაგალითად, მანძილი 

X=(X), ყ=(ყ,), 1=1,..., # ელემენტებს შორის შეიძლება ვუწოდოთ გამო- 

სახულებას: 

0(X, ყ)= Iი9X IX-– ყ,I- (1.9) 
1=:<ჩ 

ადვილი შესაზჩნევია, რომ ამ ტოლობით განსაზღვრული ი(X, ყ) დააკმაყოფი- 

ლებს ზეტრიკის ყველა აქსიომას. 

'8. 1, ს სივრცე. ასე უწოდებენ სიმრავლეს, რომლის X=(X,, ..., X„)=(X,) 

წერტილი ეწოდება » ნამდვილი რიცხვის #,..., X- დალაგებულ მიმდევრო- 

ბას. იგულისხმება რომ .,. სასრულია, ხოლო #>1!1. ვთქვათ, X=VCV,), 

ყ=(ყე C 1) ნებისმიერი ორი ელემენტია. ვიტყეით, რომ #ჯ=ყ, როცა X,=ყ- 

1=1,..., #. მანძილი X და ყ ელემენტებს შორის განსაზღვრულია ტოლობით: 

” 1 · + 

6(X, ყ)= (6. (M-# ”, (1.10) 
11 

ცხადია, რომ ი(X, V)>9; ამასთანავე, 6(X, ყა)=0 მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა X=ყ. გარდა ამისა, 6(X,/)=ი0(ყ, X), სამკუთხედის აქსიობაც 
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შესრულებულია, ვინაიდან როცა X=L(X), #=(ყ), ჯ=-(7,) C< 7,-”' სამი ნებისმიე- 
ი წერტილია, მაშინ 

1 I ” 1 
!» "ი “ი 

(3 ს-ე”. <2. (2-2, +(2 ,C- #7 კ, (1.11) L“ | (_ I 
/--1 1;=1 (=I · 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ი(X, ყ)<6(X, :)+(0(2, წყ). ისე როგორც წინა მაგა- 

ლითში, (XC) = ((X,:))) C 1, ) ელემენტთა უსასრულო მიმდევრობის კრებადობა 

ამავე სივრცის X7%=(X,”) ელეზენტისაკენ ნიდნავს, რომ X,)->X,", როცა #-> 2, 
ყოველი 1=1,..., # ნიშნაკისათვის. 

8. პილბერტის კოორდინატული # სივრცე. ამ სივრცემი ელემენტი X 

ეწოდება ნამდვილ (ან კომპლექსურ) X,ც,..., X,,... რიცხვთა ისეთ დალაგე- 
ბულ უსასრულო მიმდევრობას, რომლისთვისაც 

> |Cქშ-ლია. 01.12) 
/=(| 

ელემენტი X-< -(ხაც...» Xა, ..·)=(X,), 1=1,2,... აქაც შეგვიძლია განეიხილოთ 

როგორც +X ვექტორი, რომლის კოორდინატებია ჩ#,..., X,,... თუ X= 
= (X,), ი მ=(ყ)რ |, ნებისმიერი ელებენტებია, მაშინ 

დლ 

I რ I ა 

2(X,V)=| ა % - ყა · (1.13) 
ე=ი 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მწკრივი კრებადია, ვინაიდან, გარდა (1.12) 
თა 

მწკრივისა, კრებადია აგრეთვე » IV" მწკრივი და 

7.=1 

ზმ 

სე» -ყე? 

ადვილი შესამჩნევია, რომ (1,13) ფორმულით შემოღებული მეტრიკა აკ- 
მაყოფილებს ყველა საჭირო აქსიომას. 

განვიხილოთ 7, სივრცის კუთვნილი ისეთი #ჯ=(Xჯ) ელემენტების # სიმზ- 

რავლე, რომლის X,; კოორდინატები აკმაყოფილებენ უტოლობებს 0 <ი<+ ს 1= 

> I ' 
შყ „ს... 

(:=1 

=1,2. -L სიმრავლეს ეწოდება (, სივრცის ძირითადი პარალე- 
ლეპიპედ 

4. 1(7>1) სივრცე. განვიხილოთ ნამდვილ (ა კომპლექსურ) X...., 

X... რიცხვთა ისეთი მიზდევრობა, რომ ა ო, ბ მწკრივი კრებადი 

7::1 

იყოს. ეს მიმდევრობა ასეც ჩავწეროთ X>X=(-) რიცხვთა ყველა ასე- 

თი სახის მიმდევრობების სიმრავლეს (. სივრცე ეწოდება, როცა Xჯ-=: 
=(X,), #ყ=(Vყ,) C I” ელემენტებს შორის მანძილი განსაზღვრულია ტოლობით: 

((X, ყ)= გ. IX, – „. : (1.15) 
/=L



ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მწკრივი კრებადია. მართლაც, ზინკოვსკის 
უტოლობის ძალით, გვაქვს 

1 > » IX,” ” ავ... 
1-=1 

ცხადია, რომ 0(X, ყ) ფუნქცია აკმაყოფილებს § 2-ის თ) და 8) აქსიომებს, 
დაკმაყოფილებულია აგრეთვე ?) აქსიომაც, ვინაიდან ნებისმიერი სამი #ჯ= 

=(X), ყ=(ყ, ჯ=(ჯ)) CI ელემენტისათვის და #>1 რიცხვისათვის, მინკოვსკის 

უტოლობიდან, ადეილად მივიღებთ უტოლობას 

CიC 

ა M- 4) ა ( ბ, თ-ე”+0 თ ყ." '”. (1.16) 

(=1 

ვთქვათ, (XMI=-I(X,-))) CI,ყელემენტთა კრებადი მიმდევრობაა X" =(%,)C/, 
ელემენტისაკენ. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (1.15) მეტრიკით კრებადობა 

ნიშნავს შემდეგს: 1III X,()= X," ყველა ჯ ნიშნაკისათვის. ისიც შევნიშნოთ, რომ, 
ჩე 

როცა #=2, მაშინ ,/,„ სივრციდან მივიღებთ ჰილბერტის კოორდინატულ ”, 

სივრცეს. ისე, რომ 7, სივრცე (კ სივრცის განზოგადებას წარმოადგენს, 

8. რიცხვთა შემოსაზღვრული მიმდევრობების 7) სივრცე. ზემოთ განხი- 

ლული მაგალითები წარმოქინილია ევკლიდის სივრცის ანალოგიით და, ამი- 

ტომაც მანძილის ცნების შემოღებაში გამოყენებულია გეომეტრიული მოსაზ- 
რება. ახლა მოვიყვანოთ მეტრული სივრცის ისეთი მაგალითები „ რომელთა 

ელემენტების ბუნება დაკავშირებული არ არის მათ გეომეტრიულ ინტეპრე- 

ტაციაზე. 
X სიზრავლის ჯ ელემენტი იყოს რიცხვთა ისეთი +X,,...,%აე,... მიმ- 

დევრობა, რომ შესრულებული იყოს პირობა IX, <C,.), 1=1ე...) 7 კ..ე სა- 

დაც C,,, გარკვეული მუდმივია აქაც ვისარგებლოთ ჩაწერით +X= 

=(X,... X»ა....)=(X) და X, რიცხვებს X ელემენტის კოორდინატები ვუწო- 

დოთ. ვთქვათ, X=(XI), V=(V,) C X ორი ნებისმიერი ელემენტია, ავაგოთ იCX, ყ) 

ფუნქცია შემდეგნაირად: 

ი(X, ყ)=§MMIX-–- ყე 1=1, ...ს #M +... (1.17) 

ამ ტოლობით განსაზღვრულ მეტრიკას აზრი აქვს, მართლაც, პირობის 

თანახმად, გვაქვს IX, <C.IM9, |ყ,I.< CI, ჯ=1,..., MI, « ... ცხადია, ამ პირობებში 

შემოსაზღვრული იქნება IX,–- ყე) მიმდევრობა და ამიტომ იარსებებს ზუს- 

ტი ზედა საზღვარი +«V#MIX-–-ყ,, 1=1,... I... 

X, ყ CX ელემენტები ტოლია, X=Vყ, როცა X=ყ, 1=1,..., შე.... 

ცხადია, (1.17) ტოლობით განსაზღვრული ფუნქცია ი(X,V) >0, მასთან 0%(X.ყ)= 

=0 ტოლობას ადგილი აქვს მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X=ყ. გარდა 
ამისა, ადგილი აქვს სიმეტრიის აქსიომასაც: ი(X, V)=((V, X), 

ვთქვათ, გარდა X და ყ ელემენტებისა, ჯ=(ჯ,) C X. გამოვიდეთ იგივეო- 
ბიდან: X,-– 9ყ,= XI –- ჯ4+-ჯ–წყ,, მივიღებთ 

–ყMე< IX --+-ყ C=1,2,...). 
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ამიტომ წინა უტოლობიდან დავწერთ: 

§+VMM,--ყI <MVMIX – უჭ-69V0I>-–-V, 
1 ? ჯ 

დ. ი. 0(X, ყ)<-0(X, 2)+0(» ყ). ამგვარად, სამკუთხედის აქსიომაც შესოულე- 
ულია. · 

ყველა შემოსაზღვრულ რიცხვითი მიმდევრობების სიმრავლეს, რომელ- 

შიც მეტრიკა (1.17) ფორმულით არის განსაზღვრული, ეწოდება #| სივრცე. 
ვუჩვენოთ ახლა, რომ ელემენტთა უსასრულო |XII =ILX,9)) C#»  ზიმდევ- 

რობის კრებადობა X" = (X,') C ”I ელემენტისაკენ ნიშ5ეავს შესაბამისი კოორდი- 
ნატების კრებადობას, თანაბრად ; ნიშნაკის მიმართ. მართლაც, ნებისმიერი 

3>0 რიცხვისათვის, პირობის თანახმად, არსებობს ისეთი ნატურალური 

=M6() რიცხვი, რომ როცა X>M, გვექნება: 

ირ, X5= სიხ -X5, 
1 

საიდანაც გამომდინარეობს უტოლობა: 

IX,I5) –- X,“| <5, 

ნებისმიერი ნიშნაკისათვის 1=1,..., #,.#.. · ადვილი შესამჩნევია, რომ პი- 

რიქითაც, თუ ყოველი ნიშნაკისათვის ჯ; ადგილი აქვს IX,19)-–-X,ს<6 უტოლო- 

ბას, როცა #>VM, მაშინ 11 ი(XMს), X-#)=0. ამით ჩვენი წინადადება დამტკი- 
ს–ია 

ცებულია. 
6. რიცხვთა კრებადი მიმდევრობების (დ სივრცე. ვთქვათ, X არის ისეთი 

სიმრავლე. რომლის ელემენტებია კრებადი რიცხვითი მიმდევრობები. ამ გან- 

საზღვრის თანახმად, X=(X, .., X», ...)=(X) მიმდევრობა წარმოადგენს X 

სიმრავლის ელემენტს: +XC7. თუ III XI=5, სადაც § გარკვეული რიცხვია. 
”>თი 

ხმირად X,; რიცხვებს X · ელემენტის კოორდინატებსაც უწოდებენ. ეთქვათ, X=. 

=Cა. #= (ყა C 2ჯნებისმიერი ელემენტებია. Xჯ სიმრავლეს « სივრცე ეწოდე- 
ბა, როცა მასში მეტრიკა შე მოღებულია ფორმულით: 

0(X. ყ)=+X2IX. –ყი. 4: (1.18) 

თუ ამ სივრცეს წინა მაგალითში განხილულ „” სივრცეს შევადარებთ, 

დავრწმუნდებით, რომ იC//. ამის გამო, შემოწმების გარეშე, შეგვიძლია 
ვთქვათ, რომ მეტრიკის ყველა აქსიომა შესრულებულია. როგორც წინა მაგა- 
ლითმი, ელემენტთა მიმდევრობის კრებადობა C ს-ვრცეში ნიშნავს შესაბამი- 
სი კოორდინატების კრებადობას, თანაბრად ; ნიშნაკის მიმართ. 

7. რიცხვთა ყველა მიმდევრობის ჯ სივრცე. ამ სივრცის განსაზღვრა 

დაფუძნებულია ერთ-ერთ არითმეტიკულ უტოლობაზე, რომელიც სამართლია- 

ნია ნამდვილი რიცხვების ნებისმიერი წყვილისათვის შევჩერდეთ წინასწარ 
ხსენებული უტოლობის გამოყვანაზე. 

ლემა. ნებისმიერი ნამდვილი§ და უ რიცხვებისათვის 

სამართლიანია უტოლობა 

|§+9I 5 I31 + IM 

1+)ს+უ 1+I)  1+ (1.19) 
13



მართლაც, გამოვიდეთ ცხადი უტოლობიდან: |=-- ი <.I6I+Iთ. მივუმა- 

ტოთ ამ უტოლობის ორივე ნაწილს რიცხვი: C-LI(I5|-+-I=I), გეექნება: ნ+M»“- 

+I6+უ 0§5|+- თ) <6 ,+IMI+I6+7I094-I), ანუ. |§ !-|(1+|ნ|+IოI)§ლC06|+(7)) (1-|- 
–-6+%VI. გავყოთ უკანასკნელი უტოლობა ნამრავლზე: (1+)წ+«»IX1 +|5+ 
+Iთი»ე)+>0, მივიღებთ · 

_ 5+%I < წნ+I -- _ M ო 
-1+Iნ+» 1+|5+)სს  1--|5+I  1+I+1ო| 

მიღებული უტოლობის მარჯვენა ნაწილში პირველი შესაკოროების მნიშვნელს ჩა- 

მოვაცილოთ |ჩ| შესაკრები, ხოლო მეორე შესა;რების მნიშვნელს კი |5, შესაკრე- 

ბი, ამით, რა თქძა უნდა, უტოლობას არ შევასუსტებთ. ამ ოპერაციის შზე- 

დეგად მივიღებთ დასამტკიცებელ (1.19) უტოლობას. 

გადავიდეთ ახლა ჯ სივრცის განსაზღვრაზე. ყველა კრებადი რიცხვითი 

მიმდევრობის X სიგრავლეს ჯ სივრცე ეწოდება, თუ ნებისმიერი X==(X), #= 

=(V, C ჯ ელემენტებისათვის მანძილი განსაზღვრულია ფორმულით: 

ლთ 

9(X, #)= 
ცუვ. 

) I-–-ყ 
2 14 ი-V) | (1.29) 

ახლავე შევნიშნოთ, რომ ამ ტოლობის მარჯეენა ნაწი-ლში მწკრივი კრება- 

დია, ვინაიდან 

1 M-V4 1 1 
დ ა ––< აა. 

2 14 სლ < 2.9 '3> ა. 

ვიტყვით, რომ X და ყ ელემენტები ტოლია და დავწერთ X=ყ, თუ X,=V,, 
როცა 1=1,...)ე 1 .... 

ცხადია, რომ (0(X, M)>9 და (§(X, ყ)-=0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

X=ყ. გარდა აზისა, იმავე (1.20)-დან გამომდინარეობს, რომ ი(X, ყ)=ი(Vყ, X). 

ვუჩვენოთ ახლა, რომ (1.20) ტოლობით განსაზღვრული მეტრიკა სამკუთხე- 

დის აქსიომასაც აკმაყოფილებს. მართლაც, გთქვათ, X=(X,), ყ=(Vყ,), >=(7)) C ჯ 

ნებისმიერი სამი ელემენტია. ავიღოთ (1.20) მწკრივის ზოგადი წევრი და 
წარმოვადგინოთ იგი ასე 

1. IX, – ყV _ 1 I(X,. -7:)-- (> -– V,) 

2 146 VI 2 1+(ი-)+C-ი!“ 
გამოვიყენოთ ახლა ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში (1.19) უტოლობა, რო- 
მელშიც § C რიცხვის ნაცვლად ავიღოთ X, – 7 რიცხვი, ხოლო »-ს ნაცვლად 

ავიღოთ ჯ--ყ, მივიღებთ ! 
1 _ (ი–=ჯ/)+Cდ ყი 1 X-ს 1 დ ML 
2 1+I% ჯ)+Cდ ყე 2 1+XM-2I 2 1+ფ-V! 

ამ უტოლობის გამოყენებით, (1.20) ფორმულიდან მივიღებთ 

– 1 IX, ყი > – 1 IX, “2 > 1 I – ყ 

ა 7 ი. <5) 0 > +2 > 1+C -/ 
I-II _ ჯ1=1 იი 4 7-1 დ -ყ; 

0(X, ყ)=:0(X, ჯ)+0C7, ყ). 
1+



გავეცნოთ ახლა კრებადობის საკითხს ჯ სივრცეში. ვთქვათ, IXM)= 

=LCV,")) CI+ ელეზენტთა მიმდევრობა კრებადია X"=(X;) C + ელემენტისაკე5. 
§# სიგრცეში „შემოღებული მეტრიკის მიხედვით, ეს ნიშნავს შემდეგს: ნებისმიე- 

რი §>0 რიცხვისათვის არსებობს ნატურალური M:- MC) რიცხვი ისეთი, 

რომ როცა L>M, მაშინ 

, _ MM XI _ ს: < 
(4) (X 2(XVM), X-) = 53. 2' ეარ. ემ“ | (1.2!) 

1= 

მაგრამ, როცა ეს უტოლობა შესრულდება, მაშინ, ფიქსირებული ; ნიშნაკისა- 

თვის, მით უმეტეს შესოულდება ასეთი უტოლობა: 

2 1+ I, (9) _. XI 

აქედან კი, § რიცხვის ნებისმიერობის გამო, მივიღებთ 

II0ე X,7(0 == X,". (1.22) 
#–+Cთდ 

ახლა ვუჩვენოთ, რომ შებრუნებული წინადადებაც სწორია, ე. ი. ჩავთ- 
ვალოთ, რომ ადგილი აქვს (1.22) ტოლობას და დავამტკიცოთ (1.21) ფორ- 

მულის სამართლიანობა. _ 

ლ 1 
მივაქციოთ ყურადღება იმას, რომ (1.21) მწკრივისათვის ჯ. 2 ერთ- 

L=I 

ერთი მაჟორანტული მწკრივია, რომელიც L ნიშნაკისაგან დამოუკიდებლად 

იკრიბება. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ (1.21) მწკრივი L ნიშნაკის მიმართ თა- 
ნაბრად კრებადია და, ამიტომ, მასში # ნიშეააკის მიმართ წევრ-წევრად შეგ- 
ვიძლია ზღვარზე გადასვლა. მაგოამ, როცა ადგილი აქვს (1.22) ტოლობას, 

მაშინ 
1 III. ). XI 

III0 XX XI 0 
#-+ იე 2' 1+|ჯაბ –.ჯ. I 

და, მაშასადამე, მივიღებთ: 1II) 0(XIყს, X#)=0. ეს კი ამტკიცებს ჩვენ წინადა- 
#->02ლე 

დებას, · 
ამრიგად, §( სივრცეში IX.) მიმდევრობის კრებადობა ზღვარითი X" 

ელემენტისაკენ ნიშნავს X-) ელემენტის ყოველი #19 კოორდინატის კრებადობას 

ზღვარითი X” ელემენტის შესაბამისი X,") კოორდინატისაკენ, როცა L->Cთ. ცხა- 

დია, კოორდინატების ასეთნაირი კრებადობა, საზოგადოდ, არათანაბარი 

კრებადობაა ; ნიზნაკის მიმართ. 
8. შემოსაზღვრული %ზომადი ფუნქციების M სივრცე. ვთქვათ, I არის 

#. სივრცეში მოთავსებული ზომადი სიმრავლე. აღენიშნოთ X-ით >» სიმრავ- 
ლეზე განსაზღვრული ყველა შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქციის სიმრავლე. 
X სიმრავლეში შემავალი ორი ეკვივალენტური ფუნქცია თანატოლ ფუნქ- 
ციებად ჩავთვალოთ. ვთქვათ, X(7) C X და Vყ(I) C X. ავიღოთ 71-დან ნებისმიე- 

რი ნულზომის თ სიმრავლე და შემოვიღოთ აღნიშვნა 

M9=, გსი IX0--#(ხI.



გცვალოთ ყოველნაირად ნულზომის თ სიმრავლე I-ში. მაშინ ყV(Cღ2) იცვლება 
და მივიღებთ რიცხვთა სიმრავლეს. ამ სიმრავლის ზუსტ ქვედა საზღვარს ვუ- 
წოდოთ (ი(X, ყ) მანძილი X(I) და ყ(/) ელემენტებს შორის: 

ი(0XL, ყ)=1#/ 500 IXCI)-–V(I)I- (1.23) 
= IC7–9 

X სიმრავლეს, რომელშიც მეტრიკა (1.23) ტოლობითაა განსაზღვრული ეწო- 

დება ფუნქციონალური /M# სივრცე. 

დავამტკიცოთ, რომ (0(X, ყ) აკმაყოფილებს მეტრიკის ყველა აქსიომას. 

1) რადგანაც VC)>0, ამიტომ I/II9)>9, ე. ი. 00%, #)>0. თუ ი, ყ)=0, 

მაშინ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებნება ნულზომის ისეთი თC7/ 
სიმრავლე, რომ 

ზსი IX(I)-–ყ(იI), <5, 
1C7-–-ძ 

ე· ი. , 

IXV) – ყ0))<6, როცა 1C 1-9. 

განვიხილოთ ახლა ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა (§,) მიმდევრობა და 

ყოველი პ„-თვის ავიღოთ სათანადო ძ,აC71 სიმრავლე. მაშინ ყოველი #-თვის 

ით- თ)=7– ს თ 
#=I 

სიმრავლეზე მართებულია უტოლობა 

IXC) – ყ(I)<-% ' 

IX#) – #0)|=9. 
ე. ი. 

მაგრამ რაკი ს თ, სიმრავლის ზომა ნულია, ამიტომ XV) და Vყ() ეკვივა- 

L=1 
ლენტური ფუნქციებია, ე. .ი. X=ყ. 

შემდეგ, ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ XV) არის ყ() ფუნქციის ეკგივა- 

ლენტური, მაშინ ი(X, ყ)=0. ამრიგად, ი(X, #)=0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც X=ყ. მაშასადამე, მეტრიკის პირველი აქსიომა შესრულებულია. 

2) (1.23) ტოლობიდან უშუალოდ ჩანს, რომ ((X, ყ)=ი(ყ, X). 

3) სამკუთხედის აქსიომის შესამოწმებლად ავიღოთ X სიმრავლის ნების- 
მიერი სამი ელემენტი XV), Vყ() და #(). ცხადია, ნებისმიერი ნულზომიანი 
=თC=X სიმრავლისათვის გვაქვს: 

8090 |X(C§) -––ჯ(1)I-<. §სი IX(/) – ყ(/)I+> 950 I)“-ჯ(0). „ტიმ ქM0--(01C გაი M0 –#0I+,8ანI460- 200) 
აქედან ვღებულობთ 

MX,ჯ).<- „ს. 10 – –ძ0I+ პაი ყო – –(%(0). (1.24) 

ახლა ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის შეგვიძლია ვიპოვოთ ნულ- 
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ზომის ისეთი სიმრავლეები 0,C7” და თC7, რომ ადგილი ჰქონდეს. უტო- 
ლობებს 

ყსს IX) –Vყ(I)|<-0(V, ყ)+--, 
(C1-9, 

2 

§IIს Iყ(0-– XI) <0(V, დ)+-––. 
(IC 719 

2 

შემდეგ ცხადია, რომ 

ყყყი IXV) – VV)I<ი(%, V)+ =-. 
IC7-9 

2 

§V)) 'V(I1)-– 7()I<0(/,ფ+->, 
ICX--9 2 

სადაც თძ=ძთ, ყ თე, მაშასადამე, (1.24) უტოლობის ძალით გვექნება 

0(X, ჯ)<0(X, ყ)+6(ყ, 2)+6. 
აქედან, §-ის ნებისმიერობის გამო, მივიღებთ 

M(X, 7) =(X, V)+(%(ყ, 2). 

ამრიგად, ადგილი აქვს მეტრიკის სამივე აქსიომას. მიღებულ სივრცეს ეწო- 

დება M# სივრცე. 

მკითხველს შეუძლია შეამოწმოს, რომ »M სივრცის ელემენტთა (X»VI)) 
მიმდევრობის კრებადობა ამავე სივრცის XXV) ელემენტისაკენ ნიშნავს მოცე- 

მული მიმდევრობის თანაბარ კრებადობას X”(,) ფუნქციისაკენ თითქმის ყველ- 

„გან 2”-ზე. 

9. სასრული ზომადი ფუნქციების (5) სივრცე. განვიხილოთ ევკლიდეს 

#,. სიერცის რაიმე I სიმრავლე, ვიგულისხმოთ, რომ იგი ზომადია ლებეგის 

აზრით, აღვნიშნოთ X-ით სიმრავლე ყველა სასრული ზომადი ფუნქციებისა, 

ფუნქციებს, რომელთა მნიშვნელობანი თანატოლია თითქმის ყველგან I” სიმ- 

რავლეზე, ვუწოდოთ თანატოლი ფუნქციები. ყველა სასრული ზომად ფუნქ- 

ციების X სიმრავლეს (5) ფუნქციონალური სივრცე ეწოდება, თუ მანძილი 

XV), ყ(I)CX ელემენტებს შორის შემოღებულია ფორმულით 

_ (_M0 -ძლ 25 
“იი I 1-X0-#თI იე 

სადაც ინტეგრალი აღებულია ლებეგის აზრით. ვინაიდან ინტეგრალქეეზა 
ფუნქცია შემოსაზღვრული და ზომადია, ამიტომ ამ ინტეგრალს აზრი აქეს. 

გარდა ამისა, ხსენებული ფუნქცია არაუარყოფითია და ამიტოზ ი(X,V)>90. 
ისიც ცხადია, რომ როცა XC) =ყ(I/), მაშინ ((X, ყ)=0. პირიქით, თუ (9(X,V)-- 

=0, მაშინ X(/1=V/(/). მაშასადამე, 0(X, Vყ)=0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, რო- 
ცა XV)=ყC0). (1.25) ტოლობიდან უშუალოდ ჩანს, რომ (0(X, V):=0(ყ, X). 

ვთქვათ ახლა, რომ XV), V(/), 2(C(5) ნებისმიერი სამი ელემენტია. შე- 
ვიტანოთ (1.19) უტოლობაში § რიცხვის ნაცვლად X(/) – ჯ(,I) ფუნქცია. ხოლო 

უ რიცხვის ნაცვლად კი 2()–-V(/) ფუნქცია, მივიღებთ უტოლობას 

X0 VI) - სV9)- (0I_ , _I (0 -«ი1 
14+IXV) –ყ(0, 1+IXV0V-ჯთს 1+)0+#%



საიდანაც ინტეგრების შემდეგ მივიღებთ: ი(X,0V) ლ95(Xა2)+ 0(,ყ). ამგვარად, 

როცა მანძილის ცნება (1 25) ფორმულით არის შემოღებული, მა'მინ მეტრუ- 
ლი სივრცის ყველა აქსიომა დაკმაყოფილებული იქნება, 

გამოვარკვიოთ კრებადობის შინაარსი (5) სივრცეში. 

გთქვათ, (X,0C(5) არის ელემენტების მიმდევრობა, რომელიც კრება- 

დია XC) C(5) ფუნქციისაკე§, ე. ი. ი(X,, X-)- >2, როცა #->:ს. განვიხილოთ 
7“ სიმრავლის იმ წერტილთა თ,(ი) სიმრავლე, რომელზეც შესრულებულია 

უტოლობა: 

IX.CI) – X'VV)I> თ, 

სადაც თ ფიქსირებული ნამდვილი რიცხეია. შევნიშნოთ, რომ 

IXI(/) -X”VI)II. II) X V)Iიჯ 

1-+IXV() –X"C)I I 1-I-IX.C) – XVII 
9ა(თ) 

საიდანაც, წინა უტოლობის ძალით, გვექნება 

0(X., X”)= 

  0(X,, X“)> ე 1105C„,(()). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ როცა (0(X,, X-)->0, მაშინ VI08C„(ს)->0. ეს 
იმას ნიშნავს, რომ (X„(/)) მიმდევრობა ზომით' კრებადია X"(CI) ფუნქციისაკენ. 

ახლა ვთქვათ, რომ (XV-(I)) მიმდევრობა ზომით კრებადია X“C,) ფუნქციისაკენ. 

(IX) --XVCI _ | ამ პირობებში |– 27 2. , ბა ნ - ობე 0 + XV) XV) ( მიმდევრობა ზომით კრებადი იქნება ნული 

საკენ, გადავიდეთ ზღვარზე ტოლობაში 

5- (0-0 %. 
0(X», X )= | 1-+-IX.(/) – X-C).” 

როცა #-+>. წინასწარ შევნიშნოთ, რომ ვინაიდან ინტეგრალქვეშა ფუნქცია 

თანაბრად შემოსაზღვრულია ჯ ნიშნაკის მიმართ რიცხვით ერთი, ამიტომ 

ზღვარზე გადასვლის ოპერაცია შეგვიძლია შევასრულოთ ინტეგრალის ნიშნის 

ქვევით. ზღვარზე გადასვლის შეზდეგ გვექნება: ჰი ი(X,, X-)=9. 

10. ყველა %ზომადი ფუნქციის 5 სივრცე. განვიხილოთ ყველა ზომადი 

X((/) ფუნქციის სიმრავლე, სადაც 1 C(0,1). ყოველ ასეთ XVI) ფუნქციას შევუ- 

საბამოთ M., სიმრავლე ისეთი §>0 რიცხვებისა, რომ ყოველი 6CM. რი- 

ცხვისათვის შესრულებული იყოს უტოლობა 

IX (7), > 
ისეთი ( წერტილების M- IIX(C/)I>6) სიმრავლეზე, რომლის ზომა X:§, ე. ი. 

IXი6§5M7- | IX(0)| >21<-გ. ნათქვამიდან გამომდინარეობს #, სიმრავლის შემდეგი 
თვისებები: თ) რიცხვი 1 C M.; 8) თუ §, C M,, მაშინ ყოველი 6, C M,, როცა 

§,> 8,7: 7) თუ #ი, X,(/) ნებისმიერი ორი ზომადი ფუნქციაა და |X)(1)I>IX,(!)I, 

მაშინ M., = M,, 

შემდეგში – და X)(,) ფუნქციებს თანატოლს ვუწოდებთ და დავწერთ 

X)(1)=X,(1!), თუ X,(/)=X,() თითქმის ყველა 7 C |0,1| მნიშვნელობისათვის. 

ვთქვათ, 6ე(X) აღნიშნავს ყველა 6C M, რიცხვების ზუსტ ქვედა სა· 
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ზღვარს. განვიხილოთ ნებისმიერი ორი ზომადი X(/) და VI) ფუხქცია, 
0</C<1. მანძილი ამ ფუნქციებს შორის განვსაზღვროთ ფორმულით: 

§(X, ყ)=5ა(X--V). (1.26) 
L9,1|I სეგმენტზე ყველა ზომადი ფუნქციის სიმრავლეს რომელშიც მეტრიკა 
შემოღებულია (1.26) ფორმულით, ფუნქციონალური 5 სივრცე ეწოდება. და- 
ვამტკიცოთ, რომ ამ ტოლობით განსახღვრული მანძილი დააკმაყოფილებს 
მეტრული სივრცის ყველა აქსიომას. ვთქვათ, 6(X, ყ)=0. მაშინ, ნებისმიერი 
§>0 რიცხვისათვის გეექნება 

9165 M: ( (X(/) –- ყ/(/))>>5| <§, 

ე. ი. X(/)=ყ(/). ადვილი შესამჩნევია, რომ პირიქითაც, თუ X(/)=ყ(,)), მაშინ 
ი(X, ყ)=0. ცხადია, რომ ი(X, V)>0, როცა X() V(() და 9(X,ყ) = 2(V, X). ვთქვათ 

ახლა, X(C/7), ყ(/), 7(/) C 5 სამი ნებისმიერი ელემენტია, მაშინ 

I; ,| IX(7) ·– V(/)I|>>5, |C MI ,X(7) – ჯ(/)|>5ა1+ MX |2(0) – #(/)|> 5ე|, 
სადაც 

8 ჩ 
8, = 6ე(X –-7)+ 50(– V)+3, 8: =8ე(X ––2) +“ 2: ხე=2პ(ჯ–-ყ)+ “> 

და 3:>>0 ნებისმიერი რიცხვია. ეს უკანასკნელი ნიშნავს, რომ ი0(X,2)+-0(დყ)+ 

+8C IM, საიდანაც ##/M, , (ი +%C V)+8 და, 8 რიცხვის ნებისმიე- 
რობის გამო, დავწერთ ი(X,V) <-0(X, 2)+-0(ჯ, V). 

შევეხოთ ახლა კრებადობის საკითხს 8 სივრცეში. ვთქვათ, მიმდევრობა 

IX.(C/))=5 კრებადია ამავე სივრცის ელემენტისაკენ XI). ვაჩვენოთ, რომ ამ შემ- 

თხვევაში კრებადობა ნიშნავს (X,(/))| მიმდევრობის ზომით კრებადობას X"(I) ფუნქ- 

ციისაკენ. ამისათვის საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ საკმარისად დიდი ნატუ- 

რალური # ნიშნაკისათვის და ნებისმიერი რიცხვებისათვის »უ, 6>0 შესრულ- 

დება უტოლობა 

1105 Mუ | IX-(/) – X”(/)| >ს)<-6. (1.27) 

ვთქვათ, 6,<IსIIV(წ, §) ნებისმიერი რიცხვია. მაშინ, იმის გამო, რომ Xა(,0)–X”LI), 

საკმარისად დიდი /ჯ; ნიშნაკისათვის გვექნება 

1009M%,( IXX7) -– X/#L)|I >51<8,. 

ამასთანავე შევნიშნოთ, რომ 

M#4 (IX-(/) – X"C/)|>») = MX |X-(/) – X/##)I> 5)I. 

ამ დამოკიდებულებიდან და წინა უტოლობიდან მიგიღებთ, რომ საკმარისად 

დიდი ჯ რიცხვისათვის შესრულებულია (1.27). .· 
11. უწყვეტი ფუნქციების CV, ხს) სივრცე. ფუნქციონალური XC(ი, ხ) 

სივრცის ელეჭენტებია (თ, #| სეგმენტზე განსაზღვრული ყველა ნამდვილი 

უწყვეტი ფუნქციები. მანძილი CXი, ხ) სივრცის X=X(I) და ყ=V(!) ელემენ- 
ტებს შორის განსაზღვრულია ასე: 

0(X, ყ)= 108X IX(CI) – ყ(7/)I. (1.28) 
ილს 

ამ ტოლობით განსაზღვრულ მანძილს ჩებიშევის მეტრიკა ეწოდება. გეო- 
მეტრიულად ((X, Vყ) არის X=X(I) და #=ყ(/) წირებს შორის უდიდესი მან- 
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ძილი, შევნიშნოთ, რომ იგივეობისა და სიმეტრიულობის აქსიომები შესრუ- 

ლებულია და შემოწმებას არ საჭიროებს. შესოულებული»; აგრეთვე სამკუთხე- 
დის აქსიომაც. მართლაც, თუ XVI), ყ /), ჯ()CC(ძ, ხ) ნებისმიერი სამი ელე- 
მენტია, მაშინ უტოლობიდან: 

X0 – #0 9 - 01+I2--V(0 
მივიღებთ 

MX XII) – ყ(/)) < IIმX IXC/)--ჯ(/)|-- III0IX '2(7) – V(/)I, 
რადეს რფლჭ ლე იჯდეს 

ე. ი. 0(X, ყ)'=0%(X, :)+ი(ჯ, ყV)- 
განვიხილოთ ახლა უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობის კრებადობის სა- 

კითხი (1.22) ტოლობით განსაზღვოული მეტრიკის მიხედვით. ვთქვათ, 

(X„C–))=C(6, სხ) უწყვეტ ფუნქციათა მიზდევრობა,ა რომელიც კრებადია 
XC) CC(ი, ბ) უწყვეტი ფუნქციისაკენ, ე. ი. III 0(X,, X„)>0. სხვანაირად, 

ჩს-– ლ 

ვთქვათ, ნებისმიერი >0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური M= 

= MV(8) რიცხვი, რომ როცა #->MV შესრულდება უტოლობა #)9+XI X„(/)-- X-(/) | C8. 
რ<1<აჩ 

მაშასადამე, როცა #>M, ! CIი, ხ| ცვლადის ყველა მნიშვნელობისათვის ად- 

გილი აქვს უტოლობას: IX,(/) – X-C/)--8. ეს კი იმას ნიშნავს რომ (X.(/)) 
მიმდევრობა თანაბრად კრებადია X“(1) ფუნქციისაკენ |ი, ს) სეგმენტზე. 

მკითხველი უშუალოდ დარწმუნდება იმაშიც, რომ თუ IX,(,)), უწყვეტ 
ფუნქციათა მიმდევრობა თანაბრად კრებადია X”) ფუნქციისაკენ (ი, ხ) სეგ- 
მენტზე, მაშინ III) C(X,„, X-)=0. 

”-–>ი 

შენიშვნა. ხშირად საჭიროა ე. წ. C; სიგრცის განხილვა. ასე ეწო- 

დება სივრცეს, რომლის ელემენტებია ნებისმიერ შემოსაზღვრულ და ჩაკე- 

ტილ 7=#, სიმრავლეზე განსაზღვრული, ყველა უწყვეტი ფუნქცია. თუ XC), 
ყ(I)=Cჯ სადაც (CI, მაშინ მათ შორის მანძილი განსაზღვრულია ტოლობით 

0(X, ყ)= )სმX IX(C,I)-– ყ(/)I . 
(C# 

ელემენტთა მიმდევრობის კრებადობა ამ მეტრიკით ნიშნავს თანაბარ კრება- 

დობას ჯ#-განზომილებიან 7” სიმრავლეზე. 

15. უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციების CIი, ხ) სივრცე. წინა მაგალი- 
თში განხილულ უწყვეტ ფუნქციათა სივრცის ანალოგიით შესაძლოა შემოვიღოთ 

უწყვეტად წარმოებად ფუნქციათა CIVXი, ხ) სივრცე. ამ სივრცის ელემენტი ეწო- 
დება Iი, ხ| სეგმენტზე განსაზღვრულ ისეთ ფუნქციას, რომელსაც აქვს # რი- 

გის უწყვეტი წარმოებულები უკანასკნელის ჩათვლით. ვთქვათ XV), 

ყ()CC(M, ხ), სადაც 7CLი, ხI, მანძილი ამ ფუნქციებს შორის განვსახღვროთ 
ფორმულით: 

(2 

ნ(X, ი=2. 1I9X- | XCII(/) –– ყC.XI)1, (1.29) 
«=04<-4<ხ 

სადაც ვგულისხმობთ, რომ ფუნქციის ზული რიგის წარმოებული თვითონ 
ფუნქციას ემთხვევა. ადვილად შევამოწმებთ, რომ ი(X, ყ) ფუნქცია აკმაყოფი- 
ლებს მეტრიკის ყველა აქსიომას. 

ელემენტთა (X»(/)) = CV, ხ) მიზდევრობის კრებადობა X"(/) C CC(ი,ხ) 
–



ელემენტისაკენ ნიშნავს, როგორც თვით #X,(7) ელემენტების თანაბარ კრება- 
დობას X#(/) ელემენტისაკენ, ისე X,0(/) წარმოებულის თანაბარ კრებადობას 
ზღვარითი ფუნქციის შესაბამისი წარმოებულისაკენ, როცა 1 ნიშნაკი გაირ- 

ბენს მნიშვნელობებს 12. , #. 

13. ფრეშეს 0 ს სივრცე. ევკლიდეს ორგანზომილებიან სივრცეში ავი- 

ღოთ რაიმე ჩაკეტილი სასრული არე. განვიხილოთ ამ არეში მდებარე ყველა 

წირის ერთობლიობა, რომელთა განტოლება შეიძლება ჩაიწეროს პარამეტრუ- 

ლი სახით: 

X=X(I), 

=V(!), 

სადაც X(7) და V(7) უწყვეტი ფუნქციებია ჯ ცვლადისა. ვთქვათ, ჯ” და ჯ“ ორი ასე- 
თი 'წირია. ამ წირების იმ წერტილებს, რომლებსაც 1 პარამეტრის ერთიდაიგივე 

მნიშვნელობა შეესაბამება, ეუწოდოთ შესაბამი წერტილები. ვთქვათ, 6>0 რი- 

ცხვი აღნიშნავს + და +” წირების შესაბამ წე რტილებს შორის მანძილების მაქ- 
სიმუზს. ცხადია, რომ § რიცხვი დამოკიდებულია +” და "' წირების განტოლე- 

ბის პარამეტრული სახით ჩაწერაზე. ვუწოდოთ ი(ჯ, 5) მანძილი +" და +"წირებს 
შორის § რიცხვების ზუსტ ქვედა საზღვარს, როცა ამ წირების განტოლებას 

ყველა შესაძლო პარამეტრული სახით ჩავწერთ. ბრტყელი წირების სიმრავ- 

ლეს, რომელშიც მანძილის ცნება ასეა შემოღებული, ფრეშეს 0 სივრცე ეწო- 
დება. მანძილი დლ(+, +”) აკმაყოფილებს მეტრიკის ყველა აქსიომას. მეტრულ 0 

სიერცეს გამოყენება აქვს ვარიაციათა აღრიცხვის ამოცანებში. 

14. პილბერტის ფუნქციონალური #,(ი, ს) სივრცე. ვთქვათ, (თ, ხ) 

რიცხვითი წრფის სასრული ან უსასრულო ინტერვალია. აღვნიშნოთ V(/)-თი 

ნაზდვილი და (ი, ხ) ინტერვალზე კვადრატით ინტეგრებადი ფუნქცია. ყველა 
ასეთი X(C/) ფუნქციის სიმრავლე აღვნიშნოთ L,(თ, ხ) სიმბოლოთი. ამასთანავე 

ფუნქციები, რომელთა მნიშვნელობანი (ი, ს) ინტერვალზე თითქმის ყველგან 

ერთმანეთს ემთხვევა, ჩავთვალოთ თანატოლ ელემენტებად. შემოვიღოთ XI), 

ყ(/) C LXი, ს) ფუნქციებს შორის მანძილი შემდეგი ფორმულით: 

I 0</ <1, 

” ' 

0(X, ყ)= ( MM –V(01%/|“. (1.30) 

ცხადია, 0(X, V)>X90 და 0(X, #V)=0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X(,1=V(I). 
გარდა ამისა, ი(X, ყ)=0(Vყ, X). 

სამკუთხედის აქსიომა ”ედეგიბ 'ინკოვიეის ინტეგრალური უტოლობისა: 

წ 

4 

სადაც X(7), ყ(1), (7) C Lა(ი, ს). ამრიგად, გვექნება: 6(X, V) <0(X, #)+0(ჯ VI). 
ვთქვათ, ახლა (X,(/))CL.(ი, ს) კრებადი მიმდევრობა, X#)CIL+(ი, მ) 

ელემენტისაკენ. ეს იმას ნიშნავს, რომ 

4 
8 

IX(C/) – ყ()I? ი” +« დ (რი- (#)| M/” ს რი- ყ(0)'ი/| , 

  

I IC თ-»V )).1=0. 
)1–#



ელემენტთა მიმდევრობის ასეთი სახის კრებადობას საშუალო კრებადო- 
ბა ეწოდება. 

15. ჩებიშევის ფუნქციონალური #L.VXი, ს) ხივრცე. როგორც ცნობილია 

ფუნქციათა კონსტრუქციულ თეორიაში, დიდი მნიშვნელობა აქვს ფუნქციის 

საუკეთესო მიახლოვების ამოცანას მოცემული კლასის ფუნქციების წრფივი 

კომბინაციების საშუალებით. ამ და მისი მსგავსი ამოცანების გამოკვლევას- 

თან დაკავშირებით ჩებიშევმა შემოიღო ფუნქციონალური #L,!(Xი, ხ) სივრცე. 

ამ სივრცის X(I) ელემენტი ეწოდება (Lძ, #| სეგმენტზე ისეთ ზომად ფუნქციას, 
რომლის კვადრატი ინტეგრებადია ლებეგის აზოით მოცემული თ(,!) წონით: 

ს 

| X"(/ )(/)ძ7! < CC, 

რი 

სადაც «(I) არის |«, I სეგმენტზე არაკლებადი ფუნქცია. გამოსახულებას: 

, , 
95. 

რ% 0-1 0 -#0M04) (1.31) 
ი 

ეწოდება მანძილი X(I), ყ(/) C L,0,ი, ხ) ელემენტებს შორის. 

ფუნქციათა (X„(/))ლ#,'-Xი, სხ) მიმდევრობა კრებადია X"(/)CL,I-X«,ხ) 

ფუნქციისაკენ, თუ... · 
ხ 

, |სით– “იიი, როცა M--+0C, 

ძ 

ფუნქციათა (X,„(0)) მიმდევრობის ასეთნაირ კრებადობას ეწოდება საშუალო 
კრებადობა ჯ#I/7) ფუნქციისაკენ თ(/) წონით, 

16. ფუნქციონალური I,(0,1) სივრცე. განვიხილოთ |0,1| სეგმენტზე ზო- 
მადი ნამდვილი X(I) ფუნქცია, როზლისთვისაც 

1 

Iი7%<თ, (1.32) 

0 

სადაც ინტეგრალი აღებულია ლებეგის აზრით! და #>1. ორ XC/) და XVI) 
ფუნქციას, რომლებიც |0,1| სეგმენტზე ერთმანეთისაგან მხოლოდ ნულზომის 
სიმრავლეზე განსხვავდებიან ტოლი ფუნქციები ვუწოდოთ და ჩავწეროთ 
XC)=XXI). : 

ყველა ზომად ნამდვილ X(/) ფუნქციის სიმრავლეს, რომლებისთვისაც შეს- 
რულებულია (1.32) პირობა, ეწოდება #,(0,1) სივრცე. 

ხშირად #/(9,1) სივრცის ელემენტს ტ ზარისხით ინტეგრებად ფუნქცია- 
საც უწოდებენ. 

დავამტკიცოთ, რომ თუ X,(/), X,(I) C L,(0,1), მაშინ »,(,)-I-X,(/) C ჯ#,(0,1). 
ამისათვის წინასწარ შევჩერდეთ ერთი მარტივი უტოლობის გამოყვა- 

1 ყველაფერი აჭ ნათქვამი სამართლიანია მაშინაც, როცა (0,1) სეგმენტის ნაცვლად 
აღებულია ნებისმიერი სეგმენტი (ი, ს|. 
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ნაზე. ვთქვათ, § და » ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია. ცხადია, რომ როცა 

16|>Iუ!, მაშინ უტოლობიდან 

|I§6+9|I<I65I+I»I 

"მივიღებთ |C+7 | “2161, და როცა #>1, მით უმეტეს ადგილი ექნება უტო- 
ლობას 

|6+უ #<2M( §I”+|%# 1). (1.33) 

ამავე უტოლობას აქვს ადგილი მაშინაც, როცა |§I<I«|I. ასე, რომ (1.33) 

უტოლობა სამართლიანია ნებისმიერი 6 და უ ნამდვილი რიცხეებისათვის 

და #21. 
ავიღოთ წ§ და უ რიცხვების როლში შესაბამისად »,(,) და Xა:(I) ფუნქ- 

ციები, მაშინ (1.33) უტოლობიდან მივიღებთ 

|%1(/)+ X(I)I/<2MIX,(0 /+IX(0.”· 
ვინაიდან X,(/), #,(/) C L,(0,1), ამიტომ 

1 1 1 

|160+%Cთ(/90C2? (+, 6) 79/(+2/ (თ /<% 
0 0 0 

და ამით ჩვენი წინადადება დამტკიცებულია, 

განვიხილოთ ახლა ნამდვილი #>1 და ე რიცხვები, რომლებიც დაკავ- 

შირებულია ერთმანეთთან #1+ე1=) ტოლობით. # და ჟ რიცხეებს ურთი- 
ერთშეუღლებული რიცხვები ვუწოდოთ. ცხადია, როცა #>1, მაშინ ი>1,. 

განვიხილოთ შეუღლებული # და იე რიცხვების შესაბამი ჯ#,(0,1) და Xჯ,(0,1) 

სივრცეები. ვთქვათ, X(I) C #,(0,1) და ყ(/) C LX0,1) ნებისმიერი ელემენტებია. 

გამოვიყვანოთ მეტად საჭირო უტოლობა: 

1 1 

|Mიძი«<L | თო” -I (I «იო , (1.34) 

.-0 '0 

რომელსაც პელდერის უტოლობა ეწოდება. 

ამისათვის განვიხილოთ უტოლობა: 

: ი 9 
ე) ვლი, (1.35) 

ჯი . 

რომელსაც ადგილი აქვს ნებისმიერი ნამდვილი დადებითი § და წუ და ურთი- 

ერთშეუღლებული # და ე რიცხვებისათვის. ჩავსვათ (1.35) უტოლოზბაში 
და უ რიცხვების ნაცვლად შემდეგი დადებითი რიცხვები: 

1 1 1 I 

(-IMI | #IM#I . 7, "-I( | I“თა| ', 
0 ს 

· 1 _ + 1 _ C 

IXთIIVთI( | IX07) ( ( (#1) '< 
0 (6) · 

მივიღებთ 
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1 1 

<# XVIII XVMV) ” +4- ყიI(L | ყო)” 
0 0 

მევნიშნოთ, რომ ვინაიდან X(I) C L,(0,1) და VVI) C L,(0,1), ამიტომ ამ უტო- 

ლობის მარჯვენა ნაწილში | X(I)/ და IV(,)9 ფუნქციები (0,1) სეგმენტზე ინ- 

ტეგრებადია. ამის გამო მარცხენა ნაწილში | XCV) | | M(/)) ნამრავლი აგრეთვე 

ინტეგრებადი ფუნქცია იქნება იმავე სეგმენტზე. ნათქვამის ძალით, წინა უტო- 

ლობა შესაძლოა ვაინტეგროთ |0,1) სეგმენტზე. შედეგად მივიღებთ უტო- 

ლობას: 

1 : 
(I ირ)“ ”( | სი)“ "წი #0 #დ++C-I, 

ს. 
საიდანაც გვექნება 

! I 1.1 + 
ი XI) IIV0)| #<| || | MM) ' | V0) M) #. 

“0 0 0 

ახლა თუ გავიხსენებთ, რომ 

1 1 

(1XCVIII#0I (> (X(იყთი# 
0 0 

მივიღებთ დასამტკიცებელ (1.34) უტოლობას, 

ადვილად გამოვიყვანთ ახლა, აგრეთვე ხშირად საჭირო, მინკოვსკის ინ- 

ტეგრალურ უტოლობასაც. | 

ვთქვათ, X,(I), X,(I) C Lი(0,1) ნებისმიერი ელემენტებია. მაშინ, როგორც 

ზევით ვნახეთ, ჯამი X,(I/)+X)(I) C L,(0,1). შევნიშნოთ, რომ ფუნქცია |X,0,)+ 

-I-X,(/)'?“1 C L,(0,1). მართლაც, ვინაიდან #=ი(ჩ–1), ამიტომ გვექნება 

1 1 

(I X,(1) -I-X:(/)|V?V  )0/= 1 X,(I)+ Xა(1)/ძს< 6. (1.36) 

0 0 

განვიხილოთ ახლა უტოლობა 

1 1 

(85CV0-+#Cთ74! =II X,(0+%C)7-X|C0)-+X(0):ი/ < 
0 0 

1 1 

<I X,(I1)+XX(L" 1 | X(0MI+II X,(/)+X;(I)I”'' | X,0I)! ძL. (1 .37) : 

0 0 

ვინაიდან, (1,36) ფორმულის ძალით, ფუნქცია |»,()+X,Cე|”-) C L,C0,1), ხო- 
ლო პირობის ძალით X;(I), X,(I) C L,(0,1), ამიტომ (1.37). უტოლობის მარჯვე- 

ნა ნაწილში მონაწილე ინტეგრალების მიმართ შეგვიქლია გამოვიყენოთ ჰელ- 
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დერის (1.34) უტოლობა, ზაშინ, როგორც მარტივი გამოთვლები გვარწმუ- 
ნებს, მივიღებთ 

1 1 ' 1 I 

ქ, < X,(0+ X,()” მ (0)? » | ი+»ი! / (IV ი X,() 4) I> #) + 

%I IMთ ი) L 

გავამრავლოთ ამ უტოლობის ორივე ნაწილი შემდეგ გამოსახულებაზე: 

1 -+ 
(| თი +ჯრ”!) ? და ვისარგებლოთ 1 –ე“1=ჩ) ტოლობით, მივიღებთ 

მინკოვსკის „'"ტეგიალურ უტოლობს 

(ს X,(1)-+XXI); წი!) /%I «ი·)” +( | სირი”. (1.38) 

როცა #<1, მაშინ ეს უტოლობა უკვე სამართლიანი არ არის, 

გთქვათ, X,(/), X.(/) C Lა(0,1) ნებისმიერი ელემენტებია. მანძილი ამ ელე- 
მენტებს შორის განსაზღვრულია ფორშელით 

_ 
I
 

0(X,, X:)= (რ- 5071”. (1.39) 

ცხადია, რომ ი0(X,, X,)>0 და (ი(X,, )-ი მაშინ და მხოლოდ მაშან, როცა 

X,(/)=X,(I)) ამასთანავე ი(X,, X.)=0(X.,X,). სამკუთხედის აქსიომის სამართ- 
ლიანობის შესამოწმებლად, ავიღოთ ნებისმიერი სამი X,(#), X,(I), Xვ(ჯ) C L,(0,1) 

ელემენტი და მინკოვსკის (1.38) უტოლობაში X,(/) და X,(/) ფუნქციების ნაცვ- 
ლად შევიტანოთ შესაბამისად XL(1) – Xე(I) და Xე(/)–– X-(/) ფუნქციები, მივიღებთ 

1 

(აი-აიოი 4 MC) – «რთ + (I»რ- «MI, 
0 

რაც იმას ნიშნავს, რომ 6(X,, X,)<-0(X,, Xე)-+ 0(Xე: X,). 

განვიხილოთ ახლა X”(1) C L,(0,1) ელემენტისაკენ კრებადი (X»(I)) C L/(0,1) 
მიმდევრობა, ეს იმას ნიშნავს, რომ 

#1-–C% ”– C- 

: 1 1. 
1110 6(XCM), X#) = 111) (I XML) –– X#VI) "| = 

0 

1 

(I X#ი9(V) – X”VI)I%I/-+0, როცა # ->C:, 

0



ამ სახის კრებადობას საშუალო კრებადობა ეწოდება # მაჩვენებლით. ცხადია, 

როცა #=2, აქედან მივიღებთ ფუნქციათა მიმდევრობის საშუალო. კრებადო- 

ბას ჰილბერტის ფუნქციონალურ X#X0,1) სივრცეში. 

17. CL, სივრცე. ზოგჯერ ფუნქციათა ერთსა და იმავე სიმრავლეში შე- 

საძლოა სხვადასხვა წესით შემოვიღოთ მეტრიკის ცნება. 

ახლა განვიხილოთ (ი, ს| სეგმენტზე ყველა უწყვეტი ფუნქციის სიმრავ- 
ლე, რომელშიც, მე-10 მაგალითში შემოღებული მეტრიკის ნაცვლად, მანძი- 

ლი ორ უწყვეტ XV) და V() ფუნქციას შორის განსახღვრულია შემდეგი ფორ- 
მულით: 

ხ 1 
1:53. 

ი(CV, წ) -I | |«0–#0:%”. (1.40) 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ასე განსაზღვრული მეტრიკა დააკმაყოფი- 

ლებს მეტრული სივრცის ყველა აქსიომას. მათ შორის, სამკუთხედის აქსიომა 

გამომდინარეობს მინკოვსკის ინტეგრალური (1.38) უტოლობიდან, რომელშიც 

ამ შემთხვევაში, უნდა დავუშვათ #=2. · 

Lი, ხ|) სეგმენტზე ყველა უწყვეტი ფუნქციის სიმრავლეს, რომელშიც მეტ- 
რიკა შემოღებულია (1.40) ფორმულით, უწოდებენ CI, სივრცეს. 

18. მოვიყვანოთ ახლა მეტრული სივრცის აგების ერთი პრინციპი, საი- 

დანაც გამომდინარეობს, რომ მეტრულ სივრცეთა მაგალითების სიმრავლე 

სასრულოა, უ ულ 
განვიხილოთ რაიმე მეტრული | სივრცე. ეს იმას ნიშნავს, რომ მის ყო- 

ველ ორ ელემენტს შორის განსაზღვრულია მანძილი. ვთქვათ I) რაიმე სიმ- 

რავლეა 1 სივრციდან. ცხადია, ჯე სიმრავლეში თავისთავად იქნება განსაზღვ- 

რული მანძილის ცნება, რომელიც დააკმაყოფილებს მეტრული სივრცის ყველა 

აქსიომას. ისე, რომ თვითონაც მეტრული სივრცეა. ამ შემთხვევაში იტყვიან, 

რომ 1) სივრცეში მეტრიკა ინდუცირებულია I სივრცის მეტრიკით. თუ 75 

სიმრავლე ჩაკეტილიც არის, მაშინ მას | სივრცის ქვგესივრცეს უწოდებენ. 

აქედან ნათელია, რომ საზოგადოდ, ერთ მეტრულ სივრცეში შეგვიძლია ავა- 

გოთ უამრავი მეტრული ქვესივრცე. 
რა თქმა უნდა, ნათქვამიდან არ გამომდინარეობს, რომ ყოველი უსას- 

რულო სიმრავლის მეტრიზაცია შესაძლოა. 

§ 5. სიმრავლეთა თეო.რიის %ობიერთი საკითხი მეტრულ სივრცეში 

ზემოთ (იხ. § 2) შემოღებული იყო რიგი ცნებებისა მეტრულ სივრცეში, 

რომლებიც ჩვენთვის ცნობილია ევკლიდეს სივრცის სიმრავლეებისათვის. შე- 

გავსოთ ეს ცნებები კიდევ რამდენიმე განსაზღვრით. 

ვთქვათ, M# არის მეტრული X სივრცის სიმრავლე. ვიტყვით, რომ #ჯCX 
არის M# სიმრავლის შეხების წერტილი, თუ მისი ნებისმიერი მიდამო M 
სიმრავლის ერთ წერტილს მაინც შეიცავს. XC X წერტილს ეწოდება XV სიმ- 
რავლის დაგროვების წერტილი, თუ მისი ნებისმიერი მიდამო შეიცავს 
M სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავლეს, ცხადია, M სიმრავლის 

დაგროვების წერტილი შეიძლება ეკუთვნოდეს და შეიძლება არ ეკუთვნოდეს 

M სიზრავლეს. XC X წერტილს ეწოდება M სიმრავლის იზოლირებული 
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წერტილი, თუ არსებობს ამ წერტილის მიდამო, რომელიც MI სიმრავლის 

არცერთ წერტილს არ შეიცავს, გარდა X წერტილისა. 
თეორემა 1.6. M# სიმრავლის ყოველი შეხების ჯ წერტილი 

არის M სიმრავლის ან დაგროვების ან იზოლი“ებული წერ- 

ტილი. 

თეორემის დასამტკიცებლად საჭიროა განვიხილოთ ორი შემთხვევა. 

1) შეხების X წერტილის ნებისმიერი მიდამო შეიცავს M სიმრავლის წერ- 
ტილთა უსასრულო სიმრავლეს. ამ შემთხვევაში X იქნება VI სიმრავლის დაგ- 

როვების წერტილი, 2) M სიმრავლის შეხების X წერტილს გააჩნია 5(X; §) მი- 
დამო ისეთიყთ რომელიც ” სიმრავლის წერტილთა მხოლოდ სასრული 

რიცხვს შეიცავს. ამ შემთხვევაში X იქნება VI სიმრავლის იზოლირებული წერ- 

ტილი. მართლაც, ვთქვათ, 5(X; §) მიდაზო, გარდა X წერტილისა, შეიცავს VI 

სიმრავლის X,...,X. წერტილებს. ავიღოთ 5(X; ნე) მიდამო, სადაც 8ა= 

=11IIICCX, X,), . - · ,–(X, X.)). ცხადია, 5(X; 6) არ შეიცავს ML სიმრავლის არც- 
ერთ წერტილს, გარდა თვით Xჯ წერტილისა. 

მოვიყვანოთ კიდევ სიმრავლეთა თეორიის რამდენიმე დებულება მეტ- 

რულ X სივრცეში, სრულიად ისევე როგორც ევკლიდეს #. განზომილებიან 

M. სივრცეში. შეგვიძლია დავრწმუნდეთ, რომ თუ M, MI და Mე არის X 

სივრცის ნებისმიერი სამი სიმრავლე, მაშინ 

(MI, სყ M.) I Mვ=(M, ი #ვ) ს (MI1 9 Mე), 

(MI, ი MI.) მც Mვ=C(M, ს Mე) ჩ CM_ ს M;) ' 

გარდა ამისა, თუ ნებისმიერი თ პარამეტრისათვის MI არის MI სიმრავქ- 

ლის ქვესიმრავლე, სადაც M#C=X, მაშინ 

MსასსM.= ი (MაიMიV. 1 
რთ % 

11% ი Mკ = ს (MM MV). 
%« თ-« 

(1.41) 

(1.42) 

ვთქვათ ახლა, MCX არის # სიმრავლის ჩაკეტვა. დავამტკიცოთ 

თეორემა 1.7, მეტრული სივრცის ნებისმიერი M#M სიმრაე: 

ლის M ჩაკეტვა ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

მართლაც, ვთქვათ Xა არის M სიმრავლის ნებისმიერი დაგროვების წერ- 

ტილი, მაშინ, როგორიც უნდა იყოს 6>0 რიცხვი იარსებებს ისეთი Xა CVI 

ელემენტი, რომ ი(X), Xა) <--. ცხადია, X- წერტილი XV სიმრავლის იზოლი- 

რებული ან დაგროვების წერტილია. ორივე შემთხვევაში იარსებებს X» C MI 

წერტილი ისეთი, რომ (ლ(X, X)<--- გაზოვიყენოთ ახლა X, X-, X, წერტილე- 

ბისათვის სამკუთხედის აქსიომა, გვექნება: 6(Xი,X)<-0(Xა, X.)-+ ჩ (X:X) <- §. 

ვთქვათ ახლა, რომ 6 რიცხვი გაირბენს 1, +, = ქ... 1... მნიშვნელობებს, 
ჯ 

მაშინ წარმოიქმნება ელემენტების (X,) C M მიმდევრობა, რომელიც კრებადი 
იქნება X, წერტილისაკენ. ისე რომ X, წერტილი იქნება MI სიმრავლის დაგ- 

როვების წერტილი და, ამიტომ X.(- M. ამრიგად, M სიმრაელის ყოველი დაგ- 
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როვების წერტილი თვითონ ამ სიმრავლეს ეკუთვნის, ეს იმას ნიშნავს, რომ 

MI სიმრავლე ჩაკეტილია, 

მაგალითები 1. ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე ჩაკეტილია, ვი- 
ნაიდან იგი წარმოადგენს ყველა რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლის ჩაკეტვას. 

2. C(ი, სხ) სივრცე ჩაკეტილი სიმრავლეა, როგორც ყველა პოლინომის 
სიმრავლის ჩაკეტვა. _ 

თეორემა 1.8. #1 სიმრავლის M ჩაკეტვა ისევ Mსიმრავლეა: 

M=M. 
თეორემის დასამტკიცებლად, ცხადია, საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ 

M# სიმრავლის ყოველი წერტილი იმავე დროს M# სიმრავლის წერტილია. გთქვათ, 

XჯC M# ნებისმიერი წერტილია, მაშინ. ამ, წერტილის ნებისმიერ სფერულ 

5(X; 6) მიდამოში იარსებებს ერთი მაინც ისეთი X, წერტილი, რომ X, C MM. 
განვიხილოთ ახლა სფერული 5(X,, 6,)) მიდამო, რომლის §, რადიუსი შე- 

ვგარჩიოთ ასე: 6,=5 –- X(X, X,) მაშინ L§5(X,,6)–5(X,5) მართლაც, ვთქვათ, 

XC5(, 6.) ნებისმიერი წერტილია. ცხადია, ი(X, X,)<8,. შევნიშნოთ, რომ 

ი(X, X) <- 0(X, X,)+ 6(X, X) C6,+(C-6,)=5, ე. ი. XC 5(X; 6). ვინაიდან X, C M, 
ამიტომ იარსებებს 5(X,, 8,)) მიდამოს ერთი მაინც ისეთი X, წერტილი, რომ 

XC M. მაშინ, ცხადია, X, C 5(X; 8). მაგრამ, X» ეკუთვნის აგრეთვე VI სიმ- 

რავლეს. მაშასადამე, ნებისმიერი XC M წერტილის ყოველი .%X; §5) მიდამო 

მუდამ შეიცავს M სიმრავლის ერთ წერტილს მაინც. ეს იმას ნიშნავს, რომ 

XC MM და თეორემაც დამტკიცებულია. 

თეორემა 1.9. მეტრულ სივრცეში ნებისმიერი რიცხვის ჩა- 

კეტილ სიმრავლეთა თანაკვეთა, აგრეთვე სასრული რიცხ- 

ვის ჩაკეტილ სიმრავლეთა ჯამი, ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

დავამტკიცოთ ჯერ თეორემის პირველი ნაწილი. განვიხილოთ ჩაკე- 

ტილ #M, სიმრავლეთა M = ი M> თანაკვეთა, სადაც «თ რაიმე (სასრული ან 
« 

უსასრულო) სიმრავლეზე იცვლება და ყოველი MC=X. საკმარისია ვუჩვე- 
ნოთ, რომ თუ ჯX არის M# სიმრავლის დაგროვების წერტილი, მაშინ XC #M, 

ვინაიდან X დაგროვების წერტილია, ამიტომ ნებისმიერი §>0 რიცხვისათ- 

ვის 5(X; §) მიდამო შეიცავს M სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავლეს 
და, მაშასადამე, +(X; 6) მიდამო შეიცავს ყოველი MVდ. სიმრავლის წერტილე- 

ბის უსასრულო სიმრავლეს. რადგანაც ყოველი M/, ჩაკეტილია, ამიტომ წერ- 
ტილი Xჯ ეკუთვნის ყველა M#კ სიმრავლეს. ეს იმას ნიშნავს, რომ X ეკუთვნის 

მათ M თანაკვეთასაც და ჩვენი წინადადება დამტკიცებულია, 

გადავიდეთ თეორემის მეორე ნაწილის დამტკიცებაზე. გთქვათ, M,,...,, 

M,CX მოცემული ჩაკეტილი სიმრავლეებია, სადაც # ნატურალური რიცხვია. 
” 

აღვნიშნოთ # = ს” და დავუშვათ, რომ M სიმრალის ღაგროვების წერ- 

_ #(=1 
ტილი » C M. მაშინ, X არ ეკუთვნის არცერთ M, სიმრავლეს, სადაც 1= 
=1,...,, ამის გამო X წერტილის გარშემო ”შეგვიძლია ავაგოთ 5(X; §,), 

5(X; 6)), · · «+)5<(X, 6) მიდამოები ისეთი, რომ X5(X; 8) მიდამო (ჯ=1,... ,7) 

შეიცავდეს M, სიმრავლის წერტილების მხოლოდ სასრულ რაოდენობას. 
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ვთქვათ, 6=II9I0(X, 8), . ..,CX, §„)1. მაშინ ცხადია, %(X; გ) მიდამო შეიცავს 
#I სიმრავლის წერტილების ზხოლოდ სასრულ რიცხვს, ეს კი იმას ეწინააღ- 
მდეგება, რომ X არის M სიმრავლის დაგროვების წერტილი. ამრიგად, 

ჩვენი დაშვება სწორი არ არის და XC M, ე. ი. M ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

შენიშვ ნა 1, როცა ჩაკეტილ სიმრავლეთა მოცემული მიმდევრობა 

"M,ც M.,... უსასრულოა, მაშინ მათი ჯამი VI შეიძლება არ იყოს ჩაკეტილი 

სიმრავლე. მაგალითად, მეტრულ #7, სივრცეში (ნამდვილ რიცხვთა წრფეზე) 
განვიხილოთ ჩაკეტილ სიმრავლეთა შემდეგი უსასრულო მიზდევრობა: XI, = 

1 1 
= 1, 2 ეყქეი – 3 ე თ..აMუე=) - –“–-, #11 +++, შევნიშნოთ, როომ 

3 3 4 4 ჯ+2 M+2 

M=()4ი=C,)) და, მაშასადამე, MI სიმრავლე არ არის ჩაკეტილი. 

(== L · 

შენიშვნა 2. დამტკიცებული თეორემიდან და (1.42) ტოლობებიდან 

ადვილად გამომდინარეობს შემდეგი დებულება: მეტრულ სივრცეში 

ნებისმიერი რიცხვის ღია სიმრავლეთა ჯამი, აგრეთეე სას- 

რული რიცხვის ღია სიმრავლეთა თანაკვეთა, ღია სიმ- 

რავლეა. 

თეორემა 1.10, მეტრული X სიერცის ნებისზიერი M, და M, 
სიმრავლისათვის სამართლიანია ტოლობა: 

M#, ს Mა=M, ს Mა. 

მართლაც, M,, #MI,–#MI, I ML და V M. ს წს MI. აქედან გამომდი- 

ნარეობს, რომ M#, ს M.CM, ს M,. ვუჩვენოთ ახლა პირიქით, როზ VI, ს 2, 
სიმრავლის ყოველი X ელემენტი ეკუთვნის V, ს M ჯამს. დავუშვათ საწინა- 

აღმდეგო, ე. ი. ვიგულისხმოთ, რომ .X C M, ს XI, და XC XIს M,. ეს იმას 
ნიშნავს, რომ XC M#, და XC M,. ამიტომ, არსებობს ისეთი 6>0 რიცხვი, 

რომ 5(X; 8) ი M, თანაკვეთა იქნება ცარიელი სიმრავლე, სადაც 5(X; §) არის 

X წერტილის § მიდამო. ავიღოთ ახლა X წერტილის ახალი 5(X; §,) მიდამო 
ისეთი, რომ §5(X; §,)–5(X; 6) და 5(X; 2.) ი (M, ს XI) არ იყოს ცარიელი სიმ- 
რავლე. მაშინ, ცხადია, 5(X; §,) ი M, თანაკვეთა არ არის ცარიელი და, მაშა- 

სადამე, XC MC(M, ი M,). მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს თეორემას. 
თეორემა 1.11, თუ M, არის მეტრული Xჯ სივრცის ჩაკეტი- 

ლი სიმრავლე, მაშინ დამატება M,=X-M, ღია სიმრავლეა. 

პირიქით, თუ Mე არის მეტრული X სივრცის ღია სიმრავლე, 

მაშინ დამატება M,=X-–-#MI, ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

თეორემის პირველი ნაწილის დასამტკიცებლად, ცხადია, საკმარისია 

ვუჩვენოთ, რომ თუ X.CVM, ნებისმიერი წერტილია, მაშინ არსებობს ისეთი 

ღია 0(X, X))<” სფერო X) ცენტრით, რომლის ყველა X წერტილი V, სიმ- 
რავლეს ეკუთენის, 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, რაც იმას ნიშნავს, რომ ნებისმიერი სფერო 
X. ცენტრით შეიცავს :/, სიმრავლის წერტილებს. მაგრამ, მაშინ Xა იქნება 

MI, სიზრავლის დაგროვების წერტილი და, ამ უკანასკნელის ჩაკეტილობის გა. 
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მო, გვექნება XC M. ეს კი ეწინააღმდეგება დაშეებას XX) C V და, ამიტომ, V 
ღია სიმრავლეა. · 

გადაგიდეთ თეორემის მეორე ნაწილის დამტკიცებაზე. ახლა, თეორემის 

პირობის ძალით, M, ღია სიმრავლეა. უნდა დავამტკიცოთ, რომ IM, იქნება 

ჩაკეტილი სიმრავლე. შევნიშნოთ, რომ ამ პირობებში, VI, სიმრავლეს ნების- 

მიერ X- წერტილთან ერთად.- მიეკუთვნება რაიმე სფერო, რომლის ცენტრი 

მოთავსებულია Xა წერტილში, ამის გამო, შეუძლებელია ჯა იყოს M, სიმრავ- 
ლის დაგროვების წერტილი. ამრიგად, M, სიმრავლის დაგროვების წერტი- 

ლები შეიძლება იყოს მხოლოდ ამავე სიმრავლის წერტილები. ეს იმას ნიშ- 

ნავს, რომ »V, ჩაკეტილი სიმრავლეა და თეორემა მთლიანად დამტკიცებულია, 

§ 6. მეტრული სიჭრცის ბაზისი და დაფარვა 

შემოვიღოთ მეტრული სივრცის ბაზისის ცნება. ვთქეათ, X მეტრული 

სივრცეა. განვიხი-ლოთ სასრული ან უსასრულო (M,.) სისტემა MC X სიმ- 

რავლეებისა. იტყვიან, რომ (#/V) სისტემა არის X სივრცის ბაზისი, თუ ყო- 
ველი ღია MC V სიმრავლე წარმოიდგინება ამ სისტემის სიზრავლეების სას- 

რული ან უსასრულო ჯამის სახით. 

თეორემა 1.15, იმისათვის, რომ მეტრულ X» სივრცეში ღია 

სიმრავლეთა (M#-) სისტემა იყოს ბაზისი, აუცილებელი და 

საკმარისია, რომ ნებისმიერი ღია MCX სიმრავლისათვის 

და ყოველი XCVM ელემენტისათვის არსებობდეს M>.-=IMი) 

სიმრავლე ისეთი, რომ XCM.ა=VMI. 
დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, (M/>) არის X სივრცის 

ბაზისი. საჭიროა ვუჩვენოთ, რომ ნებისმიერი ღია MI X სიმრავლისათვის და 

ყოველი XC M ელემენტისათვის არსებობს M., C (M,) სიმრავლე ისეთი, რომ 

XC M„,C M. სივრცის ბაზისის განსაზღვრის ძალით, გვაქვს 

M= ს M-,. 
L 

გთქვათ, XC M ნებისმიერი ელემენტია. ცხადია, X ელემენტი ეკუთენის ერთ- 

ერთ Mა,C MI სიმრავლეს. 

დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ამისათვის უნდა ვუჩვენოთ, რომ 

თუ ნებისმიერი ღია M#C X სიზრავლისათვის და ყოველი XCM ელემენტისათ- 

ვის არსებობს . ისეთი ღია M-C=X სიმრავლე, რომ XCM>»„=M, მაშინ ღია 

სიმრავლეების (MV>) სისტემა, არის X სივრცის ბაზისი, აქ ყურადღება უნდა 
მივაქციოთ იმას, რომ M,> სიმრავლე იცვლება X ელემენტის ცვლილებასთან 

ერთად. სხვანაირად, (MC) სისტემა წარმოიქმნება X ელემენტის ცვლილების 
ხარჯზე. ვთქვათ, XC M# ნებისმიერი ელემენტია, მაშინ პირობის ძალით, 
გვაქვს X C M, = M. თუ შევაჯაზებთ ყველა #I სიმრავლეს, როცა X ამოწუ- 
რავს მთელ M სიმრავლეს, გვექნება 

M= ს Mი, 

რაც იმას ნიშნავს, რომ (MVCI სისტემა X სივრცის ბაზისია. 
ვიტყვით, რომ სივრცეს აქვს თვლადი ბაზისი, თუ ამ სიერცეში 

არსებობს ერთი მაინც ისეთი ბაზისი, რომელიც ელემენტების თვლადი სიმ- 
რავლისაგან შედგება. ასე მაგალითად, რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე არის 
ნამდვილ რიცხვთა სივრცის თვლადი ბაზისი. 
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თეორემა 1,13, იმისათვის, რომ მეტრულ X სივრცეს თვლა- 

დი ბაზისი ჰქონდეს, აუცილებელი და საკმარისია, რომ ამ 

სივრცეში არსებობდეს სასრული ან თელადი ყველგან 

მკვრივი სიმრავლე. 

ვიგულისხმოთ ჯერ, რომ X სივრცეს თვლადი ბაზისი აქვს და დავამტ- 

კიცოთ, რომ ამ სივრცეში იარსებებს ყველგან მკვრივი თვლადი სიმრაელე. 

მართლაც. ვთქვათ, (21სყ)) სივრცის თვლადი ბაზისია. ყოველი 2, სიმრავლი- 

დან ნებისმიერად ავირჩიოთ თითო XX, ელემენტი. ასე წარმოიქმნება ელე- 

მენტების თვლადი M=IX)CX სიზრავლე. ვთქვათ, XCX ნებისმიერი ელე- 

მენტია და 5(X, §)–ამ წერტილის ღია სფერული მიდამო. წინა თეორემის ძა- 
ლით, არსებობს ისეთი #I, სიმრავლე, რომ XC MILC5(X; §). ამასთანავე, ყო- 

ველი MI სიმრავლე შეიცავს MV სიმრავლის ერთ ·ელემენტს მაინც. გამოდის, 

რომ ნებისმიერი XC X ელემენტის ყოველი ღია სფერული '§5(X; §) მიდამო 

შეიცავს, თვლადი MV სიმრავლის ერთ ელემენტს მაინც. ეს კი იმას ნიშნავს, 

რომ M ყველგან მკვრივი სიმრავლეა X სივრცეში. ამით პირობის აუცილებ- 

ლობა დამტკიცებულია. 

დავუშვათ ახლა, რომ X სიგრცეში არსებობს თვლადი ყეელგან მკვრივი 

V=LCX სიმრავლე და დავამტკიცოთ, რომ X სივრცეს უსათუოდ სიმ- 

რავლეთა თვლადი ბაზისიც ექნება, მართლაც, ავაგოთ ყოველი X, ელემენტის 

ღია სფერული 5(X. X) მიდამო, სადაც #, #=1, 2,.,.. ამ სფეროების სიმ- 

რავლე ცხადია, თვლადი იქნება. როგორც ახლაეე ვნახავთ ყველა :C +) 

სფეროების სიმრავლე წარმოადგენს X სივრცის თვლად ბაზისს. ამაში, რომ 

დავრწმუნდეთ ავიღოთ ნებისმიერი ღია M#ILCX სიმრავლე და მისი რაიმე 

XC M ელემენტი. ვინაიდან M ლღია სიმრავლეა, ამიტომ არსებობს სფერუ- 

ლი IC 2 |=M მიდამო. რადგან » სიმრავლე ყველგან მკვრივია X სივრ- 

ცეში, ამიტომ არსებობს ისეთი XC M ელემენტი, რომ ადგილი ექნება 

0(X, X.) ი უტოლობას. ამ პირობებში 5( +, +) სფერო შეიცავს X 
08 ” 

ელემენტს და ა %.) +»)55(2 > |<X- ამგვარად, ნებისმიერი ღია 2 

სიმრავლისათვი“ და მისი ყოველი Xჯ ელემენტისათვის არსებობს ღია 

§(» +) სფერო ისეთი, რომ §(» + )<M- წინა თეორემის ძალით, 

§(»; 1. სფეროების სიმრავლე წარმოადგენ” X სივრცის თელად ბაზისს. 
# 

ამით პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია- 

ქვევით დაგვჭირდება კიდევ შემდეგი განსახღვრა: სიმრავლეთა IM>თ) 

სისტემას მეტრული X სივრცის დაფარვა ეწოდება, თუ ს M> = X. როცა 

დაფარვა (M>) ღია (ჩაკეტილი) სიმრავლეებისაგან შედგება, მაშინ მას ღია 
(ჩაკეტილი) დაფარვა ეწოდება, (V>I სისტემას ცენტრირებული სისტემა 
ეწოდება, თუ ამ სისტემის ნებისმიერ სიმრავლეთა თანაკვეთა, როცა მათი 

რიცხვი სასრულია, არ არის ცარიელი, 
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თეორემა 1.14. თუ მეტრულ წ სივრცეს აქვს თვლადი ბაზი- 

სი, მაშინ მისი ყოველი ღია დაფარვიდან შეიძლება გამოვ- 

ყოთ სასრული ან თვლადი ქვედაფარვა. 

ვთქვათ, სიმრავლეთა (M,) სისტემა XV სივრცის თვლადი ბაზისია, ხო- 

ლო (V.I- ამ სივრცის რაიმე დაფარვა. თუ XC X ნებისმიერი ელემენტია, 

მაშინ არსებობს ბაზისის MIL.C (M,, და დაფარვის V. =IM„,) სიმრავლეები 

ისეთი, რომ XC M,„=M„. ყველა ასეთი XI, სიმრავლეების რიცხვი სასრული 

ან თვლადია და ფარავს X სივრცეს. ყოველი MI, სიმრავლისათვის ავირჩიოთ 

მისი შემცველი M> C (MI) სიმრავლე. ამ წესით (M>I) დაფარვიდან გამოიყო- 

ფა სასრული ან თვლადი ქვედაფარვა X სივრცისა. 

§ 7. მეტრულ სივრცეთა ურთიერთგადასახვის ჭობიერთი საკითხი 

1, ზევით შემოღებული გვქონდა ოპერატორის ცნება (იხ. § 1). შევე- 

ხოთ ახლა მეტრული X და I სივრცეების ურთიერთგადასახვის ზოგიერთ 

მარტივ საკითხს. ვთქვათ, LV ოპერატორი X სივრცის ყოველ X ელემენტს 

გადასახავს ”? სივრცის ყV ელემენტში. ამ ფაქტს ხშირად ასე გამოსთქვამენ: 
- „ოპერატორი დ მოქმედებს X სივოციდან I სივრცეში". ყველა LL») ელემენ- 
ტები აღვნიშნოთ C(X) სიმბოლოთი. ვიტყვით, რომ V ოპერატორი X სივრ- 

ცეს გადასახავს ”? სივრცეზე, თუ LVLCX)=>”I. იმ შემთხვევაში„ როცა 
V(CX)–-»”, ვიტყვით, რომ CV ოპერატორი #ჯ სივრცეს გადასახავს XV” სივრ- 

ში, 

აჩ მრავალი საკითხის შესწავლის დროს დიდი მნიშვნელობა აქეს შებრუ- 
ნებული ოპერატორის (ნებას. ვთქვათ, V ოპერატორი მისი განსაზღვ- 

რის X არის ყოველ X ელემენტს გადასახავს მნიშვნელობათა V არის ერთ 

ყ=V(X) ელეზენტში. ამ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ V არის X სივრცეზე 

ცალსახად განსაზღერული ოპერატორი. გარდა ამისა, როცა V ოპერატო- 

რის მნიშვნელობათა არის ყოველ V C V ელემენტს ამ ოპერატორის განსაზღვ- 
რის X არის ერთი X ელემენტი ეთანადება, განსახღვრული V(CX)=ყ ტოლო- 

ბით, მაშინ ეს უკანასკნელი თანადობა შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც “ 

ყCXV ელემენტებზე განსაზღვრული ოპერატორი, რომელიც ასე აღვნიშნოთ: 
X=V 1(). ამ ოპერატორისათვის, ცხადია, განსაზღვრის არე იქნება V, ხო- 

ლო X-მნიშვნელობათა არე. V და V 1 ოპერატორებს ურთიერთ შებრუ- 
ნებული ოპერატორები ეწოდება, ცხადია, რომ ნებისმიერი XC X ელე- 

მენტისათვის გვექნება: V 1V(X)= CV" 'V=X, ხოლო ნებისმიერი VყC X ელემენ- 
ტისათვის გვექნება: . CICI”1(ყ) = V(X)=ყ. როცა X და X სივრცეების ელემენ- 

ტებს შორის ასეთი თანადობა არსებობს, მაშინ იტყვიან, რომ ადგილი აქვს 

X და X სივრცეთა ურთიერთ ცალსახა გადასახვას. ყველაფერი, 

რაც აქ X და X სიერცეების შესახებ ვთქვით შეიძლება გავიმეოროთ, შესაბა- 
მისად, ამ სივრცეებში აღებული სიმრავლეებისათვისაც. 

2. ოპერატორის ზოგიერთი უმარტივესი თვისება. ვთქვათ, VI არის მეტ- 
რული X სივრცის რაიმე სიმრავლე, რომელსაც CV ოპერატორი გადასახავს 

მეტრული X» სივრცის V(M) სიმრავლეში. VCV) სიზრავლეს ვუწოდოთ თ 
ოპერატორის სახე, ხოლო M სიმრავლეს– CV ოპერ ატორის -პირ- 

გელსახე. 
თეორემა 1.15. თუ M,, M#.-CX ნებისმიერი სიმრავლეებია, 

რომლებსაც სოპერატორი გადასახავს #სივრცის 0VM) და 
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VCMა) სიმრავლეებზე, მაშინ, XI, ს M, ჯამის სახე ტოლია ამ 

სიმრავლეთა სახეების ჯაზისა, ე. ი. 

VCVI, ს MI,)= VCM,) ს CM). (1.43) 

თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია ვუჩვენოთ, რომ (1.43) ტოლო- 
ბის მარჯვენა ნაწილის ყოველი ელემენტი მარცხენა ნაწილსაც ეკუთენის და 

პირიქით. ვთქვათ, ყ C CLM)) ყ CI) ნებისმიერი ელემენტია. ეს იმას ნიშნავს. 

რომ არსებობს ერთი მაინც ისეთი X ელემენტი, რომ იგი MI, და MI, სიმ- 

რავლეთაგან ერთს მაინც ეკუთვნის და ყ = VI»). აქედან ჩანს, რომ XC VI, ს Mნა 
და, ამიტომ, V= VXX) C CM, ს #M.). 

ახლა ვთქვათ, V C CV(CMI, მ M,) ნებისმიერი ელემენტია, მაშინ არსებობს 
ისეთი XC M, ს M, ელემენტი, რომ V= C(X). ეს იმას ნიშნავს რომ V= 

= CX) C CCM,) I (MI) და თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 1.1ს. თუ CV 1 არის VI ოპერატორის შებრუნებული 

ოპერატორი და, მაშასადამე, მოქმედებს V სივრციდან #ჯ 

სივრცეში, მაშინ ნებისმიერი ორი V,, M,CV სიმრავლისათ- 

ვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

V-IV.) ს 0-I(Vე= 0-(V, ს V. (1.44) 
მართლაც, ვთქვათ, XC VI IV.) ს ს I(V,) ნებისმიერი ელემენტია, მა- 

შინ VI I(V,) და LI” ICM,) სიმრავლეთაგან ერთ-ერთს მაინც მიეკუთვნება X, 
რაც იმას ნიშნავს რომ MV, და M,ე სიმრავლეთაგან ერთ-ერთი მაინც შეი- 

ცავს LV(CX) ელემენტს. მაგრამ, მაშინ LX) C M, მ M,, ე. ი. XC VII(CM, ს IM). 

ვიგულისხმოთ ახლა, რომ XჯC CV I(M, ს M,) ნებისმიერი ელემენტია. მა- 

შინ „ცხადია, LI(X) C M, ს M.ე და ამიტომ, MV, და M, სიმრავლეთაგან ერთ- 

„ერთი მაინც შეიცავს CVCX) ელემენტს. ამ პირობებზი VI I(V,) და CV IM.) სიმ- 

რავლეთაგან ერთ-ერთი მაინც შეიცავს X ელემენტს, ე.ი. X CCV-ICV,) ს V1(V,) 
და თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 1.17. თუ VI ოპერატორი მოქმედებს X სივრციდან 

V# სივრცეში, VCV.1 მისი შებრუნებული ოპერატორია და I,, 

M,CXV ნებისმიერი ორი სიმრავლე, მაშინ 

თ-I(Vე ი ყ-X(#) = თ+VV, იჩ V,.). (1.45) 
გთქვათ, XC VII(V,) ი LM.) ნებისმიერი ელემენტია. მაშინ XC V 1I(Mა) 

და XC CV XV,), ე. ი. CV CM, და LX) C M,. მაშასადამე, V(X) C M, ი M,. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ XC CV 1(M, ი M,.). 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ XC Cთ-1(M, ი M,) ნებისმიერი ელემენტია, მა- 

შინ LX) C V, ი V,, ე. ი. V(V) ერთდროულად ეკუთვნის როგორც M, ისე 
M#, სიმრავლეს: VC) CM, და V(X) C M.,. ეს ნიშნავს რომ XC CV-1I(V,) და 

XC IV XM,) ერთდროულად, ე. ი, XC C-1(V,) ი V 1(MV.). 

3. მაგალითები. 1) განვიხილოთ ევკლიდეს #L, სივრცის რაიმე VI 

სიმრავლე (ეს სიმრავლე შეიძლება ემთხვეოდეს მთელ #, სივრცეს), რომელ- 
ზეც განსაზღვრულია დალაგებულ ჯ-ნამდვილი (X,....-.,X,) (ვლადის ჩვეუ- 

ლებრივი ნამდვილი V= /(X,ც .. ·,X„) ფუნქცია. აღვნიშნოთ ამ ფუნქციის მნიშვ- 
ნელობათა არე VC/#,. ტოლობა V= /(X,.·. .,X,) განსაზღვრავს ოპერატორს, 

რომელიც »-განზომილებიან MC/, სიმრავლეს გადასახავს ნამდეილ რიცხვთა 
სივრცის V სიმრავლეში. 

დ. 

, 

ვვ



2) ვთქვათ ახლა, MC, სიმრავლის ყოველ X=(X,..-.,V) ელემენტს 

ეთანადება MCM#M, სიმრავლის გარკვეული V=(Vც...,ყV») ელემენტი. „I და 

X სიმრავლეების ეს თანადობა აღვენიშაოთ Vყ= LX) სიმბოლოთი. ამით გან- 
საზღდვრულია ოპერატორი, რომელიც V#V-განზომილებიანი »I სიმრავლიდან 

მოქმედებს ჯI-განხოშილებიან V სიმრავლეში. 

3) ფრედპოლმის ოპერატორი. განვიხილოთ CIX) ოპერატორი, 

რომელიც განსაზღვრულია ტოლობით: 

ტ 

ხX = |#(, /()X(/)ძ/, (1.46) 
“ 

სადაც MC, /) არის გული, უწყვეტი ი-+I, 7<ს კვადრატში. (1.46) ინტეგრა- 

ლი წარმოადგენს ოპერატორს, რომელიც (ი, ს| სეგმენტზე ყოველ უწყვეტ 
XI) ფუნქციას გადასახავს ამავე სეგმენტზე უწყვეტ VX ფუნქციაში. ამ შემთხ- 
ვევაში ოპერატორის, როგორც განსაზღვრის #M არე, ისე მისი მნიშვნელობა- 

თა V არე, უწყვეტი ფუნქციების სიმრაქლეებია,. 

4) გთქვათ, მოცემულია ი და, (I('5ხ კვადრატზე ზომადი #(, I) ფუნქცია 

ისეთი, რომ 
ხ ხ 

| | L"C, /)ძა/<Cთ. 

მაშინ ოპერატორი 
ხ 

VX(0 = (XC, 0)XV0)ძ/ 
“თ 

მოქმედებს #.(ი, ს) სივრციდან ისევ ამ სივრცეში. მართლაც, ავიღოთ ნების- 

მიერი X(/) C L,(ი, ხ) ელემენტი. ბუნიაკოვსკის უტოლობის ძალით, გვექნება 

წVX(I M=( | #C, 0X(04!) < (XICთ იი/(» )ძ/. 
“თ 9 ძ 

ვგაინტეგროთ ეს უტოლობა კჯ ცვლადით, მივიღებთ 

ხ ხ ხზ 

| L0X01"4-<2 ( IXC ძი, 
4 იი 

სადაც 
ხ 

”= ( X%7)ძ/. 
ძ 

უკანასკნელი უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ CIXLC) C /-;(თ, ნ). 

5) ნულოვანი ოპერატორი. ვთქვათ, LL X) ისეთი ოპერატორია, 

რომელიც ყოველ #-განზომილებიაინ X=(X,...,X) ვექტორს, სადაც 
X,1=1,...,#) აღნიშნავს X ვექტორის კოორდინატებს, უთანადებს ნულოვან 

8=-(0,...,0) ვექტორს, ე. ი. LL X)=8, ამ შემთხვევაში CC X) ოპერატორის 
განსაზღვრის M სიზრავლე შედგება ჯ-განზომილებიანი ქექტორებისაგან, 
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ხოლო მნიშვნელობათა M#V სიმრავლე კი შედგება ერთადერთი »-განზომილე- 
ბიანი ნულოვანი 0 ვექტორისაგან. ასეთ ოპერატორს ნულოგან ოპერა- 

ტორს უწოდებენ. 

6) წრფივი გარდაქმნის ოპერატორი, განვიხილოთ შემდეგი 
გარდაქმნა: 

# 

M= 2 აი, (0. ხ=1,...,, (1.47) 
#=-1 

სადაც ს, ნამდვილი რიცხეებია, X, რიცხვები აღნიშნავს ევკლიდეს I, სივრ- 
ცის X გექტორის კოორდინატებს: X=(X,, .. · ,X.). ეს გარდაქმნა I. სივრცის 
ყოველ ჯ ვექტორს უთანადებს ჯ„-განზომილებიან X=(V,,. .. ,X„ ) ვექტორს 

ისევ MI, სივრციდან და, მაშასადამე, განსაზღვრავს გარკვეულ LX) ოპერა- 

ტორს, ვინაიდან (1,47) ფორმულებით ყველა X/;/ გამოსახულია X, კოორდი- 

ნატების წრფივი კომბინაციით, ამიტომ V(X»ჯ) ოპერატორს წრფივი გარ- 
დაქმნის ოპერატორს უწოდებენ და წერენ X =VILX). 

ცხადია, რომ V(CX) ოპერატორი ცალსახად განსაზღვრულია (L,) მატ- 

რიცით, სადაც 1, #=1,.. . ,#. შევნიშნოთ, რომ (L,) მატრიცით განსაზღვრულ 

ოპერატორს აქვს შემდეგი ცხადი თვისებები: თ) თუ XV, #M)C, ნებისმიერი 

ვექტორებია, მაშინ VL XI. XI9) = V( #I)-+ V( X5) (ადიტიურობის თვისება); 

8) ნებისმიერი ნამდვილი ). რიცხვისათვის ადგილი აქვს ტოლობას: V0. X) > 

=XVLX) (ერთგვაროვნების თვისება); 4) V(8)=8. 

7) იგივური ოპერატორი. ვთქვათ, M არის მეტრული X სივრ- 
ცის რაიმე სიზრავლე. განვიხილოთ VX ოპერატორი, რომელიც M სიმრავ- 

ლის ნებისმიერ ჯ ელემენტს შეუსაბამებს ისევ ამ ელემენტს. ამ შემთხვევაში 
CV) ოპერატორის განსაზღვრისა და მნიშვნელობათა არე ერთი და იგივე 

M სიმრავლეა. LVCX) ოპერატორს იგივური ოპერატორი ეწოდება და 

აღინიშნება / ასოთი. ნებისმიერი XC X ელემენტისათვის ადგილი აქვს ტო- 
ლობას: #/(X)=1X=X. 

| 8) მსგავსების ოპერატორი, ვთქვათ, M# არის მეტრული სივრ- 
ცის რაიმე სიმრავლე, რომელშიც განსაზღვრულია 2» ნამრავლის ცნება ნე- 

ბისმიერი 7) რიცხვისა XCM ელემენტზე და XC M. განვსახღლვროთ VICX) 
ოპერატორი, რომელიც ყოველ X ელემენტს გადასახავს XX ელემენტში. LI(X) 

ოპერატორი მოქმედებს M სიმრავლიდან ისევ X# სიმრავლეში და ეწოდება 
მსგავსების ოპერატორი. 

9) დიფერენცირების ოპერატორი. ვთქვათ, # აღნიშნავს (0, ) 

სეგმენტზე დიფერენცირებად X(/,) ფუნქციათა სიმრავლეს. განვსაზღვროთ 
ხXC) ოპერატორი, რომელიც ყოველ X(I/) ფუნქციას შეუსაბამებს თავის XI(/) 
წარმოებულს. ასე განსახღვრულ VXVC) ოპერატორს ეწოდება დიფერენ- 

ცირების ოპერატორი, რომელიც დიფერენცირებადი X(/) ფუნქციების 

სიმრავლიდან მოქმედებს V სიმრავლეში, რომლის ელემენტებია X”(7) ფუნქ- 
ციები, 

10) განვიხილოთ ფუნქციონალი 
ხ 

I6)= I /(X, V, ხ')ძX,



სადაც / არის მისი არგუმენტების მოცემული ფუნქცია, / ბრტყელი Lი, #) 
სეგმენტზე დიფერენცირებადი ყ=V(X) წირია, რომელიც გაივლის მოცემულ 

C.(ი, ყე) და CXს, ყე) წერტილებზე. ამ შემთხვევაში I(უ)) წარმოადგენს ოპე- 

რატორს (ფუნქციონალს), რომელიც ზემოხსენებული თვისების ყ=V/(VI წირე- 

ბის 1I სიმრავლეს გადასახავს ნამდვილ რიცხვთა » სიმრავლეში. 

§ 8. ოპერატო.რის უწყვეტობის ზჭზო.გიერთი ნიშანი 

აღვნიშნოთ შემდეგში =(X, ე) სიმბოლოთი აბსტრაქტული X სივრცე 
ი მეტრიკით. ვთქვათ, #=(X, 0), LI =(X”, 2?!) ორი აბსტრაქტული მეტრული 
სივრცეა. 

ლ0 ოპერატორს, რომელიც # სივრციდან X#, სივრცეში მოქმედებს, ეწო- 

დება უწყვეტი X-C# წერტილში, თუ ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის შეიძ- 

ლება მოიძებნოს ისეთი დადებითი 8=25(6) რიცხვი, რომ ადგილი ჰქონდეს 
უტოლობას 

ი(LX, LIXა) <-6, 

ყოველი ისეთი XC# ელემენტისათვის, რომლისთვისაც ((X, Xა-) <8. 
სხვანაირად, 9) ოპერატორი უ წყვეტია ჯე წერტილში, თუ VXა წერ- 

ტილის ნებისმიერი 6– მიდამოსათვის 0.( VXა) მოიძებნება ჯა წერტილის ისე- 

თი ბ-მიდამო Cსგ(X), რომ მისი სახე მთლიანად მოთავსდეს 0.(VX)) მი- 

დამოში. 

თუ ოპერატორი უწყვეტია  სიერცის ყოველ წერტილში, მაშინ მას # 

სივრცეში უწყვეტი ოპერატორი.ეწოდება. 

ცხადია, ყველაფერი აქ ნათქვამი სამართლიანია ფუნქციონალისთვისაც. 

ნამდვილი ცვლადის უწყვეტი ფუნქციის მრავალი თვისება გადაიტანება 

მეტრულ L სივრცეში განსაზღვრულ უწყვეტ CL ოპერატორზეც. ქვევით მო- 

ვიყვანთ ზოგიერთ ასეთ თვისებას. 

თეორემა 1.15. 8 სივრცის ნე ბისმიერ Xჯ” წერტილში. Vოპე- 

რატორის უწყვეტობისათვის, აუცილებელია და საკმარისი, 

რომ XX წერტილისაკენ კრებად ნებისმიერ IX,IC/: მიმდევრო- 

ბას შეესაბამებოდეს IMXICLს,) მიმდევრობა, რომელიც კრე- 

ბადია VXMCL, ელემენტისაკენ. 

დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. დავუშვათ, რომ თეორემის პირო- 

ბა შესრულებულია, მაგრამ V ოპერატორი Xჯ წერტილში არ არის უწყვეტი. 

მაშინ არსებობს VX' წერტილის ისეთი 0.(CVX”) მიდამო, რომ XX” წერტილის 

ნებისმიერ 0-(X') მიდამოში იარსებებს წერტილები, რომელთა სახე 0.( VX") 

მიდამოს არ მიეკუთვნება, ვთქვათ, ბ=+, სადაც #=1, 2, ... . მაშინ, ამ მიმ- 

· " 
დევრობას შეესაბამება ერთმანეთში ჩალაგებული სფეროების (0:05 მიმ- 

, . " 
დევრობა. ამ მიმდევრობის ყოველ სფეროში ავიღოთ თითო X, C 0: (X-) წერ- 

ტილი ისეთი, რომ VX, C 0,(VX5". შევნიშნოთ, რომ ვინაიდან ი(X», 5<-“, 

ამიტომ 11 0(X,, X#)=0, მაგრამ (VX,) მიმდევრობა არ არის კრებადი VX“" 
1–-- C. 

ვც



ელემენტისაკენ. ეს იმას ნიშნავს რომ თეორემის პირობა არ არის შესრუ- 

ლებული. 
პირობის აუცილებლობა ცხადია. 

თეორემა 1.19. თუ 09 ოპერატორი ზოქმედებს L სივრცი- 

'” დან ს, სივრცეში, მაშინ წ სივრცეზე V ოპერატორის უწყვვე- 
ტობისათვის აუცილებელია დასაკმარისი, რომ X#ჯ, სივრცე- 

ში მოთავსებული ყოველი ჩაკეტილი M, სიმრავლის M პირ- 

ველსახე იყოს ჩაკეტილი. 
ვთქვათ, V ოპერატორი უწყვეტია L სიგრცეზე და ვთქვათ, X არის M 

სიმრავლის ჩაკეტვის ნებისმიერი წერტილი. მაშინ არსებობს IX,IC M მიმდევ- 

რობა, რომელიც კრებადია Xჯ ელემენტისაკენ და (VX,IC”I, მიმდევრობა კრე- 

ბადია ხX ელემენტისაკენ. ვინაიდან M, ჩაკეტილი სიმრავლეა, ამიტომ 

VX-=M, და, მაშასადამე, XCXMIL. ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცე- 

ბულია, 

პირობის საკმარისობისათვის საჭიროა დავამტკიცოთ, რომ VI ოპერა- 

ტორი უწყვეტია მუდამ, როცა 8, სივრცეში მოთავსებული ყოველი ჩაკეტი- 

ლი სიმრავლის პირველსახე ჩაკეტილია. ავიღოთ ნებისმიერი X-=#ს ელემენტი 

და ნებისმიერი ღია 0,.(VX)ლს, მიდამო. ცხადია, 8, X0,(VX) სიმრავლე ჩა- 

კეტილია, პირობის თანახმად, ამ სიმრავლის ს (8, ა0,(VX))უ–=L პირველსა- 

ხე ჩაკეტილია ამასთანავე, XC VI 1I(I X 0, (VწX)). შევნიშნოთ, რომ 

ნათ II, ა0,(V0»X)) ღია სიმრავლეა და XC XV XC, ამა(ყX). ამის გამო, 

სათ Iს ა0:(VX)) სიმრავლე შეიცავს X ელემენტის რაღაც 0კ(X) შიდამო- 

საც. აქედან ჩანს, რომ თუ X, C Cგ(X) ნებისმიერი ელემენტია, მაშინ VX, C 

0.(C0X), ე. ი. V უწყვეტი ოპერატორია. 

ხშირად საჭიროა უწყვეტი ოპერატორის აგება ისეთი ოპერატორების 

სუპერპოზიციის დახმარებით, რომელთა უწყვეტობა ცნობილია. აზ აგებას სა- 

ფუძვლად უდევს თეორემა, რომელიც ანალოგიურია მათემატიკურ ანალიზში 

ცნობილი თეორეზისა, რთული ფუნქციის უწყვეტობის შესახებ. 

თეორემა 1.90, თუ უწყვეტი V ოპერატორი მოქმედებს ჯL 

სივრციდან #ჩ,სივრცეში, ხოლო უწყვეტი V ოპერატორი 

მოქმედებს ”, სივრციდან #, სივრცეში, მზაშინVს სუპერპო- 

ზიცია, რომელიც მოქმედებს # სივრციდან ჩასივრცეში, 
არის უწყვეტი ოპერატორი. 

ავიღოთ # C 8 ნებისმიერი ელემენტი, ხოლო ყ= VX C ჯ, იყოს მისი სა- 
ხე. ვთქვათ, ყა= VX. არის 7 ოპერატორის უწყვეტობის ერთ-ერთი წერტი- 
ლი, სადაც XC ც ნებისმიერი წერტილია და V/ C ს,. გარდა ამისა, ავიღოთ 

ნებისმიერი >0 რიცხვი. ვინაიდან V ოპერატორი უწყვეტია, ამიტომ მოცე- 

მული 6 რიცხვისათვის არსებობს 8>0 მიდამო 0კ(ყე) ისეთი, რომ ყველა 

ყ C 0,(ყი, ელემენტისათვის ((”V, /ყა)<6. მეორე მხრივ, LV ოპერატორის 

უწყვეტობის გამო, მოცემული მ რიცხვისათვის · არსებობს ისეთი თ>0 რიცხ- 
ეი, რომ Xა ელემენტის 0 (X,) მიდამოს ყველა « ელემენტისათვის ადგილი ყჟ- 

ნება ი(LIX, Iჯა)< 9 უტოლობას, აქედან გამომდინარეობს, რომ ი(V VX,V VXა)<-:. 
ამრიგად, V V ოპერატორი უწყვეტია ჯა წერტილში. ჯე წერტილის ნებისმიე- 

რობის გამო VV უწყვეტი იქნება # სივრცეში. 

ვ/



! უწყვეტი ოპერატორის მაგალითები, 1) იგიეური ოპერატო- 
რი უწყვეტია. დამტკიცება ცხადია. 

: 2) ფრედჰოლმის ოპერატორი უწყვეტი გულით, რომელიც CV, ს) სივრ- 
ციდან ისევ ამ სივრცეში მოქმედებს, უწყვეტი ოპერატორია. 

მართლაც, ვთქვათ, მიმდევრობა (X,(/))C= C(ი, სხ) კრებადია CXი, დხ) სივრ- 
ცის მეტრიკით უწყვეტი ჯ"() ფუნქციისაკენ, ე. ი. 0(X., 2” )–0, როცა #->26. 

აქის გვაქვ ) 

ი(09X,, IX) = (MC. /ჩ)ლ.(0)–– X"(/)1 ძ/. 
ძ 

ვინაიდან XC /) გული უწყვეტია ი<-I, /<-ხ კვადრატზე ამიტომ აბსოლუ- 
ტურ მნიშვნელობაზე გადასვლით, ამ ტოლობიდან გვექნება 

§CVX,, V»X")<0M( –ძ) თე» | %X,(/)-–– X"(,))=–ს(ხ–-ი)ი(X» X9)-+0, როცა #1->C0, 
ი<I<. 

სადაც #= IL)მX | MC, 7). 
ი=9,/< 

3) განვიხიალოთ ##ე(0,1), (>>1), სივრცეში ჩაკეტილი +%(Xა; ”) სფერო, 

სადაც X:=7Xე() არის #(0,1) სიგრცის რაიმე ელემენტი. განვსაზღვროთ ოპე- 
რატორი LX(CI) შემდეგნაირად 

: # 
CVX(C#) =| »(I)| ? 381–ი ჯ(I), (1.48) 

სადაც X(1) C 5(ჯა, „) ნებისმიერი ელემენტია. პირველად ყოვლისა შევნიშნოთ, 

რომ ეს ოპერატორი +§(ჯა, 7) სფეროს 'ელემენტებს გადასახავს LV/0,1) სივრ- 

ცეში, სადაც # 1-+---1=1. მართლაც), გვაქვს 

1 1 1 
) დი |I თთი4«– |IIთ) «წარ - | |XC0IMM/<Cი. 

0 0 0 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ (1.48) ტოლობით განსაზღვრული ოპერატორი უწყვე- 

ტია. ამისათვის განვიხილოთ ნებისმიერი (ჯა(/))–5(Xა; ქ) მიმდევრობა, რო- 

მელიც L,(0,1) სივრცის მეტრიკით კრებადია »"() 650 7) ელემენტისაკენ: 

11109 LX», »-)= IC LL. 
ს-– ილ #–-> ლ 

გვექნება 
#. 4 

ი(0X», IX”) = (წირი ?9Iთი »0- თ 510) X%(7) |? ი. 

შეიძლება იზის დამტკიცება, რომ როცა #>ი, ადგილი აქვს უტოლობას;: 
1 

| | II X-(0| #86 X,(0–I X#XCთ? §Iდი “ე “I < 
0 

< "| სსეჯX თ (# II | %#ე(0)--XM)წ “”, 
0



ხოლო როცა ჩხ<9, მაშინ 

1 1 
- 2 = 

(Iრ) #“ ა1ფ0 ჯ„(/)-– | +”(7)|) “ §5IფM X'(/)9 ი! I < 

0 

(> 
1 

(21, 
«<2 7? (II X,(I)–-X#"()/ ძ/ | 

0 

ამრიგად, ნებისმიერი # და ე რიცხვიბისათვის, სადაც #“1+იე''=1, შესრულ- 

დება უტოლობა: 

1 1 

( | | #01 §Iლი X0 –' XXV? აი "0 4/ | ' «ესი X 5), (1.49) 
0 

L! 
_. აი“ #-L 

სადაც # აღჩიშნავს #9? I ს)იმX – (#) I” და » ” რიცხვებს შორის უდი- 

სს. ანასკნელი ოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 111) 0(LCX., LX”) =0. დესს. უკანასკხელი უტოლობიდას გ დ ე 
””ს-- -ი 

§ 9, სივრცეთა ჰო.მეომორფულობა და იყჭყომეტრულობა 

ვთქვათ, და ს, მეტრული სიგრცეებია და MC#% და MC#,-მათში 

აღებული სიმრავლეები. როგორც ვიცით, · M სიმრავლის გადასახვას V სიმ- 

რავლეზე V ოპერატორით უწოდებენ ურთიერთცალსახას, თუ M სიმრავლის 

ყოველი წერტილი არის M სიმრავლის მხოლოდ ერთი წერტილის სახე, სხვა- 
ნაირად ეს იმას ნიშნავს, რომ M სიმრავლის ნებისმიერი ორი სხვადასხვა 

წერტილი V ოპერატორით M სიმრავლის ორ სხვადასხვა წერტილში გადაი- 

სახება და, V სიმრავლის ორი სხვადასხვა წერტილი C-1 ოპერატორით MI 

სიმრავლის ორ სხვადასხვა წერტილში გადაისახება,. M და MV სიმრავლეების 

ურთიერთგადასახვას,ს, რომელსაც V და CV 1 ოპერატორები განახორციელე- 
ბენ, ურთიერთ პომეომორფული გადასახვა ეწოდება, თუ ეს გადასახვა 

არის ურთიერთცალსახა და V ოპერატორთან ერთად უწყვეტია შებრუნებუ- 

ლი VI) ოპერატორიც. ორი სიმრავლე (ან ორი სივრცე) ურთიერთ პომეო- 
მორფული სიმრავლეებია (ან ურთიერთ ჰომეომორფული სივრცეებია), თუ 

არსებობს ისეთი CV და V- 1 ოპერატორები, რომლებიც ამ სიმრავლეთა (სივრ- 

ცეთა) შორის ჰომეომორფულ თანადობას ამყარებს, მაგალითად, თუ ავიღებთ 
ტოლგვერდა სამკუთხედს და ზისი კონტურის წერტილების ცენტრალურ და- 
გეგმილებას მოვახდენთ ამ სამკუთხედზე შემოხაზულ წრეწირზე, დავრწმუნდე- 
ბით, რომ სამკუთხედის კონტურის წერტილთა სიმრავლე და წრეწირის წერ- 

ტილთა სიმრავლე ჰომეომორფული სიმრაქლეებია. ჰომეომორფულია აგრეთვე 

ე სივრცის ნებისმიერი ორი ინტერვალი. სამგანზომილებიან ევკლიდეს სივრ- 
ცეში სფეროს, ელიფსოიდის და კუბის წერტილთა სიმრავლეებიც ურთიერთ 

პომეომორფულია და ა. შ. ' 

შენიშვნა, ორი სიმრავლის (ან ორი სივრცის, ან სივრცისა და სიმ- 

რავლის) ჰომეომორფულობის განსაზღვრა არ არის დაკავშირებული სიმრავ- 
ლის (სივრცის) მეტრიკასთან და, ამიტომ, ქვევით ამ განსაზღვრას გამოვიყე- 

ნებთ არა მეტრულ (მაგალითად, ტოპოლოგიურ) სიმრავლეებშიც (სივრცეებშიც). 
ვე



ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი : 
თეორემა 1.51, ვთქვათ, ს და ს, ჰომეომორფული სიერცე- 

ებია, რომელთა შორის ურთიერთ პომეომორფულ გადასახ- 
ვას განახორციელებენ ხდა IL.) ოპერატორები. მაშინ X# 

სივრცის ყოველი ჩაკეტილი MM სიმრავლის M=VCVVC=#, სახე 

ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

მართლაც, ვინაიდან M ჩაკეტილი სიმრავლეა, ამიტომ უწყვეტი CV ოპე- 

რატორით მისი გადასახვა M# არის პირველსახე უწყვეტი CV" 1 ოპერატორისა, 

თანახმად 1.19 თეორემისა, V სიმრავლე ჩაკეტილი იქნება #, სიერცეში. 

ისიც შევნიშნოთ, რომ M სიმრავლის » სიმრავლეზე ჰომეომორფული 

გადასახვის დროს #/ ჩაკეტვა გადაისახება M ჩაკეტვაზე. 
1.19 თეორემიდან მარტივად გამომდინარეობს აგრეთვე შემდეგი დე- 

ბულება: 
L და ს, სივრცეების ურთიერთ ცალსახა გადასახვის 

ჰომეომორფულობისათვის აუცილებელი და საკმარისია, 

რომ ამ გადასახვისას # სივრცის ყოველ ჩაკეტილ (ღია) სიმ- 

რავლეს X, სივრცის ჩაკეტილი (ღია) სიმრავლე შეესაბამე- 

ბოდეს. 

განვიხილლოთ ახლა მეტრული სივრცეების ჰომეომორფულობის ერთი 

კერძო სახეობა, რომელსაც სივრცეების იზომეტრულობა ეწოდება. ვიტყ- 

ვით, რომ 8=(X, 0) და 81=(X, ”?) სივრცეების ურთიერთცალსახა V= VX 
გადასახვა,ა სადაც XC#Lს, 9C ს, იზომეტრულია, თუ ნებისმიერი X,, X, C #7: 

წერტილებისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

ს(X,, Xგ)= 0'(VXც IXა). 

ამ შემთხვევაში # და ს, სივრცეებს ურთიერთ იზომეტრულისივრ- 
ცეები ეწოდება. ასევე განისაზღვრება ორი სიმრავლის ოზომეტრულობაც. 

ცხადია, რომ ყოველი განსაზღვრა ან დებულება, რომელიც # სივრცეშია შე- 

მოღებული ან დამტკიცებული, როცა იგი დაკავშირებულია ამ სივრცის მხო- 
ლოდ მეტრიკასთან, სამართლიანია მისი იზომეტრული #, სივრცისთვისაც. 

ამის გამო, ორი იზომეტრული სივრცე, რომელთა ელემენტები ერთმანეთისა- 

გან, შესაძლოა სრულიად განსხვავებული იყოს, იგივური სივრცეებია. 

მაგალითად, პილბერტის ფუნქციონალური L,(თ, ) სივრცე იზომეტრუ- 
ლია კოორდინატული 1ე სივრცისა (დამტკიცება აზ წინადადებისა, რომელსაც 
ფიშერ-რისის თეორეზას უწოდებენ, იხილეთ ქვემოთ). 

§ 10, სეპარაბელური სივრცე 

დიდი ხანია შემჩნეული იყო, რომ ყოველი ნამდვილი რიცხვი წარმოიდ- 
გინება რაციონალურ რიცხვთა, მიმდევრობის ზღვარის სახით, სიმრავლეთა 

თეორიის ტერმინებში ეს იმას ნიშნავს, რომ რაციონალურ რიცხვთა სიმრავ- 

ლის ჩაკეტვა ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეს ემთხვევა. სხვანაირად, რაციო- 

ნალურ რიცხვთა სიმრავლე ყველგან მკვრივია ნამდვილ რიცხვთა X, სიმ- 

რავლეში, ეს მაგალითი გვიჩვენებს, რომ ზოგჯერ, აღებულ სიმრავლეში ყველ- 

გან მკვრივი სიმრავლე შესაძლოა იყოს თვლადი სიმრავლე. 

ა 1, ზემოთ ნათქვამთან დაკავშირებით შეზოვიღოთ შემდეგი მნიშვნელო-



განი განსაზღვრა: მეტრულ ნ=(, 0) სივრცეს სეპარაბელურა 

სივრცე ეწოდება, თუ მასში არსებობს თვლადი (ან სასრული) ყველგა ნ 

მკვრივი IX,)Cს მიმდევრობა. თვით (2) მიმდევრობას უწო- 

დებენ თვლად ყველგან მკვრივ ქსელს # სივრცეში, 
შენიშვნა. სასრული ყველგან მკვრივი მიმდევრობა შესაძლოა მხოლოდ 

სასრულ სიმრავლეს გააჩნდეს. ეს იქიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი სას- 
რული სიმრავლე არის ჩაკეტილი სიმრავლე და ჩაკეტვა ამავე სიმრავლეს ემ- 

თხვევა. სივრცის სეპარაბელობის განსაზღგრიდან გამომდინარეობს, რომ თუ 

ს სივრცე სეპარაბელურია და |X.ICL არის თვლადი ყველგან მკვრივი ქსე- 

ლი, მაშინ ნებისმიერი XC L ელემენტისათვის არსებობს ისეთი I.) ქვემიმ- 

დევრობა, რომ 1ი 0(X, »X)=9. 
I-C 

თეორემა 1.95. სეპარაბელური სივრცის ყოველი ქეესიმ- 

რავლე სეპარაბელურია. 

ვთქვათ, =(X, 0) არის სეპარაბელური სივრცე და |X,) – მისი ელემენ- 
ტების ყველგან მკვრივი თვლადი სიმრავლე. M#MC=# იყოს ნებისმიერი სიმრავ- 

ლე. ავიღოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა (5) მიმდევრობა, ყოვე- 
ლი ფიქსირებული 7; ნიშნაკისათვის მოვძებნოთ M სიმრავლეში ისეთი ჯოს 

ელემენტი, რომ 

6(Xა, X(5'0)<-0(X,, MI)+ 3. 

ავიღოთ ახლა ნებისმიერი XC M ელემენტი და 5>0 რიცხვი. არსებობს IX) 
სიმრავლის ისეთი X„ ელემენტი, რომ (ი(X, X,)< 3. ვინაიდან –->0, ამიტომ 

საკმარისად დიდი # ნიშნაკისათვის გვექნება §,<5. დავწეროთ ახლა შეფასება: 

0(X, XI M)) <0(X, X,) + 9(X„, X0ს09)) 
<ი(X., M)+6-+6<-26+0(X,, M)< 3ა. 

ამრიგად, ყოველი X C M ელემენტისათვის მოძებნილია ისეთი XVI) C M ელე- 
მენტი, რომ ი0(X, XM))<3გ (M,#=1,2,...). ვინაიდან X#C”) არის ორ # და # 
ნიშნაკხე დამოკიდებული ელემენტი, რომელთაგან ყოველი თვლად მნიშვნე- 

ლობებს ღებულობს, ამიტომ IX") CM სიმრავლე თვლადია და M# სიმრავ- 
ლეში ყველგან მკვრივი. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 1.93. თუ სეპარაბელური M#C=Lს სიმრავლე ყეელგან 

მკვრივია 8=(X,0) სივრცეში, მაშინ #სივრცეც სეპარაბე- 

ლურია, 

აღვნიშნოთ თვლადი ყველგან მკვრივი ქსელი #I სიმრავლეში |X,)-ით. 
ვთქვათ, XC 8 ნებისმიერი ელემენტია და 2>0- ნებისმიერი რიცხვი. იმის 

გამო, რომ M ყველგან მკვრივია სივრცეში, ამიტომ არსებობს »ჯ C X/ ელე- 

მენტი ისეთი, რომ ი(X, X) < --. ვინაიდან (X,) სიმრავლე ყველგან მკვრივია 

M სიმრავლეში და, ამიტომ X C M/ ელემენტისათვის არსებობს ისეთი 

X,, CIX.I ელემენტი, რომ ((X, #,)<--- ამის შემდეგ კი ცხადია, რომ 

ი(X, X,)<0(X, X) +6(X, X„ა<4 
და, რადგანაც 6 ნებისმიერი რიცხვია, აზიტომ (X,) მიმდევრობა ყველგან მკვე- 
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რივია სივრცეში. ამით დამტკიცებულია, რომ ს არის სეპარაბელური 
სივრცე. 

3. სეპარაბელური სივრცის მაგალითები. 1) #, სივრცე სეპარაბე- 

ლურია. მართლაც ამ სივრცის ყოველი წერტილი შეგვიძლია წარმოვიდგი- 

ნოთ როგორც ისეთ წერტილთა მიმდევრობის ზღვარი, რომელთა კოორდი- 

ნატები რაციონალური რიცხვებია. ყველა ისეთ წერტილთა სიმრავლე კი, 
რომელთა კოორდინატები რაციონალური რიცხვებია, თვლადი სიმრავლეა. 

ამგვარად, #, სივრცეში ყველგან მკვრივ თვლად სიმრავლეს წარმოადგენს 
ყველა იმ წერტილთა ერთობლიობა, რომელთა კოორდინატები რაციონალე- 

რი რიცხვებია. 

2) სსივრცე #>1, სეპარაბელურია, მართლაც, განვიხილოთ 
სიმრავლე MC ყველა ისეთი ი=(C”',,. · . „ჯი, 0,0, ...) ელემენტებისა, რომელ- 

თა ყველა #7; კოორდინატი რაციონალური რიცხვებია, სადაც # ნებისმიერი 

ნატურალური რიცხვია. ვინაიდან M სიმრავლის ყოველი ძ ელემენტი დახა- 

სიათებულია რაციონალურ რიცხვთა სასრული და დალაგებული ;; კოორდი- 

ნატით, სადაც ყოველი #„, ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად იცვლება რა- 
ციონალურ რიცხვთა სიმრავლეში, ამიტომ M თვლადი სიმრავლეა, ვუჩვენოთ 

ახლა, რომ M სიმრავლე ყველგან მკვრივია „,„ სივრცეში.„ ვთქვათ, 

X=(X,ც...,X. ...) არის 1„ სივრცის ნებისმიერი ელემენტი, ე. ი. 

ა,» I<C, 

და ->0- ნებისმიერი რიცხვი. მაშინ საკმარისად დიდი ნატურალური ჯ რი- 

ცხვისათვის გვექნება: 
ი · ” 

| X, ”< 2 (1.50) 
(=/ +1 

ახლა M#V სიმრავლიდან ისეთი ი = (0), 7ე; . . · 7) · ++ 0, 0,) ელემენტი შევარჩიოთ, 

რომ 
” წ 

2, წსა–- XI < 2“ (1.51) 

)=1 

გამოვთვალოთ Xჯ და #« ელემენტებს შორის მანძილი, მივიღებთ 

ი) | – 
262 აიი “ა, ა .>.. · 

აქედან, (1.50) და (1.51) ფორმულების დახმარებით, მივიღებთ ((X, ი)<-6. 
3) C(I, სხ) სივრცე სეპარაბელურია. მართლაც, ვთქვათ, X(() არის 

Iძ, ხ) სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია, ხოლო §>0-- ნებისმიერი რიცხვი. ვაიერ- 
შტრასის თეორემის ძალით, არსებობს ნამდვილი კოეფიციენტებიანი ისეთი 
#V) პოლინომი, რომ 

ჯიმX IX(/)-–- X(0I< –-, 
ი<-(<ხ 2 
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გარდა ამისა, /#(/) პოლინომისათვის არსებობს #”V/) პოლინომი რაციონალუ- 
რი კოეფიციენტებით ისეთი, რომ 

#9IმX I(I(ი– –M0|<>- 
ი</<ს 

ახლა შეგვიძლია დავწეროთ: 

ი(X, ს”)= აგა პი -ჩ%0|< 
ლდ 

<< 102X (46- ნ(1+ თაა 100– #“(/) | <5. 
ძლლ ძაედე 

ამრიგად, ნებისმიერი X(I/) C C(ი, ს) ელემენტისათვის არსებობს #7() პო- 
ლინომი რაციონალური კოეფიციენტებით, რომლითაც ნებისმიერი სიზუსტით 

და თანაბრად შეგვიძლია მივუახლოვდეთ X(/,) ფუნქციას. მაგრამ, ყველა ისეთ 
პოლინომთა სიმრავლე, რომელთა კოეფიციენტები რაციონალური რიცხვებია 

არის თვლადი. როგორც ვხედავთ, C(ი, ხ) სივრცეში ყველგან მკვრივ თვლად 
სიმრავლეს წარმოადგენ რაციონალურ კოეფიციენტებიან პოლინომთა სიმ- 

რავლე. 
შენიშვნა. (ი, ს) სეგმენტზე განსაზღვრულ ყველა რაციონალურ კოე- 

ფიციენტებიან პოლინომთა სიმ რავლე ყველგან მკვრივია CI, სივრცეშიც. ისე, 

რომ თ, სივრცე აგრეთვე სეპარაბელურია, 

4) #,(0,1) სივრცე სეპარაბელურია. ვთქვათ, X(CI) C L,(0,1) არის 
ნებისმიერი ელემენტი და >0–- ნებისმიერი რიცხვი. არსებობს (0,1) სეგმენტ- 
ზე შემოსაზღვრული ზომადი /(/) ფუნქცია ისეთი, რომ 

1 

I XL/)–– /(7)1/ი1 <7 (1.52) 

ყოველი შემოსაზღვრული ზომადი /(/) ფუნქცია კი შეგვიძლია წარმო- 
ვადგინოთ, როგორც უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობის ზღვარი (ჯ ხარისხით 
საშუალოდ კრებადობის აზრით). სხვანაირად, არსებობს, |0,1| სეგმენტზე გან- 

საზღვრული, ისეთი უწყვეტი «(/) ფუნქცია, რომ 
1 

წ 

I 9ი–/ი MM(<<. 0-53) 
0 

ყოველი უწყვეტი ფუნქცია არის ზღვარი რაციონალურ კოეფიციენტებიან პო- 
ლინომთა მიმდევრობისა (#, სივრცის მეტრიკის აზრით). სხვანაირად, არსე- 

ბობს |0,1| სეგმენტზე განსაზღვრული ისეთი X#(/) პოლინომი რაციონალური 

კოეფიციენტებით, რომ 
1 

ჯ ' II2I0-«60MM<5-. 0.54 
0 

ახლა კი ცხადია, რომ 

/
 ი(X, ს) = (Mი- »იMI”< 
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| | ; 
<(|IM0-/იM+ II/0-–«იM%+ | |9#0– თ MI”, 

0 0 0 

საიდანაც (1.52), (1.53) და (1.54) უტოლობათა ძალით, მივიღებთ ი(X,M“) <3. 
ამგვარად, ყველა რაციონალურ კოეფიციენტებიან პოლინომთა სიმრავლე, რო- 
მელიც როგორც ვიცით თვლადია, ყველგან მკვრივია #, სივრცეში. 

5) # სივრცე არასეპბარაბელურია. მართლაც, განვიხილოთ # 
სივრცის # სიმრავლე X=(X,, X,.. 6.) ელემენტებით, სადაც X#,=0 ან 1. ყვე- 

ლა ასეთი ელემენტების სიმრავლე წარმოადგენს #”, სივრცეში მოთავსებულ 

„ერთეულოვანი კუბის, წვეროებს. ცხადია, მანძილი # სიმრავლის ერთმანე- 

თისაგან განსხვავებულ ყოველ ორ წერტილს შორის, უდრის ერთს, ამასთა- 

ნავე სიმრავლე M კონტინუუმის სიზძლავრისაა. ავაგოთ #VI/ სიმრავლის ყოვე- 

ლი X წერტილის გარშემო 5( X, >) ლ” სფერო –--ის ტოლი რადიუსით. 

ამ სფეროების თანაკვეთა ცარიელი სიზრავლეა. ვთქვათ #I, არის 1/ სივრცე- 

ში ყველგან მკვრივი სიმრავლე, მაშინ ყოველი §(», 8 სფერო „I, სიმ- 

რავლის ერთ წერტილს მაინც უნდა შეიცავდეს, რაც იმას ნიშნავს, რომ II, 

არ არის თვლადი სიმრავლე. მაშასადამე, , არასეპარაბელური სივრცეა. 
შენიშვნა. დღემდე ცნობილ ყველა კონკრეტულ სეპარაბელურ სივრ- 

ცეს ბაზისი აქვს. თუმცა დამტკიცებული არ არის, რომ ყოველ სეპარაბელურ 

სივრცეს ბაზისი აქვს. 

§ 11. სრული სივრცე 

როგორც ცნობილია, მათემატიკური ანალიზისათვის დიდი მნიშვნელო- 
ბა აქვს ბოლცანო-კოშის აუცილებელსა და საკმარის ნიშანს ნამდვილ რიცხ- 

ვთა მიმდევრობის კრებადობის შესახებ. ბოლცანო-კოშის ნიშანი ნებისმიერი 

მეტრული სივრცის ელემენტთა მიმდევრობისათვის საზოგადოთ სწორი არ 

არის, ბუნებრივია, ამიტომ მეტრული სივრცეებიდან გამოვყოთ ის სივრცე- 

ები, რომლებშიც ელემენტთა უსასრულო. მიმდევრობისათვის ადგილი ექნება 

ანალოგიურ თვისებას, 
დავიწყოთ შემდეგი განსახღვრით: მეტრული # სივ რცის ელე- 

მენტების უსასრულო VX,) მიმდევრობას ფუნდამენტალური 

(ანუ თავის თავში კრებადი) მიმდევრობა ეწოდება, თუ ნე- 
ბისმიერი 6C>09 რიცხვისათვის არსებობს ნატურალური V= 
=M(8) რიცხვი ისეთი, რომ ადგილი აქვს 

0(X„, Xი)<-5 

უტოლობას, როცა VI,7>MV. ზემოთ დამტკიცებული ერთი თეორემის 

ძალით (თეორემა 1.2) მეტრულ სივრცეში ყოველი კრებადი მიმდევრობა ფუნ- 
დამენტალურიჰ. შებრუნებული წინადადება არ არის საზოგადოდ სამართ- 

ლიანი, · 

მაგალითები, 1) განვიხილოთ ყველა რაციონალურ რიცხგთა # სიმ- 

რავლე. მეტრიკა M სიმრავლეში შემოვიღოთ ფორმულით: 

ი(XII), #9) =| ჯ() – #9), #0, XL C M. 
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ავიღოთ რაციონალურ რიცხვთა უსასრულო (X,) C M მიმდევრობა, სადაც 

ი-() ++ ) რომელიც, როგორც ადვილი სანახავია, არის ფუნდამენტა- 
„ 

ლური მიმდევრობა, ამ მიმდევრობის ზღვარითი ელემენტი (ნეპერის #« რიცხ- 

გი) M სიმრავლეს არ ეკუთვნის. ამგვარად, მიმდევრობა IX,) ფუნდამენტა- 
ლურია, მაგრამ M სიმრავლეში არ არის კრებადი, 

2) განვიხილოთ ახლა ყველა #X/), 0<7<:1, პოლინომების VI სიმრავლე, 
რომელშიც #XLI), LXV#) C ბ! ელემენტებს შორის მანძილი განვსაზღვროთ 

ფორმულით: 

' 0(L), X59))=. კ გX | #X1V(/) -– IX7/)I. 
<1< 

ვთქვათ, (IV) C MI პოლინომთა ისეთი მიმდევრობაა,„ რომელიც თა- 
ნაბრად კრებადია, პოლინომისაგან განსხვავებული, X(/) C C(0,1) უწყვეტი ფუნკ- 
ციისაკენ, ცხადია, (უLL-IV)| მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, რომელსაც I 
სიმრავლეში არ აქვს ზღვარითი ელემენტი. 

თეორემა 1.54, თუ მეტრული XL სივრცის ელემენტთა ფუნ- · 

დამენტალური V,) მიმდევრობის რაიმე I(X,) ქვემიმდევრობა 

კრებადია XC ელემენტისაკენ, მაშინ (IX,, მიმდევრობა აგ- 

რეთვე კრებადი იქნება იმავე #· ელემენტისაკენ, 
მართლაც, როცა #># და #->= ცხადია ((X,, X,,)->+0. ამასთანაეე, სამ- 

კუთხედის აქსიომის ძალით, გვაქვს 

0(X", X.) <0(X", X,)+-M(Xი, X,,) 

სადაც პირობის თანახმად ი(XM, X.)ე 20, როცა Iს)-+. გარდა ამისა, წინა შე- 

ნიშვნის გამო, ((X,, X,) 0, ამიტომ 0(X", X,)-+-0, როცა #->50 და, მაშასა- 

დამე, Xა–+X#. 
განსაზღვრა. მეტრული XL სივრცის წერტილთა პ)I სიმ- 

რავლეს შემოსაზღვრული სიმრავლე ეწოდება,თუ არსებობს 

სასრული რადიუსის სფერო, რომელიც VI სიმრაგლის ყველა 
წერტილს შეიცავს, 

ცხადია, როცა მეტრული სც სივრცე ნამდვილ რიცხვთა #, სივრცეა, მოყ- 

ვანილი განსაზღვრა, კერძოდ, ნამდვილ რიცხეთა სიმრავლის შემოსაზღვრუ- 
ლობის ჩვეულებრივ განსაზღვრას ემთხვევა. 

თეორემა 1.5. მეტრულ სივრცეში ყოველი ფუნდამენტა- 
ლური მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. 

თეორემის დასამტკიცებლად განვიხილოთ ფუნდამენტალური |X,I C # 

მიმდევრობა. ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური 

რიცხვი M, რომ როცა #V, #M > შესრულდება ი(X», X,)<-5 უტოლობა. კერ- 

ძოდ, შესრულდება აგრეთვე (იLX,, XX) <8 უტოლობა, როცა # >M. განვიხი- 

ლოთ რიცხვთა სასრული მიმდევრობა §, ი0(X,, Xჯ), 6(Xე, -VX), .· ·VCXX- 1, XX). 

ვთქვათ, # აღნიშნავს ამ რიცხვთა შორის უდიდესს. ავაგოთ ახლა # სივრ- 

ცეში 5(Xჯ, 7») სფერო. მაშინ ცხადია, ადგილი ექნება M(X,, X»)<3 უტოლო- 
ბას ყველა #=1,2,... მნიშენელობისათვის. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ IX,I 

ფუნდამენტალური მიზდევრობის ყოველი ელემენტი Xი C 5(Xჯ, 7), ე. ი. IX) 

მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. 

”L 
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თეორემა 1.96, მანძილების სიმრავლე, მეტრული ჯსივრ- 
ცის ნებისზიერCი ჯ ელემენტიდან ფუნდამენტალური Iჯ,)CL 
მიმდევრობის ელემენტებამდე, შემოსაზღვრულია. ' 

მართლაც, ვთქვათ §>0 რაიმე რიცხვია. არსებობს ისეთი ნატურალუ- 

რი ე რიცხვი, რომ როცა II, / >) პადგილი ექნება ი(X,, V,)< 58 უტოლო- 

ბას. ახლა დავაფიქსიროთ II>7ე რიცხვი და ვისარგებლოთ ი(X, X,) <-0(X,X,)+ 
–+ი(X», X,) უტოლობით. ვთქვათ, # აღნიშნავს ი(X, X,), .. . ,0(ა, X,) რიცხვთა 

შორის უდიდესს, მაშინ ნებისმიერი ნატურალური ჯ რიცხვისათვის, წინა 

უტოლობიდან გვექნება ი(X, C)<M+§ და თეორემა დამტკიცებულია. 
დამტკიცებული თეორემიდან, კერძოდ გამომდინარეობს, რომ სიმრავ- 

ლე მანძილებისა ფუნდამენტალური მიმდევრობის ნებისმიერი ელემენტიდან 
ამ მიმდევრობის სხეა ელემენტებამდე, შემოსაზღვრული სიმრავლეა. 

თეორემა 1,957. თუ (IX.ს Iყ, მეტრული # სივრცის ორი ნების- 

მიერი ფუნდამენტალური მიმდევრობაა, მაშინ რიცხვთა 

(0(V,, ყ#.)| მიმდევრობა უსათუოდ კრებადია. 
დამტკიცებისათვის ვისარგებლოთ ოთხკუთხედის აქსიომით 

|0(Xო, ყ»)– 6(M ს ყა) |<-0(X», V„) + 0(ყთო, M/ი)- 

ვინაიდან (ს) და (/,, ფუნდამენტალური მიმდევრობებია, ამიტომ ნებისმიე- 

რი :>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური #”ე რიცხვი, რომ რო- 

ცა #, 7I>Mი გვექნება C(X,, #)<--. ი(V» #ა< -- და წინა უტოლობიდან 

მივიღებთ 

I2(X ყი) 2(Xა; ყ)| <5. 

ამრიგად, ნამდვილ რიცხვთა (0(X,, V,) მიმდევრობა აკმაყოფილებს ბოლცანო- 

კოშის საკმარის პირობას ნამდვილ რიცხვთა მიმდევრობის კრებადობის შესა- 

ხებ და, ამიტომ იგი კრებადია. ' 

თეორემა 1.98. თუ მეტრული # სივრცის LX,I, IV.) მიმდევრო- 

ბათაგან ერთ-ერთი, მაგალითად, (,| ფუნდამენტალურია და 

1II0 C(Xა, ყი):=20, მაშინ Iყ.I მიმდევრობაც ფუნდამენტალური 
#”#-–ი 

იქნება. 

მართლაც, გამოვიყენოთ სამკუთხედის განზოგადებული აქსიომა: 

0(ყ, ყ»)<-0(V»; Xა)+ XX», X)+ინ(Xი, ყ»). (1.55) 

შევნიშნოთ, რომ როცა 7), I-+0%-0, მაშინ; თეორემის პირობის თანახმად, 

6(X», ყა)–.0 და 6(X,, #.) >. გარდა ამისა, ვინაიდან IX.) მიზდევრობა ფუნ- 

დამენტალურია, ამიტომ როცა 7/, -+2X%, მაშინ ი(X», X,)-–>0. როგორც (1.55) 
უტოლობიდან ჩანს, როცა 7, I#->თ. მაშინ ი(ყი, ყი)->0, ე. ი. (//,) არის 

ფუნდამენტალური ზიმდევრობა, 

ზემოთ აღნიშნული გვქონდა, რომ სავალდებულო არ არის მეტრულ 7”: 

სივრცეში ყოველი ფუნდამენტალური მიზდევრობა კრებადი იყოს, იქვე მოყ- 

ვანილი გვქონდა ამ ფაქტის დამადასტურებელი მაგალითებიც. ამ საკითხთან 

დაკავშირებულია შემდეგი მნიშვნელოვანი 

განსაზღვრა, თუ მეტრული # სივრცე ისეთია, რომ ნე: 
ბისმიერი ფუნდამენტალური V,1IC# მიმდევრობა კრებადია 
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ამავე სივრცის რაიმე # ელემენტისაკენ, მაშინ #-ს სრული 

სივრცე ეწოდება. 
მოვიყვანოთ სრული სივრცის ზოგიერთი მაგალითი, 

1. ნამდვილ რიცხვთა #7, სივრცე, რომელშიც მანძილი 

განსაზღვრულია ფორმულით 

0(X(0), X19)) =| XI) – X=%|,. XI), X(5) C 1,,, 
სრული სიერცეა. . 

მართლაც, ვთქვათ, IX, CI, ნებისმიერი. ფუნდამენტალური მიმდევრო- 

ბაა, მაშინ ყოველი 6>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური რი- 

ცხვი #ე, რომ, როცა #I, #>/ ს პდგილი ექნება უტოლობას 

0(+», X„)ლ=!IX„-–-Xგ| <6. 

თანახმად კოშის ცნობილი ნიშნისა, ნამდვილ რიცხვთა შემოსაზღვრული 

მიმდევრობის ზღვარის არსებობის შესახებ ამ უტოლობიდან გამომდინა- 

რეობს ისეთი XV" C I, რიცხვის არსებობა, რომ III ე(X-), ჯ%)-=0. ეს კი ამტ- 
' #L--C< 

კიცებს ჩეენ წინადადებას. : 

ი. # სრული სივრცეა. მართლაც, განვიხილოთ ნებისმიერი ფუნ- 

დამენტალური (XV) C I, მიმდევრობა, სადაც XC)=X7,,(5, , , , ,X,(9). როგორიც 

უნდა იყოს 2>0 რიცხვი არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი /ს), რომ როცა 

ს #§ > გეექნე ბა: · 
” 1 

0(#X»), რღ კ ირაო.” <9, 
#(:-:1 

ე. ი. 7 ნიშნაკის ნებისმიერი მნიშვნელობისთვის ადგილი აქვს |X,ლ0-–X,0|1< 6 

უტოლობას. უკანასკნელი იმას ნიშნავს, რომ ყველა რიცხვითი IX," მიმდევრობა, 
როცა #=1, 2,..., ფუნდამენტალური მიმდევრობაა. რიცხვითი წრფის (ე. ი. 

MX) სივრცის) სისრულის გამო, ყოველი VX,') მიმდევრობა კრებადია: Iს ი )= 

=X,", ამ პირობებში (XV) მიმდევრობა კრებადია X"=(X,”, X,”,... ,X„') ელე- 

მენტისაკენ ამრიგად, მივიღეთ: 111) 0(X()), X#)=0 და #, სივრცის სისრულე 
(+Cთ 

დამტკიცებულია. 
3. „ა სრული სივრცეა. დამტკიცება წინა მაგალითის ანალო- 

გიურია. 

4 ს სრული სივრცეა. ავიღოთ ნებისმიერი ფუნდამენტალური 
(XV CI, მიმდევრობა, სადაც XLI=(X,I9), #), „..), ხ=1, 2,.#.., ნებისმიერი 
6>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური #»ე: რიცხვი, როომ როცა 

ე M->11ი, გვექნება 
ლ<« 1. 

ი(X(=), #0) = 2) რაარი "ლი, (1.56) 
I=1 

აქედან გამომდინარეობს, რომ როცა », I>”/ე შესრულდება აგრეთვე უტო- 
ლობა |X,ი) – X,0ს|–<6. ეს კი იმას ნიპნავს, რომ ყოველი ფიქსირებული 1 ნიშ- 
ნაკისათვის რიცხვთა (X/%) = (XI), X,(3), . . .) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, 

ვთქვათ, III X„5=-X”. დავამტკიცოთ, რომ X"=(X,', X,,...) არის 1, სივრ- 
–Cთ · 
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ცის ელემენტი და #რ0)->VI, როცა L->+Cთ. მართლაც, (1.56) უტოლობიდან 

ადვილად გამომდინარეობს, რომ როგორიც უნდა იყოს ნატურალური V რი.· 

ცხვი შესრულდება უტოლობა: 
= + 

ა |კელ – ჯჯაI |” <5, · 

,(=1 1 

ახლა თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა »->თ, მივიღებთ 

X 1+ 

ა (სვლები) ” ლი, 
7=1 1 

საიდანაც MV რიცხვის ნებისმიერობის გამო, გვექნება 

თ 41 
8 ყი|? 

ჯეო –ჯ,” ” <9 

1-1   
უკანასკნელი უტოლობა ნიშნავს, რომ X" C/, და III) 0(XLM, X-)=0. მაშასადა- 

+900 
მე, ,„ სრული. სივრცეა. 

წს. ს სივრცე სრულია. ავიღოთ IM სიგრცეში ნებისზიერი ფუნდა- 
მენტალური (VII მიმდევრობა, სადაც XI9 =(XI40M, X,(9,- ++), #=1, 2) .... თვით 

” სივრცის განსაზღვრიდან გვაქვს |X,I9I<.C,,) უტოლობა, რომელსაც ადგი- 
ლი აქვს თანაბრად ; ნიშნაკის. ყველა 1=1, 2,-.· მნიშვნელობისათგის, სადაც 

0, მუდმივია. ვინაიდან IX9V) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია, ამიტომ ნე- 
ბისმიერი §>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური #»ე რიცხვი, 

რომ როცა ჯ, §>7#ი, გვექნება: 

2(ჯო, XI) = 5VI)I ჯო ჯო) ს 

ჯ 

საიდანაც : 
|X,ო – ჯ/9|<6%. · (1.57) 

უკანასკნელი უტოლობა გვიჩვენებს როზ ნამდვალ რიცხვთა (X/(), X?), .. .) 

მიმდევრობა ფუნდამენტალურია და, მაშასადამე, კრებადია რაღაც XX, რიცხ- 
ვისაკენ. ახლა ვთქვათ ჯ1=1, 2,..., მაშინ წარმოიქმნება რიცხვთა (X;”, X.”, -. .) 
მიმდევრობა, ვაჩვენოთ, რომ ეს მიმდევრობა განსაზღვრავს I) სივრცის გარ- 

კვეულ X"=(X,", X.,...) ელემენტს. ამისათვის (1.57) უტოლობაში დავაფიქ- 
სიროთ #>#/ეა და გადავიდეთ ზღვარზე, როცა «++, მივიღებთ უტოლობას: 

| X,0-– X, | <6, (1.58) 

რომელსაც ადგილი აქვს ჯ ნიშნაკის ყველა მნიშვნელობისათვის. ახლა გამო- 

ვიდეთ X-%=(X” -XI0)+Xჯ0 იგივეობიდან რომლის შეფასება, (1.58) -უტო- 
ლობის დახმარებით, მოგვცემს 

MMC IX.-#0I+IირI<ი-+0,ი, 
სადაც 0,() მუდმივია და ჯ-- ნებისმიერი ,ნატურალური რიცხვი. უკანასკნელი 

უტოლობა გვიჩვენებს, რომ რიცხვთა (X,“, Xე', ..,) მიმდევრობა შემოსაზღვ- 
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რულია და, ამიტომ X“”C I, ამასთანავე (1.58) უტოლობიდან გამომდინა- 

რეობს, რომ როცა #»>”Mე ადგილი აქვს აგრეთვე უტოლობას 

810 X,/0) –– X,"| <6, 
: 

ე. ი. I1II 0(X- ს, X#)=0, რაც ჩვენ წინადადებას ამტკიცებს. 
”->-C>% ' 

6. ყველა კრებადი მიმდევრობის 6ნსივრცე სრულია, მართ- 

ლაც, ვთქეათ, |XMICC არის ნებისმიერი ფუნდამენტალური მიმდევრობა, სა- 

დაც X9=C,:ჰ, 1,0...) და X,(9, ჯე9,.., მიმდევრობა, ყოველი ფიქსირებუ- 
· ლი # ნიშნაკისათგის კრებადია (#=1, 2, ...). ნებისმიერი C>0 რიცხვისათვის 

არსებობს ნატურალური #ა რიცხვი ისეთი, რომ როცა MI, # >Iა მესრულდე- 
ბა უტოლობა: 

ი(ჯო, ჯ00)=50ი| XI) – 2,-ს|ლ5, 1=1, 2,.... 
§ 

აქედან გამომდინარეობს, რომ | ნიშნაკის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის 
ადგილი აქვს, უტოლობას: 

| ჰც) – 2,(901<-6. (1,59) 

ეს უტოლობა გვიჩვენებს, რომ ნამდვილ რიცხვთა XIV, X49,,... მიმდევრობა 

აკმაყოფილებს მიმდევრობის კრებადობის ბოლცანო-კოშის პირობას და, ამი– 

ტომაც იგი კრებადია გარკვეული ზღვარისაკენ. ვთქეათ, ა XI90 =X,". მოვი- 
L->C%9 

გონოთ ახლა, რომ ჯ; ნიშნაკს შეუძლია მიიღოს 1=1,2,... მნიშვნელობანი. 

ამის გამო, წინა ტოლობიდან წარმოიქმნება რიცხვთა #2. Xეზ, „+. მიმდევ- 

რობა, დავამტკიცოთ, რომ ეს მიმდევრობა განსაზღვრავს გარკვეულ X"= 

=(X,, X))...) ელემენტს, რომელიც C სივრცეს ეკუთვნის და იგი სწორედ - 

ჯა მიმდევრობის ზღვარითი ელემენტია. ამისათვის გადავიდეთ (1.59) უტო- 

ლობაში ზღვარზე, როცა (I-V და ნიშნაკი ; ფიქსირებულია, მივიღებთ 

|, – X,ს| <8. (I .60) 

გამოვიყენოთ ახლა პირობა, რომ X90C 6. ეს იმას ნიშნავს, რომ არსებობს 

11)0 X,(0= XI. ზღვარი, სხვანაირად, ნებისზიერი :>0 რიცხვისათვის არსებო- 
(–ძ 

ბს ისეთი ნატურალური M=ს(), #) რიცხვი, რომ როცა (> შესრულდება 
უტოლობა: 

| X,0) –– X.|<6. (1.61) 
ავიღოთ ახლა იგივეობა: 

სერა =ჯ,ბ _ ს 2-1) საჯა X,+X, –კჯო სი #ო –_ XL. 

აქედან, (1.60) და (1.61) უტოლობების გამოყენებით, მიგიღებთ 

1Mა“ –- X" | დ |. X,9| + ი - XI + -#ო |+) XI 0 -–X, | <4:, 

როცა #>V#ა და #M#, #,.:ს. ამ შეფასებიდან გამომდინარეობს, რომ X,", X,',..- 

მიმდევრობა კრებადია და, ამიტომ X#=(X,%, X,-,...) C C. გარდა ამისა, (1.60) 
უტოლობიდან ჩანს, რომ 

9LI1)| X,) –– X,"| <§, ' 

ე. ი. ი0(X0), X·)<6, საიდანაც, §-ის ნებისმიერობის გამო, გვექნება: 

1IIIL C(XIM), X-1=0 და ჩეენი დებულება დამტკიცებულია. 

#-– თ 
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7. ყველა რიცხვითი უსასრულო მიმდევრობების ჯსიე#C- 

ცე სრულია. დამტკიცება წინა მაგალითებში მოყვანილი მსჯელობის ანა- 

ლოგიურია. 

5. Cმ,ხ) სივრცე სრულია, მართლაც, ვთქვათ, IX-(/))–C(ი, ს) 
არის ნებისმიერი ფუნდამენტალური მიმდევრობა, ამ უკანასკნელის განსაზღვ- 
რის თანახმად, როგორიც უნდა იყოს C>0 რიცხვი, არსებობს ისეთი ნატუ- 

რალური V რიცხვი, რომ როცა (ე M> MM ადგილი აქვს უტოლობას 

II82 XI Xთ(L) – Xი(1) | <6. (1.62) 

გთქვათ, 1=/ა C |ი, ხ| ნებისმიერი ფიქსირებული წერტილია, . მაშინ, (1.62) 

უტოლობის ძალით, (|X((ე) მიმდევრობისათვის შესრულებულია რიცხვითი 
მიმდევრობის კრებადობის კოშის აუცილებელი და საკმარისი ნიშანი. აზრი- 

გად, / ცვლადის ნებისმიერი ფიქსირებული მნიშვნელობისათვის (ჯ„(/)) მიმ- 
დევრობა კრებადია გარკვეული Xჯ%(I) ფუნქციისაკენ. ახლა თუ დავამტკი- 

ცეთ, რომ (X.CV)) მიმდევრობა |ი, ხ, სეგმენტზე თანაბრად კრებადია »"(I) 
ფუნქციისაკენ, ამით დამტკიცებული იქნება, რომ ჯ“(I) C C(ი, ს), ამისათვის 
(1.62) უტოლობაში დავაფიქსიროთ #ჯ რიცხვი და ვთქვათ, რომ 1/-+C:, მა- 

შინ ნებისმიერი =>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი MV რიცხვი, რომ 

#0)მXI Xა(I)–- XV(C/)|<6, როცა #>VM, 

როგორც ვიცით, ეს უკანასკნელი იმას ნიშნავს, რომ (X,(/)) მიმდეგრობა თა- 

ნაბრად კრებადია უწყვეტი X”() ფუნქციისაკენ, ამით დამტკიცებულია, რომ 

C(ი, ხ) სრული სივრცეა. 
9. 5 სივრცე სრულია. ვთქვათ, (X„(/))C5, 0=<7<:1, არის ნებისმიე- 

რი ფუნდამენტალური მიმდევრობა. უნდა დავამტკიცოთ, რომ იგი ზომით 

კრებადია § სივრცეში. გამოვყოთ (X„(/)) მიმდევრობიდან ისეთი (IL,,(I/)) ქვე- 

მიმდევრობა, რომ როცა #>7,) ადგილი ჰქონდეს უტოლობას: 

იიი #ცა<---- (1.63) 2I+3 

მიმდეგრობის ფუნდამენტალურობის განსაზღვრის ძალით, ასეთი ქვემიმდევ- 

რობის გამოყოფა შესაძლოა. (1.63) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

1 
0(X,, რM+! იი 

ვთქვათ, .·MLჯ არის ყველა იმ 1 CI0,11 წერტილთა სიმრავლე, რომელზეც შეს- 

რულებულია უტოლობა: 

(+ 0-#0I>--–. (1.64) 2L+1 

როგორც ვიცით, 5 სივრცეში მეტრიკა ისეა განსაზღვრული, რომ 

ი9)08 მიი ვე 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

თ,=% IMIს I;=(0,1|–ი,, · „(1.65) ს 
წ0



  

–. 1 1 1 და 
1005 თ; დ 2I+ 1 ““.' 1005 1:01 – “2. ს 1)69 ს X#=1. (1.66) 

#=1 · · /–I 

» სიმრავლის ყველა / წერტილში, როცა M>I, ადგილი აქვს უტოლობას: 

, , – ) 
IX,,(L ა)–X%ა.,. ,C )-< "2:+I (1.67) 

ავიღოთ ახლა იგივეობა 
M–1 

, , LI თ” , 

ისაც, )-XგV)= 2 რასას ა)–X·,,V I), 
ელი 

რომელსაც ადგილი აქვს ნებისმიერი ნატურალური II >1 რიცხვისათვის, ამ 
იგივეობამი აბსოლუტურ მნიშვნელობაზე გადასვლის შედეგად, თუ გამოვი- 

ყენებთ (1.67) უტოლობასაც, გვექნება 

I 

ხა.) – X01<2. | XI I I)-%ს 11 < 
(=0 

I 
1 1 

< ) “ულის ლ 2L" (1.68) 

1-0 

Iს,,(0)) მიმდევრობა, ყოველი ფიქსირებული ( C ჯ; წერტილისათვის, რიცხვი- 

თი მიმდევრობაა, (1.68) შეფასება გვიჩვენებს, რომ ეს მიმდეგრობა, როგორც 
ფუნდამენტალური რიცხვითი მიმდევრობა, კრებადია. ვთქვათ, ' 

1IIი. X,,(//)=X" 0". (1.69) 
IL-+ 9 

ზღვარითი ჯ"(') ფუნქცია განსაზღვრულია I, სიმრავლის ყოველ წერტილზე 

ნებისმიერი 7 ნიშნაკისათვის ამიტოზ «ჯ“(/) განსაზღვრული იქნება 
ლ 

ს)” ჯამზეც. ამრიგად, X»“V) ფუნქცია განსაზღვრულია მთელ |0,1| სეგმენტ- 

1=1 · 

ზე, გარდა შესაძლოა, ნულზომის სიმრავლისა, თანახმად 5 სივრცის განსაზღვ- 
რისა,/ X#(C(IIC§5. გადავიდეთ ახლა (1.68) უტოლობაში ზღვარზე, როცა #->თ 

და გამოვიყენოთ (1.69) ტოლობა, მივიღებთ უტოლობას; 

1 
· Iჯ" V) –%,,() 1<-;” 

რომელსაც ადგილი აქვს I; სიმრავლის ყველა / წერტილში (როცა #.>/. 
კერძოდ, ეს შეფასება საზართლიანია მაშინაც, როცა 1=#, ე. ი. სამართლია– 
ნია I, სიმრავლეზე. ვინაიდან IV სიმრავლის ზომა აკმაყოფილებს უტოლო- 

ბას (იხ, (1.66)): 

1 
1068 2 >1->" 
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ამიტომ 
1 

ი(»ჯ", %)<- 2, 

ასე, რომ 
: – გ% III %X,,==X". 

IL 00 , 

მაგრამ, (X,,)1C(+.ს) და, მაშასადამე, თავიდან აღებული მიმდევრობაც ზომით 
კრებადი იქნება იმავე »” ფუნქციისაკენ. 

10. (55 სივრცე სრულია, ვთქვათ, (ს„(/()C(5) რაიმე ფუნდამენტა- 

ლური მიმდევრობაა, გამოვყოთ ამ მიმდევრობიდან ისეთი (IL»,,(/)) ქვეშიმდევ- 

რობა, რომ როცა # >”: ადგილი ქონდეს უტოლობას: 

2(XV, შეალია 

ჩვენ ვთვლით, რომ #კ<7ა<.L. <IIL< LL. მაშინ გვექნება 

1 
2(X·,,, , %,,) < > 

განვიხილოთ მწკრივი: 
თ ლღ | XI. (/)-–X,,(/)| , 

) ი»... , 2:,,)= ა __“ ==“ იი; (1.70) 

6=1 »- IX, ((/1– X,(/)| 
CC 1 

ვინაიდან მაგტორანტული მწკრივი » –- კრებადია, ამიტომ აგრეთვე კრება- 

დია (1.70) მწკრივი. შევნიშნოთ, რომ (1.70) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში 
” ინტეგრალქვეშა ფუნქციები დადებითია. ვინაიდან (1.70) მწკრივი კრებადია 
და ინტეგრალქვეშა ფუნქციები კი დადებითი, ამიტომ ფუნქციონალური 

მწკრივი 

ა: LL (()– X,(/)1 (1 71) 

21 1+ 17%... () – #,,(/)| . ' 

კრებადი იქნება თითქმის ყველგან » სიმრავლეზე. აქედან კი გამომდინა- 

რეობს, რომ დაწყებული საკმარისად დიდი #ჯ ნიშნაკიდან ადგილი აქეს უტო- 
ს: ლობა 

| ML. (/)– #,,(01<1 

ახლა თუ ვისარგებლებთ ცხადი უტოლობით 

1<- 2 
ა 1+I%..,,(,)--#,(0) | ' 

ადვილად მივიღებთ უტოლობას: 

I”, (0) –#() |<-2 

აქედან გვექნება 
IX IL. 0– %,)(/)| 

7! 1, <2 
' 

2, I, (0 –– %,,() ლია ილლეთ 1+1+,,(0-Xა0I 

ს. (ფ)–X,,()I . 

1+ L%V., (0-– 1 (/)|



ამ უტოლობის მარჯვენა ნაწილში მწკრივი კრებადია თითქმის ყველგან 1-ზე, 

ამიტომ კრებადია თითქმის ყველგან #”-ზე ფუნქციონალური მწკრივი: 

X.,(I)+|X,(/)– 2„,(/))1+ LX.(0) – “(0 -ოთა +Iი(0-%ა., V)|+-“-, 

რომლის პირველი # წევრის ჯამია 'IX0V0 სხვანაირად, არსებობს ისეთი ზო- 

მადი X“V)C(5) ფუნქცია, რომ თითქმის ყველგან X სიმრავლეზე ადგილი 
აქეს ტოლობას 

სი! %,,(/)= XI). 
1IL- CC 

ცხადია, მაშინ (X,,()) მიმდევრობა ზომითაც კრებადი იქნება #„”(/) ფუნქ- 

ციისაკენ. 
ჩვენ დავაზტკიცეთ, რომ ფუნდამენტალური LX»,(I)), მიმდევრობის (X»,,(1)| 

ქვემიმდევრობა ზომით კრებადია X”(/) ფუნქციისაკენ. ამის გამო თვით (X»(/)) 
მიმდევრობა აგრეთვე ზომით კრებადია იმავე ზღვარითი ფუნქციისაკენ, 

11. L,(0,1) სივრცე სრულია (ფ. რისის თეორემა). ავიღოთ 

ნებისმიერი ფუნდამენტალური IX,(/)) C Lი-(0,1) მიმდევრობა. მაშინ მოცემული 

5= >> რიცხვისათვის, სადაც # ნატურალური რიცხვია, მოიძებნება ისეთი 

M#=VXV(CV) რიცხვი, რომ როცა M, # >M, ადგილი ექნება უტოლობას 

I 

I06(X,, X»))” <I %,,(,)– Xი() |/1მი/1< > · (1.72) 
0 · 

ეს უტოლობა გვიჩვენებს, რომ, როცა VI, #>MV, ისეთი |ICI0,1)| წერტი- 
ლების თ, სიმრავლის ზომა, რომელზეც 

(თ0-#VთVI>>+., (1.73) 

1 
ნაკლებია 2 რიცხვზე. ავიღოთ (I) მიმდევრობის ზრდადი ქვემიმდევრობა 

წე მე< '.' </-C.... ცხადია, (1.73) უტოლობის ძალით, როცა /L>M და 

1Cთ,., შეგვიძლია დავწეროთ: 
1 

IX... (,) –%,()I <2" 

განვიხილოთ თანაკვეთა 
რ 

9-0 (0,1I-4=10,11– L) თ, 
|==# ჯ(=# 

  „ აღვნიშნოთ §ბჩე=1III 9,, 
#(+თ 

ცხადია, CC6C,,,; გარდა ამისა, III0§ §+ >1 -– 22 

მაშინ 10§ (ჩ=1, ამასთანავე §ჩ, სიმრავლეზე, როცა #>M, შესრულებულია 

უტოლობა 
1 

1 (0 –ს(0)I<» 

რაც იმას ნიშნავს, რომ (#X,,(/)) მიმდევრობა თანაბრად კრებადია თავის თაე- 

წვ



ში 0. სიმრავლეზე. ვინაიდან C-ს ხღვარია სიმრავლეთა (§#) მიმდევრობისა, 
ამიტომ იე სიმრავლის ყოველი წერტილი ეკუთვნის ერთ-ერთ §), სიმრავლეს 

და, მაშასადამე, (X,,(/) მიმდევრობა' თავის თავშია კრებადი §წ), სიმრავლეზე 

გარკვეული ზღვარითი ::V) ფუნქციისაკენ, გარდა ამისა, ვინაიდან პე სიმ- 

რავლის ზომა ერთის ტოლია, ამიტომ §ბე სიმრავლე |0,1|) სეგმენტისაგან მხო- 

ლოდ ნულზომის სიმრავლით განსხვავდება. გამოდის, რომ ზღვარითი ჯ%VI) 

ფუნქცია განსაზღვრულია |0,1|) სეგმენტზე თითქმის ყველგან. 

მეორე მხრიე, IX,,(,)) არის ფუნდამენტალური (»,(/), მიმდევრობის ქვე- 

მიმდევრობა და, ამიტომ ნებისმიერი C>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 

ნატურალური M-=IM() რიცხვი, რომ როცა #., I. >IV შესრულდება უტო- 

ლობა 

1 

| IM 0-%,0IM/<-. 
0 

ცხადია, ამ უტოლობას მით უმეტეს ადგილი აქვს §)ჯC|0,1) სიმრავლეზე: 

|15(0-«,თI/9/<:. 
ი; 

დავაფიქსიროთ I. >” ნიშნაკი და გადავიდეთ უკანასკნელ უტოლობაში 

ზღვარზე, როცა #,->C. ისიც შევნიშნოთ, რომ ვინაიდან (, ,(7)) მიმდევრობა 

თანაბრად კრებადია თავის თავში §); სიმრავლეზე, ამიტომ ზღვარზე შეგვიძ- 

ლია გადავიდეთ ინტეგრალის ნიშნის შიგნით. გვექნება 

( «(0-2 I9/-C5. 
40; 

ახლა ამ უტოლობაში გადავიდეთ ზღვარზე, როცა :-+>თ, მივიღებთ 

| II(0-+CთIM9(C- 
4% 

ანუ 
1 

(I#,ი –»"თძ/<%, როცა >. ! 

უკანასკნელი ინტეგრალის არსებობა ადასტურებს, რომ 'ჯ,,, (/)-–-–X-/) ფუნქ- 

ცია ეკუთვნის L;(0,1) სივრცეს. მაგრამ, ვინაიდან (»,,,(/))=L,(0,1) ამიტომ 

«"(,) C LX9,1) საბოლოოდ, რადგანაც 110 ი0(X,, X„)>20 და (C(X», >” )<- 
· Iს„->C% 

<«90(ჯი, %XI,)+ 0(X,,, ჯ”), ამიტომ როცა # და I.->C, მივიღებთ III 0(X,, X”)= 
#ჯ-–>+C0 

=0; ამით დამტკიცებულია, რომ ფუნქციონალური სივრცე L,(0,1) სრულია. 

კერძოდ, როცა #=2, აქედან მივიღებთ, რომ ჰილბერტის ფუნქციონა- 

ლური X)(0,1) სივრცე სრულია. 

არასრული სივრცის მაგალითები. მოვიყვანოთ ახლა არასრული მეტ- 

რული სივრცის რაზდღენიმე მაგალითი. 
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1) რაციონალურ რიცხვთა ; სივრცე, რომელშიც მეტრიკა განსაზღვრჟ- 

ლია ტოლობით 

ი(” /ა)=|/–7 

სადაც #7, 7, CI, არასრული სივრცეა. მართლაც, განვიხილოთ რაციონალურ 

რიცხვთა (|) მიმდევრობა, სადაც სნ) +>). ცხადია, ეს მიმდევრობა 

ფუნდამენტალურია, მაგრამ მისი ზღვარი არ არის რაციონალური რიცხვი. 

2) ვთქვათ, X არის |0,1| სეგმენტზე განსახღვრული ყველა ნამდვილ 

კოეფიციენტებიანი პოლინომის სივრცე. ავიღოთ მისი ორი ნებისმიერი 

XXII), CV) Cჯ. ელემენტი. მანძილი ამ ელემენტებს შორის ვუწოდოთ გა- 

მოსახულებას: 

ი(LV), LC2))= 02» | LC) -– 91) I. 

განვიხილოთ პოლინომთა (ს,(/)CX მიმდევრობა, რომელიც თანაბრად კრე- 

ბადია უწყვეტი X”(/) ფუნქციისაკენ. ვთქვათ, ჯ”(/) არ არის პოლინომი, ცხა- 

დია, (#,(/)) არის ფუნდამენტალური მიმდევრობა X სივრცეში, მაგრამ მას ჯ 
სივრცეში ზღვარი არა აქვს, პოლინომთა X სივრცე არასრული სივრცეა. 

3) სივრცე C/, არასრულია. მართლაც, განვიხილოთ (0,1) სეგმენტზე 

განსაზღვრული უწყვეტი ფუნქციების (»,(I)) C Cჯ, მიმდევრობა, სადაც X„() 
ფუნქციები განესახღვროთ ასე: 

1 
1 . როცა 0<(–= 

წ) 1 1 1 
= 1---, როცა – <<–-+–, X.(0) » ც 2 57952 + : 

1 1 
0 წ როცა ფ იი <<), 

#” 

შევნიშნოთ, რომ 

რთუ როერრ( 
+++ 

ა
ღ
 -–ვ 

" -L 
()- >) –-, როცა მ), M->თ,. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ (X„(0)) ფუნდამენტალური მიმდევრობაა CI, სივრცეში. 
ვაჩვენოთ, რომ ეს მიმდევრობა კრებადია CI, სივრცის მეტრიკით წყვეტილი 

XV) ფუნქციისაკენ, რომელიც განსაზღვრულია ასე: 

1 
1, როცა 04 

2:%(ჯ()= 1 

0, როცა <4 <1,



მართლაც, ელემენტარული გამოთვლები გვარწმუნებს, რომ ადგილი აქვს შე- 
ფასებას 

1':' I 

”I«“ 

როილე4“- 
ე: ი. 0(X,, X-)->0, როცა #->Cთ. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ IX,(/)| არის უწყვეტ ფუნქციათა ფუნდამენტალური 
მიმდევრობა, მაგრამ C,7, სივრცეში არა აქვს ზღვარი, მისი ზღვარითი X”(I) 

ფუნქცია ეკუთვნის L, სივრცეს. 
ა
 

§ 12. სივრცის სისრულის ერთი გამოყენება 

ზემოთ დაუმტკიცებლად იყო გამოთქმული წინადადება იმის შესახებ, 
რომ L,(ი, ხხ) იზომეტრიულია ჰილბერტის კოორდინატული (კ სივრცისა. ახ- 
ლა, როცა ჩვენთვის უკვე ცნობილია, რომ ხსენებული სივრცეები სრულია, 
შესაძლოა მოვიყვანოთ აზ დებულების დამტკიცება. 

შევჩერდეთ წინასწარ რამდენიმე მნიშვნელოვან განსაზღვრაზე ჯ#ა(ი, ხ) 

სივრცეში. ვთქვათ, |/(/I), «(/) C L;ი, ს), ამ ელემენტებს ურთიერთ ო რთო- 

გონალური ელემენტები ეწოდება (ი, §) სეგმენტზე, თუ ადგილი აქვს ტო- 
ლობას 

ხ 

(/#თდთ«=9. 

მაგალითად, ფუნქციათა (81ი(2#+1)X) >_ც მიმდევრობა ორთოგონალუ- 

რი მიმდევრობაა 2C 2) სივრცეში მართლაც, თუ (%#7 და 7, 1= 

=0, 1, 2, .თო.. გვექნება 

2. 
2 

|5ირთ»+ 1)X 51ი(2M-L1)XIX=0. 

ღლ 

ფუნქციათა სისტემები , 

. ?” . 2% . II 
90ი--X 8§1)0–--X,-.., §90–-X,.... 

I I I 

ჯ 2ჯX MX 
1, 00%-–-X, 009 ძა, 005 <ძითთ. 

აგრეთვე ორთოგონალური სისტემებია L;(0, ბ) სივრცეში. /(I) C ჯLა(ი, ხ) ფუნქ- 
ციას ამ სივრცის ნორმირებული ელემენტი ეწოდება (ი, ნ) სუგმენტზე, 
თუ ადგილი აქვს ტოლობას: 

ს 

I /9%()ძ,=1. 
ძ



ავიღოთ ფუნქციათა ნებისმიერი სასრული /,(I), · ·.I#»(/) C L+(4, ხ) სის- 

ტემა. მინკოვსკის უტოლობის თანახმად, შეგვიძლია დავწეროთ: 

(( ა #0 | ი ”=. ' თი, 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ჯL.(ი, ცხ) სივრცეს, //(/) (=1,2,... ,;) ფუნქციებთან 
” 

ერთად, მათი ალგებრული ჯამიც ეკუთენის, ე. ი. 1, #I(I) C L.ა(ი, ხ). ცხადია, 

1=1 

" 

რომ მაშინ ამ ელემენტების წრფივი კომბინაცია ჯ, ი(/(0)) აგრეთვე მიე- 

=1 
კუთვნება #Lე(თ, სხ) სივრცეს, სადაც «,1=1,...,#) ნებისმიერი რიცხვებია, 

განვიხილოთ ახლა ფუნქციათა (C+(/))–.LX(ი, ხ) მიმდევრობა. ამ მიმდევ- 
რობას ორთონორმირებული მიმდევრობა ეწოდება L,(თ, ხ) სივრცეში, თუ 

ა 

( 0, როცა 1%/, 
IV (I))დ/(1/)ი! = 4 0. 
ი 

1.74 
( 1, როცა 1=/. ( ) 

ასე მაგალითად, ფუნქციათა მიმდევრობები 

  

  

1 0609 X 205 2X 005 1X 

V2. V. . VX ”?: VI. ” 

§10 X 810 2X 510) 7X 
=-, “ა... _ 

VI VX V»X 

არის ორთონორმირებული #,(–X», >) სივრცეში. 

ვთქვათ, XXI) C #-(ი, ს) ნებისმიერი ელემენტია. ფუნქციონალურ მწკრივს 

პ1C ი 

#=1 

სადაც 
8 

C= | XC)დს(0)ი, (1.75) 
“თ 

ეწოდება XV) ელემენტის ფურიეს მწკრივი, ხოლო C-– რიცხვებს ამ ელემენ- 

ტის ფურიეს კოეფიციენტები. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

–(60= 3 ით. 
#= L 

+,(/) ფუნქციას ვუწოდოთ X() ელემენტის ფურიეს მწკრივის კერძო 
ჯამი. ცხადია, ჯა(/) C L(ი, ს), განვიხილოთ კერძო ჯამების მიმდევრობა 

§7



IM), დავამტკიცოთ, რომ ეს მიმდევრობა საშუალოდ კრებადია X(,) 

ფუნქციისაკენ (ე. ი. ხსენებული მიმდევრობა კრებადია XC) ფუნქციისაკენ 
Xჯა(ი, ს) სივრცის მეტრიკით), თუ შესრულებულია პირობა 

ჩაირ- ზა ი.ბ. (1.77) 

ი /=| 

ამ პირობას პარსევალის ტოლობას უწოდებენ. მართლაც, შევნიშნოთ, 

რომ ვინაიდან XC), (0) C L)(ი, ჩხ), ამიტომ XC/)––5„(1) C ILა(ი, ხ), განვიხილოთ 
ინტეგრალი 

ხ 

| Mი– რ)“ – სტ -2იირ+ ბი). 

თუ ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში გამოვიყენებთ (1.74), (1.75), (1.76) და 
(1.77) ფორმულებს, ადვილად მივიღებთ ტოლობას 

ხ ” ხ 

| (X0–+,C6)'/= | თრ#-5 ი" (01.78) 
7=:1 

რომელსაც ბესელის იგივეობა ეწოდება, ამ იგივეობიდან ჩანს, რომ ად- 

გილი აქვს უტოლობას 
(კ სხ 

ბ, ცბ< წ” )ძ!, 
1=1 ი 

საიდანაც, # რიცხვის ნებისმიერობის გაშ, გვექნება 

) “< წი“ 

» 

და 

ბ, –72C.%. 
4 

1=1 · 

ვთქვათ, კერძოდ, როგორც პირობაშია მოცემული, შესრულებულია 
(1.77) ტოლობა, მაშინ (1.78) ტოლობიდან, ზღვარზე გადასვლის შედეგად, 

მივიღებთ 
' 1110. 0(X, §,)=0 

”ს-- ი 

და ჩვენი წინადადება დამტკიცებულია. 

როცა პარსეგალის (1.77) ტოლობას ადგილი აქვს ნებისმიერი X(1) C 

C XX, ხ) ელემენტისათვის, მაშინ ფუნქციათა (თ.(/)) მიმდევრობას ჩაკეტი- 

ლი მიმდევრობა ეწოდება L,(ი, სხ) სივრცეში. თვითონ (1. 77) ტოლობა 
არის ამ მიმდევრობის ჩაკეტილობის პირობა, 

ამის შემდეგ მკითხველი ადვილად შეამოწმებს, რომ თუ (დ). არის 
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ფუნქციათა, ჩაკეტილი მიმდევრობა ჯL;ჯ(ი, ხ) სიელრცეში და XVI), ყ(!) ამ სივრ- 
ცის ორი ნებისმიერი ელემენტია, მაშინ 

ს თ · 

| #0#0%«= 24 0.79) 
ი 7=1 

სადაც ი; და ხ;, შესაბამისად, არიან X(() და ყ(/) ელემენტების ფურიეს კოე- 

ფიციენტები: 
: ს წ 

რ- | ითი“, ხ– | «იდი 
ძ ძი 

გარდა ამისა, შევნიშნოთ, რომ X(7)-ყ(7) C L(ი, ს) ელემენტის ფურიეს 

კოეფიციენტებია 
ხ 

ი+ხ- | VX0+/იიი« 0=1,9,.... 

შემოვიღოთ ახლა შემდეგი განსაზღვრა: ფუნქციათა ნებისმიერ (CV;(I/)) C 

C L,(ი, ხნ) მიმდევრობას სრული სისტემა ეწოდება, თუ #L.(ძ, ხ) სივრცე- 
ში არ არსებობს ნულოვანი ელემენტისაგან განსხვავებული ისეთი ელემენტი, 

რომელიც ყველა დL(/) ფუნქციის ორთოგონალური იქნება, 

იმისათვის, რომ ორთონორმირებული მიმდევრობა (C,(/IIC 
CLაი, ხ) სრული სისტემა იყოს, აუცილებელი და საკმარი- 

სია, რომ იგი იყოს ჩაკეტილი. 

გადავიდეთ ახლა ფიშერ-რისის თეორემის დამტკიცებაზე, 

ვთქვათ, (CI(7)| C L.(ი, სხ) არის ფუნქციათა რაიმე ორთონორმირებული 
სრული სისტემა. დავამყაროთ #,(ი, ხ) სივრცის და 1, სივრცის ელემენტებს 

შორის შემდეგნაირი თანადობა, პირველი მათგანის ყოველ XI) C L,(ი, ხ) 
ელემენტს შევუსაბამოთ |, სივრცის 4=(ი,,...,ი,,...) ელემენტი, სადაც 
ძ;?=1, 2, ...I,...,) რიცხვები XC) ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებია. ავი- 
ღოთ ნებისმიერი ორი XLI), Vყ(I) C L(ი, ხ) ელემენტი, რომელთა ფურიეს კოე- 
ფიციენტები შესაბამისად არის (ითც...,თ,, -..)= 4 და (#ჩ,,.-.,ხე,...) = 

=8,4,8C 1. მაშინ ელემენტი XCI)--–V(/) C L,(ი, ბ) და მისი ფურიეს კოეფი- 
ციენტები იქნება (ი,–-ხ,, ძვ–- ხე, · · · ,რც–- ხა · · ·ც· დავწეროთ (და(/)) სისტემის 
ჩაკეტილობის პირობა X(,)- V(,) ელემენტის ფურიეს კოეფიციენტების საშუა-· 

ლებით, გვექნება 
ს 

| (XC) -– V(0)11// = 2 რ–სი” (1.80) 
(1 რ 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ი(X, #)=(0(4, 18), ე. ი. Lა(ი, ხ) იხომეტრულია 

(ე სივრცის რაიმე ნაწილისა. 

იმისათვის, რომ თეორემა ბოლომდე იყოს დაზტკიცებული საკმარისია 

ვუჩვენოთ, რომ 7, სიერცის ყოველ ელემენტს 4=(4,ც...ცრ,, -··), იმავე აზ- 

რით, შეესაბამება #L,(ი, ნ) სივრცის რაღაც XC) ელემენტი. 
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ზ'
 

პირობის თანახმად გვაქვს ი'<%, შევადგინოთ წრფივი კომბინა- 

ციები შემდეგი სახისა: 

§(0= >» «თრ. 
1==L 

თუ გამოვიყენებთ (დ,(/) მიმდევრობის ჩაკეტილობის თვისებას ადვი- 
ლად დავრწმუნდებით, რომ ადგილი აქვს ტოლობას: 

ხ )–- 

| ნთ –რ1"/= 3, რ/. (1.81) 

ი 12=4%44+1 

»” 
მაგრამ, ბ. ი! მწკრივის კრებადობის გამო, როგორიც უნდა იყოს §>0 

1=L 

რიცხვი, მოიძებნება ისეთი MV=IM(8) რიცხვი, რომ როცა #>M, ნებისმიერი 

” >90 რიცხვისათვის, ადგილი ექნება უტოლობას: 

IL-+IM 

იკ ლაზ. 

1==M-LI 

ამის შემდეგ (1.89001 ტოლობიდან ნათელია, რომ (ჯ,(/)) მიმდევრობა ფუნდა. 

მენტალურია და, ვინაიდან #L.(ი, ს) სრული სივრცეა, ამიტომ (,(/)) საშუა- 
ლოდ კრებადია რაღაც X(CI) C L-(ი, სხ) ელემენტისაკენ. ვისარგებლოთ ახლა 
ჰელდერის შემდეგი უტოლობით: 

<| | ლ. | სრ-რ) – 

დ L 
-I ( ხი- თ” =60CV, წ). 

ძ 

:9
| 

– 

I ირ –-§(/))დ»(/)ძ!
 

  

ვინაიდან ლ0(X, #,)--0, როცა #-+>Cთ, ამიტომ წინა უტოლობიდან მივიღებთ 

ჩხ სხ 

I Xსდ„(ეი/= II | :თდ,(ეი/. 

საბოლოოდ შევნიშნოთ, რომ საკმარისად დიდი # ნიშნაკისათვის, გვექნება 

ს 

| §(0თ„(/)რ(=ი, 
ძ



და, მაშასადამე, წინა ტოლობიდან მივიღებთ 
ხ 

| XC)დ,,(0)ძ! =ი„. 
ძი 

ამრიგად, · ყოველ V/4=(თ,..., რა .. )აCIხ ელემენტს შეესაბამება 

გარკვეული X(I) C Lჯი,ხ) ელემენტი, რომლის ფურიეს კოეფიციენტები სწო- 
რედ #4 ელემენტის კომპონენტებია. ამით ფიშერ-რისის თეორემა ბოლომდე 

დამტკიცებულია, 
§ 13, მეტრული სივრცის გბასრულება“ 

ქვევით იზომეტრული სივრცეები მიჩნეულია როგორც ერთი და იგივე 

მეტრული სივრცე. ვთქვათ, X რაიმე მეტრული არასრული სივრცეა. სრულ 
(' სივრცეს ჯ სივრცის გასრულება ეწოდება,“ თუ X არის ქვესიმრავლე 

დ სივრცისა და, თუ X ყველგან მკვრივია C6- სივრცეში. ისე როგორც, რა- 

ციონალურ რიცხვთა სემრავლე ჩართულია ნამდვილ რიცხვთა სრულ სივრცე- 

ში და ამ სივრცეში იგი ყველგან მკვრივია, სავსებით გარკვეული წესით, 

ყოველი მეტრული Xჯ სივრცე შეგვიძლია ჩავრთოთ მის გასრულებაში 9, რო- 

მელშიაც X სიმრავლე ყეელგან მკვრივი იქნება. 

მოვიგონოთ, რომ კანტორის თეორიის მიხედვით, ნამდვილ რიცხვთა 

სიმრავლეში ყოველი ირაციონალური რიცხვი განსაზღვრულია რაციონალურ 

რიცხვთა ფუნდამენტალური მიმდევრობის საშუალებით. ამის მსგავსად, მეტ- 

რული X სიგრცის გასრულების ელემენტები განსახღვრულია X სივრცის ფუნ- 

დამენტალური ზიმდევრობების საშუალებით. 

დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა 1. 959. ყოველ არასრულ მეტრულ სივრცეს გას- 

რულება აქვს და ეს გასრულება ერთადერთია. 

წინასწარ შემოვიღოთ ეკვივალენტური მიმდევრობების ცნება. ვთქვათ, 

(LI, (თ) CX ორი ფუნდამენტალური მიმდევრობაა, იტყვიან, რომ ეს მიმ- 

დევრობები ეკვივალენტურია, თუ I1Iთ (C(%«., X„ )=0. ადვილი შესამჩნე- 
ს--. თ 

ვია, რომ თუ ეკვივალენტურ IX„I, (X„) მიმდევრობათაგან ერთ-ერთი, მაგა- 

ლითად, (X.) მიმდევრობა, კრებადია X% ელემენტისაკენ, მაშინ მეორე მიმ- 

დევრობაც კრებადია იმავე ელემენტისაკენ. მართლაც, სამკუთხედის აქსიო- 

მის თანახმად, ა 

0(X», X ) <-0(+ს +. )+0 (X”, %,), 
დღა რადგანაც პირობის ძალით ადგილი აქვს ტოლობებს 

11თ 0 (M,, +, )=0, 110 0 (X„, X-) =0, 
#- 68 #”ს-- თა 

ამიტომ 110 ი (ჯ„”, X”)=90. ისიც შევნიშნოთ, რომ თუ ორი ფუნდამენტალუ- 
13-90 ა 

რი მიმდევრობა მესამე ფუნდამენტალური მიმდევრობის ეკვივალენტურია, 
მაშინ ისინი ურთიერთ ეკვივალენტურიც იქნება. 

დავანაწილოთ X სივრცის ელემენტებისაგან შედგენილი ყველა ფუნდა-· 

მენტალური მიმდევრობის სიმრავლე კლასებად ისე, რომ ერთსა და იმავე 

კლასს მივაკუთვნოთ ყველა ურთიერთ ეკვივალენტური მიმდევრობა. კველა 

ასეთი კლასების სიმრავლე აღვნიშნოთ C-თი, ვთქვათ, თ და 8 ორი ნებისმი- 
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ერი კლასია (ელეზენტია) C სიმრავლიდან და (LX) C თ, IV„) C 3 ნებისმიერი ფუნ- 

დამენტალური მიმდევრობებია. თანახმად ოთხკუთხედის აქსიომისა შეგვიძლია 
დავწეროთ : 

'/” (+, ყო) ·--- -(Xი, ყა)! 0 (1თს %ი)+0 (V/»ს //»)- 

გთქვათ, MI,V-> >, მაშინ (X.) და (ყ,) მიმდეგრობების ფუნდამენტალურობის 

გამო ადგილი ექნება ტოლობებს: 

1IIV 0 (V„, X») =0, 11II6 (V», Vა)=0 და მაშასადამე, წინა უტო- 
· 1), –> ლ ”! – CC 

ლობიდან მივიღებთ, რომ I6(ჯ,, ყ„)) მიმდევრობა არის ფუნდამენტალური 
რიცხვითი მიმდევრობა, ვთქვათ, 

ი( (თ, ზ) = 1IXI 0(2,, ყ/,). (1.82) 
ს-თ 

დავამტკიცოთ, რომ თ და 3 კლასებში ნაცვლად ფუნდამენტალური |»ჯ,) და 

Iყი|) მიმდევრობებისა, შეგვეძლო აგვეღო შესაბამისად მათი ეკვივალენტური 

' სხვა ფუნდამენტალური |(X„/|) C> და IV, | C ზ მიმდევრობები, ამით ი (თ, 8) რი- 

ცხეი არ შეიცვლებოდა. მართლაც), ისევ ოთხკუთხედის აქსიომის ძალით 

|0 (X» ყა») –- C(Xი, ყი)!<- 0 2) Xა )+0 (V», ყა”) ; 

მაგრამ, (XV), (+) და (Vი), („ს ფუნდამენტალური მიმდევრობების ეკვივა- 
ლენტობის გამო, როცა #” – თ, გვექნება: 

ი (Xი, X„) > 0, ი(ყი, ყი) >» 0 და წინა უტოლობიდან მივიღებთ 

ი C.8) = 11 6 (X» 4„)= 1ს0ი 6 (2, ში). 
”ს-- < # > თ 

ამრიგად, 0(თ,8) საჟსებით (ალსახად განსაზღვრულია თ და 8 კლასე- 
ბით, სხვანაირად, 0(თ,მ) არის თ და 3 კლასების (კალსახა,” ფუნქცია. ვუწო- 
დოთ ი(თ, გ) ფუნქციას მანძილი თ და 8 კლასებს (ელეზბენტებს) შორის. დავ- 
რწმუნდეთ, რომ. მანძილის ცნების ასეთნაირი განსაზღვრა §) სიმრაგლეში 

დასაშვებია. ამისათვის საჭიროა შევამოწმოთ, რომ 0(თ,მ) ფუნქცია აკმა- 
ყოფილებს მეტრული სივრცის აქსიომებს. 

ცხადია, რომ ი(თ, 8) > 0. ვთქვათ, ი(»,8) = 0, მაშინ 11თ 0 (X,. ყ,)=90. 
+ თ 

ეს იმას ნიშნავს, რომ (XI, IV„) ეკვივალენტური მიმდევრობებია და ამიტომ, 

ისინი ერთსა და იმავე კლასს ეკუთენის, ე. ი, თ=8. ' 

თვით ი(თ, 8) ფუნქციის განსაზღვრიდან ჩანს,.რომ სიმეტრიის აქსიო- 
მაც შესრულებულია. ' 

გთქვათ, თ,8,ჯ სამი სხვადასხვა კლასია C სიმრავლიდან და (X»,|-თ, 

(ყ») C 8, (უ.) CV –– მათში აღებული ნებისმიერი ფუნდამენტალური მიმდევრო- 
ბები. ადგილი აქვს უტოლობას 

0(X», ყ») <«. ჩ (%«ს ჯ.) + 0(>, ყა) , 

საიდანაც ზღვარზე გადასვლის შემდეგ, როცა # + თ, (1.82) ტოლობის გამო- 
ყენებით, მივიღებთ 

0ი(თ,ზ) C0(თ,7) + 0(2, 8). 
ამრიგად, 0(თ, 8) ფუნქცია სამკუთხედის აქსიომასაც აკმაყოფილებს, 

ახლა შეგვიძლია ვთქვათ, რომ §) სიმრავლე, რომლის ელემენტებია 
ეკვივალენტური ფუნდამენტალური მიმდევრობების კლასები, არის მეტრული 
სივრცე. 

დავამტკიცოთ, რომ თავიდან აღებული მეტრული X სივრცე შეგვიძლია 

ჩავთვალოთ, როგორც 9– სივრცის ქვესიმრავლე, ულ ვოცე ძეგვიძლ 
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მართლაც, ვთქვათ, XC» წებისმიერი ელემენტია. შევუსაბამოთ ამ 
ელემენტს თ სივრცის ისეთი კლასი (ელემენტი) თ, რომელიც შედგება Xჯ 
ელემენტისაკენ კრებადი ყველა მიმდევრობებისაგან X და C სივრცეების 

ელემენტების ასეთი თანადობიდან პირდაპირ ჩანს, რომ თუ თ,,1,C 6 0 და 

თ.=31?,, მაშინ X=ყ; ამასთანავე ( (თ., ზ,)= 0 (X, ყ). სხვანაირად, თუ XC+#X 
ელემენტს და შესაბამ «,C C კლასს იგივურ ელემენტებად ჩავთვლით, ე. ი. 
Xჯ=რთ,, ამით X სივრცე იზომეტრიული ნაწილი გახდება §) სივრცისა. 

ახლა ისიც ადვილი შესამჩნევია, რომ ნებისმიერი თC-9% ელემენტისა- 

თვის და ნებისმიერი :>0 რიცხვისათვის შეიძლება ისეთი ფუნდამენტალური 

IX„IICX მიმდევრობა და ნატურალური M= M(§) რიცხვი მოიძებნოს, რომ როცა 

” > M შესრულებული იყოს 0 (X,, «=)<-§ უტოლობა. მართლაც, ვთქვათ, (X,)|=–Cთ 

არის ნებისმიერი ფუნდამენტალური მიმდევრობა. როცა VI, > MV, გვექნება 

0(X„, X„,) <6. მაგრამ, მაშინ 0(X.,თ)= I100 ი (X»ა, X) <6 ე.ი. 11Iი ((V,.თ)= 
” – ო წ –- %ი 

=0. ეს იმას ნიშნავს, რომ ყოველი თC IL) წერტილის ნებისმიერი მიდამო“ 
შეიცავს X სივრცის წერტილს, ე. ი. X სიმრავლე ყველგან მკვრივია §) სივ- 
რცეში. 

ს ახლა დავამტკიცოთ, რომ §–) სრული სივრცეა. 9- სივრცე ჩეენ ისე ავა- 
გეთ, რომ როგორიც უნდა იყოს ფუნდამენტალური (|X,) C X მიმდევრობა, 

იგი უსათუოდ კრებადია 0 სივრცის რაღაც თ ელემენტისაკენ, განვიხილოთ 

ნებისმიერი ფუნდამენტალური |(თ=9MCC 02? მიმდევრობა. ვინაიდან X ყველგან 
მკვრივია §– სივრცეში, ამიტომ შესაძლოა ავაგოთ (CM) მიმდევრობის ეკვი- 

ვალენტური (X.) C X მიმდევრობა; ამისათვის საკმარისია X„ ელემენტი შერ- 

ჩეული იყოს შემდეგი პირობით: ი (X,,9C') <1 „ ასე აგებული (#«,) მიმდევრო- 
თ 

ბა ფუნდამენტალური იქნება და, ზემოთ დამტკიცებულის თანახმად, იგი კრე- 
ბადია რაღაც თ C 9-2 ელემენტისაკენ, ე. ი.1(თ0 (X,, თ)=0. ახლა უტოლობიდან 

ს–+ თ 

0(C"), თ) <- ი (CI, X„) + (%,ს თ) 
პირდაპირ ჩანს, რომ (თ) მიმდევრობა კრებადია C სივრცეში « C §) ელემენ- 
ტისაკენ. ამრიგად, §პ სრული სივრცეა. 

თეორემის დამტკიცების დასამთავრებლად საჭიროა დავამტკიცოთ, რომ 

X სივრცის (I გასრულება ერთადერთია. ვთქვათ, §), არის X სივრცის სხვა 

გასრულება. ვუჩვენოთ, რომ 9 და 9, იზომეტრიული სივრცეებია. ამისათვის 

უნდა აღმოვაჩინოთ ისეთი ოპერატორის არსებობა, რომელიც §) სივრციდან 

მოქმედებს C, სივრცეში და შემდეგი თვისებები აქეს: 1) VX=X ყველა XC X 
ელემენტისათვის: 2) თუ თ,თC. >? ელემენტების ნებისმიერი წყვილია და 

ხთ, VVთI) C 0 -,-––მათი სახეებია, მაშინ ი (თ, თ!)) = 0 (V#, CIთI.)). ასეთი V ოპე- 
რატორი არსებობს, მართლაც, ვთქვათ, თ C 9) ნებისმიერი ელემენტია, არსე- 

ბობს ისეთი ფუნდამენტალური (+„|)CX მიმდევრობა, რომ 9 სივრცეში ადგი- 

ლი აქვს 1IIIი 0(ჯX», თი=0 ტოლობას. ვინაიდან, პირობის თანახმად, 9 სივრცე 
1 –- CC 

აგრეთვე X სივრცის გასრულებას წარმოადგენს, ამიტომ (#,) მიმდევრობა კრე- 
ბადი იქნება 90, სივრცეშიც რაიმე ი C 9 ელემენტისაკენ, ე· ი. IC 6 (X„., იძ)=0. 

განვსაზღვროთ ახლა CV ოპერატორი ასე: CVCC)=ი. დავრწმუნდეთ, რომ 

ასე განსაზღვრული V ოპერატორი 9ბ სივრცეს იზომერრიულად გადასახავს 
0, სივრცეში. ამისათვის, ვთქვათ, IX»), (X„')CX ორი ებისმიერი ფუნდამენ- 
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ტალური მიმდევრობაა, რომლებიც §) სივრცეში არიან კრებადი შესაბამისად 
თ და თ!) ელემენტებისაკენ, ე. ი. 

110. ი(+,, >)=0, 110 0 (X„”, თ ))=0, თ, 211) C C, 
ს >» Cღ ”ჩ->C: 

ვთქვათ, გარდა ამისა, რომ იგივე მიმდევრობები §(–' სივრცეში იკრიბებიან 
შესაბამისად იძ და ძის ელემენტებისაკენ: 

II (+,„,ი)=0, IIIი (ჯი, (1) =0, 0, (#1) C 6). 
”-+- ლ ს-ით: 

მაშინ, თანახმად (1.82) ფორმულისა, დავწეროთ 

0 (თ, თ(1)) = 1100 0 (X„, XV»), 
”ს-=9 

„ 0(ი,00))=I11Iი 2(X,,X»), 
ს –- ილი. 

ე. ი. 0(თ, თI')) =§ (ი,ი0). ამით თეორემა დამტკიცებულია, 
სივრცის'გასრულების მაგალითები. 1) ვინაიდან რაციონალურ რიცხვთა 

სიმრავლე არის ნამდვილ რიცხვთა სივრცის ქვესიმრავლე და მასში მკვრივია, 

ამიტომ რაციონალურ რიცხვთა გასრულებას რიცხვითი წრფე წარმოადგენს. 

2) ვთქვათ, X არის ყველა IXI), ძი <1 < ხ, პოლინომის სიმრავლე, რო- 
მელშიც 'მეძოღებულია ჩებიშევის მეტრიკა. როგორც ვიცით, ეს სიეოცე არა- 

სრულია. X სიმრავლის გასრულებას C(ი,ხ) სივრცე წარმოადგენს. მართლაც, 

XC C(ი.ხ). გარდა ამისა, ვთქვათ, /(I) C C(ი,ხ) ნებისმიერი ელემენტია. ვაიერ- 

შტრასის თეორემის ძალით, §>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი XXI) 
ბპოლინომი, რომ, როცა «<1<.ხ, ადგილი ექნება ი( /,ს) <8 უტოლობას. 
ეს კი იმას ნიშნავს, რომ X სიმრავლე ყველგან მკვრივია C(ი.ხ) სივრცეში. 

3) ზემოთ დამტკიცებული იყო, რომ CI. სივრცე არასრულია. ახლა 
ვუჩვენოთ, რომ C,, სივრცის გასრულებას პილბერტის ფუნქციონალური 

IL. (თ,ხ) სივრცე წარმოადგენს მართლაც, ცხადია, C;ე C L,(ძ,ხ). ვთქვათ, 

#C) C L,(ი,ხ) ნებისმიერი ელემენტია და 6C>>0 ნებისმიერი რიცხვი. მაშინ, 
როგორც ცნობილია, ერთის მხრივ არსებობს შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქ- 
ცია დ(/) ისეთი, რომ 

ხ 

I 7თ-%თ| «<%. 2. «MX 9<--, (1.83) 
4 

, ხოლო მეორეს მხრივ, ლუზინის თეორემის ძალით, არსებობს Lი,ჩ) სეგ- 

მენტზე ისეთი უწყვეტი ფუნქცია MC) რომ იმ / C Iი,ხ წერტილთა 

თ სიმრავლის ზომა რომელზეც «(/) -#- VV), აკმაყოფილებს პირობას 
0 

Iი03C <--=--, სადაც |C() ს, | ”M (I) +<<#. შევაფასოთ ახლა მანძილი C(X») 

და VI) ფუნქციებს შორის. გვაქვს 

1 
13 

ს 1. 

ი დი –| IV თ -XთI4) -LIV თ –- #თ4/ < 

<2M 41 -2-| (020§ 2) | "<>. (1.84)



გამოვიყენოთ / (/), დ(/), MC) CL, ელემენტებზე საზკუთხედის აქსიომა, მი- 

ვიღებთ 
ი(/,9) C0(/:9) + ი(დ, 1), 

საიდანაც, (1.83) და (1.84) უტოლობების დახმარებით დავწერთ ი (/) VM/)<. « 
და ჩვენი წინადადება დამტკიცებულია. 

4) განვიხილოთ («,#| სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქციების CM (ი,ხ) სიმრავ- 
ლე და ვთქვათ X(/), Vყ(I) C CM)(ი,ხ) ნებისმიერი ელემენტებია, მანძილის ცნე- 
ბა, ჩებიშევის მეტრიკისაგან განსხვავებით, შემოვიღოთ შემდეგი ტოლობით 

ხ 

(CV) = | IIთ -- #0 #40”, 1>!. 
4 

ავიღოთ ისეთ უწყვეტ ფუნქციათა (#, (7))CCM(ი,ხ), მიმდევრობა, რო- 

მელიც საშუალოდ კრებადია /# მაჩვენებლით წყვეტილი ფუნქციისაკენ, ცხადია, 

(X„(,)) ფუნდამენტალური მიმდევრობაა CM(ი,ხ) სივრცეში, მაგრამ, ამ სივ- 

რცეში მას ზღვარი არ აქეს. ამის გამო CM (V, ხ) არასრული სივრცეა. სავსე- 
ბით ისევე, როგორც წინა მაგალითში მტკიცდება, რომ CV%ი,ხ) სივრცის 
გასრულებას წარმოადგენს #„(ი, ხ) სივრცე. 

§ 14, სრული სივრცის თვისებები 

მოვიყვანოთ მეტრული სივრცის სისრულესთან დაკავშირებული რამ- 

დენიმე მნიშვნელოვანი დებულება, რომლებსაც მრავალი გამოყენება აქეს. 
პირველ ყოვლისა მოვიგონოთ, რომ მათემატიკურ ანალიზში ხშირად 

გამოიყენება კანტორის ცნობილი თეორემა, რიცხვითი წრფეზე სეგმენტების 
კლებადი მიმდევრობის თანაკვეთის შესახებ. კანტორის თეორემის განზოგა- 

დებას მეტრულ სივრცეში წარმოადგენს შემდეგი: 

თეორემა 1.30 მეტრული Xჩ სივრცის სისრულისათვის, აუ- 

ცილებელი და საკმარისია, რომ ამ სივრცეში მოთავსებუ- 

ლი ერთმანეთში ჩალაგებული ჩაკეტილ სფეროთა ნების- 

მიერი წ:წრ) მიმდევრობისათვის, სადაც 1.->0, თანაკვეთა 
25% 

08 არ იყოს ცარიელი. 

(=1 

დავამტკიცოთ ჯერ პირობის აუცილებლობა, ამისათვის ჩავთვალოთ, რომ 

X სივრცე სრულია და (9) ერთმანეთში ჩალაგიბული ჩაკეტილი სფეროების 

მიმდევრობაა, რომელთა რადიუსები „„.->0. აღვნიშნოთ |Xე!)-ით, შესაბამისად, 
ამ სფეროების ცენტრების მიმდევრობა და ვუჩვენოთ, რომ (XაIM)CX არის ფუნ- 

დამენტალური მიმდევრობა, მართლაც, როცა #>7//, მაშინ ი (ჯი, ჯე) < 2/,, 

ვინაიდან X სივრცე სრულია, ამიტომ არსებობს XწCX ელემენტი ისე- 

თი, რომ 1IIთ ი(X", #,) –-0, ახლა დავრწმუნდეთ, რომ? ზღვარითი ელემენტი 
> 56 

CC 

ს C ი 5. ეს იქიდან ჩანს, რომ 5„ სფერო შეიცავს (Xკ/”")) მიმდევრობის 
ჯ(=L 

ყველა ელემენტს, გარდა შესაძლოა Xე!,. · ·,Xა”“ ელემენტებისა. ეს კი 

იმას ნიშნავს, რომ ყოველი ო სფეროსათვის #+ ელემენტი არის ზღვარითი 
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წერტილი. ვინაიდან ყველა 3, ჩაკეტილია, ამიტომ ნებისმიერი // ნიშნაკი- 

სათვის ელემენტი #" C 5». 

გადავიდეთ პირობის საკმარისობის დამტკიცებაზე. ამისათვის დავუშვათ, 

რომ XV” სივრცე არასრულია, ე. ი. V სივოცეში არსებობს ერთი მაინც ფუნ- 

დამენტალური ILX,) მიმდევრობა, რომელსაც ზღვარი არ აქვს, შევეცადოთ 
ავაგოთ X სივრცეში ერთმანეთში ჩალაგებული ჩაკეტილი სფეროების ისე- 

თი (3) მიმდევრობა, რომელთა რადიუსების V,„) მიმდევრობა ნულისაკენ იკ- 
ლა 

რიბება და ( | 5, თანაკვეთა კი ცარიელი სიმრავლეა, ავიღოთ ერთ.ერთი 

ჯ=:1 

ფუნდამენტალური (,=X მიმდევრობა, რომელსაც X სივრცეში. არა აქვს 

ზღვარი. შევარჩიოთ ჯ/!, ნიშნაკი ისე, რომ როცა # > 7, გვქონდეს ი0(#X,,, X») < 

<- უტოლობა. ავაგოთ ჩაკეტილი ზ. სფერო, რომლის ცენტრი იქნება #„, 

წერტილი და რადიუსი ერთის ტოლი, ამის შემდეგ შევარჩიოთ VI > 7, ნიშ- 

1 
ნაკი ისე, რომ როცა # >VVI შესრულდეს ი (X„ა, X») <2; უტოლობა. ვთქვათ, 

5 ჩაკეტილი სფეროა ჯ,ე (ცენტრით და-- რადიუსით. ცხადია, ილი” ახლა 

1 
შევარჩიოთ /IVე > II: ისე, რომ როცა # > MI, შესრულდეს 0 (X»გ, #»)<- ვ 

უტოლობა, ავაგოთ ჩაკეტილი 8) სფერო ჯ„ე ცენტრით. > რადიუსით და 

გავაგრძელოთ აზ წესით ჩაკეტილი სფეროების აგება, მაშინ წარმოიქმნება 

ერთმანეთში ჩალაგებული სფეროების (5) მიმდევრობა, რომელთა რადიუსე- 

  

თ 

ბის მიმდევრობა | |>, როცა I) -- C. ადვილი შესამჩნევია, რომ ი = 
2ო-1 

L= 1 

არის ცარიელი სიმრავლე. მართლაც, დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე. ი. ჩავ- 

თვალოთ, რომ არსებობს X" C VI. წერტილი. მაშინ, 5, სფერო, დაწყებუ- 

1=1 

ლი #»,; ელემენტიდან, შეიცავს (X,) მიმდევრობის ყველა ელემენტს, ე. ი. რო- 

1 
ცა # > II, მაშინ ადგილი ექნება ი (X”, ჯი) საღოოლ უტოლობას. აქედან, რო- 

ცა ჯ+ ფთ (მაშინ ჯ –> «-), გვექნება 110 X„=X". ეს კი ეწინააღმდეგება და- 
#-–>0C 

შვებას იმის შესახებ, რომ (#X,) მიმდევრობას არ აქვს ზღვარი. ამრიგად, 
ლი 

ი §; თანაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა. 
1” 

' ახლა შემოვიღოთ მეტრულ სივრცეში არსად ზ კვრივი სი მრავ- 

ლის ცნება. ვთქვათ, 4 არის მეტრული X სივრცის რაიმე სიზრავლე. ვიტყ- 
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ვით, რომ 4 სიმრავლე არსად მკვრივია X სივრცეში, თუ ამ სივრცეში აღე- 
ბულ ნებისმიერ სფეროში შეგვიძლია ავაგოთ ისეთი ახალი სფერო, რომელიც 
არ შეიცავს 4 სიმრავლის არცერთ წერტილს. 

X სივრცეში მოთავსებულ რაიმე / სიმრავლეს ეწოდება პირველი 

კატეგორიის სიმრავლე X# სივრცეში,თუ იგი წარმოიდგინება X-ში 

არსად მკვრივი სასრული აწ თვლადი სისტემის ჯამის სახით. თუ სიმრავლე 
პირველი კატეგორიის არ არის, მაშინ მას მეორე კატეგორიის სიმ- 

რავლე ეწოდება. ამ განსაზღვრის თანახმად, რაციონალური რიცხვების 

სიმრავლე არის პირეელი კატეგორიის სიმრავლე. ნამდვილ რიცხვთა სივრცე 

მეორე კატეგორიის სივრცეა. 

თეორემა 1.50, ყოველი სრული მეტრული Xჯ სივრცე მეო: 
რე კატეგორიის სიმრავლეა. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე. ი. ვიგულისხმოთ, რომ X პირველი კატე- 

გორიის სიმრავლეა და, მაშასადამე, შეიძლება იგი წარმოვადგინოთ ასე: 
C 

X=L) 4. 

სადაც ყოველი 4; სიმრავლე არსად მკვრივია X სივრცეში. ვინაიდან ,7, სიმ- 

რავლე არსად მკვრივია X სივრცეში, ამიტოზ არსებობს #§,(ი,,2,)=X სფე- 

რო ძი, ცენტრით და 6, რადიუსით, რომელიც არ შეიცავს //,, სიმრავლის არც- 

ერთ წერტილს, ვინაიდან „4, სიმრავლე არსად მკვრივია X სიგრცეში, ამიტომ 

4%(4.2) სფერო შეიცავს #6,(ი,, 6) სფეროს, რომელიც არ შეიცავს 

4; სიმრავლის არცერთ წერტილს. ავირჩიოთ 5<-1 რადიუსი. გავაგრძე- 

ლოთ ასეთნაირი წესით სფეროების აგება. მივიღებთ ერთმანეთში ჩალაგე- 

ბულ სფეროების (X(ი,, 8.) მიმდევრობას, რომელშიც ყოველი §, (ძ,, 6.) ი #4. 

თანაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა და §„ დ52 <2: ლ... 5: <1 

ე. ი. 6, >» 0, როცა #-–> -C. ცხადია, ჩვენს ზიერ აგებული სფეროების ცენ- 
ტრების (ი#,) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია: 

0(Xა სი: ი) < 6, ჩ>1. (1.85) 

ვინაიდან X სრული სივრცეა, ამიტომ არსებობს ი%C XX ელემენტი ისეთი; 

რომ 11101 2(ი„, ი”) = 0. ახლა, თუ (1.85) უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე რო- 
#-– 2 

ცა 06-> 9 მივიღებთ: ((ი,, ი”) <> < 8,. მაგრამ ეს უტოლობა ნიშნავს, რომ 

5(ი,, 8.) სფერო შეიცავს ი#» ელემენტს, ამიტომ ი" C 4... 

როგორც ვხედავთ, ერთის მხრივ ი” C X, მეორეს მხრივ X” არ ეკუთვნის 
CC 

არცერთ 4, სიმრაგლეს და, მაშასადამე, CL) 4:=წX. მიღებული წინააღ- 

1-1 

მდეგობა ამტკიცებს ჩგენს თეორემას. 

15. ბანახისა და კაჩოპოლის პრინციპი 

როგორც ცნობილია, მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდს მნიშვნელო- 

ვანი როლი ეკუთენის სხვადასხვა ფუნქციონალური განტოლებების (დიფერენ- 
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ციალური და ინტეგრალური განტოლებების, სასრული და უსასრულო ალგებ- 

რული სისტემების და სხვათა) ამონახსნის არსებობისა და ერთადობის დამტკი- 

ცებაში., აზ მეთოდით, გარდა იმისა, რომ გარკვეულ პირობებში შეგვიძლია და - 

ვამტკიცოთ ზუსტი ამონახსნის არსებობა და ერთადერთობა, მისი საშუალებით 
შეგვიძლია ავაგოთ საძიებელი ამონახსნის მიახლოვებანი საჭირო სიზუსტით. 

მიმდევრობითი მიახლოვების ზეთოდის განზოგადებას ნებისმიერი სრუ- 

ლი მეტრული სივრცის შემთხვევაში წარმოადგენს ბანახისა და კაჩოპოლის 

პრინციპი. სანამ ამ პრინციპს ჩამოვაყალიბებდეთ და დავამტკიცებდეთ, შევ- 
ჩერდეთ ზოგიერთ საჭირო განსაზღვრაზე. 

ავიღოთ ორი მეტრული X და I” სივრცე. რომელთა ელემენტები შესა-· 

ბამისად X-ით და V#-ით აღვნიშნოთ, ვთქვათ, #C=X არის CV ოპერატორის 

განსაზღვრის არე. ხოლო 8=V/ მნიშვნელობათა არე. კერძოდ, თუ მნიშვნე- 

ლობათა 8 არე მთელ V სივრცეს ემთხვევა, მაშინ 

სX=ყ 

განტოლებას ყოველი Vყ C X ელემენტისათვის, ერთი + C „#/ ამონახსნი მაინც 

აქვს. დავუშვათ, რომ V ოპერატორი ურთიერთცალსახა თანადობა” ამყა- 

რებს 4CX და 8C” სიმრავლეებას ელემენტებს შორის, მაშინ VX=V გან- 

ტოლებას, სადაც XC «9, ყC 8, ყოველი მოცემული ყ ელემენტისათვის აქეს 

ერთადერთი ამონახსნი, 

ვთქვათ ახლა, რომ მეტრული X სივრცე სრულია და ,CX არის ჩაკე- 

ტილი სიმრაგლე. წარმოვიდგინოთ, რომ CV ოპერატორი 4 სიმრავლის ელე- 
მენტებს ამავე სიმრავლის ელემენტებში გადასახავს, ე. ი. თუ XC „4 ნებისმი- 

ერი ელემენტია, მაშინ XC 4. რაიმე X C 4 ელემენტს ეწოდება CV ოპერა- 
ტორის უძრავი წერტილი, თუ ადგილი აქვს ტოლობას 

0VX»X=Xჯ%, 

სხვანაირად, ეს იმას ნიშნავს, რომ C ოპერატორის ყოველი უძრავი წერტი-· 

ლი არის 
ხ2:=ჯ (1.86) 

განტოლების ამონახსნი. ვთქვათ, #7,, Xე C 4 ნებისმიერი ორი ელემენტია. თუ 

შესრულებულია უტოლობა 
0(0%), CI.) < %# 26 ჯა), (1 .87) 

სადაც:0 < თ“ <1, მაშინ V ოპერატორს კუმშვის ოპერატორი ეწო- 
დება, ბანახსა და კაჩოპოლს ეკუთვნის შემდეგი 

თეორემა 1.81; თუ V კუმშვის ოპერატორია და სრულ Xჯ 
სივრციდან ისევ X სივრცეში მოქმედებს, მაშინ »ჯ სივ- 
რცეში არსებობს (1.86) განტოლების ერთადერთი XX" ამო- 

ნახსნი, ამასთანავე, 7ჯ" ამონახსნი არის ზღვარითი ელე- 

მენტი #.,,=CLX(C)=0,1...) მიმდევრობისა, სადაც #.აCX ნე- 
ბისმიერი ელემენტია, გარდა ამისა, (L,) მიმდევრობა ,კრე- 
ბადია #7? ამონახსნისაკენ შემდეგი სიჩქარით: 

  

C 

0 (X», +”) <- ი, X)). , (1.88) 

ავიღოთ ნებისმიერი ჯე C 4 ელემენტი და ავაგოთ შემდეგი მიმდევრობა: 

Xჯ1= VXი, Xგ= VXც..., ბულ, კ)... C 2, 
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დავამტკიცოთ, რომ (MM. მიმდევრობა ფუნდამენტალურია. თეორემის ბი. 

რობის თანახმად, ადგილი აქვს შეფასებებს 

ი (Xც X,) =6 (VXა, LIX,) <- თ 0 (Xი, X)) = 9 0(Xი, CIXი), 

0 (X-, Xე)= (IM VIX,) <: « 6 (X,, Xა) <- «"0(%ი, CIXV), 

საიდანაც, ნებისმიერი 1 > I! ნიშნაკისათვის, ადგილად მივიღებთ 

0(წ») X,) < <0 (%ის Xო+))+ ი (Xოიო+ე XV+:)1+ “+ +90Xი..ე, Xი) <. 

  

  

< 65+ 6.3... 2"- 9) 6 (%ა, Vი)=----- 0 (X, VXა). 
აქედა5, თუ გამოვიყენებთ უტოლობებს თ<:1, # >7!, თ" -–-- თ" < თ”, გვექნება 

ი (ია 2) <-“-–– 0(X,, V). (1.69) 
–თ 

ახლა (ცხადია, რომ როცა », I-C, მაშინ ი(X„, #„) –»>0. ამრიგად, IX»I.., 

მიმდევრობა ფუნდამენტალურია X სივრცეში და, ვინაიდან X სრული სივ- 
რცეა, ამიტომ არსებობს ისეთი #»" C X ელემენტი, რომ IIIი 0 (X,, XM")=0. 

7) > %0 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ ჯ" არის CV ოპერატორის უძრავი წერტილი, 

ანუ (1.86) განტოლების ამონახსნი. გვაქვს: 

ნ (X", VX”) < ი (XV, Xა)+0 (X», CLX")<-0 (X_, %X.)+ 0 (9. ს VX-) <: 

<0 (X", #,)+%0 (Xი-ც XI )- 

ზემოთ დამტკიცებულის ძალით, X“ არის ო... მიმდევრობის ზღვარითი 

ელემენტი, ამიტომ ჩებისმიერი §>0 რიცხვისათვის და საკმარისად დიდი I 
ნიშნაკისათვის შესრულდება უტოლობები 

0(X" „ა <2: 0(X+.-» 1)<2; · 

ამ უტოლობების დახმარებით, წინა უტოლობიდან მივიღებთ: 
ე (VC”, IX") < §. ვინაიდან 6 ნებისმიერი რიცხვია, ამიტომ გვექნება 0(X”, LX“) = 
=0, ე. ი. LIXV%=X1?, 

ახლა ეუჩვენოთ, რომ Xჯ»" ამონახსნი ერთადერთია. დავუშვათ, რომ 

(1.86) განტოლებას, გარდა ჯ»" ამონახსნისა, აქვს კიდევ სხვა XXX#ჯ# ამონახ- 
სნი. გვაქვს 

ი(X%, X#9) =0(VX", VX”) < თ ხ(X”, ჯ%), 

ვინაიდან ჯ %ა6 ჯV, ამიტომ ი (X", ჯ·+) >0 და მივიღებთ 1 <-თ. ეს კი ეწინააღ- 

მდეგება პირობას, რომ თ < 1. ამრიგად, დაშვება სწორი არ არის და ჯ%= ჯ” 
თეორემის დამტკიცების დასამთავრებლად, საჭიროა შევაფასოთ მიმ- 

დევრობითი ჯ, მიახლოებების კრებადობის სიჩქარე ზღვარითი ჯ" ელემენტი- 
საკენ, ამისათვის გადავიდეთ (1.89) უტოლობაში ზღვარზე როცა #-++C< და 
გავიხსენოთ რომ VXა-=-X, მივიღებთ 

(კ162-%51) <-, – ი(X %)).   

(9)



როგორც ამ უტოლი ბიდან ჩანს, X, ელემენტის შერჩევა გავლენას ახ- 
დენს მხოლოდ კრებადობის სიჩქარეზე. გარდა ამისა, ეს უტოლობა ჯ„ ელემენ- 

ტის ირგვლივ განსაზღვრავს იმ ღია სფერულ მიდამოს, რომელშიც. მოთავ- 

სებულია ამონახსნი XX”. კერძოდ, როცა #)=0 მივიღებთ 

  ი(X,, ჯ") < 0 (ე, 2,). 
1-–თ 

ეს უტოლობა, ნულოვანი და პირ ველი მიახლოების საშუალებით, გამოსახავს 

ცდომილების შეფასებას, რომელსაც ადგილი ექნება, თუ ნულოვან მიახლოეე- 

ბაზე შევჩერდებით. 
შენიშვნა. კუმშვის ყოველი V ოპერატორი უწყვეტია. მართლაც, 

ვთქვათ, (+,)CX არის ჯ· ელემენტისაკენ, ნებისმიერი კრებადი მიმდევრობა, 

ე. ი. 1100 ი(ჯX„,X-)ლ–0. მაშინ ოპერატორის კუმშვის (1.87) პირობიდან 
”-“რ%ი 

გვექნება 
0 (ჯა, IX”) < თ0(X., 2), 

საიდანაც 
110 C(L2,, CX-)=0. 

C ს 

მოვიყვანოთ ბანახისა და კაჩოპოლის თეორემის ზოგიერთი გამოყენება. 

1. ვთქვათ, ყ= /(/) არის (8,ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული ნამდვილი 
ფუნქცია, რომლის ყველა მნიშვნელობა მოთავსებულია იმავე სეგმენტზე. ამას 

გარდა ვიგულისხმოთ, რომ /(#ჯ) აკმაკოფილებს ლიფშიცის პირობას: 

|I# ((1))-– /(0)) დ ს Iს – MI, 

სადაც 7, 7) C (ი,ხ) არის | ცვლადის ნებისმიერი ორი მნიშვნელობა და 'ლიბ- 

შიცის მუდმივი ს < 1. ცხადია, ამ პირობებში ყ= /(/) წარმოადგენს კუმშვის 

ოპერატორს და ამიტომ ბანახისა და კაჩოპოლის თეორემის თანახმად, არსე- 

ბობს ერთადერთი / C |ი,!ს), ელემენტი, რომელიც წარმოადგენს /(/)=/ გან- 
ტოლების ფესვს. ამასთანავე ჯ/ წარმოადგენს Iი,7, = /(7/ა), /:= /(/,),... ნამ- 
დვილ რიცხვთა მიმდევრობის ზღვარითი ელემენტს, სადაც 7ე C |Iი,ხ) ნების- 

მიერი ელემენტია. 

2, განვიხილოთ # - განხომილებიანი ნამდვილი #, სივრცე, რომლის ნე- 

ბისმიერ X=(X,, ჩე, «· „Xი) და #=(V9, 9, .-.,ყი) ელემენტებს შორის ი (7, V) 

მანძილი განვსაზღვროთ შემდეგნაირად: “ 

0 (+, ყ)=0182: | 2, –– MI. 
1 

I. სივრცე ასეთი მეტრიკით არის სრული სივრცე. ავიღოთ V= LX ოპერა- 
ტორი, რომელიც ჯი» სივრციდან ამავე სივრცეში მოქმედებს და განსაზღვრუ- 

ლია განტოლებათა შემდეგი სისტემით: 
” 

#=2 თა5+ხი 0=1,2,...,ი, 
7-1 

სადაც IC) ნამდვილ ელემენტებიანი რიცხვითი მატრიცია, რომელიც აკმა- 
ყოფილებს პირობას: 

„ 

თი»). |(თეI <თ< 1. (1.90) 
' 

7=:1 

7ა



ხოლო ხე ხე,...,ხ ნაზდვილი რიცხვებია. შევნიშნოთ, რომ თუ V'= CM" ყ"= 
– VX”, სადაც # =(X, ე”, = ,X), ყ =(V, 0 ყე, - ,V'), X”=(X,”, 7”ე, – :X„”) 

და ყ”=(ყ,”, ყარს ...,ა ყა) C IM. მაშინ 

0 (VX”, VI”) = იმ» IV –– V,|= 
( ” " 

=IV9XI ) თც (X, – 7”) | < (მჯ ) Iთ, IX, – XI < 
ჯ ჯ 

7-1 /=1 
” 

<«-ჰიმX ა |თც ' 008X | X; –– #,” | -< თ ი”, X”). 
ჯ ( 

/=L ' 

ამრიგად, როცა შესრულებულია (1.90) პირობა, მაშინ 

” 

%– 2 ,%X=M ც=1,2,-.·,) (1.91) 
/=I 

განტოლებათა სისტემას, წებისმიერი #,,..·.,ნ, რიცხვებისათვის, აქვს ერთა- 

დერთი ამონახსნი. 

ახლა იმავე X, სივრცეში მანძილი განვსაზღვროთ შემდეგი ტოლობით: 

# 

ი(რყ)=2 სა I-VI 
/=1 

მაშინ როგორც ადვილი შესამჩნევია, I, ამ მეტრიკის მიმართაც სრული 

სივრცე იქნება და (1.91) განტოლებათა სისტემას ექნება ერთადერთი აზო- 
ნახსნი, თუ შესრულებულია შემდეგი პირობა: 

” 

ჯიმX ა Iთ,I = 0 <1. 
; “ 

(=1 

3. ვთქვათ, მოცემულია ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლება 

ყ'= / (-,ყ) (1.92) 
ყი=V(Xა)) საწყისი პირობით, სადაც /(#,Vყ) არის ბრტყელ (#) არეში გან- 
საზღგრული უწყვეტი ფუნქცია, რომელიც V (ვლადის მიმართ აკმაყოფი- 

ლებს ლიპშიცის პირობას: 

I# (V,ყ,)– #/(05 9.) | < +IVM, – (#0 I, 

(75%, Vი). (C2 ყ,), (–, ყ,) C (0). დავამტკიცოთ შემდეგი 

დებულება. გარკვეული ძ>0 რიცხვისათვის არსებობს 

2 –– XI) <იძი სეგმენტზე განსაზღვრული ერთადერთი ყ=/() 
ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს (1.92) განტოლებას და 
ყი=/(X%) საწყის პირობას, : 

ამისათვის (1.92) განტოლება, საწყის პირობასთან ერთად, შევცვალოთ 

ეკვივალენტური 

V(ი= #+ | / (,“C0)# (1.93) 
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ინტეგრალური განტოლებით. #(27, ყ) ფუნქციის უწყვეტობის გამო, არსე- 
ბობს ისეთი (L”)C())) არე, რომ (Xე, ყა) C (L") და ყველა (», ყ) C (ს) წერტი- 

ლებისათვის | / (X,ყ)| < ს, სადაც უ გარკვეული მუდმივია, შევარჩიოთ ახლა 

ძი რიცხვი ისე, რომ დაკმაყოფილებული იყოს შემდეგი პირობები; 

1) როცა |+ –– XI <0, მაშინ |V –- VაI<II, 

2) სი <- 1. 

ავიღოთ |X – XICძ სეგმენტზე განსაზღვრული ყველა ისეთი V (2) 
ფუნქციის სრული 9 სივრცე, რომლებისთვისაც |V (X) –– ყ(Xე)| –< IV და განვი- 

ხილოთ 
დ 

ხყ=9ი+ | /(6V(0) « 
%ი 

ოპერატორი. 

ცხადია, როცა V (I) C 9, მაშინ LV C 9), მართლაც, გვაქვს 

IVV – VI=I | / (0#Cთ))4/ |< სი. 
#0 

ვთქვათ, ყ, (7) და ყა(X–) არის §' სივრცის ნებისმიერი ელემენტები, მაშინ 

27 

IVV, – VVI< ( I/ (6 9) V)) – IC ყა(1) ))ი/ <-სიIICX IV, – MI, 

%Xა– 

საიდანაც გვექნება 

0 (LVV,, CV) <- სიი (VI), ყა). 

ქინაიდან 2) პირობის თანახმად სი <1, ამიტომ Cყ არის კუმშვის ოპერა- 

ტორი და, ამიტომ არსებობს LხVყ9=Vყ განტოლების ერთადერთი ამონახსნი, 

რომელიც მოცემულ საწყის პირობასაც აკმაყოფილებს. 

4, ახლა განვიხილოთ წრფივი ინტეგრალური განტოლება 

ხ 

#(§) = ჯა(1) +. I MC, ()X ()იL, (1.94) 

სადღაც X%ა (4) C L;(ი,ხ) მოცემული ელემენტია, „იC» (ი,ხ) საძიებელი აზო- 

ნახსნია, ;» არის განტოლების პარამეტრი და MC.) არის ი<+,§<ხ კვადრატ- 

ზე მოცემული ზომადი ისეთი ფუნქცია, რომ 

ხხ 

| ICC ეძიძთძCთ. 
ძ 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 
ხ 

V –ით+X I #C,,1) X(,) ი; 
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ოპერატორი I, (ი,ხ) სივრციდან ისეგ ამ სივრცეში მოქმედებს, | ვაჩვენოთ, 

რომ (1,94) ინტეგრალურ განტოლება» #7. პარამეტრის ყოველი მნიშენელო- 

ბისათვის, რომელიც დააკმაყოფილებს პირობას 

1 I< ---–---..., (1.95) 

(| სიძ რ ) 
ი26 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი. 

მართლაც, გთქვათ, X,(0) და X,(,) არის ჯL,(ი, ს) სივრცის ნებისმიერი 

ორი ელემენტი. გვაქვს: 

ა
“
 

სხ 
( 

ს ს საი + 

ი(VM, VX)=! > | M(C,1)X,(0 ი/ XI Vთი= ო“ ) ._ 
( , 

ხ ხს ა 1 

-M | I | MC.) რრ– თრ) 4)“ + 

' სხ +, ხ | ! 4 

«IX (1 IM" (+, ირრ 1 ((Iთი –X0II – ' 

=XIL (წი აძ:ი! თ +). 

როგორც ვხედავთ, თანახმად (1.95) პირობისა, VX არის კუმშვის ოპერატო- 

რი და გამოთქმული წინადადება დამტკიცებულია. 

5. ბანახისა და კაჩოპოლის თგორემა ხშირად გამოიყენება აგრეთვე 

არაწრფივი ოპერატორული განტოლების ამოხსნის არსებობისა და ერთა- 

დობის საკითხების შესწავლაში. ავიღოთ მაგალითად, არაწრფივი ინტეგრა- 

ლური განტოლება: 
1 

#C6)=/(6XIMC 6, VII), (1.96) 
0 

სადაც /(, 2) განსაზღვრულია, როცა 0 “(ჯ-1,--C <7<0, უწყვეტია გან- 

„აზღვრის არეში ორივე ( და ჯ არგუმენტის მიმართ და ჯ არგუმენტის მი- 

მართ აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას: 

| /(0 ჯი) – #() 2 )|< | ჯ” –– ?I. (1.97)“ 

XL, 7, ყ) ფუნქცია განსაზღვრულია, როცა 0<-:,/=1,--C0 <ყ < C, უწყვეტია 
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განსაზღვრის არეში ყველა (+, /, /) ცვლადის მიმართ და ჯ/ (ცვლადის მიმართ 

აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას: 

IM(C§ 7, ყ”) –– M(ი 7, ყ”) | < სე IV” –– ყ I. (1.98) 

დავამტკიცოთ, რომ 27. პარამეტრის ყოველი მნიშვნელობისათვის, რომელიც 

აკმაყოფილებს პირობას: : 

სIC-1.., (1.99), 
II % 

  

(1.95) ინტეგრალურ განტოლებას აქვს ერთადერთი ამონახსნი, მართლაც, 

განვიხილოთ ოპერატორი 

1 

0ყ=/C,2. | XC, V(I)) ძ/), 
0 

რომლის განსაზღვრის არე იყოს (0,1) სეგმენტზე უწყვეტ ფუნქციათა სრული 

C(0,1) სივრცე; მაშინ LV C C(0,1). ვთქვათ, #ყ”.ყ” არის C(0,1) სივრცის ნე- · 

ბისმიერი ორი ელემენტი, მაშინ, თანახმად (1,97) და (1.98) პირობებისა, 

გვეგნება 
1 1 

I0ი”– VV1=17C I #C 6, #0) –/C, 108. V(/))ძ/)|< 
0. . 0 

1 1 

< |XIV, IX (9 0 V (0))ი(– | MC.L, V'(/)) ი/| < 
9 მ. 

. 1 1 

<I. 8) ICC, #, ყM0 – MC #. V(0 )I0/< ა MIIVIV-–/თ IMI< 
8 მ 

«ს 1#ე |2| ს2X VI) –-V (I) , 
<<. 

საიდანაც მივიღებთ 

I0მX | CV” –– CV, < IIა| XI 10 8XI ყ”(/) –– ყ”I)', 
0=<(<1 0<7<1 

ანუ 

ი (LIV”, Vყ") <. ს ს5IXI X(ყ”, ყ”). 

ახლა, თუ გავითვალისწინებთ (1.99) პირობას დავრწმუნდებით, რომ IV არ- 

ის კუმშვის ოპერატორი. მაშასადამე, როცა შესრულებულია (1.97) და (1.98) 

პირობები, მაშინ (1.97) განტოლებას ჯ პარამეტრის ყოველი მნიშვნელობისა- 

თვის, რომელიც (1.99) პირობას აკმაყოფილებს, აქვს ერთადერთი ამონახსნი. 
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§ 16. კომპაქტუტი სიმრაჭლე 

როგორც ცნობილია, მათემატიკური ანალიზის მრავალი დებულების 
დამტკიცებაში გამოიყენება ნამდვილ რიცხვთა #, სივრცის შესანიშნავი თვი- 
სება იმის შესახებ, რომ მასში ნებისმიერი შემოსაზღვრული სიმრავლის ყო- 
ველი უსასრულო მიმდევრობიდან მუდამ შეიძლება კრებადი ქვემიმდევრობის 

გამოყოფა. ასეთივე თვისება აქვს ყოველ უსასრულო მიმდევრობას, რომელიც 

ეკუთვნის #-განზომილებიანი I. სივრცის შემოსაზღვრულ სიმოავლეს. ეს 

თვისება, მაგალითად, საფუძვლად უდევს ვაიერშტრასის ცნობილ თეორემას: 

უწყვეტი ფუნქცია, ნამდვილ რიცხვთა სივრცის ყოველ შემოსაზღვრულ ჩაკე- 
ტილ M სიმრავლეზე, არის თანაბრად უწყვეტი. იგი ამ სიმრავლეზე შემოსა- 

ზღვრულია და თავის ზუსტ ზედა და ზუსტ ქვედა საზღვრებს მიაღწევს. რო- 

ცა ნამდვილ რიცხვთა სივრციდან ნებისმიერ მეტრულ სივრცეზე გადავდი- 

ვართ, მაშინ უწყვეტი ფუნქციების თვისებების დიდი უმეტესობა არ რჩება 

ძალაში. ასე მაგალითად, თუ /(ჯ) არის მეტრული X სივრცის ჩაკეტილ სფე- 

როში უწყვეტი ფუნქციონალი, აქედან არ გამომდინარეობს, რომ იგი ამ სფე- 

როში ყოველთვის თანაბრად უწყვეტიც იქნება. არც ის გამომდინარეობს, 

რომ იგი უსათუოდ შემოსაზღვრულია და თავის ზუსტ ზედა და ზუსტ ქვედა 

საზღვრებს მიაღწევს. 

იმისათვის, რომ ნებისმიერი მეტრული სივრცის შემოსაზღვრულ ჩაკე- 

ტილ M სიმრავლეზე უწყვეტ /(2) ფუნქციონალს ჰქონდეს სეგმენტზე უწყვე- 
ტი ფუნქციის ანალოგიური თვისებები, საჭიროა 4/ სიმრავლეს მოვთხოვოთ 
ე. წ. კომპაქტურობა, ზოგიერთი ამოცანის გამოკვლევისას, ხშირად /(«) ფუნ- 

ქციონალის განსაზღვრის M არე არ არის კომპაქტური, იმისათვის, რომ /(ჯ) 

ფუნქციონალს ზემოთ ხსენებული თვისებები ჰქონდეს, როცა VI არ არის 

კომპაქტური სიმრავლე, საჭიროა /(:) იყოს ძლიერი აზრით უწყვეტი ფუნქ- 

ციონალი (ფუნქციონალის უწყვეტობის განსაზღვრა ძლიერი აზრით მოყვანი- 
ლი იქნება ქვემოთ). . 

შევჩერდეთ სიმრავლის კომპაქტურობისა და მასზე განსაზღვრული ფუნქ- 

ციონალის ზოგიერთ საკითხზე. 

გთქვათ, XI არის მეტრული X სივრცეში მოთავსებული სიმრავლე. ვიტ- 
ყვით, რომ M სიმრავლე კომპაქტურია X სივრცეში, თუ ამ 

სიმრავლის ელემენტების ყოველი უსასრულო (XI) მიმდევრობა შეიცავს რაიმე 

XC X ელემენტისაკენ კრებად ქვემიმდევრობას. კერძოდ, თუ MI, ჩაკეტილი 
სიზრავლეა, მაშინ მას თავის თავში კომპაქტური სიმრავლე ეწო- 
დება. ამ შემთხვევაში, უბრალოდ ვიტყვით, რომ M#M არის კომპაქტური 
სიმრავლე, ანუ კომპაქტი. 

მაგალითად, ნამდვილ რიცხვთა #, სივრცის ყოველი სასრული (ი,M) ინ- 
ტერვალი კომპაქტური სიმრავლეა /V, სივრცეში. 

ცხადია, რომ თუ MI, და M, არის X სივრცეში მოთავსებული ნების- 
მიერი ორი სიმრავლე, M,C MI, და M, კომპაქტურია M, სიზრავლეში, მაშინ 
M, კომპაქტური იქნება X სივრცეშიც. თუ MI, კომპაქტური არ არის MI, 
სიზრავლეში, მაშინ იგი შეიძლება კომპაქტური იყოს X სივრცეში. 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ მეტრული სივრცის ყოველი სასრული სიმ- 
რავლე კომპაქტური სიმრავლეა. ეს გამომდინარეობს შემდეგი მარტივი მსჯე- 
ლობიდან, ვთქვათ, #=(%,, X,.... XV. ავიღოთ ამ სიმრავლის ელემენტე- 

?ჩ



ბისაგან შედგენილი ნებისმიერი უასრულო მიმდევრობა (XI. ცხადია, ამ 
სასრულო მიმდევრობაში ერთ-ერთი მენტი მაინც, მაგალითად X,C V, უ ულო მიმდევ ეროთ-ე ელემეხტი მაინც, მაგალითად X,C 
ანმეორდება უსასრულო რიცხეჯერ, ე. ი. (+X,) მიმდევრობა შეიცავს ისეთ განძეოოდეია უ ულ ცხვჯეო, ე დევ ეიცავს იყე 

LX» 1-–(%») ქვემიმდევრობას, რომლის ელემენტები თანატოლია: X == 

=4.:.:.:. =Xი,= ··.=72, ცხადია, III 2 5: %, ეს იმას ნიშნავს, რომ M სიმ- 
"აკ 

რავლის ელემენტებისაგან შედგენილი ყოველი უსასრულო მიმდევრობა მუდამ 

შეიცავს ამავე სიმრავლის რომელიმე ელემენტისაკენ კრებად ქვემიმდევრობას. 

თეორემა.1.85–. მეტრულ სივრცეში მოთავსებული ყოველი 

კომპაქტური 4 სიზრავლე შემოსაზღვრული სიმრავლეა. 

თეორემის დასაზტკიცებლად დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე. ი, ვთქვათ, 

4 კომპაქტური სიზრავლეა, მაგრამ არ არის შემოსაზღვრული. ვთქვათ, ი, C 4 

ნებისმიერი ელემენტია და („=1. ვინაიდან / არ არის შემოსაზღვრული, 
ამიტომ შეუძლებელია §< (თ,, ?,) სფერო შეიცავდეს # სიზრაგლის ყველა წერ- 

ტილს. ვთქვათ, ი:C.4 და იდ 5(ძ, ). მაშინ ი (ი,, ი,)>/. ავაგოთ ახალი 
5(0,, თ.) სფერო, სადაც #=0 (იც ი:)+1. შეუძლებელია #5(იე, ”) შეიცავდეს 
მთელ #4 სიმრავლეს. დავუშვათ,.იეC.# და ძეC (იე, 7ე). ცხადია, 0(ძ,,ძვ) 2>7ა. 

ახლა ავაგოთ 5(იე, ჯე) სფერო, სადაც 7?3=0 (თ,, იე)+1 და გავაგრძელოთ 
აგებისა და მსჯელობის ეს პროცესი უსასოულოდ. ამის შედეგად წარმოიქმ- 

ნება #4 სიმრავლის ელემენტების უსასრულო I(#,) მიმდევრობა და რიცხვთა 

ზრდადი ისეთი უსასრულო V.) მიმდევრობა, რომ ი (ი), ი,)=7ი–-1 >»... 

ახლა, თუ #>II.>2, გვექნება 0(ი,, იი) >?ი.12>7». გამოვიყენოთ ით,, ი», ი» 

ელემენტებზე სამკუთხედის აქსიომა, გვექნება 

0(9,, იი)<-0(იც ი„)+ 0(ი», 0»), 

საიდანაც ადვილად მივიღებთ: #ი(ი», ი,)>1. ეს იმას ნიშნავს, რომ შეუ- 

ძლებელია (#,) მიმდევრობიდან გამოიყოს რაიმე ფუნდამენტალური მიმდევ- 

რობა და, მითუმეტეს შეუძლებელია ამ მიმდევრობიდან გამოიყოს რაიმე 

კრებადი ქვემიმდეგრობა. ამრიგად, ჩვენ ავაგეთ ელემენტთა ისეთი უსასრულო 

(ი,)C #4 მიმდევრობა, რომელიც არცერთ კრებად ქვემიმდევრობას არ შეიცავს. 

გამოდის, რომ / არ არის კომპაქტური სიმრავლე, რაც ეწინააღმდეგება ჩვენ 

დაშვებას, · | 

შებრუნებული წინადადება საზოგადოდ არ არის სწორი, ამის დასამტკი- 

ცებლად მივმართოთ შემდეგ მაგალითს. ჰილბერტის კოორდინატულ ჯე სივრცე- 
ში ავიღოთ ელემენტების უსასრულო («| მიმდევრობა, სადაც 4«)=(1,0,0,...), 
#:=(0,1,0, . . .) და ა. შ. ყველა ეს ელემენტი დალაგებულია სფეროს ზედაპირზე, 

რომლის ცენტრი მოთავსებულია 8=(0,0,...6) წერტილში და რადიუსი უდ- 
რის 1. შევნიშნოთ, რომ ნებისმიერი 1»; და # ნიშნაკებისათვის გვაქვს: 0(6,, 

“)=V2, ამიტოზ (-,) მიმდევრობიდან შეუძლებელია რაიმე კრებადი ქვემიმ- 

დევგრობის გამოყოფა. ამ მაგალითში საქმე გვაქვს მეტრულ /, სივრცესთან, 
რომელშიც შემოსაზღვრული სიზრავლე (ერთეულოვანი სფერო) არ არის კომ- 

პაქტური, 
წინა თეორემიდან და ამ მაგალითიდან ჩანს, რომ სიმრავლის შემოსაზ- 

ღვრულობა არის მისი კომპაქტურობის აუცილებელი პირობა. და არა საკ- 
მარისი, 
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თეორემა 1,313, ყოველი მეტრული კომპაქტური სივრცე 

სრულია. 
ავიღოთ მეტრული კომპაქტური X სივრცე. ვთქვათ, (X,|=+X ნებისმიე- 

რი ფუნდამენტალური მიმდევრობაა. ვინაიდან X სივრცე კომპაქტურია, ამი- 
ტომ ამ მიზდევრობიდან შეიძლება გამოვყოთ კრებადი |X,,) ქვემიმდევრობა, 

რომლის ზღვარითი ელემენტი აღვნიშნოთ X"LC X. გვექნება: MIX ,X7): 50. 
>> 

გარდა ამისა,ა ვინაიდან (X,) ფუნდამენტალური მიმდევრობაა, ამიტომ 

Iს 0 (2, ჯი,)=0. შევნიშნოთ ახლა, რომ ჯ„.,X" და 2», ელემენტებისათ- 
LC 

ვის ადგილი აქვს უტოლობას 

§(X,,X ) 59 (ი, %,) + 0 (%., X"). 

გადავიდეთ აქ ზღვარზე, როცა II, #, > თ. წინა შენიშვნების ძალით, მი- 

ვიღებთ II ი (»,, X”)=0. #--% 

ამრიგად, მეტრულ კომპაქტურ X სივრცეში ყოველი ფუნდამენტალური 

მიმდევრობა კრებადია, ამიტომ იგი სრული სივრცე იკნება. 

შემოვიღოთ ახლა ერთი მნიშვნელოვანი 

განსაზღვ რა. ვთქვათ, X მეტრული სივრცეა, XMICX რაიმე სიმრავ- 

ლე და 8-- ნებისმიერი დადებითი რიცხვი. გიტყვით, რომ 1CX სიმრავლე 
წარმოადგენს 6-ქსელს VI სიმრავლის მიმართ, თუ ნებისმიერი XC M ელე- 
მენტისათვის არსებობს ერთი მაინც ისეთი 2C„// წერტილი, რომ 0(+, ი)<:6. 

M სიმრავლეს სრულად შემოსაზღვრული სიმრავლე ეწოდება, 

თუ 6-ქსელი, ე. ი. /# სიმრავლე, არის სასრული სიზრავლე. 

შევნიშნოთ, რომ ყოველი სრულად შემოსაზღვრული VI სიმრავლე შე- 

მოსაზღვრული სიმრავლეა. მართლაც, ვთქვათ, M სრულად შეზოსაზღვრული 
სიმრავლეა და §ღ-ქსელი #4 შეიცავს წერტილთა სასრულ იც ძა...) მგ სიმ- 

რავლეს, მაშინ #I სიმრავლის დიამეტრი ძ (11) <5(M-L1). 

შებრუნებული წინადადება არ არის სწორი, როგორც ამაში შემდეგი 

მაგალითი გვარწმუნებს. ვთქვათ, § (0,1) არის ერთეულოვანი სფერო ჰილ- 

ბერტის კოორდინატულ |, სივრცეში, სადაც 0“/, ნულოვანი ელემენტია. 

განვიხილოთ ამ სფეროს ზედაპირზე ელემენტების უსასრულო (VII მიმდევ- 
რობა, სადაც 46,=(1,0,0....), 2.=(0,1,0,...) და ა. შ. ვთქვათ, /M=2=7#, მაშინ 

0(ი», 6») = /#2. ნათელია, რომ § (0,1) სფეროში შეუძლებელია არსებობდეს 

სასრული 6 ქსელი ისეთი § რიცხვისათვის, რომელიც შერჩეული იკნება პი- 

რობით (<#X2 · 

§ 17, სიმრავლის კომპაქტურობის პირობები 

” გადავიდეთ ახლა სიმრავლის კომპაქტურობის ზოგიერთი პირობის გან- 
ხილვაზე. · 

თეორემა 1.34 (ჰაუსდორფი) იმისათვის, რომ სრულ მეტ- 

რულ X სივრცეში მოთავსებული M სიმრავლე კომპაქტუ- 

რი იყოს, აუცილებელი და საკმარისია, რომ ნებისმიერი 
3>0 რიცხვისათვის არსებობდეს M სიმრავლის სასრული 

3-ქსელი Xჯ სივრცეში. 
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დავამტკიცოთ ჯერ პირობის აუცილებლობა. დავუშვათ საწინააღმდეგო, 

ე. ი. ვიგულისხმოთ, რომ 7" სიმრავლე კომპაქტურია X სივრცეში, მაგრამ 

არსებობს „ერთი მაინც ისეთი C">0 რიცხვი„ რომლისთვისაც არ არსებობს 

M სიმრავლის სასრული 6"-ქსელი X სივრცეში. ავიღოთ ნებისმიერი ;:, C2I 

ელემენტი. მაშინ, M სიმრავლე შეიცავს ერთ ისეთ X». ელემენტს მაინც, რომ 

0(2),,2,) >-2-. ასეთი X·.. 4! ელემენტი რომ არ არსებობდეს, მაშინ #I/ სიმრავ- 

ლისათვას იარსებებს §%-ქსელი„ რომელიც შეიცავს ერთადერთ ჯ, ელემენტს. 

გამოვყოთ ახლა ისეთი ჯე:(C XI ელემენტი, რომ ი(X,. Xვ),>§“- და ((X,, Xვ)>>6“. 
ცხადია, ჯვ ელემენტი რომ არ არსებობდეს, მაშინ M სიმრავლისათვის იარ- 
სებებს §--ქსელი„ რომელიც შეიცავს მხოლოდ ორ X,, X:CI# ელემენტს. თუ 

მოყვანილი მსჯელობით გავაგრძელებთ M# სიმრავლის ელემენტების გამოყო- 

ფას, მივიღებთ უსასრულო (|X».ICM მიმდევრობას, რომელსაც შემდეგი თვი- 

სებები აქვს: 1) როცა II:C-I, მაშინ ი2(X., X»),>6", 2) ნებისმიერი LIX,,,) ქვემიმ- 

დევრობისათგის, როცა #.#II, გვაქვს C(X,,, X„,)> §“. ჩვენმა დაშვებამ მიგვი- 

ყვანა შემდეგ დასკვნამდე: XI სიმრავლეში შესაძლოა გამოვყოთ ელემენტების 

უსასრულო IX.) მიმდევრობა, რომელიც არ შეიცავს არცერთ კრებად ქვეზიმ- 
დევრობას. ეს იმას ნიშნავს, რომ ჰ/ სიმრავლე არ არის კომპაქტური, რაც- 

ეწინააღმდეგება ჩვენ დაშვებას, ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცე 

ბულია. 

დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა, ვიგულისხმოთ, რომ ნებისმიერი 

6>0 რიცხვისათვის არსებობს M სიმრავლის სასრული §-ქსელი X სივრ- 

ცეში. საჭიროა გუჩვენოთ, როზ M” სიმრავლე კომპაქტურია. ამისათვის კი 
საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ როგორიც უნდა იყოს (X„)=C M მიმდევრობა 

შეიძლება მისგან კრებადი ქვემიმდევრობის გამოყოფა, 

აქ ორი შესაძლო შემთხვევა განვიხილოთ, 

1“. ვთქვათ, (#,) მიმდევრობა შეიცავს ტოლი ელემენტების უსასრულო 

.” C (X„|) ქვემიმდევრობას. მაშინ თ ქვემიმდეგროობა კრებადია X» ელე- 
მენტისაკენ და წინადადება ამ შემთხვევაში დამტკიცებულია. 

27, წარმოვიდგინოთ ახლა, რომ (X,.) მიმდევრობა შეიცავს ჯგუფებს, რო- 

მელთა რიცხვი თვლადია და თითოეული ჯგუფი ტოლი ელემენტებისაგან შედ- 

გება. იგულისხმება, რომ ყოველი ასეთი ჯგუფი შეიცავს ტოლი ელემენტების 

სასრულ რიცხვს. ასე რომ არ იყოს, ზაშინ საქმე უკვე განხილულ შემთხვევას- 

თან გვექნებოდა. ისიც ცხადია, რომ ზოგიერთი ჯგუფი შეიძლება მხოლოდ 

ერთი ელემენტისაგან შედგებოდეს. ამ ჯგუფებიდან ავიღოთ თითო-თითო ელე- 

მენტი. მიგიღებთ თავიდან აღებულ IX,|) მიმდევრობის უსასრულო ქვემიმდევ- 
რობას, რომელიც სიმარტივისათვის ისევ (X„I-ით აღვნიშნოთ. ამ ქვემიმდეგ- 
რობის ელემენტები ერთმანეთისაგან განსხვავებულია. 

გინაიდან MI სიმრავლისათვის არსებობს სასრული > -ქსელიდ ამიტომ 

არსებობს ჩაკეტილი სფეროების სასრული რიცხვი, რომელთა რადიუსები 

უდრის -- და, რომლებიც. შეიცავენ M სიმრავლის ყველა ელემენტს, ცხა- 

დია, ეს სფეროები, კერძოდ, შეიცავენ (X,) მიმდევრობასაც. ვინაიდან სფე- 

როების რიცხვი სასრულია, ამიტომ ერთი მათგანი მაინც, ვთქვათ 5, შეი- 

ცავს («.) მიმდევრობის ელემენტების .უსასრულო სიმრავლეს, ავიღოთ ახლა 
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,· სფეროები, რომელთა ცენტრები არის 5, სფეროს სხვადასხვა წერტილები და 

აქვთ ერთნაირი რადიუსები –- „ ამ სფეროების რიცხეი სასრულია. ისე რო- 

გორც ზემოთ, მათგან ერთ-ერთი §, სფერო შეიცავს (X,) მიმდევრობის ისეთი 

ელემენტების უსასრულო სიმრავლეს, რომელიც ზ% სფეროში უკვე მოხვდა. 

ასევე ავაგოთ შემდეგი 5ე სფერო 2 #«,ადიუსით. ეს უკანასკნე ღი შეიცავს LX.) 

მიმდევრობის ელემენტების უსასრულო სიმრავლეს, რომელიც წინამავალ §, 

და 5, სფეროებში უკვე შედის, როგორც ვხედავთ, სფეროების 8, <9, 8. 
აგების მოყვანილი წესი ისეთია, რომ მისი გაგრძელება შესაძლოა უსასრუ- 

ლოდ. მივიღებთ სფეროების უსასრულო (5) მიმდევრობას, რომელშიც X 

სფეროს რადიუსი უდრის > გარდა ამისა, ყოველი 5. 'მეიცავს (X„) მიმდევ- 

რობის ელემენტების ისეთ უსასრულო სიმრავლეს, რომელიც ყველა წინამავალ 

ყ. (#+-) სფეროებსაც ეკუთვნის, ახლა (5) მიზდევრობის ყოველი სფერო- 
დან თითო-თითო Xა, ელემენტი ავირჩიოთ. ასე წარმოიქმნება ელემენტების 

უსასრულო Iთ) ქვემიმდევრობა. თუ ვიგულისხმებთ, რომ, როცა #<(, მაშინ 

L<- IM, გვექნება §5=8% . ავიღოთ I.) მიმდევრობის ორი ნებისმიერი Xი, დ 08 

და X, ,§ §, ელემენტი; ცხადია, რომ Xი, C ლ. ვინაიდან 8, სფეროს დიამეტ- 

რი უდრის 2. ->. ამიტომ 0(X. ; X,)= ლლ როგორც ჩა§ს (V„) მიმდევ- 

რობიდან გამოყოფილი MM) ქვეშიმდევრობა ფუნდამენტალურია და, ვინაიდან 

X სივრცე სრულია, ამიტომ იგი კრებადია. ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

როცა M სიმრავლე ემთხვევა X სივრცეს, მაშინ თეორემა სამართლია- 

ნია X სივრცისათვის. 

დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი შედეგები: 

1. სრული მეტრული X» სივრცის M სიმრავლის. კომ- 

პაქტურობისათვის საკმარისია, რომ არსებობდეს კომპაქ- 

ტური ქსელი. ამ შემთხვევაში კომპაქტური §-ქსელი 

იქნება M სიმრავლის სასრული 2-ქსელი. 

მართლაც, ვთქვათ, 4C=X არის M სიმრავლის კომპაქტური %§-ქსელი. 

ზაშინ დამტკიცებული თეორემის ძალით 4 სიმრავლისათვის არსებობს სას- 

რული 6-ქსელი +.. 
4, სიმრავლე წარმოადგენს M სიმრავლისათვის 26-ქსელს, მართლაც, 

ეთქეათ, XC VI ნებისმიერი ელემენტია. მისთვის არსებობს ისეთი ძ 2.1 ელე- 
მენტი, რომ ი(X,ი)C 6. ზაგრამ თC #/ ელემენტისათვის არსებობს ისეთი იძი,.: 2, 

ელემენტი, რომ ი(ი, ძ«,)<8. დავწეროთ ახლა ნებისმიერი XC M, იC 4,ი,C 4, 

ელემენტებისათვის სამკუთხედის უტოლობა, გვექნება 
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ი(X, #,)-<იCV, ი)+ი (ი, ი)<:. 
გამოდის, რომ როცა #» სიმრავლისათვის არსებობს კომპაქტური 6.- 

სელი, მაშინ ამ სიმრაგლისათვის არსებობს აგრეთ სასრული 26-ქსელიც. ელ გლ ვ ე გოეთვე ულ ელიც 
ი ბ. ყოველი კომპაქტური X სიგრცე სეპარაბელურია. 

ამის დასამტკიცებლად, განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა 
(§.) მიმდევრობა. X სივრცეში ავაგოთ სასრული §„-ქსელები. მივიღებთ 

4აCX სიმრავლეების (,/,) მიმდევრობას, რომლის ყოველი 4„ სიმრავლე შეი- 

თ 

ცავს ელემენტების სასრულ რიცხვს: ძა=( .. ი ი) განვიხილოთ ს 4, 

ჯ=1 

ჯამი, რომელიც თვლადი სიმრავლეა. ცხადია, ეს ჯამი ყველგან მკვრივია X 

სიზრავლეში, ე. ი. XV სივრცე სეპარაბელურია. 

მაგალითები. 1) ბოლცანოს თეორემის ძალით, ნამდვილ რიცხვთა 

#. სივრცეში ყოველი შემოსაზღვრული XI სიმრავლე კომპაქტური სიმ- 

რავლეა. . 

2) ნამდვილ რიცხვთა IL, სივრცე არ არის კომპაქტური. მართლაც, 
ავიღოთ ამ სივრცეში ყველა ნატურალურ რიცხვთა მიმდევრობა, ცხადია, 
არც თვითონ ეს მიმდევრობა და არც რაიმე პისი ქვემიმდევრობა არ არის 

კრებადი, 

3) ევკლიდეს #-განზომილებიანი #, სივრცე არ არის კომპაქტური. 

IX. სივრცის ყოველი შემოსაზღგრული XI სიმრავლე კომპაქტურია. მართლაც, 

ს სივრცეში შეგვიძლია ავიღოთ იმდენად დიდი /( კუბი, რომელიც MI სიმ- 

რავლეს მთლიანად შეიცავს. ამის შენდეგ, კუბი # დავანაწილოთ ისეთ მცი- 

რე კუბებაა, რომ მათი წიბოების სიგრძე იყოს უ=) სადაც 5>9 ნებისმი- 

ერი რიცხვია. ადეილი შესამჩნევია, რომ მცირე კუბების წვეროების თ სიმ- 

' რავლე სასრული -> -ქსელია I” კუბისათვის, ამიტომ თ იქნება სასრული >- 

ქსელი MCIC სიმრავლისთვისაც. 
4) პილბერტის კოორდინატული სივრცე |, არ არის კომპაქტური. შევ- 

ნიშნოთ, რომ ამ სივრცეში (ისე, როგორც კიდევ სხვა მრავალ მეტრულ სივ- 
რცეში) არსებობს შემოსაზღვრული და ჩაკეტილი სიმრავლე, რომელიც არ 

არის კომპაქტური, მაგალითად, ავიღოთ (, სივრცემი ერთეულოვანი ჩაკეტი- 

ლი 8, სფერო. აზ სფეროს ზედაპირზე ავიღოთ ელემენტების შემდეგი უსას- 
რულო მიმდევრობა: X,=(1,0,0,...), X, (0,1,0,...),... ამ მიმდევრობის ნე- 

ბისმიერ X, და X,V; #7) ელემენტებს შორის მანძილი მუდმივია და უდრის V2. 

ცხადია, არც IX») მიმდევრობა და არც მისი რაიმე ქვემიმდევრობა არ არის 

კრებადი. ასე, რომ 8, სფერო არ არის კომპაქტური. 

მიუხედავად ამისა, 1, სივრცე შეიცაგს კომპაქტურ სიმრავლეებსაც. მარ- 

თლაც, ვთქვათ, .0:C|, რაიმე სიმრავლეა ი=(თ,, თ,,...) ელემენტებისა, სა- 

1 
დაც |ი,|)< 2. #=1, 2,... ასეთი თ. ელემენტების 9 სიმრავლეს 1, სივ“- 

ცის ი ფუნდამენტალური პარალელეპიპედი მწოდება, 
80"



ფუნდამენტალური ი პარალელეპიპედი კომპაქტური 

სიმრავლეა. 

დასამტკიცებლად, ავიღოთ ნებისმიერი 8>0 რიცხვი. შევარჩიოთ ნატუ- 

1 8 
რალური M რიცხვი შემდეგი უტოლობით: 7-2 · განვიხილოთ ისეთი 

4ლ9) სიმრავლე თ”C 9 ელემენტებისა რომლებსაც ასეთი კოორდინატები 
ექნება: (I%=(თ,, თ.) ++. თ 0, 0, ...), ვინაიდან V ფიქსირებული ნატურა- 

ლური რიცხვია, ამიტომ 4 სიმრავლე არის M-განზომილებიანი სივრცის შე- 

მოსაზღვრული სიმრავლე. განვიხილოთ ნებისმიერი თ C 6 ელემენტი, მანძილი 
თ და თ” ელემენტებს შორის იქნება: 

1 

2 

| ა: >) ს + ჯ1X 
L 

4 სიმრავლე კომპაქტია. აღვნიშნოთ 4 სიმრავლის სასრული V § -ქსე- 

ლი 2,-ით. მაშინ ნებისმიერი თ C §–- ელემენტისათვის შეგვიძლია დავწეროთ 

0(თ,თ,): “ი(თ?,თი)+ %ი”ი,), 

სადაც თ, C „#, არის V §2-ქსელის ის წერტილი, რომლისთვისაც ((თ"”,თ,)<-V §. 
თუ.'.ახლას ზემოთ გამოყვანილი უტოლობით ვისარგებლებთ, ზივიღებთ: 

ი(თ, თ,)<-2 V6. ამრიგად, ”# სიმრავლის სასრული V6 - ქსელი/4, იმავე დროს 

არის 90 სიმრავლის სასრული 2 V%6 - ქსელი, ამის გამო, 2 2 ფუნდამენტალუ- 
რი პარალელეპიპედი კომპაქტური სიმრავლეა. 

§ 18, კომპაძტის ზოგიერთი თვისება 

ზემოთ ვნახეთ, რომ კომპაქტურობა სიმრავლის ელემენტების შინაგანი 

თვისებაა და არ არის დამოკიდებული მეტრული სივრცის თვისებებზე, რო- 

მელსაც ეს სიმრავლე ეკუთენის. ამის გამო ყოველი კომპაქტი თავის-თავად 

მეტრული სივრცეა და მისი თეისებები შეგვიძლია სხვა სივრცისგან დამოუ- 

კიდებლად შეგისწავლოთ, ქვემოთ ჩვენ შევჩერდებით კომპაქტის ზოგიერთი 

ასეთი თვისების განხილვაზე. 

თეორემა 1.8ი. ვთქვათ, M# სიმრავლე კომპაქტურია მეტ- 

რულ X სივრცეში იმისათვის, რომ M სიმრავლე იყოს 

კომპაქტი, აუცილებელი და საკმარისია, რომ M#M იყოს ჩა- 

კეტილი. ' ! 
პირობის აუცილებლობის დასამტკიცებლად დავუშვათ, რომ VI სიმრავ- 

ლე კომპაქტია, მაგრამ არ არის ჩაკეტილი. ავიღოთ ისეთი IX.,)–=M მიმდევ- 

რობა, რომელიც კრებადია »" C M ელემენტისაკენ. ცხადია, შეუძლებელია 

IX) მიმდევრობა ისეთ ქვემიმდევრობას შეიცავდეს, რომელიც M# სიმრავლის 

6. · L-1|



რაიმე ელემენტისაკენ იქნება კრებადი. ეს იმას ნიშნავს, რომ MI სიმრავლე. 
არ არის კომპაქტი. ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, MI კომპაქტურია X სივრ- 

ცეში და ჩაკეტილია. ვაჩვენოთ, რომ M კომპაქტია. ავიღოთ ნებისმიერი 

(X,IC ML მიმდევრობა. ეს მიმდევრობა შეი კავს კრებად IM») ქვემიზდევრობას. 

ვთქვათ, 11) X.,=2X" CV. მაგრამ, ვინაიდან 21 სიმრავლე ჩაკეტილია, ამიტომ 
ჟ„-- თ 

X" C M#. ეს იმას ნიზნავს, რომ VI კომპაქტია და თეორემა დამტკიცებულია, 

იმავე გზით, რომლითაც დამტკიცებული იყო ჰაუსდორფის თეორემა, 

მტკიცდება შემდეგი 
დებულება. იმისათვის, რომ მეტრული I სიმრავლე 

კომპაქტი იყოს, აუცილებელი და საკმარისია, რომ M იყოს 

სრული და სრულად შემოსაზღვრული სიმრავლე. 

თეორემა 1,306. იმისათვის, რომ მეტრული X სივრცე კომ- 

პაქტი იყოს აუცილებელი და საკმარისია, რომ მისი ყო- 

ველი ღია (V) დაფარვა შეიცავდეს სასრულ ქვედაფარვას, 
პირობის აუცილებლობის დასამტკიცებლად ჩავთვალოთ, რომ მეტრუ- 

ლი X სივრცე კომპაქტია და (M+) არის მისი რაიმე ღია დაფარვა. დავუშვათ, 

რომ შეუძლებელია IM.) დაფარვა შეიცავდეს სასრულ ქვედაფარვას, ვინაი- 

დან X კომპაქტია, ამიტომ ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის არსებობს მასში, 

სასრული §=-ქსელი. შევარჩიოთ § რიცხვი ასე: გ= +, სადაც #=1, 2,...· 
ჯ 

მაშინ ყოველი M-სთვის გვექნება სათანადო <= -? „ქსელი, რომლის ელემენ- 
: 1 

ტები იყოს X.-), ეს იმას ნიშნავს, რომ ყოველი დასახელებული X»-სთგის გვექ- 

ნება შესაბამი #«-ქსელის X,(5,. , .X-I') წერტილები. ქსელის ყოველი წერტი- 

(») 
ლის გარშემო ავაგოთ ღია 5 ( %ხ.ს +) სფერო და შევნიშნოთ, რომ 

” · 
ნებისმიერი #-სთვის ადგილი ექნება შემდეგ ტოლობას: 

X= ს », +). 
ჩ ი” 

V„) 

ჩვენი დაშვების ძალით, ყოველი #-სთვის არსებობს ერთი მაინც 5(» ; –) 
. 7 

სფერო, რომლის დაფარვა შეუძლებელი იქნება M#„ სიმრავლეთა სასრული 

(”) 

რაოდენობით. განვიხილოთ ასეთ სფეროთა ცენტრების ო) C X მიმდევ- 

რობა. ამ მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ კრებადი ქეემიმდევრობა, 
(#”) ._ 

რომელიც სიმარტივისათვის ისევ | XL, | ით აღვნიშნოთ. ვთქვათ, ამ ქვემიმ- 

დევრობის ზღვარითი ელემენტი არის X#' C X, რომელიც ეკუთენის (M/) და- 

ფარვის რომელიმე ღია M „სიმრავლეს. ცხადია, არსებობს X+ ელემენტის სფე- 

რული ისეთი §5(X%,6) მიდამო, რომ 5(X”,6)CM,„. ახლა, თუ # ნიშნაკს იმდე- 
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ნად დიდს ავირჩევთ, რომ <5 , მაშინ 5(X, C), 6)=V ს. ეს იმას ნიშ- 

ნავს, რომ მარტო ერთი XI., სიმრავლე ფარავს 5 (ო -) სფეროს, მიღე- 

ბული წინააღმდეგობა ამტკიცებს პირობის აუცილებლობას, 

გადავიდეთ პირობის საკმარისობის დამტკიცებაზე. ახლა უნდა ვიგული- 
სხმოთ, რომ ზეხრული X სივრცის ყოველ ღია IM.) დაფარვიდან შესაძ- 

ლოა გამოვყოთ სასრული ქვედაფარვა. საჭიროა დავრწმუნდეთ, რომ მაშინ 
X კომპაქტია. ამისათვის სივრცის ყოველი X» წერტილის ირგვლივ ავიღოთ 

ღია სფერული /. (X) მიდაზო, სადაც ::>-0 ნებისმიერი რიცხვია, ჟველა 

M.(X) მიდამო განახორციელებს X სივრცის ღია დაფარვას. პირობის თანახ- 

მად, X სივრცე შეიცავს ისეთ ელემენტთა სასრულ X,,...,X, მიჰდევრობას, 

რომ MI, (X), ..., მ (X) ლღია მიდამოები იქნება აგრეთვე მისი დაფარ- 

ვა. X, ...,X+ ელემენტები წარმოადგენს სასრულ #6-ქსელს X სივრცეში. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ X სივრცე სრულად შემოსაზღვრულია. 

დავამტკიცოთ ახლა, რომ X სივრცე სრულია. ამისათვის საკმარისია 

ვუჩვენოთ, რომ ამ სივრცეში ყოველი ერთმანეთში ჩალაგებული ჩაკეტილი 

სფეროების უსასრულო მიმდევრობის თანაკვეთა ერთადერთი წერტილისაგან 

შედგება, თუ ამ სფეროების რადიუსების მიმდევრობა ნულისაკენ იკრიბება. 

აღვნიშჩოთ ასეთი სფეროების ერთ-ერთი მიმდევრობა (9.4-ით. დავუშვათ, რომ 
მათი თანაკვეთა ცარიელია, მაშინ, ნებისმიერი XC X ელემენტი უ5და ეკუთე- 

ნოდეს X– 8, სიმრავლეს, რაც იმას ნიშნავ, რობ X-5. წარმოად- 
გენს X სივრცის დაფარვას და შეუძლებელია მისგან რაიმე სასრული ქვედა- 

ფარვის გამოყოფა. ეს კი ეწინააღმდეგება დაშვებას, ამრიგად, XC სივრცე 

სრულია. ' 

ის ფაქტი, რომ X სიგრცე სრულია და სრულად შემოსაზღვრული საკ- 

მარისია იმისათვის, რომ იგი იყოს კომპაქტი. 

შენიშვნა 1. ადვილი დასამტკიცებელია აგრეთვე შემდეგი დებულება: 

იმისათვის, რომ მეტრული X სივრცე კომპაქტი იყოს აუ- 

ცილებელი და საკმარისია, რომ ამ სივრცის ყოველ ცენ- 

ტრირებულ ჩაკეტილ სიმრავლეების სისტემას ჰქონდეს 

არაცარიელი თანაკვეთა. 

შენიშვნა 2. დამტკიცკებული თეორემა, რიცხვითი წრფის ჩაკეტილი 

სიმრავლისათვის, წარმოადგენს ჰეინე-ბორელის ცნობილ თეორემას, · 
თეორემა 1, 37. კომპაქტის ყოველი უწყვეტი გადასახვა 

კომპაქტია, თუ ეს გადასახვა უწყვეტად შებრუნებადია. 

ვთქვათ, LV უწყვეტი ოპერატორია, რომელიც X კომპაქტს გადასახავს 

მეტრული სივრცის V=VX სიმრავლეში. აღენიშნოთ VI” 1-ით შებრუნებული 

უწყვეტი ოპერატორი, განვიხილოთ ) სიმრავლის რაიმე ღია (M,ს) დაფარვა. 

შემოვიღოთ აგრეთვე აღნიშენა M. =V IV. და განვიხილოთ სიმრავლეთა 

IM.) სისტემა. როგორც ვიცით, უწყვეტი V “1 გადასახვის დროს ღია M. სიმ- 

რავლის M., პირველსახე არის ღია სიმრავლე. ამის გამო, სიმრავლეთა 

IM) სისტემა წარმოადგენს” X კომპაქტის ღია დაფარვას. წინა თეორემის 
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ძალით, ღია(M.) დაფარვიდან შესაძლოა გამოვყოთ სასრული #MI.,,..., II 

ქეედაფარვა. ამ დაფარვას LM დაფარვიდან შეესაბამება M,,..., M, სასრუ- 

ლი ქვედაფარვა, სადაც M.= VII. ამის გამო X სიმრავლე იქნება კომპაქტი. 

თეორემა 1. –«§. თუ VI და VI. ოპერატორები განახორციე- 

ლებენ XV და 7” კომპაქტების ურთიერთ ცალსახა გადასახვას 

შესაბამისად და, თუ X კომპაქტის 7 კომპაქტზე გადამსა- 

ხველი V ოპერატორი უწყვეტია X სივრცეზე, მაშინ X და 

” ურთიერთ ჰომეომორფული სივრცეები ივნება. 

მართლაც, წინას თეორემის ძალით, როგორიც უნდა იყოს ჩაკეტილი 

MCX- სიმრავლე M# =V1MILC X სიმრავლე კომპაქტი იქნება. ამის გამო, V ჩა- 

კეტილი სიმრავლეა. ამასთანავე გვაქვს CV 1M=72I1, ე. ი. ნებისმიერი ჩაკეტი- 

ლი MM სიმრავლის პირველსახე ჩაკეტილი სიმრავლეა. ეს იმას ნიშნავს, რომ 

ხ“! უწყვეტია. ამრიგად, LV და CL. ოპერატორები განახორციელებენ, შესა- 

ბამისად, X და ” სივრცეების ურთიერთცალსახა და უწყვეტ გადასახვას. 

ამიტომ X და I ურთიერთ ჰპომეომორფული სივრცეებია. 

§ 19. სიმრავლის კომპაქტურობის პირობები %ოგიერთ კერძო. 
სახის სივრცეში 

დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიაში, ვარიაციათა აღრიცხვაში 

და მათემატიკური ანალიზის სხვა დარგებში ფართო გამოყენება აქვს ისეთ 

კომპაქტურ სიმრავლეებს, რომელთა ელემენტები გარკვეული კლასის ფუნქ- 

ციებია. ქვემოთ ჩვენ მოვიყვანთ სიმრავლის კომპაქტურობის პირობებს კერ- 

ძო სახის ზოგიერთ ფუნქციონალურ სივრცეში. პირველ ყოვლისა, შევჩერდეთ 
ამ პირობების შესწავლაზე უწყვეტ ფუნქციათა C (0,1) სივრცეში. წინასწარ 

შემოვიღოთ რამდენიმე განსაზღვრა. . 

განეიხილოთ უწყვეტ ფუნქციათა უსასრულო MC=0C0 (0,1) სიმრავლე, რომ- 

ლის ელემენტები აღვნიშნოთ X(/) C M, 0<-<1, ვიტყვით, რომ ფუნქცია- 

თა M# სიმრავლე ერთობლივ შემოსაზღვ რულია, თუ არსებობს 

ისეთი დადებითი (# რიცხვი, რომ ნებისმიერი X(ჯ) C M ელემენტისათვის ად- 

გილი აქვს უტოლობას 

: | XV) | «ს, 0 <7 <1. 

M სიზრავლეს ეწოდება ერთობლივ უწყვეტ ფუნქციათა სიმრავლე, 
თუ ნებისმიერი ->0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 2=-6() რიცხვი, რომ 

როგორიც უნდა იყოს 7,7. C (0,1, თუ | 7,--/ | <0, ნებისმიერი X(7) C #7 
ელემენტისათვის შესრულდება უტოლობა : : 

| X(L))-–XV,) | <6. 
თეორემა 1. 3პი (არცელა). იმისათვის, რომ /I/C=C0X(0,1) სიმ- 

რავლე კომპაქტური იყოს, აუცილებელი და საკმარისია, 
რომ XI)CM ფუნქციები ერთობლივ შემოსაზღვრული და 
ერთობლივ უწყვეტი იყოს. 7 

დავამტკიცოთ ჯერ პირობების აუცილებლობა. ვთქვათ, M კომპაქტუ- 

რი სიმრავლეა C(0,1) სივრცეში. პაუსდორფის თეორემის თანახმად, C(0,1) 

სივრცეში არსებობს უწყვეტ ფუნქციათა სასრული XI(/),X,(I),. .. ,,X,„(/) სის- 

ტემა, რომელიც M სიმრავლისათვის წარმოადგენს -უ “მსელს. აღვნიშნოთ 
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კI=§სითიჯX | X,() I, –_” ნებისმიერი X'/)C M ფუნქციისათვის არსე–- 
0-:1<1 

ბობს < -ქსელის ერთი მაინც ისეთი XI(I) C C (0,1) ელემენტი, რომ ადგილი 

ექნება უტოლობას 

0(X, X) =თმ9X | X(I)-–X/(?) | = +. 

0: L-I პ 

ახლა ნებისმიერი X(,) C # ფუნქციისათვის შეგვიძლია დავწეროთ შემდეგი 
შეფასება; 

I X0) I <1 X(0 | + | X0-XVი | <ს+>=ჩ 
ეს იმას ნიშნავს, რომ # ერთობლივ შემოსაზღვრული სიმრავლეა, 

შევნიშნოთ, რომ -– -ქსელის უწყვეტი X,(I,),..., X,(/) ფუნქციები ერ- 

თობლივ უწყვეტიც არიან (0,1) მონაკვეთზე. ამის გამო, ყოველი Xა(/) ფუნქ- 

ციისათვის შეგვიძლია შევარჩიოთ ისეთი §, რიცხვი, რომ ყოველი 7/,,7/ე C 0,1) 
წყეილისათვის, როცა | /ე)–/, | <8,, შესრულებული იყოს უტოლობა 

| XC )--ი (–) | <--. 
ვთქვათ, C6=)IIII9,. L=1, 2...., ”. ახლა ნებისმიერი X(/)C M ფუნქციისათ- 

ვის, რომლის მანძილი ექსელის X,(/) ფუნქციამდე -ვ “ზე ნაკლებია, როცა 

| /კ1– 7: | <8, 1), /ე C(0,1), გვექნება 

| X(/))-–XLე) | <: | X(C(,)-–X(I,) | + | XC )-–X, (7ე) | + 

+ | X(/ე)-–X(ჯა) | <2 კი0X | XC,) –X(/) | + 

+ | X6)4+%() | < <5+%+<-=+. 
ეს იმას ნიშნავს, რომ M ერთობლივ უწყვეტი ფუნქციების სიმრავლეა. ამით 
პირობების აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

გადავიდეთ თეორემის პირობების საკმარისობის დამტკიცებაზე. ვთქვათ, 

ფუნქციათა MI სიმრავლე |0,1) სეგმენტზე ერთობლივ შემოსაზღვრულ და ერ- 

თობლივ უწყვეტი ფუნქციებისაგან შედგება. დავამტკიცოთ, რომ ამ პირო- 

ბებში M# სიმრავლისათვის C (0,1) სივრცეში არსებობს სასრული §-ქსელი, 
პირობის თანახმად, ყეელა 7C(0,1) მნიშვნელობისათვის და ყველა MX(/)CM 

ფუნქციისათვის გვაქვს | X(7) | <ს., ავიღოთ ნებისმიერი §>>0 რიცხვი, დავ- 
ყოთ (0,1) მონაკვეთი / თანატოლ ნაწილად. დაყოფის წერტილები იყოს: 

0, 1. 2 ათთ.კ #-1. , #. თუ # რიცხეს საკმარისად დიდს ავიღებთ, მაშინ 
ი #M # 

ნებისმიერი X(I) C MI ფუნქციისათვის შეგვიძლია დავაკმაყოფილოთ უტოლობა: 

IX()- XV) | <6, როცა | ს–/, | <– დაა /.C |-,+%. |, (1.100) 
M ' ” 

ხი



–_ეაესნე'ეგე 

ახლა ყოველი X(7) C 1 141 ლი XC/1CM ფუნქციისათვის 5 მონაკვეთებზე ავაგოთ 

ისეთი წრფივი X,(/) ფუნქცია, რომ #X, 85C 0=0,1,...,) · XC/) = = # ჯ _ ა ს ჩაიტოლება წარმოადგენდეს 7 გვერდიან პოლიგონს, რომელიც ჩახაზუ- ლ =X(I) წირში, ჭველა X,(,) ფუნქციის M., სიმრავლე ქმნის XI სიმრავ- 
ლის §-ქსელს. მართლაც, ყველა 1 C L”-, 51 მნიშვნელობისათვის გქექ- ნება: 

# ჯ 

”(3)= X+>) <X() <X, (2) -» <%), 
# # 

| X9-–» (+) |<1X0– #61 <1+X0-+ (5-) I; 
” 

აქედან კი, (1-100) უტოლობის ძალით, მივიღებთ 

| X(/)-–X»(/) | +“, 
რაც იმას ნიშნავს, რომ M, არის # სიმრავლისათვის 6 ქსელი CX(0,1) სივ- 
რცეში. შევნიშნოთ, რომ 1! არის შემოსაზღვრული სიმრავლე #-+1-განზო- 
მილებიან სივრცეში. ამის გამო M» კომპაქტური სიმრავლეა. ეს კი საკმარი- 
სია იმისათვის, რომ XI იყოს კომპაქტური სიზრაელე. ' 

მოვიყვანოთ არცელას თეორემის ერთი განზოგადება. წინასწარ შევჩერ- 
დეთ რამდენიმე საჭირო განსაზღვრაზე. 

განვიხილოთ X და X, კომპაქტები. აღვნიშნოთ C„-თი სიმრავლე ყველა 
უწყვეტი V= IC) ოპერატო“ებისა, რომლებიც X კომპაქტს გადასახავენ X, 
კომპაქტზე, სადაც XC X, V C X,. შემოვიღოთ C„ სიმრავლეში მანძილის (ვნება 

შემდეგნაირად: თუ L, = C, (X) და L,= VC,(X), სადაც XC X, L), LI, C X,, არის 
C„. სიმრავლის ნებისმიერი ორი ელემენტი, მაშინ მათ შორის მანძილი იყოს 

0C(L).C,) “ასი L)(X), ( ს (X)). 

ამ ტოლობით შემოღებული მანძილის ცნება აკმაყოფილებს მეტრიკის ყველა 

აქსიომას. V= CC») ოპერატორს, რომელიც X კომპაქტს გადასახავს X, კომ- 
პაქტზე, ვუწოდოთ თანაბრად უწყვეტი ოპერატორი, თუ ნების- 

ზიერი 6>0 რიცხვისათვის შეიძლება მოიძებნოს ისეთი 6>0 რიცხვი, ღოზ 

ელემენტების ნებისმიერი X,, X, C X წყვილისათვის, როცა ი(X,, X,)< ბ, შეს- 

რ ბა 0(0 (« ), CVCX,) )<-6 უტოლობა. ! 

მრვილი დასამტკიცებელია, რომ ყოველი უწყვეტი ოპერატორი, 

რომელიც კომპაქტს გადასახავს კომპაქტზე, იმავე. დროს 

რატორი. 
რის თანაბრად უწყვეტი ოპე არი მართლაც, დავუშვათ საწინააღმდეგო, ეც. ი- ვთქვათ, ნებისმიერი ->0 

ხეისათვის შეუძლებელია მოიძებნოს ისეთი 5>0 რიცხვი, რომ X,, X, C X 
რიც ნტ გას ყველა წყვილისათვის, როცა ი(X,, X,)<9, შესრულდეს ხ( ხVCV,), 

CL )) = უტოლობა. სხვანაირად, როგორიც უნდა იყოს §>9 რიცხვი, მოი- 

ძ გნება ისეთი X,, X, C Xჯ ელემენტები, რომ ი(X, X,)<-0, მაგრამ ი(VC>,), 

ე , , 
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0CI,) 1>-. ავიღოთ ახლა 2,>0 რიცხვების (2) ისეთი მიმდევრობა, რომ 

IIს მ„=0. ყოველი 8, რიცხვისათვის «რსებობს წყვილი ისეთი»,, X“„ C X ელე- 
M-0ი0 

მენტებისა, რომ ი(X,, X,)< 08, მაგრამ 0(CVX.), სCX.)) 25. განვიხილოთ VLX,), 

(X-ICX მიმდევრობები, ვინაიდან X სივრცე კომპაქტია, ამიტომ (X,|) მიმდევ- 
რობიდან შეიძლება კრებადი ქვეზიმდევრობა გამოვყოთ, რომელიც სიმარტი- 

ვისათვის, ისევ (X,) -ით აღვნიშნოთ, ვთქვათ, 1! X„=X", სადაც X” C X,. ვი- 
ისთ 

ნაიდან, გარდა ამისა, 0(X,, X„)< 0, და მ,->0, ამიტომ )ს X”„=X. ახლა 
1-–> X 

გავიხსენოთ, რომ V ოპერატორი უწყვეტია X სივრცეში და, მაშასადამე, 

უწყვეტია »“ წერტილზეც. ამის გამო, ადგილი უნდა ჰქონდეს IIX#( V (X,), 
#-–თ 

LCX'))=90 და 2 (VIX I), L(X"))=9 ტოლობებს რაც ეწინააღმდეგება 

დაშვებას იმის შესახებ, რომ ი0(V»,), V(X",)) 25. ამით ჩეენი წინადადება 

დამტკიცებულია. 

განეიხილოთ C,, სიმრავლის ისეთი XVI ქვესიმრავლე, რომელსაც შეზდეგი 
თვისება ექნება: როგორიც უნდა იყოს 2>0 რიცხვი, შეიძლება მოიძებნოს 

ისეთი ->0 რიცხვი, რომ როცა 0 (X,, X,)<6 შესრულდება ი(VIX,), CLX(X,))< 5 

უტოლობა ყველა VC C M ელემენტისათვის და ყველა, X,, X, C X წყვილისათვის. 

ამ პირობებში ოპერატორთა MI სიმრავლეს ეწოდება ერთობლივ უწყვეტი 

ოპერატორების ოჯახი. 

· „წ სმოვაყალიბოთ და დავამტკიცოთ ახლა არცელას განზოგადებული თე: 

ორემა 
მ თეორემა 1. 40. იმისათვის, რომ MC=C., სიზრავლე კოზპაკ- 

ტური იყოს C. სივრცეში, აუცილებელი და საკმარისია, 

რომ M#M იყოს ერთობლივ უწყვეტი ოპერატორების ოჯახი. 
· დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა, რისთვისაც დავუშვათ, რომ M 

კომპაქტური სიმრავლეა C„ სივრცეში. ვთქვათ, §>0 ნებისმიერი რიცხვია. 

არსებობს ელემენტების სასრული V,,..., 0, C # მიმდევრობა, რომელიც --. 

ქსელია M ოჯახისათვის. პირობის თანახმად, ყოველი V;(ჯ=1, 2,..., #) უწ- 
ყვეტი ოპერატორია და, ზემოთ დამტკიცებული წინადადების ძალით, თანაბრად 

უწყვეტიც იქნება. ამის გამო, – რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 8>0 რიც- 

ხვი, რომ ელემენტების ყოველი X,, X, C X წყვილისათვის, როცა ი(X,, X,)<-8, 

შესრულდება ი( LX), C; («))<->- უტოლობა. ამასთანავე, ნებისმიერი IC M 

ელემენტისათვის არსებობს ქსელის ერთი მაინც ისეთი დ, ელემენტი, რომ 

ადგილი ექნება ი(V, 00) > -– უტოლობას, უკანასკნელი შენიშვნების გამო, 

როცა §(X, X,)<8, შეგვიძლია დავწეროთ 

ი (VCი), VIXI))<ი (C(X,), VVX)მ)+ (თ C,),VCი))+ 
+ 0(CI (2), C (X,)) <5, 

ე. ი. V ოპერატორების MI სიმრავლე ერთობლივ უწყვეტი ოჯახია. 

§7



დავამტკიცოთ ახლა პირობის საკმარისობა, ამისათვის უნდა გიგულის- 

ხმოთ, რომ MI არის ოპერატორების ერთობლივ უწყვეტი ოჯახი. საჭიროა 
დავამტკიცოთ, რომ M კომპაქტურია C„, სივრცეში. 

განვიხილოთ X კომპაქტის ყველა გადასახვების C) სიმრავლე X, კომპაქ- 
ტზე. ცხადია, MC=CაCი9. მეტრიკა 0 სიმრავლეში შემოვიღოთ იმავე წესით, 

როგორც C, სივრცეში, ე. ი. თუ 7, (X), 7:(X)C'? ორი ნებისმიერი ოპერა- 

ტორია, რომლებიც X კომპაქტს გადასახავს X, კომპაქტზე, მაშინ 

0(V,(X, 7 +(X))= 5I06( V ,(7ე, V.(X) ). 
XCX ' 

ავიღოთ X კომპაქტის X, კომპაქტზე უწყეეტ გადასახვათა თანაბრად 

კრებადი | LI(X)C)C, მიმდევრობა. ამ მიმდევრობის LM(X) ზღვარი ისევ უწყვე- 
ტი ოპერატორია და X კომპაქტს გადასახავ,ს X, კომპაქტზე. ამის გამო 

LM(X) C C,. ეს იმას ნიშნავს, როზ C„ არის ჩაკეტილი სიმრავლე §პ სიმრავ- 

ლეში, ამგვარად, თუ დავამტკიცეთ, რომ 1/ სიმრავლე კომპაქტურია (ა სივ- 
რცეში, მაშინ M კომპაქტური იქნება ჩაკეტილ C. სიმრავლეშიც. ვთქვათ, 

XL...» X, C X არის 2 კომპაქტის-„– -ქსელი წარმოვადგინოთ X სიმრავლე 

ისეთი თ, (1=1,..., /) სიმრავლეების ჯამის სახით, რომელთა თანაკვეთა ცა- 

რიელია და ნებისმიერი –> .X, Cას, ელემენტებისათგის ადგილი აქვს 

ი (X, X,)<8 უტოლობას, ასეთი წარმოდგენა X სიმრავლისა შესაძლოა, თუ, 

მაგალითად, თ, სიმრავლეების როლში ავიღებთ შემდეგი სახის სიმრავლეებს: 

ია,=5 (ა) ს 5(Xან), 
<I 

სადაც ყოველი /#(X,,2) აღნიშნავს ღია სფეროს Xჯ, ცენტრით და ბ რადიუსით, 

აღვნიშნოთ V,, CV, ..., ხი -ით X,კომპაქტის რაიმე §L-ქსელი. ვთქვათ, CV») 
არის ყველა იმ ოპერატორთა სიმრავლე, რომელთა მნიშვნელობა ი; სიმრავ- 

ლეზე მოგვცემს V; ელემენტს. ასეთ ოპერატორთა რიცხვი სასრულია. ვთქეათ, 

ა C M ნებისმიერი ელემენტია. ყოველი X», C (XII. ელემენტისათვის არსებობს 

ისეთი V, C (LI ს. ელემენტი, რომ ი(V(X0, Cს,)<5. შევარჩიოთ I” C CI) ელე- 

მენტი ისე, რომ I7(X)= C,; მაშინ, როცა X C თ, შეგვიძლია დაწეროთ 

ი (VC, /(9)<#(00ი,0(Xა) +0(0(Xა,V(20)+ 
+#(V (X), 7თ))<2 6, 

უკანასკნელი უტოლობა გვიჩვენებს, რომ C„M0 სიმრავლე წარმოადგენს M სიმ- 

რაგლის სასრულ 28-ქსელს 9 სივრცეში. ამრიგად, M კომპაქტურია და თე- 

ორემა დამტკიცებულია. 
სიმრავლის კომპაქტურობის პირობა ფრეშეს C) სივრცეში. შევისწაე- 

ლოთ ევკლიდეს ორგანზომილებიანი სიბრტყის სასრულ არეში მდებარე ყველა 

წირის სიზრავლის კომპაქტურობის პირობა, 

თეორემა 1.41 (პილბერტი). ყველა იმ წრფევად წირთა 

MC0 სიმრავლე, რომლებიც სიბრტყის სასრულ ნაწილშია 

მოთავსებული და, რომელთა სიგრძეების სიმრავლე შემო- 

საზღვრულია, არის კომპაქტური სიზრაგლე. 
ყვ ·



თეორემის დასამტკიცებლად #/ სიმრავლის ყრველი ელემენტი დავყოთ 
” თანატოლი სიგრძის რკალებად და დაყოფის წერტილები ქორდებით შევა- 
ერთოთ. მივიღებთ ტეხილების 0) სიმრავლეს. ყოველ ი C M წირს შეესაბა- 
მება თავისი ი, C CI) ტეხილი. ვთქვათ, V სიმრავლის წირების სიგრძეთა სიმ. 

რავლე შემოსაზღვრულია # რიცხვით. ვთქვათ, CM ნებისმიერი წირია და 

ი„C CC) მისი შესაბმმი ტეხილი. ნებისმიერი რკალის და მისი მომქიმავი 

ქორდის სიგრძე არ აღემატება # რიცხვს. ისიც ცხადია, რომ მანძილი ი 
” 

წირის ნებისმიერი რკალის წერტილებსა და ამ რკალის მომჭიმავი ქორდის 

წერტილებს შორის არ აღემატება 21 რიცხვს. ი წირისა და ზისი შესაბამი 
” 

/. ტეხილის განტოლებები ჩავწეროთ პარამეტრული სახით ისე, რომ ძ, ტე- 

ხილის წვეროებს (რომლებიც / წირზე მდებარეობენ) შეესაბამებოდეს 1 პბა- 

რამეტრის 2 მნიშვნელობანი (ჯ(=1, 2,..., 7). #/ წირის და ი, ტეხილის პარა- 
ჯ 

მეტრული განტოლებებიდან ისიც მოვითხოვოთ, რომ როცა პარამეტრი 7 

გაირბენს (–, ++) ინტერვალის წერტილებს, მიგიღოთ ი წირის ერთი 
7 I” 

რკალი და მისი მომჭიმავი ქორდა. მანძილი ჟ წირის და ქ, ტეხილის შესა- 
ბამ წერტილებს შორის (იხ. მაგალითი 13) აკმაყოფილებს ი(ჟ, ყა<> უტო- 

ლობას. ეს იმას ნიშნავს, რომ. ტეხილების 0 სიმრავლე წარმოადგენს M/ 
სიმრავლის <- ქსელს. ყოველი ეი, ცალსახად არის განსაზღვრული მისი წვე- 

როების კოორდინატებით; ამ ტეხილის ყეელა წვეროს კოორდინატების რიც- 
ხვი კი უდრის 2(#/+1). ყველა ეს კოორდინატი თანაბრად შემოსაზღვრულია. 
ამის გამო (10 სიმრავლე კომპაქტურია. 79-ე გვერდზე დამტკიცებული დებუ- 
ლების ძალით, ამ პირობებში M სიმრავგლეც კომპაქტური იქნება. 

დამტკიცებული თეორემა სამართლიანია მაშინაც, როცა #I სიმრავლე 
ეკუთვნის ევკლიდეს ჯ-განხომილებიან MX, სივრცეს. 

L»X(9,1) სივრცის ფუნქციათა ოჯახის კომპაქტურობის ნიშანი, ვთქვათ, 

XC) C Lე (0,1). გავაგრძელოთ XV) ფუნქცია |0,1) სეგმენტის გარეთ X((1=90 

ტოლობით, როცა / C (0,1). დავამტკიცოთ 

ლემა. ფუნქცია „ 
–/. 

1 
X,(/)= > | XC) იX 

(+ (1.101) 
ეკუთვნის #,(0,1) სივრცეს. 

XI(/() ფუნქციას, განსაზღვრულს (1.101) ტოლობით, სტეკლოვის ფუნქციას 

უწოდებენ. 
ბირველ ყოვლისა „ზევნიშნოთ, რომ ვინაიდან XV) C L,(0,1), ამიტომ 

(+ 

(იარდი და | | X0 I C<+თ , 

LL.



§. ი. XC C L(/–ს, /+ს). ., 
ლემის დასამტკიცებლად საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ ადგილი აქვს 

შემდეგ უტოლობას: 

  

  

1 1 

| | X,(1) |? ი! <| | X(C/) |” იL. (1-102) 

0 0 ' 

(1.101) ტოლობიდან გვექნება ს 

Iუ+ს 

1 | 1-X(#)ძ; | . (1-103) 

ი რა: L, ( 
ვისარგებლოთ იმით, რომ 1 C #, ((–ს, (+ ს) და XC) C L,(7–I/, + ს) და გარ- 

დავქმნათ ახლა ინტეგრალი ჰელდერის უტოლობით (იხ. უტოლობა (1. 34)), 

/--ს _! 
მივიღებთ , -_-_–= 

ე უV LL 1-X(0)0+ რ <|4)' ((« XC) (+ =(%) («ი | · 

ამის შემდეგ (1-:103) ტოლობიდან გვექნება 
(+. 

I 0/< <> IX CI 

გარდავქმნათ ამ ინტეგრალში საინტეგრო ცვლადი (=7+წ ტოლობით, 
მიგიღებთ: 

  

  

# 1.# 
1 _– | Mი<; | | X#+9) «= 2I) | | M/(+6|95V= 
=) 0 –“ 

- 
1 

= - | | | X#+წ)I ი! 16. (1-104) 
24 

“90 9 

ახლა თუ ავიღებთ «= (+6 ჩასმას, გვექნება 

I |XV+6M4#= (ნოი / ი, 
9 

და ვინაიდან X(») ფენქცია (1,1-Lწ6) სეგმენტზე ნულის ტოლია, ამიტომ 

I | სათ ძუ= / | Xთ)I ძი, 

1 1 

| /XI+6) ” #- | | X (უ)L” ძუ. 
9 ნ



მაგრამ : 

1 

| | Xთ) I/ძუ < | | XC))I7 ძ5. 
0 

ამრიგად, 
I 

( IXV+6M%<. | | ჯო). 
0 

ამ შეფასების გამოყენებით (1.104) უტოლობიდან მივიღებთ 

#1 1 
1 . ჯ 

| XXI" <2 | | |Iო (7 ი» | #6- | 'Xოთო)I ძო. 

–. 9 9 

თუ ვაინტეგრებთ ამ უტოლობის ორივე ნაწილს! ცვლადით (0,1) სეგმენ- 

ტზე, გვექნება 
1 1 1 

წ) ჯ ჩ 
| 14! #<| IXCთ) I რუ= LI X#C)I ძ/<-ა 
ი 0 ი 

და ლემა დამტკიცებულია. 
ავიღოთ (1 -102) უტოლობაში X(/)=ყ(/)-ჯ(/), მაშინ ცხადია, X,(/)= 

=7ს()–ჯ, (7) და მივიღებთ 
1 1 

ჯ ჯ | «აჩ- სრ” #< |Iი- დი! «. 
0 ს 

საიდანაც გამომდინარეობს შემდეგი უტოლობა: 

0(ყ,, #,)<%0(ყ, 1). (1-105) 

ეს უტოლობა გამოგვადგება შემდეგი თეორემის დამტკიცების დროს. 

თეორემა 1.43 (კოლმოგოროვი),. იმისათვის, რომ დ(/) 

ფუნქციათა MC=XL/(0)) ოჯახი კომპაქტური იყოს (L.(0,1) სივ- 

რცეში, აუცილებელი და საკმარისია, რომ შესრულებული 

იყოს შემდეგი ორი პირობა: 

1) ყოველი «V)CM ფუნქციისათვის ადგილი ჰქონდეს 
უტოლობას: 

! 

| (1-8) ი! 7 <0, 
0 

სადაც C–მუდმივია. 

ყ|



2) ნებისმტერი 6>0 რიცხვისათგის უნდა არსებობდეს 

ისეთი2>0 რიცხვი, რომ როცა #<2, ნებისმიერი დ()CM 

ფუნქციისათვის ადგილი ჰქონდეს უტოლობას: 

ი(9, დ,,)<-6. 
დავამტკიცოთ პირობების აუცილებლობა. ვთქვათ, ფუნქციათა #»I ოჯახი 

კომპაქტურია. პირველი პირობის აუცილებლობა იქიდან გამომდინარეობს, 

რომ თანახმად 1.33 თეორემისა, კომპაქტური M# სიმრავლე შემოსაზღვრულია. 

დავამტკიცოთ მეორე პირობის აუცილებლობა. ვინაიდან M სიმრავლე 
კომპაქტურია, ამიტომ ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის ჯ/(0,1) სივრცეში არსე- 

ბობს ამ სიმრავლის სასრული = -ქსელი 7. (ანობილია, რომ ყოველ' 

დ(!) C L, (0,1) ფუნქციას შეგვიძლია ნებისმიერი სიზუსტით მივუახლოვდეთ 
უწყვეტი ფუნქციით #, (0.1) სივრცის მეტრიკით, ამის გამო, 7 სიმრავლის 

ელემენტებად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ უწყვეტი ფუნქციები. ვთქვათ, ეს 
ფუნქციებია: «,(/), <ე(/), ..., (I), მივაქციოთ ყურადღება იმ გარემოებას, 

რომ თუ დ(/) უწყვეტი ფუნქციაა, მაშინ ზისი სტეკლოვის ფუნქცია 

/-ც 
1 2,(0= 2 «(აიი 

რ–-. 

როცა +--+-0, მიისწრაფვის დ(/) ფუნქციისაკენ X»(0,1) სივრცის მეტრიკით. 

მართლაც), თუ გამოვიყენებთ საშუალო მნიშვნელობის ფორმულას, გვექნება 

(+ს 
1 ი0-;- |«თთ-«რ, (–ს<6</+V 
„ ი 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ, როცა L->0, მაშინ და(/) > დ(/) თანაბრად 

( CI0,1) ცვლადის მიმართ. მაგრამ, ამ პირობებში დ,(I) ->« (/) საშუალოდაც 
ჩ მაჩვენებლით, 

ავიღოთ ახლა ნებისმიერი დ<(/)C ” ელემენტი. ახლახან დამტკიცებუ- 
ლის ძალით, ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი »:>0 რიცხვი, 

რომ როცა M#<7#, მაშინ 

ნ 

ი((დ)5 9) < -–. 

როცა # ნიშნაკი გაირბენს ყველა შესაძლო მნიშვნელობას: 1,..., #, მოგვე– 

ცემა ი, ..., უჟ» რიცხვები. ვთქვათ, ო=ის წ; მაშინ ი((დV),. #)<-- უტო- 

ლობა შესრულდება ყველა #=1,..., # მნიშვნელობისათვის, 

ვთქვათ ახლა, «(/) C M ნებისმიერი ელემენტია. არსებობს ისეთი V«,() C + 

ფუნქცია, რომ ადგილი ექნება ი(დ, «ა<-- უტოლობას, გამოვიყენოთ «, რკ, 
დ,, (ი, ელემენტებზე სამკუთხედის აქსიომა, მივიღებთ 

ი(დ,ა 2)<-ი( თ, (9) .)+0( (დ), დ:) + (დ; <); 

92



მაგრამ, (1.105) უტოლობის ძალით, გვაქეს 

ი(ჯა- (თი, )<-0(%, დ)). 

ამიტომ, როცა #-–-0 წინა უტოლობა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

0(და, დ) <-20(თ,, დ)+ –-=5 

და მეორე პირობის აუცილებლობაც დამტკიცებულია. 

თეორემის პირობების საკმარისობის დასამტკიცებლად, აღვნიშნოთ X,-თი 

ყველა დ,(/) ფუნქციის სიმრავლე. დავამტკიცოთ, რომ ყოველი ფიქსირებუ- 

ლი V-სათვის 2. სიმრავლე კომპაქტურია. ჯერ ვუჩვენოთ, როზ X, სიზრავ- 

ლე ერთობლივ უწყვეტი ფუნქციების ოჯახია. მართლაც, ვთქვათ, ?, 7, C (0,1 | 

ორი ნებისმიერი წერტილია, თანახმად სტეკლოვის ფუნქციის განსაზღერისა, 

ნებისმიერი დ(/) C VI ფუნქციისათვის გვექნება 

  

  

    

ი +. 

96 )–9,(0|= 2 «ირ - «თრ – 
ს „ა 

> ხს. == –9C 

=-- 1 ირ | დ(ჯ)ი+ -:-| ისარა | დ(ჯ)ძჯ-– 

(+ +M /+. (ლო 

1. ხს ჩ–. | –” 

-I დ(+)ძ§ -აI + (არ - | დ(ა)ძ§ | დ(ჯ)იL - 2 («ირ - 

ს+. (–-. სხ“+-/ ', 38% 

  

.- ი-ს. 

_ ( თ(იძ: <:- > | «(0ძა LI" დც) ძა: 

= 

გამოვიყენოთ უკანასკნელი ორი ინტეგრალის გარდასაქმნელად ჰელდე- 

რის უტოლობა, მივიღებთ 

#+სი ,,+სს. ი) ი 1_ 

I «(ძა < | ძა , “I | დ(ი'” ძა ' = 

(+. I+ს 

+ ჩ+ს 1 ! LI 1. 

= IL -/I! (++ ა <4 7 I ქ” : 
/+/.



სრულიად ასევე, 

ჩ-. 

| დაა)ძ» 

IL. 
    

1+/1 L 
=V | დ(0I7 I . I 

ამ ორი უკანასკნელი უტოლობის გამოყენებით, წინა უტოლობიდან მივიღებთ 

სნ-1 

I და(/,) – ჯა(/) I <« “ | (1-II V · (1.106) 

ეს იჰას ნიშნავს, რომ დ, (/) ფუნქციების X, სიზრავლე ყოველი ფიქ- 

სირებული |.-სთვის ერთობლივ უწყვეტ ფუნქციათა ოჯახია. 

ახლა დავრწმუნდეთ, რომ »ჯ, არის დთ,(I) ფუნქციების თანაბრად შემო- 

საზღვრული სიმღავლე. მართლაც, როცა | /,-/ | ს (1.106) უტოლობი- 

დან მივიღებთ 

1 

| #.(/)–%სათფ|<6L 
რაც იმას ნიშნავს, რომ ყ სიგრძის სეგმენტზე ნებისმიერი %, (0) ფუნქციის 

=
9
|
=
 

= !! 
რხევა არ აღემატება CL 7? ' რიცხეს, თუ IL > ი მაშინ X,(/) ფუნქციის რხე- 

· 1 
ვა არ აღემატება ონს 7” რიცხვს. ამასთანავე, (1.102) უტოლობის თანახ- 

მად და თეორემის პირველი პირობისა, გვაქეს: 

1 1 

| | 9, | “<| | «0 წ <Cთ, 
ხ 0 

რაც მხოლოდ მაშინ არის შესაძლო, როცა არსებობს ერთი მაინც ისეთი 

/. C |0,1| მნიშვნელობა, რომ | დ,(/ა) | <-C. გარდა ამისა, ვინაიდან რხევა ნე- 

1 

ბისმიერი დ. (I) C X, ფუნქციისა არ აღემატება XC ჩნ რიცხვს, ამიტომ 

_ 1 0. 
| თ(/)| <-Iდა(/ი) | +#C,L #<C+#7CL.ს /#/ =CI. 

ამრიგად, როცა # ფიქსირებულია, ფუნქციათა X, ოჯახი თანაბრად შემო- 

საზღვრულია (0,1) სეგმენტზე. 

არცელას თეორეზის თანახმად, %, სიმრავლე კოზმპაქტურია თანაბარი 

კრებადობის აზრით. მაგრამ, მაშინ X,. კომპაქტური იქნება საშუალო კრე- 

ბადობის აზრითაც /# მაჩვენებლით. : 
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თეორემის შეორე პირობის ძალით, ნებისმიერი 6>0 რიცხვისათგის არ- 
სებობს ისეთი L, რომ ყოველი ((I) C M ელემენტისათვის შესრულდება უტო- 

ლობა 

267, და )<-3. · 
როგორც ვხედავთ X, სიმრავლე არის XL სიმოავლის §-ქსელი და, ვინაიდან 

თვით Xჩ, კომპაქტურია, ამიტომ M# სიმრავლეც კომპაქტური იქნება. ამით 

კოლმოგოროვის თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 1.43 (მ, რისი). იმისათვის რომ ფუნქციათა ,;|(/ 

სიმრავლე კომპაქტური იყოს X/,(0,1) სივრცეში საკმარისია 

შემდეგი პირობები: 

1) ფუნქციათა 1 სიმრავლე უნდა იყოს თანაბრად შე- 
მოსაზღერული, ე. ი. ყველა V()CM ფუნქციებისათვის უნ- 
და შესრულებული იყოს უტოლობა 

' 

1 1 = 

| ( იი74)” <0 
ხ 

სადაც 0 მუდზივია; 

2) ნებისზიერი §>90 რიცხვისათვის უნდა არსებობდეს 

ისეთი ს#>0 რიცხვი, რომ M სიზრავლის ყველა ფუნქციისა- 

თვის, როცა |ბი<ს, გვქონდეს უტოლობა 
1 

I 1 7» 
! I(დ((+ა/)–%()” “I <5, 
0 

) ვთქვათ, ყველა დ(/1=0, როცა 7C(0,1I. განვიხილოთ სტეკლოგის ფუნ- 
ცია 

(4-#. 
და(I)=–-–– ==) დ(ჯ)ი”. 

(“ს 

როგორც წინა თეორემაში დავრწმუნდით, ყოველი ფიქსირებული 

რიცხვისათვის X, სიმრავლე, როზლის ელემენტებია დკ (I) ფუნქციები, კომ- 

პაქტურია L, სივრცეში # მაჩვენებლით საშუალო კრებადობის აზრით. 

ავიღოთ ცხადი უტოლობა 

1 L+. | 1. (+. 1 
_– ლ! –-–––_ «(-აIწძვ |” | > IVი«<|-,> (14თ I”, 

ჯ(–4 ,(–/ 

რომელშიც დ0) ფუნქციის ნაცვლად შევიტანოთ «(0 – «() იაო გეექნება 
II 1-+L 

(++-I 'თი-თი4 < <|--- || («ი – 9)” 
2. 

(ს 
  

თუ ვითვალისწინებთ, რომ



(+ 
1 · –- (Vთ--ჯ0I06=%(0–#» (0, 
2 

(–. 

ინა ოლობიდან, როცა მას # ხარისხად ავამაღლებთ, მივიღებთ: უტოლობიდ ც ჯ დ ავაძაღლე 

(+. 
2 1 წ 

| დ(I) – თს (0) /დ––– |I90–%01 ძა. 
2. , 

– 

აქედან, +=1-+4"/ ჩასმით, გვექნება 

1 
| დ(I)–– და (7) 7< 2 

(3 

  

ს 

წი –%/+აი I'ძ(ბი, 
-ს 

საიდანაც L ცვლადით ინტეგრების შედეგად, მივიღებთ 
1 ს 1 

1 ს ' |I40-–9%60IM<-;-| «ბი | CVC+ა0-–%თ; #. 
0 - ზ 

ახლა გამოვიყენოთ თეორემის მეორე პირობა, გვექნება შეფასება: 

1 : 

(| Iდ(/) –– დე (I) I”რ, | "ლა, 

ს 

ამ უტოლობიდან ვრწმუნდებით, რომ ნებისმიერი C(I) C # ფუნქციისათვის 
არსებობს დ, (,)) ფუნქცია, რომელიც ეკუთვნის XI =C//(0,1) სიმრავლეს და, 

რომელიც დ(/) ფუნქციისაგან დაშორებულია ნებისმიერ 6 რიცხვზე ნაკლები 

მანძილით. როგორც ვიცით, ამ პირობებში, ფუნქციათა XI ოჯახი კომპაქ- 

ტურია. 

სიმრავლის კომპაქტურობის პირობა C სივრცეში. განვიხილოთ ფუნქ- 

ციონალური სივრცე, რომლის ელეზენტი X ვუწოდოთ (ი,V| სეგმენტზე ისეთ დC,(I) 

უწყვეტი ფუნქციების მიმდევრობას: X=(Cთ,(),-..,დ„(/),...), რომლებიც თანაბ- 
რად შემოსაზღვრულია რაიმე # რიცხვით: |დ/(/) | <-#. შემდეგში დ,(/) ფუნქცი- 

ებს ვუწოდოთ ჯ ელემენტის კოორდინატები. 

ყველა X ელემენტის სიმრავლეს უწოდებენ C>X სივრცეს, რომელშიც 
მანძილი XL) =(ჯ,1) (CI),.,.,დას?I),...), XI2)=(დ,!2XI),...,დ,,%#0),...) CC" ელემენ- 

ტებს შორის განსახღვრულია შემდეგი ტოლობით: 

ჩ(XI1),X(8)) = 1 10X | დ,I'#7) –– დ;(?X/) |. 
– ი=<<ხ 

ამ ფორმულით განსაზღვრული მანძილი, როგორც ადვილი შესამჩნევია, 
დააკმაყოფილებს მეტრიკის ყველა აქსიომას. ამასთანავე C= სრული სივრცეა. 

თეორემა 1.44. M#C029 სიმრავლის კომპაქტურობისათვის 

საკმარისია, რომ მისი ელემენტების #-ური კოორდინატე- 

ბის სიმრავლე, ნებისმიერი Xჯ ნიშნაკისათვის, კომპაქტეუ- 
რი იყოს, ' ' 
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მართლაც, ნებისმიერი 52>0 რიცხვისათვის, შეგვიძლია იმდენად დიდი 

ნატურალური V რიცხვი ავიღოთ, როზ შესრულდეს უტოლობა 

CC 

1 
(ა, 7 + 

(--M 

  

ახლა განვიხილოთ (0 == სივრცის იმ X# ელემენტების MX» სიმრავლე, 

რომელთა ყველა კოორდინატი, M ნიშნაკიდან დაწყებული, ნულის ტოლია: 

XX =(%1(/),..-,დX 0/),9,...,0,...). 

ვინაიდან, თეორემის პირობის ძალით, C% სივრცის ყველა ელემენტის 

L-ური კოორდინატების სიმრავლე კომპაქტურია, ამიტომ 2I» კომპაქტური 

სიმრავლეა C% სივრცეში. შევაფასოთ X=(§,(/),.-./CდM(/),დX. 1I(/),---) C M და 

XV =(დC,(I),...<V (#),0,...,9,...) C M/ ელემენტებს შორის მანძილი. გვაქვს: 

CC ლია 

1 1 
0(X,Xჯ») = ) 2 ”IიXI დ; (I) | =: # ) “2 <8 

(–-V I=:7 

  

როგორც ვხედავთ, როგორიც უნდა იყოს 6>0 რიცხვი MCC” სიმრავლი- 
სათვის არსებობს ისეთი კომპაქტური MM სიმრავლე, რომ მანძილი ნებისმი- 

ერი XC M ელემენტიდან X„ყ C Mჯ”» ელემენტამდე აკმაყოფილებს ი(X,,XM)<5 

უტოლობას. ამის გამო XI კომპაქტური სიმრავლეა და თეორემა დამტკიცე- 
ია. 

მღ თითქმის პერიოდულ ფუნქციათა სიმრავლის კომპაქტურობის პირობები. 

გთქვათ, ჯ ნამდვილი „ცვლადია, რომელიც მთელ რიცხვით წრფეზე იცვლება: 

–თ<1<+C%,. განვიხილოთ ყველა იმ XV) ფუნქციების M >» სიმრავლე, რომ- 

ლებიც შემოსაზღვრულია (–=,+C2) ინტერვალზე. მანძილი X,(I), X,(I) C #I » 

ელემენტებს შორის განვსაზღვროთ ტოლობით: 

0(X,, X,)==+Mჩ ! X, –- X |. 
–თდC<(1(<29 

ასე განსაზღვრული მანძილი აკმაყოფილებს მეტრიკის ყვილა აქსიომას და ამ 

მეტრიკის მიმართ MI. სრული სივრცეა. 
შემოვიღოთ თითქმის პერიოდული ფუნქციის განსაზღვრა. იტყვიან, რომ 

XC) ფუნქცია თითქმის პერიოდულია (– =,C) ინტერვალზე, თუ იგი ამ ინ- 

ტერვალზე უწყვეტია და ყოველი 6>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი უ= 
=%V(2ე) რიცხვი, რომ ნებისმიერი (X,Xჯ+»უ) ინტერვალი შეიცავს ისეთ ერთ 
თ=თ(ბ) რიცხვს მაინც, რომლისთვისაც შესრულდება უტოლობა: 

IX(C( +929) – XV) I <6, –-თ<12<4+Cთ,. 

ძ რიცხვს ეწოდება X(/) ფუნქციის 6-პერიოდი. ცხადია, თითქმის პერიოდულ 
ფუნქციების სიმრავლე ეკუთვნის M. სივრცეს. 

თეორემა 1.45. იმისათვის რომ თითქმის პერიოდულ ფუნ- 
ქციათა M სიმრავლე კომპაქტური იყოს, აუცილებელი და 
საკმარისია შემდეგი ორი პირობა: 

)) ფუნქციათა V# ოჯახი თანაბრად შემოსაზღვრული 

და ერთობლივ უწყვეტი უნდა იყოს (--თ,+თ) ინტერ- 
ვალზე, 
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2) ნებისზიერი §>0 რიცხვისათვის უნდა არსებობდეს 
ისეთი უ=»7() რიცხვი, რომ ყოველი (ი, ი-LიაC(–- :9,+ ა) ინ- 
ტერვალი შეიცავდეს თი რიცხვს, რომელიც §-პერიოდი იქ- 

ნება ყველა XI) 6M# ფუნქციისათვის. 
დავამტკიცოთ ჯერ პირობების აუცილებლობა, ეინაიდან თითქმის პე- 

რიოდულ ფუნქციათა ოჯახი თანაბრად შემოსაზღვრული და ერთობლივ უწყ- 

ვეტია მთელ (– 205, + ი) ინტერვალზე, აზიტომ 1) პირობის აუცილებლობის 
დამტკიცება მოითხოვს მხოლოდ ანალოგიური პირობების აუცილებლობის 
დამტკიცების განმეორებას არცელას თეორემაში. დ 

: ვუჩვენოთ 2) პირობის აუცილებლობა. ვინაიდან MI სიმრავლე კომპაქ- 

ტურია, ამიტომ, ერთის მხრივ, არსებობს - ქსელი X,(/),...,X„,') C M. ეს 

„იმას ნიშნავს, რომ ნებისმიერი XVI) < M/ ელემენტისათვის არსებობს ქსელის 
ისეთი ერთი X;(I) ელემენტი მაინც, რომ 

6 
X, X)<;:) 0(X, X0 <კ 

საიდანაც ნებისმიერი ( C(–-25,+ 2) წერტილისათვის გვაქვს 

IX) -X0I< · (1.107) 

მეორე მხრი,ე ბორის თეორემის ძალით, როცა თითქმის პერიოდულ ფუნქ- 

ციათა სიმრავლე სასრულია, მაშინ არსებობს ისეთი უ»>0 რიცხვი, რომ ყო- 

ველი (ი, ი«+»უ)C(--ლ5,+ 20) ინტერვალი შეიცავს თ რიცხვს, რომელიც ყვე- 

ლა X,(I),.-.X,(,) ფუნქციისათვის წარმოადგენს = პერიოდს: 

IM0+თ –X(01<-- (1=1,...,M). (1.108) 

ახლა, თუ გავითვალისწინებთ (1.107) და (1.108) უტოლობებს, გვექნება 

IXI-+თ)––X(7) | დ. | XV+თ)––X,(I(+- თ) | + | X(/ +2)– XC) |+ | XX) ––XC#) |< 6. 
აქედან ჩანს, რომ თ რიცხვი არის ნებისმიერი X(/) C M ელემენტის §-პერიო- 
დი და 2) პირობის აუცილებლობის დამტკიცება დამთავრებულია. 

გადავიდეთ პირობების საკმარისობის დამტკიცებაზე. ამისათვის ვიგუ- 
ლისხზოთ, რომ 1) და 2) პირობები შესრულებულია. უნდა დავამტკიცოთ, 
რომ M კომპაქტური სიმრავლეა, 

ავიღოთ ნებისმიერი 6>მ რიცხვი. არსებობს ისეთი უ=7/(ნ) რიცხვი, 
რომ ყოველი უ სიგრძის ინტერვალი შეიცავს ყველა X(/)C VI ფუნქციისათ- 
ვის საერთო 6-პერიოდს. __ 

ავაგოთ X(IXC M ფუნქციის დახმარებით »(() ფუნქცია: 

XCV)=XC), როცა –ო<1C7, 
_ ოი </ <(M+1)», =1,2,3,... 
XV)=X((-–თ,), როცა | ––ე__იი 

სადაც თ. არის ყველა X(/)C # ფუნქციის §-პერიოდი ლ 0.-+ 1») ინტერ- 
ვალში. _ ' 

აღვნიშნოთ ყველა X(/) ფუნქციის სიმრავლე #/; -ით. ცხადია, რომ ფუნ- 
ქციათა Mა ოჯახი |-ჟუ,ი) სეგმენტზე თანაბრად შემოსაზღვრული და ერ- 
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თობლივ უწყვეტია და, ამიტომ, ამ სეგმენტზე იგი კომპაქტურია თანაბარი 
კრებადობის აზრით. X(/) ფუნქციების განსაზღვრის ძალით, ვინაიდან ! -- 

–თფC(-უ, ამიტომ ყოველი თანაბრად კრებადი (X(/)) მიმდევრობა, (–-»,»| 
სეგმენტზე თანაბრაღ კრებადი იქნება რიცხვით წრფეზე, სადაც XV) C M§%. 
ამის გამო, რიცხვით წრფეზე XM/. სიმრავლე კომპექტურია თანაბარი კრება- 
დობის აზრით, ამასთანავე X(/) ფუნქციის განსაზღვრის ძალით 

XC)-–X(/1=0, როცა /| C L--თ,უI 

1%0<1 > CILI+ 1), #=1,2... 

19)<1<(I-+ 1)ი, #-=--2,--3,, 

ვინაიდან თ, არის X(/) ფუნქციის 6-პერიოდი, ამიტომ ნებისმიერი / C C. ათ) 
წერტილისათვის გვექნება ' 

X(/)--X(/):= XI) –X(I -თ,), როცა | 

|IXC)-–X(0)1 <5, 
საიდანაც გამომდინარეობს უტოლობა: (6(X, X)<6. მაშასადამე, #/- არის M 

სიმრავლის კომპაქტური :-ქსელი და ამიტომ ფუნქციათა XI ოჯახი კომპაქ- 
ტურია. აზით თეორემა დაზტკიცებულია. 

სიმრავლის კომპაქტურობის პარობები |, სივრცეში. ვთქვათ, #IC/, 
რაიზე სიმრავლეა. მოვიყვანოთ აუცილებელი და საკმარისი პირობები #MI სიმ- 

რავლის კომპაქტურობისა 7, სივოცეში, 

თეორემა 1.46, /„ სივრცის ელემენტების რაიმე M სიმრავ- 

ლის კომპაქტურობისათვის აუცილებელი და საკმარისია, 

რომ შესრულებული იყოს შემდეგი პირობები: 
1) უნდა არსებობდეს ისეთი დადებითი # მუდმივი, სა- 

ერთო ყველა “ო რნიიიბიი აC01I ელემენტისათვის, რომ 

+) IXII”< (2; (1.109) 
#=1 

2) ნებისმიერი 2>0 რიცხვისათვის უნდა არსებობდეს 

ისეთი ნატურალური M=IMV() რიცხვი, რომ ყველა ჯ=(XI.-ს 

Xჯ„ა.·1CM ელემენტისათვის შესრულებული იყოს პირობა: 

·6ი 

სლ (1.110) 
(== "V 

გთქვათ, ML სიმრავლე კომპაქტურია. მაშინ, როგორც ვიცით, იგი შე- 

მოსაზღვრულია, ე. ი. არსებობს ისეთი # ოიცხეი, საერთო ყველა X=(XI,) C M 
ელემენტისათვის, რომ 

იX6,,)– ( LX," 7 CI, ! 2, 
სადაც 0,, არის |, სივრცის ნულოვანი ელემენტი. ამით (1,109) პირობის 
აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ ახლა (1.110) პირობის აუცილებლობა. ვინაიდან # კომ- 
პაქტურია, ამიტომ არსებობს ელემენტების ისეთი სასრული სა"=<სა= 

|= 

ყი



=0%)”. „მიმდევრობა, სადა) XC ს, რომ ნებისმიერი X=(XI) C XI ელემენ · 

ტისათვის და ნებისმიერი § >0 რიცხვისათვის შესრულდება (§(X,XC))<. > უტო- 

ლობა, სადაც ჯა გარკვეული ელემენტია (ჯ,=1,2,...,/,). სხვანაირად, გვექნება 

ედ 

დხ გნ 

უა <= +), (1,111) 
ენ 

L-.L 

გარდა ამისა როადგანაც (XIX მიმდევოობა სასრულია, ამიტომ ყველა 
=! 

მისი ელემენტისათვის არსებებს ისეთი ნატურალური V = V(§) რიცხვი, რომ 
ადგილი ექნება უტოლობას: 

თ 

ი 

„ა? .5 
IX-I)მს| <-– (1=1,...ე). (1.112) 

(=> 2 

ახლა კი მინკოვსკის უტოლობის გამოყენებით გვექნება 

2 I CC ' «ე , ი იამ – აი 
(3 (XI )/<(0 ' M-ირ) )”+(ა რ) , 
L-M L=”"V ჩნ. -.M 

საიდანაც (1.111) დბ (1.112) უტოლობების ძალით, მივიღებთ ·(1.110) უტო- 
ლობას. 

გადავიდეთ პირობების საკმარისობის დამტკიცებაზე. 

საჭიროა დავამტკიცოთ, რომ როცა შესრულებულია 1) და 2) პირობე- 
ბი, მაშინ M სიმრავლე კომპაქტურია. ვთქვათ, X=(Xე C M ნებისმიერი ელე- 

მენტია. აღვნიშნოთ X,კ - ით ელემენტი, როზლის პირველი M კოორდინატი 

იქნება X ელემენტის პირველი V კოორდინატი, ხოლო ყველა დანარჩენი 

კოორდინატი უდრის ნულს: X; = (X,...,XV ,0,0,...). ყველა XV) სახის ელე- 

მენტის სიმრავლე აღენიშნოთ M-ით. მაშინ, თანახმად (1.110) პირობი- 

სა, ნებისმიერი 6>0 რიცხვისათვის და XC M ელემენტისათვის გვაქეს 

0(X,X)ლ6. ეს იმას ნიშნავს, რომ VI სიმრაკლე წარმოადგენს M სიმ- 

რავლის C-ქსელს. 
ავიღოთ ახლა ნებისმიერი IX) 2 | IXVშძს=(60, წე, ..., MI, 0, 

0...)I, _,= Mყა მიმდევრობა. თანახმად (1.110) პირობისა, გვაქვს | X,/9|<M# 

(1=1,..'M). ამის გამო, (XI) მიზდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ ისეთი 

III, ქვემიმდევრობა, რომლის ელემენტების პირველ MV ადგილზე მყო- 

ფი კოორდინატები კრებადია სასრული ზღერებისაკენ, ხოლო დანარჩენი კო- 

I > თ 

ორდინატები კი ნულებია. ვთქვათ, 1)00XV: 01 =X%კ". ცხადია, X)%იCI,. ჩვენ 

ვხედავთ, რომ MI სიზრავლის ელემენტების ყოველი უსასრულო მიმდევრო- 

ბიდან შეიძლება გამოვყოთ #, სივრცის ელემენტისაკენ კრებადი ქვეემიმდევ- 

რობა, ამგვარად, Mჯ კომპაქტური სიმრავლეა. მაშასადამე, კომპაქტური იჭჟ- 
ნება თვით M სიმრავლეც და თეორემა დამტკიცებულია, 
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ს 20. სიმრავლის კომპაჟტურობის %ოგიერთი გამოყენება 

მათემატიკური ანალიზის კურსიდან ცნობილია, რომ უწყვეტი ფუნქცი- 

ის თვისებების შესწავლაში არსებითი მნიშვნელობა აქვს ფუნქციის განსაზღ- 

ვრის არის აგებულებას. ასე მაგალითად, როცა ფუნქცია უწყვეტია (|ი,ხ| სეგ- 

მენტზე, მაშინ იგი ამ სეგმენტზე უსათუოდ შემოსაზღვრულია და მიაღწევს 

თავის ზუსტ ზედა და ზუსტ ქვედა საზღგრებს. ამ და მსგავსი დებულებების 

დამტკიცებაში გამოიყენება |ი,ნ|) სეგმენტის კომპაქტურობა. 

სეგმენტზე განსაზღვრული უწყვეტი ფუნქციის თვისებების ერთი ნაწი- 

ლი შეიძლება გავავრცელოთ უწყვეტ ფუნქციონალზეც, თუ ეს უკანასკნელი 
განსაზღერულია მეტრული სივრცის კომპაქტურ სიმრავლეზე. 

ქვევით ჩვენ შევეხებით ფუნქციონალის ზოგიერთ ასეთ თვისებას. ჯერ 

შევჩერდეთ რამდენიმე მნიშვნელოვან განსაზღვრაზე. 

ვთქვათ, 8 =(X,0) მოცემული აბსტრაქტული მეტრული სივრცეა, /(X) 

იყოს ამ სივრცეზე განსახღვრული ფუნქციონალი, ავიღოთ # სიმრავლის რა- 

იმე X წერტილი, როგორც “ვიცით, თუ მოცემული 6>0 რიცხვისათვის 

შეიძლება მოიძებნოს ისეთი მ>ი რიცხვი,ი როზ შესრულებული იყოს 

ი”(/ X)./(X-)) <5 უტოლობა ყველა XC 6 ელემენტისათვის, როცა ი(X,X,)<-, 

მაშინ /() ფუნქციონალი უწყვეტია X# წერტილში, აქ 0 აღ- 
ნიშნავს მეტრიკას ნამდვილ რიცხვთა #1, სივრცეში. სხვანაირად, /(X) ფუნქ- 

ციონალი უწყვეტია #, წერტილში, თუ ნებისმიერი (#L,Cს მიმდევრობისათ- 

ვის, რომელიც კრებადია ჯე წერტილისაკენ, გვექნება 1(Cიი” ( /(X)./CC) )=9 
0–>290 

#VC) ფუნქციონალს, რომელიც უწყვეტია 8 სივრცის ყოველ წერტილში, 
ეწოდება უწყვეტი ფუნქციონალი # სივრცეში. 

ავიღოთ ღია 5(X,),60)C ს სფერო X) C ს ცენტრით და § რადიუსით. /(X) 

ფუნქციონალისზედა ზღვარი ჯ წერტილში ეუწოდოთ გამოსახულებას 

/თა სი §VM /(X) , (1.113) 
8-+0L XC 5(«ა,5) . 

სრულიად ასევე, /(#) ფუნქციონალის ქვედა ზღვარს Xჯწერ- 
ტილშზში უწოდებენ გამოსახულებას: 

#(X-ა)=1I0ი| #V/ /(X) , 1.114 
- ათი XC 5(Xი.5) | ' ) 

შევნიშნოთ, რომ როცა § რიცხვი კლებულობს, მაშინ «V#/(X) არ იზრ- 

' X C 5(Xა,5) 
დება, ხოლო 1#/ /(X) არ მცირდება, აზიტომ (1.113) და (1.114) ზღვრები 

XC MX) 

არსებობს. ცხადია, 

CM) </ (6) <7). 
თუ # სივრცის X, წერტილში ადგილი აქვს #(Xა) == /(Xე) ტოლობას, მაშინ 
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#/თ) ზემოდან უწყვეტი ფუნქციონალი ეწოდება Xჯ წერტილში, ხოლო 

თუ _/(X-)=/(X, მაშინ /(X) ქვემოდან უწყვეტი ფუნქციონალი Xე 
წერტილში. 

ფუნქციონალის ზედა და ქვედა ზღვრების საშუალებით განისაზღვრება 

ფუნქციონალის რხევა წერტილზე. სახელდობრ, სხეაობას 

თ /(X,)= /(X)) --/(Xა) 
უწოდებენ /(X) ფუნქციონალის რხევას »Xა წერტილში, 

თუ ფუნქციონალის რხევა =/(X))=90, მაშინ /() უწყვეტია 
ჩX წერტილში, 

სამართლიანია შებრუნებული დებულებაც: თუ /(X) უწყვეტია ჯა წერტ- 
ილში, მაშინ მისი რხევა ამ წერტილში ნულის ტოლია. · 

აღვნიშნოთ /() სინბოლოთი /(X) ფუნქციონალის მნიწვნელობათა სიმ- 

რავლე, როცა Xჯ ელემენტი გაირბენს სივრცის წერტილებს. თუ სიმრავლე 

#(6) შემოსაზღვრულია, მაშინ /(X) ფუნქციონალი შემოსაზღვრულია 
# სივრცეზე. პირიქით, თუ ფუნქციონალი #(X) შემოსაზღვრულია # სივრ- 

ცეზე, მაშინ ნამდვილ რიცხვთა /(წ) სიმრავლე შემოსაზღვრულია. 

ვთქვათ, /(#) სიმრავლის ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვედა საზღვრები შე- 
საბამისად არის ს, და I. ამ რიცხვებს ჰქვია შესაბამისად /(X) ფუნქციონა- 
ლის ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვედა საზღვრები 6 სივრცეში. შესაძლოა არ- 

სებობდეს ისეთი XX, C ს ელემენტი, რომ /(Xე)=L.,, მაშინ იტყვიან, რომ ფუნ- 
ქციონალი /(X) აღწევს თაგის ზუსტ ზედა საზღვარს # სივრცეზე. ასევე, თუ 

არსებობს ისეთი ელემენტი »Xე C ს, რომ /(X,)=IL, მაშინ /(X) აღწევს თავის 
ზუსტ ქვედა საზღვარს სივრცეზე. 

შესაძლოა /(X) ფუნქციონალი უწყვეტი იყოს #L სივრცეში, მაგრამ მან 
” ვერ მიაღწიოს თავის ზუსტ ზედა ან ზუსტ ქვედა სახღვარს. 

ს უვ სხვაობას ეწოდება /(X) ფუნქციონალის რხევა # სივრცეში. აღ- 
ვგნიშნოთ /()) ფუნქციონალის რხევა 8 სივრცეში თ/(X) სიმბოლოთი. თუ 
#() შემოსაზღვრული არ არის L სივრცეში, მაშინ Cთ/(X)= იი. ცხადია 
აგრეთვე, რომ თ/(X)>9. ' 

ვთქვათ, (X,IC არის X”C ს ელემენტისაკენ კრებადი მიმდევრობა: 

11000(X„,X-) = 0. თუ /(X) ფუნქციონალი ისეთია, რომ 
#-–+% 

1I7ი /(CX,)< /(X-9), ' 
ს– თ 

მაშინ /(X) ფუნქციონალს ზემოდან ნახევრად უწყვეტი ეწოდება X” წერტილ- 

ზე, ანალოგიურად არის განსახღგრული ფუნქციონალის ნახევრად უწყვეტობა 

წერტილზე ქვემოდან. 
თუ /(X) ფუნქციონალი ნახევრად უწყვეტია ზემოდან წ სივრცის ყოველ 

წერტილზე, მაშინ /(#) ფუნქციონალს ეწოდება ნახევრად უწყვეტი 

ზემოდან # სივრცეში. ანალოგიურად, /(X) ფუნქციონალს ეწოდება ნა- 

ხევრად უწყვეტი ქვემოდან X სივრცეში, თუ იგი ნახევრად უწყვე- 
ტია ქვემოდან # სივრცის ყოველ წერტილში, 
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თეორემა 1.47, თუ 8 კომპაქტია, მაშინ მასზე განსაზღვ- 

რული ყოველი უწყვეტი /() ფუნქციონალი ზემოდან და 
ქვემოდან მემოსაზღერულია. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, მაგალითად, /(X) ფუნქციონალი არ 

არის ზემოდან შემოსაზღვრული, მაშინ, არსებობს ელემენტების ისეთი უსას- 
რულო სX,)CLდ მიმდევრობა, რომ |(/(X,)) მიმდევრობა უსასრულოდ ზრდადი 

იქნება. ვინაიდან სივრცე კომპაქტია, ამიტომ (X,) მიმდევრობა შეიცავს 

კრებად (LX„,) ქვემიმდევრობას. ვთქვათ, X” C 8 ამ ქვემიმდევრობის ზღვარითი 

ელემენტია: 11Iიი(X,,.X-)=0. რადგან /(X) უწყვეტი ფუნქციონალია, ამიტომ 
Iს > 29 

ერთის მხრივ, ნებისმიერი :>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი სფერული 

#M(X-,6) მიდამო, რომელშიც /(X) ფუნქციონალის მნიშვნელობანი /#(X?) რიცხ- 

გისაგან §-ზე ნაკლები სიდიდით განსხვავდება, სხვანაირად, როგორიც უნდა 

იყოს X” C %(X-,2), XI 5 X%# ელემენტი ადგილი ექნება /(X) < /(X7ჰ) 4-3 უტოლო- 

ბას. ეს იმას ნიშნავს, რომ /(X) ფუნქციონალი § (X”,6) სფეროში შემოსაზღ- 
ვრულია, მაგრამ, მეორეს მხრივ, ცხადია, 5(+”,660) სფეროში მოხედება IX.) 
მიმდევრობის ელემენტების უსასრულო სიმრავლე, ჩვენი დაშვების თანახმად, 
ამ ელემენტებზე /(X) ფუნქციონალი მიიღებს ნებისმიერად დიდ მნიშვნელო- 
ბებს. · 

ამრიგად, დაშვებას, რომ /I(ს) არ არის შემოსაზღვრული ზემოდან, მივ- 
ყავართ წინააღმდეგობამდე. . 

ასევე დამტკიცდება /: კომპაქტზე /(წ) ფუნქციონალის შემოსაზღვრუ- 
ლობა ქვევიდან. 

თეორემა 1.45.  კომპაქტზე უწყვეტი /(X) ფუნქციონალი 

უსათუოდ მიაღწევს თავის ზუსტ ქვედა და ზუსტ ზედა საზ- 

ღვარს. 

_ საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ /(X) მიაღწევს თავის ზუსტ ქვედა საზ- 
ღვარს, ანალოგიურად დამტკიცდება თეორემის შეორე ნახევარი. 

ვთქვათ, ს არის /(X) ფუნქციონალის ზუსტი ქვედა საზღვარი I კომ- 

პაქტზე. მაშინ არსებობს ელემენტების ისეთი (XC მიმდევრობა, რომ ად- 

გილი ექნება შემდეგ უტოლობას; 
1 

<5 / XV და4––. 

გამოვყოთ ახლა (V,) მიმდევრობიდან კრებადი MM) ქვემიმდევრობა, რომლის 

ზღვარითი ელემენტი იყოს »'. ასეთი კრებადი ქვემიმდევრობის გამოყოფა 
შესაძლოა, ვინაიდან ყოველი X, ეკუთვნის ნ კომპაქტს. ჩვენი ფუნქციონა- 
ლის უწყვეტობის ძალით;, გვაქვს: II /(M,,)= / (X%). მაგრამ იმის გამო, რომ 

Mს- 9 

> 1 
IL <- /(X„)<=IL+––, 

”L 

გვექნება 
ოი/ (ე = IL, 

”წხ-.= 

თეორემაც დამტკიცებულია 

შენიშვნა. როგორც ზევით აღვნიშნეთ, ფუნქციონალის უწყვეტობა 
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და შემოსაზღვრულობა საკმარისი არ არის იმისათვის, რომ იგი თავის გან- 

საზღერის სიმრავლეზე აღწევდეს თავის ზუსტ ქვედა და ზუსტ ზედა საზღე- 

რებს. უწყვეტი /(») ფუნქციონალი, რომ აღწევდეს თავის ზუსტ ქვედა და 
ზუსტ ზედა საზღვრებს, საკმარისია მისი განსაზღვრის სიზრავლე იყოს კომ- 

პაქტი. ნათქვამის დასადასტურებლად განვიხილოთ (|0,1| სეგმენტზე, ყველა იმ 

XVI) უწყვეტ ფუნქციის II სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს: 
X(0)=0, X(1)=1, »მXIVX(/) <1, M სიმრავლე შემოსაზღვრული და ჩაკეტილია 

0<1=<1 

მაგრამ არ არის კომპაქტური. განვგსახღვროთ MI სიმოავლეზე ფუნქციონალი 

1 

#00= I XI(/)ი”. 
0 

ამ ფუნქციონალის ზუსტი ქვედა საზღვარია 0. მართლაც, ავიღოთ X(I)= 

=1C M, სადაც #-ნატურალური რიცხვია, გვექნება 

  X)= · 
#>) 2-1 

აქედან ჩანს, ერთის მხრივ, რომ /(X) შეიძლება ნებისმიერად მცირე გავხა- 
დოთ. მეორე მხრივ, #- სიმრავლის ნებისმიერი XV) ელემენტისათვის გვაქვს 

#(X)>0. ამიტომ /(X) ფუნქციონალი თავის ზუსტ ქვედა საზღვარს ვერ მი- 

აღწევს. : 
' ამ მაგალითიდან მკაფიოდ ჩანს ის სიძნელე, რომელიც ხშირად იჩენს 

თავს ვარიაციათა აღრიცხვის ამოცანებში ფუნქციონალის მინიმალური წი- 

რის არსებობის დამტკიცების დროს. როგორც ვიცით, ვაიერშტრასის თეო- 

რემის ძალით, V-ცელადზე დამოკიდებული უწყვეტი ფუნქცია ჩაკეტილ #»- 
განზომილებიან სფეროში თავის ზუსტ ზედა და ზუსტ ქვედა საზღვრებს უს- 

ათუოდ მიაღწევს. როცა #-განხომილებიანი სივრციდან გადავდივართ უსას- 

რულო განზომილებიან მეტრულ სივრცეზე და გვსურს მის რაიმე შემოსაზღვ- 

რულ და ჩაკეტილ სიმრავლეში (მაგალითად, ჩაკეტილ სფეროში სასრული 
რადიუსით) დავასაბუთოდ ისეთი ელემენტის არსებობა, რომელიც გარკვეულ 

უწყვეტ ფუნქციონალს მინიმალურ (მაქსიმალურ) მნიშვნელობას ანიჭებს, და- 
მატებით სიძნელეს ვაწყდებით. ეს სიძნელე იმით არის გამოწვეული, რომ 

უსასრულო განზომილებიანი სივრცის შემოსაზღვრული სიმრავლე (კერძოდ 

სფერო სასრული რადიუსით) არაკომპაქტურია. 

თეორემა 1.49, წ კომპაქტზე ქვემოდან ნახევრად უწყვე- 
ტი (თი ფუნქციონალი აღწევს თავის ზუსტ ქვედა საზღ- 
არს, . 

მ ვთქვათ, ს არის I(X) ფუნქციონალის ზუსტი ქვედა საზღვარი და ვგი- 

გულისხმოთ, რომ # სასრულია, ამ შემთხვევაში არსებობს კომპაქტის ელე- 

მენტთა ისეთი (X,) მიმდევრობა, რომ 

#7Cთ) <სL+-- (#=1,2,...). » 

რადგანაც  კომპაქტია, ამიტომ (X,) მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ 
IMM) ქვემიმდევრობა, რომელიც კრებადია ს კომპაქტის გარკვეულ Xა ელე- 

მენტისაკენ, მაშასადამე, ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება 
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ისეთი ნატურალური V რიცხვი, რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

#00 >/თ)- 6, როდესაც L>VV. 
აქედან, თუ გავითვალისწინებთ (წ) უტოლობას, გვექნება 

L+- > /C)-- §, როდესაც >. 
7L 

მაშასადამე, 'M> /(X-)––-8 და, რაკი § ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ 

#>/(Xა). მეორე მხრივ, #</(X-), მაშასადამე, V= /(Xე). 
თუ LI=-თ, მსგავსი მსჯელობით ვაჩვენებთ, რომ არსებობს ისეთი 

X" C ს წერტილი, რომ /(X-)=-- <<, თეორემა დამტკიცებულია. 
ანალოგიურად მტკიცდება, რომ  კომპაქტზე ზემოდან ნახევ- 

რად უწყვეტი #X) ფუნქციონალი აღწევს თავის ზუსტ ზე- 
და საზღვარს, 

§ 21, გამოჟენება კვადრატული ფუნძციონალის მინიმუმის 
გამოკვლევაში 

ავიღოთ ნამდვილ რიცხვთა (0,1) სეგმენტი და განეიხილოთ მასზე გან- 
საზღვრული ისეთი ნამდვილი C(/) ფუნქცია, რომელიც დააკმაყოფილებს პი- 

რობას: 

Iდ(/1)–– დ(#5)| “ I /– ს (1.115) 
სადაც ”!, მუდმივია, ხოლო ?7,,/, C |0,1) ნებისმიერი ორი წერტილია. ყველა 

ასეთი დ(/) ფუნქციის სიმრავლე (საერთო ;/ მუდმივით) აღვნიშნოთ C»„-ით. 

ცხადია, ყოველი დ(/) CC„ ელემენტი არის უწყვეტი ფუნქცია. შემოვიღოთ 
C„ სიმრავლეში ისეთივე მეტრიკა როგორიც C(ი,ხ) სიგრცეში გვქონდა. C„ 
სივრცე ამ მეტრიკით სრულია. მართლაც, ვთქვათ, მიმდევრობა (თჯ(!)) C C, 

თანაბრად კრებადია დ(/) ფუნქციისაკენ. გვექჩება: 

|დ(/,)-– «(6)1=> IVი|და(/,)––და(/ე)| "<7, -–-7ე), 

სადაც 1.1, CI10,1) ნებისმიერი წერტილებია. ამრიგად, C(/) C Cი, ე. ი. C» 

არის სრული სივრცე. ადვილი შესამჩნევია, რომ C„» სივრცე არაკომპაქტუ- 

რია, მართლაც, ავიღოთ, მაგალითად, ფუნქციათა უსასრულო (VILC))=–0» 

მიმდევრობა, სადაც “VM(I)=–17IL+#, II არის (1.115) უტოლობაში შემავალი 
ლიფშიცის მუდმივი (#=1,2,...). ცხადია, რომ (V”MVV)) მიმდევრობიდან შეუძ- 

ლებელია კრებადი ქვემიმდევრობის გამოყოფა. ეს იმას ნიშნავს, რომ C» 
სივრცე არაკომპაქტურია, 

გამოვყოთ C,, სივრციდან ისეთი დ(/) ელემენტების C„ სიმრავლე, რომ- 

ლებიც დააკმაყოფილებენ პირობას 

(0: C<M, 
სადაც M# გარკვეული მუდმივია. ცხადია, Cჯ = CC C(0,1). პილბერტს ეკუთე.. 

ნის შეზდეგი 

თეორემა 1,560 C) სიგრცე კომპაქტია. 

შევნიშნოთ, რომ ყოველი დ(I) C Cჯ ფუნქციის გრაფიკი მოთავსებულია 

# მართკუთხედზი, რომლის წვეროების კოორდინატები იქნება (0, – #), (0,M), 
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(1,M), (1,–M). დავყოთ #7 მართკუთხედის ის გვერდი, რომელიც / ღერძის 
პარალელურია, » თანატოლ ნაწილად, ზოლო ამავე მართკუთხედის ის გვერ- 
დი, რომელიც დ(/) ღერძის პარალელურია, დავყოთ ჯ# თანატოლ ნაწილად, 

სადაც M-ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია და 7; არის _2M რიცხვის მთე- 
”! 

ლი ნაწილი. თუ დაყოფის წერტილებზე / და დ(/) ღერძების პარალელურ 
წრფეებს გავავლებთ, მივიღებთ ? მართკუთხედის დანაწილებას მცირე მართ- 

კუთხედებად, რომელთა რიცხვი იქნება IXII2ძ, 
განვიხილოთ რაიმე C(I) C Cჯ ფუნქცია. ამ ფუნქციის შესაბამ წირზე ავი- 

ღოთ ისეთი ორი 2ჩ(#,.%(,)) და Mე(/.დ(0)) წერტილი, რომლებიც მცირე 

მართკუთხედების ერთსა და იმავე ვერტიკალზე მდებარეობენ, მაშინ გვექნება: 

1 
I –-/”წ)–, 

Mჩ 

2 
Iთ(0)-–«(ჩ.) | <7 I/, – /კდ“” C-2M · 

” I, 

ამ უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ #I, და Mა წერტილები ერთ- 

დროულად, ან ერთ მცირე მართკუთხედს, ან ერთსა და იმავე ვერტიკალში 
მდებარე ორ მოსაზღვრე მართკუთხედს ეკუთვნის. ეს იმას ნიშნავს, რომ დ((/) 
წირს, მცირე მართკუთხედების ყოველ ვერტიკალში, ან ერთ მცირე მართ- 
კუთხედთან, ან ორ მოსაზღვრე მცირე მართკუთხედთან, აქვს საერთო 

წერტილები. ისიც ცხადია რომ ყოველ დ(/)C C) წირს საერთო წერ- 

ტილები აქვს მცირე მართკუთხედების მხოლოდ გარკვეულ სასრულ რაო- 

დენობასთან. ვინაიდან მცირე მართკუთხედების რიცხვი სასრულია, ხოლო 

Cყ უსასრულო სიზრავლეა, ამიტომ ამ უსასრულო სიმრავლეში იარსებებს 

უსასრულო' რაოდენობა წირებისა,ა რომლებსაც ერთსა და იმავე მცირე 

მართკუთხედებთან ექნებათ საერთო წერტილები. აღვნიშნოთ ამ წირების 

სიმრავლე Cა)) სიმბოლოთი: CVI)C CV. ამის შემდეგ გავავლოთ ხელ- 

ახლა კოორდინატთა ღერძების ისეთი პარალელური _ წრფეები, რომ- 
ლებიც წინ ლთ მცირე მართკუთხედების გვერდებს შუაზე გაყოფს. 

თუ გავიმეორებთ მსჯელობას, რომლითაც ზემოთ C» სიმრავლიდან გამოვყავით 

CV) სიმრავლე, დავრწმუნდებით, რომ CიIჯ-დან შესაძლოა გამოვყოთ ისე- 

თი წირების ახალი უსასრულო CMVI?). ქვესიმრავლე, რომლებსაც საერთო წე- 

რტილები ექნებათ ახალი დაყოფის ერთსა და იმავე მართკუთხედებთან. ამ 

წესით CX სიმრავლიდან გამოვყოფთ სიზრავლეთა უსასრულო მიმდევრობას 

(Cა0= 0აუმ= C0=...=050=... 

ავიღოთ ნებისმიერი CI) სიმრავლე. ამ სიმრავლის ყოველ წირს იმ 

მცირე მართკუთხედებთან,„ რომლებიც 7#-ჯერ დაყოფის შედეგად მიიღება, 

აქვს საერთო წერტილები, ვთქვათ, დ,ი), დ, C Cჯ”) ნებისმიერი ორი წირია. 

ვინაიდან Cჯ"” სიმრავლის ყოველ წირს, ნებისმიერ ვერტიკალში, ან ერთ 

მცირე, ან ორ მოსაზღვრე მცირე მართკუთხედთან აქვს საერთო წერტილები 

და # დაყოფის შემდეგ მიღებული მცირე მართკუთხედის ვერტიკალური გვერ- 

2M# ბას: დის სიგრძეა 5: ' ამიტომ ადგილი ექნება შემდეგ შეფასება   
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2M 

21... 

განვიხილოთ ახლა უსასრულო I|C,(/)CCჯ" მიმდევრობა, იმის გამო, 

რომ Cჯ+იC 0ყო, როცა (>0, ამიტომ წინა შეფასების ძალით გეექნება 

2» 
20-ს 

  |დ,01M/)-– დ,იX/)| <. 

  Iჯ-+-(/)– დ,(7)I <-. 

როგორც ჩანს უწყვეტ ფუნქციათა |Cდ,(/)) მიზდევრობა თანაბრად კრებადია 

რაიმე უწყვეტი V«(/) C CV ფუნქციისაკენ. ამრიგად, Cჯ კომპაქტია და ამით 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ავიღოთ მეტრული CI'X0,1) სივრცე, რომლის ელემენტებია |0,1) სეგ- 

მენტზე უწყვეტად წარმოებადი «(/) ფუნქციები. განვიხილოთ კვადრატული 
ფუნქციონალი: 

| 

თ(4) = | (495?+ 8დ'')ძ, (1.1155 ბ · 

სადაც 4= 407), 8=7%7) C C0X6,1), %/)>0, ხოლო ყოველი ჯ(/) C CIII0,1) 
ფუნქცია აკმაყოფილებს პირობას 

1 

| დ%/)ი7=1, (1.116) 
0 

იზ ფუნქციების სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფილებენ (1.116) პირობას, აღვ- 
· ნიშნოთ X სიმბოლოთი, როგორც ცნობილია, (1.115) ფუნქციონალის გამო- 

კვლევაზე მიიკვანება პირობითი ექსტრემუმის შესწავლა შემდეგი ფუნქციო- 
ალისა; 

· ' 
12) = | XC,,დ,თ”4!. 
”' 

სადაც კონკურენციაში მონაწილე წირები უნდა აკმაყოფილებდნენ (1.116) 
პირობას. შევნიშნოთ, რომ იმ «(7) C CIIX0,1) ფუნქციებისათვის რომლებიც 

აკმაყოფილებენ (1.116) პირობას, (1.115) ფუნქციონალი ქვემოდან შემოსაზღ- 
ვრულია. მართლაც, გგაქევს შეფასება , 

1 1 

თდ) >თ)ი4( 1> ფ)ი/+ I, 80)დ'%/)ძ/=>ი!! (1), 
0<-/7>5=1 მ 0 0-7/<:1 

# სიმრავლეზე (1.115) ფუნქციონალის ზუსტი ქვედა საზღვარი აღვნიშნოთ 

ს-თი, დავამტკიცოთ, რომ არსებობს ისეთი C“(/) C # ელემენტი, რომ 4IM(დ )=IL. 
შევჩერდეთ წინასწარ ორი დამხმარე დებულების დამტკიცებაზე. 
ლემა 1. 1. თუ ნამდვილი რიცხვების სასრული (L§,”,ე მიმ- 

დევრობის ელემენტები აკმაყოფილებენ პირობას 

|50+-1:ნ/-ეპ-26|<M% ((=1,..ს #--1), (1.117) 
სადაც #>0 რაიმე რიცხვია, მაშინ ადგილი ექნება უტო- 
ლობას: 
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8-9 _ 5-6 
L+-–-» 

სადაც 0<7<§<#L<7. 

მართლაც, დავწეროთ (1.117) უტოლობა, როცა 1=/+1,/+2,...,§--1 

და შემდეგ ყველა ისინი შევკრიბოთ, მივიღებთ 

0.18)          
  

+-1 

|ნი+6 ,–-20|<M#C-1--1), 
ჯ1=/+L 

საიდანაც გვექნება 

§–-1 

„–>  ” 
(=/+1 

ანუ 
ს +60-(წ-–-ნ-)) (9(4C –)--1). 

თუ ამ უტოლობაში ჟ ნიშნაკს მიმდევრობით მივცემთ /=7, ჯ7+1,...,--1 

მნიშვნელობებს და მიღებულ უტოლობებს შეეკრებთ, მივიღებთ 

Iს ნ, 0-– #„)(6,–-, ,) I(<6ც+---9 · 

გავყოთ ამ უტოლობის ორივე ნაწილი ჯL-7>9 რიცხვზე, გვექნება 

    

  

ხ –-რC-C) < # წ ---1 . 

ჯ-» 

ადგილი აქვს აგრეთვე უტოლობას; 

+ 1. 
  

ნწ დ, _ 5-7 +C, ს-ა <# 

რომელიც წინა უტოლობის ანალოგიურად მიიღება, უკანასკნელი ორი უტო- 

ლობის შეკრებით მივიღებთ (1.118) უტოლობას. 
ლემა 1.5, თუ Cდ(,)CC(0,1) ფუნქცია წერტილთა ნებისმი-, 

'ერი 7,1, /. სამეულისათვის, სადაც 09<-/,<:/()<- <1, აკმაყო- 

ფილებს პირობას 

§(/-)-–%(/,) __ (4) %(ჩ)| – „6-4, (1.119) 
ულუ ულუ 2 

სადაც X დადებითი მუდმივია, მაშინ არსებობს C(,) ფუნქ- 

ციის წარმოებული, რომელიც უწყვეტია (0,1) სეგმენტზე. 
დავუშვათ, რომ რაიმე ?1ე C (0,1) წერტილზე «(/) ფუნქციის წარმოებული 

ან არ არსებობს, ან არსებობს, მაგრამ წყვეტილია. მაშინ არსებობს ისეთი 

2>90 რიცხვი, რომ /ე წერტილის ნებისმიერ ი(I,/ე)<6 მიდამოში მოიძებნება 
(.<#,ე და 1, <<” წერტილები, რომლებისთვისაც შესრულდება უტოლობა 

დ(/;)––დ(I,) _ «(7 )-–დ(/,) 0 ;-7. ი-7. >%. (1.120) 
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თუ ახლა /: წერტილს განვსაზღვრავთ შემდეგი პირობიდან 

45-55, (1.121)   

ხოლო 8 რიცხვს იმდენად მცირეს ავიღებთ, რომ როცა (ი(I/,/))<ბ, ადგილი 

ჰქონდეს უტოლობას 

# § | 
–- ნ(/:))<-–, 1.122 2 ჩ( ი<«X C ) 

მაშინ (1.119) პირობიდან გვექნება 

(20-90 __ დ(/ე)––დ(/ა) <-“ · (1.123) 
ელ” I, 6   

დავწეროთ (1.119) უტოლობა წერტილთა (,, /,, (ე და /,”, /,, /” ორი სამე- 
ულისათგის და ვისარგებლოთ (1.12)), (1.122) და (1.123) ფორმულებით, მი- 

ვიღებთ: 

99097) _ ალუ ი) <>» 

(I, 

30-77) 9 ')-–%(4ა). <> 
1 (7 

ამ ორი უტოლობის შეკრებით მივიღებთ 

დ(/:)-–-თ(/,)__ დ(/, ) 

წე– 7, ჩე –-, 

      

  

(1.124) 
  

ჩვენმა დაშვებამ მიგვიყვანა შეუთავსებელ (1.120), (1.124) ფორმულებზე და 

ლემა დამტკიცებულია. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ არსებობს დX#=Cდ“(I) C 7 წირი, რომელზედაც 

(1.115) ფუნქციონალი აბსოლუტურ მინიმუმს მიაღწევს, ე. ი. შესრულდება 

დთ(C)=), ტოლობა. 
ვთქვათ, დ(/) C #-––ნებისმიერი ელემენტია. დავანაწილოთ |0,1| სეგმენტი 

/#ე=0, (,=#/, (ე: =20/,...,ი 1=(M--1)ბ/, /I=1 წერტილებით ელემენტარულ 
1 

შუალედებად, სადაც #=–., შევაერთოთ (ი. «(/)),·--(/X, დ(/,,)) წერტილე- 

ბი წრფის მონაკვეთებით, მივიღებთ დ=V%(I) წირში ჩახაზულ 0") ტეხილს. ავი- 
ღოთ კვადრატული ფორმა: 

თდC) = თო(დძე, "C(/, )) = 

#”-I 

ა,  4ძაი'ა+ 80ა( 50) დ(I,) )' ბ, (1.125) ჯ ჯ I , 

/=0 

სადაც დ(ე), (0=0,...,/--1), აკმაყოფილებენ პირობას 

#–1 

უთ. (1,126) 
(=0 
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განვიხილოთ დ. ფორმის აბსოლუტური მი5იმუმი # სიმოავლის იმ ელემენ- 

ტებზე, რომლებიც დააკმაყოფილებენ (1.126) პირობას. აღვნიშნოთ ეს მინი- 

მუმი თკ.-ით. შევნიშნოთ, რომ თ" ფორმის აბსოლუტური მინიმუმი (1.126) 

პირობით უდრის =" ფორზის აბსოლუტურ მინიმუმს 
ჯ 

წ ა- 1 
1=0 

პირობით. 
ჯერ დავამტკიცოთ, რომ ადგილი აქვს უტოლობას: 

III/I§M / 0ეL) < 
ი –00 

მართლაც, არსებობს ისეთი დ(/)C» წირი, რომ 

ჯ(I)=M-4+4-+§. 

ვინაიდან <«(/) C CII0,1), ამიტომ #/-ის საკმარისად დადი მნიშვნელობისათვის 
შეგვიძლია დ(/) ფუნქციას მივუახლოვდეთ ისეთი 0) ტეხილით, რომლის წვე- 

როების კოორდინატები იქნება: 

(04/, #(I)), 1=90,1,...,,, სადაც თ(0)=+7(1) და 

  

დთ(9)>1'XჯV,),.-ზ(/„-,)) ·§, (1.127) 

ს ცაბ-1+4 (I§, | <6). (1,128) 

ავიღოთ გარდაქმნა – 
_ # 
«(/,) = ია 

და დავწეროთ თ“) ფორმა და (1.128) პირობა «V,),...,დ(,„ ,) არგუმენტე- 

ბისათვის, გვექნება 

დოდყე,.. ა%(/._ ) )=+ 
  2 M7ნ ე). -%(/.)).>სე''), (1.129) 

#–-1 

2 9 იე" = გალი “9 ე. (1.13თ) 
(=1 

გავითვალისწინოთ (1.127), (1.1290)1 უტოლობანი და შევაფასოთ ქვემოდან 
(1.115%1 ტოლობით განსახღგრული ფუნქციონალის პირობითი / მინიმუმი, 
მიგიღებთ 

M>%(დ)--5 >!" სოდ, 'ს(დ(/,-,)) –2-= 

აა ლოლა --0+5 ადო (ც,.. ” %(--))– 2-> 

1 –= 1 
–1+ა, . მნი) )-- 2:> 11-02. 
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როცა M-> ა. § და :, რიცხვების ნებისმიერობის გამო, აქედან მივიღებთ 

(#=>IIIი17! / დი''). (1.131) 
სკ 

დავწეროთ ახლა დო ფუნქციონალის ექსტრეზუმის აუცილებელი პირო- 

” 

ბა, როცა პ) #0= 1. ეილერ-ლაგრანჟის წესის თანახმად, იმისათვის, რომ 

(=ს 

0 ტეხილი განახორციელებდეს ხსენებულ ექსტრემუმს, აუცილებელია შზეს- 
რულებული იყოს პირობა: 

4(/ა%/0–( შ/ა 98099 ვცე 9%პ220%) > 1 1 ჯრ) =0, 

სადაც 7: მუდმივია და უდრის – დიო) ფორმის უმცირეს საკუთრივ მნიშ- 

ვნელობას: 7,0 = ეს", გამოვიყენოთ „8(/,)=8(/,-,)+ ტ/8(6) გარდაქმნა, სა- 

დაც (-,<2<I,, და წინა განტოლება ახლა ასე ჩავწეროთ 

დ +090) 2900. _ 
4 

ტ/ 

8V) 

საიდანაც ადვილად მივიღებთ 

  

ას-–-““ა”. ნის /#(7,) | 

  

  

(ა) +9(L-)--2«%(,. '(/114/ დ(/,,,)+%(; ,)-–2«((,0) | C4%(/აI/ + 
გ 

+ე5%იე- 7. + (1.132) 

ა 

სადაც 

Iი8X8” ი. 

ძ= = თვა -ბი” = 1<5/<) _ _ 
დაღ 8). ” თI08(/) 

072 

დავწეროთ ეს უტოლობა ; ნიშნაკის 1=X, L+1,...,§ მნიშვნელობებისათვის და 

ყველა მიღებული უტოლობა შევკრიბოთ, გეექნება 

3 დ(I,-) ლა -2-XC0I I «2. IVI/იIბ/ + 
– 

| # 

საე შია დ(/,) , 

ამ უტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი ჯამის შემდგომი გარდაქმნისათვის 

გამოვიყენოთ შვარცის უტოლობა, ხოლო მეორე ჯამის გარდაქმნისათვის ვი- 

სარგებლოთ უტოლობით 
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+ 
ჯ 

ბე 

4(0)დ7%/04ბ!/ + /)(#0+ა-%9001/! 4 )დ%L/ „ა ,M0( - | <IM+1 

რომელსაც, (1.131) შეფასების ძალით, ადგილი აქვს მინიმალური C) ტეხი- 

ლისათვის, როცა ნიშნაკი # საკმარისად დიდია. ადვილი გამოთვლების შემ- 

დეგ, მივიღებთ 

ენი --%(/,-))--2%((0 _ I<, + ხთ (1.133) 
/ "V | (=# 

სადაც 

ი= –- ე 0II++თაჯე 20). 
1)1II,8(/ 

0</7<L 

ახლა ისიც შევნიშნოთ, რომ ადგილი აქვს შეფასებას 

» 
(C- 

> 299 დ)– –() 

ძა 

Cდ(I;,,)+დ(7/;_,)––2«(70) ა 

ტ 

  

  

რომლის დახმარებით (1,133) უტოლობა შემდეგ სახეს მიიღებს: 

დ(V.,)--დ(/) _ %(0+)–%( 
გ ბ/ 

ვინაიდან C«(0)=«%(11=0, როცა (: ნიშნაკი მიიღებს 1, 2,...,/--1 მნიშვნელო- 

ბებს, მაშინ ფარდობა 30) ერთხელ მაინც მიიღებს დადებით მნიშ- 

  

  

ა Iდ+Vი. (1.134) 

ვნელობას და ერთხელ მაინც მიიღებს უარყოფით მნიშვნელობას. ეს კი საკმა- 

რისია იმისათვის, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას: 

დ(/L,,)-–დ(/,) 

ტ! 

დავწეროთ ეს უტოლობა #L=0,1,...7<#-1 მნიშვნელობებისათვის და შემ- 
დეგ ყველა ისინი შევკრიბოთ. ამის შემდეგ ადვილად მივიღებთ 

LIC81 02 (1,136) 
(1.135) და (1.136) უტოლობების დახზარებით ახლა შესაძლოა (1.132) უტო- 
ლობა ასე დავაზუსტოთ: 

” დ(/,,1)+დ(//_,)–-2%(1,) 
ტჯ? 

«0 + ხთ = IL = 00115L. (1.135) 

| <-(ძ-,-ხ)II = #1 =ც60შ2L. 

გამოვიყენოთ 1.1 ლემა, მივიღებთ 

დ(/,)––9(/ე) _ დ(Iს)-–დ(,) 
(6-7)! (ხ–9#ტჯ 

- ჩ– 
=4132 

7 
ტ/. 1.137 რ. ს (1.137) 

  

 



(1.135) და (1.136) უტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ პოლიგონალურ 

ფუნქციათა (C6)(M%X7#)| მიმდევრობა აკმაყოფილებს პილბერტის თეორემის პი- 

რობებს ბრტყელ წირთა ოჯახის კომპაქტურობის შესახებ (იხ. თეორემა 1,42). 

ვთქვათ, (CVMI(/)) არის ამ ოჯახიდან გამოყოფილი თანაბრად კრებადი ქვე- 
მიმდევრობა, რომლის ზღვარითი ფუნქცია იყოს C”“(/): 

11000 0(/)=დ”(7). 
#ც-– % 

დ”(/) ფუნქცია უწყვეტია (0,11 სეგმენტზე და, გარდა ამისა, დ”(0)= დ"(1)=0. 
ამასთანავე, თანახმად (1.137) უტოლობისა, რიცხვთა ნებისმიერი /, <7/ე <7ვე 

სამეულისათვის (0,1| სეგმენტიდან გვაქვს 
დ" (/ე)– დ”(/,) __ დ(/ვ) -დ“(/.) 

(.–?, (7, 
(ჩვ–ს «<4,   

თანახმად 1.2 ლემისა, აქედან გამომდინარეობს, რომ «C”(/) ფუნქციას (0,1| 
სეგმენტზე აქეს უწყვეტი წარმოებული. ადვილი შესამჩნევია, რომ «”(/) აკმა- 
ყოფილებს აგრეთვე (1.116) პირობას. 

ახლა დავრწმუნდეთ, რომ დ“(/) არის სწორედ ის ფუნქცია, რომლის- 
თვისაც დ(დ")=ს. მართლაც, ავაგოთ | V,(/)) მიმდევრობა, სადაც 

= 06) 0 M/ი_ 
“ყ,(/1= V 

და /,<წ<1+24-=7,,. 
IMVIV7)) მიზდევრობა თანაბრად იკრიბება C"” ფუნქციისაკენ, რაც გამო- 

მდინარეობს (1.137) უტოლობიდან. ნათქვამის ძალით შეგვიძლია დავწეროთ: 

! 

Iსთ (04%) = 1(4§5%+ 8დVბ)ი/ = «M%%) 
” - - 26 0 

და ვინაიდან (1.131) უტოლობის ძალით I1IთVX(C)'"') = თკ, ამიტომ «X(C-) -=(0ე=:IL. 
#ს8-+C



თავი IM 

შოპკოლოგიური სჩქრცე ' 

ტოპოლოგია თანამედროვე გეომეტრიის ყველაზე ახალგაზრდა გან მტოე- 

ბაა, მისი იდეური საფუჭვლები ჯერ კიდევ ა. პუანკარეს, მ, ფრეშეს, ფ. რი- 

სის და სხვების შრომებში გვხვდება. ტოპოლოგია ორი ძირითადი მიმართუ- 

ლებით ვითარდებოდა. ეს მიმართულებებია ე. წ. სიმრავლურ-თეორიული ტო- 

პოლოგია და კომბინატორული, ანუ ალგებრული ტოპოლოგია. უკანასკნელი 

რამდენიმე ათეული წლის განმავლობაში პ, ალექსანდროვის, ს. ლევ- 

შეცის, ვიეტორისის, ჩეხისა და სხვათა გამოკვლევებმა შესაძლებელი 

გახადა ამ ორი მიმართულების საგრძნობი დაახლოება. 

ქვევით ჩვენ შევისწავლით სიმრავლურ-თეორიული ტოპოლოგიის მხო- 

ლოდ ზოგიერთ მარტივ საკითხს. 

§ 1, ტოპოლოგიური სივრცის ბანსაზღვრა 

მეტრული სივრცის ზრაგალი განსაზღვრა და დებულება უშუალოდ არ. 

არის დაკავშირებული აზ სივრცის მეტრიკის ცნებასთან, არამედ დაკავშირე- 

ბულია სივრცის წერტილის (ელემენტის) მიდამოს ცნებასთან. წერტილის მი- 

დამოს ცნება კი ისე უნდა იყოს განსაზღვრული, რომ აღებულ სივრცეში მო- 

ვახერხოთ გამოვყოთ ყველა ღია ქვესიზრავლის სისტემა. 

ნებისმიერი ბუნების ელემენტთა X სიმრავლეს ტოპოლოგიური 

სივრცე ეწოდება, თუ მასში გამოყოფილია ქვესიმრავლეები, რომლებსაც 

X სიგრცის ღია სიმრავლეები პქვია, ამასთანავე იგულისხმება, რომ შესრუ- 

ლებულია შემდეგი აქსიომები: 
1) თვით X და ცარიელი სიმრავლე ღია სიმრავლეებია: ! 

2) თუ მოცეზულია ნებისმიერი სისტემა ღია სიზრავლეებისა, მაშინ მათი 
ჯამი ღია სიმრავლეა, ხოლო თუ ღია სიმრავლეთა სისტემა სასრულია, მაშინ 

ამ სიმრავლეთა თანაკვეთაც ღია სიმრავლეა. 

როცა X სივრცის ღია ქვესიმრავლეების სისტემა აკმაყოფილებს 1) და 

2) აქსიომებს, მაშინ იტყვიან, რომ X სივრცეში შემოღებულია ტოპო- 

ლოგია, ' 
ვთქვათ, M არის X სივრცის ნებისმიერი ღია სიმრავლე. X-–-MI სიმრავ- 

ლეს ჩაკეტილი სიმრავლე ეწოდება. 

ტოპოლოგიური სივრცის 1) და 2) აქსიომების ძალით, ვინაიდან ცარი- 
ელი სიმრავლე ღია სიმრავლეა, ამიტომ მისი დამატება X ჩაკეტილია. პირი- 

ქით, რადგანაც X ღია სიმრავლეა, ამიტოზ მისი დამატება, ე. ი. (|)არიელი 

სიმრავლე, ჩაკეტილი სიმრაქელეა, 
როგორც ვიცით, მეტრულ სივრცეში ნებისმიერი რიცხვის ღია სიმრავ- 

ლეთა ჯამი და ნებისმიერი სასრული რიცხვის ღია სიმრავლეთა თანაკვეთა 
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ღია სიმრავლეებია. ამის გამო ყოველი მეტრული სივრცე ტოპოლოგიური 
სივრცე იქნება. 

ტოპოლოგიური სივრცის მეორე მაგალითად შეგვიძლია განვიხილოთ X 
' სიმრავლე, რომელიც მხოლოდ ორი ი და ხ ელემენტისაგან შედგება. ამ 

სივრცის ღია სიმრავლეებად მივიღოთ თვით X სიმრავლე, ცარიელი სიმრაე- 

ლე და სიმრავლე, რომელიც მხოლოდ ერთი « ელემენტისაგა5 შედგება. ცხა- 

დია, მაშინ შესრულებული იქნება 1) და 2) აქსიომები. ამასთანავე, ჩაკეტილი 
სიმრავლეები იქნება თვით X, ცარიელი სიმრავლე და მხოლოდ ერთი ხ ელე- 
მენტისაგან შედგენილი სიმრავლე. 

გთქვათ, X სიმრავლეში ორი სხვადასხვა წესით არის შემოღებული ტო- 
პოლოგია, ამ შემთხვევაში ერთი და იგივე X სიზრავლე წარმოგვიდგება, რო- 

გორც ორი სხვადასხვა, მაგრამ ერთი და იმავე წერტილებისაგან შედგენილი 

ტოპოლოგიური X, და X, სივრცე. აღვნიშნოთ C, და C,.-ით შესაბამისად 
ღია ქვესიმრავლეების სისტემები X, და X, სივრცეებში. თუ C,C0ა) მაშინ 

იტყვიან, რომ X, სივრცის ტოპოლოგია უფრო ძლიერია, ვიდრე X,კ სივრცისა. 
ავიღოთ ტოპოლოგიური X სივრცე და მასში მოთავსებული ყველა ღია 

ქვესიმრავლის C სისტემა. შემოვიღოთ ნებისმიერი X C X წერტილის მიდამოს 

ცნება. დ სისტების ყოველ ღია სიმრავლეს, რომელიც X წერტილს შეიცავს, 
ამ წერტილის მი დამო ეწოდება. 

ვთქვათ, ახლა M#C>X რაიმე სიმრავლეა. XC VI წერტილს ეწოდება #I 

სიმრავლის შიგა წერტილი X ტოპოლოგიური სივრცის მიმართ, თუ არ- 

სებობს X წერტილის ერთი მაინც ისეთი მიდამო, რომელიც VI სიმრავლეს 

ეკუთვნის. ჯ წერტილს ეწოდება M სიმრავლის დაგროვების წერტილი, თუ 

ამ წერტილის ყოველი მიდამო შეიცავს MI სიმრავლის წერტილების უსასრუ- 

ლო სიმრავლეს. 
ტოპოლოგიური X სივრცის M სიმრავლის შეხების წერტილი ისევე განი- 

საზღვრება, როგორც მეტრულ სივრცეში. სახელდობრ, თუ XC X წერტილი 
ისეთია, რომ მისი ყოველი მიდამო M სიმრავლის ერთ წერტილს მაინც შეი- 

ცავს, მაშინ X წერტილს ეწოდება MI სიმრავლის შეხების წერტილი, 

ამ განსაზღვრიდან კერძოდ გამომდინარეობს დაგროვების წერტილის ცნება. 
მართლაცკ, MI სიმრავლის შეხების XC X წერტილი, მაშინ იქნება M სიმრავ- 

ლის დაგროვების წერტილი, როცა X წერტილის ყოველი მიდამო შეიცავს M 
სიმრავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავლეს. MCX სიმრავლის შეხების 

ყველა წერტილის სიმრავლეს ეწოდება MI სიმრავლის ჩაკეტვა ტოპო- 
ლოგიურ X სივრცეში და აღინიშნება M-ით. 

X სიზრავლეს, რომელშიც შემოღებულია სიმრავლის ჩაკეტვის ოპერა- 
ცია, უწოდებენ ზოგად ტოპოლოგიურ სივრცეს. 

შეიძლება იმის დამტკიცება, რომ MC=X სიმრავლის MI ჩაკეტვა X ტო- 
პოლოგიურ სივრცეში ემთხვევა X სივრცის ყეელა იმ ჩაკეტილი სიმრავლეე- 
ბის თანაკვეთას, რომლებიც #MV სიმრავლეს შეიცავენ. 

შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ ##/ სიმრავლის ყეელა შიგა წერტილის M სიმ- 

რავლე ღია სიზრავლეა და /VCM. სხვაობას M-M ეწოდება „V სიმრავლის 

საზღვარი X სივრცის მიმართ. 

რაიმე M# სიმრავლის M ჩაკეტვას X ტოპოლოგიურ სივრცეში ისეთივე 
თვისებები აქვს, როგორიც სიმრავლის ჩაკეტვას მეტრულ სივრცეში. აი ზო- 
გი მათგანი: 
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თ) M,0M,=M, VI. I სM,CX, 
ვ) MCXI, 

“) M=)I 

2) ცარიელი სიმრავლის ჩაკეტვა ცარიელი სიმრავლეა. ამასთანავე, ად- 
ვილი შესამჩნევია, რომ ჩაკეტილი სიმრავლე ემთხვევა თავის ჩაკეტვას X სი- 
ვრცეში. 

ზემოთ ჩვენ შემოვიღეთ ტოპოლოგიური სივრცის განსაზღვრა ისეთი 
ღია სიმრავლეების სისტემის საშუალებით, რომლებიც აკმაყოფილებენ 1) და 

2) აქსიომებს. სხვათა შორის, ტოპოლოგიური სივრცის ცნება შეიძლება შე- 
მოვიღოთ ისეთი ჩაკეტილი სიმრავლეების სისტემის საშუალებითაც, რომლე- 

ბიც დააკმაკოფილებენ გარკვეულ აქსიომებს. სახელდობრ, ვუწოდოთ X სიმ- 

რავლეს ტოპოლოგიური სივრცე, თუ აზ სიმრავლეში განსაზღვრულია ისეთი 

ჩაკეტილი ქვესიმრავლეების სისტემა, რომლებიც აკმაყოფილებენ ”შემდეგ 
/აქსიომებს: : 

1) თვით X და ცარიელი სიმრავლე ჩაკეტილი სიმრაევლეებია; 

2) ნებისმიერი რიცხვის ჩაკეტილი სიმრავლეების თანაკვეთა ჩაკეტილი 
სიმრავლეა და სასრული რიცხვის ჩაკეტილი სიმრავლეთა ჯამი ჩაკეტილი სიმ- 

რავლეა, 
ტოპოლოგიური სივრცის განსაზღვრას შესაძლოა საფუძვლად დავუდოთ 

აგრეთვე სიმრავლის ჩაკეტვის ცნებაც, თუ ზემოთ ჩამოთვლილ თ)-–-2) პირო- 

ბებს მივიჩნევთ აქსიომებად, რომლებსაც სიმრავლის ჩაკეტვა უნდა აკმაყო- 

ფილებდეს. თუ X სიმრაელეში ტოპოლოგიას ამ წესით შემოვიღებთ, მაშინ 

ჩაკეტილი სიმრავლე განისაზღვრება როგორც ისეთი, რომელიც თავის ჩაკეტ- 

ვას ემთხვევა X სიმრავლეში, ხოლო ღია სიმრავლე კი განისახღვრება რო- 
გორც ჩაკეტილი სიმრავლის დამატება. 

§ 2. ტოპოლოგიური გადასახვა 

გთქვათ, X და / ტოპოლოგიური სივრცეებია და. ვთქვათ, CV ოპერა- 

ტორი X სივრცეს გადასახავს ” სივრცეში. ცალსახა CV გადასახეა უწყვე- 

ტია XC X წერტილში, თუ ნებისზბიერი MCX სიმრავლისათვის, რომლის 

M ჩაკეტვა შეიცავს X წერტილს, გვაქვს: LX) C CM), სადაც VCVI) არის #I 

სიმრავლის სახე X სივრცეში, ხოლო 0V(CM) მისი ჩაკეტვაა X სივრცეში. რო- 
ცა V უწყვეტია X სივრცის ნებისმიერ წერტილში, მაშინ V გადასახვა 

უწყვეტია X სივრცეში, 

უწყვეტი გადასახვის განსაზღვრა შეიძლება შევცვალოთ შეზდეგი ეკვი- 
ვალენტური განსაზღვრებით: 

1) იტყვიან, რომ X სივრცის LV გადასახევა X სივრცეში უწყვეტია, 

თუ X” სიგრცის' ყოველი ჩაკეტილი 8 სიმრავლის V“%8) პირველსახე ჩაკეტი- 

ლი სიმრავლეა X სივრცეში. 

2) X სივრცის X სივრცეში CV გადასახვა უწყვეტია, თუ M# სივრცის ყო- 

ველი ღია 7( სიმრავლის VI ”1(4) პირველსახე ღია სიზრავლეა X სივრცეში. 
3) X სივრცის # სივრცეში CV გადასახვა უწყვეტია, თუ ნებისმიერი 

CC X სიმრავლისათვის LI(0) C CC). 
ვთქვათ, უწყვეტი C გადასახვა ტოპოლოგიური ჯ სივრცისა ტოპოლოგიურ · 
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» სივრცეზე არის ურთიერთ ცალსახა გადასახვა. ვთქვათ, გარდა ამისა, V” 

სიერცის შებრუნებული LV! გადასახვაც X სივრცეზე უწყვეტია, მაშინ C 
გადასახვას ურთიერთ უწყვეტს, ანუ ტოპოლოგიურ გადა- 

სახვას უწოდებენ X სივრცისა X” სივრცეზე. ამ შემთხვევაში X და X სივრ- 

ცეებს, ისე როგორც მეტრული სივრცეების შემთხეევაში, ურთიერთ ჰომეო- 

მორფული სივრცეები ეწოდება. 

ნ ვ. ტოპოლოგიური ნამრავლი 

მრავალი საკითხის შესწავლაში მნიშვნელოვან როლს ასრულებს ტოპო- 

ლოგიური სივრცეების ე. წ ტოპოლოგიური ნამრავლის ცნება. 

ტოპოლოგიური სივრცეების სასრული X,, X., .., X- მიმდევრობის ტოპო- 
ლოგიური (|X,, Xე. ·... XX) ნამრავლი ეწოდება ყგელა დალაგებუ- 

ლი (X,, Xე, ·- ა ჯი) სისტემის სიზრავლეს, სადაც X, C X,, X, C Xე, ·.ს X. C Xი. 

სივრცეების ტოპოლიოგიურ ნამრავლში ელემენტის მიდამოს ცნება შემ– 

დეგნაირად შემოაქვთ. ვთქვათ, (X„, X#,, ..ს XI) ტოპოლოგიური ნამრავლის 

ნებისმიერი ელემენტია. განვიხილოთ X,, X,, ·-.., X» ელემენტების რაიმე მი- 

დამოები 2X,, X,, .·-., X. სივრცეებში. ამ მიდამოების ტოპოლოგიურ ნამ- 

რავლს ეწოდება (X,, X,,..-,Xი) ელემენტის მიდამო. თუ ტოპოლოგიურ სივრცე- 

თა ტოპოლოგიურ ნამრავლშზი ამ წესით შემოვიღებთ ტოპოლოგიას, ადვილად 

დავრწმუნდებით რომ ტოპოლოგიური ნამრავლის CX,, X,, ..., X,) ელემენ- 

ტის ორი ნებისმიერი მიდამოს თანაკვეთა ამ ელემენტის მიდამოს შეიცავს, 

გარდა ამისა, თუ (X, ,X,...,X„ ) არის (X, X,, · >, Xი)ელემენტის CXX,, X,,...X,) 

მიდამოს რაიმე ელემენტი, მაშინ არსებობს (X;/, Xა,...,X„) ელემენტის ისეთი 

0(X,, X,ს.·X,) მიდამო, რომელიც ეკუთვნის CXX,, X,,...,X,) მიდამოს. 

განვიხილოთ ახლა ტოპოლოგიურ 2 სივრცეთა IX; | სიმრავლე. ამ სიმ- 

რავლის ყველა სივრცის ტოპოლოგიური IX> ნამრავლი ეწოდება ისეთ #ჯX= 

=1IX-) სისტემების სიმრავლეს, რომელშიც ყოველი Xჯ„ ერთ გარკვეულ X„; სივრ- 

ცეს ეკუთვნის. · 
ტოპოლოგია /7X, ნამრავლში შემოღებული იყო ა. ტიხონოვის მიერ 

შემდეგნაირად: ვთქვათ, XC IX. ნებისმიერი ელემენტია. მისი მიდამოების 

ასაგებად ავიღოთ X,, „... „X», ელემენტების ნებისმიერი სასრული სიმრავლე, 

სადაც X., C X., (=1,... ი). განვიხილოთ (XX, )=XV, მიდამოები, X ელე- 

მენტის მიდამო ტოპოლოგიურ MIX. ნამრავლში იყოს ყველა იმ ყ=(ყ-) ელე- 
რ-« 

მენტის სიმრავლე, რომელშიც V,, C C(X=,), ხოლო დანარჩენი ყ,; ნებისმიერად 

არიან აღებული შესაბამ X-გ სივრცეებში. როცა ნიშნაკი # გაირბენს მთელი 

რიცხვების ყველა შესაძლო სასრულ ჯგუფებს მივიღებთ X ელემენტის ყველა 
მიდამოს. 

მოვიყვანოთ ტოპოლოგიურ სივრცეთა ტოპოლოგიური ნაზრავლის მა- 
გალითები. 

1. სიბრტყის წერტილთა სიზრაგლე ორი წრფის ტოპოლოგიური ნამ- 

რავლია. 
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სპ. ევკლიდეს » განზომილებიანი სივრცე # წრფის ტოპოლოგიური ნამ- 

რავლია. 

3. ვთქვათ, წრეწირი ბრუნავს ისეთი ღერძის გარშემო, რომელიც ამ 

წრეწირის სიბრტყეში მდებარეობს, მაგრამ მას არ კვეთს. ბრუნვის შედეგად 

მიღებულ ზედაპირს ტორი ეწოდება. ტორი წარმოადგენს ორი წრეწი- 

რის ტოპოლოგიურ ნამრავლს, 

თეორემა 95.1, ორი მეტრული სივრცის ტოპოლოგიური 
ნაზრავლი მეტრული სივრცეა, 

ვთქვათ, X და V მეტრული და მაშასადამე, ტოპოლოგიური სივრცეებია, 

რომელთა მეტრიკა, შესაბამისად, იყოს 6(X, X”) და ი(ყ, ყ'), სადაც X, X” C X, 
ყ, ყ' C V. ამ სივრცეების ტოპოლოგიურ IX, VI) ნამრავლში მეტრიკა შემო- 

ვიღოთ შემდეგი ტოლობით: 

(I(X, V); (X”, ყჩ))=V6”(X, X)+(6%V, V)- 

ცხადია, რომ ამ ტოლობით განსახღვრული მეტრიკა აკმაყოფილებს 

იგივეობისა და სიმეტრიის აქსიომებს, 

დავამტკიცოთ, რომ იგი აკმაყოფილებს სამკუთხედის აქსიომასაც. ამი- 

სათვის უნდა დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი (CV, V), (X”, ყ'), (X”, ყ”) C LX, 7 
სამი ელემენტისათვის, სადაც X, X", X” C X, ყ, ყს ყ C V, შესრულდება უტო- 

ლობა: | 

0LLX, ყ); (X”, ყწ)|C0იI(X", ყ); (Xს Vყ')I+0|(X”, ყ'); (X”, ყ”)). (2.1) 

გამოვიდეთ იგივეობიდან: 

LV 7, X1+§67(9, V) +Vი0(X, X”)+0%V”, V7))9= 
=0XX, X)+ი%X, X”)+ი%ყ, Vყ')-I+- იყ” ყ”)+ 

+2VI0XX, XXX, X”)+ი(ყ, #შ)X(V',ყ”))”+I|0(X, X”)ი(ყ”, V”)–ი(ყ, ყ”)ი(X”, X”)/. 

აქედან მივიღებთ 

IV C(X, X + 6%V9, #) +V-5(X., X-)+ი%V”, 9”))22>(?(X, X )+ი0%X, X-)+ 

+ი“(ყ, ყ')+ი”(ყ', ყ”)+2|0(X, XXX, X”)+(6(ყ, Mყ')(ყ”, ყ”)|= 

=I0(X, X')-+CX", X”))-+ILი(ყ,V')+ %V”, Vყ”)! 

  

  

და ვინაიდან 

ი(X, X”)<-60(X, X )+0(X”, X”), 

ი(ყ, ყჩ)<0(4, V)+0(V' 9”), 

ამიტომ წინა უტოლობიდან გვექნება 

V ი1C, X)4-(%V, ყე) 4-VCCX- Xე+-0VV #2>V('X, >)+0%V, V წი 
თეორემაც დამტკიცებულია. 

    

§ 4. ტოპოლოგიური სივრცის ბბულობა 

იტყვიან, რომ: ტოპოლოგიური სივრცე ბზულია, თუ შეუძლებელია 
იგი დავმალოთ. ორი ჩაკეტილი და არაცარიელი სიზრავლის ჯამად, რომლებ- 
საც არა აქვთ საერთო წერტილი. სრულიად ანალოგიურად განისაზღვრება 
ტოპოლოგიურ სივრცეში მოთავსებული სიმრავლის ბმულობა, სახელდობრ, 
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MCX სიმრავლე ბმულია თუ იგი შეუძლებელია წარმოდგენილი იყოს რო- 

გორც ჯამი ორი არაცარიელი ჩაკეტილი სიმრავლისა, რომლებსაც არა აქვთ 

საერთო წერტილი, ჩაკეტილ ბმულ სიმრავლეს კონტინუუმს უწოდებენ. 

მაგალითად, ნამდვილ რიცხეთა სივრცე ბმული სიგრცეა. სიმოავლე, რომე- 

ლიც მხოლოდ ერთი ელემენტისაგან შედგება, ბზულია. სიმრავლე, რომელიც 

შედგება ყველა ნამდვილი რიცხვისაგან, გარდა ნულისა, არაბმული სიმრავლეა. 
თეორემა 95.9, ნამდვილ რიცხვთა ყოველი სეგმენტი კონ- 

ტინუუმს წარმოადგენს. 

ვთქვათ, |ი, ხ| ნამდგილ რიცხვთა სივრცის ნებისმიერი სეგმენტია. და- 

ვუშვათ, რომ |ი, 6) არ არის ბმული სიმრავლე. მაშინ იგი წარმოიდგინება 

ისეთი ორი არა ცარიელი ჩაკეტილი M, და Mე სიმრავლის ჯამის სახით, რომ- 

ლებსაც არა აქვთ საერთო წერტილი. ვთქვათ, XC M, ნებისმიერი წერტილია 

და ძიძ=0(X, M.). ცხადია, ძ>0 და არსებობს ერთი მაინც ისეთი V C M, წერ- 

ტილი, რომ ი(X. ყ)=ძ. ავიღოთ X წერტილის ღია სფერული CV», ძ) მიდამო. 
ამ სფეროს შიგნით არ მოთავსდება M, სიმრავლის არცერთი წერტილი. ახლა 

განვიხილოთ ყ წერტილის ნებისმიერი ღია სფერული §:-მიდამო #§5(Vყ, «). 
ცხადია, ეს მიდამო შეიცავს M, სიზრავლის წერტილთა უსასრულო სიმრავ- 

ლეს და, მაშასადამე, ყ არის MV, სიმრავლის დაგროვების წერტილი. ვინაი- 
დან, დაშვების თანახმად, M#, ჩაკეტილი სიმრავლეა, ამიტომ V C V,. ამრიგად, 

როგორც ჩანს, ყ C #90 1, M,, რაც ჩეენ დაშვებას ეწინააღმდეგება და თეორემა 

დამტკიცებულია, 
თეორემა 2.5, თუ M, და MI ტოპოლოგიური X სივრცის ორი 

ჩაკეტილი სიმრავლეა, რომლებსაც არა აქვთ საერთო წერ- 
ტილი და ბმული სიმრავლე MI=M,ს M,, მაშინ M ეკუთვნის 

ან M, ან M#ე სიმრავლეს. 
დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე. ი. ვთქვათ, თეორემის ყველა პირობა შეს- 

რულებულია, მაგრამ #I მთლიანად არ ეკუთვნის არც MM. და არც #Mკ სიმ- 

რავლეს. ვინაიდან, პირობის თანახმად, MC=VM, ს MI,, ამიტომ ადგილი უნდა 

ჰქონდეს ტოლობას 
M=(M9 9 M#,ე) I (Mი Vუ. (2.2) 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში M/ ი MI, და M ი XI, შესაკრებნი ისეთი ჩაკე- 

ტილი არაცარიელი სიმრავლეებია, რომლებსაც არა აქვთ საერთო წერტილი. 

გამოდის, რომ ბმული M სიმრავლე (2.2) ტოლობით წარმოდგენილია როგორც 
ჯამი ორი არაცარიელი ჩაკეტილი სიმრავლისა, რომლებსაც არ აქვთ საერთო 
წერტილი. მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს თეორეზას, 

თეორემა 9.4. თუ ტოპოლოგიური Xჯ სივრცის ყოველი ორი 

ცე ბმულია. 
მართლაც, დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ X არ არის ბმული სივრ- 

ცე. მაშინ იგი დაიშლება ორი ისეთი არაცარიელი ჩაკეტილი #M, და #Iე სიმ- 

რავლის ჯამად, რომლებსაც არ აქვთ საერთო წერტილი: X = MI, ს »L,. ვთქვათ, 
XC M, და #CM, ნებისმიერი ელემენტებია თეორემის პირობის თანახმად 

X, ყ C MIC X= M, ს M,ე. წინა თეორემის ძალით, ბმული M სიმრავლე ეკუთ- 

ვნის ან VI, ან M,: სიმრავლეს. ვთქვათ, მაგალითად, რომ M#CV#,. მაშინ, 

ცხადია, X, ყ C M,. ეს კი შეუძლებელია, ვინაიდან XC M, VC MI, და M, VI 
სიმრავლეებს არა აქვთ საერთო ელემენტი. ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
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თეორემა 95.§. გთქვათ, X ტოპოლოგბური სივრცეა და M, 
და M, მისი ბმელი სიმრავლეებია, რომელთა თანაკვეთა არ 
არის ცარიელი სიმრავლე, მაშინ M=M,სM, ბმული სიმრავ- 
ლეა. 

მართლაც, შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშენები: M#M=7/, ს M,, M”=VMI/, ი M. 
ცხადია. MI- სიმრავლე არ არის ცარიელი. დავუ შვათ, რომ M არ არის ბმული. 

მაშინ იგი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ როგორც ორი არაცარიელი ისეთი 
ჩაკეტილი ს, და #7, სიმრავლის ჯამი, რომელთა თანაკვეთა ცარიელი სიმ- 

რაგლეა: X= 9, ს ს,, სადაც ს, ი ჩე, ცარიელი სიმრავლეა. ვთქვათ, XC M” 
რაიმე ელემენტია, მაშინ XC M. ვინაიდან #, და # სიმრავლეთა თანაკვეთა 

ცარიელი სიმრავლეა და M=#, ს #,, ამიტომ X ელემენტი ეკუთვნის ან ჯ, ან 
#, სიმრავლეს. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ #LC #,. ავი- 

ღოთ #, სიმრავლიდან ნებისმიერი ყ ელემენტი. ცხადია, V C M, და რადგა- 

ნაც M=M, ს M,, ამიტომ ყ ელემენტი M/, და M#, სიმრავლეთაგან ერთ-ერთს 
მაინც მიეკუთვნება. ვთქვათ, V C M,. გვაქვს 

M,=(M, ი #L;) ს (M, ი #;). (2.3) 

შევნიშნოთ, რომ V, ი #, არ არის ცარიელი სიმრავლე, რადგანაც + C M, ი 1). 
ასევე M, ჩ ჩე არ არის ცარიელი სიმრავლე, ვინაიდან ყ C M, ი ჩკ. გარდა ამი- 
სა, M, ი ს, და M,0 #, სიმრავლეები ჩაკეტილი არიან და მათი თანაკვეთა 

ცარიელი სიმრავლეა. ამრიგად, (2.3) ტოლობის მიხედვით, #I, სიმრავლე წარ- 

მოდგენილია ორი ისეთი არაცარიელი ჩაკეტილი სიზრავლის ჯამის სახით, 

რომელთა თანაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა. ეს იმას ნიშნავს, რომ 21/, არ არის 

ბმული სიმრავლე, რაც პირობას ეწინააღმდეგება. 
სრულიად ანალოგიური მსჯელობით დავრწმუნდებით, რომ თუ ყ C M,, 

მაშინ #, არ იქნება ბმული სიმრავლე, მიღებული წინააღმდეგობები აზტკი- 
ცებს თეორემას. 

თეორემა 9.6. ვთქვათ, ტოპოლოგიურ # სივრცეში მოცე- 

მულია ბმულ სიმრავლეთა ისეთი IM.) სისტემა, რომ ი M, 
« 

არ არის ცარიელი სიმრ ავლე, მაშინ ს #, ბმული სიმრავლე 
თ : 

იქნება. 
თეორემის დასამტკიცებლად დაგუშვათ საწინააღმდეგო, ე. ი. ვიგულის- 

ხმოთ, რომ ს M-არ არის ბმული. მაშინ ეს უკანასკნელი დაიშლება ისეთი 
თ 

ორი არაცარიელი ჩაკეტილი სიმრავლის ჯამის სახით, რომელთა თანაკვეთა 

ცარიელია. აღვნიშნოთ ხსენებული დაშლა ასე: 

ს M- =Mც) ს Mცა): 
« 

ამ პირობებში, ზემოთ დამტკიცებულის ძალით (იხ. თეორემა 2.3), ყო- 
ველი M> სიმრავლე ეკუთვნის ან Mც) ან M,ე სიმრავლეს, ვინაიდან ი Mთ 

(2 

ცარიელი სიმრავლე >რ არის, ამიტომ არსებობს ერთი მაინც XC ი M, ელე- 
თ 

მენტი, ე. ი. XC MI. ეს იმას ნიშნავს, რომ X ელემენტი ეკუთვნის ან #MIც) 

ან Mც) სიმრავლეს. ვთქვათ, X C Mც). როგორც ჩანს, ყოველ XV სიმრავლეს 
ერთის მხრივ, აქკს საერთო ელემენტი Mც) სიმრავლესთან, ხოლო მეორე მხრივ 
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M. მთლიანად ეკუთვნის ან M(,ც) ან MI) სიმრავლეს. ცხადია, ეს შესაძლებე- 
ლია მხოლოდ მაშინ, როცა M.- =Mე;ე. მაგრამ, თუ ნებისმიერი თ ნიშნაკისა- 

თვის M.,C=M(;ე მაშინ ს M>. =M(/ე). გამოდის, რომ M,,) ცარიელი სიმრავლეა. 
% 

მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს თეორემას. 

თეორემა 9.1. ვთქვათ, X ტოპოლოგიური სივრცეა და „VI 

კი მასში მოთავსებული ბმული სიმრავლეა. თუ V სიმრავლე 

ისეთია, რომ MC=M#CV, მაშინ V იქნება ბზული სიმრავლე. 

მართლაც დავუშვათ, რომ MV არ არის ბმული სიმრავლე. მაშინ არსე- 

ბობს ორი არაცარიელი ისეთი ჩაკეტილი MV, და M#,. სიმრავლე. რომ V= 

=IMV, ს M#,ე და M#, იჩ V, თანაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა. ვინაიდან #I ბმუ- 
ლი სიმრავლეა და MCM=V, ს M,, ამიტომ 2.3 თეორემის ძალით, XI მთლი- 
ანად ეკუთვნის ან V, ან #, სიმრავლეს. ვთქვათ. M#C=M,. გავიხსენოთ, რომ 

M, ჩაკეტილია V სიმრავლეში. ამის გამო, M სიმრავლის ყოველი ელემენტი, 

რომელიც M სიმრავლის შეხების წერტილია, ეკუთენის XV, სიმრავლეს, ე. ი. 
მთელი სიზრავლე VCM,. მაგრამ, მაშინ M, უნდა იყოს ცარიელი სიმრავლე, 

რაც ეწინააღმდეგება ჩვენ დაშვებას, ამით თეორემა დამტკიცებულია: 

შენიშვნა. ვთქვათ, M# არის ეეკლიდეს #- განზომილებიანი M, სივრ- 

ცეში მოთავსებული რაიმე სიმრაქლე. იტყვიან, რომ 7/ ამოზნექილი სიმ- 

რავლეა, თუ მისი ყოველი ორი წერტილის შემაერთებელი მონაკვეთი, მთლი- 

ანად ეკუთვნის XI სიმრავლეს. 

2.7 თეორეზიდან გამომდინარეობს, რომ ევკლიდეს #-– განზომილებიანი 
სივრცის ყოველი ამოზნექილი სიმრავლე (და თვით #, სიერცე) ბმული სიმ- 

რავლეა. 

კერძოდ, ნამდვილ რიცხვთა წოფის ერთი წერტილის შემცველი ყოველი 

სიმრავლე, ნებისმიერი სეგმენტი, ყოველი ნახევარსეგმენტი (სასრული ან უსას- 

რულო) და ნებისმიერი ინტერვალი (სასრული ან უსასრულო), როგორც აზო- 
ზნექილი სიმრავლეები, ბმული სიმრავლეებია, ამასთანავე, ნამდვილ რიცხვთა 

წრფეს, გარდა ჩამოთვლილისა, არ გააჩნია სხვა ბმული სიმრავლე, 

§ 5. სიმრავლეთა ჯაპვი და კომპო.ნენტები ტოპოლოგიურ სივრცეში 

განვიხილოთ ტოპოლოგიური Xჯ სივრცეში მოთავსებული სიმრავლეთა 

სასრული მიმდევრობა M,, M.-. VI. ვთქვათ, არცერთი M, ი MI, XI 9 MLვ, 

„ა M,., ი M, თანაკვეთა არ არის ცარიელი სიმრავლე. მაშინ სიმრავლეთა 

Mც ... MI მიმდევრობას ეწოდება M, და M,ჯ სიმრავლეების შემაერთებე- 

ლი ჯაჭვი X სივრცეში. ამასთანავე, თუ თანაკვეთა M, ი MI, (არიელი სიმ- 

რავლე არ არის, ზაშინ ჯაჭვს ჩაკეტილი ჯაქვი ეწოდება, 

2.5 თეორემის ძალით, თუ ჯაქვის ყოველი სიმრავლე ბმული სიმრავლეა, 

მაშინ მათი ჯამიც ბზული სიმრავლე იქნება. 

ავიღოთ ახლა X» სივრცეში სიმრავლეთა (M,) სისტემა ყოველ 
M.» CI Mთ) სიმრავლეს ამ სისტეზის ელემენტი ვუწოდოთ. ვთქვათ, 

შესაძლოა (| MC) სისტემის ნებისმიერი ორი სიმრავლის შეერთება X სივრცეში 
ჯაჭვით, ამავე სისტემის რაიმე ელემენტების საშუალებით. ამ შემთხვევაში 

იტყვიან, რომ | MI.) სისტემა შეჯაჭვულია X სივრცეში, 

2.6 თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ თუ (MI) სისტემა შეჯაჭვულია 
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Xჯ სივრცეში და ყოველი II. სიმრავლე ბმულია, მაშინ ა M> ბმული სიმრავლე 

იქნება. კერძოდ, თუ (| M>I სისტემის ყოველი ორი ელემენტის თანაკვეთა არ 

არის ცარიელი სიმრავლე და ყოველი MI ბმული სიმრავლეა, მაშინ ს M, 

აგრეთვე ბმული სიმრავლე იქნება. 

ვთქვათ, X არის X ტოპოლოგიური სივრცის ნებისმიერი ელემენტი. სიმ- 

რავლე, რომელიც ერთადერთი X წერტილისაგან შედგება, ბმული სიმრავლეა. 
ეს იმას ნიშნავს, რომ ყოველი არაცარიელი ტოპოლოგიური X სივრცე უსა- 

თუოდ შეიცავს ბმულ სიმრავლეს. განვიხილოთ X სივრცის ყველა იმ სიმრავ- 

ლის M =:| VI.) სისტემა, რომლის ყოველი VI- ელემენტი "შეიცავს X წერტილს. 
როგორც ზემოთ ვნახეთ, #= ს M. ბმული სიმრავლეა. ცხადია, # წარმო- 

ადგენს X სივრცის უდიდეს ბმულ სიმრავლეს, რომელიც შეიცავს #ჯ წერტილს, 

# სიზრავლეს ეწოდება X წერტილის ბმული კომპონენტი X სივრცეში. 

ავიღოთ ახლა რაიზე 4CX ქვესიმრავლე და ავაგოთ „” ქვესიზრავლის 

ყოველი წერტილის ბმული კომპონენტი /# სიმრავლეში. ყველა ამ კომპონენ- 

ტის სიმრავლეს ეწოდება #4 სიმრავლის კომპონენტები #ჯ სივრცეში. 

თუ X სივრცე თვითონ ბმულია, მაშინ იგი ემთხვევა მისი ნებისმიერი წერტი- 

ლის კომპონენტს. 2.7 თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ტოპოლოგიური 

სივრცის ნებისმიერი წერტილის კომპონენტი ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

“_ § 6. ტოპოლოგიური სივრცის ფილტრი 

განვიხილოთ ტოპოლოგიური X სივრცის ქვესიმრავლეთა ისეთი C ოჯა- 

ხი, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1) X სივრცეში მოთავსებული ყოველი სიმრავლე, რომელიც §2 ოჯახის 

რომელიმე სიმრავლეს შეიცავს, თვითონ ეკუთვნის §) ოჯახს. 

2) 9 ოჯახის სასრული რიცხვის სიმრავლეთა თანაკვეთა ისეგ ოჯახს 
ეკუთვნის. 

3) ცარიელი სიმრავლე არ ეკუთვნის (00 ოჯახს, 
ამ პირობებით განსაზღვრულ 9) ოჯახს ეწოდება X სივრცის ფილტრი. 
ზაგალითები, თ) ავიღოთ ტობოლოგიურ Xჯ სიგრცეში ფიქსირებული 

X წერტილი. ამ სივრცის ყველა იმ ქვესიმრავლეთა ოჯახი, რომლებიც +X# წერ- 
ტილს შეიცავენ, არის X სივრცის ფილტრი. 

8) X სივრცის ყველა იმ ქვესიმრავლეთა სიმრავლე, რომლებიც შეიცავენ 

ნებისმიერ ფიქსირებულ არაცარიელ /4C+X სიმრავლეს, არის X სივრცის 
ფილტრი. 

4) ვთქვათ, X უსასრულო ტოპოლოგიური სივრცეა. განვიხილოთ ამ 

სივრცის ყველა სასრული ქვესიმრავლეების დამატებანი X სივრცემდე. ყველა 
ამ დამატებათა სიმრავლე წარმოადგენს X სივრცის ფილტრს 

2) ვთქვათ, XC X ნებისმიერი ფიქსირებული წერტილია. ამ წერტილის 
ყველა მიდამოს სისტემა X სივრცეში აგრეთვე ფილტრია. 

განვიხილოთ ერთი და იგივე ტოპოლოგიური X სიერცის ორი ფილტრი 

C0, და 9. თუ §,C5), მაშინ სიმრავლეთა 9, ოჯახს უწოდებენ 9, ფილტრის 

მაჟორანტულ ფილტრს. ამასთანავე იტყვიან, რომ 0 0, უფრო უხეში ფილტრია 

ჯ სივრცისა, ვიდრე 0, ფილტრი. როცა სივრცის ორი ფილტრი ურთიერთ 

მაჟორანტულია, მაშინ ეს ფილტრები ერთმანეთს ემთხვევა. 
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გთქვათ, §) არის ტოპოლოგიური X სივრცის რაიმე ფილტრი, ხოლო 

(MI –არაცარიელ MI სიმრავლეთა სისტემა X სივრცეში. "თუ ნებისმიერი 

თC0ი 0 სიმრავლისათვის მოიძებნება ერთი მაინც ისეთი M„, სიმრავლე, რომ 

MI, ლი, მაშინ სიმრავლეთა | MI,II სისტემას ეწოდება –6–- ფილტრის ბაზისი. 

ფილტრის ბაზისს აქვს შემდეგი ცხადი თვისებები: 

1) ნებისმიერი ორი XMI,, MC MC) სიმრავლისათვის არსებობს ისეთი 

2»Iელ! MI სიმრაქლე, რომ MIვ–=M, 9 Mე. 

2) | M« | ბაზისი არ შეიცავს ცარიელ სიმრავლეს. 

თუ 0 ფილტრი ისეთია, რომ არ არსებობს X სივრცის არცერთი სხვა 

უფრო უხეში ფილტრი, მაშინ 2 ოჯახს ამ სივრცის მიკროფილტრი 

ეწოდება. 

§ 7, გამოყოფის აძსიო.მები 

ზემოთ შემოღებული იყო ტოპოლოგიური სიეგრცის ცნება 1) და 2) აქ- 

სიომების საშუალებით. მათემატიკური ანალიზისა, გეომეტრიისა და სხვა დარ– 

გების ამოცანების გადაწყვეტამ წარმოქმნა აუცილებლობა ხსენებული აქსიო- 

მებით განსაზღვრული ტოპოლოგიური სივრცეების კლასის შევიწროებისა. 

ტოპოლოგიურ სივრცეთა კლასის შევიწროება მოხდა ე. წ. გამოყოფის 

აქსიომების შემოღებით. 

1. გამოყოფის აქსიომები ტოპოლოგიურ X სივრცეს ეწოდება 7% 

სივრცე, თუ დაკმაყოფილებულია შემდეგი 
აქსიომა, ნებისმიერ ორ X, ყCჯ., სადაც X#Vყ, წერტილთა- 

გან ერთ-ერთს მაინც გააჩნია ისეთი მიდამო, რომელიც 

მეორე წერტილს არ შეიცავს. 

ამ აქსიომას გამოყოფის პირველი აქსიომა ეწოდება, 

ავიღოთ ახლა ისეთი ტოპოლოგიური X სივრცე, რომ შესრულებული 

იყოს შემდეგი 

აქსიომა, როგორიც უნდა იყოს ერთმანეთისაგან განსხვა- 

ვებული X», ყCX წერტილები, თითოეულ მათგანს გააჩნია 

ისეთი მიდამო, რომელიც არ შეიცავს მეორე წერტილს. 
ამ აქსიომას გამოყოფის მეოთღე აქსიომა ეწოდება, ცხადია, უკა- 

ნასკნელი აქსიომა არის გამოყოფის პირველი აქსიომის განზოგადება. ტოპო- 

ლოგიურ X სივრცეს, რომლის ელემენტები აკმაყოფილებენ გამოყოფის მეორე 

აქსიომას, ეწოდება I, სივრცე. 
ახლა განვიხილოთ ისეთი ტოპოლოგიური X სივრცე, რომლის წერტი- 

ლები აკმაყოფილებს შემდეგ აქსიომას: 

როგორიც უნდა იყოს ერთმანეთისაგან განსხვავებუ- 

ლი X#, MVCX წერტილები, თითოეულ მათგანს გააჩნია ისეთი 
0(X) და 0(V) მიდამო, რომ CX)ი 0(ყ) თანაკვეთა ცარიელი სიმ- 

რავლეა. 

ტოპოლოგიურ X სივრცეს, რომლის წერტილები აკმაყოფილებს ამ აქსი- 
ომას, ეწოდება 7) სივრცე, ანუ ჰპაუსდორფის სივრცე. 

ჰაუსდორფის სივრცეს რეგულარული ანუ ე სივრცე ეწოდება, 
თუ დაკმაყოფილებულია შემდეგი პირობა: 

ნებისმიერი XC 1 წერტილისათვის და ნებისმიერი ჩა- 
კეტილი 4CI#ვ სიმრავლისათვის, რომელიც არ შეიცავსჯ 
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წერტილს. არსებობს ჯ წერტილის 0(ჯ) მიდამო და 4 სიმ- 

რავლის 0(4) მიდამო, რომელთა თანაკვეთა C0X0:)ი 0C4) ცა- 

რიელი სიმრავლეა. 

ავიღოთ ჰაუსდორფის 7, სივრცე და მასში მოთავსებული ნებისმიერი 

ჩაკეტილი ორი M, და V, სიმრავლე, რომელთა თანაკვეთა ცარიელი სიმრავ- 

ლეა. თუ არსებობს ისეთი 0(M,) და CXM.ე) მიდამოები, რომ C0X(#1,) ი 0(M.) 
სიმრავლე აგრეთვე ცარიელი სიმრავლეა, მაშინ 7, სივრცეს ნორმალური 

სივრცე ეწოდება, 
ისევე როგორც მეტრულ სივრცეში, იტყვიან როზ ღია სიმრავლეთა 

რაიმე (| MIთ|) სისტემა წარმოადგენ X ტოპოლოგიური სივრცის ბა- 

ზისს, თუ ყოველი ღია II=X სიმრავლე წარმოიდგინება ამ სისტემის სიმ- 
რავლეების სასრული ან უსასრულო ჯამის სახით. თუ ტოპოლოგიურ X სიგრ- 

ცეში არსებობს ერთი მაინც | V>) ბაზისი, რომელიც MI სიმრავლეთა თვლა- 

დი სიმრავლისაგან შედგება, მაშინ ბაზისს ეწოდება X სივრცის თვლადი 

ბაზისი, ბაზისის ყოველ M„, სიმრავლეს ბაზისის ელემენტი ეწოდება. 

%. მიდამოებრივი სივრცე. იტყვიან, რომ ნებისმიერი 7 სიმრავლე მი- 

დამოებრივი სივრცეა M სიმრავლეთა IMიV) სისტემის მიმართ, თუ 7” 

სიმრავლეში არსებობს ქვესიმრავლეების ისეთი IVV) სისტემა, რომ ნებისმიერ 

ყ C X წერტილს შეესაბამება ერთი მაინც M„, სიმრავლე და ყ CM». ყოველ 

ასეთ M. ქვესიმრავლეს ყ ელემენტის მიდაზო ეწოდება. თვით IM.) სისტემას 

ეწოდება X# სივრეცის მიდამოების სისტემა. 

ვთქვათ, # სივრცის მიდამოების (V„,I) სისტემა ისეთია, რომ შესრულე- 

ბულია შემდეგი ორი პირობა: 

· ა) ნებისმიერი #C ” წერტილის ყოველი ორი მიდამოს თანაკვეთა შეი- 

ცავს ყ წერტილის რაიმე მიდამოს. 

ბ) თუ ყ” არის #ყC ” ელემენტის M»(/) მიდამოს რაიმე წერტილი, მა- 

შინ არსებობს 1” წერტილის ისეთი M-/(V) =( MI მიდამო, რომ »- (ყჩ)–ლMV(ყ). 

როცა მიდამოების | V„.I) სისტემა აკმაყოფილებს ა) და ბ) პირობებს, 

მაშინ ( VI სისტემას ეწოდება ” სივრცის მიდამოების აბსოლუტური 

სისტემა. , 

შემოვიღოთ მიდამოებრივ 7 სივრცეში სი მრავლის ჩაკეტვის ოპერაცია. 
ვთქვათ, M>=IM») არის ნებისმიერი სიმრავლე. ისე როგორც ზემოთ (იხ. §5), 

ყ C XV წერტილს ვუწოდოთ M-; სიმრავლის შეხების წერტილი, თუV წერ- 

ტილის ყოველი მიდამო შეიცავს M, სიმრავლის ერთ ელემენტს მაინც. VV;- 

სიმრავლის ყველა შეხების წერტილთა M„ სიმრავლეს ვუწოდოთ /V« სიმრავ- 

ლის ჩაკეტვა, ხოლო სიმრავლეთა (M-) სისტემას--ჩაკეტვის ოპერაციის 

წარმომქმნელი სისტემა XX სივრცეში. ადვილი შესამჩნევია, რომ ჩაკეტვის ოპე- 

რაცია დააკმაყოფილებს ტოპოლოგიური სივრცის 1") და 2) აქსიომებს, ეს 

იმას ნიშნავს, რომ სიმრავლის ჩაკეტვის ოპერაცია, მიდამოებრივ სივრცეს 

გადააქცევს ზოგად ტოპოლოგიურ სივრცედ. : 
გთქვათ, IM) და IMე) არის X სივრცის მიდამოების ორი ისეთი სის- 
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ტემა, რომლებიც ჩაკეტვის ერთსა და იმავე ოპერაციას განსაზღვრავენ X7 
სივრცეში. ამ შემთხვევაში („V>) და IVვ) სისტემების მიდამოების ტოლფა- 

სი სისტემები ეწოდება, 

გავეცნოთ მიდამოებრივი სივრცის წარმომქმნელი ორი სისტემის ტოლ- 

ფასობის ერთ ნიშანს. 

თეორემა 9.8. ერთიდაიმავე მიდამოებრივი X სივრცის 

მიდამოების ორი IM>I=IVი(ყ)) და (Mგ) = | Mვ(9)) სისტემის ტოლ- 

ფასობისათვის, აუცილებელი და საკმარისია, რომ ნებისზი- 
ერი Mა(I)C(I M.I მიდამოსათვის არსებობდეს ისეთი Mე(ყV)CI Mვ) 

მიდამო, რომ Mვ(/)=Mა:(ყ/) და პირიქით. 

დავამტკიცოთ ჯერ პირობის აუცილებლობა, ვთქვათ, მიდამოების IM», 

და IMვ) სისტემები ტოლფასია და დავუშვათ, რომ IM.) სისტემის რომელიმე 

M-(ყ) მიდამო არ. შეიცავს IVკ) სისტემის არცერთ MVკე(V9) მიდამოს. მაშინ 

ცხადია, რომ ყოველი Mვ(4) მიდამო შეიცავს X-–-M->(ყ) სიმრავლის წერტი- 

ლებს. ამის გამო, ერთის მხრივ, IVკ-, სისტემით წარმოქმნილ ა” სივრცეში ყ 

იქნება #I--M,.(ყ) სიმრავლის შეხების წერტილი, ხოლო მეორეს მხრივ, ვინა- 

იდან Vით(/) ი X-–-M#V(ყ) თანაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა, ამიტომ IM.) სის- 

ტემით წარმოქმნილ X სივრცეში ყ წერტილი არ არის X#-- V>(ყ) სიმრავლის 

შეხების წერტილი, ეს იმას ნიშნავს, რომ მიდამოთა IV>I და (MVვ) სისტემე- 

ბისათვის სიმრავლის ჩაკეტვის ოპერაციები სხვადასხვანაირად არის განსაზღ- 

ვრული, ე, 0. (/M>) და IVვ არ არის ტოლფასი სისტემები, მიღებული წინა- 

აღმდეგობა ამტკიცებს პირობის აუცილებლობას. 
დავამტკიცოთ ახლა პირობის საკმარისობა. ამისათვის საჭიროა დავრ- 

წმუნდეთ, რომ თუ ყოველი M-(/)CIMV,) მიდამო შეიცავს რომელიმე M.(V) 

მიდამოს და პირიქით, მაშინ მიდამოების IV) და (/MVვ| სისტემები ტოლფასია. 

ვთქვათ, MI არის (MV>) სისტემით წარმოქმნილი X სივრცის რაიმე სიმრავლე, 

ხოლო ყ არის M სიმრავლის შეხების წერტილი, მაშინ, შეხების წერტილის 

განსაზღვრის თანახმად, ყოველი M„(ყ) მიდამო შეიცავს XI სიმრავლის წერ- 

ტილებს. გარდა ამისა, ვინაიდან პირობის თანახმად, ყოველი #ვ(V) მიდამო 

შეიცავს რომელიმე V„V(V) მიდამოს, ამიტომ ყოველი Mკ(/) შეიცავს # სიმ- 

რავლის წერტილებს, ეს იმას ნიშნავს, რომ ყ/ წერტილი არის |Mვ) სისტემით 

წარმოქმნილი X# სივრცეში მოთავსებული » სიმრავლის შეხების წერ- 
ტილი ამრიგადდ IM) და (/Mვ) მიდამოები ტოლფასი სისტემებია და თეო- 
რემაც დამტკიცებულია. , 

§ 8. ტოპოლოგიური სივრცის რეგულარებისა და 
_. ნორმალურო.ბის ნიშნები 

რეგულარული და ნორმალური სივრცეების განსაზღვრიდან უშუალოდ 

გამომდინარეობს, რომ ყოველი ნორმალური სივრცე რეგულარულიც იქნება. 

ქვემოთ ჩვენ მოგვყავს დებულებები, რომლებიც შეიცავენ აუცილებელსა 
და საკმარის პირობებს იმისა, რომ ტოპოლოგიური სივრცე 1, რეგულარუ- 

ლი ან ნორმალური იყოს. 
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თეორემა 2.9, ტოპოლოგიური ჯ, სივოცის რეგულარობი- 
სათვის აუცილებელი და საკმარისია შესრულებული იყოს 
შემდეგი პირობა: ნებისმიერი XC71, წერტილისათვის და 
მისი ნებისმიერი 000 მიდამოსათვის უნდა არსებობდეს 

ისეთი 27) მიდამო, რომ ჩაკეტვა თძ(ეCC0(ე. 

პირობის აუცილებლობის დასამტკიცებლად დავუშვათ, რომ »ჯ, რეგუ- 

ლარული სივრცეა, 1: -- მისი, ნებისმიერი წერტილი და C(+X) ამ წერტილის 

ნებისმიერი მიდამო. საკმარისია დავამტკიცოთ ისეთი 2(X) მიდამოს არსე- 

ბობა, რომ თ(ე) ი (7) -- 00) იყოს ცარიელი სიმრავლე, ავაგოთ 1)-–-(XX) 

სიმრავლისა და # წერტილის ისეთი თ(#V, –- 5(-)) და 7(X) მიდამოები, რომ 

(7, –– 0(X) ) ი #) თანაკვეთა იყოს ცარიელი სიმრავლე. მაშინ (არიელი 

–-იქნება (X) ი 2(7, –– ()) სიმრავლეც და მით უმეტეს, ცარიელი იქნება 

თ(X) ი (1) –– 0(X)) სიმრავლე. 

ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

პირობის საკმარისობის დასამტკიცებლად დავუშვათ, რომ ნებისმიერი 

ჯC7, წერტილისათვის და მისი ნებისმიერი (CX#) მიდამოსათვის მუდამ არსე- 

ბობს ისეთი თ (7) მიდამო, რომ C(X) C 0(#). დავამტკიცოთ, რომ მაშინ 7”, 

სივცე რეგულარულია. შევნიშნოთ, რომ #,-- 0(X) სიმრავლე, როგორც 

ღია. სიმრავლის დამატება, ჩაკეტილია და #X C 71-– 00(X). ვინაიდან 0(X)ი(7)–– 

–0(0)) ცარიელი სიმრავლეა და, პირობის თანახმად 9(X) = 0 (2), ამიტომ 

11-–- 5(ჯ) არის 7, – 0(X) სიმრავლის ისეთი მიდამო, რომ (1) – 9()) იძ(X-) 

თანაკვეთა იქნება ცარიელი სიმრავლე, ამრიგად, ნებისმიერი X# C #, წერტი- 

ლისათვის და ჩაკეტილი (71--თ(X))–ლ1, სიმრავლისათვის, რომელიც ჯ წერ- 

ტილს არ შეიცავს, არსებობს ი(ჯ) მიდაზო და 7”, ლორ მიდამო ისეთი, რომ 

(2, –– =(X))ი =თ) ცარიელი სიმრავლეა. მაშასადამე, I, რეგულარული სივ- 

რცეა და თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 5.10, იმისათვის, რომ ტოპოლოგიური 7, სივრ- 

ცე ნორმალური იყოს, აუცილებელი და საკმარისია შეს- 

რულებული იყოს პირობა: ნებისმიერი ჩაკეტილი MC=7, 

სიმრავლისათვის და ამ სიმრავლის ნებისმიერი «XM) მი- 
დამოსათვის უნდა არსებობდეს ისეთი თ(M) მიდამო, რომ 

თ(M)ეC9(M). 

დავამტკიცოთ ჯერ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, »M ნებისმიერი 

ჩაკეტილი სიმრავლეა ნორმალური 71, სივრცისა და CXVI) ამ სიზრავლის ნე- 

ბისმიერი მიდამოა. მაშინ, 7», -- (XM) სხვაობა ჩაკეტილი სიმრავლე იქნება 
და M ი (7) -– §2(M)) თანაკვეთა კი ცარიელი სიმრავლე. ვინაიდან 7, ნორმა- 

ლური ტოპოლოგიური სივრცეა, ამიტომ არსებობს ისეთი Cთ(M) და CV) 

–-0(M)) მიდამოები, რომ თ (XV) ი თ(X) –_ §XVI)) იქნება ცარიელი სიმრავლე. 

ამ პირობებში, ცხადია, თ(1/) ით(7, -– -(XM)) თანაკვეთა აგრეთვე ცარიელი 

სიმრავლეა და თ (M)C 1 -–-ი(7ე--0XM)) ამით თეორემის პირობის აუცილე- 
ბლობა დამტკიცებულია. 
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გადავიდეთ პირობის საკმარისობის დამტკიცებაზე. დაგუშვათ, რომ ნების- 

მიერი ჩაკეტილი MI სიმრავლისათვის და ამ სიმრავლის ნებისმიერი §XM/) მიდამო- 

სათვის მუდამ არსებობს ასეთი თ(XVI) მიდამო, რომ თ(M#I)C9(M). დავამტკიცოთ, 

რომ მაშინ 7, ნორმალური ტოპოლოგიური სიერცეა.: მართლაც, ვინაი- 

დან MI.ი (1, –ლX(V)) თანაკვეთთა ცარიელი სიმრავლეა, ამიტომ MI(C7, – 

–(7ა--0(M)), რაც იზას ნიშნავს, როზ 7) (2, –-9(M)) სიმრავლე არის »/ 
სიმრავლის მიდამო. პირობის ძალით, არსებობს ისეთი V(XM) მიდამო, რომ 

თ(1/)–ლ9(14)=7 ს) – (1 0C(#)). როგორც. ვხედავთ, 1, --(XM#I) და V ჩაკეტი- 

ლი სიმრავლეებისათვის 1", – თ(M)=7', – 9(M) და თ(M) სიმრავლეები არიან 

შესაბამისად, ისეთი მიდამოები, რომელთა თანაკეეთა ცარიელი სიზრავლეა. 

ამრიგად, #, ისეთი სივრცეა, რომ როგორიც უნდა იყოს მასში ზოთავსებუ- 

ლი ორი ჩაკეტილი სიმრავლე მუდამ შეიძლება ამ სიმრავლეების ისეთი მი- 
დამოების აგება, რომელთა თანაკვეთა იქნება ცარიელი სიმრ ელე. მაშასადა- 

მე, X, ნორმალური ტოპოლოგიური სივრცე ყოფილა, ამით თეორემა დამტ- 

კიცებულია. 
თეორემა 5.11. ყოველი მეტრული სივრცე ნორმალური ტო- 

პბოლოგიური სივრცეა. 

ვთქვათ, X მეტრული სივოცეა, MI, და MI, კი მასში მოთავსებული ნე- 

ბისმიერი ორი ჩაკეტილი სიმრავლე. ვთქვათ, გარდა ამისა, ჯ C VI, ნებისმიე- 

რი წერტილია, რომელიც M, სიმრავლის შეხების წერტილი არ არის. აღევ- 

ნიშნოთ მანძილი ჯ წერტილიდან M, სიმრავლემდე 20,--ით „ცხადია, ი0,>0. 
განვიხილოთ ჯ წერტილის ისეთი §XX,0,) მიდამო X სივრცეში, რომლის წერ- 

ტილები ჯ წერტილიდან დაშორებული არიან არა უმეტეს ი. მანძილისა. 

ცხადია, როცა ჯ გაირბენს MI, სიზრავლის ყველა წერტილს, მაშინ წარმოიქ- 

მნება CX0:,0,) მიდამოების (5 (,0»)) სისტემა. ავაგოთ ახლა I, სიმრავლის მი- 
+ | · 

დამო შემდეგნაირად: 

CV.)= ს (7XX, ი,). 
ჯC)I ! 

ასეთი წესით ავაგოთ Mკ სიმრავლის CXVI)= ს %XX, ი,) მიდამო. თეორემის 
%CM) 

დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ «CXM,) ი (X(M,) თანაკვეთა ცარიელი 
სიმრავლეა. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე. ი. ვთქვათ, არსებობს #7 C §X7#,) ი §XM,) 
წერტილი. მაშინ M, და M, სიმრავლეები შეიცავენ ისეთ თითო X, C MI, და 

X, C M. წეოტილს მაინც, რომ 7X”C 5X»,, 0,,)), 17 C 9%(X,, ი,,), სადაც ვგულისხ- 

მობთ 0, <-0,,. შევაფასოთ ი(X, MI,) მანძილი, გვაქვს: 

0(X, M:)<-0X,, X-)<-0(X,, 2)-+0(/, %1<-0ჯ, “-0., 20, 

უკანასკნელი უტოლობა კი იჯ,-ის განსაზღვრის გამო, შეუძლებელია და თეო- 

რემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. შემობრუნებული თეორემა საზოგადოდ არ არის სწორი, 

არ უნდა გვეგონოს, რომ ყოველი ნორმალური ტოპოლოგიური სივრცე მეტ- 
რიზებადია. 
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§ 9, უწყვეტი ფუნძციო.ნალის %ო.გიერთი საკითხი ნო.რმალურ 
ტოპოლოგიურ სივრცეში 

ავიღოთ რაიმე ტოპოლოგიური X სივრცე და ნამდვილ რიცხვთ.” I” 

სივოცე. განვიხილოთ ყველა. დალაგებული LX», ყ) წყვილების 7 სიმრავლე, სა- 

დაც XC X, »=<X# და (X, 1) C 7. ვთქვათ, ყოველ XC X ელემენტს შესაძლოა 

შევუსაბაპპოთ ერთი ან რაზდენიმე ისეთი ”X»= /(X)C ”» ელემენტი, რომ 
(2 X) < 2. ამ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ ტოპოლოგიურ XX სივრცეზე გ ან- 

საზღვრულია /(X) ფუნქციონალი, როცა ყოველ ფიქსირებულ XC X 
ელემენტს შეესაბამება მხოლოდ ერთი /(1) C X სახე, მაშინ /(2) ცალსახა 

ფუნქციონალი ჰქვია. /(») ფუნქციონალი განახორციელებს ტოპოლოგიუ- 

რი X სივრცის გადასახვას ნამდვილ რიცხვთა X” სივრცეში, 

ფუნქციონალის უწყვეტობა XC X წერტილზე და მთელ ტოპოლოგიურ 
X სივრცეზე განისაზღვრება შემდეგნაირად: ცალსახა #=/(X) ფუნქციონალს 

უწყვეტი ფუნქციონალი ეწოდება :CX წერტილზე, თუ ნების- 
მიერი M#=X სიმრავლისათვის, რომლის M ჩაკეტვა Xჯ წერტილს შეიცავს 

გვაქვს /(X) C /(M), სადაც /(M) არის #/ სიმრავლის სახე, ხოლო /(XI) -– მი- 

სი ჩაკეტვა V სივრცეში. როცა /(X) ფუნქციონალი უწყვეტია ყოველ XC X 
წერტილზე, ზემოთ მოყვანილი აზრით, მაშინ მასს უწყვეტ ფუნქციო- 

ხალს უწოდებენ » სივრცეზე (შეადარეთ უწყვეტი გადასახვის გან- 

საზღვრას გვ. 36). 
მ. ფრეშემ დასვა შეზდეგი ამოცანა: მოვძებნოთ ისეთი ტოპოლოგიური 

სივრცეების შესაძლო ფართო კლასი, რომელშიც არსებობს მუდმივისაგან 

განსხვავებული უწყვეტი ფუნქციონალი. 
ამ აზოცანის გადაწყვეტა ეკუთენის პ. ურისონს. ქვემოთ მოგვყავს ური- 

სონის შედეგი. 

თეორემა 2.15. თუ VI, და XI) ნორმალური ტოპოლოგიური 

X სივრცის ორი ნებისმიერი ჩაკეტილი სიმრავლეა, რო- 

მელთა თანაკვეთა ცარიელია, მაშინ არსებობს X სივრცე- 

ში უწყვეტი /() ფუნქციონალი, რომელიც ნებისმიერი 
ორი ნამდვილი ძ და ხ, ი<ხ, რიცხვისათვის აკმაყ ოფი ლებს 

შემდეგ პირობებს: 

1) /(X)C=ი, როცა X“M,, 
2) /(X)=ხ, როცა XC VM,, 

3) <= /(00<ს, როცა XC M,და XC #M.. | 
თეორემის დასამტკიცებლად წინასწარ შევნიშნოთ, რომ იძ და ხი რიცხ- 

ვების ნაცვლად შეგვიძლია ავიღოთ, შესაბამისად, 0 და 1 რიცხვები. მართ- 

ლაც, /(X) ფუნქციონალი წარმოვადგინოთ ასე: 

#ILVX0XI=(ხ–თ)დ(X9)+ი, 

სადაც «(ჯ) ფუნქციონალი აკმაყოფილებს 1)–--3) პირობებს, როცა ძ=0 

და ხ=1,. 
გაგყოთ თეორემის დამტკიცება ორ ნაწილად. ჯერ ავაგოთ ფუნქცია, 

რომელიც დააკმაყოფილებს 1) -– 3) პირობებს, სადაც ი=0, ხ=1, და შემდეგ 

დავამტკიცოთ, რომ იგი უწყვეტია. 

ავიღოთ M,; სიმრავლის CXM,)=X- Mე= /, მიდამო, ვინაიდან X ნორ- 
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მალური ტოპოლოგიური სივრცეა და #,CX ჩაკეტილი სიმრავლეა, ამიტომ 

2.10 თეორემის ძალით, M, სიმრავლის 4, მიდამოსათვის არსებობს ისეთი 

“ა = 92) მიდამო რომ #4აC=#4,. 

გთქვათ, # ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია, ხოლო IV=0,1,2,.··, 2". 

ეთქვათ აგებულია VI, სიმრავლის მიდამოების ისეთი 145) მიზდევრობა, 
ი" 

რომ როცა /I < I), მაშინ „24 C/M. ამ პირობებში, იმავე 2.10 თეორემის 
”» 2 

ძალით, შეიძლება MI, სიმრავლის ისეთი / მიდამო ავაგოთ, რომ შეს- 
იი'+1 
2#+1 

რულებული იყოს პირობები 

4,ც=4,,.,= გი. #... 

”" 0M+1 Cთ"+L წე 

გაეაგრძელოთ VI, სიმრავლის მიდამოების აგების ეს წესი უსასრულოდ. მა- 
შინ ცხადია, წარმოიქმნება VI, სიმრავლის ღია მიდამოების ისეთი თვლადი 

L4,) სისტემა, 7» C (0,1), რომ VI,C=4ია, 4, C,”, როცა ჯ# <7»”. 

ვთქვათ ახლა, ( არის (0,1) ინტერვალზე განსაზღვრული პარამეტრი. ავა- 

გოთ M, სიმრავლის 2, მიდამო, რომელიც წარმოადგენს „/, მიდამოების ჯამს: 

4 = ს 4, 
'</ 

4, მიდამოს ის თვისება აქვს, რომ როცა << <I!', მაშინ 

2, =-,9„-–4,იC /4/. გარდა ამისა, ვიგულისხმობთ, როზ 4, ცარიელი სიმრაე- - 

ლეა, როცა |I<:0 და 4#4=X, როცა (>1. მაშინ როგორიც უნდა იყოს ( პა- 

რამეტრის / და /” მნიშვნელობანი, როცა I <I, გვექნება 4,–=4/. ვთქვათ, 

XC X ნებისმიერი წერტილია. 

განვიხილოთ ყველა ღია „ სიმრავლე, რომლებიც არ შეიცავენ ჯ წერ- 

ტილს და შეენიშნოთ, რომ ამ სიმრავლეთა Lს ნიშნაკების სიზრავლე არის ნამ- 

დეილ რიცხვთა ნახევარი წრფე:– =<1<ს,, ან – <7<ყს,. ახლა საძიებე- 

ლი ფუნქციონალი განვსაზღვროთ «(1)=ს, ტოლობით. ს, რიცხვი სავსებით 

განსაზღვრულია, როცა მოცემულია XC X ელემენტი, ცხადია, რომ როცა 
XC 40, კერძოდ, როცა Xჯ C MI,, მაშინ «(:)=0. თუ XC 7, კერძოდ, როცა 

XC M,, მაშინ დ(:1)=1. გარდა ამისა, მთელ %X სივრცეში ადგილი აქვს 

0<%(<1 უტოლობას, : 

დავამტკიცოდ ახლა თეორემის მეორე ნაწილი. ვთქეათ, X C X ნებისმიე- 
რი წერტილია და 6>0-- ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვი. ავაგოთ X წერტი- 

ლის იცე= 4, –-4ს, +C 4, 5- მს, ნ მიდამო. ყოველი ჯ C CX(ჯ) წერტილი 

ეკუთვნის 4.,.6 მიდამოს და არ ეკუთენის 4,, - მიდამოს. ამის გამო ადგი- 

ლი აქვს უტოლობას 

სა–ზლს, «II _9) 

ე. ი. ' 

I#(X') -– დ(X)| <4, 
რაც იმას ნიშნავს, რომ დ(ჯ) უწყვეტია ნებისმიერ XC X წერტილში. 

შენიშვნა 1, დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ 

ნორმალური ტოპოლოგიური სივრცის ყოველი :; წერტილისათვის და ამ წერ- 
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ტილის ყოველი CXX») C» მიდამოსათვის არსებობს უწყვეტი «(.) ფუნქციო- 
ნალი, რომელიც ჯXჯ წერტილზე ნულის ტოლია და (XX) მიდამოს გარეთ ყო- 

ველ წერტილში უდრის ერთს. 

შენიშვნა 2. თუ XI, და XI) სიმრავლეთაგან ერთ-ერთი, მაგალითად, 

M#, ცარიელი სიმრავლეა, მაშინაც თეორემა სამართლიანია, ამ შემთხვევაში 

ყოველ XC X წერტილში ფუნქციონალი +«(X) =1. 
ქვემოთ ჩვენ მოგვყავს პ. ურისონის კიდევ ერთი თეორემა, რომლის 

დამტკიცება ზოგიერთ კერძო შემთხვევაში ეკუთვნის ლებეგს, ბრაუერს, კა- 

რათეოდორის და ტიტცს. 

საკითხი შეეხება უწყვეტი ფუნქციონალის უწყვეტად გაგოძელების ამო- 
ცანას ნორმალურ ტოპოლოგიუო სივრცეში. 

თეორემა 9.13, თუ MI არის ნორმალურ ტოპოლოგიურ X 
სივრცეში მოთავგსებული ჩაკეტილი სიმრავლე და /:) ამ 
სიმრავლეზე უწყვეტი და შემოსაზღვრული ფეუნქციონა- 

ლია, მაშინ არსებობს მთელ X სივრცეზე უწყვეტი და შე- 

მოსაზღვრული ისეთი XL2) ფუნქციონალი, რომელიც ემთხ- 

ვევა / ეუ ფუნქციონალს # სიმრავლეზე. | 

შემოვიღოთ აღნიშენები: 

#59(1)= /CX),. IM =3ს1)|/(X)ს 
სადაც, X C MI. განვიხილოთ 2XI სიმრავლის ჩაკეტილი ქვესიმრავლე, რომლის 

#X წერტილებისათვის შესრულებულია უტოლობა /ა(ჯX)< –4.. აღვნიშნოთ 

ხსენებული სიმრავლე M"',-ით. ანალოგიურად ამისა, MI სიმრავლის ჩაკეტილი 

ქვესიმრავლე, რომზლის ჯ წერტილები აკმაყოფილებენ 702041 პირობას, აღვგ- 

ნიშნოთ MI ,-ით. წინა თეორემის ძალით, არსებობს მთელ X სივრცეში ისე- 

თი უწყვეტი ფუნქციონალი #ი(7), რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პი- 
რობებს 

1) I(X)= =994->I როცა ჯ CM? 

2) X#%(C:)= --, როცა X« C M”,, 

პ) –11« <ჩი) <4) ბ, როცა XC M" ც# და XC M”.. 

ავაგოთ ახლა M# სიმრავლეზე განსაზღვრული შემდეგი სახის ფუნქციონალი: 

ჩთ- ჩრ - ჩითი. ' 
#I((X) ფუნქციონალი აკმაყოფილებს პირობებს; 

ა) /)(X) უწყვეტია M სიმრავლეზე, 
2 

ბ) ს =6L91(X)C-ვ-ხი, XCVMI. 

/)(+) ფუნქციონალის დახმარებით, ანალოგიური მსჯელობით, ავაგოთ /ე(») ფუნ- 

ქციონალი. სახელდობრ, აღვნიშნოთ M;”-ით და M',-ით # სიმრავლის "ჩაკე- 
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ტილი ქვესიმრავლეები, რომელთა ჯ წერტილებზე შესრულებული იქნება შესა- 
ბამისად ჩიი0<-4+1 და ჩ(0>+' უტოლობები. ვთქვათ, L,(»X) არის 

ფუნქციონალი, რომელიც განსაზღვრულია მთელ X სივრცეზე და აკმაყოფი- 
ლებს პირობებს; 

1) რ”ლი=--5 როცა XC VII, 

2) # (0 =+- ს როცა XC M”., 

391 – + <რC0)< 4, როცა » CM, და »C M. 

წინა თეორემის ძალით, #,(7;) ფუნქციონალი არსებობს. განვსაზღვროთ ამის 

შემდეგ M სიმრავლეზე ახალი /,(X) ფუნქციონალი შემდეგი ტოლობით: 

/+X(X)= /)(2)– ”,(2) 
და გავაგრძელოთ უსასრულოდ //1) და LX) ფუნქციონალების აგება ამ 
წესით. მაშინ, ერთის მხრივ, მივიღებთ ფუნქციონალთა | //(X)) მიმდევრობას, 
რომლის ყოველი /,») ელემენტი იქნება XIV სიმრავლეზე განსაზღვრული 
ფუნქციონალი, მეორეს მხრივ, მიგიღებთ ფუნქციონალთა | II) მიპდევრო- 

ბას, რომლის ყოველი #Vჯ) ელემენტი იქნება მთელ X სივრცეზე განსაზღვრუ- 
ლი ფუნქციონალი, ცხადია აგრეთეე, რომ ადგილი ექნება შეფასებებს: 

/თ<(<)M და |”V.(2)| <(_) +. (2,4) 

გარდა ამისა, როგორც /ა(») და #,(X) ფუნქციონალების აგების ხერხიდან 

ჩანს M სიმრავლეზე ადგილი აქვს ტოლობას: 

#»(2) = #ი, 1(X) – /(2) 01 =90,1,...). (2.5) 

შევადგინოთ ეხლა ფუნქციონალთა მწკრივი 

ჩ#ა(X)–- სე(2:) +- · · · + #ი(X) +... (2.6) 

რომლის ყოველი წევრი არის X სივრცეხე უწყეეტი და შემოსაზღვრული 
ფუნქციონალი, ვინაიდან, (2.6) მწკრივის წევრების აბსოლუტური მნიშვნელო- 

ბანი აკმაყოფილებენ (2.4) უტოლობებს და რიცხვითი მწკრივი 

– 2 "IM 

: 2L 3)3 >” 
1=0 

ამიტომ (2.6) მწკრივი იქნება თანაბრად კრებადი X სივრცეში. აღვნიშნოთ 

(2.6) მწკრივის ჯამი #C:)-ით. XX») ფუნქციონალი განსაზღვრულია მთელ X» 

· სივრცეში ტოლობით: 

ჩ(0= > IM. 
1=0 
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იგი X სივრცეში უწყვეტი და შემოსაზღვრულია, უკანასკნელ მწკრივს MI სიმ- 
რავლეზე აქვს სახე; 

#6)= ა "ონა –/-აC)1= /ა60= #6). 
7=1 

ამით თეოთემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა 1. თუ ტოპოლოგიური X სივრცე ნორმალური არ არის, 

მაშინ არსებობს ისეთი /(») ფუნქციონალი, რომელიც უწყვეტია რაიმე ჩაკე- 

ტილ MIX სიმრავლეზე და რომლის უწყვეტი გაგრძელება მოელ X სივრ- 
ცეზე არ შეიძლება. 

ამის დასამტკიცებლად, ვთქვათ, „VI, და 1I, არის » სივრცეში მოთავ- 

სებული ჩაკეტილი სიმრავლეები, რომელთა თანაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა. 

ვინაიდან X -სივრცე ნორმალური არ არის, ამიტომ M, და MI, სიმრავლეე- 

ბის ნებისმიერი მიდამოების თანაკვეთა არ იქნება ცარიელი სიმრავლე. ავა- 

გოთ ჩაკეტილი M= M, ს M, სიმრავლე, რომელზეც განვსაზღვროთ ისეთი 

უწყვეტი /C:) ფუნქციონალი, რომ /(X–)=0, როცა XC M,, ხოლო /(1)=1, 

როცა XC MI). 

ადვილი შესამჩნევია, რომ შეუძლებელია უწყვეტად გავაგრძელოთ /(X), 
ფუნქციონალი მთელ X სივრცეზე. მართლაც, დავუშვათ საწინაააღმდეგო, 
ე. ი. დავუშვათ, რომ შესაძლოა /(X) ფუნქციონალის უწყვეტი გაგრძელება 
მთელ X სივრცეზე. ავაგოთ #I, სიმრავლის §XM,) მიდამო ისეთი XC X წერ- 

ტილებისაგან, რომელშიც /ცა<--. ასევე, ავაგოთ XI, სიმრავლის XV.) 

მიდამო ისეთი XC» წერტილებისაგან” რომელშიც #00>--, მაშინ, 

CXIVI,) ი VCM,) თანაკვეთა იქნება ცარიელი სიმრავლე, რაც შეუძლებელია. 

შენიშვნა 2, დამტკიცებული თეორემიდან და წინა შენიშვნიდან გა- 
მომდინარეობს, რომ უწყვეტი ფუნქციონალის უწყეეტი გაჭრძელება მხოლოდ 

ნორმალურ ტოპოლოგიტრ სივრცეშია შესაძლებელი. სხვანაირად ეს იმას 

ნიშნავს, რომ ტოპოლოგიური X სივრცე მხოლოდ მაშინ არის ნორმალური, 

როცა შესაძლოა ამ სივრცის ნებისმიერ ჩაკეტილ M სიმრავლეზე ნებისმიერი 

უწყვეტი ფუნქციონალის გაგრძელება მთელ X სივრცეზე. 

§. 10 ტოპოლოგიური სივრცის მეტრიჭების ამოცანა 

ვთქვათ, X ტოპოლოგიური სივრცეა, რომელშიც შესაძლოა გარკვეული 

წესით შემოღებული იყოს მეტრიკის ცნება. ამ შემთხვევაში იტყვიან, რომ X 
სივრცე მეტრიზებადია, 

ტოპოლოგიური სივრცის მეტრიზების ამოცანა ისმება შემდეგნაირად: 

რა პირობები უნდა იყოს შესრულებული, რომ ტოპოლოგიური X» სივრცე 

იყოს მეტრიზებადი. სხვანაირად, ეს იმას ნიშნავს, რომ უნდა მოიძებნოს პი- 

რობები იმისა, რომ ტოპოლოგიური X სივრცე ჰომეომორფული იყოს რაიმე 
მეტრული სივრცისა. 

სანამ დასმულ ამოცანას ვუპასუხებდეთ, წინასწად დავამტკიცოთ რამ- 

დენიმე დებულება, რომელიც შემდეგში გამოგვადგება, 
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თეორემა 9.14. (. ტიხონოვი), ყოველი რეგულარული სივრ- 

ცე თვლადი ბაზისით ნორმალური ტოპოლოგიური სივრცეა. 
ი 

ვთქვათ, X რეგულარული ტოპოლოგიური სივრცეა თვლადი /=IM.., 
ბაზისით. ავიღოთ ნებისმიერი ისეთი ორი ჩაკეტილი M,, M,C7 სიმრავლე, რომ 

M#ი V, იყოს ცარიელი სიმრავლე. ავირჩიოთ ნებისმიერი ჯ C V, წერტილი. 

ცხადია, ჯ C Mე. ვინაიდან X რეგულარული სივრცეა, ამიტომ არსებობს ისეთი 

(XX) და §X„V.ე) მიდამოები, რომ 
ლ(ი ი CM.) (2.7) 

თანაკვეთა იქნება ცარიელი სიმრავლე. ზემოთ დამტკიცებული 2.8 და 2.9 
თეორემების ძალით, თვლადი # ბაზისი ჯ წერტილის ერთი ისეთ M, მიდა- 

მოს მაინც შეიცავს, რომლის ჩაკეტვა მიეკუთვნება CXX) მიდამოს: 

M,-–0(ჯ). (2.8) 

(2.7) და (2.8) ფორმულებიდან გამომდინარეობს, რომ MI, ი C CM,) თანა- 
კვეთა ცარიელი სიმრავლეა. წარმოვიდგინოთ, რომ ჯ წერტილი გაირბენს V, 

სიმრავლის ყველა წერტილს, მაში5 X/, მიდამო გაირბენს V ბაზისის კუთვნი- 

ლი მიდამოების სასრულ ან თვლად ნაწილს. ვთქვათ, ეს მიდამოებია //,I1), 
ლილ 

2I,0),..,, ცხადია, რომ 0“ =M» და, გარდა ამისა, XI, ი MV,((=:1,2,...) 

L=I 

თანაკვეთები იქნება ცარიელი სიმრაქლეები, 

სრულიად ასევე, M, სიმრავლის წერტილებისათვის, თელადი ს ბაზისი- 

დან შეგვიძლია გამოვყოთ სასრული ან თვლადი ნაწილი ისეთი XI,I), Mე0),... 

მიდამოებისა, რომ 0”“=»M და I, ი V, თანაკვეთები იყოს ცარიელი 

(=-I 

სიმრავლეები. 

შემოვიღოთ ახლა შემდეგი აღნიშვნები: 

”–-I1 

9,= M90-|) (C, ი აI,()), 
+, 

' (2.9) 
" 

(ა„= Mი” = ს (ი, ი M,) | 

7=1 ! 
და ავაგოთ სიმრაელეები: 

თ« ით 

M= ი9. ხ= ს” (2.10) 
„== 1 #=L 

ცხადია, რომ M და # წარმოადგენენ შესაბამისად M»V, და IV, ჩაკეტილი სიმ- 

რავლეების მიდამოებს: /MV,=MV, M,CL#. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ M და L მიდამოების თანაკვეთა ცარიელი 

სიმრავლე იქნება. მართლაც, დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ M-ის ერთ 
ელემენტს მაინც შეიცავს, აღვნიშნოთ ეს ელემენტი ყ-ით: 

#/CMი7, 
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მაშინ, (2.10) და (2.9) ტოლობების ძალით, გვექნება 

“ V/C9,იია, დ, +=1, 9, -). (2.11) 
გაჩვენოთ, რომ (2.11) შეუძლებელია, ამისათვის, ჯერ განვიხილოთ #<+ შემ- 

თხვევა, გვექნება: 
ი 

0,ი თ,=9,ი Mზ- (ყ რდ,ი 5 
(=1 

=9, ი IM,I9-– (<), ი M,(2))1C9, ი (X–-9ე. 

0,ი (X-–- 9) თანაკვეთა კი ცარიელი სიმრავლეა, ამრიგად, როცა #<+X, მაშინ 

C, ი თ, თანაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა და ამ შემთხვევაში (2.11) შეუძლებე- 
ლია, განვიხილოთ ახლა #>(+ შემთხვევა, გვაქვს: 

· 7-1 : 

('„ 90 თ,ლ–თ,ი აო- (ს (თ, იჩ +ო)+ 

L=1 

Cთ, ი IM, -- (თ, ი M,(0)1Cთ, ი (X–Cთ,), 
თ, ჩ (ჯ –თ«,) სიმრავლე ცარიელი სიმრავლეა. მაშასადამე, §,.ი თ, თანაკვეთა 

მაშინაც ცარიელი სიმრავლეა, როცა <7. გამოდის, რომ (2.11) ამ შემთხვე- 
გაშიც შეუძლებელია, საბოლოოდ უნდა ჩაითვალოს, რომ M და #ჯ მიდამოე- 

ბის თანაკვეთა ცარიელი სიმრაელეა. 

მაშასადამე, რეგულარული X სივრცე ისეთია, რომ მასში მოთავსებული 

ნებისმიერი ორი არაგადამკვეთი ჩაკეტილი V, და M#ე სიმრავლისათვის არსე- 

ბობს შესაბამისად ისეთი # და ჯX მიდამოები, რომ M-ი0 ნ ცარიელი სიმრავ- 

ლეა. ეს იმას ნიშნავს, რომ X ნორმალური ტოპოლოგიური სივრცეა და თეო- 

რემა დამტკიცებულია. 

დავამტკიცოთ ახლა პ. ურისონის ერთი თეორემა, რომელიც პომეო- 

მორფულ თანადობას ამყარებს რეგულარულ ტოპოლოგიურ X სივრცესა და 

პილბერტის /, სივრცის 7, ძირითადი პარალელებიპედს შორის. 

თეორემა 95.16. თვლადი ბაზისიანი ყოველი ტოპოლოგიუ- 

რი რეგულარული სივრცე პილბერტის (ჯ, სივრცის ძირითა- 

დი L პარალელეპიპედის პომეომორფულია. 

თეორემის დასამტკიცებლად ავიღოთ ნებისმიერი რეგულარული ტობო- 

ლოგიური X სივრცე, რომლის თელადი ბაზისი იყოს (M,), M,,.··). ბაზისის 

ელემენტებიდან ისეთი (M,, M.) წყვილები გამოვყოთ, რომლებსაც აქვთ Mთ,CM 

თვისება, ყოველ ასეთ წყვილს ბაზისის დაყვანილი წყვილი დავარქვათ 

ვთქვათ, C,, Cე..., რდ»ი,.. ბაზისისს ყველა დაყვანილი წყვილია, სადაც 

0.=(M,, M,). ვინაიდან X რეგულარული სიგრცეა ბაზისით, ამიტომ ა. ტი- 
ხონოვის თეორემის ძალით, X სივრცე ნორმალური ტოპოლოგიური სივრცე 
იქნება. ამ სიგრცეში M, და X-M, ჩაკეტილი სიმრავლეებია, ამიტომ ური- 
სონის თეორემის ძალით ყოველი დაყვანილი C„=(M,, M.) წყვილისათვის არ- 
სებობს #»(ჯ7) ფუნქციონალი, განსაზღვრული,მთელ ჯ სივრცეზე, რომელიც აკ- 

მაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

ა) /V(X)=0, როცა.2: C M,, 

ბ) #(2)=1, როცა XC X-–-MI, 
ბ) 9C/ი(2)<:1, როცა #» C X. 
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ვთქვით, XCX ნებისმიერი წერტილია, ავაგოთ ნამდვილ აიცხვთა 

1 
თვლადი (|6,(ჯ)| მიმდევრობა, სადაც ნ„(X)=-- #2) (#=1,2,...). ცხადია, 

! 
რომ 

ბპ თო - 1. /0)< +. 
”ს=L #=1 

გარდა ამისა, გვაქვს 0<6»0:) <1. ამის გამო, რიცხვთა |. (ა), მიმდევრობა 
განსაზღვრავს L პარალელეპიპედის /(X)=(6»(2:))(#/=1, 2,...) ელემენტს. შე- 

ვუსაბამოთ ყოველ ჯC » წერტილს I. პარალელეპიპედის /(») წერტილი, ამ 

თანადობის ძალით, როცა ჯ გაირბენს მთელ X სივრცის წერტილებს, მაშინ 

#(Cი) წერტილი გაირბენს L პარალელეპიპედის წერტილებს. სხვანაირად, ეს 

იმას ნიშნავს, რომ ფაქტიურად აგებულია X სივრცის / გადასახვა # სიზ- 

რავლეზე. დავამტკიცოდ, რომ ჩვენ მიერ აგებული / გადასახვა არის X 

სივრცისა და ჩ სიმრავლის ურთიერთ ცალსახა გადასახვა. მართლაც, ვთქვათ, 

ჯ და ყ არის X სივრცის ორი სხვადასხვა წერტილი, ჯ წერტილისათვის არ- 

სებობს ბაზისის ისეთი ერთი MI, ელემენტი მაინც, რომ /CMს. ამასთანავე, 

თანახმად 2.9 თეორემისა, ჯ წერტილისათვის არსებობს ბაზისის ისეთი VI, 

ელემენტი, რომ M,C=#ML+. ახლა, თუ გავიხსენებთ დაყვანილი წყვილის განსა- 

ზღვრას დავრწმუნდებით, რომ (MI, 1I,) დაყვანილი წყვილია. ვინაიდან 

XC M,CM, ყC -–-- M,, ამიტომ არსებობს ისეთი უწყვეტი #» ფუნქციონალი, 

რომელიც განსაზღვრულია მთელ X სივრცეზე და /„(2)=0, /„(ყ/)=1. აქედან 

გამომდინარეობს, რომ §„(#)556„(ყ). სხვანაირად, ეს იმას ნიშნავს, რომ წ„(X) 

და წ.„(ყ)#=1, 2,..) რიცხვებით განსაზღვრული შესაბამი /”(ჯ), /(V) C # წწერ- 

ტილები ერთზანეთისგან განსხვავებულია. ამით დამტკიცებულია, რომ /# გა- 

ნახორციელებს X სივრცისა და L პარალელეპიპედის წერტილების ურთიერთ- 

ცალსახა გადასახვას. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ გადასახვა / არის ურთიერთუწყვეტიც. ამი- 

სათეის ჯერ უნდა დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი XC X წერტილისათვის და 

ნებისმიერი M სიზრავლისათვის, რომლის VM ჩაკეტვა შეიცავს X წერტილს, 

' გვაქვს #(X) C /CMI). სადაც /(M) არის MI სიმრავლის სახე L სიმრაელეში, 

ხოლო /(M)--მისი ჩაკეტვა. ვინაიდან 7, მეტრული სივრცეა, ამიტომ /(X) C /CMI) 

ნიშნავს, რომ ი(/(X), /(M))=0. როგორც ზემოთ ვნახეთ, /„ უწყვეტი ფუნქ- 
ციონალია და, ამიტომ ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის (MV,, #MI.,...) ბაზისი 

შეიცავს ჯ წერტილის ისეთ («)/, მიდამოს, რომ ნებისმიერი ყ C 9), წერტი- 
ლისათვის შესრულდება უტოლობა 

I/ (2) -· /(4)|<-5. (2.12) 
' ” 

ავიღოთ ახლა Xჯ წერტილის ისეთი LI) მიდამო, რომ 9(ი=() 0, სადაც ”! 

· #=L 

ნებისმიერი ფიქსირებული რიცხვია. ვთქვათ, ჯ ამ მიდამოს ნებისმიერი წერ- 

ტილია: 7” C 9). თანახმად (2.12) უტოლობისა, გვექნება 

|.C0--5.(2) =-- /M9 -/-დ) <+-. (2.13) 
1:



შევაფასოთ მანძილი /(ჯ), /(0C# წერტილებს შორის, გვაქვს 

0C/(1), #7 /. ბ) CC-59დ) = 
“4 
1=L 
  

I /. 2 ,წი-6C)+ »_ (66) – 6 Cდ)). 
M=1 #=1–+I 

გამოვიყენოთ უკანასკნელ ტოლობაში (2.13) შეფასება, მივიღებთ 

2(/ (ა), 71 ი“/ 1 + 1, (/ახე–/(ჯ)? 
M ==1 #= M+1 

  

და, რადგანაც ყოველი ი რიცხვისთვის ადგილი აქვს ჩდ > უტოლო- 
I 

ბას, ამასთანავე – =- და საკმარისად დიდი ), რიცხვისათვის 

CC 

ჯ, + <5, ამიტომ გვექნება 

კ=VI+1 ” 
. ” ლ 

0(/(X), იარ / თაბი 3. 1 >- / M(5-+1)<2- 

> V)" 6 
#5=1 #8=:M+-1 

პირობის თანახმად, §>0 ნებისმიერი რიცხვი იყო, ამიტომ უკანასკნელი უტო- 

ლობიდან მივიღებთ (ი(/(2:), /(ჯ))=0. მაგრამ §XჯX) მიდამო შეიცავს # სიმ- 

რავლის წერტილებს, რის გამოც ი(/(X), /(M))=0. 
ამრიგად, /(X) გადასახვა X სივრცისა # პარალელებიპედზე არის უწქვე- 

ტი გადასახვა, 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ შებრუნებული გადასახვაც უწყვეტია. ვთქვათ, 

0(/(X), /(M))=0, მაშინ XC MI. მართლაც, ავიღოთ ჯ წერტილის ნებისმიერი 

M,C=(M, M,,.. .) მიდამო. ცთქვათ, MILC=(M,, MI, ...) ის სიმრავლეა, რომ- 

ლის ჩაკეტვა XI,C ML. მაშინ (MI, MM) იქნება ბაზისის ელემენტის დაყვანილი 

წყვილი, რომელიც აღვნიშნეთ C,-ით„ ტოლობა ი(/(X), /(M))=0 ნიშნავს, 
რომ არსებობს ისეთი ერთი წერტილი მაინც, რომ ჯ= /(#) C /(M) (სადაც 
ყC M არის ჯ-ის პირველსახე) დაშორებული იქნება /(X) წერტილიდან 

1. რიცხვზე ნაკლები მანძილით: 
წ! 

= 1 
(V/X), / საო/ ა (6-6 V)1<:- 

#=1 

აქედან გვაქვს = 
ბი(X)- წი(თ)|<-–, I/(2) – /=(4))<1. 
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თუ ახლა გავიხსენებთ, რომ /„(»X)=0, მაშინ უკანასკნელი უტოლობიდან მი- 
ვიღებთ /»(ყ)<1, Vყ C 9. როგორც ჩანს, X წერტილის ყოველი მიდამო შეი- 

ცავს M სიმრავლის წერტილებს, ამიტომ « C M და თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა უკვე ადვილად დამტკიცდება პ. ურისონის ერთი თეორემა, რო- 

მელშიც მოცემულია მარტივი აუცილებელი და საკმარისი პირობები იმისა, 

რომ ტოპოლოგიური სივრცე თვლადი ბაზისით იყოს ზეტრიზებადი. 

თეორემა 9.16. ტოპოლოგიური X სივრცე თვლადი ბაზი- 

სით მეტრიზებადია მხოლოდ მაშინ, როცა იგი რეგულა- 
რულია. . · 

დავამტკიცოთ ჯერ პირობის აუცილებლობა, ამისათვის დავუშვათ, რომ 

X მეტრიზებადი სივრცეა და დავამტკიცოთ მისი რეგულარობა, ვინაიდან X 

მეტრიზებადია, ამიტომ 2.11 თეორემის ძალით, იგი ნორმალური სივრცე იქ- 

ნება და, მით უმეტეს, იქნება რეგულარული სივრცე. 

პირობის საკმარისობის დასამტკიცებლად უნდა დავრწძუნდეთ, რომ 

რეგულარული ტოპოლოგიური X სივრცე თვლადი ბაზისით უსათუოდ მეტ- 

რიზებადია; სხვანაირად, საჭიროა ვუჩვენოთ, რომ XV პომეომორფულია რაიმე 

მეტოული სივრცისა (ან ჰომეომორფულია მეტრული სივრცის რაიმე სიმრავ- 

ლისა). უკანასკნელი წინადადება კი დამტკიცებული იყო 2.15 თეორემაში. 
ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 11. კომპაძტური ღა ბიკომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცეები 

1. ვთქვათ, X ტოპოლოგიური სივრცეა. "ვიტყვით, რომ XX კო მპაქ- 

ტური ტოპოლოგიური სივრცეა, თუ X სივრცეში მოთავსებულ ყო- 

ველ უსასრულო ქვესიმრავლეს ერთი დაგროვების წერტილი მაინც აქვს. ავი- 

ღოთ კომპაქტურ ტოპოლოგიურ სივრცეში მოთავსებული რაიმე ჩაკეტილი # 

სიმრავლე. კომპაქტური ტოპოლოგიური სიგორცის განსაზღვრის თანახმად, ყო- 
ველ უსასრულო ქეესიმრავლეს, რომელიც ” სიმრავლესაც ეკუთვნის, ერთი 

დაგროვების წერტილი მაინც აქვს. ეს დაგროვების წეოტილი, წ სიმოავლის 

ჩაკეტილობის გამო, ეკუთვნის #-ს. ამის გამო, კომპაქტური ტოპოლო- 

გიური სივრცის ყოველი ჩაკეტილი Xჯ სიმრავლე თითონაც 

კომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცეა. თუ CX სიმრავლე ისე- 

თია, რომ მისი ყოველი ქვესიმრავლის დაგროვების წერტილი ისევ # სიმ- 

რავლეს ეკუთვნის, მაშინ ნ-ს კომპაქტური ქვესიმრავლე ეწოდება. 

ვთქვათ, CX ისეთი ქვესიმრავლეა, რომლის ყოველ უსასრულო ქვესიმრავ- 

ლეს ერთი დაგროვების წერტილი მაინც აქვს X სივრცეში, ამ შემთხვევაში 

გიტყეით, რომ ს სიმრავლე კომპაქტურია X სივრცეში. 

თეორემა 32.17 (კანტორი). თუ X კომპაქტური ტოპოლოგიური 

სივრცეა, ხოლო (ი, _,CX-არაცარიელი ჩაკეტილი სიმრაევ- 

ლეების მიმდევრობა და 

#,=სა=.· · -=#,=. 8 (2.14) 

მაშინ ი თანაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა. 

I=I 

თეორემის დასამტკიცებლად განვიხილოთ სამი შესაძლო შემთხვევა. 

1. ვთქვათ , სიმრავლეთა შორის მხოლოდ მათი სასრული რაოდენობა 

1.”



არის ერთმანეთისგან განსხვავებული სიმრავლეები, ხოლო ყველა დანარჩენი 
ერთმანეთს ემთხვევა. ჯ,,..., ს, სიმრავლეები იყოს ერთმანეთისაგან განსხვა- 
ეებული, ხოლო #,,,, ს.ე, ... იყოს თანატოლი სიმრავლეები. მაშინ, (2.14) 

პირობის ძალით ი #=#,,,, რომელიც, თანახმად პირობისა, არ არის ცა- 

/1=I 

რიელი სიმრავლე. 

52. ვთქვათ, ყოველი #,V=1,2,...) ერთმანეთისაგან განსხვავებული სიმ- 

რავლეა, ავიღოთ ერთმანეთის მომდევნო ორი ჯ, და #;,,, სიმრავლე. ვინაი- 

დან ჩ,=5#,,ც ამიტომ ნ, – #,,, სხვაობა არ არის (ყარიელი სიმრავლე, მა- 

შინ არსებობს ისეთი ;,, წერტილი, რომ X,C #, და %,C როცა 1; ნიშნა- 

კი გაირბენს 1,2)... მნიშვნელობებს, მაშინ წარმოიქმნება წერტილთა თელა- 

დი 1ი), 5» სიმრავლე, როზელსაც, X სივრცის კომპაქტურობის გამო, 

აქვს დაგროვების წერტილი, აღვნიშნოთ იგი 2:-ით. ჯ დაგროვების წერტი- 
ლია აგრეთვე ყველა ი; სიმრავლისა და, მათი ჩაკეტილობის გამო, ეკუთვნის 

ლ 

ყოველ #, სიმრავლეს. ეს იმას ნიშნავს, რომ ი ჩ, თანაკვეთა არ არის ცა- 

(=1 

რიელი სიმრავლე. 

ვი. ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა #, სიზრავლეთა შორის უსასრუ- 

ლოდ ბევრი არის ერთმანეთისგან განსხვავებული სიმრავლეები. ადვილი შე- 

სამჩნევია, როზ ეს შემთხვევა წინა შემთხვევაზე მიიყვანება მართლაც, ამი- 

სათვის საკმარისია (ი). | მიმდევრობიდან გამოვყოთ წყვილ-წყვილად არა- 
1L= 

გადამკვეთი სიმრავლეები. ცხადია, რომ წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთი სიმ- 

რავლეთა თანაკვეთა იგივე იქნება, როგორიც თავიდან აღებული სიმრავლე- 
ებისა. ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

ვთქვათ, ტოპოლოგიურ X სივრცეში მოცემულია ღია სიმრავლეთა სას- 
რული ან უსასრულო (M,) სისტემა. ისევე, როგორც მეტრულ სივრცეში, 

ვიტყვით, რომ ეს სისტემა ფარავს ტოპოლოგიურ X სივრცეს, თუ 

X= ს M». თუ (M,) სისტემა თვლადია ან სასრული, მაშინ დაფარვას, შესა- 

ბამისად, თვლადი ან სასრული დაფარვა ეწოდება. 

თეორემა 95.18 (პეინე-ბორელი) თუ ღია სიმრავლეთა თვლა- 

დი (IM) სისტემა ფარავს კომპაქტურ ტოპოლოგიურ X 

სივრცეს, მაშინ ამ სისტემიდან შეგვიძლია გამოვყოთ ღია 

სიმრავლეთა სასრული სისტემა, რომელიც აგრეთვე X»X 
სივრცეს დაფარავს. 

თეორემის დასამტკიცებლად ავაგოთ სიმრავლეთა თვლადი (V,|) სისტე- 
1 

მა სადაც M,=X- ს M,. ცხადია, როზ V, სიმრავლეები ჩაკეტილია და 

კ=1 
»,=5M,= ... =Mა= .... 

ლ 

ამასთანავე 9 M. თანაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა, თანახმად კანტორის თეო- 

#=1 
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"რემისა (თეორემა 2.17), გარკვეული # ნიშნაკისათვის #, სიმრავლე ცარიე- 
· ” 

ლი სიმრავლე იქნება და X=-L) M,. ეს კი ამტკიცებს ჩვენს თეორეზას. 

ჰ=I! 
9, ტოპოლოგიურ სივრცეთა ერთ-ერთ მნიშვნელოვან კლასს წარმოად- 

გენს ბიკომპაქტური სივრცეები. ტოპოლოგიურ X სივრცეს უწოდებენ ბი- 

კომპაქტურ ტოპოლოგიურ სივრცეს, თუ ამ სივრცის ყოველი 

დაფარვიდან. შესაძლოა გამოვყოთ ამავე სივრცის სასრულო დაფარეა. 

ჰაუსდორფის ბიკომპაქტურ ტოპოლოგიურ სივრცეს ბიკომპაქტი ეწოდება. 
ცხადია, რომ ყოველი ბი კომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცე კომპაქტური 

სივრცე იქნება. 
თეორემა 5,1ი. თუ ღია სიმრავლეთა (IM, სისტემა ფა- 

რავს ბიკომპაქტური სივრცის რაიმე ჩაკეტილ #V სიმ- 
რავლეს, მაშინ ამ სისტეზიდან შეგვიძლია გამოვყოთ სიმ- 
რავლეთა სასრული სისტემა, რომელიც აგრეთვე დაფა- 
რავს #M სიმრავლეს, ტე 

ვთქვათ, X ბიკომპაქტური ტოპოლოგიური სივ“ცეა. შევნიშნოთ, რომ ვინა- 

იდან IM«) სისტემა ფარავს M სიმრავლეს, ამიტომ იგივე სისტემა და ღია 

V=X-M სიმრავლე იქნება ზთელი X სივრცის დაფარვა. ბიკომპაქტური 

ტოპოლოგიური სივრცის განსაზღვრის ძალით, IM, |) სისტემიდან და V სიმ- 

რავლიდან შესაძლოა გამოვყოთ X სივრცის სასრული IV, I დაფარვა, სა- 
(== 

დაც # რაიმე ნატურალური რიცხვია. ვინაიდან MVი M თანაკვეთა ცარიელი 

სიმრავლეა, ამიტომ IM, 1 დაფარვა, რომელშიც არ შევა MV სიმრავლე, იქ- 
1= 

ნება M სიმრავლის სასრული დაფარვა და თეორემა დამტკიცებულია. 
ახლა დავამტკიცოთ დებულება, რომელიც ამყარებს კავშიოს ბიკომბაქტსა 

და ნორმალურ ტოპოლოგიურ სივრცეს შორის, 
თეორემა 5.90. ყოველი ბიკომპაქტი ნორმალური ტოპო: 

ლოგიური სივრცეა. 
ავიღოთ X ბიკომპაქტი და მასში მოთავსებული ორი ნებისმიერი არა- 

გადამკვეთი ჩაკეტილი #, და MI, სიმრაელე. თეორემის დასამტკიცებლად 

საკმარისია ვუჩვენოთ, რომ შესაძლოა ავაგოთ VI, და M/, სიმრავლეების ისე- 
თი C(CM,) და CXMI,) მიდამოები, რომ §XV/,) ი §XMI,) იყოს ცარიელი სიმ- 

რავლე. 
ვთქვათ,. X C M, არას ფიქსირებული წერტილი. ვინაიდან პირობის თა– 

ნახმად, X პაუსდორფის სივრცეა, ამიტომ როგორიც უნდა იყოს XC M წერ- 
ტილი არსებობს ისეთი 90-C) და 0,(ე მიდამოები, რომ C-(>)ი 0,(:) თა- 

ნაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა. როცა ჯ წერტილი გაირბენს M, სიმრავლის 

ყველა წერტილს, მაშინ მივიღებთ მიდამოების (§,(X)) სისტემას, რომლის ყო- 
ველი §),(;) ელემენტის თანაკვეთა §)>(X) მიდამოსთან ცარიელი სიმრავლეა. 

„ზემოთ დამტკიცებული 2,19 თეორემის ძალით, (C,(X)| სისტემიდან შეიძლე- 

ბა გამოვყოთ მიდამოების სასრული (9,6, სისტემა, რომელიც აგრეთეე 

დაფარავს M, სიმრავლეს. შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 
” „ 

5,=L) ი,თა),= (1) 9-ო: 
1=1I 1=L 
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ახლა ეთქვათ, ჯ წერტილი გაირბენს #I, სიმრავლის ყველა წერტილს, 

მაშინ მივიღებთ სიმრავლეთა |(თ,| სისტემას, რომელიც წარმოადგენს 7/, სიმ- 
რავლის დაფარვას. ვინაიდან MI, ბიკომპაქტის ჩაკეტილი სიმრავლეა, ამიტომ 
2.19 თეორემის ძალით |თ,) სისტემიდან შეიძლება გამოვკოთ სიმრავლეთა 

სასრული IL, სისტემა, რომელიც აგრეთვე დაფარავს M#, სიმრავლეს. 

ახლა კი აგაგოთ მიდამოები: 

XM)-=(0)>, და %M)= >. 
(=1 (=I 

დავამტკიცოთ, რომ C(XMI,) და §M,) არის M#, და M,ც სიმრავლეების სწო- 
რედ ის მიდამოები, რომელთა არსებობის დამტკიცება ჩვენ გვინდოდა. სხვა- 

ნაირად, საჭიროა დავამტკიცოთ, რომ «XM,) ი (XMI,) ცარიელი სიმრავლეა. 

მართლაც, 

CXM,) 0 %(M,) = ( 0 “) ი ( 0 + 0 – ი (ი >I- 0“ ი 5). 
(=1 (=1 1-=1 1I=L (1=:1 

მაგრამ უკანასკნელი ჯამი ცარიელი სიმრავლეა და, ამიტომ მასში შემავალი 

(XM,) ი (XIM,) თანაკვეთა აგრეთვე ცარიელი სიმრავლე იქნება. ეს იმას ნიშ- 
ნავს, რომ X ნორმალური ტოპოლოგიური სივრცეა და ამით თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. 
ჭ. შევეხოთ ახლა ბიკომპაქტური სივრცის უწყეტი გადასახვის ერთ 

მნიშვნელოვან საკითხს. 

თეორემა 95.91. ბიკომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცის 

უწყვეტი გადასახვა ტოპოლოგიურ სივრცეზე არის ბიკომ- 

პაქტური სივრცე. 
თეორეზის დასამტკიცებლად ავიღოთ ბიკომპაქტური X სივრცე და მი- 

სი უწყვეტი / გადასახვა ტოპოლოგიურ X=/(X) სივრცეზე. ვთქვათ, სიმრავ- 
ლეთა IM> I სისტემა წარმოადგენს XI სივრცის დაფარვას, #/ი =-V(M»>), სა- 

დაც დ არის შექცეული გადასახვა, IM» CX.. ყველა M# სიმრავლეთა IM.) 
სისტემა წარმოადგენს X სივრცის დაფარვას და რაკი X ბიკომპაქტური ტო- 

პოლოგიური სივრცეა, ამიტომ არსებობს სიმრავლეთა სასრული სისტემა 
IM, M,...ა M,I, რომელიც აგრეთვე დაფარავს X სივრცეს.. ამ სიმრავლე-. 

თა V, =ILM, ), M.= /(Mე),..., M#.= /(M,) სახეები იქნება 7 სივრცის სას- 

რული დაფარვა. როგორც, ჩანს X ისეთი ტოპოლოგიური სივრცეა, რომლის 

ყოველი (M>- I) დაფარვიდან შესაძლოა გამოვყოთ ამავე სივრცის სასრული 

IM, Mე,..., M.|) დაფარვა. ეს იმას ნიშნავს, რომ X# ბიკომპაქტური ტოპო- 

ლოგიური სივრცეა და თეორემა დამტკიცებულია.



თავი II 

· წრშიქი სჩქრსე 

მათემატიკის სხვადასხვა დარგების შესწაგლისას ხშირად განვიხილავთ 

ისეთ სიმრავლეებს, რომელთა ელემენტებზე შესაძლოა გარკვეული წესით შე- 

ვასრულოთ შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები. ასე მაგალითად, სამ- 

განზომილებიან ვექტორთა სიმრავლეში ორი თავისუფალი ვექტორის ჯამი ამ 

ვექტორებზე აგებული პარალელოგრამი“ დიაგონალია, ცნობილია აგრეთვე 

ორი ვექტორის ვექტორული ნამრავლის მოჭქებნის წესი-ი მათემატიკურ ანა- 
ლიზში განვიხილავთ ორი ფუნქციის ჯამსა და ნამრავლს. ხშირად ვაწარმო- 

ებთ მატრიცების შეკრებასა და გამრავლებას. წრფივ ალგებრაში განვიხილავთ 

გარდაქმნების ჯამსა და ნამრავლს და ა.' შ. 

შევნიშნოთ, რომ ხშირად შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციების შეს- 
რულება საჭიროა სხვადასხვა ბუნების ელემენტების შემცველ სიმრავლეებში. 

იმისათვის, რომ ასეთი მაგალითები ერთიანი მეთოდით შევისწავლოთ უნდა 

შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები შემოვიღოთ გარკვეული აქსიომების 

დახმარებით, რომლებიც საფუძვლად უდევს წრფივი სივრცის განსაზღვრას. 

§ 1. რბო.ლი, ველი, ჯგუფი, წრფივი სისტემა, წრფივი ძვესივრცე 
და წრფივი სივრძე. 

1. განვიხილოთ ნებისმიერი ბუნების X, ყ, ჯუ... ელემენტთა რაიმე X 

სიმრავლე. ვთქვათ, X-ში შემოღებულია ელემენტების შეკრებისა და გამრავ- 

ლების ოპერაციები, ე. ი, X სიმრავლის ყოველი ორი X და ყ ელემენტისათ- 

ვის ცალსახად განსაზღვრულია Xჯ+-ყ ჯამი და XV ნამრავლი, რომლებიც X 

სიმრავლეს ეკუთენის. 

X სიმრავლეს რგოლი ეწოდება შეკრებისა და გამრავლების ოპერა- 

ციების მიშართ, თუ ეს ოპერაციები შემდეგ აქსიომებს აკმაყოფილებს: 

1) X სიმრავლის ნებისმიერი # და ყ ელემენტებისათვის X--V=V-LX, 
შეკრების კომუტატიურობა. 

“. 2) X სიმრავლის ნებისმიერი X, ყ და ჯ ელემენტებისათვის მართებულია 

შეკრებისა და გამრავლების ასოციატიურობის კანონები: 

(X+–ყ)+7=X+(V+2), (XV)ჯ= X(ყუ) 
3) შეკრების ოპერაცია შებრუნებადია, ე. ი. ნებისმიერი X,/C X ელე- 

მენტებისათვის მოიძებნება ისეთი X C X ელემენტი, რომ X+X' =ყ. 
4) ნებისმიერი X, ყ, ჯC X ელემენტებისათვის შესრულებულია გამრავ- 

ლების დისტრიბუტიულობის კანონი: 

X(ყ-| ჯ)=XV+X:, (M+>)X=VყX+7ჯ». 
იმ შემთხვევაში,, როცა 1)- 4) აქსიომების გარდა ადგილი აქეს გამრავ- 
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ლების კომუტატიურობის აქსიომას, ე. ი. როცა V#V=ყX, მაშინ X სიმრავლეს 
კომუტატიური რგოლი ეწოდება. 

შენიშვნა 1. ადვილი შესამოწმებელია, რომ რგოლში შეიძლება ვა- 

წარმოოთ არა მარტო ორი ელემენტის შეკრება, არამედ შეგვიძლია შევკრი- 

ბოთ ელემენტთა ნებისმიერი სასრული რაოდენობა და მათი ჯამი ისევ რგო- 

ლის ელემენტი იქნება. 

შენიშვნა 2. ვთქვათ, ჯC X რაიმე ელემენტია. თანახმად 3) აქსი- 

ომისა, X რგოლში არსებობს ისეთი X” ელემენტი, რომ ადგილი ექნება ტოლობას 

7+X=ჯ. (3.1) 

დავამტკიცოთ, რომ X რგოლის ნებისმიერი ჯ ელემენტისათვის მართე- 

ბულია ტოლობა 
X+X”=VX, (3.2) 

3) აქსიომის თანახმად ჯ და ჯX ელემენტებისათვის მოიძებნება X რგოლ- 

ში ისეთი ყ ელემენტი, რომ 
· ჯ+Vყ=X. (3.3) 

თუ (3.1) ტოლობის ორივე ნაწილს მივუმატებთ ყ ელემენტს და ვისარგებ- 

ლებთ 1) და 2) აქსიომებით, გვექნება 

(:+9ყ)+X=ჯ+V, 
საიდანაც, (3.3) ტოლობის თანახმად, მივიღებთ (3.2) ტოლობას, 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ X» ერთადერთი ელემენტია, რომელიც (3.2) 
ტოლობას აკმაყოფილებს. დავუშვათ საწინააღმდეგო, გთქვათ, ს» რგოლში 

არსებობს X' ელემენტისაგან განსხვავებული X” ელემენტი, რომელიც აკმაყო- 
ფილებს ტოლობას 

X+X” =X (3.4) 

ნებისმიერი ჯ C X ელემენტისათვის. თუ (3.2) და (3.4) ტოლობებში X-ის ნაცვლად 
ჩავსვამთ შესაბამისად X” და X» ელემენტებს, გვექნება 

X” + X/=VX”, X --X”=X". 

ამ უკანასკნელი ორი ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ X=X” რაც ეწი- 

ნააღმდეგება ჩვენ დაშვებას. ! 

როგორც ვხედავთ, (3.2) განტოლებაში X ელემენტს ისეთივე თვისებე- 
ბი აქვს, როგორიც ნულს ნამდვილ რიცხეთა სიზრავლეში. ამის გამო, X' ელე- 

მენტს, რომელიც ნებისმიერი X ეღ ემენტისათვის აკმაყოფილებს (3.2) განტო- 

ლებას, ეწოდება X რგოლის ნულოვანი ელემენტი. შემდეგში სიმრავ- 

ლის ნულოვან ელემენტს აღვნიშნავთ 608 ასოთი. 

შენიშვნა 3. ეთქვათ, XC X მოცემული ელემენტია. მაშინ 

X+X#=90 (3.5) 

განტოლებას აქვს ერთადერთი ჯ” აზონახსნი. მართლაც, ვთქვათ, X” C X არის 

(3.5) განტოლების შეორე ამონახსნი, ე. ი. გვაქვს 

X-+-X =-8, X+X =0: 

თუ ბირეელი ტოლობის ორივე ნაწილს მივუმატებთ +? ელემენტს, მი- 
იღებთ 

ვიღმ (X--X) +X”=08--X7=X”". (3.6) 
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გარდა ამისა, სამართლიანია აგრეთვე შემდეგი ტოლობა: 

(X+X)+X” =(X+X” )+X =0--X=X”. (3.7) 

შევადაროთ (3.6) და (3.7), მივიღებთ XI = Xჯ და ჩვენი დებულება დამტკი- 

ცებულია. 

(3.5) განტოლების ამონახსნძ აღვნიშნოთ – X სიმბოლოთი და მას ეუ- 
წოდოთ Xჯ ელემენტის მოპირდაპირე ელემენტი. 

შენიშვნა 4. განვიხილოთ განტოლება 

X+V=Vყ, 

სადაც X, ყ არის X რგოლის ნებისმიერად ფიქსირებული ელემენტები. მივუ- 
მატოთ (3.8) განტოლების ორივე ნაწილს –-X ელემენტი, მივიღებთ 

X =ყ+(--X). 
ჩვეულებრივად V |-(–X) ელემენტს აღნიზნავენ ყ -Xჯ სიმბოლოთი და უწოდე- 
ბენ / და X ელემენტების სხვაობას. : 

შენიშგნა 5. ვინაიდან რგოლში განსაზღვრულია ნებისმიერი ორი 
ელემენტის ნაზრავლი. ამიტომ განსაზღერულია რგოლის ელემენტების ნების- 
მიერი სასრული რიცხვის ნამრავლიც. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 4) აქ- 
სიომის ძალით, ადგილი აქვს ტოლობებს: 

„” " 

სანეი- ა: XVI, 3 .# X < ) #M 

#=1 სხ-=L #=:1L 

თანა) თბ“ (=1 1=1 ჯ=L 

სადაც X, X,, ყ,C X, ხოლო /!, და ჯ ნატურალური რიცხეებია. 

ნებისზიერი X, ყ, ჯC X ელემენტებისათვის სამართლიანია აგრეთვე შემ- 

დეგი ტოლობები: 

X(ყ-– 7;)ლ–XVყ –Xჯ, (ყ ს--ჯ)X=ყX – ჯა, X.8=80. 

0-X=0, (–X)ყ= –Xყ, XC-– ყ)= –-Xყ, (–-XX ·-ყ)=Xყ. 

მაგალითები. ა) განვიხილოთ ყველა ნამდვილი რიცხვის # სიმრავ- 
ლე. ორი ნამდვილი რიცხვის ჯამი და ნამრავლი ისევ ნამდვილი რიცხვია. 

ნამდვილი რიცხვების შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები აკმაყოფილებს 

ასოციატიურობისა და კომუტატიურობის კანონებს. ორი ნებისმიერი ნამდვი- 

ლი ი და ხ რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნამდვილი ი# რიცხვი, რომ ადგი- 
ლი ჰქონდეს ტოლობას ი-L-=ხ. ნამდვილ რიცხგთა სიმრავლეში შესრულე- 
ბულია აგრეთვე დისტრიბუტიულობის კანონი და ბოლოს, ადგილი აქვს ნამ- 

დვილ რიცხვთა გამრავლების კომუტატიურობის კანონსაც. ამის გაზო, # სიმ- 

რავლე კომუტატიური რგოლია. 

ბ) ადვილი შესამჩნევია, რომ ყველა მთელი რიცხვების სიმრავლე აგ- 

რეთვე კომუტატიური რგოლია. 

გ) ყველა დადებითი რიცხვის სიმრავლე არ წარმოადგენს რგოლს, ვი- 
ნაიდან ამ სიმრავლეში შესრულებული არ არის 3) აქსიომა. 
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დ) ყველა ლუწი რიცხვის სიმრავლე აგრეთვე კომუტატიური რგოლია. 

ე) განვიხილოთ ყველა # რიგის მატრიცის სიმრავლე. იგი შეკრებისა და 

გამრავლების ოპერაციების მიმართ რგოლია, მაგრამ ეს რგოლი არაკომუტა- 

ტიურია. 

ავიღოთ ორი Xჯ და X, რგოლი, ვთქვათ, X და X, რგოლების ელემენ- 

ტებს შორის შესაძლოა დავამყაროთ ისეთი ურთიერთ ცალსახა თანადობა 

როომ თუ X, ყVC X ელემენტებს შეესაბამება X, V, C X, ელემენტები, მაშინ X+ 
–+ყ C X ჯამს შეესაბამებოდეს X, +//, C X, ჯამი, ხოლო XV C X ნამრავლს შეესა- 

ბამებოდეს X,ყ, CX, ნამრავლი, ამ შემთხვევაში X და X, სიმრავლეებს ურ- 

თიერთ იზომორფული რგოლები ეწოდება. 

იზომორფულ რგოლებისათვის სამართლიანია შემდეგი დებულებები: 
თ) X რგოლის ნულოვან 0 ელემენტს შეესაბამება იზომორფული X, რგოლის 

ნულოვანი 08, ელემენტი. ამასთანავე, ეს შესაბამისობა არის ურთიერთ ცალ- 
სახა. 3) თუ XC X და X,C X, ურთიერთ ცალსახად შესაბამი ელემენტებია, 
მაშინ- XC X ელემენტს ურთიერთ ცალსახად შეესაბაზება- -X, C V, ელემენტი. 

2. როგორც ზემოთ ვნახეთ, რგოლის ელემენ 'ებზე შეგვიძლია ვაწარ- 

მოოთ ალგებრისა და არითმეტიკის ზოგიერთი ოპერაცია. რგოლის უკეთესი 

დახასიათებისათვის, მოვითხოვოთ დამატებით კიდევ შემდეგი ორი პირობა: 
1) X რგოლი კომუტატიურია; | 
2) X რგოლის ნებისმიერი ი და ს ელემენტებისათვის, თ>+68, იX=ხ 

განტოლება ამოხსნადია, 
ამ პირობების დახმარებით შემოვიღოთ ველის განსაზღვრა. ველი ეწო- 

დება კომუტატიურ X რგოლს, რომელიც შეიცავს ნულისაგან განსხვავებულ 

ერთ ელემენტს მაინც და ამ რგოლის ნებისმიერი ი და ხ ელემენტებისათვეის, 

სადაც ი=0, ამოხსნადია #X=ხ განტოლება. 
დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: თუ L არის რაიმე გელი, მა- 

შინ #-ში არსებობს ისეთი « ელემენტი, რომ ჯ-ის ყოველი 

ჯ ელემენტისათვის მართებულია ტოლობა : 

X#=6X=V. 

ამ მიზნით ავიღოთ L ველის ნებისმიერი ი ელემენტი, რომელიც განს- 
ხვავებული: 0 ელემენტისაგან და აღვნიშნოთ «თი «X=06 განტოლების ამო- 

ნახსნი: 

ი6=0. 

ახლა ავიღოთ L ველის ნებისმიერი ხ ელემენტი და, აღვნიშნოთ ქ-თი 

0იX=ს განტოლების ამონახსნი: 
ძმ –:ხ. 

მაშინ გვექნება 
ი«ხ-=4(ი0ი)=(#0)0 -- (ძი2)0==00=ხ. 

ამით დებულება დამტკლცებულია. 

4« ელემენტს ერთეულოვანი ელემენტი ეწოდება, 
დავამტკიცოთ, რომ ველში მხოლოდ ერთი ერთეულოვანი 

ელემენტია. მართლაც, ვთქვათ, «, მეორე ერთეულოვანი ელემენტია. მა- 

შინ გვექნება 
66:==6, 6,6=-6,. 

აქედან ვღებულობთ CV <4 და ამით დებულება დამტკიცებულია. 
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შევისწავლოთ ახლა შემდეგი განტოლება; 

იX=(7/, #5650. (3.9) 

ამ განტოლებას, მოცემული 2C ” ელემენტისათვის ერთადერთი ამონახსნი 

აქეს. მართლაც, თუ დავუშვებთ, რომ X=X, და X=X.ე ორი სხგადასხვა ამო- 

ნახსნია, მაშინ გვექნება 

: იX.=(7, ი+ა=6. 

ამ ტოლობების გამოყენებით ვღებულობთ 

(იX,)Xკ= 6X,=Xა, (იXაე)X.=6X, =X,. 
მაგრამ 

(იX,)Xგ=ი(X,X„) = ი(X,X;) = (0X)X, · 
მაშასადამე, V.=X,. 

აღვნიშნოთ (3,9) განტოლების ამონახსნი ი“! სიმბოლოთი და მას ვუწო- 

დოთ # ელემენტის შებრჯნებული ელემენტი. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ ი” 1X=.“ განტოლების ამონახსნია ძ ელემენ- 

ტი. ამიტომ (ი -1)“1=ი. 

მაგალით ები. ა) ყველა ნამდვილი რიცხვის # სიმრავლე წარმოად- 

გენს ველს. მართლაც, # არის კოზმუტატიური რგოლი და, გარდა ამისა, 

იX=სხ განტოლებას, სადაც თ5=0, აქვს ამონახსნი ნაზდვილ რიცხვთა სიმ- 

რავლეში. 

ბ) ყველა რაციონალურ რიცხვის სიმრავლე აგრეთვე ველია, 

ბ) ყველა მთელი რიცხვის სიმრავლე არ წარმოადგენს ველს. ეს იქიდან 
ჩანს, რომ ორი მთელი რიცხვის ფარდობა ყოველთვის არ არის მთელი 

რიცხვი. 

3. განვიხილოთ ნებისმიერი არაცარიელი X სიმრავლე. ვთქვათ, ყოველ 

დალაგებულ წყვილს X, #CX ელეზენტე ებისა შესაძლოა გარკვეული წესით შე- 
ვუსაბამოთ ერთი გარკვეული X+VC X ელემენტი, რომელსაც ვუწოდოთ X 
და ყ ელემენტების ჯამი. ამასთანავე მოვითხოვოთ, რომ ელემენტების ჯამი 

აკმაყოფილებს შემდეგ აქსიომებს: 

1) ნებისმიერი X, ყ,ჯC X ელემენტებისათვის ადგილი აქვს შეკრების 
ასოციატიურობის კანონს: 

(X+ყ)+ჯ=X+(ყ+უ. 
არსებობს ერთი მაინც ისეთი 6 ელემენტი, რომ ყოველი X C X ელემენტი- 

სათვის ადგილი აქვს ტოლობას: + 

X+0=»X. 

ყოველ ასეთი თვისების 0 ელემენტს ვუწოდოთ X სიმრავლის მარჯ- 
ვენა ნულოვანი ელემენტი. 

3) ნებისმიერი X C X ელემენტისათვის არსებობს ერთი მაინც ისეთი -- X C X 

ელემენტი, რომ ადგილი აქვს ტოლობას: 

X-+(–X)=8. 

ყოველ ასეთი თვისების --X ელემენტს # ელემენტის მარჯვენა მოპირ- 

დაპირე ელემენტი ეწოდება. 
თუ X სიმრავლის ელემენტების ყველა დალაგებული (C, ყ) წყვილებისა- 

თვის განსაზღვრულია X+Vყ C X შეკრების ობერაცია და დაკმაყოფილებულია 

19. 148



1)–- 3) აქსიომები, მაშინ X სიმრავლე” ეწოდება ჯგუფი შეკრების ოპე- 

რაციის მიმართ, 

ვთქვათ, X' არის X ჯგუფის რაიმე ქვესიმრავლე, რომელიც შეკრების 

ოპერაციის მიმართ აგრეთვე ჯგუფს წარმოადგენს, მაშინ XV” ქვესიმრავლეს 
ეწოდება X ჯგუფის ქვეჯგუფი. 

მაგალითები. ა) განვიხილოთ მეტრული /, სივრცე, #/>1; ვთქვათ, X= 
=(X), ყ =(ყV,) ამ სივრკის ნებისმიერი ორი ელემენტია. X და ყ ელემენტების 

ჯამი ვუწოდოთ მესამე X+V C 1, ელემენტს, რომლის კოორდინატები იყოს 

(X+ყ). ნულოვანი ელკმენტი განვსახღვროთ ასე: 0=0(0, 0,..., 0,...), ხო- 

ლო Xჯ ელემენტის მოპირდაპირე ელემენტი იყოს ---X=(–X). ამის შემდეგ ცხა- 

დია, რომ შესრულებული იქნება 1) 3) აქსიომები და ამიტომ წ, სივრცე 

წარმოადგენს ჯგუფს შეკრების ოპერაციის მიმართ. 

ბ) განვიხილოთ |0, 1| სეგმენტზე ყველა უწყვეტი ფუნქციის სიმრავლე 
ჩებიშევის მეტრიკით, ე. ი. განვიხილოთ მეტრული C(0,1) სივრცე. შეკრების 

ოპერა კია ამ სივრცეში განვსაზღვროთ, როჯორც ორი უწყვეტი ფუნქციის 
ჩვეულებრივი ჯამი. სივრცის ნულოვან ელემენტად ავიღოთ უწყვეტი X(/)==0 

ფუნქცია, ხოლო XI!) C C(0,1) ელემენტის მოპირდაპირე ელემენტი იყოს 

-- X(I) C 0,1) ფუნქცია. ადვილი შესამჩნევია, რომ CX0,1) სივრცე არის ჯგუ- 
ფი შეკრების ოპერაციის მიმართ. 

გ) ყველა რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეც ჯგუფია შეკრების ოპერა- 
ციის მიმართ. 

ნებისმიერ X სიმრავლეს ტო პოლოგიური ჯგუფი ეწოდება, თუ 

იგი არის ტოპოლოგიური სივრცე და წარმოადგენს ჯგუფს შეკრების ოპერა- 

ციის მიმართ. 

შემოვიღოთ რამდენიმე აღნიშვნა. ვთქვათ, »# და V არის ნებისმიერი 

X სიმრავლის ქვესიმრავლეები, ხოლო X C M და Vყ C M იყოს ნებისმიერი ელე- 

მენტები. აღვნიშნოთ ––M, M +, 1-–--M# სიმბოლოებით შესაბამისად |-–-X, 

IX+9ყ), IX –ყ) სიმრავლეები. კერძოდ, M#+- /=IX+Vყ), სადაც X»X გაირბენს მთელ 
MI სიმრავლეს, ყ--M =IV+XI, სადაც X გაირბენს მთელ # სიმრავლეს. 

X სიმრავლეს ჰაუსდორფის ტოპოლოგიური ჯგუფი ეწო- 

დება, თუ იგი ჯგუფია შეკრების ოპერაციის მიმართ და წარმოადგენს ჰაუს- 

დორფის ტოპოლოგიურ სივრცეს და, ამასთანავე არსებობს ნებისმიერი X,Vყ C XV 
ელემენტების ისეთი 0(X) და 0(ყ) მიდამოები, რომ «-–ყ ელემენტის ნებისმიე- 

რი 0(;–-ყ) მიდამოსათვის; CX(X)-–- 0C(ყ)C CXX --ყ). 

X სიმრავლეს მეტრული ჯგუფი ეწოდება, თუ X არის ჯგუფი 
და: მეტრული სივრცე და, ამასთანავე შესრულებულია პირობა: როცა 

'მი,., X-)->0 და (§(ყი, ყ") ->0, მაშინ 0(X,-XM, ყე -ყბ)->0, როცა M->2<, სა- 

დაც (Xი) (ყა, Xს ყ+C X. 
გავიხსენოთ, რომ ჯგუფის განსაზღვრაში არ იყო მოთხოვნილი X-LVყ და 

ყ+X ელემენტების ტოლობა. თუ მოვითხოეთ, რომ შეკრების ოპერაცია კო- 

მუტატიურია, მაშინ X ჯგუფს კომუტატიური ანუ აბელის ჯგუფი 

ეწოდება ა შეკრების ოპერაციის მიმართ. 
ემოთ მოყვანილ ა) და ბ) მაგალითებში ს და C(0,1) სივრცეები აბე- 

ლის ჯგუფებია. 
ხშირად მოხერხებულია ჯგუფის ცნება შემოვიღოთ სიმრავლის ელემენ- 

ტებზე გამრავლების ოპერაციის განსაზღვრით, . 
ავიღოთ არაცარიელი X სიმრავლე და ვთქვათ, ყოველ დალაგებულ 
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წყვილს X, Vყ C X ელემენტებისა შესაძლოა გარკვეული წესით შევუსაბამოთ 

ერთადერთი XV C X ელემენტი, რომელსაც X და ყ ელემენტების ნამრავლი 

ვუწოდოთ, აზასთანავე მოვითხოვოთ, რომ ეს ნამრავლი აკმაყოფილებდეს შემ- 

დეგ აქსიომებს: 

1) ელემენტების ნებისმიერი X, ყჯ=» სამეულისათვის ადგილი აქეს 

გამრავლების ასოციატიურობის კანონს; 

(Xყ):= X(Vყ7). 

2) არსებობს ერთი მაინც #«C X ელემენტი, რომელსაც აქვს თვისება: 

X.-=X, 

სადაც XC X ნებისმიერი ელემენტია. ასეთი თვისების # ელემენტს მარ ჯვე- 

ნა ერთეულოვანი ელემენ/ზი ვუწოდოთ. 

3) ყოველი XC X ელემენტისათვის არსებობს ერთი მაინც X1CX ელე- 

მენტი, რომელსაც აქვს თვისება: 

XX-1=4. 

X +" ელემენტს ეწოდება X ელემენტის მარჯვენა შებრუნებული ელე- 
მენტი. 

თუ X სიმრავლის ელემენტების ყველა დალაგებული წყვილისათვის გან- 
საზღვრულია XVყC X გამრავლების ოპერაცია, რომელიც დააკმაყოფილებს 

1)--3”) აქსიომებს, მაშინ X სიმრავლეს ეწოდება ჯგუფი გამრავლების ოპე- 

რაციის მიმართ. როცა, გარდა 1-3” აქსიომებისა შესრულებულია XV=VყX 

პირობა, მაშინ X სიმრავლის აბელის ჯგუფი ეწოდება გამრავ- 

ლების ოპერაციის მიზართ. 

შევადაროთ ჯგუფის განსაზღვრა შეკრების ოპერაციის მიმართ ჯგუფის 
განსაზღვრას გამრავლების ოპერაციის მიმართ. ჩვენ ვნახავთ, ამ განსაზღერება- 

ში არსებითი არ არის იმ წესის აღნიშვნა, რომლითაც ჯგუფის ელემენტების 

დალაგებულ წყვილს შევუსაბამებთ ამავე ჯგუფის მესამე ელემენტს. „შეკ- 
რების“ ოპერაცია შეიძლება შევცვალოთ „გამრავლების“ ოპერაციით. როცა 

ჯგუფს განვსაზღვრავთ შეკრების ოპერაციით, მაშინ ერთეულოვანი ელე- 

მენტის როლს ასრულებს ნულოვანი ელემენტი, ხოლო შებრუნებული ელე- 

მენტის როლს ასრულებს მოპირდაპირე ელემენტი და პირიქით, 

მაგალითები, ას) ნულიდან განსხვავებული ყველა რაციონალური 

რიცხვის სიმრავლე არის ჯგუფი გამრავლების ოპერაციის მიმართ, 

ბე სიმრავლე, რომლის ელემენტებია +1 და –-1, არის ჯგუფი გამრავ- 
ლების ოპერაციის მიმართ. 

ბ”) ყველა რაციონალური რიცხვის სიმრავლე არ წარმოადგენ ჯგუფს 

გამრავლების ოპერაციის მიმართ. 

გავეცნოთ რამდენიმე მარტივ. დებულებას ჯგუფების შესახებ, რომლებიც 

ჯგუფის განსაზღვრიდან გამომდინარეობს, 

თეორემა 3.1 თუ XV არის ჯგუფი შეკრების ოპერაციის მი- 

მართ, მაშინ ნებისმიერი ელემენტის მარჯვენა მოპირდა- 

პირე ელემენტი ამავე ელემე ნტის მარცხენა მოპირდაბირე 
ელემენტიც იქნება. 
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თეორემის დასამტკიცებლად საჭიროა ვუჩვენოთ, რომ ნებისმიერი XC X 
ელემენტისათვის ადგილი აქვს ტოლობას: 

X+( --X)=(–X)+X=90. 

მართლაც, ვინაიდან X ჯგუფია შეკრების ოპერავიის მიმართ, ამიტომ ნების- 

მიერი XC X ელემენტისათვის შეგვიძლია დავწეროთ: 

X+(–X=8. 

ამ ტოლობის ორივე ნაწილს მივუმატოთ მარცხნიდან --X და ვისარგებლოთ 

1) აქსიომით, გვექნება 

(–X)+X+(--X=(C-1+IX+(-1)C-X+608=--#. 

მიღებული ტოლობის ორივე ნაწილს ახლა მივუმატოთ მარჯვნიდან –X 

ელემენტის მოპირდაპირე -–(–X) ელემენტი, მივიღებთ 

(–X+X+(--X)+|–-(-7X)=-X+L-(C-X)); 

აქედან, თანახმად 3) და 2) აქსიომებისა, გამომდინარეობს 

(–9+X=0 
და თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 3.2. თუ ჯარის ჯგუფი შეკრების ოპერაციის მი- 

მართ, მაშინ მარჯვენა ნულოვანი ელემენტი ზარცხენა ნუ- 
ლოვანი ელემენტიც იქნება, ამასთანავე ჯგუფში ნულოვა- 

ნი ელემენტი ერთადერთია, 

დავამტკიცოთ ჯერ თეორემის პირველი ნაწილი, ვთქვათ, XC XV მნების- 

მიერი ელემენტია. გამოვიდეთ იგივეობიდან: 

0-+-X=X+(–-X)+X, 

რომელშიც გამოვიყენოთ წინა თეორემის შედეგი, გვექნება 

0-+X=X+90, 

საიდანაც, თანახმად 2) აქსიომისა, მივიღებთ 

! 90--X=X. 

ამით თეორემის პირველი ნაწილი დამტკიცებულია. 

ვთქვათ ახლა, X ჯგუფში, გარდა 0 ნულოვანი ელემენტისა, არსებობს 

მეორე 0, ნულოვანი ელემენტი. მაშასადამე, გვექნება 8,+ 0 =0, და 0,+ 9= 
=0. აქედან 8=0, და თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 3.2. თუ X არის ჯგუფი შეკრების ოპერაციის 

მიმართ, მაშინ ამ ჯგუფის ყოველ ელემენტს მხოლოდ ერ- 

თი მოპირდაბირე ელემენტი აქვს. 

მართლაც, ვთქვათ, XC X ნებისმიერი ელემენტია, რომლის მოპირდაბი- 

რე ელემენტია –-X. ვთქვათ, ყ არის იმავე X ელემენტის მეორე მოპირდაპირე 
ელემენტი. თანახმად 2) აქსიომისა, დავწერთ 

ყ=Vყ+0, 

საიდანაც, 3) აქსიომის, ძალით მივიღებთ 

ყ=ყ+8=ყ+X-+-(–-»#X). 
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ვინაიდან, დაშვების თანახმად, ყ არის X-ის მოპირდაპირე ელემენტი, ამიტომ 

ყ+X=0 
მაშასადამე, · 

V=0+(C-X). 

აქედან კი, წინა თეორემის ძალით, გვაქვს V=> – X. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 3.4.თუ X ჯგუფია შეკრების ოპერაციის მიმართ, 

მაშინ X ჯგუფის ნებისმიერი ი და ხ ელემენტებისათვის 

X+ი=სჩ (3.10) 

განტოლებას აქვს ერთადერთი ამონახსნი. 

განვიხილოთ C-· ს+(–ი) ელემენტი. ვინაიდან X ჯგუფია, აზიტომ 6 C X. 
ვაჩვენოთ, რომ C ელემენტი არის (3.10) განტოლების ამონახსნი მართლაც. 
ჩავსვათ ამ განტოლების მარცხენა ნაწილში X-ის ნაცვლად 2, მივიღებთ ი#«+ 

–+ი=წს+(–ი)+0-ხ. ამრიგად, ” მართლაც (3.10) განტოლების ამონახსნია, 

დავამტკიცოთ ახლა, რომ « ერთადერთი ამონახსნია. ვთქვათ ”+ იმავე 

განტოლების მეორე ამონახსნია, ე. ი. C+ძ=ხ. მივუმატოთ ამ ტოლობის · 

ორივე ნაწილს მარჯვნიდან –-ი ელემენტი და გამოვიყენოთ 3) აქსიომა, მივი- 

ღებთ 
«+ი+(–ძ) .-ხ+(–ი), ე. ი. C” 2. 

ამით თეორემა დამტკიცებულია, 

სავსებით ასევე დამტკიცდება ეს თეორემა ი+X=-ხ განტოლებისათვისაც, 

თეორემა 3.§. თუ X ჯგუფია შეკრების ობერაციის მიმართ, 

მაშინ ნებისმიერი X, V, -CX ელემენტებისათვის წX+ყ=1+ყ 
განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ X=7. 

მართლაც, მივუმატოთ მოცემული ტოლობის ორივე ნაწილს მარჯვნი- 

დან ––ყ ელემენტი, მივიღებთ 
X+Vყ+(--ყ)=#+9+(–-49), 

საიდანაც 3) აქსიომის ძალით, გვაქვს X+C=ჯ-+-0. ეს კი, თანახმად 2) აქ- 

სიომისა, ნიშნავს X= 

სავსებით ასევე დამტკიცდება ეს თეორემა V+ X=-ყ+ჯ ტოლობისათვის. 

თეორემა 3.6. თუ X ჯგუფია გამრავლების ოპერაციის 

მიმართ, მაშინ მისი ნებისმიერი ი ელემენტის მარჯვენა 

შებრუნებული ი1 ელემენტი ამავე ელემენტის მარცხენა 
შებრუნებული ელემენტიც იქნება. 

მართლაც, 2) და 3) აქსიომების თანახმად 

ი 10 1):=ი 16 =C “1, 

ახლა ი იი“ 1)=ძ1 ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ მარჯვნიდან ცკ“! 

ელემენტის მარჯვენა შებრუნებულ X ელემენტზე, გვექნება 
(ი“1(იი“1)I==ი 1X-=4. 

აქედან 

(თ 1ი)(ი 1X). -4. 

მაგრამ ი“ 1#-:/, ამიტომ გვაქვს 

(თ “1ძ)6--4, 
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ანუ · – 
ი 'ძ=40. 3.12 

თეორემა დამტკიცებულია. 

(3.12) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ი) ელემენტის მარჯვენა 

მებრუნებული ელემენტია ი. 
თეორემა 3.7. თუ X ჯგუფია გამრავლების ოპერაციის მი- 

მართ და «ამ ჯგუფის მარჯვენა ერთეულოვანი ელემენტია, 

მაშინ იგი მარცხენა ერთეულოვანი ელემენტიც იქნება და 

ეს ელემენტი ერთადერთია. 

ავიღოთ X ჯგუფის ნებისმიერი ი ელემენტი და ირ 1=(” ტოლობის ორი- 

ვე ნაწილი გავამრავლოთ მარჯვნიდან ი ელემენტზე, გვექნება 

(იი “1)თ:=6ძ. 
ეს ტოლობა ჩავწეროთ ასე, 

ი(ი 1ი)=4ი. 
აქედან 

6თ-=06 =0. 

მაშასადამე, # წარმოადგენს X ჯგუფის მარცხენა ერთეულოვან ელემენტს, 

ერთეულოვანი ელემენტის ერთადერთობა მტკიცდება იმგვარადვე, რო- 

გორც ველის შემთხვევაში. 
თეორემა 3.6. თუ X ჯგუფია გამრავლების ოპერაციის მი- 

მართ, მაშინამ ჯგუფის ყოველ ძი ელემენტს მხოლოდ ერთი 

შებრუნებულიი! ელემენტი აქვს. 

ვთქვათ, ი ელემენტს, გარდა ი“) შებრუნებული ელემენტისა, აქვს მეო- 
რე შებრუნებული X ელემენტი. მაშინ მართებულია ტოლობა 

იX--CV. 

ამ ტოლობის ორივე ნაწილი მარცხნიდან გავამრავლოთ ი“ ელემენტზე, 

გვექნება 

აქედან გვაქვს 

ანუ 

ძი“ 1(იX)-=60 1. 

(ი“10)X=0ი“ 1, 

(X=0ი0“ 1, 

–1 ე. ი. X=0“ 1. ამრიგად, ჯგუფის ყოველ ი ელემენტს აქვს ერთადერთი ი 
შებრუნებული ელემენტი. : 

შენიშვნა. ზემოთ დამტკიცებული 3.1--3.8 თეორემებიდან გამომდი- 
ნარეობს, რომ შემდეგი გამოთქმები: „მარჯვენა (მარცხენა, მოპირდაპირე 

ელემენტი“, „მარჯვენა (მარცხენა) ნულოვანი ელემენტი“ „მარჯვენა (მარცხე- 
ნა) შებრუნებული ელემენტი", „მარჯვენა (მარცხენა) ერთეულოვანი ელე- 
მენტი4 შეგვიძლია შევცვალოთ შესაბამისად გამოთქმებით; „მოპირდაპირე 

ელემენტი", „ნულოვანი ელემენტი", „შებრუნებული ელემენტი“, „ერთეულო- 
ვანი ელემენტი“. 

ადვილი დასამტკიცებელია აგრეთვე შემდეგი 
თეორემა 3.94 თუ X ჯგუფია გამრავლების ოპერაციის 

მიმართ, მაშინ ამ ჯგუფის ნებისმიერი ი და ხ ელემენტე- 

ბისათვის, სადაც 0##80, ი-ს განტოლებას აქვს ერთადერთი 
ამონახსნი X=-ი“1ხ. 

ამ თეორემის დამტკიცებას ვანდობთ მკითხველს. 
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4. განვიხილოთ ნებისმიერი Xჯ სიმრავლე. ვთქვათ, # აღნიშნავს ყველა 

ნამდვილი (ან ყველა კომპლექსური) რიცხვის სიმრავლეს. X სიმრავლის ელე- 

მენტები აღვნიშნოთ X, ყ, ჯ,... ასოებით, ხოლო X ველის ელემენტები იყოს 

თ, 8, “ე... 

: ვიტყვით, რომ X სიმრავლე წრფივი სისტემაა, თუ შესრულებუ- 

ლია შემდეგი პირობები: 1) ,C წარმოადგენს აბელის ჯგუფს შეკრების ოპე- 

რაციის მიზართ, 2) X სიმრავლეში განსაზღვრულია X, ყ, ჯ,.. ელემენტების 

კომუტატიური გამრავლება თ, 8, 7ჯ,.. რიცხვებზე ისე, რომ დაკმაყოფილე- 

ბული იყოს შემდეგი პირობები: ა) როცა XCX და თC# მაშინ თძXLC X. 

ბ) თ(3X)=(Cთ8)X, 3) (თ-- 3)#=%X-+83X, ბგ) 1ქX=X, დ) 0:X.-6, სადაც 6 არის 

X სიმრავლის ნულოვანი ელემენტი. ე) თუ «X->68 და X/:0, მაშინ თ=0. 

როცა # ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლეა, მაშინ X სიმრავლეს ნამდ- 

ვილი წრფივი სისტემა ეწოდება,ხოლო როცა IL ყველა კომპლექსური 

რიცხვის სიმრავლეა, მაშინ X სიმრავლეს კომპლექსური წრფივისის- 

ტემა ეწოდება. 
წრფივი სისტემის განსაზხღვრიდან ადვილად გამომდინარეობს შემდეგი 

შედეგები: ა) თუ X-Vყ-0, მაშინ X=-ყ: ბ) ნებისმიერი თCM რიცხვისათვის 

ადგილი აქვს ტოლობას თ0--0; გ) თუ თX--0, მაშინ «=0, ან X=0; დ) თუ 

თX=4ძყ, მაშინ X=ყ ან თ-0; ე) თუ XX=ზX, მაშინ X=68, ან თ=8; ე) თუ 

თX=60 და თ#0, მაშინ X. 0, ზ) თუ(თ-5)X- 0, მაშინ თ--ჩ, ან X=8. 

მაგალით ე ბი, 

1) განვიხილოთ #- განზომილებიან ყველა ვექტორის Xჯ სიმრავლე. ყო- 

ველი X=(5),, ნ.-ს ნ) CX ვექტორი არის დალაგებული ნამდვილი §,(-- 

=1,.., წ”) რიცხვების ერთობლიობა ამასთანავე, 0 =(0, 0... ის ვექტორი 

იყოს X სიმრავლის ნულოვანი ელემენტი. თუ ამ სიმრავლეში შეკრების ობე- 

რაციას განვსაზღვრავთ როგორც ვექტორთა ჩვეულებრივ ზეკრებას, ხოლო 

გამრავლების ოპერაციას განესახღვრავთ როგორც ნამდვილი რიცხვისა და 

ვექტორის ჩვეულებრივ გამრავლებას, მაშინ X სიმრავლე იქნება ნამდვილი 

წრფივი სისტემა. 

2) თუ: სათანადოთ განვსაზღვოავთ ელემენტების შეკრების ოპერაციას 

და რიცხვისა და ელემენტის ნამრავლის ცვებას, მაშინ მეტრული #,, (,", 1,, 

წ 0, §#, M, (5), 5, C(ი, ხ), CI (ი, ხ) სივრცეები, რომლებიც პირველ თავში 

იყო განხილული წრფივი სისტემები იქნება. 

შენიშვნა. რა თქმა უნდა, აქედან არ გამომდინარეობს, რომ წრფივი 

სისტემა უსათუოდ მეტრული სივრცე უნდა იყოს. 

3) განვიხილოთ # რიგის ჩვეულებრივი წრფივი დიფერენციალური გან- 

ტოლების ყველა ნამდვილი ამონახსნის X სიმრავლე. თუ ორი ამონახსნის ჯამს 

განვსაზღვრავთ როგორც ორი ფუნქციის ჩვეულებრივ ჯამს, ხოლო რიცხვისა 

და რაიმე ამონახსნის ნამრავლს განვსაზღვრავთ, როგორც ნამდვილი რიცხვი- 

სა და ფუნქციის ჩვეულებრივ ნამრავლს, მაშინ X იქნება ნამდვილი წრფივი 

სისტემა. ანალოგიურად, ყველა კომპლეჟსური ამონახსნის სიმრავლე არის 

კომპლექსური წრფივი სისტემა. 

ნ, განვიხილოთ ახლა ნებისმიერი აბსტრაქტული მეტრული X#--(X, () 
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სივრცე. ვიტყვით, რომ წ ნამდვილი (კომპლექსური) წრფივი სივრცეა, 
თუ შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

ი) არის ნამდვილი (კომპლექსური) წრფივი სისტემა; 
ხ) თუ ადგილი აქვს III)0(X., ჯ-)>0 ტოლობას, მაშინ ადგილი ექნება 

ს”ს-– თი 

1I100(თX-, თX")--0 ტოლობასაც, სადაც X», X CL, თCI, 
”ს–+ლC 

თ თუ 1IIM C(თ,, თ")=0, მაშინ 11) ((თ„X, თ"X)-=0, სადაც XC ნ ნების- 
”--C ს-- == 

მიერი ელემენტია, 2«,, თ" C #; 

ძ) თუ 1II0 9(ხ,, X-)=-0 და 110 ((V,, ყ#-)=0, მაშინ 1I010 (+.+- ყა, X"+ 
#”-Cი #-–>ლCლ ”-- ლლ 

“-ყ')=90, სადაც X,, ყი, X»-, V" CL. 
მაგალითები. 

ა) ავიღოთ ზეტრული #, სივრცე და X=(X), ყ=(ყ)C#,. ნებისმიერი 
ორი ელემენტი, 1=1,2,..., I. ვუწოდოთ ჯ და ყ ელემენტების ჯამი შესაზე 

X-+ყ=(X,+ყ,) C I, ელემენტს. გარდა ამისა, თ რიცხვისა და X» ელემენტის 

ნამრავლი ვუწოდოთ თX=(%X,) C #, ელემენტს. ამის შემდეგ ადვილი შესამოწ- 

მებელია, რომ #, არის წრფივი სივრცე. 

ანალოგიურად დავრწმუნდებით, რომ /,) სივრცე აგრეთვე წრფივი 

სივრცეა, თუ ელემენტების შეკრებისა და რიცხვის ელემენტზე გამრავლების 

ოპერაციებს ისევე განვესახღვრავთ, როგორც ” „შვრცეში. 

ბ) ვთქვათ, X=(X), ყ=(V,) CI, ჩ->1, 1-- „»– არის ნებისმიერი ელე- 

მენტები, მათი ჯამი იყოს #+V-=CC+VაCL კლემენტი, ხოლო თ რიცხვის 

ნამრავლი ჯ»ჯ ელემენტზე იყოს თX-=-(თX, CI, ელემენტი. აზის შემდეგ 1, სივრ- 

ცე წრფივ სისტემად გადაიქცევა. 
თუ Xჯ ელემენტის X, კოორდინატები კომპლექსური რიცხვებია, მაშინ 7, 

(და, მაშასადამე ი) კომპლექსური წრფივი სივრცე იქნება, 

ბ) „ს, 2, § სივრცეები, რომლებშიც ჩვეულებრივი წესით არის წემოღე- 
ბული ელემენტების შეკრებისა და რიცხვის ელემენტზე გამრავლების ოპერა- 

ციები, აგრეთვე წრფივი სივრცეებია. 

დ) უწყვეტი ფუნქციების C(4, სხ) სივრცე და ფუნქციონალური #,, #>1, 
სივრცე წრფივი სივრცეებია. 

წრფივ სივრცეებში სხვადასხვა ამოცანების ამოხსნის დროს საჭიროა 

გავარჩიოთ ერთმანეთისაგან ე. წ. წრფივად დამოუკიდებელი დღა წრფივად 

დამოკიდებული ელემენტები. 
ვთქვათ X»,, X,,..., XC გარკვეული ელემენტებია, რომელთა რიცხვი 

სასრულია. ვიტყვით, რომ X,, X,,.., X# წრფივად დამოუკიდებელი 
”" 

ელემენტებია, თუ ), თX,=0 ტოლობა შესაძლოა მაშინ და მხოლოდ მა- 

1==1 

შინ, როცა ყველა რიცხვი თ, --თ,=-..==თ,:=0. პირიქით, როცა არსებობს 

” 

ისეთი «,, თ,..-, რ» რიცხვები, რომ ყველა არ უდრის ნულს და ?, თ;X,=– 

1=1 
=0, მაშინ X,, X,,... X. ელემენტებს წრფივად დამოკიდებული 
ელემენტები ეწოდება. 
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ვთქვათ, X,, X-ს X. წრფივად დამოკიდებული ელემენტებია და, მა- 

გალითად თ,5-0, მაშინ 

X, = მ1Xგ+-მეხვ-ნ . ოზი ის 
თ,+1 , 1=1,2,...,M-–-1. ამ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ X, ელე-   სადაც 8ზ,=– 

მენტი არის X»,, (წ. X, ელემენტების წრფივი კომბინაცია, 

მაგალითები. ა) ფუნქციათა მიმდევრობა X,(,)=1, X:(I1)=(, Xვ(/)-– 

=7/0,... XIV) 1" “1 C Cი, ს), წრფივად დამოუკიდებელი ელემენტებია. 
ბ) ფუნქციათა მიმდევრობა X,(/1=1, X,(()->§5107/, Xვ(7/) -· 605“ C C(V. ხ), 

წრფივად დამოკიდებული ელემენტებია, ვინაიდან §1ი”/ 1-00§?/ ––1=0. 

გ) განვიხილოთ »ჯ-განზომილებიან ვექტორთა წრფივი #. სიგრცე, რო: 

მელშიც ავიღოთ წრფივად დამოკიდებული ვექტოოების სასრული X, X, ..-, 

X. მიმდევრობა. ვთქვათ, X,=(წ6,(), ნეო,..., 6), 1=1,2,..., ხ ქინაიდან ეს 

ქექტორები წოფივად დამოკიდებული არიან, ამიტომ არსებობს თ,...., % 

რიცხეთა ისეთი მიმდევრობა, რომ ყველა ერთდროულად ნულის ტოლი არ 

» – 

არის და 2 თნ, ანუ 

(=1 
თ,0,0) LC,6,(%-L... + თ,6,მს=0,) 

ანანიას : (3.13) 

როგორც ვხედავთ X, X,,-··.: X, ვექტორების წრფივად დამოკიდებულება #» 

სიგრცეში ნიშნავს იმას, რომ თ,,.., თ- რიცხეები უნდა წარმოადგენდეს 
ერთგვაროვანი წრფივი ალგებრული (3.13) სისტემის არანულოვან ამონახსნს. 
'ზევადგინოთ (3.13) სისტემის მატ იცი 

ნ, ზრ. , , ხოხ 

6,0) 6,0)... , ნ, 

იყოს“ ევრ 
როგორც ცნობილია, თუ 4 მატრიცის რანგი უდრის უცნობთა # რიცხვს, 

მაშინ (3.13) სისტემას მხოლოდ ნულოვანი ამონახსნი აქვს. თუ კი #7 მატრი- 

ცის რანგი ნაკლებია # რიცხვზე, მაშინ (3.13) სისტემას არანულოვანი ამო- 

ნახსნიც აქვს. უკანასკნელ შემთხვევაში X, X,,... , X» ვექტორები იქნება წრფი- 
ვად დამოკიდებული.

 
' 

დ) #» სიმრავლეში ავიღოთ ერთეულოვან ვექტორთა შემდეგი მიმდევ- 

რობა: იძ, = (1,0,...,0), 6. = (0,1,0,...,0).., #ი„=(0, 0,-..., 1) ადვილი 

შესამჩნევია, რომ ვექტორთა ეს მიმდევრობა წრფივად დამოუკიდებელი
 

სის- 
ტემაა. მართლაც, განტოლებათა (3.13) სისტემა ამ შემთხვევაში იქნება: 

თ,.1+თე.0-L-· · + თა.0=9, 

თ,-.0-+- თ .1-+. · ·+თა,.0=0, 

ინი ისანი მთაე (3.14) 

თ,-0--თ,-0-IL · · ·4-თ,.1=290. 
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ამ სისტემას კი მხოლოდ ნულოვანი ამონახსნი აქვს: თ,=თ,.:..·: თ. =0, ეს 

იმას ნიშნავს, რომ ულ ტოლობას ადგილი აქვს მხოლოდ მაშინ, რო- 

1I=1 

ცა ყველა თ,=0, ამის გამო რ, -, წ, არის ვექტორთა წრფივად დამოუკიდე- 
ბელი სისტემა. 

ეხლა წრფივ # სივრცეში ავიღოთ ელემენტების უსასრულო სისტემა. 

ვიტყვით, რომ (XV) სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია,თუ ამ სის- 
ტემის ყოველი სასრული რაოდენობა სხვადასხვა ელემენტებისა არის წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი. 
წრფივ # სივრცეს ეწოდება #»-განზომილებიანი წრფივი 

სივრცე, თუ, იგი შეიცავს ჯ წრფივად დამოუკიდებელ ელემენტს და 
მისი ყოველი #+1 ელემენტი უკვე წრფივად დამოკიდებული არის. თუ # 

სივრცეს გააჩნია წრფივად დამოუკიდებელი ელემენტების უსასრულო სიმრავ- 

ლე, მაშინ მას უსასრულო განზომილებიან წრფივ სივრცეს 

უწოდებენ. 
მაგალითები, 

ა) #-–განზომილებიან ვექტორთა წრფივი ჯ, სივრცე არის „ განზომი- 

ლებიანი სივრცე. ამ სივრცეში არსებობს მხოლოდ » წრფივად დამოუკიდე- 

ბელი ვექტორი: # =(1, 0,..., 9), #.=(0, 1 ,0,..., 0), ·, (.=(0, 9,..., 1). 
ბ) წრფივ CV, ხ) სივრცეში ავიღოთ ელემენტების უსასრულო სისტე- 

მა: X,(/(1)=1, X,(/(1)=1, Xე(()=13,..., X„(/)=-/" 1... ეს სისტემს წრფივად 

დამოუკიდებელი სისტემაა და, ამიტომ C(ი, ს) სივრცე უსასრულო გან- 
ზომილებიანი სივრცეა. 

განვიხილოთ წრფივი # სივრცე და მისი ელემენტების რაიმე არაცარი- 

ელი ჯ სიმრავლე. # სიმრავლეს წრფივი მრავალსახეობა ეწოდება, თუ, 

გარდა წრფივად დამოუკიდებელი X»,, X,,.·., X. C L ელემენტებისა, ამავე სიმ- 

· L 

რავლეს ეკუთვნის ნებისმიერი ბ. თX, წრფივი კომბინაცია. როცა # სიმრავ- 

1 
ლე ჩაკეტილია, მაშინ # სიმრავლეს ეწოდება სივრცის ქვესივრცე. 

მაგალითები. 

ა) განვიხილოთ სამგანზომილებიან ვექტორთა წრფივი სვ სივრცე. ამ 

სივრცის ყველა იმ ვექტორების #/ სიმრავლე, რომლებიც პარალელური არიან 

რაიმე სიბრტყისა (ან წრფისა), იქნება #ვ სიგრცის ქვესივრცე. 

ბ) ყველა იმ #--განზომილებიანი X=(6C,..ს ა) ვექტორის MI სიმრავ- 

ლე, რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებენ წრფიკ ერთგვაროვან # გან- 

ტოლების სისტემას # უცნობით: თ,6,+Cთ,ენე+...+რ,ნი=90, სადაც თ. მოცე- · 

მული ნამდვილი რიცხვებია (,, #=:1, 2,..., ,), წარმოადგენს ყველა #„--გან- 

ზომილებიანი ეექტორის წრფიგი #, სივრცის ქვესივრცეს. 

გ) ვთქვათ, # =C(0,1). სიმრავლე MC0C0(0,1), რომლის ელემენტები არის 

ფუნქციები: X,(()>1, X,(I()=!, Xჯ(/)=!),.., X»(C)=1“1.., წარმოადგენს 

C(9,1) სივრცის მრავალსახეობას, ხოლო მისი ჩაკეტვა #M=0C(0,1). 
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გთქვათ, MI არის ს სივრცეში ზოთავსებული რაიმე სიმრავლე. ყველა 
# 

». თ,X, სახის სასრული წრფივი კომბინაციების სიმრავლეს, სადაც ყველა 

7=1 

X,C M, ეწოდება M სიმრავლის წრფივი გარსი. 

მოცემული M სიმრავლის წრფივი გარსი არის უმცირესი ზრავალსახეო- 

ბა ჩ სივრცეში, რომელიც MI სიმრავლეს შეიცავს. 

როცა VI სასრული სიმრავლეა, მაშინ მისი წრფივი გაღ=სი არის სასოუ- 

ლი განზომილების. წრფივი გარსის ელემენტებს თუ დავუმატებთ მისი ელე- 

მენტების ყველა კრებადი მიმდევრობის ზღვარითი ელემენტებს, მივიღებთ 

ჩაკეტილ წრფივ გარსს, 

მაგალითი. განვიხილოთ უწყვეტი ფუნქციების (/")>. 0=C(0,1) მიმ- 
დევრობა, ამ მიმდევრობის ჩაკეტილი წრფივი გარსია თვით C(0.1) სივრცე. 

წრფივ ს სივრცეში მნიშვნელოვან როლს ასრულებს ე. წ. ამოზნექილი 
სიმრავლე. ვიტყვით, რომ VC=ჯს სიმრავლე ამოზნექილი სიმრავლეა, 

თუ ნებისმიერი X, #MCM ელემენტებისათვის ამავე სიმრავლეს ეკუთვნის 

თX+8ზყ წრფივი კომბინაცია, სადაც თ და ჭ არაუარყოფითი ნამდვილი რი- 
ცხვებია და + 8=1. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ თუ წ» ამოზნექილი 

” 

სიმრავლეა და X»,, X,...., XI CM, მაშინ წრფივი კომბინაცია ბ. თ,X, C V, 

„ §5:1 

სადაც თ,, თე... თ >0 და ბ. თ,=1. 

1=1 

თუ M#Cჯ#% ნებისმიერი სიზრავლეა, მაშინ უმცირეს ამოზნექილ სიმრავ- 

ლეს, რომელიც შეიცავს M სიმრავლეს, ეწოდება # სიმრავლის ამოზ- 
ნექილი გარსი. 

თუ VC#ნ8 ამოზნექილი სიმრავლეა, მაშინ MV=VCM#+83V; სადაც ნამდვი- 

ლი რიცხვები თ, 1>9, თ+-8=1, ხოლო თM აღნიშნავს თX სახით ელემენტების 
სიმრავლეს, როცა Xჯ გაირბენს მთელ M# სიმრავლეს. ცხადია, რომ წრფივი 

სივრცის ყოველი ქეესივრცე ამოზნექილი სიმრავლეა. 

ავიღოთ წრფივი L, და ჩე სივრცეები. ვთქვათ, ამ სივრცეების ელემენ- 

ტებს შორის შესაძლოა ისეთი ურთიერთ ცალსახა თანადობა დავამყაროთ, 

რომ როცა X,, ყ, C ს, ელემენტები ურთიერთ ცალსახა თანადობაშია შესა- 

ბამისად X,, Vყ, C წ, ელემენტებთან, მაშინ. X,+V, C, ელემენტი ურთიერთ 
ცალსახა თანადობაში იყოს X,+V, C ნე ელემენტთან. ამ შემთხვევაში 8, და 
Lე ურთიერთ იზომორფული წრფივი სივრცეები ეწოდება. ასე 

მაგალითად, ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე და ერთ წრფეზე მდებარე ყველა 

წერტილის სიმრავლე ურთიერთ იზომორფული წრფივი სივრცეებია, 

ახლა შემოვიღოთ პირდაპირი ჯაზის ცნება. ვთქვათ, როგორც ზე- 

მოთ, წრფივი სივრცეა, ხოლო #,, L,,-..,L„-- მისი ქვესივრცეები. ვთქვათ, 

ყოველი XC ს ელემენტისათვის მოიძებნება ისეთი X, C L,, X, C Lე... X#.CI 

ელემენტები, რომ X ცალსახად წარმოიდგინება შემდეგი ჯამის სახით: 

X=X +X,+-...+VX,. (3.15) 
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ამ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ წრფივი # სიერცე არის #.,, ი» ქ ვე- 
” 

სივრცეების პირდაპირი ჯამი და დავწერთ §-L) + ს. თვი- 

(=1 
თონ (3.15) ტოლობას ეწოდება X ელემენტის დაშლა აღებული ქეესივრცეე- 
ბის ელემენტების მიხედვით. 

ანალოგიურად შეიძლება შემოვიღოთ წრფივი სივრცეების პირდაპირი ჯა- 

მი. სახელდობრ, ვთქვათ X#,, #,,..., ს, წრფივი მეტრული სივრცეებია. შე- 

ვადგინოთ ამ სივრცეების ელემენტებისაგან ყველა შესაძლო დალაგებული სის- 

ტემები X=(X,, X,,... XV.) სადაც X,C #,(1=1, 2,... M). ვაჩვენოთ, რომ # 

სიმრავლე, რომლის ელემენტებია ყველა ასეთი დალაგებული სისტემები, შე- 

გვიძლია განეიხილოთ როგორც წრფივი სივრცე. ამისათვის საჭიროა სათანა- 
დოდ შემოვიღოთ ელემენტების ჯაზისა, რიცხვის ელემენტზე გამრავლებისა 

და ზღვარზე გადასვლის ოპერაციები. ვთქეათ, X=(X,, X-ს Xა) და ყ= 

=(V,, ყა,-.·. ყა) არის 8 სიმრავლის ნებისმიერი ორი ელემენტი, მანძილი 
X და ყ ელემენტებს შორის ვუწოდოთ გამოსახულებას: 

(262 ყ)= ბ. ჩ- (XV ყა, 

I=1 

სადაც ჩ,, (X,. ყე) აღნიშნავს მანძილს X»ჯ,, Vყ,C წ, ელემენტებს შორის. ადვი- 

ლი შესამჩნევია, რომ ი(X, ყ) დააკმაყოფილებს მანძილის ყველა აქსიომას. 

X და # ელემენტების ჯამი ვუწოდოთ ელემენტს 
X+ყ=(X+V,, X.-+V;,.·. X.+V»), 

ხოლო თ რიცხვისა და X ელემენტის ნამრავლი იყოს ელემენტი: 

თX=(თX,..., CX»), 

X+ყ ჯაზს აზრი აქვს, ვინაიდან X,+V, C L,; ასევე აზრი აქვს ნამრავლს, 

ვინაიდან «», C #,. ა 
I CC თ 

განვიხილოთ ახლა ისეთი მიმდევრობები 9, ,Cწ, სრ. ,C 
თ 

C ნ.ა, დ ჩხ», რომ 10 იც (XI), X,")=9, )ა ჩ,(2,”, X-)=0,..., 

IIIი ი- (X,ი, X,%)=0, სადაც 1” C L,, 1=1,2,..., I. ამ შემთხვევაში ვიტყვით, 
ხ-ი “4 

ჯ 
რომ (9... C ს მიმდევრობა, სადაც XL=(X,I9, «ენ, ...,X,) კრებადია X”= 

=(%%, X-ს X») C 8 ელემენტისაკენ და დავწერთ 
. 11) 0-(X., 2»”)=90. 
#>თ 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ, როცა # სიმრავლეში მოყვანილი წესით 

არის შემოღებული შეკრებისა, რიცხეზე გამრავლებისა და ზღვარზე გადასე- 

ლის ოპერაციები, მაშინ დაკმაყოფილებულია წრფივი სივრცის ყველა აქსიო- 

მა, ამის გამო სიმრავლე გადაიქცევა წრფივ სიგრცედ. სივრცეს ეწოდე- 

ბა წე, ჩა. L„ მეტრული წრფივი სივრცეების პირდაპირი ჯამი და 

წერენ 
” 

= ს + ს. 

(=1



§ 2, ბანახის სივრცემ 

1. წრფივ სივრცეთა შორის განსაკუთრებული მნიშვნელობა აქვს ე. წ. 

ბანახის სივრცეს, ანუ ნორმირებულ სივრცეს. წრფივსა და სრულ # სივრცეს 

ბანახის სივრცე ანუ ნორმირებული სივრცე ეწოდება, თუ ყო- 

ველ X C ელემენტს შესაძლოა შევუსაბამოთ არაუარყოფითი ნამდვილი | XII 
რიცხვი, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ აქსიომებს: 

თ) IXI >90, I XI =0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ჯ=980, 

ზ) ნებისმიერი X, V C 85 ელემენტებისათვის ადგილი აქვს | ჯ-+-MI <-IXI + 
+II9II უტოლობას. 

7) ნებისმიერი (ნამდვილი ან კომპლექსური) « რიცხვისათვის ადგილი 
"აქვს ტოლობას: 

IXXI = (9 I XI. 
მაგალითები. 
ა) #„ სივრცე, რომლის ელემენტებია #-––განზომილებიანი ჯ= (20. 229, 

ვექტორები, ბანახის სივრცეა. ნორმა ჯ X ელემენტისა განსაზღვრულია ფორ- 

მულით: 

ბ) უწყვეტ ფუნქციათა XC(ი,ს) სივრცე ნორმირებული სიგოცეა. თუ 

X(1) C C(ი, ხ), მაშინ 

IIXIL =. IMIმX |X(1)I. 
ძელს 

გ) /, ნორმირებული სივრცეა. X=(6, ნც. ნი-.)CI, ელემენტის 

ნორმა განსაზღვრულია ტოლობით 

III= >. IL ?, 

დ) #» (0,1), #>1, სივრცე, აგრეთვე ნორმირებული სივოცეა, რომელ- 

შიც X() ელემენტის ნორმა ეწოდება რიცხვს 

IXI -| ( სირი”. 
ე) წრფივი დ, (5) სივრცეები წარმოადგენს არანორმირებული სივრცე- 

ების მაგალითებს. 

ჩვეულებრივად, ნორმირებულ სივგრცეზი მანძილის ცნება ელემენტებს 

შორის შემოაქვთ შემდეგი ტოლობით: 

0(X,ყ)=||X-– LI. (3.15) 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ამ ფორმულით განსაზღვრული მანძილი აკმაყოფი- 
ლებს მანძილის ყველა აქსიომას. 

' /) აქსიომიდან პირდაპირ გამომდინარეობს, რომ IIXII =0(X, 8). ნორმი- 

რებული სივრცის აქსიომები მისი ელემენტების იმ ძირითად თვისებებს გა- 
მოსახავენ, რომელიც ახასიათებს ვექტორის სიგრძეს ეეკლიდეს სივრცეში. 8 
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სივოცე ნამდვილი ნორმირებული სივრცე ეწოდება, თუ #ჯ 
ნამდვილი წრფივი სივრცეა. პირიქით, როცა # კომპლექსური წრფივი სივრ 
ცეა, მაშინ მისგან წარმოქმნილი ნორმირებული სივრცეც კომპლექსურია. 

ნორმირებულ L სივრცეში ელემენტთა (ას) მიმდევრობის კრებადობა 

X“=# ელემენტისაკენ ნიშნავს ნორმით კრებადობს: 

IIIII IX. ··X VII =0. 
1– 95 

დავამტკიცოთ, რომ ნორმირებულ სივრცეში ნებისმიერი #X, ყ C L ელე- 
მენტებისათვის ადგილი აქვს უტოლობას: 

IX--VI > IXII- IVI I. (3.16) 
მართლაც, გამოვიდეთ Xჯ=V-, (X–-V) იგივეობიდან, საიდანაც ნორმებზე გა- 

დასვლის შემდეგ, თანახმად 8) აქსიომისა, მივიღებთ 

IXI =IVII1-I>–VI, 

IX-–VI.>IXII – IIVI· 
ანალოგიურად მივიღებთ უტოლობას ' 

II/–XI > IVII –-IჯL. 
უკანასკნელი ორი უტოლობიდან გამომდინარეობს (3.16) უტოლობა 

დამტკიცებული უტოლობიდან უშუალოდ გამომდინარეობს უტოლობა: 

IX+VIXIIXI -IVII. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ ელეზენტის ნორზა უწყვეტი ფუნქ- 

ციონალია. ამისათვის უნდა ვუჩვენოთ, რომ თუ IXI.C# მიმდევრობა 

ნორმით კრებადია ჯ"C ს ელემენტისაკენ, ე. ი. თუ 

ე. ი. 

მთ | XL. --ჯ%II =0, 
ს+C –_ 

"მაშინ . 

IIIს IX„I = IX" II. 
”-– ლ 

ვისარგებლოთ (3.16) უტოლობით, დავწერთ 

|IMI -- I+"I | < I+-- "I. 
გადავიდეო ზღვარზე როცა #-->=, მივიღებთ 

II II - I>”I|=9 
#-–-090 

და ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 
ამ დებულებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ |X,| C მიმდევრობა ნორ- 

მით კრებადია, მაშინ მიმდევრობა (IIX.II)I შემოსაზღვრულია: I#,ცI =IL M= 
=1,.2,..-, სადაც (# გარკვეული დადებითი რიცხვია, 

შენიშვნა. არ უნდა ვიფიქროთ, რომ თუ ნორმირებულ სივრცეში 

ელემენტთა ნორმების (| XI) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, მაშინ (#„) მიმ- 

დევრობა ნორმით კრებადია, 
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თუ (IXIII მიზდევრობა შემოსაზღვრულია, მაშინ (X,) C წ მიზდევრობას 

ნორმით შემოსაზღვრული მიმდევრობა ეწოდება, 

ადვილი დასამტკიცებელია აგრეთვე, რომ ნორმირებულ სივრცეში 

ელემენტების შეკრებისა და რიცხვის ელემენტზე გამრავლების ოპერაციები 

ნორმით უწყვეტი ოპერაციებია. ამ წინადადების პირველი ნაწილის დასამტკი- 

ცებლად უნდა ვუჩვენოთ, რომ თუ I».I, IV.), X", ყ' C# და 
1II01 I X,„---X%I =0, IIIს IM, -· ყ”| =0, 

/->X ს >. 

მაშინ 
IIII I(Xა+Vყ,): -(V/-+ყ”)|I =0, (3.17) 
#-–-0ლC 

ამისათვის გამოვიდეთ შემდეგი უტოლობიდან;: 

I(X«+Vყ») – (»”-LV")I «-IX-.- XI + Iყა–ყ"I. 

თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე როცა #->2ლ0 მივიღებთ (3,17) ტო- 
ლობას. : 

' თეორემის მეორე ნაწილის დასამტკიცებლად უნდა ვუჩვენოთ, რომ თუ 

110) ((Xგ -- “I =0 და 11Iი II თ, –-თ” I) = 110 |თ, -- თ"| =0, 
ს–ლ= #– ალ ჩი 

მაშინ 

11ი) I თ.-%„-- თXXII -:0, (3.18) 
#M8-- ლ 

ამისათვის ავიღოთ იგიეეობა 

თაIე-- თ ეხ= თა(Xა - XI") + XI. თ“). 

გადავიდეთ ამ იგივეობაში ნორმებზე და თანაც გამოვიყენოთ ვ) და /) აქსიო- 
მები, მივიღებთ 

1 თაX,-- თ"X" II < (თი XI --X-I + |2» – თ“| IX”II . 
ახლა გადავიდეთ ზღვარზე, როცა M-C და გამოვიყენოთ მოცემული პირო- 

ბები, მივიღებთ (3.18) ტოლობას. ამით ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 
8. ზემოთ ჩვენ შემოვიღეთ სასრული განზომილებიანი წრფივი სივრცის 

განსაზღვრა. ამ განსახღვრის მიხედვით ნორმირებული სივრცე სასრული 

განხზომილებიანია, თუ არსებობს წრფივად დამოუკიდებელი ისეთი X»,, X,,.. ს X. 

ელემენტების სასრული რაოდენობა, რომ ნებისმიერი ჯC 8 ელემენტი ცალ- 

სახად წარმოიდგინება როგორც მათი წოფივი კომბინაცია: 

” 

' „=> 4 2. (პ.19) 

(== L 

პირიქით, რიცხეთა ყოველი დალაგებული თ,, თ,,..., თ, მიმდევრობისათვის 

მოიძებნება მხოლოდ ისეთი ჯC 8 ელემენტი, რომლისთვისაც ადგილი აქეს 

ცალსახა (3.19) წარმოდგენას. სხვანაირად, # – განზომილებიან ნორმირებულ 
სივრცეში ყოველ « ელემენტს შეესაბამება რიცხვთა გარკვეული დალაგებუ- 
ლი ,, თ...» X, მიმდევრობა და პირიქით. თ,, თე,... თ. რი/სხვებს ეწო- 

დება ჯ ელემენტის კოორდინატები და აღინიშნება ასე: X= 
=(თ, თკ, რა). 
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#-– განზომილებიან ნორნირებულ # სივრცეში ელემენტების შეკრებისა 

და რიცხვის ელემენტზე გამრავლების ოპერაციები განისაზღვრება შემდეგ- 

ნაირაღ თუ #=(2, თ... თს V=(8,, მჯ. მ) CC, მაშინ ჯ+Vყ = 
=(თ,-- 3, «.+ჩ.ა,.. ა+8ე), ხოლო # რიცხვის ნამრავლი ჯ ელემენტზე არის 

#სX=(Lთ,, L%' · ·,IC,) ელეზენტი. 

შევნიშნოთ, რომ (3.19) ტოლობაში ::,, X,.---,ბ ელემენტებს შორის 

არცერთი არ არის ნულოვანი ელემენტი. მართლაც, დავუშვათ საწინააღმდე- 

გო, ვთქვათ, მაგალითად X,=60; მაშინ, შეგვიძლია დავწეროთ: X,=0-2+ 
+0-ჯვ+..+0-უს რაც იმას ნიშნავს, რომ ჯ«, გამოისახება ჯე...» ელე- 

მენტების წრფივი კომბინაციით. ეს ტოლობა კი შეუძლებელია, ვინაიდან 

24, 2." წრფივად დამოუკიდებელი ელემენტებია. 
თეორემა 3.10, თუ »ჯ=Vთ,, თეა. არი) არის #»-– განზომილებიანი 

ნორმირებული ჩ სივრცის ელემენტი, მაშინ არსებობს ისე- 
თი V>90 რიცხვი, დამოკიდებული მხოლოდ წრფივად დამოუ- 

კიდებელ Xჯ. Xს..ს)XCწ ელემენტებზე, რომ 
1 

Iთ|<-–LXI, 1=1, 2,. 

თეორემის დასამტკიცებლად აღვნიშნოთ §-ით ყველა იმ # – განზომილე- 

ბიან თ=(თ,, თ,---%-ა) ვექტორთა სიმრავლე, რომელთა ნორმა (სიგრძე) უდ- 

რის ერთს: 
I 

I «II = ს» | ' =1. 

ჯ=:1 

გეომეტრიულად § არის #-- განზომილებიანი ერთეულოვანი სფეროს ზედაპი- 

რის წერტილების სიმრავლე. ვინაიდან, § არის #-- განზომილებიანი და ნორ- 

მით შემოსაზღვრული სიმრავლე, ამიტომ იგი კომპაქტური სიმრავლეა. 

ვთქვათ, | თ )=(თ,- ს, თ.ნ,...,თ,ლ)| C 5. არის უსასრულო ქვემიმდევრობა, 

რომელიც ნორმით კრებადია თ+=(თ,”, თა... V,) ზღვარისაკენ, ე. ი. 

1 
” 2 

III || თო) თX)I= II01 I 
7 > 9%C  –-% 

| 
ფრ თუ! =0. 

1=L I 

ვინაიდან, I თოII=1, #=1, 2... და ნორმა უწყვეტი. ფუნქციონალია, ამი- 

ტომ | თ” I=1, ე ი. თ" C 5. ეს იმას ნიშნავს, რომ 5 სიმრავლე ჩაკეტილია. 

შევუსაბამოთ თ=(თ,, თ,,...,«,)C 5 ვექტორს XC ს ელემენტი, რომლის 

კოორდინატები ემთხვევა > ქექტორის კოორდინატებს. ეს იმას ნიშნავს, რომ 

# 

ადგილი აქვს (3.19) დაშლას, სადაც I CI =1 და 2 თ2=), 250. 

1=1 

ვთქვათ, როგორც ზემოთ, ICI )| C 5 არის ნორმით კრებადი მიმდევრო- 

ბა თ" C 5 ელემენტისაკენ. ეს იმას ნიშნავს, რომ ; ნიშნაკის ყოველი შესაძლო 
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მნიშენელობისათვის (გავიხსენოთ, რომ 1=1, 2,...,#) ადგილი აქვს ტოლობას: 

110 | თ”) –-თ,“ |=0. 
„” – ლ 

ყოველი კომპლექსი ჯ დალაგებული (თ,'”, თ,(ი,...,თე)) ==თლ რ) რიცხვისა 

განსახღვრაევს # სივრცის X(თC)) = (თ,(=), თე)... )) ელემენტს. როცა I 

ნიშნაკი გაირბენს ყველა ნატურალურ მნიშვნელობას, ცხადია, წარმოიქმნება 

(X(თI)) |) = 6 მიმდევრობა. სავსებით ასევე, ზღვარითი თ+=(თ,, თეს. ,თ,) 

ელემენტი წარმოქმნის »(თ”')=(თ,”, თ,“,...,=,”)C ს ელემენტს. გარდა ამისა, 

როცა 1Iთ || თ) -–- თ+II=0, მაშინ 110 || X(თI-M)) –-X( >-)'|=0. ამ დებულების დამტ- 
#-–-–+C 1M– იი 

კიცება მოყვანილია მომდევნო თეორემაში. 

ვინაიდან ელემენტის ნორმა უწყვეტი ფუნქციონალია, ამიტომ |||X(C7))I) 
მიმდევრობა კრებადი ივნება || X(Cთ%))| ნორმისაკენ: 

თ. I XC 5), =| X(C")II. 
7) > 90 

როგორც ჩანს II X(2)| ფუნქციონალი, რომელიც განსაზღვრულია წ. კომპაქტ- 

ზე «C 89 უწყეეტია, ამიტომ, იგი მიაღწევს თავის მინიმალურ მნიშვნელობას 

(იხ. თავი 1, თეორემა 1.45). ვთქვათ, თ1ი || XCC)|=. ვინაიდან. II X(<)I>0 
თC5 ი 

ყველა თ C 5 ელემენტისათვის, ამიტომ I>0. ნებისზიერი X(C=)+6 ელემენტი- 

სათვის, CC 5, გვაქვს: || XC<)I >”, სადაც 

9 :უ%,, - =1, (3.29) 

(=! 

განვიხილოთ ელემენტი: 

_ ლ 
ყ=8)= 2. ჩაი (3.21) 

1=1 

სადაც 

ცხადია, რომ 

ულ 
ჯ=1 

ყ ელემენტი აკმაყოფილებს (3.20) პირობებს, ამიტომ I VII >XI. ამასთანავე 

(3.21) ტოლობიდან გვაქვს 

სა -I2- ა 2 ' > აპო. 
(=1 (=-| 

11 161



საიდახაც 

1 · 
|თ,|დ– | XI, 1=1. 2)...,M; 

7) 
თეორემა დამტკიცებულია, 

თეორემა 3.11. იმისათვის რომ /-განზომილებიან # სივრ- 

ცეში ცო) მიმდევრობა ნორზით კრებადი იყოს »"C#ჩ ელე- 
” 

მენტისაკენ, სადაც –” გხ= 2 თში აუცილებელიდა 
(=> 7=1 

საკმარისია,ჯ; ნიშნაკის ყველა ;=:), 2,...,/ მნიშენელობისათ- 

ვის შესრულებული იყოს შემდეგი პირობები: 

II) | თ, –– «," | =0:· (3.22) 
> CC 

დავამტკიცოთ ჯერ პირობების საკმარისობა, ამისათვის უნდა დავამტ- 
კიცოთ, რომ როცა შესრულებულია (3.22) პირობები, მაშინ 1IV || XC) – «-I|=0. 

მ–>C> 

როგორც ვიცით, ნორმირებულ სივოცეში რიცხვის გამრავლება სიერცის 

ელემენტზე არის უწყვეტი ოპერაცია, ამიტომ ერთის მხრივ გვაქეს 

III || თ, X,-– თ,"X;|I|=0, 1=1, 2)..-,# 
I-C 

მეორეს მხრივ, უწყვეტია აგრეთვე შეკრების ოპერაციაც, ამიტომ შეგვიძლია 
დავწეროთ 

” ” 

) თ,მვ- ) თ, X, 

1=1 1=1 

)I0 · =0, 
1). –-   

    

  

1II0 || ჯ)--ჯXIIC=0. 
მ! –> % 

ამით დამტკიცებულია (3.22) პირობების საკმარისობა, 
ახლა დავამტკიცოთ (3.22) პირობების აუცილებლობა. ამისათვის საჭი- 

როა დავამტკიცოთ, რომ როცა 

სი) | „ლ -რ»#II>-0, 
”–თ 

„მაშინ ადგილი აქვს (3,22) ტოლობებს, განვიხილოთ #»C) – ჯ” C ნ სხვაობა, აზ 

სხვაობის კოორდინატები იქნება: ულ) – ებ=(თ,-) თ.ბ, თე) თ“... ,C,).– 

–თ,.). თანახმად 3.10 თეორემისა, არსებობს ისეთი # რიცხვი, რომ 

| თლ) – თ," | < ს ო) - ჯ%II, 1=1, 2)... 

ვინაიდან, პირობის თანახმად, || 0) –-კ;ბ I->-0, როცა #M#->C, ამიტომ წინა 

უტოლობებიდან დავწერთ: 2 

სთ | ფთ) –- თ,ჯ |=9, 1=1, 2,...,# 

-.--C0 

ამით თეორემის დამტკიცება დამთავრებულია. 
თეორემა 8.15. იმისათვის, რომ სასრული განზომილებიანი 

ნორმირებული # სივრცეში მოთავსებული M# სიმრავლე 
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კომპაქტური იყოს, აუცილებელი და საკმარისია, რომ M 

იყოს ნორმით შემოსაზღვრული. 

პირობის აუცილებლობა დამტკიცებას არ საჭიროებს (იხ, თეორემა 

1.29). დავამტკიცოთ მისი საკმარისობა, ამისათვის გთქვათ, 1M/ ნორმით შე- 

მოსაზღვრული სიმრავლეა და დავამტკიცოთ, რომ იგი კომპაქტური სიმრავ- 

ლე იქნება ავიღოთ #M სიმრავლის ელემენტების ნებისმიერი უსასრულო 

სჯო,) მიმდევოობა, სადაც XC)=(თ,რ),...,თე'), ვინაიდან ეს მიმდევრობა 

ნორმით შემოსაზღვრულია, ამიტომ 3.10 თეორემის ძალით, რიცხვითი |V,''| 
მიმდევრობა შემოსაზღვრულია ; ნიშნაკის ყოველი 1=1, 2...) მნიშვნელო- 

ბისათვის. ბოლცანო-ვაიერშტრასი თეორემის ძალით, შემოსაზღვრული 

(თ) რიცხვითი მიმდევრობიდან 'მეგვიძლია გამოვყოთ კრებადი (|თ,L)) C 
· C Iთ,რ)) ქვემიმდევრობა, ვთქვათ, თ,V M->თ-”, ე. ი. ვთქვათ, II !თ,C“M) –- თ,” =0. 

L-C% 

მაშინ, წინა თეორემის ძალით, არსებობს ისეთი X"=(თ,“, თა",...9ი“) ელე- 
მენტი, რომ 

1) || (9) – #1 .=0, 
”L-- დ 

ამრიგად, M# სიმრავლის ნებისმიერი უსასრულო |”) მიმდევრობიდან 

გამოვყავით ნორმით კრებადი (XC MI ქვემიმდევრობა, ამით თეორემა დამტ- 

კიცებულია. 
თეორემა 8,183. ყოველი სასრული: განზომილებიანი ნორმში- 

რებული ს სივრცესრული სივრცეა. 

თეორემი“ დასამტკიცებლად უნდა ვუჩვენოთ, რომ ნებისმიერი |ჯ(| 

ფუნდამენტალური მიმდევრობა, სადაც CM) = (თკ, თე,... თა) (I#M=1, 2)..-), 

არის კრებადი. 

· ვინაიდან სასრული განზომილებიანი სივრცეა, ამიტომ ადგილი აქვს 

შემდეგ წარმოდგენას: 
”" 

ჯოი = ._–- 

1=1 

სადაც X, X„,-.-აXCს წრფივად დამოუკიდებელი ელემენტებია, ხოლო /” 

არის სივრცის განზომილება. რაკი (XL) ფუნდამენტალური მიმდევრობაა, 
ამიტომ გვექნება ; 

ეფ წელე (3.23) 
სკი 

გარდა ამისა, როგორც ვიცით, როგორიც უნდა იყოს (1=1, 2,...,,/ ნიშნაკი, 

ადგილი აქვს შეფასებას: 
| თი) ი | < VI ჯვ, 

სადაც +>ი გარკვეული რიცხვია (იხ. თეორემა 3.10) თუ გამოვიყენებთ 
(3.23) ტოლობას, აქედან მივიღებთ 

VI») | თ,(9) –– თ,() |=0. 

წXI 1.) 

როგორც ვხედავთ, ; ნიშნაკის ყოველი მნიშვნელობისათვის, ნამდვილ რიცხ- 
ვთა (თ,)) მიმდევრობა აკმაყოფილებს კრებადობის კოშის ნიშანს, ამიტომ 

1110. თ/7) = თ,“ . 
IM-+:-0 
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ახლა, თუ გამოვიყენებთ 3.11 თეორემას, გვექნება 

1IIII 1) ჯ(M) 7 IIC=0, 
”-X 

სადაც ' 

ე,წ=(9,%, თე ს. სXა ) C #. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 3.14. თუ სხ ნორზირებული სივრცეა და #--მისი 

წრფივი მრავალსახეობა, რომლის განზომილება სასრული 

რიცხვია, მაშინ #L იქნება ჩ სივრცის ქვესივრცე. 
თეორემის დასამტკიცებლად უნდა ვუჩვენოთ, რომ წრფივი # მრავალ- 

სახეობა არის ჩაკეტილი სიმრავლე. ავიღოთ # მრავალსახეობის ელემენტთა 

ნებისმიერი ნორმით კრებადი |#")) მიმდევრობა, რომლის ზღვარითი ელემენ- 
ტი იყოს X” C ს. საჭიროა დავამტკიცოთ, რომ »;” C #L. ვინაიდან L მრავალ- 

სახეობის განზომილება სასრული რიცხვია, ამიტომ წინა თეორემის ძალით #L 

იქნება სრული სივრცე. (ჯ-ს) მიმდევრობა არის # სრული მრავალსახეობის 

ფუნდამენტალური მიმდევრობა და, ამიტომ არსებობს ისეთი X” C # ელემენ- 

ტი, რომ 

II) || XCM) – - ჯ”” || =:0. 
MM უხ 

მაგრამ როგორც ვიცით, როცა მეტრულ სივრცეში მიმდევრობას ზღვარი 

აქვს, მაშინ ეს ზღვარი ერთადერთია, ე. ი. X»+=Xჯ“%, თეორემა დამტკიცე- 

ბულია, ; 
ვთქვათ, ჯა ნორმირებული # სივრცის რაიმე ელემენტია, ხოლო #-–-ნე- 

ბისმიერი ნამდვილი ოიცხვი. ჩაკეტილი 5(+, 7) სფერო, ჯა ცენტრით და / 
რადიუსით, არის ისეთი XC ს ელემენტების სიმრავლე,რომლებისთვისაც ად- 

გილი აქვს უტოლობას: 

IIX-– 7 |I<-7. 

სრულიად ანალოგიურად, უტოლობა |IX-#აI|<7” განსაზღვრავს ღია 5%(ჯა, 7) 

სფეროს, ხოლო I|Iჯ--# I =>, ტოლობა განსაზღვრავს 5(»ა,7) სფეროს ზე- 
დაპირს, : 

თეორემა 3.15, ნორმირებულ # სივრცეში ყოველი ჩაკეტი- 
ლი სფერო ამოზნექილი სიმრავლეა... 

მართლაც, ვთქვათ, 7, ყC5(X 7) C L და თ, 8 ისეთი ნამდვილი რიცხ- 
ვებია, რომ თ+ჩ=1 და თ, ჩ>0. მაშინ 

II(#-+-8Vყ)-– Xი ||=|I(X+8V)-– («+ ჩ)Xა ||=||თ(X-–Xა)-- 
+8ზ(9–Vი)||CCII +-- XII+ჩ IM – V-IIC(CC-+8)/ <». 

მაშასადამე, თX+8Vყ C 5(Xა, 7) და თეორემა დამტკიცებულია, 
სრულიად ასევე დავრწმუნდებით, რომ ნორზირებულ სივრცეში ყოვე- 

ლი ღია 5(Xი.7) სფეროც ამოზნექილი სიმრავლეა. 

თეორემა 3.16. თუ წრფივი სივრცეა, რომელშიც შესრე- 

ლებულია ნორმირებული სივრცის მხოლოდ =) და 1) აქსიო- 

მები (იხ. გვ. 157) და, თუ 8 სივრცეში მოთავსებული ერთეუ- 

ლოვანი §(0, 1) სფერო ამოზნექილი სიმრავლეა, მაშინ შეს- 
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რულებული იქნება ნორმირებული სივრცის 2) აქსიომაც. 

სხვანაირად, იქნება ნორმირებული სივრცე. 

თეორემის დასამტკიცებლად საჭიროა ვუჩვენოთ. რომ ნებისმიერი 

ყCXჯ ელემენტებისათვის შესრულებული იქნება სამკუთხედის აქსიომა: 

II X+VII<IIXII+IIVII. ამისათვის გამოვიდეთ იგივეობიდან: 

= თ? ს 3,24 X+V IXMII+IVIს(4 ე წუ/- ს (3.24) 
სადაც 7 

= _ IXII _ _ 2ს _ 8-1. დ 

LLI2II+IIVIII 

ცხადია რომ ნამდვილი რიცხვები თ, მ >0 და თ+1მ8=1. შევაფასოთ ჯ+V 

ელემენტის ნორმა. გვაქვს: 

IX+VII=(IXI+I VII «ა   
VI I 

-ს IVII ს და, მაშასადამე,     ეხლა შევნიშნოთ, რომ | > 

  

III შებ 

ყე) 6391 

ვინაიდან, პირობის ძალით, წ0, 1) სფერო ამოზნექილი სიმრავლეა და 

«–+8=1, ამიტომ 

> V > თ-“ .. C5%8, 1). 
IXII I#II 

# ყ « +816.) <1. 
| IL XII IIV/#I 

ამის შემდეგ, (3.24) ტოლობიდან მივიღებთ 

II«+ყVII <- ს XII+II #II 
და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

  

ეს იმას ნიშნავს, რომ 

  

§ 3, საუკეთესო. მიახლოების ამოცანა წრფივ ნორმირებულ 
სიჭრცეში 

1, მრავალი კონკრეტული ამოცანის გადაწყვეტის დროს ისმება საკი- 
თხი წრფივი ნორმირებული ჯL სივრცის მოცემული ელემენტის საუკეთესო 

მიახლოებისა (ანუ აპროქსიმაციისა) ამავე სივრცის , ქვესივრცის ელემენ- 
ტით. პირველად საუკეთესო მიახლოების ამოცანები დასმული და ამოხსნი- 

ლი იყო პ, ჩებიშევის მიერ C(ი, ს) და L.“ XV, ხ) სივრცეებში. 

ავიღოთ #C # და VC#%, ელემენტები. ვთქვათ, წ, 5 და XC 6). გამო- 
სახულებას | X“-VII ეწოდება ყ ელემენტის გადახრა ჯვ ელემენტისაგან. 

ვთქვათ, რომ #, ქვესივრცეში არსებობს ისეთი V ელემენტი, რომ | X-VII 
გადახრას აქვს უმცირესი მნიშვნელობა ყველა ყCს, ელემენტებს შორის, 

მაშინ V ელემენტს ეწოდება ჯ ელემენტის საუკეთესო მიახლოება. 
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ქვეზოთ სივრცის ყოველ ჯ ელემენტს, რომლის ნორმა უდრის ერთს 

(I #II=1), ვუწოდებთ ნო რმირებულ ელემენტს. 
თეორემა 8.11. ვთქვათ, ჩ, არის წრფივი ნორმირებული L 

სივრცის ისეთი ქვესივრცე, რომ #,+#. მაშინ ნებისმიერი 

§>მ რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნორზირებული ყCLს 

ელემენტი, რომ ყველა :C#, ელემენტისათვის ადგილი ექნე- 
ბა შეფასებას: 'IX-VI>1–6. 

ვინაიდან #,4+#, ამიტომ არსებობს ისეთი VყაC/” ელემენტი, რომ 

ყა C#,. ვთქვათ, 

· ი = 1ხL II /იე– XII. 
«ჯ«C წ) 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ძ>0. მართლაც, თუ ძ=0, მაშინ ყე ელემენტი 

იქნებოდა #, სივრცის ელემენტების მიმდევრობის ზღვარითი ელემენტი და 

იგი მიეკუთვნებოდა თვით #, ქვესივრცეს, რაც ეწინააღმდეგება მოცებულ 

პირობას. ზუსტი ქვედა საზღვრის განსაზღვრის .ძალით, ნებისმიერი 5>0 რი- 

ცხვისათვის არსებობს ისეთი XC #, ელემენტი, რომ 

ძ<IIყი-– XII <ძ-+ბ. (3.25) 
განვიხილოთ ახლა ელემენტი 

– _ 9ხი--% . 

II #6““ Xი |I 

ცხადია, რომ II / |I=1. გარდა ამისა, ყCL,. მართლაც, თუ დავუშვებთ, რომ 

ყCწ,, მაშინ Mა=VIIMი-XI+Xა ელემენტი იქნებოდა აგრეთვე ჯ; ქვესივრ- 
ცის ელემენტი, რაც ეწინააღმდეგება მოცემულ პირობას, 

ავიღოთ ახლა ნებისმიერი »C#, ელემენტი და შევაფასოთ ნორმა: 

ყ 

| _ ყი–% _ MX -- 
IIMი– “I. · II ყი–-%II 

შემოვიღოთ აღნიშვნა: X= #ა+II #ი--Xი II2, გვექნება 

=- 1. _ 
1 ყი–- -ი LI 

თანახმად (3.25) უტოლობისა, აქედან მივიღებთ 

1 

    

IM-XI- ყი“ Xი– II V0-– Xე !| « , 
  

IV -XII I ყი–#X II- 

  – XII> –#'II. II4-–X%II 2-8 19 #'II 

ვინაიდან XC#), ამიტომ 

II ყი–X I>ძ 

და წინა უტოლობიდან დავწერთ 

ი მ “ჯI>---=1.. 9. I#-+I>კ“=1- 5; 
შევარჩიიოთ ეხლა 6 რიცხვი ისე, რომ მან დააკმაყოფილოს. შემდეგი უტო- 

ლობა: 
– 
0 

2> , 
ძ-+ბ 
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მაშინ წინა უტოლობიდან მივიღებთ 

I4–XI>1 
და თეორემა დამტკიცებულია. 

საუკეთესო მიახლოვების ამოცანა არსებითად არის დამოკიდებული 

წრფივი ნორმირებული სივრცის განზომილებასთან. ამასთან დაკავშირებით 

დავამტკიცოთ ფ. რისის შემდეგი. 

თეორემა 83.18, იმისათვის რომ წრფივი ნორმირებული # 

სივრცის #ჯL, ქვესივრცე სასრული განზომილებიანი იყოს, 
აუცილებელი და საკმარისია, რომ L, ქვესივრცეში მოთავ- 

სებული ყოველი ნორმით შემოსაზღვრული M სიზრაელე 

იყოს კომპაქტური X, ქვესივრცეში. 

პირობის აუცილებლობის დასამტკიცებლად დავუშვათ, რომ #, არის 

#– განზომილებიანი ქვესივრცე. მაშინ, როგორც ზემოთ იყო დამტკიცებული 
(იხ. 3.12 თეორემაში ბირობის საკმარისობის დამტკიცება), ნებისმიერი ნორ- 

მით შემოსაზღვრული MC#%, სიმრავლე არის კომპაქტური სიმრავლე. 

გადავიდეთ პირობის საკმარისობის დამტკიცებაზე. ამისათვის დავუშ- 

ვათ, რომ ს, ქვესიგრცის ყოველი ნორმით შემოსაზღვრული სიმრავლე კომ- 
პაქტური სიმრავლეა. დავამტკიცოთ, რომ #, იქნება სასრული განზომილე- 

ბიანი ქვესივრცე.. ავიღოთ ნებისმიერი X-=%) ელემენტი, I| 2 1= 1. აღვგნიშ- 

ნოთ #,-თი ს სივრცის ქვესივრცე, რომელიც წარმოქმნილია ჯ», ელემენტით. 

კ არის ერთგანზომილებიანი ქვესივრცე და შედგება ყველა თX2, სახის ელე- 

მენტისაგან და მათი ზღვარითი ელემენტებისაგან, სადაც თ ნებისმიერი ნამდ- 

ვილი (ან კომპლექსური) რიცხვია. 
აქ შესაძლოა ორი შემთხეევა წარმოგვიდგეს: ან #,-=L8,, ანდა ჩ.ა59-#). 

თუ ხ.=Lს,. მაშინ თეორემა დაზტკიცებული იქნება. თუკი ხ.# XL, მაშინ 

თანახმად 3.17 თეორემისა, L, ქვესივრცე შეიცავს ისეთ ნორზირებულ XX, 

ელემენტს, რომ I %–-% (>--. განვიხილოთ ახლა # სივრცის #ვ ქვესივრცე, 

რომელიც წარმოქმნილია X, და X) ელემენტებით. ჩვ ქვესივრცე შედგება 

ყველა თ,X,+თ,1, სახის ელემენტისაგან, და მათი ზღვარითი ელემენტებისა- 
გან, სადაც თც თკ ნებისმიერი ნამდვილი (ან კომპლექსური) რიცხვებია. აქაც 

შესაძლოა ორ შემთხეევას ჰქონდეს ადგილი: ან 1=X#,, ანდა L#ე9%L,. თუ 

სე=7#L),, მაშინ L, ქვესივრცის განზომილება უდრის ორს და თეორემის დამტ- 

კიცება დამთავრებული იქნება, თუ #ე«+L#L), მაშინ იმავე 3.17 თეორემის ძა- 

ლით, არსებობს ისეთი #.C#, ელემენტი, რომ I| 2, – ჯე I>--, I #გ––1:ე I>> 

და |IX:II=1. · 
გავაგრძელოთ ეს მსჯელობა ამგვარადვე ქვემოთ. შესაძლოა ორ შემთხ- 

ვევას ჰეჟონდეს ადგილი: ან რომელიმე #» ქვესივრცე დაემთხვევა #, სივრცეს, 

ანდა ა ქეესიერცეების აგების პროცედურა გაგრძელდება უსასრულოდ. თუ 

ჩL. დაემთხვა L, ქეესივრცეს, მაშინ , აღმოჩნდება #- განზომილებიანი ქვე- 

სივრცე. თუ L„, ქვესივრცე #-ის არცერთი მნი მენელობისათვის არ დაემთხვა 

, ქეესივრცეს, მაშინ წარმოიქმნება ნორმირებული ელემენტების ისეთი უსას- 

რულო (LX) C ს, მიმდევრობა, რომ ნებისმიერი (L და ჯ» ნიშნაკებისათვის, სა- 

დაც ++», ადგილი ექნება |I|X>--–-2, I>-- უტოლობას. ადვილი შესამჩნევია, 
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როზ ეს უკანასკნელი შემთხვევა შეუძლებელია, მართლაც, ერთის მხრივ. 
პი) Cს. მიმდევრობა ნორმით შემოსაზღვრული სიმრავლეა, ხოლო მეორეს 

მხრივ, ამ მიმდევრობიდან შეუძლებელია ნორმით კრებადი ქვემიმდევრობის 

გაზოყოფა, ვინაიდან ||2:„–:,1I> - ამრიგად, #, ქვესიერცე შეიცავს ნორ- 

მით შემოსაზღვრულ არაკომპაქტურ M=(ჯ#) სიმრავლეს. ეს კი ეწინააღმდე- 
გება ჩვენს დაშვებას და თეორემა დამტკიცებულია, 

თეორემა 3.19. ვთქვათ, წრფივი ნორმირებული სივრცეა, 

ხოლო #, მისი სასრული განზომილებიანი ქვესივრცე. გაC- 

და ამისა, ვთქვათ, ჯ; არის # სივრცის ნებისმიერი ფიქსირე- 

ბული ელეზენტი. მაშინ L, ქვესივრცის ელემენტებს შორის 

არსებობს / ელემენტი, რომელიც ჯელემენტის საუკეთესო 

მიახლოება იქნება, 

თეორემის დასამტკიცებლად წინასწარ შევნიშნოთ, რომ თუ 1:C # ელე- 

მენტი ეკუთვნის აგრეთვე #ჯ, ქვესივრცეს, მაშინ I#– VII=0 და ჯ=ყ. ამ 

შემთხვევაში X ელემენტის საუკეთესო მიახლოება თვითონ ეს ელემენტია. 

განვიხილოთ შემთხვევა, როცა XCხ. ვთქვათ, Vე C #, არის ნებისმიე- 

რი ელემენტი და მ=|I|Xჯ-Mა:'I თავისთავად ცხადია, რომ ჯ ელემენტის საუ- 

კეთესო მიახლოება იმ ყ C ნ, ელემენტებს შორის უნდა ვეძებოთ, რომლების- 

თვისაც შესრულდება ||X-VI<8 უტოლობა. გამოვიდეთ #V=(ყ-X)+X იგი- 
ვეობიდან, რომლის ორივე ნაწილში გადავიდეთ ნორმებზე და თანაც გამოვი- 

ყენოთ სამკუთხედის აქსიომა, მივიღებთ: 

IVICII#ყ–-XI+I XI <.6+II«%II. (3.26) 

როგორც ვხედავთ, ყოველი VC #, ელემენტი, რომელიც დააკმაყოფილებს 
IX“–-ყI<8 უტოლობას, დააკმაყოფილებს აგრეთვე (3.26) უტოლობასაც. ყვე- 
ლა #ყCს, ელემენტის სიმრავლე, რომლებისთვისაც შესრულებულია (3.26) 

უტოლობა აღვნიშნოთ #-ით. 
ნათქვამის ძალით, ყოველი VC ს ელემენტი, რომელიც აკმაყოფილებს 

IX-VყI<6 პირობას, იქნება M სიმრავლის ელემენტი. აქედან გამომდინა- 
რეობს, რომ ჯ ელემენტის საუკეთესო მიახლოება არის M სიმრავლის ელე- 

მენტი. შევნიშნოთ, რომ (3.26) უტოლობა განსაზღვრავს ჩაკეტილ სფეროს 
, ქვესივრცეში, რომლის ცენტრი იმყოფება 0 ნულოვან წერტილში და რა- 

დიუსი უდრის IIXII+8. მაშასადამე #C#, არის ნორმით შემოსაზღვრული 
ჩაკეტილი სიმრავლე და, რადგანაც 8, სასრული განზომილებიანი სიგრცეა, 

ამიტომ 3.12 თეორემის ძალით, იგი კომპაქტი იქნება. 
ამის შემდეგ #(V)=I X-ყI) გამოსახულება განვიხილოთ როგორც M 

კომპაქტზე განსახღვრული ფუნქციონალი, 

დავამტკიცოთ, რომ /(ყ) უწყვეტი ფუნქციონალია. ამისათვის ავიღოთ 
ყბა C M ელემენტისაკენ ნორმით კრებადი ნებისმიერი |VM.„)=M მიმდევრობა. 

მაშინ (+-ყი) C მიმდევრობა იქნება ნორმით კრებადი ჯ–ყ% ელემენტისაკენ. 

მართლაც, გვაქვს 110 | (X-–-VM,)--(X-–-ყ') ||I= II0 ||ყი– ყსI =0. ამრიგად, 
#-თ ს-–-თ 

MI /(X– M,)= /(X-–- ყ')= 10 /(V,) = /(ყ'). ამით /(ყ) ფუნქციონალის უწყ- 
#ჯ –-თ სთ 
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გეტობა დამტკიცებულია. ჩვენთვის ცნობილი თეორემის ძალით (იხ. თეორე- 

მა 1.49), იარსებებს ისეთი ყC MV „ელემენტი, რომელზედაც /(V) უწყვეტი 

ფუნქციონალი თავის ზუსტ ქვედა საზღვარს მიაღწევს. სხვანაირად ყ იქნება 

X ელემენტის საუკეთესო მიახლოება. 

წრფივი ნორმირებული სივრცის უსასრულო განზომილებიან ქვესივრცე- 

ში შედარებით სუსტ დებულებას აქვს ადგილი. სახელდობრ, მართებულია 

შემდეგი · 
თეორემა 3.50. ვთქვათ, ჯარის წრფივი ნორმირებული L 

სივრცის ფიქსირებული ელემენტი, რომელიც არ ეკუთვნის 

ხ; ქვესივგრცეს. მაშინ არსებობს ისეთი ყ.აC#, ელემენტი, 

რომ ყველა ყCX#, ელემენტებისათვის ადგილი ექნება უტო- 
ლობას: 

IIX–Mი||<2II X--ყII. (3.27) 
თეორემის დასამტკიცებლად შევნიშნოთ, რომ თანახმად პირობისა, 

ი(X, 5))>0. ცხადია, რომ #L, ქვესივროცის ყოველი V ელემენტისათვის ადგი- 

ლი აქვს უტოლობას 

I X–-ყ II+<-0(X, L.). 

შევარჩიოთ ისეთი ყე C L, ელემენტი, რომ 

IIX–VMი II>24(», 6.). 

უკანასკნელი ორი უტოლობიდან მივიღებთ (3.27) უტოლობას. 

მართებულია აგრეთვე შემდეგი 

თეორემა მვ.51, ვთქვათ, #, და ს, არის წრფივი ნორმირე- 

ბული ს სივრცის ისეთი ორი ქვესიერცე, რომ ჯ#,ი #,=80, ერთ- 

ერთი მათგანი ნორმით შემოსაზღვრულია და აქვს სასრუ- 

ლი განზომილება. მაშინ არსებობს ისეთი ს მუდმივი, რომ 

ყCLს, და ჯC#ე ელემენტების ნებისმიერი წყვილისათვის ად- 
გილი ექნება უტოლობას: 

IVII+IIწII<L II /+XჯII. 
თეორემის დასამტკიცებლად ვიგულისხმოთ, რომ #, და #) ქვესივრცე- 

თაგან 8, არის ნორმით შემოსახღვრული სასრული განზომილებიანი ქვე- 

სივოცე. 

დავუშვათ რომ თეორემა არ არის სწორი. მაშინ იარსებებს ისეთი 

IV.) C 8, და (I C ს, მიმდევრობანი, რომ 

I MLII+II ჯI>XIIML-+დღ II 
დავუშვათ, რომ |IV+II+IIჯLI|I=1. ეს უკანასკნელი პირობა, ცხადია, თეორეზის 

ზოგადობას არ შეზღუდავს. თანახმად 3,12 თეორემისა, ნორმით შემოსაზღვ- 
რული (ყ.) მიმდევრობა იქნება კომპაქტური სიმრავლე და მისგან შეგვიძლია 
გამოვყოთ ნორმით კრებადი (ყ, | ქვემიმდევრობა. ვთქვათ, 

1IIი || /,,--ყრIIC=9, ყ" C L,. 
| 22 

ადვილი შესამჩნევია რომ ამ პირობებში (#,) ქვემიმდევრობა ნორმით კრე- 
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ბადი იქნება –- ყ> ელემენტისაკენ. მართლაც, თანახმად ჩეენი დაშვებისა, 

გვაქვს : 

IM 2. I<- -(I#MVI+IC,I)= > 

და, მაშასადამე, 

საი I#L,+ჯ,I =9. 
წ 

ახლა ავიღოთ იგივეობა: 

თ, +V9ყ"=(ს,-IV/,,)4+(/"-VL), 
რომლის ორივე ნაწილში გადავიდეთ ნორმებზე და თანაც გამოვიყენოთ სამ- 
კუთხედის აქსიომა, მივიღებთ: 

“ I2+V I <IC.+ 9, I+ IM, --ყI 

საიდანაც ზღვარზე გადასვლის შემდეგ, გვექნება 

Iს II C,+V"| =0. 
ჩსა–-2C · 

იმის გამო, რომ (ყ4. | მიმდევრობა ნორმით კრებადია ყ“ ელემენტისაკენ, ხო- 

ლო (ჯ.) მიმდევრობა ნორმით კრებადია–-ყ/” ელემენტისაკენ, ამიტომ ადგი- 

ლი აქვს ტოლობებს: 

„0. IV.II=IIV "I, სსს III =I –ყ”I = IM" II 

და, რადგანაც |IV/,II+ III =1, ამიტომ 2IIყ“I =1, ე. ი. ყ'%0. 
ამრიგად, ერთის მხრივ. ყ, როგორც (LV, ქვემიმდევრობის ზღვარითი 

ელემენტი უნდა ეკუთვნოდეს #, ქვესიგრცეს. მეორეს მხრივ, იგივე ყ! რო- 

გორც (–7ს) ქვემიმდევრობის ზღვარითი ელემენტი უნდა ეკუთვნოდეს #, 
ქვესივრცეს. მაგრამ, თეორემის პირობის ძალით #) ი )=0 და, მაშასადამე, 

ყ'=0. მიღებული წინააღზდეგობა ამტკიცებს ჩვენს თეორემას. 

ზემოთ 3.19 თეორემაში ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ თუ წრფივი ნორმი- 

რებული ს სივრცის #, ქვესიგრცე სასრული განზომილებიანია, მაშინ ნების- 

მიერი XC ელემენტისათვის არსებობს საუკეთესო ყC L. მიახლოება. 

საზოგადოდ V ელემენტი, რომელიც საუკეთესო მიახლოებას განახორ- 

ციელებს, არ არის ერთადერთი. იმისათვის, რომ ყ ერთადერთი იყოს საჭი- 

როა L სივრცისაგან მოვითხოვოთ დამატებითი პირობა. ამასთან დაკავშირე- 
ბით შემოვიღოთ ერთი მნიშვნელოვანი 

განსაზღვრა: ვთქვათ, X, ყ C ორი ნებისმიერი ელემენტია, X+6, #8. 

ვიტყვით, რომ # მკაცრად ნორმირებული სივრცეა, თუ IX-+VყI = 
=IVXI +Iყ) ტოლობა შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როცა ყ=თ», სადაც 

თ დადებითი რიცხვია. მკაცრად ნორმირებული სივრცეებია, მაგალითად, 
#0, 1) და 1,, #>1; სიერცე C(4, ს) არ არის მკაცრად ნორმირებული. 

მართებულია შემდეგი 

თეორემა 8.99. ვთქგათ, მკაცრად ნორმირებული წრფივი 
სივრცეა და #, მისი ჯ-– განზომილებიანი ქვესივრცე. მაშინ 

სივრცის ყოველი ჯ ელემენტისათვის არსებობს #,სიმ- 
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რავლის ერთადერთი ელემენტი, რომელიც გვაძლევს »ჯ ელე- 
მენტის საუკეთესო მიახლოებას, 

თეორემის დასამტკიცებლად დავუშვათ, რომ ჯ ელემენტის საუკეთესო 

მიახლოებას გვაძლევს არა ერთი, არამედ ორი Vყ', V” C ს, ელემენტი, ვთქ- 

ვათ, წ, ქვესივრცის წრფივად დამოუკიდებელი ელემენტებია V,, V.,..-,M». 
მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ 

I ” 

#- ა რძ ყ” - ა ა 

/=1 %-II 
დაშვების თანახმად, 

» 

ა. თ, ყ, 

(I 

” 

X –ა). თ/ყ, 

#I=-I 

=0ჩ. 

    

    

      
ავიღოთ იგივეობა 

” , ” 1 ” 1 ” 

5 41%, 1 L->. =/, -> ე) 
7=1 7=1 5 7=1 

და ორივე ნაწილში გადავიდეთ ნორმებზე, მივიღებთ შემდეგ შეფასებას: 

” 

ჯზებ9რი #I<+. 
ი 

” , ე 
კ -L6C; · ს-ე, ჯ=I ' 

  
გარდა ამისა, 

ამ უტოლობისა და წინა უტოლობის შედარებით, მივიღებთ ტოლობას 

" 

=-.. 
(=1       

  

” 
თ, თ,” რვ8ოს 

1=1 

” 

ჯ– ბჯ, თ/ყ/ 
1=1 

”" 

(=1 

1 
+-- 

1 
_.2 2   

    

  

    

        

    

ვინაიდან მკაცრად ნორმირებული წრფივი სივრცეა, ამიტომ უკანასკნელი 
ტოლობა მხოლოდ მაშინ არის შესაძლებელი, როცა 

" ”" 

>- ა 6 =C C-“ | (3.28) 

(=I 1=I 

ახლა შევნიშნოთ, რომ თ=1. მართლაც, წინააღმდეგ შემთხეევაში Xჯ ელემენ- 
ტი წარმოგვიდგებოდა V,, ყა,..წ»ყი ელემენტების წრფივი კომბინაციის სახით: 
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და X მიეკუთვნებოდა #, ქვესივრცეს, მაგრამ ეს შემთხვევა გამორიცხული 
გვაქეს. მაშასადამე, «=1 და (3.28) ტოლობიდან, მივიღებთ: 

ა -– თ, )ყ,=60. 

1=I 

ვინაიდან, V,, V,,..-#, წრფივად დამოუკიდებელი ელემენტებია, ამიტომ უკა- 

ნასკნელი ტოლობა შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ; როცა თ, =თ/, 1= 

=1, 2,...,1. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ V =Vყ” და ამით თეორემა დამტკი- 

ცებულია. 
მაგალითები. 

1) ვთქვათ, იცვლება (ი, 0) სეგმენტზე. განვიხილოთ წრფივად დამოუ- 
კიდებელი ფუნქციების 1, /, /7,...,,/" სისტემა, სადაც # ფიქსირებული ნატუ- 

რალური რიცხვია. ამ ფუნქციების წრფივი კომბინაციები, ე. ი. # ხარისხის 
ს.0) პოლინომები, წარმოადგენს C(/, ს) სივრცის #, ქვესიერცეს, რომლის 

განზომილება არის #+1. თანახმად 3.19 თეორემისა, არსებობს ჯ ხარისხის 
ჯX"V)=–თა" +თ,/+...+ თა" პოლინომი„ რომელიც მოცემული უწყვეტი 

XVI) C C(ძ, ს) ფუნქციის საუკეთესო მიახლოებას გვაძლევს. სხვანაირად, ყველა 
/ ხარისხის #,(/) პოლინომებს შორის 

IX(/) –- ჩ,“(,)I = IX. | XV) – ჩე()| 
იდ<1-ხ 

ნორმას უმცირესი მნიშენელობა აქვს. 

8. მოვიყვანოთ წინა მაგალითის განზოგადება, ვთქვათ, # ბანახის სივრ- 

ცეა და V), M-- ყი ს მისი წრფივად დამოუკიდებელი ფიქსირებული ელემენ- 
ტების სასრული სისტემაა. ამ ელემენტებით წარმოქმნილი წრფივი გარსი 

აღვნიშნოთ #,-ით. ეს უკანასკნელი წარმოადგენს სივრცის #-განზომილე- 
ბიან ქვესივრცეს. თანახმად (3.19) თეორემისა, , ქვესივრცის ყველა თ,V, + 
“თაყ... +-თ,ყ, სახის ელემენტებს შორის, სადაც თკ თ,,...,თ„ ნამდვილი 
რიცხვებია, არსებობს # ნამდვილი თ,”, თ,”,...,თ,, რიცხვი, რომლებისთვისაც 

I ” 

“ – ა CV ნორმას აქვს მინიმალური მნიშვნელობა. თუ კერძოდ, ჯL 

      

სივრცე მკაცრად ნორმირებულია, მაშინ თანახმად 3.22 თეორემისა, საუკე- 
” 

თესო უვე მიახლოება ერთადერთია. 

ჯ 4. წრფივი ოპერატორი ნო.რმირებულ სივრცეში 

1. ვთქვათ, წ; და #, ნორმირებული სივრცეებია. და MC#, რაიმე სიმ- 

რავლეა, ავიღოთ V= LX) ოპერატორი, რომლის განსაზღვრის არეა M, ხო- 
ლო M სიმრავლის სახე არის V= V(CM)C=#,. ჩვენი უახლოესი მიზანია წრფი- 

ვი ოპერატორის განსაზღვრა. 

19. V ოპერატორს, როზლის პირველსახეა MC#, და სახე M=Xე, ეწო- 
დება ნორმით უწყვეტი ოპერატორი CM წერტილში, თუ M# 
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სიმრავლის წერტილთა ნებისმიერი IX,) მიმდევრობისათვის, რომელიც ნორ- 
მით კრებადია X" ელემენტისაკენ, მართებულია ტოლობა 

LიI II LX.) – VCX")II =9. 
ჯ--თC 

თუ IC) ნორმით უწყვეტია #V სიზრავლის ყოველ წერტილზე, მაშინ 
მას უწოდებენ ნორმით უწყვეტ ოპერატორს M სიმრავლეზე. კერ- 
ძოდ, L შეიძლება უწყვეტი იყოს მთელ #L, სივრცეზე. 

2. LV(X) ოპერატორს ადიტიური ოპერატორი ეწოდება I 
სიმრავლეზე, თუ X,, XL, C M ელემენტების ნებისმიერი წყვილისათვის, სა- 

დაც X,-LX, C M, ადგილი აქვს ტოლობას 

V(X,+X,)= L(X,)+ CX.). 

3. VI) ოპერატორს, რომელიც ნორმით უწყვეტია და ადიტიური VI 
სიმრავლეზე, წრფივი ოპერატორი ეწოდება ამ სიმრავლეზე. 

4 V(X) ოპერატორს ერთგვაროვანი ოპერატორი ეწოდება 

MC=ს%, სიმრავლეზე, თუ ნებისმიერი Xჯ C M/ ელემენტისათვის და ნამდვილი თ 

რიცხვისათვის, ადგილი აქვს ტოლობას 

V«X)=CთCILVX), 
სადაც თX C M. 

აღვნიშნოთ #, სივრცის ნულოვანი ელემენტი 0,-ით, L, სივოცის ნუ- 

ლოვანი ელემენტი კი 6,-ით. , 
თეორემა 1.93. თუ ადიტიური CX) ოპერატორი XICCXL, სიმ- 

რავლეს გადასახავს M#C#ე სიმრავლეში, მაშინ 

თ) L(L0,))=0,, 0, C M, 0, C M. 

8) ნებისმიერი XCM ელემენტისათვის ადღგილი აქეს 

ტოლობას: 
CCX)– · V-X). (3.29) 

თეორემის პირველი ნახევრის დასამტკიცებლად გამოვიდეთ იგივეო- 

ბიდან 
C,=6%;,+9,, 

რომლის ორივე ნაწილზე გავავრცელოთ LV ოპერატორი და ვისარგებლოთ 

მისი ადიტიურობის თვისებით, მივიღებთ 

L(0,)= VC96,+0,)=CC9)+ V(8)), 

აქედან კი მივიღებთ L#0,)=0ე. 

თეორემის მეორე ნახევრის დასამტკიცებლად, ვისარგებლოთ უკვე ზი- 

ღებული შედეგით და ჩავწეროთ იგი ასე: 

0.= CL0,)= VIXX+(--X)I. 

ახლა გამოვიყენოთ CV ოპერატორის ადიტიურობის თვისება, გვექნება 

0. = VCX) + C–X). 
საიდანაც მივიღებთ 

V(-–-X)= –- VVX) 
და თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა მ.94, თუ CV) არის MC#ჩ, სიმრავლეზე განსაზღე- 

რული ადიტიური ოპერატორიდა, თუიგი ნორმით უწყვე- 

173



ტია რაიმე CV წერტილში, მაშინ იგი ნორმით უწყვეტი 
იქნება მთელ M სიმრავლეზე. 

მართლაც, ვთქვათ (X.) C VI არის ნორმით კრებადი რაიშე მიმდევრობა, 

რომლის ზღვარითი ელემენტი იყოს Xჯ C XI. ავიღოთ იგივეობა 

X=0-+0-X9I+-C-X5, 
რომელშიც შევნიშნოთ, რომ როცა 

1Iს |IMს--XI =9, 
ჩ-.. 

მაშინ (|XV%-(CX,. – X)) ზიმდევრობა ნორმით კრებადი იქნება ჯ” ელემენტისაკენ. 

გინაიდან L(CX) ადიტიურია, ამიტომ წინა იგივეობიდან დავწერთ 

VX,)= CIX"-+(X.--X)I+- CVCX) –– C(X"), 
საიდანაც 

IL II CV») –· VX)II = 1IIს II VIX"-- ა --X)|–– CCX )II. 
.-თ ჯად 

იმის გამო, რომ V ოპერატორი უწყვეტია »· წერტილზე, ამიტომ აქე- 

დან მივიღებთ 

III0 I VCXი)– 0VCთ)I| =9 
სთ 

და თეორემა დამტკიცებულია. 

დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი მნიშვნელოვანი 

შედეგი. თუ ადიტიური V(X) ოპერატორი ნორმით უწყვეტია M სიმ- 

რავლის ერთ წერტილზე, მაშინ იგი იქნებ წრფივი ოპერატორი M სიმ- 

რავლეზე. 

თეორემა 3.3. თუ V(X) იბერატორი წრფივია M სიმრაჯ- 

ლეზე, მაშინ იგი ერთგვაროვანი ოპერატორიც იქნება. 

დასამტკიცებელია, რომ ნებისმიერი ნამდეილი თ რიცხვისათვის და 

XC M ელემენტისათვის ადგილი აქვს ტოლობას. 

CX(9X)= თCLX) 

როცა თ«=0, მაშინ თეორემის სამართლიანობა ცხადია, 

ვთქვათ, «=ჯ ნატურალური რიცხვია, მაშინ CV ოპერატორის ადიტიუ- 

რობის გამო, გვექნება 

„” 

ხთი)=06-+-X+-.-+9=000+Vთ+-.7+V(9=»ხლი 
ახლა დავუშვათ, რომ თ-= – 7”, გვექნება 

შ(-0=0(-#-»X-...-)=0-9M+V-9+--+0V-% 
ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეში გამოვიყენოთ 3.29 ტოლობა, გეექნება 

9(-–-MX)= – ე0ე– ყ00-–- ..·.-–- ყ900ი0=-–-იVხ(ი. 

ვთქვათ 2=-1, სადაც ნულისაგან განსხვავებული მთელი რიცხეია. მა- 
” 

შინ, უკვე დამტკიცებულის ძალით, დავწერთ 

ის– #|-ძV(» -L #)= ძო, 
(0) წ” 
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ს(– #)-- ხო. 
# > 

ავიღოთ ახლა შემთხვევა, როცა თ= 2. სადაც X# და 1, მთელი რიცხვებია, 
” 

მასთან /I/+0,. ამ შემთხვევაში, უკვეე დამტკიცებულის ძალით, გვაქვს 

" 

ა > +I-9 #)+ 0(>-X) –” 0(>-+)- ს 8 #- 
” ” ” ი „” 

1 ” 
=>IოI -–– ალ დ „LC C» ) თ C (X). 

განვიხილოთ ახლა უკანასკნელი შესაძლო შემთხვევა, როცა თ« ნებისმიე- 

რი ირაციონალური რიცხვია, როგორც ცნობილია, არსებობს რაციონალურ 

რიცხვთა წ.) მიმდევრობა, რომელიც კრებადია თ რიცხვისაკენ: III /გ=თ. 
ჯუ 

გინაიდან #, წრფივი ნორმირებული სივრცეა, ამიტომ 

1III ||” X–-თXI =0. 
„თ 

გარდა ამისა, იმის გამო, როზ CV უწყვეტი ოპერატორია VI სიმრავლეზე, 

შეგვიძლია დავწეროთ 

IთხC0იე – V(CCთX)II = II CLCX) III #„–- CV(%X) II -> 
სკ–აუ_': 

= 11II || LI, X) – V(CX)II =90, 
სთ 

ე. 0. 
· «L/X) = LVIთX) 

და თეორემა დამტკიცებულია. 

ვთქვათ ახლა, LX) არის ნებისმიერი ოპერატორი (არა აუცილებლად 

წრფივი), რომელიც ნორმირებული IX სივრციდან მოქმედებს ნორმირებულ 

L, სივრცეში VI ოპერატორი ნორმით შემოსაზღვრულია #, სივრცეში, 

თუ არსებობს ისეთი ს რიცხვი რომ ნებისმიერი XC ნ, ელემენტისათვის 
ადგილი აქვს უტოლობას 

I VVX)II <ს XI. (3.30) 
ცხადია, თუ ნორმით შემოსაზღვრული LX) ოპერატორი გადასახავს 

რაიმე ნორმით შემოსაზღვრულ MC=Lს, სიმრავლეს M= ჯე სიმრაქელეში, ე. ი. 

თუ V(M)=V, მაშინ V აგრეთვე ნორმით შემოსაზღვრული სიმრავლე იქნება. 

თეორემა 3,.59ს. ვთქვათ, ადიტიური VC(X) ოპერატორი მოქ- 

მედებს ნორმირებული XL, სივრციდან ნორმირებულ #ჩ,სივრ- 

ცეში. იმისათვის, რომ VX) იყოს წრფივი ოპერატორი X, 
სივრცეში, აუცილებელი და საკმარისია, რომ იგი იყოს 

ნორმით შემოსაზღვრული X#, სივრცეზე. 

პირობის აუცილებლობის დასამტკიცებლად დავუშვათ, რომ LX) წრფი- 

ვი ოპერატორია #L, სივრცეზე დავამტკიცოთ, რომ იგი ამ სივრცეზე იქნება 

ნორმით შემოსაზღვრული ოპერატორი, დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე. ი. და- 
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ვუშვათ, რომ L(LX) წრფივი ოპერატორია #, სივრცეზე, მაგრამ არ არის ნორ- 

მით შემოსაზღვრული ამ სივრცეზე, მაშინ არსებობს ელემენტების ისეთი 

'Xი| C ს, მიმდევრობა, რომ ადგილი ექნება უტოლობას: 

I VCX.)II >ჩ IIXV»II. (3,31) 
ავაგოთ #, სივოცის ახალი I») მიმდევრობა შემდეგნაირად: 

ია! | 1 2 „სა ჯ= " 

' I”. · 
ადვილი შესამჩნევია რომ ეს მიმდევრობა ნორმით კრებადია 0, C #, 

ნულოვანი ალემემტისაკენ. მართლაც, გვაქვს 

  

· 1 
= IIIIს –“–- =0. 
ს. 26 7” 

1110 
1-5 

  
  

Xი- X 

            ” 151 -V| - , „->I » (5) 
ვინაიდან V(CXი) წრფივი ოპერატორია #, სივრცეზე, ამიტომ იგი ნორმით 

უწყვეტი იქნება ს, სივრცის ყოველ წერტილში, კერძოდ იგი ნორმით უწვ- 

ვეტია 0, წერტილშიც: 
1IIII II L(X,”)– -V0აI=. კას. I C(X,)II -= 
I-ი 

უკანასკნელი ტოლობა კი შეუძლებელია, მინიდა 

–_––<– L V( 28) I | თთი1=) სC--_” ») –; 4. MI 
ტოლობიდან, (3.31) უტოლობის ძალით, გვექნება 

I CVX.)II >1. 
მაშასადაზე, C(X) ოპერატორი ნორმით შემოსაზღვრულია #, სივრცეზე. 

გადავიდეთ თეორემის პირობის საკმარისობის დამტკიცებაზე, ე. ი. სა- 

ჭქიროა დავამტკიცოთ, რომ #, სივრცეზე ადიტიური და ნორმით შემოსაზღვ- 

რული VI) ოპერატორი უწყვეტი ოპერატორია მთელ #, სივრცეზე. ვთქ- 
ვათ. (XC, არის ნებისმიერი ნორმით კრებადი მიმდევრობა, რომლის 

ზღვარითი ელემენტი იყოს XX" C L,: 

  

  

  

  

110 || X-–- XXII =0. 
ჩ+C 

ვინაიდან LC) ადიტიური და ნორმით შემოსაზღვრული ოპერატორია, 

ამიტომ 

IX) – CCX")II = II V(X -– X”)II <<ს. || Xს-– XXII, 
საიდანაც მივიღებთ : 

სა I (XV) – CC»")| =0. 

მაშასადამე, LX) ოპერატორი ნორზით უწყვეტია მთელ #, სივრცეში და, 
ვინაიდან იგი ადიტიურიც არის, ამიტომ LX) წრფივია სხ, სივრცეზე. თეო- 

რემა დამტკიცებულია. 

ვთქვათ, LCX) წრფივი ოპერატორია ჯL, სივრცეზე. ზემოთ დამტკიცებუ- 

ლის ძალით, იგი აკმაკოფილებს (3.30) პირობას. უმცირეს ს რიცხვს, რო- 

მელიც დააკმაყოფილებს (3.30) უროლობას, ეწოდება LX) ოპერატორის 
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ნორმა და აღინიშნება | VI სიმბოლოთი. ამ განსაზღვოის მიხედვით დავ- 

წერთ: 

I CV9)I < IICII IIXII. 

თეორემა 83.5.. | CII-= 3სს | | CVX)II სადღაც 5, აღნიშნავს X#, 

ჯC5I 

სივრცის ერთეულოვან ჩაკეტილ სფეროს. 

მართლაც), | VII რიცხვის განსაზღვრის ძალით, ნებისმიერი §>0 რიცხ- 

ვისათვის არსებობს ისეთი Xე C #, ელემენტი, რომ 

I LC%)II >(IICII – 5)II%II. 

ავიღოთ ნებისმიერი XC §, ელემენტი, გვექნება 

IVV9)II დ I CI ·IXII «.IILII. 

ასს 1 00I < ICI. (3.32) 
ჯ%C5, 

შევაფასოთ VIXX) ოპერატორის ნორმა 

ე. ი. 

, Xი 

IXI 
ელემენტზე, რომლის ნორმა უდრის ერთს. გვაქვს 

  

I IX" I=-უ I VVX)I > I VI –: 

და, ვინაიდან |X”II =1, ე. ი. X” C ბ, ამიტომ 

ზს ICVI9I >I 005 > IVI –+ 
»C5, 

აქედან, ვინაიდან § ნებისმიერი რიცხვია, მივიღებთ 

პსი I XXI > II VI. 
«C5, 

შევადაროთ (3.35) და (3.35) შეფასებანი, გვექნება 

IIVII= 5სს. II VV)II 
თ:5) 

და თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა ვმვ.98. ეთქვათ, წრფივი VX) ობერატორი მოქმე- 

დებს წრფივი ნორმირებული #, სივრციდან წრფივ ნორმი- 
რებულ ჩესივრცეში.თუ M,CL, ნებისმიერი კომპაქტური 
სიმრავლეა, მაშინ, M.ე=სL(CM)Cჩხე იქნება კომპაქტური სიმ- 
რავლე ჩა სივრცეში. 

მართლაც, ავიღოთ #M, სიმრავლის ელემენტთა ნებისმიერი (ყ„) მიმდევ- 

რობა და ეთქვათ, (X,| მისი ერთერთი წინასახეა, ე. ი. ყ„= LX). ვინაიდან 
M, კომპაქტური სიზრავლეა, ამიტომ (X,) მიმდევრობიდან შეგვიძლია გა- 
მოვყოთ ნორმით კრებადი ქვემიმდევრობა, რომლის ზღვარითი ელემენტი 

იყოს XXC ს. მაშინ, V ოპერატორის ნორმით უწყვეტობის გამო, Iყი,) = 

=1VX.)) იქნება ნორმით კრებადი მიმდევრობა გარკვეული ყ"+= VIX") C L. 
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ელემენტისაკენ. ამრიგად, ნებისმიერი 'ყ,) მინდევრობიდან გამოვყავით ნორ- 

მით კოებადი |V.) ქვემიმდევრობა და თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითები. 

1) ავძღოთ ევკლიდეს ჯ განხომილებიანი #, სივრცე. ვთქვათ, (C,) 
არის რიცხვითი მატოიცი C ს ჯ1=1, 2,-.7, ნამდვილი ელემენტებით. განვი- 

ხილოთ ყ= LLX) ოპერატორი, რომელიც განსაზღვრულია განტოლებათა შემ- 

დეგი სისტემით: 
" 

#= 2 იი (3.33) 
/==:1 

სადაც X=(Xა...,V.) C Mი, #V=(ყს..სყია) C #,„. დავამტკიცოთ, რომ (3.33) სის- 

ტემით განსაზღვრული ოპერატორი არის #, სივრცეზე განსაზღვრული წრფი- 

ვი ოპერატორი, მართლაც, ვთქვათ, |IXIს) არის ML. სივრცის ელემენტთა 
ნორმით კრებადი რაიმე მიმდევრობა, სადაც VXM=(X,I,...,X,,9), #=1, 2,... . 

ამ მიმდევრობის ზღვარითი ელემენტი იყოს XX= (X,V,...,Xგ”): 

1 
” წყ 

II) | XV) XI-, II" ) (X,0-- »,/)ს =0, 
ხლ ხთ |4 3 

ჯ= 

IIIს X,)=X,", 1=1, 2,...,M. 
#–--C% 

გარდა ამისა, ვთქვათ, 

ყა– ხდე, ყ#= ცო, ყრ=ფრ, ირ), 
სადაც #:-:1, 2,..., ხოლო ყ+=(V,“,...,ყ,,“") C M,. მაშინ, გვექნება 

--. ' 

სტარი. (ყ/”) “ო -ს, აღა | 
(=1 (IL 7=I 

M
I
-
 

  
გამოვიყენოთ აქ პელდერის უტოლობა: 

I ” ული) 
მაშინ წინა ტოლობიდან მივიღებთ. 

IV“. რ45. ა. 2 ი, 
/=I 7=1 

” 

) 6ც(X,) –-X,%)ლ 
751 

  

ამ უტოლობაში გადავიდეთ ზღვარზე, როცა M->X, გვექნება 

ი |I VI) –ყX||=0. 
-თ 

ამრიგად, განხილული ოპერატორი ნორმით უწყვეტია /, სივრცეზე. ამასთა- 
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ნავე, ვინაიდან ნებისმიერი XLC).= (V,!I1),...,X,,)), XL9) = (X,(59),,..,ჯ,I9)) C I. ელე- 
მენტებისათვის ადგილი აქეს ტოლობას: 

| ” ” ” 

ძის) 3 თერიიო= 5 იაო + რ-ი ხირ) + 009, 
ჯ=1 7== 1 /“. | 

ამიტომ #= VC) არის ადიტიური ოპერატორიც. 

ცხადია, (3.33) სისტემით განსახღვრული ოპერატორი ნორმით შემო- 
საზღვრულია., მართლაც, ნებისმიერი #-% ·-,X,) C I ელემენტისათვის, 

II#II=II VXII= ე L 320) 
1== (1 #(C:1 V7=1 

40. -“) | 2“ ='IIXII, 

სადაც 

2) განვიხილოთ ყ=V(ე) ოპერატორი, რომელიც განსაზღვრულია. წოფი- 

ვი განტოლებების შემდეგი უსასრულო სისტემით: 

” 

#= 2 ი :=1,2,..., (3.34) 
/=I 

სადაკ X=(X,....X,.. არის ს,=I,, სივრცის ნებისმიერი ელემენტი. ყ= 

=(V,,--ყ-..,· ელემენტი ეკუთვნის ,=7, სივრცეს, თუ «,„; კოეფიციენტები 
აკმაყოფილებენ პირობას 

სადაც #'1+ე 1=1. მართლაც, გვაქვს: 

ა. . 2, = 912. ი. 
  

თ 

) 0//X 
1   1=1 1I ჯ= ჯ5:1 

=V/'IIXIII 

სადაც 

თი C« 

"–23 ) |6,I. 

' 1-:L ჯ=1 

მიღებული უტოლობიდან ისიც გამომდინარეობს, რომ (3.34) სისტემით 
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განსახღვროული ოპერატორი ნორმით შემოსაზღვრულია 1, სივრცეზე. ცხა- 
დია, ამასთანავე), რომ იგი ადიტიურიც არის. პ.26 თეორემის თანახმად, 

ოპერატორი (3.34) წრფივი ოპერატორია. 
3) ეთქვათ, ი=-», («+ ს კვადრატზე განსაზღვრულია კვადრატით ინტეგ- 

რებადი #LC, () ფუნქცია: 
ჯხჩ 

(75 იძაძიდთა. 
ი4 

მაშინ ოპერატორი: 
ს 

ყ(ი= /#(0+XIIC იXV)ძ/ (3.35) 
რი 

მოქმედებს ჰილბერტის წრფივი ფუნქციონალური ჯL,(ი,ს) სივრციდან იმავე 
სივრცეში, სადაც /() არის კვადრატით ინტეგრებადი ფუნქცია §ი,ხ|) სეგ- 
მენტზე. ცხადია, (3.35) ოპერატორი ადიტიურია. ვაჩვენოთ, რომ იგი ნორ- 
მით უწყვეტია #Lა(ი, ს) სივრცეზე. მართლაც, ვთქვათ, |IX,(I))=–Lა(ი, ს) არის 

X”VI) C Lა(ი, ხ) ელემენტისაკენ ნორმით კრებადი მიმდეერობა: 

ი 

I". IIX-C) --X“V)|I= უა . IX) – XXVI) ბი! „| =-0, 
წი # LV 1 

მაშინ 

ხ ხ 2 9 

|| (X,)–– V(X") => ( | MV.1MX. ა ძა | · 

„(C LV“ 

გარდავქმნათ ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილი ჰელდერის ინტეგრალური 

უტოლობის დახმარებით, გვექნება 

1 
"ხს <5 ა“ 

II VC,) – VCXM9)II < I.) ( | M?0, 0ძაძ IL ( ICI) -XXC)I IL. 
Vს 

ახლა, თუ ამ უტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როცა #->952, მივიღებთ 

Iს. || CX-) – V(X")||=9. 
#-% 

ამრიგად, (3.35) ოპერატორი არის წრფივი შემოსაზღვრული ოპერატორი 

#L(, ხ). სივრცეზე, 
4) ავიღოთ წრფივი ნორმირებული (C(0,1) სივრცე, რომელზეც განვ- 

საზღვროთ ინტეგრალური ოპერატორი: 

1 

ყ(ი = IC, ჰX(იძ/, (3.36) 
0 

სადაც #(CVI) გული 0<:+,/<-1 კვადრატზე უწყვეტი ფუნქციაა და XX) C (X0,1). 
ცხადია, რომ VXX) C CX(0, 1). 
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V(X) ოპერატორი, განსაზღვრული (3,36) ტოლობით, არის წრფივი ოპე- 

რატორი C(0,1) სივრცეზე. მართლაც, ვთქვათ, (X,„V))CC(0, 1) არის ნორმით 

კრებადი მიმდევრობა უწყვეტი XXI) C C(0, 1) ფუნქციისაკენ. 
მაშინ ადგილი აქვს შეფასებას: 

1 

II ხხ) – VCX9)II«. სიეX | ICC, #)(X-(0) –– X#0)Iძ/ |< 
0. მ <:§<1 

< )იმჯ ICI, /)) 01მX. | Xი(/)-–X%(/)I. 
0«.:/<1 0<4<. 

აქედან მივიღებთ, რომ 
1101 II VCX,) –– VIX%)II =9. 
ს” 

მაშასადამე, LC) უწყვეტი ოპერატორია C(0,1) სივრცეზე და, ვინაიდან იგი 
ადიტიურიც არის, ამიტომ იგი წრფივია. 

გაზოვთვალოთ ამ ოპერატორის ნორმა. ვთქვათ, X(I) C C(0,1) არის ნე- 
ბისმიერი ელემენტი, მაშინ 

1 

(VI ი»(სი/ 
ქ 

1 

II 0C0IIC. ა8X (IC ჩი! |= 
  

  

<= 102X IX) 1Mიჯ 
0<7<) - მაღალ! 

    

: I 

=IXI გX „ქრი“ 
024<-2<.1 

ოპერატორის ნორმის განსაზღვრის თააბაი აქედან დავწერთ 

I0II<. სიგX I ჩIი/ (3.37) - 
0=1:< 

შემოვიღოთ აღნიშვნები; 

+= 1)0X (#C, #)I 9(()=51CII IV, 1), 
024 /<1 

სადაც (« არის წერტილი, რომელშიც +-ის მიმართ უწყვეტი (3.36) ფუნქცია 
აღწევს თავის მაქსიმუმს. ცხადია, |”/(/)|<-1, 

ვთქვათ, X„(,)) არის უწყვეტი ფუნქცია, რომელსაც შემდეგი თვისებები 

აქვს: IXIV))IC1 და X-(/) =7,(I) ყველგან, გარდა თდC(0, 1) სიმრავლისა, რომლის 

ზომა < „ ამ პირობებში უწყვეტი X.(/) ფუნქცია წარმოადგენს წყეეტი- 
#0 

ლი ”VV(/) ფუნქციის ზომით მიახლოებას, იმის გამო, რომ | Xჯ,(0 – ი(I)1<<I Xი(,)1+ 

+I(უდ|«:2, ამიტომ გვაქვს 
I I 1 
IC !)უ(დ)ი! -– | IC, 1)X.(0 01 <1 IMXC)1)| |ი(I/)– X„(,) |ი/= 

0 

  

  0 0 

-( I#თი|I(0– XVII I - | IM#CV 01I=(0 –X.C) |ი(= 
ღო ი, 

-=( IMXCV, /)1| (0 – X,0) | ძL, 
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სადაც თ,=(0,1IXთ არის სიმრავლე, რომელზეც »(/)=Xა(I). აქედან ( ცვლა- 
დის ყველა მნიშვნელობისათვის გვექნება: 

1 “ 1 

| MC, ჯ)ო(,)ძ! -- I MC, 1)Xი(I)ი! | < 2ს თ08 დ<> +. 
” 

0 

საიდანაც მივიღებთ 

1 I 
” მ 1 

( XC 0Mთ4! <IVC, ი%0IV+-- <101-I»I+ 1. 
. · 7 ” 

0 0 

აქედან გამომდინარეობს 
1 
– · 1 

| II თი, 0)| ძ(< II CII .IMიII-- > 

დ
:
 

“და, რადგანაც |IX.I|C 1, ამიტომ ამ უტოლობაში თუ ზღვარზე გადავალთ, 
როცა #->:C, გვექნება 

I (MC, ,)|ი1 <. ICI, 
0 

I 

I 0II> )ააX I IICC, ,)Iი/. 
0<+<I 

მიღებული შეფასებიდან და (3.37) ტოლობიდან მივიღებთ 

| ხI= = აბა 97) IMC, #1 ძ/. 

5) განვსაზღვროთ (CX(0,1) სივრცეზე ოპერატორი 
ჯ 

0C0= IX9ძა, 
ი 

სადაც X(/)CC(0, 1). 
VC) ოპერატორი მოქმედებს C(0,1) სივრციდან ისევ ამ სივრცეში. 

ცხადია, რომ VCX) ადიტიური ოპერატორია. ავიღოთ ნებისმიერი უწყვეტი 
#0 C0C, 1) ფუნქცია და მისკენ ნორმით კრებადი |(X„(/))CC(0,1) მიმდევ- 
რობა: 

„ი IIX-(/) – X#CI)||=– სი. )1)0მX | X-(/)-- X#(C/)|=0, 
ჯ»-თ 0<:/<: 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

IVთა– თ9)II= შებ | VLს – 0C-)1= IემX, (თი- 

– XMი)ძ+ | < < მემX. IX) --–XMCI|=IIX„--X"II, 

182



საიდანაც მივიღებთ 

II IIVCX,) -VCX )II=-9. 
„–თ 

როგორც ვხედავთ, V(X) ადიტიური და უწყვეტი ოპერატორია, ამიტომ იგი 

წრფივი ოპერატორი იქნება მთელ C(0, 1) სიგრცეზე. 

6) განვიხილოთ V(ჯX) ოპერატორი, რომლის განსაზღვრის არეა C(0, 1) 
სივრცეში მოთავსებული უწყვეტად, წარმოებადი X(,) ფუნქციები ხოლო 

მნიშვნელობათა არე შედგენილია შემდეგი სახის უწყვეტი ფუნქციებისაგან: 

LXCI)=IXCI)I C C(0; 1). 
ადვილი შესამჩნევია, რომ ასე განსაზღვრული ოპერატორი არ არის ნორმით 

შემოსაზღვრული, მართლაც, ავიღოთ LVX(/) ოპერატორის განსაზღვრის არი- 

დან, მაგალითად, უწყვეტად წარმოებადი ნორმირებული ფუნქციების |X,(1)) = 

=18)ს I>XII მიმდევრობა, |IX,.(I)||ლ= IX |51ი #=ჯ|=1, ჩვენს მიერ განსაზღვ- 
0<:15<. 

რული ოპერატორი ამ მიმდევრობას გადასახავს უწყვეტი ფუნქციების 

(CX,)) = IIIX 005 I>II მიმდევრობაში, სადაც || CCX„.)||=II> თიX | 608 III | == 77. 
<-(<- 

როგორც ვხედავთ, ფუნქციათა (I> 008 I >I/) მიმდევრობისათვის შეუძლებელია 
მოიძებნოს ისეთი # რიცხვი, რომ. როგორიც უნდა იყოს ;, შესრულებული 

იყოს || VX,)I| < +IIX.II უტოლობა. უკანასკნელი უტოლობა მით უმეტეს 
შეუძლებელია ყველა იმ XC) ელემენტისათვის, რომლებიც ეკუთვნის ოპერა- 

ტორის განსაზღვრის არეს. 

9. ცთქვათ, #= LX) ოპერატორი ზოქმედებს ნორმირებული #, სივრცი- 

დან ნორმირებულ X#, სივრცეში. 

როგორც ზემოთ ვნახეთ, იმისათვის, რომ #6, სივრცეზე ადიტიური 

Vყ=VC(X) ობერატორი წრფივი იყოს, საკმარისია CM) უწყვეტი იყოს #, სიერ- 
ცის ერთ წერტილში, როცა სივრცე L, სასრული განზომილებისაა, მაშინ სა- 
მართლიანია შემდეგი 

თეორემა 3.9მ. თუ ადიტიური და ერთგვაროვანი Vყ=V(ა) 
ოპერატორი მოქმედებს სასრული განზომილების წრფივი 

ნორმირებული #, სივრციდან-–- ნორმირებულ #, სივრცეში, 

მაშინ იგი წრფივი ოპერატორია. 

მართლაც, ვთქეათ Lს, სივრცის განზომილება არის #ჯ, აღვნიშნოთ #ს, 

სივრცის წრფივად დაზოუკიდებელი ელეზენტები X,, X,,..-.X„-ით. მაშინ ნების- 

მიერი XC #, ელემენტი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ტოლობით: 

” 

#-) თბი 

ჯ=1 

სადაც თ, კოეფიციენტები გარკვეული რიცხვებია. ვინაიდან პირობის ძალით 
V(CX) ოპერატორი ადიტიური და ერთგვაროვანია, ამიტომ ადგილი აქეს ტო- 

ლობას 

” 

17(X)= 2 «ხთ. 

7-:1 
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ვთქვათ, IXსIC§, არის ელემენტების უსასრულო მიმდევრობა, რომელიც 
ნორმით კრებადია XC 8, ელემენტისაკენ გარდა ამისა, ვთქვათ, #()= 
=(9,0,...,თ,(9), X#=(თ,V,...,თ,+). მაშინ, როგორც ვიცით (თეორემა 3.11), 
ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობებს: 

110) თ,7=Cთ,X, 1=1, 2,...7. (3.38) 
ხნ–თ 

გვაქვს: 
” ” 

10. II CCXCM)) –– V(X”) || =. 111) ) თტხსი – ა თ,"VIXI)) |, 
ხ--თ2 ;-X |I# 1 –4 

| 1= = 

      

  
რომლის გამოსათვლელად გამოვიყენოთ წრფივი სივრცისათვის სავალდებულო 
2) აქსიომა და ტოლობები (3.38), გვექნება 

III. || CCXIV) – V(X#)I =90. 
(<7 

ეს იძას ნიშნავს, რომ ჩვენი ოპერატორი უწყვეტია მთელ #, სივრცეზე და 
თეორემა დამტკიცებულია. · 

§ 5. მწკრივი ნორმირებულ სივრცეში 

ვთქვათ, წრფივი ნორმირებული სივრცეა. განვიხილოთ ელემენტთა 

(XIC 8 მიმდევრობა, ვიტყვით, რომ მწკრივი 

(3. (3.39) 

ნორმით კრებადია X#C# ელემენტისაკენ, ან ამ მწკრივის ჯამი არის 
XV, თუ ადგილი აქვს ტოლობას 

VI ! 

ჯ.-- 2# 

=>. 
იზ ფაქტს, რომ (3.39) მწკრივის ჯამი არის X# ხშირად ასეც წერენ 

თ% 

19 
ჯ1ჯ–თ 

    

  

X%+= »,. (3.40) 

I(–-L 

თეთრემა 8.30, ვთქვათ, კრებადია რიცხვითი 2 141) ზწკრი- 

ვი და ადგილი აქვს (3.40) ტოლობას, მაშინ შესრულდება 
უტოლობა: ' 

ით 

· IX"I<2 IIXII. (3.41) 
1=:1 ” 

მართლაც, ნებისმიერი ->0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურა- 
ლური #» რიცხვი, რომ ადგილი აქვს უტოლობას: 

ჯ | 

+ #-ა #| 

1=1 

<5. 
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ავიღოთ ახლა იგივეობა: 

„ #/ 

(<1 II-I 

რომლის ორივე ნაწილში გადავიდეთ ნორმებზე და გამოვიყენოთ წინა უტო- 

ლობა, გვექნება 
I” ” 

2 M <:+2 IXI. 
I=1 (5-1 

ვინაიდან გ ნებისმიერი რიცხვია, ამიტომ აქედან გამომდინარეობს (3.41) 

უტოლობა, 

IX" <-++ 

  

  

  

  

% 

თეორემა 4.81, თუ 2 IM რიცხვითი მწკრივი კრებადია, 
(=1 

მაშინ (3,39 მწკრივი ნორმით კრებადი იქნება, 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

” ” 

9= 2 # 9= 2) X 

ი 7=1 

სადაც ვიგულისხმოთ, რომ /I>V!. გვექნება 

” 

აი ზი = X, 

1=MV+-1 

საიდანაც .მივიღებთ 
„MM 

I5--5.I< 2 ' IIMII. 
1=7+I 

თ 

ვინაიდან, პირობის ძალით, ბ. IIX,I| მწკრივი კრებადია, ამიტომ ზიღებული 
4 

ჯ/=1 

უტოლობის მარჯვენა ნაწილი საკმარისად დიდი »-თვის ნებისმიერად მცი- 

რეა. ეს იმას ნიშნავს, რომ (X,) C ს მიმდევრობა არის კერძო ჯამების ფუნ- 

დამენტალური მიმდევრობა და, ვინაიდან ს სრული სივრცეა, ამიტომ ეს 

მიმდევრობა ნორმით კრებადია რაიმე #” C  ელემენტისაკენ, ე. ი. 

7 

# ”-ა + 

(=1 
  11Iი IX” ---5»||= 1110 

#1–თ9 სთ 

=90, 

  

  

  

| 

ამრიგად, (3.39) მწკრივი ნორზით კრებადია და თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 3.39. თუ M# ყველგან მკვრიგი სიმრავლეა წრფივ 

ნორმირებულ # სივრცეში, მაშინ ნებისმიერი XCX#, X#06, 

(86



ელემენტი შესაძლოა გავშალოთ ამ ელემენტისაკენ ნორ- 
მით კრებად მწკრივად 

2” 

(+- 5) 

- „3 
სადაც X,-M და IMII<=;IIXII 

თეორეზის დასამტკიცებლად ს სივრცეში ავაგოთ 5.=5, (1 .Xჯ ) 

სფერო, რომლის ცენტრია X და რადიუსი უდრის 12L, ვინაიდან 7: სიმ- 

რავლე ყველგან მკვრივია  სიერცეში, ამიტომ 5, სფეროში მოხვდება ერთი 
X, C M# წერტილი მაინც. აზის შემდეგ აგიღოთ ისეთი X, C XV წერტილი, რომ 

=5, (1, ”) სფერო შეიცავდეს X,--X. ელემენტს. ახლა Xკ C VI იყოს 

ისეთი წერტილი, რომ ელემენტი X,-“- X,-I-X. C 5:= §, (MI, »). საზოგა-- 

დოდ, X,. >> VI იყოს ისეთი, რომ წერტილი Xს,+ >. .+Xა C ა.=35, (1, #) · 

სხვანაირად ეს იმას ნიშნავს, რომ ადგილი აქვს უტოლობას 

        

'! ს” 

»- < .IIXII , 
· 2" 

, 1=1 ! 

საიდანაც გამომდინარეობს ტოლობა: 

I ” 

II0I | X– ჯ, =0, 
წი – 

    

  

  

IX-1IC M მიმდევრობა აგებულია ისე, რომ ადგილი აქვს შემდეგ შეფასებებს: 

  

    

IIX.II=|IX, –X-+XII < 5 -II+IIXII <-2IIXII 

IIX,||=IIX,-++X, – X - X,-+XI | <ს-ი-ი + –X,II <= 

IIXII __ 19 = 
დიფ + 1 5:IIX Iს 

IIM»I|=IIX+X»-1+ :..-X, –-6-იX-X--I--%- | X-- X,| + 
' | 7=1 

| II-I ვ 

+|X- 2 MI <- III 
ჯ=1     

    

და თეორემა დამტკიცებულია, 

158



თეორემა 31.33, გეთქვათ, წრფივ ნორმირებულ # სივრცეში 
არსებობს სიზრავლეთა ისეთი თვლადი I17/,) მიმდევრობა, 

ჟი , 

რომ 5-ს. M,: მაშინ ამმიმდევრობის ერთ-ერთი სიმრავლე 

მაინც ყველგან მკვრივი იქნება # სივრცის რაიმე ჩაკეტილ 

სფეროში, 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე. ი. ვიგულისხმოთ, რომ # სივრცის ყოველ 

ჩაკეტილ სფეროში, არსებობს ჩაკეტილი სფერო, რომელიც არ შეიცავს არც- 

ერთი M, სიმრავლის არცერთ წერტილს. ჩვენ შეგვიძლია ჩავთეალოთ, რომ 

M, – MგლMე..., ნათქვამის გამო, ნებისმიერი პააეCნხ სფერო შეიცავს 

5, სფეროს ჯე რადიუსით რომელიც არ შეიცავს VI, სიმოავლის არცერთ 
წერტილს. 5, სფერო შეიცავს §, სფეროს „#, რადიუსით, რომელიც არ 'ეი- 

ცავს M) სიმრავლის არცერთ წერტილს და ა. შ. ამ წესით ჩვენ ავაგებთ 
ერთმანეთში ჩალაგებული სფეროების (I5,) მიმდევრობას, რომელთა რადიუ- 
სების („,) მიმდევრობა, ცხადია, მშეგეიძლია ნულისაკენ კრებადი ჩავთვალოთ. 

თანახმად 1.26 თეორემისა არსებობს X წერტილი, #ომელ იც ყველა ამ სფე- 

როებს მიეკუთვნება, მაგრამ წერტილი XC და #C Mც #=1, 2,... რაც პი- 
რობას ეწინააღმდეგება. 

§ 6, წრფივი ოპერატორის მატრიცული საზე 

ვთქვათ, ს, და ს, არის შესაბაზისად VI და # განზომილების წრფივი 

ნორმირებული სივრცეები. განვიხილოთ წრფივად დამოუკიდებელი ელემენ- 

ტების ორი (რ C= ჩა» და (თ დს, მიმდევრობა, სადაც #',=(1, 0,...,0). 
L=1 M=1 

თ,=C, 1, 0,...,0),..., “„=(0, 0.1 6”=(1, 0,...,0), დ” =(0,1,0,....0),.. 
02,” =(0, 0,. .,1), მაშინ, როგორც ვიცით, ნებისმიერი XC» ელეშენტი წარ- 
მოიდგინება. შემდეგი ტოლობით: 

X=V%,C0, 'L თერ ... +თიბის 

სადაც თ,, თ,,...თ„ არის X ელემენტის კოორდინატები. სავსებით ასევე, ნე- 
ბისმიერი #ყC#„ ელემენტისათვის გვაქვს 

ყ=8,0, -Lვარ LC". “+მ8ზირ”, 

სადაც 8,, ჩ,...-, ვ» არის ყ ელემენტის კოორდინატები. 

ვთქვათ, ყ=VC(X) წრფივი ოპერატორია, როზელიც მოქმედებს #,, სივრ- 
ციდან #„, სივრცეში. მაშინ, ეს ტოლობა ჩაიწერება ასე: 

ყ=VC(X)= (3. თ; (6; სთ 

"7-1 /-:I 

აქ ყოველი V(V) C ს, და, თუ მისი კოორდინატებისათვის შემოვიღებთ აღ- 
ნიშვნებს ' 

VCI,)= (იყ, რჯ... 6), 
მაშინ V(C.,) ელემენტი შემდეგნაირად წარმოგვიდგება: 

” 

V(C,) => 2 ი“ 

1=1 

187



ეხლა V= LX) წრფივი ოპერატორი შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ: 

ყ”= 2! გეს = L თ,CV(C2,) = ა. “> ი )- 

ეს ტოლობა კი შესაძლოა მხოლოდ მაშინ, როცა X, ყ/ და VI(X) ელემენტების 

კოორდინატებს შორის ადგილი აქვს შემდეგ დაზოკიდებულებებს: 

” 

22, თ, ქ=1, 2,.-.# 

7=1 
ეს ფორმულები გვიჩვენებს; რომ ყ- IC») ოპერატორის ზ,, მე,...,მ„ კოორდი- 

ნატები მიიღება X ელემენტის V,, «.,...,7, კოორდინატებით, თუ მოვახდენთ 

აზ უკანასკნელთა წრფივ გარდაქმნას (>) მატრიცით, პირიქით, ყოველი სას- 
რული (-,)) მატრიცი (=), 2,...,MI; /=1, 2,..,)I) განსაზღვრავს წრფივ ოპე- 

რატორს, რომელიც სასრული განზომილების წრფივი ნორმირებული #» 

სივრციდან მოქმედებს #, სივრცეში, 
ხშირად, გამოყენებით საკითხებში, ისეთ წრფივ ოპერატორსაც ევხგდე- 

ბით, რომელიც განსაზღვრულია უსასრულო რიცხვითი მატრიცით. ქვევით 

ჩვენ ზოვიყვანთ ასეთი ოპერატორის მხოლოდ ერთ კონკრეტულ მაგალითს. 

ვთქვათ (CC) რიცხვითი ისეთი უსასრულო მატრიცია, რომ 

ჯ თ 

Cს?7< 90. (3.42) 

(=1 #=) 

განვიხილოთ ყ= VI») ოპერატორი, რომელიც განსაზღვრულია განტოლებათა 

შემდეგი უსასრულო სისტემით: 
თ 

ყ.: 3 თი (3.43) 

L--1 
სადაც X=C(2: ე. %ი,-'.) C პა ე. ი. 

თ 2, 

#:=1 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (3.43) სისტემით განსაზღვრული ოპერატო- 

რი მოქმედებს 7, სივრციდან ისევ ამ სივრცეში. მართლაც, გვაქვს 

აენსო ფს უსნო" 
(=I 1=1 1 

- 8 ს აბდი. 
(=I) #=L 
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ამავე უტოლობიდან ისიც გამომდინარეობს, რომ 

IVI =I XXII <#IIXIL 
სადაც 

როგორც ვხედავთ, («,) უსასრულო მატრიცით განსაზღვრული V= V(X) ოპე- 

რატორი, როცა შესრულებულია პირობა (3.42), ნორმით შემოსაზღვრული 
ოპერატორია და, ვინაიდან იგი ადიტიურიც არის, ამიტომ იგი მთელ 7, 

სივრცეში წრფივი ოპერატორი იქნება. 

§ 7. წრფივი ოპერატორის შებრუნებული ოპერატო.რი 

ვთქვათ, LL, და წე წრფივი ნორმირებული სივრცეებია და Vყ=. LI») 

წარმოადგენ“ წრფივ ოპერატორს, რომელიც L, სივრციდან მოქმედებს /:) 
სივრცეში. ავიღოთ #, სივრცის რაიმე ყ ელემენტი, მაშინ VXX)=V შეგვიძ- 
ლია განვიხილოთ როგორც წრფივი ოპერატორული განტოლება უცნობი 

XC#, ელემენტის მიმართ. ასეთ განტოლებაზე მიიყვანება წრფივ ალგებრულ 
განტოლებათა სისტემების ამოხსნა, წრფივი დიფერენციალური განტოლების, 
წრფივი ინტეგრალური განტოლების, წრფივი ინტეგროდიფერენციალური 
განტოლების და მრავალი სხვა ფუნქციონალური განტოლების ამოხსნა, ხში- 

რად ასეთი განტოლების შესწავლა არსებითად დაკავშირებულია წრფივი 

ოპერატორის შებრუნებული ოპერატორის ცნებასთან. 
გთქვათ, წრფივ #=V(C) ოპერატორს აქეს შებრუნებული CV Iყ-= ; ოპე- 

რატორი. როცა ყC#ხ.ე ელემენტი მოცემულია, მაშინ ოპერატორულ V-= C(») 
განტოლებას აქვს ერთადერთი XX, CL, ამონახსნი მართლაც, დავუშვათ, 
% C ს, არის ამ განტოლების მეორე ამონახსნი. გვექნება 

ს(C+,)=ყ, LIX-ა)=ყ. 
აქედან მივიღებთ, რომ X,:> I” "ყ, X= V 1ყ, ე. ი. X,=Xე, 

ზემოთ გავეცანით შებრუნებული ოპერატორის ზოგიერთ საკითხს, სა- 

დაც მოთხოვნილი არ იყო ოპერატორის წრფიეობა (იხ. თავი 1), აქ ჩვენ გა- 

ეეცნობით წრფივი ოპერატორის შებრუნებული ოპერატორის რამდენიმე 
მნიშვნელოვან თვისებას. 

თეორემა მ.3+4. (ს. ბანახი), თუ წრფივი V=VC) ოპერატორს 
წრფივ ნორმირებულ #L, სივრცეს ურთიერთ ცალსახად გა- 
დასახავს წრფივ ნორმირებულ ჩე სივრცეზე, ზაშინ არსე- 
ბობს VI) ოპერატორის შებრუნებული წრფივი ოპერატორი, 
რომელიც #, სივრცეს გადასახავს Xჯ#, სივრცეზე. 

პირობის თანახმად, ყ=V(I) ოპერატორი ისეთია, რომ თუ X,:LX,, მა- 

შინ LIX,)-+ LVLCXე). ეს იმას ნიშნავს, რომ ყოველ V C /:, ელემენტს შეესაბამე- 

ბა ერთადერთი XC #, ელემენტი, განსასღვრული 0X=Vყ ტოლობით. კერ- 
„ძოდ, 0, C ს, ნულოვან ელემენტს შეესაბამება მხოლოდ 0,= V-10, C #, ნუ- 

ლოვანი ელემენტი და პირიქით. ცხაღია, #, და #, სივრცეების ელემენტებს 
შორის ცალსახა შესაბამისობა ნიშნავს V“!ყ=X ოპერატორის არსებობას. 

დავამტკიცოთ, რომ CV 1ყ-– ჯ არის ადიტიური ოპერატორი. აზისათვის 
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საჭიროა ვუჩვენოთ, რომ ნებისმიერი ყ:'), /-9)= 8, ელემენტებისათვის, სადაც 

ყა = 0CI), ყ:9= VCI), XV), 0 C 6, ადგილი აქვს ტოლობას 
ხს (ყა) --ყ))= V XV ))+ V MV''). (3.44) 

ამისათვის გამოვიყენოთ CLIX) ოპერატორის ადიტიურობის თვისება: 

V(0) + 9) = 0609) + 062) =-ყრ +ყრ, 
საიდანაც X0I-- IM = V-X(ყ/:04- ყლ), ვინაიდან, V-IV) =ჯ და დ-I(/(5) =ჯ), 
ამიტომ წინა ტოლობიდან მივიღებთ დასამტკიცებელ (3.44) ტოლობას. 

ეხლა დავამტკიცოთ, რომ CV" I(V) უწყვეტი ოპერატორია მთელ #7, სივრ- 

ცეზე. ამისათვის, 3.26 თეორემის თანახმად, საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ 

0 -1(ყ) ნორზით შემოსაზღვრული ოპერატორია. გამოვყოთ /:, სივრცეში ისე- 

თი ყ ელემენტების თ„C#L,ე სიმრავლე, რომლებისთვისაც დაკმაყოფილებული 

იქნება უტოლობა 

IV XVყ)|I <#IIVII. (3.45) 
როცა » გაირბენს ყველა ნატურალურ მნიშვნელობებს, მაშინ წარმოიქმნება 

თე სიმრავლეთა ისეთი თვლადი (თი,|) სისტემა, რომ ყოველი Vყ C #, იქნება 

რომელიმე «C,, სიმრავლის ელემენტი, ამიტომ 

% 

'წ-X ს თ,,. 

IM =1 

3,33 თეორემის თანახმად, როცა ნორმირებული სივრცე წარმოიდგინება "თ, 

სიმრაგლეთა თვლადი ჯამის სახით, მაშინ ერთ-ერთი მათგანი მაინც, ვთქვათ 

თ,, ყეელგან მკვრივი სიმრავლე იქნება რაიმე -აC=Lს, სფეროში. ავიღოთ ნე- 

ბისმიერად ყVეCC,„ ელემენტი და განვიხილოთ %% სფეროს ისეთი ჯ ელემენ- 

ტების სიმრავლე #, რომლებისთვისაც შესრულებულია პირობა 

თ.< II ჯ–ყი!|ლთე, 

სადაც თ. და თ, რიცხვები აკმაყოფილებენ ი<-თე<-თ, უტოლობას. როცა ჯ 
წერტილი გაირბენს მთელ 27 სიმრავლეს, მაშინ ჯ- ყე, სახის ელემენტები 

წარმოქმნიან ახალ #7) სიმრავლეს, რომელსაც ჩვეულებრივად უწოდებენ 7 

სიმრავლის პარალელურ ძვრას ყე ელემენტით, ვინაიდან თ, სიმრავლე 

ყველგან მკვრივია 9ე სფეროში, ამიტომ იგი ყველგან მკვრივი იქნება აგრეთ.-· 

ვე 7 სიმრავლეში. . 
აღვნიშნოთ თ,,ით სიმრავლე, რომელიც მიიღება თ,, სიმრავლის ყა ელე- 

მენტით პარალელური ძვრის შედეგად და დავამტკიცოთ, რომ თ,, ყველგან 

მკვრიგია 2 სიზრავლეში, ამისათვის ავიღოთ 2 სიმრავლის ისეთი ნებისმიე- 
რი ჯ ელემენტი, რომ ჯCთე. მაშინ ჯ--ყე C 2. გამოვიყენოთ CV ოპერატო- 
რის ადიტიურობის თვისება და უტოლობა (3.45), გვექნება 

I CV 1(C-–Vი)I1<-II V 12I + IC MVM)II <X%II II + II#იII)= 

=MIC-#+MI+II#I)<XIC-VI+2IMI)<»() C 

+ 2IIVიII - 
| : 

(<-#I I--#L<#IC -%I (1+21%.)-» ("VI



სადაც 

»-ს + 2IL), 

როგორც ჩანს ელემენტი ჯ;-– Vა<თ,,, ე. ი. თკ ყველგან მკვრივია 7, სიმ- 

რავლეში. . 

განვიხილოთ ახლა ნებისმიერი ყ"CL) ელემენტი. ცხადია, არსებობს 

ისეთი « რიცხვი, როზ თ,C< |Iთ/"II-C-თ,. ავიღოთ IV,)Cს„/ მიმდევრობა, რო- 

მელიც „ნორმით კრებადია თ«ყ”» ელემენტისაკენ. მაშინ, I-V) მიმდევრობა 
თ 

ნორმით კრებადი იქნება ყ# ელემენტისაკენ. ეს იმას ნიშნავს, რომ ია“ სიმ- 

რავლე ყველგან მკვრივია , სივრცეში. თანახმად 3.32 თეორემისა, ნების- 

მიერი ყ%” C #) ელემენტი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ამ ელემზენტისაკენ ნორ- 
მით კრებადი შემდეგი მწკრივის: სახით: 

ი 

1==L 

3 , 
სადაც IVII<--2;IVII. განვიხილოთ ახლა მწკრივი: 

თ · 

2 V ია (3.46) 
1:=1 

· 4 3ვM I... ილ... 
ვინაიდან IV IV, < M IMII<-ე; I# III ამიტომ. მწკრივი: 

I CV ყი9II 
7=CL 

ნორმით კრებადი იქნება და, 3.31 თეორემის ძალით, ნორმით კრებადი იქ- 

ნება აგრეთვე (3.46) მწკრივი რაიმე »"< ს, ელემენტისაკენ: 
+ · 

X-ს ფა. (3.47) 

1==1 

ამასთანავე, თანახმად 3.30 თეორემისა, ადგილი ექნება შეფასებას: 

«% « 

ს»"I<3 0 'Vა0 <3MIIVII2 კ =3MIIVII. (3.48) 
/-1 1-L 

ახლა (3.47) მწკრივის ორივე ნაწილზე გავავრცელოთ წრფივი CV ობერატო- 

რი, გვექნება 
· % თ 

ხყო=3_ 0(V-I(/))= ბ #=V" 

საიდანაც მივიღებ 0) წ აიდანა ი დანაც მივიღებთ ნა მფრ. 
IL!



აქედან, თანახმად (3.48) უტოლობისა, დავწერთ შეფასებას: 

II2:+II=II V XV 9) || <.ჰVV IIV"II, 
რომელსაც ადგილი აქეს ნებისმიერი ყXC ჩე ელემენტისათვის, ეს იმას ნიშ- 

ნავს, რომ წ 1 არის ნორმით შემოსაზღვრული ოპერატორი და, ვინაიდაჩ 
იგი ადიტიურიც არის, ამიტომ CV 1 წრფივი ოპერატორია. 

§ 8, ოპერატორის სხვა თვისებები 

მოვიყვანოთ ნორმირებულ სივრცეში განსაზღვრული (არა უსათუოდ 

წრფივი) ოპერატორის რამდენიმე თვისება. 

თეორემა 3.3. თუ შებრუნებადი CV ოპერატორი გადასა- 

ხავს წრფიე ნორმირებულ #, სივრცეს წრფივ ნორზირებულ 

ხე სივრცეზე, ხოლო ცალსახა 7” ოპერატორი გადასახავს ჯ, 

სივრცეს #, სივრცეზე და ნებისმიერი XC #6, ელემენტისათ- 
ვის ადგილი აქვს I I1:=I(X–X)=X ტოლობას, მაშინ 7/=V). 

თეორემის დასამტკიცებლად განვიხილოთ ოპერატორული განტოლება 

ყ= (XV), ჩXC#,, ყ C სე. 

ვინაიდან CV გადასახავს , სივრცეს ს, სივრცეზე, ამიტომ ამ განტო- 

ლებას ნებისმიერი #C ჯე ელემენტისათვის აქვს ჯ» ამონახსნი რომელიც შეგ- 
ვიძლია ასე წარმოვადგინოთ: 

X=I(X)=(7C)X= V7(VCX))=V(V). 
ახლა თუ გაზოვიყენებთ პირობებს იმის შესახებ, რომ არსებობს LI 1(C/)=Xჯ 

და )/ ცალსახა ოპერატორია, გვექნება VI 1=:7/ და თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 3.30. თუ VI) ადიტიური და ერთგვაროვანი ოპე- 
რატორია, რომელიც წრფივ ნორმირებულ X#, სივრცეს გადა- 

სახავს წრფივი ნორმირებული ჩე სივრცის თ სიმრავლეში, 

მაშინ ი წრფივი მრავალსახეობა იქნება. 
დასამტკიცებლად საკმარისია ვუჩვენოთ, რომ თუ ყ,, V. CVთ, ორი ნე- 

ბისმიერი ელემენტია, მაშინ V,+V, C ი და, თუ #ყCთ არის ნებისმიერი ელე- 
მენტი, მაშინ «XC-თ, სადაც თ ნებისმიერი რიცხვია. ვთქვათ, #, არის ყ, 
ელემენტის ერთ-ერთი პირველსახე, ხოლო ჯ, არის Vყ, ელემენტის ერთ-ერთი 

პირველსახე, ე. ი. V1= VCX)); ყ,= CX,). მაშინ X,+X,C 8), ხოლო C(X, +X,)Cი. 
ვანაიდან V ადიტიური ოპერატორია, ამიტომ 

VII, + X,)= VCI,)+ V(X,)=V9ყ,+Vყა: C ი. 

ახლა ვთქვათ, X არის ყ ელემენტის ერთ-ერთი პირველსახე, მაშინ 

9XCნ, და V(CCX)C თ. ვინაიდან 0 ერთგვაროვანი ოპერატორია, ამიტომ 
V(თXს)=თV(X)=თყ Cთი და თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 3.37. თუ, ადიტიური, ერთგგაროგანი და შებრე- 

ნებადი ყ=V(X ოპერატორი წრფივ ნორზირებულ XL, სივC- 
ცეს გადასახაეს წრფივ ნორმირებულ X, სივრცეზე, მაშინ 

VI ადიტიური და ერთგვაროვანი ოპერატორი ივჟნება. 

ავიღოთ ორი ნებისმიერი V,, ყ, C ნკ ელემენტი, ვთქვათ, X, არის ყ,-ის 

ერთ-ერთი პირველსახე, ხოლო », არის ყ,-ის ერთ-ერთი პირველსახე: Vყ, = 
=VICX,). ყ,=LC(X,). ვინაიდან ს შებრუნებადი ოპერატორია, ამიტომ X,= 
=(!,'“ (ყე), X:= CV VXყ,). ამასთანავე, ს ოპერატორის ადიტიურობის გამო 
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"გვაქვს V,--Vყ,- -VI(X)+VC.)=V(X,--X,), საიდანაც X, X.= LL: 1(V,+ყ.), 

ე, ი, CV IV, + ყ.)=L "(/)-+ IV“ MVყ.). · 

ვთქვათ, ახლა V C #, არის ნებისმიერი ელემენტი, ხოლო Xჯ მისი ერთ- 
ერთი წინასახვა: X5== CV II(/). მაშინ, ნებისმიერი #» რიცბეისათვის, გვექნება: 

VCXX)ლ–CთV(X)=>»ყ. საიდანაც ხხ” 1(თყ)=9VV =XIV IV) და თეარემა დამტკი- 

ცებულია. 
თეორემა ვ3.3ყს, ვთქვათ, ადიტიური V (ე) ოპერატორი 

წრფივ ნორმირებულ #, სივრცეს გადასახაეს წრფივნო=- 

მირებულ ე სივრცეზე. იმისათვის,რომ არსებობდეს შებრუ- 

ნებულიL 1 ოპერატორი, აუცილებელი და საკმარისია L(X)= 

=0ე განტოლებას პქონდეს ერთადერთი X=0, აზონახსნი, 

სადაც 0, და 0, შესაბამისად არიან #,ც და LL, სივრცეების 

ნულოვანი ელემენტები, 
დავამტკიცოთ ჯერ პირობის აუცილებლ.ბა. გთქეათ, ყოველი Vყ < #. 

ელემენტისათვის არსებობს შებრუნებული L"“ 1(ყ) C#, ოპერატოთი, გუჩვე- 
ნოთ, რომ IV(X)=6, განტოლებას აქეს X=60, ამონახსნი და ეს ამონახსნი 

ერთადერთია. ზართლაც, V(C0,):-L(X – X)=(C (XI) – CL(X)=:0,. სხვანაირად, 

ადიტიური V(X) ოპერატორი გადასახავს L, სივრცის ნულოვან ელენენტს X) 

სივრცის ნულოვან ელემენტში. ვინაიდან, ჩვენი დაშვების თანახმად, შებრუ- 

ნებული ოპერატორი არსებობს ზთელ #ე სივრცეში, ამიტომ L(C6,)=0, გან- 

ტოლებიდან გეექნება 6C,= CV X9.). ახლა დავამტკიცოთ, რომ +=0, არის 
II(0=59, განტოლების ერთადერთი ამონახსნი მართლაც, ვთქვათ ამ გან- 

ტოლებას, გარდა ნუ ულოვანი #-=0, ამონახსნისა, აქვს მეორე ჯ=X” C ჩნ, აზო- 

ნახსნი. მაშინ, ერთდროულად ადგილი აქვს იგიეეობებს: C(9,))=0,, VCV”)= 
=0., საიდანაც 0,=VC"7VX0.), +#= CV "X(5,), ე. ი. 2%=0,. 

გადავიდეთ პირობის საკმარისობის დამტკიციბაზე. ვთქვათ, V(CX)= 6) 
ოპერატორულ განტოლებას აქვს ერთადერთი ამონახსნი და ეს ამონახსნია 

ჯ=0რ0,. ეუჩვეიოთ, რომ არსებობს CV 71 ოპერატორი, განსაზღვრული მთელ 

ჩე სივრცეზე. ცხადია, როცა #6 1.) C ნ, ისეთი ელემენტებია, როზ X,26X., 

მაშინ #,–- X:-9, და VI: --2)= IV) – LX) :28, ე. ი. LX,)=- V(Xა). ეს 
იმას ნიშაავს, რომ დV(ე)-- ყ განტოლებას, ნებისზიელი ფიქსირებული Vყ C ჩხ. 

ელემენტისათვის, აქვს ერთადერთი ჯ-= I 1(/) ამონახსზი. სავანაირად, LX) 

ადიტიურ ოპერატორს მთელ ჯე სივრცეზე აქვს შებრუნებული LI! ოპე- 

რატორი, 

შედეგი. იმ 'მემთხვევამი, როცა ყ= C(2) ოპერატიარი წოფივია #, სივრ: 

ცეზე, წინა სამი თეორემიდან გამოსდინარეობს შეზბდეგი მნი პვნელოვანი 
მედეგი. იმისათეის, რომ წრფივ ნორწზირებულ XX, სიერცე- 

ზე განსახღვგრული V > VI) წრფივი ოპერატორისათვის არსე- 

ბობდეს შებოცნებული L M9ყ)=X იპერატორი, განსაზღერუ:- 

ლი მთელ წრთივ ნორჩზირებელ 1, სივცეზე, აუცილებელი და 
საკმარისია V(I) -იე ოპერატორულ განტოლებას პქონდეს 
ერთადერთი ამონახსნი და ეს ამონახსნი იყოს ჯ=80,. 

მოყვანილ პირობებვი პებრუჩებული ოპერატორი იქნება ადიტიური და 

ერთგვაროვანი, 

თეორვმა ს.ს. ვთქვათ, წრფივი ნორმირებული L, სივრცე 
არის ყ-:CV(:) ადიტიური ოპერატორის განსაზღვრის არე, ხო- 
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ლო V -- მისი მნიშვნელობათა არე, რომელიც ეკუთვნის 
წრფივ ნორმირებულ ხე სივრცეს. იმისა»თვის, რომ არსებობ- 

დეს # სიმრავლეზე განსაზღვრული წრფივი შებრუნებული 

V IV) ოპერატორი აუცილებელი და საკმარისია არსებობ- 

დეს მუდმივი «>0 რიცხვი, რომელიც ყველა XC#, ელეზენტე- 
ბისათვის დააკმაყოფილებს უტოლობას: 

IVC)I >LIIჯM. (3.49, 
ქვემოთ ჩვენ გამოვრიცხავთ მსჯელობიდან შემთხვევას, როცა L,' არის 

ეოთელემენტიანი სიმრავლე და ეს ელემენტია 0,, ვინაიდან თეორემა ამ 

შემთხეევაში დამტკიცებას არ მოითხოვს. 
პირობის აუცილებლობის დასამტკიცებლად ჩავთვალოთ, რომ არსებობს 

#C#, სიმრავლეზე განსახღვრული წოფივი შებრუნებული ჯ=L/“1(ყ) ობერა- 

ტორი, #C#ს #CM. მაში I|IXII=IIC %V)I < IV "I IყI. ვინაიდან 
- ა 1 

IIV 'II>9, ამიტომ აქედან გვექნება IVII რეო) IXI, ანუ II CCX)II >I'II+II, 

სადაც ! ს=ლლ–-, 
IC“ 'II 

პირობის საკმარისობის დასამტკიცებლად, ვთქვათ შესრულებულია 

(3.49) უტოლობა, განვიხილოთ ოპერატორული V(»ჯ)=0, განტოლება. ვინაი- 
დან V(C) ადიტიური ოპერატორია, ამიტოზ 3.38 თეორეზის ძალით, ხსენე- 

ბულ ოპერატორულ განტოლებას აქვს ერთადერთი Xჯ=8, ამონახსნი. ამის 
გამო არსებობს M# სიმრავლეზე განსაზღვრული შებრუნებული CV“ 1(V/) ოპერა- 

ტორი, გამოვიყენოთ (3.49) უტოლობა, გვექნება 

IV-VI C IIC-III IMI=-- IV, 

ამასთანავე CV“1I(/) ადიტიურიც არის. მაშასადამე, შებრუნებული V-1 ოპერა- 

ტორი არსებობს, იგი ნორმით შემოსაზღვრული და ადიტიურია M სიმრაე- 

ლეზე, ე. ი, V“1 წრფივი ოპერატორია. 

-6 9, ოპერატო.რის გაგრძელება 

გთქვათ, #, წრფივი ნორმირებული სივრცეა, M კი მისი წრფივი ქვე- 
სიმრავლე. განვიხილოთ M#M-ზე განსაზღვრული L/,(+) ოპერატორი, რომლის 
მნიშვნელობათა სიმრავლე მოთავსებულია რაიზე წრფივ ნორმირებულ #, 
სივრცეში თუ არსებობს ს, სივრცეზე განსაზღვრული V/,(X) ოპერატორი, 
რომლის მნიშვნელობათა სიმრავლე მოთავსებულია ს, სივრცეში და 

Lს,(X)= VI(X), როცა XCM, 

მაშინ C,(X) ოპერატორს ეწოდება L,(X) ოპერატორის გაგრძელება V სიმ- 

რავლიდან #ს, სიმრავლემდე. 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ V/,(X) და C/,(X) ნორმით შემოსაზღვრული ოპე- 
რატორებია, მაშინ, ვინაიდან #C=X,, ამიტომ || LV,II # <- IIC;II ,- თუ აღმოჩნ- 

და I C,II#=IICVII 8, მაშინ ვიტყვით, რომ V,(ჯ) წარმოადგენს VI,(7) ოპერა- 

ტორის გაგრძელებას M სიმრავლიდან #, სიმრაგლემდე ნორმის შეუცვლელად. 

განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია ის შემთხვევა, როცა C,(ჯ) ობერატო- 
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რი, რომელიც წარმოადგენს VX/,(ჯ) ოპერატორის გაგრძელებას M სიზრავლი-. 
დან #, სიმრავლემდე, არის წრფივი ოპერატორი. ამ შემთხვევაში C,(») ოპე- 

რატორს ეწოდება C,(ი ოპერატორის წრფივი გაგრძელება #I სიმ- 

რავლიდან #,; სიმრავლეზდე. 
თეორემა 8.40. ვთქვათ, C,(9 ოპერატორი განსაზღვრულია 

VC8, სიმრავლეზე, ხოლო მნიშვნელობათა არე მოთავსებუ- 
ლია ჩე სივრცეში, იმისათვის, რომ არსებობდეს VCI(X) ოპე- 
რატორის წრფივი VC,() გაგრძელება XM სიმრავლიდან XI(M) 

წრფივ მრავალსახეობაზდე, აუცილებელი და საკმარისია 
არსებობდეს ისეთი დადებითი ს რიცხვი, რომელიც დააკმა- 

ყოფილებს პირობას 

< აო , (3.50) 

| | (=I 

  

    

217 (+) 
2. 

  

1= 

სადაც C L არის MI სიმრავლის _9+I ნებისმიერი სასრული 
(=1 

სისტემა, ხოლო (V, L ნებისმიერი თ, რიცხვების სასრული 
· +. 

სისტემაა. 

ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა, ვთქვათ, C/,(X) ოპერატო- 
რი წარმოადგენს V,(;) ოპერატორის წრფივ გაგრძელებას V# სიმრავლიდან 
წრფივ CM) მრავალსახეობამდე. ავიღოთ M სიმრავლის ელემენტთა ნების- 

მიერი სასრული სისტემა I თ, L · შემოვიღოთ აღნიშვნა 
ბ»1 

" 

X»X= CთX.XI. 

1=1 

ცხადია, ჯ C (CM). პირობის თანახმად, 

V (ჯა) = V(X) (C = 1, 2,...,/) 

და რადგანაც V,(X) არის C,(») ობერატორის წრფივი გაგრძელება, ამიტომ 

” # 

V9= 2) თ, (X) = 2, თ,L/,(XI). 
(=1 ' (=1 

მეორე მხოივ ადგილი აქვს შეფასებას 

| +) თ;L/,(X,) | 
(=1 I 

' 

  

=IIხ 

    

  
           

» 

ა CთI2:ჯ 

#1=-1 

# 

, 

(=1 

=V# 

  

<IIVაII 
      

    

  

  

I 
სადაც ს=|IIC,კ|II. პირობის აუცილებლობა „დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, XC LCV) ნების- 
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მიერი ელემენტია, მაშინ LLV) სიმრავლის განსაზღვრის ძალით, არსებობს 
XI სიმრავლის ელემენტები Xს..ასჯა და ისეთი XC,,...>, მუდმიეები, რომ 

”" 
– 

X= ს რ%.X,. 

(==1 

ავაგოთ C.(+) ოპერატორი შემდეგნაირად: 

, 

VC)= 2, თ,C,(ჯ). (3.51) 

დავამტკიცოთ, რომ C,(») ოპერატორის საძიებელი წოფივი გაგრძელება #/ 

სიმრავლიდან #(M) სიმრავლემდე არის ამ ტოლობით განსაზღვრული L/.(X) 

ოპერატორი, 

ვთქვათ, ჯ(1), »() C ჩ(/V) ორი ნებისმიერი ელემენტია, მაშინ 

” ” 

ჯ(0 = 2 თ), 10= 2 თა», 

1-:I #(=1 

საიდანაც 
”" 

ჯI1)-L ჯ,(21= 2? (თ, -L თ,(მ)) ,, 

L=1 

(3.51) ტოლობის თანახმად 

V,(X)+#X9)= %) (0) + თ,())CV (ჯე = 

ჯ(=1 

” 

= 13 თ/სLს(») +323) თ 9)L/,(X,) = CI,(X0)) + C,(XI9)), 
2 I=1 

ე. ი. LV.) აღიტიური ოპერატორია. გარდა ამისა, (3.50) პირობიდან გა- 

მომდინარეობს, რომ ნებისმიერი ჯ» C LM) ელემენტისათვის "ადგილი აქეს შე- 

ფასებას: 
” 

3) თ90Cთი 

1=1 

რაც იმას, ნიშნავს, რომ L,(ჯ) არის ნორმით შემოსაზღგრული ოპერატორი . 

#CM) წრფივ მრავალსახეობაზე, ამრიგად, L/,(X) წრფივი ოპერატორია, ამას- 
თანავე ცხადია, რომ როცა 16M, მაშინ C,.(X)=V,(X) და თეორემა დამტკი- 

ცებულია, 
თეორემა 8.41. ვთქვათ, #, და , წრფივი ნორმირებული 

სივრცეებია, ავიღოთ #, სივრცეში ყველგან მკვრივი წრფი- 
ვი # მრავალსახეობა და მასზე განსაზღვრული VC,(;) წრფივი 
ოპერატორი, რომლის მნიშვნელობათა სიმრავლე მოთავსე.- 
ბულია ჩესივრცეში. მაშინ არსებობს VC,() ოპერატორის 
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ს 2, %,X, 

1==1 

IICXCX)1|= =LIIXII. 

  

  

  

  

    

   



ერ თადერთი წრფივი L,C) გაგრძელება წრფივი # ზრავალ- 
სახეობიდან მთელ ჯ, სივრცემდე ნორმის შეუცვლელად. 

განვიხილოთ ნებისმიერი « C წ, ელემენტი. ვინაიდან ჯL ყველგან მკვრი- 

ვი სიმრავლეა ს, სივრცეში, ამიტომ არსებობს (»#„) C # მიმდევრობა, რომე- 

ლიც ნორმით კრებადი იქნება ჯ ელემენტისაკენ, ე. ი. 110 IX, – XII =0. 
„ათ 

განვსაზღვროთ V.(») ოპერატორი შემდეგი ტოლობით: 

სთ IVCი– 0, თა| =0 (3.52) 
I--=თ 

დავამტკიცოთ, რომ ამ ტოლობით განსახღვრული V/,(ჯ) არის სწორედ 

საძიებელი გაგრძელება C/,(+) ოპერატორისა L სიმრავლიდან მთელ #, სივო- 

ცემდე. 
ჯერ დავრწმუნდეთ, რომ (3,52) ტოლობით განსაზღვრული V,(X) ოპე- 

რატორი არსებობს, რომლის განსაზღვრის არეა #, და მნიშვნელობათა არე 

მოთავსებულია #, სივრცეში. მართლაც, ვინაიდან (X„ICჯL მიმდევრობა ნორ- 

მით კრებადია XC, ელემენტისაკენ, ამიტომ, იგი ფუნდამენტალური მიმ- 

დევრობა იქნება: 1) | I.- 2 =0. მაგრამ, პირობის თანახმად, LC, ოპერა- 
1, + თ 

ტორი წრფივია # სიმრავლეზე, ამიტომ 

IC, (+) – C, (XIII = IIC,(+XV --X)II <.IICსII II-I, 
საიდანაც 

II |(C,(X.) – C,(«+.)II =0, 
· სს--თ 

ე. ი. (V,(+,ა))-ლს, არის ფუნდამენტალური მიმდევრობა და, რადგანაც #, 
სრული სივრცეა, ამიტომ იგი ნორმით კრებადი იქნება გარკვეული LI(»>)=#., 

ელემენტისაკენ, 
ადვილი შესამჩნევია, რომ CI) არ არის დამოკიდებული IL»„) მიმდევ- 

რობის შერჩევისაგან. მართლაც, ვთქვათ, (X„)C# არის მეორე მიმდეერობა, 

რომელიც ნორმით კრებადია იმავე X=#, ელემენტისაკენ. მაშინ, ცხადია, 
სწა–-2ი)C მიმდევრობა ნორმით კრებადი იქნება 0,C#, ელემენტისაკენ. 

გვექნება · : 
100. I V,(X) – CV(XV/)II = Iს |IC, (ა -– XV”) II < 
1)-- თ 

<:1ICVIII 1IIი. | --Xთ'II=9, 
”ს–+თ 

რაც აზტკიცებს ჩვენს წინადადებას. 

ვაჩვენოთ, რომ თუ XC #, მაშინ C,0ე=C,(ჯ), მართლაც, საკმარისია 
ამ შემთხვევაში ავიღოთ ყველა X»=X, M=>1, 2,... . 

ახლა დავრწმუნდეთ, რომ L,(ა) აღიტიური ოპერატორია მთელ L, 

სივრცეზე. ამისათვის ავიღოთ ნებისმიერი XV, ჯ” C L, ელემენტები და ისეთი 

IX»), (+ )=ჯL მიმდევრობები, რომ 

11 |IX, –-X”II=0, 1IVI ||ია” –-X”||=0, 
10:-> თ 10-–+C6 

მაშინ ცხადია, ადგილი ექნება შემდეგ ტოლობასაც 

11I0 1 (MX + ჯა”) (X + X”)|| =0 
„-თ 
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და, თანახმად V, ოპერატორის განსაზღერისა, (3.52) ტოლობიდან დავწერთ 

II |(C/,(X) – VI CXVIII =9, 
ა-ი 

IIიი. |I CV(X”) – V,(X»”) || C9, 
ს ––თ 

9#თ IIV,(++ +”) –V,(ჯ„ +) ს =0 

” –.თ 

ავიღოთ ახლა შემდეგი ცხადი უტოლობა: 

IIC,(>++X”) – C,(>) – Vე(X”)II <. II V (> + 2”) – (XV +%ი”)I + 
+IIC,(>) – C,(+»)II+ II CV ;(X”) – CV, (XV”)II 

რომელშიც გადავიდეთ ზღვარზე, როცა წI->> და გამოვიყენოთ წინა ტო- 
ლობები, მივიღებთ 

IC (X + X) – Vა(X) – V:(X III =9, 

Lა(X'-- ჯ”)= CV(X )+ ე(+X”). 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ V/(ჯX) ნორმით უწყვეტი ოპერატორია ნების- 

მიერ XC ;, წერტილზე. ვთქვათ, ისე როგორც ზემოთ, (I„|CL არის ერთ- 
ერთი მიმდევრობა, რომელიც ნორმით კრებადია ჯ ელემენტისაკენ. მაშინ, 

როგორც ვიცით, ადგილი აქვს ათი II#Xო)|=IIXI) ტოლობას. ვინაიდან დ, 

ე· ი. 

ოპერატორი წრფივია # სიმრავლეზე, · ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ 

IV,II < 100 – VCაI(+IIთთI < 
<IV,ც)– VI +ILსI IX-I- 

აქედან, როცა M->Cდ, მივიღებთ 

IICXX) II < IICXII IIXII (3.53) 
ამრიგად, L/,(X) არის ადიტიური და ნორმით შემოსაზღვრული ოპერატორი 

მთელ L; სიგრცეხე. 3.26 თეორემის თანახმად, იგი წრფივი ოპერატორი იქ- 
ნება M, სივრცეზე. 

დავამტკიცოთ, რომ I|IC, =IIL,II ეს ტოლობა გამომდინარეობს შემ- 
დეგი მარტივი მსჯელობიდან. როგორც ვიცით, |(C,I არის უმცირესი რი- 
ცხვი, რომელიც ყველა Xჯ C ს, ელემენტისათვის დააკმაყოფილებს უტოლობას: 

IICXX)II < IIC.I IIXII. 
უკანასკნელ უტოლობას თუ შევადარებთ (3.53), გვექნება 

LVLII < IICII. 
მაგრამ 3.27 თეორემის თანახმად ადგილი აქვს აგრეთვე შეფასებას 

IVI= ჭაი | ICსდ II « 2, IIV,(9) II =IICVII. 

ამ ოლობიდან და წინა ოლობიდან მივიღებთ: | C/,II =IIL/, 
არრა მმარ ები. რომ. 0 (ი არის ან თძელება 

ი +(X) ოპერატორისა LL სიმრავლიდან მთელ #L, სიგრცემდე. დავუშვათ, რომ 

IC) არის მეორე ოპერატორი, რომელიც ისეთივე გაგრძელებაა L/,(X) ოპე- 

რატორისა, როგორიც V,(+) ოპერატორი, მაშინ, ნებისმიერი ჯ C ნ, ელემენ- 
ტისათვის, რომლისკენაც ნორმით კრებადია (XC 1 მიმდევრობა, გეექნება 

1. II Vა(X)-– V,(X») II = „ათ. ICI) – , თ.) II =%. (3.54) 
წთ 
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გამოვიდეთ ახლა იგივეობიდან: 

ხი – Vა'(X)= Lაე-- C,(X,)+VI(X.) – LV, (X), 

რომელშიც გადავიდეთ ნორმებზე, მივიღებთ 

ICC) – VII <1 (00 – VC.)I+ IV 0 – ცხო. 
გადავიდეთ ზღვარზე როცა /I->C0 და გამოვიყენოთ (3.54) ტოლობა, 

გვექნება 
ხა) = ხV»”C) 

და თეორემა ·დამტკიცებულია. 

დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი ცხადი 

შედეგი, ვთქვათ. წრფივი C() ოპერატორი ზოქმედებს 
წრფივი წორმირებული ჯ, სივრციდან წრფივ ნორმირებულ 

ხე სიერცეში. გარდა ამისა, ვთქვათ, ჩარის წრფივი მრა- 
ვგალსახეობა, როზელიც ყველგან მკვრივია #, სივრცეში. თუ 
VVC) ოპერატორი ისეთია, რომ C(X)=0,, როცა XC V, მაშინ CI(X)= 

=0,, როცა ჯCჩ, ე. ი. თუ CVCI) ნულოვანი ოპერატორია # სიმ- 

რავლეზე, მაშინ იგი ნულოვანი ოპერატორი იქნება მთელ 

ს, სივრცეზე. 

ქვევით ჩვენ მოვიყვანთ კიდევ ერთი თეორემის დამტკიცებას ოპერატო- 

რის გაგრძელების შესახებ, როცა ოპერატორის განსაზღვრისა და მნიშვნე- 

ლობათა სიმრავლეები დახასიათებულია დამატებითი პირობებით, 

წინასწარ შემოვიღოთ 

განსაზღვრა. ვიტყვით, რომ 8 სიმრავლე არის > ტიპის სივრცე და 

აღენიშნავთ წედ) სიმბოლოთი, თუ შესრულებულია შემდეგი ორი პირობა: 

1) არის წრფივი ნორმირებული სივრცე. 

2) 8 სივრცეში აღებული ჩაკეტილ სფეროთა შეჭიდული ყოველი (5, | 
სისტემა ისეთია, რომ ია, თანაკვეთა არ არის ცარიელი სიმრავლე, 

თეორემა 8.45. ცთქვათ, ს, წრფივი ნორმირებული სეპარა- 

ბელური სივრცეა და ჩმასში მოთავსებული რაიმე ქვესივრ- 

ცე. თუ # ქვესივრცეზე განსაზღვრული წრფივი VI (>) ობერა- 
ტორი #-ს გადასახავს » ტიპის ხრ სივრცეში, მაშინ არსე- 

ბობს V,() ოპერატორის წრფივი V.(:) გაგრძელება ჯ ჭვე- 
სივრციდან მთელ L, სივგრცემზდე ნორზის შეუცვლელად, რო- 

მელიც მოქმედებს 8, სივრციდან L”)) სივრცეში. 

თეორემის დასამტკიცებლად ავაგოთ ჩაკეტილი I” სიმრავლე, რომლის 
+ ელემენტები განსაზღვრულია ტოლობით: 

X»=X+1X, (3.55) 
სადაც X, არის ს, სივრცის ფიქსირებული ელემენტი, XC L და –ლ9:--/(–თ, 

ცხადია, L” იქნება #, სივრცის ქეესივრცე. კერძოდ, როცა », C X, მაშინ 

I = #, ხოლო როცა #X,C L, მაშინ LC#. ისიც „შევნიშნოთ, რომ როცა 

· 2. CL, მაშინ L. ქვესივრცის ყოველი ელემენტი ცალსახად არის განსაზღვ- 
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რული (3.55) ტოლობით. მართლაც, ვთქეათ, L ქვესივრცის ერთი და იგივე 
ელემენტი წარმოიდგინება (3.55) ტოლობით ორი სხვადასხვა სახით: 

X =X-ხLა=X46-6%, 29 XC IL, X CI. 17, 
მაზინ 

  X- = (X- ჯე, 
/-/, 

რაც იმას ნი%ზნავს, რომ X, C L. ეს კი ეწინააღმდეგება ჩვენ პირობას. 
ჯერ დავამტკიცოთ, რომ არსებობს C,(X) ოპერატორის Vხ./(») გაგრძე- 

ლება წი ქვესავრციდან L ქვესივრეემდე, რომელიც დააკმაყოფილებს თეო- 

რების ყველა პირობას. ცხადია, საკზარისია განვიხილოთ შეზთხვევა, როცა L 

არის #' სიმოავლის საკუთრივი ნაწილი. რისთვისაც საკმარისია ვიგულისხ- 

მოთ, რომ (3.55) ტოლობაში ელემენტი X, CL. : 

დავუზგათ, რომ არსებობს VL/,'(V) გაგრძელება, მაშინ ნებისმიერი X C LL 
ელე?ენტისათვის გვექნება: 

ს, (X)=Vა(X)+/Vა(+,)= C,(X)+ 7C)(X,). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ C.M(X) განსახღვრისათვის საჭიროა ვიცოდეთ 

V,(X) C L"9) ელემენტი, 
ავაგოთ ცო სივრცე პი ჩაჟეტილი სფეროების ისეთი (+ | სისტემა, რომ 

სფეროს ცენტრი იყოს L/,(X) C (85 წერტილი, ხოლო რადიუსი ჯ == 

IL)I IX-XII. 
დავანტკიცოთ შემდეგი წინადადება: იმისათვის, რომ არსებობდეს წრფი- 

5. ს 

ვი (#9 ოპერატორი, როზლის განსაზღვ იგრის არეა წი და მნიზვნელ ლობათა არე 

ეკ ჯუთვნის ნ.) სივრცეს და, როელიც “დააკმაყოფილებს პირობებს: L/,'(X)=. 

=VC(X), როცა XC L, IIC;III-=LICI II, აუჟ:,/ილებელი და საკმარისია, არსებობ- 

დეს ისეთი ჩაკეტილი სფეროების (|§,| სისტემა, რომ მათი თანაკვეთა იყოს 

არაცარიელი სიმრავლე. 

ჯერ შევამოწმოთ პირობის აუცილებლობა. ამისათვის, „ვთქვათ, CV, ობე- 

რატორი არსებობს, როზელსაც ჩანოთვლილი თვისებები აქეს. რადგანაც # 

სიმრაგლეზე CV”, ოპერატორს იგივე ნორმა აქვს, როგორიც CV, ობერატორს 

XL სინრავლეზე, ამიტომ XC LL, X, CL" ელემენტებისათვის, შეგვიძლია დავ- 
წეროთ ·: 

IC; (X) – CV,(XIII = II V, (XL) – CV; 00II = IICVICX,–X)II <- 
< II CV II IX -XII= IC)II IIX, –XII. (3.56) 

ეს უ?/ როლობა (როცა იცვლება XC ელე მენტ :ტ) გამოხატავს ჩაკეტილი 

სფეროების (5) სისტემას. საჭიროა დავაზტკიცოთ, რომ ი 89 სიმრავლე არ 

არის ცარიელი. თეორემის პირობების თანახმად საკმარისია ვუჩეენოთ, რომ 

| 8, არის შეჭიდული სფეროების სისტება, ავიღოთ ამ სისტეზის ორი ნების- 
მიერი პა, · 5, ლ (5) სფერო, რომელთა რადიუსებია ზესაბამისად #, და 7ე, 

ხოლო ცენტრები--/,” =C(X,) და ყ.'=C,(X,') წერტილები. გამოვიყენოთ 

(3.56) და უტოლობა 

„_––_–უ_––_--_-_–' 
200



გქექნება: 
#L + 7 =:II L, II(IIX, --X,'I| + IX, – X; II)>IIC;II |(Xე”–-Xე”|| > 

> I V.(X„– X,')1I = IIM, – ყა LL. 

ამ შეფასებიდან ჩანს, რომ მანძილი 5, და 8. „ სფეროების ცენტრებს შზო- 

რის არ აღემატება ამ სფეროების რადიუსების. ჯაზს. ეს იმას ნიზნავს, რომ 

505, „ თანაკვეთა არ არის (არიელი სიმრავლე, მაშასადამე, (5,) არის 
შეჭიდული სფეროების სისტემა. ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცე- 
ბულია. 

გადავიდეთ პირობის საკმარისობის დამტკიცებაზე. დავუშვათ, რომ 

(5, სისტემის კუთვნილი ყველა სფეროების თანაკვეთა არ არის ცარიელი 
სიმრავლე. აღვნიმნოთ ყე::ით მათი თანაკვეთის ერთ-ერთი წერტილი. განვ- 

საზღვროთ საძიებელი CL,” ოპერატორი შემდეგნაირად: X,C I წერტილზე 

ადგილი ჰქონდეს V,(V)=ყე ტოლობას და ნებისმიერ X C ს” ელემენტზე 
განსაზღვრული იყოს ტოლობით: 

Lა'(X)=LV(CX,)+ CI (X)ლ–/ყი+ სა (X), 

სადაც, როგორც ვიცით, ელემენტი #C L. ვინაიდან, # ელემენტის წარმოდ- 
გენა (3.55) სახით ცალსახაა, ამიტომ ამ პირობებით განსაზღვრული VI,” არის 
ადიტიური ოპერატორი, ვუჩვენოთ, რომ LI, არის ნორმით შემოსაზღერული 

ოპერატორი /V” ქვესივრცეზე. მართლაც, -როცა 1(#0, გვაქვს 

IV CI) I = I /Vა(CXL)+C თოი) 0 (X)-ხ0/ C +1- 

           (ნ) თV (#7) <II- 5 =IMIVII8++-I- 
=ILCსI (ი I= IV, I IXII. 

ამრიგად, CV, არის ადიტიური და ნორმით შემოსაზღვრული ოპერატორი 

და, ამიტომ იგი წრფივია, ამასთანავე, უკანასკნელი უტოლობიდან პირდა- 

პირ ჩანს,რომ || CI || < II CV II. მაგრამ ისიც ცხადია, რომ 

II ა II 2>ICი I>=IIC,L, 

და, მაშასადამე |I|C,”||=||I VIII. 
ამით დამტკიცებულია, რომ არსებობს წრფივი L,(X) ოპერატორის 

წრფივი C,(X) გაგრძელება. ამ გაგრძელებას ადგილი აქვს L ქვესივრციდან 

XL” ქვესივრცემდე ნორმის შეუცვლელად. · 
დარჩა დავამტკიცოთ, რომ არსებობს L(ჩX) ოპერატორის წრფივი 

V.(X) გაგრძელება L ქვესიერციდან მთელ #, სივრცემდე და, რომ ეს გაგრ- 

ძელება შესაძლოა ნორმის შეუცვლელად. 

ვინაიდან #6, სეპარაბელური სივრცეა, ამიტომ არსებობს მისი ელემენ- 

ტების თვლადი თ სიზრაგლე, რომელიც ყველგან მკვრივია L, სივრცეში. აქ 

ორი შემთხვევა წარმოგვიდგება: 

1) #ი თ თანაკვეთა მთლიანად ეკუთვნის L ქვესივრცეს, 
2) ა სიმრავლე შეიცავს ისეთ წერტილებს, რომლებიც არ ეკუთგნის 

L ქვესიგრცეს. 
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თუ ადგილი აქვს 1) შემთხეევას, მაშინ # ყველგან მკვრივი იქნება #, 
თრეი და, 3.41 თეორემის ძალით, ჩვენი წინადადება დამტკიცებული 
იქნება. 

8 განვიხილოთ მეორე შესაძლო შემთხვევა. ვთქვათ, XI), XI9),... Cთ ის 

წერტილებია, რომლებიც არ ეკუთვნიან # ქეესივრცეს. იმ წესით, რომლი- 

თაც ზემოთ აგებული იყო LX” ქვესივრცე, ავაგოთ LL) ქვესივრცე და მასზე 
განსაზღვრული VI») ოპერატორი, რომელიც იქნება C/,(X) ოპერატორის 

წრფივი გაგრძელება ნორმის შეუცვლელად ჯ სიმრავლიდან #L) სიმრავლემ- 

დე. ამ წესით ავაგოთ ქვესივრცეთა (LL მიმდევრობა: სCIL)CIV)C.. · და 

მათზე განსაზღვრული წრფივი ოპერატორების (|C/CXX)) მიმდევრობა. ამ მიმ- 

დევრობის ყოველი VIII) ოპერატორი წარმოადგენს წინამავალი L/IC 1XX) 

ოპერატორის წრფივ გაგრძელებას ნორმის შეუცვლელად #-1) ქვესივრცი- 

დან II ქვესივრცეზდე: 
C,CVI)CVIVC... , 

IIC,II= II VIII = IIVI9III =... . 

ცხადია რომ თუ რომელიმე ჯ რიცხვისათვის . I2C)=VC, მაშინ შესაბამისი 

ყოს) ოპერატორი იქნება C(X) ოპერატორის საძიებელი გაგრძელება ს. 

ქვესივრციდან # სივრცემდე. 

დავუშვათ, რომ არცერთი LL #%#. მაშინ, XI), ჯI2),,.. ელემენტებს შო- 

რის არსებობს ისეთი ელემენტები, რომლებიც არ მიეკუთვნება LL სიზრავ- 
ლეს. ვთქვათ, XL”) არის პირველი ასეთი ელემენტი, ავაგოთ (3.55) ფორმუ- 

ლის დახმარებით ჩაკეტილი »ჯიო+) ქვესივრცე და გავაგრძელოთ სVMX) ოპე- 

რატორი ნორმის შეუცვლელად #I) სიმრავლიდან LL”ო+9) სიმრავლემდე. ოპე- 
რატორი, რომელიც ამ წრფივ გაგრძელებას განახორციელებს, აღვნიშნოთ 

ხო+)იძ0-ით. ანალოგიურად ავაგოთ Lო+29), Lო19),.., ქვესივოცეები და შესა- 

ბამი CV" %X),... ოპერატორები. მათი აგების წესი ისეთია, რომ 

სLს-Iო+)C ჩო+9ლC,.., 

და 

IIთII= | ხო-)|=  ყრნ||=.... 
თუ რომელიმე LL) =ჯ, მაშინ სათანადო წრფივი CI) ოპერატორი იქნება 

ხ,0) ოპერატორის საძიებელი გაგრძელება. თუკი არცერთი LC)#L, მაშინ 

თი სიმრავლის ყოველი ჯ ელემენტი მიეკუთვნება L=) ქვესივრცეს. ცხადია, მა- 

შინ თ სიმრავლის წრფივი L(თ) გარსის ყოველი ელემენტიც მიეკუთვნება ჯო 

ქვესიერცეს. ავიღოთ. ნებისმიერი #C X(Cთ) ელემენტი. არსებობს ისეთი LI) 

ქვესივრცე, რომ XC #.. განვსაზღვროთ წრფივ #(თ) გარსზე ახალი ოპე- 

რატორი: 
CIVCX) = LICXX) (3.57) 

და დავამტკიცოთ, რომ იგი სწორედ საძიებელი წრფივი. ოპერატორია. წი- 

ნასწარ შევნიშნოთ, რომ (3.57) ტოლობით განსაზღვრული VI MX) ოპერატო- 

რი არ არის დამოკიდებული ჯ ნიშნაკის შერჩევაზე. ეს იქიდან ჩანს, რომ თუ 

XC LI, X0 59) და # <7, მაშინ CIMXX)=C/MX). 
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MI) ოპერატორი ადიტიურია, მართლაც, გთ ქვათ, X", »-"CL(V%) 

ნებისმიერი ელემენტებია, სადაც XXC LC), X+CILიო და „I<»/. მაშინ 

ჯ"+X»M C ჯო) და ამიტომ 

ცსოცოჯალე= მოცე ო=ყოფე+0ოცოი – 
= CCXXXჯ#) + CI(9/(X%XX), 

ამასთანავე, CVXVC#) ნორმითაც შემოსაზღვრულია წრფივ #(თ) გარსზე. ეს იქი- 
დან გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი XC#(ი) ელემენტისათვის, თანახმად 

(3.57) ტოლობისა, გვაქეს 

ICV“CიII =IIVMVი9II < ILVIII IIXII=IIVIII IIXII. 
ამრიგად, VV(CX) ოპერატორი წრფივია #(ი) სიმრავლეზე. 

უკანასკნელი უტოლობიდან ისიც გამომდინარეობს, რომ || XII <. II, II. 
ამასთანავე, ვინაიდან VIX(CX) ოპერატორის განსაზღვრის არე შეიცავს L/,(X) 

ოპერატორის განსაზღვრის არეს, ამიტომ ადგილი აქვს ასეთ უტოლობასაც: 

'IV“I >IILსII- 
საიდანაც, წინა უტოლობის ძალით, მივიღებთ |IC/XII =IIV,II. 

თანახმად 3.41 თეორემისა, არსებობს L/,(XV) ოპერატორი, განსაზღვრუ- 

ლი ჩაკეტილ IL(V) სიზრავლეზე, რომელიც იქნება VV(X) ოპერატორის წრფი- 

ვი გაგრძელება ნორმის შეუცვლელად წრფივი X(Vთ) გარსიდან მის #(თ) ჩა- 

კეტვამდე. მაგრამ, რადგანაც თ ყველგან მკვრივი სიმრავლეა # სივრცეში, 

ამიტომ მართებულია #(თ)= #6 ტოლობა. V(X) ოპერატორი დააკმაყოფილებს 

თეორემაში მოთხოვნილ ყველა პირობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 10. წრფივ ოპერატორთა სივრცე 

განვიხილოთ ორი წრფივი ნორმირებული X#,, #ე სივრცე და ყველა იმ 

წრფივი ოპერატორის 9 (–) სიმრავლე, რომლებიც #, სივრციდან მოქმედებენ 

ხე სივრცეში. <2 სიბრავლის ელემენტებისათვის შემოვიღოთ ცნებანი შეკრე- 
ბისა და რიცხვზე გამრავლებისა. 

ვთქვათ, CI), VCIC-· ნებისმიერი ორი ელემენტია, CV ოპერატორს, რო- 

” მელიც განსახღგრულია ტოლობით: 

Vყ0)=V0Vთ+ 90ბთ, (3.58) 
სადაც XC #%, ვუწოდოთ VI) და VI) ოპერატორების ჯამი და დავწერთ V= 

=VI)+ VM. ცხადია, რომ CV ოპერატორი ადიტიურია და, გარდა ამისა, აკ- 
მაყოფილებს პირობას. 

IICCX)I VმსVც0 + V-))II <CI CVI?II + II VIII) IXI. 

როგორც ჩანს, წრფივ ოპერატორთა ჯამი, რომელიც განსაზღერულია (3.58) 

ტოლობით, თვითონაც წრფივი ოპერატორი არის და L, სივრციდან #8, სივრ- 

ცეში მოქმედებს. ამის გამო, ოპერატორი CV C%. 

რაიმე « რიცხვისა და LC 9 ოპერატორის დ ნამრავლი განვსაზღვროთ 
ტოლობით 

მ0)=თყ0/. 
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ცხადია, ს ისევ წრფივი ოპერატორი იქნება რომლის განსაზღვრის არეა 
ნ, და მნიზვნელობათა სიმრავლე მოთავსებულია #, სივრცეში, მაშა- 

სადამე, ყწVC9. 9 სიმრავლის ნულოვანი ელემენტი ვუწოდოთ ”) ოპერატორს, 
რომელსაც ის თვისება აქვს, რომ V(X)=0, ნებისმიერი XC #, ელემენტისათ- 
ვის, სადაც რკ არის ჩე. სივრცის ნულოვანი ელემენტი. 

ავიღოთ ოპერატორთა (C,|C. მიმდევრობა. ვიტყვით, რომ (დV,) ნორ- 

მით თანაბრად კრებადია L, სივრცეზე, თუ არსებობს ისეთი L ოპერატორი, 
რომელიც მოჟმედებს L, სივრციდან L, სივრცეში და, თუ ნებისმიერი X ელე- 

მენტისათვის, ადგილი აქვს ტოლობას 

II)0II 0,0 – CXIII =9. 
#-»ლ2 · 

0 ოპერატორს ეწოდება (C,) მიმდევრობის ზღვარითი ოპერატორი. 

შემოვიღოთ 9) სიმრავლეში ელემენტის ნორმის ცნება. თუ VC59), მა- 

შინ მზის ნორმას ვუწოდებთ რიცხეს 

III =ასს1 VIII (3.59) 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ელემენტის ნორმა, რომელიც ამ ფორმულით არის 

განსაზღვრული, დააკმაყოფილებს ნორმის ყველა საჟვალდებულო აქსიომას. 

მართლაც, დაერწმუნდეთ ჯერ იმაში, რომ || CI =0 ზაშინ და მხოლოდ 
მაშინ, როცა V=-#. ვთქვათ, | LIII =0, მაშინ §სI)II V(X)I =0. აქედან გვექნე- 

IIXI<-L 
ბა, როზ ერთეულოვან I XI <1 სფეროში ადგილი აქვს LXLX)=0,7 ტოლობას. 

ვინაიდან V ოპერატორი ადიტიურია , სივრცეზე, ამიტომ მისი მნიშვნე- 

ლობა ნებისმიერ XC L ელემენტზე შეგვიძლია წარმოვადგინოთ შემდეგი ტო- 

% არისს ერთეულოვანი   ა ყლე > რადგან ლობით: CCX)= IXI VI  – |) დღს ოადგაზაც – _ 
IXII ი IXI 

სფეროს ზედაპირის ელემენტი, ამიტომ V(X)| =6,. 

ამრიგად, V ოპერატორი ისეთია, რომ 8, სივრცის ყველა ელემენტს 

გადასახავს #, სივრცის ნულოვან 0, ელემენტში. ეს ინას ნიშნავს, რომ V=9. 

გარდა ამისა, პირდაპირ ჩანს, რომ II VII >0, როცა C%9, 

C სიმრავლის ელემენტების ნორმებისათვის შესრულებულია სამკუთხე- 

დის აქსიომაც, მართლაც, ვთქვათ VI), CI) C0, ნორმის განსაზღვრის თანახ- 

მად, გვაქვს 
I V) + CI9II =5სი|| VVIXX)+ Vრცდე | დ5სი) VოთიII + 5სXII CI”XX))| = 

II2<1 IXI <| IIXII<I 
=I60I+10CL. 

დაბოლოს ცხადია, რომ ნებისმიერი « რიცხვისათვის ადგილი აქვს 

ტოლობას; · 

I«9II = 5სიI2VVX)L= I ICI. 
4) | 5> 

დავამტკიცოთ ს. ბანახისა და გ. შტეინჰაუზის ორი მნიშვნელოვანი თეო- 

რემა, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ ყველა წრფივი ოპერატორის (I სიმ- 
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რავლე, რომლებიც 8, სივრციდან ს, სივრცეში მოქმედებს, არის წრფივი 

ნორმირებული სივრცე. 

თეორემა 3.43. თუ წრფივ ოპერატორთა (CC მიმდევ- 

რობა ნორმით თანაბრად კრებადია #, სივრცეზე V ოპე- 
რატორისაკენ, რომელიც #, სივრციდან #, სივრცეში მოქ4- 

მე დებს და, თუ რიცხვითი II მ,I) მიმდევრობა შეზოსაზღე- 

რულია, მაშინ VV) წრფივი ოპერატორი იქნება #:, სივრ- 

ცეზე. _ 
დავამტკიცოთ ჯერ C(X) ოპერატორის ადიუტიურობა. გთქვათ, X,ყ ნ, 

ნებისმიერი ელემენტებია, თანახმად თეორემის პირველი პირობისა, ერთის 

მხრივ გვაქვს: 

1I9VII C,(X-+-V) -- V(X+V)I =9. 
თ #– 

11CII V,(X) – VCXIII =0, 
#–“–- > ' 

III V,C/) ·- 0(X)II =0. 
#-–>Cთ 

მეორეს მხრივ, ადგილი აქვს შეფასებას: 

ILCX+#) – V% – VCVI)I<II CX+M) – შ,CდX+V)I + 
+IVთ)- 09,09II + I VIV)– 94)! 

საიდანაც, როცა »-%, წინა ტოლობების ძალით, მივიღებთ 

VCX+V#)= VXCX)+ CV. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ ზღვარითი (763) ოპერატორი ნორმით შეზო- 

საზღვრულია #, სივრცეზე, ამისათვის გამოვიყენოთ თეორემის შეორე პირო- 

ბა, რომლის თანახმად | C,II დ-0, (#=1; 2,...), სადაც ს რაღაც რიცხვია. 

ვინაიდან ყოველი VC,(») წრფივი ოპერატორია, ამიტომ 

I CV%)II<II II II <-MIIXI. 

თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა M-–>·ა და, გავითვალისწი- 

ნებთ, რომ III C„(X)I = II V(X)I , მივიღებთ 
1=Cთ%6 

I V(M) I <LIIXII. 

ამრიგად, ზღვარითი V(X) ოპერატორი წრფივია და თეორეზა დამტკიცებულია. 

თეორემა 8.44. წრფივ ოპერატორთა 5) სიმრავლე სრე- 

ლია. 

ავიღოთ ნებისმიერი ფუნდამენტალური IC,I CV) მიმდევრობა ე. ი, ისე- 

თი, რომ 

II)II CV» -- „I = 9. 
MI, #M<20 

შევნიშნოთ, რომ ვინაიდან 

I0,- 0,I>II0-I –LV,I I, 
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ამიტომ (3.60) ტოლობიდან შეგვიძლია დავწეროთ 

სთ (VI - IC, I 
”, ჯო 

=0. 
  

რაც იმას ნიშნავს, რომ (IC,1) რიცხვითი მიმდევრობა ფუნდამენტალურია 

და, მაშასადამე, იგი შემოსაზღვრული იქნება. 

დავამტკიცოთ, რომ არსებობს წრფივი VC 9) ოპერატორი, რომელიც 
დააკმაყოფილებს პირობას 

- III) I V,–- 0I| =0. „· (3.65) 
M–-<ი–ი0ლC 

ამისათვის ავიღოთ ნებისმიერი XC ნ, ელემენტი. ადგილი აქვს შეფა- 

სებას: · ' 

I სთ(X) – ყე(X)I <(V» ·- C,)XII CII =– VIII IXII· 
საიდანაც, თანახმად (3.60) ტოლობისა მივიღებთ 

1II0. II V(X) –· CI,(X) II-=0. 
I, M9–=+259 

როგორც ვხედავთ (C,(X)Cსე არის ფუნდამენტალური მიმდევრობა და, ვი- 
ნაიდან ს, სივრცე სრულია, ამიტომ იგი ნორმით კრებადი იქნება გარკვეუ- 

ლი 2=VC)C#ს, ელემენტისაკენ, ამ მსჯელობიდან გამომდინარეობს, რომ 

ყოველ XC #, ელემენტს შეესაბამება ისეთი CIX) C 8, ელემენტი, რომ 

III0 || V,(2) –- CCX)||C90. 

სხვანაირად რომ ვთქვათ, დამტკიცებულია შემ,აეგი ფაქტი: თუ IV,)ლ!ა არის 
წრფივი ოპერატორების ფუნდამენტალური მიმდევრობა, მაშინ არსებობს VI 
ოპერატორი, რომელიც L) სივრციდან მოქმედებს #. სივრცეში და (Vთ,.) 

მიმდევრობა ნორმით თანაბრად კრებადია Vყ-საკენ #, სივრცეზე. გარდა ამი- 
სა, ვინაიდან IIC,I) რიცხვითი მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, ამიტომ წინა 
თეორემის ძალით, V(X) იქნება წრფივი ოპერატორი ს, სივრცეზე და მაშა- 

სადამე, CI C 9. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ წ სწორედ ის ოპერატორია, რომელიც და- 

აკმაყოფილებს (3.61) პირობას, 
მართლაც, ვინაიდან (თ,I(X)CL, მიმდევრობა ნორმით კრებადია, ამი- 

ტომ ნებისმიერი 6>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური M= M(2) 
რიცხვი, რომ ყოველი X ელემენტისათვის, რომელიც ერთეულოვან სფეროს 

ეკუთვნის, ადგილი ექნება უტოლობას 

I0ი+-(X9 – ხ,(X)'<-%, როცა M#>IV, 

სადაც # ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია. 
ახლა განვიხილოთ შემდეგი უტოლობა: : 

IVი – C,თII<.| ყდი – CV+-,(თII+II0,+;(X) - ხ,CII- 
აქედან, წინა უტოლობის დახმარებით, მივიღებთ 

IVCიI, – VX)II CIIVCი – მ-(X9I+65, როცა MX> M. 
გადავიდეთ ამ უტოლობაში ზღვარზე როცა #-თ, გვექნება 

IVVX)– დ,Cთ)| <6. 
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მოვიგონოთ ელემენტის ნორმის განსაზღვრა §' სიმრავლეში და გამოვიყენოთ 
უკანასკნელი უტოლობა, მივიღებთ 

IV–- 0, = §სს I(0– 9,)XI<%5, როცა »>V. 
IXI.<1 

ეს კი იმას ნიზნაეს, რომ 

III CV-– C,II= 0. 
თ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

მოვიყვანოთ წრფივ ოპერატორთა მიმდევრობის ნორმით თანაბრად კრე- 
ბადობის ერთი საკმარისი ნიშანი, 

თეორემა 3.45. ვთქვათ, წრფივი ოპერატორების |V,) მიმ- 
დევრობა ისეთია, რომ ყოველი მათგანი მოქმედებს წრფივი 
ნორმირებუ ლი L, სივრციდან წრფივ ნორმირებულ #. სივრ- 
ცეში. გარდა ამისა, ვიგულისხმოთ, რომ შესრულებულია პი- 
რობები: 1) IC,(2:)) C ს, მიმდევრობა ნორმით თანაბრად კრება- 

დია V ოპერატორისაკენ ყოველი CV ელემენტისათვის, სა- 
და, M არის ყველგან მკვრივი სიმრავლე #, სივრცეში. 2) რი- 
ცხვითი (ICI) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია ს რიცხვით.მა- 
შინ (V,(X)) მიმდევრობა ნორმით თანაბრად კრებადი იქნება 

მთელ XL, სივრცეზე წრფივი IX ოპერატორისაკენ. 

თეორემის პირობების ძალით, ნებისმიერი დადებითი 8 რიცხვისათვის 
და ნებისმიერი XC # ელემენტისათვის არსებობს ისეთი XC M ელემენტი რომ 

IX-- XIC--, I I< 3ი 

გარდა ამისა, (C,(X)| მიმდევრობა ნორმით თანაბრად კრებადია ზღვარითი 

V(X) ოპერატორისაკენ: 88" 

IთI V,0ი0 – CV (00L| =9 
#-– ი 

ნებისმიერი XC M ელემენტისათვის. 
ადგილი შესამჩნევია, რომ (L,I(X)C;, ფუნდამენტალური მიმდევრობა იქ- 

ნება, მართლაც, არსებობს იმდენად დიდი ”V ნატურალური რიცხეი, რომ 

როცა #, M>M, გვექნება 
I VCX) – ს,0VX)I <I სოV-- X)II II VCX-– 2) + 

= – ბა 6 
+ მიძე--ხ,თI <2 ვ) 13“ “ 

ვინაიდან #, სრული სივრცეა, ამიტომ, 3.43 თეორემის ძალით, არსებობს 

ისეთი წრფივი V(X) ოპერატორი, რომ ადგილი ექნება ტოლობას 

1CII C(X) –- VX)II =0 
ჩ--X 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია 
დავამტკიცოთ ბანახის კიდევ ერთი მნიშვნელოვანი 
თეორემა 8.46. თუ წრფივი ოპერატორების (CV) მიმდღევრო- 

ბა ისეთია, რომ ყოველი წხ, მოქმედებს წრფივი ნორმირე- 
ბული ს, სივრციდან წრფივ ნორმირებულ L, სივრცეში დათუ 
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ეს მიმდევრობა ნორმით თანაბრად კრებადია XX, სიერ- 
ცეზე CV(I)) ოპერატორისაკენ, მაშინ ნორმების (IVC,I) მიმდევ- 

რობა შემოსაზღვრულია. 
თეორემის დასამტკიცებლად დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე. ი. დავუშვათ, 

რომ თეორემის პირობები შესრულებულია, მაგრამ (II C.I) მიმდევრობა არ 

არის შემოსაზღვრული. დავამტკიცოთ, რომ მაშინ (II C,I) მიმდევრობა შემო- 

საზღვრული არ იქნება არცერთ 5(X,, §) სფეროზი, რომლის ჯე ცენტრი არის #, 

სივრცის ნებისმიერი ელემენტი და § რადიუსი ნებისმიერი დადებითი რიცხვია. 

მართლაც, II V,I) მიმდევრობა რომ რომელიმე 5(X,, 6) სფეროში ”მემოსა- 
ზღვრული იყოს, ე, ი. ადგილი რომ ჰქონდეს უტოლობას | C,(X) I CI), = 

=1, 2,..,, სადაც XC 5(%, §), მაშენ ადგილი უნდა ჰქონდეს 

I V,(X”)I <# 
უტოლობასაც, სადაც X”=5I) XII +X” + X- C 5(X), 2) ხოლო X” არის , სივრცის 

ნებისმიერი ელემენტი და X7#0,. ვინაიდან ყოველი V„ წრფიეი ოპერატო- 

რია, ამიტომ წინა უტოლობა ასეც ჩაიწერება: 

I II X II 1C,(X) + I/ „(Xა) II <5 

და ვინაიდან 

8IIX”II 1IIV,(X9)II·– I V(%)II < II6IIX I "IX )+ VCXI)II, 

5IXI ·IV.X)I – IV,VII <L-. 
ამიტომ 

აქედან მივიღებთ 

ICVაVCX)II<IMIIX'II, (3.62) 

ს.=6 (++ II Vი(%)II). 

თანახმად პირობისა, (CV ,(Xე)) მიმდევრობა ნორმით კრებადია, მამასა- 

დამე, ნორმების (I LM „(XI)II| მიმდევრობა ზბემოსაზღვრულია და (3,62) უტოლო– 

ბაში ს, სასრული რიცხვია. ამის გამო, იმავე (3.62) უტოლობიდან გამომ- 

დინარეობს, რომ | C,I < სც რაც ეწინააღმდეგება ჩვენ დაშვებას. ამრიგად, 
თუ დაუშვებთ, რომ (IV,I) მიმდევრობა არ არის შემოსაზღვრული, მაშინ 

II CX)II) მიმდევრობა არ იქნება შემოსაზღვრული არცერთ ჩაკეტილ +5(Xა, 8) 

სფეროში, 
ვთქვათ ახლა, §CL, ნებისნიერი ჩაკეტილი სფეროა, თანახმად დამტ- 

კიცებული წინადადებისა, თუ (I V,I) მიმდევრობა არ არის შემოსაზღვრუ- 

ლი, მაშინ (I II,(X)II) მიზდევრობაც არ იქნება შემოსაზღვრული § სფეროში. 

ამის გამო, არსებობს VI, ოპერატორი და ისეთი XC5 ელეზენტი- რომ 

I VI,(X,)I >>1. ვინაიდან VI, ნორმით უწყვეტი ოპერატორია, ამიტომ წინა 

უტოლობას ადგილი ექნება რაიზე ჩაკეტილ 5,(X, 5.) სფეროზი. მაგრამ, 

5,(X,, 6) სფეროშიც არ არის შემოსაზღკრული (II V,(X)I) მიმდევრობა და, 

ამიტომ არსებობს CV „, ოპერატორი, #, >”, და ისეთი X,. C 5,(X,, 8,) ელემენ- 

ტი, რომ IC „(>X)II>2. მაგრამ, CV, ოპერატორის უწყვეტობის გამო, უკაზას- 

კნელ უტოლობას ადგილი ექნება აგრეთვე რაიმე 5,(C#,, §,)C 5,(XV,, 5) სფეროში 
სადაც <2. თუ გავაგრძელებთ მოყვანილ მსჯელობას უსასრულოდ, მივი- 

სადაც 

ღებთ ერთმანეთში ჩალაგებულ სფეროთა (5,(,, §,)) მიმდევრობას, სადაც 
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9, <. <1. ცხადია, რადიუსების (6) მიმდევრობა კრებადია ნულისაკენ. თა- 

ნახმად 1.29 თეორემისა, არსებობს X#X C 5,(X,, 6,)X(M#=1, 2,...) ელემენტი, 

რომლისთვისაც ადგილი ექნება უტოლობას: II CV VIIX"I >>#. ეს კი ”შეუძლებე- 
ლია, ვინაიდან (V,X) არის ნორმით კრებადი მიმდევრობა ყოველი XC#, 
ელემენტისათვის, თეორემა დამტკიცებულია, 

§ 11, წრფივი ოპერატორების ნამრავლი 

ავიღოთ წრფივი ნორმირებული #L,, #,, #კ სივრცეები. ვთქვათ, წრფი- 

ვი ყ=V(2%) ოპერატორი მოქმედებს #, ს სივრციდან სე სივრცეში, ხოლო 
წრფივი 2=V7V(V) ოპერატორი მოქმედებს »ჯ. სივრციდან #ვე სივრცეში. განგ- 

საზღვროთ I7/=VV ნამრავლი, როგორც ისეთი ოპერატორი, რომელიც მოქ- 
მედებს XL, სივრციდან სე სივრცეში და, რომელსაც აქვს სახე 

I7(X) = 7(C (X)). 

ადვილი შესამჩნევია, რომ I7(X) აგრეთვე წრფივი ოპერატორია. 
მართლაც, ცხადია, IV(X) ნამრავლი ადიტიური ოპერატორია. ვაჩვენოთ, 

რომ იგი წარმოადგენს ს, სივრცეზე ნორმით შემოსაზღვრულ ოპერატორს, 

ვთქვათ, XC 8, ნებისმიერი ელემენტია, გვექნება 

I 7 ი9I =II7I(CVთ))II< II”II IVC)I <IIXIII ICI IIXI. 
ამრიგად, #M7/(X) წრფივი ოპერატორია, ამასთანავე II M”I-< II თIII IIV I · 

სრულიად ანალოგიურად განისაზღვრება წრფივ ოპერატორთა ნამრავლი 

იმ შემთხვევაშიც, როცა ოპერატორთა რიცხვი ორს აღემატება. 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა წრფივი V(X), 7/(X) და IM7(X) ოპე- 
რატორები წრფივი ნორმირებული #ჯ სივრციდან მოქმედებენ ისეე ამ სივრ- 

ცეში. ადვილი შესამოწმებელია, რომ ადგილი აქ>ვს ტოლობებს: 

(VX7)I7=V0(7 II), («V-7/)=თ(თ·I), 
(0 +I7/)I7=V0 IM7-+X I, V(თ7)=%(თ · 7). 
IICV-+/7/)= II 0 +777. თ(0--V)=თხ9-+ი2X, 

სადაც « ნებისმიერი (ნამდვილი ან კომპლექსური) რიცხვია, კერძოდ, შეგვიძ- 

ლია განვიხილოთ ოპერატორის „ხარისხებიც". ასე მაგალითად, L9=V.·V, 

=V?-L და ა. შ. 

მაგალითი: ვთქვათ, L(X)=IXCI) სადაც X(/,)C C(0,)) მაშინ CIXX)= 
= LX V(X))=–17X0), C/%X) =1%X(I) და ა. შ. 

შევნიშნოთ, რომ წრფივი ოპერატორების ნამრავლი საზოგადოდ არ 

არის კომუტატიური; V.V7 #70. 
განვიხილოთ, მაგალითად, წრფივი ოპერატორი: 

V(X9=(+X0, 
სადაც X(I) C C(0,1). ეს ოპერატორი მოქმედებს C(0,1)) სიგრციდან ისეე ამ 

სივრცეში, აგიღოთ მეორე წრფივი ოპერატორი: 

V(X)=!XC)- 

ეს უკანასკნელიც მოქმედებს C(0,1) სივრციდან ისევ ამ სივრცეში. შევადგი- 
ნოთ ნამრავლები: 

VC7 (X))=((1-LXC1)), 
V(V(CX))=/(0--XC)), 
V.V>%Vხ.



როგორც ვხედავთ, ყველა იმ წრფივი ოპერატორების «ს სიმრავლე, 
რომლებიც წრფივი ნორმირებული # სივრციდან მოქმედებს ამავე სივრცეში, 
წარმოადგენს არაკომუტატიურ ნორმირებულ ოგოლს. 

ქვემოთ ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ წოფივი ოპერატორების ნორმირებუ- 

ლი წა რგოლი შეიცავს აგრეთვე ერთეულოგან ოპერატორსაც, ე. ი. ისეთ # 

ოპერატორს, რომ (-.V=V-2= 0, სადაც L” C 5ჰ. 

თეორემა 3.47. თუ VC9 ისეთი წრფივი ოპერატორია, 

რომ IVI<1, მაშინ არსებობს 2+L ოპერატორის შებრუნე- 

ბული ((-V) 1 წრფივი ოპერატორი და I+ V)I <> ი.   

განვიხილოთ მწკრივი 

2 -V+V91მლ--... -(-1)ხ"+... (3.63) 

ვინაიდან |! C"II <- II CII "და|| 0 I<)1, ამიტომ ამ მწკრივის ელემენტების ნორმები- 
საგან შედგენელი რიცხვითი მწკრივი კრებადი იქნება (იხ. თეორემა 3.პი). 

თანახმად 3.31 თეორემისა, თვითონ (3.63) მწკრივი ნორმით კრებადი იქნება. 

დავამტკიცოთ, რომ ეს მწკრივი ნორმით კრებადია ((2+ CV) 1 ოპერატო- 

რისაკენ. მართლაც, ავიღოთ შემდეგი იგივეობა: 
C. VL-–- V+ თV-.. ·+( –1)” LV")=6+L(–1)40"+1 

თეორემის პირობის თანახმად: 

| თხ“ CI 015++--0, როცა »-+ოი, 
ამიტომ CM >9,, როცა #->ა0, სადაც #. არის ლ” სიმრავლის ნულოვანი 

ელემენტი. ამის გამო, როცა #X->C, წინა ტოლობიდან მივიღებთ: 

(6+VX -–0+V1--...)=46, 

#-- V+ 901-... =0(40(2+ CV): 1=(.+ ())“1 (3.64) 

ამით დამტკიცებულია (-- Lე)! ოპერატორის არსებობა, გარდა ამისა, თა- 

ნახმად 3,30 თეორემისა, გვექნება 
1 

I6C+Lს)!)<1+ICVI+IC"I+ ··-<14-0+0--...=-––-, 
1-4 

სადაც 4#= I VI. თეორემა დამტკიცებულია. 
ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი: 

თეორემა 83.48, თუ არსებობს VCი0 ოპერატორის შებრეუ- 
ნებული CV. ოპერატორი და VC9. ოპერატორი ისეთია, რომ 

IX7I< I 71I, მაშინ არსებობს V+” ოპერატორის შებრუნებუ- 

ლი (I+V) 1 ოპერატორი და ადგილი აქვს შეფასებას: 

-1 IV წI 9ხ+V)1-V1C- I(V+V)1-V1I< 1 LVC-I IXI 

მართლაც, ვინაიდან V-1 არსებობს და, ამასთანავე LV 1=0, ამიტომ 

ადგილი აქვს წარმოდგენას: V+7/7 = VC+ C 17). თეორემის პირობის თა- 

ნახმად, გვაქვს: I 0-'7/I CI V--I I7II <1. მაშასადამე, «+ V-I/ ოპერატორი 
აკმაყოფილებს 3.46 თეორემის პირობებს და, ამიტომ არსებობს მისი შებრუ- 

ნებული (+ V 17). ოპერატორი. (3.64) ფორმულის თანახმად, ეს უკა- 

ნასკნელი წარმოიდგინება ნორმით კრებადი შემდეგი მწკრივით: 

6+0-/)-1=+- 0IV+(0MVმ- ...+(C-1)%0-ო+-.. _ (3.65) 

ე· ი. 
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შევნიშნოთ, რომ ვინაიდან («+ V-I7)“1 და V-1 არიან შესაბამისად #+ VI-I7/ 

და V ოპერატორების შებრუნებული ოპერატორები, ამიტომ V(C.+V IV) 

ნამრავლის შებრუნებული ოპერატორი იქნება CV 1(6+ 017) 1. მაგრამ, ცხა- 

დია, C(2+ ს 17)= V+7. 
ამრიგად, არსებობს V+V ოპერატორის მებრუნებული V-I((+ 0-1 /)“1 

ოპერატორი. ამით დამტკიცებულია თეორემის პირველი ნაწილი. 

თეორემის მეორე ნაწილის დასამტკიცებლად, ავიღოთ იგივეობა: 

(ს+V7/)1-–-CV1=VI1IC+ CV 17) 1-–- V1= CV I(CC-+- თ- 17)“ –ი. 

აქედან გვაქვს .· 
I(V+7)1შ– VI <I(62+CV 1/)1–40I ICI I. 

თუ ამ უტოლობის მარჯვენა მხარეში (-+V 17)" ოპერატორის ნაცვლად 
ჩავსვამთ მის (3.65) გაშლას, მივიღებთ: 

I(–+#)+– V- II <| – 0IV+(01წ)-...4+(-1)X0-7)"+ 
+--- IV II<IIVIII+I(0 721 +-.-+ I(V IV) + 

+--.1I0-'I<(LIVI7I+IVIVI2+---)(V- II = 
= IC 'IIICII -_ IC "I _ 

1-IVCIV7I 1- I V-IV” 
ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 12, წრფივი ოპმრატო.რის სპეძტრი 

წრფივ ნორმირებულ ს სივრცეში განვიხილოთ წრფივი CV ოპერატორი, 

რომელიც სც სივრციდან ისევ ამ სივრცეში მოქმედებს. ვთქვათ ICI) არის 

იგივური ოპერატორი და 2. ნამდვილი ან კომპლექსური პარამეტრია. ავიღოთ 

ანტოლება 
გატოლი (0-–-I)X=:ყ, (3.66) 
სადაც ყC# ფიქსირებული ელემენტია. ამ განტოლებას წრფივი არა- 
ერთგვაროვანი ოპერატორული განტოლება ეწოდება, ხოლო 

(V–).,I)X=8. (3.67) 

განტოლებას, მისი შესაბაპი ერთგვაროვანი განტოლება. ვინაიდან 

V-X ოპერატორი წრფივია, ამიტომ ერთგვაროვან განტოლებას მუდამ აქეს 

ე· წ. ტრივიალური X=60 ამონახსნი. შებრუნებულ #, =(V-#I)“1 ოპერა- 

ტორს, როცა იგი არსებობს, ეწოდება (3.66) განტოლების რეზოლვენტა. 
ცხადია, რეზოლვენტის არსებობა დაზოკიდებულია 7» რიცხვის მნიშვნელობებ- 
ზე. » რიცხვის იმ მნიშვნელობას, რომლისთვისაც არსებობს #, რეზოლვენტა 

ეწოდება (3.66) განტოლების (ანუ L ოპერატორის) რეგულარული მნიშვნელობა 
(ანუ რეგულარული წერტილი). ისიც ცხადია, რომ LI ოპერატორის ყოველი რე- 

გულარული მნიშვნელობისათვის (3.66) განტოლებას აქვს ერთადერთი X=#, ყ 

ამონახსნი, ამასთანავე, V ოპერატორის რეგულარული მნიშვნელობისათგის 

ერთგვაროვან (3.67) განტოლებას აქვს მხოლოდ ტრივიალური ამონახსნი. 
ჯ» რიცხვს, რომლისთვისაც ერთგვაროვან (3.67) განტოლებას არატრი- 

ვიალური ამონახსნი აქვს, ეწოდება CV ოპერატორის საკუთრივი რიცხვი, 
ხოლო მის შესაბამის არატრივიალურ ამონახსნს ჰქვია V ოპერატორის სა- 

კუთრივი ელემენტი. 2» რიცხვის ყველა იმ მნიშვნელობის სიმრავლეს, 
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რომლებისთვისაც V-–»/ ოპერატორი არ არის შებრუნებადი, ეწოდება ყც 

ოპერატორის სპექტრი. ოპერატორის სპექტრი შეიცავს ყველა 

საკუთრივ რიცხეს, თუმცა შესაძლოა სპექტრი შეიცავდეს საკუთრივი რიცხ. 

ვებიდან განსხვავებულ მნიშვნელობებსაც. 

თანახმად 3.45 თეგორემისა, როცა # რიცხვი აკმაყოფილებს (.I>II CI 

პირობას, მაშინ (I.--.)./ ოპერატორი შებრუნებადია. გთქვათ 2 რიცხვი აკმა- 

ყოფილებს |MI «<< I(V-XI) 1 პირობას, მაშინ 3,456 თეორემის ძალით, 

ს-–-(0-+14))I! ოპერატორი აგრეთვე შებრუნებადი იქნება. ეს იმას ნი”შნავს, 
რომ ჯ რიცხვთან ერთად, #»+ 4) რიცხვი იქნება CV ოპერატორის რეგულარუ- 

ლი მნიშვნელობა. ამის გამო, V ოპერატორის რეგულარულ რიცხგთა სიმრავ- 

ლე ღია სიმრავლეა და, ამიტომ სპექტრი, როგორც მისი დამატება, ჩაკეტი- 

ლი სიმრავლე იქნება, 

თეორემა 3.494 თუ წრფივი V ოპერატორი, რომელიც 
წრფივი ნორმირებული L, სიგრციდან მოქმედებს წრფიე 

ნორმირებულ სჩ, სივრცეში. შებრუნებადია, მაშინ ყოველი 

წრფივიV ოპერატორი, რომელიც X, სივრციდან მოქმე- 

დებს სივრცეში და აკმაყოფილებს პირობასIIV–VI<IC1II 1, 
აგრეთვე შებრუნებადი იქნება. ამასთანავე, ე რიცხვისათ- 

ვის, რომელიც IV-X7IIV 'I<ი<) უტოლობას აკმაყოფი- 

ლებს, ადგილი აქვს IVI<;-, I V 1I შეფასებას. 

ვინაიდან, თეორემის პირობის თანახმად, LV ოპერატორი შებრუნება- 
დია, აზიტომ ბანახის თეორემის ძალით (თეორემა 3.34), ს 1 ოპერატორი 

წრფივია. გავამრავლოთ V-V სხვაობაზე V "1 ოპერატორი, გვექნება 

VI I(I–-V)=ლ|1–V IV. 

თუ ამ ტოლობაში გადავალთ ნორმებზე და გამოვიყენებთ უტოლობას 

IV– VII IV-II C/<1, მივიღებთ 
IV XV–V)I<IICV 'II | V–VIIდი<1. (3.68) 

შევნიშნოთ, რომ წრფივი ე)“ 1()-V) ოპერატორი მოქმედებს L. სივრ- 

ციდან ს, სივრცეში, და, რადგანაც „მისი ნორმა აკმაყოფილებს (3.68) პირო- 

ბას, ამიტომ იგი აკმაყოფილებს 3.46 თეორემის პირობებს. ამის გამო, არსე- 

ბობს L, სივრცეზე განსაზღვრული (V-IV). ოპერატორი, რომლის ნორმა 

დააკმაყოფილებს უტოლობას: 

1 
I(V IV)“ 1 დელ (3.69) 

ვინაიდან IV IV ოპერატორი შებრუნებადია, ამიტომ მისი მნიშვნელობათა 
სიმრავლე მთელი #, სივრცე იქნება. აღვნიშნოთ V ოპერატორის მნიშვნელო- 
ბათა სიმრავლე M-ით, ადვილი შესამჩნევია, რომ #V=- #,. მართლაც, ვთქვათ 

რომელიმე: ელემენტი ყ C სე და ყ C M. მაშინ, C 1/ ელემენტი არ უნდა ეკუ- 
თვნოდეს IV ოპერატორის მნიშვნელობათა სიმრავლეს, რაც შეუძლებელია. 

ცხადია, რომ (CV 1IV)-1(V 1V)=I. ამის გამო, თანახმაჯ 3.35 თეორემისა, 
გვექნება (V IV) 1VI=V ). ამით დამტკიცებულია, რომ 7 ოპერატორი შებ- 
რუნებადია. 
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ახლა გამოვიყენოთ (3.69) უტოლობა, მივიღებთ დასამტკიცებელ შეფა- 

სებასაც: 
1 

II 'I<I(C MI IC I<- ICI. 

კერძოდ, თუ ს,=ჩს.=L, I VI<1, V=I, მაშინ I– IV ოპერატორი შებ- 

რუნებადია. ამასთანავე, თუ II VI <-ი<1, მაშინ I(I“- 1 2; · 
მ 

შენიშვნა. განვიხილოთ ორი წრფივი ოპერატორული განტოლება: 

ფI-V)X=ყ, (L– C)X=9ყ, 
სადაც CV, და CV, წრფივი ოპერატორებია, რომლებიც წრფივი ნორმირებული 

6 სივრციდან მოქმედებენ ამავე სივრცეში, X, / C 5. ვთქვათ, |I V,-– III <9, 
სადაც 6 რაიმე დადებითი რიცხვია. დამტკიცებული თეორემიდან გამონდინა- 

რეობს, რომ, თუ ოპერატორი I-V, შებრუნებადია, 01I I – C,) :I<-1, მაშინ 
I-C ოპერატორი აგრეთვე მებრუნებადი იქნება. გარდა ამისა, თუ მოცე- 
მული Vყ C # ელემენტისათვის გვაქვს ამონახსნები: 

X,=(L- L)) !ყ, Xე,=(L- LC)” ყ, 

  

მაშინ 

IV – X1II <2 (I– C)) “II IIX, II. 
თუკი 

6II(I-– 9.) I. ლი<1, 
მაშინ 

2 
გ 

““4 

მაგალითები, 1) განვიხილოთ ფრედპოლზის ინტეგრალური გან- 

ტოლება: 

  1IX,-–X,I <> 1 MXაII. 

ხ 

X-)– | IC, 0XV)=«თ – V,00=/C, (3.70) 

სადაც X(X) C C(ი, ხ), #,(I,1)) მოცემული უწყვეტი ფუნქციაა «<ა, |<ს კვად- 
რატზე, /() C (ი, ხ) ფუნქციაც მოცემულია. 

გარდა ამ ინტეგრალური განტოლებისა, ავიღოთ მეორე განტოლება: 

ხ 

ი MC, 7)X(I ძ/=XC)– 0.(X)= /(9, (3.71) 

სადაც XC, /) გადაგვარებული გულია. საზოგადოდ, (3.71) განტოლების ამოხს- . 

ნა უფრო ადვილია, გიდრე (3.70) განტოლებისა, ვთქვათ, X,V) და X,(I) წარ- 

მოადგენენ, შესაბამისად, ამ განტოლების ამონახსნებს. ვიგულისხმოთ, რომ 

სამX IC, 0M-–IეC, ()| <8, 
05951< 

მაშინ | CV -- CV, <6(ხ– ი). თუ 8 რიცხვი საკმარისად მცირეა და 

ხ · 

IM) – თVC0=X9 – #6 თ ი») 
4 
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ოპერატორი შებრუნებადია, მაშინ შებრუნებადი იქნება აგრეთვე 
ხ 

IC) – თ,6)=Xი- I ნლ, 0)X0)ი 
ძ 

ოპერატორიც. სხვანაირად, იარსებებს (3.71) განტოლების 

X:(I(1)=(I–V.)1/ 

ამონახსნი და | X,())-–-X,()II ცდოზილება იქნება საკმარისად მცირე. 

2) ვთქვათ, X=(წ,), #ყ=(უ) C I,, 1=1, 2)... ვიგულისხმოთ, რომ ყ ელე- 

მენტი მოცემულია. განვიხილოთ წრფივ განტოლებათა უსასრულო სისტემა; 
თ 

ნ- 1?) ძა5L= Vი (3.72) 
#=) 

§, უცნობებით, რომლის კოეფიციენტებისაგან შედგენილი (იე) მატრიცის ელე- 
თ თ 

მენტები აკმაყოფილებენ ბ 3)ი”<= პირობას. შემოვიღოთ წოფივი VI(X) 

1=1 #=1 
თ 

ოპერატორი, რომლის კომპონენტები იყოს 2)მინი 1=1,2,.... ასეთი ოპე- 

#=1 

რატორი მოქმედებს 1, სივრციდან ისევ ამ სივრცეში, (3.72) სისტემა შეგვიძ- 
ლია V ოპერატორის საშუალებით ასე ჩავწეროთ: 

სადაც 7 იგივური ოპერატორია, წრფივი 1-–C ოპერატორისათვის არსებობს შე- 
ბრუნებული (| –-C)”1 ოპერატორი, განვსაზღვროთ, სივრცის #-განზომილებიან 

(,') ქტესივრცეში წრფივი CCMMC) ოპერატორი შემდეგნაირად: როცა 1<%#, მაშინ 

X 
CIIMICX) ოპერატორის კომპონენტები იყოს თდ= 2 ძინი ხოლო როცა (>7, მაშინ 

; ლ 

ჯ>,=0. ცხადია, როცა #-+CC, მაშინ წარმოიქმნება წრფიე ოპერატორთა ისეთი 
(ხიV(X)) მიმდევრობა, რომ III || V(მს-–- VI =0. ამ პირობებში, როგორიც უნ- 

+ თ 
და იყოს ბ>0 რიცხვი არსებობს იმდენად დიდი ჯ რიცხეი, რომ შესრულდე- 

ბა უტოლობა IV) –-CI <-ზ. 
ავიღოთ ახლა ისეთი § რიცხვი, რომ 6II(1-– C) 1II <0 <1. მაშინ I, -–- CV. 

ოპერატორი აგრეთვე შებრუნებადი იქნება, სადაც /, არის იგივური ოპერა- 
ტორი /,,') სივრცეში. აქ შეგვიძლია გამოვიყენოთ წინა თეორემის შენიშვნა, 

„რომელშიც CV, ოპერატორის როლში ავიღოთ ნებისმიერი CI) ოპერატორი 

საკმარისად დიდი ჟ ნიშნაკით. ვთქვათ, X=(I- LV) 1ყ და X»=(/, -.CVო))“1ყ, 
მაშინ ადგილი ექნება შეფასებას: ..· 

|X-»IL<>-IV- თ“ III. 
“ი 
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თავის 

წრშივი შუნქსიშნალი 

§ 1, წრფივი ფუნძციონალის განსაზღვრა, წინასწარი თეორემები 

როგორც ვიცით, როცა ოპერატორის მნიშვნელობათა სიმრავლის ელე- 

მენტები ნამდვილი ან კომპლექსური რიცხვებია, მაშინ ოპერატორს ფუნქციო- 
ნალი ეწოდება. ვთქვათ, ფუნქციონალი /(X) განსაზღვრულია წრფივ ნორმი- 

რებულ # სივრცეზე, ნამდვილ (კომპლექსურ) რიცხვთა # სიმრავლე წრფივი 
ნორმირებული სიეგრცეა, რომელშიც ელემენტის ნორმა არის ამ ელემენტის 

აბსოლუტური მნიშვნელობა. ამის გამო /#(X) ფუნქციონალი, X C #, არის ისე- 
თი ოპერატორი, რომელიც წრფივი ნორმირებული #L სივრციდან მოქმედებს 

წრფივ ნორმირებულ XL სივრცეში. 

სრულიად ისევე, როგორც წრფივი ოპერატორის შემთხვევაში, /(X) 

ფუნქციონალი წრფივია, თუ იგი აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1) იგი ადიტიურია, ე. ი. ელემენტების ნებისმიერი +,, X, C  წყვილისა- 
თვის ადგილი აქვს ტოლობას: /(X,--X,) = M(X,)-+ #”(X,). 

2) /(X) ფუნქციონალი # სივრცეზე ნორზით უწყვეტია, ე. ი. როცა 

11IIL IX. -–- XI =0, მაშინ 11) /(X»)= /(X"), სადაც XC ნს, X»C ნ(C1=1,2,...). 
”- თ ს.ნ 

წრფივი /(X) ფუნქციონალი ნორმით შემოსაზღვრულია # სივრცეზე, თუ 
არსებობს ისეთი + რიცხვი, რომ ყველა XC წ ელემენტისათვის ადგილი აქვს 

უტოლობას; 

I/(X)I<VI XI. 
უმცირეს რიცხვს, რომელიც ამ უტოლობას აკმაყოფილებს ეწოდება /# 

ფუნქციონალის ნორმა და აღინიზნება ||/ | სიმბოლოთი, ამრიგად, ადგილი 

აქვს უტოლობას: 

I/(2)I<-II/ I I«II· 
ცხადია, წრფივ ფუნქციონალს აქვს ისეთივე თვისებები როგორიც 

წრფივ ოპერატორს ჰქონდა. სახელდობრ, ადგილი აქვს თეორემებს: 

თეორემა 4.1. წრფივი ფუნქციონალი ერთგვაროვანი ფუნქ- 
ციონალია. 

თეორემა 4.5, ადიტიური ფუნქციონალი, რომელიც ნორ- 

მით უწყვეტია წრფივი ნორმირებული #6 სივრცის ერთ 

წერტილზე, ნორმით უწყვეტია მთელ # სივრცეზე, ე. ი. 
წრფივია. 

თეორემა 4.3. იმისათვის რომ წრფივ ნორმირებულ XL 
სივრცეზე განსაზღვრული ადიტიური ფუნქციონალი იყოს 
წრფივი, აუცილებელი და საკმარისია, რომიგი იყოს ნორ- 
მით შემოსაზღვრული # სივრცეზე. : 
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თეორემა 4.4, | /(|I 4 ვაი I/VXI. 

წრფივი ფუნქციონალის მაგალითები. 1) ეთქვათ, X(/) არის 
ნებისმიერი ფუნქცია, რომელიც ეკუთგნის C(ი, ს) სივრცეს. ინტეგრალი 

ხ 

/(X9) = I XC)ძ! 
ი 

წარმოადგენს წრფივ ფუნქციონალს, განსაზღვრულს მთელ CXი, ხ) სივ-ცეზე. 
მართლაც, ცხადია, იგი ადიტიური ფუნქციონალია. გარდა ამისა, იგი C(ი, ხ) 
სივრცეზე ნორმით შემოსაზღვრულიც არის: 

ხ 

I/ CI =| (X()4(IC თაიX |X(0| (ხ–9|=|ს–ი( IIXI. 
ძლ!ლხ 

ი 
მაშასადამე, /(X) წრფივი ფუნქციონალია. 

2) ვთქვათ, ახლა XLI) C #.(ი, ს), მაშინ ინტეგრალი 
ჩხ 

/9= XVI 
ძი 

არსებობს და წარმოადგენს წრფივ ფუნქციონალს, განსაზღვრულს LC, ს) 

სივრცეზე. 
3) ვთქვათ, დ(0) არის C(ი, ხ) სივრცის ფიქსირებული ელემენტი, ხოლო 

XC) ამავე სივრცის ნებისმიერი ელემენტია. განვიხილოთ ფუნქციონალი: 
ხ 

#>თ= | Xი§()4 (4.1) 
“V 

თუ X,(I), X,(/) C C(თ, ს), მაშინ #(X,--X,)= /(X,)+ /(X,), ე. ი. /(X) ადიტიური 
ფუნქციონალია, ამასთანავე ადგილი აქეს უტოლობას:, 

/თ- | «(0/ > თ2X IX(0I ( I%(0(4#= IXII I IიCI4/, 
ძ 

რაც იმას ნიშნავს, რომ (4.1) ფუნქციონალი ნორმით შემოსაზღვრულია CV, ხ) 

სივრცეზე. ამის გამო, /(X) ფუნქციონალი, რომელიც განსაზღვრულია (4.1) 
ხ 

ტოლობით, არის წრფივი. ამასთანავე I/IL= | #CთIV. 

ძ 

4) ავიღოთ ფიქსირებული #=(V,, #,,..- V»,..-) CI ელემენტი და ნე- 
ბისმიერი X=(X,, X,, .·.., Xი, ···)C 1, ელემენტი. განვიხილოთ ფუნქციონალი: 

თ 

#C90)= 2, Xჯყ;- 
1=1 

ამ ტოლობით განსაზღვრულ ფუნქციონალს აზრი აქვს მთელ 1, სივრცეზე, 
რადგანაც 

<%V '' >” =IIXIIVI. 
#=1 1= 1 

თ 

2, X.ყ. 
1=1 

I/(იI= 
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ამავე უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ /(#X) ნორზით შემოსაზღვრული 

ფუნქციონალია და, ვინაიდან /(X) ადიტიურიც არის, ამიტომ იგი წრფივი 
ფუნქციონალია 7, სივრცეზე. გარდა აზისა, როცა X=ყ, მაშინ წინა უტოლო- 
ბა გადადის ტოლობაში და, ამიტომ I#II <IყI. 

დავამტკიცოთ შემდეგი ორი ზარტივი თეორემა. 

თეორემა 4.5. თუ /(+) არის წრფივ ნორმირებულ X#ჯ სივრ- 

ცეზე განსაზღვრული წრფივი ფუნქციონალი, მაშინ ყველა 

იმ XC ელემენტის # სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფილე- 
ბენ /X)=0 განტოლებას, არის # სივრცის ქვესივრცე. 

მართლაც, ვინაიდან /(X) ფუნქციონალი ადიტიური და ერთგვაროვანია, 

ამიტომ ნებისმიერი XII), #C),..., XC C L ელემენტებისათვის და ნებისმიერი 
თ!), თი), ..., თ) რიცხვებისათვის გვექნება 

(09) #0) LL ფ(იუ(შ) -L . „ + -L 6M)ჯCო)) = დ(1) / (00) - დ) /(X9) -L LL LL 
- თი #(X0I) =0, 

ეს იმას ნიშნავს, რომ წრფივი კომბინაცია თ(1)XVII) I თ(9V2) L , . . I თო) ჯო) C #., 

ახლა ვთქვათ, (X)CL მიმდევრობა ნორმით კრებადია X" C # ელემენ- 

ტისაკენ. დავამტკიცოთ, რომ XჯX# CI. მართლაც, რადგანაც /(X) ნორმით 

უწყვეტი ფუნქციონალია, ამიტომ /(X%)= II! /(X„)=0. მაშასადამე, XCL 
ჩი 9 

და თეორემა დამტკიცებულია, 

ავიღოთ წრფივი ნორმირებული # სიგრცე და მისი L ქვესივრცე. თუ L 

სივრცეში არსებობს წრფივად დამოუკიდებელი ელემენტების ისეთი X,, XL... 

X#.C L მიმდევრობა, რომ ყოველი X C ელემენტისათვის ადგილი აქეს შემ- 
დეგ წარმოდგენას: 

, 

Xჯ= 2)ჩაX+V, (4.2) 
(=:1 

სადაც ყC XL, მაშინ # რიცხვს ეწოდება L ქვესიერცის ინდექსი. ამასთანავე 
იგულისხმება, რომ წარმოდგენა (4.2) მეუძლებელია X,, X,,..., X, ელემზენ- 

ტებზე ნაკლები რაოდენობის ელემენტებით. 

თეორემა 4.წ. თუ L არის ყველა იმ XC#ჯ ელეზენტის ქვე- 

სივრცე, რომლებიც აკმაყოფილებს /(X=0 განტოლებას, სა- 

დაც /(X#0 არის წრფივ ნორზირებულ # სივრცეში განსა- 

ზღვრული წრფივი ფუნქციონალი, მაშინ # ქვესივრცის ინ- 

დექსი უდრის ერთს. 
თეორემის დასამტკიცებლად უნდა ვუჩვენოთ, როზ არსებობს ერთადერ- 

თი ისეთი X, C XL, X, C L ელემენტი, რომ ყოველი XC წ ელეზენტი წარზოიდ- 

გინება შემდეგი სახით: 

X=70)X,--V, (4.3) 

სადაც ყC L. შევარჩიოთ ჩ, რიცხვი და ყ ელემენტი შემდეგნაირად; 81= 

“#79 სე. _. #9, ბა #9 
დ)” სადღაც /(-)#0, ყ=X- #დე) რ აქედან გვექნება ჯ 7ე მს 
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სადღაც /(V) = /0-29-/C, ე. ი. ყCI. დარჩა დასამტკიცებელი, რომ 
' 

ფიქსირებული X, ელემენტისათვის (4.3) წარმოდგენა ერთადერთია, მართლაც, 
დავუშვათ, რომ არსებობს მეორე სყ” ელემენტი, რომლისთვისაც აგრეთვე ად- 
გილი აქვს ტოლობას: X=8,”X,+-#”. მაშინ გვექნება 

(8 -– მ, )#.=ყ” – ყ. 

  

1 _ 
თუ 8=8,, მაშინ ყ=ყ; თუ კი 2,#8,, მაშინ ი%-53- 8-7“ MC 

1 IV 
რაც ეწინააღმდეგება პირობას. ამრიგად (4.3) წარმოდგენა არის ცალსახა და 
თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 2, წრფივი შუნძციო.ნალის ბაგრძელება 

წრფივი ფუნქციონალის გაგრძელების ამოცანა სრულიად ისევე ისმება, 

როგორც წრფივი ოპერატორისათვის. ისიც ცხადია, რომ წრფივი ფუნქციო- 

ნალისათვის სამართლიანია 3.40, 3.42 თეორემები, რომლებიც დამტკიცებული 
იყო წინა თავში. იგულისხმება, რომ ხსენებულ თეორემებში წ, სივრცის როლს, 
წრფივი ფუნქციონალის შემთხვევაში, შეასრულებს ნამდვილ რიცხვთა ჯ სივრცე. 

აქ ჩვენ დავამტკიცებთ ისეთ დებულებებს, რომლებსაც ადგილი აქეს მხოლოდ 
წრფივი ფუნქციონალისათვის, 

ვთქვათ, წრფივი ნორმირებული სივრცეა და #ამ სივრცის ქვესივრ- 

ცე. ვთქვათ, წრფივ # ქვესივრცეზე განსახღვრულია წრფივი XX») ფუნქციო- 
ნალი, რომლის ნორმა წი სიმრავლეზე იყოს III = შაი XI. იტყვიან, რომ 

წრფივი #(CX) ფუნქციონალი, რომელიც განსახღგრულია მთელ # სივრცეზე, 

არის IC») ფუნქციონალის გაგრძელება ჯL ქვესივრციდან # სივრცემდე, თუ 

# ქვესივრცის ყველა # ელემენტისათვის ადგილი აქვს 7(X)= #6) ტოლობას, 
ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა წრფივი #C») ფუნქციონალი, რომელიც 

წარმოადგენს #(;) ფუნქციონალის გაგრძელებას # ქვესიგრციდან მთელ L 

სივრცემდე? 
ამ კითხვაზე პასუხს გვაძლევს ჰანისა და ბანახის შემდეგი 

თეორემა 4.6. თუ წრფივი ნორმირებული # სივრცის ჯ 

ქვესივრცეზე განსაზღვრულია წრფივი IL(») ფუნქციონალი, 
მაშინ არსებობს მთელ ჯ სივრცეზე განსაზღვრული ისეთი 
#6) ფუნქციონალი, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პი- 

რობებს: 

1) #)=IC), როცა XC, 2) IXII„=IIII»- 
ეს თეორემა გამომდინარეობს 3.41 თეორემიდან. 

ჰანისა და ბანახის თეორემიდან გამომდინარეობს მნიშვნელოვანი შედე- 

გები. მოვიყვანოთ ეს შედეგები. 

თეორემა 4.7. თუ, ჯე) წრფივი ნორმირებული #ჯ სივრცის 

ნებისმიერი ფიქსირებული ელემენტია, მაშინ არსებობს # 
სივრცეზე განსაზღვრული ისეთი წრფივი I ფუნქციონა- 

ლი, რომ 

1) III=), 2) 1(Xი)=IIXაI. 
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და მ ტკიცება. განვიხილოთ #ჩ სიმრავლე, რომლის ელემენტებს აქვს 

IX: სახე, სადაც / იცვლება მთელ რიცხვით წრფეზე. ცხადია, L არის ს სივრ- 

ცის ქვესივრცე. განვსაზღვროთ # ქვესივრცეზე «(X) ფუნქციონალი შემდეგ- 
ნაირად; 

დ(X)=C(/Xგ)=1||%იII· 

ამ ტოლობით განსაზღვრული «(») ფუნქციონალი არის წრფივი #L ქვესიერ- 
ცეზე. გარდა ამისა, დ(») ფუნქციონალს აქვს შემდეგი თვისებები: 

თ) დ(X-)=IIXI, ჩ) |თ(+)| = |§(/Xი)I = III II III =1I7XიVL· 

ეს იმას ნიშნავს, რომ IIდ)| =1. 
თანახმად 4,6 თეორემისა, არსებობს დ(+) ფუნქციონალის წრფივი I() 

გაგრძელება, ჩ ქვესიგრციდან მთელ ჯ სივრცემდე, რომელსაც ექნება 1) და 

2) თვისებები. 
ზოგჯერ 4.7 თეორემას შემდეგი სახითაც გამოსთქვამენ: თუ ჯა წ რფი- 

ვი ნორმირებული 8 სივრცის ნებისმიერი ფიქსირებული 
ელემენტია, ოომელიც სივრცის ნულოვან ელემენტს არ ემ- 
თხვევა, მაშინ არსებობს ისეთი წრფივი (() ფუნქციონა- 

ლი, რომ 

1)IIII = IL 2”) IX) == 

ამ წინადადების დასამტკიცებლად საკმარისია ავიღოთ 

== 

I I მებ » 
ფუნქციონალი, სადაც LX) ის ფუნქციონალია, რომელიც მონაწილეობდა თეო- 

რემის დამტკიცებაში. 

დამტკიცებული 4.7 თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველ წრფივ 
ნორმირებულ სივრცეში არსებობს წრფივი ფუნქციონალი, რომელიც იგივუ- 

რად ნულის ტოლი არ არის მთელ სივრცეში. გარდა ამისა, თუ ნებისმიერი 
წრფივი I(»XI ფუნქციონალისათვის ადგილი აქვს I(=0 ტოლობას, XCX#, 

მაშინ X=0, სადაც 0C # ნულოვანი ელემენტია. შემდეგ, თუ ნებისმიერი 
წრფივი | ფუნქციონალისათვის ადგილი აქვს /(ჯ,)=/(X,)) ტოლობას, სადაც 

Xს 2: C 8, მაშინ X,=X,. 
გავეცნოთ კიდევ ასეთ შედეგსაც: თუ ნებისმიერი წრფივი 1 ფუნქციო- 

ნალისათვის, |III =1,; ადგილი აქეს II(X.))|<# უტოლობას, სადაც # რიცხვი 

დამოუკიდებელია | ფუნქციონალისაგან, მაშინ IIX-I <-#. 

4.7 თეორემას გარკვეული გეომეტრიული შინაარსიც აქვს. ვთქვათ, IC) 

ნებისმიერი წრფივი ფუნქციონალია, რომელიც განსაზღვრულია წრფივ ნორ- 
ზირებულ # სივრცეში. ყველა იმ :1Cს ელემენტის სიმრავლეს, რომლებიც 
დააკმაყოფილებს I(#)=C განტოლებას, სადაც C ზუდმივია ვგუწოდოთ სი- 

ბრტყე. ეს სიბრტყე სივრცეს ორ მარჯვენა და მარცხენა- ნაწილებად 

გაყოფს. ეს ნაწილები დახასიათებულია უტოლობებით: I(:)>6- და I(LX)<-ი. 
კერძოდ, თუ სივრცის ყველა ელემენტისათვის I(X) >>” (ან I(-)<ი), მაშინ 

I(X)=C სიბრტყეს ეწოდება # სივრცის საყრდენი სიბრტყე. სრულიად 
ანალოგიურად განსაზღვრავენ საყრდენ სიბრტყის § სივრცის რაიმე სიმრავ- 
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ლისთვისაც. სახელდობრ, თუ ს სივრცის რაიმე M სიმრავლის ყველა ჯ წერ- 

ტილისათვის I(CჯX)->C (ან I(X)<-ი), მაშინ ვიტყვით, რომ M სიმრავლე მოთაე- 

სებულია I(;)=(6 სიბრტყის მარჯვენა (მარცხენა) მხარეზე. 
ზემოთ მოყვანილი თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი ჩაკეტი- 

ლი ალL სფეროს ზედაპირის ნებისმიერი ჯე C 5, წერტილში არსებობს 8 სფე- 

როს საყრდენი სიბრტყე. მართლაც, ნებისმიერი Xჯ C §, ელემენტისათვის გვაქვს 

I(X)< IIIII IIXII <7 და I(Xა)= |IX I =7. 
თეორემა 4.8. გთქვათ, # არის წრფივი ნორმირებული # 

სივრცის წრფივი მრავალნაირობა და X6სLს-- ფიქსირებული 

ელემენტი # სივრცისა. თუ ძ= თ II X–1:->9, მაშინ არსე- 
ჯC 

ბობს ისეთი #ჩ(C) ფუნქციონალი, რომელიც განსაზღვრე- 
ლია მთელ # სივრცეზე და აქვს შემდეგი თვისებები: 

1) #C2)=9, ყველა ჯC 7, 
2) IICXა) =1, 

ვ). II 5XII =--. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ჯ სივრცის ყველა იმ ყ ელემენტის #, = 
=#+ჯე) სიმრავლე, რომლებიც წარმოდგენილია შემდეგი წრფივი კომბინა- 

ციის სახით: ყ=X-+7Xე, სადაც XC L, – =<7<Cთ, ცხადია, რომ 7X, სიმრავ- 
ლე წარმოადგენს ს სივრცის წრფივ მრავალნაირობას. დაგამტკიცოთ, რომ 
L, მრავალნაირობის ყოველი ყ ელემენტის ყ#=ჯX-+/ჯ, წარმოდგენა არის 

ცალსახა. მართლაც, ვთქვათ #C LL, ელემენტი შესაძლოა წარმოვიდგინოთ 

ორი სხვადასხვა სახით: #=X,-L7,ჯ:, ყ=24ე+7ე%Xა, სადაც #)5%7?ე და X,, X, C L. 
წინასწარ შევნიშნოთ, რომ თუ დავუშვებთ /,=7,, მაშინ წარმოდგენის ცალ- 

სახობა უკვე დამტკიცებული იქნება. ჩვენი დაშვებიდან გამომდინარეობს, 

რომ X, – X;=(/,---7ე)Xე, საიდანაც გამომდინარეობს 

==- -(+-%), 
1-- 

ე. 0. XC #. ეს დასკვნა კი ეწინააღმდეგება #ჯ. C #ჯ პირობას. ჩვენ ვხედავთ, 

რომ 1 რიცხვი და ჯC L ელემენტი ცალსახად განსაზღვრავს VყV=X-L#/Xა C L, 
ელემენტს. განვსაზღვროთ ახლა L, მრავალსახეობაზე I(ჯ) ფუნქციონალი შემ- . 
დეგნაირად: 1 ფუნქციონალის მნიშვნელობა #ყ=X-L7ჯX, ელემენტზე იყოს 7, ე. ი, 

I(ყ)=1. ცხადია, როცა ყ=Xჯ, მაშინ 7=0 და, ნებისმიერი XC # ელემენტისა- 
თვის გვექნება I(X1=0. როცა ყ=ჯ#ა, მაშინ X=60 და #7,=1, ამიტომ I(X:)=1. 

დავამტკიცოთ, რომ ჩვენ მიერ აგებული I(/) ფუნქციონალის ნორმა გა- 

ნისაზღვრება III=-- ტოლობით, მართლაც, გვაქვს 

| IVI _ _ MI IIMI _ _ ყ 
–+1%ა|! “(> II  IX+MI I, ( : ) 

–C7 
, IV) =I/|= + 

      

  
მაგრამ, ვინაიდან 

2>9ძ, 
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ამიტომ 

საიდანაც მივიღებთ 
1 

!Iლ–. III =« 7 

ახლა ვუჩვენოთ, რომ III>--. ვინაიდან #C#ს წრფივი მრავალნაირო- 

ბაა, ამიტომ არსებობს ს სიმრავლის ელემენტთა ისეთი (X+„| მიმდევრობა, 
რომ 

1101 1 X»-–- Xი|I =ძ. (4.4) 
#-+Cთ 

ამასთანავე, 1 ფუნქციონალის ადიტიურობის გამო, გვაქვს 

I(XV– Xე)| == II(Xა)–- (X-)| = 1 

II(X>-–– X6)I<-IIIII II 2 –– XიII, 

IIIII II <=– XII>1, 
საიდანაც, ზღვარზე გადასელის შემდეგ, (4.4) ტოლობის დახმარებით, მივი- 

ღებთ 

და, ვინაიდან 

ამიტომ ' 

-_ 1 
III >-" (4.5) 

ახლა (4.2) და (4.5) უტოლობებიდან ნათელია, რომ III---. 

ამრიგად, აგებულია ისეთი I(ჯ) ფუნქციონა ლი, რომელიც აკმაყოფილებს 
თეორემის 1)--3) პირობებს L, წრფივ მრავალნაირობაზე, ჰანისა და ბანახის 
თეორემის თანახმად, შეგვიძლია /(:) ფუნქციონალი გავაგრძელოთ ნორმის 

შეუცვლელად #, მრავალნაირობიდან მთელ # სიგრცემდე. გაგრძელების შედე- 
გად მივიღებთ ?ცე ფუნქციონალს, რომელსაც ექნება თეორემაში მოთხოვ- 

ნილი ყველა თვისება. 

ზოგჯერ უმჯობესია 4.3 თეორემა ჩაზოვაყალიბოთ შემდეგი სახით: 
ვთქვათ, L არის წრფივი ნორმირებული # სივრცის წრფი- 

ვი მრავალნაირობა და ჯა6L არის ჯ# სივრცის ფიქსირებუ- 
ლი ელემენტი, რომლის მანძილი 77, მრავალნაირობაზდე უდ- 

რის ძი.= 101IIX-- 2I(I >0. მაშინ არსებობს ისეთი LC) ფუნქციო- 

ნალი, რომელიც განსაზღვრულია მთელ #ჯ სივრცეზე და 

აქვს შემდეგი თვისებები: 

1) წC0=0, ყველა XCI, 2) IIწILI=1, 3) XX»,)=ძ. 
იმისათვის, რომ უკანასკნელი წინადადება დავამტკიცოთ, საკმარისია 

4.8 თეორემაში ნაცვლად X#(CX) ფუნქციონალისა ავიღოთ სC0) =წ(0)-ძ ფუნქ- 
ციონალი. 

თეორემა 4,9. თუ მოცემულია წრფიგი L#C8 მრავალნაირობა 

და წრფივი ნორმირებული # სივრცის Xჯ, ელემენტი, მაშინ 
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აუცილებელი და საკმარისი პირობა იმისა, რომ არსებობ- 

დეს ს მრავალნაირობის ელემენტთა წრფივი კომბინაციე- 
ბის ისეთი (I Cჩმიმდევრობა, რომ!Iი |I/+–- X·II=0 მდგომარე- 

1-–>თ% 

ობს იმაში, რომ ნებისმიერი .წრფივი (აი ფუნქციონალისა- 

თვის, რომელიც ნულის ტოლია L მრავალნაირობაზე, ად- 

გილი ჰქონდეს #»ჯ)=0 ტოლობას. 

დამტკიცებ ა. დავამტკიცოთ პითობის აუცილებლობა, ვთქვათ, 

XC IL, სადაც #ჯ არის # მრავალნაირობის ჩაკეტვა. ეს “იმას ნიშნავს, რომ 

არსებობს ჯ, სიმრავლის ელემენტების წრფივი კომბინაციების ისეთი (”»|) მიმ- 

დევრობა, რომ IIთ |(/, – ჯა =0, ვთქვათ, 1 არის ნებისმიერი წრფივი ფუნქ. 
”–თ . 

ციონალი, რომელიც ნებისმიერ XC # ელემენტზე უდრის ნულს: I(X) =0. მა– 

შინ ცხადია, რომ I(7,)=0 და, მაშასადამე, /(2X)) = 11Cთ I(C„)=0. 
ს-–-თ 

პირობის საკმარისობის დასამტკიცებლად, დავუშვათ საწინააღმდეგო: 

Xე C XL. მაშინ 4.8 თეორეზის თანახმად, უნდა არსებობდეს ისეთი წრფივი 

I(X)= ს(XI) ფუნქციონალი, რომ ნ(0=0 ყეელა XC ელემენტისათვის” და 

ს(Xე)=#ძ=0(Xჯა, X)1>0, რაც ეწინააღმდეგება /(X„)=ILXX,))=0 პირობას. 
დამტკიცებული თეორემა გვაძლევს აუცილებელსა და საკმარის პირობას 

ნორმირებული # სივრცის მოცემული ჯე ელემენტის აპროქსიმირებისა ამავე 

სივრცის მოცემული სხვა ელემენტების წრფივი კომბინაციებით. 

დავამტკიცოთ ახლა ფ, რისისა და ე. ჰელის შემდეგი თეორემა. 
თეორემა #.10. ვთქვათ, 9 არის # სივრცეში მოთავსებუ- 

ლი რაიმე სიმრავლე და /(0ე) ამ სიმრავლეზე განსაზღვრე- 

ლი რაიმე ფუნქციონალია, იმისათვის, რომ არსებობდეს 
მთელ ჯ სივრცეზე განსაზღვრული წრფივი #(C2) ფუნქციონა- 

ლი, რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს: 

1) /(X)1=XVXX), როცა XჯC95), 

2) |II(CX)II <M, 
სადაც M>0 მოცემული რიცხვია, აუცილებელია და საკ- 
მარისი, რომ 9 სიზრავლის ელემენტთა ყოველი სასრული 

%Xს X)..ა» #, მიმდევრობისათვის და ნამდვილ რიცხვთა ყო- 

ველი სასრული თ,, თ,,..., თ. მიმდევრობისათვის ადგილი 

ჰქონდეს უტოლობას 

” 

2? თ,;/( %,) 

» | 

ბ შ 
Cთ;X-;: 

= | 
დამტკიცება, პირობის აუცილებლობის დასაზტკიცებლად დავუშ- 

ვათ, რომ არსებობს #: სივრცეზე განსაზღვრული წრფივი I(X) ფუნქციონა- 
ლი, რომელიც აკმაყოფილებს 1) და 2) პირობებს. დავამტკიცოთ, რომ მაშინ 

შესრულებული იქნება (4.6) უტოლობა. მართლაც, ადგილი აქვს უტოლობას: 

ა VI 
# (>> <ILIII 

(=1 I 

  <M · (4.6) 

  

      

» 

ბათა 

1=1         
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საიდანაც, თანახმად 2) პირობისა, გვექნება 

# (0) «MI 
1= 1 

ჯ 

ა თაX; 

1=1 

        

  
და რაკი # ადიტიური ფუნქციონალია, ამიტომ 

» 

ბ. თ (X,) | 

1 

» 

«<V CთIX; |I. 

          

  

L=1 

შემდეგ, რადგანაც ყველა ჯ, C 5), ამიტომ, თანახმად, 1) პირობისა, I+X,0= 

=/(ჯXე, 1=1, 2,..., 7. უკანასკნელი უტოლობიდან მივიღებთ (4.5) უტო- 

ლობას. 

პირობის საკმარისობის დასამტკიცებლად უნდა დავუშვათ, რომ შესრულე- 

ბულია (4.6) უტოლობა და ვუჩვენოთ, რომ არსებობს მთელ # სივრცეზე გან- 
საზღვრული ისეთი XIX) ფუნქციონალი, რომელიც დააკმაყოფილებს 1) და 2) 
პირობებს. ავაგოთ წრფივი LC მრავალნაირობა, რომლის ყ ელემენტები 

2 

არის ყ= ბ. თ,X, სახის წრფივი კომბინაციები, სადაც # ფიქსირებული ნა- 

ტურალური რიცხვია, თ; ნებისმიერი რიცხვებია, ხოლო XC 59) არის ნების- 
მიერი ელემენტები. # მრავალნაირობაზე განვსაზღვროთ შემდეგი სახის ფუნქ- 
ციონალი: 

IV)= 2 რ/ა. 
;=1 

შევნიშნოთ, რომ /(#/) ფუნქციონალი განსაზღვრულია ცალსახად. მართლაც, თუ 

, ჯ 

ყ= ა. თ,X, = უუ 
1=LI 1=1 

მაშინ, თანახმად (4.5) პირობისა, შეგვიძლია დავწეროთ 

ა «/თა – ა ათე <M ( 
,” 

ა» 
(= 

ჯ 

თ; X” 

  |I=1 ჯ1=1 

    

  

    

1< 

გარდა ამისა, ადვილი შესამჩნევია, რომ ნებისმიერი ყ,, ყეC #L ელემენტები- 

სათვის ადგილი აქვს ტოლობას I(/,+V,)=I(V/,)+1(ყ,). ახლა ადვილად დავრ- 
წმუნდებით, რომ #X(/) ნორმით შემოსახღვრული ფუნქციონალია, მართლაც. 
თანახმად (4,5) პირობისა, გვექნება 

» 

?, თI/ (X,) 
(=1 

    

  (=1 

_” ჯ 

ს? '. 
თ,“ რთ; X, 

(=1 1=1 

– <-M =0. 

      

  

” 

) (-28. 4) 

(=1 

|I(V)L => <M 
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ამრიგად, #(ყ) არის წრფივი ფუნქციონალი # მრავალნაირობაზე. უკანასკნე- 
ლი უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ III, <M. ჰანისა და ბანახის თეო- 

რემის თანახმად, არსებობს სივრცეში განსაზღვრული წრფივი XX) ფუნქ- 
ციონალი, რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს: 1) X#(X)=I(X), როცა XC#7, 

2) IM I =IIIII.<-M და თეორემა დამტკიცებულია, 
დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს მნიშვნელოვანი 
შედეგი. სახელდობრ, ვთქვათ, §) სიმრავლე წარმოადგენს # სივრცის 

ელემენტების თვლად IX») სისტემას და #»= /(X»), #=1,2,..., მაშინ წინა- 
თეორემა შემდეგნაირად ჩამოყალიბდება: 

თეორემა 4.11, იმისათვის, რომ # სივრცეში არსებობდეს 

ისეთი წრფივი #(C) ფუნქციონალი, რომელილ მოცემული 

M>0 რიცხვისათვის, ელემენტების მოცემული (ჯა)=ჯ მიმ- 

დევრობისათვის და ნამდვილ რიცხვთა მოცემული (LV) მიმ- 

დევრობისათვის, აკმაყოფილებდეს პირობებს: 

1) M(Xი)= I», #=1,2, -.., 2) II II <-M, 
აუცილებელი და საკმარისია, რომ ნამდგილ რიცხვთა ყო- 

ველი სასრულით,, თ,,..., იი მიმდევრობისათვის შესრულე- 
ბული იყოს პირობა : 

” 

წაი 
1=1 

” 

) Cრ,X; |I. 

ჯ1=1 

<«<-M 

  

        

  
ქვემოთ ამ თეორემას გამოვიყენებთ ე. წ. -მომენტთა 

პრობლემის შესწავლაში. 

§ ვ, წრფივი კომპლექსური ფუნძციონალის გაგრძელება 

განვიხილოთ აბსტრაქტული 7 სიმრავლე ისეთი ჯ ელემენტებისა, რომ- 

ლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს:, 

I. 2 სიმრავლის ჯ ელემენტებისათვის განსაზღვრულია შეკრებისა და 

კომპლექსურ რიცხვზე გამრავლების ოპერაციები, ამასთანავე ისე, რომ 

თ) თუ დ, > C 2, მაშინ > +ჯ, C 2. 
ზ) თუ ჯC 2, ზაშინ ნებისმიერი კომპლექსური 42. რიცხვისათვის XX C 7. 

შეკრებისა და კომპლექსურ რიცხეზე გამრავლების თ) და ჩ) ოპერაცი- 
ებს ახასიათებს ასოციატიურობისა, კომუტატიურობისა, შეკრებისა და გამ- 

რავლების დისტრიბუტიულობის” თვისებები, 

I. 72 სიმრავლეში განსაზღვრულია ნამდვილი |I|2| ფუნქცია--ნორმა 
ელემენტისა, რომელსაც აქვს შემდეგი თვისებები: 

თ)IIXI >9 და II>II=0 მხოლოდ მაშინ, როცა 7=0,, სადაც 0; არის #7 
სიმრავლის ნულოვანი ელემენტი, 

8) II#II= IM L71) 
+) I2L+ჯXII<II2II+- I IL. 
III. X სიმრავლე სრულია. 

2 სიმრავლეს, რომლის ელემენტები აკმაყოფილებენ I, 1L, III პირობებს, 

უწოდებენ სრულ კომპლექსურ წრფივ ნორმირებულ სივრცეს. 

ქვემოთ 2 სიმრავლეს მოკლედ ვუწოდებთ ნორმირებულ კომპ- 
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ლექსურ სივრცეს. ვინაიდან ნორმირებული კომპლექსური სივრცის ელე- 

მენტებისათვის შესრულებულია წრფივი ნორმირებული სივრცის ყეელა აქსიო- 

"მა, ამიტომ 7 შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც ბანახის ტიპის სივრცე. 

ვთქვათ, MC2 რაიმე სიმრავლეა. თუ M სიმ”ავლის ყოველ ჯ ელემენტს 

შესაძლოა შევუსაბამოთ გარკვეული კომპლექსური #(7) რიცხვი, მაშინ იტყვი–- 

ან, რომ MI სიმრავლეზე განსახღვრულია კომპლექსური /(ჯწ) ფუნქციონალი. 

კომპლექსური /(უ ფუნქციონალი შემოსაზღვრულია, თუ არსებობს ისეთი, 

M#V>2>0 რიცხვი, რომ ნებისმიერი ჯC M ელემენტისათვის ადგილი აქვს | / (>)|–< M 

ოტოლობას, 

I(7) ფუნქციონალს, რომელიც განსაზღვოულია ნორმირებულ კომპლექ- 

სურ 2 სივრცეზე. წრფივი ფუნქციონალი ეწოდება, თუ იგი აკმაყოფილებს 

შემდეგ პირობებს: 

1) (დ -+7:)=M,)-+I(თ), ჯაჯა C 2· 

2) ნებისმიერი კომპლექსური #7. რიცხვისათვის 10.7)=#I(უ, სადაც ჯC2 

ნებისმიერი ელემენტია. 

3) Xდ უწყვეტი ფუნქციონალია 2 სივრცის ნულოვან 0; ელემენტზე. 
ადვილად დავრწმუნდებით, რომ /(ჯ) ფუნქციონალი, რომელიც 1)–3) 

პირობებს აკმაყოფილებს, უწყვეტია მთელ ნორმირებულ კომპლექსურ 2 სივრ- 

ცეზე და ყველა ჯC 7 ელემენტისათვის აკმაყოფილებს შემდეგ პირობას” 

IდCI<MII2I (4.7) 

სადაც # გარკვეული რიცხვია. უმცირეს # რიცხვს, რომელიც (4.7) პირობას 
აკმაყოფილებს ეწოდება I(უ) ფუნქციონალის ნორმა და აღინიშნება ჩვეულებ- 
რივი |I|) სიმბოლოთი, კომპლექსური წრფივი ფუნქციონალის ნორმა გამოით- 

ვლება ფორმულით: 

ILI = 5LსI II(2)| 
II>III=1 

თეორემა 4.15. თუ 7 ნორმირებული კომპლექსური სივრ- 

ცეა და I()-კომპლექსური წრფივი ფუნქციონალი, რომე- 
ლიც) განსაზღვრულია #LC2 ქვესივრცეზე, მაშინ არსებობს 

წრფივი კომპლექსური IC) ფუნქციონალი, რომელიც გან- 

საზღვრულია მთელ 2 სივრცეზე და აკმაყოფილებს პირო- 

ბებს: · 

სC)=Iუ,  როცა:C#, IXI,=III 
დამტკიცება, განვიხილოთ # ქვესივრცეზე განსახღვრული ნამდ- 

ვილი ფუნქციონალი: 

დ«=MIთ, #C+XL. 
შევნიშნოთ, რომ «(ჯ) წრფივი ფუნქციონალია. მართლაც, ვთქვათ, ჯ,, 21C # 

ნებისმიერი ელემენტებია, მაშინ დ(ჯ,-+X,) = 1ჭ0X(2,) + IVI(C,)= დ(ჯ,) +«(ჯ), რო- 
გორც ჩანს დ(ჯ) არის ადიტიური ფუნქციონალი # ქვესივრცეზე. გარდა ამი- 

სა, ნებისმიერი ჯC X ელემენტისათვის გვაქვს 

Iდ(ფ |=II#იLუ))<IMXთI< IIIII II2II- 
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ამოიგად, დ(ჯ) ნამდვილი ფუნქციონალი წრფივია L ქეესივრცეზე, ამასთანავე 
როგორც უკანასკნელი უტოლობიდან ჩანს, დ(უ) და #() ფუნქციონალთა ნორ- 
მები ICI) და |I/I ერთმანეთთან დაკავშირებული არიან უტოლობით: 

IICII < I1II. (4.8) 

განვიხილოთ ახლა »”# ქვესივრცე და 7 სივრცე, როგორც ნაზდღვილი 

სივრცეები. მაშინ პანისა და ბანახის თეორეზის თანახმად, ნამდვილი V«(2) ფუნქ- 

ციონალი შეგეიძლია L ქვესივრციდან გავაგრძელოთ მთელ 2 სიგრცემდე 

ნორმის შეუცვლელად. ვთქვათ, რომ ეს გაგრძელება არის /(7), 7C 27. ავა- 

გოთ შემდეგი ფუნქციონალი: 

L(Lუ=/(2–-!:/07 
და დავამტკიცოთ, რომ #(Cუ) არის წრფივი ფუნქციონალი ზთელ 2 სიევრცე- 

ზე, #Xდ)=I(უ, როცა 2C # და III =IIIII,, ამით ჩვენი თეორემაც დამტკი- 
ცებული იქნება. ცხადია, #Cჯ) ადიტიუოი ფუნქციონალია, ვინაიდან ადიტიუ- 

რია #(უ. გარდა ამისა, გვაქვს 

IICუI << I/(0I+ II/(Iდ I<II/ IICIICII+ III>II)=2I!/ II IIჯI =2|I%II IIXII· 
თანახმად (4.8) უტოლობისა, აქედან მივიღებთ 

II(უ|<2IIII III. 
ამრიგად, XX?) ადიტიური და ნორმით შემოსაზღვრულია და, მაშასადამე, იგი 

წრფივია მთელ 2 სივრცეზე. ახლა დავრწმუნდეთ, რომ (|I|#II|=IIIII.. ამისათ- 
ვის ავიღოთ ნებისმიერი §>0 რიცხვი და ისეთი :.C 2 ელემენტი, რომ 

IC I=1, IXI<IMC)I++ და ” ორთოგონალური არ იყოს დ, წერტილისა. 
მაშინ ჯ,=ჯე 510 LC) ელემენტის ნორმა 

IIX1II = IIჯი 5180 ”/CC-)I| =1 და XC>,)=V“(ჯე 51ფ% I"(ჯი))= 51ფი. X(ჯი)/“(ჯი) == 
=I|§51დახ V (ჯა) " |//(ჯა)| = I” (ჯე)| იქნება ნამდვილი რიცხვი. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ თდ(ჯ)=#6XX2) და, ამიტომ დ(ჯ,)=7+ჯ#,), ამას- 

თანავე დ(ჯ)-<<IIVII II2III = IდII (ვინაიდან |Iდ,I| =1). 
' ამრიგად, X#C2)<IIთII, ანუ II(ჯა)|<IIდII+6, ე. ი. |I#VII <-IIდI +2§, ვი- 

ნაიდან 6 ნებისმიერია და ადგილი აქვს (4.8) შეფასებას, ამიტომ III II „=IIII»- 

დარჩა დავამტკიცოთ, რომ როცა 2CI, მაშინე/-(2) =1(ჯ). ვთქვათ, I(7)= 

=თ-L;8, მაშინ 1(I>)=1I(7)= – ჩ+;თ. ამის გამო )I2I0V7)= –-8= დია). გარდა 

ამისა, «#=- III(7)=%(ჯ). ამრიგად, 

I) =დ(ე –!I«(I 

და, მართლად), #(ჯ) =1(2), როცა ჯC IL. 

§ 4, მეუღლებული სივრცე 

განვიხილოთ ყველა იმ ფუნქციონალთა სიმრავლე, რომლებიც წრფი- 

ვია ნორმირებულ #ჯ სივრცეზე. სც სიმრავლის ელემენტებისათვის (წრფივი 
ფუნქციონალებისათვის) შეგვიძლია შემოვიღოთ შეკრებისა და რიცხეზე გამ- 

რავლების ოპერაციები. თუ I, 1) C 5 ნებისმიერი ფუნქციონალებია, რომლე- 
ბიც წრფივი არიან ნ სივრცეზე, მაშინ მათი ჯამი ვუწოდოთ ისეთ / ფუნქ- 
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ციონალს, რომელიც ნებისმიერი X C წ ელემენტისათვის განსაზღვრულია ტო- 

ლობით: IM(X)=1,(X) +I,(X). ცხადია, ამ ტოლობით განსაზღვრული | ფუნქციო- 

ნალი წოფივია მთელ ჯ სივრცეზე და, მაშასადამე, LC ს. რაიმე თ რიცხვისა 
და #C7# ფუნქციონალის I =თ|, ნამრავლი განვსაზღგროთ I”(X) = თI,(X) ტო- 
ლობით, სადაც + C 8 ნებისმიერი ელემენტია. ასე განსაზღვრული I" ფუნქ- 

ციონალი წრფივია მთელ 8 სივრცეზე და, ამიტომ ეკუთვნის ს სიმრავლეს. 

ყოველი წრფივი |ICL ფუნქციონალის ნორმა აკმაყოფილებს შემდეგ პი- 

რობებს: 

1) IIIII>9 და IIII =9 მაშინ და ზხოლოდ მაშინ, როცა I(X)=9; 

2 III1+47,||= 5V -IსC90)+ (XL 42 §VI) ს01+ს(XIL «8ხი) სი! 
IXI " MM III 

+5სე > II I+III; 
IIXII 

3) ნებისმიერი თ რიცხვისათვის და ნებისმიერი 1:CL ელემენტისათვის 

ადგილი აქვს ტოლობას: |I27|) = |C| (III - 
ნათქვამიდან ვხედავთ, რომ L სივრცეზე განსახღვრულ ყველა წრფივი 

ფუნქციონალის ს სიმრავლე წარმოადგენს წრფივ ნორმირებულ სივრცეს. ს 

სივრცეზე განსაზღვრულ ყველა წრფივი ფუნქციონალების L სივრცეს, ეწო- 

დება წ სივრცის შეუღლებული სივრცე. 
თეორემა 4.13. შეუღლებული #§ სივრცე სრული სივრცეა. 

ავიღოთ წრფივი ფუნქციონალების ნებისმიერი ფუნდამენტალური 

წთ) C L მიმდევრობა და დავამტკიცოთ, რომ იგი ნორმით კრებადია # სივრ- 

ცის გარკვეული | ელემენტისაკენ. ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის არსებობს .· 

ისეთი ნატურალური V რიცხვი, რომ როცა #I, #>M, მაშინ 

IIთ-–-1VიI <2. 

ამ პირობებში, ნებისმიერი X C ელემენტისათვის, რიცხვთა (LI „(X)) მიმ- 

დევრობა კრებადია. მართლაც, გვაქვს 

|ბი(X) ––სოM(X)| = (თ –წი)X| < || I=-–!»II II XI|<-6IIXIL- 
აღვნიშნოთ (ჯა(X)) მიმდევრობის ზღვარი /(#X)-ით: 

) 1I0ი 7ი(X)-=7X(X). 
სI“.7 

დავამტკიცოთ, რომ /(X) წრფივი ფუნქციონალია #ჯ სივრცეზე. ვთქვათ, X, ყ C ს 

ნებისმიერი ელემენტებია. მაშინ 

I(X-+- ყ)= 1II1Iთ 1ი(X+Vყ) => 110) 1X(CX)+ 11111 1,L(I/)-C= 1(X)+I(ყ). 
ჯ–ე ს -–თ 1 ––-თ 

IX) ფუნქციონალი ნორმით შემოსაზღვრულია, მართლაც ავიღოთ ისეთი ნა- 

ტურალური V რიცხვი, რომ ნებისმიერი ჩ# რიცხვისათვის, როცა #> V შეს- 

რულდეს უტოლობა 
III„+2II<IIIიII-I- 1. 

მაშინ, ნებისმიერი ჯ ელემენტისათვის, ადგილი ექნება შემდეგ უტოლობასაც: 

IIი+2(2)| 4 II (»+II IIXII <-(II7»II +1)IIXII 
აპ?



საიდანაც, თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა #-–29, მივიღებთ 

1110 17», (X)| = II)I< (II1II -1)IXII. 
ჩ-X% 

ამრიგად, 7(»X) წრფივი ფუნქციონალია /: სივრცეზე. 

ახლწ დავამტკიცოთ, რომ ფუნქციონალთა |(I„| მიმდევრობა ნორმით 
კრებადია წრფივი | ფუნქციონალისაკენ. გავიხსენოთ, რომ 

I) -ნ+იL. 
IIXII 

ეს იმას ნიშნავს, როზ ნებისმიერი 6> 0 რიცხვისათვის არსებობს X.: C I ელე- 
მენტი, რომლისთვისაც ადგილი ექნება შეფასებას. 

–M%) =2MX)I 6 . 

I 5 II 2 

გინაიდან 1» და (| ფუნქციონალები წრფივია (და, მაშასადამე, ერთგვაროვანი), 

ამიტომ წინა უტოლობას შეგვიძლია ასეთი სახე მივცეთ 

II–/ MI<) (+ ი“ წ)“ 
1! მიმდევრობა კრებადია I(-“ 

Xჯ | II II 

რიცხვისაკენ, ამის გამო, დაწყებული საკმარისად დიდი ”#”ე ნიშნაკიდან, I) 

ველი M#>წMე მნიშვნელობისათვის, გვექნება 

სი“ ”0=I)1<X 
ახლა კი ცხადია, რომ როცა #<V, მაშინ |I-–/») <ვ. თეორემა დამტკი- 

ცებულია. 
როგორც ზემოთ ვნახეთ წრფივ ნორმირებულ # სიგრცეზე განსახღვგრულ 

წრფივ ფუნქციონალთა სიმრავლე წარმოადგენს ბანახის ტიპის სრულ L სივრ- 

ცეს. სრულიად ასევე შეგვიძლია განვიხილოთ ს სიგრცის შეუღლებული სიეC- 

ცე 8 და ა. შ. სივრცეს ეწოდება # სივრცის მეორე შეუღლებული სივრ- 

ცე. 8 სივრცე წარმოადგენს ყველა იმ წრფივი ფუნქციონალის სიმრავლეს, 

რომლებიც განსაზღვრულია LსL სივრცეზე, სადაც %, როგორც ვიცით, არის 7 

სივრცეზე განსაზღვრული ყველა წრფივი ფუნქციონალის ნორმირებული სივ“- 

ცე. განვიხილოთ წრფივი I(::) ფუნქციონალი, სადაც #ჯ C # და LC #. როცა | 

ელემენტი ფიქსირებულია და იცვლება ჯ ელემენტი სივრცეზე, მაშინ 1Cე) 
წარმოადგენს სივრცეზე განსაზღვრულ წრფივ ფუნქციონალს, რომლის 
ნორმა არის IIIII. პირიქით, როცა ფიქსირებულია ჯ ელემენტი და იცვლება 

L ელემენტი შეუღლებულ 7X სივრცეზე, მაშინ ჩვენ მივიღებთ X# სივრცეზე 
განსაზღვრულ წრფივ ფუნქციონალს, რომელიც აღვნიშნოთ »() სიმბოლოთი. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ XV) ფუნქციონალის ნორმა უდრის IIXII. მართლაც), 

ერთის მხრივ, გვაქ>ვს 

II–1VII = 5ს0ხს 

IL– ჰი 

8 
2“   

  

  
  ხემოთ ვნახეთ, რომ რიცხვთა თ. > 

    

IXVII <-IIXII III, 
228



ხოლო მეორეს მხრიე, როცა X C # ელემენტი მოცემულია, მაშინ ჰანისა და 

ბანახის თეორემის შედეგების ძალით, არსებობს ისეთი 1 C ს ელემენტი, რომ 

IXCI)1= IIXII LIII 
და, მაშასადამე, XC) ფუნქციონალის ნორმა უდრის IIXII. IX) და XC) ფუნქ- 
ციონალების ზემოთ მოყვანილი ურთიერთობის გამო, ვექტორულ ალგებრაში 

მიღებული თერმინოლოგიის ანალოგიურად, I(X)=X(I)=(I,/) გამოსახულებას 

შეგვიძლია ( და ჯ ელემენტების (ვექტორების) სკალარული ნამრავლი ვუწოდოთ, 
სკალარული დ, #ჯ) ნამრავლი წრფივად არის დამოკიდებული როგორც X, ისე 1 

ელემენტისაგან. ამრიგად, (,, #) ფაქტიურად წარმოადგენს ორადწრფივ ფუნქ- 

ციონალს, რომლის ზოგად განსაზღვრას ქვემოთ გავეცნობით. 

იმ შემთხვევაში, როცა ს=X, მაშინ X სივრცეს თვითშეუღლებული 

სივრცე ეწოდება. იმ შემთხვევაში როცა #=X, მაშინ წ სივრცეს რეფ- 

ლექსური სივრცე ეწოდება. ცხადია, როცა L რეფლექსური სიერცეა, მა- 

შინ ადგილი აქვს ტოლოზებს 

ა, პლესნერმა დაამტკიცა, რომ ყოველი წრფივი ნორმირებული X# სივრ- 

ცე ან რეფლექსურია, ანდა X#, XL, ჯ, %, „+. სივრცეთა მიმდევრობის , ყეე- 

ლა სივრცეები სხვადასხვანი არიან. 

ორადწრფივი ფუნქციონალის განსაზღვრა, ვთქეათ, ჯ#, და ს, წრფივი 

ნორმირებული სივრცეებია, განვიხილოთ დ(ჯ, ყV) ფუნქციონალი, სადაც ჯC #, 

და Vყ C ჩ, ნებისმიერი ელემენტებია, C(X, ყ) ფუნქციონალს ორადწრფივი 

ფუნქციონალი ეწოდება, თუ იგი აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

თი რდ(6X,-+6:X,, ყ)=6)თ(2), M)+წნად(X, ყ) ჩ) CC, %,V,-+- ი:'.) =,C(X, Vყ.)+ 

+ად(დ, Vი), ი ) ისს Iდი ყ) <<, სადაც X„ 2, C ჩნ M,, Vყ; C 5; ნებისმიე- 
XIIIII7)| <> 

რი ელემენტებია, ხოლო §,, 6,, I. შა–-ნებისმიერი რიცხვები, გამოსახულე- 

ბას აია Iდ(X, ყ)) ეწოდება დ(X#, ყ,დ ორადწრფივი ფუნქციონალის ნორმა და 
I2IIIIVII<> 1 

აღინიშნება I «დI სიმბოლოთი. ცხადია, რომ როცა ჯ ფიქსირებულია, მაშინ 

«(X, ყ) წრფივი ფუნქციონალია V ელემენტის მიმართ და პირიქით. 

მაგალითები 1) 4«(ჯ, #)=(ჯ, ყ) სკალარული ნამრავლი ორადწრფივი 

ფუნქციონალია, ამასთანავე XC #M და ყC #6. ასე, მაგალითად, თუ 

X(7) C L-(09,1), Vყ(/) C L/(9,1), # 1+ი'=1, მაშინ 
1 

(#, ყ)= | X(/)ყ(!)ძ“. 
0 

როცა #=ე=2, მაშინ უკანასკნელი ტოლობა მოგვცემს სკალარული ნამრავ- 

ლის გამოსახულებას ჰილბერტის ფუნქციონალურ XL,(0,1) სივრცეში. 

22)



2) ვთქვათ, XC, 7) არის, 0<+, /<1 კვადრატზე უწყვეტი ფუნქცია და 

X(1), ყ(7) C C(0,1), მაშინ 

1.1 

დC, #=| I#Cთ 0 XV) ყ(0ძ/ ძ: 
00 

იქნება ორადწრფივი ფუნქციონალი. 

§ 5, წრფივი ფუნძციო.ნალის ჭოგადი სახე ზოგიერთ სივრცეში 

წრფივი ფუნქციონალის ზოგადი სახე, ამა თუ იმ წრფივ ნორმირებულ 

სივრცეში, ეწოდება ამ სივრცის ნებისმიერ ელემენტზე დამოკიდებულ ანა- 

ლიზურ გამოსახულებას, რომელიც შეიცავს ისეთ პარამეტრებს, რომელთა 
ყოველი კერძო მნიშვნელობისათვის მიიღება, აღებულ სივრცეში განსაზღვ- 

რული, წრფივი ფუნქციონალი, ამასთანავე ყველა ფუნქციონალი, რომლებიც 

ამ გზით მიიღება, ამოსწურავს მოცემულ სივრცეზე განსაზღვრულ ყველა შე- 

საძლო წრფივ ფუნქციონალთა სიმრავლეს. 

1, წრფივი ფუნქციონალის %ოგადი სახე ჯ სივრცეში ნორმირებული 

წრფივი ჯ სივოცე, როგორც ვიცით, ნამდვილ რიცხვთა ყველა კრებადი მიმ- 

დევრობის სივრცეა. ვთქვათ, /(ჯ) არის ჯ სიევრცეზე განსახღვრული წრფივი 
ფუნქციონალი, ავიღოთ ჯ-სივრცის ელემენტების ისეთი (ი) მიმდევრობა, 

რომ ჯM0ს= 6,0), Xე(9,...,ე #9... 21 0=1 და ჯა(მ)=0, როცა #5-#, 7, #= 
= 1,2, ... 

ვთქვათ, X=(ჯ, #., #.. .#ს ...) არის ჯ სივრცის ნებისმიერი ელემენტი. 
ცხადია, რომ ჯ ელემენტი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ასე 

” თ 

ჩX= III) ) 2:90 == ა 2XLM9, 
ა.დ 4<- 

1=1 1=1 

პირობის თანახმად I(+) ფუნქციონალი წრფივია და, მაშასადამე, ნორ- 

მით უწყვეტია მთელ :ჯ სივრცეზე. ამის გამო ადგილი ექნება ტოლობას 

თ თ 

I0)= 2. #6რ) = 8 ი:X,, (4.10) 
წ=1 ,1'=L 

სადაც იჯ=I(XMI), 1=1, 2,... ვინაიდან ((«–) განსაზღვრულია მთელ LL სივრცე- 

ზე და, მაშასადამე, ყოველ XC) წერტილში აქვს სასრული მნიშვნელობა, 
ამიტომ (4.10) მწკრივი კრებადია ნებისმიერი Xჯ=(#X,, X,...) ელემენტისათ- 
ვის. ეს კი შესაძლებელია მაშინ, როცა დაწყებული ; ნიშნაკის რაღაც 1=VM 

მნიშვნელობიდან ყველა ი|,=0 და (4.10) ტოლობიდან, მივიღებთ 

M 

I0= 2 ი. (4.11) 

(==1 

პირიქით, როგორიც უნდა იყოს ნამდვილი ი, რიცხვები და ნატურალური M 
რიცხვი, (4.11) გამოსახულება წარმოადგენს წრფივ ფუნქციონალს (L სივრცე- 

ში. ამით დამტკიცებულია, რომ (4.11) გამოსახავს წრფივი ფუნქციონალის 
ზოგად სახეს ჯ სივრცეში. 
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95. წრფივი ფუნქციონალის ზოგადი სახე 7#,(#.>1) სივრცეში. ავიღოთ 

ნორმირებული ელემენტების (XCIICI, მიმდევრობა, სადაც 20 =(ჯ,(), Xე(ბ, ..., 
ჯამ, .,.), #.შტ=0, როცა 1#/:, ხოლო XI)=1. ვთქვათ, X=(%, +)... 
შს ...-)C1, ნებისმიერი ელემენტია. ავაგოთ ახალი (IV )IC1; მიმდევრობა, სადაც 

” 

ყI) =ჯ–- ) XXII). 

I=1 

შევნიშნოთ, 

ყო) =(0, 0,..,, 0, Xის1ეე 27-ე. ა 

თ თ 

ვინაიდან 2 )+I/<%, ამიტომ II 1, I))=0. ამის გამო IIIVიII 
· I--თ 

7=1 იი“ 1ლ=7-- 1 

მიმდევრობა ნულისაკენ არის კრებადი: 

“+ 1 

» 
) 53 =0, 

1 1==I–+ 

  

IIII IIV»II = 11)0 
სრ #-2C96 

ი 

ეს იმას ნიშნავს, რომ ბჯ, ჯო მწკრივი ნორმით კრებადია ჯ ელემენ- 

1==1 

ტისაკენ 
% 

X=>= ) XჯXI9), 

(=1 

ვთქვათ, /ჯ(ჯ) არის /, სივრცეზე განსაზვრული წრფივი ფუნქციონალი. 
მაშინ მისი ადიტიურობისა და უწყვეტობის გამო, შეგვიძლია დავწეროთ: 

თ თ 

I(63) =>, XII) == 2 2 (4.12) 
1 1=1,. . 1= 

სადაც ძ,=IM(ჯ"), 1=1, 2, ... 

მოვძებნოთ ახლა აუცილებელი და საკმარისი პირობები. რომელსაც უნ- 
და აკმაყოფილებდეს კოეფიციენტების (ი/) მიმდევრობა, რომ (4.12) მწკრივი 
მუდამ გამოსახავდეს /, სიერცეზე განსაზღვრულ წრფივ ფუნქციონალს. გან- 

ვიხილოთ ორი შემთხვევა: 
თეორემა 4.14. იმისათვის, რომ (4.12) იყოს |, სივრცეზე 

განსაზღვრული წრფივი ფუნქციონალი აუცილებელი და საკ- 

მარისია, რომ კოეფიციენტთა (ი, მიმდევრობა იყოს შემო- 
საზღვრული, ე. ი. ყ=I(ი, მიმდევრობა იყოს „სივრცის ელე- 

მენტი. ამასთანავე IIII= LV I,|=IIMI=- 
ჯ 

დავამტკიცოთ პირობის 'აუცილებლობა, ამისათვის დავუშვათ, რომ 
(4.12) არის 7, სივრცეზე განსაზღვრული წრფივი ფუნქციონალი. დავამტკი- 

ცოთ, რომ ელემენტი V=(ი! C17/ და ||I!|I =IIყII. ცხადია, 

I X9MII=1, #=1,2,.,. , 

2პ1



გარდა ამისა, ! 

Iი =II(>II)II < III IIX II =IIIII. 
მაშასადამე, ელემენტი ყ=(თ,, ძიას... რ»,.+.)C71I. შემდეგ, თუ გავიხსენებთ 
ელემენტის ნორმის გამოსახულება, წრფივ ნორმირებულ „ სივრცეში, 

გვექნება 
IVIII.=0(ყ, 0„)= 5M1 |0ი/|< IIIII, (4.13) 

I 

IIII =IVII=· 
პირობის საკმარისობის დასამტკიცებლად დავუშვათ, რომ ყ CVIII. დავრ- 

წზუნდეთ, რომ (4.12) გამოსახაკს წრფივ ფუნქციონალს და |III| = IIVIII თ. ვი– 
თ 

ნაიდან X=(#X,, X,...) XI ...)=, ამიტომ მწკრივი ბ, II I-იიხ. გარდა 

1=1 

ამისა, ვინაიდან |IVII„= ზსს Iი,, ამიტომ |იI/ <IVII„. ამის შემდეგ შეგვიძლია 

დავწეროთ: 
თ% თ 

2 ნი <2. IიIMI< ას ხაო) MI, 
ჯ1=1 L=1 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ (4.12) მწკრივი კრებადია, ამასთანავე 

  

  

თ 

პენა დანო, 27. 
I=I · 

  

ამ უტოლობიდან ჩანს, რომ /(X) ფუნქციონალი ნორმით შემოსაზღვრულია 

და რადგანაც (X) ადიტიურია, ამიტომ იგი წრფივი ფუნქციონალი იქნება. 

(4.14) უტოლობიდან ისიც გამომდინარეობს, რომ |II <IIVIIთ და თუ ამ უკა- 

ნასკნელ უტოლობას შევადარებთ (4.13), მივიღებთ |!I| =IIVII თ. ამით თეო- 

რემა დამტკიცებულია, 

ზემოთ მოყვანილი მსჯელობიდან ჩანს, რომ /, სივრცის შეუღლებული 

1 სივრცე არის # სივრცე: 

თეორემა 4.15. სიმისათვის, რომ (4.12) იყოს წრფივი ფუნკ- 
ციონალი ჯ((#>1) სივრცეზე, აუცილებელი და საკმარისია, 
რომ ყ=(ი) მიმდევრობა იყოს 7, სივრცის ელემენტი, სადაც 

#1+01=1, ამასთანავე IIIII=IIVII· 
პირობის აუცილებლობაში გვარწმუნებს შემდეგი მსჯელობა. ვთქვათ, 

LX), რომელიც განსახღვრულია (4.12) ტოლობით, არის /, სივრცეზე განსა- 

ზღვრული წრფივი ფუნქციონალი. ვუჩვენოთ, რომ მაშინ რიცხვთა V=(9/)) მიმ- 
დევრობა, სადაც იჯ=/(XI)), განსაზღვრავს /, სიგრცის ელემენტს (იგულისხმე- 

ბა, რომ #'1-Lე“1=1). ავიღოთ «= (%, >. ·-.) ელემენტი, სადაც 

2 
2- |თ/|? 51ფხ ძც როცა 1<:M, 

·0 კ როცა 1>7, 
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და ” ნებისმიერად ფიქსირებული ნატურალური რიცხვია. ადვილი შესამჩნე- 

ვია, რომ XC7,. მართლაც, გვაქვს 
" 

ა. ICI 7 = 8 IX” + §ა IXII/ = 2 )ი იი. 
:=1 :=1 (=M+1 I=1 

ამ პირობებში ( ფუნქციონალის მნიშვნელობა ჯ ელემენტზე, როგორც ეს 

(4.12) ჩანს, იქნება 
# · , LI) 

I:101= ძ/|ი/|? 51ფ)იჯ= Iი/?. 

_ 
". ი 

I-IX. რ. , 
1=1 

IVI<III IIXI=IIII >, ი. ' 

2, 9<III 
1=1 

აქედან გამომდინარეობს შემდეგი უტოლობა: 

მაგრამ, ვინაიდან 

ამიტომ 

9
 

- 
1 

წ” 

ბ, იი. 
1 ჯ1= 

  

ა ” ი 

C, MM | <III, 

( უუ <IIII. 
, ჯ7=1L 

გავიხსენოთ, რომ ნატურალური # რიცხვი ნებისმიერად იყო ფიქსირებული, 

ამიტომ წინა უტოლობა შეგვიძლია შევცვალოთ შემდეგი უტოლობით: 

თ % 

(2) <IIIII, (4.15) 
1-:1 

და, მაშასადამე, V C1კ. 

გადავიდეთ პირობის საკმარისობის დამტკიცებაზე. ვთქვათ, V CI. ვუჩ- 

ვენოთ, რომ I(ჯ), განსაზღვრული (4.12) ტოლობით, წრფივი ფუნქციონალია. 

ცხადია, #2) არის ადიტიური ფუნქციონალი. იგი, ამავე დროს, ნორმით შე- 
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მოსაზღვრულიც არის. მართლაც, თუ გამოვიყენებთ ჰელდერის უტოლობას, 

გვექნება , , 

პა, « IC. 3 (იი ' –IXI,IVIV 
I(=1 ს I=1 

ამრიგად, ((X) წრფივი ფუნქციონალია მთელ (ი სივრცეზე. უკანასკნელი უტო- 
ლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

II(2)|= 
    

IIII<IIVII; 
თუ ამ უტოლობას შევადარებთ (4.15) უტოლობასთან, მივიღებთ |II|| => 

=IIVIIV. თეორემა დამტკიცებულია. 
შედეგები. 1. დამტკიცებული თეორემიდან გხედავთ, რომ როცა 

#>1, მაშინ 1 =1, და (:=/,=L,, ე. ი. 1; რეფლექსური სივრცეა. 
2. კერძოდ, როცა #=0=2, მაშინ. საქმე გვექნება ჰილბერტის კოორდი- 

ნატულ ჯე სივრცესთან და, ვინაიდან /(.=7,, ამიტომ /, არის თვითშეუღლე- 

ბული სივრცე. 
3, ევკლიდეს # განზომილებიან #, სივრცეში ყოველი წრფივი /(ჯ) ფუნქ- 

ციონალი, სადაც X=(#,, 4, ..., X») C ი, ასე წარმოიდგინება 

Iა=2., ი/X, 

1=1 

სადაც იც..., ი» ნებისმიერი რიცხვებია. ამასთანავე I) ფუნქციონალის 
ნორმა შემდეგი ფორმულით გამოითვლება: 

IIII= 
1==1 

3. წრფივი ფუნქციონალის ზოგადი სახე C სივრცეში. განვიხილოთ C« 

სივრცის ელემენტების (»(9) მიმდევრობა: #9 = (ჯ,(9, #,(9,..., ჯცIი,...), #=1, 2)..., 

სადაც 

  

1, როცა #=7, 

სხ0, როცა #7”>##. 

ცხადია, რომ ნებისმიერად ფიქსირებული Xჯ ნიშნაკისათვის III) ჯ,I=0, ამი- 
· ”>Cთ , 

ტომ, ელემენტები XLI C ი ავიღოთ აგრეთვე 2=C(1,...,.1,,..)=(Xჯ/") CC 
ელემენტი. ვთქვათ, IX») არის « სივრცეზე განსახღვრული წრფივი ფუნქციო- 

ნალი, სადაც X=(X,, #:,...) XX .·.) C6 ნებისმიერი ელემენტია. შემოვიღოთ 
თ თ 

· აღნიშვნები: I(«I0)=C. IX )=" თ=IIი ჯი, რ=«”' –). თ, სადაც 2 ტრო- 

#=1 #=1 

ჯი) = 

გორც ქვემოთ იქნება ნაჩვენები, აბსოლუტურად კრებადი მწკრივია. 

თეორემა 4.16. - სივრცეში განსაზღვრულ ყოველ წრფივ 

IX) ფუნქციონალს აქვს შემდეგი სახე: 
დ 

I(«)=იCთ- 3, რიშ 

#=1 

284,



ამასთანავე 

III=IMI+ XII. 
#=)1 

თეორემის დასამტკიცებლად ავაგოთ (V») მიმდევრობა, სადაც 
7” 

ყალ+1-თX ) (%– თ)ჯ'. 

X#:=1 

ვინაიდან X, X", XI) C -, ამიტომ ყია C 2 და მაშასადამე, მიმდევრობა (|V-ი| C ი, 
გარდა ამისა, გვაქვს 

._.._-<-. 
საიდანაც 

Iყ»II= 5სი 16%“ თI. 
1>VI+ 

ვინაიდან თ, ჩვენი აღნიშვნების მიხედვით, არის X,, +... რიცხვთა მიმდეე- 
რობის ზღვარი, ამიტომ IIთ |IIVიII-=0. სხვანაირად ეს იმას ნიშნავს, რომ 

#”- თ 

2 

11111 =0, 
წI->C 

      

ჯ-. თ. ა (+. -- თ)ჯ(5 

#=1 
  

საიდანაც მივიღებთ 
. თ 

X=თX + ჯი» – თ)ჯბ, 

#=1 

იმის გამო, რომ 7 წრფივი ფუნქციონალია მთელ (Lჯ სიერცეზე, ამიტომ ნე- 
ბისმიერი ჯCC ელემენტისათვის, გვექნება 

I(X) = თI(X)+ 2. (X, –– თ)1(XI9)) = თC –- ა” – თ). (4.16) 

ამ ტოლობაში «” და C კოეფიციენტებს აქვს გარკვეული თვისებები, რომელ- 

თა შესწავლა საშუალებას მოგვცემს დავაბბოლოვოთ თეორემის დამტკიცება. 

ამ თვისებების შესწავლისათვის ავიღოთ ნებისმიერად ფიქსირებული ნატუ- 
რალური # რიცხვი და ჯ=Lჯ) მიმდევრობა, სადაც 

_ _ |5Iყს 6, როცა #X<>V, 

C-ს 0, როცა #>”. 

ცხადია, რომ ათ 0 #2=-0, 2CCთ II71 =1: თუ დავწერთ (4.16) ტოლობას ჯ ელე- 

მენტისათვის, მივიღებთ 

და, ვინაიდან I(2)<CIIII ICI = III, ამიტომ. >» ' II-III. ახლა. ისიც. გამო- 
#=1 

ვიყენოთ, რომ « ნებისმიერი რიცხვია, გვექნება 

თ IიI<III. 
#= 1



ამრიგად მწკრივი, რომლის წევრებია 6» რიცხვები, აბსოლუტურად კრებადია. 
თუ გამოვიყენებთ ი რიცხვის განსაზღვრას, (4.16) ტოლობა შეგვიძლი. ასე 
გადავწეროთ: 

თ 

წი=რ+2 ტი» 

L#=1 

ავიღოთ ახლა ჯ=(ჯ;) ჯ” – 2. +...) მიმდევრობა, სადაც 

= (ა თ, როცა #<#, 

#– | 3120 ი, როცა #>„. 

(4.17) 

ცხადია, 1I00 =5190ძი== ჯCCV, |II2I|I=1 და, ამიტომ გვექნება 
ჩ-ლ- 

" C ” 

(უ=ი 9წსი+ ) ,თ51წი Cთ+ ). C 5180 თ = Iი| + 2 IMI+ 
· #=1 Lს=7”-+1 #-–1 

რ 

+ », C51ფხნ ი<IILII. 
#=7+-1 

აქედან » რიცხვის ნებისმიერობის გამო, ერთის მხრივ გვექნება 

I + I< <IIIII, (4.18) 
L=1 

მეორეს მხრივ ადგილი აქეს შეფასებას 

=-) ღლ 
ჩ=1 

თ 

III<I4+ > CI 
#=1 

უკანასკნელის შედარება (4.18) უტოლობასთან მოგვცემს 
თ 

ამიტომ 

III=MI+2 ი. 
#=1 

(4.17) ფორმულა ამ უკანასკნელ ტოლობასთან ერთად ამტკიცებს ჩვენ თეო- 
რემას. 

4. წრფივი ფუნქციონალის ზოგადი სახე C(0,1) სივრცეში. წრფივი 

ფუნქციონალის ზოგადი სახე უწყვეტ ფუნქციათა ნორმირებულ C(0,1) სივრ- 
ცეში მოძებნილი იყო ფ. რისის მიერ. სახელდობრ, ფ. რისის მიერ დამტკი- 

ცებული იყო შემდეგი , 
თეორემა 4.17. C(0,)) სივრცეში განსაზღვრული ყოველი 

წრფივი ფუნქციონალი გამოისახება სტილტიესის ინტეგ- 
ალით: 
დ 1 

I(ო=I X(/)ძ((1), (4,1ძ 

0 

სადაც (დ(0) არის | ფუნქციონალით განსაზღერული ფუნქცია 
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შემოსაზღვრული ცვლილებით და მისი სრული ცელილება 
(9,1) სეგმენტზე უდრის III. 

გავიხსენოთ (0, IV ' სეგმენტზე შემოსაზღვრულ და ზომად ფუნქციათა V 
სივრცე. ცხადია, XM# სივრცეს, კერძოდ, ეკუთვნის |0,1) სეგმენტზე ყოველი 

უწყვეტი X(/) ფუნქცია, ვინაიდან X(/) ამ სეგმენტზე შემოსაზღვრულიც იქნება 
და ზომადი(კ. გარდა ამისა, უწყვეტი ფუნქციის ნორმა, M# სივრცის აზრით, 
ემთხვევა ამავე ფუნქციის ნორმას, C(0,1) სივრცის აზრით. მართლაც, X(!) 

უწყვეტი ფუნქციის ნორმა VI სივრცეში არის: 

(MI, = ჰM ა, ზის IMX0I= თაა XXI =IMIC 
M 010§9=0 I C |0,1I––9 = (0,1) 

ამის გამო უწყვეტ ფუნქციათა C(0,1) სივრცე შეგვიძლია განვიხილოთ, რო- 
გორც (0,1) სეგმენტზე ყველა შემოსაზღვრული და ზომადი ფუნქციების MI =: 

=#V(0,1) სივრცის ქვესივრცე. თუ IX) არის C(0,1) სივრცეში განსაზღვრუ- 

ლი ნებისმიერი წრფივი ფუნქციონალი, მაშინ ჰანისა და ბანახის თეორემის 
ძალით, არსებობს მთელ #(0,1) სივრცეზე განსაზღვრული წრფივი IIC») ფუნქ- 
ციონალი, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს 

1) X#XCX)=I(X), როცა X» C ((0,1), 
2 III II ,კ= IIIIC· 

განვიხილოთ ახლა (0,1) სეგმენტზე გემოსაზღვრული ზომადი ფუნქცია, რომე- 
ლიც შემდეგნაირად არის განსაზღვრული: 

ყ.=VX6) > (LC როცა 09<(<V, 
აღინაშნ 0, როცა (1<56<1, 

და აღვნიშნოთ 

LL(ყI-) =((I). 

დავამტკიცოთ, რომ #(/) არის ფუნქცია შემოსაზღვრული ცვლილებით. ამისა- 

თვის, დავყოთ (0,1| სეგმენტი: 0=7/ა</,<-..<7/=1 წერტილებით და აღვ- 
ნიშნოთ 6,=8518VI6(//)–– §(-)), 1=1,2,..., M, მაშინ 

პერა- -#M-აI = 2. სნა-ჯრ-ა% = 2  976ა- 86, ა1= 
(=I 

=% ა / – 6, I. 

(=1 

” 

ა) გ 2 =1, 
(=1 

ვინაიდან 

IIMII#=IIIIC და 

ამიტომ წინა ტოლობიდან გვექნება: 

V8I §0< ILII #=IIIC- ტ.2თ 
ლ<1 

  

  

ამის შემდეგ ნებისმიერი უწყვეტი X(/) C (0,1) ფუნქციის საშუალებით ავა- 
გოთ ასეთი ფუნქცია: 

=ოუ 203) რო#ერ), (4.21) ““ 2 > 
აც?



  

–1 
ჯ() ფუნქცია, ” <L <+ შუალედში, მიიღებს ჯ (>) მნიშვნელო- 

ბას, ე. ი. ჯ„(6) არის კიბური ფუნქცია, რომელიც აპროქსიმირებას ახდენს 

XC) ფუნქციისა. ვინაიდან 1Iი II X-ჯ»I=0 და I ფუნქციონალი უწყვეტია, 
”ჩ-– თი 

ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ: 

: –. ” „” ა _ 5 

I(00=ჩი)= სი #C)= IVი » ჯ ( , |, # ) დ ( # |). 

ვინაიდან XC) არის უწყვეტი ფუნქცია, ხოლო «(I/) არის ფუნქცია შემოსაზღვ- 
რული ცვლილებით, ამიტომ 

  

1 

IM= სთ LCა= –(XიMრ, 

  

  

#–-ი2 

ამასთანავე 

1 

IIXI= | («თიო < : Vგი (0 აიი» IX0I = V2I (III 
9 9”) 0=<7<:L 0</<1 

ე. ი 

III <. VIII ((/), 
0<1<) 

საიდანაც, (4.20) უტოლობასთან ერთად, მივიღებთ 

III =. V8X კრ. 
დდ 1 

პირიქით, თუ ()(/) არის ფუნქცია შემოსაზღვრული ცვლილებებით, მაშინ 
სტილტიესის ინტეგრალი 

I9= IX(0,0 
0 

წარმოადგენს C(0,1) სივრცეში განსაზღვრულ წრფივ ფუნქციონალს, თეოოე- 

მა დამტკიცებულია. 

განეიხილოთ კერძო შემთხვევა, როცა ((!) არის უწყვეტად წარმოებადი 
ფუნქცია |0,1) სეგმენტზე. ამ შემთხვევაში ინტეგრალი (4.19) წარმოადგენს 

რიმანის ინტეგრალს, მართლაც, ვთქვათ, #= ხიიX |(“(0)| და 0=7/ა<8<-.-< 
0<#/< 

<7ჩი-=1 არის (0,1) სეგმენტის ნებისმიერი დაყოფა, მაშინ ლაგრანჟის ფორ- 

მულის ძალით, შეგვიძლია დავწეროთ 

§('(-1))–”9(,,()=(წ (IX/-,1-–?), (:<--I<-ჩ;,ც :=0,1,) ..., 7 --1 

და, თუ შევაჯამებთ ყველა ასეთი სახის სხვაობების აბსსბოლუტურ მნიშვნელო- 

ბებს, გვექნება 
»M»- ელ 1I--1 

2 MV>)–(M0|= 2 I დს –0 <'2 ის–/ა=ხ6 --4. 
1=0 1=0 1=:0 
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ამრიგად, ((/) არის ფუნქცია შემოსაზღვრული ცელილებით, ახლა შევადგი- 
ნოთ ინტეგრალური ჯამი: 

#–L I-II 

წა= )_ M5IV(0+ა (00) = 2 ,X5ი( "60 --/), 
ჯ=0 1=0 

საიდანაც, როცა #–> თ, მივიღებთ 

I 1 

| X0«0= | XVI. 
0 ? 0 

და ჩვენი წინადადება დამტკიცებულია. 
5. წრფივი ფუნქციონალის ზოგადი სახე L, სივრცეში, ხადაც #>1. 

ვთქვათ, I(V) არის ჯა სივრცეში განსაზღვრული წრფივი ფუნქციონალი. 

ავაგოთ ფუნქცია 

1, როცა 0<:6<7/, 
I == (| = ყI=VIL(§) ( როცა (<:<1, 

და შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

IVI)=ჯ(1). 

დავამტკიცოთ, რომ ჯ(/) აბსოლუტურად უწყვეტი ფუნქციაა (9,1| სეგმენტზე. 
მართლაც, ვთქვათ, 0,,..., 9» არის (0,1) სეგმენტის ინტერვალების ნების- 
მიერი მიმდევრობა, რომლებიც წყვილ-წყვილად ერთმანეთს არა ჰფარავენ და 

რომელთა ბოლო წერტილებია შესაბამისად (; და (/, სადაც #;<7/, 1=. 

=1,2,..., /, ვთქვათ, გარდა ამისა, 

6,=81ფ0|ე(/, )-– (7), მაშინ 

ა. I(CV0--ჯ0ა| = მ რი- როის “ I 
ჯ=1 ს 1=1 

ზა (§, – წ.) « · 

(=1 

2; ინტერვალზე (6,, – 6,)60, ფუნქცია ღებულობს §,=- +) მნიშვნელო- 

ბებს და ყველა სხვა ინტერვალზე კი ნულის ტოლია, გარდა ამისა, ვინაიდან 

2, სეგმენტები წყვილ-წყვილად ერთმანეთს არა ფარავენ, ამიტომ 

ა C-ხას -ს MI 
#:-0 1=1 

სადაც |ღე აღნიშნავს ბ, ინტერვალის სიგრძეს, და (4.22) უტოლობი- 

დან გვექნება , 

8 #60 -ჯ0ი|<IIIII (წ ბ, MM). 
1=:1 V #=:1 

<IIIII 
      

    

  

  
რაც ამტკიცებს ჯ(/) ფუნქციის აბსსოლუტურ უწყვეტობას. 
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როგორც ცნობილია, აბსოლუტურად უწყვეტ ჯ(/) ფუნქციას აქვს შემ- 
დეგი თვისებები: 

1) (0,1) სეგმენტზე მას თითქმის ყველგან აქვს ჯამებადი თ(/)=((/) წარ- 
მოებული. 

2) ((,/) ფუნქცია წარმოადგენს თავისი წარმოებულის ლებეგის ინტეგრალს: 
! 

§()=(ჯ(ი)-L «რი. 

0 
შევნიშნოთ, რომ ყა(6)=0,, სადაც 0 არის ჯა სივრცის ნულოვანი 

ელემენტი და, მაშასადამე, მივიღებთ 

§(,) =(| თ(+)ი“. 

0 
თანახმად (§«(,) ფუნქციის განსაზღვრისა, გვექნება 

1 

((0=IMMა= | #-თ«რი5. (4.23) 
ი 

ვთქვათ ი,, C,,..., C» ნებისმიერი რიცხვებია და XV) კიბური ფუნქ-. 

ცია, რომელიც განსაზღვრულია X(V)=C; ტოლობებით, როცა #7, ,)<:7(<+#, 
1==1, 2,... 7. მაშინ იგი შეგვიძლია ასე წარმოვადგინოთ 

I 

2:(#) = ბ. ი(§,--6/, 

ჯ=1 
წრფივი / ფუნქციონალი, (4.23) ტოლობის ძალით, ნებისმიერი ჯ(/) კიბური 
ფუნქციისათვის შემდეგნაირად წარმოგვიდგება 

1 

I9= | X0(0ძ!. ტ.24) 
“ 0 

თუ X=X(,) არის რაიმე ზომადი და შემოსახღვრული ფუნქცია, მაშინ რო- 
გორც ცნობილია, არსებობს თანაბრად შემოსაზღვრულ კიბურ ფუნქციათა 

(Xი(0)) მიმდევრობა, რომელიც (0,1| სეგმენტზე თითქმის ყველგან #-–ხარის- 
ხით კრებადია X(I) ფუნქციისაკენ: 

1 

IსიL | IX0 – XMI/4/=90, 
#ჯ#ლუენ 0 

საიდანაც 
110 IXა-–XIIC9, 

· #-–- ლ 

თანახმად (4.24) ტოლობისა, გვექნება 
1 ' 1 

1(X)= IIთ ( »„ტ«თ#/= (+თ«დტ“. 
#–თ 0 0 

ამრიგად, (4.24) ტოლობა სამართლიანი ყოფილა ყოველი ზომადი შემოსაზ- 
ღვრული XC) ფუნქციისათვისაც. 

ამის შემდეგ განვიხილოთ ჯერ ის შემთხვევ,ა როცა /#>1. ვთქვათ, 
Xი(,/) ფუნქცია განსაზღვრულია ასე: , 

#CVთ= Iთ(7)Iყ/“1§1თ0 თ(/), როცა |თ(/))! 1<-#, 

9 1 81ყს თ(I), როცა |თ(/)|)! 1>#, 
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სადაც #“1-+ე1=1, ცხადია, X»(/) არის შემოსაზღვრული და ზომადი ფუნქ- 

ცია. გვაქვს 
1 

IX „V) თფ)ძ/ 
0 

გარდა ამისა, X»(/) ფუნქციის განსაზღვრის ძალით, ადგილი აქვს შეფასებას 

1 1 

II(X-აI>1X)= | XX0XXV= 1IX-CII I(014( > 
0 0 

1-L 
ი 

ILX,)| = =(IIIII IIX»II. < III 
    

  

1 

( IX, (1)! 'ძ/ 
0 

  

I _IL 1 5 1 

->I IXVVII IXC)IC + = (თა? ძ'= XI”. 
9 0 0 

აქედან და წინა შეფასებიდან გამომდინარეობს, რომ 

1 

(ი < III IX», 
0 

1 
1 ს1- + 1 + 

III >XI I 4) ჟ„„ · 
0 0 

ვინაიდან თ() ჯამებადი ფუნქციაა, თანახმად X#»(C/I) ფუნქციების განსაზღვრისა, 

როცა #->ითლ, თითქმის ყველგან (0,1) სეგიენტზე |X»(/)|->Iთ(/)I“ 1, ე. ი. 
IX»იC,)| /–>| (0) |9 ? =| თ(ჯ)|1. მაშასადამე, წინა უტოლობიდან, ზღვარზე გადასე- 
ლის შემდეგ, როცა .#V->>, გვექნება: 

I + 
>) თ0IM/ I · ტ.25) 

-V0 , 

მაშასადამე, თ(1) C #,. ახლა ცხადია, რომ ვინაიდან ნებისმიერი X(/) C Lე ელე- 
მენტისათვის, პელდერის უტოლობის ძალით, ადგილი აქვს უტოლობას 

1 

( XVCI)2(/) ი! 
9 · 

ამიტომ X(/)>(/) ნამრავლი ჯამებადი ფუნქციაა. 

ავილოთ IX»ი(/))–L» მიმდევრობა, რომელიც განსაზღვრულია შემდეგ- 

ნაირად: 

<IIXII>IICII-, 

  

  

#.=ჯინ) 140. როცა IXC)<-V (4.26) 
ი სლ XC), როცა |X(,)1): >». 

მაშინ ცხადია, რომ 

1.” + 
IIთ IIX-–X»იI = IIი I IX(/) --· – ” =0. 

#”ჰჯ–Cთ ჩ–:0 ი 
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თუ ავიღებთ გამოსახულებას 

1 I 

წ«იით- ა “ | სინ –X0Iრრრ IX. XIII 
ს ი · 

რომელიც, წინა ტოლობის ძალით, ნულისაკენ მიისწრაფვის როცა /, +, ელიც ტოლ ლ ულისაკე ფვ ც 
მივიღებთ 

  

1 

I(X) =. )101 ILCLა)= (X/)X(4)ი/. 
„-X ზ 

გარდა ამისა, ვინაიდან 
1 

II(>)| = წლე, 

0 
<IXII VIII, 

    
IIII< IIთIIი- 

ამიტომ (4.25) უტოლობასთან შეღარების შემდეგ, მივიღებთ 

IIIII= IICთIIა. 
ამრიგად დამტკიცებულია შემდეგი 
თეორემა 4.18. #, სივრცეში განსაზღვრულ წრფივ IC) ფუნქ- 

ციონალს, როცა #>1, აქვს სახე: 

1 

I9= |X0«თი/, 
0 

სადაც 

1 I 
. 9 

(0) C LV III = – =IთI» და #/ 1+ი“1=1. 
0 

პირველად ეს თეორემა დამტკიცებული იყო მ. ფრეშეს მიერ 1907 წელს, 

როცა #=2. შემდეგ 1910 წელს, როცა #>1 იგი დააზტკიცა ფ. რისმა. 

იმ შემთხვევაში, როცა #=1 წრფივი ფუნქციონალის ზოგადი სახე #, 
სივრცეში მოძებნილი იყო ჰ. შტეინპაუზის მიერ 1918 წ. სახელდობრ, ჰ. შტეინ- 

პაუზის მიერ დამტკიცებული იყო შემდეგი 
თეორემა 4,1). L, სივრცეში ყოველ წრფივ ფუნქციონალს 

აქვს სახე . 
1 

I0= წირთი, 
0 

სადაც თ() არის |0,) სეგმენტზე თითქმის ყველგან შემო- 

საზღვრული ფუნქცია და 
IIICღ 1I1I  53სი |IX(I)I. 

ძC-I0.) (C(0,1)-–ძ 
0.0§=0 

თეორემის დასამტკიცებლად, ვთქვათ, 0<6<:-+-66<1 და 

1 
–, როცა 6<71<64+#წ%, «0 I ცა ნ</<6+46 

0, როცა 0</<56 და §+46<1<1. 
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თანახმად (4.24) ფორმულისა, გვექნება 
1 ნ+ტწ 

=2 I ი(Mძ/ 
ნ 

IIX)|<IIIII IIXII = IIII, 

§+4. 
I თ (ი! 
§ 

IIXI= | «ი«რი/ 
0 

  

    
და, ვინაიდან 

ამიტომ 

<IIIII4§. 
  

  

როგორც ჩანს, ფუნქცია 
6 

(95=I| «თი 
0 

აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას და, ვინაიდან /”((/)=თ(,I) თითქმის ყველ- 

გან |0,11 სეგმენტზე, ამიტომ თითქმის ყეელგან |0,1|) სეგმენტზე გვექნება 

|2(/)I <IIIII. (4.27) 
ახლა თუ X(/) C L, ნებისმიერი ჯამებადი ფუნქციაა, ხოლო IXი(/))=L, მიმ- 
დევრობა განსაზღვრულია ისევ (4.26) პირობებით, მაშინ 11თ| X-XI =0 და 

”-თ 
1 1 ' 

I9= სთ/თა= სთ | თროი«- I Mი«დი!. 
#-ი. 9 0 

გარდა ამისა, გვაქვს 
1 

( «ი«რ“ (< 
0 

1 

10 ზყი) წი) IXCI)IთI, 
იCI0,I) /(C)0,1)-–9 
II6§ღთ=0   

  

რომლის შედარება (4.27) ფორმულასთან მოგეცეს. 

III= 1იწ 5სს I«(/)I. 
ძC=(0,1| /7C (0,1|––2 

910§ 9=0 
და თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 6. რმფლეძსური სივრცის მაგალითები 

წრფივი ფუნქციონალის ანალიზური გამოსახულება კერძო სახის წრფივ 
ნორზირებულ ჩნ სივრცეში საშუალებას გვაძლევს წარმოდგენა ვიქონიოთ აღე- 

ბული სივრცის წ შეუღლებულსა და # მეორე შეუღლებულ სივრცეებზე. 
როგორც ვიცით, როცა ს ემთხვევა #-ს, მაშინ სივრცეს რეფლექსური 

სივრცე ეწოდება. განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. 
თეორემა 4.50, ევკლიდეს 7”»-განზოზილებიანი I. სივრცე 

რეფლექსური სივრცეა. 
მართლაც), როგორც წრფივი ფუნქციონალის ზოგადი გამოსახულება 

გვარწმუჩებს, I» სივრცის შეუღლებული სივრცე X» არის ისევ ევკლიდეს »- 
განზომილებიანი სივრცე: X.»=X»ი. სხვანაირად, ჯი თვითშეუღლებული სივრ- 

ცეა. აქედან ცხადია, რომ MI. სივრცის შეუღლებული Mი სივრცე ისევ ევ- 
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კლიდეს „-განხომილებიანი IL სივრცე იქნება: მალ–1.,=X და, მაშასადა- 
მე, I, რეფლექსური სივრცეა. : 

თეორემა 4,951. L» და 7(ჩ.>1) რეფლექსური სივრცეებია. 
მართლაც, 4.18 თეორემა გვარწმუნებს, რომ #, სივრცის 'მეუღლებული 

სივრცეა ჯL, სივრცე: L -- ს. სადაც #'1+იე”1=1, საიდანაც გამომდიხარეობს, 

რომ XL. = ჩა= მი. სავსებით ასევე დაგრწძუნდებით, რომ 7, აგრეთვე რეფ- 

ლექსური სივრცეა. კერძოდ, როცა #=2, მივიღებთ, რომ ჰილბერტის ფუნქ- 

ციონალური /,, სივრცე და ჰილბერტის კოორდინატული სივრცე ე თეით- 

შეუღლებული სიერცეებია. 
თეორემა 4,595. უწყვეტ ფუნქციათა C(0,1)) სიერცე არარეფ- 

ლექსური სივოცეა. 
„· მართლაც, დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე. ი. დავუშვათ, რომ C(0,1) რეფ- 

ლექსური სივრცეა. ვთქვათ, I(X) არის C(0,1) სივრცეზე განსაზღვრული წრფი- 

ვი ფუნქციონალი, სადაც 71 C C(0,1) და ; ეკუთვნის |0,1) სეგმენტზე განსა- 
ზღვრულ ფუნქციათა V სიმრავლეს შემოსაზღვრული ცვლილებით, V სიმრაე- 

ლე წრფივი ნორმირებული სივრცეა, რომელშიც ?,, 1, C V ელემენტებს შორის 1 : 

მანძილი ეწოდება რიცხვს: 0(ყ0, #.)= VII (LL --ს), ხოლო 1CV ელემენტის 
0 

1 
ნორმა არის: |I71| =V9I (I). დაშვების, თანახმად სათანადოდ შერჩეული X C C(0,1 

0 
ელემენტისათვის უნდა არსებობდეს V სივრცეზე განსაზღვრული ისეთი წრფი- 
ვი ფუნქციონალი #, რომ #.(I))=I(X), ე. ი. 

1 

#0 > («იძსი, (4.99) 
0 

სადაც 1,) არის ფუნქცია შემოსაზღვრული ცვლილებით |0,1) სეგმენტზე. 
ვთქვათ, Xე(I) C C(0,1) ფიქსირებული ელემენტია და Xე(/)%0. ავაგოთ V სივო- 
ცეზე შემდეგი სახის ფუნქციონალი: 

(MC. =((/0+0)–1(/ე--0), (4.30) 

სადაც (=I(,) არის ფუნქცია შეზოსახზღვრული ცვლილებით, ხოლო ?ე C(0,1| 

გარკვეული წერტილია, ადვილი შესამჩნევია, რომ XL») %90. (4.30) ტოლობა 

გამოსახავს #() ფუნქციის ნახტომს /: წერტილზე. (4.30) ფუნქციონალი ნორ- 
მით შემოსაზღვრულია. მართლაც; გვაქეს 

LL 7(II = II(/ა-+9) – ((/ე -– 9) < VII (0=IIIIს ” 

საიდანაც ჩანს, რომ |IL.II <1. გარდა ამისა, (4.30) ადიტიური ფუნქციონა- 
ლია. ამრიგად, წეMI) არის V სივრცეზე განსაზღვრული წრფივი ფუნქციონა- 

ლი და, ამიტომ, (4.29) ტოლობის ძალით, იგი ასე წარმოიდგინება: 

L 

Lჯ,() = | Xა(/)ძI(/). , 

0 

ახლა ავიღოთ |0,1) სეგმენტზე უწყვეტი /:() ფუნქცია შემოსაზღვრული ცვლი- 
ლებით, რომელიც განსაზღვრულია ინტეგრალით: 

ჯ 

- I-C(1= |MCთ-. 

0 
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ამ ფუნქციისთვის, ერთის მხრიე, გვექნება 

#+,(7ი) =9, 

ხოლო მეორეს მხრივ, გვაქეს 

1 1 

.()= | »აC)4/-(/)= |»"-04/ >ი. 
0 0 

მიღებული წინააღმდეგობა ამტკიცებს ჩეენ თეორემას. 

§ 7. წრფივი ფუნძციო.ნალის «ოგბადი სახის ყოგიერთი გამოყენება 

ვთქვათ, წრფივი ნორმირებული სივრცეა და C მისი რაიმე ქვე სიმრავ- 

ლე. C სიმრავლეს უწოდებენ ფუნდამენტალურ სიმრავლეს # სივრცეში, თუ 
მისი ელემენტების ყველა წრფიეი კომბინაციის სიმრავლე მკვრივია # სივრ- 

ცეში C სიმრავლეს ეწოდება ტოტალური სინზრავლე L სივრცეში, თუ 

ყოველი წრფივი I() ფუნქციონალი, რომელიც ნულის ტოლია C სიმრავლის 

ყოველ წერტილში, ნულის ტოლია # სივრცის ყოველ წერტილშიც. 
თეორემა 4.58. ვთქვათ, მოცემულია რაიმე CC=#ჯ სიმრავლე 

და ნებისმიერი ყეCL ელემენტი. აუცილებელი და საკმარი- 

სი პირობა იმისა, რომ არსებობდეს 6 სიმრავლის ელემენტ- 

თა წრფივი კომბინაციების-I0,| მიმდევრობა, რომელიც ნორ- 
მით კრებადია ყე ელემენტისაკენ, შემდეგში მდგომარეობს: 

ყოველი წრფივი (XX ფუნქციონალი, რომელიც ნულის ტო- 
ლია ყველა XCC ელემენტზე, ნულის ტოლი იყოს ყა ელე- 
მენტზეც. | , 

პირობის აუცილებლობის დასამტკიცებლად შევნიშნოთ, რომ როცა 

XX)=–0 ნებისმიერი #C C ელემენტისათვის, მაშინ /(7„)=0, ვინაიდან «ა არის 

X ელემენტების წრფივი კომბინაცია. ამასთანავე, ვინაიდან I1Iთ |IC,.-–-Vია||= 
”--.თდ 

=0, ამიტომ | ფუნქციონალის უწყვეტობის გაზო გვექნება 11II) I(”-»)=-7(ყი). 

პირობის საკმარისობა გამომდინარეობს 4.8 თეორემიდან, რომელშიც 
საკმარისია ჩ მრავალნაირობა შევცვალოთ C სიმრავლის ელემენტების ყველა 

წრფივი კომბინაციით. 

შედეგი. იმისათვის, როზ? 6C=#ს სიმრავლე ფუნდამენტალური იყოს, 

აუცილებელია და საკმარისი, რომ იგი იყოს ტოტალური ჩ სივრცეში. 

წრფივ 1C ს ფუნქციონალს ეწოდება XXCL ელემენტის ორთოგო- 

ნალ უ რი, თ უ  2#(X-)=9. ანალოგიურად ამისა, 71 ორთოგონალურია CთC=L 

სიმრავლისა, თუ I(X)=:0 ყოველი XC C ელემენტისათვის. 
ვთქვათ ახლა, L არის წრფივი ნორმირებული # სივრცის ქვესივრცე. 

"თუ გამოვიყენებთ 4.8 თეორემას, ადვილად დავრწმუნდებით შემდეგი ღებუ- 
ლების სამართლიანობაში: | 

თეორემა 4.94. ყოველი #CჯL ქვესივრცისათვის არსებობს ჯL 
სივრცეზე განსაზღვრული წრფივი (IX) ფუნქციონალი, რომე- 
ლიც ამ სივრცეზე იგივურად არ არის ნულის ტოლი და ორ- 

თოგონალურია მთელი ჯ# ქეესივრცისა. 
გამოყენება C(0,1) და #,(0,1) სივრცეებში. შევჩერდეთ § 7-ში 

მოყვანილი თეორემების გამოყენებაზე C(0,1) და L,(0,1) სივრცეებში. 
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ავიღოთ უწყვეტ ფუნქციათა C(0,1) სივრცე და ელემენტთა (X»„//))= 
=C(0,1) მიმდევრობა. ვიტყვით, რომ ეს მიმდევრობა ჩაკეტილია CC(0,1) 
სივრცეში, თუ ნებისმიერი X-/) CC(0,1) ელემენტისათვის არსებობს ' 

_ 5» 

2 = 3. თი 
(==1 

წრფივი კომბინაციების ისეთი (XV(0)1C C(0,1) მიმდევრობა, რომელიც თანაბ- 

რად კრებადია X(/,) ფუნქციისაკენ. (X,'7)) მიმდევრობას ეწოდება სრული 

მიმდევრობა C(0,1) სივრცეში, თუ ნებისმიერი #(/) ფუნქციისათვის 
შემოსაზღვრული (ვლილებით |0,1) სეგმენტზე, როცა შესრულებულია ტო- 

ლობები .. 
1 

I Xი(0ძი§(0)=0 (=1, 2,...), 
0 

მაშინ «(0)=/(/)=((1) ჯ (ცვლადის ყველა მნიშვნელობისათვის |0,1| სეგმენტი- 
დან, გარდა, შესაძლებელია, /( ცვლადის მნიშვნელობათა თვლადი სიზრაელისა. 

შემოვიღოთ ანალოგიური განსაზღვრანი #,(0,1) სიერცისათვის, სადაც 

#>1. სახელდობრ, ვიტყვით, რომ (IX»(/))=–#ი(9,1) მიმდევრობა ჩაკეტილია 
XX9,1) სივრცეში, თუ ნებისმიერი X(CI) C L,(0,1) ფუნქციისათვის არსებობს 

= 5» 

X»(71= ). 8,წსX,(1) 

ი 

წრფივი კომბინაციების ისეთი (X„I=#ჯ(0,1) მიმდევრობა, რომელიც # ხა- 

რისხით საშუალოდ კრებადია X(/) ფუნქციისაკენ: 

1 

Iთ. | IXV(/)-- X(/) /ძჯ =0, 
ჩს-.-თ 

ასევე, (X(7)) მიმდევრობას ეწოდება სრული მიმდევრობა X,(0,1) 

სივრცეში, თუ ნებისმიერი V(/) C ჩინ, 1) ელეზენტისათვის (#“1-Cე“1=1), 

ტოლობებიდან - 

1 

I XიC)9ყ(8ი7=0 (#=1, 2,...), 
0 

გამომდინარეობს, რომ Vყ(/)=0. 
თუ ახლა გავიხსენებთ წრფივი ფუნქციონალის ზოგად სახეს C(0,1) 

სივრცეში, ადვილად ვნახავთ, რომ (X»(/)) მიმდევრობის ჩაკეტილობისათვის 
C(00,1) სივრცეში აუცილებელი და საკმარისია, რომ იგი იყოს ფუნდამენ- 

ტალური. 
სრულიად ასევე, თუ გამოვიყენებთ წრფივი ფუნქციონალის ზოგად სა- 

ხეს L,(0,1) სივრცეში დავრწძუნდებით, რომ #L,(0,1) სივრცეში (X»(()) მიმ- 

დევრობის ფუნდამენტალურობისათვის აუცილებელი და საკმარისია, რომ ეს 

მიმდევრობა იყოს ჩაკეტილი ამავე სივრცეში.. 
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გამოვიყენოთ წრფივი ფუნქციონალის ზოგადი სახე და გამოვთქვათ 

„4.23 თეორემა C(0,1) სივრცის შემთხვევაში. გვექნება შემდეგი 

თეორემა 4.95. იმისათვის, რომ არსებობდეს C(0,1) სიეგრ- 

ცის ელემენტების ისეთი IX,(/) მიმდევრობა, რომლის ელე- 

მენტების წრფივი კომბინაციები თანაბრად კრებადია მო- 

ცემული X(/)CC(0,1) ფუნქციისაკენ, აუცილებელი და საკმარი- 

სია, რომ ნებისმიერი (დ(,) ფუნქციისათვის შემოსაზღვრული 

ცვლილებით (0,1) სეგმენტზე, ტოლობებიდან 

1 

|თ(იძი0=0 (#=1, 2,...), 
0 

გამომდინარეობდეს ტოლობა 

1 

|X(0%%(0=9. 
ი 

სრულიად ასევე, თუ ვისარგებლებთ წრფივი ფუნქციონალის ზოგადი 
წარმოდგენით და 4.23 თეორემით, #ჯ,(0,1) სივრცის შემთხვევაში გვექნება 

თეორემა 4.56. იმისათვის, რომ არსებობდეს X#,/(0,)1)) სივო- 
ცის ელეხენტების ისეთი IჯI)) ზიმდევრობა, რომლის ელე- 

მენტების წრფივი კომბინაციების (X»(#)) მიმდევრობა # ხა- 
რისხით საშუალოდ კრებადია მოცემული X(C)C#X#,(0,1) ფუნქ- 

ციისაკენ, აუცილებელი და საკმარისია, რომ, როცა #=), ნე- 

ბისმიერი ზომადი შემოსაზღვრული Vყ() ფუნქციისათევის (0.1! 

სეგმენტზე ტოლობებიდან 

1 

I ყ(სX»(/)ძძ=0 (#=>1, 2,...), ·6.3თ 
0 

გამომდინარეობდეს ტოლობა 

1 

I#0XCთი(=9, (4.31) 
0 

ხოლო როცა #>), მაშინ ნებისმიერი ფუნქციისათვის Vყ()C 

C LV0,1), # 14+-ე-1=1, (4300 ტოლობებიდან უნდა გამომდინა- 

რეობდეს (4.31) ტოლობა. 

§ 8. მომენტთა პრობლემა 

ვთქვათ, (0,1) სეგმენტზე მოცემულია ფუნქციათა თვლადი (დ/()|) სის- 
ტემა, რომელიც რაიმე კონკრეტულ წრფივ ნორმირებულ ფუნქციონალურ ჯ 
სივრცეს ეკუთვნის. გარდა ამისა, ეთქვათ, მოცემულია რიცხვთა IIIV,) მიზდევ- 
რობა. მოვძებნოთ პირობები, რომელიც უზრუნველყოფენ წრფივი ნორმირე- 
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ბული ფუნქციონალური ს, სივრცის ისეთი V'(/|) ფუნქციის არსებობას, რო- 
მელიც დააკმაყოფილებს განტოლებათა სისტემას! 

1 

IMV)დ,(0ი/=ს ფ=1, 2,...). 
ი 

ასეთია მომენტთა პრობლების შინაარსი, პირველად იგი შესწავლილი იყო 
პ. ჩებიშევის მიერ. დასმული ამოცანის შემდგომი განვითარება ეკუთენის 

ტ. სტილტიესსა, ა. მაოკოვს, პ. პამბურგერსა და სხვებს, : 
აქ ჩვენ ზოვიყვანთ მომენტთა პრობლემის ამოხსნას (X0,1) და #,(0,1) 

სივრცეების შემთხვევაში, როხელიც პირველად გამოიკვლია ფ. რისმა, ამ 

სივრცეებისათვის მომენტთა პრობლემის ამოხსნა უშუალოდ გამომდინარეობს 
4.11 თეორეზიდან. 

ავიღოთ ჯერ უწყვეტ ფუნქციათა C(0,1) სივრცე. ვთქვათ, (| X((/) )C C(0,1) 
არისს უწყვეტ ფუნქციათს ნებისმირი მიმდევრობა, (ყ,;) ––ნამდვილ 

რიცხვთა მოცემული მიმდევრობა და #ML>0-მოცემული რიცხვი. 4.11 
თეოოემის თახახხად გვექნება 

თეორემა 4.97. იმისათვის, რომ არსებობდეს ისეთი (() 
ფუნქცია შემოსაზღვრული ცვლილებით, რომლისთვისაც 

VმL ((/)ლ#M1 
0<7<1 

და რომელიც დააკმაყოფილებს განტოლებებს 
1 : 

IX(იძჯრ=ს 0=1, 2,...), 
0 

აუცილებელი და საკმარისია, რომ ნამდვილ რიცხვთა ყოვე- 
ლი. ი სასრული თა...სთ. სისტემისათვის შესრულებული იყოს 

უტოლობა: 
I | 

ბო <X >.» 
|=1 1=1 | 

გამოვთქვათ ახლა იგივე თეორემა #,(0,1) სივრცის შემთხვევაში. 
თეორემა 4.58. ვთქვათ, #>1. იმისათვის, რომ არსებობდეს 

ყ(/)CIL/9,1) ფუნქცია, რომლისთვისაც 
I 

„” 

«<-M 

      

  

1 9 

„იი <M, #:1+01=1, 
0 · 

და რომელიც დააკმაყოფილებს განტოლებებს 

1 

| #იძ(0ი(=ს» XIს CI,0,1) (=1, 2,...), 
0 

აუცილებელი და საკმარისია, რომ ნამდვილ რიცხვთა ყოვეე- 
ლი სასრული ჩ,.ჩ,,..... სისტემისთვის ადგილი ჰქონდეს 
უტოლობას: , , 

2, ჩს, » ზ;XI,(,) | 

1=1 | ჯ=1 

1 იგულისამება, რომ ინტეგრალები არსებობს გარკვეული აზრით. 
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როცა #=1, მაშინ (XV/)) უნდა იყოს ჯამებად ფუნქციათა მიზ- 
დევრობა, საძიებელი V(,) ფუნქცია კი შემოსაზღგრული და 
ისეთი, როზ 

VI IV(/)| <= ML. 
0</<L 

ამ შემთხვევაში ყ(/) ფუნქციის არსებობის აუცილებელი და 
საკმარისი პირობა , ოცეზულია შემდეგი უტოლობით: 

ა გ. <2 იი « 

  

  ჯ=L =1 

  

§ 9, განტოლებათა %ზოგიერთი უსასრულო. სისტემის ამო.ხ6სნადო.ბის 

პირობები 

წრფივი ფუნქციონალის ზოგადი სახის ცოდნას, გარდა ჯ§ჯ 7-ში მოყვა- 

ნილი გამოყენებებისა, დიდი მნიშვნელობა აქვს სხვადასხვა ფუნქციონალური 
განტოლებების გამოკვლევაში. ქვემოთ ჩეენ მოგვყავს ერთი ასეთი გამოყენება 

უსასრულო უცნობიან წრფივ განტოლებათა სისტემის ამონახსნის არსებობის 
დამტკიცებაში, 

ვთქვათ, მოცემულია ნამდვილ ელემენტებიანი უსასრულო (იდ) მატრი- 

ცი და ნამდვილ რიცხვთა (ს,) მიმდევრობა. საჭიროა მოიძებნოს ნაზდვილ 

რიცხვთა (ჯ.) მიმდევრობა, რომელიც დააკმაყოფილებს განტოლებათა შემდეგ 
უსასრულო სისტემას 

თ 

- (0=1, 2,...). ” (4.32) 

#=1 

განვიხილოთ დასმული ამოცანა C და I, სივრცეებში. 

1. ვთქვათ, აღებულია ისეთი (X,)ლ=C მიმდევრობა, რომ 

X:=(ძი, ი;...)=(ია) და 110 ი,ყ=0 (ჯ=1, 2,...). 
(--თ 

გავიხსენოთ, რომ ყოველ წრფივ #(X) ფუნქციონალს C სიერცეში აქვს შემ- 
დეგი სახე: 

თ 

LIX)ლ–0ით-L ბ, 0IXV, 

(==1 

სადაც X#=(Xს X,-) CC და II-II=I6I+ X_I0I. 
M-=I 

ახლა ვიგულისხმოთ 4.11 თეორემაში X(CX)=ს, X.=ძ,, თ=ჯუ. ცხადია, 

თCთ= 1Iი ი„=0. ამის გამო ხსენებული თეორემის გამოყენებით მივიღებთ შემ- 

დეგ დებულებას: 
თეორემა 4.99, იმისათვის, რომ არსებობდეს რიცხვთა (>) 

მიმდევრობა, რომელიც დააკმაყოფილებს განტოლებათა 
თ 

უსასრულო (4.32) სისტემას და იმავე დროს 2 I21<M პირო- 

/==L 
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ბას, აუცილებელია და საკმარისი, ოომ ნამდვილ რიცხვთა 

ყოველი თ, თ,,...,. სასრული სისტემისათვის ადგილი ჰქონ- 

დეს უტოლობას 

ები 
1=1 · 

„ 

) თIრ+ს |. <M 8V0ს 
1<-6<თ       

ზ%. ვთქვათ ახლა, მიმდევრობა (XCI,, სადაც Xჯ;=(ი/,, იჯ:,.-·)=(ი/) და 

2 I2სI<= (=1, 2,..). როგორც ვიცით, ყოველ წრფივ #MX) ფუნქციო- 
6=1 

ნალს /, სივრცეში აქვს სახე 

#თი= 3 ინ , 
წ #=1 

სადაც X=(წ, ნა,.../)C/) და I X#II= 5M% |. 
1დI<თ 

ავიღოთ L(CX)=VსV, :L--ი,ს მაშინ 4.11 თეოოემის გამოყენებით მივიღებთ შემ- 

დეგ დებულებას: 
თეორემა 4.30. იმისათვის, რომ არსებობდეს რიცხვთა 

უსასრულო (ა) მიმდევრობა, რომელიც დააკმაყოფილებს 
წრფივ განტოლებათა უსასრულო (4.32) სისტემას და ამავე 
დროს §სი || <M პირობას, აუცილებელი და საკმარისია, 

1<9§<თ 

რომ ნამდვილ რიცხვთა ყოველი სასრული 8,,8,....,,, სისტე- 

ზისათვის ადგილი ჰქონდეს უტოლობას: 

ა წი < #29, 2 ჩია) 
1=1 

    

  

§ 10, ბიორთო გო. ნალური მიმდევრობანი და ბაჭისი 

გთქვათ, ს წრფივი ნორმირებული სივრცეა. 8 სივრცის ელემენტების 
IX) მიმდევრობას და ს სივრცეზე განსაზღვრულ წრფივ ფუნქციონალთა 

0.) Cს მიმდევრობას ბიორთოგონალური მიმდევრობანი ეწოდება, თუ 

1, როცა 1=/, 

სთა | 0, როცა 1%/. 
ვთქვათ, XC რაიმე ელემენტია, მწკრივს 

8 'I(X)X; (4.33) 

1==1 

უწოდებენ ჯ ელემენტის დაშლას LX) და (V,/ ბიორთოგონალური მიმ–- 

დევრობების მიხედვით. | 

წრფივ ფუნქციონალთა (,) მიმდევრობას სრული მიმდევრობა ეწო- 
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დება, თუ ამ მიმდევრობის ყოველი 1; ელემენტისათვის #,(X)=0 ტოლობიდან 
გამომდინარეობს, რომ Xჯ=8. 

თეორემა 4.81. თუ წრფივ ფუნქციონალთა VII) მიმდევრობა 
სრულია და XCXჯ ელემენტის (4.33) დაშლა ნორმით კრებადი 

მწკრივია, მაშინ მისი ჯამი იქნება X, 
მართლაც, გვაქვს 

ვინაიდან /, არის წრფივი ფუნქციონალების სრული მიმდევრობის ელემენტი, 

ამიტომ წინა ტოლობიდან მივიღებთ 

C 

X= 2 MX. (4.34) 

I=I 

თეორემა დამტკიცებულია, 
თეორემა 4.39. თუ (4.33) მწკრივი ნებისმიერი XC# ელემენ- 

ტისათვის კრებადია დამისი ჯამია X», მაშინ ნებისმიერი 

წრფივი1CX ფუნქციონალისათვის რიცხვითი მწკრივი 

«2 

2 სი) 
1=1 

კრებადი იქნება (IX) რიცხვისაკენ. 
თეორემის დასამტკიცებლად შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: 

§(X) == პ. 1M:(X)ILIX-) =! (>, თა) 

1=1 1=1 

გინაიდან, პირობის თანახმად, ადგილი აქეს ტოლობას 

X- ა: (I(X)X, 

1=1 

ჰი. #V(X) =1Iის (0. სოიოს. 
1:=1 

ეს იმას ნიშნავს, რომ რიცხვითი (4.34) მწკრივი კრებადია I(X) რიცხვისაკენ 
და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ ერთი დაზხმარე წინადადება, რომელსაც მომდევნო 

თეორემის დამტკიცებაში გამოვიყენებთ და, რომელსაც აქვს დამოუკიდებელი 

ინტერესიც. 

ლემა. თუ (X-)Cს მიმდევრობა ისეთია, რომ ყოველი წრფი- 

კი/C ფუნქციონალისათვის IIი II(X.))|– თ, მაშინ ნორმათა 
წო”: 

(IIXი»II) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. 

11I0. =90, 

”--თ 

      

  
ამიტომ გვექნება 
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დამტკიცება. # სივრცის შეუღლებულ # სივრცეში ავაგოთ ფუნქ- 

ციონალთა (1ი) მიმდევრობა შემდეგნაირად: 1»(0 =7(Xი). ვინაიდან, მოცემუ- 

ლი პირობის თანახმად, ნებისმიერი წრფივი 1CL ფუნქციონალისათვის 

1100 17(X,))– 22, ამიტომ III |») თ. თანახმად 3.45 თეორემისა, ნორ- 
M”–ენ სნ · 

მების” (III! მიმდევრობა შემოსაზღვრულია და შეგვიძლია დავწეროთ: 

II(0| < ს II) სადაც # მუდმივია. გარდა ამისა, 47 თეორემის ძალით, არ- 

სებობს 8 სივრცეხე განსაზღვრული ისეთი წრფივი 1» C ს ფუნქციონალი, 

როომ |/»(XV)|=1IX»II და III»I|=1. 
ამრიგად, როგორიც უნდა იყოს ჯ ნიშნაკი, გვექნება 

IXიI =1IX(Cი)|= ((ი0»)| < C III2I =# 
და ამით ლემაც დამტკიცებულია. 

თეორემა 4.33. თუ ნ სივრცის ელემენტების (ჯ,) მიმდევრო- 

ბა და), წრფივი ფუნქციონალების (,)C წ მიმდევრობასრუ- 

ლი ბიორთოგონალერი მიზდევრობებია და ნებისმიერი 
წრფივი1Cჩწ8 ფუნქციონალისათვის 

=- 
ბ, IX) 

I>I 

ჯა = ზა IILCX>) 

(=1 

მწკრივის კერძო 

ჯამების ნორმები შემოსაზღვრულია თავის სიმრავლეში, 

მაშინ მწკრივი 
თ 

ბ. ს(XX; (4.35) 
1= I 

ნორმით კრებადი იქნება ყოველი ისეთი #ჯ ელემენტისათვის, 
როზელიც (X»,) მიმდევრობის ელეზენტების წრფივი კომბინა- 

ციების ზღვარია. 
თეორემის დასამტკიცებლად შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

+.) = მაკარი (4.36) 

მაშინ, ერთის მხრიე, მივიღებთ: 
” 

I(+M(X))= ბ, II(X)I(Xა, 
1=1 

ხოლო, მეორეს მხრივ, გეექნება 

+ CX)= ბპ. ბ!(X)I(ჯ4), 

/=1 
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XV» (ჯე) = I(ჯ5(X)) · 

ახლა შევნიშნოთ, რომ ყოველი ფიქსირებული V ნიშნაკისათვის, +” ი(X) 

ფუნქციონალი წრფივია ჯ-ის მიმართ და, ვინაიდან პირობის თანახმად, ნორ- 

მების (II+ი"III მიმდევრობა შემოსახღგრულია თავის სიმრავლეში, ამიტომ 

გვექნება 

IIC(X))1= (+'(X)I <- | §II IIXI|<-=- 
და 

III I7(+„(X))|ლ– 1IიL |+V(XI0I< ლი. 
ს, 21--X 

ამრიგად, ნებისმიერი Xჯ ელემენტისათვის, თანახმად ზევით დამტკიცე– 

ბული ლეზისა, ნორმების (|I|+Xი(X)I |) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, ვინაიდან 

(X,), (|) მიმდევრობები ბიორთოგონალურია, ამიტომ (4.36 ტოლობიდან 

გვექნება: +.(X,0)=X,: აქედან მივიღებთ, რომ I(+ი(»;)) მიმდევრობა ნორმით 

კრებადია ჯ, ელემენტისაკენ: 

III ||§(X,)- ჯ,I =0 (/=1, 2)...). 
#Mს-ი0 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ნორმით კრებადია აგრეთვე (+»(»–)) მიმდევგრო- 

ბა ყოველი ისეთი ჯ ელემენტისათვის, რომელიც (»;) მიმდევრობის ელემენ- 

ტების წრფივი კომბინაციების ზღვარითი ელენენტია. ეს იმას ნიშნავს, რომ 

(4.35) მწკრივიც ნორმით კრებადია (ყოველი ასეთი ჯ ელემენტისათვის) და 

თეორემა დამტკიცებულია. _ 

შედეგი. თუ წრფივი ფუნქციონალების (I,)CL მიმდევრობა და ჯL 
სივრცის ელემენტების (+,) მიმდევრობა სრული ბიორთოგონალური მიმდეე- 

რობებია და ნებისმიერი ჯ C ნ ელემენტისათვის 

« 

L27/163) 

/=( 

ა, = 8 2:4II(+) 

(=L 

ჯამების ნორმები შემოსაზღვრულია თავის სიმრავლეში, მაშინ მწკრივი 

2 ' 2, IX 

ნორმით კრებადი იქნება ყოველი ისეთი წრფივი #C ნ ფუნქციონალისათვის, 
რომელიც (|) მიმდევრობის ელემენტების წრფივი კომბინაციების ზღვარია. 

შევჩერდეთ წინა თეორემის ერთ გამოყენებაზე. ვთქვათ, ფუნქციათა 
(X(/)) მიმდევრობა ეკუთვნის L:(0,1) სივრცეს, სადაც #>1, ხოლო (V,(/)|-- 

ეკუთვნი” #,(0,1) სივრცის შეუღლებულ X/79,1) სივრცეს. ვიგულისხმოთ, 
რომ («,(0)) და (ყ(/)) სრული ბიორთოგონალური მიმდევრობანია. ამ პირო- 

კნ 

მწკრივის კერძო



ბებში ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ ნებისმიერი XC) C #,(0,1) ფუნქციისათ- 
ვის ზწკრივი 

ჯ I 

ჯ, ” ( X)Vყ/)ძ/ 
(21 0 

ნორმით კოებადია (ე. ი. # ხარისხით საშუალოდ კრებადია) XC) ფუნქციისა- 

კენ, მაშინ ნებისმიერი ყ(/) C (0,1) ფუნქციისათვის მწკრივი 

71 1 

2 ,# I 0#V04' 
=1 0 : 

აგრეთვე ნორმით (ე. ი. ე ხარისხით საშუალოდ) კრებადი იქნება ყ(/) ფუნქ- 
ციისაკენ. ამ დებულების დამტკიცება უშუალოდ გამომდინარეობს წინა თეო- 

რემიდან. : : . 

პიოველად პ. ჩებიშევმა და ა. მარკოვმა ააგეს ფუნქციათა ბიორთოგო- 

ნალური მიმდევრობების მაგალითები რომლებსაც მნიშვნელოვანი გამოყენე- 

ბა აქვთ ფუნქციათა კონსტრუქციულ თეორიაში. | 

მოვიყვანოთ ბიორთოგონალური მიმდევრობების რამდენიმე მაგალითი 

ზოგიერთ კერძო სახის წრფივ ნორმირებულ სივრცეში. 

ავიღოთ ჩებიშევისს #L,(ლCი (ი, სხ) სივრცე და მისი ელემენტების ორი 

IX()) და (V:(/)) მიმდეგრობა, სადაც თი<-/<ხ. ამ მიმდევრობებს ბიორთო- 

გონალური მიმდევრობები ეწოდება თ() წონით, თუ 

ხ 

| იიი რ«ი“- | 
ძ 

0, როცა 15V, 

1, როცა 1=V#. 

მაგალითი 1 (პ, ჩებიშევი). ვთქვათ, თ(/)=1; #=008დ, »I(()= 

.. #+1 

._ _ 510(-L1)თ 1 ს(ძ) საი ძ ? 
=85167 ი იდ. ს (0=90,1,2....), ყ+(/)=: 2. –. –ფედ  #=01)2,-.-# 

ძ.ჩ+1 

სადაც ძი გაირბენს #+1 რიცხვის ყველა მარტივ გამყოფებს, ამასთანავე ძ-ს 

მნიშვნელობებს მიეკუთვნება აგრეთვე ძ=1 და ძ=#+1, როცა უკანასკნელი 

კენტი რიცხვია, ყ(ძ) მებიუსის ფუნქციაა, ე. ი. ფუნქცია, რომელსაც აქვს 
შემდეგი თვისებები: 1) L(11=1; 2) VC–)=0, თუ ძი იყოფა ისეთი რიცხვის 
კვადრატზე რომელიც განსხვავდება ერთისაგან; 3) IL(2)=(–1), თუ ი არ 
იყოფა ისეთი რიცხვის კვადრატზე, რომელიც განსხვავებულია ერთისაგან, სა- 

დაც # აღნიშნავს თ რიცხეის ყველა იმ მარტივი გამყოფების რიცხვს, რომ- 
ლებიც განსხვავდებიან ერთისაგან. 

“მარტივი გამოთვლები გვიჩვენებს, რომ (XV(/)) და (V;(7)) მიმდევრობების 

პირველ ოთხ ელემენტს აქეს შემდეგი სახე: 

»(0=1. #(0= >, 
( -. – - 

XI) =1 1, როცა . –1<:#<0, 
/1=/. 

L+1, როცა 0<7<1, #5) 
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–1, როცა – 1 <<--- 

1 1 1 
X.(/()=1–-1, « ---.</<-, -(/1=2 | /?-- –- , :2(4) ოოცა 2 <1< 2 ყა(/) ( 3 | 

  
1, როცა –1<(<- უფა 

+1, როცა _- 1. /დ0, 

X(/) = V2 | ყ(/)=2/(2/) – 1). 
-1, როცა 0<1' დაოფი 

+1, როცა ბ. ლლ), 
V 2 

ფუნქციათა IX/(/)) და IVV(7)) მიმდევრობები ბიორთოგონალური მიმდევრობე- 
ბია |-–-1, +111) სეგმენტზე. +:,(/) ფუნქცია წარმოადგენს უბან-უბან მუდმივ 

ფუნქციას, ხოლო V,() ფუნქცია IL ცვლადის პოლინომია, რომელსაც (–-1, -L1) 

ინტერვალში აქვს # მარტივი ნული. 

მაგალითი 2 (ა. მარკოვი). ფუნქციები: Xა(/)=1, X/(/)= 51ღს 005!დ 

(=1, 2,...), M , M(0)=-- –) 2 1) 90917 (1 2,..), წარმოად- 
· 72 005 დ 

გენს ა ბორთოგონალური ფუნქციების (2X:,(/) და IყI7) მშიმდევრობებს 

      

L.XC-1, 1) სივრცეში «ი-უ==» წონით, სადაც 7=008დ, –»<დ<X%, 

ი გაირბენს # რიცხვის ყველა იმ კენტ გამყოფს, რომელიც არ შეიცავს კვად- 
რატულ გამყოფებს, # არის #7 რიცხვის იმ მარტივი გამყოფების რიცხვი, 

რომლებსაც აქვთ 4»-+1 სახე. 

მაგალითი 3 (ბპ. ჩებიშევი). ავიღოთ ფუნქციონალური #ე(--1, +1) 

სივრცე და მისი შეუღლებული ·L(–-1, +1) სივრცე, სადაც ვიგულისხმოთ, 

რომ <2, #1+ი1მ=1, მაშინ 7 >2. ვთქვათ, |”ი(/) აღნიშნავს ჩებიშევის 
პოლინომების მიმდევრობას, #ა(() ფუნქციები გამრავლებული შესაბამისად 

2შ-IV 2 რიცხვებზე წარმოადგენენ ბიორთოგონალურ მიმდევრობას თ(/)= 
1 8 · . 

  

1ე როცაა 1##=/) - LV ც6 ”!, 

0, როცა XVI. 

+1 
ი“ 

#.(0)სი() –==> 
1 VI –I 

შემოვიღოთ აღნიშენა 

#.(1) 
ძირ)=-. 

მაშინ, როცა #<:2, 0„() C ჩ,(--L, 1), ხოლო. წ»(/) C LV –1, 1) და 
+ 1რ , ოცა =17 (ნ, ჩა= | ჩ„00-0#=1) ცა #=# 
1 

, როცა IM=5-#7. 
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შემოვიღოთ ახლა წრფივი ნორმირებული სივოცის თვლადი ბაზისის 
ცნება. წინასწარ შევნიშნოთ, რომ თვლადი ბაზისის არსებობა წრფივ ნორ- 
მირებულ სივრცეში საშუალებას გვაძლევს წრფივი ოპერაციები სივრცის 

ელემენტებზე შევცვალოთ ჩვეულებრივი ოპერაციებით ამ ელემენტების „კო- 
ორდინატებზე“. ელემენტის „კოორდინატები“ კი მარტივად გამოითვლება 

სივრცის თვლადი ბაზისის ელემენტების დახმარებით. 

ვთქვათ, ნ სასრული განზომილების წრფივი ნორმირებული სივრცეა. 

იტყვიან; რომ #«,, ჯX„...,XIC ელემენტების მიმდევრობა წარმოადგენს ჯ 

სივრცის ბაზისს, თუ ნებისმიერი «ჯC # ელემენტისათვის არსებობს ნამდ- 
ვილ რიცხვთა ისეთი 6), C,,...-ი მიმდევრობა, რომ ადგილი აქვს დაშლას: 

X=6,X,4+ნეXგ-L · · > + ნაჯა. 

აქ C, ს,..სნი რიცხვებს ეწოდება X ელემენტის კოორდინატები და ცალსა- 
ხად გამოითვლებიან ბაზისის ელემენტებით, ! 

მაგალითი. განვიხილოთ ყველა სამგანზომილებიან თავისუფალ IM ვექ- 

ტორთა #ევ სივრცე. ამ სივრცის ბაზისს წარმოადგენს ურთიერთ მართობული 
– 

ერთეულოვანი X,=I, X.„=/, Xვ=# ვექტორები, რომელთა საშუალებით ნე- 

ბისმიერი Xჯ ვექტორი ცალსახად წარმოიდგინება შემდეგი ტოლობით: 

Xჯ= ვეშვიებ. 2%X 

სადაც X ვექტორის ნა) ნე წე კოორდინატები _ წარმოადგენს ამ ვექტორის 

გეგმილებს #, /, # ღერძებზე: ნ, =(X, ?), :=(X, 1), ნე=(X, #). 
განვიხილოთ ახლა შემთხვევა, როცა უსასრულო განზომილების წრფი- 

ვი ნორმირებული სივრცეა და (LI მისი წრფივად დამოუკიდებელი ელემენ- 

ტების თვლადი სისტემა იტყვიან; რომ (X, მიმდევრობა წარძოადგენს 

სივრცის თვლად ბაზისს, თუ ყოველი XჯLC ს ელემენტი ცალსახად წარმოიდ- 
გინება 

(741 

ბ, იX, 
(=1 

მწკრივით, სადაც ი,– ნამდვილი რიცხვებია (X ელემენტის კოორდინატებია) 

და გამოითვლებიან ბაზისის ელემენტების დახმარებით. _ 

თეორემა 4.34, ყოველი წრფივი ნორმირებული X# სივრცე 

თვლადი ბაზისით არის სეპარაბელური სივრცე. 
თეორემის დასამტკიცებლად უნდა ვუჩვენოთ, რომ # სივრცეში, რომელ- 

საც თვლადი |(X,IC# ბაზისი გააჩნია, არსებობს სივრცის ელემენტთა ყველ- 

გან მკვრივი თვლადი სიზრავლე. ავაგოთ ბაზისის ელემენტებით #C# სიმ- 
ი 

რავლე, რომლის ყოველი ელემენტი წარმოადგენს ჯ. IX; სახის წრფივ 

7=1 
კომბინაციას, სადაც # ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია, ხოლო ჯ; რაციო- 

ნალური რიცხვებია #M/ სიმრავლე # სივრცეში ყველგან მკვრივი თელადი 

სიმრავლეა, მართლაც, ვთქვათ, M/, არის ყველა ა, სახის ელემენტე- 
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ბის სიმრავლე, სადაც ნატურალური # რიცხვი ფიქსირებულია, ხოლო რა- 

ციონალური ”; რიცხვები ნებისმიერად ი(:ვლება, ცხადია, რომ M, თელადი 

: თ 

სიმრავლეა და ამიტომ, M= ).M სიმრავლე აგრეთვე თვლადი იქნება. 

ჯ=) 
ვთქვათ, » C ს ნებისმიერი ელემენტია. გვაქვს: 

" | 

ჯ_ ) რ 

(=1 

სთ 
ს --თ 

=0, (4.37) 

      

ყოველი ნატურალური # რიცხვისათვის შესაძლოა შევარჩიოთ ისეთი რაციო- 

ნალური ჯი) (1=1, 2,)...,/) რიცხეები, რომ , გილი ჰქონდეს შეფასებებს: 

|/ი–ი,<: 
წა)“ 

, 

ჯი) -– ა. »ჯ,I9)X,, 

1 

ვთქვათ, 

ვინაიდან აარონ C M,, ამიტომ X() C M,. ცხადია, გეექნება 

ჯ 

  

    

ჯ 

(ფბ –– ი,)X; | « წ 2 

1==1 I 

1 
|/,ი)–ი| III <ჩ. –-= +. 

1=1 

  

       

  

ახლა უკვე ადვილად დავრწმუნდებით იმაში, რომ (X,/ მიმდევრობა ნორმით 

_ კრებადია ჯ ელემენტისაკენ. მართლაც, გვაქვს 

          

  

  

ჯ ს L. 
– ა ი, I + ა ი(Xჯ-- X || <> 

| 1=1 (=L 

1 
<--+ ი,X,-–-ჯ 

ჯ 1==1 

    

  

  

საიდანაც, თანახმად (4.37) ტოლობისა, მივიღებთ: 

1110. 11 XVI) – ::1|=0. 
ჯ–თ 

ეს "იმას ნიშნავს, რომ #I არის ყველგან მკვრივი თვლადი სიმრავლე #ჯ სივრ- 

ცეში და თეორემა დამტკიცებულია. 

ბუნებრივად ისმება შემდეგი ამოცანა: მუდამ აქვს თუ არა წრფივ ნოო- 

მირებულ სეპარაბელურ ს სივრცეს თვლადი ბაზისი? ამ პრობლემას დღემდე 
არც დადებითი და არც უარყოფითი პასუხი არ აქვს თუმცა დღემდე ცნო- 
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ბილ ყოველ წრფივ ნორმირებულ სეპარაბელურ სივრცეში თვლადი ბაზისი 
აგებულია. 

განვიხილოთ #, სიმრავლე, როზლის ყ ელემენტი ვუწოდოთ ნამდვილ 
რიცხვთა ისეთ Vყ=0(V,, ი...) მიმდეკრობას, რომლისთვისაც მწკრივი 

ჯ» 

ჟ% I. 
_.– 
1=L 

ზორწით კრებადია. თუ ყ,=(ი,), ი+#,...), ყე=(ძ)!?), იეIშ,...) C #,, მაშინ მათი 

ჯამი ვუწოდოთ VM,+Vყ:=(0,)+ი,4, ი,)+იძ,?,...) C 8, ელემენტს, ხოლო #4 
რიცხვისა და ყ=(ი, ი;...1C ს, ელეხენტის იყ ნაზრავლი განვსაზღვროთ 

წ5ვეულებრივად: იV=(ძძე. იი,.·.)C 8,. განვსაზღვროთ, გარდა ამისა, ყ ელე- 

მენტის ნორმა შემდეგი ტოლობით 

| 

IMI =5ყი. 
”“ 

I 

?, ძ!:X; 

  

  (=I 

  

ადვილი რესამჩნევია, როზ თუ ელემენტის ნორმა განსაზღვრულია ასე, მაშინ 
დაკმაყოფილებული იჟნება ნორმისათვის სავალდებულო ყე:ელა აქსიომა, ამის 

შემდეგ 8, გადაიქცევა წრფივ ნორ«ირებულ სივოცედ. დავაზტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა 4.45. #, სივრცე სრულია. 

ვთქვათ, (V#,)C8, არის ნებისმიერი ფუნდამენტალური მიმდევრობა და 

ყL=(0თ,!", იე',..·) (=1, 2,...), მაშინ ნებისზიერი §>0 რიცხვისათვის არსე- 

ბობს ისეთი #=VM(.) ნატურალური ოიცხვი, რომ როგორიც უნდა იყოს 

> და ჩ რიცხვები, ადგილი ექნება უტოლობას 

Iყ»– ყი =3ს0 

    

» 

2, (ი, -- 6,5))#; < 

(=I 

  

<8. (4.38) 
ჯ 

+ _ 

| ჯ=-1   

  

შევაფასოთ |ძ,' –- -,ლ)|, ერთის მხრივ, თუ ავიღებთ 

ჯ ჯ– 

(ცის) -– ძ,))X„ == 2, (6/-”) –– ც1,00)X, – 2, (ე/ი–ე,იო))ჯ, 

(1 ჯ=L 

იგივეობას და გადავალთ მასში ნორმებზე, მაშინ (4,38) უტოლობის ძალით, 

მიყიღებთ | 

I 
+ <-26. 

#–1 

2 (გ, –- -,))X, 

I7= 

წი 
II(0, ა) –- ი, VI | < "2 (ი, –– “/ა))X, 

1=1     

    

  
მეორე მხრივ, შევნიზნოთ, რომ ადგილი აქვს ტოლობას: 

II(C,)-–- ი, )V-II=| თ, სი, M|IIX.II. 
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ამის გამო გვექნება შემდეგი შეფასება: 

I ა-ი „(0)| <--   

II ' ი) 
ამრიგად, ნამდვილ რიცხვთა |ი,I)) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია და, მა- 

შასადამე, იგი იქნება კრებადი რაიმე ნამდვილი ი,“ რიცხვისაკენ. თეორემის 

დამტკიცების დასამთავრებლად საჭიროა ვუჩვენ-თ, რომ ელემენტი ყ#= 

-=(ი,“, ძე“....) C 85, და IV, მიმდევრობა ნორმით კრებადია ყ% ელემენტისა- 
კენ. გადავიდეთ (4.38) უტოლობა მი ზღვარზე, როცა »->=, მაშინ ნებისბიე- 
რი MV>M და # რიცხვებისათვის, გვექნება 

ღეღა| > (ი, იარო, <5. (4.39) 

  (=1 

  

"შემოვიღოთ აღნი ჭენები: 

ჯ ჯ 

§,(0ს= 2, იმ, §„“-== 2, ი,ბX, 

1=1 §=I 

მამინ, თანახმად (4.39) უტოლობისა, თუ 

_ – (თ) __ აო) – (ა, თს _ # ) წი -კ + 

.'” %=( + ი+ი ა +C ? ) 

იგივეობაში გადავალთ ნორჩგებზე, მივიღებთ დეფასებას 

| წ __ #I 

1 + 7 <>   
ჯა ღეაბსბლ – (4.40) 
ა». 

« · 

ვინაიდან 2ეიოი ნორმით კრებადი მწკრივია, ამიტომ დავაფიქსი- 

1-1 : 
რებთ რა §>0 რიცხვს (ამით დაფიქსირებული იქნება, ცხადია, V რიცხვიც), 

ნე'ისბიერი 5, >0 რიცხვისათვის შეგვიძლია დავაკმაყოფილოთ 2:<1- პი- 

რობა, რის შემდეგ დავაფიქსიროთ #”»>M და ავირჩიოთ ნატურალური M, 

რიცხვი ისე, რომ როცა ”>M, შესრულებული იყოს უტოლობა 

  

| (თ) __ რ) 5, · 

ია V ! < 2 

მაშინ, (4.40) უტოლობიდან მივიღებთ 

> 

?–-”   

  

<9, , 

სადაც ჩ>M, და #7>1. როგორც ვხედავთ % ი,"X, მწკრივი ნოომით კრე- 

+ 

ბადია და, ამრიგად, V” C #8,. ამასთანავე, (4.39) უტოლობიდან გვექნება 

» 
ს (> (ი, – ი,)V; 

| (--L 

«ლ M>VM, 
,     

1 2.



ე. ი. 

I /თ-–»)I<-§ 
და ამით („| მიმდევრობის ნორმით კრებადობაც დამტკიცებულია. 

გავეცნოთ ახლა პირობებს, რომლებიც საკმარისი და აუცილებელია ინი- 
სათვის, რომ (», მიმდევრობა იყოს წრფივი ნორმირებული სეპარაბელური 
X# სივრცის თელადი ბაზისი. აღვნიშნოთ ე ე... “ი ელემენტების წრფივი 

გარსი #I) სიბბოლოთი, ხოლო ჯი,), Xი+-ე-·· ელემენტების წრფივი ჩაკეტილი 

გარსი-- 5) სიზბოლოთი. როგოოც ყოველთვის, XL, 0CCX# სიმრავლეებს “მო. 

რის მანძილი ვუწოდოთ რიცხვს: 

(წ, 06)= II II-I. 
§CM1C0 

თეორემა 4.ე1წ (მ. გრინბლუმი). იმისათვის, რომ IXI,I მიმ- 
დევრობა იყოს # სივრცის სრული და თელადი ბაზისი, საკ: 
მარისი და აუცილებელია, არსებობდეს ისეთი C>0 რიცხ- 

ვი, რომ ნებისმიერი ნატურალური » რიცხვისათვის ადგი- 

ლი ჰქონდეს უტოლობას: 

ი(ი, L")>2, (4:4)) 
სადაცა, არის LI" წრფივი გარსის ერთეულოვანი სფეროს 

ზედაპირის წერტილთა სიზრავლე. 

დავამტკიცოთ ჯერ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, შესრულებულია 

(4.41) პირობა; ვუჩვენოთ, რომ IX) არის # სივრცის ბაზისი. ავაგოთ შეჭ- 
დეგი სახის ელემენტი: 

-) 

X#=Xჯ-- 2 აო» (4.42) 

1=1 
სადაც X C # ნებისმიერი ელემენტია, (/,| არის # სივრცეხე განსახღვრულ 

წრფივი #7 C # ფუნქციონალების მიმდევრობა, რომელიც (X,), მიმდევრობის 

ბიორთოგონალურია. X+ ელემენტი ეკუთვნის ჯო წრფივ გარსს. მართლაც, 

თუ დავუშვებთ, რომ ჯ%C I ო, მაშინ 4,8 თეორემის თანახმად, არსებობს 

მთელ #ს სივრცეზე განსახღვრული ისეთი წრფივი L ფუნქციონალი, რომე- 

ლიც დააკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: #(C)=! და ნებისმიერი XCI 
ელემენტისათვის #XCX)=0. ავაგოთ ახალი ფუნქციონალი: 

7” 

I(X) = LX) -– 2 იიწიი · 

(=) 

ცხადია, რომ ყოველი X, ელემენტისათვის გეექნება: /(X,)=0 და, ვინაიდან 

IX, არის სრული მიმდევრობა, ამიტომ (L(-) იგივურად ნულის ტოლია მთელ 

სივრცეზე. მაგრამ, როცა 1< 7, მაშინ /,((X-)=0 და, მაშასადამე, გვექნება 

I(X-)= XCX%)=:1. მიღებული წინააღმდეგობა გვარწმუნებს, რომ XX C (0, 
შემოვიღოთ აღნიშვნა: 
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მაშინ (4.42) როლობა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

გ =ე%-+LX7, (4.43) 

სადაც »" C LM), ჯ% C #0), ახლა ვუჩვენოთ, რომ ნებისმიერი ნატურალური ჯ 

რიცხვისათვის და ნებისმიერი XC ელემენტისათვის ადგილი აქვს შეფა- 

სებას: 

ბ, IXC0X, 
I=1 

(XVII უყ შე 
საიდანაც გამომდინარეობს (4.44 ტოლობა. მაშასადამე, 4.32 თეორემის ძა- 
ლით მწკრივი 

+» 

ჯ. I:(X)X, 

(=L 

“ი 

    

« > IXI. (4.44) 
I 

მართლაც, გვაქვს 

8 (=>     >I++II 0(§, LM), >IIX“II თ, 

  

  

    

ნორმით კრებადი იქნება. დავამტკიცოთ, რომ ჯ არის ამ მწკრივის ჯამი: 

ას ((X) XI. 

წ 

ყ= ?, ს(V)2:ჯ. 

(=L 

დავუშვათ, რომ 

უკანასკნელი ორი ტოლობა შესაძლებელია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 
II(X)->II(ყ), ე. ი. (/((7)1C=0 ნებისმიერი ; ნიშნაკისათვის, სადაც ჯ=Xჯ-/V. თა- 

ნახმად (4.43) ტოლობისა, CL ელემენტი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ შემ- 

დეგი ტოლობით 
– 

ჯ=2“-+272%, 

სადაც ჯ" C 7,0), 2" C წო, ვინაიდან ლლ= 1, !(დ) ამიტომ 2X=0 და რო- 

I=1 

გორიც უნდა იყოს ნატურალური ჯ რიცხვი ჯ=2%C 1, ეს იმას ნიშნავს, 

რომ ჯ ეკუთვნის ყველა წრფივი ჩაკეტილი ჩო გარსების თანაკვეთებს. 

ვნახოთ რას წარმოადგენს ხსენებული თანაკვეთა. ვინაიდან IX, მიმდევ- 
”I" 

რობა სრულია, ამიტომ არსებობს »»„= ბ, XL წრფივი კომბინაციების ისე- 

#=I 

თი (უი) მიმდევრობა, რომელიც ნორმით კრებადი იქნება ჯ ელეზენტისაკენ: 

10 | ფთ»–ჯII=90. (4.45) 
M-% 
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ამ პირობებში არსებობს ისეთი ნატურალური V რიცხვი, როზ IსI>-- II>II, 

როცა 7 >». ამასთანავე, ადგილი აა იოლ 

Iშ»-–ჯI = Iო»I . IM I 
  

  

    ში 9 იII 
რომელიც, (4.45) ტოლობის ძალით, შესაძლოა ხოლოდ მაშინ, როცა >=06, 

ე. ი. X=ყ. ამით პირობის საკმარისობა დამტკიცებულია. 
ახლა დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, (X,) არის # სივრ- 

ცის ბაზისი მაშინ ნებისმიერი XC სც ელემენტისათვის და ნატურალური » 

რიცხვისათვის არსებობს I C შფში რომ 

>. ( ცი») 

ჯ=1 

'<01ML (4.46) 

  

ვთქვათ, §C წლის! და ს C ჟო ნებისმიერი ელემენტებია. მაშინ 

თ ” % 

X=6-+%ი= I,(X)X/ = I((X)X,+ /(X)X,, 

ადაც ს · 

:= LI(X)X,, თ= 1((X)X,. 

(4.46) უტოლობის თანახმად გვექნება |I6I| < M I(6+»I და, ვინაიდან II5II <= 1,. 
ამიტომ I6+9I>-C- ახლა ცხადია, რომ 

_ _.. 1 
წს, LL))= 1M Iნ–ო1>-6' 

§C+, C1() 
რომელსაც ადგილი აქვს ნებისმიერი ჯ რიცხვისათვის. ამით პირობის აუცი- 

ლებლობაც დამტკიცებულია. 

გავეცნოთ კიდევ შემდეგ საინტერესო საკითხს: რა პირობებში იქნება 

(X)-–ლ# ბაზისი „მდგრადი“. სხვანაირად, როგორია ის პირობები, რომლებიც 

უზრუნველყოფენ ისეთი სხვა (V)C მიმდევრობის არსებობას რომელიც 
გარკვეული აზრით „ახლოა“ (IX, ბაზისთან და, რომელიც აგრეთვე # სივრ- 

ცის ბაზისი იქნება, 

ნ. ბარიმ შეისწავლა ბაზისის მდგრადობის. აუცილებელი და საკმარისი 

პირობები ჰილბერტის ფუნქციონალურ #L, სივრცეში. ჩვენ ქვევით მოგიყვანთ 

მ. კრეინის, დ. მილმანისა და მ. რუტმანის ერთ თეორემას, რომელიც შეეხე- 

ბა ამ საკითხს ნებისმიერ წრფივ ნორმირებულ # სივრცეში. 

თეორემა 4.37, ვთქვათ, (XI) არის წრფივი ნორმირებული #ჯ 

სივრცის ბაზისი, ე. ი. ნებისმიერი XCLს ელემენტი ცალსა- 

ხად დაიშლება X= ა 'ს00X მწკრივად, მაშის ნებისმიერი 

/==I 
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წყყეCხ მიმდევრობა, რომლის ელემენტები აკმაყოფილებენ 

პირობებს: (M-# <1 ((=1, 2...) აგრეთვე იქნება L 

სივრცის ბაზისი. 
ამ თეორემის დასამტკიცებლად ავაგოთ შემდეგი სახის ოპერატორი: 

VX= ბ. 1I(X) (X(– ყი. 

VX ოპერატორი განსაზღვრულია # სივოცის ყოველ ჯ ელემენტზე. რაც უშუა- 

ლოდ გამომდინარეობს “შემდეგი შეფასებიდან: 

I0XI < 1, II(XIIIM-VII < IIXII ). III IX – VI < 
1=1 ( (=1 

ჯა 1 IXI ჯ «IIXI ს –--= -I LL, 
2'+1 2 

1=1 

გარდა ამისა, ცხადია, VX ოპერატორი მოქმედებს X# სივრციდან ისეგ # 

სივრცეში, წრფივია და IICIII <--. თანახმად 3.45 თეორემისა, წრფივ V/X 

ჯ 

ოპერატორს, რომელიც განსაზღვრულია 7X=X–-სLX= , (სსს  ტოლო- 

, ჯ=1 
ბით, აქვს შებრუნებული წრფივი ოპერატორი 

7 მ=(-C0)ბ1=6+V+V+.-.·, 

სადაც # იგივური ოპერატორია. 
თ 

ვთქვათ, #= > IV არის ნებისმიერი ელემენტი და დავუშვათ, რომ 

„151 

ყ=V IX, მივიღებთ 

V 1X== 1, 1,(V 1X)X;. 

§:=1 

თუ ახლა ამ ტოლობაზე გავავრცელებთ V ოპერატორს და გავითვალისწი- 

ნებთ, რომ ”7X,=ყ; (1=1, 2,...), გვექნება 

29_ 
X= ? 'ს(Iსიყ,. 

, 11 
ამრიგად ნებისმიერი XC ელემენტი იშლება 

თ 

X= > 

1=1 
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სახის მწკრივად. ახლა დავამტკიცოთ, რომ ეს დაშლა არის ცალსახა, მართ- 

ლაც, უკანასკნელი ტოლობის ორივე ნაწილზე გავავრცელოთ M-1 ოპერატო- 
რი, მივიღებთ თ,=I/(I7/-1X) და თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 1. დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი: 

ვთქვათ, IX, წრფივი ნორმირებული #ჩ სივრცის ბაზისია და (IC არის ჯ» 

ელემენტების ისეთი მიმდევრობა, რომლის ჩაკეტილი წრფივი გარსი ემთხვევა 

# სივრცეს. მაშინ არსებობს L სიერცის სხვა (V») ბაზისიც, სადაც 

+ 

ყ»= ჯ. ზილი 

ყლ 

2, გარკვეტლი მუდმივი რიცხვებია. 
შედეგი 2. ავიღოთ, კერძოდ, CX0,1) სივრცე და მისი ელემენტთა 

მიმდევრობა 1, 7, 19,...,/",... ამ მიმდევრობის წრფივი ჩაკეტილი გარსი ემთხ- 

ვევა C(0,1) სივრცეს. ზემოთ ნათქკამის ძალით, ადგილი აქვს ვაიერშტრასის 

შემდეგ დებულებას: არსებობს პოლინომების ისეთი (#,(/)) მიმდევრობა, რომ 
ყოველი უწყვეტი X(I() ფუნქცია შესაძლოა ცალსახად წარმოვადგინოთ (0,1| 
სეგმენტზე თანაბრად კრებადი 

იდ 

2:(0= 2 ,<%ი 
1=1| 

მწკრივის სახით. 

§. 11, მაგალითები 

1. ჰილბერტის ფუნქციონალურ #,)(ი, სხ) სივრცეში განსაკუთრებული 
მნიშვნელობა აქვს ეგრეთ წოდებულ ორთოგონალურ ბაზისს. (X+,,–ჯ,(თ, ჩხ) 
ბაზსს ორთოგონალური ბაზისი ეწოდება, თუ სკალარული ნამრავლი 

(X, X)=0, როცა 139). გარდა ამისა, თუ ||X/)I|=C1, ჯ1=1, 2,..., მაშინ (X»,) ბა- 
ზისს ეწოდება ორთონორმირებული ბაზისი. ტრიგონომეტრიულ ფუნქ- 
ციათა სისტემა 

1, 00§7, 510 7, 605 27, 511) 27,...; C05 7, 51% 7/1,. (4.47) 

წარმოადგენს ჰLაC--X, X) სივრცის  ორთოგონალურ ბაზისს, ა ხოლო ფუნქციათა 

სისტემა 

1 1 1 
–- –-- (2005, “1 ;..., =-00§61,, –––510 M§,... (4,48 72> 7> 0 5 111 -უ= ე ” 72 10# ( ) 

ამავე სივრცის ორთონორმირებული ბაზისია. ნებისმიერი X(I) C L(– >, >) ელე- 

მენტი ცალსახად იშლება ფურიეს მწკრივად 

თი 

რა+ 12 (თ; C05 #1 + ხა §1L #/), 

#=L 

სადაც 

XX ჯ + 

1 ( „.. 1 

რ=:- | X(/)ძ?, რ=-- | «%(1)005 ჩ1ძI, 9=-- | 2:(7)51M L/ძ( (L=1, 2,...) 
2 ჯ ჯ 

", " + –»” –»



– 

სთ ( VX(7/)-- §„(/)1"ძ/ =0, 
”"-.ით “> 

წ! 

§»(/1)=4ა+ 2) (ი; 008 #/ + ხჯ §1ი #!). 

#=1 

ვთქვათ, (X,(,)) არის L,(თ, ხ) სივრცის ბაზისი, იტყვიან, რომ იგი სრუ- 
ლი ბაზისია L(, ს) სიერცეში. თუ არ არსებობს ნულისაგან განსხვავებული 

არცერთი XVI) C LXი, ხ) ელემენტი, რომელიც (XV(/)) ბაზისის ყოველი ელემენ- 
ტის ორთოგონალურია. 

თეორემა 4,388. ტრიგონომეტრიული ფუნქციათა (4.47) სის- 

ტემა #(– X, >) სივრცის სრული ბაზისია, 

მართლაც, ვთქვათ, I(1) C L.(–»X, >) არის ფუნქცია, რომელიც | -–-X, XI 

სეგმენტზე ორთოგონალურია |4.47) მიმდევრობის ყველა ელემენტისა და 

2(,)#0. ვთჟევათ, §:>0 ნებისმიერი რიცხვია და Vყ(!) არის CL.C-ჯ, უა სივრ- 

ცის ისეთი უწყვეტი ფუნქცია, რომ IX(06–#(0II<---. ვთქვათ, |ყ(,))<ს, სა- 

  დაც L>0. შევარჩიოთ ისეთი 6.:>0 რიცხვი, რომ 8<. ლ და გ<2ჯ. ავაგოთ 
ა? 

ახლა უწყვეტი XV) ფუნქცია შემდეგნაირად: 

#7()=Vყ(I), როცა #CI-–, X--9), 

ჯC) =ჯ(–-ი)= Vყ(–%X), 

ხოლო (#–ბ, თ) ინტერვალზე ”(,) განვსაზღვროთ წრფიგი ინტერპოლების წე- 
სით. ამ პირობებში |ჯ()|< ს და 

MI
 

- 

= : 

L#-I -I ( რ-ი) <V 40% <--. 
%-გ | ' 

ვინაიდან ჯ(M)=ლ:(–-X), ამიტომ ჯ(/) ფუნქცია უწყვეტად და 2X პერიოდულო- 
ბით შეგვიძლია გავაგრძელოთ მთელ (–=, ლ) ინტერვალზე. ამის გამო «(,) 

ფუნქციის მიმართ შეგვიძლია გამოვიყენოთ ვაიერშტრასის თეორემა მთელ 
(–%, X) ინტერვალზე და კერძოდ | -–», XI სეგმენტზე, რომლის თანახმადაც, 
არსებობს ისეთი ტრიგონომეტრიული 4I(/) ბპოლინომი, რომ 

|0--401<-ვუ= ა – =< აე. 

“შევაფასოთ ახლა ნორმა: 
1 . 1. 

_ (| I0-40MM( <-კევ-M 2ი= --. 

ამის შემდეგ ცხადია, რომ 

IIXC)-– 4თ)II < |I+C/) – M(/II + ILყ(7/) -– ჯ(4) IL + || (7) -– 2#(/)|| ლ. 
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ამრიგად, ყველა ტრიგონომეტრიული პოლინომის სიმრავლე ყველგან მკვრი- 

ვია L,(–->, =) სივრცეში. ვინაიდან, თანახმად ჩვენი დაშვებისა, ჯ(I) ფუნქცია. 

ორთოგონალურია (4.47) სისტემის ყოველი ელეძეჩტისა, ამიტომ იგი ორთო- 
გონალური ივგნება ამ მიმდევრობის ელემენტების ნებისმიერი წრფივი კომბი- 

ნაციისა. ეს იმას ნისნავს, რომ XVI) ორთოგონალურია |–-», >) სეგმენტზე · 

ნებისმიერი ტრიგონომეტრიული პოლინომისა, ე. ი. X(I)=0;.,, რაც ეწინა- 

აღმდეგება ჩვენ დაშვებას. ამით თეორემა დამტკიცებულია, 

8, განვიხილოთ ლეჟანდრის პოლინომების (#,(/)) სისტემა, სადაც 

ჩს,#0)= 1 იII -1MI. 
2"! ძო 

და „ი(!) C ჩ,(--1, 1). ეს სისტემა წარმოადგენს #.(–-1, 1) სივრცის ორთო- 
გონალურ ბაზისს. წინა თეორემის ანალოგიურად შეგვიძლია დავამტკიცოთ,. 

რომ (მა()) მიმდევრობა სრულია ჯLა(–1, 1) სიერცეში. 

8. 1, სივრცეში ორთონორმირებულ ბაზისს წარმოადგენს შემდეგი სა.-. 
ხის მიმდევრობა: 

X,=(1, 0, 0,...), X„=(0, 1, 0....),... 

ნებისმიერი XC7/, ელემენტი დაიშლება 

X= ზა (Xი X)X; 

ლი 
სახის მწკრივად, სადაც 

| | 
L- ბ, (X;, X)X; 

1=1 

ჭ. C(0, 1) სივრცეში ბაზისი მოძებნილი იყო შაუდერის მიერ. შაუდე-- 

რის ბაზისი ეწოდება C(0, 1) სივრცის ელემენტთა შემდეგ სისტემას: 

1, #, დი;(7), დ % 1 (I), ?1. (0 % 144, ?I 10.» ი, (+L(/»--. 

110 
)ე)--. ით 

==0, 

  

  

    

'9 დ '4 4, 9 სყ. 2“ 
(1=0, 1,...,21– 1; L-=0, 1, 2,..,), 

სადაც დევ -(7) არის  პრავალკუთხა ფუნქცია, რომელიც განსახღვრულია ტო- 

ლობით 

  «„(/)= –--–-(X-თ|-|2 –თ–8|+IX-8)), თ-<ვ. 
აქ იგულისხმება, რომ (თ, მ) ინტერვალის გარეთ დაე(/) უდრის ნულს, ხოლო 

(«, ჩ) ინტერვალზე დ (ე) ფუნქციის გრაფიკს წარმოადგენს ტოლფერდა სამზ-. 

კუთხედი, რომლის სიმაღლეა 1. ამრიგად, 

დ-ე(/)=0, როცა (<თ და 7<0#, 

8 დ,ც(I)=2/ –2თ, როცა /ლ51%, 

! 

| 

დ-ც(/)= –-– 27+2ჩ, როცა 7> <+., | 

, 
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ნებისმიერი. X(,) ფუნქცია ცალსახად იშლება შაუდერის ბაზისით შემდეც 

მწკრივად: 
X(/1= X(0)+ IX(1) – X(0)1/+ 

თ 2-1 

+ ა ა 6; 7?7+1 ფ0)დ ; ;+I(/), (4.49) 
,-–- 

=0 1:=0 9. "9 სის რ“. 

რომელიც თანაბრად კრებადია |0, 1) სეგმენტზე XC/) ფუნქციისაკენ. გაშლის 
კოეფიციენტები განისაზღვრება ტოლოშიშით 

თ ე(X)= #X“,")– + –-IXთ)-LXC8 |. 

მწკრივის კერძო 
”» 9-1 

5X0=X9)+ 60) --X/+ 32 4: 0 ი9, ცერ 
§=1 1=0 2 9 ა” ან 

ჯამის გრაფიკი არის X=X(/,/) ფუნქციის გრაფიკში ჩახაზული ტეხილი, რომ- 

ლის წვეროები მოთავსებულია ( 5 ”(; „)) წერტილებში ((=0, 1,...,2"). 

ს. 10, 1) სივრცეში ბაზისს წარმოადგენს ჰაარის ორთოგონალური 

ფუნქციების (#ა(M)(I), სისტემა, სადაც 

X,%(0)=0 
და 

%#»V%0) =V2", Vა(29(1) = – V2": 

/5», =- =2 2-1, 
2ო+1 

-/ (L/(/) _ 
#VI #() = 2- 

– V2", როცა -1C/ (<2%-, 

| 0, (0, 1) სეგმენტის ყველა სხვა წერტილში, 

(0,=0, 1...., #=1, 2)...,2'). 

#0) უბან-უბან მუდმივი ფუნქციებია (0, 1|) სეგმენტზე. აი რამდენიმე აზ 

ფუნქციათაგან: 

  
  

+1, როცა 0<7< 

1 
#ხთ= ) –1, როცა 2 7C1. 

1 
0, როცა #=--. ოც 2 

V2, როცა 0</< --, 

#IIM/)= – M-2, როცა –<<43: 

0, ყველა სხვა წერტილში.   
ეხ,



> 1 3 
VM2, ოოცა 29%. –– 

XIX) = | __ #2, როცა – <1<1: 

0, ყველა სხვა წერტილში. 

1 
2, როცა 0<7<-”; 

#IM7)= | _2, როცა --</<+; 

0, ყველა სხვა წერტილში, 

1 3 
2, როცა - -<ჩწ<---; 

სამოა 

#%0= | _2, როცა ––-<7<1; 
8 2 

0, კველა სხვა წერტილში. 

1 5 

ოცა 2 555 

XIX#9)= | _ 2, როცა. -</<>-; 

0, ყველა სხვა წერტილში. 

2, როცა 2 ლა. 
4 8 

#,ს0= | _ 2, როცა =<4/0<),   0, ყველა სხვა წერტილში. 

ავიღოთ ჰაარის ფუნქციათა სისტემის ორი X» MI) და X»VXL) ელემენ- 
ტი, რომელთა ქვედა ნიშნაკები თანატოლია და 7>#>1. ცხადია, 

#,7X/)X»I9 (/1=0. ახლა ავიღოთ #„(M(,) და #»V%;) ელემენტები, სადაც 7I>>I!. 
შევნიშნოთ, რომ (0,1) სეგმენტის ქვეინტერვალი, რომელშიც #,'X#) #9, 
მთლიანად ეკუთვნის იმ ინტერვალს, რომელშიც 7:.7/X/) ფუნქცია მუდმივია 

და, ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ: 

2/ 
1 სო+! 

I #,,9(I)X„თი)ძ/ =2. | + ,6XI/) ძ/ =/. 
მ ძე 

/2ი 2 | 
2ი+1 ფიო+1   

უი+1 

გარდა ამისა, გვაქვს 

· 1 

( X-M/)X„რV)4/=9. 
0 

>–65



ამრიგად, პაარის ფუნქციების IM უ(9(/)) =– (დი(1)) სისტემა წარმოადგენს ორთო- 

გონალურ ფუნქციათა სისტემას. 

შაუდერმა დაამტკიცა, რომ როგორიც უნდა იყოს. XC) C L,(0, 1) ფუნქ- 

ცია, სადაც 0>1, მუდამ ადგილი აქვს (კალსახა დაშლას: 

დ 

X(C0)= C(დI(1), 

სადაც , 

თ= | #იდთიიი! (0=0, 1, 2,...) 

და მწკრივი # ხარისხით საშუალოდ კრებადია X(I,) ფუხნქციისაკენ §0,11 სეგ- 

მენტზე: 

1 / 

წელ ბ. «დ/(1) 
1=1 

წ 
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სთ 

ძ/ =:0. 

   



თავი V 

სესჭი პრებაღუობა და სესზე ჰომპჰქბერობა 

წრფივ ნორმირებულ სივრკეში დიფერენციალური და ინტეგრალური 

აღრიცავის მრავალი საკეთაის გამოკვლევისათვის დიდი მნიშვნელობა აქვს 

ელემზეჩტებისა და წოფუვი ფუნქციონალების, ეგრეო წოდებულ, სუსტად კრე- 
ბადობას, რომელიც არსებითად განსხვავდება ნორმით კრებადობისაგან. 

§ 1. ელემენტების სუსტი კრებადობა 

ვთქვათ, # წრფივი ნორმირებული სივრცეა და ს -–-მისი შეუღლებული 

სივრცე. ვიტყვით, რომ #6 სივრცის ელემენტთა (CI) მიმდევრობა სუსტად 

კრებადია XI C # ელემენტისაკენ და დავწერთ 
7 - > Xე 

თუ ნებისმიერი წრფივი 16 # ფუნქციონალისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

11). ((X»თ) = I(2ა). 
”-თ 

+ ელემენტს ეწოდება («ა») მიმდევრობის სუსტი ზღვარი, 
თეორემა ს.1. წრფივი ნორმირებული # სივრცის ელემენტ: 

თა ნორმით კრებადი ყოეელი IX) მიმდევოობა, რომლის 
ზღვარია XC# ელემენტი, სუსტად კრებადიც იქნება იმავე 
XჯX ელემენტისაკენ. 

მ,რთლაც, ვთქვათ, LC არის ნებისბიერი წრფივი ფუნქციონალი. 

გვაქვს: , 
II(Xი) –I(X)1=|I(X-–- X)| < -IIIII | X-XII 

და ვინაიდან პირობის თანახმად ადგილი აქეს ტოლობას 

IIი | X--XII= 0, 
„-ილ 

ამიტომ 

1IIი 7CXი) =-I(X). 
#2 

ამით თეორემა დამტკიცებულია, 

შენიშვნა. დამტკიცებული თეორემის შებრუნებული თეორემა არ 
არის სწორი. მართლა», ავიღოთ პილბერტის ფუნქციონალური XL,(0,1) სივრ- 
ცის ელემენტების (Xო(/)) მიმდევრობა, სადაც X»ი(/)=5§81ი #M/ (M=1, 2,...). ად- 
ვილი შზშესამჩნევია, რომ ეს მიმდევრობა სუსტად კრებადია #L;(0,1) სივრცის 

ნულოვანი X,(/1=6 ელეშენტისაკენ როგოც ვიცით, #,(0,1)) სივრცეში ყო- 
ველი წრფივი ( ფუნქციონალი ცალსახად წარმოიდგინება სკალარული ნამ–- 
რავლით: 

1 

IX) = | X#IX(/)ძ(, 
0 
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სადაც X(2). თL/) C /,,(0,1). აქედან გვაჟვს: 

I 

I(X,)=I(51ი 11X/) = | 81ი #I/ X(/)ი”, 

0 
"საიდანაც გამომდინარეობს, რომ I(X») (#=1,2,...) არის თ(/) ფუნქციის ფუ- 

რიე კოეფიციენტები და, მაშასადამე 110 /((Xი)=მ. ამრიგად,დ X»(1) = 
/-–+თ0 

=#10 #X/ +.6, როცა M-+C. 

ახლა დავრჟჯაუნდეთ, რომ იგივე მიმდევრობა არ არის ნორმით კრება- 

დი 0 ელემენტისაკენ. მართლაც, 
1 1. 

" 3 2 

– | §1ი9 = =V2. 
· 2 

. 0 

თეორემა 6.5. თუ ს სასრული განზომილების წრფივი 

ნორმირებული სივრცეა,მაშინჯ;აC6 სწ ელემენტისაკენ სუსტად 
კრებადი ყოველი სVილნ მიმდევრობა ნორმით კრებადიც 
იქნება იმავე X. ელე9ხენტისაკენ, 

თეორეძის დასასღკიცებლად ვიგულისხმოთ, რომ §,,..., § არის # 

სივრცის ერთ-ერთი „ბაზისი, სადაც # აღნიმნავს სივრცის განზობილებას, 

„გვაქვ 
Xი=Cთ,0%, -L ...+ თ, )5,, 

X·ა= თ,(მ):,-L «.·.-თ/)/ი2,, 

-სადაც თ,ლო,..., თ, ი. –. 7) ცალსახად განსაზღვრული რიცხვებია, ავი- 

ღოთ ისეთი წრფივი IC L ფუნქციონალი, რომ (7/(§,)=1 და (ჯ(C,)=0, როცა! #VL. 

მა305, გ;ექნება: (((Xი)ლI,ჩ'7ჰ და ',(Xე1I=C/). ვინაიდან (X„) აღოის Xა) ელემე5- 

ტისაკენ სუ ტად კრებადი მიმდევრობა, აძიტომ ნეაისმიე-ი წრფივი ფუზქ- 
”ციონალისათვის დ), კერძოდ ; ფუნქ.კიონალისათვის, ადგილი ექნება ტო- 

ლობას: 
III I/(Xი) =/, (XV), 

M#-290 
რაც იმას ნიშაავს, რომ 

II Cთ;(5) == თშ) (= 1, 2, .... ,). 
წ”წ–თ 

'უკ.ნასკნელი ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი C>0 რიცხვი- 

სათვ ს იოიძებნება ისეთი ნატურალური M= M(2) რიცხვი, რომ როცა I»V, 
აში 

ა... დ 

სადაც ხასი I=/I - ოთ პირდაპირ ჩანს, რომ 

ს «ონ. ერას L5II <+. 
(=-L 12:1 

8 რიცხვის  ხებისმიერ ითი გამო – 

თ IX-X. =0. 
.–თ 

  

IIV=-–XსI| = · 

  

-თეორემა დამტკიცებულია. 
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თეორემა 25.3. ვთქვათ, წრფივი ნორმირებული სივრცეა 

და --მისი შეუღლებული სივრცე. იმისათვის, რომ IX)=L 
მიმდევრობა სუსტად კრებადი იყოს XჯაCLს ელემენტისაკენ 
აუცილებელია და საკმარისი შესრულებული იყოს შემდეგი: 

ორი პირობა; 

1) ნორმების IIX,.III მიმდევრობა იყოს შემოსაზღვრული, 
2) ყოველი წრფივი /-CI' ფუნქციონალისათვის ადგილი 

ჰქონდეს ტოლობას: III07-(X») = ჯ/-(Xა), სადაც #=ს არის L 
„-თ 

სივრცეში ყველგან მკვრივი სიმრავლე. ა 

ჯერ დავამტკიცოთ პირობების აუცილებლობა. ვთქვათ, (X,) მიმდევრო- 

ბა სუსტად კრებადია ჯე ელემეტისაკენ. მაშინ ცხადია, რომ სივრცის ყო- 
ველი წრფივი ფუნქციონალისათვის, კერძოდ 7' სიმრავლის კუთვნილი ყოვე- 

ლი წრფივი ფუნქციონალისათვის, უნდა შესრულებული იყოს 2) პირობა. რაც 

შეეხება 1) პირობის აუცილებლობას, იგი უშუალოდ გამომდინარეობს IV თავ- 
ში დამტკიცებული ლემიდან. 

დავამტკიცოთ ახლა პირობების საკმარისობა, ამისათვის ვიგულისხმოთ, 

რომ 1) და 2) პირობები შესრულებულია, ვთქვათ, #= §ს) |IIX»II> IIMიIII 
(M=1, 2)... ·). თანახმად 1) პირობისა, ს სასრულია. ავიღოთ ნებისმიერი 

წრფივი 1 C 1 ფუნქციონალი. ვინაიდან ». სიმრავლე ყველგან მკვრივია L 
სივრცეში, ამიტომ როგორიც უნდა იყოს §>0 რიცხვი, არსებობს ისეთი ელე- 

მენტი 7-C I, რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

6 II-VI<:-“ 
შემდეგ, 

(XV – Xი)= ((X=-–– X-) +-I7- (XC -–- X-) – 1/(X» -– X-) 

იგივეობაში გადავიდეთ ნორმებზე და გამოვიყენოთ წინა უტოლობა, გვექნება 

II(XI-––Xი)| C II -–,)(X=– X:)|+III(X=-– XV)| < |IL-- III 1IXL-– XIII + 

+I)I(X» ---X-)| < 2. (ICI +II%)+1C-X)IC6+Cნი--Xია)I. 

ვინაიდან 11თ /-(X.-– X-)=0 და § ნებისმიერი რიცხვია, ამიტონ საბოლოოდ 
წ” თ 

წინა უტოლობიდან მივიღებთ 

1100 7(X ი) = ((Xა)- 
/”-X 

თეორემა დამტკიცებულია, 

თეორემა 5.4. თუ (XC მიმდევრობა სუსტად კრებადია 

სუსტი XC ზღვრისაკენ, მაშინ არსებობს ისეთი (|ყV.=L 
მიმდევრობა, რომლის წევრები (წ) მიმდევრობის ელემენ- 

ტების წრფივ კომბინაციებს წარმოადგენს და 

IV II#»--XII=0. 
”ს--% 

სხვა სიტყვებით, ეს თეორემა ასეც შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ: თუ Xი“X., 

მაშინ X ეკუთენის (XX) მიმდევრობის ელემენტების წრფივ 

ჯ ჩაკეტილ გარსს. 
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დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე. ი. დავუშვათ, რომ #, არ ეკუთვნის (X») 

მიმდევრობის ელემენტების წრფივ ჩაკეტილ XL გარსს, მაშინ, 48 თეორეზის 

ძალით არსებობს ისეთი წრფივი | C 8 ფუნქციონალი, რომ ჯIX,))=1 და I(XV)= 

=0 (ჯ=1, 2,...). აქედან პირდაპირ ჩანს, რომ 11 I(X»)=-M(Xა), რაც ეწინა- 
»ჯ–Cთ 

აღმდეგება თეორემის პირობას, 

თეორემა წ.ნ. თუ XCჩწარის (CL მიმდევრობის სუსტი 

ზღვარი, მაშინ!|!I!IX,)) <-11(0 |IXოII, 
»# 

5.3 თეორეზის თანახმად 1Iთ |X»I სასრულია. დავუშვათ თეორემის სა- 

წინააღმდეგო, ე. 0. დავუშვათ, IXI> 110) IIXVII. მაშინ, იარსებებს ისეთი « 

რიცხვი, რომელიც დააკმაყოფილებს შემდეგ უტოლობას: 
IIXიII > -> MთIIXიL- 

მაშასადამე, არსებობს ისეთი ი ნატურალური MV რიცხვი რომ როცა #»>M, 
მაშინ 

. IIMI>> IX». _ 
ახლა განვიხილოთ ს სივრცეზე განსაზღვრული წრფივი 1ჯ.Cწ ფუნქციონა- 

ლი, რომელსაც ექნება შემდეგი თვისებები: 

1) II/0II=1, 
2) ?ი(Xა) = 1I XIII. 

4.7 თეორემის თანახმად, არსებობს 1 ფუნქციონალი, რომელსაც აქვს 

1) და 2) თვისებები. ამ ფუნქციონალისათვის გვექნება: 

ჩი(X=)< IIIიII IIX=II = IX») <2 (#=>1, 2)...) 
ამრიგად, მივიღებთ III /ა(X») 5-7ა(X), რაც ეწინააღმდეგება თეორემის პი- 

რობას, _ _ 
თეორემა წ.ნ6. გთქვათ, CC) წრფივი ოპერატორია, რომე- 

ლიც წრფივი ნორმირებული L, სივრციდან მოქმედებს 

წრფივ ნორზირებულ #, სივრცეში. თუ (ჯ)CX, მიმდევრობა 
სუსტად კრებადია სუსტი X.)C#, ზღვრისაკენ, მაშინ (V(ჯXი)ICL, 
მიმდევრობა სუსტად კრებადი იქნებასუსტიVს(C)=#L, ზღვრი- 
საკენ. 

აღვეიშნოთ X#, და #ე სივრცეების შეუღლებული | სივრცეები შესაბამისად 

#,-ით დღა X#ე ით. ავიღოთ ნებისმიერი წრფივი 1C7, ფუნქციონალი. იგი 

განსაზღვრულია მთელ #, სივრცეზე. მაშინ, გვექნება: I(V(CX»V))=%(V»). შევ- 
ნიშნოთ, რომ დ არის #, სივრცეზე განსაზღვრული წრფივი ფუნქციონალი. 

მართლაც, თუ »”, ჯ” C ნ, ნებისმიერი ორი ელემენტია, მაშინ 

დ(X+X”)=1(V(X + X#”))=1I(VCIL)+ C(X”)) =V(C»”)) + 
–+I(V(»”'))=–Cდ(X)+«(X"). 

გარდა ამისა, დ(X) ფუნქციონალი ნორმით უწყვეტიც არის მთელ L, სივრ- 

ცეზე. მართლაც, ვთქვათ, (V„)|C8, მიმდევრობა ნორმით კრებადია ყ"C L, 
ელემენტისაკენ: 

1თ II#=– VII =9. 
ი-თ 
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მაშინ · 

1101 |დ(/»)– დ (ყ%M)| = 1LLი. II(CV(V»)) – I(CVCV'))|=9, 
ჩი»ჩ ჩ-%9 

ვინაიდან 

II0) | CV(ყ»)–-V(ყ9I| =9. 
ი-დ 

ამრიგად, დამტკიცებულია, რომ დ არის. L, სივრცეზე განსაზღდვროული წრფი- 

ვი ფუნქციონალი და, მაშასადამე, « C ნ,. ისიც ცხადია, რომ 7(CL/(ჯე))==C(Xე). 

ვინაიდან, პირობის თანახმად, #»„---«ე და დ წრფივი ფუნქციონალია, ამიტომ 

1100 დ(X,) = <(ჯე), ანუ 11I90 /(C/(X»)) =I(L/(X-)). გავიხსენოთ ახლა, რომ 7 არის 
#Mს--თ 

ნებისმიერი წრფივი ფუნქციონალი ს. სივოციდან ამიტომ უკანასკნელი 

ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ხნ0ი)+V0C) და თეორემა დამტკიცე- 

ბულია. 

ვთქვათ, » წრფივი ნორმირებული სივრცეა და #-მისი შეუღლებული 
სივრცე. # სივრცის ელემენტების მიმდევრობის სუსტი კრებადობის ანალო- 

გიურად, შესაძლებელია ს სივრცის კუთვნილი წრფივი ფუნქციონალების 

მიმდევრობის სუსტი კრებადობის განსაზღვრა. სახლდობო, წრფივ ფეუნქ.- 

ციონალთა („)C# მიმდევრობა სუსტად კრებადია წრფივი/)C#ს 
ფუნქციონალისაკენ, თუ ნებისმიერი XC #7 ელემენტისათვის ადგილი აქვს 
ტოლობას 

I1I00 7.(X) =70(X). 
#--თ : 

წრფივი ფუნქციონალების სუსტი კრებადობის ფაქტს ასეც აღნიშნავენ: 

ლ=X> წრფივ 7, ფუნქციონალს უწოდებენ (გ) მიმდევრობის სუსტ ზღვარს. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ წრფივ ფუნქციონალთა (I„) მიმდევრობა: 
სუსტად კრებადია სუსტი 7ა ზღერისაკენ, მაშინ ყოველი მისი ქვემიმდევრო- 

ბაც სუსტად კრებადია იმავე /, ფუნქციონალისაკენ., გარდა ამისა, წრფივ 
ფუნქციონალთა მიმდევრობას შესაძლოა ჰქონდეს მხოლოდ ერთი სუსტი 

ზღვარი, ი · 

თეორემა §,7, თუ წრფივ ფუნქციონალთა (CL მიმდევრო- 

ბა სუსტად კრებადია წრფივი სLCს ფუნქციონალისაკენ, მა- 

შინ (I/„I) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. 
ამ თეორემის დამტკიცება უშუალოდ გამომდინარეობს 251 გეერდზე 

დამტკიცებული ლემიდან. 
თეორემა წ.8. იმისათვის, რომ წრფიგ ფუნქციონალთა 

(I„)ლ=– ს ზიმდევრობა იყოს სუსტად კრებადი წრფივი 1C# 
ფუნქციონალისაკენ, აუცილებელი, და საკმარისია შესრუ- 
ლებული იყოს შემდეგი პირობები: 

1) ნორმების (III) მიმდევრობა იყოს შემოსაზღვრული, 
2) 11თ /(X)=#-(ჯ) ყოველი ჩჯC0 ელემენტისათვის, სადაც 

#-თ 
90C=8 არის სიმრავლე, რომლის ელემენტების ყველა წრფი- 
ვი კომბინაციების სიმრავლე ყველგან მკვრივია X#ჯ სივრ- 

ცეში · 
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” დავაზტკიცოთ პირობების აუცილებლობა, ვინაიდან /»-"/,, ამიტომ ნე- 

ბისმიერი 6>0 რიცხვისათვის და ნებისმიერი «ჯC §,(9, 1) ელემენტისათვის, 

ერთის მხრივ, ადგილი ექნება უტოლობას: 

IIM(X)| <65+ |Iი(X)| <9+ IIXII - 
მეორე მხრიე, გვაქვს 

II/II = 5სი |/(X)|C?+ II/XII· 
|I2II <1 

ამრიგად, ნორმების (II/.II) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. რაც შეეხება 

2) პირობას, მისი აუცილებლობა თავისთავად ცხადია. 

გადავიდეთ პირობების საკმარისობის დამტკიცებაზე. ეთქვათ, ჯ» არის 
ს სიმრავლის ნებისმიერი ელემენტი. ავიღოთ ჯა ელემენტი, რომელიც წარ- 

მოადგენს §; სიმრავლის ელემენტების წრფივ კომბინაციას და რომელიც და- 

აკმაყოფილებს უტოლობას 

6 
X-ს ლ IMX-MI <>, 

სადაც V= 500: III7»II, II/სII) #=1, 2,...) და § ნებისმიერი დადებითი რიცხ- 
გია. გადავიდეთ ახლა 

ხი(X)––70(X) = (1ი(X) ––1=(XV)1-+ (7=(%) ––7ი(Xი)1+- I7ი(Xი– ჯი()1 
იგივეობაში აბსოლუტურ მნიშვნელობებზე, გვექნება 

IMV(2) –7/0(20| < II”) –7ი(%)I+(I»L+ IIMII) II+– XI < 
<.I7=(2)––7იCXც)| +-- 

თანახმად თეორემის 2) პირობისა, მოცემული 6 რიცხვისათვის არსებობს ისე- 

თი ნატურალური #=X(-) რიცხვი, რომ როცა #>V, მაშინ 

IMM(X) – 7ა(+ე)| <>. 

შემდეგ, წინა უტოლობიდან, როცა M>M, მივიღებთ 

I/M(X) –70(2) | <5. 

ვინაიდან უკანასკნელ უტოლობას ადგილი აქვს ნებისმიერი XC ელემენტი- 

სათვის, ამიტომ /,-"-7ე და თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 5.9. თუ წრფივი ნორმირებული # სივრცე სეპა- 

რაბელურია, მაშინ 8 სივრცეზე განსაზღვრული ნორმით 

შემოსაზღვრული წრფივი ფუნქციონალების ყოველი 0C=5 
მიმდევრობიდან შეიძლება გამოვყოთ სუსტად კრებადი 

ქვემიმდევრობა, 

დამტკიცება, ვინაიდან # სივრცე სეპარაბელურია, ამიტომ არსებობს 

მასში ყველგან მკვრივი თვლადი (X»)C# მიმდევრობა. ქვემოთ ვიგულისხმებთ, 

რომ III»II<-1 (#=1, 2,...). ეს დაშვება, /2 ფუნქციონალების ერთგვაროვნე- 

ბის გამო, არ დაარღვევს თეორემის ზოგადობას, რადგან, პირობის თანახმად, 
მი) არის # სიგრცეზე განსაზღვრულ წრფივ ფუნქციონალთა ნორმით შემო- 
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საზღვრული მიმდევრობა. ამიტომ ნამდვილ რიცხვთა (/„(+,)) მიმდევრობა შე- 
მოსაზღვრულია და შესაძლებელია მისგან ისეთი (I„())=(I/) ქვემიმდევრობის 
გამოყოფა, რომ რიცხვთა (1(ა(»,)) მიმდევრობა იყოს კრებადი. ამის შემდეგ 

წრფივ ფუნქციონალთა (I„'”'ს მიმდევრობიდან გამოვყოთ ისეთი ქვეჭიმდექვ- 

რობა (Iრ)CI/»9), რომ რიცხვითი (I„C-XX,)) მიმდევრობა იყოს კრებადი, თუ 
გავაგრძელებთ ზემოთ აღწერილ პროცესს, მივიღებთ წრფიე ფუნქციონალთა 

მიმდევრობებს 

, ა, სი, ..., მ, ... 
სო, 0... 1უშ,. 

–_””' · (5.1) 

ამ მიმდეგრობებისათვის დამახასიათებელია ის, რომ ყოველი მიმდევრობა, 

დაწყებული მეორე მიმდევრობიდან, არის წინა მიმდევრობის ქვემიმდევრობა 
და, ანიტომ კრებადია ყოველ ელემენტზე, რომელზედაც კრებადია მისი წინა- 

მავალი მიმდევრობა. ახლა (5.1) მიმდევრობიდან გამოვყოთ დიაგონალური 

მიმდევრობა: 1,0), /,(9,..., (9), ... და შევნიმნოთ, რომ რიცხვითი 

1 M(ჯV»), მე MX»), ... (5.2) 

მიმდევრობა კრებადი იქნება ჯ# სივრცეში ყველგან მკვრივ (X») მიმდევრობის 

ყოველ X» ელემენტზე. 
ვთქვათ, ჯC # ნებისმიერი ელემენტია. ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის 

არსებობს ისეთი ჯ, ელემენტი, რომ 

IM-XI <--. 

ამასთანავე, როგორიც უნდა იყოს წრფივი 1<X ფუნქციონალი, ადგილი აქვს 

შემდეგ უტოლობას: 

II(2)-––1(ი.)| =|I(X– XI) <-IILII II #-–- XLII - 
კერძოდ, ვინაიდან | 170 <1, ამიტომ 

სოფა სოთI<- C=1,2,...). 
ახლა ისიც გამოვიყენოთ, რომ (5.2) მიმდევრობა კრებადია ყოველ X»X» ელე- 

მენტზე. მაშასადამე, აღებული 6>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატუ- 

რალური #=IM() რიცხვი, რომ როცა #”, M” >M, გვექნება 

, ვე! C 

| I XMა– MX) <-_- 

ავიღოთ იგივეობა: 

1 (6) – MIX =17მ90 10%) +700) I XX) + 
+10%XV)– 0260 
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და მის ორივე ნაწილში გადავიდეთ აბსოლუტურ მნიშვნელობებზე. თუ ამის 
შემდეგ წინა ორ უტოლობას გამოვიყენებთ, გვექნება 

(უჯ! M | თ თ| | IM - 71 + | 26%) –27თ) | + 
+| (I) – 06 | << +- 4 <-=+. „I 

ამრიგად, (1) მიმდევრობა სუსტად კრებადია გარკვეული წრფივი (ჩICX 

ფუნქციონალისაკენ და იმის გამო, რომ (MMC წა), ამიტომ თეორემა დამტკი- 

ცებულია. 
ნებისმიერ თ სიმრავლეს სუსტად კომპაქტური სიმრავლე ეწო- 

დება ჯ სივრცეში, თუ მისი ელემენტების ყოველი უსასრულო მიმდევრობი- 

დან შესაძლებელია გამოვყოთ 1 სივრცის გარკვეული ელემენტისაკენ სუს- 

ტად კრებადი ქვემიმდევრობა. 
5.2” თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ თუ # სეპარაბელური სიერტეა, 

მაშინ მისი შეუღლებული # სივრცის ყოველი ნორმით შემოსაზღვრული სიმ- 

რავლე იქნება სუსტად კომპაქტური სიგრცეში. 

§ 2, ელემენტების სუსტი კრებაღო.ბის პირობები ზოგიერთ სივრცეში 

ამ პარაგრაფში შევისწავლით ელემენტების სუსტი კრებადობის აუცი- 
ლებელსა და საკმარის პირობებს ზოგიერთ მნიშვნელოვან წრფივ ნორმირე- 

ბულ სივრცეში. 
1. დავიწყოთ უწყვეტ ფუნქციათა C(0,1) სივრცის ელემენტების სუსტი 

კრებადობის აუცილებელი და საკმარისი პირობების შესწავლით. 

თეორემა ნ.10. იმისათვის, რომ უწყვეტ ფუნქციათა 
(XVII)CC(9,1) მიმდევრობა სუსტად კრებადი იყოს ჯ«ა()CC(9,1) 
ფუნქციისაკენ, აუცილებელი და საკმარისია შესრულებუ- 

ლი იყოს შემდეგი ორი პირობა: 

1) (+»(7)|<ს, 0<-7<-1, #=1, 2,...) სადაც # დადებითი რი- 
ია; 
2) (XიიV)) კრებადია #«ა”() ფუნქციისაკენ (0,1) სეგმენტის 

ყოველ 1 წერტილზე. 
ვთქვათ, (XXI მიმდევრობა სუსტად კრებადია Xე(,) ფუნქციისაკენ, მა- 

შინ 5.3 თეორემის თანახმად ამ მიმდევრობის ნორმების მიზდევრობა შემო- 

საზღვრულია: წსყ IXVI =L<Cთ, საიდანაც მივიღებთ |!|X:||<-+(#=1, 2,...). 

ამით 1) პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 2) პირობის აუცილებლო- 
ბის დასამტკიცებლად განვიხილოთ C(0,1) სივრცეზე განსახღვრული შემდეგი 

სახის წრფივი | ფუნქციონალი: I(1) =1(1). ვინაიდან #7). XC) ამიტომ 

1I#ი 7(2:») =1(Xა), ე. ი- 1100 21V(/)=2ა(,), 0<-7<-1. 
„-თ #-–თ 

ახლა დავამტკიცოთ 1) და 2) პირობების საკმარისობა როგორც ვი- 

ცით, ყოველი წრფივი L ფუნქციონალი C(0,1) სივრცეში გამოისახება სტილ- 

ტიესის ინტეგრალით: 
1 

IM) = |X#M(4, 
0.



სადაც /#() არის 1 ფუნქციონალით ცალსახად განსაზღერული ფუნქცია 

შემოსაზღვრული ცვლილებით (0,1) სეგმენტზე. საჭიროა დავრწმუნდეთ, რომ 
როცა შესრულებულია 1) და 2) პირობები, მაშინ, როგორიც უნდა იყოს §(1) 

ფუნქცია (0,1) სეგმენტზე შემოსაზღვრული ცვლილებებით, ადგილი აქვს ტო- 
ლობას ” 

1 1 

ILთ ( #»C0ჩჯ(ი = | «იჯ. (5.3) 
”- “90 0 

ცნობილია, რომ (#(/) ფუნქცია შეიძლება წარმოვადგინოთ ასე: ((0= 
=წ)(ჰ)--/ე(1), სადაც (,(/1 და (#,(/) არის (0,1) სეგმენტზე არაკლებადი ფუნქ- 

ციები. ახლა, თუ («(/) ფუნქციას ჩავწერთ («(/) =| V,(,/)+ 1|– I2)(#) + /| სხვაობის 
სახით, მაშინ იგი წარმოდგენილი იქნება ორი მკაცრად ზრდადი ფუნქციის 
სხვაობით. მაგლამ, მაშინ უწყვეტი 2(7) C C(0,1) ფუნქციისათვის ადგილი აქვს 

შემდეგ ტოლობას: 

1 #(1) 

(ათMრ- | ·V-Xი14 (5.4 
0 §(0) 

სადაც მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენს ლებეგის ინტეგრალს, #“I(/) არის #(ჰ) 

ფუნქციის შექცეული ფუნქცია, განსაზღვრული LV(0), ((1)1 შუალედში. ამასთა- 
ნავე, თუ 7ე C (0,1) წარმოადგენს #/(,)) ფუნქციის წყვეტის წერტილს, მაშინ 

ICCVი–– 0), #(/0I+0)| შუალედში §“+C) =4ა. ჩვენი (X»(/)) მიმდევრობის უწყვეტი 
ჯ#ი(,) ფუნქციებისათვის (5.4) ტოლობას აქვს შემდეგი სახე: 

1 წა 

(თ «თ = | #V- თ Cთდ=1,2,...).. , 
0 §(0 

ვინაიდან ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილი ლებეგის ინტეგრალია და X»(I) 
ფუნქციები კი ერთობლივ შემოსაზღვრული, ამიტომ მარჯვენა ნაწილში შე- 
საძლოა ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ გადავიდეთ ზღვარზე როცა X->ლ. ამრი- 

გად, არსებობს 

1II0 I(X=) = ICXე). 
ჩათ 

L ფუნქციონალის ნებისმიერობის გამო, ეს იმას ნიშნავს, რომ #ი--%ე და 

თეოოება დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ გავიხსენებთ, რომ C(0,1) სივრცის ელემენტების (X»C/)) 

მიმდევრობის ნორმით კრებადობა »ე)(/) C C(0,1) ელემენტისაკენ წარმოადგენს 

ამ მიმდევრობის თანაბარ კრებადობას ჯა(,) უწყვეტი ფუნქციისაკენ და გა- 

მოვ”ყენებთ 5.4 და 5.10 თეორემებს, დავრწმუნდებით შემდეგი დებულების 
მართებულობაში: 

თუ (L»(I)) CC(0,1) მიმდევრობა ერთობლივ შემოსაზღვრუ- 

ლია (0,1) სეგმენტზე და იგი ამ სეგმენტის ყოველ წერტილ: 
ზე კრებადია უწყვეტი Xჯ/X!) ფუნქციისაკენ, მაშინ არსებობს 

(ყი())CC(0,1) მიმდევრობა, რომელიც თანაბრად (ე. ი. ნორმით) 
კრებადი იქნება #V/) ფუნქციისაკენ, სადაც ყი“) გამოისა- 
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ხება (+„V7)) მიზდეგრობის ელემენტების შემდეგი წრფივი 

კომბინაციებით: 
7” 

V0)= 2ირ(, 
1=1 

სადაც თ/) კოეფიციენტები გარკვეული მუდმივი რიცხვებია. 

5. ავიღოთ ახლა 7/,(/#>1) სივრცე. გავეცნოთ ამ სივრცეში ელემენტების 
მიმდევრობის სუსტი კრებადობის აუცილებელსა და საკმარის პირობებს. 

თეორემა §.11· განვიხილოთ (ჯაICI, მიმდევრობა, სადა) #ჯი»= 

=(ჯ)', ჯე), ..., 09), . . ,1)=(+I)) (1(=1, 2,...). იხისათვის, რომ (ჯ,) 

სუსტად კრებადი იყოს #»ა=(», X-ს... XI, ...) ელემენტი- 
საკენ, აუ ცილებელი და საკმარისია შესრულებული იყოს 

შემდეგი პირობები: 

1) ნორმების III I) მიმდევრობა იყოს შემოსაზღვრული; 
2) როგორიც უნდა იყოს ჯ=1,2,... ადგილი პქონდეს ტო- 

ლოზას 1II9 უ;/5) == ჯ/9), 
”-. თ 

თეორემის დასამტკიცებლად 1, სივრცის შეუღლებულ 7, =7” სივრცეში 

განვიხილოთ ყველგან მკვრივი ჯ” სიმრავლე, რომლის ელემენტებია /, 
სივრცეზე განსაზღვრული შემდეგი სახის წრფივი ფუნქციონალები /4):= 
=(0,0,... 0, 1, 0, ..,). თანახხად 5.3 თეორემისა, იმისათვის, რომ (ჯა) მიმ- 

#–1 

დევრობა სუსტად კრებადი იყოს ჯე ელემენტისაკენ, აუცილებელი და საკმა- 

რისია, შესრულებული იყოს 1) პ-რობა და ნებისმიერი წრფივი I) C I” ფუნქ- 

ციონალისათვის გვქონდეს: 11Iი IX) =/“X2ა); (%=1, 2, ..#.). ვინაიდან IIV>„)= 
ს“ თ - 

=>»ს და 760) =ჯ,'), ამიტომ წინა ტოლობა ასეც ჩაიწერება: 110 2) = ჯმ). 
„-თ 

თეორემა დამტკიცებულია, 
ვ. L,(9,1) (#> 1) სიგრცეში სუსტი კრებადობის აუცილებელი და საკმა- 

რისი პირობები ზოძებნილი იყო ფ. რისის მიერ. სახელდობრ, ფ. რისმა 

დაამტკიცა შემდეგი: 
თეორემა წ.1?. იმისათვის, რომ ფუ ნქც იათა (XI))CL/(0,1) 

მიმდევრობა სუსტად კრებადი იყოს ჯე) C#,(0,1) ფუნქციისა- 

კენ, აუცილებელი და საკმარისია,რომ შესრულებული იყოს 

შემდეგი ორი პირობა: 

1) ნორმების!IXჯ»(/)I) მიმდევრობა იყოს შემოსაზღვრული; 

2) ნებისმიერი «CI0,1) წერტილისათვის შესრულებული 

იყოს ტოლობა: 
· 

სთ / »»(0)ძ/ = |-(0ძ!. 
ი 

#-–-ი0 0 

1) პირობა ისეთივეა, როგორიც ზოგად 5.3 თეორემაში. 
2) პირობის აუცილებლობისა და საკმარისობის საჩვენებლად დავანაწი. 

ლოთ (0,1) სეგმენტი «ა=0< 9) <V- · "<-ლი-1<6»=1 წერტილების საშუალე- 
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ბით მცირე შუალედებად, განვსაზღვროთ (0,1) სეგმენტზე თ; (I) ფუნქცია 
შემდეგნაირად: 

> ()= 1, როცა 1 C(L0, +) 

0, როცა 7 C(,1). 

მაშინ ფუნქციათა (V»(/)) მიმდევრობა, სადაც 

Lე 

ყი(0= 2) IC.(0 –«; ,C01 
ჯ=1 

LI მუდმივებია, წარმოადგენს ყველგან მკვრივ სიმრავლეს ჯL, სივრცის შეუღ- 

ლებულ L-=IX სივრცეში. 5.3 თეორემის თანახმად, იმისათვის, რომ 

X»(/)--Xე(/) აუცილებელი და საკმარისია. 1) პირობასთან ერთად, 'შესრულე- · 
ბული იყოს აგრეთვე პირობა: 

1 1 

IIთ |»»რ« (0/ = | რ“, 
”–> თას 0 

ანუ თ+(,) ფუნქციის განსაზღვრის ძალით, ნებისმიერი «XC |0,1| წერტილისა- 
თვის შესრულებული იყოს პირობა; 

4 - 

სთ ( თ“! = | ი“. 
ი–თე 0 

თეორემა დამტკიცებულია, 

§ ვ, სუსტად კომპაქტური სიმრავლე ღა ფუნძციო ნალის 
სუსტი უწყვეტობა 

როგო“ც ცნობილია, უწყვეტი ფუნქცია »-განზომილებიანი სივრცის 
ყოველ მემოსაზღვრულ და ჩაკეტილ სიმრავლეზე, არის შემოსახღვრული და 

მიაღწევს თავის ზუსტ ზედა (ზუსტ ქვედა) საზღვარს. ფუნქციონალისათვის, 

რომელიც განსაზღგრულია უსასრულო განზომილების სივრცეში, ეს დებულე- 

ბა არ არის მართებული. თუ /(ჯX) არის წრფივ ნორმირებულ #ს სივრცეში 

განსაზღდვრული უწყვეტი ფუნქციონალი, ეს არ ნიშნავს, რომ იგი 5(0, #-– ს 

სფეროში შემოსაზღვრულია და მიაღწევს თავის ზუსტ ზედა (ზუსტ ქვედა) 

საზღვარს, 

მაგალითად, §.(0, 11C=CL9,1) სფეროში განსაზღვრული 

1 

/6)= | »0« 
0 

ფუნქციონალი, სადაც 2(0)=2(1)=1, არ მიაღწევს თავის ზუსტ ქვედა სა- 
ზღვარს, მართლაც, ერთის მხრივ, როგორც ზარტივი გამოთელები გვარწმუ- 

1 
ნებს, ()=7", მაშინ = ა 1იL =0. მეორეს მხრივ, (0, 0 ებს, თუ 2(I) აშინ #(#X) 22+1 და 101 /(9) ეორეს მხრივ, (0, 0) 

და (1, 1) წერტილებზე გამავალი ყოველი უწყვეტი წირისათვის /(X)>9. ეს 
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გამოწვეულია იმით, რომ აქ კონკურენციაში დაშვებულ წირთა ოჯაბი არ 
არის კონპაქტური, 

ამასთან დაკავშირებით თავს იჩენს ე. წ. ფუნქციონალის სუსტი უწყვე- 
ტობა და სიმრავლის სუსტი კოზპაქტურობის ცნებანი. ვთქვათ, MCX ნების- 
მიერი სიმრავლეა. შემოვიღოთ შეზდეგი განსაზღვრები: 

განსაზღვრა 1. ვიტყვით, რომ MC# სიმრავლეზე გან- 

საზღვრული /ც) ფუნქციონალი სუსტად უწყვეტია »CM 
წერტილზე, თუ ნებისმიერი (X.=M მიმდევრობისათვის, 

რომელიც სუსტად კრებადია რაიმე ჯXCM ელემენტისაკენ, 
ადგილი აქვს ტოლობას 

1სთ /(%= /Cა. 
–ი 

როცა /(») სუსტად უწყვეტია M სიმრავლის ყოველ წერტილზე, მაშინ 

უბრალოთ ვიტყვით, რომ /(») სუსტად უწყვეტია M სიმრავლეზე. 
განსაზღვრა 2, ვიტყვით, რომ MC; სიმრავლე სუსტად 

კომპაქტურია, თუ ნორმით შემოსაზღვრული ყოველი (ჯ.)CM 

მიმდევრობიდან შესაძლოა გამოვყოთ ჯ.CM წერტილისა- 
კენ სუსტად კრებადი ქვემიმდევრობა. 

როგორც ქვემოთ ვნახავთ, თუ წრფივი ნორმირებული X სივრცე ისეთია, 

რომ მისი ყოველი ნორმით შემოსაზღვრული M სიმრავლე სუსტად კომპაქ- 
ტურია, მამინ სუსტად უწყვეტი /(X) ფუნქციონალი M სიმრავლეზე შემო- 

საზღვრული იქნება და ამ სიმრავლეზე უსათუოდ მიაღწევს თავის ზუსტ ზე- 

და (ზუსტ ქვედა) საზღვარს. 
დავამტკიცოთ ჯერ შემდეგი მნიშვნელოვანი 

თეორემა ნ.1მ. ნორმირებული წრფივი სეპარაბელური # 

სივრცის შეუღლებული # სივრცის ყოველი ჩაკეტილი 
სფერო კომპაქტურია. 

საკმარისია თეორემა დავამტკიცოთ 7 სივრცის §, = 5(0.1) სფერო- 
სათვის. ვინაიდან # სეპარაბელური სივრცეა, ამიტომ ამ სივრცეში არსებობს 

ყველგან მკვრივი თელადი (LV) მიმდევრობა, ავიღოთ წრფივი (ი ფუნქციონა- 

ლების ნებისმიერი 0»)=5,C ჯL მიმდევრობა, მაშინ ადგილი ექნება შეფასებას 

IIი(X,)I < II III IIXLII <-ILXII 
და, მაშასადამე, (1(X+,)) არის შემოსაზღვრული რიცხვთა მიმდევრობა. აზრი- 
გად, (I»(X,)) მიითდევრობიდან შესაძლოა გამოეყოთ კრებადი (I აXა) ქვემიმ- 

დევრობა. ამასთანავე, გვაქვს , 

| დ(%,)|< IX5II 

და, მაშასადამე, რიცხვთა (70 (X,') მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, გამოვყოთ 

უკანასკნელი მიმდევრობიდან კრებადი (,0)) ქვემიმდევრობა და განვაგრძოთ 

მოყვანილი ზსჯელობა უსასრულოდ. ასეთი წესით გამოყოფილი ყოველი მიმ- 
დევგრობა წინა მიმდევრობის ქვემიმდევრობაა და, მაშასადამე, კრებადია ყეე- 
ლა იმ ელეზენტზე, რომლებზედაც კრებადი იყო წინა მიმდევრობა. 

განვიხილოთ ახლა ფუნქციონალთა დიაგონალური (II2) მიმდევრობა, ვი- 

ნაიდან (კლ), ბერვა... მიმდევრობა კრებადია ყოველ ჯX„ ელემენტზე, ამი- 

ტომ ფუნქციონალთა (IM) მიმდევრობა კრებადია # სივრცეში მოთავსებულ 

ყველგან მკვრივ თვლადი (ჯა) სიმრავლის ყოველ ელემენტზე. 
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ნებისმიერი 6>0 რიცხვისათვის და XC # ელემენტისათვის არსებობს 

ისეთი ჯ. ელემენტი, რომ IX- MI<--. მაშასადამე, ნებისმიერი წრფივი 

!C# ფუნქციონალისათვის ადგილი აქვს შეფასებას: 

| IX) –1C)(<III I+-XII< III--- 
კერძოდ, „ო)C5, მიმდევრობისათვის, გვექნება 

II „(ო(ა) –სხთფიი| <- · 

გარდა ამისა, არსებობს ისეთი ნატურალური V რიცხვი, რომ როცა #” და 
#>XM, მაშინ 

((გ(ოMX) –_ ს)(%)< -> · 

უკანასკნელი უტოლობების ძალით, ყველა #I,#7>VM ნიშნაკისათვის და ნების- 
მიერი XC # ელემეეტისათვის ადგილი აქეს უტოლობას: 

II,(=XX) –ს(0C)|<I/7Iლდე – (რა (#) I+I IV(=)(-L) – თხი) + 

+Iს თხი) – ს (0(%I <6. 

როგორც ჩანს ყოველი ჯ ელემენტისათვის I,0X)) არის კრებადი მიზდევრო- 

ბა. ეს იმას ნიშნავს, რომ ფუნქციონალთა (,)) ქვემიმდევრობა კრებადია 

გარკეეული წრფივი IC <5 ფუნქციონალისაკენ. სხვანაირად ეს იმას ნიშნავს, 

რომ (წი)! სუსტად კრებადია სუსტი 1 ზღვრისაკენ: ,, დ. ს,). ამრიგად, §, 

სფეროს ნებისმიერი უსასრულო (I»| მიმდევრობიდან გამოვყავით ამავე სფე- 

როს | ელემენტისაკენ სუსტად კრებადი წო) ქვემიმდევრობა, ე. ი. LX სუს- 

ა ომპა რია. 

იზა გ აღი თები. ს, L,(0,1) (#>1) სივრცეში ყოველი ჩაკეტილი სფერო 
სუსტად კომპაქტურია. სუსტად კომპაქტურია აგრეთეე ყოველი ჩაკეტილი 

სფერო (0.1) სეგმენტზე განსაზღვრულ ყველა ფუნქციებისა შემოსაზღვრული 

ცვლილებით. 
თეორემა 5.14, თუ M#C=X# სუსტად კომპაქტური ჩაკეტილი 

სიმრავლეა, ხოლო /(I))--მასზე განსაზღვრული სუსტად უწე- 

ვეტი ფუნქციონალი, მაშინ: 
19. /(X) იქნება შეზოსაზღვრული #M სიმრავლეზე, 
29 /() ზიაღწევს M# სიმრავლეზე თავის ზუსტ ზედა და 

ზუსტ ქვედა საზღვრებს. 

დავამტკიცოთ, რომ /(») შემოსაზღვრულია M სიმრავლეზე ზემოდან, 
რისთვისაც დავუშვათ საწინააღმდეგო. მამინ იარსებებს ისეთი («)–M მიზ- 

დევრობა, რომ /(X») >#. ვინაიდან M სუსტი კომპაქტია, ამიტომ (.») მი9მ- 

დევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ სუსტად კრებადი (XV) ქვემიმდევ- 

რობა აღვნიშნოთ მისი სუსტი ზღვარი XC M. ჩვენი დაშვების მიხედ- 

ვით გვექნება: /(#»,0)>MI+ და, მაშასადამე, 11იი /(X+.,)=C. მაგრამ, ვინაი- 
71L--X 
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დან /(X) სუსტად უწყეეტი ფუნქციონალია, ამიტომ სთ ს /(0)= = /(ჯა), მიღე- 
ბული წინააღმდეგობა გვარწმუნებს, რომ /(») არის ზეხოდან შემოსაზღვრუ- 

ლი ფუნქციონალი M სიმრავლეზე. 
სრულიად ანალოგიურად დავამტკიცებთ, როზ /(ჯ) არის ქვემოდან შე- 

ზოსაზღვრული ფუნქციონალი VI” სიმრავლეზე. 
ახლა დავამტკიცოთ თეორემის მეორე ნაწილი. ცხადია, რომ როგორიც 

უნდა იყოს XC M ელემენტი, გვექნება: #0)< 50ი. #დე). ზუსტი ზედა საზღვ- 

რის თვისების ძალით, ნებისმიერი C>0 რიცხვისათვის არსებობს ჯ»” C M ელე- 
მენტი, რომელზედაც შესრულდება უტოლობა: 

#C>)> 3ს90 /(9)--6. 
XჯCV 

ამრიგად, არსებობს ისეთი თონ მიმდევრობა, რომ 

ასი, /70--- “ C/6)< აა, #Cა- 

გამოვყოთ (ჯი) მმდევრობიდან სუსტად ს რებადი წის) ქვემიმდევრობა, 

რომლის სუსტი ზღვარი იყოს ჯე C #. ამ პირობებში, წინა უტოლობის ძალით, 

ერთის მხრივ გვაქვს: 
IIIი #(Xი,)= 500, #C. 

ML--თ 

ხოლო, მეორეს მხრივ /(:) ფუნქციონალის სუსტი უწყვეტობის გამო, ადგი- 

ლი აქვს ტოლობას: 
11L0 / C-„,) = /(Xი). 

”–თ ... 

მაშასადამე, §სი / (X)= /(X)). 
თ 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ M სიმრავლეზე სუსტად უწყვეტი 

#(2) ფუნქციონალი მიაღწევს თავის ზუსტ ქვედა საზღვარს, 

§ 4, C(9,1)) სივრცის უნივერსალო,ბა 

ზემოთ დამტკიცებული იყო, რომ სებარაბელური წრფივი ნორმირებუ- 

ლი # სივრცის შეუღლებული 6 სივრცის ყოველი ნორზით შემოსაზღვრული 
ჩაკეტილი სიმრავლე სუსტად კომპაქტურია (თეორემა 5.9). ამ თეორემასთან 

დაკავშირებულია ფუნქციონალური ანალიზის შემდეგი მნიშვნელოვანი ამოცანა: 
არსებობს თუ არა ისეთი მეტრული სეპარაბელური X სივრცე, რომელიც შეიცავს 
ნებისმიერ სეპარაბელურ მეტრულ სივრცეს, როგორც იზომეტრულ ნაწილს. 
ასეთი „უნივერსალური“ Xჯ სივრცის არსებობა 1924 წელს პირველად პ. ური- 

სონმა დაამტკიცა. შემდეგში ბანახმა და მახურმა აღმოაჩინეს, რომ CX(0,1) 
არის სწორედ ასეთი უნივერსალური სივრცე. 

თეორემა წნ.1ნ6. ვთქვათ, M#, არის ყველა რიცხვითი მიმდევ- 
რობების (ე. ი. 5 სივრცის) ისეთი X=C აც..., ნი,-...) ელემენ- 
ტების სიმრავლე, რომლის §წ/ კოორდინატები აკმაყოფილე- 
ბენ პირობას: 0<6,<1. მაშინ არსებობს უწყვეტი ჯ=Vყ ოპე- 

რატორი, #ყCM,, რომელიც კანტორის სრულყოფილ M, სიმ- 
რავლეს გადასახავს M, სიმრავლეზე. 

293



მართლაც, ყოველი ნამდვილი ყ C MI, რიცხვი შესაძლოა (კალსახად წარ- 

მოვგადგინოთ უსასრულო სამწილადად 

2 2 2 
ყ=- 4:+ ვერ. '4 -ვერინ ილს, 

სადაც -=0 ან 1, შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

ს 4. 8,ყ)=4 + #%4+...+4%- 2901 +... 

8,0)=<% + % დნითთო4+ რასა 

4 · '1) 

–ფალ1იიეთ4 2:   

და განვსაზღვროთ ოპერატორი LV= (#,(ყ), 8,(ყ),..., მთ(ყ)..-). ასე გან- 
საზღვრული CV ოპერატორი უწყვეტად გადასახავს ML, სიმრავლეს MI, სიმ- 
რავლეზე. ჯერ დავრწმუნდეთ, რომ ყოველი X=(L§5,, ნე, - >.) ნთ,... ) ელემენტი 

არის სახე ერთი VყC M, ელემენტისა მაინც. მართლაც, გამოვსახოთ §,, კოორ- 

დინატები უსასრულო ორწილადად: 

    

გოი 65 Cო ხ=-1. 112? 1... ..., C 2 + 22 + + 21 + 

სადაც C,I9ს=0, ან 1 (#, 1#/=1,2,...). 

ახლა თუ 

0,0) C,0)...6)0)... 'უთთ 
C,ს 6,თ...0,0... 4ე/ტ" "ტაშ ე ს 

”>- –_ და იიაიი: ი. . ? 

C, თო 6, თ). ..C,ი). · რატო „მ "თ" "ეთ (2-1)? “ 

მატრიცების შესაბამი ელემენტების იდენტიფიკაციას მოვახდენთ, გვექნება 

LVყ=ჯ. 
დავამტკიცოთ, რომ LV არის ნორმით უწყეეტი ოპერატორი, ამისათვის 

უნდა ვაჩვენოთ. რომ V”, Vყ" C M, ელემენტების, საკმარისად მახლობელ, ნე– 

ბისმიერ წყვილს, V ოპერატორი გადასახავს მახლობელ »ჯ” = LV", X”= LV C M, 

ელემენტებში. ამისათვის ავიღოთ ორი, საკმარისად მახლობელი, ნებისმიერი 

ყ' და ყV ელემენტი. მაშინ, ამ რიცხვების უსასრულოდ საზწილ. დად გამლის პი+C- 

ველი <=”(2#-- 1) ნიშანი ერთმანეთს დაემთხვევა, ,8,(ყ') და #M,(ყ”)/ჯ/=1, 2, - · ·,7/I) 

რიცხვების უსასრულო ორწილადად გაშლაში ერთხანეთს დაეLთხვევა პირველი 

# ნიმანი და, ჯ/ ნისხნაკის ყველა ჯ=1,2, ···, 7, მნიშვნელობისათვის, შესრულ- 
დება უტოლობა: : 

|8,V)– 8VI<:- 
284



ვინაიდან ;ჯ და # რიცხეები შეიძლება იყოს ნებისმიერად დიდი, ამიტომ 

I Vყ”– ყე ნორმა იქნება ნებისმიერად მცირე, რაც VVყ ოპერატორის უწყ- 
ვეტობას მოასწავებს, 

დამტკიცებული თეორემა შეიძლება ასეც ჩამოვაყალიბოთ: თუ #, არის 

# სივრცის ისეთი X=(წ,, ნ, #...ს §ი.+·.) ელემენტების ქვესიმრავლე, რომელ- 

თა კოორდინატები აკმაყოფილებენ პირობებს I6/, <1 (1=1, 2, ...), მაშინ არ- 

სებობს ნორმით უწყვეტი Xჯ= CV ოპერატორი, რომელიც კანტორის სრულყო- 

ფილ M., სიმრავლეს გადასახავს M, სიმრავლეზე. 
ამ დებულების დასამტკიცებლად საკძარისია ზემოთ განხილული CI ოპე- 

რატორის ნაცვლად ავიღოთ L,7/=( 8,7). 8ე(1), .· ·, 18» (0)/...) ოპერატო- 

რი, რომლის კომპონენტები განსაზღვრულია LI) ოპერატორის კომპონენტე- 
ბით შემდეგნაირად: 

8 »(0) = 28»(7) –1 (წ! = 1, 2, ... ). 

ხშირად აქ მოყვანილ დებულებას ასეც გამოსთქვამენ: ჯ სივრცის ისეთი 
«=(ნწ, ნს) ..., ნი...) ელემენტების ჩაკეტილი M, სიმრავლე, რომლის კოორ- 

დინატები აკმაყოფილებენ პირობებს IVI <1 (=1,2,...). წარმოადგენს |0,1|1 
სეგმენტის რაიმე ჩაკეტილი ML, სიმ”ავლის უწყვეტ. სახეს. 

თეორემა §.16, (ფრეშ ე). ყოველი მეტრული სეპარაბელე- 

რი X სივრცე იზომეტრულია რაღაც წრფივი სეპარაბელუ-. 
რი # სივრცის ნაწილისა. 

გთქვათ, («ი») არის ჯ სივრეში ყველგან მკვრივი თვლადი სიმრავლე. ასე- 

თი მიმდევრობა არსებობს, X სივრცის ყოველ :; ელემენტს შევუსაბამოთ ნამ- 

დვილ რიცხვთა ყველა შემოსაზღვრული მიმდევრობის ” სივრცის »= 

=(,..-, 7I.+.) ელემენტი შემდეგი წესით: 
»»=0(X, XI) –-ი0(X #ი) (#=1, 2, ...). (5.5) 

ცხადია, რომ 0) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. მართლაც, გვაქვს 

IX» =I0(X, X»)-–– 0(%ი, X,) < 0(X, X, ) 

და, ამიტომ X სივრცისა და #„, სივრცის ელემენტების შესაბამისობა არის შე- 
საძლო "'მესაბამისობა. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ X სივ”-ცის გადასახვა 7 სივრცეში (5.5) ოპე- 
რატორით არის იზომეტრული გადასახვა. ვთქვათ, ჯ” და X' ' არის X სიერცის 

ნებისმიერი ორი ელემენტი. მათი შესაბამი ელემენტები #”" სივრცეში აღვნიშ- 

ნოთ + =(#/ 1, ...ს ს...) და 1”=(2)”ს ქი, ..., ი ს...). თანახმად 

(5.5) ტოლობებისა, გვექნება 

2» =0(X, Xთ»)-0(X,, XX), =1,2,...). 
პა” =0(%, %ი)–9(X,, X»). “ 

აქედან მივიღებთ: 

I» – 7 = 8090 '»ი – 7,” |=5სხ'ი(+”, #») – M(X”, X>)<-0(X, X”). (5.6) 
»· # 

ეს უტოლობა გვაძლევს |!" – I ნორმის შეფასებას ზემოდან. შევაფასოთ 
იგიეე ნორმა ქვემოდან. ვინაიდან (+) არის ყველგან მკვრივი მიმდევრობა X 
სივრცეში, ამიტომ ნებისმიერი §<ი(X, X”) რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 

X, ელემენტი, რომ ი(X", #ა<--. ამასთანავე შევნიშნოთ რომ 

ი(X”, #0)>>0(X”, X) –ი0 (+, «0>0(X,”, ა–-



აბლა ცხადია, რომ 

I – წი”|=I0(Xს X»)--0(X”, X»)I2>-0(X”, Xა–->იC, ჯა –წ. 

აქედან 
I –7”I9-0(+”, »”) – 5. (5.7) 

#L რიცხვის ნებისმიერობის გამო, (5.6) და (5.7) უტოლობებიდან გამომდინა- 
რეობს ტოლობა: 

ი(/, 7 1= 17” –X”I =0(»”, >). : 
როგორც ვხედავგთ, (5.5) არის X სივრცის იზომეტრული გადასახვა #7 

სივრცის სეპარაბელურ რაღაც §) სიმრაგლეზე. ცხადია, 5-2 სიმრავლის წრფი- 
ვი #'გარსი იქნება სეპარაბელური სივრცე და თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა ნ.17, (ბანახი და მაზური). ყოველი წრფივი ნორ- 

მირებული და სეპარაბელური XL, სივრცე C(0,1) სივრცის ნა- 
წილის იზომეტრულია. 

ავიღოთ # სივრცეში ჩაკეტილი C სფერო. 5 არის სუსტად კომპაქ- 

ტური სიმრავლე და წარმოადგენს (0, 1) სეგმენტის ჩაკეტილი §ა) სიმრავლის 
უწყვეტ სახეს. ავიღოთ ნებისმიერი (/„)C9 მიმდევრობა, რომელიც კრებადია 
7 CC რიცხვისაკენ: 110 /:=:/. ამ მიმდევრობას შეესაბამება წრფივ ფუნქციო- 

ს-–-თ 

ნალთა V,) C5, მიმდევრობა, რომლისგანაც შესაძლოა გამოვყოთ წრფივი 

#C5, ფუნქციონალისაკენ სუსტად კრებადი I. ქვემიმდევრობა, თანახმად 

წრფივ ფუნქციონალთა მიმდევრობის სუსტი კრებადობის განსაზღვრისა, ნე- 
ბისმიერი ჯ C 8 ელემენტისათვის ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობას: 

11თ !.,(X)= =Vწ/(7). 
ML<- 90 

ამ ტოლობიდან ჩანს, რომ ფიქსირებული #ჯ# ელემენტისათვის I/(») არის # 

ცვლადის უწყვეტი ფუნქცია. აღვნიშნოთ იგი ასე: 
V(X)=დ»()) 

და შევნიშნოთ, რომ დ,(/) ფუნქციის უწყვეტობის არეა §) სიმრავლე. გავაფარ- 
თოვოთ დ,(!) ფუნქციის „უწყვეტობის §) არე (0,1) სეგმენტამდე, ხოლო თვით 

«,(7,) ფუნქცია (0,1|--9–- სიმრავლეზე გავაგრძელოთ წრფივი ფუნქციით. მაშინ 
დ,(/) განსახლვრული იქნება მთელ (0,1) სეგმენტზე და დ«,»(/) C C(0,1). 

როგორც ვიცით 

I%X(/)II= X0მX |§»(7)| 
0<7< 1 

და, ვინაიდან (0,11-– 2 სიმრავლეზე დ.(/) არის წრფივი ფუნქცია, ამიტომ 
ერთის მხრივ გვექნება 

109, Iდ.(1)| == 0X I2.(0 I, (5.8) 
<1 

მეორეს მხრივ კი 

Iდ«(7))=| /V(X)|I<II #LII IIXII <IIXII· 
ჰანი-ბანახის თეორემის ძალით, მოცემული X»ჯ ელემენტისათვის არსებობს 
წრფივი 1. ფუნქციონალი, რომლის ნორმა უდრის ერთს და 

1 II) I =I>I. 
, 
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ცხადია, 1C §, და, ამიტომ არსებობს ისეთი #.C9, რომლისთვისაც I =7. 

ამრიგად, გვაქვს 

IMი(X)| = |დ»(#ა) | = II XII 

0MX |7»(/)|= IIXII· (5.9) 
IC (0,1) 

ახლა (5.8) და (5.9) ტოლობების შედარებით მივიღებთ: 

IIდ»I C= I XI 6- 
ეს ტოლობა გვიჩვენებს, როზ ყოველ XC # ელემენტს შეესაბამება ისეთი 

უწყვეტი დ, ფუნქცია, რომლის ნორმა უდრის ჯ ელემენტის ნორმას. 

# სივრცის ელემენტებისა და C(0,1) სივრცის ელემენტების მოყვანილი 

შესაბამისობა ისეთია, რომ თუ Xჯ, X” C M ელემენტების შესაბამი ელემენტე- 
ბი C(0,1) სივრცეში არის დ,, და «,,,, მაშინ X# –X»“ ელემენტს შეესაბამება 

#9 კ, = დდ, უწყვეტი ფუნქცია და 

0(X”, X")=IX–-»ჯ"||= 1დ'– დ.” =0(დ,, დჯ”)- 
ამრიგად, # სივრცის გადასახვა C(0,1) სივრცის ნაწილზე არის იხომეტრული 
გადასახვა. თეორემა დამტკიცებულია. 

5.16 და 5.17 თეორემებიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი მეტრუ- 
ლი სეპარაბელური X სივრცე იზომეტრულია C(0,1) სივრცის ნაწილისა. 

და



თავი "MI 

სრულად უწყქეჭი რპერაჭორი 

§ 1, სრულად უწყვეტი ოპერატორის განსაჭლვრა და მისი ძირითადი 
ი)ვისებები 

ვთქვათ, VX წრფივი ოპერატორია, რომელიც წრფივი ნორმირებული 
ს, სივრციდან მოქმედებს წრფივ ნორმირებულ #, სივრცეში. VX ოპერატო- 

რი LსL, სივრცის ნორმით შემოსაზღვრულ ყოველ სიმრავლეს გადასახავს ჯ#ე 

სივრცის ნორმით შემოსაზღვრულ სიმრავლეში. გარდა ამისა, როგორც ზე- 

მოთ იყო დამტკიცებული (თეორემა 3.28), V ოპერატორი ს, სივრცის ყო- 

ველ კომპაქტურ სიიოავლეს გადასახავს 8, სივრცის კომპაქტურ სიმრავლეში. 
ხშირად, სხვადასხვა ფუნქციონალური განტოლებების გამოკვლევისათვის, 

საკმარისი არ არის ოპერატორის მხოლოდ ნორმით უწყვეტობა, საჭიროა V 

ოპერატორს ჰქონდეს უფრო ძლიერი თვისება. ერთ-ერთი ასეთი ძლიერი 
თვისება არის ე. წ. ოპერატორის სრული უწყვეტობა, 

განსაზღვრა. წრფიე CV ოპერატორს, რომელიც ჩ,სივრ- 

ციდან ჩ, სივრცეში მოქმედებს, სრულად უწყვეტი ეწოდება, 
თუ იგი #, სივრცის ყოველ ნორმით შემოსაზღვრულ სიმრავ- 

ლეს გადასახავს ჩესივრცის კომპაქტურ სიმრავლეში. 

მაგალითად, განვიხილოთ შემდეგი ოპერატორი: 
1 

VX= I MC, #)XC)ძ/, (6.1) 
0 

სადაც XLI) C C(0, 1), MC, 1) არის 0<-4, <1 კვადრატზე უწყვეტი ფუნქცია. 

დავამტკიცოთ, რომ (6.1) ტოლობით განსაზღვრული წრფივი ოპერატორი 
სრულად უწყვეტია. VX ოპერატორი მოქმედებს C(0, 1) სივრციდან ამავე 

სივრცეში. ვთქვათ, M არის ნორმით შემოსაზღვრული რაიმე სიმრავლე 

C(0,1) სივრცეში და ყველა X(7) C M ელემენტისათვის |IX(7))I < ს. ადვილი 
შესანჩნივია, რომ (VM) სიმრავლე თანაბრად არის შემოსაზღვრული. მართ- 
ლაც, ნებისმიერი X(,) C M ელემენტისათვის გვექნება: 

ICVIX1I= <. 108: | # (ყ, 7) I X()I| <> IV 08» | XC, 7)I. 

  

1 

( #C, ჩ)XC)ძ! 
0 

  

ახლა ვუჩვენოთ, რომ (VM) სიმრავლე არის ერთობლივ უწყვეტ ფუნქციების 
ოჯახი. ნებისმიერი C>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 6>0 რიცხვი, რომ 

როცა |, -+,1<:8, მაშინ 7 C (0, 11) ცვლადის ნებისმიტრი მნიშვნელობისათვის 
ადგილი ექნება შემდეგ უტოლობას: 7 

IMიცა ე)–#MC, 0<--



ამ უტოლობის ძალით, ყველა VX უწყვეტი ფუნქციისათვის (VM) ოჯახიდან, 

როცა |I -#X1<-9, გვექნება შეფასება 

1 

| VXC)– VXC,)| < I IMც, )– XC, 1)| | XC,)| ძ/-ლ+. 
0 

ამრიგად, (VM) არის ერთობლივ უწყვეტი და თანაბრად შემოსაზღვ- 
რული უწყვეტი ფუნქციების სიმრავლე. არცელას თეორემის ძალით, (CVMI) 

კომპაქტური სიმრავლეა და, მაშასადამე, VX არის სრულად უწყვეტი ოპე- 

რატორი. 
არასრულად უწყვეტი ოპერატორის მაგალითს წარმოადგენს იგივური 

ოპერატორი მართლაც, იგივური ოპერატორი ს, სივრცის კუთვნილ 

§.(1, 0”) სფეროს თავისთაეში გადასახავს, რომელიც საზოგადოდ, როგორც 

ვიცით, არაკომპაქტური სიმრავლეა. 

§ 2, შეუღლებული ოპერატორი 

ვთქეათ, #=VX წრფივი ოპერატორი წრფივ ნორმირებულ #;, სივრცი- 

დან მოქმედებს წრფივ ნორმირებულ #, სივრცეში. ავიღოთ ჯ#, სივრცეზე 

განსაზღვრული ნებისმიერი წრფივი 1C ნე ფუნქციონალი (#, არის #, სივრ- 
ცის შეუღლებული სივრცე) 1: ფუნქციონალი V=VXC#, ელემენტებზე 
მოგვცემს: 

| Iყ =1(VX) =MX, (6.2) 

' სადაც, როგორც ადვილი შესამჩნევია, 1 არის L, სივრცეზე განსაზღვრული 

წრფივი ფუნქციონალი და, მაშასადამე, 1CL,, სადაც #, არის ს, სივრცის 

შეუღლებული სივრცე. ამრიგად, (6.2) ტოლობა ყოველ ! C #, ელემენტს შეუ- 
საბამებს 1CL ელემენტს. ამ შესაბამობის გამომსახველი ოპერატორი VIX-ით 

აღვნიშნოთ: ხM=1I. ხ" ოპერატორის განსაზღვრის არე ეკუთვნის 1 სივრ- 

ცეს, მნიშვნელობათა არე კი L, არის. V“ ოპერატორს V ოპერატორის 

შეუღლებული ოპერატორი ეწოდება, 
მაგალითი. ვთქვათ, MC, 1) არის 0<+7<1 კვადრატზე უწყვეტი 

ფუნქცია, ხოლო +X(/,)C ჯL,(0, 1) ნებისმიერი კვადრატით ინტეგრებადი ფუნქ- 
ციაა, განეიხილოთ შემდეგი ოპერატორი: 

1 

ხX=V0) = | MC, ი+X(04!. 
0 

ი: LI(0,1) სივრციდან ამავე სივრცეში მოქმედებს, ავიღოთ ნებისმიერი 

წ აფივი 1 ფუნქციონალი, განსაზღვრული L,(0, 1) სივრცის ყ() ელემენტებზე. 

« გორც ვიცით, 1 ეკუთვნის ისევ #0, 1) სივრცეს და, თანახმად 4.18 თეო- 
( ემისა, წარმოიდგინება შემდეგი ინტეგრალით: 

1 1 

LVX)I=0, VX= ( I(0VXი+= (Iთით«:. 
0 0 

19,



აქედან გვექნება 
1! 1 1 | 

I(VX) = -/M, I MC, 7) 4 ძ:= | წა | I XV, – 
0 მ _ 

- XC), ჯ M#(/, «)I(/აი/ | 
0 

1 

· VM=IV, 9I(/)ძ/. 
0 

ისე რომ 

როგორც ვხედავთ, შეუღლებული CV" ოპერატორი წარმოიდგინება იგივე # 
გულით, რომელშიც გადაადგილებულია არგუმენტები. 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორეზა 6.1. ოუVოპერატორი წრფივია, რომელიც წრფი- 

ვი ნორმირებული #, სივრციდან მოქმედებს წრფივ ნორმი- 

რებულ #, სივრცეში, მაშინ შეუღლებული CV” ოპერატორი 

აგრეთვე წრფივი იქნება და |IIV”II=IIVI. 
ვთქვათ, ,, ე C კ ნებისმიერი ელემენტებია და ხMI,=1, VMI.=ჯ. მა- 

შინ, არსებობს ერთადერთი ისეთი ფუნქციონალი ს-CM, რომ 

0.+L)VX=C,+/,X, 
საიდანაც 

CV CI, -L1)= + = დ", +V"ს. 

მაშასადამე, VMს ადიტიური ოპერატორია. ვთქვათ ახლა, X C #; ნებისმიერი 

ელემენტია შეუღლებული ოპერატორის განსაზღვრის ძალით, შეგვიძლია 

დავწეროთ 

IIXI=II(VXI<I1IIIVXII<IIIIIIVIIIIXII 
საიდანაც გვექნება 

ILI<IIIIIVI 
და, ვინაიდან 1=V"I, ამიტომ 

IC II<I CI III 
როგორც ვხედავთ, შეუღლებული V+ ოპერატორი ნორმით შემოსაზღვრულია. 

ამრიგად, CV” არის წებ სივრცეზე განსაზღვრული წრფივი ოპერატორი. 

წინა უტოლობიდან ისიც გამომდინარეობს, რომ 

Iხ”I <II CI. (6.3) 

ვთქვათ, Xა C X, ნებისმიერად ფიქსირებული ელემენტია. თანახმად 4.7 თეო- 

რემისა, არსებობს წრფივი MC #, ფუნქციონალი, რომლის ნორმა უდრის 

ერთს და 1ა(L/X,)=II XაII. ამასთანავე, ადგილი აქვს შეფასებას 

IVIX)II =%ა! VX,)=1აXა< IIIიII IIXII = I CV VII IXიI< 
<ILC"I II%II IIXაII = II C"II IXL·



აქედან მივიღებთ 

IV'I>ILI· (6.4) 
ახლა (6.3) და (6.4) ფორმულებიდან ცხადია, რომ 

IV"I=IVI 
და თეორემა ბოლომდეა დამტკიცებული. 

თეორემა 6.5, სრულად უწყვეტი ყ=სX ოპერატორის მნიშე- 
ნელობათა არე (ოპერატორის სახე) სეპარაბელური სიმ- 
რავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, #= VხX ოპერატორი მოქმედებს წრფივი ნორ- 

მირებული #, სივრციდან წრფივ ნორმირებულ #, სივრცეში, §.CXL%, იყოს 
ჩაკეტილი სფერო, რომლის ცენტრი მოთავსებულია ნულოვან 60 C #, წერ- 

ტილში და რადიუსი უდრის ჯ. აღვნიშნოთ საა=0აC)X”. თანახმად სრუ- 

ლად უწყვეტი ოპერატორის განსაზღვრისა C» სიმრავლე იქნება კომპაქტური. 

გარდა ამისა, (ა სეპარაბელური სიმრავლეა. ამრიგად, 9, სიმრავლეში არ- 

სებობს თვლადი ყველგან მკვრივი 27ი სიმრავლე, ვთქვათ, 9 არის LI ოპერა- 

ტორის მნიშვნელობათა სიმრავლე, მაშინ 

თ 
0= ლაი. 

#=1 
თ 

ცხადია, რომ /= ს 4» სიმრავლე იქნება C- სიმრავლეში ყველგან მკვრივი 

#=1 
თვლადი სიმრავლე და თეორემა დამტკიცებულია, 

თეორემა 6.3. თუწრფივი CV,ჯXდა LX ოპერატორები, რომლებიც 

წრფივი ნორმირებული XX, სივრციდან წრფივ ნორმირებულ 

#, სივრცეში მოქმედებენ, სრულად უწყვეტი ოპერატორე- 
ბია, მაშინ ყ=თL+ზხ, ოპერატორი იქნება აგრეთვე სრუ- 

ლად უწყვეტი ოპერატორი, სადაც თ და ჩ ნებისმიერი რიცხ- 
ვებია. 

მართლაც, ვთქვათ, VC=#, არის ნორმით შემოსაზღვრული სიმრავლე. 

ავიღოთ ნებისმიერი (LX)=Iთხ,X-+8V,Xი)C წე მიმდევრობა, სადაც (XICM. 
ვინაიდან VC, სრულად ოწყვეტი ოპერატორია, ამიტომ (CV,X»)C M§ მიმდევრო- 

ბიდან შეგვიძლია გამოვყოთ ნორმით კრებადი (თX,) ქვემიმდევრობა. გან- 

ვიხილოთ ახლა (0,X,,) მიმდევრობა, იმის გამო, რომ CV, ოპერატორიც სრუ- 

ლად უწყვეტია, (C.X,,) მიმდევრობიდანაც შეგვიძლია გამოვყოთ ნორმით კრე- 

ბადი (თრX,,) ქვემიმდევრობა, ახლა ნათელია, რომ (VX,,) მიმდევრობა იქნე- 

ბა ნორმით კრებადი, ამრიგად, (VX.|=(V0,X«+ჩCV,Xა) მიმდევრობიდან ჩვენ 
გამოვყავით ნორმით კრებადი (VX,,,) ქვემიმდევრობა. მაშასადამე, LV სიმ- 

რავლე კომპაქტურია, ე. ი. V არის სრულად უწყეეტი ოპერატორი. 

თეორემა 6.4. ვთქვათ, წრფივი V ოპერატორი მოქმედებს 
წრფივი ნორმირებული #, სივრციდან წრფივ ნორმირებულ 

291



#X, სივრცეში, ხოლო წრფივი 7 ოპერატორი მოქმედებს #, 
სივრციდან წრფივ ნორმირებულ #ე სივრცეში. თუ VდაV 
ოპერატორებიდან ერთ-ერთი სრულად უწყვეტი ოპერატო- 

რია, მაშინ 7 იქნება სრულად უწვვეტი ოპერატორი, 
ამ თეორემის დამტკიცება მარტივად გამომდინარეობს წრფივი ოპერა- 

ტორის შემდეგი თვისებებიდან; წრფივი ოპერატორი ნორმით შემოსაზღე- 
რულ ყოველ სიმრავლეს გადასახავს ნორმით შემოსაზღვრულ სიმრავლეში და 
ყოველ კომპაქტურ სიმრავლეს გადასახავს კომპაქტურ სიმრავლეში. 

თეორემა 6.5, ვთქვათ, (CI) არის სრულად უწყვეტი წრფივი 
ოპერატორების მიმდევრობა, მასთან ყოველი V, ოპერატო- 

რი წრფივი ნორმირებული #, სივრციდან მოქმედებს X#, 

სივრცეში. გარდა ამისა, ვთქვათ, (0,) ნორმით კრებადია C 
ოპერატორისაკენ. მაშინ ი ოპერატორიც იქნება სრულად 
უწყვეტი ოპერატორი. 

ავიღოთ #, სივრცის ჩაკეტილი ერთეულოვანი 5(0#, 11=5, სფერო. ვიღ ვ კეტ ე ვ ჩ, 1 აფე 

თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია ვუჩვენოთ, რომ ხა, კომპაქტური 
სიმრავლეა, თეორემის პირობის თანახმად, ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის 

არსებობს ისეთი LM) ოპერატორი, რომ 

I V-– II <5. 

V, (5) კომპაქტური სიმრავლეა. ვთქვათ, X»C5, ნებისმიერი ელემენტია. 

გვაქვს 
I VX) – V,#X)II < II V– VIII IIXII <6. 

როგორც ეხედავთ, 0,5) წარმოადგენს Vყ5§,) სიმრავლის კომპაქტურ #§- 

ქსელს, ამრიგად, ყ9(§ა კომპაქტური სიმრავლეა და თეორემა დამტკიცე- 

ბულია, 

თეორემა 0.6. გთქვათ, წრფივი VხX ოპერატორი წრფივი 
ნორმირებული #, სივრციდან მოქმედებს წრფივ ნორმი- 

რულ # სივრცეში. თუ 0X სრულად უწყეეტი ოპერატორია, 

მაშინ შეუღლებული CV” ოპერატორიც სრულად უწყვეტი 
იქნება, . 

გავიხსენოთ, რომ შეუღლებული LV” ოპერატორი ჩე სივრციდან მოქ- 

მედებს #, სივრცეში, სადაც #, და #, არის, შესაბამისად, #, და ს, სივრ- 
ცეების შეუღლებული სივრცეები. განვიხილოთ #, სივრცეზე განსაზღვრული 

წრფივი ფუნქციონალების ნორმით შემოსაზღვრული ნებისმიერი II») C ხა მიმ- 

დევრობა. უნდა დავამტკიცოთ, რომ (LIM») C #, არის კომპაქტური მიმდევ- 
რობა. ვინაიდან (წუ) არის ნორმით შემოსაზღვრული მიზდევრობა, ამიტომ 

მისგან შეგვიძლია გამოვყოთ #, სივრცეზე განსაზღვრული წრფივი 1 C #, ფუნქ- 
ციონალისაკენ კრებადი IV) მიმდევრობა. ეს იმას ნიშნავს, რომ როგორიც 

უნდა იყოს V C 8, ელემენტი ადგილი ექნება შემდეგ ტოლობას: 
11 1,,(ყ) =L(V ). 

"+ Cდ 
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სუსტი | ზღვრის ნორმა აკმაყოფილებს უტოლობას. 

III= 1Iთ III < M. 

ვთქვათ, 1= LI), L,=V CV) C ს,, მაშინ როგორიც უნდა იყოს X C #6, ელე- 

მენტი გვექნება: 
III ბახი =, 9 V,(X)= I(0X)=1C) 
IL-+ CC 

და, მაშასადამე, I) მიმდევრობა სუსტად კრებადია სუსტი | ზღვარისაკენ, 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ წრფივ ფუნქციონალთა იგივე მიმდევრობა ნორ- 

მით კრებადიც იქნება წრფივი 1. ფუნქციონალისაკენ, დავუშვათ საწინააღმდე- 

გო, მაშინ არსებობს ისეთი (L>9 რიცხვი, რომ ' 

ILს-II>.  (+=1, 2,...). 

ვთქვათ, 5, არის ს, სივრცის კუთვნილი სფეროს ზედაპირი, რომლის რა- 

დიუსი უდრის ერთს და ცენტრი მოთავსებულია ნულოვან წერტილში. ”, 

ნიშნაკის ყოველი მნიშვნელობისათვის არსებობს ისეთი X, C 5, ელემენტი, 
რომ 

Iს,(X,.) –ICV )I>-- IX, –1I> =. CL. „”. 

სხვანაირად, ეს უტოლობა ნიშნავს მდევს: 

1 
Iს,(VM,)--I(LM.)I>-ე- ს (6.5) 

გამოვიყენოთ ახლა LV ოპერატორის მოცემული თვისება იმის შესახებ, რომ 

იგი სრულად უწყვეტია. ვინაიდან IM.) მიმდევრობა ნორმით შემოსაზღვრუ- 

ლია, ამიტომ (0X,,)C=#ა მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ ნორმით კრე- 

ბადი ქვემიმდევრობა, რომელიც სიმარტივისათვის ისევ (თ, -სიმზოლოთი 

აღვნიშნოთ, ვთქვათ, V/Xე ამ მიმდევრობის ზღვარია: 

IVIIXV IIL,,– C0XაMI||C90. 
გვაქვს VIL--თ 

| „,( CX,) – IL LX.) L< I I V,) – ს, VXა) I + | »,( VXა) _ XL LXI) I+ 

+I|I(0V%I) – (CM, ,)|C2M II VX,,– L%II +I/,(VXი) –I(VIXI)I->0, როცა #->ლი. 

აქედან და (6.5) უტოლობიდან ნათელია, რომ (VI) მიზდევრობა ნორმით კრე- 

ბადია 1 ზღგრისაკენ. 

ამრიგად, V“ არის სრულად უწყვეტი ოპერატორი და თეორემა დამტ- 

კიცებულია, 
შენიშვნა. ადგილი აქვს აგრეთვე შემდეგ დებულებას: ვთქვათ, წრფი- 

ვი V ოპერატორი ისევ #, სივრციდან #, სივრცეში მოქმედებს. თუ მისი 

შეუღლებული VI ოპერატორი, რომელიც #, სივრციდან #, სივრცეში მოქ- 

მედებს, სრულად უწყვეტი ოპერატორია, მაშინ V აგრეთვე სრულად უწყვე- 
ტი ოპერატორი იქნება. 
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დამტკიცებული თეორემიდან და ამ შენიშვნიდან გამომდინარეობს, რომ 

თუ წრფივ IV და 0” ოპერატორთაგან ერთ-ერთი სრულად უწყვეტი ოპერა- 
ტორია, მაშინ მეორე ოპერატორიც სრულად უწყვეტი იკნება. 

§ 3, ფუნქციონალური განტოლება სრულად უწყვეტი ოპერატო რით 

წრფივი ნორმირებული სივრცეების ურთიერთ უწყვეტი გადასახვის ამო- 

ცანების გამოკვლევასთან დაკავ ჰირებით ფ. რისმა განიხილა წრფივი გადა- 

სახვის ერთი ზნიშვნელოვანი შემთხვევა, რომელმაც იგი მიიყვანა ფრედჰოლ- 

მის ინტეგრალური განტოლების თეორიის განზოგადებაზე. 

ვთქვათ, # არის წრფივი ნორმირებული სივრცე თვლადი (2,)=X: ბაზი- 

სით. ავაგოთ ახალი #, სივრცე, რომლის წ ელემენტი ვუწოდოთ ნამდვილ 
თ 

რიცხვთა ისეთ (5, წ..ნი,...) მიმდევრობას, რომლისთვისაც 3 მწკრი- 

ჯ1=1 

ვი ნორმით კრებადია # სივრცის გარკვეული ელემენტისაკენ. თუ #, სივრ- 
ცეში ელემენტების შეკრების და ნამდვილი რიცხვის ელეხენტზე გამრავლე- 
ბის ოპერაციებს შემოვიღებთ ჩვეტლებრივი წესით და, თუ ელემენტის ნორ- 

მას განვსაზღვრავთ ტოლობით: „ 

წაი , I§I C8ს» 
#9 

    

  

  

მაშინ იგი გადაიქცევა წრფივ ნორმირებულ სრულ სივრცედ. დავამყაროთ # 
და #, სივრცეების ელემენტებს შორის ურთიერთ ცალსახა თანადობა შემდე- 

თ 

გი წესით: # სივრცის ყოველ 'X= 8 წყ, ელემენტს შევუსაბამოთ #, სივრ- 

ჯ=1 
ცის ნწ=(წ,, ნ,,.-.,ნი,.·.) ელემენტი და პირიქით, 

# და #, სივრცეთა ელემენტების ურთიერთ (სალსახა თანადობა გან- 
საზღვრავს ადიტიურ 24:5=X ოპერატორს, რომელიც ნორმით იქნება შემო- 

საზღვრული, მართლაც, გვაქვს , 

„თ V) | 

| ჯ. წ! ბ. წVC 

ს 1=1 1=1 

ამრიგად, «7 არის წრფივი ოპერატორი, რომელიც #,; სივრციდან მოქმედებს 
# სივრცეში. თანახმად ბანახის თეორემისა, ამ პირობებში არსებობს 4 ოპე- 

რატორის შებრუნებული წრფივი 4“ 1 ოპერატორი, რომელიც # სივრციდან 

X#, სივრცეში მოქნხედებს, 
განვიხილოთ ახლა წრფივი სრულად უწყვეტი LV ოპერატორი, რომე- 

ლიც # სივრცეს თავის თავბი გადასახავს თუ CV” არის CV ოპერატორის 
შეუღლებული ოპერატორი, მაშინ, როგორც ვიცით, I დ" =I VII და LI აგ- 

რეთვე სრულად უწყვეტი ოპერატორი იქნება. იყოს 5,C8 ჩაკეტილი სფეოო 
ერთის ტოლი რადიუსით და #= 9ა,CM. # არის კომპაქტური სიმრავლე. 

განეიხილოთ ფუნქციონალური 

VX–-X=ყ (6.6) 

II4LII = IXI = <590 =IIწII. 

        

  

  

 



განტოლება, სადაც X, ყ C #. დავამტკიცოთ, რომ V ოპერატორი შეგვიძლია 

დავშალოთ შემდეგნაირად: 

=L,-+ LC, (6.7) 

სადაც LC, და ს, წრფივი ოპერატორებია, რომელთაგან დხ, ოპერატორი +, 

სფეროს გადასახავს # სივრცის სასრული განზომილების LCX ქვესივრცეზე, 

რომლის ბაზისი იქნება | თ) ს ხოლო სე ოპერატორის ნორმა დააკმაყოფი- 

ლებს პირობას: | C, I“ <4, 0<.: <1. მართლაც, გვაქვს 

=/#ი(LX)+ #ი(VX)= L,X-+ LX, (6.8) 

სადაც 

CV,X=4»(C0X), L ჟ,X= XMი(VX) 

და წრფივი „»(VX) და M#CVX) ოპერატორები განსაზღვრული არიან შემდე- 
გი ტოლობებით: 

! # თ 

4XV90= 2» ' წი წMV= 2 ხრა 
(=I 71=#-+I 

ავიღოთ ისეთი ი >0 რიცხვი, რომ - " სადაც § ნებისმიერი რი- '2+I2:I 
ცხვია და 4-1 არის ზემოთ განსახღლვრული წრფივი 4 ოპერატორის შებრუ- 

ნებული ოპერატორი, ვინაიდან M კომპაქტური სიმრავლეა, ამიტომ მასში 

არსებობს VX,, LX,,.../CVXL სასრული > -ქსელი, სადაც I. (0, –=#. 
«4 

მაშასადამე, ნებისმიერი LXC MV ელემენტისათვის არსებობს #«”-- ქსელის ისე- 
თი VX; ელემენტი, რომ 

| LX-– LXIII <5. (6,9) 

შევაფასოთ ახლა |(M#»(VX)II, გვაქვს: 
| M(C%)II = II VX–- ·4»(VX)II< II IX – XIII + II VXI– /#9(CX)II = 

= | VX-–-VXII +II 4(VX0 +M9(CVXჯ0 – 4(Cთ7)I| < II VX-–– XIII + 
+ I 4ი(VX) – 4(CX)II + |I წი(CVXVIII = |ICIX– CXIII + II 4ი(VX-– VX)I + 

+I 1ი(VX0I <IVIX-- VXIII +II 4 'II | VX- VIXI +II 1ი(VX9I = 
=I| VX-–- VX(II1 + | 4“'II)+II #(0X9იII. (6.10) 

ვინაიდან მწკრივი: 
თ 

VX,= ბ დი 

#=1 

ნორმით კრებადია VX, C # ბლემენტისაკენ,; ამიტომ არსებობს ისეთი „ა რი- 

ცხვი, რომ როცა #>Mა, მაშინ 

I 2ო(VXI)II <-§". 
ამის შემდეგ, (6.10) უტოლობიდან, (6.9) უტოლობის გამოყენებით, როცა 

M >, ხივიღებთ 

L L#9(L%I <2+II 4” |) 
საიდანაც 

|| 1ი(VX)|I <ბ,



სადაც 0<%6+<1. მაგრამ, ჩვენი აღნიშვნების თანახმად: M»(CVX)= C,X და, მა- 
შასადამე, გვაქვს 

ნსი. II LC» II =5ს0LII #თ( CV) 

9§C5, » 

ე. 0. II CL C§5, სადაც 0<6<1. 
სრულიად ასევე დავრწმუნდებით, რომ V ოპერატორის შეუღლებული 

9. ოპერატორიც შეიძლება დაიშალოს ორი ოპერატორის ჯამის სახით: 

ს%= 0, + I)", 

რომელთაგან Vხ,“ ოპერატორის მნიშვნელობათა სიმრავლე არის სასრული 

განზომილების სიმრავლე, ხოლო ხე, ოპერატორის ნორმა ნებისმიერად 
მცირეა, 

ახლა ადვილი შესამჩნევია, როზ არსებობს (I–- V,)“1 და (1-– LC) ) 1 ოპე- 

რატორები, სადაც I იგივური ოპერატორია, ეს წინადადება გამომდინარეობს 

3.46 თეორემიდან. 
გადავწეროთ (6.6) განტოლება შემდეგი სახით: 

| 0,X-(I- 0)X=ყ (6.11) 
და შემოვიღოთ აღნიშვნა (I-,)X=X, მაშინ წინა განტოლება ასე გადაი- 
წერება: 

7X –- + =ყ, (6.12) 

სადაც 7 = Cთ(I-“- IV). ახლა, თუ (6.6) განტოლებასთან ერთად განვიხილავთ 

განტოლებას: 
ს'/ – /=წ, (6.13) 

სადაც /, ( CL, ზაშინ ეს უკანასკნელი განტოლება შეგვიძლია ანალოგიურად 
ჩავწეროთ ასე: | 

V-/-/=Vწ”, (6.14) 

სადაც XV” არის ” ოპერატორის შეუღლებული ოპერატორი, ხოლო #'= 
=(I- ს,” )1 მოცემული ელემენტია, 

ამრიგად, (6.6) და (6.13) განტოლებები შეგვიძლია შევცვალოთ მათი 
ეკვივალენტური (6.12) და (6.14) განტოლებებით, უკანასკნელ განტოლებებში 

XI არის სასრული განზომილების ოპერატორი, რაც იმას ნიშნავს, რომ რო- 

გორიც უნდა იყოს X C # ელემენტი 7» ეკუთვნის # სივრცის სასრული გან- 

ზომილების ქეესივრცეს. იგივე ითქმის V+ შეუღლებულ ოპერატორზედაც. 
ახლა ვუჩვენოთ, რომ (6.12) და (6.14) ოპერატორული (მამასადამე, 

(6.6) და (6 13) ოპერატორული) განტოლებების ამოხსნა შეიძლება დავიყვა–- 

ნოთ ალგებრულ განტოლებათა სისტემის ამოხსნაზე. ' ამისათვის, წინასწარ, 

დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა 6.7. ვთქვათ, წრფივი I” ოპერატორი მოქმედებს 

წრფივი ნორმირებული 1L სივრციდან ისევ ამ სივრცეში. 

გარდა ამისა, ვიგულისხმოთ, რომ # და X# სივრცეებს გააჩ- 

ნიათ თვლადი ბიორთოგონალური ბაზისები, მაშინ /7ოპე- 
რატორი ცალსახად განისაზღვრება გარკვეული უსასრულო 
მატრიცით, ხოლო შეუღლებული I" ოპერატორი მისი 
ტრანსპონირებული მატრიცით. 
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მართლაც, გთქვეათ, XC # ნებისმიერი ელემენტია, მაშინ გეტქნება 

IIდ | X–- 4»XI =9, 
#”-– თ 

# 

4აX= ) '2278 
#-) 
1=1 

ვინაიდან #7 ოპერატორი ნორმით უწყვეტია, ამიტომ ერთის მხრივ გვაქვს 

IIIთ. || MV/X-–- M7(/4»X)||=0, 
-CთC 

სადაც 

  

      

  

  

ე, ი 

· I 
სი «2X > = 
-თ 

(=1 I 
ხოლო მეორეს მხრივ, ვინაიდან IV; C ს, ამიტომ 

თ 

IM76,= ა» (ფ=1, 2)...). 

#= 1 

უკანასკ6ნელი ორი ტოლობიდან გამომდინარეობს: 

ჩშ თ | 

სი (თ-5 "6 I» = –ი, 
ი+თ 

11 #1 | 
ანუ 

# თ 

თ-)6(წ ა) 
(=1 #=1I 

მაგრამ M7/Xჯ წარმოადგენს სივრცის ელემენტს და ამიტომ გვექნება 

თ 

II7Xჯ= . (6.15) 

#=1I 

ახლა, ვთქვათ, (I, C # არის (C,)C=# მიმდევრობის ბიორთოგონალური წრფი- 
ვი ფუნქციონალების მიმდევრობა. მაშინ, (6.15) ტოლობიდან, თუ გამოვიყე- 

ნებთ (6.14) დაშლას, მივიღებთ 

7ო=- 1ო( M7X) = - „2 პჯ, ნ (> I = 

(=1 

-» წ ი აა როუ 4 1 
1 1=1 1 L= 

წ) რძირა= 2. ი„წ (6.16) 
1 #=1 1= 

9



საიდანაც გამომდინარეობს, რომ ჯ ელემენტის დაშლის წ, კოორდინატები 
ცალსახად განსაზღვრავენ IV» ოპერატორის დაშლის უ„ კოორდინატებს. 
კავშირი ხსენებულ კოორდინატებს შორის განხორციელებულია უსასრულო 

(იძ) მატრიცის ელემენტებით. 

ვთქვათ ახლა, IV '>=/ არის M”X ოპერატორის შეუღლებული ოპერა- 

ტორი, რომელიც სივრციდან ისევ ამ სივრცეში მოქმედებს. თანახმად 

შეუღლებული ოპერატორის განსაზღვრისა გვაქვს: ((I/7») = /(X). დავშალოთ 

§C და / ელემენტები X# სივრცის ბაზისის მიხედვით, გვექნება 

§= ბაშ #= 8 ზი. 

1=1 

გამოვთვალოთ წრფივი /# ფუნქციონალი #7» ელემენტზე, გეექნება 

((M>)= 4LLC> თნ 953. (2(2 24) .- 
#=1 VI=IL 

„ თ 

ი 20 ოი- 50 (2 იი- 
1=1 . ”=1 V 1=:1 

თ I) 

= 1თ ით |6,. (6.17) 
"დ 1=1 (> | 

§( IV X)= #(ჯ%) = ბ, ზ,,(X) = ბ, :M28 (6.18) 

1==1 1=1 

(5.17) და (5.18) ტოლობების შედარებით მივიღებთ: 

თ თ # 

1 (>. ძაI|თ, ” (6.19) 

1=1 1=1L1 #=L 

გარდა ამისა, გვაქვს 

L")
 

=> I 
2
.
 19 2) 

ვთქვათ, კერძოდ Xჯ=64„, მაშინ ნ„=1 და §=0, როცა 157. ამ შემთხვევაში 
(6.19) ტოლობიდან მივიღებთ: 

თ თ 

ზ.= IMთ ი მიწა= 2 როთ. (6.20) 
”- 07 

მიღებული ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ MI” ოპერატორის შეუღლებუ- 

ლი MM“ ოპერატორს შეესაბამება #” ოპერატორის შესაბამი (ი„)) მატრიცის 

ტრანსპონირებული მატრიცი. (6.16) და (6.20) ფორმჯლები გვაძლევენ წრფი- 

ვი I” და MI" ოპერატორების ზატრიცულ წარზოდგენებს იმ შემთხეევაში, 

როცა # და # სივრცეებს ბიორთოგონალური თელადი ბაზისები გააჩნიათ. 
ახლა დავუბრუნდეთ ზეზოთ დასბზულ ამოცანას: დავიყვანოთ (6.12) და 

(6014) ოპერატორული განტოლებები ეკვივალენტურ ალგებრულ განტოლე- 
ბათა სისტემებზე. 
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განვიხილოთ ჯერ (6.12) განტოლება, რომელშიც »” და V ელემენტები 
დავშალოთ # სივრცის (-) ბაზისის მიხედვით: 

თ თ 

ჯ'= ჯ. ხის  ყ= ბ. VM2) 

1=1 L=1 

ვთქვათ, / ოპერატორს შეესაბამება (ხე) მატრიცი, ვინაიდან 7” არის 
M#-განხომილებიანი ოპერატორი, ამიტომ #ჩს=0, როცა 1>7..(6.12) განტო- 
ლება შეგვიძლია გადავწეროთ შემდეგნაირად: 

არას დიადი 
(=1 

რომლის მარცხენა და მარჯვენა ნაწილებში «ჯ ელემენტების კოეფიციენტების 
გატოლების შემდეგ მივიღებთ: 

თ 

ჯ. ხინ ნ, =»/, სადაც 1=1, 2,...,M 

#=1 

–წ="!, სადაც 1=0+1, ”+2.... 

ვინაიდან ყ ელემენტი მოცემულია, ამიტომ მისი დაშლის »/ კოეფიციენტები 

ცნობილი იქნება. ამრიგად, (6.21) სისტემაში ნ..,, ნ... ცნობილი რიცხ- 
ვებია და ხსენებული სისტემა მიიღებს შეძდეგ სახეს: 

(6.21) 

”» თ 

?, ხ/ინს – წ,–»ი/+ ჯ. ხითV (=1,.,.,). (6.22) 

#= #=#M+1 

განტოლებათა უკანასკნელ სისტემაში §/, წე”,...წ”” არიან უცნობები, განტო- 

ლებათა რიცხვიც უდრის ჯ-ს. ყველა ეს უცნობი გარკვეულ პირობებში გა- 

ნისაზღვრება (6.22) სისტემიდან. 

განვიხილოთ ახლა (6.14) განტოლება, დავშალოთ / და ( ელემენტები 
# სივრცის (I) ბაზისის მიხედვით, გვექნება 

თ თ 

#= ბ. ზი, დC= ბ), თ/" 

(=1 1=1 

ვინაიდან წჩ” ოპერატორი განისაზღვრება 7 ოპერატორის გამსაზღგრელი მატ- 
რიცის ტრანსპონირებული მატრიცით, ამიტომ (6.14) განტოლება შეგვიძლია 
ასე ჩავწეროთ: 

2, (2. სბ) – ბ, ზ///,= 8 თ! 

ხ=1 (=1 

საიდანაც გეექნება 

ბ, ნმ, – მ,-=-თ/ (1=1, 2,...), 

#=IL



ანუ 

ხ.მ.-–-ზ,=თ,, 1უ=1, 2,...» (6,23) 

ხზ – მ,=თ/, 1=#-+1, #-+2,,... 

#=1 

თუ (6.23) სისტემიდან ამოვხსნით ჩ8,, 8,,..,ვ- უცნობებს, მაშინ დანარჩენი 
ჩ.კ ზი... უცნობები გამოითვლებიან შემდეგი ტოლობებით: 

ჯჩ 

ზ;= 2 ომ“ 1=M+1, »+2,.... 

#=I1 

ჩვენ ვხედავთ, როზ ოპერატორული (6.14) განტოლება დაიყვანება ალგებრულ 
განტოლებათა (6.23) სისტემაზე. იმის გამო, რომ (6.22) და (6.23) არის ალ- 

გებრულ განტოლებათა ტრანსპონირებული სისტემები, ამიტომ თუ ერთ-ერთი 

მათგანი, ნებისმიერი მარჯვენა ნაწილებისათვის, „(ალსახად ამოხსნადია, მა- 
შინ მეორეც, ნებისმიერი მარჯვენა ნაწილებისათვის, („კალსახად ამოხსნადი 

იქნება, ადვილი გასაგებია, რომ წინადადებები, რომლებიც (6.22) და (6,23) 
სისტემების ამონახსნების არსებობისა და ერთადობისათვის არის სამართ- 
ლიანი, სამართლიანი იქნება აგრეთვე (6.7) და (6.13) (ე. ი. (6.12) და (6.14)) 
განტოლებებისთვისაც. 

ვთქვათ, 0 და 0> არიან შესაბამისად # და # სივრცეების ნულოვანი 

ელემენტები. ზემოთ ნათქვამის გამო ადგილი აქეს შემდეგ დებულებებს: 

1, თუ (6.7) და (6.13) განტოლებათაგან· ერთ-ერთი ამოხსნადია ნების- 

მიერი მარჯვენა ნაწილისათვის, მაშინ მეორე მათგანიც ამოხსნადი იქნება ნე- 

ბისმიერი მარჯვენა ნაწილისათვის. როცა ხსენებულ განტოლებათაგან ერთ- 

ერთი ამოხსნადია ნებისმიერი მარჯვენა ნაწილისათვის, მაშინ მოცემული 

მარჯვენა ნაწილისათვის ამონახსნი ერთადერთია, ამ პირობებში კერძოდ, 

ს- L=8ც და Lხ"/-/=0ც განტოლებებს ექნებათ მხოლოდ ნულოვანი 

ამონახსნები, 

9. თუ ხX- X=08 განტოლებას არანულოვანი ამონახსნები აქვს, მაშინ 

9 -/ =0» განტოლებასაც ექნება არანულოვანი ამონახსნები. ამასთანა- 

ვე, ამ განტოლებების წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნების რაოდენობა 
თანატოლი იქნება. ამ შემთხვევაში არაერთგვაროვან VჯX-Xჯ=ყ განტოლებას 

მხოლოდ მაშინ ექნება ამონახსნი, როცა ყ ელემენტი C"/- #=0(წ განტო- 

ლების ყველა ამონახსნების ორთოგონალურია, 

8. VX=ჯ ფუნქიითონალურ განტოლებას შესაძლოა ჰქონდეს მხოლოდ 

სასრული სისტემა წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებისა,
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