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წინასიტყვაობა ქართული გამოცემისათვის 

წინამდებარე წიგნი წარმოადგენს მოსკოეის სახელმწიფო 
უნივერსიტეტში გამოთვლითი ექსპერიმენტისა და მათემატიკური 
მოდელირების სფეროში აეტორის 35-წლიანი სამეცნიერო და ჰე- 

დაგოგიური მოღვაწეობის შედეგს. გამოთვლითი ექსპერიმენტის 
ჩატარებისას, ჩვეულებრივ, იკელევენ ამოცანათა ზოგიერთ კლასს. 

ამ დროს ყოველთვის წამოიჭრება ბუნებრივი მოთხოენა – დის- 

კრეტული მოდელი და რიცხეითი ალგორითმი გამოსადეგი უნდა 
იყოს ამოცანათა მთელი კლასისათვის. ასეთი ალგორითმები აი- 
გება ზოგადი თეორიის საფუძველზე. თვით თეორია კი უნდა იყოს 
საკმარისად ზოგადი და კონსტრუქციული: მისი შედეგების გამოყ- 
ენება უნდა შეიძლებოდეს ნებისმიერი ამოცანისათვის ამოცანათა 
მოცემული კლასიდან, ანუ უნდა გვაძლევდეს საჭირო ხარისხის 

.· ალგორითმების აგებისა და გამოკვლევის საშუალებას. 

რიცხვითი მეთოდების ჩვეულებრივი კურსი, როგორც წესი, 

შეიცავს შემდეგ განყოფილებებს: კვადრატული ფორმულები, ინ- 
ტერპოლაცია და აპროქსიმაცია, არაწრფივი განტოლებებისა და 

წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემების ამოხსნა, ჩვეულებ- 
რიეი და კერძოწარმოებულიანი დიფერენციალური განტოლებების 
ამოხსნა. ამ ჩამონათვალს შეესაბამება წინამდებარე წიგნიც. თუმ- 
ცა აქ (სხვა მრავალი დამხმარე სახელმძღვანელოსაგან განსხვავე- 

ბით) ყურადღება გამახვილებულია დიფერენციალურ განტოლება- 

თა ამოხსნის რიცხვით მეთოდებზე – სხვაობიანი მეთოდების თეო- 
რიასა და სხვაობიანი განტოლებების ამოხსნის იტერაციულ მეთო- 
დებზე. ამ ნაწილებში მოყვანილი მასალა ავტორის ნაშრომების 
მიხედვითაა შედგენილი და გადმოცემულია სხვა წიგნებშიც, პირ- 

ეელ რიგში, მონოგრაფიაში #. #. CმM20CMII, "I160ნIIV 0მ3M0C- 
XV6IX CX6M", M0C8ც2, “ILI0VIX0" 3-6 L3/., 1989. 

წიგნს მსოფლიო ლიტერატურაში ანალოგი არ მოეძებნება. 
მისი განსაკუთრებულობაა – სხვაობიანი სქემების ზოგადი თეორ- 
იისა და იტერაციული მეთოდების ახსნა უმცროსკურსელი სტუდენ- 

ტებისათვის გასაგები ფორმით (ელემენტარული მათემატიკური სა- 
შუალებების გამოყენებით) და ამ თეორიის გამოყენების ილუსტ- 
რაცია მარტივ შინაარსიან მაგალითებზე. თეორიის ცენტრალური 

ა



ნაწილია ბადური განტოლებების მდგრადობა, რომელიც მათემა- 
ტიკური ფიზიკის სტაციონარული და არასტაციონარული განტოლე- 
ბების ანალოგს წარმოადგენს. ეს განტოლებები შემდეგი სახით 
ჩაიწერება: 

#ტ»=1 (1) 

%ი+L. – – = = ც8=9 -ი+ტ4V.=1, V. =V(ხ.) 1.=0, 0ი=0,სL... (2) 
“4 

(ორშრიანი ოპერატორული;სხვაობიანი სქემა) 

სადაც 4 და 8 მატრიცები ან ოპერატორებია ბადურ ფუნქციათა LI 

სივრცეში სკალარული ნამრავლით ( ,). 
(2) ორშრიანი სქემისათვის მიღებულია საწყისი პირობების 

მიმართ (ჯ = 0-ისათვის) მდგრადობის ზუსტი (აუცილებელი და საკ- 
მარისი) პირობა: 

(8ა,37) > > (ტა, ან 8>-# თუ # = #'> 0, 8 >0, 8 = 8“. ც) 

(2) სქემა შეიძლება განვიხილოთ როგორც იტერაციული სქე- 

მა (1) განტოლების ამოსახსნელად. მისი კრებადობის საკმარისი 
პირობაა 

(8, »:> –-(ტა,უ). 
მკითხველთა ყურადღება მსურს მივაპყრო, აგრეთვე, ავტო- 

რისა და შემდგომ, ა. ვ. კუჩეროვისა და ე. ს. ნიკოლაევის მიერ 
გავრცობილ ცვალებად-სამკუთხა მეთოდს წრფივ ალგებრულ გან- 
ტოლებათა სისტემის ამოსახსნელად. 

უნდა აღინიშნოს, რომ ზოგადი თეორია ძალაში რჩება სხვაო- 
ბიანი განტოლებებისათვის მათი მიღების წესის მიუხედავად, მათ 
შორის, მაგალითად, სასრულ ელემენტთა. მეთოდისთვისაც (რო- 
მელსაც ზოგჯერ პრიორიტეტს ანიჭებენ. თუმცა ეს სხსვაობიანი აპ- 
როქსიმაციის აგების მხოლოდ ერთ-ერთი მეთოდია). ეს თეორია 
გამოიყენება საკმაოდ ზოგადი სახის დიფერენციალური. განტოლე- 
ბებისთვისაც.



ამ წიგნს ჩემი ქართველი კოლეგები უკვე მრავალი წლის 
განმავლობაში იყენებენ, თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტში 
გამოთვლითი მათემატიკის სწავლებისას. 

ვსარგებლობ შემთხვევით და მადლობას ვუხდი თბილისის სა- 

ხელმწიფო უსივერსიტეტის კომპიუტერების მათემატიკური უზრუნ- 
ეელყოფის კათედრის გამგეს ჰ. მელაძეს რიცხვითი მეთოდების 

თანამედროვე თეორიის პროპაგანდისა და ჩემი წიგნის ქართულ 
ენაბე გამოცემის ორგანიზებისთვის. 

გამოვთქვამ იმედს, რომ ეს წიგნი შეესაბამება საქართველო- 
ში რიცხვითი მეთოდების, მათემატიეური მოდელირებისა და გა- 

მოთვლითი ექსპერიმენტის სფეროში სპეციალისტების მომბადების 
დონეს, 

აკადემიკოსი პა. სამარსკი



წინათქმა 

წინამდებარე წიგნი წარმოადგენს რიცხეითი მეთოდების თე- 

ორიის შესავალს, რომელიც ანალიზის, წრფივი ალგებრისა და დი- 
ფერენციალურ განტოლებათა თეორიის მინიმალურ ცოდნას იყე- 
ნებს. წიგნი შეიქმნა მ. ე. ლომონოსოვის სახელობის მოსკოვის სა- 
ხელმწიფო უნივერსიტეტის გამოყენებითი მათემატიკისა და კი- 
ბერსეტიკის ფაკულტეტის მეორე კურსის სტუდენტებისათვის, ავ- 
ტორის მიერ რამდენიმე წლის განმავლობაში წაკითხული ლექცი- 
ების გადამუშავების საფუძველზე. 

წიგნის შიხაარსი ტრადიციულია – ინტერპოლაცია და აპროქ- 
სიმაცია, რიცხვითი ინტეგრება, არაწრფიეი განტოლების ამოხსნა, 
წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის პირდაპირი 
და იტერაციული მეთოდები, კოშის ამოცანისა და ჩვეულებრივი 
დიფერენციალური განტოლებებისათვის სასაბღერო ამოცანების 
ამოხსნის სხეაობიანი მეი!'ოდები. 

ავტორი მიისწრაფოდა გადმოცემული მასალა მისაწედომი 
ყოფილიყო პირველი წაკითხვისთანავე, აქცევდა რა ყურადღებას 
რიცხვითი მეთოდების თეორიის ძირითად ცნებებს და უმარტივესი 
მაგალითებით მათ ილუსტიტრირებას. 

ამჟამად მათემატიკური ფიზიკის განტოლებებით აღწერილი 
ფიზიკისა და ტექნიკის მრავალი ამოცანის რიცხვითი ამოხსნისათ- 

ვის გამოიყენება სასრული სსვაობების მეთოდი. სხვაობიანი მე- 
თოდების ძირითადი ცნებები (აპროქსიმაცია, მდგრადობა და კრე- 
ბადობა) ჩეენ მიერ ილუსტრირებულია სხეაობიანი სქემების მაგა- 
ლითებზე ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლებებისათვის. 
დიფერენციალური განტოლებების აპროქსიმაციისას მიიღება სხვა- 
ობიანი განტოლებები, რომლებიც სპეციალური ტიპის (ბევრი ნულო- 
ეახი ელემეხტის მქონე) მატრიცების მქონე მაღალი რიგის წრფივ 
განტოლებათა სისტემებს წარმოადგენს. მნიშენელოვან როლს ას- 
რულებს ასეთი სისტემების ამოხსნის ეფექტური მეთოდების (პირ- 
დაპირის ან იტერაციულის) არჩევა. ამასთან დაკავშირებით, წიგ- 
სში გაღმოცემულია იტერაციული მეთოდების ზოგადი თეორიის 

ბ



საფუძვლები. დიდი ყურაღღება აქვს დათმობილი კოპიუტერზე 
გამოთვლების მდგრადობის საკითხს. V თავში მარტივადაა გად- 
მოცემული პირველი რიგის სხვაობიან განტოლებათა სისტემისათ- 
ვის კოშის ამოცანის მდგრადობის თეორია. აქ მიღებულია სხვაო- 
ბიანი სქემების მდგრადობის თანხედენილი აუცილებელი და საკ- 
მარისი პირობები, აგრეთვე გამოკელეულია სხვაობიანი სქემების 

ასიმპტოტური მდგრადობა. 

წიგნის მომდევნო ორ თაეში (VI და VII) ელიფსური განტო- 
ლებებისა და სითბოგამტარებლობის განტოლების ამოხსნის სხვა- 
ობიანი მეთოდები განიხილება. ეს თავები დამატებითია და კერ- 
ძოწარმოებულიანი განტოლებებისათვის სხვაობიან სქემათა თეო- 
რიაზე გადასვლის საშუალებას იძლევა. 

რიცხვითი მეთოდების ცალკეული ნაწილები უფრო სრულად 
გადმოცემულია წიგნებში: CმM20C%XMM #. #., 10006IILV იი380CI8ხIX 
CX6M, M., "LI2VხX2გ", 1977; C8მM20CMVI# #. #. , IIIII0»268 L. C., 

M010,L6I 06ICMIMM% CCI0Cყ9IMხIX V028M6IIIL, M., "ILI26VM2"“, 1978, აგ- 
რეთვე დამხმარე სახელმძღვანელოებში, რომელთა სია მოცემუ- 
ლიას წიგნის ბოლოს. 

წიგნი გამიზნულია უმცროსი კურსის სტუდენტებისათვის, 
რომლებიც გამოყენებით მათემატიკასა და მათემატიკურ ფიზიკაში 
სპეციალიზდებიან. იგი სასარგებლო იქნება აგრეთეე რიცხეითი 
მეთოდების შემსწავლელი ასპირანტებისა და მეცნიერ-თანამშრომ- 
ლებისთვისაც. | 

აეტორი სარგებლობს შესაძლებლობით, უღრმესი მადლობა 

გადაუხადოს ა. ვ. გულინს, რომელმაც წაიკითხა ხელნაწერი და 

მნიშენელოვანი შენიშენები მოგვცა, ე. ს, ნიკოლაეეს – დამატების 
დაწერისას გაწეული დახმარებისათვის, აგრეთვე მ. ი. ბაკიროვასა 
და ნ. ჰ. სავენკოვას დახმარებისათვის წიგნზე მუშაობის პროცესში 
და მისი დასაბეჭდად მომზადებისათვის. 

ა. ა. სამარსკი



შესავალი 

სწრაფმოქმედი კომპიუტერის გამოჩენამ და განუწყვეტელმა 
სრულყოფამ მეცნიერების, კერძოდ და განსაკუთრებით მათემატი- 

კის, ჭეშმარიტად რევოლუციური გარდაქმნა გამოიწვია. კოლოს- 
ალურად გაიზარდა რთული პროცესების თეორიული შესწავლისა 

და პროგნოზის, საინჟინრო კონსტრუქციების დაპროექტების შე- 
საძლებლობები. მსხეილი სამეცნიერო-ტექნიკური პრობლემების 
გადაწყვეტა, რომელთა მაგალითებადაც გამოდგება ბირთვული 
ენერგიის ღაუფლებისა და კოსმოსის ათვისების პრობლემები, შე- 
საძლებელი გახდა მხოლოდ მათემატიკური მოდელირებისა და 

კომპიუტერისთვის გამიზნული ახალი რიცხვითი მეთოდების გა- 

მოყენების მეშეეობითთ. 
პირველი დიდი პრობლემა – ბირთვული ენერგიის დაუფლება 

– ფიზიკისა დღა მექანიკის ისეთი რთული ამოცანების კომპლექსის 
გადაჭრას მოითხოვს, როგორიცაა: რეაქტორის მუშაობის მართეა, 

ურანის ბირთვების დაყოფის ენერგიის გამოყენება, გამჭოლი გა- 

მოსხიეებისაგან დაცვა, რეაქტორის კედლების შესწაელა და სხვა. 
ყველა ეს ამოცანა აუცილებელია გადაიჭრას რეაქტორის მუშაო- 
ბის დაწყებამდე, მათთვის მათემატიკური აღწერის (მოდელის) გა- 

მოყენებით და კომპიუტერზე რიცხვითი გამოთვლების ჩატარებით. 
მეორე ღიდი პრობლემა – კოსმოსის ათვისება – საფრენი აპარა- 
ტების შექმნასთან და მათთვის აეროდინამიკისა და ბალისტიკის 

მრავალი ამოცანის (მაგალითად, რაკეტის მოძრაობის გამოთვლა 
და მისი ფრეხის მართვა) ამოხსნასთანაა დაკავშირებული. აქ, აგ- 
რეთვე, არის მექანიზმის, ფიზიკისა და ტექნიკის რთული ამოცანე- 
ბის კომპლექსი, რომელთა გადაწყვეტა მხოლოდ რიცხვითი მეთო- 
დების გამოყენებით შეიძლება. 

მივუთითებთ კაცობრიობის წინამე მდგომ კიდეე ერთ პრობ- 
ლემაზე – ენერგიის ახალი წყაროების მოპოეებაზე. ენერგიის მი- 
ღების ერთ-ერთი ძირითადი პროექტია დეითერიუმისა და გრიტი- 
უმის ბირთვების მართვადი თერმობირთვული სინთების რეაქციის 

გამოყენება თერმობირთვული საწვავის მარაგი დედამიწაზე 

10



პრაქტიკულად ამოუწურავია, ხოლო რეაქციის პროდუქტები გარე- 
მოს· არ აბინძურებს. ოღონდ, თერმობირთვული რეაქცია მხოლოდ 

ექტრემალურ პირობებში იწყება – მაღალ ტემპერატურაზე (ათე- 
ული და ასეული მილიონი გრადუსების რიგის) და დეითერიუმისა 

და ტრიტიუმის დიდი შეკუმშეისას (ათასობითჯერ); ამას გარდა, 
საწვავი ნივთიერება ამ მდგომარეობაში წვის (სინთეზის) რეაქცი- 

ის გაჩაღებისათვის საჭირო დროის განმავლობაში უნდა შევაკა- 
ვოთ. ასეთი პირობების შექმნა ჯერჯერობით გადაუწყვეტელ სა- 

მეცნიერო-ტექნსნიკურ პრობლემას წარმოაღგენს. არსებობს თერ- 
მობირთვული საწვავის (პლაზმის) გახურების, შეკუმშვისა და შე- 
კავების რამდენიმე პროექტი. მათი რეალიზაციისას ჩნდება ბეერი 
საკითხი, რომლებიც ექსპერიმენტული დანადგარების დაპროექტე- 

ბამდე უნდა გადაწყდეს. უპირველეს ყოვლისა, საჭიროა შესწავ- 

ლილ იქნეს პლაზმის ყოფაქცევა მაღალი ტემპერატურებისა და 
სიმკერივეების დროს, მაგნიტურ ველებში კი გაირკვეს პირობები, 
როცა შესაძლებელია თვით თერმობირთვული სინთეზის რეაქცია. 

ასეთი გამოკველევები ფიზიკური პროცესების მათემატიკური 
აღწერისაა (მათემატიკური მოდელის) და შემდგომ გამოთვლითი 

ალგორითმების საშუალებით სათანადო მათემატიკური ამოცანე- 

ბის კომპიუტერზე ამოხსნის საფუძველზე ტარდება. 
დღესდღეობით შეიძლება ითქვას, რომ გაჩნდა ახალი ხერხი 

ისეთი რთული პროცესების თეორიული კელევისა, რომლებიც შე- 

საძლებელია მათემატიკურად აღიწეროს. ეს არის გამოთელითი 
ექსპერიმენტი, ე. ი საბუნებისმეტყვეელო-სამეცნიერო პრობლემე- 
ბის კვლევა გამოთელითი მათემატიკის საშუალებებით. კვლევის 

ამ ხერხის არსი რომელიმე ფიზიკური პრობლემის მაგალითზე ავ- 
ხსხათ. ვთქვათ, რაიმე ფიზიკური პროცესია შესასწავლი. მათემა- 
ტიკურ კელევას წინ უსწრებს ფიზიკური მიახლოების შერჩეეა, 

ე. ი. იმ საკითხის გადაწყვეტა, თუ რომელია უგულებელყოფილი. 

ამის შემდეგ პრობლემის კელევა გამოთელითი ექსპერიმენტის მე- 
თოდით მიმდინარეობს, რომელშიც რამდენიმე ძირითადი ეტააი 

შეიძლება გამოიყოს. 

პირველ ეტაპბე ხდება მათემატიკური მოდელის არჩევა, ე. ი. 

პროცესის მიახლოებითი აღწერა ალგებრული, დიფერენციალური 

ან ინტეგრალური განტოლებების ფორმით. ეს განტოლებები, ჩვეუ- 
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ლებრიე, ძირითადი ფიზიკური სიდიდეების (ენერგიის, მოძრაობის 
რაოდენობის, მასის ღა სსვა) შენახვის კანონებს გამოხატავს. მი- 
ღებული მათემატიკური მოდელი აუცილებელია გამოევლეულ იქ- 
ნეს დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიის მეთოდებით. უნდა 
დადგინდეს, სწორადაა თუ არა დასმული ამოცანა, საკმარისია თუ 
არა საწყისი მონაცემები, ხომ არ ეწინააღმდეგებიან ისინი ერთ- 
მანეთს, არსებობს თუ არა დასმული ამოცანის ამოხსნა და ერთა- 
დერთია თუ არა იგი. ამ ეტაპზე გამოიყენება კლასიკური მათემა- 
ტიკის მეთოდები. უნდა აღინიშნოს, რომ ბევრ ფიზიკურ ამოცანას 
ისეთ მათემატიკურ მოდელებამდე მიეყავართ, რომელთა თეორი- 
ის დამუშავება საწყის სტადიაში იმყოფება. პრაქტიკაში მათემატი- 
კური ფიზიკის ისეთი ამოცანების ამოხსნა გვიწვევს, რომელთათ- 
ვისაც არ გვაქვს არსებობისა და ერთადერთობის თეორემები. 

გამოთვლითი ექსპერიმენტის მეორე ეტაპი მდგომარეობს 
ამოცანის გადასაწყვეტი მიახლოებითი რიცხვითი მეთოდის აგება- 
ში, ე, ი. გამოთვლითი ალგორითმების არჩევაში. გამოთვლით ალ- 
გორითმში იგულისხმება არითმეტიკული და ლოგიკური ოპერაცი- 
ების თანმიმდევრობა, რომელთა მეშვეობითაც მოიძებნება პირ- 
ეელ ეტაპზე ფორმულირებული ამოცანის ამოხსნა. ქვემოთ ჩეენ 
დაწვრილებით განვიხილავთ თანამედროვე კომპიუტერებისათვის 
გამიზნული რიცხვითი ალგორითმებისათვის წაყენებულ მოთხოე- 
ნებს. არსებითად, მთელი წინამდებარე წიგნი ელემენტარული გა- 
მოთვლითი ალგორითმების განხილვას ეძღევნება. 

მესამე ეტაპზე ხორციელდება კომპიუტერისთვის გამოთელი- 
თი ალგორითმის დაპროგრამება და მეოთხე ეტაპზე – კომპიუ- 
ტერზე გამოთვლების ჩატარება. ჩვენ არ შევჩერდებით პროგრამი- 
რებაზე კომპიუტერზე გამოთელების ორგანიზაციასა და ჩატარე- 
ბასთან დაკავშირებულ საკითხებზე, ვინაიდან ეს წინამდებარე 
წიგნის ჩარჩოებს სცილდება. მხოლოდ აღენიშნავთ, რომ პროგრა- 
მირებაში საქმიანობა მჭიდროდ უნდა იყოს დაკავშირებული კონ- 
კრეტული რიცხვითი ალგორითმების დამუშავებასთან. 

დაბოლოს, გამოთვლითი ექსპერიმეტის მეხუთე ეტაპად შეიძ- 
ლება გამოიყოს მიღებული რიცხეითი შედეგების ანალიზი და მა- 
თემატიკური მოდელის შემდგომი დაბუსტება. შეიძლება აღმოჩ- 
ნდეს, რომ მოდელი ძალზე უხეშია – გამოთვლების შედეგები ფიზ- 
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იკურ ექსპერიმენტს არ ეთანადება, ან მოდელი ძალზე რთულია 

და ამოხსნა საკმარისი სიზუსტით შეიძლება უფრო მარტივი მოდე- 
ლებისთვისაც იქნეს მიღებული. მაშინ საჭიროა მუშაობა პირველი 
ეტაპიდან დაიწყოს, ე, ი. დაზუსტდეს მათემატიკური მოდელი და 

ყველა ეტაპი კვლავ იქნეს გავლილი, 
საჭიროა აღინიშნოს, რომ გამოთელითი ექსპერიმენტი, რო- 

გორც წესი, სტანდარტული ფორმულით ერთხელ გამოთელა კი არ 

არის, არამედ ეს არის, უპირველეს ყოვლისა, სხვადასხვა მათემა- 

ტიკურ მოდელთათვის ვარიანტების სერიის გადათვლა. 

ახლა გადავიდეთ გამოთვლითი ალგორითმისადმი წაყენებუ- 
ლი ზოგიერთი ზოგადი მოთხოვნისა და მახასიათებლის დაწვრი- 

ლებით განხილვაზე. გამოთვლითი ალგორითმების დამუშავება, 
გამოკვლევა და კონკრეტული ამოცანების ამოსახსნელად მათი 
გამოყენება შეადგენს თანამედროვე მათემატიკის ერთი უზარმაზ- 
არი ნაწილის – გამოთვლითი მათემატიკის – შინაარსს. ამჟამად, 
გამოთვლით მათემატიკას, ამ ტერმინის ფართო გაგებით, განსაზ- 
ღვრავენ, როგორც მათემატიკის იმ ნაწილს, რომელიც მოიცავს 
კომპიუტერების გამოყენებასთან დაკავშირებულ საკითხთა წრეს 

და ვიწრო აზრით – ღასმული მათემატიკური ამოცანების ამოხ- 
სნის რიცხვითი მეთოდებისა და ალგორითმების თეორიას. შემ- 
დგომში ჩვენ მხედველობაში გვექნება გამოთვლითი მათემატიკა 
მხოლოდ სიტყეის ვიწრო გაგებით. 

ყველა რიცხვითი მეთოდისათვის საერთოა მათემატიკური 
ამოცანის სასრულგანზომილებიან ამოცანაზე დაყეანა. ეს უფრო 
ხშირად თავდაპირველი ამოცანის დისკრეტიზაციით ე. ი. უწყვეტი 

არგუმენტის ფუნქციებიდან დისკრეტული არგუმენტის ფუნქციებზე 
გადასვლით მიიღწევა. საწყისი ამოცანის დისკრეტიზაციის შემდეგ 

საჭიროა აიგოს გამოთვლითი ალგორითმი, ე. ი. მითითებულ იქ- 
ნეს იმ არითმეტიკული და ლოგიკური მოქმედებების თანმიმდევ- 
რობა, რომლებიც კომპიუტერზე სრულდება და მოქმედებათა სას- 
რული რიცხვის შემდეგ დისკრეტული ამოცანის ამოხსნას იძლევა. 
დისკრეტული ამოცანის მიღებული ამოხსნა თავდაპირველი მათე- 
მატიკური ამოცანის. ამოხსნად ითელება. 

კომპიუტერზე ამოცანის გადაწყვეტისას ჩვენ ყოველთვის 
ვღებულობთ თავდაპირველი ამოცანის არა ზუსტ, არამედ 
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რაიმე მიასლოებით ამოხსსას, რა განაპირობებს წარმოშობილ“ 
ცდომილებას? შეიძლება გამოიყოს თავდაპირველი მათემატიკური 
ამოცანის რიცხეითი ამოსსხისას წარმოშობილი ცდომილების სამი 

მირითადი მიზეზი. უპირეელეს ყოვლისა, თავდაპირველ ამოცანა- 

ში შემავალი მოჩაცემები (საწყისი ღა სასაზღვრო პირობები, გან- 
ტოლებების კოეფიციენტები ლა მარჯეენა მხარეები) ყოველთეის 
გარკვეული ცდომილებით მოიცემა. რიცხეითი მეთოდის ცდომი- 
ლებას, რომელიც მასში შემაეალი არაზუსტი მონაცემების მოცე- 
მით არის განპირობებული, აუცილებაღი ცღომილება ეწოდება. 

შემღგომ, თაგდაპირყელი ამოცანის დისკრეტული ამოცახით შეც- 
ელის ღროს, წარმოიშობა ცდომილება, რომელსაც დისკრეტიზაცი- 
ის ცდომილება ან, სსეახაირადღდ, მეთოდის ცღომილება ეწოდება. 

მაგალითად, როცა V(X) წარმოებულს ეცვლით სსვაობიასი თ'ანა- 

ფარღობით (V(X + 4X) – VI(X))/#იX, ჩეენ ვუშვებთ დისკრეტიზაციის 
ცდომილებას, რომლესაც, როცა #X –> 0, აქეს #X რიგი. დაბოლოს, 

კომპიუტერში წარმოღგესილი რიცსეების სასრულთანრიგიანობას 
დამრგყალების ცდომილებამდე მიეყავართ, რომელიც გამოვლეე- 
ბის პროცესში შეიძლება იზრღებოლღეს. ბუნებრივია, მოვითხოვთ!, 
რომ ცდომილება საწყისი მონაცემების მოცემაში და დისკრეტიზა- 
ციის შეჯტეგაღდ წარმოშობილი ცდომილება შეთანსმებულ იქნეს 

დისკრეტული ამოცასის კომპიუტერზე ამოხსნის ცდომილებასთსან. 
სათქეამიდან ჩანს, რომ გამოთვლითი ალგორითმებისადმი წაყე- 
სებული ძირითადი მოთსოვსაა სიზუსტე. ეს ნიშნავს, რომ გამოთ- 

ელითმა ალგორითმმა მოცემულ 6>0 სიზუსტით უხდა მოგვცეს 

საწყისი ამოცანის ამოსსნა. მოქმედებათა სასრული CX(§) რიცსვის 

შემდეგ. ალგორითმი უხდა იყოს რეალიბებადი, ე. ი. ამოცანის 
ამოსსხას დასაშვები მანქანური დროის განმაელობაში უნდა იძ- 
ღლეოდეს. ალგორითმების უმრავლესობისათვის ამოცანის ამოხ- 

სსის ღრო (გამოთვლების მოცულობა) CX§) სიზუსტის ზრდის კვა- 

ლობაზე, ე. ი. 6-ის შემცირებასთან ერთად იზრდება. ცსადია, § მე- 

იძლება იმდენად მცირე ავიღოთ, რომ ამოცანის თელის დრო და- 
უშვებლად დიდი გახდეს. მნიშენელოვანია ვიცოდეთ, რომ ალგო- 
რითმი ამოცანის სებისმიერი სიზუსტით ამოხსნის პრინციპულ შე- 

საძლებლობას იძლევა. თუმცა, პრაქტიულად, § სიზუსტეს არჩევენ 
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ისე, რომ მოცემულ კომპიუტერბე ალგორითმის რეალიზებადობის 
შესაძლებლობას ითვალისწინებენ. ყოველი ამოცანის, ალგორით- 

მისა და მანქასისათვის არსებობს მისი მასასიათებელი L მნიშვნე- 

ლობა. 

ვეცაღოთ, რომ მოქმედებათა რიცხეი (და ამით ამოცანის 
ამოხსნის მანქანური დრო) CX8) მოცემული ამოცანისათვის მინი- 

მალური იყოს. ნებისმიერი ამოცანისათვის შეიძლება მოინახოს 
მრავალი ალგორითმი, რომლებიც რიგით ერთნაირ 6>0 სიზუს- 

ტეს იძლეეიან (როცა § -–> 0) მოქმედებათა სხვადასხვა რიცხეი- 

სათეის. როგორც იტყეიან, სიზუსტის რიგის მიხედვით ეკეივალენ- 
ტურ ალგორითმებს შორის შეიძლება აირჩეს ისეთი, რომელიც 
ამოცანის ამოხსნას უმცირესი მანქანური დროის (მოქმედებათა 

Cლ0(8) რიცხვის) დანახარჯით იძლეეა. ასეთ ალგორითმებს ჩვენ 
ეკონომიურ ალგორითმებს ვუწოდებთ. 

შეეჩერდეთ გამოთელითი ალგორითმებისადმი წაყენებულ 
კიდევ ერთ მოთხოვნაზე; სახელდობრ, მოვითხოეთ, რომ გამოთ- 

ვლების პროცესში კომპიუტერის ავარიულ გაჩერებას ადგილი არ 

ჰქონდეს. 
მხედველობაში უნდა ვიქონიოთ, რომ კომპიუტერის ოპერა- 

ციებს ახდენს რიცხვებზე, რომელთაც სასრული რაოდენობის ხნიშ- 
ნადი ციფრები აქვთ და ეკუთვნიან (მოდულის მიხედვით) არა 

მთელ რიცხვით ლღერძს, არამედ რალაც (Mე,M.), Mეიე>0, 

MI, <0 ინტერვალს, სადაც Mე – მანქანური ნულია, M„, – მან- 

ქასური უსასრულობა. თუ |MI)< M.კ პირობა გამოთვლების პრო- 

ცესში ირღვევა, ხდება კომპიუტერის ავარიული გაჩერება სათან- 
რიგო ბადის გადავსების გამო და გამოთვლები წყდება. ავარიული 

შეჩერების შესაძლებლობა დამოკიღებულია როგორც ალგორით- 

მგე, ასევე თავდაპირველ ამოცანაზე. თუ თავდაპირველი ამოცანის 

ამოხსნა გამოიხატება ძალიან დიდი (ძალიან პატარა) რიცხვებით 

IMI> Mაკ (M| < Mე), მაშინ, როგორც წესი, მასშტაბების შეცვლის 

გზით შესაძლებელია ამოცანის ისეთ სახემდე დაყვანა, რომ შემა- 

ეალი სიდიდეების მოდული მოცემულ (Mი0,M>) ინტერვალს ეკუთ- 
ენოდეს. სშირად ავარიული გაჩერების თავიდან აცილება მოქმე- 
დებების რიგის შეცვლით შეიძლება. ავხსნათ ეს მარტივ მაგალითზე: 
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მაგალითი. ვთქვათ, M„.„ =10", M-ე =10 ?წ,0=2",ი – მთე- 

ლი რიცხვია. საჭიროა 10%, 10M, 10-92, 10304, 10-3M/4 რიცხვების 

ნამრავლი გამოითვალოს. 

/-ლი ხერხი. რიცხეები კლებადობის რიგის მიხედვით გადა- 

ვნომროთ: ძ0,= 10304, 9: = 10””, ძვ = 10%, 0კ= 10-M?, 9.= 10“ 34 

და გამოვთვალოთ ნამრაელები 5,,)= 5,ძ,,,, 5,= 9). მაშინ პირ- 

ველსავე ბიჯზე მოხდება ავარიული გაჩერება, ვინაიდან 5.=ძ,19: = 

= 10" >M,. 
მე-2 ხერხი. რიცხვები ზრდადობის რიგის მიხედვით გადავ- 

ნომროთ: 0, = 10“-%%, ძე= 10“ი”, 0კ= 10, 0, = 10%”, ძ,= 10%, ამ 
შემთხვევაში პირველ ბიჯზე მივიღებთ: 

–590/4 5.=0,0ე= 10 “” <Mეი. 

ე. ი. 8. – მანქანური ნულია; ნულის ტოლი იქნება ყველა მომდევ- 

ნო ნამრაელიდც; ამდენად, აქ სიზუსტის სრული დაკარგვა ხდება. 

მე-3 ხერხი. ავურიოთ ეს რიცხვები და დავუშვათ, რომ ძ, = 

= 10-3M, 0.= 10M, 0კ= 10%, ძ,= 10“”?, 0,= 10%, მაშინ თან- 

მიმდევრულად ვიპოვით: 

5.=ძ0)0:=10“M, 51 =5.03=10””, 

5, =5კ0, =10პ, 5, =5,0, =10ჩM%, 
ე. ი. გამოთვლების პროცესში არ ჩნდება 10M%”-ზე მეტი და 10“M-ზე 
ნაკლები რიცხვები. ასეთი ალგორითმი ავარიულ გაჩერებას არ 
გამოიწვევს. 

II თავში ჩვენ შეეხვდებით წრფივ ალგებრულ განტოლებათა 
სისტემის ამოხსნის ისეთ იტერაციულ მეთოდს, რომელიც შეიძ- 
ლება იწვევდეს ან არ იწვევდეს ავარიულ შეჩერებას იმისდა მის- 
ეღდვით, თუ რა ხერხითაა გადანომრილი გამოთვლების თანმიმ- 
დევრობის განმსაზღვრელი საიტერაციო პარამეტრები. 

გამოთვლების ყოველი აქტის დროს ჩნდება დამრგვალების 
ცდომილებები, ალგორითმის მიხედვით ეს ცდომილებები შეიძლე- 
ბა იზრდებოდეს ან ილეოდეს. | 
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თუ გამოთვლების პროცესში დამრგვალების ცდომილებები 
„უსაზღვროდ იზრდება, მაშინ ასეთ ალგორითმს არამდგრადს (გა- 
'1მოთვლებისათვის არამდგრადს) უწოდებენ. თუკი დამრგვალების 
(ცღომილებები არ გროედება, მაშინ ალგორითმი მდგრადია. 

მაგალითი /. მოცემული Vე და ძ-სთვის უნდა ვიპოვოთ VX, 

((0 < | < II) ფორმულით V,',, = V,+ 9 (1 > 0). დავუშვათ, V-ის გამოთ- 

ვლისას წარმოიშვა ცდომილება სიდღიღით 8, ე. ი. X-ის ზუსტი 

მნიშენელობის ნაცვლად XX, =V; +908; მიახლოებითი მნიშვნელობაა 

მიღებული. მაშინ V,,,-ის ზუსტი მნიშვნელობის მაგიერ მივიღებთ 

მიახლოებით მნიშვნელობას V,,, =(V,+0,)+ძ =V,., +6;. ამგვა- 

რად, ნებისმიერ საშუალო ბიჯზე დაშვებული ცდომილება გამოთ- 
ვლების პროცესში არ იზრდება. ალგორითმი მდგრადია. 

მაგალითი 2. განვიხილოთ განტოლება V,,,=9X,; (0 > 0, V%ე 

და 0 მოცემულია). ვთქვათ, აქ, როგორც პირველ მაგალითში წს 

მაგივრად მიღებულია მნიშვნელობა V, =V;+8;. მაშინ V 

ნაცვლაღ მივიღებთ მიახლოებით მნიშენელობას 

V+I = 9(XV,+6,)=V,,, +98,. 

აქედან ჩანს, რომ ცდომილება 8,,, =V,,) – V„,,. რომელიც 

სი 

V-ის გამოთვლისას წარმოიშვა, დაკავშირებულია 8,-სთან გან- 

'ტოლებით 

0.,ე=9ძბ%, 1=0,1.2,... 
ამრიგად, გამოთვლების პროცესში ცდომილების აბსოლუტური 
მნიშენელობა გაიზრდება, თუ |I > | (ალგორითმი არამდგრადია) 

და, თუ |9| < 1, მაშინ ცდომილება არ იზრდება, ე. ი ალგორითმი 

მდგრადია. არამდგრადობას, ჩეეულებრივ აკავშირებენ დამრგეა- 

ლების ცდომილების ექსპონენციალური ზრდის თვისებასთან. თუ 
ერთი ოპერაციიდან მეორე ოპერაციაზე გადასვლისას C,.ბიჯიდან 
ბიჯამდე“) დამრგვალების ცდომილება ხარისხოვანი კანონით იზ- 
რდება, მაშინ ალგორითმი პირობითად მდგრადია (გამოთვლების 

მოცულობასა და საჭირო სიზუსტეზე გარკვეული შეზღუდვებისას). 

გამოთვლების პროცესი ასე შეიძლება განეიხილოთ: ბიჯიდან ბი- 
ჯბზე გადასვლისას ხდება (დამრგვალების ცდომილების გამო) ბო-



ლო ნიშნადი ციფრების დამახინჯება (ბოლო ნიშნადი ციფრებიდან 
მარჯვნიდან მარცხნივ მოძრაობს „დამრგვალების ცდომილების 
ტალღა"), ჩვეულებრიე, ჩვენ გეჭირდება, რომ რამდენიმე წინა ნიშ- 
ხადი ციფრი (4-5 ნიშანი) ჭეშმარიტი იყოს, ამიტომ გამოთვლები 
უნდა დამთაერდეს მანამდე, ვიდრე მათთან „დამრგვალების ცდო- 
მილების ტალღა“ მიაღწეეს. თუ დამრგვალების ცდომილება §ე ბი- 

ჯიდან ბიჯამდე იზრდება ექსპონენციალური კანონით, მაშინ, რო- 
გორც წესი, გამოთვლების საშუალედო ეტაპზე ეს გამოიწეევს აეა- 

რიულ შეჩერებას (როგორც მეორე მაგალითში). თუ |0I' 6ე > Mე. 

თუ Mყ/ = 10" · 6-= 10“ "ი , მაშინ ავარიული შეჩერება მოხდე- 

ბა, როცა 1I-> (6 + Mე)/I§ I0I. სხვაგვარდაა საქმე, როცა დამრგვა- 

ლების ცდომილება სხარისხოენად იზრდება. ვთქვათ, |6V;I= 180 

(ი > 1); მაშინ ავარიული შეჩერება მოხდება, როცა 1060:>M_, 

I/ი 

ე. ი. როცა 16 >“ M+| = 10(6+Mია/ი. 
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აქედან ჩანს, რომ, თუ ი = 1, ავარიული შეჩერება არ მოხდება 
ცხადი შეგღუდვის |< M.კ =10? გამო. უტოლობა |6V,|! < 8, სადაც 

„ი 
8=10“_% – მოცემული სიზუსტეა, სამართლიანია, როცა (<(5) = 

2.) 

=10('“M#/ი = 10. თუ 6 და 6ე მოცემულია, მაშინ ეს უტოლობა გან- 

ტოლებათა რიცხვის შეზღუდვას ნიშნავს ! < 1. მაგალითად, როცა 

Mე= 12. ML =6 გვაქეს 1 < 10%, ისე, რომ 1 < 103 როცა ი =2. ცხა- 

ღია, რომ შეიძლება ისეთი დიდი ჩ-ის მითითება, რომ განტოლება- 

თა შესაძლო რიცხვი I: ძალიან მცირე იყოს. თუმცა, პრაქტიკაში 

ჩეეულებრივ ისეთი შემთხვევები გვხვდება, როცა ს არ არის დიდი 

(მაგალითაღ, ფაქტორიზაციის მეთოდისთვის) ის, I თავი, §3 (ი =2, 

ე. ი. განტოლებათა რიცხვის ზრდასთან ერთად ცდომილება კვად- 

რატული კანონით გროქეღება). 
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ყოველი ამოცანის ამოხსნისას აუცილებელია ეიცოდეთ რაიმე 
მასში შემავალი (თავდაპირველი) მონაცემები – საძიებელი ფუნქ- 
ციის საწყისი, სასაზღვრო მნიშვნელობები, კოეფიციენტები და გან- 
ტოლების მარჯვენა მხარე და ა. შ. 

ყოველი ამოცანისათვის ისმება ერთი და იგივე კითხვები: არ- 

სებობს თუ არა ამოცანის ამოხსნა? ერთადერთია თუ არა იგი და 
როგორაა ამოხსნა დამოკიდებული ამოცანაში შემავალ მონაცე- 
მებზე? შესაძლოა ორი შემთხვევა: 

ამოცანა კორექტულად არის დასმული (ამოცანა კორექტუ- 
ლია); ეს ნიშნავს, რომ: 1) ამოცანა ამოხსნადია მასში შემავალი 
ნებისმიერი დასაშვები მონაცემებისათეის; 2) არსებობს ერთადერ- 
თი ამოხსნა; 3) ამოცანის ამოხსნა უწყვეტად არის დამოკიდებული 
მასში შემავალ მონაცემებზე (ამ მონაცემების მცირე ცვლილებას 
ამოხსნის მცირე ცელილება შეესაბამება) – სხვა სიტყვებით, ამო- 

ცანა მდგრადია. 
ამოცანა არაკორექტულად არის დასმული (ამოცანა არაკო- 

რექტულია), თუ მასში შემავალი მონაცემების მიმართ ამოხსნა 
არამდგრადია (ამ მონაცემების მცირე ცვლილებას ამოხსნის დიდი 
ცელილება შეესაბამება). 

კორექტული "ამოცანის მაგალითია ინტეგრების ამოცანა, ხო- 
ლო არაკორექტული ამოცანის – გაწარმოების ამოცანა. 

მაგალითები: ./. ინტეგრების ამოცანა. მოცემულია ILX) 

ფუნქცია; ვიპოვოთ ინტეგრალი 
I 

1= (| ჩ#ც0ძX. 
0 

I 

# შევცვალოთ ჯ-ით და განვიხილოთ 1 = #”(X)ძX და სხვაობა 

0 

' 

81=1-I= |ათ» (8C= ”CX9) – CC). აქედან ჩანს, რომ |8)|< 
0 

< თმXI2ICXII |0II<§, თუ |61I<C, ე. ი. I უწყვეტადაა დამოკიდე- 
<X 

ბული #”-ზე. 1 ინტეგრალის გამოსათვლელად ვისარგებლოდ კვად- 

რატურული ფორმულით 
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M M 

ჰა = 2,C.ICX,), C, >0, 2,9 =1. 
#=1 =! 

თუ გავიმეორებთ ზემოთ მოყვანილ მსჯელობას, მივიღებთ: 

M M 

ბჰა =ჰა –ჰა =2 9,(ჩ –ჩ)= 2,6,ბჩ., 
L=I L=I 

M 

|81 §I< 2.9 ჯემXI6ჩ,|= თმXI8ჩ.. 

ამრიგად, ინტეგრალის გამოთელის ამოცანა კვადრატურული 

ფორმულის გამოყენებით კორექტულია. 

2. გაწარმოების ამოცანა. მიახლოებით მოცემული ს(X) 

ფუნქციის“ გაწარმოების ამოცანა არაკორექტულია. მართლაც 

= 1... 
ვთქვათ, V(CX) = ს(X)+ უი M2X, საღაც M საკმარისად დიდია. 

მაშინ C მეტრიკაში (რაღაც 0 < X < 6 შუალედზე (8 > X/M2)) გვექ- 

- – I 1 
ნება |სIIC =IIს – სII>= წ <8, როცა M>-–. წარმოებულის ცდო- 

8 

მილებისათვის ბს' = მ – ს =MC60§M“”X გეექნება Iბს'II-=M>178. 
ამრიგად, V(X) ფუნქციის მცირე CX§) ცვლილებას C-ში შეესაბამე- 
ბა მისი წარმოებულის დიდი CX1/§) ცვლილება C-ში. 

ამიტომ რიცსვითი გაწარმოება არაკორექტულია. იმისათვის 
რომ სხვაობიანი გაწარმოების ფორმულის მეშვეობით რაიმე 

6>0 სიზუსტით წარმოებულის მნიშენელობა ვიპოვოთ, როცა 

ფუნქცია 9, ცვლილებით არის მოცემული (8,| < 6ე), აუცილებელია, 

6, ზე და ბადის II ბიჯის შეთანხმებულობის პირობა შესრულდეს, 

მაგალითად, შემდეგი სახით: 8>M/ზე (M=00051>0 არ არის 

დამოკიდებული წ, შე-ზე), ამასთანაეე, ბადის ბიჯი შემოსაზღვრუ- 

ლია როგორც ქვემოდან, ასევე ზემოდან. ამრიგად, სიზუსტე, რო- 
მელსაც რიცხეითი გაწარმოების დროს შეიძლება მივაღწიოთ). ლი- 

მიტირებულია თვით ფუნქციის მოცემის სიზუსტით. 
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წინამდებარე წიგნში ჩეენ განვიხილავთ მხოლოდ კორექტულ 
ამოცანებსა და რიცხეით მეთოდებს, რომლებიც კომპიუტერზე გა- 
მოყენებისათვის არის გამიზნული. 

რიცხვითი მეთოდები ამოცანის მიახლოებით ამოხსნას გვაძ- 
ლეეს. ეს ნიშნავს, რომ რომელიღაც ამოცანის ზუსტი ამოხსნის 
(ფუნქციის ან ფუნქციონალის) მაგიერ ჩვენ ვპოულობთ სხვა ამო- 
ცანის ამოხსნას, რომელიც რაღაც აზრით (მაგალითად, ნორმით) 

ახლოსაა საძიებელთან. როგორც ნაჩვენები იყო, ყველა მეთოდის 
ძირითაღი იდეა არის თავდაპირველი ამოცანის დისკრეტიზაცია 
ან აპროქსიმაცია (შეცელა, მიახლოება) სხვა ამოცანით, რომელიც 
კომპიუტერზე ამოსახსნელად უფრო მოხერხებულია; ამასთანავე, 

მააპროქსიმირებელი ამოცანის ამოხსნა დამოკიდებულია ისეთ პჰა- 
რამეტრებზე, რომელთა მართვითაც შესაძლებელია ამოხსნა საჭი- 
რო სიზუსტით გასისაზღვროს. მაგალითად, რიცხვითი ინტეგრების 
ამოცანაში , ასეთი პარამეტრებია: კვადრატურული ფორმულის 

კვანძები და ხიშნები. შემდეგ, დისკრეტული ამოცანის ამოხსნა 
სასრულგანზომილებიანი სივრცის ელემენტია. შევჩერდეთ ამაზე 
დაწვრილებით. 

მაგალითად, განვიხილოთ უწყვეტი X 6C Iმ, ხ) არგუმენტის, 

IC) ფუნქციათა LI = ((Xე)) სიერცის დისკრეტიბაცია 2<X<ხ 

მონაკვეთზე შემოვიღოთ წერტილთა სასრული სიმრავლე თ = 1X;: 

1 = 0,1,...,M, Xე= მ, X,, = ხ, X, < X,,,)) და მას ვუწოდოთ ბადე, ხოლო 

X; წერტილებს – თ ბადის კვანძები. თუ მეზობელ კვანძებს შორის 

მანძილი ს = X, – X,, მუდმივია (1-ზე არაა დამოკიდებული), ჩ,= სჩ 

ყველა I-სთვის, 1 = 1,2,...,M, მაშინ ბადეს უწოდებენ თანაბარს (ს 

ბიჯით), წინააღმდეგ შემთხვეეაში – არათანაბარს. ყველა X- 

სათვის, X C (მ, ხ), განსაზღვრული IX) ფუნქციის ნაცვლად გან- 

ვიხილავთ თ) ბადის X, კეანძის ან მთელრიცხვა 1 (.= 0.1,....IM) არ- 

გუმენტის XV, = ICX,) ბადურ ფუნქციას, ხოლო LI = (LX), X C (გ. ხ)) 

სივრცეს შევცვლით ბადური ფუნქციების სასრულგანზომილებიანი 

0IX+!) განზომილების) IIს,, = (XV, 0<1<M1 სივრცით. ცხადია, 

რომ V,= IX) ბადური ფუნქცია შეიძლება განვიხილოთ, როგორც 

ვექტორი V = CV-. VI---» V)- 
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შეიძლება მრავალი ცვლადის ფუნქციის LX) (როცა X = X,,...,X 
– 0-განზომილებიან ევკლიდეს სივრცის წერტილია, 9 > 1) სიერ- 

ცის დისკრეტიზაციაც ჩატარდეს. ასე, (X, X,) სიბრტყეზე შეიძლება 
შემოვიღოთ ბადე C) = ა =0,ჩ,ც 0) 1, 11= 0,+1I..) როგორც 

სიმრავლე XI) = ნ), X5>2 =1M;1, ი,> 0, ხ,> 0, 1), 11= 0, +1, +2 
პერპენდიკულარული წრფეების გადაკეეთის წერტილებისა (კვან-, 

ძებისა), სადაც ი, და სე – ბადის ბიჯებია შესაბამისი X, და X. მი- 

მართულებით, 0) ბადე, ცხადია, თანაბარია თითოეული ცვლადი- 

სათეის ცალ-ცალკე.“ ICX) = IX,, X.) ფუნქციის ნაცვლად განვიხი- 

ლავთ ბადურ ფუნქციას 

»” ს“ ”CI,ხნ,,120:), 

თუ თ ბადე შეიცავს მხოლოდ იმ კეანძებს, რომლებიც (0<X, < 

<#,, 0<Xე <6; ) მართკუთხედს ეკუთვნის, ისე რომ ჩ,=#, / M,, 

ჩე = 6ე /M:, მაშინ ბადეს სასრული M = (ს + 1XMვ+ 1) რაოდე- 

ნობის კვანძები გააჩნია, ხოლო ბადური V, = VI, ფუნქციების LL 

სივრცე სასრულგანგომილებიანია. 
ჩვენ ყველგან, მხოლოდ ბადური ფუნქციების სასრულგანბო- 

მილებიან სივრცეს განვიხილავთ. როცა უწყვეტი არგუმენტის ფუნ- 

ქციების LI = (LX)) სივრცეს და თავდაპირველ ამოცანას ბადური 

ფუნქციების LL, სივრცითა და თავდაპირველი ამოცანის დისკრე- 

ტული აპროქსიმაციით ვცვლით, დარწმუნებული უნდა ვიყოთ, რომ 
კვანძების რაოდენობის გაზრდით თავდაპირველი ამოცანის ამოხ- 
სნას უკეთესად მივუახლოვდებით. მიახლოების ხარისხის შეფასე- 
ბა და აპროქსიმაციის ხერხის არჩევა რიცსეითი მეთოდების თეო- 
რიის მთავარი ამოცანაა. 

წიგნის ძირითადი შინაარსი მეტ-ნაკლებად დაკავშირებულია 
დიფერენციალური განტოლებების ამოხსნისათვის სხეაობიანი მე- 
თოდების გამოყენებასთან. გამოეყოთ ორი ძირითადი საკითხი: 

– დიფერენციალური განტოლებების დისკრეტული (სხვაობია- 
ნი) აპროქსიმაციის მიღება და, ამასთანავე, მიღებული სხვაობიანი 

განტოლებების გამოკვლევა; 
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– სხეაობიანი განტოლებების ამოხსნა. 
დისკრეტული აპროქსიმაციის (სხვაობიანი სქემის) მიღებისას 

მნიშვნელოვან როლს ასრულებს ის ზოგადი მოთხოვნა, რომლის 

თანახმადაც სხეაობიანი სქემა რაც შეიძლება უკეთ უნდა აღწერ- 

დეს (მოდელირებას უწევდეს) თავდაპირველი დიფერენციალური 
განტოლებების ძირითად თეისებებს. ასეთი სხევაობიანი სქემები 
შეიძლება მივიღოთ, მაგალითად, ეარიაციული პრინციპებისა და 

ინტეგრალური თანაფარდობების მეშვეობით (იხ. IV თავი). სხვაო- 
ბიანი სქემის სიზუსტის შეფასება აპროქსიმაციის ცდომილებისა და 
სქემის მდგრადობის შესწავლაზე დადის. მდგრადობის შესწავლა 
რიცხვითი მეთოდების თეორიის ცენტრალური საკითხია და წინამ- 
დებარე წიგნში მას დიღი ყურადღება ეთმობა. რთული ამოცანე- 
ბის ამოსახსნელი ალგორითმები შეიძლება წარმოვიდგინოთ, რო- 
გორც მარტივი ალგორითმების (მოდულების) მიმდევრობა (ჯაჭ- 

ეი) ამიტომ რიცხვითი მეთოდების თეორიის მრავალი პრინციპული 
საკითხი შეიძლება მარტივი ალგორითმების მაგალითზე გაირკეეს. 

პირველ თავში ერთგანზომილებიანი (ერთ მთელრიკცხვა არ- 
გუმენტზე დამოკიდებული) სხვაობიანი განტოლებები განიხილება. 
ჩვენ ვიფარგლებით პირველი და მეორე რიგის სხვაობიანი განტო- 
ლებების განხილვით. მეორე რიგის სხვაობიანი განტოლებები 
წარმოადგენს წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას სამდია- 
გონალური მატრიცით. ამ განტოლებებისათვის დასმული სასაზ- 
ღვრო ამოცანების ამოხსნისათვის ფაქტორიზაციის მეთოდი გამო- 
იყენება. პირველ თავში საცნობარო მასალის სახით მოცემულია 
ცნობები წრფივი ოპერატორების შესახებ სასრულგანზომილებიან 
სივრცეში, შემდგომში ხდება გამოკელევა სხვაობიანი ოპერატო- 
რების თვისებებისა, როგორც წრფივი ოპერატორებისა სასრულ- 

განზომილებიან სივრცეში სკალარული ნამრავლით. ამასთანაეე, 
გამოიყენება უმარტივესი მათემატიკური აპარატი – სხვაობიანი 
გაწარმოებისა და ნაწილობით აჯამვის ფორმულები. 

მეორე თავში გადმოცემულია რიცხვითი ანალიზის ტრადიციუ- 
ლი მასალა, ინტერპოლაცია, საშუალო კვადრატული აპროქსიმა- 
ცია და რიცხეითი ინტეგრება. 

დიფერენციალური განტოლებები ბადეზე აპროქსიმაციის 

დროს მიიღება სხეაობიანი განტოლებები, რომლებიც სპეციალური 
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(გაიშვიათებული, ე. ი მრავალი ნულოეანი ელემენტის შემცველი) 

მატრიცის მქონე მაღალი რიგის (ბადის კვანძების რიცხვის ტოლი) 
წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემას წარმოადგენს. ასეთი 

მატრიცის უმარტივესი მაგალითია – სამდიაგონალური მატრიცა, 
რომელიც ზემოთ იყო მითითებული. 

მესამე თავში გადმოცემულია წრფივი ალგებრული განტოლე- 

ბების 

# 

2ებკს.= I, 1=12,...,M, (ს 
)15=! 

ამოხსნის რიცხვითი მეთოდები. (1) შეიძლება ჩაიწეროს მატრიც- 
ული ფორმიი!: 

ტს =L, (2) 
სადაც #. = (მ,) – MXM ზომის კვადრატული მატრიცაა, ს.= (VII, ს, 

„ა0') – საძიებელი ვექტორია, L = (1), ს, ...,II) – მოცემული ვექ- 

ტორი (მარჯვენა მხარე), 

განტოლებათა სისტემის ამოხსნისათვის გამოიყენება პირდა- 

პირი ღა იტერაციული მეთოდები. 
IL თავის §2-ში გაუსის გამორიცხვის მეთოდი და კვადრატული 

ფესეის მეთოდი განიხილება. ესენი პირდაპირი მეთოდებია, და 

სისტემის ამოსსნისათვის CXM2?) არითმეტიკულ მოქმედებას საჭი- 

როებს. 
იტერაციული მეთოდების შესწაელისას უმჯობესია (2) წრფივ 

ალგებრულ განტოლებათა სისტემა განვიხილოთ როგორც პირვე- 

ლი გვარის ოპერატორული განტოლება, რომლის ოპერატორი M 

განზომილებიან LI სივრცეში მოქმედებს, (#: LLსა-> წს), ს, 1 CI1I, 

იმის ხაზგასასმელად, რომ ჩაწერის მატრიცული და ოპერატორუ- 

ლი ფორმა ეკვივალენტურია, მატრიცას და შესაბამის ოპერატორს 

ერთი და იმავე #ტ ასოთი აღვნიშნავთ. 

იტერაციული მეთოდების (ერთბიჯიანი თუ ორშრიანი) თეო- 
რიის გადმოცემისას მნიშვნელოვან როლს ასრულებს იტერაციუ- 
ლი სქემის კანონიკური ფორმა. 
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ც!ნ XV +ტ»V.=I, M=0,1,... ყველა Vე-სთვის, Xე C LL, (3) 

+ 

სადაც #, ც:Lსა > LL (+) – საიტერაციო პარამეტრებია. 

ყველგან იგულისხმება, რომ # ოპერატორი თეითშეუღლებუ- 

ლი და დადებითი განსაზღვრულია (# = #”> 0). დამტკიცებულია 

ზოგაღი თეორემა სტაციონარული მეთოდის კრებადობის შესახებ, 
როცა %.= 1 = 600051. კრებადობის საკმარის პირობას წარმოად- 

გესს უტოლობა 

+“ 

(8V,») > 2(-M V) ყველა V C IL (4) 

სადაც 8 «> 8. შეიძლება არათვითშეუღლებული ოპერატორი იყოს. 

აქედან გამომდინარეობს მარივი იტერაციის მეთოდის, ზეიდელის 
მეთოდის, ზედა რელაქსაციის მეთოდის კრებადობა. 

თუ ცნობილია ისეთი მუდმივები 7,> 0, 7–:> V,, რომ 

7,(8X, X) < (#X, X) < წ–.C8X, X) ყველა X-სთვის, X C LI, (5) 

სადაც 8 = 8” > 0. მაშინ შეიძლება მოიძებნოს ჩებიშეეის ოპტიმა- 

ლურ პარამეტრთა ერთობლიობა CC), რომლისთვისაც გამოთ- 

ვლითი პროცესი მდგრადია და ავარიულ შეჩერებას არ იწვეეს. 
განიხილება უნივერსალური მონაცვლეობით – სამკუთხა მე- 

თოდი (LL) ერთობლიობითა და ოპერატორით 

8=(0+თტ,0)ი“ (0 +0თ#.), (6) 

სადაც 0 = L">0, #) =4., რ, + 4.= 4, #4, და #. მატრიცები 

სამკუთხაა. თ პარამეტრისათვის მიღებულია ფორმულა. ამ მეთო- 

დის ალგორითმი მეტად მარტივია. ყეელგან მოყვანილია ფორმუ- 
ლა საჭირო სიზუსტის მისაღწევად საკმარისი იტერაციების რაო- 
დენობისათვის. სხვადასხვა მეთოდების შედარება ჩატარებულია 
მოდელურ ამოცანაზე მეორე რიგის სხვაობიანი განტოლებებისათ- 

ვის XV, , – 2XV,+ V,,= – ხ7ჩწ, 1 = 1.2,...,M – 1, V-= V,კ= 0, ი = 1/M, 

რომელიც შეესაბამება სასაზღვრო ამოცანას ს”(X) = – LX) (0 < 
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< X < 1), V(0) = ს(1) =0. ეს განტოლება ლაპლასის განტოლების 
ერთგანზომილებიანი ანალოგია. ვინაიდან, იტერაციების რაოდე- 
ნობა პრაქტიკულად განტოლებათა რიცხვზე დამოკიღებული არაა, 

შედარებისათვის შეიძლება ამ ერთგანზმომილებიანი ამოცანით 
შემოვიფარგლოთ, მონაცვლეობით – სამკუთხა მეთოდს სჭირდება 

I I 
0 ე-ი 1 იტერაცია, სადაც § > 0 – მოცემული სიზუსტეა. 

8 

შევნიშნავთ, რომ III თაეში მარტივი მათემატიკური საშუალე- 

ბებით ფაქტობრივად გადმოცემულია #ს =1 (#% = #"> 0) განტო- 

ლების ამოხსნის იტერაციული მეთოდების საკმაოდ სრული თე- 
ორია. · 

სხვაობიანი სქემების თეორიის ძირითადი ცნებები: აპროქსი- 
მაციის ცდომილება, მდგრადობა, კრებადობა და სიზუსტე გადმო- 
ცემულია სასაზღვრო ამოცანებისა და კოშის ამოცანების მაგალი- 
თებზე ჩვეულებრიეი დიფერენციალური განტოლებებისათვის (IV 
და V თავები). IV თავში შეისწავლება სამწერტილიანი სხვაობი- 
ანი სქემები II რიგის ჩეეულებრივი დიფერენციალური განტოლე- 
ბისათვის 

ძ ძს 
8 («69 –9ძ(X)ს=-I(X) 0<X<1I1, 

ს(00=ს,, ს0I)=ს,, XC-)>0, 9(X)>9. 
გამოკვლეულია საკითხები ერთგვაროვანი სხვაობიანი სქემების 
კრებადობის სიჩქარის შესახებ (სიზუსტის რიგის შესახებ) არათა- 
ნაბარ ბადეზე წყვეტილი კოეფიციენტების შემთხვევაშიც. ამან ძალ- 
ზე ფაქიზი აპრიორული შეფასებები მოითსოვა, რომლებიც მარ- 
ჯეენა მხარის მიხედვით სხეაობიანი სქემის მდგრადობას გამოხა- 
ტავს. 

ე სხვაობიანი სქემის მისაღებად შეიძლება გამოყენებულ იქნეს 
მეთოდები: – ინტეგრო-ინტეპოლაციური, კვადრატული ფუნქციონ- 
ალის აპროქსიმაციის, რიტცისა და გალიორკინის (IV თავი, §5). 

კოშის ამოცანის ამოსახსნელად პირველი რიგის განტოლებე- 
ბისათვის 

(7) 
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თ. I(სს), L>0, IL(0)=Vი (8) 

გამოიყენება რუნგე-კუტას და ადამსის მეთოდები, რომლებიც V 
თავშია გადმოცემული. ეს მეთოდები განტოლებათა სისტემები- 

სათვისაც გამოდგება, როცა ჯ და ს ვექტორებია. 

V თაეში განსაკუთრებული ადგილი უჭირავს კოშის ამოცანას 

განტოლებათა წრფივი სისტემისათვის 

“ა ტს=IC), L>0, V(0)=სVა, (5) 

სადაც #. = (მკ) – კვადრატული M X M ზომის მატრიცია, V(L) = (V), 

ყ2, ,,..0M), I(0 = (ჩ,, ჩ?, ...,CI) – M განზომილებიანი ვექტორ-ფუნ- 

ქციებია. 
კერძოდ, ასეთი ამოცანა წარმოიშობა, თუ სითბოგამტარებ- 

ლობის განტოლებაში 

: მს მს მ”ს 
–=ტ0ს+Iწ(X,.0), ტს= +--“, X=(X.,X.) (10) მ ( მX2 მX2 12412 

ლაპლასის #ტს ოპერატორს შევცვლით შესაბამისი სხვაობიანი ოპ- 

ერატორით. მაშინ (9) შეიძლება გააზრებულ იქნეს, როგორც 
წრფეთა მეთოდი (10) სითბოგამტარებლობის განტოლებისათვის. 
თუ ამ ამოცანის ამოსახსნელად გამოვიყენებთ რომელიმე ერთბი- 
ჯიან სქემას, ჩვენ მივალთ ზოგადი სახის ორშრიან ოპერატო- 
რულ-სხვაობიან სქემამდე, რომელიც კანონიკური სახით ასე ჩაი- 
წერება: 

  

ცახL-X +/4V. =Cთ,, M= 0,1)... ყეელა Vი- სთვის, Vე C LL, (11) 

სადაც #, 8:LMგ– LI) – წრფივი ოპერატორებია, %« – კი ბადის ბი- 

ჯია L-ს მიხედვით). 

დამტკიცებულია, რომ სქემის მდგრადობის აუცილებელ და 
საკმარის პირობას აქვს შემდეგი სახე: 
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%4 
6 > 24 ახ (8X,X) =-(#XX) ნებისმიერი X-სთვის, X C II. (12) 

ეს ოპერატორულ-სსვაობიანი სქემების მდგრადობის ზოგადი თეო- 

რიის ძირითადი თეორემაა (შეაღარ. #. #. C2Mმ0CMVM "1000I% 

ნე3XM0CIV6IX CXCM"); იგი მეტად გამოსადეგია მათემატიკური ფიზი- 

კის კერძოწარმოებულიანი განტოლებებისათვის სხვაობიანი სქე- 

მების მდგრადობის გამოსაკვლევად (იხ. VII თავი). ფაქტობრივად 

§4-ში გადმოცემულია სხვაობიანი სქემების მდგრადობის ზოგადი 

თეორიის საფუძვლები ასიმპტოტური მდგრაღობის ჩათვლით. 

II-IV თავებში მიღებული ცნობები საშუალებას იძლევა ადვი- 

ლად გადავიდეთ კერძოწარმოებულიანი დიფერენციალური გან- 

ტოლებების ამოხსნის სხვაობიანი მეთოდების თეორიის შესწავ- 

ლაზე. VI თავში შესწავლილია სხვაობიანი სქემები, რომლებიც ახ- 

დენენ პუასონის განტოლებისა და ელიფსური განტოლებების აპ- 

როქსიმაციას მართკუთხედში, პირველი გვარის სასაზღვრო ჰპირო- 

ბებით. აქ განხილულია როგორც კრებადობის საკითხები, ასევე 

სსვაობიანი განტოლებების ამოხსნის მეთოდები. 

ორშრიანი სხვაობიანი სქემების მდგრადობის ზოგადი თეო- 

რია გადმოცემულია V თაევში, რაც ამარტივებს VI თავში სხვაო- 

ბიანი მეთოდების შესწავლას სითბოგამტარებლობის მუდმივი და 

ცვალებად კოეფიციენტებიანი განტოლებისათვის. აქ, აგრეთვე 

განხილულია ეკონომიკური სქემები მრავალგანზომილებიანი ამო- 

ცანებისათეის (ცვალებად მიმართულებათა, გახლეჩვის და ა. შ.) 

და ჯამური აპროქსიმაციის ზოგადი პრინციპი, რომელიც საშუა- 

ლებას იძლევა რთული ამოცანა უფრო მარტივ ამოცანათა მიმდე- 

ერობად დანაწილდეს. ეს არსებითად ამარტივებს მათემატიკური 

ფიზიკის მრავალგანზომილებიანი ამოცანების ამოხსნას. 

უნდა აღინიშნოს, რომ წიგნის ძირითადი შინაარსი ერთიანი 

თვალსაგრისითაა გადმოცემული. ერთიანობა იმის ხარჯზე მიიღ- 

წევა, რომ სხვაობიასი სქემები განხილულია, როგორც ოპერატო- 

რები ან ოპერატორულ-სხვაობიანი განტოლებები; ამსათან, ოპე- 
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რატორები სკალარულ ნამრაელიან სასრულგანზომილებიან სივ- 

რცეში მოქმედებს. იტერაციული მეთოდების თეორიისა და სხვაო- 

ბიანი სქემების მდგრადობის თეორიის აგების დროს გამოიყენება 

ოპერატორების (მატრიცების) უმარტივესი თვისებები: ნიშანგან- 

საბღვრულობა, თვითშეუღლებლობა, საკუთრივი მნიშვნელობები- 

სა და საკუთრივი ვექტორების ზოგიერთი თვისება; ამასთანავე, 

ოპერატორთა სტრუქტურის შესახებ არავითარი დაშვება არ კეთ- 

დება. თეორიის ყველა პირობა მეტად მოხერხებული აღმოჩნდა 

შემოწმებისათვის კონკრეტული სხვაობიანი სქემების შემთხვევაში, 

VI და VII თავების მასალა შეიძლება გამოდგეს უფრო რთული 

თეორიის (L6, 9|) წიგნების მიხედვით შესწავლის საფუძვლად. 

29



თავი I 

სხპაობიანი განტოლებები 

ამ თავში შეისწავლება მთელრიცხვა არგუმენტის ბადური 
ფუნქციები და მეორე რიგის სხვაობიანი განტოლებები. ბადური 
ფუნქციებისა და სხეაობიანი ოპერატორების შესასწავლად გამოყ- 
ენებულია უმარტივესი მათემატიკური აპარატი. მეორე რიგის 
სხვაობიანი განტოლებების ამოხსნა ხდება გამორიცხვის – ე. წ. 
ფაქტორიზაციის მეთოდი. 

§1. ბაღური ფუნქციები 

1, ბადური ფუნქციები და მათზე მოქმედებანი. 
როგორც უკეე ნახსენები იყო, მიახლოებით მეთოდებში უწყვეტი 

არგუმენტის ფუნქციები, ჩვეულებრივ, იცელება დისკრეტული არ- 
გუმენტის ფუნქციებით – ბადური მთელრიცხვა არგუმენტის ფუნქ- 
ციით 

VCI) =V, 1=0,+1,+2,... 

V(1)-სათევის შეიძლება შემოვიტანოთ ოპერაციები, რომლებიც წა- 

რმოადგენს გაწარმოებისა და ინტეგრების ოპერაციების დისკრე- 
ტულ (სხვაობიან) ანალოგს. 

პირველი წარმოებულის ანალოგს წარმოადგენს პირველი 
რიგის სხვაობები: 

რ)V, = V,,, – V, – მარჯვენა სხვაობა; 

VX»,=V,– V,, – მარცხენა სხვაობა; 

1 1 
ზა, = 2 (4, + VXV,) => CV) – V-)) – ცენტრალური სხეაობა; 

ამასთან, ადეილად შეინიშნება, რომ #XV; = VI... 
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შემდეგ შეიძლება დაიწეროს მეორე რიგის სხვაობები: 

ტ?ა, = %(4აV,) = ბCV,., – XV.) = XV,“ 2V,-)+ V, 

#VX,= ბC,– V,-,) = CV, – V,) – (CV, – V,-) = V,., – 2·,+ V,- 
ასე, რომ 

ტ2)/. = #VV,., 

ანალოგიურად განისაზღერება II-ური რიგის სხვაობა 

4რ'V, = #(ტ-”!V,), 

რომელიც შეიცავს X,, V,+I,..--V;,,„ მნიშვნელობებს. ცხადია, რომ 

2,#, =V..I  VC 2,VV, =V, -– XVC-I. 
IX )=XL 

2. ნამრავლის გაწარმოებისა ღა ნაწილობითი 
ინტეგრების ფორმულების სხვაობიანი ანალოგები. 

ვთქვათ, XV, V,– მთელრიცხვა არგუმენტის ნებისმიერი ფუნქციებია. 

მაშინ სამართლიანია ფორმულები 

ტC/,V,) = V,ტV, + V,.,ტა», = XV, ,ტV, + V:(რსV, (ლ) 

V(CV,Vე = V,_,VV,+ V,7VX;, = X»,VV, + V, ,VV, (2) 

რომელთა სისწორე შეიძლება უშუალოდ შემოწმდეს. მაგალითად, 

40,V,) = XV +IM “ XV, 
V,ტV,-+ V,,,4ა/, = V,CV,,– V,) + V, VI-V) = VIV>I– V,V,= 40 V))- 
V(CVV)-სთვის ფორმულის გამოყვანისას საკმარისია გავითვალის- 

წინოთ, რომ V(V,V,) = 4C”/_,V,. ,)-- 

(1), (202 ფორმულები წარმოადგენს ნამრავლის გაწარმოების 

((VCX)V(CX))”= VV” + VV” ფორმულის ანალოგს. 
ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის ანალოგია ნაწილობითი 

„აჯამეის ფორმულა 

M-I M 
2,V,4X; = –2,V,VI, + (VV)ჯ – (VVჰი , ც) 
1=0 1=| 
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რომელიც ასეთი სახითაც შეიძლება ჩაიწეროს 
M-I M-I 

2,V,4V, =–2 V,VI, +VX-IVა ““ X0VI. 
1=I| I=I 

(3) ფორმულის გამოსაყეანად ვისარგებლოთ (1) ფორმულით»; 
ნება 

:( 

V,4V, = 4(V,V,) – V,,ტX»,= 4C/,V,) – VI. ,.VV,IV 

რადგან რს, = IV. აქედან „მივილებთ: 

ული «9, VV, = 5 00) 2აიაწია+2აა VI, 
'ს0 1=I 1=0 

= VMVს “ »#იVMი - 5 VV +959, = (VV) – (XVVჰ)ი. 

M-I M 

თ'უ V- = 0. Xც= 0. მაშინ 2,V,4V, = –2,V,VV, · 
I=0 ' 

საწილობითი აჯამვის ფორმულა შეიძლება გამოვიყენოთ 
მების გამოსათელელად. 

M 

მაგალითი /. გამოეთვალოთ) ჯამი 5, = 2.I2'. დავუშ 
'=1 

V,= I, VV = 2 ასე რომ, 

V, =V,;-, +2' = V0 + 2,2! =X#2+2“' -2. 
-)=! 

ავარჩიოთ Vე= 2 – 2"!; მაშინ Vყ= 0. რადგან Vე= 0, #V,= I, 

ტომ (3)-ღან გამომდინარეობს 

ა=% VI, --2» #V, --ა ი. 

- -Xცი-2)- 2,2) =X2M) დბ) 2,



ასე რომ, 5,= CM – 1)2'! + 2. 

M –- 

მაგალითი 2. გამოეთვალოთ აყ = 20 –I)= 2. +I). 

1=1 1=1 

დავუშვათ, V, = L VV,= 1 + 1. მაშინ V, ,=V, + 0+1)= V,+ (2+3+ 

+ ++(0+ 1))=(V,– 1)+ 0 + 1XI + 2)/2, V,= V, – 1 + I(I+ I)/2. V, 

შევარჩიოთ პირობიდან V,კ= 0, ე. ი. V,= 1 – MXM + 1)/2. თუ გამო- 

ეიყენებთ (3) ფორმულას და გავითვალისწინებთ, რომ ჯე= 0, V,,= 0, 
VV,= 1. ვიპოვით 

ა=9 I0+1)= 2აბი- = აი, -ა»- 
II 

:=I 

1 3- (I 

=-(X- სV-ს- 193 0+)=-15,+01-ს9/0+0), 
2 1=| 2 

ასე რომ, 5, = 10- სIM(M+1). აქედან გამიმდინარეობს, რომ 

M 

2. =" +2”+--+M?7 =5ა+2.) -იIსლისს. 

§2. სხვაობიანი განტოლებები 

1. სხვაობიანი განტოლებები. V,= V(I) (I = 0, + 1, + 2,...) 
ბადური ფუნქციების მიმართ წრფიე განტოლებას 

მი(1)X(I) + მ,(1)XCI + 1) + ·-“+ მ„C0)VCI + C) = II), (ს 
სადაც მ,(I) (CM = 0;1)...,თ), ICI) – მოცემული ბადური ფუნქციებია, 

მე(I) « 0, მ.(I))1% 0 ეწოდება თ-ური რიგის წრფიეი სხეაობიანი 

განტოლება. იგი შეიცავს VI) ფუნქციის L + 1 მნიშენელობას. 

თუ ვისარგებლებთ #V,, ტ“V,...,ტV, სხვაობებისათვის დაწე- 

რილი ფორმულებით, X,,ო,, X;.ე; ··> V,., მნიშენელობები შეიძლება 

33



გამოვსახოთ V-სა და აღნიშნული სხეაობების საშუალებით: 

V,= X»,+ ტრა, V,-:= რტ?) + 2X,_,– X»,= #2»/,+ 20XV+ », და. ა. შ. ამის 
შედეგად (1)-დან მივიღებთ Lი-ური რიგის სხვაობიანი განტოლების 
ახალ სახეს: 

თე(I, + თ,(1)4ა, + ·-+ თ, (04), = II), 1= 0, + 1, +2,.... (2) 
(რითაც აიხსნება ტერმინი ,,სხვაობიანი განტოლება” '). თუ მე, 8მ,,... 

კოეფიციენტები დამოკიდებული არაა I-ზე, მე# 0 და მ, ,# 0, ული. 

(1);-ს ეწოდება Iი-ური რიგის წრფივი სხვაობიანი განტოლება მუდ- 

მივი კოეფიციენტებით. 
როცა თ =1, (ს-დან მიიღება პირეელი რიგის სხვაობიანი 

განტოლება 

მე())X; + მ,(CI)V,,,= IC), მე(1) % 0, მ,(I) X0, 3) 

როცა (0 =2 – მეორე რიგის სხვაობიანი.განტოლება 

მე(!)V,+ მ,(1)V,„+ მ;(1X, „2 = ICI), მი(1) # 0, მ;(1) » 0 
ჩვენ შემოვიფარგლებით პირველი და მეორე რიგის სხვაობიანი 
განტოლებების შესწავლით. 

2. პირველი რიგის განტოლებები. განეიხილოთ პირ- 

ქელი რიგის სხვაობიანი განტოლება (3), V,,, = »,+ 0V,-ის ჩასმით 

მივიღებთ 

მი(1)V; + 8,())/V,; = I(I), შე = მი +მ, 

პირველი რიგის სხეაობიანი განტოლების უმარტივეს მაგალითებს 

წარმოადგენს არითმეტიკული პროგრესიის V,,,= V,+ 0 და გეო- 

მეტრიული პროგრესიის V,,, = ძX, წევრებისათვის დაწერილი გან- 

ტოლებები. 
· ჩავწეროთ (3) განტოლება ასეთი. სასით: 

VI > 9,V,+ 9. ' (4) 

სადაც ძ;= – მი(I)/მ,01), დ, = ICI)/8,(1). აქედან ჩანს, რომ. თუ მოცე- 

მულია V(Iე) მნიშვნელობა, როცა. 1 > 1ე, X(I) ამოხსნა „განისაზღვრე- 

ბა ცალსახად. ვთქვათ, 1 = 0-სთვის მოცემულია Mე = X(0). მაშინ 
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შეიძლება განვსაზღვროთ V,, X...., V,-.. თუ გამოვრიცხავთ მიმ- 

დევრობით V,, V; /.--»V,-ს (4) ფორმულის მიხედვით, მივიღებთ: 

V,>) “ 9I9,-) ··· 9იXი “+ Cი,+ 0,თ; ,+ 9,9, დ; ე+ -.. + 0,9.) 9)0ი, 
ან 

V,-) = -II«I» + 2 (II. # +0, (5) 
· #=0 ა§=#+I 

მუდმივკოეფიციენტიანი განტოლებისათვის 0;= ძ, აქედან მიიღება 

XV  =0 'V+ 2,0” 'თ,, 1=0,172,... (6) 
L=0 

ანუ (4) მუდმივკოეფიციენტიანი სხვაობიანი განტოლების ამონახსნი. 

3. პირველი რიგის უტოლობები. თუ (1) და (2) ტიპის 
გამოსახულებებში ტოლობის ნიშანს შევცვლით უტოლობის ნიშნე- 
ბით <,>,<, > მივიღებთ Iი-ური რიგის სხვაობიან უტოლობებს. 

ვთქვათ, მოცემულია პირველი რიგის სხვაობიანი უტოლობა 

V..-9V+I1., 1უ=0,1,.2...., ძ>0; (7) 

ზოგადობის · შეუზღუდავად შემდგომში შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, 
რომ0>0 (Vი;, 9, ჯ ცნობილია). ვიპოვოთ მისი ამოხსნა. ვთქვათ, V, 

არის ამოხსნა სხვაობიანი განტოლებისა 

V,.,=0V+!, 1=0,1,..., Vე = Vი: (8) 

მაშინ, ,თ.უ (8)-ს გამოვაკლებთ (7)ჯს, ვიპოვით 

V, < V, (9) 

მართლაც, თუ (8-ს გამოვაკლებთ (7-ს, ეიპოვით 

VI) – V,.)< 9(V, – V,) < < ძ2ძC0,, – V;_ ა რ... < ძI(% – Vე) = 0. 

V,--ის ცხადი გამოსახულების. (9)-ში ჩასმით მივიღებთ 

X, <9'Vი +% ი “+ჩ,  1=0,17,.. (10) 
M=0 

რომელიც წარმოადგენს (7) უტოლობის ამოხსნას.



4. მუდმივკოეფიციენტიანი მეორე რიგის განტო- 

ლება. გაზენაილოთ მეორე რიგის სხვაობიანი განტოლება 

ხV,,, – CV + მV,,=წ, I1=0,1,., მ%0, ხ”2-70, (Iს 

რომლის კოეფიციენტები არ არის დამოკიდებული 1I-ზე. თუ I5- 0, 

მაშინ განტოლებას 

ხV,,, – CV,+ მX,)=0, 1=0,1,..., (12) 

ერთგვაროვანი ეწოდება. შესაძლებელია მისი ამოხსნის ცხადი სა- 
ხით პოვნა. 

ვთქვათ, V, – არის (12) ერგვაროვანი განტოლების ამოხსნა, 

V; = (11) არაერთგვაროვანი განტოლების რაიმე ამოხსნა. მაშინ 

მათი ჯამი V, = V; + V, ასეეე, ამოხსნა იქნება არაერთგვაროვანი 

განტოლებისა 

ხ(V,., +X»,) – XV, +X)+2CV,, +X-)= 
=(ხV,,, – CV, + მწ, ,1+ (ხX,,, – CV; + მXV,-1= #, 

ეს თვისება (11) განტოლების წრფივობის შედეგია: იგი ძალაში 
რჩება ნებისმიერი რიგის (1) სხვაობიანი განტოლებისათვის. ცხა- 

დია, თუ V, არის (12) ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნი, მა- 

შინ CV;, სადაც C – ნებისმიერი მუდმივია, აგრეთვე დააკმაყოფი- 

ლებს ამ განტოლებას. 

ვთქეათ, VI) და V(2) (12) განტოლების ორი ამონასსნია. მათ 

წრფივად დამოუკიდებელი ეწოდება, თუ ტოლობა 

C,VI) +C,VI) =0, 1=0,1,2,... 

ღასაშვებია მხოლოდ C, = C,)= 0 შემთსვევაში. ეს ეკეივალენტურია 

იმისა, რომ დეტერმინანტი სისტემისა 

6) +0,/09-=0, 
CV). +C,VI2) =0, II = +1,12,.. 

"“+-» 
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განსხვავებულია ნულისაგან ყველა 1„თ-სთვის კერძოდ, 

1 2 XVI. XV 
(6) 2 VII VII 

ისევე, როგორც დიფერენციალური განტოლებების თეორიაში, შე- 

იძლება შემოვიტანოთ (12) სხვაობიანი განტოლების ზოგადი ამოხ- 

სნხის ცნება და ვთქვათ, რომ თუ VI) და ·VI2) ამოხსნები წრფივად 

დამოუკიდებელია, (12) განტოლების ზოგად ამოხსნას ექნება სახე 

= “) (2) 
ა; CV, +C2X; , 

სადაც C, და C. ნებისმიერი მუდმივებია. არაერთგვაროვანი (11) 

განტოლების ზოგადი ამოხსნა შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდე- 
გი სახით : 

ბ.ე = #0, 

    

V, =0,V() + ლე) +X,, (8) 

სადაც V; არის (11) განტოლების კერძო ამოხსნა. C, და C,-ის გან- 

საზღერისათვის, ისევე, როგორც დიფერენციალური განტოლებე- 

ბის შემთხვევაში, უნდა დაისეას დამატებითი პირობები – საწყისი 
და სასაზღვრო. 

(12) განტოლების კერძო ამოხსნა შეიძლება ვიპოვოთ ცხადი 

სახით. ვეძებოთ) იგი V;= 0' სახით, სადაც ძ X 0 ჯერჯერობით უც- 

ნობი რიცხვია. (12)-ში V, = 0"-ის ჩასმის შედეგად მივიღებთ კვად- 

რატულ განტოლებას ხძ? – Cძ + მ = 0, რომლის ფესეებია 

_ C+VC” – 4მხ _ 6 4C” – 4მხ 4 
3 7ჟ)ჟ“%“%%.» (14) 

ს =C1- 42ხ დისკრიმინანტის მიხედეით შესაძლებელია სამი შემ- 

თხვევა: 

1) 11=0?1– 42ხ >0. 9, და ძე ფესვები ნამდვილი და განსხვავე- 

ბულია. მათ შეესაბამება კერძო ამოხსნები 

! L 2 L X =ძ,ე XL” =9;;



ეს ამოხსხები წრფივად დამოუკიდებელია, რადგან ნულისაგან 
განსხვავებულია შემდეგი დეტერმინანტი 

9, 9“ 
L + 
2. 93 

შევნიშნოთ, რომ 0,%# 0 და ძ.«% 0. წინააღმდეგ შემთხვევაში მ. = 0 

და (12) განტოლება აღარ იქნება მეორე რიგის სხვაობიანი განტო- 
ლება. (12) განტოლების ზოგად ამოხსნას აქვს სახე: 

Xჯ =0)0| +001. (159 
2) ს =0C?– 4მ8ხ <0 კვადრატულ განტოლებას აქეს კომპლე- 

ქსურად შეუღლებული ფესვები: 

_ -+IVICI _ 6–I/ICI 

2ხ. ” 2. 2ხ ” 

რიყე = =919ძ1(ძე – 9,ე)%90 

    

სადაც |! – წარმოსახვითი ერთეულია. მრხერხებულია ეს ფესვები 

წარმოვადგინოთ შემდეგი სახითა: 

გ '/0). 
C 

=0ი0Cწ, 0: =იC:7, 0= სთ დ=მ 

კერძო ამონახსნები იქნება არა მარტო ფუნქციები 

“ = "6"? = ი"(C05LCდ +150 MC), 

0: =ი0"ც % = ი"(C05Lდ – 1510 MC), 
არამედ 

VII =0"ლ05Lდ, XVI =0" §IიIდ 

ფუნქციებიც რომლებიც წრფივად დამოუკიდებელია §'იდ და 

ლ059%Xდ ფუნქციების წრფივად დამოუკიდებლობის გამო. ზოგად 

ამოხსნას აქეს სახე: | 
= 0'(C,C05Mდ + C,5IიMC). (16) 

3) 0 =0?- 4მხ =0. ფესეები ნამდვილი და ერთმანეთის ტო- 
ლია: 0, = ძ.= C/(2ხ) = ძე. წრფივად დამოუკიდებელი იქნება ამო- 

ნახსნები: 
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VC) = 
==." 

ვაჩვენოთ, რომ VC2 არის (12) განტოლების ამონახსნი; 

XL =Mძი. (IV 

(ს – 6VI ' +მა/-) =ხ(L+1)96'! – C%9ე +2(% – 1)ძე ' = 
=M(ხძი ' –Cლე +მძა ')+(ხძე – მ)ძი“ 

ხV, 

2 

         
“ ს 

რადგანაც ხძგ –გ= - = წ =0. ვინაიდან 

; XV 
9ი Mძ0 2X+I 

ბ.) = «#0. M.X+I ინა (ი + სი! L+1 =9ში 

    
(17) იქნება წრფივად დამოუკიდებელი და ზოგად ამოხსნას ექნება 

ასეთი სახე 

VI = C,9ი +C0:Mძ0. 

5. მაგალითები. განვიხილოთ (11) მეორე რიგის სხვაობი- 
ანი განტოლების ამოხსნის მაგალითები. 

1. ვიპოვოთ შემდეგი განტოლების ზოგადი ამოხსნა: 

VI 2ჩV.+»X».,=0, მ2=ხ=1, C=20>90. 

დასაშვებია სამი შემთხვევა. 

1) ი < 1. ვთქეათ 0 =0085თღ; მაშინ L) =4(C0572თ –1) =–451ი2 <0 
კერძო ამოხსნებს ექნება სახე 

VI =005XMთღთ, VL) =5I0Mთ. 

2) 9 > I. თუ ვიგულისხმებთ, რომ მყ = Cხთ. ძ-სთვის მივიღებთ 

კეადრატულ განტოლებას 0“ – 2Cჩთძ + 1 = 0; მისი დისკრიმინან- 

ტი ტოლია IL = 4(Cხ“თ – 1) = 45ი?თ, ხოლო” ფესვებს აქეს სახე: 
9, = CIIთ + 5IIთდ = 6“. კერძო ამოხსნები იქნება შემდეგი ფუნქციები 

' 

»Vს =ლიLთ, XL) =5ჩMC. 
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3) 0=1. ამ შემთხვევაში 02 –2ძ+1=0, 09,ვ=1. კერძო 

ამოხსნებს აქეს სახე XL" =1, +VC) = 

V, = C, + 6კL. 

= X , ხოლო ზოგად ამოხსნას – 

2. ვიპოვოთ შემდეგი განტოლების ზოგადი ამოხსნა: 

VI2 – VI) – 2V„= 0. 
ღდღისკრიმინანტი ტოლია LI=1+8=9. ფესეები იქნება ძ,ვ= 

= (1 + 3)/2- 0, = 2, ძე= – 1. ზოგად ამოხსნას აქვს სახე 

XV. = C,2"+ C.(– IX. 

3. ვიპოვოთ შემდეგი განტოლების ზოგადი ამოხსნა: 

Vც) – V,– 6, = 2". (18, 
არაერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამოხსნა არის ჯამი 

L =V.+ XV. ერგვაროვანი განტოლების V, ზოგადი ამოხსნისა 

დღა არაერთგვაროვანი განტოლების V. კერძო ამოსსნისა. ჯერ 

ვიპოვოთ ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამოსსნა. დისკრი- 

მინანტი ტოლია L) = 1 +24=25>0 და 07-–ძ –6=0 კვადრატუ- 
ლი განტოლების სიაა ტოლია ძ,=3, ძე =- 2. ასე რომ 

XL” = =3", VI 1=(– 2)". კერძო ამოხსნა ვეძებოთ შემდეგი სახით! 

V, = C2", სადაც C = 001151. ს ჩავსვათ V, =C2" (18)-ში, მივიღებთ 

0(2-I – 21-- 6 ·- 2--I1=0C.-2I(–4)=2',, C=-I1. 

(18) განტოლების ზოგად ამოხსნას აქვს სახე 
V.= 0, · 3"+ ლ.(– 2)" - 2 

6. მეორე რიგის ცვალებადკოეფიციენტებიანი სხვა- 
ობიანი განტოლება. კოშის ამოცანა და სასაზღვრო ამოცანა. 
განვიხილოთ ცვალებადკოეფიციენტებიანი სხვაობიანი განტოლება 

ხა , – CV,+ ბა), ,= (,) მ,%0, ხ,%0, 1=0,1,2,.. (19) 

რაღეან ხ,» 0, ამიტომ (19) განტოლებიდან მივიღებთ შემდეგ რე- 

კურენტულ დამოკიდებულებას 
4ი



C,V,  მ,VI-) +, ააეეეტეე ეხ. 270. 20 L (20) XV.+I “ 

გამოვსახოთ V,,, და V,,-სა და პირველი მეორე რიგის სხვაობე- 

ბით. მაშინ (19) განტოლება გადაიწერება შემდეგი სახით 

2,ბ-VX, + (ხ, – 2,) #X», – (C,– მ,– ხ,)/= წ”, 2,%0, ხ, «> 0. 

პირველი რიგის სხეაობიანი განტოლების ამოხსნა დამოეიდებუ- 
ლია ერთ ნებისმიერ მუდმივაზე და განისაზღვრება ცალსახად, თუ 
მოცემულია ერთი დამატებითი პირობა, მაგალითად Vე= Cე. მეო- 

რე რიგის განტოლების ამოხსნა განისაბღვრება ორი ნებისმიერი 
მუდმივით და შეიძლება მოიძებნოს, თუ მოცემულია ორი დამატე- 
ბითი პირობა. თუ ეს ორი პირობა მოცემულია ორ მეზობელ წერ- 
ტილში, მაშინ ეს არის კოშის ამოცანა. თუ ეს პირობები მოცემუ- 
ლია ორ სხვადასხვა (არამეზობელ) წერტილში, მაშინ მიიღება სა- 
საზღერო ამოცანა. ჩვენთვის ძირითად ინტერესს წარმოადგენს 
სასაზღვრო ამოცანები. შემოვიღოთ აღნიშენა 

LX, = ხ,V,, – CV,+ მ,V-, 
და ჩამოვაყალიბოთ ეს ამოცანები უფრო დაწვრილებით. 

/ოშის ამოცახა. ვიპოვოთ შემდეგი განტოლების 

LV, = წ. 1 = 1,2... (2) 

ამოსსნა 

X-ს X,=15 (22) 

დამატებითი პირობებით. 

(22-ის მეორე პირობა შეიძლება ჩაეწეროთ სხვაგვარად: 

ტX/ი = V, – X7ი = Lე – LM, = M) 

და ეთქვათ, როშ კოშის ამოცანის შემთხვეეაში L=0 წერტილში 
მოცემულია ორი სიდიდე 

X6 = 1, 4X0 = LL (22) 

სასაზღვრო ამოცანა. ვიპოვოთ 
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1,V,= წ, 1= 1.2,....M – 1, 

განტოლების ამოხსნა დამატებითი პირობებით 

VX0 =ს, XX =სე, IX>=2 (23) 

სასაზღვრო კვანძებში 1=0 და 1=M შეიძლება მოცემული იყოს 

არა მარტო ფუნქციის მნიშვნელობები, არამედ მათი სხვაობები და 
კომბინაციები, ე. ი. გამოსახულებები თ,4#Vე-+ 8,V-, როცა 1=0 და 

თ.VVკ+ 8.V,, როცა | = M. ასეთი პირობები შეიძლება ჩაიწეროს 

ასეთი სახით 

XV0= 2,VI+ სს. XV = 8:VX | + 16- (24) 
თუ #,= #.= 0, მაშინ აქედან ვღებულობთ პირეელი გვარის პირო- 

ბებს (23). თუ #,= 1, 8. = 1, გვექნება მეორე გვარის პირობები 

ტაი =-ს, VVჯ =L · (25) 

თუ თ, # 0;1, მაშინ (24) -ს ეწოდება მესამე გვარის პირობები: 

– თ, რVე+ (I – თ,)/ე=L,) 2: VV,კ+ (1 – «.)Vკა= ს. (26) 

გარდა ამისა, შესაძლებელია დაისვას სასაზღვრო ამოცანები ამ 

პირობების კომბინაციით: როცა 1=0 – ერთი ტიპის პირობებია, 
1= M – მეორე ტიპის პირობები, 

კოშის ამოცახის ამოხსნა მოიძებნება უშუალოდ (21) განტო- 
ლებიდან (20) რეკურენტული ფორმულითა და MV-გ= L,, V, = LL საწ- 

ყისი პირობების გათვალისწინებით. სასაზღვრო ამოცანების ამოხ- 
სნა მოიძებნება უფრო რთული მეთოღით – გამორიცხვის მეთო- 
დით ღა იხილავთ ქეემოთ. 

მაგალითი. ვიპოვოთ 

ტ”V ,= 1,  1= 1,2,...,M – 1, Xი-=0, XVკ= 0. (27) 

სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნა ერთგვაროვან განტოლებას 

ტ“/ ,=V., - 2V„+ V_,= 0 გააჩნია ზოგადი ამოხსნა V, =C0, +0ე!. 
არაერთგვაროვანი განტოლების #”V, _, = V,,, – 2V,+ V,, = 1 კერძო 

ამოხსნა V, ქეძებოთ V, =C6I სახით. ამ გამოსახულების (27)-ში 

ჩასმით ვღებულობთ: 
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#”»V,, =C((1+1)? –2!7 +(1–1)71=1, 

ე. ი. C = 1/2. ამიტომ XV; =V;+V; =C), +Cა!+ I1/2. C, და Cკ-ის გან- 

საზღვრისათვის გამოიყენება სასაზღვრო პირობები, როცა 1=0 

და | = M: წ#-= C, = 0, XV, = CIM + M2/2 = 0, C„= – M/2, ამგვარად, 

L. 1.2 1. . 
„:ლ–--–-IMI+-I =--I(M-I V; 2 2 2 წ ) 

არის (27) ამოცანის ამოხსნა. 

§3. სხვაობიანი სასაზღვრო ამოცანების ამოხსნა 

მეორე რიბის ბგანტოლებებისათვის 

1. სხვაობიანი სასაზღვრო ამოცანების ამოხსნა 

ფაქტორიზაციის მეთოდღით. სხვაობიანი ამოცანა 

მ,V,_, – C,V, + ხV,,, = – L, მ,% 0, ხ,«.0, 

I= 1,2,..M–I1, (1) 

Xე“– %,LX,+I, XX“ %ეXVს- + I1ხ 
წარმოადგენს წრფივი ალგებრული განტოლებების სისტემას 

(+ 1) X CI + 1) ზომის სამდიაგონალური მატრიცით 

ს –ჯი, 0 0.0 0 0 0 0 

მე –-6, ხ, 0 0 0 0 0 0 

ტ4=0 0 0 –_-“_. 0 0 0 

0.0 0 0.0 0 ღყჟღვჟექ8ქე8ქა..– 

0. 0. 0 0.0 0 მ –#. I | 
(I-ის ხაცელად შეიძლება დავწეროთ 
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#V = L »= CV ,-- ა/ა) L= (ს, - მცა ჩას L-) (2) 

პირველი სასაზღვრო ამოცახის შემთხვევაში შესაბამისი მატრიცა 

(CM – 1)X (0 – 1) ზომისაა. 

(1) სასაზღვრო ამოცანის ამოსახსნელად შეიძლება გამოვიყე- 
ნოთ ფაქტორიზაციის მეთოდად წოდებული გამორიცხვის შემდეგი 
მეთოდი. დავუშვათ, ადგილი აქვს დამოკიდებულებას 

V,= CV, 1 ჩ- C) 

განუსაზღვრელი თ.,,, ღა 8,,, კოეფიციენტებით და ჩავსვათ XV, ,= 
= თ.V,+ 8, (1-ში 

(მ,თ, – 6)X,+ ხ./,, = – (6 + თ,ზ) 
ამ იგივეობის (3-თან შედარების შედეგად ეღებულობთ 

თ,C--+- , 1=I,2,....M-1 (4) 
0, –მ,0თ, 

ჩ.., = 40 1+#. 1=1,2,...,M –1 (5) 

თ, და 8,-ის განსაზღვრისათვის გამოვიყენოთ 1 = 0-ზე სასაზღვრო 

პირობა. (3) და (1) ფორმულებიდან I = 0-სთვის ვღებულობთ 

თ,=თ, ჩ,=L,. 
ვიცით რა თ, და 8, ვიპოვით Cთ, და 8-ს ყოველი I-სთვის, 

| = 2,3,...,M, (4) და (5) ფორმულებში I-დან 1 + 1-ზე გადასვლიიი. (3) 

ფორმულით გამოთვლა კი 1+ I-დან I-ზე გადასვლით ხდება (ე. ი. 

ვიცით რა V,. ,, ვპოულობთ V-ს) და ამ გამოთვლების დაწყები- 

სათვის მოცემული უნდა იყოს V,კ. განვსაზღვროთ V,, სასაზღვრო 

პირობიდან Vსკ= #.V, ,+ IL და (3) პირობიდან, როცა 1=M – 1: 

Vა-L= CV.Vყ+ ჩა. აქედან ეპოულობთ 

+ 77% – LM ეჩ თ 
VM 
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შევკრიბოთ ფაქტორიზაციის ყველა ფორმულა 'და ჩავწეროთ ისი- 
ხი იმ თანმიმდევრობით, როგორც ვიყენებთ: 

(2) ხ 
თ.ელ--+--, 1=12,..,M-1, თ, =წ,: (8) 

C, –2გ,C, 

(<) . 
გ = 28 +. , 1=1,2,..,M-1, 8, =ჯ,; (9) 

C, –მ,C, 

(+) . 

XV, =თ,,IV,,) +ზ,,ე 1=M– MM – 2...,2,1,0 
_ სე +შ:ზა ით 

XX 0 - –-. 
1-– თშ: 

ისრები უჩეენებს გამოთელების მიმართულებას: (–3) I-დან 1+I- “სკენ, 

(«<–) ! + 1-დან I-სკენ. 

ამგეარად, სასაზღვრო ამოცანა მეორე რიგის განტოლებისათ- 
ვის დაიყვანება კოშის სამ ამოცახაზე პირველი რიგის განტოლე- 
ბისათვის. 

2. ფაქტორიზაციის მეთოდის მდგრადობა. ფაქტორი- 

ზაციის ფორმულების გამოყენება შეიძლება მაშინ, თუ (8) და (10) 
წილადების მნიშვნელები არ ხდება ნულის ტოლი. ამის საკმარისი 
პირობებია შემდეგი უტოლობები 

I|C,I>|I2,I+|ნ,,ე) 1=1,2,...,M –1 
11 

I=,1<1, |თ.I<1, |C,MI.|<2. "" 
ვაჩვენოთ, რომ (11) პირობებში C;, – მ,თ, და I – თ, >, მნიშვნელები 

არ ხდება ხულის ტოლი და 

IX) <1, 1 = 1,2,...,M (12) 

დავუშვათ, |თ) < 1 და ეაჩეენოთ, რომ |Cთ, ,| < 1; მაშინ აქედან და 

პირობიდან |Iთ,| = |>,| <1 გამომდინარეობს (12). განვიხილოთ! სხვა- 

ობა |C,– მ,C,| – |ხ, > IC,| – (8,I0,| – |ხ,| > |8,(1 – Iთ,) > 0, ასე რომ, 

IC, – მ,თ,| > Iხ,| > 0 და |IC,,,| = Iხ,L|/ IC, – გ,თ,| <1. 
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შევნიშნოთ, რომ თუ IC, |>Iმ,,I+|ხ,. | თუნდაც ერთ წერტილში 

1= X მაშინ IთI < I ყველა 1> 1ე-სთვის. მათ შორის 1! = M-სთვისაც: 

IC < 1. ამ შემთხვევაში |1 -- თ,)#%,| > 1 – |თ,III8)| > 1 – Iთ,| > 0 და 

პირობა |დ#,| + |«,| <2 არის ზედმეტი. თუ |#C,| < 1, მაშინ Iთ.| < 1. 

თუ I>,| = 1, მაშინ |.| < 1. Iთ,)| < 1 და გვაქვს |1 – თკმდ;| > 1 – 

– |CთღII8ე| > 1 – |8)| > 0 . ამგვარად, (11) პირობის შესრულებისას 

(1) ამოცანას აქვს ერთადერთი ამოხსსა, რომელსაც ეპოულობთ 
ფაქტორიზაციის (8)-10) ფორმულებით. 

კომპიუტერზე (8)-X10) ფორმულებით გამოთვლა მიახლოებით 

სრულდება ნიშნადი ციფრების სასრული რაოდენობით. დამრგვა- 
ლების ცდომილების შედეგად, ფაქტობრივად მოიძებნება არა V, 

ფუნქცია – (1) ამოცანის ამოხსნა, არამედ V, – იგივე ამოცანის 

ამოხსნა შეშფოთებული 8მ,, ხ,, 8, %,, თე კოეფიციენტებითა და 

L. L, L5 მარჯვენა მხარეებით. დაისმის ბუნებრივი კითხვა: 
' 

თვლის პროცესში ხომ არ ხდება დამრგვალების ცდომილების 
ზრდა, რასაც შეუძლია სიზუსტის დაკარგვამდე მიგვიყვანოს, შეუძ- 
ლებელი გახადოს თელის გაგრძელება განსასაზღვრელი სიდიდე- 

ების ზრდის გამო. ამის მაგალითაღ შეიძლება მოვიყვანოთ V.,, = 

=9V, ფორმულით V,-ის პოვნა, როცა ძ > 1. რადგანაც V, = ძ"Vი, 

ხებისმიერი Vე-სთვის შეიძლება დავასახელოთ ისეთი სე, რომლის- 

თვისაც V,, იქნება მანქანური უსასრულობა. ფაქტობრივად, დამ- 

რგეალების ცდომილების არსებობის გამო განისაზღვრება არა 

ზუსტი V, მნიშენელობა, არამედ V, მნიშვნელობა #%,,, =0V, +- 

განტოლებიდან, სადაც ს დამრგვალების ცდომილებაა. 6V; =V, – XV; 

ცდომილებისათვის”ს მივიღეთ განტოლებას ბV,,,= ძ5V, +7უ 

(I = 0,1,...,6V-= 7). ბV,= 0'ი + M(0'<– 1)/(0 – 1) ფორმულიდან ჩანს, 

რომ 8ბX, ცდომილება, როცა ძ > 1, I-ს გრდასთან ერთად ექსპონენ- 

ციურად იზრდება. 
დავუბრუნდეთ ფაქტორიზაციის მეთოდს და ეაჩვენოთ, რომ 

როცა I.) < I, 6), ცდომილება არ იზრდება. მართლაც, V, = 

46



=C,.)VIVI +8,ე და V, =თ,1V,+I +8,,,) ტოლობებიდან გამომდინა- 

რეობს 6V,=0თ,,,6V,,, და |6V,I < Iთ,,)II6XV,,,| < |6V,ცვ)I, რადგან |თ,,,|<1. 
თუ გავითვალისწინებთ, რომ გამოთვლების პროცესში V,.,, 

ზე კოეფიციენტებიც შეშფოთდება, მაშინ შეიძლება ვაჩვენოთ, 

რომ მწ, ცდომილება კვანძების M რაოდენობის კვადრატის პრო- 

პორციულია: 

თმX|6X,,|< ნეM”, 
1<15M 

სადაც ე – დამრგვალების ცდომილებაა. აქედან ჩანს კავშირი 

ამოცანის ამოხსნის § სიზუსტეს, განტოლებათა M რაოდენობასა 

და მოცემული კომპიუტერისათვის ნიშნად ციფრთა რაოდენობას 
შორის, რადგან §)M? 8. 

3. ფაქტორიზაციის მეთოდის სხვა ვარიანტები. 
ზემოთ განხილულ ფაქტორიზაციის მეთოდს (8)X10), რომელშიც X; 

განისაზღვრება მიმდევრობით მარჯვნიდან მარცხნივ, მარჯვენა 
ფაქტორიბაცია ეწოდება. ანალოგიურად დაიწერება მარცხენა 
ფაქტორიზაციის ფორმულები. 

(ლ. . 
6, -–იფ 1=V –-1,M -2,...,2,I, 6კ =8.; (13) 

– ხ, ,6/I · 

(+«–) -/. ' 
7, _ ხი. =M-1,M –2,...,2,ს შიკ =IMა; (14) 

C, – ხ,5,.) 

თო LI + 2,1 
XV) = 6+IV + 9. 1=0,1,..,M-I, X- = · (15) 

1-6)8, 

მართლაც, თუ დავუშვებთ, რომ V,,,= 6,,XV,+ ო, (I-დან გამოვ- 
რიცხვათ V,)“ს, მივიღებთ: 

– წ=მV ,+(66, ე – 6ე)V, + ხუცი 

ანუ 
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მ, V + ჩ +ხ,5 
LI 

0, – ხ,5, 0, – ხ,5- 
V»=5X + 8, ფორმულასთან შედარების შედეგად მივილებთ ()3) 

ღა (14-ს. Xე მნიშვნელობას ვპოულობთ პირობიდან Vე = #,V, + L, 

და ფორმულიდან Vე = 6,V, + მყ. 

CC“ ხ,6.,)I > IC, I Iხ,II6.,)I - 18; + |ხ, · (1 - Iნ,,I1X. 

I = 6,>,I> L- I6I |თ,| 

უტოლობებიდან ჩანს, რომ ())) პირობა უზრუნველყოფს მარ- 

ცხენა ფაქტორიზაციის ფორმულების გამოყენების შესაძლებლობას 

და მათ გამოთვლით მდგრადობას, რადგანაც ICI < I (1 = 1.2,...,M), 

მარჯვენა და მარცხენა ფაქტორიზაციების კომბინაცია იძლევა 

შემხვედრი ფაქტორიზაციის მეთოდს. ამ მეთოდში 0 <1 <I-+I 

არეში (8), (90) ფორმულებით გამოითვლება ფაქტორიზაციის კოე- 
ფიციენტები C,, 8,, ხოლო 1ე <1< M არეში (13), (14) ფორმულებით 

მოიძებნება §,; და უო, როცა 1 = 1ე, ხდება (10) და (15) ფორმის ამოხ- 

სნების შეუღლება. 

V. =C, IM, +8,,+ V,+I“ 5+IV I + I,,+| ფორმულებიდან 

ვპოულობთ 

–V, = 

_ სჩ. ,+თ.შ., 

” 1– C,+I6I.+I 

ამ ფორმულას აზრი აქეს, რადგან I5,.+II ან Iთ,.+)I სიდიდეთაგან 

ერთი მაინც (II-ის ძალით ნაკლებია ერთზე და მაშასადამე, 

I-– თ, |“ 6,,-| >0. ვიცით რა V, , (10) ფორმულით შეიძლება ვი- 

პოვოთ ყველა V,, როცა | < 1; ხოლო (15) ფორმულით – ყველა V. 

როცა 1> ი. გამოთვლები 1 > % და L< 1-სათვის წარმოებს ავტო- 

ნწომიურად (ადგილი აქეს გამოთვლების გაპარალელებას). შემხ- 

ეედრი ფაქტორიზაციის მეთოღი განსაკუთრებით ხელსაყრელია, 
თუ, მაგალითად, საჭიროა V,-ის პოვნა მხოლოდ ერთ 1 =Lე კვან- 

ძში. 
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§4. სხვაობიანი განტოლებები, როგორც 

ოპერატორული განტოლებები 

1. წრფივი სივრცე. განეიხილოთ სიმრავლე LI: X, V, 7,..., 
ელემენტებისა, რომელთა შესახებ ცნობილია, რომ ნებისმიერ წყ- 
ვილს X და V-ს, II-დან რაიმე სახით ეთანადება მესამე ელემენტი 

7 C II, რომელსაც მათი ჯამი ეწოღება და აღინიშნება 72=X + V, 

ყოველ X 6C LI ელემენტსა და ყოველ # რიცხვს ეთანადება ს C II 

ელემენტი, რომელსაც ეწოდება X-ის # რიცხვზე ნამრავლი და აღი- 

ნიშნება სხ = 7+-X. 
LI სიმრავლეს ეწოდება წრფივი სივრცე, თუ შეკრებისა და 

რიცხეზე გამრავლების ოპერაციები, განსაზღვრული მისი X, V, ,... 

ელემენტებისათევის, შემდეგ აქსიომებს აკმაყოფილებს: 

1) X+V=V +X ნებისმიერი X, V-სათვის II-დან (შეკრების კო- 
მუტატიურობა); 

2) (X+»V)+2=X+(V+72) ნებისმიერი X, V, 2-სთეის II-დან 
(შეკრების ასოციურობა); 

3) არსებობს ელემენტი „ნული“, რომელიც აღინიშნება 0-თი, 

ისეთი, რომ X + C) = X ნებისმიერი X-სათეის II-დან; 

4) ნებისმიერი X C LI ელემენტისათვის არსებობს საპირისპი- 

რო ელემენტი (– X), ისეთი, რომ X + (– X) = 0; 

5) 1 ·X=X, 

6) (7.LL)X = #(LIX) (გამრავლების ასოციურობა); 

7) X(X + V) = #-X + XV; (# + LL)X = 7.X + IIX (გამრავლების დის- 

ტრიბუტიულობა შეკრების მიმართ), სადაც »# და LL – ნებისმიერი 

რიცხვებია. 

წრფივ სიერცეს ეწოდება კომპლექსური, თუ მისი ელემენტე- 
ბისათვის განსაზღვრულია გამრავლება კომპლექსურ რიცხეებზე, 
და ნამდვილი, თუ განსაზღვრულია მხოლოდ ნამდვილ რიცხვებზე 
გამრაელება. 

  

იხ., მაგალითად, MIIVხM8 8. #., I103X9%L 9. I., VIII 6IIმM მუI86ლმ, 

LIXVI9, M., 1974 

ქი



LI წრფივი სივრცის X,V,7,... ელემენტებს ვექტორები ეწოდება. 

X ს X)-სXკ ქექტორებს წრფივად დამოუკიდებელი ეწოდება, 

თუ 

C,X, + CეXა+ ··· +C,კX,კ= 0 (ს 

ტოლობა მხოლოდ მაშინ არის შესაძლებელი, როცა C,= 6კ='“= 

=6ა= 0. თუკი მოიძებნება არაერთდროულად წულის ტოლი C,, C,, 

“ნს და ადგილი აქეს (1) ტოლობას, მაშინ X.,,....Xკ ვექტორებს 

წრფივაღ დამოკიდებული ეწოდება. LI წრფივი სივრცის წრფივად 

დამოუკიდებელ ვექტორთა მაქსიმალურ რიცხეს (თუ ასეთი არსე- 

ბობს) წ) სივრცის განმომილება ეწოდება. სივრცეს, რომლესაც 

წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა უსასრულო სიმრავლე გააჩ- 
ნია, უსასრულო განზომილებიანი ეწოდება. 

LL სივრცეს ეწოდება ნორმირებული, თუ ყველა X C LI ელე- 

მენტისათვის განსაზღვრულია ნამდვილი რიცხვი IIXII, რომელსაც 

ნორმა ეწოდება და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

I IIXII > 0, როცა X > 0; IIXII = 0, თუ X=0; 

2) IX+ XII < IXI+ IIVI (სამკუთხედის უტოლობა); 
3) |ICXII = ICI · IIXII, სადაც C რიცხვია. ! 
ევკლიღური (შესაბამისად, უნიტარული) სივრცე ეწოდება სას- 

რულგანზომილებიან ნამდვილ წრფიე LI სიერცეს (შესაბამისად, 

სასრულგანზომილებიან კომპლექსურ წრფივ LI სიერცეს), რომელ- 

შიც ვექტორთა ყოველ X», V წყვილს ეთანადება ნამდვილი (სკალა- 

რული) რიცხვი (LX, V), რომელსაც ამ ვექტორების სკალარული ნამ- 

რავლი ეწოდება და ამასთან ერთად, სრულდება პირობები; 
ევკლიდური სიერცის შემთხვევაში: 

1) (X, ») = CV, X) (სიმეტრიულობა); 
2) (X, + X.; V) = (X,, V) + (X, V») (დისტრიბუციულობა); 
3) (7X, V) = X(X, »–) (ერთგვაროენება), სადაც # – ნებისმიერი 

ნამდვილი რიცხვია; 

4) თუ X # 0, მაშინ (X, X) > 0. 

უნიტარული სიერცის შემთხეევაში:



1) (X,X) =(X,X) ; · 
2) C, + X, V) = (X, V) + (X., V): 

3) (2.X, V) = X(X, V) ნებისმიერი კომპლექსური 7. რიცხვისათეის; 

4) თუ X# 0, მაშინ (X, X) > 0. 

შეენიშნოთ, რომ შემოტანილი სკალარული ნამრავლი LC», V) 

M- ში ქმნის ნორმას 

IIXII= +V/(CX,X) (2) 
სამართლიანია კოში-ბუნიაკოვსკის უტოლობა 

IC2 XV)? < (X, X) · C, V) (3) 

რომელიც (2)-ის გათვალისწინებით შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი 

სახით 

· LX, X)I < IIXII · IIVII. 

2. წრფივი ოპერატორები სასრულგანზომილები- 
ან სივრცეებში. ვთქვათ, LI არის სასრულგანზომილებიანი 
წრფივი სიერცე (X, –) სკალარული ნამრავლით. აღენიშნოთ IX-თი 

L-ის რაღაც ქვესივრცე. თუ ყოველ X C L) ვექტორს განსაზღვრუ- 

ი წესით ეთადანდება V = #X ვექტორი §I-დან, მაშინ ამბობენ, 

რომ LI-ში მოცემულია # ოპერატორი. L C LI სიმრავლეს ეწოდე- 

ბა # ოპერატორის განსაზღვრის არე და აღინიშნება ILIX/#). ყველა 

» = #X, X C IX#) სახის ვექტორთა სიმრავლეს ეწოდება #ტ ოპე- 

რატორის მნიშვნელობათა არე და აღინიშნება ILC#4). თუ IX/) = 

=1I, მაშინ ამბობენ, რომ # ოპერატორი მოცემულია ILI-ზე. 

# ოპერატორს ეწოდება წრფივი, თუ ის ა) ადიტიურია, ე. ი. 
#(X, + X,) = ტ.X, + #X, ნებისმიერი X,, X,-სთვის LI-დან; ბ) ერთგვა- 

როვანია, ე. ი. #(CX) = C4X ნებისმიერი X C II-სა და ნებისმიერი C 

რიცხვისათვის. ა) და ბ) მოთხოენა ეკვივალენტურია პირობისა 

#.(C,X, + C.X,) = C,00X, + C:0X, ნებისმიერი X,, X--სათვის II-დან და 

ნებისმიერი C, და C. რიცხვებისათვის. 

წრფივ ოპერატორს ეწოდება შემოსაზღვრული, თუ არსებობს 

ისეთი M > 0 მუდმივი, რომ 
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I/ტXII < MIIXII ნებისმიერი X-სათეის II-დან. (4) 

ასეთი M რიცხეების ზუსტ ქვედა ზღვარს #ტ ოპერატორის ნორმა 

ეწოღება და აღინიშნება ||#II. ცხადია, რომ 

I4II < II "I · IIXII. (5) 
ჩეენ ყოველთვის განვისილავთ შემოსაზღვრულ წრფივ # ოპ- 

ერატორებს, მოცემულს LI-ზე LC4) C წ მნიშენელობათა არით. 

ასეთი #4 ოპერატორი გადასახაეს II-ს ILL-ში, რაც ჩაიწერება შემ- 

დეგი სახით # : LI –> IL 

სასრულგახზომილებიან სივრცეში ნებისმიერი წრფივი ოპე- 

რატორი შემოსაზღვრულია. 

თუ ყოველ X-ს ”I-დან შეესაბამება მხოლოდ ერთი X C LI ვექ- 
ტორი, რომლისთვისაც #X =V, მაშინ ამ შესაბამისობით განისაზ- 

ღვრება ოპერატორი #ტ“!, რომელსაც შებრუნებული ეწოდება: 

ტე) 3 I ტ.! შებრუნებული ოპერატორის გახსაზღვრიდან გა- 

მომდინარეობს, რომ 

#X#X)=X, #(#”V/) = XV 
ნებისმიერი X, V-სათვის II-დან. · 

L> ოპერატორს, რომელიც მოქმედებს LX = #(8X) წესის მიხ- 

ედეით, # და 8 ოპერატორების ნამრავლი ეწოდება და ასე აღი- 

ნიშნება: ს = #8. C ოპერატორს ეწოდება ერთეულოვანი (იგივუ- 

რი), თუ LX = X ყველა X-სათვის II-დან. თუ არსებობს ტ#“!, მაშინ 

ტიტ“ = # I) = ნ. ი და 8 ოპერატორებს გადაადგილებადი ეწო- 

დებათ, თუ #48 =8ტ. 

ცხადია, ტ-! წრფივი ოპერატორია, თუ წრფივია # ოპერატო- 

რი. ადგილი აქვს შემდეგ დებულებას: 

იმისათვის, რომ # : II –> IL წრფივ ოპერატორს გააჩნდეს შე- 

ბრუნებული, აუცილებელი და საკმარისია, რომ #X = 0 განხტოლე- 
ბას გააჩნდეს ერთაღერთი X = 0 ამოხსნა. 

ტ':I- II ოპერატორს ეწოდება # : II –> II ოპერატორის 

შეუღლებული, თუ 
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(4X, V) = (X, #'V), ნებისმიერი X, V6C LI. 

4) ოპერატორი თვითშეულლებულია (სიმეტრიულია), თუ # = ტ” 

(ან (#X, ») = (X, 4V) ნებისმიერი X, V-სათვის II-დან) # წრფიე 

ოპერატორს ვუწოდოთ დადებითი, თუ (/%ჭ», X) > 0 (X C II; X « 0); 

დადებითად განსაზღვრული, თუ (/ჰX, X) > 8IIXII2, (X C LI), სადაც 

8>0 – რიცსვია; არაუარყოფითი, თუ (/4X, X) > 0, (X C II). ნების- 

მიერი ტ ოპერატორი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ჯამის სახით): 

ტ. = #ტე+ # ა, #ე =2(0+49, #, =2(4-4'), 

სადაც #ი = ტრე – თეითშეუღლებული ოპერატორია, #, =-#, – 

ირიბსიმეტრიული ოპერატორია, რომლისთვისაც ნამდეილ სივრ- 

ცეში სრულდება (#,X, X) = – (X, #,X) = – (#,X, X) და, მაშასადამე. 

(ტ4,X, X) = 0. ამიტომ, ნებისმიერი 4ტ ოპერატისათვის ნამდვილ LI 

სივრცეში აღგილი აქვს ტოლობას 

| (4 X, X) = (/#ეX, X) ნებისმიერი X 6 LI (6) 

ჩვენ ეისარგებლებთ ოპერატორული უტოლობებით!: 

#. > 0, თუ (4#X, X) > 0, ყოველი X-სათვის, X C LI. 

# > 0, თუ (#X, X) > 0, ყოველი X-სთეის, X C LMI,X #0; (7) 

#4 > 66, თუ (/#X, X) > 6IIXII?, ყოველი X-სთვის, X C II, 

სადაც ს – ერთეულოვანი ოპერატორია. 

უტოლობა 

8>Vთ#4 

ნიშნავს, რომ სრულდება პირობა 8 – თ/ > 0, ე. ი. (8– თ/4)X, X)> 

> 0 (ყველა X-სათვის, X C LI). 

თუ # # ტრ" ნამდვილ სივრცეში, მაშინ უტოლობა იძ > 0 C4> 0) 

ეკვივალენტურია უტოლობის #ე·გ> 0 C(%ე> 0), რაც გამომდინარე- 

ობს (6X--დან. 

ვთქვათ, ტი დადებითი ოპერატორია, მაშინ არსებობს შებრუ- 

ხებული ოპერატორი #“!: II –> II, ამასთან #-1> 0, თუ # > 0 და 
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(ტ“!)= #“!, თუ ტ#'= #. მართლაც, 4“! ოპერატორი არსებობს, 

თუ #4X =0 განტოლებას მსოლოდ ტრივიალური ამოხსნა გააჩნია. 

დავუშვათ, #X=0 როცა X#0; მაშინ 0 = (#X, X), როცა X#0, 
რაც ეწინააღმდეგება პირობას, # > 0 ან (#X», X) > 0, როცა X # 0. 

ამგვარად, თუ # > 0, მაშინ #X = V განტოლებას გააჩნია ერთადე- 

რთი ამოხსნა. 

3. წრფივი ოპერატორის საკუთრივი მნიშვნელო- 
ბანი. ვთქვათ, # თვითშეულლებული ოპერატორია M-განზომი- 

ლებიან სიერცეში II, ( , ) სკლარული ნამრავლით. განვიხილოთ 

ამოცანა # ოპერატორის საკუთრივ მნიშვნელობებზე: უნდა ფიპო- 

ვოთ # პარამეტრის ისეთი მნიშვნელობები (საკუთრივი მნიშვნე- 

ლობები), რომელთათვისაც ერთგვაროვან განტოლებას 

#6 = 2.6. (8) 
არატრივიალური ამოხსნა (საკუთრივი ვექტორები) გააჩნია. მოვი- 
ყვანოთ წრფივი ალგებრიდან ძირითადი ფაქტები საკუთრივ მნიშ- 
ვნელობათა ამოცანაზე. 

ს # თვითშეუღლებულ ოპერატორს გააჩნია M ორთონორმი- 

რებული საკუთრივი.ვექტორი ხს ეა. ნი! 

1 5=X 
(ნცხო)=მყე, მთ -| | (9) 

0, 5 #1. 

2) შესაბამისი საკუთრივი მნიშვნელობები ნამდვილია და შე- 
იძლება მათი აბსოლუტური მნიშვნელობების ზრდის მისედვით და- 
ლაგება: 

0 < IXII < I#.I< ·'· < I7უკI. · (10) 

3) თუ # დადებითი ოპერატორია, მაშინ ყეელა საკუთრივი 

რიცხვი (#,) დადებითია: 

0 <7, <2,<·- <7. (1) 

მართლაც, X,= (#6,,წ,)/I-,I?= (46, 6) > 0, რადგან 6,» 0. 
4) ნებისმიერი X C LL ვექტორი შეიძლება გავშალოთ /# = ტ“' 

ოპერატორის საკუთრივი ვექტორების მიხედვით: 
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M 

X= 2,0 6, 06, =(X,6.), (12) 
L=>! 

ამასთან, სამართლიანია პარსევალის ტოლობა: 
V 

IXI= 2.%. 03) 
#=I 

მართლაც, (6,) სისტემის ორთონორმირებულობის (9) პირობის 

ძალით გვაქეს: 

M M MM M 

IMI” =(X,X) = (29. 296 | =2,2,96-(6.,6.)= 
X=I | 33) M=1 M”=1 

M MM M 

= 2. 2ენფანყი = 2,- · 

L=1 M'=I L=) 

5) თუ # = #' > 0, მაშინ #X = წ განტოლების ამოხსნა შეიძლე- 
ბა წარმოვიდგინოთ ასეთი სახით 

# "” M=1 XV 

სადაც 1,= (ჩ 6.) – ჯ ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტებია. ვისარგებ- 

ლოთ გამოსახულებით 

# # 

X= 2,-.5V 1= 2,ჩ6. 
L=1 L=I 

და დავწეროთ 

M 

0=4ტX-1= 2, (XV. – ჩ.)6, 
L'=I 

გავამრავლოთ ეს ტოლობა სკალარულად 6,-ზე, თუ გავითვალის- 

წინებთ, რომ (6,6) = ბ, ; ვიპოვით 0 =7#)0, – ჩ/, ე. ი. C, = + · 
+ 
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6) თეით'შეუღლებული # ოპერატორის ნორმა მისი მოდულით 

უღიდესი საკუთრივი რიცხვის ტოლია: 

#.)I= წემXIXII=IXჯI. 15 I#)= უბXIXI=XI 05 
მართლაც, ვისარგებლებთ! რა (12)-ით, მივიღებთ 

VM M 

#ტX = 2,6.%6, = 2,X.თ6L 
L=I L=I 

ღა (10) და (13+-ის ძალით გვექნება 

I ტXI -2 0 < ა2ძ = MაIIXII, 

ე. ი. II/MII < IX. ეს შეფასება მიიღწევა. მართლაც, როცა X= ხს 

გვაქვს |I#XI> = |I45:I“ = შან: = I/ვე“, რადგანაც II6XII2= 1. აქე- 
დან გამომდინარეობს, რომ II/#II = |75.I. 

7) თუ # = #”, მაშინ 

II#II= 5ს0I(/#X, X)| (16) 
IXI=1 

8) თუ # = #.' > 0, მაშინ #,C < #ტ < 7კC ან 

7.,IIXII? < (#4 X,X) < X)IIXII2, X>0,X CI. (17) 

9) თუ # ოპერატორი დადებითია, მაშინ იგი დადებითად გახ- 

საზღვრულიცაა, ე. ი. არსებობს ისეთი მუდმივი 0 >0, რომ 4>0 

პირობიდან გამომღინხარეობს უტოლობა # < 6. თვითშეუღლებუ- 

ლი ოპერატორისათვის ეს თვისება (8) თვისებიდან გამომდისარე- 
ობს. 

ზოგაღ შემთხვევაში # წარმოვადგინოთ ჯამის სასით /# = 

= ტა+ ტ,, საღაც #ა = #0 >0, #, =-#4ტ) ირიბსიმეტრიული ოპჰე- 

რატორია. რაღგან (#.X, X) = 0, ამიტომ (#სX, X) = (#ა:X, X) > 0. /#ა- 

სთვის ძალაშია 8) თვისება. თუ აღვნიშნავთ , = #.,C“-ა) =0>0, 

მივიღებთ (/#X. X) = (#X, X) > ბIIXII?2 ყველა X-სათვის II-დან. 
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I0) თუ არსებობს C0“!, მაშინ ოპერატორული უტოლობები 

C>0, CXCC>0 (18) 

ეკვივალენტურია. ეს გამომდინარეობს იგივეობიდან 

(C”CC0», X) = (CCX, CX) = (CV, V), 

სადაც X» = CX, X = C” IV. 
11) ვთქვათ #, და #.ე თვითშეუღლებული, დადებითი და გადა- 

ადგილებადი ოპერატორებია II-ში: 

ბ,=0ტ6,>0, #ე =#:>0 ტ#,ირე =#ეტ. (19 

მაშინ ოპერატორებს #,, #., მათ ჯამს #, + #, და ნამრაელს 

#ეMე გააჩნიათ საკუთრივ ფუნქციათა საერთო სისტემა (6): 

ტ,5, =X0ხ,, რ#ე6,=7X:%,, 

X(/, + #.) = 7-C4.,) + 7-C#.), 

7.-C4., 4.) = 2.4 ,)2.C4.). 

12) თუ # = ტ“> 0, მაშინ #“! = (4“!)' > 0 ოპერატორი აგრეთ- 
ეე თეითშეუღებულია, გააჩნია იგივე საკუთრივი ვექტორები, რაც 

# ოპერატორს, და საკუთრივი მნიშვნელობები 7(/4“!) = 1/7.C4.). 

მართლაც, #6,=7ე6, ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

L.= ჯ»,ტ 6 ე. ი. (4 “!)6, = (I/#ე)6§. აქედან ვასკვნით, რომ უტო- 

ლობები #,C< #< 7 ნ, და (1/M»I))C< ტ“!< (1/#,)ც ეკვივალენტურია. 

4. განზოგადოებული ამოცანა საკუთრივ მნიშ- 

ვნელობებზე. ეთქვათ, მოცემულია თვითშეუღლებული დადები- 
თი 8 ოპერატორი. შემოვიღოთ ახალი სკალარული ნამრავლი 

(X, V)გ= (8X, V) და ნორმა IIVII8 = V(8»X, V) · 

LI სივრცეს (X, ”–)კ სკალარულ ნამრავლთან ერთად ეწოდება 

ენერგეტიკული სივრცე და აღინიშნება LIკ-თი. 

განეიხილოი) საკუთრივ მნიშვნელობებზე განზოგადოებული 

ამოცანა, რომელიც მდგომარეობს განტოლების 
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/#.V = LI8V, V#X0 (20) 

არატრივიალური V ამონახსნების პოვნაში, სადაც # – თვითშე- 

უღლებული, დადებითი ოპერატორია. 

ეთქვათ. # და 8 ოპერატორები წარმოიდგინება შესაბამისად 

შემღეგი მატრიცებით # = (მ,), 8 = (ხ,) ((%I = 1,2,...,M). (20) ოპე- 

რატორული განტოლება შეიძლება ჩაიწეროს ალგებრულ განტო- 

ლებათა სისტემის სახით 

ჯ M ა – 
2,2ეVა =ს2,ხეV”, 1= 1,2,...,M, 

)5I )=I 

საღაც VII), VI – V ვექტორების კომპონენტებია. საკუთრივი 

მნიშვნელობების განსაზღვრისათვის მივილებთ M-ური ხარისხის 

ალგებრულ განტოლებას 

ძიL2, – L)ხ,) = 9. (21) 

(2მ) ამოცანისათვის სამართლიანია თვისებები, რომლებიც 
ახალოგიურია საკუთრიე მნიშვნელობებზე ჩვეულებრივი ამოცა- 

ნის თვისებებისა, კერძოდ: არსებობს M ცალი (X, V8 სკლარული 

ნამრაელის აზრით ორთონორმირებული საკუთრივი ვექტორი 

(V, V,)8= 9), IL, Iი = 1,2,...,M, (22) 

რომელთაც შეესაბამებათ საკუთრივი მნიშვნელობები 

0<ს,<.-<IL) (23) 

მესამე პუნქტის ანალოგიურად გვექნება 

M M 

X= 2,0,V,, C, =(X,V,-)ვ,. IXI2= 2.0 (4) 
(34 1:=1 

სამართლიანია ოპერატორული უტოლობები; 

L,3 <= # < 18, (25) 

ამასთან, LL, – #ტ ოპერატორის ნორმაა IL.-ში. ეს ნიშნავს, რომ 

II/MXIIც < III IIXIIც. 
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მენიშვნა. უტოლობები 

7,8 < #4 <48, 7,> 9, (26) 

7; < Lს, < 7, L = 1,2....,M, (27) 

ექვივალენტურია მართლაც, გავშალოთ ნებისმიერი ვექტორი 
M M 

Xჯ= 2,V, · ვიპოვოთ (#4 –V8)X = 2% (LL –7)8V, და სკალა- 
L=I L=1 

რული ხამრაელი 

M M 

((# –78)X,X) = 2,CL (IM, – 7X8V,,VL)=2 CM, –7XL, 
M=I V=1 

სადაც / ერთ-ერთია 7, და წ რიცხვებიდან. თუ დავუშვებთ X = V,, 

ვიპოეით ((#ტ – 78)V,, V,) = Lს,– 7. ვთქვათ, ჯ7- / და სრულდება 

პირობა # <7.ე8; მაშინ LL, < /;. სამართლიანია შებრუნებული დე- 

ბულებაც, ანალოგიურად ჩატარდება მსჯელობა, როცა 7 =7,. 

5. ბადური ფუნქციების წრფივი სივრცეები. სხვა- 

ობიანი ოპერატორები. შემდეგში ჩვენ განეიხილავთ ფუნქ- 

ციებს, რომლებიც მოცემულია ბადეზე მთელრილფცხვა კვანძებით»: 

თ,,= (1: 1 = 0,1,...,M/). 

თუ 0<X<I მონაკვეთზე შემოვიღებთ კვანძებს X,= IL, 

ჩ=1/M (:=0,1,...,M), მივიღებთ თანაბარ ბადეს ხ ბიჯით, რო- 

გორც X,=10 კვანძების ერთობლიობას მთელრიცხვა ინდექსებით: 

თ, = (LX, = Iჩ: 1 = 0,1,...,M; ჩნ = 1/M). 

ერთი ბადიდან მეორეზე გადასელა ცხადია და შემდეგში ჩეენ ხში- 

რად არ განეასხეავებთ მათ. 

0...,= (V, 1 = 0,1,...,M)-თი აღვნიშნოთ თკ ბადეზე მოცემული 

90 

ბადური ფუნქციების სიერცე, ხოლო §)X+I = წV;, 1 = 0,1,....M; Vე = 0, 

Vს =0) -თი – ისეთი ბადური ფუნქციების ქვესივრცე, რომლებიც 
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C0,-ზეა მოცემული და ნულდება Cთ,, ბადის სასაზღვრო კვანძებში: 

ი 90 ი 

X6= V”ა= 0 ფუნქციებს §ჩX+I -დან აღვნიშნაეთ ასე: X»CI) = XV, · 

განვიხილოთ უმარტივესი სხვაობიანი ოპერატორების მაგა- 
ლითები. # მარჯვენა სხვაობიანი ოპერატორისათეის გვექნება 

რა» =V,,-V. 1=0,1,..,)M –- 1 

განსაზღვრის არეა C§),,,,, მნიშვნელობათა არე – M-განზომილები- 

ანი (აჯ = (V,, 1=0,1,...,IM –1ჯ სივრცე. 

V მარცხენა სსვაობიანი ოპერატორისათვის გვექნება: 

VV, = XV, – V,,, 1 = 1,2,...,M; 

განსაზღერის არეს წარმოადგენს «2,,,, მნიშვნელობათა არეს – 

() =1V,,1=1,2,...,MI სივრცე. 

ფორმულიდან 

ტ“V, , = 4(0ა/, ,) = ი(VX,) = XV, – 2V,+ XV, 
ჩანს, რომ მეორე რიგის სხვაობიანი ოპერატორი განსაზღვრულია 
V, 1= 1,2,...,M – 1, ბადური ფუნქციებისათვის, ე, ი. ასახავს (იო 

C). ,= (V, 1 = 1,2,...,MX – 1ჯ სივრცეში. იგივე თვისება გააჩნია # 

სხეაობიან ოპერატორს: 

#ა,= ხ/,, – 6V, 1 მ, , = ხ,4(V-X,) – (ხ, – მ,XVIV,) – CC, – მ, – ხ,)V, 
1= 1,2,...,M – 1, 

ე. 0. #V; C §2., ), თუ V,; C §2,,, ან, შემოკლებულ ჩანაწერში, 

#: 6), -> ქა. 
განვიხილოთ სხვაობიანი სასაზღვრო ამოცანა 

/#აV,= – §, 1= 1,2,...,M – 1, Vე= IL, Vჯ= LL (28) 

და ჩავწეროთ იგი მატრიცული სახით): 

#V = დ, (29) 
სადაც დ=(ჩ+მ,M, ჩ, ჩა.» ს. , +ხკ ეს) – ცნობილი, V = 

=CV, XV ··» Vა» VII) – უცნობი ვექტორებია განზომილებით 
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M-1, # არის (M - 1) X C.1) ზომის კვაღრატული სამდიაგონა- 

ლური მატრიცა: 

-0 ხხ, 0 

მე <–Cკ ხა. 0 
# = · 

0 ·-- 0 მყ, –0», 
(28) და (29)-ის შედარებიდან ჩანს, რომ 

/#ა/, =-Cდ,, 1=1,2,...,M –1, 

ა, = –CV +ხ,V, დ, =1, +მ,L, 

#/ = #V, თ.=ჩ, 1=2,ვ,...,M-–2, 
(28!) 

#Mს-ე = 8ა-IVM-2 – ნს IVს- ს თ») = ჩა.) + ხა. 

M# სხვაობიანი ოპერატორი ასახავს (2. -ს (2). ._,-ში. ძნელი არ 

= ი 
არის შევნიშნოთ, რომ #"V; = #LV; . (28 +-ის მაგივრად გვექნება: 

9 

: #V =-Cთ,, 1=12,...,M -1. 

განვიხილოთ! (29) მატრიცის შესაბამისი # ოპერატორი. ამას- 

თან ვიგულისხმოთ, რომ 

– 0 

#.V; = – MX, =-#V,, 1=1,2,....M –-1, 

მაშინ სხვაობიანი სასაზღვრო (28) ამოცანის მაგივრად მივიღებთ 
ოპერატორულ განტოლებას 

ტა = Cდ, 
სადაც # : (2) > C)._, დ 6 6-2) ე. ი. ტ ოპერატორი მოქმედებს 

().._,-დან (2) ,-ში. ცსაღია, 4 წრფივი ოპერატორია. შევნიშნოთ. რომ 

0 

შეიძლება ჩავთვალოთ (თუ გავითვალისწინებთ, რომ #V = –/#V), 

9 

რომ # ასახვას §X+I -ს C2_,-ში. 
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LI = 6), სივრცეში შეიძლება შემოვიღოთ სკალარული ნამ- 

რავლი 

თო=12 ა ; 

IXVI= V/CVX)· 
თუ განიხილება მეორე (დ, = #.= 1) ან მესამე (დ, # 0, #.# 0) 

სასაზღვრო ამოცანა (იხ. (1), §3), მაშინ # მატრიცა არის (M + 1) X 

X (M+ 1) ზომის კვადრატული მატრიცა და # ოპერატორი განი- 

საზღერება შემდეგნაირად: 

#V,= – MX, = – (ხე – ბ:/+ მ», ,), 1 = 1,2,...,M – 1, 

#V-= - (ჯVX, - Vი)» ტVკ= – (Vვყ– %:V 1), 

ამ შემთხვევაში #/ტ ოპერატორი ასახავს ბადური ფუნქციების 

II= C., სივრცეს თავის თავში: # : II –> წ). 
შემდეგში ჩვენ განვიხილავთ პირველ სასაზღვრო ამოცანას 

მეორე რიგის სხვაობიანი განტოლებისათვის; ამ შემთსვევაში, 

როგორც ზემოთ იყო ნაჩეენები, LI = (2). 

და ნორმა 

6. გრინის სხსვეაობიანი ფორმულები. განვიხილოთ 

სხვაობიანი ოპერატორი: 

LV. = ხ.V,, – CV, + მ»; ს 1 = 1,..,M – 1, (30) 

თუ ხ,# მ,.,, მაშინ შესაბამისი მატრიცა სიმეტრიული არ არის. 

იგი სიმეტრიულია მხოლოდ როცა 

ხ.=8, 
' 1+1? 1 = 1,2,...,IM – 1 (C1)) 

შემთხვევაში. უკანასკნელი პირობის გათვალისწინებით გადავწე- 
როთ შემდეგი სახით: 

LM,= 8,,,V,| – CV,+ მა, = მ. (V – V,) – 8,0, – XV.) – 

–(ფ-მ,- მ), = მ,,,VV,, – მ,7VX# – (6,– მ, – 2,,,XV, = (32) 

= %(1,VV,) – (C,– მ, – მ,ე)V,; 
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დავყოთ (0,1) მონაკვეთი X, წერტილებით M ტოლ ნაწილად, და- 

ვუშვათ, რომ V(CX,) = V;= VCI) და შემოვიღოთ აღნიშენები, რომლე- 

ბითაც შემდეგში ყველგან ვისარგებლებთ: 

1. , · 
) =-7V X, =1ჩ, I(=0,1,...,M, Xი =0, X» =1, 

ტს, VII –V», VV, V, –V,- ! 
(ლ. “= --_ 33 V;., ჩ ხ ს ი ( ) 

=V (35-=VX- -=2V +V I) _ 4(VV) · 
V>+ = Vჯ„(I) = 2 ' 2 

გავყოთ (32) გამოსახულება ჩ“-ზე. მივიღებთ სხვაობიან ოპერა- 

ტორს 

ჩზ/ = (მVჯ),; – 9,); , 

; ცი == 56-46 - ბ 1=1..M-I 
§1-ში მიღებული იყო ნაწილობითი აჯამვის ფორმულა 

M-I M 

2,V,4V, = – 2,V,VV, + CIV) – (VVX· (35) 
190 1=1 

თუ ვისარგებლებთ (33) აღნიშენით, მას გადავწერთ შემდეგი სა- 

ხით 

X-I M 
2. –-2,ასახ+CVX – (VVX, (36) 

რადგანაც +. V,0V, = ა» C რის, =9 „ა ან მასალის შემდგო- 
1=0 1=0 I=0 

მი გადმოცემისათვის უფრო ხელსაყრელია, რომ (36-ის მარცხენა 

ნაწილში მოვახდინოთ 1 = 1-დან 1 =M – 1I-მდე აჯამვა; ეს მოგ- 
ვცემს ფორმულას: 
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ა ხახ--2» V§,ნ +(VV)ყ – '/1/) (37) 

1=1 

ჩავსვათ აქ V, = მ,2ჯ, : მივიღებთ 

X-I V 

2, (27, ბსკჩ= - 2,8, XV 2იცს +(მV7ჯ)ჯ – Xი(მ2ჯ),. (38) 
1=I 1=| 

ეს გრინის პირველი სხეაობიანი ფორმულაა. შევუცვალოთ V-ს და 

7-ს ადგილები: 

X-I »# 

2,7 (მX)„ 1) = – 2,872, V-ხ +(მVჯ7)ჯ – 720(მVჯ)- (38) 
' 1=1 

თუ გამოეაკლებთ (38”)-ს (38)-დან მივიღებთ გრინის მეორე სხვაო- 

ბიან ფორმულას: 

ბა (მ7> სას=2.5 (მVჯ;),.,ი +მა(V2; – 2Vჯ)ა – (3» 

(=I 

–ცარ>.), – 7ი(მXV§)1)- 

თუ სრულდება პირობები 

V0= 7.= 90, Vჯ= 2ჯ= 0, (40 

ა ი 0 

ე ი. V=V. 7= 7 6CC)X+I, მაშინ (39) ტოლობის მარჯვენა მხარეში 

ბოლო ორი შესა, სრები ნულის ტოლი ხდება და. 

2» (872) სხ=% დ), პაკი (4 

1=1 

#M-I 11) 

თუ (4)) იგივეობის ორივე მხრიდან გამოვაკლებთ 2-9, V, 7 ი 

1=1 

9 

ჯამს. მივიღებთ გრინის მეორე ფორმულას V, 2-სთვის C2X+I -დან: 
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IIი ი M-IV ი 
2,##42X 0 = 2,X#VX, (42) 
I=I I=I 

სხვაობიანი ოპერატორისათვის: 

0 9 9 9 9 

#V; =(მV>)., – ძ; ”», ყველა V -სათვის §პა+I -დან/ი (43) 

ეთქვათ, LI = §ჩ,_, – V, 1 = 1,2,...,M – 1, ბადური ფუნქციების 

სიერცეა სკალარული ნამრავლით 

M-I 

CV) = 2,XVV,მ 
I 

და ნორმით 

IIVII= -“V/CV,») · 
შემოეიტანოი! /# ოპერატორი: 

9 

#ტ»V=-#X)», XCII, (4) 
მამინ გრინის მეორე ფორმულა შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სა- 
ხით 

(V, #2) = (4V, 2). (45) 
ეს ფორმულა გამოსატაეს # ოპერატორს თვითშეუღლებულო- 

0 ი ი 

ბის თვისებას: #” = # და, მაშასადამე, /#” = #. 7=V -სთვის §პაX+I) - 

დან გრინის პირველი ფორმულა (38) გეაძლევს: 
M9M-106 9 »· 9 : 

– 2,V,(8Xჯ)„კხი = 2ემ,(Xჯ,) ი>0 (46) 

'=I 1=1 
ი 

როცა XV, #0,მ,>90. 
ი 090 

(რადგან Xა =V,ც =0, ამიტომ ნულთან ტოლობა შესაძლებელია 

0 

მხოლოდ V, =0 -სთვის (1 = 1,...,M – 1)), თუ გავითვალისწინებთ 

#, ოპერატორის განსაზღვრას, ვიჰოვით 
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V ხაფ) 

(4აჯ) = 3 8,(V>,)?ჩ+ 2,ძ,/ხ>0, მ,>0, ძ.>0. (47) 

ამგეარად, (43), (44) ფორმულებით განსაზღვრული # სხვაობი- 

ანი ოპერატორი თეითშეუღლებული და დადებითია: #ტ = #“ > 0, 
თუ 

2.> 0, ძ,> 0, | = 1.2,...,M –), გკ> 0. (48) 

7. მეორე რიგის სხვაობიანი ოპერატორის თვი- 
თშეუღლებულობის პირობა. ჩვენ დავრწმუნდით იმაში, 

რომ (31) პირობა საკმარისია (30) სხვაობიანი ოპერატორის თეით- 
9 

შეუღლებულობისათვის II =§ჩX„) სივრცეში, ვაჩვენოთ, რომ (31) 

პირობა აუცილებელია L-ის თვითშეულლებულობისათვის. 

წარმოვადგინოთ L ჯამის სახით: 

LX»,= L,X,+ LV» 
L,V,=8,.(V,.) + V,) – მ,CV,– V.,) – (ფ – მ, – ხ,X”, 

L.»,= (ხ,– 8... 

ოპერატორი LV, = ჩ?/#V, /MV, = (მVჯ)„; – ძ.V, როგორც წინა 

0 

პუნქტში იყო ნაჩვენები, თვითშეუღლებულია სიერცეში LI = Cპჯ.) 

M-I 
ან სიერცეში LI =§).._, სკლარალური ნამრავლით (V+,V) = 2,» %ნ. 

I=1 

ამიტომ შეიძლება დავწეროთ: 

1:99 01 09 
11 LV,» –- #1 LV = 

0 0V 9 ი 1 00 ი 1 ი 

=) /V,V –| V,MVI + 73 127»V – XII Lა V = 

= 2;:>C, –მგ,,IXV,„IV; +– V,V-ვI)ი. 
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იი 0 0 

აქედან ჩანს, რომ (LX.5) = (LX) ; ე. ი. L =L” მხოლოდ შემდე- 

გი პირობის დროს 

M-I 

2, –მ,.1XV,+IV; – V;V,,))ჩ = 90. (49) 
1=I 

V და V-ს ნებისმიერობის გამო შეიძლება ავილოთ 

XV; =9, ს , V, =9,, ; სადაც # – ნებისმიერი ფიქსირებული კვან- 

ძია (I-= 1,2,...,M – 1), 5, – ერონეკერის სიმბოლოა. მაშინ მივი- 

ღებთ V,.,V, – V,V,, = 0, და (49) პირობა მოგვცემს ხ, =8მ,..,. 

ამით (31) პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 
უნდა აღვნიშნოთ, რომ განტოლება 

LV,= –L (50) 
შეიძლება მივიყვანოთ სახეზე 

L», =##,VXV,) – ხა, =–6, (51) 
სადაც L – თვითშეულლებული ოპერატორია. მართლაც, გავამ- 
რაველოთ (59) განტოლების ორივე ნაწილი IL, # 0-ზე: 

LV, =L,8,V,-) – L,C,V, + ხ,LLV, = –LL 

და მოვითხოვოთ, რომ მიღებული განტოლებისათვის სრულდებო- 

დეს (31) პირობა, ე. ი. 

ხ,.), = (LLმ),,, = მ.) Lხ+| = ზა): ) L ; 

აქედან მივიღებთ LL, -( MI = "I I, / მჯ, და (51) განტო- 
1+I! X=I 

ლებას, რომელშიც 

#,= მ.ს, 0,= (6 – მ,– ხა), L,= Lსნ. 
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8. მეორე რიგის სსეაობიანი ოპერატორის სა- 

კუთრივი მნიშვნელობები. განვიხილოთ! სხვაობიანი ამოცა- 
სა საკუთრივ მნიშვსელობებზე: 

(მV)„კ –ძ IV, +7., =0, 1= 1, 2,.. სM – I, X- > V„ჯ= 0, (52) 

ან #V = XV, XV 6C §)2,, ,, სადაც 4 განისაბღვრება (44) ტოლობიი!. 

ოპერატორი თვითშეუღლებული და დადებითია, ამიტომ მას 

ეხება ყველაფერი, რაც მეოთხე პუნქტშია ნათქვამი. 

უმარტივესი შემთსეევისათვის მ,= 1, ძ.= 0 საკუთრივი მნიშ- 

ვხელობები და საკუთრივი ვექტორები შესაძლებელია ცსადი სა- 
ხით ვიპოვოი!. ამგვარად, საჭიროა ვიპოვოთ არატრივიალური 

ამოხსნა ერთგვაროვანი განტოლებისა სასაზღერო პირობებით 

V- +7.V; =0. 1= 1,2,...,M – 1, 9M = 1, Vე = 0, V,კ = 0, X; # 0 .(53) 

გადავწეროთ! (53) განტოლება სახით 

V,I – 2005თV, + V,_, = 0, 2005Cთ = 2 – 2.ჩ?2, (54) 

ამ გახტოლების ზოგად ამოხსნას აქვს სახე 

V,= C,005 ICთ + Cკ51ი IC. (55) 

მოვითხოვოთ. X#-= C, = 0, Vკ= C.51ი MX =0 სასაზღვრო პირობე- 

ბის შესრულება. რადგან ვეძებთ არატრივიალურ ამოხსნას, ამი- 

ტომ C,X 0 და 5IიMთ =0 ე. ი. Mთ = თX (ი = 0,1.2,...),  =თ,,= 

= 90X/M =იიXი, 2C0§თ =2 – #2 დამოკიდებულებიდან ვპოულობთ 

ჯხ” =2(1 – ი0§თ) = 451ი” 5) 

(56) 
7. = #-. ე? ჯოხ 

ი? 2 

7ე-ის ამ მხიშენელობას შეესაბამება საკუთრივი ფუნქცია, 

V,(1) = 051იILიIX, CX 0, X,= 1, 1 = 0,1 ,2,...,LI, (57) 

რომელიც განსაზღვრულია ნებისმიერი მუდმივი მამრაელის სი- 

ზუსტით. ადვილი შესამჩნევია, რომ 
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V,+(1) = C510ი7LIIX, = C§1ი1 = 0, | = 0,1,2,..., 

V.I)(1) = 651ი7(M + 11X, = C511) (MX, + XX,1 = 

= C510XX,C05XI = (– 1)V,(I), 

Vა.+IC1) = (– 1)Vს(ი), იი = 1,2,...,M – 1. 

მაშასადამე, მხოლოდ V (1) ფუნქციებია წრფივად დამოუკიდე- 

ბელი, ი) < M. ამგვარად, ნაპოვნია არატრივიალური ამოხსნა თა 

საკუთრივი მნიშვნელობების შესაბამისი V (I) საკუთრივი ფუნქცი- 

ბი). 

: C მამრავლი ისე შევარჩიოთ, რომ V, (1) ფუნქციის ნორმა ერ- 

თის ტოლი იყოს: I-XII = CI)5I0XIიXI”II =1,C>0. 

ამისათვის უხდა გამოვთვალოთ 
#-I X-I 

|| §Iი #თX,I7 = ზ ი5Iი? #XთX, = 1 ჩ01 – -052XთX,). L “2 
L=I M=I 

თუ აღვნიშნავთ თ = 2Xთ)) და შევცვლით 0C052XV-იX, = C05VM = 

= M.ტტ!თL, ვიპოვით 

#-I V-I . გ! _ გ'თM 

2,ილ0§270X, = 062 ხ6%" =ხნმხნ---–– = –ხ, 
L=I ულ –C 

. 2. (M4– 0)ხ. 172 Mნ _ 1 
5IიXI0X.I =–-––-- . ” ჩიი52”0X.=--=-, I II –. – (“2 => 

|510 ჯიიXI = M/MV2: 

მაშასადამე, C = #2 .· ამგვარად, ფუნქციის 

V,, (1) = #2 §)ი >იიX, (58) 

ნორმა ერთის ტოლია. 

განსხვავებული . და ». საკუთრივი მნიშვნელობების შესაბა- 

მისი საკუთრივი ფუნქციები V,(1) და V (I) ორთოგინალურია სკა- 

ლარული სამრავლის აზრით 
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X-I 

(V.V) = 2,VMს. 
1=I 

(53) ამოცანა (8) ამოცანის კერძო შემთსვევას წარმოადგენს 
09 

ოპერატორით #რა(I) = –V>. (1). ეს ოპერატორი, ცხადია, თეითშე- 

უღლებული და დადებითია, რადგან 

M-1 

(4#XV.X») = 2,(V,,)”ი>0. 
1=| 

ამიტომ, ყველაფერი რაც მესამე პუნქტშია ნათქვამი, ამ შემთხვე- 

ვაშიც ძალაში რჩება. 

», საკუთრივი მნიშვნელობები იზრდება 5-ის ზრდასთან ერ- 

. # .. I 
თად, რადგან ზი 5<5--(§+1) <1, როცა § <M. უმცირესი 

- ქ... 2 ჯხ 
საკუთრივი მნიშვნელობა ტოლია 7., =ე1 5 5! უდიდესი სა- 

1 

4 ეხ 
კუთრივი მნიშვნელობა ტოლია #_ – =1 2 2:95 -> 2 ; რადგან 

ფი ბეს ))=§ი (<2). ლივ. 
2 2 2 2 

თუ X-ს გადავწერთ სახით 7., = X (55 5), ხ = #ნ/2 < თ/4. რო- 

ცა ი < 1/2 და გავითვალისწინებთ, რომ §1ი6/6 კლებულობს და გა- 

აჩნია მინიმუმი, როცა 6 = M/4, მივიღებთ #.,> 

7”)-სთეის გვაქვს შეფასება რა, < 4/ჩ? და, მაშასადამე, 

8 <#,<4/ი, MX = 1,2,...,M – 1. 
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§5. მაქსიმუმის პრინციკი სხვაობიანი 

განტოლებისათვის 

1. მაქსიმუმის პრინციპი და მისი შედეგები. მეორე 

რიგის დადებითკოეფიციენტებიანი სხეაობიანი განტოლებისათის 

LV, = 8, , – CV, + ხ,/,ც, = – დ, 1 = 1,2,,...,M –1, Vე= LL, V,კა= LC, (1) 

მ,>0, ხ,> 0, C > მ,+ ხ, 1 = 1,2,...,M –1, (2) 

სამართლიანია მაქსიმუმის პრინციპი. 

თეორემა I. (მაქსიმუმის პრინციპი), ვთქვათ L, სხვაობიანი 

ოპერატორი განსაზღვრულია (1), (2) ფორმულებით. თუ თ ბადეზე 

მოცემული V, ფუნქციისათვის, რომელიც განსხვაედება მუდმივისა- 

გან, როცა 1 < 1 < M – 1, სრულდება LX, > 0 (LV, < 0) პირობა ყვე- 

ლა I-სთვის, 1 = 1,2,...,M –1, მაშინ ამ ფუნქციას არ შეუძლია მიი- 

ღოს უდიდესი დადებითი (უმცირესი უარყოფითი) მნიშვნელობანი 
ბადის შიდა კვანძებში. 

დამტკიცება. ვთქეათ, LV,> 0 (1 = 1,2,...,M –1). დაეუშვათ, 

რომ თეორემა ჭეშმარიტი არ არის და X, რაიმე შიდა კვანძში 

I=1. უდიდეს დადებით მნიშვნელობას აღწევს: V,, = IომXV, = 
0<1:<M 

=Mაე>0. · 

რადგან V; #0005L, მოიძებნება შიგა კვანძი 1ე (I შეიძლება 

I-ს დაემთხვეს), რომელშიც XV, = XV. = Mი >0, ხოლო ერთ-ერთ 

მეზობელ, მაგალითაღ, 1 = 1ე–1 კვანძში სრულდება მკაცრი უტოლო- 

ბა V,.-| < V, · ჩავწეროთ LX», გამოსახულება ასეთი სახით LV,= 

= ხC.., – V) – მ,C0;, – V,-,) – (C, –მ.– ხ.XV,. L= % კვანძში გვექნება 

LV, = ხ.(V,+ – XV.) – მ, (XV, – »V,.-I) – (6, – 2, – ხ,)», < 0, რაც 

ეწინააღმდეგება LV, >0 პირობას ყეელა I-სთვის 1=1,2,...,M–1, მათ 

შორის ) = 1.-სთვისაც. თეორემის პირველი დებულება დამტკიცე- 
ბულია. 
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მეორე დებულება ანალოგიურად მტკიცდება (საკმარისია VX, 

შევცვალოთ – V-ით და ვისარგებლოთ ახლახანს დამტკიცებული 

დებულებით). 

შედეგი 1. თუ სრულდება (2) პირობები, LV, < 0 (1= 1,2,,..., 

– 11-V-> 0, V„> 0, მაშინ XV; > 0 (1 =90, ·.. 

თუ LV, > 0, Vე < 0, V,კ< 0, მაშინ V, < ი ც= 0,1,...,M). 

დამტკიცება. ვთქვათ, LV, < 0 და V,<0 თუნდაც ერთ შიგა 

კვანძში 1 = 1., მაშინ V, აღწევს უმცირეს უარყოფით მნიშვნელობას 

შიგა კეანძმი, რაც შეუძლებელია მაქსიმუმის პრინციპის ძალით. 

შედეგი 2. თუ Cდ,>0, IL,> 0, LL> 0, მაშინ (1)-2) ამოცანის 

ამოხსნა არაუარყოფითია: V.= 0 06 =0,1,...,M). 

შედეგი 3. თუ სრულდება (2) პირობები. მაშინ ამოცანას 

LX, = 0, 1 = 1,2,...,M –1, #ე = 0, V,კ= 0 (3) 

გააჩნია მხოლოდ ტრივიალური ამოხსნა და (1), (2) ამოცანა ცალ- 
სახად ამოხსნადია ნებისმიერი (დ,, IL,, LL-სთეის. 

დამტკიცება. თუ დავუშვებთ, რომ (3) ამოცანის ამოსსნა 7, 

0-გან განსხვავებულია ერთ 1=1, წერტილში მაინც, მაშინ მივი- 

ღებთ წინააღმდეგობას მაქსიმუმის პრინციპთან: თუ V,. >0 

(V,, <0), მაშინ V; აღწევს უდიდეს დადებით (უმცირეს უარყოფით!) 

მნიშვნელობას რაიმე შიგა 1=1,) წერტილში, რაც შეუძლებელია. 

ამგვარად, V; = 0. 

თეორემა 2. (შედარების თეორემა). ვთქვათ, V, – (IL, (2) 

ამოცანის ამოხსნაა, V, კი შემდეგი ამოცანისა 

LX; =-C,, 1= 1,2,..,M – 1, %9 =1LL, , Vა = LL 

ამასთან, სრულდება პირობები 

Iდ,I< დ,, II, |< LI, IL |< LL . 

მაშინ სამართლიანია შეფასება 

IV;I< V; ყველა 1-სთვის, 1 = 0,1,...,M,. 
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დამტკიცება. შედეგი (2-ის ძალით გეაქვს V, >0. V, –აX; 
სსვაობისა და V, +», ჯამისათვის მივიღებთ (1) სახის განტოლე- 

ბას მარჯვენა მხარეებით C, –დ,>0, LL, – I, 20, I –I.0 20 

და დ,+Cდ,>20, IL.) +I,>0, Iა+Iს: >20 შესაბამისად რადგან 

თ,+დთდ,>0 და Lს +LL) >0 (თ=1,2), ამიტომ შედეგი (2Xის ძა- 

ლით V, -V>20, V+V>=0, საიდანაც გამომდინარეობს 

–V, <V, < V, , IX,I< X», რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 
V;, ფუნქციას უწოდებენ მაჟორანტულს (I), (2) ამოცანის ამოხ- 

სნის მიმართ. 

2. სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნის შეფასება. (1) 
(2 სასაზღვრო ამოცანის ამოხსნა წარმოვადგინოთ ჯამის სახით 

V; = VI) +MVI2, სადაც VI, – არაერთგვაროვანი ამოცანის ამოხ- 
სნაა ერთგვაროვანი სასაზღვრო პირობებით: 

LV,= – დ, 1 = 1,2,...,M –1, Vე= Vყ= 0, (4 

ხოლო VI) – ერთგეაროვანი განტოლების ამოხსნაა არაერთგვა- 

როვანი სასაზღვრო პირობებით: 

LV, = 0, 1 = 1,2,...,M –1, V-= L,, V;ჯ= LC. (5) 

დავამტკიცოთ, რომ V(2) -სთეის სამართლიანია შეფასება 

ძიმXIX/“I< იიმXIII,III2I) · (0 
0<1<M 

ეთქეათ, V, – შემდეგი ამოცანის ამოხსნაა 

LX; =0, 1= 12,...,M – 1, V9 =Vყ = LL, LL = ი1მX(IIL)I,ILL21) , ' 

მაშინ შედარების თეორემის მიხედვით IXL>I<IV,I, ხოლო მაქსიმუ- 

მის პრინციპის ძალით დ02XI»< ML, რადგან |V,>0-ს შეუძლია 
<< 

მიაღწიოს უდიდეს დადებით მნიშვნელობას მხოლოდ საზღვარზე, 

ე. ი. როცა 1=0 ანI1=M. 

73



ადვილი საჩვენებელია, რომ კიმXIXII სიდიდე ნორმას წარმო- 
<! 

ადგენს. ნორმა აღინიშნება |IIVII. სიმბოლოთი. ამგვარად, ჩვენ მი- 

ვიღეთ შეფასება |IV ””IL < Cი2X(IIII,IMII) · 
თეორემა 3. ეთქვათ, სრულდება პირობები 

Iმ) > 0, Iხ) > 0, ძ,= IC, – 8) – Iხ, > 0, 1= 1,2,..,M– I, თ 
მაშინ (4) ამოცანის ამოხსნისათვის სამართლიანია შეფასება 

IVI 5I6/9LL· დ 
დამტკიცება. დამტკიცებისათვის გადავწეროთ (4) შემდეგი 

სახით 

Cა,= მ, , + ხ,V,, + §,. (4) 

ვთქვათ, IV, უდიდეს IV.I>0 მნიშვნელობას აღწევს, როცა 
1=1ე (0<I1:<M), ისე რომ IV, I<IV,სI ნებისმიერი I-სთვის, 

1= 0,1,....M, მაშინ (4”-დან, როცა 1 = IV, გამომდინარეობს 

IC,,IIX,,I=Iმ,,V,, –) + ხ,,V,,+) + თ,.1518მ,, IV, –)I+ 

+ხ, IV, +IIVCთ,15< (12, I+|ხ,,1)X,.I+დ, ს 

, 

ამით (8) შეფასება დამტკიცებულია. 

II (თბ, -ხ,)I,190, IX.I<-“ <7 

შენიშვნა. თუ ძ,=ფ-მ,–ხ,>0 ან ძ,=ICI – 19, – 6, > 0 
პირობა არ სრულდება, მაგალითად, 

სწ) 

ძ,=C, – მ, – ხ, > 0, 2, > 0, ხ,> 0, 1 = 1.2,...,M – 1, (9) 

ე. ი. ძ, ზოგიერთ კვანძებში არ შეიძლება წულის ტოლი გახდეს, 

მაშინ თეორემა 3-ით სარგებლობა არ შეიძლება. ამ შემთხვევაში 

(4) ამოცანის V,; ამოხსნის შესაფასებლად შეიძლება შემდეგნაირად 

მოვიქცეთ. წარმოვადგინოთ XV, ჯამის სახით V,= V,+ თ, სადაც თ; 
შემდეგი ამოცანის ამოხსნაა 
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9 · 

Lთ; =ხ,(თ,,, –თ,) –2,(თ, –თ;,)= –Cდ,, (10) 

1=1,2,...M -–-I), თე=თ,=0, 

მაშინ V; განისაზღვრება პირობიდან 

LV, = ხ,(V,,, – V;) – მ,(V, – V,-,) – ძ,V, = –ძ,თ;,, (1I) 
1=1,2,....M –-I, V-ე = Vყ =0. 

ამაში შეიძლება დაერწმუნდეთ თუ (10) და (11) განტოლებებს 

წეერ-წევრად შევკრიბავთ. თ, ფუნქცია შეიძლება უშუალოდ შევა- 

ფასოთ (იხ. IV თავი, §3), თუ დავწერთ მას ცხადი სახით, ხოლო V;-ს 

მესაფასებლად ჩვენ დაგეჭირდება 
თეორემა 4. (II) ამოცანის ამოხსნისათვის (9) პირობებში 

სამართლიანია შეფასება 

IVII, 5 IICII,- (12) 
დამტკიცება. თუ ძ,=0, შედეგი 3-ის ძალით. V,=0 და (12) 

შეფასება სრულდება. ვთქვათ, ძ,> 0 ერთ წერტილში მაინც. ავა- 

გოთ V, მაჟორანტა, როგორც შემდეგი ამოცანის ამოხსნა 

LV, = -ძ,Iთ,, (=12,...,M-1I, Vე =Vკ =0. 
ეთქვათ, V, >0 აღწეეს უდიდეს მნიშვნელობას, როცა 1 = 1ე; 

მაშინ წწ – V, <0, V,, – V,,–| > 0 და (9), (11-დან გამომდინარეობს 

< -ხ, „(VI – V,1+მ,(V, – V, -)+ძ, V,, = LV, "=ძ Iთ,I. 
1 V,, 

თუ ძ. >0, მაშინ V, <Iთ;,| და მაშინვე მივიღებთ (12) შეფასებას, 

რადგან IV,,=V,. თუ ძ, =0, მაშინ (II) განტოლება მიიღებს სა- 
სეს ხ, (V, „| – V,1+მ,,(V,, – V,-)) =0 და აქედან გამომდინარე- 

ობს, რომ 

V,,+I = V,,-) = V,, · 

რადგან V, # C0M5L, ამიტომ არსებობს ისეთი წერტილი | = I, რო- 

მელშიც V, = V,, „, ხოლო მეზობელ წერტილში, მაგალითად, 1= 11+1, 
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V, ) < V,,: მაშინ აქ ძ, #0 და ჩვენ მივიღებთ ზემოთ განხილულ 

შემთსეევას: 

V,, =IIVIC 5|თ;.15IICIIC · 

3. სხვაობიანი განტოლებების ამოხსნის შეფასება 
ფაქტორიზაციის ფორმულების საშუალებით. იმ შემ- 

თხვევაში, როცა ხ.= მც ე. ი. როცა LV, ოპერატორი თვითშეულ- 

ლებულია, (4) ფორმულის ამოხსნა შეიძლება შევაფასოთ მარჯვე- 
ნა ფაქტორიზაციი ფორმულების საშუალებით. (4) განტოლება 
ჩავწეროთ ჩვენთვის უფრო სელსაყრელი ფორმით 

ს, =(მX»)»; – ძ,ა), = –0, 
1=1,2,...,V –1, V0=0, V,კ=0, მ,>0, ძი, >0. 

გადაეწეროთ იგი ჩვეულებრივი სახით: 

მა – CV + მ, = – ხიდს X-= #ყ= 0, 
C.= მ,+ მ,,, + ს2ძ, ვ.>0, | = 1,2,...,M – 1. 

1+1 .! 

(13) 

განვიხილოთ ფაქტორიზაციის ფორმულები 

V, =თ,V I +8,, XX =0, 1=1,2,...,IM –1, 

თ-ს" ძთ,=0, 1=172,...,M – 1, 
C; – მ,0თ, 

თ,8, +Cდ, . 
ჩ,., ==. მ, =0, 1=1,2,...,M – 1, 

C, – გ.თ 
(7) პირობებში გეექნება |ICთ,,)| < 1 და 

M M 

IV, I<IMIIIMI8,.I<XაM 2_I8,|= 2-Iჩ,I. 
§=)+| §=)+1 

შემოვიღოთ C,8,= თ; ფუნქცია. მივიღებთ 

IM (ა, + ხ“დ,)თ,,), 

: 

IოM,,15I5I+ი?|დ,I<Iი, + 2, ს”Iდ,), 
L=1 
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ისე, რომ 

              (8.., – 

ამის შედეგად ამოცანის ამოხსნისათვის მივიღებთ აპრიორულ შე- 
ფასებას: 

IVIL <3 0- 2 MთVI<2 2 ხ2 6.) როცა მ, > C, > 0. 
§=I მ. M= C, %=ს) M=1 

აქედან ჩახს, რომ 

  

IXL<3C- 9. (14) 

რადგან 

M-I § »-I 
1 

2,520, 510IC 2 ,X,ხ < >1I0IC· 
5ლ5ს 1:=1 §=I 

სსვაობიანი სქემების კრებადობის შესწავლისას ეისარგებლებთ ამ 

შეფასებით. 
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თაჭი L 

ინტერპოლება და რიცხჭითი ინტებრება 

§1. ინტერპოლება და ფუნქციათა მიახლოება 

1. ამოცანის დასმა. რიცხვითი ანალიზის ერთ-ერთ ძირი- 
თად ამოცანას ფუნქციათა ინტერპოლების ამოცანა წარმოადგენს. 
ხშირად აუცილებელია I(LX) ფუნქციის აღდგენა X-ის ყველა მნიშ- 

ვნელობისათვის 2<X<ხ მონაკვეთიდან, 'თუ ცნობილია მისი 

მნიშვნელობები ამ მონაკვეთის გარკვეულ სასრული რაოდენობის 
წერტილებში, ეს მნიშვნელობები შეიძლება მოიძებნოს გამოთვ- 
ლების ან დაკვირვების (გაზომვის) შედეგად რაიმე ბუნებრივ ექ- 
სპერიმენტში. გარდა ამისა, შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ #CX) ფუნ- 
ქცია ფორმულითაა მოცემული და მისი მნიშენელობების გამოთვ- 
ლა ამ ფორმულით ძალიან შრომატევადია, ამიტომ სასურველია 
ფუნქციისათეის უფრო მარტივი (გამოთვლებისათვის ნაკლებად 

შრომატევადი) ფორმულა გქვონდეს. იგი საშუალებას მოგეცემს 
ვიპოვოთ განსასილველი ფუნქციის მიახლოებითი მნიშენელობა 
მონაკვეთის ნებისმიერ წერტილში მოთხოვნილი სიზუსტით. ამგვა- 
რად, წამოიჭრება შემდეგი მათემატიკური ამოცანა: 

ვთქვათ, მ2<X<ხ მონაკვეთზე მოცემულია C) = (XX=8< 

< X, < ·· <X, = ხ) ბადე და მის კვანძებში ცნობილია V(X) ფუნქცი- 

ის მნიშვნელობები V(XI) = Vე, ·.» XLCX,) = V, ··» XLCX,) = V,. უნდა 

ავაგოთ ინტერპოლანტი ILCX) ფუნქცია, რომელიც თანხვდენილია 

VCX) ფუნქციასთან ბადის კვანძებში. 

LIX)=V. 1=0,1,...,ი, (1) 

ინტერპოლების ძირითადი მიზანია I(X)-ის მნიშენელობების 
გამოთვლის სწრაფი (ეკონომიური) ალგორითმის მიღება ისეთი X- 

ებისათვის, რომლებიც მონაცემთა ცხრილში არ არის. 
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ძირითადი კითხვა: როგორ შევარჩიოთ IX) ინტერპოლან- 
ტი და როგორ შევაფასოთ V(X) – IX) ცდომილება? 

მაინტერპოლებელი LCX) ფუნქციები, როგორც წესი, გარკეეუ- 

ლი ელემენტარული ფუნქციების წრფიეი კომბინაციის სახით იგება 
ი 

(CX) = 2,0,დ,(X), 
M=0 

სადაც (თ,(X)) წრფივად დამოუკიდებელი ფიქსირებული ფუნქციე- 
ბია, ხოლო Cე, C,..; 6, – ჯერჯერობით განუსაზღვრელი კოეფიცი- 
ენტები. 

(1) პირობიდან (§0,) კოეფიციენტების მიმართ მივიღებთ ი + I 

განტოლების სისტემას: 
ი 

2,-,დ,(X,)= XV, 1=0,L...,ი. 
M=0 

დ,(X) ფუნქციათა სისტემა ისეთია, რომ მ = Xე< X)< ·'' <X.=ხ 

კვანძების ნებისმიერი შერჩევისას სისტემის დეტერმინანტი გახ- 
სხვავებულია ნულისაგან: 

დე(Xიხ) C,(X-) დ, (Xი) 

არ)= რ) 90%)  9.Cთ) 

დე(X,) დ,(X,) “ დე(X,) 

მაშინ მოცემული 1; (I =0,1,...,0)-ების მიხედვით თ, (L =0,1,...,ი) 

კოეფიციენტები ცალსახად განისაზღვრება. 
(თდ,C) წრფივად დამოუკიდებელი სისტემის როლში ყველა- 

ზე ხშირად ირჩევენ: ხარისხოვან ფუნქციებს დ,(X) = X' (ამ შემ- 

თხვევაში (= LC (X) – ი ხარისხის პოლინომია); ტრიგონომეტრიულ 

ფუნქციებს (დ (0) = 005 MX, 510 MX) (წ – ტრიგონომეტრიული პო- 

ლინომია), გამოიყენება აგრეთვე რაციონალური ფუნქციები 

თე+Cთ,X+-+CVეX I" 

ზე + 8,X+---+8;X” 
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და მაინტერპოლებელი ფუნქციების სხვა სახეები. ჩვენ განვიხი- 
ლავთ საინტერპოლაციო პოლინომებსა და სპლაინ-ინტერპოლაცი- 
ას უბან-უბან პოლინომური ინტერპოლაციის შემთხეევას. 

2. პოლინომური ინტერპოლება. ცნობილია, რომ Lმ, ხ| 
მონაკვეთზე უწყეეტ ნებისმიერ IX) ფუნქციას შესაძლებელია კარ- 

გად მივუახლოვდეთ. რაღაც L (X) პოლინომით. 

ვეიერმტრასის თეორემა. ნებისმიერი 6-სთეის 8>0, არ- 

სებობს ი = IX§) რიგის ისეთი L (X) პოლინომი, სადაც 

ჩიმX | წ(X) – LM, (X)|< § 
ჯXC(ე.ხ) 

მაგრამ ეს თეორემა არ იძლევა პასუსს კითხვაბე მოცემულ 
(II >)) წერტილთა სიმრაელისათვის კარგი საინტერპოლაციო 

პოლინომის არსებობის შესახებ. 
ამგვარად, ვეძებოთ საინტერპოლაციო პოლინომი ასეთი სახით 

ჩი(60=9 იX, (თ 
L=0 

სადაც C, – განუსაზღვრელი კოეფიციენტია. თუ ვიგულისხმებთ, 

რომ ILX,) = V, ვღებულობთ წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სის- 

ტემას 

C0 +C,Xე+'“:ქ+0,Xე = Vი, 

Cე +C,X,+--·+6ეXI =%V), 

ლ0 +C)Xე+““-7+C,X0 =V,. 
ამ სისტემის დეტერმინანტია ნულისაგან განსხვავებული ვანდერ- 

მონდის დეტერმინანტი: 
2 ი ს Xი X§6 X96 

I X. X” XI _ I I II _ /# = = | IC, <X,1«0 
მნი მონი 29, __- 

1 XX. X” ჯა 
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აქედან გამომდინარეობს, რომ (2) საინტეროპლაციო პოლი- 

ნომი არსებობს და იგი ერთადერთია (არსებობს მისი ჩაწერის 
მრავალი ფორმა). 

'" (დL(X)) ბაზისის სახით ჩვენ ავილეთ 1, X, X?,, ; XL ერთ წევ- 

რთა ბაზისი. გამოთვლებისათვის უფრო ხელსაყრელია ლაგრანჟის ი 

რიგის (”,(X)ჯ პოლინხომთა ან ლაგრანჟის კოეფიციენტთა ბაზისი: 

( C)= 1 თუ 1=L, 

ას!' . ....... 

ძნელი დასანახი არ არის, რომ ი რიგის პოლინომი 

(, (X) = (((X) = (X – XXX – X,)-··(X – XL ,XX – XL.,)'··/(X – X,) 

(X, – X0XX„, – X,X--CX, – X, XXL – XL)“ '/(XL – X,) 

აკმაყოფილებს ამ პირობებს. 6.(X) პოლინომი, ცხადია, განისაზ- 
ღვრება_ ერთადერთი სახით. მართლაც, ვთქვათ, არსებობს კიდევ 

ერთი #.(X) პოლინომი;' მაშინ მათი სხვაობა წ, (X) – („(X) = 

=0,(X) არის ი რიგის პოლინომი, რომელიც ნული ხდება X, 

(1=0,1,...,)) 2 + 1 წერტილში. ეს შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, 

როცა #,(X) – –,(X) =0. 

ს.(X)V, პოლინომი იღებს V, 'მნიშენელობას X, წერტილში 

და ნულის ტოლია ყველა სხვა X, კეანძში, როცა 1 # V. აქედან გა- 

მომდინარეობს, რომ საინტერპოლაციო პოლინომს 

X-–-X. 
ნ,(X) = 2 (X)X, = 2 II 6) 

VL=0 1XL XL –-X, 

აქვს ხარისხი არა უმეტეს I-სა და L (X) = =V,. (3) ფორმულას ლაგ- 

რანჟის ფორმულას უწოდებენ. (3) ფორმულით გამოთვლისას არ- 

ითმეტიკული მოქმედებების რიცხვი ი“-ის პროპორციულია. L (X) 

პოლინომის I(CX) ფუნქციასთან სიახლოვის შესაფასებლად უშვებენ, 

რომ არსებობს ი + I-ე რიგის უწყვეტი IIIXX) წარმოებული. მა- 
შინ ცდომილებისათვის ადგილი აქვს ფორმულას 
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წი – წილ: IIC- X,, 5 6Lგ,ხ!. 

3. ნიუტონის საინტერპოლაციო ფორმულა. კომპი- 
უტერზე გამოთვლებისათვის მეტად ხელსაყრელია ნიუტონის საინ- 
ტერპოლაციო ფორმულა. მისი ჩაწერისათვის უნდა შემოვიღოთ 
ე. წ. გაყოფილი სხვაობები: 

პირველი რიგის გაყოფილი სხვაობა XC, X,) = IV(X,) – VCX, )/ 

/(X – X); მეორე რიგის გაყოფილი სხეაობა VC„ X, „X)= = 
= (ნ/(XX) – VCXც X,)1/(X, – X,) და ა. შ: თუ X(CX) = L,(X) – ი-ური ხა- 

რისხის პოლინომია, მაშინ მისთვის პირველი გაყოფილი სხეაობა 

LCX, X-) = IICX) – IL(Xე)1/(X – Xე) არის ი – 1 ხარისხის პოლინომი, 

მეორე სხვაობა LLC», Xა, X,) – (0 – 2-ე ხარისხის პოლინომი და 

ა, შ. ასე, რომ (ი + 1)-ე რიგის გაყოფილი სხვაობა ნულის ტოლია. 

გაყოფილი სხვაობების განსაზღვრიდან გამომდინარეობს: 

0 = MC) + (X – Xა) XXX), 
IXX, Xგ) = IXXა, X,) + (X – X,) ILCX, XV, X,), 

IXX, Xე, X,) = LIXXე, X,, X:) + (X – X,) LCX, Xე, X,, Xვ) 

და ა. შ. აქედან მივიღებთ ფორმულას ILLCX)-სათვის 

IXX) = I(X-ა) + 

+ (X – Xე)LXXე, X,) + (X – Xე)(X – X,)ILXXა, X, X-) + ·'' (4) 

+ (X – XXX – X,) '' (X – X,)IXX-, X,ც «>> Xა). 

თუ ICX) – საინტერპოლაციო პოლინომია V(X) ფუნქციისათ- 

ვის, მაშინ მისი მნიშვნელობები ბადის კეანძებში თანხედება V(X) 

ფუნქციის მნიშვნელობებს. ეს კი ნიშნავს, რომ თანსვედება გაყოფი- 
ლი სხეაობებიც. ამიტომ (4)-ის ნაცვლად შეიძლება დავწეროთ 

(00 =X + 2 (X– XXX – X,)-/(X-X ,1V(Xი,X,,---,XL) 
X=I



(ნიუტონის პოლინომი). მას შემდეგ, რაც გამოთვლილია გაყოფი- 
ლი სხვაობები, ნიუტონის პოლინომი უმჯობესია პორნერის სქე- 
მით გამოითვალოს. 

IX) = XCXა) + (X – Xი)(5/(Xა, X,) + (X – X, )(X/(Xი, X,; X:) + ·'')). 
ყოველი X-სათვის I(X)-ის გამოთვლა საჭიროებს ი გამრავლებასა 

და 20 შეკრებას ან გამოკლებას. 
არსებობს ინტერპოლების სხვა ფორმულებიც. მათ შორის ყვე- 

ლაზე ხშირად ერმიტის ინტერპოლება იხმარება. აქ ამოცანა შემ- 

დეგნაირად დაისმის: მოცემულია ი კვანძი 1X,), ფუნქციის (X,1 

მნიშვნელობა და წარმოებულის CV) მნიშვნელობა; საჭიროა ვი- 

ჰპოვოთ მაქსიმალური 2» – 1 ხარისხის ისეთი პოლინომი, სადაც 

XX) =V, ILICX) = XV, 1= 1,2,..,ი. 

თუ ყველა X, განსხვავებულია, მაშინ არსებობს ერთადერთი 

ამოხსნა და იგი ლაგრანჟის მეთოდის ანალოგიური ხერხით მოი- 
ძებნება. 

საჭიროა მხედველობაში ვიქონიოთ, რომ მაღალი ხარისხის 
პოლინომის გამოყენებამ შეიძლება დამრგვალების ცდომილებებ- 
თან დაკავშირებულ რთულ პრობლემამდე მიგვიყვანოს. 

4. სპლაინ-ინტერპოლაცია. განვიხილოთ უბან-უბან პო- 

ლინომიალური ბადური ინტერპოლების სპეციალური შემთხვევა, 
როცა ბადის ნებისმიერ მეზობელ კვანძებს შორის ფუნქციის ინ- 
ტერპოლება კუბური პოლინომით ხდება (კუბური სპლაინ-ინტერ- 

ჰოლება). ყოველ ინტერვალზე მისი კოეფიციენტები კვანძებში შე- 
უღლების პირობებიდან განისაზღერება: 

#=V, 
! LIX--– 0)=1 XX + 0), 

LI, -0)=I”"C§+0) 1=1,2,...,ი – 1 

გარდა ამისა, საზღვარზე X = Xე და X = X,-სთვის დასმულია პირო- 

ბები 
#LICXე) = 0, 1“”X) = 0. (5) 
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ვემებოთ კუბური პოლიხომი შემდეგი სახით 

I(X) = 3,+ ხ,C: – X, ე) + C(X– X, ,)2+ ძ(X- X, ე), X, ,< X< X.. (6) 

პირობიდან §, = XV, გვაქვს 

ICX, კ) = მ; = X;-), 

ICX,) = მ, +ხ,1), +C,ხ; +ძ,სხ? =X,, თ 
ჩე. =X, – X, 1 1=1,2,...,11–1, 

გამოვითვალოთ წარმოებულებები: 

LC) = ნ, +2C,(X-–- X, ,ე)+3ძ,(X- X,_))”, 

LI"(X1=20,+69ძ,(X-X, ,) X,,<X<X;,, 

და მოვითხოვოთ მათი უწყვეტობა X = X,-სთვის: 

ხ,,, =ხ, +20,ჩ, +3ძ,ხ;, 

C,,) =0, +3ძ,ჩ, !=1,2)...,1) –)1. 
I 15 

1+I (8) 

უცნობი კოეფიციენტების საერთო რიცხ;ვი, ცხადია, ტოლია 4ი- 

სა, (7) და (8) განტოლებების რიცხვი ტოლია 41) – 2-ის. დარჩენილ 
ორ განტოლებას ვღებულობთ (5) პირობიდან, როცა X=Xე და 

X=X: 

ლ=0 C.+3ძ,ჩ,=0. 
ჩი 

გამოვსახავთ რა (8)-დან ძ.= (CI, 

ლებას (7#-ში და გამოვრიცხავთ მ;= XV; ,-ს, მივიღებთ 

– 6,)/3ი,. ჩავსვამთ ამ გამოსახუ- 

ხ; =((V, – V;-))/ სქ- 16. +20,) 1=1,2,...,ი – I, 

2 
ხ, =ILV, –V-)1/ მ-1- 3 ჩი%- 

თუ ახლა ხ,ხ.., და ძ,--ის გამოსახულებებს ჩავსვამთ (3)-ის პირ- 

ველ ფორმულაში, მარტივი გარდაქმნების შედეგად C,-ის განსაზ- 

ღვრისათვის მივიღებთ მეორე რიგის სხვაობიან განტოლებას 
(:C)



ს 20  =3 XIX  X XX -XV-) 
ჩ,0, +2(ს, +ჩ,))ნ,) +ჩი,C,2 1 ს.) ჩ, |, რ) 

1 = 1,2...,ი –1, 

სასაზღვრო პირობებით 

C,=0, C,,,=0. (10) 

პირობა C ,,=0 ეკვივალენტურია პირობისა C + 3ძ,ჩ,= 0 და გან- 

ტოლებისა C,,, = C, + ძ,ჩს,. (9) სხვაობიანი განტოლება (10) პირობე- 

ბით ფაქტორიზაციის მეთოდით ამოიხსნება. 

შეიძლება შემოვიღოთ ი) რიგის სპლაინის ცნება, როგორც 

ფუნქციისა, რომელიც ბადის ყოველ მონაკვეთზე M) რიგის ჰოლი- 

ნომს წარმოადგენს და ბადის ყველა შიგა წერტილში ფუნქციისა 

და მისი თ – | რიგამდე ჩათვლით წარმოებულების უწყვეტობის 

პირობებს აკმაყოფილებს. ჩვეულებრივ, ინტერპოლებისათვის გა- 

მოიყენება შემთხვევა IX =3 (ზემოთ განხილული კუბური სპლაი- 

ნი) და II =1 (წრფივი სპლაინი, რომელიც შეესაბამება V(X) ფუნ- 

ქციის გრაფიკის აპროქსიმაციას ისეთი ტეხილით, რომელიც (X, V) 

წერტილებზე გადის). 
5. ინტერპოლაციის გამოყენება. ინტერპოლება გამო- 

იყენება მრაეალ ამოცანაში, რომელიც გამოთვლებთან არის და- 
კავშირებული. მივუთითოთ რამდენიმე მათგანზე: 

ფიზიკური ექსპერიმენტის დამუშავება – ექსპერიმენტულად 
მიღებული ცხრილები მონაცემების მიხედვით მახასიათებელი სი- 

დიდეებისათეის მიახლოებითი ფორმულის აგება. 
მიახლოებითი ფორმულების აგება გამოთვლითი ექსპერიმენ- 

ტის მონაცემით; აქ დაისმის ინტერპოლების არასტანდარტული 

ამოცანები, რადგანაც ჩვეულებრიე რაც შეიძლება მარტივი ფორ- 
მულები იწერება. 

სუბტაბულირება, ე. ი. ცხრილების შემჭიდროება; გამოიყენება 
იმ შემთხვევებში, როდესაც ფუნქციის უშუალო გამოთვლა ძნელია 

ან, როდესაც მცირე რაოდენობის ექსპერიმენტული მონაცემები 
„გვაქეს. მანქანაში შეიტანება მცირე ცხრილი, ხოლო გამოთვლები- 
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სათვის აუცილებელი ფუნქციის მნიშვნელობები საჭიროებისდა მი- 
ხედვით მოინახება საინტერპოლაციო ფორმულის საშუალებით. 

ინტერპოლება გამოიყენება აგრეთეე შებრუნებული ინტერპო- 

ლების ამოცანაშიც: მოცემულია XV, = VX(CX) ცხრილი; ვიპოეით Xც 

როგორც V,-ს ფუნქცია. შებრუნებული ინტერპოლების მაგალითად 

შეიძლება დავასახელოთ განტოლების ფესვების ჰოვნის ამოცანა. 
საინტერპოლაციო ფორმულები გამოიყენება, აგრეთვე ინტეგ- 

რალების გამოთვლისა და დიფერენციალური განტოლებებისათვის 
ინტეგრალური იგივეობების საფუძვლიანი აპროქსიმაციის. დაწე- 
რის დროს. 

6. საშუალო კვადრატული აპროქსიმაცია. აქამდე 
ჩვენ ვიხილავდით საინტერპოლაციო V(X) პოლინომების “აგებას, 

რომლებიც თანხვდებოდა გამოსავალი LCX) ფუნქციის მნიშვნელო- 

ბებს თ ბადის გარკვეულ კვანძთა სიმრავლეზე: 

VCX,) = ICX,), X, 6 C. 

VCX) ფუნქცია უახლოვდება (აპროქსიმირებს) IX) ფუნქციას ბადის 

ინტერვალში. 
ვთქვათ, L,(მ, ხ) – ნამდეილი ცვლადის ფუნქციათა სივრცეა 

სკალარული სამრავლით 

ხ 

(66) = |”60დ00ძX 

და ნორმით 

IM, =V(ჩი. 
განვიხილოთ L-ის ფუნქციებით ICX) ფუნქციის აპროქსიმაციის 

ზოგადი ამოცანა. ამასთან, შეეცვალოთ V,= L, მოთხოვნა I1– VIII, 

ნორმის მინიმუმის ან ნორმის სიმცირის პირობით: II – VIII <8, 

სადაც § > 0 მოცემული სიზუსტეა. 

86



IL-VIL, -ის მოძებნის ამოცანა არის საუკეთესო საშუალო 

კვადრატული მიახლოების მოძებნის ამოცანა. V(CX)-ის როლში ავი- 
ღოთ განზოგადებული პოლინომი 

XCX) = 2,0,დ,(X), 
X=0 

სადაც (C,(X)) –(გ, ხ)-ბე ორთონორმირებული ფუნქციების ოჯახია 

Iს) «=I9 –... (თ,,და)=ბ> ი IC L >” 

ს – ნებისმიერი კოეფიციენტებია. მაშინ საუკეთესო საშუალო 

კეადრატული მიახლოების ამოცანა დაიყვანება ი + 1: თე, C,, ..., C, 

ცვლადის ფუნქციის მინიმუმის მოძებნაზე: 

ი 

#C – 2,C,Cდ, (X) 
ხ=0 

გამოვთვალოთ საშუალო კვადრატული გადახრა 

I§ – XII =II(I” -2(ნ1)+IIXI". 
ჩავსვამთ რა აქ გამოსახულებებს 

(ჩX»)= 2,9.(ნ0,)= 2,თ,ჩ. 6 =(ჩ0,), 
M=0 X=0 

ი 

2 2 IXII=2,%., 
M=0 

I = წ(ლ0,6C),ც...Cა)- 
((2%)   

  

    

მივიღებთ 
III ი 

II – VI =IწI +2,(% – ნა)? - 2). 
' X=0 M=0 

აქედან ჩანს, რომ 'ცდომილების მინიმუმი მიიღწევა, როცა C.= ჩ 

ე. ი. ფუნქციაზე 

87



VCX) = ”, (X) = 2. L.დ,.(X). 
L=0 

ამ შემთხეევაში 

II – ”„(X)II” =IIII”-2.ჩ . (II 
L=0 

ამგვარად, საუკეთესო საშუალო კვადრატული მიახლოება არ- 

სებობს და იგი ერთადერთია. C,= ჩ,= (8 დ,)-ს განსაზღვრისათვის 

მას მივყავართ ინტეგრალების გამოთვლის ამოცანამდე. 

თუ (დC,) ფუნქციები ქმნიან სრულ ორთონორმირებულ სისტე- 
მას. მაშინ სრულდება პარსევალ- სტეკლოვის ტოლობა: 

2 = I (?CX)ძX =ILI?. 02) 

(11) და (17»-ის შედარებით ვლებულობთ 

I” – 7.II = 54 , 
1=ი+1 

ე. ი. II ( – V,I->0 როცა ი –> დ; საუკეთესო საშუალო კეადრატუ- 

ლი მიახლოება იკრიბება LCX)-სკენ და შესაძლებელია ნებისმიერი 

სიზუტით აპროქსიმაცია: ||წ – V,II< §, თუ ი > M(6)/ი (საკმარისად 

დიდია). 

შენიშენა. ყველა მსჯელობა ძალაში რჩება თუ სკალარული 

ხამრავლი აილება 0(X) > 0 წონით: 
ხ 

(ჩდ) = |(Cიდიიიტიძ». 
მ 

შესაძლებელია აპროქსიმაციის სხვა კრიტერიუმებიც, როდესაც 

IL – V გადახრის მინიმიზაცია სხვა, მაგალითად, C სიერცის ნორმა- 

ში (თანაბარი მიახლოება) ხდება. საუკეთესო თანაბარი მიახლოე- 

ბისას ჩვენ ვპოულობთ V(X) ფუნქციას, რომელზედაც მიიღწევა 

(3.



IიIი იი2XI წ(X) – VCX)I. 
IV) 23<X<ხ 

(მაგრამ ჯერჯერობით ვერ მოიძებნა (მ, ხ) მონაკვეთზე მოცემული 

IX) ფუნქციისათვის, სასრული რაოდენობა მოქმედებების შედე- 

ჯგად, საუკეთესო თანაბარი მიახლოების კოეფიციენტების მოძებნის 
(მეთოდი. შესაძლებელია აპროქსიმაციის ამოცანების სხვა დასმე- 
(ბიც – დისკრეტულ სიმრავლეზე მონაკვეთების ერთობლიობაზე და 

Iსხეა, შეისწავლება, აგრეთეე, არაწრფივი აპროქსიმაციის მეთოდები. 
(მაგალითად, რაციონალური ფუნქციების საშუალებით. ასეთი მეთო- 

დები ეფექტურად გამოიყენება ექსპერიმენტების დამუშავების დროს. 

§2. რიცხვითი ინტებრება 

1, ამოცანის დასმა. უმარტივესი კვადრატურული 
ფორმულები. რიცხვითი ინტეგრების ამოცანა მდგომარეობის 
ინტეგრალის 

ხ 

II) = IIC6იძX, (1) 
გ 

მიახლოებითი მნიშვნელობის მოძებნაში, სადღაც ICX) – მოცემული 

ფუნქციაა. (მ, ხ) მონაკვეთზე შემოვიღოთ ბადე C) = (X,: Xე= მ < 

<X,<:<X<X,.,< ·· <X)=ხ) და ინტეგრალის მიახლოებით 

მნიშვნელობად განვიხილოთ რიცხვი 
M 

IაII1= 2,C ICC), (2) 
1=0 

სადაც LX) – LX) ფუნქციის მნიშვნელობაა X=X; კვანძში, C, – 

წონითი მამრავლებია (წონები), რომლებიც დამოკიდებულია მხო- 
ლოდ კვანძებზე და არ არის დამოკიდებული LCX)-ის არჩევაზე. (2) 

ფორმულას კვადრატურული ფორმულა ეწოდება. 
კეადრატურების დახმარებით რიცსვითი ინტეგრების ამოცანა 

მდგომარეობს ისეთი (X,) კვანძებისა და (ლ წონების მოძებნაში, 

სადაც კვადრატურული ფორმულის ცდომილება 
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» ხ 

ნ()= 2 CC) – |§0იძ«+=I1 „(0 – IM) 
1=0 ი 

მინიმალური უნდა იყოს მოცემული კლასის ფუნქციებისათვის (CIწ 

სიდიდე დამოკიდებულია ILCX)-ის სიგლუვეზე) კვადრატურული 

ფორმულის აგებისას (1) ინტეგრალს, ჩეეულებრივ, წარმოადგენენ, 
როგორც შემდეგი სასის ინტეგრალების ჯამს 

ჩ 

I (CC)ძX, 

მათგან ყოველი ერთეულოვანი სიგრძის მონაკვეთზე განხილულ 

სტანდარტულ ინტეგრალამდე დაიყვანება 

1 

LLI1 = I ((§)ძ§ (6). 
0 

შემდეგი ჩასმის საშუალებით 

X=CL+(8-–-თ)§, (4) 

LCX) = ICთ + (8 – თ)5) = LC) , (6, 
ისე რომ 

ჩ 1 

II0იძ: =8დ I”დძა =ჯLIII, X=8-თ 

თ 0 

(I(59)-ის ზემოთ ხაზს გამოვტოვებთ), იგულისხმება, რომ თ თანა- 

ბარი ბადეა. მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ 
M 

III1= 2,1 
1=1 

XI I 

I, = |#60ძX = ხ 1 #6C, + ხ8) ძყ. 

თუ M = 21ე – ლუწი რიცხვია, მაშინ 
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I#0=9. I, 
I=I 

%ე| 1 

ჰა, =. IICC)ძX=2ი II, + 25) ძ§. 
M2I-2 9 

და ა. შ. ამგვარად, ამოცანა დადის (3) ინტეგრალისათვის ერთეუ- 

ლოვან მონაკვეთზე კვადრატურული ფორმულის აგებაზე. 0<5<1 

მონაკვეთზე ავარჩიოთ კვანძები 0 < §ე< §5,< ··· <5 <1 (კვადრა- 

ტურული ფორმულის შაბლონი) და (3) ინტეგრალს შევუსაბამოთ 

ფორმულა 

#CL) = 2, (ე). (6) 
L=0 

განვიხილოთ უმარტივესი კვადრატურული ფორმულები: 

მართკუთსედის ფორმულა (შაბლონი ერთ კვანძს შეიცავს): 

ი=0, ჩი =1, 9 = 2) MC0=#1); 

ტრაპეციის ფორმულა (ორი კეანძი): 

1 I 
Iრო =1, =–, =-, 95) =0, §, =1. ჩი 2 ჩ, 2. 9 I 

#,(0=1(((0)+70)); 
სიმპსონის ფორმულა (სამი კვანძი): 

4 1 
6” ჩ, “C' §ე =0, 5, 2 

#(= +(M0) + (1) +LCI)) 

ი =2, ჩი = მვ = 

და სხეა. პრაქტიკაში, როგორც წესი, გამოიყენება ფორმულები 
შაბლონის კეანძების მცირე რაოდენობით. 

9)



ახლა დავწეროთ შესაბამისი ფორმულები (1) ინტეგრალისათ- 
ვის თანაბარ ბადეზე (X,= II) ჩხ ბიჯით. გავითვალისწინოთ (4) და 
(5) ჩასმა, მივიღებთ: 

მართკუთხედის ფორმულას: 

«ა11= აა MC%) %,+I/2 = X, + 3, , C) 

ტრაპეციის ფორმულას: 

1აI”)= 3 0 წ6)ხ, Cე =C = 

 იიმპსონის ფორმულას: 
M · 

Iს(წ1)= 2,CICX,)ს = 1Cრ +4ჩ+26ი +46+---+2ჩაკ_ე + 
1=0 (9) 

2. კვადრატურული ფორმულების აგება. ზემოთქმუ- 

ლის ძალით მსჯელობა საკმარისია სტანდარტული (3) ინტეგრალი- 
სათვის ვაწარმოოთ. მას შევუსაბამეთ კვადრატურულ ფორმულას 

! თ 

IIC=)ძ§= 2. ი,”C-) ით 
0 M=0 

ზოგად შემთხეევაში კვანძები და წონები უცნობია და საჭიროებენ 
განსაზღვრას. 

ჯერ განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც კვანძები მოცემულია 

და საჭიროა ვიპოვოთ კვადრატურული ფორმულის (9,) წონები. 

ჩვენ ვისარგებლებთ მოთხოვნით: (100) ფორმულა იყოს ზუსტი 

L <0) ხარისხის ნებისმიერი ს (9) პოლინომისათვის 

„MIდ,)= Lნ), #<+ი. (1) 

იმისათვის, რომ L ხარისხის პოლინომი (1I-ს აკმაყოფილებ- 

დეს, საკმარისია მოვითხოვოთ, რომ კვადრატურული ფორმულა 
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ზუსტი იყოს ნებისმიერი Cთ ხარისხის 5” ერთწევრისათვის 

(0 =0,!,...,,). თუ გავითვალისწინებთ, რომ L.(59) = 1/(C + 1), (1I– 

დან მივიღებთ MI + 1) განტოლებას 

ჩი +ნ,+-+მჩე =1, 

ჩხი5ი + ი,)5)+--“+ჩა§ი, = 1/2, 

ჩი5ე + 5) + -+ჩმცზო =1/ (0 +1). 
ამ სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი, რადგანაც მისი დე- 

ტერმინანტი ვანდერმონდის დეტერმინანტია და იგი განსხვავებულია 

ხულისაგან, თუ ერთმანეთს არ ემთხვევა კეანძები 5ე<5,<--·7<5, 

თუ ჩავთ'პელით IL) = 2, 5ე= 0, 5, = 1/2, 5:= 1, მივიღებთ სისტე- 
მას ნე+ ჩნ, + 0.= 1, ნ,/2 + 6. = I/2, 0,/4 + 01= 1/3, რომლის ამოს- 

სხასაც სიმპსონის ფორმულის წონები წარმოადგენს: ჩე = 0. = 176. 

ნ,= 4/6. ამგვარად, სიმპსონის ფორმულა ზუსტია მესამე ხარისხის 

პოლინომისათვის. მაგრამ, სიმეტრიის ძალით, ის ზუსტია მესამე 
სარისხის ყეელა პოლინომისათვისაც: 

ჩ.(§) = 1 +თ,(5 – I/2)+ თX5 – 1/2)7+ თ+(5 – I/2)3, 

რადგანაც ის ზუსტია L(§) = (5 – 1/2)პ-სთვის. მართლაც, 

IX” I 1(/. 1) 1“ 
#(+-1) =- (-1) +4-0+(2| =0, 

2 6 2 27: 

წ 1 ' 1 

LI +-1| - (6-1) ძ5 = 0. 
–” ? 2 

მართკუთხედისა და ტრაპეციის ფორმულები ზუსტია წრფივი 
ფუნქციისათვის, ე. ი. პირველი ხარისხის პოლინომისათვის, რაშიც 
უშუალოდ შეიძლება დავრწმუნდეთ. 
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ზოგად შემთხვევებში ს (5)-ად შეიძლება ავარჩიოთ ლაგრან- 

ჟის საინტერპოლაციო მრავალწევრი 
· V 

ს. (5)= 2, 60MC)I(C%,), 
X=0 

სადაც (ლდ) – ლაგრანჟის საინტერპოლაციო კოეფიციენტია. 

ტოლობიდან 

LLნ 1= I, ფრ-2)იგ) ოდი 2-ი, იდ) 
M=0 =0 

ჩანს, რომ (10) ფორმულა ზუსტია ი) ხარისხის პოლინომისათვის, 

თუ წონითი ი, მამრავლები განისაზღვრება ფორმულით 

1 
ს, = |”ოდფძა. (12) 

0 

ამ ტიპის ფორმულებს უწოდებენ კოტესის კვადრატურულ ფორმუ- 
ლებს. მსგავსი ფორმულების მაგალითებად მოვიყვანოთ კიდეე ორი 

ფორმულა: ოთსწერტილიან შაბლონზე §, = L/3 (L = 0,1,2,3), ი) = 3 

#(ჩ = 1(ით + 3(( 1) + 3 2 2) + (ს), 

=ი.=1, ი,=0,=3 
ჩი ჩ3 8” I ნ 8” 

ხუთწერტილიან შაბლონზე §, = M/4 (L = 0,1,2,3,4), ი = 4 უთწზეოტ ე %X 

==! 1 1 3 #(ჩ) = 1700) +320(1) + 12((1) +32((3| +7%ს), 

32 12 
ხი –M = ფი” ჩ, = 3 – აი” 2 – ლი" 

ზემოთ მოყვანილი ხუთივე კვადრატურული ფორმულის შაბ- 

ლონი შედგება კეანძებისაგან, რომლებიც სიმეტრიულია 0 < 5 <1 

მონაკვეთის § = 1/2 შუაწერტილის მიმართ. 
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3. ტეილორის ფორმულა ინტეგრალური ფორმის 

ნაშთითი წევრით. კვადრატურული ფორმულის ცდომილების 
გამოკვლევისას ჩვენ დაგვჭირდება ტეილორის ფორმულა, რომ- 
ლის ნაშთითი წევრი მოცემულია ინტეგრალური ფორმით: 

IC§) = I(0) + 5L' (01+-- ” ”(C)+.- +- -/ოდ)+ჩ,,,C), 

(13) 
ს ,(9)= I დებიტი 1. ი! 

ეს ფორმულა შეიძლება დამტკიცდეს ინდუქციით ი-ის მიმართ. 

ის სამართლიანია, როცა ი = 0: 

LC§) = I(C0)+L(5), 1>,(§) = I (/0)ძL. 
09 

დავუშვათ, რომ ის სამართლიანია ი-სთვის. ნაწილობითი ინტეგ- 

რებით ვღებულობთ თანაფარდობას 

ი ა" კობრი - _ (3-ს! (ოიძ > _ (§- ს" ი" ნ სტ. 

2 ი! 04) (ი+1)!   

_5_ ჯრ0+ს/ე (§- ი” (ი+2) = «ა, სძL, იაა MX)+ (- თ 

რაც ამტკიცებს (13) ფორმულას ი + ო თუ შემოვიღებთ ფუნ- 

ქციას 

: C"/ი! როცა C>0, 
#,(6) = 

0, როცა <0, 

მამინ IL ,, ნაშთითი წევრისათვის ფორმულა გადღაიწერება შემდე- 

გი სახით: 

(15) 

|) 

ს, ,(9= |L,(§- 0/0 (ეძ (016) 
0 
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4. ფორმულა კვადრატურული ფორმულის ცდომი- 
ლებისათვის. გამოვიყვანოთ ფორმულა კვადრატურული ფორ- 
მულის 

41 = /MLL) – LIII (17) 
ცდომილებისათვის ფუნქციათა CC, კლასში (რომელთაც აქვთ 

ი+1) უწყვეტი წარმოებული 0 < § <1 მონაკვეთზე) IC§)CCC+1X0, 1). 

მაშინ სამართლიანია (13) ფორმულა ან 

(C5) = ს,(§5)+IL,,I(5, ჩ,(5) = > ოდ). (18) 
«-09 

ზემოთქმულიდან (იხ. მეორე პუნქტი) აშკარაა, რომ L, (5) ხა- 

რისხის მრავალწევრისათვის (10) ფორმულა ზუსტია ორ შემთხვე- 

ვაში: როცა 8 <Iი + 1 =ჩხე თუ ი ლუწია და ფორმულა სიმეტრი- 

ულია; როცა ი <0 =ს%ე ყეელა სხეა შემთხვევაში. ჩეენ აქ ვიგუ- 

ლისხმებთ, რომ 

/#? | = LIL), ე. ი. ი < იე. (19) 

ახლა მივმართოთ #(ჩი) სხვაობას და ჩავსვათ 1=+ LL, 

(17-ში. თუ მხედველობაში მივიღებთ (16) და (19)-ს, გვექნება 

ტI = #(II – LLLI= CMII,1 – LLL 1) +(4წ-,,,1- LV. 1) = 
ო ! 

=M8,,1- LLI,.,1= 2-0, IX, C, – 0/010ს0)ი – 
0 V=0 

11 

– I | % (§- წო. 0ეძ(ძა = 
00 

= ( 2 იარ, დ. -0- IL, (6- ად რირ«. 
0 | X=0 

გამოვიყენებთ რა (15) გამოსახულებას #, (§–0-სთვის, ვიპოვით 
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I ! ი” ი+! _ ა (6-ხ', 0-0 
ICC 04 | ი... (ი+1! 

საბოლოოდ ცდომილების ფორმულა მიიღებს სახეს: 

I 

#C= |#,,,() 659 (0ძC, (20) 
0 

სადაც 

თი (1 8 დ"! 

L +I(CL) = M (5, - )-––-“-–. 21 ი+ICV) 2. ი( X ) (ი+1! C ა) 

აქედან გამომდინარეობს შეფასება ცდომილებისათვის 

|ბნI <M,,,Cთ,, (22) 

როცა |Iი+IXC)) < M სადაც M.,> 0 – მუდმივია და 
ი+I 

1 

6, = | (19. 
0 

#+I? 

თუ L (0 არ იცვლის ნიშანს 0 < 5 < I მონაკეეთზე, მაშინ საშუა- 
ლო მნიშვნელობის თეორემის ძალით გვაქეს 

I . 

#(ჩ = (0%სC) |ნ,,,(0ძL. § C(0,1I. 
0 

5. კონკრეტული ფორმულების ცდომილებათა შე- 

ფასება. (3 სტანდარტული ინტეგრალისათვის მივიღოთ კვადრა- 

ტურული ფორმულის #() = #6) – LIII ცდომილების შეფასება. 

() და (3) ინტეგრალების შესაბამის ფორმულებზე გადასელისას 

უხღა გავითვალისწინოთ, რომ 

ძ“L(5) _ ჯი 92IX9 

ძვ? ძ»” 

”(§) = IX) X=0C+(8-თ)5|,, ძX=#%ძა, ==8-ძთ. 

3 
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ამიტომ ცდომილებისათვის 

თ ჩ 

ძი0)= 2,თი,ICX,) – |7C0ძX= §4(ჩ . 
L=0 თ 

(22-ის ძალით სამართლიანია ფორმულა 

I9II <9, თ" თგ2XI (7 )69), 
XCCთ.8) 

! 

0, = |Iნ. (019. 
0 

აწე –- IIე. ცდომილების გამოსათვლელად, სხადია, საჭიროა ავ- 

ჯამოთ ბადეზე |9ძIII) ცდომილებები. 

განვიხილოთ უმარტივესი კვადრატურული ფორმულები. 

/) მართკუთხედის ფორმულა: თ =0, ჩMე= I, 5:=1/72, 

#(ჩ = II / 2) . ფორმულის ძალით გვაქვს 

ი= წი(? L_)_0-ს” ბ,0= (0 00:/”0)ძი C(0)=#%, + -() - (1-9. 
' I» C ) 2 

  

2 
ე.ი. ჩდ=-9-95 <0 როცა C> I/2, ნ,(0 =(1/2– 0- (1– (07/2= 

= – L/2 <0 როცა L < 0, ე. ი. LC9 < 0 – ნიშანმუდმივი ფუნქციაა და 

= წ”)! (წთ) ტეყ)=1 თ |ირძ---X-. ი (0,1), 

აქედან გამომდიხარეობს, რომ 

XI 3 

IV „,, ძ,0)= MC ,)- |/C0ძX= 2-6). 6 CნX%-,X1- (23) 
XI. 

თუ ავჯამავთ I-ს მიხედვით, 1 = 1,2,...M, და გავითვალისწინებთ, 

რომ საშუალო არითმეტიკული ტოლია 

9§



L" C(გ,ხ1.                     ახორ, )=4 

ეს სასათვის მი მივიღებთ მართკუთხედის ფორმულას: 

ჩ” · 
ხა(ი =--, I (5 Xხ+-2გ). 

თუ IMX)-ს აქეს მეოთხე რიგის უწყვეტი წარმოებულები მაინც, 
IX) 6 CM, (ი > 4), მაშინ ცდომილებისათვის შეიძლება ასიმპტო- 

ტური გაშლა დაიწეროს: 

ხ.იჩ = თ,ჩხ?+ თ,ჩ1, (24) 

სადაც 

ხ 

თ, = ->- II”იიძ» = –--ყ'დ) – #/(8)1. 

მართლაც, თუ ჩავსვამთ (20)-ში გამოსახულებას 

” == 1 _ 1 «C/” 1 1 _1I ” V 

რო=M)+(. 3 + : I თ, M9 09) 

მარტივი გამოთელების შემდეგ მიმოებთ 

. ი ტი --1XMX1)+-" –-IVთ), უ C(0,1). IC 241 L2) ' 560 (ო), 1 C(9.1) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

” ჩ“ 

ხ»(1) = ა» M/2 + 2 თსრდა. 

თუ გავითვალისჯინებთ, რომ (C23)-ის ძალით 

ხ? 

პორ - (რიძი- ბი (VCდ)-(ხ -2), 6” C(2,ხ), 
1=1 
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ვიჰოვით (24) გაშლას. 

(24”-დან ჩახს, რომ მართკუთხედის ფორმულას აქვს სიზუსტის 
მეოთხე რიგი IL.,(1) = C(ხ?), თუ ILCX) ფუნქცია აკმაყოფილებს 
წI(გ) = წ"(ხ) პირობას. თუ ცნობილია IL (8) და LI”), მაშინ შეიძ. 
ლება დავუშვათ ILCX) = დ(X) + ოთX + 8X2, სადაც დ(X) აკმაყოფი- 

ლებს პირობას დ”(მ) = დ”'(ხ), თუ შეეარჩევთ C= 5+90-950() 
–მ 

_ L/(ხ) – #”(8) 
2(C(ხ – გ) 

ჩ . მაშინ 

წიცეძი = (იდიძი +0, 

2 
5= -ი(ხ? –22)+ ჩხ) == 

ინტეგრალი Cთ(X)-დან გამოითვლება მართკუთხედის ფორმულით 

CXI14)-ის სიზუსტით. · 

2) ტრაპეციის ფორმულა: Iი = 1, მა= 0, = 1/2, 5ა= 0, §,=1, 

M(6 = +CC) +701). 
1 

ო(0=>X1-1>0 ფუნქცია ნიშანმუდმიეია, ამიტომ სამართლი- 

ანია შეფასება 

ჩხ? · · 
ხა(0)=->LC5 Xხ–2) 5 C(გ,ხI, 

ე. ი. ტრაპეციის ფორმულის ნაშთით წევრში “თან მდგომი კოე- 

ფიციენტი ორჯერ მეტია, ვიდრე მართკუთხედის ფორმულაში. თუ 
გავიმეორებთ ზემოთქმულის ანალოგიურ მსჯელობებს, დავრ- 
წმუნდებით, რომ სამართლიანია ფორმულა 
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ხით = – 2თ,ეჩ?+ თკხ?, როცა / C CM,ი >4, 

სადაც თ; განისაზღვრება (24»-ის თანახმად, თკ = CI). 

3) სიმპსონის ფორმულა: თ =2, 5ე=0, §,=1/2, 5.-=1, 

მაკ= ნკ = 1/2, ჩ,=4/6, 

#)=1| ჯ# (1 #(ჩ) = 1(#0+4I(1) + (0) : 

რადგანაც სიმპსონის ფორმულა ზუსტია მესამე ხარისხის პოლინო- 

მებისათეის, ამიტომ ი =3 და ჩვენ გამოვთვლით»ი: 
1 

4,0) = (ნ (0IIVC)ძ6 
0 

=10C(C0- “0)+4C (1-0) 0-9“ M(0=-0C(00-0+1%0 0)+4%,(1 ქ 1“ 

აქედან ვჰოულობთ) 

! 3 ჰ 1 
LC)=–-(02L –3L), 1<-:;: 1(1) 75 წ ) 2 

LL, (1) = 52-00 –()1 – 30 – ე), L> 1: 

L,(0 > 0 ყველა L-სთვის, L C (0, 1), 

და, მაშასადამე, 

IL, (L)ძL = 
I (0 2580" 

ასე რომ, სამართლიანია ფორმულა 

ი4ე(0=--IIთ) უC(0,1 31(11= ლ (ა), ო (0.1). 

გადავალთ რა X-ით ინტეგრალებზე და გავითვალისწინებთ. 

რომ # =2ი, IIV(ი) =(2ს)" #IV(5,) , მივიღებთ 
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ი – XII 

ხა()= 2,2ს +466 +1., _ _1L =- |იდიძ: = 

1=0 6 ი, -, 

=5-ბყბრVდ), 6” C(5,ხ1, 
180 

სადაც M = 21, ხ = 1/M, 
თუ IX) C CCთ (ი > 6), მაშინ შეიძლება მივიღოთ შემდეგი სა- 

ხის გაშლა 

შაროთბ 19% თ-'=CXI, 

=-ვუ 8 (X)ძX = _> (#”/01) – #””და). 

6. სიზუსტის რიგის გაზრდა. რუნგეს მეთოდი. კვა- 
დრატურული ფორმულებისათვის (წინა შემთხვევის ანალოგიუ- 
რად) შეიძლება მივიღოთ შემდეგი სახის ასიმპტოტური გაშლა 

ხ.(ჩ = 1,კ0ი – #6 = თ,ხ2+ თ,04+ თ,ინ+ 
თუ CL) – საკმარისად გლუვი ფუნქციაა. ამ დროს Iთ.,3| გაცილე- 

ბით ნაკლებია |თ|-ზე (X = 2, 4), ამიტომ კვადრატურული ფორ- 
მულის სიზუსტის რიგის გაზრდა მეტად მნიშვნელოვანია. 

ჩავატაროთ გამოთვლები ორ თანაბარ ბადეზე შესაბამისად 

ს, და ხ. ბიჯებით და ეიპოვოთ გამოსახულება IMII=I„ II და 

1-:I61= სა, წ), ჩ,სM.=ხე.M=ხ – მ. მოვითხოვოთ, რომ მათი 

წრფივი კომბინაციისათვის ცდომილება 

ს"(ს =თნM(0+0 – თ)ი"!(ი) 

უფრო მაღალი სიღიდე იყოს 0" და 0" -თან შედარებით. თუ 

Lს=ხ კ-სთვის ადგილი აქვს ფორმულას 

L"= III) – III) = თ,ი?+ თკხ?ზ+ ·, ძ> ჩ, 
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მაშინ 0" =(CI”(I1+(1 – თC)I":IL1) – IL”1-სთეის ვღებულობთ 

ნ'(M =თ,(თი? +(1 – თ)ხ5)+ თ,(თჩ? +(1 – თ)M9)+.:· 

თ პარამეტრი ავარჩიოთ პირობიდან CI)” +(1 – თ)ჩ; =0: 

C =1M /(I5 –ჩ!). 

მაშინ გვაქვს 

6"(/”) =თ.(თი? +(1 – თ)ჩ9)+---= C(ჩ8), 

ჩ = თმX(ს,,ი;), 

ამასთან, Cხ9 +(1 – თ)ჩ9 <0. ასე, თუ 0 =2, 0 =4, მაშინ L"(#) = 

=-თ,ჩ;I1+-··= 0(ჩ“) . ამგვარად, ჩავატარეთ რა ი, და M. ბიჯე- 

ბით გამოთვლები ორ ბადეზე, ჩვენ გავზარდეთ სიზუსტის რიგი 2- 

ით (0 – 0-თი) 1) =C)1" + (01 –თ)I " -სთვის. 

შევნიშნოთ, რომ 12 III ტრაპეციის ფორმულისა და 

მარი მართკუთხედის ფორმულის კომბინირებით ბიჯით 20, 

ჩეენ მივიღებთ (ხ==.3 სიმპსონის ფორმულას ხ ბიჯით: 

' 1 ' M4)) 
მსა” = ვ მარაა.) + ჰერთა) = 

= 10 +4. +26+--7+2 ჩე – 4ჩ) + ჩჯ), 

სადაც II = (ხ – 2)/(2M). 
რამოდენიმე ბადეზე გამოთვლების ჩატარების მეთოდი გამო- 

იყენება სიზუსტის ასამაღლებლად იმ შემთხვევაშიც კი, როდესაც 
სდომილების მთაეარი წევრის რიგი უცნობია (ეიტკინის პროცესი). 

ეიგულისხმოთ, რომ ცდომილებისათვის ადგილი აქეს წარმოდგე- 
ნას 
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0Mი = თ,ჩMჩ+ თ,ს?+ ··, 9> 6, 

ისე რომ 

ჩნ) =I(წ + თ,I?+ თეი?+ ·-- 

გამოთვლები ჩავატაროთ სამ ბადეზე: ხ,= სჩ, ჩ:= იჩ, სკ= ი?ხ 

(0<098<1). ჯერ განვსაზღვროთ ჯი. ამ დროს უგულვებელეყოფთ 

CXნ9) წეერს. განვიხილოთ ფარდობა 

გ 1 ყ-1M წ I – ს? _ _ 1-2 -LI 

ჰანე-1ა)ყ)ე ი§-იწ იწ1-ი?) ჯი 
აქედან ვიპოვით 

იCIი ტ/'ი 1 · 
ი 

თუ ვიცით 9-ს მიახლოებითი მნიშვნელობა, მაშინ ზემოთ მოცემუ- 

ლი რუნგეს მეთოდით შეიძლება სიზუსტის რიგი გავზარდოთ. ამი- 

სათვის განვიხილოთ კომბინაცია 1" =0ფ)1" +(1-თ)I" და ავარ- 

ჩიოთ C ისე, რომ" თხ” +(1-–C)05ე =(თ+(1 –Cთ)0")ს? =0 ე. ი. 

თ= ი"/(ი" –1)=IM(-/#). მაშინ სბ =1) –) ცდომილებისათ- 

ვის მივიღებთ 

ნ0"(0)=0(06%). 

ცხადია, ყველა ამ მსჯელობას აზრი აქვს LCX) ფუნქციის შესაბამი- 

სი სიგლუვის შემთხვევაში. 

7. სხვა კვაღრატურული ფორმულები. ზოგადობის 

შეუზღუდავად შეიძლება ჩავთვალოთ 

!| 

III) = I?6იძX. (05) 
0 

ჩვენ აქამდე ვიხილავდით კვადრატურულ ფორმულებს მოცემული 

(X,) კვანძებით 
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M 

IაII1= 2,0, წCს). (26) 
#=0 

ეს ფორმულები ზუსტია ყველა M ხარისხის მრავალწევრისათვის. 

თუ უცნობებად ჩაეთვლით არა მარტო 2C,-ს, არამედ X, კვანძებსაც, 

მამინ შეიძლება მოვითხოვოთ, რომ (26;-ე კვადრატურული ფორმულა 

ზუსტი იყოს ყველა 2M – 1 ხარისხის მრავალწეერისათვისაც. ასეთ 

ფორმულას გაუსის ფორმულა ეწოდება. მოეითხოეოთ, რომ ფორ- 

მულა ზუსტი იყოს 1, X, X?, ..., X'%, ....XV ერთწევრისათვის, ე. ი. 

I 

1ს(X "1 = ჭაფალ - ნ ჯVქჯ = -> 
M=0 

ჯ%+) 
1 

“ი +1 
  სი =0,1,...,2M – 1,   

  

ი+1) 

მამინ კვანძებისა და წონებისათვის ი მივიღებთ 2M+ 2 განტოლებას 

ლე +0)+“.-ჟ+C,, = 1, 

C0Xე +C)XI+''7+6ჯXყ =172, 

M თ ი _ CეX0 +C6)XI +'-7+C6ჯX = 1/ (I0I +1), 

ლ Xე + C,X1 9 +-.-+0სX I =17(2(M +1)). 

უცნობთა საერთო რიცხვია 2M + 2, ე. ი. M + 1 უცნობი კვანძი და 

M+ 1 წონითი მამრაელი. განტოლებათა რიცხვი აგრეთვე 2M + 2- 

ის ტოლია, შეიძლება დამტკიცდეს, რომ ამ განტოლებათა სისტე- 

მას აქვს ამოსსნა. 

მოვიყვანოთ ი შმარაიეესი ფორმულა, როცა M = 2: 

I+აLI1=4ჯ - 20)+დ “7C)+ --ICX), 

სადაც 
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_ 1–-/0,6 + _1+#§%6 
0“ 2 ა “2 X, = 2. 

გაუსის ფორმულები კარგ სიზუსტეს ს პლევიან კვანძთბა მცირე 

რიცხვისათვის. 

კიდევ ერთ მაგალითს წარმოადგენს ჩებიშევის კვადრატურუ- 

ლი ფორმულა, რომელშიც საუკეთესო კვანძებს იმ დაშვებით არ- 

ჩევენ, როცა ყველა წონა ტოლია. ამ შემთხვევაში 

#. 

ჰაწ0=22)%%). 
1=1 

თუ მოვითხოვთ, რომ ფორმულა ზუსტი იყოს ICX) = X, X2, ... XV 

სათვის, მივიღებთ M განტოლებას XX, ·.ს Xკის განსაზღვრი- 

სათვის: 

1 XI + Xა4ი4+Xუ==–--, 01=1,2,...,M. 
MX +1 

ამ განტოლებებს აქვს ამოხნსა, როცა I» = 1.2,,...,7,9, ხოლო როცა 
თი =8 და 2. 210 არა აქვს ნამდვილი ფესვები, როცა Iი = 3, ჩები- 

შევის ფორმულას აქვს სახე: 

წაი -3! (1-1V#)+ (1 1+ (1+1%)) 

მისთვის I§ IVI -სთან კოეფიციენტი ცდომილების შეფასების ფორ- 

მულაში ორჯერ ნაკლებია, ვიდრე სიმპსონის ფორმულისათვის. 
შენიშვნები. რიგ შემთხვევებში ინტეგრალების გამოთვლას 

წინ უნდა უსწრებდეს მათი გარდაქმნა, რომელიც მხედველობაში 

მიიღებს ინტეგრალქვეშა ფუნქციის სპეციფიკას. 

მაგალითები: 1) ICX) = | I0CX), 19-(0)# 0, ე. ი. ICX)-ს აქვს 
2VX 
  

განსაკუთრებულობა, როცა Xჯ = 0. ეს განსაკუთრებულობა შეიძლე- 

ბა ავიცილოთ ცვლადის შეცვლით: 
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(იძი - (არ«- ( რ(X)ძ-/X = (XC7)4 L= VX. 
0 9 

2) ინტეგრალქვეშა ფუნქციას ექსპონენციალური ხასიათი აქვს 

ICC) = 66“ ე. ი. III XX) ფუნქცია წრფივია. IX) წარმოვიდგინოთ 

სახით IX) = CXი(Iი I(CX)ჯ, ვაინტეგროთ I»2ILX) წრფივად IX,_,, X1 

მონაკვეთზე 

–X X-X,_ 
! ი, ე +-- I, I0 I(CX) = 

X –- X. X, - X,-I 

  

და შემდეგ X-ით ვაინტეგროთ X; _,-დან X,--მდე. ეს ფორმულა პრაქ- 

ტიკაში გამოსადეგია. 

3) თუ.ICX) არის სწრაფად ოსცილირებადი ფუნქცია, ისე რომ 

მისი ჩაწერა შეიძლება ILCX) = VCX)C05თღოX სახით, სადაც C >1 სიხ- 
მირე დიდია, მაშინ ინტეგრალის გამოთვლის დროს შეიძლება შემ- 
დეგი ხერხით ვისარგებლოთ. ჯერ ვაინტეგროთ ნაწილობით 

I CX)ძX = Iლ C05C00:XძX = 

XI-I XI) 

I ” 1” 
=2ახიფით» –- IV ცი ყით»ძ». 
(ა) X, 

I XI 

თუ V(X) წრფივი ფუნქციაა IX, ,, X1-ზე, მაშინ ინტეგრალი მარ- 

ჯვნივ აიღება ცხადი სახით. თუ V(CX) – ი ხარისხის პოლინომია, 

მაშინ ნაწილობით ინტეგრება ი-ჯერ უნდა მოვახდინოთ. 
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თავი III 

წრფივ ალგებრულ განტოლებათა 
სისტემების რიცხჭგითი ამოხსნა 

ამ თავში შეისწავლება წრფიე ალგებრულ განტოლებათა სის- 

ტემების რიცხეითი ამოხსნის მეთოდები, ე. ი. წრფივი ალგებრის 

რიცხვითი მეთოდები. არსებობს ორი ტიპის მეთოდები – პირდაპი- 

რი და იტერაციული. ჩვენ, უპირველეს ყოვლისა, განვიხილავთ გა- 

უსის გამორიცხვის მეთოდს ზოგადი სახის სისტემებისათვის და ამ 

მეთოდის ვარიანტებს – ფაქტორიზაციისა დღა მატრიცული ფაქტო- 

რიზაციის მეთოდებს სპეციალური სახის სისტემებისათვის (სამდია- 

გოხალური და ბლოკურ-სამდიაგონალური მატრიცები). ისინი წარ- 

მოადგენენ პირდაპირ მეთოდებს. მათი ეფექტურობა სისტემის 

რიგზე და მატრიცის სტრუქტურაზეა დამოკიდებული. 

იტერაციული მეთოდების შესწავლისას განტოლებათა სისტე- 

მას ჩვენ ვიხილავთ, როგორც I გვარის ოპერატორულ განტოლე- 

ბას ტს =1 და ვაყალიბებთ ოპერატიული განტოლებებისათვის 

იტერაციული მეთოდების ზოგად თეორიას #ტ ოპერატორის მი- 

მართ მინიმალური შეზღუდვებით. ზოგადი თეორია საშუალებას 

იძლევა დაეამტკიცოთ ზეიდელისა და ზედა რელაქსაციის მეთოდე- 

ბის კრებადობა # ოპერატორზე მინიმალური შეზღუდვებისას. გან- 

ხილულია მეთოდების ორი კლასი: 1) იმ შემთხვევისათვის, როცა 

ცნობილია ტ ოპერატორის სპექტრის საზღვრები 7,> 0 და 7:27, 

რომელიმე ენერგეტიკულ I1ც სივრცეში; 2) იმ შემთხვევისათვის, 

როცა 7, და 7, საზღვრები უცნობია. განსაკუთრებით ეფექტურია 

მონაცვლეობითი-სამკუთხა მეთოდი, რომელიც §5-ში შეისწავლე- 

ბა. : 
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§1, წრფივ ალგებრუ= ბგანტოლებათა სისტემები 

1. განტოლებათა სისტემები. წრფივი ალგებრის ძირი- 

თადი ამოცანაა 

ტს=L (61) 

განტოლებათა სისტემის ამოხსნა, სადაც ს = (ს4),...,ს0)) საძიებე- 

ლი ვექტორია, L = (§I),§(2). ,. ს) –. ცნობილი M-განზომილებიანი 

ვექტორი, #4 = (მ) CI) = 1,2,...,M) – #XIM ზომის კვადრატული 

მატრიცა მ, ელემენტებით. 

დავუშვათ, რომ #ტ მატრიცა არაგადაგვარებულია ძი(ტ « 0, 
ისე რომ /#ს =0 · განტოლებას გააჩნია მხოლოდ ტრივიალური 

ამოხსნა და (1) სისტემას აქეს ერთადერთი ამოხსნა 

ს= ტ“IL 

წრფივი ალგებრის კურსში (I) სისტემის ამოხსნა ჩვეულებრივ 
გამოისახება კრამერის ფორმულებით დეტერმინანტების შეფარ- 
დების სახით. (1) სისტემის რიცხვითი ამოხსნისათვის ეს ფორმუ- 

ლები გამოუსადეგარია, ვინაიდან ისინი M + 1 დეტერმინანტის გა- 

მოთვლას მოითხოვენ, რაც დიდი რაოდენობის მოქმედებებს საჭი- 

როებს (MI რიგის არითმეტიკული ოპერაციები). საუკეთესო მეთო- 

დის შერჩევის შემთხვევაშიც კი ერთი დეტერმინანტის გამოთვლა 
მოითხოვს ღაახლოებით იმდენ დროს, რასაც წრფივი განტოლება- 
თა სისტემების ამოხსნა თანამედროვე რიცხვითი მეთოდებით. 
გარღა ამისა, მხედველობაში მისაღებია ისიც, რომ კრამერის 
ფორმულებით გამოთვლას ხშირად დამრგვალების დიდ ცდომილე- 

ბასთან მივყავართ. 
(1-ისთვის უმეტესობა რიცხვითი მეთოდების თავისებურება 

იმაში მდგომარეობს, რომ ისინი შებრუნებული მატრიცის პოვნას 
არ საჭიროებენ. ამოხსნის მეთოდისადმი ძირითადი მოთხოვნაა 

მოცემული § > 0 სიზუსტით მიახლოებითი ამოხსნის მოძებნა მინი- 

მალური რაოდენობის „არითმეტიკული ოპერაციებით (რიცხვითი 

მეთოდის ეკონომიურობა). 
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2. სისტემების კერძო შემთხვევები. არ არის რთუ- 
ლი (1) სისტემის ამოხსნა ქვემოთ ჩამოთვლილ კერძო შემთხვევე- 
ბში. ვთქვათ მატრიცა # – დიაგონალურია. ე. ი. მკ= 0, კ « 1, მ,#0 

CI, 1 = 1,2,...,IM). მაშინ სისტემას აქვს სახე 

გ,სთ= #0), 

საიდანაც ვპოულობთ 

: _ VI = #მს/გ.., 1 = 1,2,...,M, 

თუ #4 ქვედა სამკუთხა მატრიცაა, ე. ი. მც= 0, როცა 1> 

0,1 = 1,2,...,M), მ, X# 0. 

მჯ) მჯე “'' მMა 

მაშინ განტოლებათა სისტემას აქვს სახე 

გესრ =ჯ0, 

“თ = #0), 

მყესი + მკს +-.+მჯე ე“ -. ჯი). 

ს ვექტორის კომპონენტები, 1 = 1-დან დაწყებული, მიმდევრობით 

მოიძებნება ი-დან ი + 1-ზე გადასვლით: 

· (I) 1 
სხ -=1 ეთ ! (20 გ. ცი), 

მ) 322 
1 იწ 

ეიო+) = სთა -აბაკსრ ი = 2,1,...,M –1. 

მეე, ი+1!1 %>=1 

1)0



ს =(ს1),..,,ს"ა) ვექტორის მოსაძებნად საჭიროა 1+3+5+--+ 

+2M- 1=M7? არითმეტიკული მოქმედება. 
თუ # ზეღა სამკუთხა მატრიცაა, ე. ი. მც= 0, როცა | < L მც%0 

(I1 = 1.2,...M). 

მ) მე მ 

0. 2:) მე 

#ტ# = , 

0 0 მჯ (M-) +მს-),M 

ბ. 0 მMა 

მაშინ (1) სისტემას აქეს სახე 

მ,,0I) + მ,ეს(2+---+მ ესს) = #0). 

მეეს!224+---+მ ეს!) = (12). 

(M) _ (M-I 
მყ (IM ს )+მა IM9 =ჯ01-), 

მეს“) = #09, 

=# წ ვექტორის კომპონენტები ი + I-დან ი-ზე გადასვლით 
მიმდევრობით განისაზღვრება (ო ფორმულებით 

ყია.  ყილ "I ჯო) _ ზმ, ს ''),... 
მჯ მMM «=ი+! (2) 

08=M+-1,M – 2,...,2,1, 

რაც აგრეთვე M” მოქმედებას მოითხოვს. 

მეთოდის არჩევა და მისი ეკონომიკურობა # მატრიცის სახე- 

ზე, აგრეთვე კომპიუტერის ტიპზეა დამოკიდებული. 

ბევრი ამოცანისათვის ტ, გაიშვიათებული მატრიცაა, რომლის 

ელემენტთა უმრაელესობა ნულია. ასეთი მატრიცები ხშირად გხვდე- 
ბა დიფერენციალური განტოლებების სხვაობებით აპროქსიმაციის 
ღროს. ამ მატრიცის ელემენტები, ჩვეულებრივ, მოცემული ფორმუ- 
ლებით გამოითვლება და მათი შენახეა მანქანის ოპერატიულ მეხ- 
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სიერებაში საჭირო არ არის. ეს ძალზე მნიშვნელოვანია, რადგან 
ასეთი მატრიცების რიგი რამდენიმე ათეულს, ზოგჯერ კი ასეულ 
ათასსაც შეიძლება აღწევდეს. 

გაიშვიათებული მატრიცის კერძო შემთხვევას ლენტური მატრი- 
ცა წარმოადგენს; ყველა მისი არანულოვანი ელემენტი მთავარი 
დიაგონალის მახლობლობაში იმყოფება, ე. ი. მც= 0, თუ |I-1>%, 

სადაც 6<M. ნულისაგან განსხეავებული ელემენტები განლაგებუ- 
ლია 26+I დიაგონალზე, მთავარი დიაგონალის ჩათვლით. ამის 
მაგალითია სამდიაგონალური მატრიცა 

|-თ ხ. 0 0 

# =) ლ–„> _–_. 0 

| 0 თო. 0 –CიCა 

შესაბამის (1) სისტემას აქვს სახე 

– ლს +ხ,სი) =ჯL/(), 

გ ც(!-)) _ 6,ს') + ხ,სი“ – (“ა 

გკს ლკცი = ჩნ, 

1= 2,3,...,M – 1, 
ეს არის მეორე რიგის სხვაობიანი განტოლება. იგი ჩვენ I თავში 
განეიხილეთ, სადაც მის ამოსახსნელად ფაქტორიზაციის მეთოდი 
გამოიყენებოდა. 

3. პირველი გვარის ოპერატორული განტოლება. 

ცნობილია, რომ ნებისმიერი # = (მ,) (I) = 1,2,...,M) მატრიცა გან- 

საგღვრავს წრფივ ტ# ოპერატორს, რომელიც II" სივრცეს ასახავს 

თავის თავში: ტსCIL' ნებისმიერი Vყ-სთვის, სCLLI ან #.: III პის 

პირიქით, ნებისმიერ #ტ ოპერატორს (რაიმე §,,...,6, ბაზისში) შეე- 

საბამება #ტ = (მ.კ) – MXIM ზომის მატრიცა, სადაც მც 45%, ვექტო- 
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რის კომპონენტაა. ამიტომ (1) შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც 
პირველი გეარის ოპერატორული განტოლება 

ტს =# ს, IC II", (C)) 

ოპერატორით #! : LI->3IIV. 

(ს) და (3) ამოცანების ექვიეალენტობას ხაზი რომ გაუსვათ, 

როგორც მატრიცის, ასევე ოპერატორისათვის ერთი და იმავე # 

აღნიშვნას შევინარჩუნებთ. IL! აღნიშნვნაში M ინდექსს გამოვტო- 
ეებთ და უბრალოდ II-ს დაეწერთ. (1-დან ოპერატორულ განტო- 

ლებაზე გადასვლა უფრო მოხერხებულია იტერაციული მეთოდების 
თეორიის გადმოცემისათვის. ამასთან, ტ მატრიცის სტრუქტურის 

მესახებ რაიმე კონკრეტული ინფორმაცია არ გამოიყენება. 

I სიერცეში შემოვიღოთ სკალარული ნამრავლი L , ) და 

ნორმა |IსII= V/(ს,ს) . ჩავთვალოთ, რომ # ოპერატორი თვითშე- 

უღლებულია და დადებითია: /# = #4” > 0. განვიხილავთ აგრეთვე 

ენერგეტიკულ სივრცეებს LILც სკალარული ნამრავლით (ს, V)ც= 

= (Lს, V) და ნორმით IIსIIი = /#(0ს,ს) , სადაც ს წრფივი თვით მე- 

უღლებული ოპერატორია LI: II –> 8, L = L”" > 0. 

აღვნიშნოთ (6, #,)-ით (5 = 1,2,...M) # ოპერატორის საკუთ- 

რივი ვექტორები და საკუთრივი მნიშვნელობები: 

#6.=76) (., §„) = ბეე 5, ი = 1,2,...,M, 

რადგან #> 0, მაშინ #>0 და შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ 

0 <X<7#< ·<7, რაც ნიშნავს, რომ სამართლიანია უტოლობა 

?.,C, < # < XC, Xკ = ი102Xა, #ჯ = იიმX#. 

Mა/#, შეფარდებას უწოდებენ მატრიცის განპირობებულობის 

რიცხვს. პრაქტიკაში უფრო მოსახერხებელია შებრუნებული ფარ- 
დობით, ე. ი. C = 7. პარამეტრით სარგებლობა. მას განპირობე- 

ბულობის ზომას ვუწოდებთ. იტერაციების კრებადობის სისწრაფე, 

როგორც ამას ქვემოთ ვაჩვენებთ, ამ ზომაზეა დამოკიდებული. 
სხეაობიანი განტოლებებისათვის, რომლებიც მათემატიკური ფიზი- 
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კის განტოლებების, მაგალითად, ლაპლასის განტოლების, აპროქ- 
სიმაციას ასდენს, § პარამეტრი მცირეა 6 =10“2– 10“4 (განპირო- 
ბებულობის რიცხვი დიდია). 

ს = ტ'!წ ფორმულიდან ჩანს, რომ 

IVII < II+ III, I4 I = 1/#.. 
ეს უტოლობა (I) ამოცანის ამოხსნის მარჯვენა მხარის მიმართ 
მდგრადობას გამოსახავს. თუ |I#%"II = 1/#, ძალიან დიდია, მაშინ 

(3) ამოცანა შეიძლება არაკორექტურული აღმოჩნდეს, ე. ი.. მარ- 

ჯვენა მხარის, აგრეთვე დამრგვალების ცდომილებების მიმართ 
არამდგრადი იყოს. 

4. პირდაპირი და იტერაციული მეთოდები. (I) სის- 

ტემის ამოხსნის რიცხვით მეთოდებს პირობითად ყოფენ ორ ჯგუ- 
ფად, გამოყოფენ რა პირდაპირ და იტერაციულ მეთოდებს (რასაკ- 
ვირველია, არსებობს პიბრიდული მეთოდებიც). პირდაპირი მეთო- 

დები საშუალებას იძლევა მოქმედებათა სასრული” რაოდენობის 
შემდეგ განტოლებათა სისტემის ზუსტი ამოხსნა მივიღოთ, თუ გან- 

ტოლების მარჯვენა მხარე L და #. მატრიცის მკ ელემენტები ზუს- 

ტადაა მოცემული და გამოთვლები დამრგვალების გარეშე წარმო- 
ებს. პირდაპირი მეთოდის უმარტიეესი მაგალითია ფაქტორიზაცი- 
ის მეთოდი. რასაკვირველია პირდაპირი მეთოდებიც იძლევა ამო- 
ხსნას გარკვეული სიზუსტით. იგი დამოკიდებულია დამრგვალების 
ცდომილებაზე, ე. ი. მანქანაზე და გამოთვლითი მდგრადობის ხასი- 
ათზე, რასაც თვითონ მეთოდი განსაზღვრავს. 

იტერაციული მეთოდი საშუალებას იძლევა სისტემის მიახლო- 
ებითი ამოხსნა ვიპოვოთ მიახლოებათა (იტერაციათა) მიმდევრო- 
ბის აგების გზით, დაწყებული რაიმე საწყისი მიახლოებიდან. თვით 
მიახლოებითი ამოხსნა გამოთვლის შედეგს წარმოადგენს და იტე- 

რაციათა სასრული რიცხვის შემდეგ მიიღება. 
ამა თუ იმ რიცხვითი მეთოდის შერჩევა დამოკიდებულია 

ბევრ გარემოებაზე – არსებულ პროგრამებზე, # მატრიცის სახეზე, 

გამოთვლების ტიპზე და სხვა. აეხსნათ სიტყვა „გამოთვლების ტი- 
პი“. შესაძლებელია ამოცანის სხვადასხვანაირი დასმა: 

1) ვიპოვოთ ერთი კონკრეტული ()) ამოცანის ამოხსნა; 

114



2) ეიპოვოთ (1) ამოცანის რამდენიმე ვარიანტის ამოხსნა ერ- 

თი და იმავე #ტ მატრიცითა და სხვადასხვა წ მარჯვენა მხარეებით. 
შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ (1) ამოცანისათვის არაოპტიმალური 
მეთოდი ფრიად ეფექტური იყოს მრავალწერტილიანი გამოთვლე- 
ბისათვის. 

მრაეალვარიანტიანი გამოთელების შემთხვევაში შესაძლებე- 
ლია ოპერაციათა საშუალო რიცხვის შემცირება ერთი ვარიანტი- 
სათვის, თუ ზოგიერთ სიდიდეებს შევინახავთ და ყოველი ვარიან- 
ტისათვის მათ ხელახლა არ გამოვთვლით. ეს, რასაკვირველია, 
დამოკიდებულია მანქანაზე, მისი ოპერატიული მეხსიერების მოცუ- 
ლობაზე. 

ნათქვამიდან ნათელია, რომ ალგორითმის შერჩევა დამოკი- 
დებული უნდა იყოს გამოთვლების ტიპზე, მანქანის ოპერატიული 
მეხსიერების მოცულობაზე და, რასაკვირეელია, სისტემის რიგზე. 
ალგორითმის ხარისხი იმ მანქანური დროით განისაზღვრება, რო- 

მელიც (1) სისტემის ამოხსნის მოსაძებნად არის საჭირო. ბუნე- 

ბრივია, რომ შეირჩეს, ისეთი მეთოდი, რომლისთვისაც ამოხსნის 
დრო მინიმალურია სხვა მეთოდებთან შედარებით. მაგრამ თვლის 
დრო დამოკიდებულია ბევრ ფაქტორზე: იმ არითმეტიკულ და ლო- 
გიკურ მოქმედებათა რიცხეზე, რომლებიც უნდა დაიხარჯოს მოცე- 

მული სიზუსტით ამოხსნის მისაღებად, მანქანის სწრაფმოქმედე- 
ბასა და ოპერატიულ მეხსიერებაზე, პროგრამის ხარისხზე. ალგო- 
რითმების ხარისსის თეორიული შეფასების დროს მათი შედარება 
ხდება იმ არითმეტიკულ მოქმედებათა C(68) რიცხვის მიხედვით, 

რომელიც საკმარისია მოცემული §> 0 სიზუსტით ამოცანის ამოხ- 
სნის მოსაძებნად. 

§2. პირდაპირი მეთოდები 

1. გაუსის მეთოდი. არსებობს გაუსის მეთოდის რამდენ- 
იმე გამოთვლითი ვარიანტი, დაფუძნებული მიმდევრობითი გამო- 
რიცხვის იდეაზე წრფივ ალგებრულ განტოლებათა სისტემის 
#.X = წ, ა ახუ 

M 

2,მეX,= ჩ, 1=12,...,M თ) 
I) 
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გაუსის მეთოდიი) ამოხსნის პროცესი ორი ეტაპისაგან შედგება. 
პირველი ეტაპი (პირდაპირი სელა). (1) სისტემა მიიყვანება 

სამკუთხა სახეზე 

X+ 8'X=C, (2) 

სადაც X = (X),....X,,) – უცნობი, დ = (დ,.-.,დ.) – ცნობილი ვექტო- 

რებია, ხოლო 8“ – ზედა სამკუთხა მატრიცაა. 

მეორე ეტაპი (უკუსვლა). უცნობები საბა XI, განისაზ- 

ღვრება §1-ის (2) ფორმულებით. 

გადავიდეთ მეთოდის დაწვრილებით ახსნაზე. გაუსის მეთო- 

დის პირველი ბიჯი მდგომარეობს ყველა განტოლებიდან, გარდა 

პირველისა, X,-ის გამორიცხვაში. დავუშვათ, რომ მ,,# 0 (I-ის 

პირეელი განტოლება (I = 1) გავყოთ მ,,-ზე და (1) სისტემა ჩაეწე- 

როთ სახით 

X,+ ხ.X, + ·"· + ხკXკ= Cდ,, ხ,კ= მ./მ, ს 25)1<M, დ,=ჩ/2,,, (3) 

მ,,X, + მეკXე + ''' + მეკ = წ, 1 = 2,3,...,M (4) 

(3) განტოლება გავამრავლოთ მ-ზე, სადაც | ნებისმიერია 

შემდეგი რიცხვებიდან | = 2,3,...,M, და მიღებული შედეგი გამოვაკ- 

ლოთ (4+-ის I-ურ განტოლებას: 

(მც – მ, ხ,ვ)X + ““' + (მეა– მცხეაჰXა = 1, – მერე 1 = 2,3,...,V. 
შემოვიღებთ რა აღნიშენებს 

ჯVI) = L –მყთი I1,1= 2,3,..., M , ლ) 

C) _ 
მე =მც -–მეხც, 

განტოლებათა მილებულ სისტემას ((I) სისტემის ექვივალენტურს) 
გადავაწერთ შემდეგი სახით 

X, +ხ,ეX2+-+ხეაXა = რდ, 

207X1+---+მ 6X = 60, 1=2,3,...,M,. 

ამ სისტემის მატრიცის პირველი სვეტი ნულებისაგან შედგება, 
გარდა პირველი ელემენგტგისა (I = 1, ) = 1), რომელიც I-ის ტოლია. 

მეორე ბიჯია X-ის გამორიცხვა სისტემიდან 
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I 0. _ ი 2.)X2+--7+85)X = I, 

(6) 
(ა (ა) = (CV) 25Xე+“““+მჯXკ = ჩა”. 

ამისათვის გავყოთ პირველი განტოლება გას –ზე: 

Xე + ხევX3+““-7+ხეჯXყ = რე, 

თე = 1 )/მ0, ხე, =მ57 / მხ), 1=3,...,M, 

შემდგომ გავამრავლოთ იგი – გე) -ზე და შევკრიბოთ განტოლე- 

ბასთან 

გ(Xე +2 1Xგ+--·+20X, = 67, 1=3,4,...,M. 
ამის შედეგად მივიღებთ სისტემას 

Xე + ხეკX3+“-·+ხე,X, =C), 
(7) 

მვ Xვ +-4+8წ Xჯ = იი), 1= 3,4,...,M, 

2 ' ! 2 I ! : 
მს ' =მყ - მცხ, ჩნ” = ()- გედე, 1=3.4....M (8) ' 

X., XX ყსათვის გვაქვს M#- 2 რიგის სისტემა, რომელიც 

X); Xვე--აXესათვის M- 1 რიგის (6) სისტემის ანალოგიურია. 

განვაგრძობთ რა მსჯელობას, M –) ბიჯის შემდეგ (ე. ი. 

XI XX ის გამორიცხვის შემდეგ) მივიღებთ 

(+-), _ C(M-I _ _ C(M-I) / (M-I მსე Xს = წ), ან X,) =და, დ.=ჩსი )/გა). (9) 

საბოლოოდ ვღებულობთ (2) სისტემას ზეღა სამკუთხა მატრიცით 

X, +ხ,1,5X5 + ხე,კXვ+-“7+ხკX = C), 

Xე + ხევX3+---+ხეჯXაჯ = რე, 

(10) 

Xა | + ხა კაბ = 0, 

Xყ =Cდჯ 
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გაუსის მეთოდის უკუსვლა მდგომარეობს ზედა სამკუთხა მატ- 
რიცის მქონე (10) სისტემიდან ყველა X,-ის განსაზღვრაში. ძნელი 
არ არის ჩვენება, რომ ზემოთ გადმოცემული გაუსის მეთოდის გა- 
მოყენება იმ შემთხვევაშია შესაძლებელი, როცა ყველა მთავარი 
მინორი განსხვავებულია ნულისაგან. 

გამოეთვალოთ გამრავლებათა და გაყოფათა რიცხვი გაუსის 
მეთოდში. ჯერ განვიხილოთ პირდაპირი სვლა. პირველ ბიჯზე მო- 

ითხოეება C), = M?2 გამრავლება და გაყოფა, მეორეზე C. = CM – 1)» 

მოქმედება და ა. შ. სულ საჭიროა პირდაპირი სვლის M ბიჯი, რო- 
მელიც მოითსოვს 

3 04=+07= 57 = XCXI+0CIX+9 
M=1 §=1 6 

გამრავლებასა და გაყოფას. უკუსვლისათეის, ცხადია, საჭიროა 

M0M – 1) 2 გამრავლება. ამრიგად, (10 განტოლებათა სისტემის 

ამოსახსნელად C) = MCM2+ 3M – 1)/3 გამრავლება და გაყოფა მო- 
ითხოვება, დაახლოებით ამღენივე შეკრება იქნება საჭირო. 

მოვიყვანოთ გაუსის მეთოდის გამოყენების მაგალითი. განეი- 

ხილოთ განტოლებათა სისტემა სამი განტოლებით (M =3): 

2X, + 4X, + 3X3 = 4, (II) 

3X, + Xე – 2X3= – 2, (12) 

4X, + 11Xე + 7Xვ = 7. (13) 

პირდაპირი სელა. პირველი ბიჯი. გავყოთ პირველი 

განტოლება მ,, = 2-ზე 

X, + 2X)+ 1,5X3= 2, (14) 

(14) გავამრაელოთ – 3-ზე და შეეკრიბოთ! (12-თან, შემდეგ (14) გა- 

ვამრავლოთ – 4-ზე და შევკრიბოთ (13)-თან 

– 5Xე – 6,5X-= – 8, (15) 

3X,+ Xვ= 1. (16) 

მივიღეთ მეორე რიგის სისტემა 
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მეორე ბიჯი. (15) გავყოთ – 5-ზე 

X.+ 1,3X3= 1,6. (064) 

(17) გავამრავლოთ – 3-ზე და შევკრიბოთ (16)თან 

– 2,9X3= – 5,8. (18) 

მესამე ბიჯი. გავყოთ (18) – 2,9-ზე 

Xვ= 2. 
ამის მდეგად მივიღებთ სისტემას 

X, + 2X:+ 1,5X3= 2, 

X: + 1,3Xკ= 1,6, 

X3= 2. 

ზედა სამკუთხა მატრიცით 

1 2 I,5 

0 1 1,3. 

0.0 I 

უკუსელა. სისტემიდან მიმდევრობით ვპოულობთ 

Xგ=2, -X= 1,6 – 1,3Xკ= 1,6 – 1,3:2=–1, 

X,=2 – 2X. – 1,5 -Xგ= 1. 

ამრიგად (11X-X13) სისტემის ამოხსნა ნაპოვნია 

X, = 1, X-= – 1,Xკ= 2. 

2. კვადრატული ფესვის მეთოდი. ეს მეთოდი გამოსა- 
'დეგია სისტემებისათვის 

ტს=L (19) 

'ერმიტის (ნამდვილ შემთხვეეაში სიმეტრიული) # მატრიცით. # 

'მატრიცა წარმოიდგინება ნამრავლის სახით 

#4 =5 05, (20) 

(19



სადაც 5 – ზედა სამკუთხაა, ხოლო 0) – დიაგონალური მატრიცა. 
ტს =1 განტოლების ამოხსნა დაიყვანება ორი სისტემის მიმდეე- 

რობით ამოხსნაზე 

5'9V=ჩ 5ს =V. (2) 

(20) გაშლა რომ მივიღოთ, აღვნიშნოთ 5 = (5, კ) IL) = (ძ,6,) და 

ვიპოვოთ 

M M 

(05), = 2.9, 5ც = ძი5ე, (5 05)) = 2ეწიიყზც , 
L=1I L=I 

რადგან §- =(5,,). ზედა ხაზი ნიშნავს კომპლექსურად შეუღლებას. 

ამის შედეგად მიიღება განტოლება 

M 

2% ძე 5, = მც. (22) 
M=I 

(22) განტოლებათა სისტემა შეიძლება რეკურენტულად ამოიხსნას. 

რადგანაც 5 ზედა სამკუთხა მატრიცაა, 5კ=0, როცა M>! და 

5, =0 როსა MX <I. აქედან გამომდინარე, 

2 ნაა I “+ 2 ბაბკრი, + 5,5ცძ0,, + ნ აკნემც = = 
M=1+1 

= ბ 5 აძ. +5,ყ5ეძ, = მ. 

:=1 

როდესაც I =) გვაქვს 
I) 

(5, ძვ =მა - 25, (ძის. (21) 
L=I 

ავარჩევთ რა 
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1-1 
ძ, = იგი, – 21% / 4» | , (24) 

L=I 

II 
§, = | მა 2)5ი ძი · (25) 

= 

როდესაც I < 0, მივიღებთ 

1-! 

მე 2,ეწი5,ძ M 
– L=I 

" 5,9 

თუ დავუშვებთ, რომ 1 = 1,2,..., მიმდევრობით ვიპოვით 

5, =VIმ)ს 9, =51)8ი8მ,, 5; = მეე – 91152! II... 

მატრიცის დეტერმინანტი, ცხადია, ტოლია 

M 

1=1 

კვადრატული ფესვის მეთოდი მოითხოვს M#9/3 რიგის არით- 

მეტიკულ მოქმედებებს, ე. ი. დიდი M-ებისათვის ის ორჯერ უფრო 

სწრაფია გაუსის მეთოდზე და მეხსიერების ორჯერ ნაკლებ უჯ- 
რედს იკავებს. ეს გარემოება აიხსნება იმით, რომ მეთოდი იყენებს 

ინფორმაციას მატრიცის სიმეტრიის შესახებ. 

1ეიპოვით 

    

5 (26) 

3. გაუსის მეთოდის კავშირი მატრიცის მამრავ- 

ლებად დაშლასთან. ეთქეათ, მოცემულია არაგადაგვარებუ- 
ლი MX M რიგის # მატრიცა. წარმოვადგინოთ ის ნამრავლის სა- 

ხით 

# = 8C, # = (მკ), 8 = (ს), C = (C,), (27) 

სადაც 8 და C შემდეგი სახის სამკუთხა მატრიცებია 
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_–_
 დC ლ
 

ლ
 

(§)
 

ა ი Cღ ი
 

X 

ხ., ხი» 0 0 0 .. CM 

8= ხე ხე ხვ 0 , 6= ი 0 I Cვჯ» , 

ხა, ხუ: ხ»კ I 0.0 0 I 

ე. ი. ხ, = 0. როცა L > I, C,=0 როცა M < I, C,= 1. (27)-დან გამომ- 

დიხარეობს, რომ 

M 

მც = 2,ხან : 
1:=1 

გარდავქმსათ ეს ჯამი ორი წერსით: 

I-I 

ბ. ხ,.C,, = > ხ,C,, + ხ,C ყ + ა ხ,C,, = ხეC სყ) + 2, ხ,.C,,, 

X=1 L=1 ' M=1+I 

M 1-1 –I 
2,ხ „ალე = 2ეხინც +ხე ხყ+ 3 ხან = ხებე ფა 
L=I L=1 M=)+I 

აქეღან ეპოულობთ 

1-) 

ხ, =მე - 2 ხან როცა 1>),ხ,ე=8მ,ცC,= I, 
X=I 

L-I 

Cც= იი – ა-ი როცა 1! <ჰ. 
ხ, X=1 

8 და C მატრიცები ნაპოვნია. 

ტს = 8Cს = 1 განტოლების ამოხსნა დადის შემდეგი განტო- 
ლებების მიმდევრობით ამოხსნაზე 

8დ= წ Cს =ფ. 
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8 და C მატრიცების აგება და Cდ = 8“I-ის პოვნა გაუსის მეთოდის 

პირდაპირ სელას, ხოლო 

CV =თCფ. 

განტოლების ამოხსნა – უკუსელას შეესაბამება. 

83. იტერაციული მეთოდები 

1. იტერაციის მეთოდი წრფივ ალგებრულ განტო- 
ლებათა სისტემის ამოსახსნელად. ამ თავში განსაკუთრე- 

ბულ ყურადღებას იტერაციულ მეთოღებზე გავამახვილებთ, რად- 
გან ისინი ფართოდ გამოიყენება მათემატიკური ფიზიკის სხვაობი- 
ანი განტოლებების ამოსახსნელად, რომელთა ოპერატორებსაც 

მაღალი რიგის ლენტური #. მატრიცა შეესაბამება. 

გადაეიდეთ იტერაციული მეთოდის ზოგად აღწერაზე წრფივ 

ალგებრულ განტოლებათა სისტემისათვის 

ტს =L (1) 

მის ამოსახსნელად აირჩევა რაიმე საწყისი Vე C LI მიახლოება და 
მიმდევრობით მოიძებნება (I) განტოლების მიახლოებითი ამოხ- 

სნები (იტერაციები). V,,, იტერაციის მნიშვნელობა ცხობილი წინა 

იტერაციების V,, V, ,,... საშუალებით გამოისახება. თუ V,.,-ის გა- 

მოსათვლელად გამოიყენება მხოლოდ ერთი წინა იტერაცია, მა- 
მინ იტერაციულ მეთოდს ერთბიჯიანი (ანუ ორშრიანი) მეთოდი 

ეწოდება. თუ V,,, ორი V, და V, , იტერაციით გამოისახება. მაშინ 

მეთოდს ორბიჯიანი (ანუ სამშრიანი) ეწოდება. ჩვენ ძირითადად 

განვიხილავთ ერთბიჯიან მეთოდებს. ჩავთვალოთ, რომ # : I1->IMI 

წრფივი ოპერატორია სასრულგანზომილებიან II სივრცეში სკალა- 

რული ნამრავლით! ( ,). 

მნიშვნელოვან როლს თამაშობს იტერაციული მეთოდების ჩა- 
წერა ერთიანი (კანონიკური) ფორმით. ნებისმიერი ორშრიანი 
იტერაციული მეთოდი შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი კანონიკური 
ფორმით: 
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ცო +#, =1,M =0,1,..., ყველა Vე C 19, (2) 

სადაც # : ILI->LI საწყისი (1) განტოლების ოპერატორია, 8 : ILL->I 
წრფივი ოპერატორია, რომელსაც შებრუნებული 8“! გააჩნია. LV – 

იტერაციის ნომერია, ხოლო XL, რევ. კ... საიტერაციო პარამეტ- 

რები, +, > 0. 8 ოპერატორი, საზოგადოდ, შესაძლებელია # ნო- 

მერზე იყოს დამოკიდებული; გადმოცემის სიმარტივისათვის ჩვენ 
ყველგან დავუშვებთ, რომ 8 M-ზე დამოკიდებული არ არის. 

თუ 8 = ს ერთეულოვანი ოპერატორია, მაშინ მეთოდს 

XVI+I - #X 

+IვI . 

ცხადს უწოდებეს: V,,, მოიძებნება ცხადი ფორმულით 

XV) = XV – “(4 – 1). 

ზოგად შემთსვევაში, როცა 8 «> L. (2) მეთოდს არაცხად იტერაცი- 

ულ მეთოდს უწოდებენ: V,,,-ის საპოვნელად საჭიროა ამოიხსხას 

განტოლება 

+ #4. V, = ჩ/, M = 0,1,..., ყველა Vე C IL (3) 

ც»,,,= 8V, – %,.,,(4V,- 6) = L,, LM = 0,1,.... (4) 

ბუნებრივია მოვითხოვთ, რომ 8V,,,,= IL, სისტემის ამოსახსნელად 

საჭირო გამოთვლების მოცულობა ნაკლები იყოს, ეიდრე #ს =L 
სისტემის პირდაპირ ამოსახსნელად. 

(2) იტერაციული მეთოდის სიზუსტე ხასიათდება 2.,=V,.- ს 

ცდომილების სიდიდით, ე. ი. სხვაობით (2) განტოლების V, ამოხ- 

სხასა და საწყის წრფივ განტოლებათა სისტემის ს ზუსტ ამოხსნას 

შორის. (2); ში XV.= 2,+ ს ჩასმა მიგვიყვანს ცდომილების მიმართ 

ერთგავროვან განტოლებამღე: 

ცრ 2-% ე #2 =0, M# =0,1,..:; 2:ე=V-- ხ. (5) 
%I+I 

ამბობენ, რომ იტერაციული მეთოდი იკრიბება IIე-ში, თუ 
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))იII%II0 =0, სადაც |I2IIგ = +/(I-7,2) , ს = L"> 0, 0 : I– IM. 

ჩვეულებრიე, იძლევიან რაიმე §>0 ცდომილებას (ფარდო- 

ბითს), რომლითაც საჭიროა ვიპოვოთ V, ამოხსნა და გამოთვლებს 

შეწყვეტენ, როგორც კი შესრულდება პირობა 

IM“ VII 5 §1IXი““ VII. (6) 
თუ ი =ი(§8) უმცირესია იმ რიცხეთაგან, რომლისთეისაც (6) 

სრულდება, მაშინ (1) განტოლების მიახლოებითი ამოხსნის მოსას- 
მენად საჭირო არითმეტიკულ ოპერატორთა საერთო რიცხვი ტო- 
ლია C0 (8) = 9(8)ძი, სადაც ძე ერთ იტერაციაზე დახარჯული, ე. ი. 

(4) განტოლების მიახლოებითი ამოხსნისათვის საჭირო ოპერაციე- 
ბის რიცხვია. ჩვენი ამოცანა მდგომარეობს იმაში, რომ მოვახდი- 

ნოთ 0 (§8)-ის მინიმიზაცია 8 მატრიცისა და (L,) პარამეტრების 

მერჩევის ხარჯზე. დავიწყოთ უმარტივესი იტერაციული მეთოდე- 
ბიდან. 

2. მარტივი იტერაციის მეთოდი. (1) განტოლებათა 
სისტემის ამოსახსნელად შეიძლება გამოვიყენოთ მარტივი იტერა- 

ციის მეთოდი 

M 

XLII = XL. ა» -რ) 1=12,.,Mყ,.. თ 
15! 

სადაც L> 0 იტერაციული პარამეტრია. ჩავწეროთ (7) ოპერატო- 

რული სახით": 

9-2 #V, = #,L=0,1L...., ყეელა Vე C IL (8) 

(3-თან შედარება გვიჩვენებს, რომ მარტივი იტერაციის მეთოდი 

ცხად ორშრიან სქემას წარმოადგენს მუდმივი 1,= « პარამეტრით. 

მარტიეი იტერაციის მეთოდის სხვა ვარიანტებიც არსებობს, 

მაგალითად, ასეთი: 

_ 
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თუ ჩავსვამთ 

1+M 

2,ბეVL -2 ტად –მეVL” = CMV) – (CM,)4), 
ჰ)= 

სადაც IL = (8. 6.) – ს დიაგონალური მატრიცაა, მიგიღებთ ! 

„რ, =ყი _ 1 სიაც 0 -რ), 

15) 

ას, კანონიკური სახით, 

ხ20I- MX) #, =L, M=0,1,.., #=1. 
%« 

თუმცა ფორმალურად ეს სქემა არაცხადია (8 = ს » L), მაგრამ 

L1= (მკნ,) – დიაგონალური მატრიცაა და ამიტომ V,,, ცხადი 

ფორმულებით განისაზღვრება. 

3. ზეიდელის მეთოდი. პრაქტიკაში ძალზე ფართოდ (გან- 

საკუთრებით იმ შემთხვევაში, როცა # მატრიცის შესახებ არასაკ- 

მარისი ინფორმაცია გვაქვს) გამოიყენება ზეიდელის იტერაციული 
მეთოდი ერთ- ერთი შემდეგი სასით: 

3 იას, + 9 ი/მ = ჯი, გ.%0, 1=1)2,...,M,. (9) 
I- I )=1+! 

პატ + მაა (0, 1=12, IM 00 
)15I )5!+I 

ორიეე ფორმულიდან V,,, ვექტორის კომპონენტები მიმდევრობით 

მოიძებნება. (90-ღან მიმდევრობით განვსაზღვრაეთ VII, VI, 

(M), 
აXVI III 

152 
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'-1 

VII = - LC ო – ა გას - -3აა) 1=2,...,M, 
" 1=| 1=!'+1 

ეისარგებლებთ რა (10) ფორმულით, 1 = M, M – 1,...,1-სთვის მიმ- 

დევრობით ვიპოეით 

1 M-I : 
ა-ი საა). 

მ» 

ს-ა ა -2ტატ- მბარ) (-» – 1,1. 
მ, )=I+1 

ჩავწეროთ ეს ი მეთოდი მატრიცული (ოპერატორული) ფორმით. 

ამისთვის # მატრიცი ჯამის სახით წარმოვადგინოთ 

რტ) = 4“+ 0) + #“, 

ზე) – დიაგონალური მატრიცაა MXIM რიგის, " ს L =(8, 

# =(მკგ) – ქვედა სამკუთხა (დიაგონალის ქვემოთ) მატრიცაა 

წულებით მთავარ დიაგონალზე, მკ =0 როცა 1 > L გც =მკც, როცა მე. 

1<1, ხოლო #ტ“ =(მც) – ზედა სამკუთსა (დიაგონალს ზემოთ) 

მატრიცაა ნულებითს მთავარ დიაგონალზე, მც =0 როცა 15წ% 

გე = მკ, როცა 1>I. #4, LC, #”-ს განმარტებიდან გამომდინარე- 

ობს, რომ 

I–I 
| მაგას = 2,VI9I), #ტ“ „ი – 2,2), 

1=1 

· M +“. 

ტ LV = ა გაე, ტაბ + ს)»VI) = 2,217 

)51+! 3! 

ამიტომ (9) განტოლება შეიძლება შემდეგი სახით ჩაიწეროს 
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((4“ + ს)V..,# +C4“V,)0 = (0), ;= | 2,...,M, 
ახ. ვექტორული ფორმიი), 

(#4 ' +0)V.,) +# XV, =L. 

ცხადი გარდაქმნების შედეგად 

(4 + 0)V.,, +# X, =(4” + XX. –< X”-)+ 

+(-4- +(4” + 0))V7, =(4“ + XX, – V.) + 4. 

(10) ზეიდელის მეთოდი კანონიკური სახით ჩაიწერება: 

(0 + 4'XI,,, – V,) + ტ·)V,= წ MX = 0,1.2,... (II) 

შევადარებთ რა (2)-ს, ენახაეთ, რომ (10) ზეიდელის მეთოდი შეე- 
საბამება 

ც=ს+ #“', +=I), 

ე. ი. (11) სქემა არის არაცხადი. მაგრამ, რაღგან 8 = LX + #” სამ- 
კუთხა მატრიცაა, იტერაცია ცხადი ფორმულებით მოიძებნება. ანა- 
ლოგიურად ჩაიწერება ზეიდელის მეთოდის სხვა ვარიანტიც: 

(0 + 4)0,,, – >») + #ტX.= ს MX =0,1,..., (12) 

როცა 8=0+ /#” – ქეედა სამკუთხა მატრიცაა. შემდგომ პუნქტ 5- 

ში ნაჩვენები იქნება, რომ ზეიდელის მეთოდი კრებადია, თუ # სი- 

მეტრიული დადებითად განსაზღვრული მატრიცაა. 

4. ზედა რელაქსაციის მეთოდი. იტერაციული აპროცე- 

სის დასაჩქარებლად თ პარამეტრის შემოტანით ზეიდელის მეთო- 
დი შესაძლებელია ზედა რელაქსაციის მეთოდამდე მივიყვანოთ 
ისე, რომ 

(ი +თ/# )2ხ-L- XI კ #., =L , M=0,1,..., ყველა Vე-სთვის Vე-CIL1I. (13) 
(/)) 

(2-თან შედარება გვიჩვენებს, რომ 

8= სს +თ/, %X=თ.



მიეიყეანოთ (I3) განტოლება სათვლელ სახემდე. გავითვალისწი- 
ნებთ რა, რომ 

(0+თტ#“)2#90 - 7% -X + #7, -(»- +410»... + 
თ თ 

+C, – #“ - 9), -(+- +10»., LC. +6 -1)9|,, 
თ თ თ 

გვექნება 

C +10I,., CC ს -1)0IV =L. 
თი ი 

აქედან ვპოულობთ) 

VII, = VI + იყი. -2ტაბ- ბა). L= L,2,...,M, 

C წი) 

თ = I შემთხეევაში ვპოულობთ ზეიდელის მეთოდის ფორმულას. 

ზედა რელაქსაციიის მეთოდის კრებადობის სიჩქარე დამოკი- 

დებულია თ პარამეტრზე. მე-5 პუნქტში ვაჩვენებთ, რომ მეთოდის 

კრებადობისათვის უნდა მოვითხოვოთ 0 < თ <2 პირობა. 

5. სტაციონარული იტერაციული მეთოდის კრება- 
დობა. ზეიდელისა და ზედა რელაქსაციის მეთოდები წარმოად- 

გენს შემდეგი სახის არაცხადი სქემის მაგალითებს 

82%-% ა, = L, «= 0,1,..., ყველა Vე-სთეის Vე-CLI, (14) 

არათვითშეუღლებული 8 ოპერატორით, რომელსაც შებრუნებული 

8.) ოპერატორი გააჩნია. (14) მეთოდს სტაციონარული იტერაციუ- 

ლი მეთოდი ეწოდება, რადგან 8 და 1 იტერაციის ნომერზე არ არ- 

ის დამოკიდებული. იმისათვის, რომ შებრუნებული 8“! ოპერატო- 

რი არსებობდეს, საკმარისია მოვითხოვოთ, რომ 8 იყოს დადები- 

თი. ეთქვათ 8 = ს + თ/"!. ვინაიდან # = #“> 0, მაშინ (# IV,”7)= 

=(#M”V, XV), (#4) = ტს! და (4, V) = (LX, V) + 2(%” IV, V),. ე. ი. 
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- I 
(#4 V-V) = 5C4 – 0)V,V) . ჩავსვამთ რა ამ გამოსახულებას ფორ- 

მულაში (8V,X) =(LV.V) + თC(# ” V,V), ვიპოვით 

/ 
(8».XV) =LI – 16 (C-ა) +თCთC4V,V)>0, 

თუ 0<თVთ<2. 

2 =V- ს ცდომილებისათვის ვღებულობთ ერთგვაროვან 

განტოლებას 

ცრ! 4 კ ტ> =0, ML =0,1,2,..., 7ე= V-– ს. (15) 
+ 

თეორემა /. ვთქეათ, 4 თვითშეულლებული, დადებითი ოპჰე- 

რატორია და შესრულებულია პირობა 

+» 
8>-7#4. (16 2 ) 

მაშინ (14) იტერაციული მეთოდი კრებადია LIL,-ში ე. ი. 

II2II„= IIV, – სII„-> 0, როცა L -> თ. 

დამტკიცება. ჩვენ დაგეჭირდება ენერგეტიკული იგივეობა 

..._ 3 2((8-1გ) ბი -% 9-2 |. -IML. (თ 
სადაც I7LII2 =(#42,2). თავდაპირველად (15) განტოლება გარდაე- 

ქმნათ სახემდე 

(8-:გ)რი=“%+16C, +7,,))=0, (18) 

1 % (2, – 2.) : რისთვისაც ჩავსვათ 2, =2 2 «7ელვი კ თუ გავამ- 

2 – 27). 
რავლებთ (18)-ს სკალარულად -„ გა- 

ჯ 

(30



მოსახულებაბე და გავითვალისწინებთ, რომ (იის ციე)=(შ, ,.რშ), 

რადგან #= #“ და (/#(2,+ 2.) 2. |“ 2.)= (#2, 2)“ (422) + 
+ (#2ს 2,,))– (#7, ,,2,) = (42. %.)– (#2) 2), მივიღებთ (17)ს. 

ვთქვათ, შესრულებულია 8 > «/#/2 პირობა, მაშინ (17) ტოლო- 

ბის მარცხენა მსარეში პირველი შესაკრები არაუარყოფითია და 

IV)» 52, >. აქედან გამომდინარეობს, რომ 0 <I2,.,II, < 
< II7,|I, < “'- < |IXიII„. ე. ი- (I%II,1 მიმდევრობა არაზრდადია და 

ქვემოდან ნულით არის შემოსაზღვრული. ამიტომ ვეიერშტრასის 
თეორემის ძალით (I2.II,) იკრიბება, როცა L–> თ . დავამტკიცოთ), 

რომ III»იII2,II, =0. 
Lა»თ 

L=8- ე ოპერატორი დადებითია, ხოლო Lე = 8ე -34 = 

1 · 
=2C7+L ) დადებითად განსაზღვრული, ე. ი. მოიძებნება ისეთი 

რიცხვი 8 > 0 (იხ. თავი I, §4), რომ 

(LX, V) = (IX, X) > §IIVII” ყველა V-სთვის, +» C II. 
ამიტომ (17) იგივეობიდან ვღებულობთ უტოლობას 

2გ8 
“-I წ -%II +I%II 51%I#. ო 

(IM) მიმდევრობის კრებადობის გამო აქედან გამომდინარეობს, 

რომ არსებობს 

00%) –7.I=0. (19) 

შემდეგ, (15) განტოლებიდან ვპოულობთ 

1 
– – ტ'.8C0,., – 7,), 

ჯ 

1 
#2=--80,., – 2, 27. = 

1 

(რ22)==-(4 87, ., – 2,),18(7.., – 7,)), ლო 

1 - 
I2. II» < 214 'I8I” II2,,, – 2, I”. 
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აქედან და (19)-დან ვასკვნით, რომ 1I0I%IM# =0. 

შენიშვნა. () და C') უტოლობებიდან გამომდინარეობს, 
რომ (14) იტერაციული მეთოდი კრებადია (16) პირობებში გეომეტ- 

რიული პროგრესის სიჩქარით, I2III2 < ი”II7II > ს სადაც 

20% 
ი” =1–- ო“–„–– <1 

I“. III8I 
გამოვიყენოთ თეორემა 1. 2-4 პუნქტებში მოყვანილი იტერა- 

ციული მეთოდების კრებადობის დასამტკიცებლად. 
მარტივი იტერაციის მეთოდი, 83 = ს. თუ გავითვალისწინებთ, 

1 
რომ ს> ––– #ტ , გვექნება, 

I"+II 

8-1#-6-1ტ>( 1. 5 >ი 
2 2 IტI 2 

1 + 
როცა II 22.“ მარტივი იტერაციის მეთოდი კრებადია #”-ს 

ყველა მნხიშვნელობებისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლო- 

ბას + < 2/#ტ|. 

ზეიდელის მეთოდი, 8 = ს + #“!, «+ = 1. ამ შემთხვევაში 

8. 1ტ=0+#ტ- “ტი ტ5+0)=95+41(ტ- +#9), 
2 2 2 2 

1 (8-1#)) =1(0X))+2C4“ – ტ“)),#) = 100, >9, 
თუ 0C-.>0. 

შენიშვნა. IL > 0 უტოლობა გამომდინარეობს # > 0 პირობი- 

დან. მართლაც, ვთქეათ, 4 > 0 და 8= (=!, 0, ...,10); მაშინ (/#C, §)= 

= (IX, 6) = 2,,(§!/> 0, ე. ი. მც > 0. ანალოგიურად დავრწმუნდე- 

ბით, რომ 28,> 0 და, აქედან გამომდინარე, IL) >0. ამგვარად, ზე”- 
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დელის მეთოდი ყოველთვის იკრიბება, თუ # თვითშეულლებული, 

დადებითი ოპერატორია. 

კრებადობის სიჩქარის შეფასება რომ მივიღოთ, საჭიროა უფ- 
რო ძლიერი დაშვებები გავაკეთოთ. მოვიყვანოთ ერთ-ერთი თეო- 

რემა. : 
3 თეორემა 2. ზეიდელის მეთოდი იკრიბება გეომეტრიული 

პროგრესიის სიჩქარით მნიშვნელობით ძ < 1, თუ # = (მ, ყა) = #. > 0 

და 
I-M 

2-IმაI< 9Iმ2,1, 1 = 1,2,...,M, ძ < 1. (20) 
I? 

მართლაც, 2,= V,– ს ცდომილებისათვის გვაქვს 

“) C) (C,) 
მ,2L+) =-2 მაბე – 2ემე2, 

I<! )1>' 

I2I21)/I< 2 IმეIთლო+ 2უIმეIთL I. 
)1< II 

ვთქვათ, იიმXI 2() | მიიღწევა რომელიღაც 1 = Iე-სთვის, ისე 

რომ 

I%.)IIC =2LII, Iმ,კ.MII2L+.IIIC < 28 Iწი) IC+2 18.1 2IL : 
1</ი 1>ი 

II2L+1IIC < 2.19)! >კ> I2.IIC · 
>% 15 

(20) პირობის თანახმად გვაქვს 

2) < ძIმ, 1-2 ბ.) < მრ 214 , 
12% )1<Iი 1<'9 

და, აქედან გამომდინარე, 

I5.+IIIC< 9II2,IC < ძ"''II7იIC 
რისი დამტკიცებაც მოითხოვებოდა.



(20) პირობა ნიშნავს, რომ ტ = (გკ) არის მატრიცა ჭარბი დია- 

გონალური ელემენტებით. 
ზედა რელაქსაციის მეთოდი. 8=IL+თ#4“, 1 =C0. ვიპო- 

ვოთ სხვაობა 

X - თ... თ თ 
ც- -#4ტ=0+თ/ -–- –C(2 +4ტ' +) -ს-95)ხ+5 ტ - #7” 

2 2! ) 2 2! ) 

და გამოვთვალოთ 

((8–-#)») =ც-5)დ»აი>0, როგა 0 <0 <2. 

ამრიგად, ზედა რელაქსაციის მეთოდი კრებადია C-ს ნებისმიერი 

მნიშვნელობისათვის, Cა C (0, 2), თუ /4) = /ბ' > 0. 

6. არაცხადი მარტივი იტერაციის მეთოდის კრე- 
ბადობის სიჩქარე. იტერაციების მხოლოდ კრებადობის ფაქტი 
საკმარისი არ არის იმისათეის, რომ ამ მეთოდის ვარგისიანობაზე 

ვიმსჯელოთ. საჭიროა ინფორმაცია მეთოდის კრებადობის სიჩქა- 

რის შესახებ, ე. ი. ფაქტიურად იტერაციათა ი = იე(8) რიცხვის შე- 
სახებ, რომელიც საკმარისია ამოცანის ამოხსნის საპოვნელად მო- 

ცემული § >0 სიზუსტით. იტერაციათა რიცხვი იხე(6) დამოკიდებუ- 

ლია % პარამეტრზე. იგი საჭიროა შეირჩეს იტერაციათა რიცხეის 

8 =IX6) მინიმუმის პირობიდან, რომლის დროსაც სრულდება პი- 

რობა IV, – სც < §IIM-– VII სადაც LI) – რაიმე ოპერატორია, 

L1I=IL-">0. 

ჩეენ განვიხილათ არაცხად სტაციონარულ სქემას (მარტივი 
იტერაციის არაცხადი სქემა): 

829 X ს ტა =XL,M%=0,1,..., ყველა XVე-სთვის, Vე 6 II, (20 
წ 

სადაც # და 8 თვითშეუღლებული, დადებითი ოპერატორებია. 

ზეიდელისა და ზედა რედაქსაციის მეთოდები სქემათა ამ 

ოჯახს არ ეკუთვნის, რადგანაც მათთვის 8 ოპერატორი თვითშე- 

უღლებული არ არის. 
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= 8“, შესწორებისათვის, სადაც L,= #4», – 1 – შეუსაბამო- 

ბაა, ძალაშია ერთგეაროვანი განტოლება (ისევე, როგორც 2,= 

=V,– ს ცდომილებისათვის) 

თ.ე –თ – , 
8-----++V #თ, =0,%=0,1,..., იე= 8“ I((4X.- ჩ, (22) 

მართლაც, (21)-დან ვპოულობთ 

XV. = V„– 28 (ბა, - ი = V,– 1თ,, 
#ტVს)– 1= 04V. – 1 – +ტთ,, ს.= წ, - 1ტთ,. 

რადგანაც „,= 8(68-“V) = 8თ,, აქედან გამომდინარეობს (22). 

ჩავთვალოთ, რომ შესრულებულია ოპერატორული უტოლო- 
ბები 

7,8 < ტ <78, /,>0, »>7,> 0, (23) 
ანუ 

7,(8X, X) < (4.X, X) = 7წ:(8X, X) ყველა X C II-თვის, (24) 

სადაც 7, და 7 მუდმივები ცნობილია. 

თეორემა 3. ვთქვათ, შესრულებულია (23) და (24) პირობები, 
მაშინ (21)) მეთოდით იტერაციათა მინიმალური რიცხვი მაშინ მი- 

იღწევა, როცა 

  %+ =%ე = 2 (25) 
VI +721 

ამასთან სრულდება უტოლობა 

I ბ», – 1Iც- ს) < 00I| #Vი – II ც– „კი = 1,2,... (26) 

0ი=C1 – 6)/C(I + §), 5 =7,/7ე- (27) 

დამტკიცება. (22) ამოცანის ამონახსნისათვის ვისარგებ- 
'ლოთ შემდეგი შეფასებით (შეფასების დამტკიცება მოყეანილია V 

' თავში). 

Iს .IIც 5 ლ"IთეIIც. როცა 1 < «ი (28) 
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სადაც 0=1 – LV. ი-ს მინიმუმი (რომლის დროსაც იტერაციათა 

რიცხვი მინიმალურია) მიიღწევა, როცა #« = ჯი: 0 = მ0ა= 1-– ე) = 

=(1–6)/(1+6). გასათვალისწინებელი დარჩა, რომ Iთ,IIკ=II8 IL IIგ= 

= III,IIც-. თეორემა დამტკიცებულია. 

თუ მოვითხოვთ, რომ სრულდებოდეს პირობა ძე <6, ანუ 

(1/იე) > 1/6, იტერაციის რიცსვისათვის მივიღებთ შემდეგ შეფასე- 

ბას 

ი > IIX(1/6)/Iი(1/0ა)- (29) 

შეხიშენა. C(C) = Iი(I + 6C)/(1 – C) – 28 ფუნქცია დადებითია 

ყველა 6-სთვის, 0< C< 1, რადგან დ'(8)= 2C2/(1 – §2) > 0, C(0) =0, 

ამიტომ 1/I9(1/0ა) < 1/(26) და (29) პირობა შესრულებულია, თუ 

ი > ჩე(6) = (1/(26))Iი1/6, 6 =4)/7 (30) 

(ი7:6) საზოგადოდ, არამთელია). (30) პირობა შეფასებისათვის უფ- 

რო მოხერხებულია. 

შეფასება იე <6, ცხადია, შესრულდება, თუ Mე(6)<0<იე(6)+1, 

ამიტომ ი-ის როლში საკმარისია ავიღოთ იე(6) + 1 რიცხვის მთე- 

ლი ხაწილი. 

7. მოდელური ამოცანა. სხვადასხეა იტერაციული მე- 

თოდების შედარება მოვახდინოთ შემდეგ ეტალონურ ანუ მოდე- 
ლურ ამოცანაზე 

V,-1-2V, + VI.) 
ხ?1 

Vიე =I,, V,ყ =Iე, 091=1/M, 

=-%7, 1=L2,...,M –1, 
(3) 

რომელიც წარმოადგენს სხეაობიან სქემას შემდეგი სასაზღვრო 

ამოცანისათვის 

2 

11=-7(00, 0<X<L V0)=ს,, ხ0)=ჯ. X? 

განტოლებათა სისტემა ჯერ მატრიცული სახით ჩავწეროთ: 
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#.V = L, (32) 

სადაც V = (VII), VI2) ,,,,VVმ-I)) არის M – I განზომილებიანი ვექტო- 

რი და (M – 1) X 0(M – 1) რიგის სამდიაგონალური # მატრიცა: 

-2.1L 0 0 
1. -2. | 0 

ტ=-% .. 

0 L -2 I 
0 0 |! –2 

(321 განტოლების მარჯვენა მხარეს აქვს კომპონენტები I; =#, 

როცა 1=2,3,...M-2, 8ჩ=6+IM,/ჩ?, ჩ.,=1კ)+Lა/ხ?. # 
მატრიცას შესაბამება ტ ოპერატორი, რომელიც მოქმედებს თ, = 

= (X,= 11), 0<1< MI ბადის შიგა კვანძებში განსაზღვრულ ბადურ 
9 

ფუნქციათა II =62,_, სივრცეში. ვთქვათ, #V=V,-,, V – Cთ,.= 

= (X = IM, 0<1<5<M) ბაღეზე განსაზღვრული ბადური ფუნქციაა, 

რომელიც წულის ტოლი ხდება საზღვარზე, როცა | = 0, M. მაშინ 

შეიძლება დავწეროთ 

ი ი ი 

ტV=-/V, V 662, ,=1II, V C6პბX+I. 

IL = C), ,-ში შემოვიღოთ სკალარული ნამრავლი 

M-) 

(V,V) = 2.VM,ხ 
'1=1 

და ვისარგებლოთ! I თავის §4-ის (17) და (56) ფორმულებით, რო- 

მელთა ძალით 
(4V, VI) = (V, #VI), ე. ი. # = ,%”, 

(4ტV,V) >8IVII, 8= “ყი? 50, #4 >ბ8Lს. 

შემდგომ, გვაქვს 
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|I/MIIC /ს = თ 2 #ს 

შევაფასოთ იტერაციათა რიცსეი მარტივი იტერაციის ცხადი 
სქემისათვის მოდელური ამოცანის შემთხვევაში. გეაქვეს 8= წ, 

ბL < # < #8, ე, ი. 

  

“| 2 #ი  ჯ2ხ2 
= 8, = #4, =-“-=წ“ --- = 7) IC 5 ი) 8-2“ 2 

იტერაციათა რაოდენობისათვის გვექნება 

Iი1/ 6 2 1 ი(6)>ია(5)= +175 2 1, »= %(5) 2 10”? 6 

დავასახელოთ მნიშვნელობა §= > 10“ 2-6, მაშინ ჩე(6)> 

=2M?. კერძოდ, იტერაციათა რიცხვი 

შე(6) > 200 როცა M = 10, 

იე(6) > 20000 როცა M = 100, 

მარტივი იტერაციის მეთოდი ძალიან არის დამოკიდებული 

განტოლებათა M რიცხეზე »ეა(6) = M?. ქვემოთ მოყვანილი იქნება 

მეთოდები (იხ. §4, §5), რომელთათეისაც ი-ის დამოკიდებულება M- 

ზე შედარებით სუსტია (იე(6) = M და იე(§) > VM). 
(3)) ამოცანა ტიპიურია, რადგანაც ანალოგიური სხვაობიანი 

განტოლება ახდენს ლაპლასის განტოლებას მოდელირების ორ- 
განზომილებიან და სამგანზომილებიან შემთსეევაში, ხოლო იტერ- 
აციათა რიცხვი პრაქტიკულად დამოკიდებული არ არის გახნზომი- 

ლებათა რიცხვზე (დამოკიდებულია მხოლოდ ჩხ-ზე). 

8. სამშრიანი სქემა. თუ V,,, გამოითვლება წინა ორი 

იტერაციის, V, და V.,, საშუალებით, მაშინ იტერაციულ მეთოდს 

ორბიჯიანს (ანუ სამშრიანს) უწოდებენ. მოვიყვანოთ სამშრიანი 
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იტერაციული სქემის მაგალითი. ცხაღი სამშრიანი სქემა მუღმივი 

პარამეტრებით, ჩვეულებრივ, ჩაიწერება სახით 

V,ცკ| = (1 + X8 – +ე#)V.– თა, + (1 + თ), M#= 1;2,... (33) 

პირეელი იტერაცია გამოითვლება მარტივი იტერაციის ცხაღი მე- 

თოდით: 

V,= (ნ – +ე4)V-ა+ Iს” ყველა Vე-თვის, Vე C II. (34) 

  
  

სადაც 

2 +. = , თ=ი?, 0, = I-# 6= 2, (35) 
7, +735 1+-/6” 

7,0 /1> 0 – არის # = #' ოპერატორის სპექტრის ს საბლერები: 

7,C < # < V;L. 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ (33), (34) მეთოდისათვის იტერაცია- 

თა რიცხვი მოიძებნება პირობიდან 

აქედან ჩანს, რომ 

      
C 1 

იე(6) თ ––9 , 1<6Cე <2. (36) 0 2/6 8 0 

(31) მოდელური ამოცანისათვის '/6 > »”ი/2 და 

0,32,_1 
  

C 2 – იე(6)თ--“Iი-=0ე Iი– =Cე ·3,2M, როცა § = C 9, 
ჯი § 8 ჩ 

იტერაციათა რიცხვი: 

I 0(6) > 32 + 60 როცა M = 10, 

ჩე(§) > 320 + 620 როცა M = 100, 

ე. ი. გაცილებით ნაკლებია, ვიდრე მარტივი იტერაციისათვის. 
არაცხად სამშრიან სქემას აქვს სახე: 

8V,., = CI + თX8 – 1.4)», – X8V, , + (1 + თ)Iეს. # = 1,2,...,



LV, = 8V%ე – +0/%Vე + + ყველა Vეი-სთვის, XC LI. 
თუ 8 = 8“ > 0, (23), (24) უტოლობები სრულდება და თ, ?ე გა- 

მოითვლება (35) ფორმულებით, მაშინ იტერაციათა რიცხვის (36) 
შეფასება ამ შემთსვევაშიც სამართლიანი იქნება. 

§4. ორშრიანი იტერაციული სქემა 

ჩებიშევის პარამეტრებით 

1. ამოცანის დასმა. ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 

ტს=1, ტ.II. (ს) 

განვიხილოთ იტერაციული სქემა ცვლადი პარამეტრებით (X«,): 

ცალია XV + ტა), =L, X = 0,1,2,..., ყველა Vი-სთვის, Vე C II. (2) 
+ 

ერთგვაროვან განტოლებას 

ცრ -% კ ტ> =0, M =0,1,2,..., 7ე= Vე-– ს, (6)) 
ლ 

აკმაყოფილებს არა მხოლოდ 2,=V,-– ს ცდომილება, არამედ 

თ. = 8“ I(4V, – იჩ «-=0,1,...) შესწორებაც თეგ= 8“ !(#4Vე – ჩ) საწყი- 

სი პირობით. იტერაციის დამთავრების პირობას აქვს სახე 

I2,ILი < 5I17IIC; ა5 III,II6 5 50-16, (2 
(37-დან ჩანს, რომ სადაც 0.– დადებითი თვითშეულლებულის ოპ- 

ერატორია 

ა. -_..... ლ) 
სადაც 5,,, არის M შრიდან X+1-ზე გადასვლის ოპერატორი. გა- 

მოვრიცხავთ რა 2, 2, ), ·.»721-ს ვიპოვით!: 

2.= I,2ე, L,= 5,5, ,..5-პ, როცაM=ი – 1, 

სადაც I, არის (3) სქემის ამომხსნელი ოპერატორი. აქედან გამო- 

მდინარეობს, რომ 
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I2,II6 5 9,II%იIი> 9,= II IიII· (6) 
(4) იტერაციათა დამთავრების პირობა შესრულებულია, თუ 

ძ,= III IIც< 8. (7) 

იტერაციათა ი = IX(8) რიცხეის შეფასებისათვის საჭიროა მივი- 

ღოთ (7) უტოლობა. 

განეიხილოთ (2) ცსადი სქემა 

2XX- -% , #,, =L, M= 0,1,2...., (8) 

XL. 

ამასთან, მოცემულია ნებისმიერი VეC II. %ც ხეს, პარამეტრები 

მევარჩიოთ =თIი (6) პირობიდან. ამასთან ჩავთვალოთ, რომ 

რ#რ=7#404'>0, /,C < # <7, 7,> 0. 

„ = ტა, – წ შეუსაბამობისათვის ადგილი აქვს ერთგვაროვან გან- 

ტოლებას 

9 I ვ ტი, =0, # = 0,1.2...., ე = #V ე – ჯ 

“+. 
ანუ 

სელმა ბას ნ-ხ4რ. 
აქედან ვიპოვით : 

+.= 11, 1,.=5,5....5, 

ამომხსნელი I, ოპერატორი არის #-ს მიმართ ი ხარისხის პოლი- 

ნომი: 

I. = L (4.) = (8 – +,4 XC – %,#)...(6 – «,4.) 

კოეფიციენტებით, რომლებიც მხოლოდ +,, “ე; ·- სჯ, პარამეტრებზეა 

დამოკიდებული. 
+), Lე ·- სკის საპოვნელად ვღებულობთ შეფასებას 

I-II < IICC4')I| III 
უნდა ვიპოვოთ ისეთი «ე, +., ..,+, პარამეტრები, რომლებისთ- 

ვისაც |ILს,(%)I მინიმალურია და შევაფასოთ ეს ნორმა 7, და 7. 
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მუდმივებით. მოვიყვანოთ ამ ამოცანის ამოსსნა დამტკიცების გა- 

რეშე. აღვნიშნოთ %, -L ლ0§-1> 
ი 

თი I (X) =005(6 მICC05X) ჩებიშევის პოლინომის ნულების სიმ- 

რავლე – 1< X < 1 მონაკვეთზე, ხოლო (L,)1-თი ამ ნულების ნების- 

მიერი მიმდევრობა, LI, 69%... იტერაციათა (6) რიცხვის მინიმა- 

ლური მნიშენელობა პარამეტრების შემდეგი მნიშვნელობებისათ- 
ვის მიიღწევა 

  | X, 1= I2,-+ა| სიმბოლო- 

%06 

  

აგაოაააას იტ = 1,2,. ჯიშ, 

1+0იL თ 
2 1– 

%ი = 2 ი. =1-C6, ხ=-VL, 

VI) +V2 I+§ V2 
ამასთან სრულდება შეფასება 

I _ 20, _1-V#6 
ძე=ლ=–“ლფ– ჩი · (19) 9ძი 1+ ი: 1 1+ /# 

(8) სქემას (9) საიტერაციო პარამეტრებით ჩებიშევის იტერაციული 

სქემა ეწოდება. | 

მოთხოვნა 0,<8 ანუ 20; <8(1 +01") შესრულებულია, თუ 

I ბV„ – III < 0.II/4X#ი – L 

0; <8/2, ანუ 

ირ>Iი2 /Iი 1. (II) 
6 ჩ, 

I+ 
შევნიშნოთ (§3, პ.6), რომ ი--- Iი 15452. და შევცვა- 

ლოთ (11) უფრო ძლიერი ს მოთხოვნით: 

1 2 
ი(§ე)> იე(6=––=Iი–, (12) (6) > იი(§) 2C 6 

რომელიც მოხერხებულია შესამოწმებლად. (12X-დან, ცხადია, გა- 

მომდინარეობს (10) და 0ძ,< 8. შევაღაროთ იტერაციათა რიცხვის 
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მიხედვით (8) სქემა პარამეტრების აღნიშნული ერთობლივი მარ- 
ტივი იტერაციის მეთოდს მოდელური ამოცანის (§3) მაგალითზე. ამ 

შემთხვევაში 6 = X>2/4, V/C =Xჩ/2. 

მარტივი იტერაციის მეთოდისათვის 

იC0X)(§) =2/ ჩნ? როცა 8 = 10-49, 

ჩებიშევის სქემისათვის 

ი677(6) >3,4/ ჩ როცა § = 10-4, 

აქედან ჩანს, რომ 

ის) =34, ინ) =200 როცა M = 10, 

ის =340, ილ" =20000 როცა M = 100. 

2. პარამეტრების ოპტიმალური შერჩევის დასა- 

ბუთება. გადავიდეთ (10) შეფასების ღამტკიცებაზე (9) საიტერა- 
ციო პარამეტრების შემთხვევაში. ჩვენთეის აუცილებელია ვიპო- 
ვოთ 

- ჯი! ნ, C4)II. 
წ) 

პოლინომი 

ი , 

ს. (4)=I |C8-–+,4) = ლ +0,4+--+0,ტ%+-+0,ტ, 
L=1 

Cლი=), #ხ,(0)=1 

თვითშეუღლებულ ოპერატორს წარმოადგენს. ვთქეათ, 6, 7. 

(5 = 1,2,....M) – ტ ოპერატორის საკუთრივი ფუნქციები და სა- 

კუთრივი რიცხვებია: 

46 = #6. (8. (28) = ბ, 5, II) = 1,2,...,IM. 

ტ" ოპერატორს იგივე საკუთრივი ფუნქციები და + საკუთრივი 

მნიშვნელობები გააჩნია: 

ტ) "6. =X6.. (13) 
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გავამრავლებთ რა (I27-ს ლ-ზე და ავჯამავთ V-ს მიხედვით, 
ML = 0,1....,ჩ (C-= 1), მიეილებთ 

ნ (4), =9 9.46, = 9 6,6, = ჩ,0.,)6,, 
L=0 M=0 

თუ შევადარებთ! I (/ჭ)6, = #,(L (4.))6,-ს, ვნახაეთ, რომ 

#(L,(4+)) = 0,(2C#")). 
” (4) ოპერატორული პოლინომის საკუთრივი მნიშვნელობები გა- 

ნისაზღვრება როგორც #4 ოპერატორის შესაბამისი საკუთრივი 

მნიშენელობების L (ჯ) პოლინომი, ხოლო საკუთრივი ფუნქციები 

იგივეა, რაც # ოპერატორისა. LI (4) ოპერატორის თვითშეუღლე- 

ბულობის გამო მისი ნორმა მოდულით უდიდესი საკუთრივი მნიშ- 
ვნხელობის ტოლია : 

|, (4)I= ოგი, CL). 
#. ოპერატორის 2. საკუთრივი მნიშვნელობები ძევს I7,, ·წ;1 მონაკ- 

ვეთზე: ·7, <= #, < 7ე. ცხადია, რომ 

| 2) თმXI ი(#.)5 ომX | I (XII, 

სადაც X უწყვეტი არგუმენტი იღებს ყველა მნიშვნელობას წMი ?;) 

მონაკვეთზე და, აქედან გამომდინარე, II C4)II-ის მინიმუმის ამო- 

ცანა ღაღის I(X) პოლინომის მინიმაქსის ამოცანაზე, ე. ი. 

თIი თმX I '(X)I-ის მოძებნაზე. 
(XI VI5X5V 

V 7.) მონაკვეთი ავსახოთ (–1,1) მონაკეეთზე შემდეგნაირად 

I 
X= 2LV –72)L+7;2 +7))1), – 1<15< 1, როცა 7,<X <7;, (14) 

მაშინ ჩ, (1) = ”(0 . ნორმირების პირობა L (0) = 1 მიიღებს სახეს 

L(I:)=1, ხი=-1/0ე. (159 
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ამრიგად, უნდა ვიპოვოთ ისეთი პოლინომი, რომელიც –1I< 1< 1 

მონაკვეთზე ყეელაზე მცირედ არის გადახრილი ნულისაგან; ამას- 

თან, IC, (1) უნდა იყოს მინიმალური ნორმირების დამატებითი (15) 

პირობის გათვალისწინებით. ასეთია შემდეგი პოლინომი 

< I, L(C9. 
L.(1)= (16) 

რ%Cი)” 
სადაც I,(9 – ჩებიშევის პოლინომია, 

1,.(0 = C05%(ი მICC05) როცა II < 1, (17) 

იC6=> 6+VV – 1)" +(L – //L? -1#I როცა |I>I. ()8) 

ჩებიშევის პოლინომს აქვს ნულები 

  ს =00§“ - », 1=1,2,...,ი. (19) 
ი” 

ს (X)=(1–+,XX1-–%ეX)-:/(1-–%,X) პოლინომს აქვს ნულები X,=1/+,. 

თუ მოვითხოეთ, რომ ამ პოლინომების ფესვები ემთხეეოდეს 

და გავითვალისწინებთ X-სა და I-ს შორის (14) დამოკიდებულებას, 

მივიღებთ 2 = ICV, + 7-) + (7, – 7,)წ)L, საიდანაც გამომდინარეობს, 

რომ 

+, = 2/წ7/,+ 7, + (7; – 7,XI, 1 = 1.2,...,I). (20) 

ე. ი. მივიღებთ (9) ფორმულას. შევნიშნოთ, რომ თუ ი = 1, მაშინ 

+=1%ე – მარტივი იტერაციის მეთოდის ოპტიმალური პარამეტრი 

იქნება. 

ამრიგად, %,, +. ..,-, პარამეტრები განსაზღვრულია (9) ფორ- 

მულითს, ახლა ვიპოვოთ 

1 

II CL6)I , 

_1L (0. 
1ა(1) 492;     

0, = IX |, (X)|= ჩიმXI6,,C§)I= 
Xწ,)5X<5V2 
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რადგანაც 50მXI1, (1)I= 1. გეაქვს ICI > 1; ამიტომ II ,(%)I-სთვის ვი- 

სარგებლოდ (18) ფორმულით), როცა (= L. გარღაექმნათ მასში მე- 

მავალი გამოსახულებები (15-ის გათვალისწინებით: 

ე5V6-1=--+ --) -1ს+#-2 1-2 +26)- 
ჩი 

_– 

ისე რომ 10+ VI .1ი“ VM =0,, და 

1/ 1 I+0," 1 
( L =-–-|)-––-+ ი =- I... 

აიი XC ჩ) 2) 9, 
(10) შეფასება დამტკიცებულია. 

3. გამოთვლითი მდგრადობა და პარამეტრების 

დალაგება. (8) იტერაციულ მეთოდს (+,) ჩებიშევის პარამეტრე- 

ბით ზოგჯერ რიჩარდსონის მეთოდს უწოდებენ. ის დიდი ხანია 
ცნობილია, მაგრამ პრაქტიკულად თითქმის არ გამოიყენებოდა 

ბოლო დრომდე გამოთვლითი არამდგრაღობის გამო. აეხსნათ ეს 
ცნება მაგალითზე. ავიღოთ განტოლებათა სისტემა 

ს(I–1) –2V(1) + ს0I +1) =0, I = 1,2,...,M–1, ს(0) = 1, V(M) = 0. (2)) 

მის ამოხსნას წარმოადგენს VI) = 1 – X,, X, = II), ხნ = 1/M. ეეძებოთ 
ამ ამოცანის ამოხსხა ჩებიშევის იტერაციული მეთოღით, როცა 

M = 20. იე(6)-ის მნიშვნელობა შეგვიძლია გამოვთვალოთ). ის მე- 

იძლება არამთელი იყოს. შევარჩიოთ უახლოესი მთელი რიცხვი 

ი 2 ი:. მოცემული M ღა §-სთეის IL§) = 64. ვიცით რა, რომ 

“ 4 –-§I):–- ში V. = ს ია? 2 |“ ა V2 == “ 
ხ? 2 ი · 
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1 27 ჯი? 
1=–-„, =1 _–_2 

M 5-% 
  =0,006, 

2 

+, შეიძლება გამოვთვალოთ (20) ფორმულით. საწყის მიახ- 

ლოებად აიღება ფუნქცია 

) წ, (=0 (0 3 LI 

« IV (>0. 
აღმოჩნდა, რომ (8), (9) მეთოდისათვის არ არის სულერთი, 

როგორი მიმღევრობით აიღება ჩებიშევის პოლინომის (IL, ნულები. 

განვიხილოთ ნულების ნუმერაციით ორი ხერხი: 

– ჯ 
%, M#=1,2,...,ი, 1,=005-, ML =-C60§- +. 

2ი 2ი 
  
2 

თე) IM, =005 

M-1 
  

2 
თე) LI. =-0C05 ჯ. 

გამოთვლების შედეგები მოყვანილია ცხრილში. 

  

  

  

ძხრილი 1 

ერთობლიობა თ, ერთობლიობა თ, 

L რჯ = 01მXIV/CCX) – XL -I (X,)I გ ბ. = იემXIVI(X,)– XL -I(XL)I 

51 0.12 1 39.6 _ 
55 27 2 26 · IC 

47 19 .. I01 4 82 · 10 
59 3,7 · 107 7 33 · 10)! 
60 2.6 · 10? 9 1.2 · 1011 

6I 2:5 · 10!! 1 1.9 · 10)6 
62 3.3 · 103 12 ავარიული შეჩერება 

63 5. 1013 
64 ავარიული შეჩერება           
  

M#M და ი-ის უფრო მცირე მნიშვნელობებისათვის შეიძლება აღ- 

მოჩნდეს, რომ V, საშუალედო მნიშვნელობების გაზრდა არ მიგვი- 

ყვანს მანქანის ავარიულ გაჩერებამდე, მაგრამ ხდება დამრგვა- 

147



ლების ცდომილებების დაგროვება და ი იტერაციის შემდეგ იტერა- 
ციის დამთავრების პირობა I4V,,– ჩI< §II4Vა – III არ შესრულდება. 

გამოთვლითი პროცესის.ამ ორ თავისებურებას – საშუალედო 
მნიშვნელობების ზრდას, რომელსაც მანქანის ავარიულ გაჩერე- 
ბამდე მივყავართ და დამრგვალების ცდომილების დაგროვებას – 
ჩვენ ვახასიათებთ ერთი ტერმინით – გამოთვლითი არამდგრადო- 
ბით. ჩებიშევის მეთოდის გამოთელითი არამდგრადობის მიზეზი 

იმაში მდგომარეობს, რომ 5, = ს, – +, რ გადასვლის ოპერატო- 

რის |I5,,,I) ნორმები ზოგიერთი იტერაციისათვის ერთზე მეტია, 
მაშინ როცა გამოთელით პროცესში რეალური, ანუ დასაშვები 
რიცხვები ქვემოდას და ზემოდან შემოსაზღვრულია (არსებობს 
მანქანური ნული და მანქანური უსასრულობა) და გამოთვლების 
ყოველ ეტაპზე წარმოიშობა დამრგვალების ცდომილება. 

გამოვთვალოთ 5,= 8 – IL სტ ოპერატორის ნორმა. რადგან 

5: =5, , მაშინ |I5,,)II= §ს0I(5,,IX,X)I. /,6 < /ბ < 7კC პირობიდან 
0353) 

გამომდინარეობს, რომ (L,,7,– 1) < “ეტ – 8 < (%.,I#– 1)C. თუ 

ჩავსეამთ აქ %,,,-ის გამოსახულებას და გავითვალისწინებთ, რომ 

1 – +7, = +ეV – 1 = მე, მივიღებთ 

_ ჩა (- ILLც<+  #-6< მჩი(1+IV) C. 
1+00LL 1+0იL 

აქედან ვპოულობთ 

0ი0+LMM) როცა 0, >0, 
1+ იი I5+.II=I კტ – CII= ი ა) 

ჩის“ MI). როცა I. <0, 

1+ რი 
ასე, რომ II5,,)I <1 ყველა LL. >0 და I5.,ც)I>1, როცა LL, <–(1–იე)/(2ძი). 

რადგანაც 

  –00§-“- < LL, <–005 20–) ჯ = ლ0§-“-, ML = 1,2,...,)1, 
2ი 2 
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ამიტომ დიდი M# ნომრებისათვის გვაქვს II5,II > 1 და თუ მიმდევ- 

რობით ბევრი 1, პარამეტრი გამოიყენება რომელთათვისაც 

I5,)I| > 1, ხდება დამრგვალების ცდომილების დაგროვება და იტე- 

რაციულ მიახლოებათა ზრდა, რასაც გამოთელით არამდგრადო- 
ბამდე მივყავართ. 

ეს ეფექტი რომ შევასუსტოთ, ბუნებრივია რომ X, პჰარამეტრე- 

ბი, რომელთათვისაც |I15,II > 1, შევანაცვლოთ პარამეტრებით, რო- 

მელთათვისაც II5,I|I < 1. სწორედ ამ მიმართულებით ხდება (LX) 

პარამეტრების ისეთი მიმდევრობის აგება, რომლისთვისაც იტერა- 

ციის კრებადობა მონოტონური ხასიათისაა და გამოთვლით) არა- 
მდგრადობის ადგილი არა აქეს. არსებობს ჩებიშევის პოლინომის 

1, ნულების და ამით თვით (LX. პარამეტრების   

21- 
ს =-00§ 

2ი 
განლაგების ისეთი წესი, ნებისმიერი ი-სთვის, რომლის დროსაც 

ადგილი აქვს გამოთვლით არამდგრადობას. 

მოვიყვანოთ ეს წესი იმ შემთხეევისათვის, როცა # 2-ის ხა- 

რისხს წარმოადგენს, ი = 2-, 6 > 0 – მთელი რიცხვია . 

ამ წესით დალაგებული L, ნულების სიმრაელე აღვნიშნოთ სიმბო- 

ლოთი 

9, = L C058;,, 8, = 2-0", LI= 2 ის, ი=270, 

სადაც 0!" – 1,3, 5, == კენტი რიცხვებიდან ერთ-ერთია. 

ამოცანა დადის ი ნტი რიცხვის სიმრავლის დალაგებაზე: ს L- კე9ძტ ცავ ვლ გეააძე 

მ, = (0('), 60',. „,0C0)1, დაწყებული სიმრავლიდან 0, = (1), ავა- 

გოთ სიმრავლე 0» =0., ფორმულებით 

2 იყ5 =ძო, 
ს'ე'საეასეა–-________. 

  

(+,1 დალაგების წესი ნებისმიერი ი-სათვის შეიძლება იხილოთ! (6, 91ში. L გე ესი ხე ე ვის ძეიძლე 
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თუ 0) ცნობილია. CL.) პარამეტრების შესაბამის მიმდევრობას 

ეუწოდოთ მდგრადი ერთობლიობა. ეთქეათ, მაგალითად, ი=16=24, 
მიმდევრობით ვიპოვოთ 0,= (1), 0. = (1, 3), 0,= (1, 7,3, 5), 

0კ= (1, 15, 7, 9, 3, 19, 5, 111, 0,.= (1, 31, 15, 17, 7, 25, 9, 23, 1, 

29, 13, 19, 5, 27, II, 21). 0,-დან 0, -ზე გადასვლისას საკმარისია 

ყოველი 0“, -ის შემდეგ ჩავსვათ 4ი - 0), -ის ტოლი რიცხვი 

(ნუმერაცია შეესაბამება 0, -ს). „მდგრადი“ 0, მიმდევრობა ამოცა- 

ნაზე დამოკიდებული არ არის. იტერაციათა კრებადობას პარამეტ- 

რთა ამ CC.) ერთობლიობისათვის აქვს არამონოტონური ხასია- 

თი, მაგრამ რხევები აქ დიდი არ არის და საბოლოო ჯამში ქრება. 
მოვიყვანოთ გათვლის შეღეგები (21) ამოცანისათვის (8), (9) 

სქემით (+ჯ) პარამეტრთა მდგრადი ერთობლიობით: 

ს | 4 8 )I6 _24 32 48 50 62 
ბ. 3906 47 I) 02 0) 004 I1,5-.0/ 67.10: 87.I0” 

4. არაცხადი სქემები. ზეიდელისა და ზედა რელაქსაციის 

მეთოდები უფრო სწრაფად კრებადია, ვიდრე მარტივი იტერაციის 
ცხადი მეთოდი. სწორედ ამითაა გამართლებული არაცხად სქემე- 

ბზე გადასვლა. როგორ უნდა შევარჩიოთ 8 ოპერატორი? ძირითა- 

დია ზოგადი მოთხოვნა მოქმედებათა იმ CX(6) რიცხვის მინიმუმის 

შესახებ, რომელიც საჭიროა ამოხსნის §> 0 სიზუსტით საპოვნე- 

ლად. ეს დადის ორ მოთხოვნაზე: 1) იტერაციათა რიცხვის მინიმა- 

ლურობაზე, რომელიც დამოკიდებულია როგორც 8-ზე, ასევე (+,1-ს 

შერჩევაზე; 2) მინიმალური იყოს მოქმედებათა რიცხვი, რომელიც 

საჭიროა 8V,,,= LL, განტოლების ამოსახსნელად (8 ოპერატორის 

ეკონომიურობა). მაგალითად გამოდგება სამკუთხა ოპერატორი, 

რომელიც შეესაბამება სამკუთხა მატრიცას. 
ახლა ეაჩვენოთ, რომ ცხადი სქემისათვის მიღებული შედეგე- 

ბი შეიძლება გადავიტანოთ არაცხადი სქემის შემთხვევაშიც. გან- 

ვიხილოთ არაცხადი სქემა 
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ცX6II-X , ტე, =”,L=0,I,..., ყველა წაCL,) (22) 
II 

სადაც 

ტ = "> 0,8 =8“>0, და 7,8 < # <7-8, 7, > 0. (23) 

თუ ავარჩევთ (LL) საიტერაციო პარამეტრებს (9) ფორმულებით 

და დავალაგებთ წინა პუნქტის მიხედვით, (22) ამოცანის ამოხსნი- 
სათვის მივიღებთ შეფასებას 

I#V, – წIც-, <ძ,II#იVი – 1IIც- · ძა= 

1-/# L = 2 
ჩ, = 1++V/6” ? 

სადაც 7, და 7; (23-ში შემავალი რიცხვების. იტერაციათა ი =ი(§) 

რიცხვისათვის სამართლიანია (11) და (12) შეფასებები. რომ დაე- 

რწმუნდეთ ამაში, საკმარისია (22) ამოცანა დავიყვანოთ ექვივა- 

ლენტურ ამოცანამღდე ცხადი სქემისათვის 

20; 
1+01" 
  

(24) 

29 + CX, =0,X=0,I,..., Xე= 8'”თე, (25) 
++) 

სადაც X„= 8'”თ, C =8ც8“ '?ტც“!? – თვითშეუღლებული დადებითი 

ოპერატორია სპექტრის 7, და 7 საზღვრებით: 

+, < C < 7ცLC. (26) 

მართლაც, ვინაიდან 8 = 8'> 0, არსებობს 8!” = (8!/” > 0. 

თუ ვიმოქმედებთ (22) განტოლებაზე ც-2 ოპერატორით, მივი- 

ღებთ (25)-ს X, = 8'თ,-სთვის. მსჯელობის უკუსელა ცხადია. რჩე- 

ბა (23) და (26) უტოლობათა ექეივალენტობის დამტკიცება. განვიხ- 

ილოთ ფუნქციონალი 

1 = ((4 – 78)», V) = (4V, ») – XC8X, ») = 
= (#8-M%8'2ა), 8-'%8'2V/)) – X(8'/-,, 8'”XV) = 
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= (CX, X) – V(X, X) = ((C – V7C)X, X), 
სადაც X=8"V. ვინაიდან V (ე. ი. X-იც) ნებისმიერი ვექტორია II-დან, 

1 = ((4 – 78)», XV) = ((C – 7C)X, X) (CI), 
ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ #ტ – #8 და C – 7L ოპერატო- 

რებს ერთნაირი ნიშნები აქვთ. თუ, მაგალითად, რ – 7,8 > 0, მა- 

შინ, როცა #7=7, (27) ტოლობა გვაძლევს C – 7,8 > 0 და ა. შ. 

ცხადი სქემისათვის გვაქვს შეფასება IIX,II < 9,IIXეII. თუ ჩაეს- 

ვამთ აქ X,= 8/?თ, = 8“, C,= ტV,- ჩ მივიღებთ (24) შეფასებას. 

ზეიდელისა და ზედა რელაქსაციის მეთოდებისათვის 88 « 8”, 

ამიტომ ჩებიშევის პარამეტრთა ერთობლიობით სარგებლობა არ 
შეიძლება. 

§5, მონაცვლეობით-სამკუთხა მეთოდი 

1. მონაცვლეობით-სამკუთხა მეთოდი. განვისილოთ 

არაცხადი იტერაციული სქემა 

ცXI- XX, ტე, =”,M=0,1,... ის 
ხა 

თუ 8 ოპერატორი სასრული რაოდენობა ეკონომიური ოპერატო- 

რების ნამრავლია, მაშინ თვითონაც ეკონომიური იქნება. ასე მა- 

გალითად, ეკონომიურია ოპერატორი 8 = 8,8,, რომელიც სამ- 

ჰუთხა 8, და 8. ოპერატორების ნამრავლს წარმოადგენს. 

განვიხილოთ ე. წ. მონაცვლეობით სამკუთსა მეთოდი – (I) მე- 

თოდი, რომლისთვისაც 8 ოპერატორს აქვს სახე 

8=(0+თL,)0 IC + 0თ”Iბზ), (2 

სადაც 0 =0>0, LL; =1), I,+ L,= ი, IL = L“> 0, თ > 0 – პარა- 
მეტრია. 

ვაჩვენოთ, რომ 8 ოპერატორი თვითშეუღლებული და დადებ- 

ითია, ე. ი. (1) სქემა (2) ოპერატორით თავდაპირველ სქემათა (2) 
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ოჯახს (§3-დან) ეკუთვნის და შეიძლება ზოგადი თეორიის ყველა 
ადრე მიღებული შედეგით სარგებლობა. მართლაც, 

(8X, V) = ((0 + თხ,) ნ”V(0 + თ)», V) = 

= ((0 + თIჯ)X, ს” '(6 + თ)», V) = 

= (CV, (0 + თ.) 0I(CC + თIL) V), 

და, ამრიგად, (8V, V) = (V, 8V) ე. ი. 8 = წ“. შემდეგ ვპოულობთ 

(8X, X) = ((0 + თს», 0-0 + თ?) = I(6 +თLL,)XIგ- > 0 ე. ი. 
8=8“>0. 

# ოპერატორს შეესაბამება IL = C,) მატრიცა. IM, და I მა- 

ტრიცების როლში შეიძლება გამოვიყენოთ ქვედა და ზედა სამ- 
კუთხა მატრიცები, ე. ი. 

LM/2, 1=L 

I =(,» I =4ჩ I<I, 

0 I>(; 

L; /2, 1= ს 

IL. = CI), ს = Iცა 1> ს 

0, 1<I. 

თუ # – სიმეტრიული მატრიცაა, L,= L,, მაშინ I, და LL, თვითშე- 

უღლებულია ე = LL). 
L = (ძ,)-ის როლში ავიღოთ დიაგონალური მატრიცა. მაშინ 

0+თL, – ქვედა სამკუთხა, ხოლო IL) + CL, – ზედა სამკუთხა 

მატრიცაა. ამგვარად, იტერაციული პროცესი დაიყვანება ქვედა და 
ზედა სამკუთხა მატრიცების მონაცელეობით შებრუნებაზე. მართ- 
ლაც, ყოველი იტერაციისთვის უნდა ამოვხსნათ განტოლება 

8».,.,=(0 +თL,)0“(0 + თLX,,,= წ, (3) 

სადაც 

ნს,= 8ა,- “სტ ბს. 
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თუ აღვნიშნავთ LC” I(CL + თIL.)V,,,= V.,ს), მივიღებთ 

(0+თ,)V. =ჩ, (0+თIე)»,.,, = XV, M=0, 1... (4) 

შევნიშნოთ, რომ (LV, ») = (IV, V) = (IV, »)/2, ამის შედეგაღ 

ეპჰოულობთ 

((00+თIზხ,)V,») = (0V,V) + თ(M,V,V) = 

-((0+5%) = ((0 +თILL:)V, 7») > 0, 

რადგან L > 0, თ > 0 და Iს > 0. 
აქედან გამომდინარეობს შებრულებული ოპერატორების 

(0 + თხ,)!. (0 + თ.) არსებობა, ე. ი. (4) ამოცანების ამოხსნა- 

დობა (იხ. თავი I, §4, პ. 2). 

2. დ პარამეტრის შერჩევა. იმისათვის, რომ ზოგადი 

თეორიით ვისარგებლოთ, საჭიროა ჯერ 

7,8 < # <7.8, (5) 

უტოლობაში შემავალი 7, და 7ე პარამეტრების პოვნა. ეს უტოლო- 

ბა # და 8 ოპერატორების შემოსაზღერულობისა და დაღებითად 

განსაზღვრულობის გამო ყოველთვის სრულდება. დავიწყოთ Cთ >0 

პარამეტრის განსაზღერით. 

ლემა. ეთქვათ, 8 ოპერატორი განისაზღვრება (2) ფორმუ- 

ლით. სადაც 

ჩ.=L,, ს,+I1.=L, L=ILI>0 
ღა L აკმაყოფილებს პირობებს 

ს>80, 8>0, ი,0-%, <29, #4 >0. (6 

მაშინ სამართლიანია შეფასება 

გ ბ 9 09 

785%578, წ (0 250268” 
ი 1 · =-“-, (7 “72(0ბ) 2 (VI) 
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9 0 0 9 . 

(თ) = 7(თ)/. #2(CთI) შეფარდება აღწევს უდიდეს 6=6(თ) მნიშ- 
ენელობას, როცა 

თ =თ =2//5ტბ; (8) 
ამასთან, 

2Vი. ბ.ა» ც„=-ბ. დრ) L ბ 
8 = 3 1 =-) I =––-»“.“”==-, “2 = · 

I+Vს ტ 2(1+/9) 4/ი 
დამტკიცება. (6) უტოლობები ნიშნავს, რომ 

  

– რ) 
(?MV,») > 8(0X,»), (0 '?:V, LX) 5->(მ/), 

ყოველი V-სთვის, V C MI. 

გარდაქმნების შემდეგ 

8=(0 + თM,)6”!(L + თIხ.)= L – თ(ს, + I) + თ? 0“ I + 

+ 2თ(L, + I%,) = (0 – თIL.)ნ“I(0 – თ) + 2თL. 

მივიღებთ 

(8V,»V) =(0 '(0 –თ?ე)”,(0 – თს, )V) + 2თ(1ა/,») = 

=II(0 – თI2; )XIIგ-, +2თ(1%LV,») > 2თ(%)/, +), 
ასე რომ 

8 >2თჩ, ანუ 8<--8, 7,=-+. 
2თ 2თ 

ახლა შეეაფასოთ 8 ზემოდან. (6)ის გათვალისწინებით ევღე- 

ბულობთ 

49 <   8=0+თL+თ“?,0“!წ. <-7+იჩ+ 

    

· –I 

თ”ბტ) 

4., 
<1 +ის+ რბ ი >7,8, 1, -ი+იბ+ 

8 4 
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M#V = 1 განტოლების ამოხსნისთვის საჭირო იტერაციების რა- 
ოდენობა დამოკიდებულია ფარდობაზე 

ი /09 = 
(თ) = 7 / 7. = 2თ8(1+თ8+თ2?გტ /4) · 

თ შევარჩიოთ 6(თ)-ის მაქსიმუმის პირობიდან. თუ წარმოებულს 

, · - C”(C) = 28(! – თ?:6/ტ /4I1 +C8+0C)764 /4) გავუტოლებთ ნულს, 

0 0 0 

ვიპოვით თ =C) = 2/ /64 ; ამასთან 6”(თ) <0. თ-ის ეს მნიშვნე- 

ლობა ჩავსვათ M 7, 6(თ)-ის ფორმულებში,. მივიღებთ (9) 

ფორმულას. ლემა დამტეიცებულია. 

3. კრებადობის სიჩქარე. 

თეორემა. ვთქვათ, #4 = #'> 0 ოპერატორი წარმოდგენილია 

# = #,+ #.ე ჯამის სახით, #ე = ტრ), „ და სრულდება პირობები 

#4>80, ტეი”#, <<4, 8>0, #>0. (I0) 

მაშინ (1) მონაცვლეობით-სამკუთხა მეთოდისათვის, როცა 

8 =(0ს+თტი)ენ 0 +თ/ტე, ILI=0'>0, (11) 

თ =2/-/54 პარამეტრითა და ჩებიშევის პარამეტრების ერთობ- 

ლიობით 

», +X90 2 1-C 
    

_ XI XIII 
= .ა +ი0 = , მა = 3 6ლ=“+-= (I) 

1 + 0იLL. 7?) +%73 1+8 ” I++/ო 
სადაც 

გ გ 
V->- “== V- ––, I '_ %1++V9) 4/ი 

საკმარისია IX8§) იტერაცია: 
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იე(6) < M(6) < იე(6)+ 1, იი(6) < Iი2 /(2V2V9) 1. (IM) 

ამასთან, სრულდება შეფასება 

| 4», – IIIკ-, < 6I|/4Vი – I> · (15) 

დამტკიცება. ვისარგებლოთ წინა ლემით, ამასთან დავუშ- 

ვათ, რომ IL = #, LL, = #,, Iს, = ტე და გამოვიყენოთ (24) შეფასება 

§4-დან: 

I#4V, – 1IIც- < ძიII/ი%Vი – 1 => 

ი = 2" აც _1-+V#5 
" 1+ი0ი“"“ ' I+./6 

ი =ი(8) იტერაციების რაოდენობისათვის §3-ში მიღებული იყო შე- 

ფასება იე(6) < #(6) < იე(§) + 1, სადაც M0ი(6) =1ი 2 /0V5) . თუ აქ 
C 

ჩაესეამთ 6 = 2V/»/(0) + +/») , მივიღებთ (14)-ს. 

4. მონაცვლეობით-სამკუთხა მეთოდის გამოყე- 

ნების მაგალითი. განვიხილოთ) მოდელური ამოცანა 

· _ ს) 20, +სა _ –ჩ, 1=L2,...,M –1I, 

    

(16) 
სა=0, ს» =0. 

ეთქვათ, LI = (2, – თ, ბადის შიგა 1= 1,2,...,M – 1 კვანძებზე 

განსაზღვრული ბადური ფუნქციების სივრცეა. შემოვიღოთ სკლა- 
რული ნამრავლი 

M-1 

(XV, V) = 2,VV,ს · 
1=I 

ი 

#V=-V. ოპერატორი თვითშეულლებული და დადებითად გან- 

საზღვრულია: 
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4 > ბL, გ=-“ ფი? 2, 
ხ? 2 

შემოვიღოთ ოპერატორები სV =V (IL = L) და 

V-I (XI 
#4,» = Iზ,XV = ჩხ =253%, 

  

#.V = წ,კ=-295-  X9M0IX XI -X». ტე +ტე=#, 

(V),.= VI) იტერაციები განისაზღერება ფორმულებით! 

(6+თ#,XVXა =(7+02-X= 2-5 ' = ICI), 
M+! 

დ), ,)(I <1) + ხ? წ(). 
VIVICI) = 

ჩ:+თ 

(C+თ/4#:)აV/„დI(1) = V--.I (1) – 130» ((+1)–V„..I(1)) = VIII), 

საბოლოოდ გექნება 

· + 1) + · ინე = 9Xა0+0+სVVC), „ს IM- 2, 2,1 
თ +Iს” 

VIII) მნიშენელობები მოიძებნება მიმდევრობით, მარცხნიდან 

მარჯვნივ (1 – 1-დან 1-კეს), ხოლო V,,I(I)) – მარჯვნიდან მარცხნიე 

CL + 1-დან I-სკენ); ამასთან ვითვალისწინებთ სასაგღვრო პირო- 

ბებს 

X-)(0)=0, X,.1(IX) = 0. 
ასეთი სახის ფორმულებს უწოდებენ მსრბოლი თვლის ფორმუ- 

ლებს. 

VII = XV, ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ტ#), =#ე. 

მართლაც, რადგან V, = Vე + LVჯ) = ჩVჯ), ამიტომ 

158



M-I 1 92 

(#,V,V)=-2,V, 1“ “VIV)I –- 2 IM = 
1=I 

  

(91 ჩ 

M M-I აა 

=VXჯ) + 2,XVIV>, = 2,VIM = ი2.ეX, ი =(V,4IV), 
ყლუ I=1 I=I 

ე.ი. #, = #3. 
გამოვითვალოთ #ს მუდმივი: 

I M-I 1 V 

(#,#:V,V) =(4:V#,4:>») =-+ 2 ,(V,)”ჩ =-+2,(V )2ჩ < 
I=1 (=2 

1< 2. 1%) 1 
<--2,MV) =–- 2, M43)X# =+3- (4). 

I=I| 

აქედან გამომდინარეობს, რომ # = 4/ჩM72, ამგვარად, 

  - 5 ყე? ესა (ახ? „2 
.. _.2” 

ხ =2/ი/(1++V/ი)=2+/ი =7X, 6 =+VX, 
მაშასადამე. 

1 2 
Mე(6) = Iი–. 

? 2V/ი § 

თუ 6 = 10-4, მაშინ იე(8) =3/Vხ. 
შედეგი ასეთია: 

იე(6) > 10 როცა ს = I/10 (M=10), 

იე(§) > 30 როცა ჩ = I/100 (M= 100). 

გავიხსენოთ, რომ როცა M = 100, მარტიეი იტერაციის მეთოდით 

საჭიროა 20 000 იტერაცია და ცხადი ჩებიშევის სქემით – 340 იტე- 
რაცია, ამგვარად, ცვალებად-სამკუთხა მეთოდი ჩვენს მიერ შეს- 
წავლილ მეთოდებს შორის ყველაზე უკეთესი აღმოჩნდა. 
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§6. ვარიაციულ-იტერაციული მეთოდები 

1. მინიმალურ შეუსაბამობათა მეთოდი. აქამდე, 
იტერაციული მეთოდების შესწავლისას, ჩვენ ყოველთვის ვთვლი- 

დით, რომ 7, და 7; მუდმივები – II ან LIკ-ში # ოპერატორის სპექ- 

ტრის საზღვრები – ცნობილია. როგორ მოვიქცეთ, როცა ასეთი ინ- 
ფორმაცია არა გვაქვს? ასეთ შემთსვევაში ვსარგებლობთ მეთო- 

დებით, რომლებიც ცხადი სახით არ იყენებენ 7, და 7. პარამეტ- 

რებს. ასეთია ვარიაციული ტიპის მეთოდები. ჩვენ აქ განეიხილაეთ 
მინიმალურ შეუსაბამობათა, უსწრაფესი დაშვებისა და შეულღლე- 
ბულ გრადიენტთ!ა მეთოდებს. 

ჯერ განვიხილოთ მინიმალურ შეუსაბამობათა მეთოდი ცხადი 

სქემისათვის. 

პი) XX კ რაV,. = 1, MX = 0,1 ,..., ყოველი Vე-სთვის, XVე C I), (1) 
1 

L=ტ#V,- I( შეუსაბამობისათვის გვაქვს ერთგეაროვანი განტოლება 

99! I, ტი =0, L=0,1,.., (== ტ#M-- წ. წ). 
++ 

+.) პარამეტრს ავირჩევთ %,,, შეუსაბამობის მინიმუმის პი- 

რობიდან შემდეგი ნორმის მიხედვიი!: 

(MI =I5 – ?-,ებჩI =I ი.” -2% (ნ, ტრი) + <6 )II4M II” = CC, +). 

მოვახდინოთ ამ გამოსახულების დიფერენცირება 1,,,-ის მიხედ- 

ვით, ამასთან Cდ"(X,,,) წარმოებული გავუტოლოთ ნულს 

დთ”(%,,,) = – 2(წ,) #ჩ) + 2%,ც)1|4წქI2= 0, 

მაშინ ვიპოვით 

(იიიჩ). L=I2,.. () (23% ? 
ი ი“ 
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LI ს ამ მნიშვნელობებისათვის მეორე წარმოებული დ”(%.,) 

დადებითია, და, მაშასადამე, იIIVI ჩIII მიიღწევა. 
1 

აქამდე ჩვენ ვუშვებდით, რომ # – თვითშეულლებული ოპე- 

რატორია. თუ ტ, = # > 0, მაშინ სამართლიანია შეფასებები 

IMI<0იIიM.I, 4», – 9I< ი7)/ტა – I, 
1-5 V 

ჩი =–– L = “.. 

1+5 V2 

სადაც 7, და /, # ოპერატორის სპექტრის ზუსტი საზღვრებია. 

მართლაც, რადგან (3-ის ძალით! II..)I მინიმალურია “,..)-სთვის, 

ამიტომ ნებისმიერი + # +,,,-სთვის, ის უნდა იზრდებოდეს, ამიტომ 

IM = 5, - + ტი I 5 – +0რII <8 - ატ II. 
მეორე მხრიე, ცნობილია, რომ 

I 6 – «ე4I| = იე, როცა %ი = 2/(7, +7:). 

აქედან კი გამომდინარეობს, რომ II%,,)I| < რეIIC.II. 

მაშასადამე მინიმალურ შეუსაბამობათა მეთოდი ისეთივე სიჩ- 
ქარით არის კრებადი, როგორც მარტივი იტერაციის შეთოდი (თუ 
მარტივი იტერაციის მეთოდში 7, და 7ე;-ის ზუსტი მნიშენელობები 

(4) 

გამოიყენება). 

შეუსაბამობათა არაცხადი მეთოდის, ანუ შეწორებათა მეთო- 
დის შემთხვევაში (1)ის ნაცვლად შესწორებისათეის ვღებულობთ 

განტოლებას 

ი%X+ იწ 
ა) სეს ტი, =0,M=0,1,..., ი,= 8”, თე= 8“!(/#Vე – ჩ), (5) 

%L+I 
8 

სადაც 1,,, განისაბღვრება ფორმულით 

(4თ, თ.) = : · M=90,1,... (6) 
(8 ტთ.,ტთ,) 

+M+I 
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(4-ის ნაცვლად ვლებულობთ შეფასებას (იმ პირობებში, რომ 
ტბ. = #“, 8 = ც) 

I#V, - 1Iც- ს) – < 0ეII/%V6 - IIIკ- ს. 

2. უსწრაფესი დაშვების მეთოდი. უსწრაფესი დაშვე- 

ბის ცხადი მეთოდი მინიმალური შეუსაბამობის მეთოდისგან მხო- 

ლოდ +, ,,-სთვის ფორმულით! განსხვავდება: 

(იM.) 
სა“, M=0,1,... (7 ოი ტი) , ) 

ეს ფორმულა მიიღება ან »,,=V,,,–ს ცდომილების ნორმის II2,,)I, 

მიხიმალურობის პირობიდან, ან L, და L.,, შეუსაბამობათა ორთო- 

გონალობის პირობიდან. თუ ჩ,,, = ს,– %,,,ტL, განტოლებას სკალა- 

რულად გავამრავლებთ L.-ზე, მივიღებთ 0 =(%, ნ.) – ხ,,(# ა 8), 

საიდანაც გამომდინარეობს (7) ფორმულა. ვინაიდან #2. = #V,– 

– # ს = ხეც ამიტომ (5ჯდან 8 = L-ს შემთხვეეისათვის ეღებულობთ 

(#7 .ბა)) = (07, – -ტრ 722, – 9 ტ2) = 

=(ი – (ერჩია? – ს IM.) =(62L) – 2%) (6,0) + %L (რჩ). 

თუ მოვახდენთ I|I7+.III> -ის 1. )'თი დიფერენცირებას და წარმოე- 

ბულს გავუტოლებთ ხულს, მივიღებთ (7)-ს. 

შემდგ, გვაქვს 

III =I(6 –%ტ)%IV 56 – 04)%II2 < 
56 –%64II II-IV. 5 00II%I. 

' 2 
I2LIII, =IIV-) – VII, < 06IIV60 – I. · 

უსწრაფესი დაშეების მეთოდი ILI,-ში იმავე სიჩქარით იკრიბე- 

ბა, როგორც მარტივი იტერაციის მეთოდი. 
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3. შეუღლებულ გრადიენტთა მეთოდი, უფრო სწრა- 
ფად კრებადი ვარიაციული ტიპის მეთოდები შეიძლება ვიპოვოთ 

სამშრიან იტერაციულ სქემათა კლასში: 

8X”.., =თ..I(8-%.,,/4)X. +(1 –< თ,,,)8V-, + თ..)% 1. 

M =1,2,.., 8X»,=(8-+X,4)Vე + 1,L. 

ჩვენ გასვიხილავთ შეუღლებულ გრადიენტთა მეთოდს, რო- 

მელიც უართოდ გამოიყენება პრაქტიკაში. მისთვის თ,,, და + 

(8) 

I 

საიტერაციო პარამეტრები განისაზღვრება ფორმულებით! (იხ. (12)): 

-' 
_ _ (5,0,) , თან) შა რარა) 1 | , (9) 

(#ტთ..,ტთ.;) + (იცო...) თ; 

სადაც M =0,!,2,.., იმ დაშეებით, რომ 4ტ=/ტ“'>0, 8=8“>0, 

V,8 < # <37-58, 7, > 0. 1,., და თ,,,-სთვის ფორმულები მიიღება ამ- 
ომსსნელი ოპერატორის ნორმის მინიმალურობის პირობიდან ნე- 

ბისმიერი L-სთვის, საიტერაციო პარამეტრების ასეთი ოპტიმალუ- 

რი მნიშვნელობისათვის სამართლიანია შეფასება 

20; 
1+0;" 

XLI 

  

IV. - II, <9იIIXი - , ძე= 

აეა 
ჩ, 1+/6“ § 73. 

ე. ი. შეუღლებულ გრადიენტთა მეთოდის კრებადობის სიჩქარე 
არანაკლებია ორშრიანი იტერაციული მეთოდის კრებადობის სიჩ- 

ქარეზე ჩებიშევის პარამეტრებით (რომელიც იყენებს 7, და 7.-ს 

+. პარამეტრის გამოსათვლელად). ამიტომ იტერაციის რაოდენო- 

ბისათვის გვექნება შეფასება 

(10) 

IIე(6) < IV§) < იე(6)+1, იე(6) = CV · 

8 ოპერატორის სახით შეიძლება ავიღოთ ცვალებად-სამკუთ- 

ხა მეთოდის ფაქტორიზებული ოპერატორი 
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8=(0+თ/#,)0-I(0 + თ”), 

ტ+#M=0406>0, #4) =4ე, 0=0'>90. 
გამოთელები გვიჩვენებენ, რომ იტერაციათა რაოდენობა ცვა- 

ლებად-სამკუთხა მეთოდისა შეუღლებულ გრადიენტთა მეთოდთან 
ერთად ნაკლებია, ვიდრე ჩებიშევის სქემის გამოყენების შემთხვე- 
ვაში. 

§7. არაწრფივ განტოლებათა ამოხსნა 

1. საიტერაციო მეთოდები. განეიხილოთ არაწრფივი 
განტოლება 

I(X) = 0, X C (მ, ხ), (VI) 

სადაც LX) უწყვეტი ფუნქციაა. განტოლებას შეიძლება ერთი ან 
რამოდენიმე ფესვი გააჩნდეს. მოითხოვება: 1) დადგინდეს განტო- 
ლების ფესვების არსებობა; 2) მოიძებნოს ფესვების მიახლოებითი 
მნიშვნელობები. ხშირად ორივე ამოცანა ერთდროულად იხსნება. 
ფესეების საპოვნელად გამოიყენება იტერაციული მეთოდები. 

უმარტივესს წარმოადგენს დიხოტომიის მეთოდი (შუაზე გაყ- 
ოფის მეთოდი). ეთქვათ, IXე)ILX,) < 0; მაშინ IXე, X,I მონაკვეთზე 
ძევს არანაკლებ ერთი ფესვისა, ვიპოვოთ LCX,), სადაც X; = (X-+ 

+ X,)/2, და Xკ-ად ავიღოთ Xე და X, მნიშვნელობებიდან ის, რომ- 

ლისთვისაც IX.)XCX,1) < 0 პირობა სრულდება. IX., Xკ) მონაკვეთი 

კვლავ გავყოთ შუაზე და ა. შ. გაყოფა გავაგრძელოთ მანამ, ვიდ- 
რე მონაკვეთის სიგრძე არ გახდება 28-ზე ნაკლები, სადაც § სი- 

ზუსტეა, რომლითაც უხდა გახისაზღვროს ფესვი. მაშინ ამ მონაკეე- 
თის შუა წერტილი მოგეცემს ფესვის მნიშვნელობას საჭირო § სი- 

ზუსტით. ცხადია, პროცესი კრებადია გეომეტრიული პროგრესიის 

სიჩქარით, მნიშენელით M2. მეთოდის ნაკლოეანებანი: IX, X,) საწ- 

ყისი მონაკვეთის არჩევა – წინასწარ ცნობილი არ არის, რომელი 

ფესვისაკენ წარიმართება პროცესი (თუ IX, X,)-ში რამოდენიმე 

ფესვია). 
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მეორე მეთოღი – მარტივი იტერაციის მეთოდია. (1) განტო- 

ლება ასეთი სახით გადაეწეროთ 

X = Cთ(X), (2) 
საღაც თ(X) შეიძლება განისაზღვროს ერთ-ერთი შემდეგი ხერხით: 

დ(X)=X-თVIXX),) Cთ%=00ი95L, 

დ(X) = X + 9(X)I(X), 9(X) – ნებისმიერი ფუნქციაა, რომელსაც ნ, ხ| 

მონაკვეთზე ფესვები არ გააჩნია. 
მარტივი იტერაციის მეთოდი განისაზღვრება ფორმულით 

X,,, = V(X,ე), 9 =0,1,2,... (3) 
სადაც ჩ – იტერაციის ნომერია, Xე – მოცემული ნებისმიერი საწყ- 

ისი მიახლოება. საჭიროა ეიპოვოთ X = თდ(X) განტოლების მიახ- 

ლოებითი ამოსახსნი (ფესეი) X = X” ფარდობითი ცდომილებით 

§> 0, ისე რომ ყოველი ჩ-სთვის, ი > იკ, სრულდებოდეს უტოლობა 

IX, – X”| < § IXე– XI, ი > იე(§). (C9) 

ეს პირობა შეიძლება შესრულდეს, თუ (X,) იტერაციების მიმდევ- 

რობა კრებადია X” ზღვრისაკენ, როცა ი –> დ: IIო Xი =Xჯ”. თუ 
ით 

სრულდება (4), მაშინ შეგვიძლია შეეწყვიტოთ გამოთელები, როცა 

ი = ჩე. აქედან ჩანს, რომ ძირითად საკითხს წარმოადგენს საკით- 

ხი იტერაციების კრებადობის, აგრეთვე მათი კრებადობის სიჩქა- 

რის, ე. ი. იტერაციების იმ მინიმალური იე(§) რაოდენობის შესა- 

ხებ, რომლისთვისაც (4) სრულდება. დავუშეათ, რომ Xა წერტილის 

რომელიღაც ბ მიდამოში 

#4=(Xე- 6,X:+0) 6>0, (5) 

0(X) ფუნქცია აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას: 

I|ი(X”) – დ(X”)| < 9| X”– X”I ყოველი X', X”-სთვის, XX” C #4 (6) 

კოეფიციენტით ძ: · 
0<9<) (7)



და, ვთქვათ, საწყისი შეუსაბამობა იმდენად მცირეა, რომ 

IXგ– CთXXე)| < (1– ძ9)6 (8) 
მაშინ სამართლიანია შემდეგი დებულებები: 

– ყველა X, იტერაცია (#) = 1,2,3,...) ეკუთვნის #4 ინტერვალს: 

%X. C "ბ; 

– (X.1 მიმდევრობა კრებადია (8) განტოლების X” ფესვისაკენ, 

როცას –->Cთ; : 

– (2) განტოლებას რ-ში გააჩნია მხოლოდ ერთი ფესვი. 

X, C # პირობა ნიშნავს, რომ 

IX, – Xე| < 8. (9) 

(8-ის ძალით გვაქვს IX, – Xა| = |დ(Xე) – XეI <(1 – 0)8:<<8, ე. ი. 

სრულდება (9), როცა M = 1. ინდუქციის მეთოდით დაეამტკიცოთ, 

რომ (9) სამართლიანია ყოველი MX-სთვის, M = 1,2,... დავუშვათ, 

რომ (9) სრულდება, როცა L = 1,2)...,ი; მაშინ შეიძლება გამოეთვა- 

ლოთ! ((X,) და X, ,,=Cთ(X,) (6-დან გამომდინარეობს, რომ |X,,)-–X= 

= Iდ(X,) =– (IC 2) < 9IX, - %X.-Iს ე. ი- 

IX, XI < 9IX, == XIს (010) 

ამ უტოლობის მიმდევრობითი გამოყენებით ვიპოვით 

IM. ,– XII < 0'IX, – Xე|, # = 1,2,...,1. 0) 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ X,,, – Xე:= (X,,) – X,) + (X,– X,,1+ 

+(X – X,) + (X, – Xე), მივიღებთ 

IX-+) - Xე|<= (ძ" + ც"+--+ძ + 11IX, – X0|= 

1– ი+I 

=- 99 ჯ, – XიI< 
1-ძ” 1– 

  IX, – X0|<8, 

ე. ი. X,,,| C #4. ვინაიდან (9) უტოლობა (8)-ის ძალით სამართლიანია 

L = 1-სთეის, ამიტომ ის სამართლიანი იქნება აგრეთვე M-თვის, 
როცა L = 2,3.... ამით თეორემის პირველი დებულება დამტკიცებუ- 

ლია. 
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განვიხილოთ ახლა სხვაობა X,, – X, = (X-ს. ა)+ (%Xსა)– 
– "ესე 1“ + (X., – X,,,) + (X,,,– X,), და შევაფასოთ იგი 

IL -X,I<(0' +ც” “+--+ძ +1)IX 
1 – ეც" 

LI-ძ 
ა“ I > მი როცა ი–>თ და ნებისმიერი Iი-სთვის, 

თ = 1)2,.... აქედან კოშის კრიტერიუმის ძალით გამომდინარეობს 

ი+I X.|< 

  ძ"IX, – Xი-I<0%, 

ე.ი. IX 

(X-ის კრებადობა: IIნი X, = X C#. (3-ში ზღვარზე გადასვლით, 
ი–თ 

როცა ი –> C , ვრწმუნდებით, რომ X” არის (2) განტოლების ფესვი: 

X”= Cდ(X'). ეს ფესვი ერთადერთია. მართლაც, ვთქეათ, არსებობს 

ორი განსხვავებული ფესვი X ლდა X”#X X,, ასე რომ X”= დთ(X”), 

X”= დ(X”) მაშინ IX”– X”|I = |დ(X”) – დ(X')| < 9IX”– X'| < IX” – X"I, ე. ი. 

IX”– X'|I < IX”– XI, რაც შეუძლებელია. 

2.+= %ა- X” ცდომილებისათვის გეექნება 
I 

I>,+II=/თ(X,) – დ(X” )I< 9IX, – X |= 0|72,|< 0 ''I7იI, 

|თ,.)I< 0 ''I7იI, 
ე. ი მარტიეი იტერაციის მეთოდი კრებადია გეომეტრიული პროგ- 

რესიის სიჩქარით. იტარციათა რაოდენობა, რომლისთვისაც (4) 

უტოლობა სრულდება, განისაზღვრება პირობიდან ძ,< §, ე. ი. 

ი>ი1/ი? 
8 9 

იტერაციების მინიმალური იჩე(6) რაოდენობა, რომლისთეისაც (4) 

სრულდება, ცხადია, ტოლია 

ირა- ი1/ი1 + 1, (13) 
§ ძ 

სადაც (მ| – 2 > 0 რიცხვის მთელი ნაწილია. 

(12) 
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შენიშენა. თუ დ(X) რ-ში აქვს წარმოებული, მაშინ (6) სრულ- 

დება იმ შემთხვევაში, როცა 

Iდ”(X)I < ძ ყოველი X C ტ. 04) 

2. ნიუტონის მეთოდი. მეთოდი განისაზღვრება ფორმუ- 
ლით!" 

X.,, =Xე _ IC). IICX.)#0. 0 =0,1.2,... ძ9 
IICX.) 

ეს ფორმულა მიიღება, თუ გაშლაში 

_ ა .· _ , 1 .· _ – 
0=I(X )=I(CX,)+(X X:)I (X-)+>(X X,)“ L"(§), 06 

C=X, +0(X –X,), 0<0<I, 

სადაც ჯXჯ არის I(CX) =0 განტოლების ზუსტი ამონახსნი, უკუვაგ- 

დებთ უკანასკნელ წევრს და X-ს შეეცვლით X,,)-ით 

0=LILI(CX,)+ წ ((X.)+(X,,ე – X.). 

ხიუტოხის მეთოდს უწოდებენ აგრეთეე მსებთა მეთოდს ან 
გაწრფიეების მეთოდს. მისი გეომეტრიული ინტერპრეტაცია ასე- 
თია – V =IMX) წირის ნაწილი, როცა X C IX,, X,,)1),/ თუ X,< X,) 

(ან როცა X C IX _,, X,), თუ X,> X,,)) იცვლება იმ მხების მონაკვე- 

თით. რომელიც გაივლის X = X, წერტილში. 

თუ ჩაეწერთ I(CX) =0 განტოლებას X = თ(X) სახით, დავინახ- 

ავთ, რომ ნიუტონის მეთოდი შეიძლება განხილულ იქნეს, რო- 
გორც მარტივი იტერაციის მეთოდი (3) 

Cდ(CX) = X – I(X)/1 '(X) (17) 

მარჯვენა მხარით. 

ნიუტონის მეთოდის ილუსტრირება მოვახდინოთ მ > 0 რიცხ- 

ვიდან კვადრატული ფესვის ამოღების, ე. ი. X“-= გ ან ICX)= X?– მ= 0 

განტოლების ამოხსნის მაგალითზე. (15) ფორმულის გამოყენებით 

მივიღებთ 
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Xა.) = 1 + (3) II =0,1,... 
2 X. 

ვთქვათ, 2 = 2. თუ შევარჩევთ Xე= 1, მაშინ X,= 1,5. Xე= 1,417, 

Xვ= 1,414... ე. ი. იტერაციები ძალიან სწრაფად იკრიბება. 

შევაფასოთ იტერაციების კრებაღობის სიჩქარე. დავუშვათ, 

რომ არსებობს (1) განტოლების ნამდვილი X” ფესვი. განეიხილოთ 

ფესვის რაღაც მიდამო: 

რე=(X - ბ, X +მე) მ6ე>90. 

ვიგულისხმოთ, რომ (17) ფუნქცია ორჯერ დიფერენცირებადია #ე- 

მი და მეორე წარმოებული შემოსაბღვრულია 

Iდ”(X)| < 2ძ (18) 
სადაც 9 > მ მუდმივია. დ(X) ფუნქცია გავშალოთ X = X”-ის მიდა- 

მოში ტეილორის მწკრივად: 

· / ” · დ”(C) · 2 

X)=Cდ(X )+Cდ (X XX-X)+-––“--(X-X), დ(X) =Cთ(X )+Cთ“(X ) 2: ით 

ხ=X +0(X-X ), 0<0<1. 

შემდეგ გამოვთვალოთ 

დ"(X) = ICX) · L”(X)/(L(X))” = –”CX)· (1/ I”CX)”, 
/, 

/ 

”6) =- _!. დ”(X)= (იჯ 

და თუ შევნიშნავთ, რომ დXX”) = 0, როცა I '(X') # 0, მიეიღებთ 

– · 2 

ლ%%-X) იფ. 00) 
2. =%X ე)“ X' ცდომილებისათეის მივიღებთ ფორმულას: 

დ(X,) =თდ(X”)+ 
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72). = %ი., - ჯ" = თ(Xა) –თ(X”) = 20 - X )”დ”(8), 

! ” 2 
%იე+) = 2? (6)2,. 

აქედან და (18)-დან გამომდინარეობს 

I, |< 07,. (2) 

თუ აღენიშნავთ V,= 012, მივიღებთ V,,, < XV: < V-., <--<V,' < 
< V და. მაშასადამე. 

1 ი+ 

|2,.II< ე 01)” · (22) 

აქედან ჩანს, რომ (15) იტერაციები კრებადია X” ფესვისაკენ, როცა 

ა” >>>, თუ 

ძ2ა)<!) ან |2: =IX-– XII < 1/ძ9, (23) 

ე. ი. საწყისი მიახლოება მდებარეობს (1) განტოლების X = X” ფეს- 

ვის ტე-ე= (X" – 1/0, X”+ 1/ძ0) მიდამოში და მე= 1/ძ. ასეთ შემთხეე- 

ვაში ნიუტონის მეთოდი, როგორც ამბობენ, კვადრატული სიჩქა- 
რით არის კრებადი (მარტივი იტერაციის მეთოდი გეომეტრიული 
პროგრესიის სიჩქარით არის კრებადი). 

იტერაციების დამთავრების პირობა |7,| < 6I7|, როგორც (22)- 

ან ან I7,1<(91701)?' |7ე|-დან გამომდინარეობს, სრულდება, თუ 

> იჩ,(6), სადაც 

ირ- + ი/ი ! )/ი?). (24) 
8 912 

ცხადია, რომ თუ საწყისი მიახლოება მოთავსებულია X-ის 

მცირე მიღამოში, მაშინ ყველა მომდევნო იტერაცია ამავე #ე მი- 

ღამოში დარჩება. მართლაც, ეთქვათ, IXე– X”I< შეი, ამასთან ძმეა< I. 

მაშინ გვექნება 

17ს 

დღ 

ი 

 



IX, – X'I< 9|Xცე – X I” < ძნე <0, 

IXე – X”I< 9IX, – X |? < 98: <პი 
და ა. შ. ასე რომ ყოეგელი ი-სთვის, ი = 1.2,..., IX, – XI < შე. 

შენიშვნები. /1. ჩვენ არ ვჩერდებით X =X” ფესვის არსებო- 

ბის დამტკიცებაზე. 
2. ნიუტონის მეთოდების კვადრატული კრებადობა შეიძლება 

დადგინდეს ICX) ფუნქციაზე უფრო სუსტ შეზღუდვებშიც: 
| (X)I > M,> 0, IL “(X)I < M,, ყველა X-თვის, X C 4. (25) 

(15) და (16)-ის გამოყენებით 2,., =X.,)– X” ცდომილებისათვის მი- 

ვიღებთ გამოსახულებას 

_ 1”C6).2 
რ. რ... 2ი. 

2IICX,) 

საიდანაც (25) პირობის ძალით გამომდინარეობს უტოლობა 

I2.+)I <= 9I2,I, 9 = Mე/(2M,), 
რომელიც ემთხვევა (21)-ს (განსხვავება არის მხოლოდ ძ-ში). შემ- 

დეგი მსჯელობები მიგვიყვანს (22), (23) და (24X+მდე. 

13. ნიუტონის უწყვეტი მეთოდი. IX) =0 განტოლების 
ამოხსნა შეიძლება განვიხილოთ როგორც 

თე IC) =0, X>0, X(C0)= სი, (26 
კომის ამოცანის ამოხსნის ზღვარი, როცა L-> C. , თუ ეს ზღვარი 

არსებობს. აღვნიშნოთ X=XC0-ით კოშის ამოცანის ამონახსნი, X,-ით 

– IX)=0 განტოლების ამონახსნი. მათი სხვაობისათვის 2(L) = 

= XC) – X., გვაქვს 

<+V0(ცი – წC.))=95+ წCდ)-> 5=X.+02, 0<80<5I 
' ( 

(+თ()-7=0, L>0, 27(0)= სი, C(1) = LI(C). 
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აქედან ჩანს, რომ |2X(I)| –> 0, როცა L–>Cთ, თუ II(X) >0. 
(26) განტოლების ამოსახსნელად რომელიმე ცხადი მეთოდით 

უნდა ვისარგებლოთ. XCI)-ის Xე-კენ კრებადობის სიჩქარე დამოკი- 

დებულია მხოლოდ ნცაე-ის წარმოებულის სიდიდეზე. 

4. მკვეთთა მეთოდი. ნიუტონის მეთოდში LI(X,) წარმო- 

ებულის გამოთელა შეიძლება შრომატევადი აღმოჩხდეს. თუ #/-ს 

შეეცელით სხეაობიანი შეფარდებით (CL – # _,)/(X, – X,_,) მივიღებთ 

მკვეთთა საიტერაციო მეთოდს 

– (X, _ 2502)1C 29, 

"“ (IX,)-ICX,_) 

მკვეთთა მეთოდი ნიუტონის მეთოდზე უფრო ნელა არის კრე- 

ბადი, მაგრამ (27) ში მსოლოდ ფუნქციის გამოთვლაა საჭირო, (15- 
ში კი უნდა ვიპოვოთ ფუნქცია ღა მისი წარმოებული. ამიტომ 
მკვეთთა მეთოღში გამოთელების მოცულობა ყოველ იტერაციაზე, 
ზოგადად რომ ვთქვათ, ნაკლებია. 

%იკ) =. X (27 
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თავი IV 

ჩვეულებრივი ღიფერენციალური 
'“განტოლებებისათვის სასასღვრო ამოცანების 

ამოხსნის სხვაობიანი მეთოდები 

§1. სხვაობიანი სქემების თეორიის 

ძირითადი ცნებები 

სასრულ სხვაობათა მეთოდი დიფერენციალური განტოლებე- 
ბის ამოხსნის უნივერსალურ მეთოდს წარმოადგენს. სანამ შევუდ- 
გებოდეთ ამ მეთოდის განხილვას, აუცილებელია შემოვიტანოთ 

სხვაობიან სქემათა თეორიის ძირითადი ცნებები – აპროქსიმაცია, 
მდგრადობა და კრებადობა. 

1. უმარტივესი სხვაობიანი ოპერატორები. დიფე- 
რენციალური განტოლების ნაცვლად სხვაობიანი განტოლება რომ 
მივიღოთ, აუცილებელია: 

– არგუმენტის უწყვეტი ცვლილების არე შევცვალოთ წერტი- 
ლების დისკრეტული სიმრავლით (ბადით); 

– დიფერენციალური განტოლება შევცვალოთ სხვაობიანი გან- 

ტოლებით (მოვახდინოთ ბადეზე აპროქსიმირება). 
დიფერენციალური განტოლების რიცხვითი ამოხსნის საკითხი 

სხვაობიანი განტოლებების ამოხსნაზე დადის. წინა თავებში ჩვენ 
უკვე განვიხილეთ ბადეთა მაგალითები: 

ს) 0<X<1 მონაკვეთზე თანაბარი ბადე ი ბიჯით: კვანძების 

სიმრავლე Cაა = (X,= II), 1= 0,1,2,...,M, ი = 1/M1; Xე= 0, X,= 1 – სა- 

საზღვრო კვანძებია; თ,= (X,= 111), 1 = 1,2,...,M – 11 – შიდა კვანძე- 

ბის სიმრავლე; 
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2) არათანაბარი ბადე: 0<X <1 მონაკვეთი იყოფა ნებისმი- 
ერი წერტილებით M ნაწილად X, < X; < '“' < Xე ც ნ;= X, – X, | ბა- 

დის ბიჯია. 

# 

თ. =(XX. 1=0,1,...,M, Xე = 0, Xა= 1), 2.), =1, თ.= (X,0 <1<M); 
1=1 

3) ბადე 0< (<1 მონაკვეთზე: თ, =(L=ი“, ი=0,1,...,იე, ჩე1= 1). 

უწყვეტი არგუმენტის ფუნქციის ნაცვლად (მაგალითად, 
0<X<1 მონაკვეთზე) განისილება დისკრეტული X, არგუმენტის 

ფუნქცია XV(X,) = V, სადაც X, თ. ბადის კვანძია ან კიდეე X, დისკ- 

რეტული არგუმენტის ფუნქციაა, სადაც | – კვანძის ნომერია. ამ 

ფუნქციას ბადური ფუნქცია ეწოდება. ყოველი ბადური ფუნქცია 

V(X,) = »–; წარმოდგება ვექტორის სახით V = (Vე, X;, ··· XV VI) 
ამიტომ ბადური ფუნქციების სიმრავლე ქმნის სასრულგანზომილე- 

ბიან, ჩვენს შემთხეევაში CM + 1) განზომილებიან II სივრცეს. ჩვე- 

ულებრივ, განისილაეენ (C,.1 ბადეთა ოჯახს, რომელიც დამოკი- 

დებულია ბიჯზე, როგორც პარამეტრზე. ამიტომ ბადური ფუნქციე- 

ბიც V = V,(X) დამოკიდებულია ბიჯზე, როგორც პარამეტრზე (ან 

M-ზე), თუ ბადე თანაბარია. არათანაბარი ბადის შემთხვევაში ჩ-ის 
ქვეშ იგულისხმება 1) = (L,, II, ..., ჩკ) ეექტორი. ამიტომ, ბუხებრი- 

ვია, ბადურ ფუნქციათა სივრცე ჩაიწეროს ჩხ ინდექსით – II. 

LL სივრცეში შეიძლება შემოვიტანოთ || · II ნორმა. მიეუთი- 

თოთ ხორმის უმარტივეს სახეებზე: 

IVIC = 28XIXCX)I ან IIXIC = ომXIXII: 

IIVI= წ) ' 

დიფერენციალური ოპერატორი იცელება სხვაობიასი ოპერა- 
ტორით!, რომელიც ბადურ ფუნქციათა სივრცეში მოქმედებს. 
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ვთქეათ, C – IL? (0 = 1,2,3) ეველიდური სიერცის არეა I საზ- 

ღერით. მაგალითად, C – 0<X<1 ინტერვალია, ხოლო L – წერ- 

ტილები X=0,X=1:C – მართკუთსედია 0<X,<7/,, 0<X.<ჩა, 

X=(X, X) CC (09=2), LI კი წარმოადგენს X:= 0, X:=65 , X,=0, 

ჯ,=#,კ წრფეთა მონაკვეთებს და ა. შ. ვთქვათ, მოცემულია წრფი- 

ვი დიფერენციალური ოპერატორი L, რომელიც V(X) ფუნქციაზე 

მოქმედებს, X CC. C=CLL სიმრაელეზე შემოვიღოთ თა ბაღე 

ღა განვიხილოთ ბადური V,(X) ფუნქცია, X CC),. X, CC, წერტილში 

LV შევცვალოთ V,(X) ბადური ფუნქციის მნიშენელობების წრფივი 

კომბინაციით ბადის კვანძთა რაიმე სიმრავლეზე, რომელსაც შაბ- 
ლონი ეწოდება. 

(L,V); = 2,20VსCX,), X; CCთ.(C), (1) 

X,6C, 

სადაც მე – კოეფიციენტებია, ხოლო თ; – შაბლონი, C.C თაი. 

LV-ს ასეთ შეცვლას L.V-თი ეწოდება L დიფერენციალური 

ოპერატორის აპროქსიმაცია ბადეზე L, სხვაობიანი ოპერატორით, 

ანუ L ოპერატორის სხვაობიანი აპროქსიმაცია. ჩეეულებრიევე, ოპჰე- 

რატორის L, სხვაობიანი აპროქსიმაციის შესწავლა ჯერ ლოკა- 

ლურად, ე. ი. ბადის ყოველ წერტილში ხდება. L-ის აგება C(X) 

მაბლონის, ანუ X CC, კვანძის მეზობელი კვანძების სიმრავლის 

შერჩევით იწყება. ამ კვანძებში V,(X) ბადური ფუნქციების მნიშ- 

ვხელობები შეიძლება L, ოპერატორის გამოსახულების ჩასაწე- 

რად იქნეს გამოყენებული. 
განვიხილოთ L,-ის აგების რამოდენიმე მაგალითი. 

ძV 
მაგალითი I. პირველი წარმოებული ტოლია IX=--= 

X 

=VI(X). ავიღოთ სამი კვასძი (X – ი, X, X+ ს). შეიძლება ვისარ- 

გებლოთ ნებისმიერი გამოსახულებით: 
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_ V(X+ჩ)– V(X) 

ა სჩ 

_ V(CX) – VCX – ი) აეს 

ი., _ VCX+ხნ)– V(X– 0) _ 
სV = – 

2ჩ 

ხშირად გამოიყენება სახელწოდებები: IL.V=V, – მარჯეენა, 

L.V =V, (შაბლონი CX, X + 1I)); 

L.V =Vჯ (შაბლონი (X – ჩ, X)); .. 

V. (შაბლონი (X – L, X + ს)). 

1 - 
LV =Vჯ – მარცხენა, LV = V. = 2XLV+ L.V) – ცენტრალური 

სხვაობიანი წარმოებული. სამწერტილიან შაბლონზე შეიძლება 

განსაზღვროს სხეაობიანი ოპერატორი 

LL სV= CV, +(1-C)V,, 

სადაც C ნამდვილი პარამეტრია. ამრიგად, სამწერტილიან შაბ- 

ლონზე პირველ წარმოებულს უსასრულოდ ბეერი სხეაობიანი აპ- 
როქსიმაცია გააჩნია. 

L, ოპერატორით. L, ოპერატორის აპროქსიმაციის ცდომილება 

ეწოდება სხვაობას 

V/ = L,V – LV. 

ამბობენ, რომ L,-ს აპროქსიმაციის LI-ური რიგი აქვს X წერ- 
ტილში, თუ 

VI(X) = L,V(X) – LVCX) = CXი”) ან MI(X)| < Mჩ”, 

სადაც M = 00ი5L> 0 არ არის ს, თ-ზე დამოკიდებული, ს, Iი > 0. 

ტეილორის ფორმულის გამოყენებით 

V(X+ ჩ) = V(X) + ჩV"(X) + 

2 3 

+ ხ. V”(X) + ს არტი + "M ცე +CX(ს?) 
2 6 24 ” 

ადვილად მივიღებთ შეფასებებს 
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V, –V =CXხ), V, –V"=0(ს%), V, – V' =C(ჩ2), 

)/'თ = LCთV –IV= ი( – 1, + ?|. 

2 

მაგალითი 2. მეორე წარმოებული: LV=-+=V ხი. ავი- 
X 

ღოთ იგივე სამწერტილიანი შაბლონი, პირველ მაგალითშია და 
დავწეროთ ოპერატორი 

V(X+ 6L)– 2V(X) + V(X – ჩ) 

ს? ' 

შევნიშნოთ, რომ V(CX+Iი) = V(X)+IMV,, V(CX- ი) = V(X) – იV- 

და გარდავქმნათ L,V(X): 

00-90 _ VCX+ არით =V,.C0. 2) 
გამოვიყენოთ ტეილორის ფორმულა VCX +ჩ)-სთვის; მივიღებთ: 

L.V(CX) = 

L.IVCX) = 

2 

VI = LV – LV=--VV60+00) =0097), 

ე. ი. L,-ს აპროქსიმაციის მეორე რიგი აქვს. 

ჩვეულებრიე, მოითხოვენ აპროქსიმაციის ცდომილების შეფა- 

სებას ბადეზე, ე. ი. რაიმე ბადურ ნორმაში | |· ||. ამბობენ, რომ L,-ს 

აქვს აპროქსიმაციის M1-ური რიგი ბადეზე, თუ 

IL,V, – (LV)II,= 0(8”). 

2. სხვაობიანი სქემა. ჩვეულებრივ, Lს = LX) დიფერენ- 

ციალური განტოლებას ხსნიან რაიმე დამატებითი პირობებით – 

საწყისი (კოშის ამოცანა), სასაზღვრო (სასაზღვრო ამოცანა) ან 
საწყისი და სასაზღვრო პირობებით ერთად. სხვაობიან განტოლე- 
ბებზე გადასვლისასა უნდა მოვახდინოთ ამ დამატებითი პირობე- 
ბის აპროქსიმაციაც. 
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ვთქვათ. მოცემულია C არე I საზღვარით!. ვეძებთ 

Lს=IX) X6CC, (3) 

წრფივი დიფერენციალური განტოლების ამოსსხას ს=V(CX), X C 6. 

საზღვარზე მოცემულია დამატებითი პირობები 

9V(X) = ILX), XCLI. (4) 

C=C-L არეში შემოვიღოთ ბადე თა) =C)ს, + 7,, (ა, C C, 4, CC 

და (3). (4) ამოცანას შევუსაბამოთ სხვაობიანი ამოცანა (1) სახის 

L, წრფივი ოპერატორიი!: 

L,»,= დ,(X), X C C,; X,(X) = V,(X), X C 7/,. (5) 
V,(X), 0,(X), V,(X) ფუნქციები ბადის ჩ ბიჯზე არის დამოკიდე- 

ბული. ჩ-ის შეცვლით მიეიღებთ მიმდევრობებს (LV,), (C,), (LV,). 

ამრიგად, ჩეენ განვიხილავთ არა ერთ სხვაობიან ამოცახას, არა- 

მედ ამოცანების ოჯახს, რომელიც ჩ პარამეტრზეა დამოკიდებუ- 

ლი. ამოცანათა ამ ოჯახს სხეაობიანი სქემა ეწოდება. 
მაგალითი /. კოშის ამოცანა: 

Lს=59+Xს =VIC0, L>0, V(0) = ხე. 
L 

ეილერის სხვაობიან სქემას აქვს სახე 

წ» 
L V= 2-2“ V, = I„, V.= VCL.) , L.= იLC თ, ი= 0,1,...., Xე= ხე. 

მაგალითი 2. პირველი სასაზღვრო ამოცანა: 

Lს = ს”= – IX) 0<X<I. Vყ(01)=L,, V(1)= LL. (6) 

ეისარგებლოთ (2) სამწერტილიანი სხვაობიანი ოპერატორით: 

LV, = Vჯაკ = (VI – 2ა, + V,-)/ სხ“ 

და მივიღებთ სსვაობიან სასაზღვრო ამოცანას ბადეზე თ,= 

= (X.=1ხნ.0<1<M,Xკ= 1): 
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.ლ=V- .=–VMI 1= ... – 1, 
L.X, VI=I 1, I 1,2, ,M (6) 

Xი- I, XX =L-- 

3. მდგრადობა. ჩვენთვის უფრო მოხერხებული იქნება, თუ 

(5) სხვაობიან სქემას ჩავწერთ ოპერატორული ფორმით. ამისათ- 
ვის (5) განტოლება ჯერ მატრიცული სახით ჩავწეროთ 

#4V,= თ,, (7) 

სადაც V, – საძიებელი M სასრულგანზომილებიანი ვექტორია. 

M# იმ კვანძების რიცხვის . ტოლია, რომლებშიც V, ბადური 

ფუნქციების მნიშვნელობები უცნობია ((-') პირეელი სასაზღვრო 

ამოცანის შემთხვევაში %,-ის განზომილება უდრის MI – 1-ს, ბადის 

მიდა კვანძების რიცხვს). V,(X,)-ის მნიშვნელობები X, C თ, კვანძებ- 
მი V, ეექტორის კომპონენტებს წარმოადგენს, Cთ,(X,) – დ, ვექტო- 

რის კომპონენტებია, #4 კი M X M რიგის კვადრატული მატრიცაა. 

შემოვიღოთ ბადური ფუნქციების M განზომილებიანი სივრცე 

M, და ეთქვათ, #, არის # მატრიცის შესაბამისი წრფივი ოპერა- 

ტორი #, : IL –> IL. (7ჯ-ის ნაცვლად შეიძლება დავწეროთ 

ტეა და დ, C 11. (8) 
ეთქვათ, || · IV და II · –=> ვექტორული ნორმებია I სივრცეში. 

ვიტყვით, რომ სხვაობიანი სქემა (8) მდგრადია, თუ არსებობს 

ისეთი M > 0 მუდმივი, რომელიც დამოკიდებული არ არის 1)-ისა 

და დ,-ის ამორჩევაზე, რომ (8) განტოლების ამონახსნისათვის ად- 

გილი აქვს შეფასებას 

IIVაIIც,ა<= LMVI ლ (9) 

ყველა საკმაოდ მცირე ჩ-სთვის: |ჩ| < ჩე. 
(8) სხვაობიან სქემას კორექტული (კორექტულად დასმული) 

ეწოდება, თუ (8) განტოლების ამოხსნა არსებობს და ერთადერთია 

მასში შემავალი ნებისმიერი მონაცემებისათვის C, C II, და ამას– 

თან, თუ სქემა მდგრადია, ე. ი. სრულდება (9) პირობა. 
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სქემის მდგრადობა ნიშნაეს, რომ XV, ამოხსნა უწყეეტადაა და- 
მოკიდებული მასში შემავალ მონაცემებზე, ამასთან ეს უწყვეტი და- 
მოკიდებულება თანაბარია ს-ის მიმართ). თუ V, არის #.XV, =დ, 
გახტოლების ამონახსნი მაშინ რეის წრფივობი” გამო 
#,(Vა – XV-)= რდა – დ, ; და (9)-დან გამომდინარეობს 

IIVს – VიIIVIMა < MIICდ, – დაII2I) · (19) 

ამოცანაში შემავალი მონაცემების მცირე შეშფოთებას შეესაბამე- 
ბა ამონახსნის მცირე შეშფოდება. 

თუ სქემა (8) ამოხსნადია, მაშინ არსებობს შებრუნებული ოპე- 

რატორი ტ)' და 

XV, = 4 და, სოლ <I/ბ;'IIIIთაIICა , (1) 

–I –I – 

სადაც II#ა II=II4- II(2ს–II) – ტ.,) ოპერატორის ნორმაა. 

მდგრადობა ნიშნავს შებრუნებული ოპერატორის თანაბრად 

შემოსაზღვრულობას ჩ-ის მიმართ 

IM 'I< M. (I 
სქემას ეწოდება არამდგრადი, თუ არ მოიძებნება Lს-ზე დამოუკი- 

დებელი M მუდმივი, რომელიც აღემატება |I/#ჯ III-ს. ე. ი. წ.წVI 

უსაზღვროდ იზრდება, როცა |LI.–> 0. 

შეიძლება მოხდეს, რომ პირველი გვარის სასაზღერო პირო- 

ბის ნაცვლაღ – ს = II, როცა X C I – მოცემული იყოს პირობა 

წს=ILLCX) XCL, (11) 

სადაც 6 – რაიმე წრფივი დიფერენციალური ოპერატორია, მაგა- 

ლითად, (ს = ს'-–თს,Cთ>0 ან (ს = ს, როცა X=0 (ან X= I), მა- 

შინ (3), (4) ამოცანის ნაცვლად გეექნება ამოცანა 

LL = IX) XC C; (ს =IIL(X) XCL. (I4) 

შესაბამის სხვაობიან სქემას შემდეგი სახე ექნება 
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LX, = დე როცა X C თ,, 6,X, = სს როცაXCV, (15) 

სადაც (, წრფივი სხვაობიანი ოპერატორია, რომელიც ახდენს # 

ოპერატორის აპროქსიმაციას. შეიძლება მოხდეს ისე, რომ დი, და 

I, უნდა შეფასდეს სხვადასხვა ნორმებში. 

სქემა (15) მდგრადია, თუ მისი ამონახსნისათვის სამართლი- 

ანია შეფასება 

IVIIIც) <= M,II8II6ა < M:II LI I(კია» (16) 

სადაც M, > 0, IM8 > 0 მუდმივები დამოკიდებული არ არის ჩ-ზე, C, 

და I საწყისი მონაცემების შერჩევაზე. 

უნდა აღინიშნოს, რომ (15) სხვაობიანი სქემა შეიძლება 

#,V,= დ, ოპერატორული სახითაც ჩაიწეროს. მაგრამ ამ შემთხვე- 

ვაში, (9-ში და (I6)-ში || · კჰ3ჰ–=«ჰ შეიძლება არ დაემთხვეს ერთმა- 

ნეთს, ისევე როგორც მათი მარჯვენა მხარები (ეს ცხადი ხდება 
უკვე პირველი სასაზღვრო ამოცანის განხილვისას). 

4. მდგრადი სქემის მაგალითი. მღგრადი სქემის მა- 
გალითად განეიხილოთ სხვაობიანი სასაზღვრო ამოცანა 

„ _ XV) 2XV +VI _ _ · 1=12 #M-I 
VII. ჩხ? დ, 1 ვ–ვ.აიკ · (17) 

V0 =0, Vა =0, ჩM =1. 
LI თაეის §4-ის მიხედვით განემარტოთ #,» ოპერატორი. 

ეთქვათ, LI, – ბადის შიგა (1= 1,2, ... M – 1) კვანძებში განსაზ- 
ღვრული ბადური ფუნქციების სიერცეა. ავიღოთ V C LI, (V,(X)-თან 

9 
ინდექსს ჯერჯერობით გამოვტოვებთ) და V ფუნქცია, რომელიც 

შიგა წერტილებში ემთხვევა V ფუნქციას, ხოლო საზღვარზე ნულის 

ი 9 

ტოლი ხდება Vე = V,ყ =0. მაშინ #ტ, ოპერატორი განვსაზღეროთ! 

შემდეგი იგივეობით 

18)



(C«“.X»), = -V ე, 1=1.2,...,M – 1, 

და (17)-ის ნაცვლად მივიღებთ ოპერატორულ განტოლებას 

'ტბ.V.= დე. (18) 

LL, სივრცეში შემოვიღოთ სკალარული ნამრავლი 

M-I 

(XV) = 2,V,V,ხ. 
1=1 

I, სივრცეში #, ოპერატორი თვითშეუღლებული და დადები- 

თად განსაზღვრულია და 

ბს < #, < ტL, ანუ III” < (4.,.V, X) < 4IIVII? ყველა V C წ. (19) 
სადაც 8 და # – # ოპერატორის უმცირესი და უდიდესი საკუთრი- 

ვი წაიშემელობებია და ტოლია 

2 XL 4 2 XI 
8=-“ -–-9)ი?--, #=)ტ4,Iლ=–-00§? –-, (20) ხ? 2 I II ს)? 2 

#;! შებრუნებული ოპერატორი თვითშეუღლებულია, თუ #, = #ე. 

1 თავის §4-ში ნაჩვენებია, რომ (19) უტოლობები ექვივალენტურია 
შემდეგი ოპერატორული უტოლობებისა: 

1 I > 1 
–ს<#4ე <-LსL, |#ტ, 'I=ჯ. (2ს 
რ) 552! 

აქედან გამომდინარეობს შებრუნებული #,.' ოპერატორის ნორ- 

მის თანაბრად შემოსაზღერულობა: Iგ,'II< 1I/8<1/8 და აპრიო- 

რული შეფასება 

1 1 
IIVIII< 8 0MII< 810 (22) 

რომელიც (18) სქემის მდგრადობას გამოხატავს. ეს შეფასება 
შეიძლება მივიღოთ ენერგეტიკული უტოლობების მეთოდით 
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XL C4#/') საკუთრივი მნიშვნელობების შეფასების გარეშე. მართ- 

ლაც, #,V,= დ, განტოლება სკალარულად გავამრავლოთ V,-ზე: 
(ტ,VV,)=(0,,») და ეისარგებლოთ უტოლობებით (0,,V,)5IC,IIIIMII 

21! 
IX 5+(4#,VXს); მაშინ მივიღებთ უტოლობას 6IIX#,II75IC,IIIIXII, 

საიდანაც გამომდინარეობს (22) შეფასება. 
(17) სქემა მდგრადია აგრეთვე IIVII> ნორმაში: 

1 IXIIC< 39. IXIC=IMIც =ღრყ»I.. 3 
ეს გამომდინარეობს სამწერტილიანი სხვაობიანი სასაზღვრო ამო- 
ცანის ამოხსნის შეფასებიდან, რომელიც მიღებულია I თავის §5-ის 
მესამე პუნქტში. მოცემუდ შემთხვევაში „შეფასებას აქვს სახე 

IX <2. ს MIMIIIC 2X#<2 IდაIIC. 
§=ს M=1 

რადგანაც 

# M 
2 M(M-1),2 1-8. 1 

XI =ა) ბ 5=--- “ხნ --- <-, 2ას 5295 > 2 «2 
5. არაკორექტული სქემის მაგალითი. ვთქვათ, მო- 

ცემულია სქემა 
#ეV,= 9, 

და IIM,II–> თ, როცა |ს| –> 0. განვიხილოთ შებრუნებული ამოცანა 

– ვიპოვოთ 0, მარჯვენა მხარე, თუ ცნობილია ამოხსნა V,: 

–) 
8,თ,= XV, 8ს =4#, · 

ის არაკორექტულია, რადგან 

I8,'I=II( ტი) 'I=I+II-> თ როცა (LI -> 0. 
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ეს ნიშნავს, რომ ნებისმიერი M მუდმივისათვის, რომელიც ჩ-ზე 

დამოკიდებული არ არის, შეიძლება მივუთითოთ ისეთი L,, რომ 
-I – – – 

I8ა I>M , როცა IL) < ჩ,. ვთქვათ, დ, არის 8აCდ, = VI განტო- 

ლების ამოხსნა, ხოლო 0,– 8,Cთ, = V, განტოლების ამოხსნა, მაშინ 

Iდ, – 9-5 8IIIIXი – XII. 
თუ I 8;'I< M , როცა (LI > ჩე, ასე რომ სამართლიანია უტოლობა 

(IC –დაI< MIIV - VIII , 

მაშინ ვიტყვით, რომ სქემა კვაზიმდგრადია. შეიძლება თუ არა, ამ 

სქემით სარგებლობა დ,-ის საპოვნელად მოთხოვნილი § სიზუს- 

ტით, თუ V, მოცემულია რაიმე §აკ სიზუსტით»: 

IV, – VIII< 86 
– – ელ 

Iდა – რაII5I 8, IV – ”I უტოლობიდან გამომდინარეობს, 
რომ 8,0, = V, ამოცანის ამოსსნა განისაზღერება | 8.60 სიზუს- 
ტით. ვთქვათ. დ, უნდა ვიპოვოთ 8> 0 სიზუსტით ისე, რომ სრულ- 

ღებოდეს |IC, – დაII< C; ეს შესაძლებელია, თუ სრულდება პირობა 

I8»'II5ი <5. 
აქედან განისაზღვრება დასაშვები ხ > ჩე ბიჯი, ე. ი. I. 

ავხსნათ ეს კონკრეტულ (17) ამოცანაზე. ამისთვის გვაქვს 

_ 4 XI _ 4 
8,'II=I #,IIC ტ=-–-005:-–- <--, I 8, II=II/-VII 21 2 “I? 

ღა პირობა |I8;,'II8ე = #6ე,< § შესრულებულია, თუ 48ე/11? < §, ანუ 

ჩ>I% =2-/8ე / 8 · 

აქედან ჩანს, რომ ამოცანაში შემავალი მონაცემები უფრო მაღა- 

ლი ზე სიზუსტით უნდა იყოს მოცემული, ვიდრე ამოხსნის განსაზ- 

ღვრის § სიზუსტე. 
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ვთქვათ, მოცემულია მარჯვენა მხარის ცდომილება §ე:= 10% 

და მოთხოვნილი სიზუსტე 8§= 10“, მაშინ II-= 2 · 10“2= 1/50, ე. ი. 

სიზუსტეს 6= 10“ შეიძლება მიეაღწიოთ მხოლოდ ბადეზე ბიჯით 

ი > 1/50. თუ, მაგალითად, §ე: =210“, 6= 10-%, მაშინ ჩა= 1 ღა 

6= 10““ სიზუსტე არც ერთი ბადის შემთხვევაში არ მიიღწევა, 

როცა ამოცანაში შემავალი მონაცემები ასეთი სიზუსტით არის 
მოცემული. 

6. აპროქსიმაცია და კრებადობა. (14) ამოცანის სხვა- 
ობიანი მეთოდით ამოხსნისას საჭიროა ვიცოდეთ, როგორი სიზუს- 

ტით უახლოელება სხვაობიანი ამოცანის ამოხსნა დასმული ამო- 
ცანის ამოხსნას. ცდომილების შესაფასებლად, რომელიც (14) ამო- 
ცანის (15) სხვაობიანი სქემით შეცვლისას წარმოიშვება, საჭიროა 
ამ ამოცანების ამოხსნების შედარება. ეს შედარება ბადურ ფუნ- 

ქციათა II, სივრცეში მოვახდინოთ. ს,(X)-ით აღვნიშნოთ (14) ამო- 

ცანის ზუსტი V(X) ამოხსნის მნიშვნელობები თ, ბადეზე: ს, C II. 

განვიხილოთ ცღომილება 

2 XV 
სადაც V, – (15) ამოცანის ამოხსნაა. თუ ჩავსვამთ (15”-მი V,=2,+ს, 

და ს =Vყ(X) ფუნქციას ჩავთვლით მოცემულად, მაშინ 2,-სთვის მი- 

ვიღებთ სხვაობიან ამოცანას 

L. 2, = VI, X C 0); 62, = V,, XC V, (4) 
სადაც VI-ს, V/, = დს – L,ხ,, უწოდებენ აპროქსიმაციის ცდომილე- 

ბას LV, = დ, განტოლებისათვის Lს =I(X) განტოლების ს = V(X) 

ამოხსნაზე (შეუსაბამობა ·სსვაობიანი სქემისათვის ამოხსნაზე), 

V, =1L, – ნ,ს, კი აპროქსიმაციის ცდომილებაა #ჯV, = 1, სხეა- 

ობიანი სასაზღერო პირობისათვის (14) ამოცანის ამოხსნაზე. 

ეიტყეით, რომ: 

(15) სხვაობიანი სქემა კრებადია, თუ 
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Iშ%II6I) –3> 0 როცა III –> 0; 

(15) სხვაობიან სქემას აქვს თ რიგის სიზუსტე, ანუ კრებადია 
CXVIMM) სიჩქარით, თუ 

I 7იIIII) =IIVს – სსII I) < MI" 

ახ 

ILიაIIVა =CXVI”) თ>0, 

სადაც M > 0 – ჩ-ზე დამოუკიდებელი მუდმიეია. 

(15) სხვაობიან სქემას აქვს აპროქსიმაციის ი) რიგი ამოხ- 

სხწაზე, თუ 

IIM/ 6IIV2Iა =CXVI"), სულ =0(ი”), თ>0. (25) 

VI, და V, შეუსაბამობათა შეფასება ხდება იმ დაშვებით, რომ 

ამოსაეალი ამოცანის ამოხსნა არსებობს და გააჩნია იმდენი წარ- 

მოებული, რამღენიც აპროქსიმაციის ი1-ური რიგის მისაღებად მო- 

ითხოვება. 

მოვიყვანოთ V/,-ის შეფასების ორი მაგალითი. 

მაგალითი /. მოცემულია ამოცანა 

Lს= –-)ს”=I(X), 0<X<I, V(0)=V(1)=0. (26) 

და სხეაობიანი სქემა 

L.V = –V>, =Cთ(X), X=I1ს, |I<1I<M-I, Vე =Vყ=0, 

ამ შემთხვევაში სასაზღვრო პირობები სრულდება ზუსტად, V,= 0 

(ხს ინდექსი თ(X) და V(X)-თან ჯერჯერობით) გამოიტოეება) და 

ყV.ა=დ-L,ს=თ+ს..=დCდ +(ს”+1?ს' +004) = 

2 

=(დC+ს0+--ს' +CX(0ხ11=დ – წ+0CXს?), 

რადგანაც ს”= – IX). აქედან ჩანს, რომ IIს/,II-= CXV2), თუ დაეუმ- 

ვებთ. რომ დ = წ ან დ = წ+ CXს2). 
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პირეელ პუნქტში მოყვანილი იყო VI = LV, – (LV) ცდომი- 

ლების შეფასება ნებისმიერი ფუნქციისათვის. 2, = XV, – ს, ცდომი- 

ლების შეფასებისას გამოიყენება V/, შეუსაბამობა, რომელიც ახა- 

სიათებს Lს – ოპერატორის L.ს,- დ, ოპერატორით აპროქსიმა- 

ციის ცდომილებას ამოსავალი ამოცანის ს = სV(X) ამოხსნაზე. თუ 

გავითვალისწინებთ, რომ წ-Lს=0, V,=Cდ,.- L,ს, შეგვიძლია 

წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

V/ა =(Cთდ, – Lხსს) – (1 – Lს), = 

=(თ, – წ) -(Lსს, – (Lს)) = V/) + V/I;”, 

სადაც V =-(L.V – (LV), ს) =თდ, -ჩ, "/) – L ოპერა- 

ტორის L, ოპერატორით აპროქსიმაციის ცდომილებაა (6) ამოცა- 

ნის I = V(X) ამოხსნაზე, V/I”” – განტოლების მარჯეენა მხარის აპ- 
როქსიმაციის ცდომილებაა. მოთხოვნა IIსMIII თ, = 00ჩI”), ცხადია, 

შესრულებულია, თუ IIV/L IC = CXIMI”),. IIVIL Iს) = C(ILI" 
მაგრამ ეს პირობები აუცილებელი არ არის IIV/III თხ = CX0ხI") შე- 

ფასებისათვის, რაზეც შემდეგი მაგალითი მოწმობს. 
მაგალითი 2. პირეელი სასაზღვრო ამოცანა (26). გამოვთვა- 

ლოთ 

-VI0 =ს,, – ს” == -ს?ს' +0C(სM7) =0C0?). 

ვთქეათ, დ=ნჩ+ _ წ... ე. ი. დ – ჩ= C(ხ2) . აქედან ჩანს, რომ 

VI =C(ს”) და ათ. 0(Cჩ?), მაგრამ სქემას აქვს აპროქსიმაცი- 
ის მეოთსე რიგი, ვინაიდან 

2 

V, =V/ს) + ს/ი ხალი ია, 

0 +ს +009 =–- · ო+სM+0C9). 
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MI, = C(ს3), რადგანაც ს” + #”(CX) =0, ს” + I(X)= 0. განტოლების · 
ძალით". 

7. მდგრადობისა ღა აპროქსიმაციის კავშირი 
კრებადობასთან. განვისილოთ წრფივი სსვაობიანის სქემა 
(15). თუ სქემა მდგრადია და ახდენს ამოსავალი ამოცანის აპრო- 
ქსიმაციას, მაშინ ის კრებადია (ჩვეულებრიე ამბობენ: „მდგრადო- 
ბიდან და აპროქსიმაციიდან გამომდინარეობს სქემის კრებადო- 

ბა“). მართლაც, L, და –,-ის წრფივობის გამო 2, = V, – ს, ცდომი- 

ლებისათვის ვღებულობთ! (24) ამოცანას, რომელიც (15) ამოცანის 

ახალოგიურია V,-სთვის. ამიტომ, თუ (15) სქემა მდგრადია, ე. ი. (16) 

შეფასება ჭეშმარიტია, მაშინ 2,-სათვის სამართლიანია შეფასება 

(7 = <M I IIMIICა + M;IIV,IIცხა- (27) 

აქედან ჩანს, რომ 

I%IIVI-= IX-– სIIIხ)= CX%I5), 

IIV/.II(ა = CXIM), IIV,IIც,) = CXIიI"). 
ამრიგად, სხეაობითი სქემების კრებადობისა და სიზუსტის რიგის 
შესწავლა დადის აპროქსიმაციის ცდომილებისა და მდგრადობის 

შესწავლაზე, ე. ი. (16) აპრიორული შეფასების მიღებაზე. 

მაგალითი 3. (17) სსვაობიანი სქემებისათვის (V;„,, = –თ,, 

1 = 1,2....,M – 1, V-ი= 0, V,= 0) ადრე მიღებული გვქონდა (23) შეფა- 

სება. აპროქსიმაციის შეფასება, ცსადია, ტოლია IV MIIC, =0X(”), 

2 

როცა დ,=L, IIV/-სIIC, = C(I) როცა დ, =1, + ი · ქინაიდასნ 

2, = –V/,, როცა 1=1, 2, ..., M–1, Xჩ-=0, 2კ=0, ამიტომ 7-თვისაც 

თუ 

სამართლიანია შეფასება I2IC <1IVIC. საიდანაც გამომდინარე- 

ობს, რომ IIV, – VII = C(ჩ"), სადაც თ =2, როცა დ =წ, Iი =4, 
2 

როცა დ = (+132 
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ამით (26) სქემის შესწავლა დამთაერებულია ((26) სქემის შეს- 

წავლა ფაქტიურაღ ილუსტრირებულია ბოლო სამ მაგალითჩზე). ეს 

არის სსვაობიანი სქემების შესწავლის ტიპიური მაგალითი. 

§2. ერთბვაროვანი სამწერტილიანი სქემები 

1. ამოცანის დასმა. განვიხილოთ პირველი სასაზღერო 
ამოცანა მეორე რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლე- 

ბისათვის; 

ძ ( 23 
Lს=-–-| L(X)–– – ძ(X)ასI=–LI(X), 0 I. ხს მ ლი. ძ(X)ს (X) <X< ი 

M(X)>9>0, ძ(X)>0, Vყ(0)=I,, V(1)=II.. 

ასეთი განტოლება აღწერს ტემპერატურის ან კონცენტრაციის (დი- 
ფუზიის განტოლება) სტაციონარულ, ე. ი. დროის მიხედვით უცე- 
ლელ განაწილებას (სითბოგამტარებლობის სტაციონარული გან- 

ძ 
ტოლება). თუ 9 =VL(CX) ტემპერატურაა, მაშინ V0 =-#00 > 

> 

სითბური ნაკადია (M(X) სითბოგამტარებლობის კოეფიციენტი). (1) 

განტოლებას აქეს ერთადერთი ამოხსნა, თუ MXCX), 0(X). IX) – 

უბან-უბან უწყვეტი ფუნქციებია. თუ MCX)-ს X= 6 წერტილში აქვს 

პირველი გვარის წყვეტა, ისე რომ |XI = L(§ + 0) – M(§ – 0) 2 0, 

მაშინ ამ წერტილში ს ტემპერატურა და (Xს') სითბური ნაკადი 

უწყვეტი უხდა იყოს: 
წს) = 0, Iს” I=0 როცა X =§. 

შესაძლოა, სასაზღვრო პირობები სხვა სახით იყოს მოცემუ- 

ლი: XV = C,ს– LL, როცა X = 0, – Mს' = C.ს– Iს, როცა X= 1. თუ 

C> 0, მაშინ ეს არის მესამე გეარის პირობა, როცა 0, = 0 – მეო- 

რე გეარისა (M«V”= – IL,, როცა X = 0). შესაძლოა სხვადასხვა პირო- 

ბების კომბინაციაც, როცა X = 0 და X= I. 
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2. სამწერტილიანი სხვაობიანი სქემები, 0<X<1 

მონაკვეთზე შემოეიღოთ თანაბარი ბადე თ. =%X, =16, 1=0,1,...,M1, 

ჩხ = 1I/M ბიჯით და ავირჩიოთ (X,,, Xც X,,)) სამწერტილიანი შაბ- 

ლოწნი. მისთვის დავწეროთ სხვაობიანი სქემა, რომელიც (1) ამო- 
ცანის აპროქსიმაციას მოახდენს. ნებისმიერ სხვაობიან განტოლე- 
ბას ამ შაბლონზე ექნება სახე 

ხ,/,, – CXVX მ,/,, = – ჩდ ლ 
სადაც 8, ხ, C, – კოეფიციენტებია, დამოკიდებული MCX), 9(X) და L- 

ზე ისინი ჯერჯერობით განუსაზღვრელია. გადაეწეროთ! (2) სხვა 
სახიი!: 

'( VI – X, # =X | – ხე 2. გა 2!!! ძV =-დCდ,, 
ხ ' 9 ' ხ ა; დ, 

ძ, =(C, –მ,-ხ,)/ხ?1. 

ვიტყვით, რომ სხვაობიანი სქემა ერთგვაროვანია, თუ ბადის ყვე- 

ლა წერტილში მისი კოეფიციენტები დიფერენციალური განტოლე- 
ბის ნებისმიერი კოეფიციენტებისათვის გამოითვლება ერთი და 

ფთ 

იმავე ფორმულებით. ამრიგად, თუ შემოვიღებთ #წXC)) ; 8IXLC§)1, 

0XIXC5)1, XLV(5)) ფუნქციონალებს, განსაზღვრულს – 1 < 5 < 1 მო- 

ნაკვეთზე ნებისმიერი უბან-უბან უწყეეტი ფუნქციისათვის და გა- 
მოვთვლით (3) სქემის კოეფიციენტებს ფორმულებით 

მ.= #IMXCV + 5ჩ)), ხ,= 8IMCX + 50)1, 

ძ.= 0IXCX+ 50M)), დ, = LIICXC + 51))1, (5) = X(X, + 5), 

მაშინ ასეთი სქემა ერთგეაროვანი იქნება. მოვიყვანოთ უმარტი- 

ქეესი ფუნქციონალები 

ტ.IILC§)) = «(C-0,5), მ, =X,-, = M(X, – 0,5ჩ), 

ICI(§)) =IC0), დ, =#6 =I(X,) 
და ა. შ. 
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თუ სქემა ერთგეაროვანსია, მაშინ მოხერხებულია აღნიშვნათა 

უინდექსო სისტემით სარგებლობა: 

I 
/#V = –(ხV, – მV-„)-– ძV/= –დ, XCთ,, V .( V, – მM§) – ძ» = –დ ' რ) 

XC01=IL,, XC1) = LM, 
სადაც 

= 9(X), ხ = ხ(X), »X = X(CX), X=1იჩ 6 0თ,, 

V„ = (VCX + ჩ) – X(X))/ჩ,  Xჯ = (XX) – X(X – ხ))/ხ. 
(4) ამოცანის ამოხსნადობისათვის საკმარისია, რომ 3>0, 

ხ>0,ძ>0, ამასთან ამოხსნა შეიძლება მოიძებნოს ფაქტორიზა- 

ციის მეთოდით (იხ. თაეი II, §3). 

3. აპროქსიმაციის პირობები. გამოვთვალოთ! (4) სქე- 

მის აპროქსიმაციის ცდომილება: 

Vყ =(#MV+Cდ)–(LV+/)=(/MV–- LV)+(Cდ- ჩM9)= 

- ა -ი- ძი -რ –ძ)V+(Cდ-ჩ), 

სადაც V(X) – ნებისმიერი საკმაოდ გლუვი ფუნქციაა, ხოლო V, ძ 
და I-ს იმდენი წარმოებული აქეს, რამდენიც შემდგომი მსჯელო- 

ბისთეისაა საჭირო. ვისარგებლოთ ტეილორის ფორმულით: 

, ი? ” ხ? “ 4 V(CX + 11) = V(X) + IIV”CX) + 5 წ (X) + CV (X+0(ლ0ი.) 

და ვიპოვოთ 

! ჩხ? 
V, =V' + ყი 9 ,რ+ CX(V2), 

2 6 
ხ? 

V> =V" _-ა)V +->V_ + CXი?). 

ჩავსეათ V, და Vჯ;-ის ეს გამოსახულებები ფორმულაში V/-სთვის: 
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V/ აე... 0-2 VII 

1 

–(ძ-–9)V+(დ– 0)+CXL?). 
აქედან ჩანს, რომ სქემას აქვს აპროქსიმაციის მეორე რიგი, თუ 
შესრულებულია პირობები 

ხ-91 ცე4007), 18 = L(X) + C(I)”),     

(5) 
ძ=0(X)+C(IM2), თდ=I(CX)+CX(Lს“). 

ამ შემთხვევაში VI = CXL1?). 

(4) სქემა კოეფიციენტებით 

ხ,=M, ექ მ,=M,- ე 9,=ძ, Cდ,=1,, 

ხ. = L, +2L.) 
' 4 

აკმაყოფილებს აპროქსიმაციის მეორე რიგის (5) პირობებს, ხოლო 

სქემა კოეფიციენტებით 
L. +L. 

ხ,=VM,,), მ, => 

არ აკმაყოფილებს პირველი რიგის აპროქსიმაციის პირობებსაც 

კი. ეინაიდან 

ი+MაL. მ, =M, 5, ძ, =9,, დ,=ჩ, 

+(ხ, <4) –M=0(0. 
! 

§3. კონსერვატული სხვაობიანი სქმმები 

1. ერთგვაროვანი კონსერვატული სქემები. I თავის 

ა4-ში ჩეენ დავადგინეთ, რომ #V ოპერატორის თეითშეუღლებუ- 

ლობის აუცილებელ ღა საკმარის პირობას წარმოადგენს პირობა 

ხ,= მ,.,. ამ შემთხვევაში §2-ის (2) ამოცანა მიიღებს სახეს 
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I V –X; V; “ V;- 
#V»V=- 2,209 2. გ 2. 2-LI ძ.V =-20,, 

» 1 '+I ხ მ, ჩ IV დ; 

1 = 1,2,...,M –1, V9 =IL)სკ VMყ =ILLა. 

განტოლება 

მ, 29-2%+ > –მ, 2-XC იძ, =-ჩთ,, (2) 

წარმოადგენს სითბური ბალანსის ბადურ ანალოგს ინტერვალზე 

(6) 

(X, ყე, %,-I/ე)!: 
XIV %+V12 

თ, – 0; ე – I9სძ» = – |წ(6იძ% თ =VMს”, 

%.-ს %)-V3 

(რომელიც მიიღება §2-ის (1) განტოლების ინტეგრებით X, ,ე<X<X,,,» 

ინტერვალზე) ღა უწოდებენ კონსერევატულ სქემას, ე. ი. სქემას, 

რომლისთეისაც სრულდება ფიზიკური შენახვის კანონების სხვაო- 
ბიანი ანალოგები. 

მოთხოვნა ხ.= 2.,., ერთგვაროვანი სქემისათვის ნიშნავს, რომ 

8(%(X + 51))1 = /##II+CX + (5 + 1)/ჩ)1 ან 18(XC§)1= #IXC§+1)) ნების- 

მიერი უბან-უბან უწყვეტი M(9) ფუნქციებისათვის |– 1,11 მონაკ- 

ვეთზე. ეს შესაძლოა მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა /#სIXC5)) 

ფუნქციონალი დამოკიდებული არაა X(5) მნიშვნელობებზე, როცა 

0<5<1, ხოლო 1IXC5)) – X(5) -ის მნიშვნელობებზე, როცა –1<§<0, 

ისე რომ მ(X) = #IM(X + §ი)), როცა –I<5 <0 კონსერვატიული სქე- 

მის მ(X) კოეფიციენტი დამოკიდებულია მხოლოდ XCX) მნიშენელო- 

ბებზე IX – ჩ, XI მონაკვეთზე. მეორე რიგის აპროქსიმაციის (5) პი- 

რობები §2-დან (2) კონსერვატიული სქემისათვის ღებულობს სახეს 

მ(X+ ა “ მ(X) – M/(X) + C(ს2), 

(X+ ი) + 2(X) ი 20000::0: -#+60+0C), 
2 
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ძლ9 = 960 + C(ს5, დ(9 = #60 + 0(ხ5. რ 
აქედან, კერძოდ, გამომდისარეობს, რომ 

შ(X) = (X) – 1/21MM”CX) + CXI)2) = X(X – 1/20) + CXII2). 

(2) კონსერვატიული სქემა ჩაეწეროთ უინდექსო აღნიშვნებში: 

(9VX>), –ძCX9X= –დCX, 
. (5) 

X=IიCთ,, V(0)=Iს, X(1I) =LI. 

მოვითხოვოთ აგრეთვე, რომ სრულდებოდეს პირობები 

2>20,>0მ0, ძ>0. (6) 

პრაქტიკაში მ, ძ და დ-სთვის საჭიროა მარტივი ფორმულებით 

ვისარგებლოთ! მაგალითად, მ, = L,_,„, ძ,= 0, თ; = §. 

თუ M(X) ფუნქცია წყვეტას განიცდის ბადის X = X,; წერტილში, 

მაშინ ერთგვაროვანი სქემის კოეფიციენტები შეიძლება გამოეთვა- 

ლოთ: 

მ,= ILს_,, ან მ,= 1/2(%CX,_, + 0) + M(X, – 0)), 
! 1– IV. 

ძ., = 1/2(0(X, – 0) + 9(X,+ 0)) Cდ;= 1/2(L1CX, – 0) + LX; + 0)). 

ამ შემთხვევაში (3) პირობები შესრულებულია ყველგან, ხოლო (4) 

პირობები იცვლება შემდეგით 

ძ, – L/2(9, ი+ 9,.ი) = 0(ს?), Cდ,;– 1/20 ა+ L.ი1= 0(ს7). 

მოვიყვანოთ სქემის მაგალითი, რომლის კოეფიციესტები გა- 

მოითვლება ბადის ინტერვალებზე ინტეგრების საშუალებით! 

· - – 
_|1 LC ძი, (/% ძა . 

ბი -. (ლ. „I-ი 7 
ჟ“. 

  

+. I/2 

დ, = 1 II( X)ძX = IICC +50)ძ5; 

ი -ა-/ –I/2 
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1 X,./1 I/2 

ძ, = 1 I90ი0ძX= ICI, + 5ჩ)ძი5. 
) XI –I/2 

ცხადია, რომ (3) და (4) პირობები შესრულებულია. 

2. აპროქსიმაციის ცდომილება. განვიხილოთ კოხსერ- 

ვატიული სქემა აპროქსიმაციის მეორე რიგით. ვთქვათ, ს = V(X) 

ამოცანის ზუსტი ამოხსხაა 

Lს = M(ს')– ძ(X)ს = – IX), 0<X<1, IVL(C0)=(LL,, ს(1)=IL, (6) 

ხოლო V, = V(X,) – (5) სხვაობიანი სასაზღერო ამოცანის ამოხსნა. 

განეიხილოთ სქემის ცღომილება, ე. ი. ბადური ფუნქცია 

2(X) = XCX) – IV(X,, X CC. 
ჩავსეათ. VCX) = 7(X) + V(X) (5) განტოლებაში ღა დავუშვათ, რომ 

V(X) მოცემული ფუნქციაა, 7(X) ცდომილებისათვის მივიღებთ ამო- 

ცანას 

: /#>»=(87-), – ძ2 = –VICX), X6თ0თ,, 

7000=0, 2()=0, 2>C,>0, ძ>0, 

სადაც VI(CX) = #ს + დ(X) =(მს.), –ძს+Cდ (5) სქემის შეუსაბამო- 

ბაა ამოსავალი დიფერენციალური ამოცანის ს = V(X) ამოხსნაზე. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ Lს + IL = 0, დავწერთ 

V =((#ს+დ)–(Lს+11=(სს – Lს)+(დ-– Mც= 

= L(მ0ჯ), – (Mს”))–(ძ –ძ9)ს +(დ – 1). 
ჩეენი დაშეების თანახმად, (5) სქემა აკმაყოფილებს მეორე რიგით 

აპროქსიმაციის პირობებს. ეს ნიშნავს, რომ V/ = CXI)?), თუ M« CCX3), 

0,1 C CC) ყ C CV) და, აქედან გამომდინარე, 

IVIII-= CXV5). 
ამ დაშვებაში სქემას აქვს სიზუსტის მეორე რიგი. 
მაგრამ სიზუსტის იგივე რიგი შენარჩუნებულია უფრო დაბალი 

სიგლუვის შემთხვევაშიი: · 

(6') 
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LC9, ინე, (ნე  C2, ს C CC), თ 
ლემა. თუ (7) პირობები სრულდება, მაშინ სამართლიანია 

ფორმულა ' 

LV"); კ – (LV); ( ბ-V/? : (Lს პბ-2 =(Lს”)! +CXL?), (8) 

1 

სადაც ს = ს(X) (6) განტოლების ამონახსნია, 

დამტკიცება. ვისარგებლოთ ფორმულით: 

2 1 

V,+)/2 = V; + 1MV + M# ა "ინ +644 ა), 
· 2 8 48 2 

0<010-) <1, 1Cრაი –V, /2) = V; +CX0ხ?). 
1 

თუ ჩავსვამთ აქ V=Lს' და გავითვალისწინებთ, რომ (XMს”)”=(ძს–ჩ”, 

(Lს”)””= (ძს – ჩ”, მივიღებთ (8) ფორმულას. 

ლემის თანახმად, (7) პირობების გათვალისწინებით, აპროქსი- 

მაციის V, ცდომილება შეიძლება შემდეგი სახით წარმოვადგინოთ 

V, = 9, +V/, 7, =(მსჯ), – (Mს 0, V; =CXს”). 

შემდგომ, თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

+ 0(2), როცა M(X) CC9), 2,= M, ი 
"I. 

ს. =+-2+-=C9 +CXს2) როცა ს CC), 

მივიღებთ იო,CCXჩ?). მართლაც, 

V, = ს; +2სხ ს +ჯს?სწი: +0C”), 

1 1 ” 
ს, | =V,-I/2 “2 ის; ყვ + _0 სრ + CX#V9), 

;= ს! კ: +CXL?), ს, 
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მ,სჯ, = (M, /; + C(ხ”)Xს; ,,, + C(ი?)) = (#ს”),- ,» + CX(ს”)), 
1, == C(I?) 

ქვემოთ მიღებული იქნება აპრიორული შეფასება I7IIC უშუა- 

ლოდ /” და ს/”-ს საშ-ეეალებით. 

3. აპრიორული შეფასებები. შევაფასოთ 7 ცდომილება 

V-ს საშუალებით. უპირველეს ყოვლისა, გავიხსენოთ (I4) შეფასე- 

ბა, რომელიც მიღებული იყო I თავის §5-ში. შეეცვალოთ V 7-ით. 

ხოლო დ – V/-ით. ეს უტოლობა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

IM6<2 IV. 
ვაჩვენოთ, რომ 

(87.), –ძ7= –L., X 6 თ,, X01=2(1))=0, 8>C,>20, ძ>0 

ამოცანის ამოხსნისათვის სამართლიანია შეფასება 

I9C<:-(0MI. რ) 
სადაც 

! M 

(V,V1= 2.V,V,ხ. 
I=I 

წარმოვადგინოთ 2 ჯამის სახით: 2 = V + V, სადაც V და V 

შემდეგი ამოცანების ამონახსნებია 

(მM-). =-L,, X6CთCთ,, VV(0) = VI) =0; 

/#V =(მVჯ), – ძV =-ძთ, XCCთ,, V(0) = V(1) = 0. 

თ ფუნქციას ვიპოვით ცხაღი სახით, ხოლო V-ს შეფასებისათ- 

ეის ვისარგებლებთ მაქსიმუმის პრინციპით. განტოლებიდან 

(მ2V, +I), =0, (მVჯ),., +IM, = (მV«), +L, 
გამომდინარეობს, რომ მV/> + (II = C005L =C-. მოვახდინოთ ცხადი 

გარდაქმნები: 
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(ლე – LL)ჩ >. 
V =V, I+-98-:1 =ლ2,-- -ზ ჩ+თე:; თე=0 

მ, L=1 LL IL=I 2 

ას <-I LI. 0=V,.=0 9 “9 #+M9; 
L=19L #=| მL 

M. · ს 
, ხ 

Cი = 1 გაეასღრგ 

L=I 2L L=) 2 

ვიპოვით, რომ 

საიდახაც გამომდინარეობს, რომ 

-0-თებ +, ზ ჩხ 

#=I მL M=I+I 2 

= ავეში! ჩIV + ი, 3. ხის გდ ასს 

L=I+I 2L CI 9 

IV,|= 
  

  

    

გასათვალისწინებელი რჩება, რომ მ,=C,= 0 და მივიღებთ 

IIVIIC < ხალ 0, III. ძთ 
CI L=) 

V-ს შეფასებისათვის ვისარგებლოთ მე-4 თ თეორემით I თავის §5-დან: 

IIVIIC < IIVIIIC. (I) 
(10) და (11) უტოლობების გაერთიანებით მივიღებთ 
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II2IIC <1IVV + VIIC < 2IIVIIIC < =0, II, 

ე. ი. დამტკიცებულია (9) შეფასება. 
ასლა ღავუბრუნდეთ (6') ამოცანას, სადაც V/ = 9, + ს. წარ- 

მოვადგინოთ V/ შემღეგი სახით 

-I 

V=I. სადაც I, =M,+ 2 ჩV, (12) 
M=I 

და ვისარგებლოთ (9) შეფასებით. მაშინ (6) ამოცანის ამოხსნი- 

სათვის მივიღებთ შემღეგ აპრიორულ შეფასებას: 

| (13) 

2 M 1-1! , 

I965<2 10ჰოს+2:ა6,M 
I M=1 

საჩვენებელი დარჩა, რომ "ადგილი აქეს (12) ფორმულას. მართ- 

  

  1=1 

(MC <--10,191+CსIV III. 
C, 

ლაც, თუ აღვნიშნავთ 0; = ა MI ,„ ქნახავთ, რომ ი,,, – 90; = ხVI; , 
M=-=I 

ე. ი. V/, =0„, და V = იM,+ 0,= M,, სადაც L- I + 0, 

4. სხვაობიანი სქემის კრებადობა და სიზუსტე. 

გადავიდეთ სხვაობიანი სქემის სიზუსტის შეფასებაზე. თუ დავუშ- 
ვებთ 

M(CX), 9(X), IX)CCC, V(Xე)CC90), 
მივიღებთ »(X) = CXI172), VI" = C0(ი2). ახლა დაგერჩა ვისარგებლოთ 

(13) შეფასებით, რომელიც შეიძლება უფრო უხეში შეფასებით შე- 

იცვალოს 

2 · 
II2II> < > (IMICXIV IC)· 

1 
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აქედან გამომდინარეობს, რომ (5) სქემა თანაბრად კრებადია მეო- 

რე რიგით, ე. ი. I2II-= IV – სIIC< MI12. თუ (7) პირობები სრულდება. 

უფრო რთულია სქემის კრებადობის დამტკიცება წყვეტილი 

MX). 9(X), I(X) კოეფიციენტების კლასში. სიმარტივისათვის განვი- 

სილოთ შემთსვევა, როცა XCX)-ს აქვს პირველი გვარის წყვეტა 

ერთ წერტილაში, ხოლო ძ(X) და IX) უწყვეტია და CV") კლასს ეკ- 

უთ;ვხის. 

000(გ. ხ)-თი აღვნიშნოთ უბან-უბან უწყვეტი ფუნქციების სიმ- 

რავლე. განსაზღერული (მ, ხ) მონაკვეთზე, რომელთაც Lმ, ხI-ზე X 

უბას-უბან უწყვეტი წამოებული გაჩნიათ). 

ამრიგად, ვთქვათ, M(X)CC=, 0(X), IX)CCI? და MX(X)-ს აქვს 

პირველი გვარის წყეეტა IX,, X,,,1) მონაკვეთის 6 წერტილში, ისე 

რომ § = X,+ 01, 0 < 0 < 1. როცა X=6, შესრულებულია შეუღლე- 
ბის პირობები. 

ს_=ს (Lს”)_ = (ს), = 

საღაც 

V, =VC+0) V_ =V(8-0). 

მაშინ ი,=(მსჯ) -(Lს”), ე = C(ს2), როცა I«ი + 1. V/, =C(ხ?) 
ყეელა 1 =1.2.....IX–1, ი,+,= მე,)0, ა“ (XV), ე. თუ ჩაესვამთ აქ 

კ, =V(Cე)+(1–0)ჩს” +CXLხ?), 

ს, =V() –0ჩს” + CXL?), 

  

საა =(სი., –მ,)/ი =60ს” +() – 0მ)ს, +CXI)) = 

Mს”')_ Mს”), 0 1-0 -00 >. 0 ფი, 00)=MI + - |+0), 

(Lს 9, =(Mს)_ +C(Cს) = Vე +0C(ჩ) როცა 8 > 1/2, 

(«ს),,,,კ = (Lს”), +0(L) = Vე +0(ჩ) როცა 0 < 1/2, 
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მიეიღებთ 

  

0 1-0 
+ = მი» + == 0 ჩ , ა+ M. (8 M, | + (6) 

ე. ი. ს,+, = C(1) ნებისმიერი სქემისათეის და მხოლოდ სქემისათ- 

ვის კოეფიციენტებით 

–I 
ი % 2, = 1 | ძX 

,M(X) | 
  

გვაქვს ი,,,= CI). მართლაც, 

წ %ი!I . 

1 ი) ძX 11 I ძX = 9 ,1-მ, ტია, 

ი ჩიჩ 7?7MX) : MX) LL. V, 
  

  ე. ი. ბა + ქი =1+0(ს) და, აქედან გამომდინარე, X+,,,= 
+ 

= CXI)). (13) უტოლობის მარჯვენა მხარეში შედის სიდიდე 

M 

0,II1= 2,სIო,+ჩIი, I. 
1=1,(ჯი+I 

ამით დამტკიცებულია შემღეგი თეორემა. 

თეორემა. წყვეტილ კოეფიციენტთა კლასში MX(X)CC0!2, 0(X), 

I(X)CC?! ნებისმიერ ერთგვაროვან სხვაობიან სქემას (5) აპროქსი- 

მაციის მეორე რიგით აქეს სიზუსტის პირველი რიგი, ხოლო სქემას 
0 

ქოეფიციენტებით მ; = მ, სიზუსტის მეორე რიგი აქეს. 
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§4. ერთგვაროვანი სქემები არათანაბარ ბადექებზე 

ს) კონსერვატული სქემა არათანაბარ ბადეზე, 

0<X<1 მონა 'კვეთზე ავარჩიოთ ნებისმიერი არათანაბარი ბადე 

თ, = (X,, 1=0,1,...,M, Xე =0, X,კ =1) 

არათანაბარ ბადეზე სამწერტილიანი კონსერვატული სქემის მისა- 

ღებად ღავწეროთ ბალანსის განტოლება IX; |, X,,I,) მონაკვეთზე: 

%.-VI X+-VI 

ბა  M-ა2 - |9სძ+=- |760ძX,  V =Vს”. 
%-V1 V-V/2 

ის ერთხაირაღ იწერება როგორც თანაბარი, ასევე არათანაბარი 

ბაღისათვის, ახლა მოვახდინოთ ბალანსის განტოლებაში შემავა- 

ლი ინტეგრალებისა და წარმოებულის აპროქსიმაცია: 

/ ს, –ს;_ => 
V, ე =(Mს'), ე – მ, ლ, ჩ,=X, – X-ს 

|წიიძ»– დ.ჩ;, |9სძ» – ძ,ს,,, 

ს-/ სლ. 

I 
M, =-(Cს, +). ' 2" (+) 

საღაც მ,. ძ. და დ, რაიმე ბადური ფუნქციებია. შედეგად მივიღებთ 

სხვაობიან სქემას 
C 

აე ტარე-2 XV », – გ. », (29% -«» =-Cდ, 

ჩ; ხ L. ხ, (I) ( I+I ' 

1= I,2,....M –1, V-ა=I, XV =L-5ა, 

ძ, ღა დ-სთვის ვისარგებლოთ უმარტივესი ფორმულებით დ,=ჩ% 

ძ.=ძ, 1= 1,2,...,M – 1. გმ, კოეფიციენტები განისაზღერებიან I%63) 

2ი2



ფუნქციის მნიშვნელობებით (X,_,, X,) ინტერვალზე, ამიტომ ის შე- 

იძლება ისეთივე ავიღოთ, როგორც თანაბარ ბადეზე. ასე რომ 

მ, =M, ე +CXი;), როცა M(X) C CI2, 

2. აპროქსიმაციის ცდომილება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

V-, = M4 2. , V,,= ფო, ა % წ. = ო », 

და სხვაობიანი სქემა ჩავწეროთ შემდეგი სახით 

(2V„) –ძX=-ი, X=X, CCთ,, Xი=ს, Vა=L, (1) 
თუ დავუშვებთ, რომ 7 =V – ს, 2-სთვის მიეიღებთ განტოლებას 

(მ7-); –ძ»= –V, X6CC,, 2 =7,კ =0, (2) 
სადაც 

V = #0ს+დ =(მსჯ); –ძს+ი (3) 
არის შეუსაბამობა (1) სქემისათვის ს = V(X) ამოხსნაზე. 

ლემა /. თუ ძის C CC), I C CV, მაშინ აპროქსიმაციის V/ ცდო- 

მილებისათვის სამართლიანია ფორმულა 

V=»ო:+V, (4) 

სადაც ი, = (მსს), – (Mს”,-,ვ – ჩ;(ძს– ჩ);/8, VI; = C(M;) , როცა 

0,=L,ძ,=9,. 
ეისარგებლოთ იგიეეობით პირველი პუნქტიდან. ჩაეწეროთ ის 

შემდეგი სახით 

%I.I) 

–_ I(9ს –-1)ძX, VV, =(Lს'), 2. 

! ყა 

გამოვაკლოთ ეს იგივეობა (3) ტოლობას 

0=V. XI 

%XI.V2 

V =|(2ს;), – (#9), 1 (99), +დ,+-- |(6ს– ჩძX . (5 
7, 

ი -V2



- მარჯვენა მხარეში მდგომი ინტეგრალი წარმოვადგინოთ ორი 
ინტეგრალის ჯამის სახით: X, ,კ-დან X,-მდე და X.-დან X,,I/ე”მღე; 

შემდგომ, თუ ინტეგრალქვეშა #=ძს-/” ფუნქციას გავშლით 
X =X კვანძის მიდამოში, ვიპოვით 

I XII. 1 X, - _, 

ჯ“ (ვფ> - I6 +C-X)წ 1ძX+0C2)+ 
%I.V? ' LX, 

აღ: _ _ 1 

+ |(6+(+-X)91ძX+0(ს2,)( =#+–=–(სჯ – 2)7+0C9, 
X, ' 

რადგანაც ჩხ; + + < (2ჩ,)” · შეცელა ი? წ = ხნე +0CXს;, 

გვაძლევს 
02:17. 1 

– |წ60ძ=#+-(0219,, +0C1). 
#7, 8 ს 

%XI-)/2 

თუ ამ გამოსახულებას, სადაც წ=0ს-L, ჩავსვამთ (5)-ში და გა- 

ვითვალისწინებთ, რომ თდ,= LL, ძ, = ძ9,, მივიღებთ (4) ფორმულას. 

”)-ის რიგის შესაფასებლად განვიხილოთ სხვაობა (მს,),– 

–(%ს”); კ, როცა M C C(2 ს C CC), თუ ვისარგებლებთ დაშეებით 

გ; =M,_, + 0C2) და ფორმულებით 

ს, = ს, ,; +ხ,ს, :/2+17 სწ): /8+ C(V), 

ს, ე =V, 2 – ჩ,0I ყ:/2+ ი:ს/ :/8+0C7), 

სჯ, =(ს, – ს, ,)/ი, = ს, 2 +CXხ2), 

მივიღებთ 

(მსჯ), – («ს”); > = CM, 2 +C(იხ;)Xს; „2 +C(ი?)) – («ს 9, = 0C0?). 

ამრიგად, სამართლიანია შეფასება 
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ი, =C(ი;), როცა MC(X), ი(X), IX) C CC), ს(X) C C". 
მენიშენა. ჩეენ ღავუშვით, რომ ძ, და თ, გამოითვლებოდა 

უმარტივესი ფორმულებით": ძ,= 9, ი,= ჩ. თუ ვისარგებლებთ უფ- 

რო რთული ფორმულებით, მაგალითად, 

ხ,ჩ ე +. ჩკ) ოი 
:=-1-M2>2 + IMM2. „=-- I|;ნ(X)ძX, დ, 2ჩ 9, =>. IIი 

%-V) 

მაშინ ბადური ფუნქცია "/; = 0(C02) – (ძ, –ძ,.)ს, +(დ; – IL) შეიძ- 

ლება წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით 

"V, =0:,+V,, 
სადაც V/, =CXM1), ი, = C(M7), და (4) ფორმულაში ჩ, შევცვა- 
ლოთ ჯამით ს, + 0;: 

V =(0,+5,)+V- , (4: 

ი,=0(ი2), თ», =C(ს?), VI; =CCM1) , როცა L, ძ. (CCI9), სC4), 

3. კრებადობის სიჩქარის შეფასება. (2);(4) ამოცანი- 
სათვის სამართლიანია აპრიორული შეფასება 

I2IC< – (C(LMII+0.IVII), (6) 
1 

M 

სადაც (V, V) = 2,V.V,ხ, . თუ შესრულებულია (7) პირობები §3-დან, 

1=I 

მაშინ 

ი,=0(ს?), V/, =CX#1). 

თუ ჩავსვამთ 1); და VI; -ს (6-ში, დავრწმუნდებით, რომ სამარ- 

თლიანია შემდეგი თეორემა. 

წ
 

ღლ CC



_ თეორემა. გლუვ კოეფიციენტთა IL, 0, წCC“) კლასში (1) სახის 
ნებისმიერი სქემა ინარჩუნებს სიზუსტის მეორე რიგს არათანაბარ 
ბადეთა ხებისმიერ მიმდევრობაზე. 

თუ გავითვალისწიხებთ მეორე პუნქტის შენიშვნას, ", შე- 

იძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით V/; =0:1+ V,”, სადაც 

ჩ; =(CXLს2), V; =C0CXV?). მაშინ (6)ის ნაცვლად სამართლიანია 

შეფასება 

IMIC<- (0 +01+(LIV II); 
!| 

თეორემა სიზუსტის მეორე რიგის არათანაბარ ბადეზეც ძალაში 

რჩება. 

თუ MX(X) კოეფიციენტს აქეს პირველი გვარის წყვეტა სასრული 
რაოდენობის წერტილებში, მაშინ ყოველთვის შესაძლებელია ისე- 

თი არათანაბარი თ.(X) ბადის შერჩევა, რომ წყვეტის წერტილე- 

ბი ამ ბადის კვანძებს წარმოადგენდეს. მაშინ ნებისმიერ სქემას 

ექნება სიზუსტის მეორე რიგი. 

ამრიგად, ნებისმიერ ერთგვაროვან, აპროქსიმაციის მეორე 

რიგის (V/ = C(Cსხ?)) მქონე სქემას თანაბარ ბადეზე და უწყვეტ კოე- 

ფიციენტთა კლასში სიზუსტის მეორე რიგი აქეს; წყეეტილ კოეფი- 

ციენტთა კლასში კი იგივე რიგი აქეს არათანაბარ Cთ.(M) ბადეთა 

სპეციალური შერჩევისას. 

4. ზუსტი სქემა. (1) ამოცანისათვის §2-დან შეიძლება აი- 
გოს ზუსტი სამწერტილიანი სქემა, რომლის ამონახსნი ნებისმიერი 

ბადის კვანძით წერტილებში დიფერენციალური სასაზღვრო ამო- 

ცანის ზუსტ ს = V(X) ამოხსსას ემთხვევა. მოვახღინოთ ამ ფაქტის 

ილუსტრირება ამოცანის კერძო შემთხვევაში, როცა ძ(X) = 0: 

(ს ”/= – IX), 0<X<1, V(0)=0, II1)=0. (I) 

განტოლების ინტეგრებით X,-დან X-მდე მივიღებთ განტოლებას 
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0009 – (%ს9, + |(C§)ძ6 =0. 

გაეყოთ ის M(X)-ზე და ვაინტეგროთ) X-ის მიმართ ჯერ X,-ღან X,,,- 

მდე: 

          

    

  

        

სე – ს, – (CV), და? ე 1 ჩ) (8 

შემდეგ X,_,-დან X,-მდე: 

ს, – ს,, – CMს9/); ჩდ? IC ე). (9) 

მემოვიღოთ აღნიშვნა 

  

–I 

ი 1 %-ძ 
მ! -, · (5 

ჩ, 

ი ი 

(8) გავამრავლოთ ./ი., -ზე, (9) – ბ/ი, -ზე და პირველს გამო- 

ვაკლოთ მეორე. მივიღებთ განტოლუბას 

1) სეს, ის –ს, –- მკ)" +.--–2ვ  “--“-LI4+4Cთ.=0, 

7, | | ი, ს, თ 

ან 

(მს): +Cდ, =0, (10) 
სადაც 

ბ »· გი XI. 

» _მე.) _ 

IC ა: სულო 15 ჩა); 
  I ()ძL.            ი ი 
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თუ დავუშვებთ, რომ X' = X,+ 51), როცა X,_, < X' < X, და X” = X,+ 
+ 5ჩ.,.. როცა X. = X. < X,, მაშინ ეს ფორმულა შეიძლება შემდეგი 

სახით გადაიწეროს: 

IL 
0 

ი-% IC > +5L,) ; 
I ICX, + 1I),ე)02.+ 

ი ! 
ფელი +7.ი,,19#. ჯ MCX, + 511) ე; ! 

ამრიგად, (10) სქემა ზუსტია ნებისმიერ არათანაბარ ბაღეზე 

უბან-უბან უწყვეტი ნებისმიერი MCX) და IX) ფუნქციებისათვის. 

ცხადია, ამ სქემის პრაქტიკულად გამოყენება გართულებულია იმ- 

ით, რომ კოეფიციენტები გამოისახება M(X) და LLX)-დან ინტეგრა- 

ლების სახით და საჭირო ხდება მათი კვადრატურული ფორმულე- 

ბით გამოთელა. 

5. სიზუსტის რიგის ამაღლება. ზემოთქმულიდან ჩანს, 

რომ მიახლოებით ამოხსნის სიზუსტის ასამაღლებლად საჭიროა ან 

ბადის ს ბიჯის შემცირება, ახ სქემის სიზუსტის რიგის ამაღლება. 

მაგრამ მაღალი რიგის სიზუსტის სქემების აგება მიზანშეწონილია 

მხოლოდ მუდმიეკოეფიციენტებიანი განტოლებებისათვის, რადგან 

ცვალებადკოეფიციენტებიანი განტოლებების შემთხვევაში ეს დიდ 

ტექნიკურ სირთულეებთან არის დაკავშირებული და ხშირად 

შრომატევად ალგორითმებამდე მივყავართ. ჩვენ უკვე მოვიყეა- 

ხეთ CXჩ") სიზუსტის სქემის მაგალითი ს” = – I(X) განტოლებისათ- 
ქის. ახლა განვიხილოთ განტოლება 

ს – ძს=-IX, 0თ0=0005(>0. 

დავწეროთ სხვაობიანი სქემა თანაბარ ბადეზე: 

/LX# = Mჯ„ – ძV = –დ6(X) 
და შევარჩიოთ ძ და დ ისე, რომ მას ჰქონდეს CXII?) აპროქსიმა- 

ცია. აპროქსიმაციის ცდომილება ტოლია 
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Vს/ = ყ#ს+Cდ =(4#ტს–ს”)-–(ძ-ძ)ს+დ-Iწ= 
2 

=--სV – (04 -ი)ს+6-/+0(4. 

თუ აქ ჩავსვამთ VIV =ძს – 1”=ძლს-–ჩი -–წ”=ძ ი -L”, 
მივიღებთ 

ს” | ( ხ?. | 
=- ძ-ძ--––-იე1ს+დ- ნ+-–-ი0წ+--I” +C(ს“); V ( 9-9 ი 1291 +435 (ი) 

აქედან გამომღინარე, LV/ = C(ხშ), თუ დავუშვებთ, რომ ძ=ძ9+ 

ჩხ? ჩხ? 

+ 129“ , თდ=I”+ 12 (9, + L”). სიზუსტის რიგი შენარჩუნებული 

იქნება, თუ დ-ს ფორმულაში L" -ს შევცვლით მისი სხვაობიანი აჰ- 

როქსიმაციით IL. , რადგან ჩხ?” = სჩ? + 0C) , 

სქემის სიზუსტის ამაღლება ჩ-ის შემცირების გზით. შემოსაზ- 

ღვრულია აგრეთვე ეკონომიურობის მოთხოვნით, ე. ი. მოცემული 

სიზუსტით ამოხსნის მისაღებად საჭირო ღროის ეკონომიით. ამი- 

ტომ პრაქტიკაში ხშირად გამოიყენება ერთი და იგივე სქემით 

გათვლა ბადეთა მიმდევრობაზე, რაც სიბუსტის ამაღლების შესაძ- 

ლებლობას იძლევა თვლის ღროის უმნიშვნელო გაზრდის ხარჯზე 

(რუნგეს მეთოდი), ამოხსნის საკმარისი სიგლუვის შემთხვევაში. 

დავუშვათ, რომ სხვაობიანი ამოცანის ამოსახსნელად ნების- 

მიერ თანაბარ ბადეზე სამართლიანია ასიმპტოტური გაშლა 

VI =ს, +თ(X,)ს"! +C(სჩ"), M.>X,>0, #1) 

სადაც (CX,)) არ არის ჩ-ზე დამოკიდებული. უნდა ვიპოვოთ ისეთი 

V, ბადური ფუნქცია, რომლისთვისაც 

,V, = ს, +0C(ს'') (12) 
კეანძთა რაიმე CL, სიმრავლეზე. 

209



განვიხილოთ ორი ბადე თ,, ღა თ,, ბიჯებით! ს, და ჩ,, რო- 

მელთაც საერთო კვანძები აქვს; საერთო კეანძთა სიმრავლე თ, - 

ით აღვნიშნოთ. ვთქვათ, VI და VII – სსვაობიანი ამოცანის ამო- 

ხსხებია თ,, და თ, ბადეებზე, შესაბამისად, შევადგინოთ მათი 

წრფივი კომბინაცია V, = CV, +(1 – თ)V" და ჩავსვათ აქ (11) გამ- 

ლა: 

V, = I, +C(CX, Xთჩ)' +(1- თ)ჩ;')+ C(ჩ"?). 

თუ X(X)-თან მდგომ კოეფიციენტს გავუტოლებთ ნულს, ეიპოვით 

თ = ს;' /(ი)! – ჩI'); (013) 

ამასთან, X, C0:, კვანძებში სრულდება (12) მოთხოვნა. 

ამრიგად, ბადური ამოხსნის სიზუსტის ასამალლებლად კეან- 

ძთა რაიმე CC, სიმრავლეზე საჭიროა ამოცანა ორჯერ ამოეხსნათ 

C,, ღა თ). ბადეებზე, რომელთა თანაკვეთა არის თ, და შევა- 

ღგინოთ მათი წრფივი კომბინაცია კოეფიციენტებით თ და (1 – თ), 
სადაც C (13)-დან განისაზღვრება. 

კერძოდ, შეიძლება ავიღოთ ჩე = M,/2, ხ, = II; მაშინ თ. =Cც,. 

შეორე რიგის სიზუსტის სქემისათვის გვაქვს M,=2, M.=4 და 

თ =– I/3. I – თ =4/3. 

2, = V, – ს,= თ(X,)ხნ?+ C(ს“) 

გაშლის მიღება შესაძლებელია ს, = 3X,)1)2+ C(Cი1) შეუსაბამობის 

გაშლიდან. იგი წარმოადგენს 

#2=-V,  72ე=7კ)=0 

ამოცანის მარჯვენა მხარეს. 
არათანაბარი ბადეების გამოყენება სიზუსტის ემპირიულად 

გაზრდის ფართო შესაძლებლობას იძლევა კეანძების რაოდენობის 
გაზრდის გარეშე, თუ წინასწარ ცნობილია ამოსავალი ამოცანის 
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ამოხსნის ყოფაქცევა. მაგალითად, კოეფიციენტებისა და მარჯვენა 
მხარის ძლიერი ცვალებადობის არეში ბუნებრივია შევამჭიდრო- 

ეოთ ბადე. კოეფიციენტების წყვეტის საბღვრის მახლობლობაში 
ბადეს, ჩვეულებრიე, ამჭიდროვებენ გეომეტრიული პროგრესის კა- 

ხოხით. წინასწარი ინფორმაცია რომ მივიღოთ, საჭიროა ჩავატა- 

როთ გათვლა ჯერ უხეშ ბადეზე და ამის შემდეგ – სპეციალურ ბა- 

დეზე. 

§5. სხვაობიანი სქემების აგების მეთოდები 

ზემოთქმულიდან ნათელია, რომ კონკრეტული დიფერენცია- 
ლური განტოლებებისათვის დაწერილი სხვაობიანი სქემები უნდა 
ასახაედეს ამოსავალი ამოცანის ძირითაღ თეისებებს (ისეთებს, რო- 

გორიცაა თვითშეულლებლობა, ნიშანგანსაზღვრულობა და ა. შ.) 

ბადურ ფუნქციათა სივრცეში. ჩვენს მიერ ზემოთ განხილული სა- 

საზღვრო ამოცანისათვის მნიშვნელოვანი აღმოჩნდა კონსერვატუ- 
ლობის თეისება, რომელიც სხეაობიანი ოპერატორის თვითშეუღლ- 

ლებლობის თეისების ტოლფასია. მნიშენელოვან ამოცანას წარ- 
მოადგენს სათანადო თვისების მქონე სხვაობიანი სქემის მიღება. 
ამჟამად ასეთი სქემების ასაგებად გამოიყენება რიგი მეთოდები- 
სა, რომლებზედაც საუბარი გვექნება ამ პარაგრაფში. 

1. ინტეგრო-ინტერპოლური მეთოდი. ჩეეულებრივ, 
დიფერენციალური განტოლება შენასვის რომელიმე ფიზიკურ კან- 

ონს გამოხატავს. ეს კანონი შეიძლება ინტეგრალური ფორმით ჩა- 

იწეროს (ბალანსის განტოლება) ბადის ინტერვალისათვის (უჯრე- 

დისათვის) დიფერენციალური განტოლება მიიღება ბალახსის გან- 

ტოლებიდან ბადის ბიჯის ნულისაკენ მისწრაფებით. ამასთან, ვუშ- 
ვებთ, რომ არსებობს განტოლებაში შემავალი უწყეეტი წარმოე- 
ბულები. ბალახსის განტოლებაში შემავალი წარმოებულები და ინ- 
ტეგრალები ბადეზე საჭიროა შეიცვალოს მიახლოებითი გამოსახუ- 
ლებით ბადეზე. შედეგად მივიღებთ ერთგვაროეან სქემას. ასეთ 
მეთოდს ინტეგრო-ინტერპოლაციური მეთოდი, ანუ ბალანსის მე- 

თოდი ეწოდება. მოვახდინოთ მისი ილუსტრაცია შემდეგი ამოცა- 
ნის მაგალითზე 
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(Lს/M- ის = – IC), 0<X<1, «სე–თს=-ს,“ (I 

როცაX=0, VI) = IL. 

დავწეროთ სითბური ბალანსის განტოლება 0 < X <1 მოსაკვეთზე: 

შავ XI. 

VI “ V, ყე + II0იძ» = |ილისიიძX V=Mს”, (2) 
კ–M-I2 %XI-V2 

სადაც (– V(CX)) – სითბური ნაკადია, ხოლო ძ(X)ს(X) – სითბური 

ჩამჭერობის სიმძლავრე (როცა ძ <0 – წყაროებისა), რომელიც 

ტემპერატურის პროპორციულია, I(CX) – გარეგანი წყაროების (ჩამ- 

ჭერების) განაწილების სიმკვრივე. ამ განტოლების მარცხენა მხა- 

რეში ჩაწერილია სითბოს ·რაოდენობა სითბოს ნაკადებისა და გა- 

რეგანი წყაროების ხარჯზე, მარჯვენა მსარეში კი სითბოს რაოდე- 

ნობა, რომელიც გადაეცემა გარემოს გვერდითი ზედაპირიდან სით- 

ბოგაცელის ხარჯზე... 

(2-დან სამწერტილიანი სხვაობითი სქემა რომ მივიღოთ, VI 7 

V., ე და ინტეგრალები (2)-ში უნდა შევცალოთ კვანძით წერტი- 

ლებში (X,_,, X, X.,,) ინტეგრალქეეშა ფუნქციების მნიშვნელობების 

წრფივი კომბინაციით. მაგალითად, 

შა XI-IM2 

+ |ძიისციძX >ძ,ს,, ძ, =+ |ძლიძX. 
ს I? XI 

ვაინტეგროთ ს' = V/M ტოლობა X-ის მიმართ X, ,-დან X,-მდე: 

–I 

ს, –ს;ე) = V ძXC ხM, +, მ, = 1 | 9 

»-, MCX) მ, ჩრ. M6ე 
!-I X 

  
  

რის შედეგადაც (2X-დან მივიღებთ სქემას 
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I VII XV, 9 -XI 
– I გ. 2 «! კგ”! <+I!! ს II V ==. - კ 
ს 1+! ხ ' ი IX; დ, 

ბ.” 

II(Cიძ» 

X-V2 

გამოყვანისას ჩვენ ფაქტიურად ეგულისხმობდით, რომ ს = 00ი8L, 

როცა X;_,,კ <= X <= X, სც, V = 60095L, როცა X;_, <= X < X., 

მ, ძ,. დ,-სათეის აქ ღაწერილი გამოსახულებების ნაცვლად, 

ბუნებრივია, ავიღოთ უფრო მარტივი ფორმულები, როგორც ეს წი- 
ნა პარაგრაფებში. მესამე გვარის სასაზღვრო პირობისათვის 

(Lს” ჯ= C)9ყი– II, 

დავწეროთ სხვაობიანი აპროქსიმაცია, როცა X = 0. ამისათვის ვი- 

სარგებლოთ ბალანსის განტოლებით, როცა 0 < X < X,ვ= ჩ/2, 

დ “ი 

VVე – ი – |ძსძX= =- რით: 

ი 

თუ აქ ჩაესვამთ : 

Vყე =მესჯკცე Vი =(Mს')ი =C)9ი – IL, 
M#MI/2 

Iისძ» – –ძიზი > 1, , /იით– ნ; წ-ი 

0 

და ს-ს ყველგან შეეცელით VX-ით, მივიღებთ სხვაობიან სასაზღვრო 

პირობას 

მ)VჯI-<CთIX60 +L, – ჩძიVXი/2=–ჩ16-/2, 

რომელიც შეიძლება შემდეგი სახით ჩაიწეროს: 

მ,Xჯ,,= 6IV0 – LL), სადაც Cთ, = C; + იძი /2, II, =8,+ჩI%L/2. (3) 

შევაფასოთ შეუსაბამობის სიდიდე (1) განტოლებისათვის ს = V(X) 

ამოხსნაზე 
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Vი =მ,სჯ)– CV +1L. 

ჩაესვათ აქ 

მ, =ML,)ე+CX%ს2) = Lე +172MMე + CXL?), 

ს, =შე+ჩსე +ს”ს//2+CX032), 

სჯ, =(V, – სე)/0=სე+ხს//2+CXLM2), 

მივიღებთ 

V/ე = (LI) + 1/ 21IM(Lს”)ე – C,V0 +1L, + C(ჩ?) = 

=((Mს”ი – C,სე +M,1+ 1/ 2M((Lს”)” – ძს + /)ე +C(0?) =C(ს?), 
ე. ი. (3) მესამე გვარის სხვაობიანი სასაზღვრო პირობა ახდენს 

(Lს" )-= თ,9ა – ს, პირობის აპროქსიმაციას, როცა X = 0, მეორე 

რიგის ცდომილებით V/ე = CX#?). 

პრაქტიკული გამოყენებისათვის (3) სასაზღვრო პირობა უნდა 

ჩაიწეროს სახით 

მ I > ჩII, 
–_ 

2; + 9, 
Vი = IV, + შ3%) = = ==. 

2; +ჩთ, 
LL, = 

სქემის სიზუსტის ასამაღლებლად საჭიროა ინტეგრალების გა- 

მოსათვლელად უფრო მაღალი რიგის ინტერპოლება გამოვიყე- 

ნოთ. 

2. კვადრატული ფუნქციონალის აპროქსიმაციის 

მეთოდი. სასაზღვრო ამოცანა 

Lს=(Lს M-ძს=-IX),, 0<X<1, Vხ(0)=0, I(1)=0 

ექვივალენტურია იმ ელემენტის მოძებნის ამოცანისა, რომელიც 

მინიმუმს ანიჭებს კვადრატულ ფუნქციონალს 

I 1 

IIს1= (CC? +ძს?)ძX –2 |რძ». 
0 0



0<X<1I მონაკვეთზე მოცემული V(X), V(0) =V(1)1=0 ფუნ- 

ქციათა სიმრავლეზე. შემოვიღოთ ბადე თ.= (X,=18ჩ, | = 0,1,...,M) 

0<X< 1) სეგმენტზე და მოვახდინოთ ფუნქციონალის აჰპროქსიმა- 
ცია, ამისათვის წარმოვადგინოთ ის ინტეგრალების ჯამის სახით 
ბადის ინტერვალების მიხედვით: 

M X, 

I(ს1= 2.I,(ს1. 1,(01= ICი(ი” +ძს? –20)ძX, 
I=| %I-) 

რის შემდეგაც მოვასდინოთ ჰ-ს აპროქსიმაცია, მაგალითად, შემ- 

დეგნაირად: 

IC ო? ძX > მ,(ს;; · იხ, 

„I 

I(ის” – 2I0)ძX = „ის? – 20), +(ძს? – 2-0); _,1, 

(ხ32- 

სადაც მ; რაიმე კოეფიციენტია, მაგალითად, 

1 წ 
მ, =5- IX6იძ». 

X-I 

შედეგად მივიღებთ ფუნქციონალს 
M #-I 

IV)= 2, Mმ,(V.+)? + 2,(ძLX, –<2ჩ,X#)ს, 
L=) M#=) 

სადაც X», = VX(I) – ნებისმიერი ბადური ფუნქციაა, რომელიც ნულის 

ტოლი ხდება, როცა 1=0, M. 

განტოლებას 

M 

ბV=დთდ ან 2,2), =დ,, /#=74>0, 
15) 
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გააჩნია ამოხსნა, რომელიც მინიმუმს ანიჭებს ფუნქციონალს 

M M 

1+ILV1 = (4ა,») – 2(დ,») = 2 ,მ.V,V#, –22,Cთ,V, · 
1.)=I 1=1 

ამაში დავრწმუნდებით, თუ გავუტოლებთ ნულს წარმოებულს 

0I„IVI _ მ”! =2 -2დი;, =0, –--2>0, 
მV,, 2. )XI– დ, = მV;, 

ვინაიღან მ, > 0 ყველა I-სთვის, | = 1,2,...,M, # ოპერატორის და- 

დებითობის გამო: # > 0. 

თუ გამოეთვლით წარმოებულებს 

მI, 
2 =28,V>, – 2მ,,,IV» „I +(29,V, – 21), 

მ I _ 2მ, , 29 1 20.ხ>0, 

თ ი ხ 

ღავრწმუნდებით, რომ ელემენტი V = VX(X) C IL, რომელიც მინი- 

მუმს ანიჭებს კვადრატულ ფუნქციონალს, წარმოადგენს შემდეგი 
ამოცანის ამონახსნს 

(მV>)+; – 9,XV;= – ჩ, 1 = 1,2,...,M – 1, Xე= V,კ= 0. 

3. ინტეგრალური იგივეობის აპროქსიმაციის მე- 

თოდი (ჯამურ იგივეობათა მეთოდი). ვთქვათ, 

(«ს – იLI+IX)=0, 0<X<I1, VხV(0)=LL(C1I)=0. (4) 

თუ (4) განტოლებას გავამრავლებთ ნებისმიერ დიფერენცირე- 

ბაღ V(X) ფუნქციაზე, რომელიც ნულის ტოლი ხდება, როცა X=0 

და X = 1, ვაინტეგრებთ X-ის მიმართ 0-დან 1-მდე, მივიღებთ იგი- 

ვეობას 

1 

I(Cს,V) = I(ის”V +ძსV – წV)ძX=0.



მევცვლით რა მეორე პუნქტის ანალოგიურად ინტეგრალთა და ს”, 

V წარმოებულებს, დავწერთ ჯამურ იგივეობას 

# M-I 

I-IV, VI = 2.მ,V-,V,კხ + 2,9), – ჩ)V,0=0. 
1) (=1 

შემდგომ, დაეუშვებთ რა V, = ბ, ,0<1-<M, და გავითვალისწი- 

ნებთ, რომ V>-; =0, როცა !< 10 და I> I0+ 1, VI) = –I/ი, 

V . =1/ჩ , მივიღებთ 

I 1 ·_; 
ი(74.. – +(9,V, – ჩ)ი =0 როცა 1=1V, 

ე. ი. (მXჯ)„ – 9V = –L. 

4. რიტცისა და ბუბნოვ-გალიორკინის მეთოდები 

(ვარიაციულ-სხვაობიანი მეთოდები). ფუნქციონალის 

IIს1 = (#სს, ს) – 2(ს, ჩ), 
მინიმუმის მოძებნის ამოცანა, სადაც # თვითშეუღლებული და და- 

დებითად გახსაზღერული წრფივი ოპერატორია ჰპილბერტის LI 

სივრცეში (X, V) სკალარული ნამრავლით, ექვივალენტურია 

ტს=1 

განტოლების ამოხსნის ამოცანისა. ვიხილავთ სასრულგანზომილე- 

ბიან V, სივრცეთა მიმდევრობას ბაზისით (დ(5)) , 1 = 1,2,...,ი. 

რიტცის მეთოდი მდგომარეობს ისეთი ს, C V, ელემენტის მო- 

ძებნაში, რომელიც IIს) ფუნქციონალს ანიჭებს V. -ში. ს, მიახლოე- 

ბით ამოხსნას ვეძებთ ჯამის სახით 

ს, =2,XV0,, (6), 
I=I 

სადაც V,,-.--V, – უცნობი კოეფიციენტებია. გამოთვლები გვაძლევს 
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IIს,1= 3 თაც - 22 ჩ 
1.)=1 

თკ =C, =(#CრდცC,), მ, რდ; 

I(ს,) = დ0',...,V,) არის V-ის ს კოეფიციენტის ფუნქცია. თუ 

გავუტოლებთ წულს წარმოებულებს მ(ს,)/მV, , მივიღებთ ი გან- 

ტოლებათა სისტემას 

2,ეთკI, -8ზ,=0, 1=12,..,ი 
15! 

საიდანაც განისაზღერება V;, X;; ·.-,X,. 

მოვახდინოთ რიტცის მეთოდის ილუსტრაცია (4) ამოცანის მა- 

გალითზე. დ,(X) ფუნქციის როლში ავიღოთ ფუნქცია: 

0, §<-I), 5>I, 

დ.;(X) = (+- 1) X-XI აM,(X) M(5)=41+5, –1<§<0, 

L-5, 0<§<I, 

თუ მ,-ის ფორმულაში ჩავსვამთ #Cდ;= – ა + ძ0,, გვექნება 

თე =(#C0,,C6,)= (ოი“ <V 1 +9ი, თ % 

(6) 

ჩ, = I (69, C0ძX. 
0 

გამოთვლები გვაძლევს 

ძ 
> =0 როცა X<X, ,X> XI.) 

X 

ძუ, ი როცა X.;.)<X<X;,, 

ძო L-I/), როცა X,<X<X., 
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აქეღან და (6X-დან ჩანს, რომ IC.) მატრიცი სამდიაგონალურია, ვი- 

ნაიდან ნულისაგან განსხვავებულია მხოლოდ ის თ-ები, რომელ- 

თათვისაც 1=1–-I, 1, 1+1. ამიტომაც V-სთეის ეღებულობთ სისტემას 

თ, IX-) + თ,XMX თ.ა. – ჩ,= 0. 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

+ ჩ2ძ,= ხთ,,+ ჩ(თ 

ჩ,= – ს“, 

და შეენიშნავთ, რომ თ, ,;= თ,,.,, მივიღებთ სქემას 

მ,= – სთ, 
II-I +თ,,,)), 

მ,V,, – (მ,+ მ,,, + ჩ“ძ,)V,+ თ, ,XV,., + #?დ;= 0, 

ან 

(მV>), –ძV+დ=0, (7) 

სადაც 

0 0 

გ, = (ვC +5ჩ)ძ§+ ი?“ I9C + 5ჩ1%(1 + 5)ძ§, 
–I –I 

0 I 

ძ, (ეფ +5X1+5)ძ5+ |9(X, +5იX1– 5)ძ6, 
0 

0 1 

დ; I (LX, +5ჩ)(1+5)ძ§+ IC +5ჩ)(1 – 5)ძ5. 
0 –I 

ეს არის სქემა აპროქსიმაციის მეორე რიგით. 

ბუბნოვ-გალიორკინის მეთოდში ს, ამოხსნას ისევ (6) სახით 

ვეძებთ, მხოლოდ V,; კოეფიციენტები მოიძებნება /ს, – I” შეუსაბა- 

მობის ორთოგონალობის პირობიდან დ,(X) ბაზისურ ფუნქციებთან: 

(ტს, – ჩ დ) =0, 1= 1,2,...,ი; (8) 
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ამასთან, # ოპერატორის თეითშეულლებლობა არ მოითხოვება. 

(4) ამოცანისათვის ვირჩევთ იგივე ბაზისურ ფუნქციებს. (5)-ის ჩას- 

მით (8-ში ვღებულობთ განტოლებათა სისტემას V,-სთეის. თუ გა- 

მოვთელით თ, და 8.--ის, მიეიღებთ იგივე (7) სქემას, რაც რიტცის 

  მეთოდით გექონდა მიღებული. საკოორდინატო დ,(X) = ი --%) 

ფუნქციების აღნიშნული შერჩევისას რიტცისა და ბუბნოე-გალიორ- 

კინის მეთოდები სასრულ ელემესტთა მეთოდს ემთსვევა. 
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წავი V 

პოშის ამოცანა ჩვეულებრივი 
იხიფერენციალური განტოლებებისათვჭის 

ამ თავში ჩეენ განვიხილავთ სხვაობიან სქემებს პირველი რი- 
გის ჩვეულებრივი (საზოგადოდ, არაწრფივი) დიფერენციალური 

განტოლებების საწყისი მონაცემებით (კოშის ამოცანისათვის) 
ამოსახსნელად. ეს რიცხეითი მეთოდების გამოყენების კლასიკური 
არეა, არსებობს მრავალი სხვაობიანი მეთოდი, რომელთა ნაწილი 
მანქანამდე ეპოქაში წარმოიშვა და თანამედროვე კომპიუტერები- 
სათვის გამოსადეგი აღმოჩნდა. ჩვენ შემოვიფარგლებით იმ ძირი- 
თადი სხვაობიანი სქემების მოკლე გადმოცემით, რომლებიც პრაქ- 

ტიკაში ფართოდ გამოიყენება და რომელთათვისაც არსებობს 
შესაბამისი სტანდარტული პროგრამები. 

§1. რუნგბმ-კუტას მეთოდები 

1. კოშის ამოცანა პირველი რიგის განტოლები- 

სათვის. ვთქვათ, საჭიროა, ვიპოვოთ უწყვეტი ფუნქცია ს = ს(9), 

0<1<1, რომელიც აკმაყოფილებს დიფერენციალურ განტოლე- 

ბას, როცა L> 0 და საწყის პირობებს, როცა (=90: 

<= 78 სდ), 0<1:<1, V(0)=ს,, (“ს 
( 

აქ Iს ს) მოცემული ორი არგუმენტის უწყვეტი ფუნქციაა. 

თუ ფუნქცია (ნს) განსაზღვრულია II= (05< 1< 1, |ს – Vე| < V) 

მართკუთსედში და IL) არეში ს ცვალაღის მიმართ ლიფშიცის ჰი- 

რობას აკმაყოფილებს: 
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ILC ს.) – IC V;)| = XIს, – ს,| ყველა CL, ს,); (6 ყე)-სთვის IL-დან, (2) 

სადაც M# =00ი51> 0, მაშინ (0) ამოცანას გააჩნია ერთადერთი 
ამოხსნა. 

ამ დებულების დასამტკიცებლად (1) განტოლებას ვაინტეგრებთ 
0-დან L-მდე: 

ს(0=სა+ I ((§, ს(5))ძ§ , ძ) 
0 

ხოლო მიღებული ინტეგრალური განტოლება ამოეხსნათ მიმდევ- 
რობითი მიახლოების მეთოდით (პიკარის მეთოდით): 

ს,,,(1) = სი + | IC§ ს, (5))ძ5, რ 
9 

სადაც ი – მიახლოების ნომერია (იტერაციის ნომერი), პიკარის 

მეთოდი კრებადია და (3) განტოლების, ანუ (1) კოშის ამოცანის 

ერთადერთ ამოხსნას განსაზღვრავს. : 
ეს მეთოდი საშუალებას იძლევა ვიპოვოთ (1) ამოცანის მიახ- 

ლოებითი ამოხსნა, თუ (4-ში ინტეგრალს რომელიმე კვადრატუ- 
რული ფორმულით შეეცელით, მაგრამ მიღებული ალგორითმები- 
სათეის გამოთვლების მოცულობა დიდია, რადგან ყოველი იტერა- 

ციისათვის (ფიქსირებული L-სთვის) ინტეგრალის გამოთელაა საჭირო. 

ზოგჯერ (1) ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნისათვის გამოიყე- 
ნება ანალიზური მეთოდი, რომელიც (1) კოშის ამოცანის ამოხსნის 

ტეილორის მწერივად გაშლის იდეაზე არის დაფუძნებული. ს,(0 

მიახლოებით ამოხსნას ვეძებთ სახით: 

ი ,X 

ს,(0= 2, -ს0(9)+ ე, 0<L<%+, (5) 
L=1 “"' 

სადაც ს'!(0) = ლ = I(0,სე) , ხოლო სCX0) (L > 2) წარმოებუ- 

ლის მნიშვნელობას ვპოულობთ (1) განტოლების თანდათანობითი 

გაწარმოებით 
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= L,(0, სი) + I(0, სი)?, (0, სი), 
1=0 

ს,(2/(0) = ს”(0) = <6) 

  

ძ? 

ც!)(0) = ს” (0) = (სს)  = ჩ.(0,0ე)+26, (0, სი)#(0, V-)+ 
(50 

+ 7; (0, ყე)ს”(0),..., 

2 
( = 2L (,= 5, 09 

0 მს მს 

  

  

და ა. შ. 

მცირე L-ებისათვის (5) მწკრივთა მეთოდით შეგვიძლია ს(8 

ზუსტ ამოხსნას კარგად მივუასლოვდეთ არც თუ ისე დიდი ი-ები- 
სათვის. აქ გამოთვლების მოცულობა დამოკიდებულია არა მხო- 

ლოდ 6>-0 ((ს(0 – ს,(9|I < §5) სიზუსტესა და ი = ი(6)-ზე, არამედ 

ICC ს) ფუნქციის სახეზეც, რადგან ს0XL) წარმოებულის მოძებნა 
შეიძლება ძალზე შრომატევადი აღმოჩნდეს. 

შემდგომში ვიგულისხმებთ, რომ (სს) ფუნქცია საკმაოდ გლუ- 
ვია, ე. ი. გააჩნია იმდენი წარმოებული (LI და V-ს მიხედვით), რამ- 

დენიც მსჯელობის მიხედვით არის საჭირო. 

(1) ამოცანისათვის სხვაობიანი სქემების შესწავლამდე განვი- 
ხილოთ მისი ამოხსნის მდღგრადობა..როგორ შეიცელება (I) ამოცა- 

ნის ამოხსნა საწყისი პირობების შეცელით? ვთქვათ, V(L) – (I) 

განტოლების ამოხსნაა საწყისი პირობით (0) = შე. 7(L) = VI) – 

– IC) ცდომილებისათვის ვღებულობთ განტოლებას 

<=0(2, 0<CL<1, 7X0)=70=Vი0--ხი, (6) 

სადაც (CL) =IICI,) – I(სს)I//2= 1,(ხს+ 02) 0<9<1. 
! 

(6)ს ამოხსნა არის ფუნქცია 27(1) = “ათი ოი, თუ 

0 

წ <0 ყველა L ს-სთვის, მაშინ 
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I7X(1)| < I2(0)| ანუ |L(L) – ს(()I<|ზე – ყი| ყეელა L-სთვის, 1 C (0, LI. 

ე. ი. (I) ამოცანის ამოხსნა მდგრადია საწყისი მონაცემების მი. 
მართ (საწყისი მონაცემების ცდომილება არ იზრდება). (1) ამოცანა 
მდგრადია მარჯეეხა მსარის მიმართაც: 

IV(L) – V(1)|<I მი – Vყ0I+6L , როცა 0<1<1, თუ L <0, 

სადაც V(I) – (1) ამოცანის ამოსსნაა მარჯვენა მხარით 

#= IC L)+ბ(, |I81 <8, 8=0C0015L> 0. 

(6) ამოცანის ამოხსნის ყოფაქცევა, როცა 1 -–-> 2 ისეთიეეა, 

როგორიც შემდეგი წრფივი განტოლების ამოსსსისა: 

+რ+M- 0, 0<:0<1I, X0)=7ა, 
I 

იგი შეიძლება განვიხილოთ, როგორც მოღელური განტოლება 

მღგრადობის შესწავლისას. 

2. ეილერის სხვაობიანი სქემა. ინტეგრების 0<1<1 
მონაკვეთზე შემოვიღოთ ბადე CV) =(L=იX, M=0,1,...ჯ. X,=V(L,)-ით 

აღვნიშნოთ ბაღური ფუნქცია. (1) განტოლების ამოხსნის უმარტი- 

ქესი რიცხვითი მეთოდია ეილერის სხვაობიანი სქემა: 

2 იღ – ი = IL, V, » I = 0,1,..., Vი = ყი ' ო 
1 

V.=VCC) მნიშვნელობებს, დაწყებული Vე= მე-დან, ვპოულობთ 

მიმდევრობით ცხადი ფორმულის გამოყენებით 

V,.,= V,+ LICL, XV), 9 =0,1,-., XVე= ყე. 

ს = I(()-ის ნაცვლად ჩვენ ვპოულობთ ბადურ ფუნქციას V,= VCL) – 

(1) ამოცანის მიახლოებით ამოხსნას. 
ბადური ფუნქცია 

= XV - MC)



არის სხვაობიანი სქემის ცდომილება. 2,-სთვის დავწეროთ განტო- 

ლება. ამისთვის ჩაესვამთ V,= 7,+ ს, (07X-ში და გავითვალისწი- 
ნოთ, რომ 

Xი+I “ X-= (2, – 2,) + (ს, – ს,), 

IL, V,) = ICC, ს,) + IICC, ს, + 2,) – LL. ს,)1 = ICC, ს,) + თ,7,, 

სადაც თ,= ჩ(%, ს,+ 02,), 0 <0 < I. 

საბოლოოდ, 2, -სთეის მივიღებთ ამოცანას 

2 –7 
-09--+=0ძ,72, +VI, #0=0,I,.., 7ი =0, (8) 

სადაც V/, – შეუსაბამობაა, ანუ (7) სქემის აპროქსიმაციის ცდომი- 

ლებაა (1) ამოცანის ს = ს(0) ამოხსნაზე და ტოლია 

სყ–ს 
VI, = IC, ს.) - მზ, (9) 

შევაფასოთ V/,, როცა + -> 0. ათ ჩავსვათ 

2 

ს,,,=V(.++)=ს(, )++> ს. )+5- <1C,) 

(9-ში და გავითვალისწინთ, რომ _(1-ის თანახმად <0)= 

=IC.,,ს,) მაშინ მივიღებთ: VI, = =0C), ანუ IIVIII= = უხMV, |= 

= CXX). ეს ნიშნაეს, რომ ეილერის სქემას აპროქსიმაციის პირეე- 

ლი რიგი აქეს. 
ვაჩეენოთ, რომ ეილერის სქემა კრებადია, ე. ი. |I2IC= 

=IV – ს.IC->0 როცა “1 ->0 და მას სიზუსტის პირეელი რიგი 

გააჩნია, ე. ი. 

= =XCX«). II2IC აომXI2»| (63, 

დამტკიცებისათვის დავუშვათ, რომ 

-–M<1ნჩ(ს)<0, 1 5< 2/L. (1თ 
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(8)-დან გახნესაზღვროთ 

2,.| = (1 + 1თ,)7, + IV/,, 

I2,-)I 5 11 + 10ო,I |2,| + +IVI,| < I2,| + +IV/,I, 
რადგან (10X-ის თანახმად |1 + XC,| < 1, აქედან გამომდინარეობს, 

რომ 

" " 

I2,.(1<I20+ 2 ,%IV/,I= 2 ,7IVI,I, ი) 

§=0 §=0 

ე. ი. | 2IIC= CXV). 

თუ (10) პირობა არ სრულდება, მაგრამ |L.| < MX, მაშინ (II)-ის 

ხაცვლად მივიღებთ I2,.,I<1C"IIIსIIC და I2I=>=CC.) ძალაში რჩება. 

3. სიზუსტის რიგის გადიდება. ეილერის მეთოდი მე- 

ტად მარტივია, მაგრამ დაბალ სიზუსტეს გეაძლევს. I-ს მიმართ 

რიცხვითი ამოხსნის სიზუსტე ალგორითმის გართულების გარემე 
შეიძლება ავამაღლოთ. სიზუსტის ამაღლების რუნგეს მეთოდის 

იღეა შემღეგში მდგომარეობს: დავუშეათ, რომ ს =V() ამოხსნა 

საკმაოდ გლუეია და 2.=V. – ს, ცდომილება X-ს ხარისხების მი- 

მართ შემდეგნაირად გაიშლება: 

V,= ს,+ (CI + IXCI?+ ·· , (I24) 

საღაც XC) და 8() ფუნქციები დამოკიდებული არ არის #-ზე. 

ავირჩიოთ ორი ბადე 1, და +, ბიჯებით, რომელთაც საერთო 

კვანძები გააჩნიათ (მაგალითად, +, = %, %. = X/2), ორივე ბადეზე 

ამოვხსნათ (7) ამოცანა და ვიპოვოთ M'(L,,) და XV (L,,). შესა- 

ბამისად. ავიღოთ ორივე ბადისათვის საერთო კვანძი (6. =1,, = 

=1.. და დაეწეროთ (12), როცა ი = ი”: 

V (LC .2 =V(-ე)+Cთ(L, -)%, + CC>I), 

VI ICL-1=ს((.)+თCL,.)%ე + C(+1).



შევადგინოთ წრფივი კომბინაცია თ პარამეტრით: 

XCI,-) =CV IL .)+(1 – თ)ს/(L.) = 
=VLL.1+IთX, +(1 – ღC)%1IXCI,-)+ C(X; + 11). 

თუ 1-ს ავირჩევთ პირობიდან CX,+ (1 – C)1=0, ე. ი. თუ ვიგუ- 

ლისსმებთ, რომ თ = +,/(+. – 1,), მივიღებთ 

XL. ა)=V(-)+ 0(4?), L= IიმX(+X,,%5) · 

XV» ბადური ფუნქცია ს = ს(.) ამოხსნას უახლოვდება #-ს მი- 

მართ მეორე რიგის სიზუსტით. ამრიგად, ჩვენ გაებარღეთ ეილე- 
რის მეთოდის სიზბ"ესტე, ჩავატარეთ რა გათვლა ბადეებზე ბიჯებით 

L, და 4. (12)-ის გათვალისწინებით ეს პროცედურა შეიძლება გა- 

ქაგრძელოთ. თუ ჩავატარებთ გამოთვლებს (7) სქემით სამ ბადეზე 

ბიჯებით L,, Lე და V., (1) ამოცანის ამოხსნას სიზუსტის მესამე რი- 

გით განვსაზღვრავთ ამ ბაღეების საერთო კვანძებში. 

4. რუნგე-კუტას სქემები. სიზუსტის რიგი შეიძლება ავა- 

მაღლოთ, სხვაობიანი სქემის გართულების გბით. პრაქტიკაში მე- 

ტად გავრცელებულია რუნგე-კუტას სქემები სიზუსტის მეორე და 

მეოთხე რიგითი. 
რუნგე-კუტას სიზუსტის მეორე რიგის სქემის გამოთელა ორ 

ეტაპად ტარდება. პირველ ეტაპზე ეილერის სქემით ბიჯით CL გა- 

მოითელება V, შუალედური მნიშვნელობა: 

V, = XV, +CXILCI,,X/ა); 
მეორე ეტაპზე გამოითვლება V,,1,-ის მნიშვნელობა ფორმულით: 

Vი+I = XV ++(1- C)ICI,,X,1+CVXICI, +თV.X,), 
საღაც თ > 0, თ >0 – პარამეტრია. V, -ის გამორიცხვით მივიღებთ! 

სქემას XV, ,-სთვის: 

2 ჰი -Xი - (I თ), ,V,ე)+CთIL, +თა,V, +თMICI,,#/,)) . (13) 
ჯ 
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სქემის სიზუსტის რიგი თ და L პარამეტრზეა დამოკიდებული. 

ვიპოვოთ შეუსაბამობის, ანუ (13) სქემის აპროქსიმაციის ცდო- 
მილების გამოსახულება. ამისთვის, მეორე პუნქტის ანალოგიუ- 
რად, (V,..,– V,)L გადავიტანოთ მარჯვენა მხარეს და V,, V,,კ-ის 

ნაცვლად ჩავსვათ ს, და ს,,,. ამის შედეგად შეუსაბამობისათვის 

მივიღებთ გამოსახულებას: 

VI, =(1-C)I(,..ს.ე)+CთIC1, +თI, 90, + თIICL,,ს,)) – 

– (სეა, - V.)/?. 

თუ ვისარგებლებთ გაშლით ტეილორის ფორმულის მიხედვით), მი- 
ვიღებთ: 

(13) 

VI, = X(CC – 1/2)ს,” + CX”). 

აქედან ჩანს, რომ (13) სქემას აპროქსიმაციის მეორე რიგი 

VI = 0C-) გააჩნია, თუ სრულდება პირობა 

თძთ = I/2. (14) 

ამრიგად, არსებობს სქემების ერთპარამეტრიანი ოჯახი (13), 

(14), რომელთაც აპროქსიმაციის მეორე რიგი გააჩნია. 

განეიხილოთ კერძო შემთხეევები. 

1) თ= 1,Cთდ=1/2: 

Vი “ V _ პა => ი + 8 20 20 =1(L ,V,ცე ="“---%=11 +–,V, I. 15 
+/2 (წ V») + 2 ” 0 

ეს არის პრედიქტორ-კორექტორის ცნობილი სქემა. იგი შეიძლება 

სხვანაირად გადაიწეროს: 

– (4 % 
ი“ ი+=V 1. ი/ ი+I““ „+MLI, +), . > =XV+2 (LV; Xი+) = V 2'” 

ან, V-ის გამორიცხვის შემდეგ, 

(V7,+ – V„)/% = ი +2-V + აინაპი (19)



2) C = 1/2, თ = 1: 

= 
29-XC> 2 LI -XV.) +I(1,,,V, +%Mწ,,#))). (16 

ეს სქემა შეიძლება განვისილოთ, როგორც პრედიქტორ-კორექ- 
ტორი: პირველად – ეილერის სქემა %« ბიჯით (პრედიქტორი): 

%V% =Vგ + (11(=%7 ; 

შემღეგ – სქემა ნახევარჯამით (კორექტორი): 

(V,+ –»V,)/1 = I/2(ICL,,V,) + LL..X.)| · 

პრედიქტორ-კორექტორის მეთოდის იდეა ხშირად გამოიყენება 

მათემატიკური ფიზიკის კერძოწარმოებულიანი განტოლებებისათ- 
ვის სხვაობიანი სქემების დაწერის დროს. 

მოვიყვანოთ ფორმულები მეოთხე რიგის სიზუსტის რუნგე- 
კუტას სქემისათვის 

ი+  »ი ! რ9-X =1I,0,)+2M0,)+260,)+%0I ა 
ი =0,I,.., V0=Vი0, 

სადაც M,, L., MM, – შესწორებებია, რომლებიც გამოითელება 

ფორმულებიი!: 

M, =1(1,,V,), M> =I(L, ++X/2,V, + +X,/2), 

Mკ = ICLე +1%/2.»V, ++M53/2) Mკ =I(წ, ++,V, +1Mკ). 

მოცემული V,-სთეის V-ის საპოენელად საჭიროა მხარის ოთხ- 

ჯერ გამოთვლა. 
ავხსნათ თუ როგორ უნდა ჩატარდეს გამოთვლები ამ სქემის 

მიხედვით, როცა ი =0, ცნობილია Vე= სე. M, M., M., IM, შეიძლება 

თანმიმდევრობით გამოეთვალოთ და ვიპოვოთ 

(18) 

V, =V +290%, 7) +2M:6V)+2M,(#)+ MX), 
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რის შემდეგაც გამოთვლები მეორდება, როცა ი = 1,2.... შეუსა- 

ბამობისათვის ვღებულობთ გამოსახულებას 

V, = 100 (ს,)+2% (ს,)+2Mკ(ს,)+ ხ.(ს,)1- I-მა, ყფ 
% 

სადაც LV) (I = 1,2,3,4) განისაზღვრება (18) ფორმულით, რომ- 

ლებშიც X,-ის ნაცელად ს,-ია ჩასმული. თუ გავშლით! ს,,,, M;ს,), 

L-(ს,). L(ს,)-ს (=L-ის მიდამოში, დავრწმუნდებით, რომ V, =CXX 9), 

ე. ი. (17), (18) სქემას აპროქსიმაციის მეოთხე რიგი გააჩნია, თუ 

ს =ს(0-ს აქვს უწყვეტი წარმოებული მეოთხე რიგამდე ჩათვლით. 

რუნგე-კუტას ყველა მეთოდი ცხადი (V ,,-ის განსაზღერისათ- 

ვის საჭიროა გამოთვლების ჩატარება ცხადი ფორმულების მიხედ- 

ვით) და ერთბიჯიანი (V ,,)-ის განსაზღვრისათვის საჭიროა ბადეზე 

ერთი ბიჯი 1,-დან L ,,-მდე) მეთოდია. 

5. სხვაობიანი სქემების მდგრადობა. პირველ პუნ- 
ქტში ჩვენ განეიხილეთ (1) დიფერენციალური განტოლების მსიმ- 
ეხელოვანი თვისება – მდგრადობა (საწყისი მონაცემებისა და 
მარჯეენა მხარის მიმართ). საწყისი მონაცემების მიმართ (1) არა- 
წრფივი განტოლების მდგრადობის შესასწავლად განეიხილოთ 
მოდელური განტოლება 

ა +7ს=0, #=0C0005L>0, L>0, ს(0)= სე. (20) 

მისი ამოხსნა V(1) = სე8'” კლებულობს, როცა > 0 და 

II(9I < Iსე, როცა # > 0 ყველა L=> 0-სთვის, (წ1)) 

ე. ი. (200) განტოლება მდგრადია, როცა #> 0, რაც შეესაბამება პი- 

რობას ჩ, <0. 

ჩნდება ბუნებრივი მოთხოვნა: სხვაობიანი სქემებისათვის, 
რომლებიც მოდელური განტოლების აპროქსიმაციას ახდენს, (21) 
უტოლობის ახალოგი უნდა შესრულდეს: 

IV,I < IVიI ყველა ი-სთვის,V 9 = I,2,... (22) 
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ქვემოთ ვნასავთ, რომ ეს ყოეელთვის არ სრულდება. 
,/) ეილერის ცხადი სქემა. 

ლ > +7V.=0, Vე,) =(1-12.)V, . (23) 

აქედან ჩანს, რომ პირობა 

Iს»)! 5 IV, 5 “'' < IXიI (24) 
სრულდება, როცა II – 47 < 1 ანუ – 1 <1 – +» <1 ე.ი. როცა 

L2. <2. (25) 
თუ, მაგალითაღ, %). > 3, მაშინ 

IV,+I| = |# – 1| IV,I > 21),| > ·-· > 2"! IV), 
IVეI > 2VVI –> თ როცას –>Cთ, 

სქემა არამდგრადია, (24) პირობა არ სრულდება. ამრიგად, ეილე- 

რის სქემა პირობით კრებადია, როცა 1 < 2/#, 7. > 0. 
2) ქილერის არაცხადი სქემა: 

თიL-+X # +7#Vი+) =0, %ი+I “ %· (26) 

I 

1+9 
რადგან I/(1 + 12.) < 1 ნებისმიერი +7.-სთეის, +# > 0. ამიტომ სქემა 

უპირობოდ მდგრადია: 

M2 < IVიI ნებისმიერი +; #.-სთეის, %+,7> 0, ი =0,1.2,... (27) 

3) სქემა წონებით: 

2. XI => >" + 2(თ)/,,,+(1-0თ)#,)=0, X,, =9V,. (28) 

სქემა მდგრადია, როცა 

1-–(1-–<C)“. 

1+თ4....· 

ესედავთ. რომ |0| < 1, თუ – 1 – თI# < 1 – (1 – თ). < 1 + CX”. ან, 

I + XC – I/2)# > 0, ასე, რომ I + CL# > XM/2 > 0. ამრიგად, სქემა 
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წონებით უპირობოდ (ნებისმიერი «-სთვის) მდგრადია, როცა C>I1/2 

და პირობით მდგრადია, როცა თ < I/2, თ'უ 1 < 1I/((I/2 -–- თ). 

4) რუხგე-კუტას მეორე რიგის სქემა. თუ ჩავსვამთ 

= – #V-ს (13)-ში მივიღები»: 

Vი+I - 9Vაც 9=1-9%+297#, (29) 

სქემა მდგრადია, |V,| < IV, როცა 9I=1-5-+197 <1, რასაც 

ადგილი აქეს, როცა 

+» <2, (25) 
რუნგე-კუტას მეორე რიგის სქემა მდგრადია იმავე პირობებში, 
რომელმიც ეილერის ცსადი სქემა. 

2) რუხნტე-კუტას მეოთხე რიგის სქემა. თუ ჩაესვამთ 

წ= – #V – (I7), (18)-ში მივიღებთ: 

XV. = 0», 

0=1-= +++?) – 1233 + 1 დ, იი 
24 

I9I<I უტოლობა სრულდება, როცა +%# < 2,78 ე. ი. მეოთხე 
რიგის სქემის მდგრაღობის პირობა ოდხაევ სუსტია, ვიღრე მეორე 

რიგის სქემის მდგრადობის (25) პირობა. 

ეს მაგალითები გვიჩვენებს, რომ ცხადი ერთბიჯიანი სქემები 
პირობითად მდგრადია, ხოლო არასხად სქემებს შორის არის უპი- 

რობოდ (აბსოლუტურად) მდგრადი (მაგალითად, (28), როცა 

6 > 1/2) სქემები. თუ # > 0 დიდია, მაშინ + ბიჯი, (25)-ის თანახმად, 
საკმაოდ მცირე უნდა შეირჩეს. | 

6. კრებადობისა და სიზუსტის შესახებ. რუნგე-კუტას 

სქემას არაერთგვაროვანი განტოლებისათვის 

ლ აXI=I(0, 7. > 0, L> 0, ს(0) = სე. (3) 

აქვს სახე: 
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#.., == 9V + IC, 9 = II(6257 (32) 

სადაც გამოსახულებები 0 და დ -სთვის სქემის რიგზეა დამოკიდე- 
ბული. ასე, მეორე რიგის სქემებისათვის გვაქვს 

I =1-+X+--L?72, 
8 2 

დ, =(1-თ)I(I,)+CI(C., +თLI), თთ=– 

2 = V, - ს, ცდომილებისათვის ვიღებთ 

_. 2 
რი-5%40 #5), =V/, 

“ 2 

ანუ 

2,+) = 92 + XVI, 0 = 0,1,2,..., 2 = 0, 

სადაც V/, – შეუსაბამობა ტოლია 

V.=Cთ,- (ს, – ს,)/+ -(L-191|ს, = C(+L. 

მდგრადობის (25) პირობის ძალით |0| < 1 და 

|2,,,|<I2,I+%IV,I< 2. %IVIII, (33) 
" Iს=0 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ (32) სქემა კრებაღია და გააჩნია 

სიზუსტის მეორე რიგი (CXL?) სიჩქარით ანუ მეორე რიგით იკრი– 

ბება): 

I2I-= CC”) 
ამრიგად, თუ სქემა მდგრადია და ახდენს (1) განტოლების აპ- 

როქსიმაციას, მაშინ იგი კრებადია. ეს დებულება, დამტკიცებული 

მოდელური ამოცანისათვის. ზოგადი მნიშვნელობებისაა და ნების- 
მიერი მეორე რიგის სქემებისთვისაა სამართლიანი. 

ანალოგიურად მტკიცდება რუნგე-კუტას (I3) სქემის CX+) სიჩ- 
ქარით კრებადობა, როცა #ჩ.< 0. ამ შემთხვევაში 7 -სთვის, 7, = 

=V, – ს,, როცა Cთ = I/2, ვღებულობთ ამოცანას: 
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შო -2% 8 (+, |2, +9V,, (34) 

+ 2 
სადაც 8,.= ჩ(L. VI. +0,7,), წ.= ჩა( + V/2, ს.+0,2,) (0 <9,< I, 
I = 1.2), ხოლო V/ განისაზღვრება (13) ფორმულის მიხედვით. (34) 
გადავწეროთ! სასიძ!: 

2 =0,7.+ IV, 0ძ,= 1 + 18,(1 + L7,/2). 

მდგრადობის პირობა 49,| < I ან – 1 <9, < 1 შესრულდება, თუ 

2 – 8, + 1/2%78,IV,II> 0, 17248, IV.I < (8,1 
ან XV, <2. პირეელი უტოლობა აგრეთვე სრულდება. როცა 

XI8,| < 2, და, მაშასადამე, საკმარისია, რომ 

IM <2, (35) 

თუ L)<90, |ჩ) < #, (CI, ს) C IL). (359) პირობა (25);ის ანალოგიურია 

და უზრუნხეელყოფს (33) შეფასების შესრულებას, საიდანაც გამომ- 

დინარეობს (13) სქემის კრებადობა მეორე რიგით, II2IIC = CX%”). 

§2. მრამალბიჯიანი სქემები. ადამსის მეთოდები 

1. მრავალბიჯიანი მეთოდები. §1!-ში განვიხილეთ 

რუნგე-კუტას მეთოდები კოშის ამოცანის 

(CL), 0<L<7, ს(0)= სე ი 
რიცხვით ამოხსნისათვის. ეს მეთოდები ერთბიჯიანია: V,., ახალი 

მნიშვნელობის განსაზღვისას გამოიყენება მხოლოდ V, მნიშვნე- 

ლობა. ზოგად შემთხეეეაში XV მიახლოებითი ამოხსნის განსაზ- 

ღერისათვის შეიძლება განეიხილოთ ი1-ბიჯიანი სხვაობიანი სქე- 

მები (Iი > 1), ე. ი. 
“თ 

3“ ის =2 ხჩ., II = III, III + 1...., ?·.. (2) 

ჯ L=0 M=0 

ს)
 

-
.
 
+



მას ხ, კოეფიციენტებს არჩევენ აპროქსიმაციისა და მდგრადო- 

ბის მოთხოვნებიდან გამომდინარე. ზოგადობის დაურღვეელად შე- 
იძლება ჩავთეალოთს, რომ 

LL) 

2ეხ, =1. რ 
X=0 

რადგან (2) განტოლების კოეფიციენტები განსაზღვრულია მამრავ- 

ლის სიზუსტით. თუ გავშლით VI -ს «-ს ხარისხების მიხედვით და 

მოეითხოვთ, რომ შეუსაბამობას მოთხოენილი რიგი ჰქონდეს, მი- 

ვიღებთ პირობებს მ,, ხ,--ს განსაზღვრისათვის. ვინაიდან 9 = 1) არ- 

ის ს,=ICL ს) განტოლების ამოხსნა, როცა ჯ=0, ამიტომ (2)-დან 

გამოდის რომ 
(9 

2, მ, =0. (7) 
X=0 

ჩვეულებრივ, (2) სქემის ასაგებად იყენებენ სხვა ხერხებს 
ისეთს, რომლებიც საინტერპოლაციო და კვადრატურულ ფორმუ- 
ლებს იყენებს. ასე, თუ ვაინტეგრებთ (1) დიფერენციალურ განტო- 

ლებას L-თი 1,.,, -დან L-მდე, მივიღებთ: 

სე – საი, = 1 ს(0)ძL. C 

აქედან სხეაობიანი სქემის ი მისალებად ინტეგრალისათვის შეიძლე- 
ბა რომელიმე კვადრატურული ფორმულა გამოვიყენოთ. 

2. ადამსის მეთოდი. ყოველი კეადრატურული ფორმულა 

წარმოქმნის შესაბამის მეთოდს (1) ჩვეულებრივი დიფერენციალუ- 
რი განტოლების რიცხვითი ამოხსნისათვის. განვიხილოთ იგივეო- 

ბა, რომელიც შეესაბამება (8) იგივეობას, როცა იე= 1, 

ს.-ს. = II(CსC0)%, თ 
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Iდა მასში ინტეგრალი კეადრატურული ფორმულით შევცვალოთ: 

MC სრ) =+2-ხ, IC. „ს, ). (10) 
'- 

(9) და (10-ის გათვალისწინებით შეიძლება დაიწეროს ადამსის 
სხვაობიანი სქემა: 

22% =2 ხ III, .Vი-L)· (II) 
X=0 

იგი შეიძლება მივიღოთ (2Xდან, თუ ვიგულისხმებთ, რომ მ, = 90, 

როცა IL = 2,3,...,იე და მა= 1, მ,= – 1, 

(10) კვადრატურული ფორმულით, რომლის საფუძველმგეც აგე- 
ბულია ადამსის სქემა, შეიცავს ბადეთა კვანძებს, რომლებიც ი5ტე- 

გრების L_,<1<1 ინტერვალს არ ეკუთვნის. ჩვეულებრიე, გამოი- 

ყენება მოთხოვნა, რომ კვადრატურული ფორმულა ზუსტი იყოს L- 

ური ხარისხის მრავალწევრისათვის. ამასთან, აირჩევა საინტერ- 

პოლაციო მრავალწეერი კვანძებით. 

სქემის ამგვარად აგების დროს მისი აპროქსიმაციის ცდომი- 
ლება კვადრატურული ფორმულის ცდომილებას ემთხვევა. მართ- 

ლაც, (11) სქემისათვის შეუსაბამობა ტოლია 

ა ს, – ს 
VI = 2 ხ, IC მე) აბ 

50 წ 
ჩავსვამთ რა აქ გამოსახულებას (9-დან 

ს. – ს. _ 1 IVV ს(0))ძ, 
5 ჯ 

მივიღებთ ფორმულას შეუსაბამობისათვის: 

„” 1 1 

V, => ხს.) -- I §(Cს(0)ძL. (12) 
X50 

წ
 

C)
 
-



და მასში ინტეგრალი კვადრატურული ფორმულით შევცვალოთ: 

' ოი 

I”CდსC))ძ(=+2 ნ, IC „ს, ს). (I0) 
„ი, M=0 

(9) და (10-ის გათვალისწინებით შეიძლება დაიწეროს ადამსის 
სხეაობიანი სქემა: 

29-25 = 2 ხ, (5, «V-V). (ს 
M=0 

იგი შეიძლება მიეიღოთ (2)-დან, თუ ვიგულისხმებთ, რომ მ, = 0, 

როცა ML = 2,3,...,ი) და შე= 1, მ,=– 1. 

(10) კვადრატურული ფორმულით, რომლის საფუძველზეც აგე- 
„ბულია ადამსის სქემა, შეიცავს ბადეთა კვანძებს, რომლებიც ი5ტე- 

„გრების L ,=<1<1 ინტერვალს არ ეკუთენის. ჩვეულებრიე, გამოი- 

'ყენება მოთხოვნა, რომ კვადრატურული ფორმულა ზუსტი იყოს თ- 

"ური ხარისხის მრავალწეერისათვის. ამასთან, აირჩევა საინტერ- 

პოლაციო მრავალწეერი კვანძებით. 
სქემის ამგვარად აგების დროს მისი აპროქსიმაციის ცდომი- 

ლება კვადრატურული ფორმულის ცდომილებას ემთხვევა. მართ- 
ლაც, (11) სქემისათვის შეუსაბამობა ტოლია 

ა სე – ს,., 
VI = 2ახ, Iს ხ,-+) –-აას 

LM=0 ' 

ჩავსვამთ რა აქ გამოსახულებას (9--დან 

', 

მა - 9) _ 1 I/(ც ს(0)ძL, 
დ? (ა 

ჯ 

მივიღებთ ფორმულას შეუსაბამობისათვის; 
' 

ოთ 1 9 

„=2 ხას, )-– I ჩ(6ს(0))ძL. (I2) 
#50 "ი 
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3. ცხადი და არაცხადი სქემები. თუ ხეა=90, მაშინ (II) 

სქემა ცხადია და 

Vა “ »#ი-I + +<2,ხ,%, · (8) 

L=I 

ადამსის ცხადი სქემის უმარტივესი მაგალითია ეილერის სქემა 

V.– >, ,=%ჩ , როცა Iი = 1, ხე=0, ხ,= 1. (14) 

თუ (11+ში ეიგულისხმებთ, რომ Iი = 1, ხე= 1, ხ,= 0, მაშინ მივი- 

ღებთ ადამსის არაცსად სქემას 

>ი - Xი-L == =1,, ანუ V,– +ICL,V,) = V,-,- (15) 

არაცხადი სიმეტრიული ერთბიჯიანი სქემა (თ = 1) 

– 1. “, : 
28-29 = IC) + Xი-))) 00 

შეესაბამება მნიშვნელობებს I = 1, ხე= ხ, = 1/2 და. გააჩნია ა)- 

როქსიმაციის მეორე რიგი: V/ = CX1?). V,-ის განსაზღვრისათვის სა- 

ჭიროა ამოიხსნას (ყველა I-სთვის) არაწრფივი განტოლება 

V.– 172+XICL, V,) = L,_ 

სადაც ჩ,_,= V, + 1/2XICL, , V,-,). 
ახლა განვიხილოთ ადამსის ორბიჯიანი სქემები, რომლებიც 

II =2 შემთსვევას შეესაბამება. ცხად ორბიჯიან სქემას (თ = 2) 

აქვს სახე: 

(VI) 

მას აპროქსიმაციის მეორე რიგი გააჩნია: 
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3 1 – V, – 2 I ი- ყი) – 2 (წი?) – ი %-I =0C). I9 

გამოვიკვლიოთ მდგრადობა შესაბამისი მოდელური სქემისა 

Xი  Vი- 3 I 

ა + Iს -ეXა)-6, #20 (6 
ჩავსვათ. აქ V, = 0", მივიღებთ 

ი?-(I- >) –1#6=0, #=MX 19 2. 9 2“ » I1=/M. (19) 

რადგან ს =1-ს+ 2 >0 ყეელა IL-სთვის, ამიტომ 0ძ, ღა ძე 

ფესეები ნამდეილი და განსხვავებულია. მდგრადობა ნიშნავს, რომ 

IV,) < 1. და |9;| < 1. ვისარგებლოთ შემდეგი თვისებებით, რომლე- 

ბიც უშუალოდ მოწმდება: 0?+ ხძ +C=0 კეადრატული განტოლე- 

ბის ფესეები მოდულით არ აღემატება ერთს: 

Iძშეე1I<1, თუ |Iხ<1+C, 0<1. (20) 

(19) განტოლებისათვის გვაქვს ხ=3IV2 – I, C= – II/2, და პირობა 

IპIV2 – II < 1 – I/2, სრულდება, როცა LI < I ანუ 

+. < 1, 

ე. ი. (18) სქემა პირობით მდგრადია (LX ბიჯი ეილერის სქემაში და- 

საშვებ ბიჯზე 2-ჯერ ნაკლები უნდა იყოს). 

დავწეროთ ადამსის ორბიჯიანი (I) = 2) არაცხადი სქემა. თუ 
მოვითხოეთ, რომ (10) კვადრატურული ფორმულა ზუსტი იყოს 0, I, 

2 ხარისხის პოლინომებისათვის, ე. ი. LC) = I(§ V(0) = (1, L L), 

ეიპოეით კოეფიციენტებს ხე= 5/12, ხ,= ზ/12, ხ,= – 1/12. სქემას 

აქ3ვს სახე: 

X-X+M= LC” +8ჩ | – ჩე). (29 
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გამოვიკელიოთ შმგრდიბ. მოდელური ამოცანისა 

X-XI. 2 15 (97 +8V,_, – VI-2)=0. (22) 
% 

თუ ვიგულისხმებთ. რომ V, = 0”, მივიღებთ მახასიათებელ განტო- 

ლებას 

207+ხ0+C6C=0, 2 2=1+--%X, ხ=-" L,-I, C=--Lჯ2. 
L2 12 12 

(20) პირობები„ რომელთა დროსაც IV, I <1, მიიღებს სახეს 

(ხს <2+C, C<2, აქედან გამომდინარეობს, რომ (22) სქემა 

მდგრადია, როცა I» < 6. 

4. კოშის ამოცანა მეორე რიგის განტოლებები- 
სათვის. განეიხილოთ კოშის ამოცანა 

“აა ს(0)), L+>0, (0) =Vე, 20 =ს,. (23) 

ყველაზე გავრცელებულია შტორმერის მეთოდი: 

2V. + 2ი-I-5პს 1 Xე-I = 3 ხ,( ეაებეიოთრ..--'.' 
ხ (=-I “თი 

»”) – X0 == 

LM 

  Xი=Vი, V.=Vს, ან 

ს, (ან 9,) მნიშვნელობა ისე აირჩევა, რომ აპროქსიმაციის ცდო- 

მილებას ს/ე = 1(სC) – ს0)1)-5'(0) – ს +ს, ჰქონდეს გახსაზ- 
2 

ღვრული რიგი, მაგალითად სხ/ე = CX+), სადაც #9 – (24) სქემის აპ- 

როქსიმაციის რიგია. მაგალითად, როცა ნ = 2, ვპოულობთ 

  _ ა(0+§2)+1 77 9ს : (5) = V(0ე)+%->. (0+>% 20 (0) + CC-”),



_ + მ”ს – 2ა _ 1 V=ს+253()-)+0C )= >I(0,ს(0))+ 

+ CXL?) –V,+ს, =0(+”), 

თუ ეიგულისსმებთ, რომ 

ს, =V,+1/2+XI(0,სი) V,=სმი++V. 

თუ ხ_, =0, მაშინ (24) სქემა ცხადია, რადგან მარჯეენა მხარეში შე- 

დის მხოლოდ ცნობილი მნიშვნელობები V,, V,_,--»V,- უფ. თუ ხ_,X0, 

(24) სქემა არაცხადია და V, ,,-ის განსაზღვრისათვის საჭიროა ამო- 

იხსნას განტოლება 

XI“ ხ Iს, XVI) = L0,, +Mი-, “. X--ი L). 

(24) სხვაობიანი სქემისა მისაღებად გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

(„+ 1 კლ 

  

|ს”ძ: = |ს”Vძ! + Iს” = 

'ი-) I. „ , (25) 

=(VV- სV”)I”, +(სV- სV )I"'' + IაVMნ 
  

ს) 

სადაც V(L) – უბან-უბან წრფივი ფუნქციაა 

L- 1, ))/. როცა Lს..1<(5<L%,, V() = ( ი / ს ი–I ტ6 

(სე) -ს)/ როცა (.<1<L(,.. 

ჩავსვათ, (26) (25)-ში და გავითვალისწინოთ, რომ V”(1) = 0: 

1» 1 Iს”/ძ(= –(ს,., –2ს,+ს, ა). (27) 
1) დ 

თუ შემდეგ V(0-ს გავამრავლებთ (23) განტოლებაზე და გავითვა- 

ლისწინებით! (27)-ს, მივიღებთ იგივეობას 
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ს.ე –2სე+ს თ მსა -09 I ICI, ს(1))VC)ძL. (28) 

(24) სქემის აპროქსიმაციის თ ცდომილება ს =V(C) ამოხსნის მიმართ 

ანუ (24) სქემისათვის შეუსაბამობა, განისაზღვრება ფორმულით 

დ სე –2ს,+ს 
V, = ____-_-_ 

:=-1 
რომელიც (28) იგივეობის ძალიი!, შეიძლება ჩაიწეროს სახით 

ი. 

„= 3 ხს, კ)-1 14. წოეი.. 
L>-1 

შემოვიტანოთ ახალი ცეალდი § =(L– ა” და ინტეგრალი უფრო 

მოხერხებული აო ჩავწეროთ: 

1ი. 

+ (IMირ«- IV, + §+)V(5)ძ5, 

#=I(Cს(0)), V(5) = ს M > ი 
(29)-დან ჩანს, რომ პირველი შესაკრები არის კეადრატურული 

ფორმულა ინტეგრალისათვის ICL) = IL§ ს(C)) ფუნქციიდან V(C) 2 0 

წონით. სქემის აპროქსიმაციის ცდომილება მთლიანად განისაზ- 
ღვრება კვადრატურული ფორმულის ცდომილებით. ამის საფუპ- 
ველზე აგებულ მეთოდებს ადამს-შტორმერის მეთოდებსაც უწოდე- 
ბენ. 

ყეელაზე მარტივი მართკუთხედის ფორმულა გვაძლევს სქემას 

Xი, – 2X +VM.-I _ (( V,) 
3 ი?7ი/: 

1ი- 

რადგან 1 IVCაძ: =1, 
1 
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მოდელური ამოცანისათვის 

ძ?ს 

ძ(? 
გვაქვს 

  +#»ს=0, #»>0, L>0, ყ(0)=0, (თ =ს, 
I 

XL = 2Vი +X-) , I, =0 
2 ი.“ 

თუ აქ ჩავსვამთ V, = 0", ვიპოვით 0? – 2(1 – +21/2)0 +1 = 0: 0 < 0. 

როცა XX? <4, + <2+V1.; ამასთან |0,I =|I0.| და სქემა მდგრადია, 

როცა + < 2VX ანუ XLV2. <2. 

5. განტოლებათა სისტემები, ბევრი მეთოდი შეუცელე- 

ლად შეიძლება გამოვიყენოთ კოშის ამოცანის ამოსახსნელად 
განტოლებათა სისტემისათვის: 

5-ს), 1>0, ს(0)= სი, (30) 

სადაც ს = (ს,(C,სX9, --»9,)ს(0) – საძიებელი, ხოლო ჩ= (წ,ჩ... ჩა 

– მოცემული ვექტორებია. ჩავწეროთ (30) კომპონენტების მიხეღ- 
ეიძ!): 

<9. ჩ(Lს), 1L>0, ს,(01= სწ, 1= 1,2....,M. (3) 

ეთქვათ, ხ, V – (30) ამოცანის ორი ამოხსნაა საწყისი პირობებით 

Vყ(0) = სე V(0) = V.. მათი სსეაობისათვის 2=V-ს მივიღებთ 

წრფიე განტოლებათა სისტემას 

92, = 3 თე(ს#, , 
__.. 

სადაც თ. – მჩ /მს; წარმოებულის მნიშვნელობა რაიმე საშუალე- 

დო წერტილში (Lს,), ს, =(ს,,სე,..,,,0,+0,2, 0...)



(0 < 9.< 1, 1= 1,2,....M). ამიტომ (30) არაწრფივ განტოლებათა 

სისტემის წრფივ მოდელს წარმოადგენს წრფიეი სისტემა 

9, 5-ც ს,=L(0 ცუ) 
პა. 

ანუ, ვექტორული ფორმით, 

დ +ტ)ს=I(C), #4=(თე). (33) 

ამ განტოლების მდგრადობისათვის საწყისი მონაცემების მიმართ 

საკმარისია, რომ # მატრიცა არაუარყოფითი იყოს. შემდეგ პარა- 

გრაფში ნაპოენი იქნება წრფივ განტოლებათა (33) სისტემის 
მდგრადობის აუცილებელი და საკმარისი პირობები. · 

პრაქტიკაში ხშირად გსვდება განტოლებათა სისტემები, რომ- 
ლებსაც ხისტს უწოდებენ და რომელთა ჩვეულებრიეი მეთოდებით 

ამოხსნა დიდ სიძნელეებს წარმოადგენს. დავუშვათ, (2) – #. მატ- 

რიცის საკუთრიეი რიცხეებია (თუ # არასიმეტრიულია, 7ე-ები შე- 

იძლება კომპლექსური იყოს). (33) განტოლებათა სისტემას უწოდე- 

ბენ ხისტს, თუ IM06X. > 0 (L = 1,2,...,IM) და თუ ფარდობა 6= 

= იIმX IL62.,, /ოა IX6X, დიდია. 

თუ # მატრიცი სიმეტრიულია, მაშინ ყველა საკუთრივი რიც- 

ხვი ნამდვილია და (33) სისტემის სიხისტე ნიშნავს, რომ # მატრიცი 

დადებითია და რომ სისტემა ცუდადაა განპირობებული, ე. ი. 

ი1მX7, 
ხ=-+---XI 

თი, 
  

ხისტია, კერძოდ განტოლებები, რომლებიც კერძოწარმოებულიანი 
განტოლებების ჩვეულებრივი დიფერენციალურ განტოლებათა სის- 
ტემაზე დაყვანისას მიიღება ოპერატორის (რომელიც შეიცავს 

წარმოებულებს სივრცული ცვლადების მიხედვით, მაგალითად, 
ლაპლასის ოპერატორი, სითბოგამტარებლობის განტოლების შემ- 

თხვევაში) სხვაობიანი აპროქსიმაციის გზით. 
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ცხადი მეთოდები გამოუსადეგარი აღმოჩნდა ხისტი სისტემე- 

ბის რიცხვითი ამოხსნისათვის, რადგან მდგრადობის მოთხოვნის 
გამო ბიჯს დიღი შეზღუღვები ეღება. ეს კი უარყოფითად მოქმე- 
დებს სიზუსტის მოთხოვნაზე. ავხსნათ ეს ორი განტოლებისაგან 
შემდგარი სისტემის მაგალითზე 

0) ძის, ძს მ 
–“+გს,=0, –++მაყე =0, #= ( ძ, 1) ძ( 2V2 მე) (4) 

(>0, 2:>0, მ,>0, მე >>მ, 

ამ სისტემის ამოხსნა არის ეექტორი 

ს(L) =(ს,(I), ს;(1)), 

ს,(0=ს,(0)', ს;()=ს,(0X “; 

მისი კომპონენტები კლებულობენ L-ს ზრდასთან ერთად, ამასთან 

I0(0)| <:IV,()| საკმაოდ დიდი I-სთვის. 

ავიღოთ ცხადი სქემა 

! ი+! VI-V XI -V , გ ს 7, 1 გV/%=0, +მ5აV> =0, 1 IV) = » 2X2 (35) 

I =0,1,.., V;, =V,(1,), 1=1,2. 

სისტემა იშლება ორ განტოლებაღ, რომელთაგან თითოეული მე- 

იძლება ცალკე ამოიხსნას, მაგრამ ისინი დაკავშირებულია საერ- 

თო + ბიჯის შერჩევით. სქემა მდგრადია, თუ ერთდროულად სრუ- 

ლდება ორი პირობა მ,1 <2 და მ,L <2. რადგან მ,>>მ,, ამიტომ 
ორივე პირობა სრულდება, როცა 1 < 2/მ,. დასაშეები I ბიჯი ფაქ- 

ტიურად განისაზღერება იმ კომპონენტით, რომელიც უფრო სწრა- 

ფად კლებულობს. 
(34) სისტემის ამოსახსნელად გამოდგება არაცხადი სქემა 

ს+I ი+! 
»” XV =X , გ =0, XV =X აგ 0%M=0, 

% + 

რომელიც მდგრადია ნებისმიერი #-სა და მ, > 0, მე > 0-თვის, 

„ო
 

>
 
დ



ბოლო დროს შეიქმნა მთელი რიგი არაცხადი სქემების, ალ- 
გორითმებისა და პროგრამებისა, რომლებიც გამოდგება წრფივი 
და არაწრფივი დიფერენციალური განტოლებების ხისტი სისტემე- 

ბის ამოსახსნელად. 

6. ზოგადი შენიშვნები. 1. ამა თუ იმ რიცხვითი მეთოდის 

ამორჩევისას მხედეელობაში მიიღება ბევრი გარემოება, ისეთი, 
როგორიცაა გამოთვლების მოცულობა, სიზუსტის რიგი, მდგრადო- 
ბა დამრგვალების ცდომილებების მიმართ და სხეა. ჩეენ ყველგან 

ვიხილავდით მეთოდებს მუდმივი L= 1,1 –< 1, ბიჯით, ცვლად L,,,= 

=1 ე-ს ბიჯზე გადასელა ფორმალურ ხასიათს ატარებს და ერთ- 

ბიჯიანი სქემებისათვის რაიმე ახალ პრინციპულ საკითხებთან არ 

მიეყავართ. მრავალბიჯიანი სქემებისათვის (თ > 2) ფორმულები 

იცვლება. 
ზოგად შემთსეევაში ამოხსნა შეიძლება ძლიერ ცვლადი მო- 

ნოტონური ფუნქცია იყოს. ბუნებრივია ეისარგებლოთ არათანა- 

ბარი ბადით და V(ს) ფუნქციის სწრაფი ცვალებადობის არეში შე- 

ვამციროთ ბიჯი (შეეამჭიდროვოთ ბადე), რათა ბადური ამონახ- 

სხით V(C)-ს უფრო ზუსტი მიახლოება მიეიღოთ. მაგრამ ჩვენთვის 

წინასწარ ცნობილი არ არის ს =ს(ს) ამოხსნის ყოფაქცევა. ამი- 

ტომ პრაქტიკაში ასე იქცევიან, თავდაპირველად გათვლებს ატა- 

რებენ თანაბარ ბადეზე; თუ ჩანს, რომ ს = (CI) ამოხსნა ძლიერ 

იცვლება რომელიმე ინტერვალზე ს, <L<L, IL, L)-ზე ბადეს ამ- 

ჭიდროვებენ და ამოცანის ამოხსნას განაგრძობენ ასეთ არათანა- 

ბარ ბადეზე. საერთოდ, რეკომენდირებულია გამოთელების ჩატა- 

რება რამოდენიმე შემჭიდროვებულ ბადეზე. თუ ბადის შემჭიდრო- 

ვებისას ამოხსნა მცირედ იცვლება, მაშინ საჭირო სიზუსტე მიღწე- 

ულია. სიზუსტის რიგის ასამაღლებლად შეიძლება რუნგეს მეთო- 

დის გამოყენება, რომელიც იყენებს სხეადასხვა ბადეებზე გათ- 

ვლას (თუ ს = (0 საკმაოდ გლუვია), გამოთვლების მსვლელობა- 

ში შეიძლება აუცილებელი აღმოჩნდეს სხვადასხვა სიზუსტის რი- 

გის სქემების გამოყენება არგუმენტის ცვალებადობის სხვადასხვა 

არეში. 
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2. ხშირად გვიხღება განტოლებების ამოხსნა ძლიერ ცვლადი 
კოეფიციენტებით, მაგალითად 

ძ 3: =თ(9ს, L>0, V(0)=სე. (36) 

ასეთი განტოლება გხვდება ქიმიური კინეტიკის ამოცანების აღწე- 
რისას. მისი ამოხსნა არის ფუნქცია: 

ყ(0 = ყი = არ) · 

0 

თუ XC) > 0, შეიძლება გამოვიყენოთ ეილერის სქემა ნებისმიერი 
1-თ)ი: 

V,+) = V,+ 1თ,V, = (1 + %თ,)XV,. (37) 

თუ კი XC) < 0, შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ 1+თ, + <0 რომელი- 

ღაც ი=ი,-სთვის და V,,,,<0 ე. ი. ამოხსნა კარგავს აზრს. ამ 

შემთხვევაში შეიძლება ვისარგებლოთ ცხადი სქემით 

Vი+·I “ + XCიMი+I> 
(38) 

Vი6·I “)#. /(1<-7%თ,), 1-+თ, >I, 

რომელიც მდგრადია ნებისმიერი L-სთვის. თუ XC) იცელის ნიშანს 

ს რომელიმე მნიშენელობისათვის, მაშინ იმ კვანძებში, სადაც 

(CL > 0, უნდა გამოვიყენოთ (37) ცხადი სქემა, ხოლო კვანძებში, 

სადაც CV(L) < 0 – (33) არაცხადი სქემა. 
ადამსის მეთოდები ნაკლებად შრომატევადია, ვიდრე რუნგე- 

კუტას მეთოდები. ადამსის მეთოდების ნაკლია გამოთელების არა- 

სტანდარტული დასაწყისი; V,, V-, ··» V„-/ის განსაზღვრისათვის, 

ჩვეულებრივ, გამოიყენება რუნგე-კუტას მეთოდი. ორბიჯიანი (და, 

მითუმეტეს, მრავალბიჯიანი) ადამსის სქემებისათვის X ბიჯის შეც- 

ვლა იწვევს ფორმულების გართულებას, რუნგე-კუტას მეთოდები- 
საგან განსხვავებით. მოცემული სიზუსტის მისაღწევად პრაქტიკაში 
გამოიყენება რუნგე-კუტას და ადამსის მეთოდების კომბინაცია, ბი- 
ჯის ავტომატური შერჩევის პროგრამით. 
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§3. პირველი რიბის ჩვეულებრივი წრფივ 

დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემისათვის 

კოშის ამოცანის აპრომსიმაცია 

1. კოშის ამოცანა. ამ პარაგრაფში ჩვენ შევისწავლით 
წრფიე სხვაობიან სქემებს (ერთბიჯიანი ან ორშრიანი), რომლებიც 
ჩნდებიან პირველი რიგის ჩეეულებრივი წრფივი დიფერენციალუ- 
რი განტოლებათა სისტემებისათვის კოშის ამოცანის აპროქსიმა- 
ციის დროს, აგრეთვე კერძოწარმოებულიან დიფერენციალურ გან- 
ტოლებათა აპროქსიმაციისას. 

განვიხილოთ კოშის ამოცანა 
X 

9) 2, ბეს, =ჩ(0, 1>0, ს,(00=ს/, 1=1,2,...,M.. (ს 

აღვნიშნოთ #= (მკ)-თი MX M რიგის კვადრატული მატრიცა L-გან 

დამოუკიდებელი მე ელემენტებით), V(0-თი, V(C)=(ს,((), ს(6),,...,ს,/(0) 

– საძიებელი, ხოლო IL0-თი, IL) =(I(C0, 6ა(%....,ჩჯ4(0)) – მოცემული 

#M-განზომილებიანი ვექტორები და ჩავწეროთ სქემა შემდეგი სახით: 

ატს = (0), L>0, ს(0)=სე. (2) 

ღავტოვოთ იგივე # აღნიშვნა შესაბამისი ოპერატორისათეისაც, 

რომელიც M-განზომილებიან II" სივრცეში # : LLI-> II. მოქმე- 

დებს. LL” სიერცეში შემოვიღოთ სკალარული ნამრავლი (ს, V) და 

ნორმა IIVII= V(ს, ს). ეიგულისხმებთ, რომ # ოპერატორი დადები- 

თია: 

#. > 0, ანუ C#X, X) > 0 ყველა X-სთვის II"-დან, X # 0. 

(1) კოშის ამოცანას (2) პირობით ერთადერთი ამოხსნა გააჩ- 

ნია. მართლაც, ვთქეათ არსებობს (2) ამოცანის ორი ამოხსნა – 

0(I) და V(L), მაშინ მათი სხვაობა აკმაყოფილებს ერთგვაროვან 

პირობებს 
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ძ 
= 

ჟე, + #2=0, L>0, 70)=0, #()=წ()-–ს(). () 

(3) გავამრავლოთ სკალარულად 7:-ზე და გავითვალისწინოთ, რომ 

83 = 1<5C 7) , მივიღებთ 

139 +(42,2) =0, 
' 

I2(§)?+2 |(4X(L),X(19)ძ(' =I|X(0)I'. 
0 

რადგან # > 0, 2(0) = 0, აქედან გამომდინარეობს, რომ 

IXC)I”"=0, X0=0, V(0=ს(0. 
აღვნიშნოთ (2) ამოცანის ამოხსნის ერთი მნიშვნელოვანი 

თვისება ICL) = 0-თვის: 

IსCIII< C ”IV(0)I, თუ #=#'>0, რტ 
სადაც 7., – # ოპერატორის უმცირესი საკუთრივი მნიშვნელობაა; 

#6, = 6,  M= 1,2,...,M, 0 <71<2ა< · < %. 

(4)-ის დასამტკიცებლად (2) ამოცანის Vყ(1) ამოსსნა ვეძებოთ სახით 

M M 

ს(0= 2 თ,(06,, Iს(0)I1= 2,თ,(). 
M=1 =I 

ამ გამოსახულების ჩასმის შემღეგ (1) განტოლებაში, სადაც 

IC) =0, ვიპოვით 

»# 

0C- + %თ, 6, =0, 
ლს ძ( 
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და. შესაბამისად, “. +727. CV = 0, თ. (I) =C (0)6“ჯ" , ასე რომ 
( 

V M 

IV” = 2,თ;(0)ლ”'-' <6" > თ;(0) = 6 ?-'IIს(0)I”. 
L=>I L=5I 

2. სხვაობიანი სქემები. შემოვიტანოთ ბადე L ცვლაღის 

მიხედვით L ბიჯით): 0), = (1, = #I+, ს = 0,1,2...ჯ და აღვნიშნოთ. V, = 

=V(L)-თი L =II (ანუ ი) არგუმენტის ბადური ფუნქცია მნიშენე- 

ლობებით I'"-დახ. დავწეროთ ცხადი სქემა 

4#ი ს ტე. = წ, ი =0,1,2,.., Vე=Vხე. (5) 
+ 

ასე, რომ V,_, გამოითელება ცხადი ფორმულით 

V. =V – I(0ტ4)V,- 1), 6 =0,1,2...,; X-= ხი, (5) 

(5) ამოცანის V, ამოხსნა დამოკიდებულია არა მხოლოდ L-ზე, არა- 

მედ M-ზე, ანუ ჩ = 1/M პარამეტრზე: V,= V, „),. 
ფაქტიურაღ ვიხილავთ არა ერთ ამოცანას (5), არამედ ამოცა- 

ჩათა ერთობლიობას (5,.) ყეელა შესაძლებელი « და ს-სთვის. 

სწორედ ეს არის სხეაობიანის სქემა. მისი ამოხსნაა ფუნქციათა 

ოჯახი (V, 1. ჩანაწერი რომ არ გავართულოთ, იმ შემთხვევაში, 

როცა ეს გაუგებრობას არ გამოიწვ–ევს, X და 1) ინდექსებს გამოვტო- 

ვებთ. (5) სქემა ერთბიჯიანი (ანუ ორშრიანი) სხვაობიანი სქემაა. 
საზოგადოდ, ორშრიანი სქემის ქვეშ ესმით განტოლება, რო- 

მელიც აკავშირებს VC) ვექტორის მნიშენელობებს არგუმენტის 

ორი მსიშვნელობისათვის – L= 1, და L=L,, (ორი შრისათვის): 

8» ,,=CV +L,. 0 =0,1,..., 

სადღაც 8, C – MXM რიგის კეადრატული მატრიცებია (წრფივი 

ოპერატორები 8,C : IM -3 LLC), »,, წ, – M განზომილებიანი ვექ- 
ტორებია. ეს განტოლება ყოველთვის შეიძლება გადაიწეროს შემ- 

ღეგი კანონიკური ფორმითა: 
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ცაი > +ტა, =0,, ი =0,1.2,..., Vე = ხე. (6) 

V, ის განსაბღერისათვის საჭიროა ამოიხსნას განტოლება 

8XM,,,= დ%,, დ, = ც8X,– %(#M,– დ). 

ყეელგან ვგულისხმობთ, რომ არსებობს შებრუნებული ოპერატო- 

რი 8-I, 

თუ 8 = L ერთეულოვანი ოპერატორია, ვღებულობთ (5) ცხად 

სქემას. 3 # ს შემთხეეეაში (6) სქემას არაცხადს უწოდებენ. ხში- 

რად გვხვდება სქემები: 

2ი-I +XIეკ ტი) =Cდ, (წმინდა არაცხადი სქემა) (7) 
« 

ღი + 2 +V.))=დე (სიმეტრიული სქემა) (ზ) 

ისინი კერძო შემთხვევებია (როცა C = 1 და თ= I/2) შემდეგი 

სქემებისა წონებით 

Xი+I XV. _% + #4(CV,) +(1 –თ)V,.)=C,, ი =0,I..... (9) 
“ 

რომელიც შეიძლება (6) კანონიკური ფორმით ჩაიწეროს, სადაც 

8 = ს + CX#4, (10) 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

CV,., + (1 – C)V,= V,+ 1CCV,, – V,)/X. 

3. აპროქსიმაციის ცდომილება. ვთქვათ, ს = IL) – (1) 

ამოცანის ამოსსნაა, V, = V(L,) – (6) ამოცანის ამოხსნა. ჩავგსეამთ 

რა (6)-ში X.= ს,+ 2, 2:= V,“ შე ცდომილებისათვის, ს, = V(1,). მი- 

ეიღებთ 

ც“რია: რ , ტ2. =VI,. #0=0,I.2..., 70 =0, (11) 
% 
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სადაც 

V, =დ, – ტს, – ცაი ი, (0) 
6 

არის შეუსაბამობა, ანუ (6) სქემის აპროქსიმაციის ცდომილება 

ამოსავალი (I) ამოცანის ს = V(1) ამოხსნის მიმართ. 

ვთქვათ, IსIIცა IVI» რაიმე ნორმებია II = LL -ში. (6) სქემა 

კრებადია, თუ |(7,IIც) –> 0, როცა + –> 0 ყველა ი-სთვის, ი = 1,2,... 

(6) სქემას გააჩნია სიზუსტის იM1-ური რიგი ანუ კრებადია CX1%") 
სიჩქარით. თუ 

I5%IIა =CX+"), ე. ი. III < MX%M, (()) 

სადაც M = 000951 არაა დამოკიდებული #-ზე. 

გავიხსენოთ, რომ (6) სქემას გააჩნია აპროქსიმაციის Iი-ური 

რიგი (1) განტოლების ამოხსნის მიმართ, თუ V/, შეუსაბამობისათ- 

ვის სრულდება შეფასება 

II/)IIე = CX>'). (04) 
გავარკვიოთ (6) სქემის აპროქსიმაციის პირობები, როცა 

თ =1,2. ვიგულისხმოთ, რომ ს =V(0)-ს გააჩნია იმდენი წარმოე- 

ბული, რამდენიც მსჯელობის დროს დაგეჭირდება და ვიპოვით 

2 
ს.) -სა+5V++-ა”| +CX+X9), 

2 ზ 
ი+1/2 

, ფც „ წე 
I. = კ 9ყიე= 3)» 

ძ!/, ძ-/. 

2 
შხ, ო +0C-1), 

2 ზ ი+I/2 

  

1 
– (სია “ ხე) = სი„I/2 + 0C-),



VI, =დ, –(0ს + 8ს”,,, +2 რისაც +CX(L”) = 

=Cთა –- ს.ე +((-– ბს – ს”), +(6- 8+>-ტ)სი ა +0(L”) = 

=Cდეა – ჩი. +(6-8+2#)ს +CXL-"). 

აქედან ჩანს, რომ (14) პირობა შესრულდება, თუ 

I დ, –  (ი+I/2I2) =CXC-"), 

+ (15) 
I(C-–8+ 24) =C0X+”), თ =1.2. 

კერძოდ, ცხადი სქემისათვის (8 = L შემთხვევაში) გვაქვს: 

– ტს =0C5), 
(2) 

და IV/,IIდ,=CC9), როცა Iდ,–ჩ.)5I=0C4), მაგალითად, როცა 0,=ჩ. 

სიმეტრიული სქემებისათვის (თ = I/2), 8 = 6 + +4/2, თუ IIდ,– 

– +იII,=CX+X5), მაშინ II, ც,=CX17), რადგან I(6 – 8+1:/4ტ /2)ს”., = 

= 0; ამასთან, შეიძლება ავიღოთ, მაგალითად დ,= ჩე. 

სქემას წინგასწრებით (თ = 1) გააჩნია აპროქსიმაციის პირვე- 

ლი რიგი, რადგან 

L(6-8++4 /2)ს'L, = XIIს”) /2 = C(7). 

        

4. მდგრადობა და კრებადობა. როგორც ზემოთ აღვ- 
ნიშნეთ, (6) სქემა მდგრადია (საწყისი მონაცემებისა და მარჯვენა 
მსარის მიმარი!), თუ მისი ამოხსნა უწყვეტადაა დამოკიდებული 

ამოცახაში შემავალ მონაცემებზე 0Cფე-ზე და დ,-ზე), ამასთან ეს და- 

მოკიდებულება უწყვეტია +-სა და M-ის ანუ ჩ-ის მიმართ. ამოცანე- 

ბის ამოხსნის შესაფასებლად გამოვიყენოთ |IVII,, ნორმა, ხოლო 
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"მარჯვენა მხარის შესაფასებლად – IVII ნორმა. ვისარგებლოთ 

მდგრადობის უფრო მკაცრი განმარტებითს. 

(6) სქემა მდგრადი იქნება, თუ ნებისმიერი Vე, დ,-სთვის არსე- 

ბობს ისეთი M,> 0 და M,> 0 მუდმივები, დამოუკიდებელი #7, IM, 

Vი; 0,-ზე, რომ (6) ამოცანის ამოხსნისათვის სრულდება უტოლობა 

IIXVიIIVI) 5 M0)IIVიIIV) +M2ე დიმXIICთ+II2) (16) 

თუ (6) სქემა მდგრადია და გააჩნია აპროქსიმაცია IIV/,IIC)-> 9, 

როცა L -> 0, მაშინ ის კრებადია: 

IX– ს Iც-X0 როცაL->0, ი = 1;2,... (17) 

(სქემის აპროქსიმაციიდან და მდგრადობიდან გამომდინარეობს 
კრებადობა). მართლაც, თუ (6) სქემა მდგრადია, მაშინ (11) ამოცა- 

ხის 27. =V,.- ს, ამოსსნისათვის, (16)-ის თანახმად, სრულდება შე- 

ფასება 

< Mვ;ვ ი1მX · 18 II2აII ა 2 018XII V/VII(2) (18) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ |, -> 0, თუ IIV/II ე –> 0, როცა 

+ –> 0. 
კრებადობისა და სიზუსტის რიგის შესწავლა დადის (6) სქემი- 

სათვის აპროქსიმაციის ცდომილებისა და მდგრადობის შესწაელაზე. 

§4. ორშრიანი სქემის მდბრაღობა 

1. საწყისი მონაცემების მიმართ მდგრადობა. გან- 

ვიხილოთ ორშრიანი სქემა კანონიკური ფორმით 

ცო) ჯი) გ, =Cთ,, 0=0,1,..., (()) 
(5 

მოცემულია საწყისი მნიშვნელობა Vე C II, სადაც #თ, 8:01 IL 

(8 = 191). (1) ამოცანის ამოსსნა შეიძლება წარმოვადგინოთ ორი 
შემდეგი ამოცანის 
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ცაა + ტა, =0, ი =0,I,..., Vი6 = ხი, (2) 

ცათა? ე, =დ,, ი =0,I...., Vი =0, (3) 

(VI) – (2) ამოცანის ამოხსნაა, VI2I – (3)-ისა) ამოხსნის ჯამის 
სახით – V = VII) + VI2), 

(I) სქემა მდგრადია საწყისი მონაცემების მიმართ, თუ (2) 
ამოცანის ამოხსნისათვის ჭეშმარიტია შეფასება 

IV. < M,IVIIა- რ) 
() სქემა მდგრადია მარჯვენა მხარის მიმართ, თუ (3) ამოცანის 
ამოხსნისათვის ძალაშია შეფასება 

IIVიIIც) < Mე ომXIIთII, (5) 

აქM, M, დამოკიდებული არ არის M, «, ი-ზე. 

ჩვენ ვისარგებლებთ. საწყისი მონაცემების მიმართ. მდგრადო- 
ბის უფრო მარტიეი პირობიი!: 

IV,IIც< ალო” IV,IIცე< IV (M, = I), (6) 

აგრეთვე 0 – მდგრადობის პირობით: 

IIXიIIცე< 0IIX.-II)< “< C'IIVMIIC.ა» 0>90. () 

ცსადია, სქემა მდგრადია (4) განმარტების აზრით, თუ 0=6%', სა- 

დაც 6-= 6005: არაა დამოკიდებული ი, IL, M-ზე. ამ შემთხვევაში 

ი" = ცი < 6 = M, , როცა 0< 1.5 LI Cე> 0, ან 0"< 1, როცა Cე<0. 

IM სივრცეში შემოვიღოთ სკალარული ნამრაელი ( , ) და 

ნორმა |IXII= VCX,X) . ვთქვათ, L = L" > 0 – თვითშეუღლებული და- 

დებითი ოპერატორია. ნორმად ავიღოთ IVIIი, ენერგეტიკული ნორმა 

IIVII(-V =IIVIIი = +/(CLCX,7) · (8) 

ჰერძოდ, IL = #, 0 = C ან 0 =8 (როცა 8= 8“ > 0) (2)-დან გამომ- 

დინარეობს, რომ 
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XV. =5)V, 5=68-74%8“4, (9) 

სადაც 5 – შრიდან შრეზე გადასვლის ოპერატორია. 

(2) სქემა მდგრადია LLე-ში, თუ ჭეშმარიტია შეფასება 

IIV-+III0 <5 IIV,I6- ით 
IM-I0< 15) < I51აIIV,I6 შეფასებიდან გამომდინარეობს, რომ 
(10) უტოლობა ექვივალენტურია პირობის 

I5I< 1. ის 
ეს პირობა, თავის მხრივ, ექვივალენტურია პირობის 

16 =IIVI6 –II5XII6 = (CX,X) – (05»,,55/) > 0, ცუ 
ყეელა V-სთვის II -დან. 

ამგვარად, (I0), (11) და (12) ერთმანეთის ექვივალენტურია, ე. ი. 

ნებისმიერი მათგანის შესრულება უზრუნველყოფს დანარჩენი ორ- 

ის შესრულებას. 

2. კრებადობის აუცილებელი და საკმარისი პი- 

რობა. ძირითადი თეორემა. 

თეორემა /. თუ #= 4 – თეითშეულლებული დადებითი 

ოპერატორია და არსებობს 8”! ოპერატორი, მაშინ ·M,-ში (2) სქე- 

მის მდგრადობისათვის: 

IIVა-III» 5 IIMIIV. 03) 
აუცილებელი და საკმარისია, რომ შესრულდეს უტოლობა 

(8»,V») – (4. > 0 ყეელა X»-სთვის II-დან ანუ 8 > 54 · (I4) 

“დამტკიცება. საკმარისია დავრწმუნდეთ), (14) და I,> 0 უტო- 

ლობების ექვივალენტურობაში, სადაც 

+კ =(4ა67) – (45წ,5)) = (#V,V) – (#V/ – #8” ტა,» – <8” ა) = 
=2I(#48“ '/4V,»/) – L7(ტ48 ტა, 8“ !/"ა). 

აღენიშნოთ 8 !#V = X, ტ#V = 8X მივიღებთ 
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I, = 24(8», X) – “XXI >0 ყველა X-სთვის LI-დან. (15) 

ე. ი. (14), (15) და, შესაბამისად, (13), (14) უტოლობები ექვივალენ- 

ტურია. ეს ნიშნავს, რომ (14-დან გამომდინერეობს (11), (12). როცა 

1) = #. და (I3) (14) პირობა საკმარისია მდგრადობისათვის). თუკი 

სქემა მდგრადია, ე. ი. (13) სრულდება ან |I5II, < 1, მაშინ 1I,> 0 და, 

შესაბამისად 8 > +/"/2, (14) პირობის აუცილებლობა). 

შენიშვნა. (I4) პირობა შეიძლება აეხსნათ შემდეგი სხვაობი- 

ანი სქემის მაგალითზე 

ხ2»ი+I  Xი კ მV, =0, 0 =90,1,2,.., მ>0, ხ>0 
“ 

მ, ხ რიცხვითი კოეფიციენტებით. ეს სქემა შეესაბამება კოშის ამო- 

ცანას 

ხს”(0) + გს(I) = 0, L> 0, V(0) = სე. 

V.+) = (1 – 1გ/ხ)/, ფორმულიდან ჩანს, რომ სქემა მდგრადია, 

ე. ი. IV,+II 5 IV,I < “'' <IVი, თუ |1 – %მ/ხ| < 1, – 1 < 1 – +მ/ხ <1, 

ე. ი. ხ > L8/2. 8 > +#ტ/2 ოპერატორულ უტოლობასთან ანალოგია 

ცხადია. 

3. პირითადი თეორემის გამოყენების მაგალითები. 

მაგალითი /. ცხადი სქემა: 8 =VC, ტ = #ტ'> 0. კოში-ბუნიაკოვ- 

სკის უტოლობიდან (/X, X) < | /სXII |IXII < I/4I| IIXI2 გამომდინარე- 

ობს, რომ # < |I/#4|| ნ ანუ 

ნ>-L გ. 06 
II4II 
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ახლა განვისილოთ სსეაობა 8 – 1 +ტ = 6 – 1. > „!V – 12 = 
2 2 IრI 2 

(_) 1 I 
= --ტ– –  ტ. რ ნ 4>0, ამ –- წო 5) ჩადგა ამიტომ 8 2 XMი >0 პირობა 

I + 
შესრულდება, როცა ––––2=0, ე. ი. როცა 

IტI 2 

«+ <2/|II. (7 
ეს არის ცხადი სქემის მდგრადობის აუცილებელი და საკმარისი 

პირობა II -ში (IIV,II„ < IIVII/.)' 

მაგალითი 2. სქემა (9) წონებით §3-დან. ტ(ტ=/ >0. მისთეის 

1 
8=ნ6+C+4 და 8-++4 = ნ+(თ-14 > +V-1./4 >0 თუ 

2 2 III 2 

I+(C-1|5/4I>0. (18) 

აქედან ჩანს, რომ სქემა წონებით მღგრადია II,-ში ყველა I 

სთვის, +> 0 (უპირობოდ მდგრადია), თუ C > 1/2 და პირობით 

კრებადია, როცა 1 < 1I7/I(1/2 – Cთ)II4II), თუ თ < 1/2. 
მაგალითი 2. II-ში მდგრადობა (როცა L) = L) §3-ის (9) სქე- 

მისათვის წონებით. 

(6+თL1ტ)2M+L“ #ი ტბV.=0, ი=0,I,2,.. 8=ფ8+1თ%#. (19) 
ჯ 

(19) განტოლების ორივე მხარის მიმართ #“! ოპერატორის გამოჯ- 

ეხებით ვღებულობთ 

ღა Mი+ ი 4“ – – ც-"“ -".ტV =0, I) =0,1.2,..., თ) 

ა
 

8=/ტ# +CთIნ, #=V. 

I" LC
” 

C
=



თეორემა I-ის თანახმად ეს სქემა მდგრაღია II, =1IL-ში, (4“' =# = 

= L> 0), როცა 8-– 1.2 =ტ“! +( -1)%6 > (--+(- 296 >0 
2 2 I/"II 2 

ე. ი. (I8-ის შესრულების დროს (ამასთან ჩვენ გავითეალისწინეთ 

- 1 - 
ტ) ნ შეფასება, რომელიც (16)-დან გამომდინარეობს). ამ- 

გვარად, (18)-დან გამოდის, რომ (19)-სთვის ჭეშმარიტია (16) შეფა- 

სება, როცა L) = გ · ე. ი. 

IIV,II < IIVII. (21) 
(19) სქემა შეიძლება ჩავწეროთ სახით 

V,) = 5V,, 5 = ((8 + CL#ტ) !(L – (1 – C)Lი), #= 4 >0. (22) 

ამიტომ მისთვის (18) პირობის დროს სამართლიანია (21) შეფასება 
რაც ნიშნავს 

I(6+ თ+#) (8-0 – თ)Lტ)I<), თუ I+(6-1|MI4I>0.C» 

ეს შეფასება შემდეგში გამოგვადგება. 

4. მდგრადობა VIL-ში. 

თეორემა 2. თუ #ტ = #' > 0, 8 = 8" > 0, მაშინ LIც-ში (2) სქე- 

მის მდგრადობისათვის: 

IIV-+III < IIXიII8 (24) 
აუცილებელია და საკმარისი, რომ შესრულდეს (14) პირობა. 

დამტკიცება: (2) სქემა ჩავწეროთ (9) სახით და ეაჩვენოთ!. 

რომ პირობა 

IIIL+ (25) 

ექვივალენტურია (14) უტოლობისა, ე. ი. (14;-დან გამოდის (25) და 

პირიქითი), (25)+დან გამომდინარეობს (14). 

წუ დ
 

სა
თ)



ვთქვათ, V – ნებისმიერი ვექტორია ILI-დან; წარმოვიდგინოთ 

იგი სასით 

V 
»= 2,თ,ხ, , 

L=I 

სადაც (5,1) – საკუთრივი ვექტორებია შემდეგი ამოცანისა 

#6, =X,.8%,., 2L>0, 
ს M=0, M,II1I =1,2,...,M, (26) 

8 შოუთი ბ IV = 

(855) => ს M > I9, 

გავითვალისწინოთ, რომ 

55.=C6.- 28-06, = (1 – «X)§» 856.=(1 – 1X)8%, 

და ვიპოვოთ 

M M 

(8»,»)= 2,თ;, (#XV,X»)= 2,X-XC 
X=I1 M=1 

(27) 
M M 

(89»,5V) = 2,თL(1 – ++)” <II5II6 > ,Xჯ =I15I(8 (8X,X), 
V=1 M#=1 

სადაც 

2= – 2. 28 I5I8 = ომXC0 – +M.) (28) 
(259) უტოლობა ექვივალენტურია პირობისა: 

%რეარ<”2 M#= 1,2,...,M, (29) 

რომელიც, თავის მხრიე, (14) უტოლობის ექვიეალენტურია, რადგან 

ა 7. 
(8ა,ა) – 2. (ტას) = 2.თ( -5%I, 

#=I 

ამით (24+-ის და (14)-ის ექვიეალენტურობა დამტკიცებულია. 
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5. 8 მდგრადობა. 

თეორემა 3. თუ #4 = 4'> 0, 8 = 8'> 0, მაშინ ნებისმიერი ი- 

სთვის, 0 > 0, (2) სქემის 0 მდგრადობისათვის: 

IV.+III6 < 0IIV,II-» 0 = #ტ,8, (30) 

აუცილებელი და საკმარისი პირობაა ოპერატორული უტოლობა 

·1- 

1-0ცაგ<1+0ც, (31) 
+ % 

დამტკიცება. (31) უტოლობები ექვივალენტურია უტოლობე- 

ბისა (იხ. თავი I, §4, პ. 4): 

1– 1+ 
+ ჩ<), <1+ჩ. M = 1,2,...,M (32) 

(4 + 

სადაც X, – (26) ამოცანის საკუთრივი რიცხვებია. 

დავუშვათ, რომ L) = 8 და სამართლიანია (31) ან (232). (32)-დან 

გამოდის – 0 < XX, – 1 < 0, |1 – «7 < 0 და (27)-ის ძალით II5IIგ< 0 

(რადგან I5Iგ – უმცირესი მუდმივია, რომლისთვისაც სამართლი- 

ანია უტოლობა (85V, 5») < M(8V, X»)), ე. ი. სრულდება (30) შეფა- 

სება (საკმარისობა). თუ ძალაშია (30) შეფასება, მაშინ |1 – Xჯ, <0 

და, შესაბამისად, შესრულებულია (32) და (31) (აუცილებლობა). 

ანალოგიურად მტკიცდება თეორემა, როცა L = #, თუ გავით- 

ეალისწინებთ, რომ 

M 
2 2 2 .: 

(45V,5V) = 2,თბი (1 –%2.,)“ < ჯიმX(1 – +.) (04V,V). 

(30--დან გამომდინარეობს 

IVIII6 < C"IVIIი- 
წამოიჭრება კითხვა, რა პირობებში აქვს ადგილი (30) აპრიო- 

რულ შეფასებას, თუ 0<1? ამაზე პასუხს იძლევა შემდეგი თეორემა. 
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თუვორემა 4. ვთქვათ, შესრულებულია პირობები 

4=404>0, 8=8'>0, 7),3<4<7.8, V#>0 (03 

მაშინ, (2) ამოცანის ამოხსნისათვის სამართლიანია შეფასება 

I+,+IIსი < 0 IXVI0 0=1-+V, 0=4,8, (34) 

თუ 

2 

#”,+V2. 

დასამტკიცებლად უნდა გამოვთვალოთ ხორმა I5IIც = I5II, = 

= “აიი კ) იმ პირობით, რომ 7, < 7,< წე, 0 <7/,=7.,<#-< 
I<M<M 

-· < 7ეკ= 7. განვიხილოთ სხვაობა 

  L<4ე, “რი= (35) 

დ, =(1 – XX)” -0- XL)” =2%(72 -MII- 10» +>)). 

აქედან ჩანს, რომ დ,> 0, როცა 

7 · 
1-+( +X,)>1-+00+7,)>1- +“, +4ე)=0, 2! L9%X#) 00 7)) 2. 2 

ე. ი. 19მXII – X#,.|= 1 – XV) , თუ « < +. თეორემა დამტკიცებულია. 
<L< 

6. მარჯვენა მხარის მიმართ მდგრადობა. ენერ- 

გეტიკული უტოლობების მეთოდი. განვისილოთ! (3) ამოცანა და გა- 

დავწეროთ! იგი სახით 

X..,= 5V,++3 დ, #=0,1,.., 5=Cს- +844, V-=0. (36) 

ვისარგებლოთ სამკუთსეღის უტოლობით 

IV+III6< II5X,II0+ %I8 'დ,II0< II5II6 IXII6+ 218 'დ,Iხ. (37 
თუ შესრულებულია თეორემა 2-ის პირობები, მაშინ 8 =8“'>0, 

ჯ - 2 ხ=8 და |50=I5ს<სს როცა 8>>-#, I|8 თ, 
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=(88“%,),8 'თ,)=(8 %,,დ,)=IრაIგ+ და (37)დან გამომდი- 
ნარეობს 

IV-+II8 < IXIIIც + ?I რიც. · 

თუ ავჯამაეთ ი-ის მიხედვით, ი = 0,1,2,... და გავითვალისწინებთ, 

რომ Vე= 0, მივიღებთ 

"I-I 

IX»IIი < 2.%IდIც– · 68) 
V=0 

ეს აპრიორული შეფასება გამოხატავს (1) სქემის მდგრადობას 
მარჯვენა მხარის მიმართ იგივე (14) პირობის დროს. 

შეიძლება სხვა შეფასებების მიღებაც. ამისათვის ვისარგებ- 

ლოთ ენერგეტიკული უტოლობების საკმაოდ ზოგადი მეთოდით. 

I +-V, ჩავსვათ XV, = > (V, +V,)– -9->X (ს-ში: 

Vი+I V 1 8-+ ტებია -»+1/ ა +V,)=C,. ( 2 - 2 (V,..) +V)=Cდ 

გავამრავლოთ ეს განტოლება სკალარულად 2C/,, – V,)-ზე და გა– 

ეითვეალისწინოთ, რომ 

(4C,.,+ V,)» V-+)“ X,) = (რVM,, %-.)) + (#X, XI) – 
– (ტა, X,) – (4V,, XV, = (4). Xი+I) – (47 X-), 

რადგან (#V,, V,,,) = (4V,,; V,) ტ-ს თეითშეუღლებლობის გამო. 

შედეგად მივიღებთ „ენერგეტიკულ იგივეობას“ 

1 Vი·-. Xი M#ი+I ი – ––__ ( 2 2 2 (#7/,+ILXVა+I) ცთ 

=(#4V,,V,1+ 2(დ,,V,., –V,). 
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- - , 4 
აქედან ჩასს, რომ როცა თ,.= 0 და 83> 24 , სამართლიანია (13) 

შეფასება. 

2 =X | „ ამისთვის 
IM 

გარღავქმნაი, 2(თდ,,V,,) – V,) = 24, 

ეისარგებლოთ უტოლობიი): 

I8ხI= (/29გ LI) < §გ? + 2-ხ , 

სადაც მ, ხ. § > 0 – ნებისმიერი რიცსეებია. ჩვენ შემთხვევაში 

XVი.·I. ი < 

% 

  

  

  

2(თ,,Vია+) = Vი) < 29. 

2 

<2+§ 
  

      

VიCI  ·»” +“ -დ,I?. 

ჯ 2§ 

ამ უტოლობის (39) იგივეობაში ჩასმით მივიღებთ 

2( ც--ნ_1 ვდ” < 
2 I ჯ 

(40) 
- 

<IIV.II2 +--დე,I” , 
26 

თუ სრულდება უტოლობა 

8>66+>-4, §>0, (4) 

მაშინ (40-დან გამომდინარეობს (C(1-ის M-თი შეცელით) 

, + 
IV+II# <IIVLIII+2>IIთII" . 

28 

თუ ავჯამავთ M-ს მიხედვით, M= 0,1,2,...,0–-1, მივიღებთ შეფასებას 
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1 იM-I 

IX»II. 5IX9I2+-- 9 Iთ,I, (42) 
26 L=8 

რომელიც გამოხატაეს (IL სქემის მდგრადობას მარჯვენა მხარისა 
და საწყისი მონაცემების მიმართ LI,-ში. 

მაგალითი. სქემა წონებით (1): 8 = L+ CX/#. მისთვის (41) 

პირობა ნიშნავს. რომ 

0-96+(თ-1)+#>ი. 

კერძოდ, (42) შეფასება ძალაშია, როცა §= 1 და 0 > I/2. 

7. ასიმპტოტური მდგრადობა. კოშის ამოცანისათვის 

+ ტს=0, L>0, ს(0)= სი. 

§3 ჰ.I-ში მიღებული იყო შეფასება 

IIსCIII< 6 ”''IIს(0)I, 

სადაც #, = ით)ი#+VLC4). 

ვიპჰოეოთ პირობები, რომელთა დროსაც ანალოგიურ შეფასე- 
ბას აღგილი აქეს (2) სქემისათვის. ვისსრგებლოთ თეორემა 4-ით. 
ეთქვათ, სრულდება (33) პირობები, მაშინ (34), (35)ის ძალით 

_ 2 

VI + V2 

აქედან გამოღის შეფასება, რომელიც ასიმპტოტური მდგრადობის 
თეისებას გამოსატავს: 

IX-II, <6 ''”IIXII,.» (44) 
(ამასთან, გათვალისწინებულია, რომ 0=1– დ/, <6 წ!), 

განვიხილოთ სქემა წონებით და დავუშვათ, რომ 

  I»VI.II, <0" IIVიI.) 0=1-XV, %5<1+ნ (43) 
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ბს<4<4ს, 8=7>0, #=7.,>0. (45) 

გამოეთეალოთ 7, და 7.. (45)-ის გათვალისწინებით გვექნება 

ც= IL +CX#ტ >(1+თ#--#, 

    

/2 

1 I 
85<(1+თ)4--!#, (46) 

8 V) 

#, = ზ _ ტტ 

" 1+C28” #2 LI+CთX4 

ცხადი სქემისათვის 7, = 6, 7= # ასიმპტოტური მღგრადობის 

პირობა 

+ =<2/8+ი#) (47) 

ახლოა ჩეეულებრივი მდგრადობის პირობასთან (0 = 1-ით): როცა 

C «#0, L < 2/(წ, + 7;) პირობას მივყავართ 

2 + 2(C – 1/2)X(8 + 4) – 2თ(1I – თC)<264 > 0 

უტოლობასთან. როცა 0 = 1, ის ნებისმიერი +-სთვის სრულდება, 

ე. ი. წმინდა არაცხადი სქემა (თ = 1-ით) უპირობოდ ასიმპტოტუ- 

რად მღგრაღია. სიმეტრიული სქემა 

Vა+I  VMი + 186.) + Vა) = 0, თ = 1 , (48) 
X 2 2 

ასიმპტოტურად მდგრაღია 

+<C , L" =2//6# (49) 
პირობის დროს ღა უპირობოდ კრებადია ჩვეულებრივი აზრით. ამ 

შემთხვევაში 

0ი= გ “X#IM+0(+7) <გ-»/ 

ღა ძალაშია შეფასება 
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IX-II<6 ”'IXიI, როცა+<%, C=1/2. (50) 
რა სდება, თუ პირობა + <+ე არ სრულღება, ე. ი. L > -ე? მაშინ 

იიმXII – 4.) მიიღწევა არა LM = I-სთვის, არამედ, როცა M = M და 

0 =+/- 1. სსვაობიანი ამოცანის ამოხსნის ასიმპტოტიკას (დიდი 

L-ებისთვის) არავითარი საერთო არა აქვს თავდაპირველი ამო- 

ცანის ასიმპტოტურ ამოხსნასთან. ამრიგად, ასიმპტოტური მდგრა- 

დობის დარღვევას დიდი L-ების დროს მიეყავართ სქემის სიზუსტის 

დაკარგვამდე.



თავი VI 

სხვაობიანი მეთოდები 
ელიფსური განტოლებებისათვის 

ამ თავში ჩვენ განვიხილავთ სსვაობიან სქემებსა და სხვაობი- 
-ან განტოლებათა ამოხსსის მეთოდებს პუასონის განტოლებისა და 
ცეალებადკოეფიციენტებიანი ელიფსური განტოლებებისათეის. 

§1. სხვმაობიანი სქემები პუასონის 

განტოლებისათვის 

1. ამოცანის დასმა. განვისილოთ პუასოხის განტოლება 

მ'ს მ'ს 
ტსლ=–-.-+--=-წ(X,,X () მX; მ»? ( I 2). 

ვეძებოთ მისი ამოხსნა, რომელიც უწყვეტია მართკუთხედზე 

C6=68LIL =(X=(X,,X,ე): 0<X. <0., თ=L12) 

და L საზღვარზე იღებს მოცემულ მნიშვნელობებს: 

სI-= LIX). (2) 
(ს) განტოლებითა და (2) ჰირობით განსაზღვრულ ამოცანას დი- 
რიხლეს ამოცანა (პირველი სასაზღვრო ამოცანა) ეწოდება. 

2. სხვაობიანი სქემა „ჯვარი“. (I), (2) ამოცანის რიცხ- 

ვითი ამოხსსისათვის C -ში შემოვილოთ ბადე “ი LIV, = 

= (X, =(,)ჩ,,1ეჩ:), 1, =0,1,...,Mც, ჩ.კ =49,/Mე, =12) და 

აღენიშნოთ XV, =V;,, = V(II)12) = XCX,,,X,, ) ს სხთლოთი თკ -ზე 
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მოცემული ბადური ფუნქცია; ჩხ, და ჩკ – ბადის ბიჯებია X, და X. 

კოორდინატების მიხედეით. 
დავწეროთ სხვაობიანი სქემა (1) (2) ამოცანისათვის, რისთ- 

ვისაც მოვახდინოთ ყოველი მ?ს/მX? წარმოებულის აპროქსიმა- 

ცია სამწერტილიან შაბლონზე, ამასთან დავუშვათ, რომ 

მ”ს _ V(X, – ს,,X:) <2V(X,,X:)+ V(X, +ჩ,,X:) _ კ 
  

  

მX ჩ? MM 
0”ს _ 9I(X,,Xე – ხე)<– 20(X,,Xე )+ სVCX,),Xაე + ჩ2) _ წ 

მX2 2 ირა 
ნიშანი – ნიშნავს აპროქსიმაციას. ამ გამოსახულებების საშუალე- 
ბით (1) შევცვალოთ სხვაობიანი განტოლებით 

VII, – ს, I11)<– 2V0I),1:) + V0)) + 1,1) + 

1; 

+ VCII,15 =ს-2X00ს)+Xს,ს +1) =- MI), 

ი 
ან, შემოკლებულ ჩანაწერში, 

Vჯ, (11212) + XX,» (11,152) =-LIC),1). 

(3) 

უინდექსო აღნიშვნებში გვექნება 

XV», (X) + Vჯ,„, (X) = –”I(X), X=C1,ჩ,Iჩ:) Cთა(C). (4) 

ამ განტოლებასთან ერთად უნდა განეიხილოთ სასაზღვრო პირო- 

ბები 

»=IMX), X=C(),ჩ),1,0I,) CV. () 
ბადის +, საზღვარი შედგება ყველა (055) CM, 1) (1,0), 0 ,M.) 

სახის კვანძებისაგან, მაგრამ მართკუთხედის წვეროები (0,0), 

(0,IM,), (M,,0), 0M,IML) სქემაში რომლებიც არ გამოიყენება. (3) 

სხეაობიანი განტოლება ჩაწერილია სუთწერტილიან შაბლონზე 
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0-1) 1), C, + 1, 1)), (1, I), (1/1ვ– 1), (LI 11+ 1). 
(4) სქემას ხშირად უწოდებენ სქემას „ჯვარი“. თუ ს, = II = ს, ე. ი. 

ბადეები X, და X ე-ის მიხედვით ემთსვევიან, თ, ბადეს კვადრატულს 

უწოდებენ. ასეთ. ბადეზე (4) სხეაობიანი სქემა შეიძლ ბა. ჩაიწეროს ებე ე ე ეიძლე ე 
შემდეგი სასით 

VVI),I2)1= 

_ XI) – ს121+ XI, + ს11)+ XI) ,I2 – 1)+ XI),1ვ + 11)+ი””0 6) 
4 

ერთგვაროვანი განტოლებისათვის (I = 0) მივიღებთ 

VI.) =+60, –.ს)+X0, + 0)+3XC,,1ე –1)+ VI, +1)1, 
ე. ი. მნიშვნელობა შაბლონის ცენტრში დანარჩენ კვანძებში მნიმ- 
ენელობათა საშუალო არითმეტიკულით განისაზღერება. 

3. აპროქსიმაციის ცდომილება. ეთქვათ, ს =ს(X) – 

(1), (2) დირიხლეს ამოცანის ამოხსსაა, ხოლო V = VI 1) – (4), (5) 

სხეაობიანი ამოცანის ამოხსნა. განვიხილოთ ცდომილება 

7(X) = VCX) – V(CX), X = (1,ჩ,, 1კხ;) C თ, 

თუ ჩავსვამთ (4), (5-ში V = 2 + ს, მივიღებთ 2 = 7(X) ცდომილები- 

სათვის არაერთგვაროვან განტოლებას 

#2= 2: + 2, = –-VCX), X Cთა(C), (0 

ერთგვაროვანი სასაზღერო პირობებით 

2 =0, როცა X C 7, (7) 

აქ 

V/C(X) = #ს +I(CX) = სჯ„, + ს», + I(X) (8) 

არის შეუსაბამობა ან (4) სქემის აპროქსიმაციის ცდომილება (1) 

განტოლების ს = V(X) ამოხსნაზე. 

ვაჩვენოთ, რომ 
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ს; +ჩ5 
(9)   

სსაღაც 

      

(მართლაც, თუ გავითვალისწინებთ ფორმულებს 

მ 
VCX, + ჩ,,X2) = VCX,,X:) +, 2-CX,X%)+ 

I 

  

1M მ?ს ს: მპს 
+“ მX. '« 12 6)+-155(X)X)+ 

4 გის 

<ი22 +CXX), X, = X,+0) ჩხ, 0<0(9 <1, 

ს(X,,X, + ხ,)= ს(V,,X)+ხ) ““ CC,X,)+ 
0X5 

            
II% მს ს +M მ'ს 
2. 22 6 მ 3 ,X)+ 

X2 

სმს, _. _ (+) (+) + 1 გენ! კს)Xეც,) X2 == X: +08; “იკ, 0<0;” <1, 

ვიპოვით 

მ?ს მს ხ; მ“ს ხ1. მ'ს 
= +L X LL X2 , 
(+ მX2 2 +IC )+) 24 მX1 გ) %0+ 24 მX5 გა” XX). 

აქედან და (I1)-დან გამომდინარეობს (9). 

ამგვარად, (4) სქემას გააჩნია აპროქსიმაციის მეორე რიგი. 
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_ 4. სქემა სიზუსტის გადიდებული რიგით. გამოვიყე- 
ნებთ რა ცხრაწერტილიან შაბლონს (XცX.), (X,+ M,,X.), (X,,X,+ ჩ.), 
(I + ჩ, X:X ს,), შეიძლება ავაგოთ სქემა, თუ დავუშვებთ, რომ 

(1-2) ამოცანის ამოხსნა ს = ს(X) C CM)(C). ამ სქემას აქვს სახე 

ხ; +ჩხ3 
12 

VCX) = LICX), X CVა, (10) 

/#,V = VXX, 2 #:V = XIX) 

II ჩ? =ნ+ L #წ+-2 #. (წ, 
? I2 ' 12? 

  რ + #ა + #M% |/- -«Cი, X6CC„, 

უშუალო შემოწმება გვიჩვენებს, რომ შეუსაბამობა ტოლია 

V/ = #”ს + დ = CL“). (II 
7=V-–- ს ცდომილებისათვის, სადაც V – (10) ამოცანის ამოსსნაა, 

ვღებულობთ 

#7 = – VIX), XCCთ,; 2=0, Xჯ C/7,. (12) 

5. სხვაობიანი ოპერატორის თვისებები. ვთქვათ 

ი _– 

XX) ბადური ფუნქციაა, მოცემული Cთს =თ„,(C) ბადეზე და ნუ- 
ი 0 

ლის ტოლია ბაღის /, საზღვარზე, და ვთქვათ, §') – V» ბადური 

ფუნქციების სიმრავლეა. 

განესაზღეროთ # ოპერატორი შემდეგნაირად: 
L") 0 09 · 

#.V = –#V = – Vჯა – Vჯ ს» ყველა V-სთვის C)-დანნდყ (13) 

სადაც §2პ – ისეთი ბადური ფუნქციების სიერცეა, რომლებიც თ,-ის 

ი 90 

შიგა კვანძებშია მოცემული და ემთხვევა იქ V -ს, V(X)= V (X), როცა 

X C თ,. აღვნიშნოთ 
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დ=1+ სიარაა „X2) X,= სხ, 0<X <#8., 
II 

(+ 1LXცC) = 2. 0<X,<#,, X=#: – ე, 
2 

დ = ? 

0 
თ =(+4(X0). 0<X,<წ,, X =0;, 

ჩ2 

დ(X) = IX) დახარჩენ X C თ, წერტილებში. მაშინ (4), (5) სხვაობი– 

ან სქემას გადავწერთ ოპერატორული სახით: 

ტბდ=დ, X,.Cდ 6 II (I4) 
სადაც LL = C). 

II-ში შემოვიღოთ სკალარული ნამრავლი 

M,-IM.-1ე 
(V,V) = 2, 9 XIIL)VCI I), ჩე 

I,=1 1კ=1 

და ვაჩვენოთ, რომ #4 ოპერატორი თვითშეუღლებულია. # წარმო- 
0 

ვადგინოთ /ტ.= #ტ, +/),ი, ჯამის სახით, სადაც 4,» = -V,., ს 

ი 

ტაV= -V;,, და ვაჩვენოთ, რომ თითოეული „ერთგანზომილები- 

ანი“ ოპერატორი – 4, და #)ე – თეითშეუღლებულია. საკმარისია 

ეს ვაჩვენოთ #, ოპერატორისათეის. განვიხილოთ სკალარული 

ნამრავლი 

M5- M,-10 

(#“1,V,V) = – - 8 ნ, >>. 0,,! სახნანახქ. (15) 

I(1=I 1=I 

ეისარგებლოთ გრინის ერთგანზომილებიანი ფორმულით (თავი L, §4): 
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? '-ა ი M.-1ე ა 

2.V=C0,L1)VCI,I;)M, = > XC ,:)V=X (სნ )ხ,. 
X>) II 

ჩავსეამთ რა (15)-ში ამ გამოსახულებას, მივიღებთ 

M.-I M,-I 

(4,V 9=- 2, (2 არასათარანაჩ, | =CV,4V). 

ანალოგიურად დაერწმუნდებით, რომ #ე = #. და, მაშასადამე, 

(/#ა.V) = ((4, + /##,)»,V) = (/·,X/,V) + (#:V,X) = 
= (#4 ,V) + C,4:V) = (·V,4V), 

ე. ი. #” = /. 

თუ გრინის პირველი სხვაობიანი ფორმულით ვისარგებლებთ 

> -1ე 

2ეასა 6ის)X6, ნეს, --> თ (I,IL2))“ი,, 

მაშინ მივიღებთ 

ს. M, 

(4 ,V,V) = 3012 (XV. C0,I:))“ს) >0, 
I1=I LV =1 

და, ანალოგიურად, (4.V,. V)>0, ასე რომ #>0, ე. ი. # თვით- 

შეუღლებული და დადებითად განსაზღვრული ოპერატორია. 
რთული არ არის # ოპერატორის 8 და # საზღვრების პოვნა, 

ე. ი. იმ რიცხვებისა რომელთათვისაც სრულდება უტოლობა 

ბს < #ტ < #6, სადაც ერთეულოვანი ოპერატორია. მართლაც, I 
თავის §4-ში ნაჩვენებია, რომ 

V-I ც M ეც M-1 ა · 

6, 2,(V0IL))”ხ, < 2,(V–V,0,;1:))?ხ, <#, 2,CVC,ს))”ი,, 
"=I I =1 X> 

სადაც 
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ტავ? 29 ში. :. ტრ, = რ ცე 99 თი. 
ი” 2”, ჩ? 2/, 

თუ ავჯამავთ ამ უტოლობებს 1კ-ის მიხედვით), 1, = 1,2,....IM – 1. მი- 

ვიღებთ 6,(V,XV) < (#,V,V) < #,(X»”,V)- 
ანალოგიურად ვიპოეით ზ.('V7,V) < (4.»,V) < 4#.(V,V), სადაც 

4 2 XII . ტ# 4 2 ჯჩ. 
  

  

  

      

ბა=–-§5ი =–2-005 · 
ი. 20” 7? ხნ 27, 

აქედან გამომდინარეობს 

§IIXVII” < (4#X,X) < 4IIVII9 (16) 
სადაც 

4 2 
8=8,+8ე =–-59ი –++-–-5 309) 

I 2, IM 2ჩე (7) 

# = #4, +4ტა = -4 ცივ? ჩკ -“ ციდ? 7 
ხი” 20 ხ. 26, 

კვადრატში (?, = 6ე =1) კვადრატულ ბადეზე (ჩ,=ჩ.=ჩ) გვაქვს 

ნ=-წ ყი? >, = ცამ ჩა = § “წუ 
ჩ“ 2 “ 

6. სხვაობიანი ამოცანა საკუთრივ მნიშვნელო- 
ბებზე. განვიხილოთ ამოცანა: ვიპოვოთ 27. პარამეტრის ისეთი 

მნიშვნელობები (საკუთარი მნიშვნელობები) რომელთათვისაც 

ერთგავროვან ამოცანას 

VLCX, + VL.X, +7#V=0, X CC... V =0, XCVს (19) 

გააჩნია არატრივიალური ამოხსნა (საკუთრივი ფუნქციები). ვისარ- 

გებლოთ ცვლადთა განცალების მეთოდით და ვეძებოთ! (19) ამო- 
ცახის ამოხსნა 

VCX,,IX-) = V(X,)VCX.) # 0 20) 
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– მხოლოდ X.,-ზე დამოკიდებული V(CX,) ფუნქციისა და მხოლოდ Xე- 
ზე დამოკიდებული VI(X,) ფუნქციის ნამრავლის სახით, თუ ჩავს- 
ვამთ (20)-ს (19)-ში და გავყოფთ XV = VVV-ზე, მიეიღებთ 

V: ს V 
–,ც (X,,X:) Cთ,. (21 

მარცხენა მხარე დამოკიდებულია მხოლოდ X,-ზე, ხოლო მარჯევე- 

ნა მხარე – მხოლოდ X--ზე; (21) ტოლობა შესაძლებელია მხოლოდ 

შემდეგი პირობის დროს 

წი XI), _ წი _ ), =)), 
V VV 

სადაც #)= C0ი5L აქედან მივიღებთ ორ ერთგანზომილებიან ამო- 

ცახას საკუთრივ მნიშვნელობებზე 0=<1)ი,<4, და 0<10%; <ჩე 

მონაკვეთისათვის, შესაბამისად: 

V-.. +XV=0, 0<X,=1,ხ,<6,ც 1<1.<M, I), 

V=0, I, =0,M,, 
(22) 

V>,., +77V =0, 0<X. =1ხე <6, 1<I1<M, –1, 

V=0, I =0,M., 
სადაც 29 = # – #II, ან  = II) + 2.2), 

მივმართოთ I თავის §4-ის პ.8-ს და ამოვწეროთ (22), (23) ამო- 

ცანხების ამოხსნა შემდეგი სახით 

(23) 

0 = 4 ყი? შრ, არდ) = 12 ვილი. IL, =12,...,M, –1, 
იი? 2, 3 ხი. X, 

ბ = % ყე? ხს სც) = 1.2 ყე 25%. L. =12,...,M, –1 
· 2 26 ააა 

სადაც 
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X.=1კხ., I.=0,1,..,M,,  თ= 1,2. 
თ "თ? 

აქედან გამომდინარეობს, რომ (19) ამოცანას გააჩნია საკუთ- 

(რივი მნიშვნელობები 

  %. L. =-ჩ ყე? 25% , 4 ყე? საპ)აი , ი იხ 2, ხ2 2, (24) 
%L. =12,...,M, –1, თ=1)2, 

თ 

(და შესაბამისი საკუთრივი ფუნქციები V, = VI I(X,)V0ICX.): 

4 > XXX, =+ 1%2X; 
= , – "ყი V„. = VI#, (X,+X2) = (295      

X. =1,ხე, 1, =0,1,...,Mე, L 12. ა»”M -, თ = 1.2. 

„ეს საკუთრივი ს უნეციები ი ორთონორმირებულია: 

("II Vთ,თ,) = 0,0 Vო, “ 

(17) და (25-დან ჩანს, რომ 

ბ = თი”, =ჯ,ე რ=იმXXL. = MM, -I,M,-)7 

სადაც ბ და # განისაზღვრება (17) ფორმულების მიხედვით. 8 და 

„ტ-სთვის სამართლიანია შეფასებები 

828 1+- |, ტ<0ეზე 26 
ჩ” 2 ი, M2 

7. სქემის „ჯვარი“ კრებადობის სიჩქარის შეფა- 

სება. მაქსიმუმის პრინციპი. სქემის 2=V – ს ცდომილები- 

სათვის პუნქტ 3-ში მიღებულია (6), (7) ამოცანა, სადაც 

VI(X) =CVM2), |ხI1=ჩ; + ვ. (27) 

იმ დაშეებით, რომ საკმარისად გლუვია (I), (2) ამოცანის ამოხსნა 

ს=V(X) C CM(6C). დავამტკიცოთ, რომ (4) სქემა იკრიბება CXILI-) 
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სიჩქარით (აქვს სიზუსტის მეორე რიგი) ბადურ C ნორმაში, ე. ი. 

I2I-= 002), სადაც. |I7IIც = I0მXI2(X)|. ამისათვის ჩვენ დაგეჭირ- 
XCV), 

დება (6), (7) ამოცანის ამოხსნის შეფასებები V/ მარჯეენა მხარის 

მიხედეით. დირისლეს (4) სხვაობიანი ამოცანა წარმოადგენს შემ- 

დეგი ამოცანის კერძო შემთხვევას 

“%LV) = მ,,.V, - ხ.-,.VI-I., – ხ... 7 + – 

- ხია, VII. - ხი + XVI ,+I - ა.ს (28) 

X=(CI)ს,,111)CCთ0,; X=I, XCVა, 

სადაც მ=8მ,,,, ხ= ხ,,, კოეფიციენტებია. (4) შემთხვევაში გვაქვს 

მა, == 21 3) 
9M I; 

I _ 1 
+“. 

(C>)) 

ხ..,, “ს” ხ, ,, 

M% IV) ოპერატორი შეიძლება სხეაგვარად ჩავწეროთ: 

+#IV=9, VI, +ხ, -I3, (VI, – %VI,-I4,2+ 

+ხ,, (V,., – VI +, + 0, -)(Xი., – VI, -21+ (30) 

+ხევ.. (ჩა, – VI, +IX» 

სადაც ძ,, =მა.“ ხ – ხ,.), – ხ,,.., - ხ, ..). ვიგულისხ- 

მოთ, რომ სრულდება პირობები 

ძ=ძ,, 20, ხა, 20, ხ.,ჯ) 20. (3)) 

(4) ამოცანისათვის გვექნება ძ=0. 
თეორემა /. ვთქვათ, სრულდება (31) პირობები და C(X) 2 0, 

V,> 0. მაშინ (28) განტოლების ამოხსნა არაუარყოფითია, ე. ი. 

V(CX) > 0, თ, =C,(0C) ბადის ყველა კვანძში. 
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დამტკიცება. დავუშვათ, რომ თეორემის მტკიცება მცდარია 

და არსებობს ერთი კვანძი მაინც X,, =(Iი,,12ჩ3), რომელშიც 

XCX,)<0. მაშინ XX) ფუნქცია ბადის რომელიღაც შიგა კვანძზე 

უნდა ღებულობდეს უმცირეს უარყოფით მნიშვნელობას თIი X(X) = 
' 

= V(X,). ამ კვანძში სრულდება (28) განტოლება. თუ ძ(X,) = 0 და 

Cთ(X.) = 0, მაშინ (28) განტოლება სრულღება მხოლოდ VVX) = V(X,) 

პირობის დროს შაბლონის ყველა კვანძში. თუმცა, რადგან Cთ(X)#0, 

არსებობს კვანძი X,,, რომელშიც MV(X, ) = X(X;, ) = LიIი VCX) = 
=Cე<0 და ერთ კვანძში მაინც, მაგალითად, X=X, I კვანძში, 

გვექნება V,,„, > ლე და, მაშასადამე, %LVI <0 რაც ეწინააღ- 

მდეგება პირობას #IVI = დC(X) > 0. მიღებული წინააღმდეგობა ამ- 

ტკიცებს თეორემას. 

თეორემა 2. (შედარების თეორემა). ვთქვათ, V(X) – 

«LV)= დ, XCCთ ა, V=L, XC7V7ს (32) 

ამოცანის ამოხსნაა და სრულდება (31) პირობა. თუ 

Iთ(X)I< დ(X), XCთ,, |IICX)<IILCX), X CV, (33) 
მაშინ (28) ამოცანის ამოხსნისათვის სამართლიანია შეფასება 

IVCX)I< VCX) , ყველა X-სთვის Cე -დან. 

საკმარისია დაერწმუნდეთ, რომ ს =V(X)+V(X), V=V(CX) – 

– V(X) ფუნქციებისათვის სრულდება თეორემა 1-ის პირობები და, 

მაშასადამე, V(X) > 0, V(X) > 0 ანუ VCX) > –VCX), XCX) < VCX) ე. ი. 

IVI<V. 
ამგვარად, VCX) ფუნქცია მაჟორანტაა. თუ V(X) მაჟორანტა 

ნაპოვნია, (28) ამოცანის ამოხსნა თეორემა 2-ის თანახმად შეიძ- 

ლება შევაფასოთ. (4) ამოცანისათეის მაჟორანტად შევარჩიოთ 

ფუნქცია · 
VCX) =CIL? – CC, +X2)), L” =(1+65. (34 
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თავდაპირველად გამოვთვალოთ 

დ = XIV) =– #>7/ = C/#M(X1 +X2) = C(#,X; +#,X2) =4C, 
რადგან 

(XI), - 3 CC +ხ,) –2X; + (X, – ჩ,)2) =2. 
' 

(34) ფორმულიდან ჩანს, რომ LL = VCX) > 0 7, საზღვარზე. მიემარ- 

თოთ ახლა (6), (7) ამოცანას (4) სქემის 7 = V – Vყ ცდომილებისათ- 

ვის, თუ შევარჩეეთ 4C = IIVIIIC დღა გავითვალისწინებთ, რომ 

Iშ,, =0, მივიღებთ) |7(X)|< VCX) < CI? , ასე რომ 

I 
IL; 

II2IIC < “7 IV · (35) 

აქედან და (9);დან გამომდინარეობს (4) სქემის თანაბრად კრება- 
დობა სიზუსტის მეორე რიგით. 

შეხიშვნა. (28) განტოლება შეიძლება შეიცვალოს უფრო ზო- 
გადი სახის განტოლებით 

«(V) = მ(X)#C0) – 2 ხ(X,6)X(§) = C(X), (36. 
56Cძთ(X) 

6C#XX 

სადაც 8(X) > 0, ხ(X, C) > 0, თ(X) – შაბლონის 6 «# X კვანძების სიმ- 

რავლეა ცენტრით! X კეანძში, ამასთან 

ძლიი=200- 2,ხC0C6)>90. 
6C0თ(X) 

65>%X 

(36) განტოლებისათვის სამართლიანია თეორემა I და თეო- 

რემა 2. სიზუსტის გადიდებული რიგის მქონე სქემის შემთხვევამი 

შაბლონი შედგება ცხრა კვანძისაგან, თ(X) სიმრავლე – რვა კვან- 

ძისაგან, ამასთან მ = 302 + ს”) , ხოლო მარჯევენა მხარეში არ- 

ის კოეფიციენტები +6%; +ხ;”), +(5ს; – ხ;?), რომლებიც და- 

დებითია მხოლოღ 
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I/ /5 <ხ,/ხვ <“”5 

პირობის დროს და, მაშასადამე, (35) სახის შეფასებაც ამ პირობის 

დროს მიიღება. 

§2. სხვაობიანი განტოლებების ამოხსნა 

1. პირდაპირი მეთოდები. ცვლადთა განცალების 

მეთოდი. დირიხლეს ამოცანისათვის სხვაობიან განტოლებათა 
სისტემას §1-დან 

/#V = V,„, + V»,», = -ILX), XCთ,, »X=Lს, XC) (I) 

გააჩნია მალალი რს – 11095 – 1) რიგის მატრიცა. ჩვეულებრივ 

იღებენ M,, M.-50-100, ასე რომ (1) სისტემაში განტოლებათა 

რიცხვი 103 – 10“-ის ტოლია. გაუსის მეთოდით ასეთი მაღალი რი- 
გის სისტემის ამოხსნას დასჭირდება (M, – 1)%M.– 1)1 რიგის მო- 
ქმედებათა რიცხვი, ე. ი. 10?– 1012 მოქმედება, (1) სიზუსტის მა- 

ტრიცას ერთი კარგი თვისება რომ არ ჰქონდეს: მატრიცის სისტემა 

გაიშვიათებულია და მხოლოდ –5M,M, ნულისაგან განსხვავებული 

ელემენტი აქვს. ამიტომ სხვაობიან განტოლებათა სისტემის ამოსახ- 

სნელად ხერხდება ისეთი მეთოდების აგება, რომლებიც CXMIიM) 

და უფრო მეტიც, CXM) მოქმედებას მოითხოვს, სადაც M=(M,–I)X 

X(CM - 1). აღვწეროთ პუასონის განტოლებისათეის დირიხლეს 

სხვაობიანი ამოცანის მართკუთხედში ამოხსნის ერთ-ერთი პირ- 

დაპირი მეთოდი. 

გადავწეროთ (I) ამოცანა სახით 

ი 9 9 ი 

/#MX» = XV, + VX,», =-CთV(X), XCC0თ., VI, =0, (2) 

ი 
სადაც XL(CX) = V(X), როცა X C თ,, ხოლო თ(X) განისაზღვრება §I1I- 

დან (14) ფორმულებით. 
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მისი ამოსსნა შეიძლება ცვლადთა განცალების მეთოდით ვი- 
პოვოთ. ვთ!ქეათ!, 

(V2ICLC),X0)  (%, =12,...,M, –1) 

#.V+)V=0, XCთ,, V(0) = V(#3) =0. 

ამოცანის საკუთრივი ფუნქციები და საკუთრივი მჩიშვნელობებია. 

გამოსახულება XC -სა და V,, (X;) -სთეის §Lის პ.6-შია მოცემული. 

(წ) 

ი 

გავშალოთ V(CX,.X.) ამოხსნა და C(X,, X.) მარჯვენა მხარე 

საკუთრივი ფუნქციების მიხედვით!: 

M,-) 

VCX,,X.) = 29%, (X,)V., (X:), (4) 
ხ.=I 

M.-) 

დ(X,,X5) = 2,0, (X,)V,, (X:), (5) 
L1=! 

სადაც X, = III, 1, = 1,2)..,I, – 1,  = 1,2, C,,(X,) და დ, (X,) – 

ფურიეს კოეფიციენტებია, მაგალითად 

M.-) 

დ,..(X,)= 2, 02C0(X,,120ე )V;, (ჩე). 
ს=I 

6. .V,, ნამრავლის მიმართ გამოვიყენოთ #= /#,+ #, ოპერატორი: 

#C,,, (X, )V,,, (X2 ) = V-, (X51/#C,, (X, ) + C,, (X, )#:V,,, (X1) = 

=V,,(X5)/ს)C,, (X,)– CI, (X,)V,, (X2) = 

= (/M0,, (X,) – 2C,, (X,)1V,, (X;). 

ჩავსვამთ რა ამ გამოსახულებას (2)-ში და გავითეალისწინებთ! (5-ს, 
მივიღებთ 

ჟო Cთ (I
L



M,-) 

2ე(Mთ, 9) <209,, (X,)+0;, (X,))V-, (X:)=0. (6) 
Mვ =1) 

V,, (X:)ჯ1-ს ორთოგინალობის გამო ეს იგივეობა შესაძლე- 

ბელია მხოლოდ ფიგურულ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახუ- 
ლების ნულთან ტოლობის შემთხვევაში: 

#)C., (X,) – #2C, (X,)= -დ,,(X,) IM; =1,2,...,Mე – I, თ 

X,=Lსს,, 0<I)<M, C,,(I),)ნ,1=0, I, =0,M,. 

მართლაც, თუ გავამრავლებთ (6-ს სკალარულად V,. (X5)-ზე, მი– 

ვიღებთ 
M2-I M,-1 

0= 2 (C-),(V,V,)= 9. C),ნ,, =C.),, =0, 
M=1 M#=I 

სადაც LI (6-ის ფიგურულ ფრჩხილებში მოთაესებული გამოსა- 

ხულებაა. 

(7) ამოცანები იხსნება ფაქტორიზაციის მეთოდით; სულ საჭი- 

როა ფაქტორიზაციის ალგორითმის Mე – 1-ჯერ გამოყენება, როცა 

IL. = 1,2,...IM, – 1. ვიცით რა CI. (X,) , (4) ფორმულის მიხედვით ვი– 

ჰოვით (2) ამოცანის ამოხსნას. ამისთვის ჯერ უნდა გამოვთეა- 

ლოთ თ,, (X,) («ე = 1,2,..,M.– 1) ფურიეს კოეფიციენტები. (4) და 

(5) ფორმულებიდან ჩანს, რომ VCX,, X-) და დ... (X,) გამოითვლება 

ერთი და იმავე სახის ფორმულების საშუალებით: 

#-I : 
V, =2 თ მიე“ 1=1,2,...,M–1, (8) 

ჯამების გამოსათვლელად შემუშავებულია ფურიეს სწრაფი გარ- 
დაქმნის სპეციალური ალგორითმი, რომელიც საშუალებას გვაძ- 

ლეეს გამოვთვალოთ (8) ჯამი 5MI0–6,M არითმეტიკული მოქმედე- 
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ბით (როცა M = 2", ი მთელი რიცხვია) CXM2)-ის მაგივრად (ეს რა- 
ოდეხობაა საჭირო, როცა აჯამვის ჩვეულებრივ წესს ვიყენებთ), 
ეს ალგორითი საშუალებას იძლევა ვიპოვოთ თავდაპირველი (2) 

ამოცანის ამოხსნა CXCM,M0I09,M.) მოქმედებით. შეიძლება მოვას- 

დინოთ ცვლადთა განცალების მეთოდისა და რედღუქციის ან დე- 
კომპოზიციის მეთოდის კომბინირება. ეს უკანასკნელი გაუსის მე- 

თოდის მოდიფიკაციას წარმოადგენს. შედეგად მივიღებთ ალგო- 

რითმს C = 5M,M.10თM, მოქმედებათა რიცხვით, რაც ორჯერ ნაკ- 

ლებია, ვიდრე ზემოთ განხილული განცალების ალგორითსმისათვის. 

2. იტერაციული მეთოდები. პუასონის განტოლებისათ- 

ვის დირიხლეს სხვაობიანი ამოცანის ამოსახსნელად მართკუთ- 
ხედში ყველაზე ეკონომიურია პირდაპირი მეთოდები. ამჟამად არ- 
სებობს მართკუთხედში პუასონის განტოლების ამოსახსნელად სა- 
მი ტიპის, აგრეთეე შერეული სასაზღვრო პირობებით. იმ შემთხეე- 
ევაში კი, როცა არე მართკუთხა არ არის ან განიხილება განტო- 
ლება ცვლადი კოფიციენტებით, გამოიყენება იტერაციული მეთო- 

დები. ფაქტიურად, პირდაპირი მეთოდები მსოლოდ იმ შემთხეევა- 

შია ეკონომიური, როცა ცვლადთა განცალება სდება. 
II თავში განიხილებოდა იტერაციული მეთოდების თეორია 

განტოლებისათვის 

4#.V = დ, 
სადაც # = /#'> 0. ხდებოდა სხვადასხეა მეთოდების შედარება მო- 
დელური ერთგანზომილებიანი ამოცანისათვის 0 <X <I მონაკ- 

ვეთზე: 

V>, = –ICX) , X = 1ი, 0 < 1 < M, X-= Vყკ= 0. 

მისთვის # ოპერატორს აქვს სახე ტე=-V. #4. ოპერატორის 

საზღვრები განისაზღვრება მუდმივებით 

4... ი 4 #ჩ 
8 =–-5)ი” 29% #ს =–--005” –--. 

ჩ“ IV 2 

II თავში განსილული მეთოდებისათვის იტერაციათა რაოდენობა 

დამოკიდებულია ფარდობაზე 
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ი=-=1 2 # _ #-ჩ” 
რ 2 4 

ახლა განვიხილოთ მოღელური ამოცანა – დირიხლეს ორგან- 

ზომილებიანი ამოცანა ერთეულოვან კვადრატში (7, =#ც =1) კვა- 

დრატულ ბადეზე ბიჯით ხ, = იკ= ჩ; 

ი 9 

#.V = – XV», – V>»,X, = (0, დ,» CII. (10) 

თითოეული მიმართულებით ინტერვალების რიცხვი M-ის ტოლია, 

ასე რომ იჩ =. 1/M. 

# ოპერატორის 8 და # საზღვრები ნაპოვნია §1-ში (იხ. (18) 
§I-დან), 1 = 0/ს ფარდობა ემთხვევა (9)Xს. აქედან გამომდინარე- 
ობს, რომ იტერაციათა რაოდენობა დამოკიდებულია განზომილე- 

ბათა რიცხვზე. ამიტომ სხვადასხვა იტერაციული მეთოდებისათვის 
იტერაციათა რიცხეის ის შეფასებები, რომელიც ერთგანზომილე- 
ბიანი მოდელური ამოცანისათეის მივიღეთ, სამართლიანია ორ- 

განზომილებიან შემთხვევაშიც. 
კვადრატული ბადის შემთხვევაში იტერაციათა რაოდენობა 

ორგანზომილებიანი” ამოცანისათვის შეიძლება რამდენადმე გან- 
სხევავდებოდეს იტერაციათა რიცხვისაგან ერთგანბომილებიანი 
ამოცანისათვის. : “ 

ჩვენ აქ განვიხილავთ .მხოლოდ ცვალებად-სამკუთხა იტერაცი- 
ულ მეთოდს დირიხლეს სხვაობიანი (10) ამოცანის ამოსახსნელად, 

(ა   

3. ცვალებად-სამკუთხა მეთოდი. 
ბტბსCნწი #ტ6=ტ4>0, #ტ:MI->70, (II) 

ოპერატორული განტოლების ამოხსნისათვის III თაეში განხილუ- 
ლი იყო ორშრიანი ერთბიჯიანი იტერაციული მეთოდები, რომლე- 
ბიც ჩაწერილი იყო შემდეგი კანონიკური ფორმით: 

ცVXVI9I=-X , #ტV. = წ, L =0,1,...,ი, ყეელა Vე-სთვის II-დან, (12) 

+4I+) 

სადაც 8 : II –> LL 8= 8. > 0. # და 8-სთვის სრულდება პირობები 

X+,8<4<48, 7,>90, (13) 

სადაც 1,, წ – მუდმიეებია. 

ო
 

Cთ
 

(>
)



მოცემული X, /ე-სთვის იტერაციების მინიმალური რაოდენობა 

)იი(§) მიიღწევა ჩებიშევის პარამეტრების 
C 

%0 2 
ლ ე 1 , 

1+0იC, V, +722 

ი.=1-5, §=XL. L=12,..,ი, 
1+68” V2 

შერჩევისას, სადაც თ, ჩებიშევის პოლინომის ნულების სპეციალუ- 

რად დალაგებული რაიმე სიმრაელეა; ასეთი დალაგებისას (12) მე- 
თოდი გამოთვლებისათვის მღგრადია. 

(« + 1)-ე იტერაციის განსაზღვრისათვის გვაქვს განტოლება 

8V,,,= LL, L.= 8, - «(4 – ჩ. 
Vკეის გამოთვლის დროს იტერაციათა რიცხვი დამოკიდებულია 

8-ზე. თუ შევარჩევთ 

8=(0+თ/ტ,))ი“!(0 + თ#.), (15) 

  

04 

სადაც 4, და ტე ოპერატორებია სამკუთხა მატრიცებით ტ, =/#ე, 

#,+ ტ,= #, სოლო IL) =L”> 0 – ნებისმიერი ოპერატორია, მივი- 

ღებთ ცვალებად-სამკუთხა მეთოდს, ჩვეულებრიე, ს =(ძ,,,) – 

დიაგონალური მატრიცია. III თავში მოცემულია ამ მეთოდის თეო- 

რია და ნაპოვნია 7,, 7; და თ მუდმივები მოცემულ პირობებში 

#>80, #0” ე <<4, 8>0, #>8>0, (#0 

რომლებიც ექვივალენტური სახით შეიძლება ჩაიწეროს: 

_ ტ 
(#ა,») > 6(0X,», (0 '#%:ა,4:X) < = (4ა/ა). 

ამ შემთხვევაში გვაქვს 

2 2Vყ.. 9 07   
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ხოლო იტერაციების რიცსვისათვის მართებულია შეფასება 

IM6) => იე(§) = ნე. 93 

4. ცვალებად-სამკუთხა მეთოდი დირიხლეს სხვა- 

ობიანი ამოცანისათვის. დავუბრუნდეთ (10) ამოცანას. # 
ოპერატორი წარმოვიდგინოთ ჯამის სახით # = #I+ #., სადაც 

= XIX + XM · <1. 

ი · ია 

და (15-ში დავუშვათ I)= C. #, და #ე-ის შეუღლებულობა: #. = ტ; 

შეიძლება ეაჩვენოთ მათი მატრიცების შედარების გზით ან გრინის 

პირველი სხვაობიანი ფორმულით: (#4I1V,V) = (V, #,V) =(V,/#.V). 

V-ის განსაზღვრისათვის ვღებულობთ განტოლებას 

8ცა,,,,= (C + თ#,XC+ თღ/.)V,,,= L., 

(18) 

  #4. 

ი ი 

ჩ.= 8XV,.+1%/,,) (4, + რთ) , CV„= ს V, = 0, როცა X 6 #,). 
V,„,მნიშვნელობები მიმდევრობით მოიძებნება განტოლებიდან 

ა() ი ი() 
(=+თ/#,)X, =ს. (C+თ/ტე)X»,,, =X, · 

აქედან ვღებულობთ ფორმულებს 

ი) ი()) 

> 11)= #ჯ) V, (ს) – სI11+%; XV, (1,1 – 1)+L, 0,1.) 

"ს? 1+>»,+8, ” 

(19) 

9 ი ი(!) 

#, V, ,|(1, +1.12)+ 8; VI) (1,1 +1)+V, (IV.I) . 
ი 

V.გI(1,,12)= 
VI I 2) 1+%, +%, 
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ა! 
VC (I,.I2) რომ განვსაზღვროთ, შევარჩიოთ კვანძი I,=1, 1.=1 

მართკუთხედის მარცხენა კუთხეში; მაშინ (LCI,,I); (II–< 1,1), (I0ს–1)) 

შაბლონის დანარჩენი ორი კვანძი (II-ს) და 0; –1) ძევს საგღ- 

ი() ი() 
ვარზე და, შესაბამისად, V» (CI, – 1,I1)=V (I),1 –1)=0 ცნობი- 

ი) 
ლია. ყიცით რა V,, , როცა I,= 1, 11= LI, მიმდევრობით ვპოულობთ 

ი(ს 
VI-ს, როცა I, = 2,3,...,M, – 1 და. 11= 1 (პირველ სტრიქონზე). შემ- 

ი()) 
დეგ, დავუშვათ I=2 და მიმდევრობით ვიპოვოთ V. მეორე 

სტრიქონზე, როცა I = 1,2,...,M – 1,. 

C 
V-ის განსაზღერისათვის გამოთვლები ჩავატაროთ (0-ს), 

(I+1.1), (1,,I1+1)ჯ შაბლონზე სვეტების მიხედვით ზემოდან ქვე- 

მოთ: ღავაფიქსიროთ I, = M, – 1, M, – 2,...,2,1 და ყოველი I1,-სთვის 
0 

ვცვალოთ 1. = MI – 1, M.-– 2,...,2,1. დავიწყოთ V-ის გამოთვლა 

კვანძიდან (I),=M,–- 1, 1კ1=M.– 1) მარჯვენა ზედა კუთხეში. უნდა 
ი 

აღვნიშნოთ, რომ V,,)-ის გამოთვლა სტრიქონების მიხედვითაც 

შეიძლება ვაწარმოოთ, მარჯვნიდან მარცხნიე: დავაფიქსიროთ 

(ჩI=M.- 1.M.- 2,...,2,) და ყოველი I.-სთვის შევცეალოთ I,= 

== 
=M - 1, M, – 2,...,2,1. სხვათა შორის, V, -ის გამოთვლა შეიძლე- 

ბა ვაწარმოოთ არა სტრიქონების, არამედ სვეტების მიხედვით 

ქვემოდან ზემოთ. ეს თვით ფორმულებიდანაც ჩანს, 
გამოთვლები წარმოებს (19) რეკურენტული ფორმულების მი- 

ხედვით; თვლაც ცხადია, მდგრადია. აღნიშნული ტიპის ალგორითმს 

მსრბოლი თელის ალგორითმს უწოდებენ, 

დავთვალოთ ბადის ერთ კეანძზე მოსული არითმეტიკულ მო- 

ქმედებათა რიცხვი. L.-ის გამოთვლისათვის საჭიროა შეკრების 10 
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და გამრავლების 10 ოპერაცია; მოცემული L,-სთვის V,,,-ის გა- 

მოთვლას სჭირდება შეკრების 4 და გამრავლების 6 ოპერაცია. 

სულ V,,,-ის ერთ კვანძში გამოსათვლელად საჭიროა შეკრე- 

ბის 14 და გამრავლების 16 ოპერაცია. მოქმედებათა რთცხვი შეიძ- 
ლება შევამციროთ, თუ ოპერატიულ მეხსიერებაში შევინახავთ 

არა ერთ, არამედ ორ მიმდევრობას (V,.) და (VI, და Vც)“ის 

განსაზღვრისათვის ვისარგებლებთ ალგორითმით 

ი 0 0 

(= + C/ტ,) VXV+I/2 = M#V.+I, (=+თ7/4ე:)VL+) =CL+V2, 
0 

VIIეIC MI + XLI) MVXM+I. 

ამ შემთხეევაში V,-დან V,,,-ზე გადასასვლელად საკმარისია შეკ- 

რების 10 და გამრავლების 10 ოპერაცია ერთ კვანძზე. 

5. ცვალებად-სამკუთხა მეთოდის პარამეტრების 
შერჩევა დირიხლეს სხვაობიანი ამოცანისათვის. III 
თავის ზოგადი თეორიით (იხ. III თავი, §5) რომ ვისარგებლოთ, 

უნდა განვსაზღვროთ (16) პირობაში შემავალი 6 და # მუდმივები. 

ჩვენს შემთხვევაში # = #,+ #,)> 88, საღაც 8 – #4 ოპერატორის 

უმცირესი საკუთრივი მნიშვნელობაა, რომელიც ტოლია 

“1 ხ 
8= > 279, 1 კა? MI. დთ 

I 2(, 98. 265 

განვიხილოთ ოპერატორი ტეს! #ე= #,#ე. თუ გავითვალისწი- 

ნებთ, რომ 

ტ#)=#4ტე, (2,ხ, +მეხ:)” < (8; + 85Xხ; + ხ1), 
ვიპოვით 

(რ),“.:V, V) = (4:V.(#-») = 

1 – 1.1 : 2 ს | 1 < §+--(Cს,,)7+0,,)?.))= -(LL წი? +) 1<ხ-ურ.ა ·0VV) 
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--> +5)>, > 10. +CV), „MM <3) «გრასი 
'=I I1=1 

რადგან (იხ. V თავის §I): 

M.-. I,-I M,-) M,-I 

(#/.V) = 2.1 2,(7. ჩ,+ ბეს, 207) IM · 
ა 50 ს=I  (:=0 

თუ შევადარებთ უტოლობებს 

1 I ტ 
(ტიტა 4 5+ (ტასი და #ტერე5<=#4 

I. MM 

#= 41 +. ის 
ს: II 

ვიცით რა 8 და #, ვპოულობთ წ = 0/0; V თავის §5-ის ფორმულე- 

ბით კი ვიპოვით 7,, 7;» 6 პარამეტრებს, რის შედეგადაც ვაფასებთ 

იტერაციების რიცხვს ფორმულით 

1-V#6 
IIM(C) = ი5/ი2 _ ი, = 1446. 

ი,” 

ვისარგებლოთ IX6)-ით ღა შევარჩიოთ ჩებიშევის პარამეტრთა 

დავასკვნით, რომ 

მდგრადი ერთობლიობა თ,, L,,, ღა 0) = 2/ #54 · 

მოვიყვანოთ ამოხსნის მეთოდების შედარების შედეგი იტერა- 

ციების Mე(6) რიცსვის მიხედვით: მარტივი იტერაციის მეთოდისა 

(ი((§)), ცხადი სქემისა ჩებიშევის ერთობლიობით (II6 ”)(§)) და 

ცვალებად-სამკუთხა მეთოდისა (იწ 2) (§)) ორგანზომილებიანი (10) 

ამოცანისათვის, რისთეისაც ექეისარგებლოთ მიახლოებითი ფორმუ- 

ლებით. M6)(6) >2/I?, 06 (6) =2,2/ხი, ი9M(X#(6)C2 ,9/VII, როცა 

6 = I0“! (ცხრილი 2). 
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იძხრილი 2 

  

  

    

გ იხ''(6) IX. 6) ი§'(6) 
I/10 200 32 9 

V50 5000 160 21 
100 20000 320 29       
  

6. სხვაობიანი განტოლებები ცვლადი კოეფიცი- 

ენტებით. ეთქვათ, C = ((X,,Xე) 0<Xკ <წ), თ=1,2) მარ- 

თკუთხედში უნღა ამოვხსნათ დირიხლეს ამოცანა ცვალებადკოე- 

ფიციენტებიანი ელიფსური განტოლებისათევის: 

Lს=L,0ს+Lას=-I(X), X=(X,,Xე)CC, ს =II(X), XCI, 

მ L.ს=-9 8 ა 
0X, მX. 

სადაც C, და C, – მუდმივებია. როცა M,= M-= 1, მიეიღებთ პუასო- 

ნის განტოლებას #ს = – I. 

სხვაობიანი სქემა იგება C), = (X,= (I,ჩ,, 1M3)I I-= 0,1,...,M,, 

ჩა=06 /Mცტც, თ=1,2;ჯ ბადეზე. ყოეელ L ოპერატორს სამწერ- 

ტილიან შაბლონზე (XL - I, Xა %. + ჩე) ვცვლით სხვაობიანი ოპჰე- 

რატორით: 

(22) 
    | 0<0,=Mა <0, თ=1,2, 

(+I),,) (+I.) _ _ ,(-I,) 

ააა. 1% ა ბარება ', 
« L"4 C 

სადაც ს“! = ხ((I, +1)ჩ,, სიე), ხI-') = ს(I,ი),(1ე +1)ჩე). მ, და 
მე-სთვის შეიძლება შევარჩიოთ უმარტიეესი გამოსახულებები 

8,(X,,X:) = M,(X, – 1/21),, X,)= ML 2), 
<–I/2» 

2,(X,,X.) = M.(X, ჯა 1/2ხ,) = L ), 

რომლებიც აპროქსიმაციის მეორე რიგს უზრუნველყოფენ



#ას-L.ს =C0(ჩM2). 

ამის შედეგად Lს ოპერატორს შეესაბამება სხვაობიანი ოპერატო- 

რი ზუთწერტილიან შაბლონზე: 

/# = #M,ს + #ეს =(მ,სჯ, ა», + (მ;სჯ, ბ). 

დავწეროთ (22) ამოცანის შესაბამისი სხეაობიანი სქემა 

/#V=-ICX), XCთ,, V=ILXX) XC/7V, ლ 

0<C,<მკც<ლC, CX=172, 

ბადური ფუნქციების LI = «2, სივრცეში, სადაც MI = (M,– 1) X 

X (M– I), შემოვიღოთ ოპერატორი 

ტაუ=-#ა), 4=4#,+4ა, 
9 0 

ტე)»X=-/#. XV, 4#:V =–/ე » 

და (23) ოპერატორული ფორმით ჩავწეროი): 

ტ»=დ, X,დ C 11, 
სადაც დ განსხვაედება L-სგან მხოლოდ ოიხ სასაზღერო კვანძში 

(I,= 1,M,– 1,0 <11< M.) და(0 <I,<M,11= 1,M. – 1). 

# ოპერატორი, ცხადია, თვითშეუღლებულია: (4.V,V) = (V,#V). ფო- 

რმულიდან | 
M-I ი ი M, ი 

– 2.(მ, Vჯ, 1), V,, ხ, = 2,(2(V», ა”ა,, ჩ, 
I=1 წ=1 

და 0<C,<8<C) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

C,(LLა/,V/) < (#V,V) < C)(ა»,,V) ან C,L<#<0სL, (2) 

სადაც IL – ზემოთ შესწავლილი ლაპლასის ოპერატორია 

0 ი 

IV = “VI, = XVI,X, , (25) 

აქედან ვასკვნით, რომ 
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ი 9 

068<4<C,4წ, 
ი 9 

სადაც 8 და # განისაზღვრება (20), (21) ფორმულებით. 
(23) ამოცანის ამოსახსნელად შეგვიძლია ცვალებად-სამკუთხა 

მეთოღით ეისარგებლოთ, რომლის ოპერატორი 

8=(6+თხ)(8+თ,), L,+9.)=ს, IL) ==, , როცა 8 = წ. 

0 ი 

ამ შემთხეეეაში გვაქეს 4#,8< #< 78, სადაც /, =C)7I),) 72 =62172. 

ი ი 
ხოლო 7, და %#;ე მუდმივები (25) ოპერატორისათვის ნაჰოვნია. 

იტერაციების რაოდენობისთვის გვაქვს შეფასება 

Cე – – 1 2 
Mე(6) > I=?წე(5), ჩე(6)C–-––-– ი“. 

მ C, მ 2729» 3 

ცვალებადკოეფიციენტებიანი განტოლებისათვის /6C5/C, -ჯერ 

მეტი იტერაციაა საჭირო, ვიდრე პჰუასონის განტოლებისათვის. 

თუმცა ლაპლასის ოპერატორის შესაბამისი I ოპერატორი“ 

შეიძლება არ შემოვიტანოთ და ცვალებადკოეფიციენტებიანი ოპე- 
რატორი მაშინვე შემდეგი სახით წარმოვიდგინოთ 

ტ. = #, + #5, 

ტრა= “(ა +1ჯ/ )+-+( V + მ | I ხ, 17 X, 2 X, ხ, 27% 2” +%ა |)? 

1 + I 1 + 1 
რა,-- ქ (ი "V,, «1. ) - .V,, +1არ..). 

8 ოპერატორი შეირჩევა სახით 

8=(0+ თ/ტ,)ს”ICნ + თ/".), (26) 

სადაც 0 =ძცეს – დიაგონალური მატრიცაა. ზოგადი თეორიის 

გამოყენება რომ შევძლოთ, უნდა ვიპოვოთ #4 > 8L), #40 ბ. < 
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=> 
< წა. პირობაში შემავალი 8 და # მუდმივები. ძ(X) კოეფიციენტი 

შეირჩევა უ= ზ/4 ფარდობის მაქსიმუმის და, შესაბამისად, 6= 7,/V- 

ის მაქსიმუმის პირობიდან. შედეგად მიიღება ალგორითმი, რომ- 

ლისთეისაც იტერაციების რაოდენობა იე(§) სუსტადაა დამოკიდე- 

ბული C./C, ფარდობაზე. ამას მოწმობს ცხრილი 1. 

  

  

  

იეხრილი 3 

C./C, II = 1/32 ი = 1/12ზ8 

LX =LC L =ძ(X)L LL =VXL L =ძ(X)6ნ 

2 23 20 45 39 

ზჯ 46 23 90 47 

32 92 25 180 53 

128 184 26 360 57 

5I2 367 26 720 59               
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თავი VII 

სითბოგამტარებლობის განტოლების 

ამოსსნის სხვაობიანი მეთოდები 

ამ თავში განხილულია სითბოგამტარებლობის განტოლების 
ამოსახსნელი სხვაობიანი სქემები. დაწვრილებით არის გამოკე- 
ლეული მუდმივკოეფიციენტებიანი ერთგანზომილებიანი განტოლე- 

ბა. მრაეალგანზომილებიანიანი სითბოგამტარებლობის განტოლე- 
ბისათეის ცვლადი კოეფიციენტებით მოყვანილია სხვაობიანი სქე- 
მები. 

§1. მუდმიმკოემეფიციენტებიანი 

სითბობამტარებლობის განტოლება 

1. ამოცანის დასმა. ერთგვაროეან ღეროში 0<X<# 

სითბოს გავრცელების პროცესი აღიწერება შემდეგი სითბოგამტა- 
რებლობის განტოლებით 

მს _ მ ( 23 
00--=-)--I+წი(X,L), 1 გ მ  მXL მ» 0 ა) (I) 

სადაც ს =V(X,Cხ) ტემპერატურაა ღეროს X წერტილში დროის L 
მომენტში, C – ერთეულოვანი მასის სითბოტეეადობა, 0 – სიმ- 

კვრივე, C0 – სიგრძის ერთეულის სითბოტევადობა, L-/- სითბო- 

გამტარებლობის კოეფიციენტი, Lე კი – სითბური წყაროების სიმ- 

კვრივე. ზოგად შემთხვევაში LX, C, 0, L, გარდა X და L ცვლადებისა, 

შეიძლება დამოკიდებული იყოს ს=V(CX 1) ტემპერატურაზე (სით- 

ბოგამტარებლობის კეაზიწრფივი განტოლეება). თუ LM, C, 0 მუდმი- 

ვებია, (1) შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით 
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მს _ ; მ?ს % 
== ალება. –“–. 2 
მ მX? ლ0' თ 

სადაც მ7= L/(ლ0) ტემპერატურაგამტარებლობის კოეფიციენტია. 

ზოგადობის დაურღვევლად შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ 8=)I, 

2 

(=1. მართლაც, თუ შემოვიღებთ ცვლადებს X, ==, I =ფ 

ა 

( 
ჩ =–-1, მიეიღები! გ? 

მს _ მ”ს 

მ, მX. ”" 
ჩვენ განვიხილავთ პირეელ სასაზღვრო ამოცანას (ზოგჯერ ამბო- 

ბენ: საწყის-სასაზღვრო ამოცანას) 0 =(0<X<1, 0<§<1) არე- 
ში. ეეძებთ 

     0<X, <1. 

2 
მს მსე ცხ, 0<X<I, 0<1<7, 
მ. მ»? 

Vყ(X,0) = ყე(X), 0<X<1, VM(0,0)=ს,CL), (3) 

ს(1,0 =ს:(ს), 0<15<L. 

ამოცანის ნ არეში უწყვეტ ს = V(CX, 1) ამოხსნას. 

2. სითბოგამტარებლობის განტოლების ამოხსნის 
ზოგიერთი თვისება. მაქსიმუმის პრინციპის ძალით (3) ამო- 

ცახის ამოხსნისათვის ადგილი აქვს შეფასებას 

თმ» IV(X.L)|< ისაა თ2XI ს, (I), ომXIს; (0I+ 
0<X<I.0<1<5L 

(4) 
+ Iლი ICX, L)I ძL. 
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განვიხილოთ ერთგეაროვანი განტოლება ერთგვაროვანი სასაზ- 

ღვრო პირობებით: 

2 

მს გს 0<X<1, 0<:<X 
მ 2X 
V(0,1I)=V(1,1I)=0, 0<1<97, (5) 

V(X,0) = ყე(X), 0<X<1. 

ამ ამოცანის ამოხსნა ცვლადთა განცალების მეთოდით განისაზ- 
ღვრება. ის შემდეგი სახისაა 

ს(X,()= 2 C,6 “''X,C0, (რ 
M=1 

სადაც 7, და X,(X) შემდეგი ამოცანის 

X”+)X=0, 0<X<1, XX01=XXC1)=0, 

საკუთრივი მნიშვნელობები და ორთონორმირებული საკუთრივი 
ფუნქციებია და ტოლია 

#=X%M?2,  %I.(X)= “/2 510 LXX, (7) 

ამასთან, 
I 

(X,X„)= |X,:CC0X„00ძX=§», 
0 

I M=Vი, 
8. = 
' ს IL >Iი, 

მართლაც, ყველა კერძო ამოხსნა ს.(X,1)=C0,6 ?''X, (X) (ჰარ– 

მონიკები) განტოლებასა და (5) სასაზღვრო პირობებს აკმაყოფი- 

ლებს. საწყისი პირობიდან 

ს(X,0) = ყი(X) = > ,C,„X,(X) (C. 
M=I 
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მოიძებნება C,= (სი, X,) კოეფიციენტები. 
(6) და (8)-დან გამომდინარობს, რომ 

IსC9)II” =(V(X,6,, ს(X,1)) = > Cჯ6““”'IIX-III < 
1=1 

< ტ“ 2 2--C. = ც .· ცე? , 

L=1 

რადგანაც 
ა « 

IსიI = 2, 2 >2ჯ-, > >> =X”. 
L=I 

ამრიგად, (5) ამოცანის ამოხსნისათეის სამართლიანია შეფასება 

IIსC0I< 6 სი, X =%”, () 
რომელიც გამოსახაეს (5) ამოცანის ასიმპტოტურ (I –> თ -სთვის) 

მდგრადობის საწყისი მონაცემების მიმართ (§4, §7, თავი V). რად- 

განაც M-ს გრდასთან ერთად #.= M2X2 იზრდება, დაწყებული რა- 

ღაც L მომენტიდან (6) ჯამში პირველი შესაკრები (პირველი ჰარ- 

მონიკა) მნიშვნელოვნად გადააჭარბებს დანარჩენებს, ე. ი. ადგი- 

ლი ექნება მიახლოებით ტოლობას 

V(X,1) >C,6 ”'X,(X). 

პროცესის ამ სტადიას რეგულარულ რეჟიმს უწოდებენ. 

3. სხვაობიანი სქემები. 8 არეში შემოვიღოთ ბადე 

თ,, = L(X,,1,) X, =1), 1L,=1Lს, 1=0,1,..,M, M= I/ M, 

1)1=0,ს..,L, 1=LI/L) 

ბიჯებით: M (X-ის მიმართ) და + (Lს მიმართ). თუ X-ით წარმოე- 

ბულს შევცელით სხვაობიანი გამოსახულებებით 

წუ -9ყა 20 XLI ს, =#ს,, 
21) ა თა 
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(3-ს მაგივრად მივილებთ დიფერენციალურ-სხვაობიან განტოლე- 
ბათა სისტემას (წრფეთა მეთოდი) 

ი = MV,+ჩ, 1=12,..; 
სასაზღვრო და საწყისი პირობებით 

Vე(C0) = ს,(9, V,I(1) = სX), V,(0) = Vე(X,). 

ამ ამოცანის რიცხვითი ამოხსნისათვის, V თავის ანალოგიურად, (-ს 

მიმართ წარმოებული შევცვალოთ სხვაობიანი ფარდობით 

ძს _ V(სა)=MCI) _ V -M (1 
ძ( + ჯ 2 

ხოლო მარჯვენა მხარე ავიღოთ 1=Lს ფ0-ურ შრეზე) და 1= L., 

0 + 1 შრეზე) კვანძებში მნიშვნელობების წრფივი კომბინაციის სა- 

ხით: 

ჰ”.! VI-V) 
LM 

= C/VV!! +(1 – თ)/M/1 +C1, (I0) 

სადაც თ – პარამეტრია, ხოლო თ) რაიმე მარჯვენა მხარეა, მაგა– 

ლითად, თ!) =L7, დ) = წე, , და ა. შ. აქვე უნდა დაუმატოთ დამა- 

ტებითი პირობები 

#6 =ხ(ს); Xს =9:(., XV; = ხი(XI). ის 
1=0,)1,2,.., 0<1<M., 

(10) სქემა განსაზღვრულია ექვს წერტილიან შაბლონზე 

(X-ს) (XI) (XIII) 
X X X 

Xჯ X X 

(X-ც',) (XI) (XI) 

განვიხილოთ ცხადი (თო = 0) სქემა ოთხ წერტილიან შაბლონზე:



)+L _ 
VI _ V-ს =2VI + 

+ ხ? 

0 + 1) შრეზე მნიშვნელობები გამოითვლება ცხადი ფორმულით 

ეი 
29 +C/. (თ 

ჩ? 

C = I შემთხვევაში ვღებულობთ სრულიად არაცხად სქემას – 

XI X XX 

VI = "ლა 130 +XL)+ 56. 

სქემას წინ წანაცვლებით შაბლონზე 

XVI – XI _ VI) <2) 
ჯ ხ? 

I+! )1+I 
+ VIII + დ) , (13)   

(13)-დან VI-ის განსაზღვრისათვის ვღებულობთ სასაზღვრო ამო- 

ცანას 

% 1I+I 2%+ )1+! I+! = : 
(ოო % 2.სყი+ +112 –- VIII –ჩM), 0<1<IM, 

L; = VI ++C1, XVI =ს)(L,» VII = სე(L,,)), 

რომელიც ფაქტორიზაციის მეთოდით! იხსნება. 
ხშირად გამოიყენება სიმეტრიული არაცხადი სქემა (ზოგჯერ 

მას კრანკლ-ნიკოლსონის სქემას უწოდებენ), სადაც C = I/2 და 

    

X: XX 
შაბლონია : 

X X X 

I»I 1 1) 118) I+I 1 ევე) ჰ · 
V, - –V, -1(:X +“X + V,+§) +2XI-I რა "ა II. (14) 

V) მნიშვნელობები ახალ შრეზე ამ შემთხვევაშიც მოიძებნე- 

ბა ფაქტორიზაციის მეთოდით სასაზღვრო ამოცანისათვის: 
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  VIII – ს+ 54 + ე =- –X, 0<1<M, 

»Vგ' = ხო. ი = ანყა (15) 

22 

გოგად შემთხვევაში რებისმიერი C-სთვის) (10) სქემას უწო- 

დებენ სქემას წონებით. როცა C «> 0, ის არაცხადია და VI გამო- 

ითვლება ფაქტორიზაციის მეთოდით, როგორც 
თX/ა/)! – 1 = – I), 0<1<M, 

(16) XI =ს)(,,» „ ს:(L ს» 1=0.),... 
ამოცანის ამოხსნა. გადავიდეთ ნებისმიერ თ-ს შემთხვევაში (10) 

სქემის თვისებების შესწავლაზე. 

4. აპროქსიმაციის ცდომილების შეფასება. იმისათ- 
ვის, რომ (10) სქემის (სქემა წონებით) სიზუსტის რიგი შევაფასოთ, 
საჭიროა ჯერ აპროქსიმაციის ცდომილება (შეუსაბამობა) შევაფა- 

სოთ და ვიპოვოთ აპრიორული შეფასებები, რომლებიც მარჯვენა 
მხარის მიმართ სქემის მდგრადობას გამოხატაეს. (10), (11) სხვაო– 
ბიანი სქემა ზუსტად ითვალისწინებს საწყის და სასაზღვრო პი- 
რობებს. (10) სქემა გადავწეროთ უინდექსო ფორმით. შემოვიღებთ 
რა აღნიშენებს 

I + '- –2 11 VI- 
X=V, X»=V, I, #ა= 3, =25-20-2L, 

VI – V) . 

V,==+---2., „VI9 =ფV) +(1 – თ)+V2, 
+ 

მიეიღებთ) 

XV, = /)/ი+Cთ, (X,,I,) Cთ.,, VCX,0) = სი(X), ი» 
Xი =ს,(ს), X»ჯ =სხ:(1), (L=1,=)Iა, 1=0)I....) 
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ვთქვათ, ს = V(X, L) – (3) ამოცანის ზუსტი ამოხსნაა, V კი – (17) 
სხვაობიანი ამოცანის ამოხსნა. ჩაესვამთ რა (17-ში V=2+ს, 

2 = V – ს ცდომილებისათვის მიეიღებთ შემდეგ პირობებს: 

2, = #29 +V,, (X,0)Cთ,,, X7(X,0)=0, X(0,L) = X1,L) = 0,(18) 

სადაც 

V/ = #ს(თ+ დ – ს, (19) 

არის (17) სქემის აპროქსიმაციის ცდომილება (3) ამოცანის ს = 

= VCX, 1) ამოხსნაზე (სქემის შეუსაბამობა). 

- 1 
ვიპოვოთ V/-ს გაშლა ს და L-ს სარისხებად (X,6-+, +) 

წერტილის მიახლოებაში. თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

სყ! =C0+(1-თ)ს= სს 1, 
2 2 
  

– 2 22– 3 თ 

§-წ9ვ3 1.57 1.90 V 1 მ V, ცრ), 

2 მ. 802 48020 

წ=MX6+25%), 
2 

2 –2 3 

ა=V- 1-1: .95V 1 0M,ც6Cლ4, 
2 მხ 8 #. 4880 

2 

მივიღებთ 

ჩ“ 2 2 4 
რ: L 0ს+CXI“ +) ). 
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რადგანაც (3) განტოლებას ძალით გეაქეს 

L0+ჯ- 29 0, 
მ 

მაშინ 

L-ს I2ს+L 
მ 

> 1) -) (ი? I 
= -წ+(C- 197 + -+( -1) L”ხ 2 1 V CV 2 12 თ 2)! ს+CXX-“ +“). 

აქედან ჩანს, რომ 

ს/ = C(- + 2), როცა დ=ჩ და თ» >, 

V/ = CXL2+ 112), როცა დ=L და თ=1. 

თუ თ-ს შევარჩევთ ისე, რომ L”9 -თან მდგომი კოეფიციენტი 

ხულის ტოლი იყოს: 

C=Cთ -1 თ» (20) 
, 2 12” 

ხოლო დ ტოლი იყოს 

MI ან ი=7+" # (0) 
წ 12 12 

(რადგანაც /M – LI” = C(სნ2)), ორივე გამოსახულება განსხვავდება 

0(ს4) სიდიდით), მაშინ მივიღებთ სქემას აპროქსიმაციის გაუმჯო- 

ბესებული რიგით (X-ის მიმართ): VI/ = CXხ“+ +”), როცა C =C.. ეს 

სქემაც არაცხადია და ამიტომ V/.' მოიძებნება C.+/V – 7 =-L 

განტოლებიდან ფაქტორიბაციის მეთოდით. 
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5. სქემის მდგრადობა. შევუდგეთ (17) სქემის მდგრადო- 
ბისა და კრებადობის შესწავლას. ჯერ განვიხილოთ ცხადი სქემა 

(თ = 0) და წმინდა არაცხადი სქემა (თ = 1). (17) განტოლება ცხადი 

სქემისათვის ჩავწეროთ შემდეგი სახით 

აშოს- +-ის «ბა+ ი, 0<:0<M 
VII =0, VIII = 9 VI = სე(X,), 0<1<M. 

თუ VI -თან მდგომი კოეფიციენტი არაუარყოფითია, ე. ი. 

« < M2/2, (23) 

მაშინ (22-დან გამომდინარეობს, რომ 

IV" IIIC< IIVIIIC+ %IICIII> (24) 
სადაც IIVIIC = I08XIXV). ავჯამოთ L-ს მიმართ 0-დან 1 – 1-მდე; გვე- 

) 

ქნება 

· ჰ)-) 

IXVIIC <IVIIC+2 ,1IC"IC · 05) 

სწორედ ეს უტოლობა გამოხატავს ბადურ C ნორმაში ცხადი სქე- 

მის მდგრადობას, საწყისი პირობებისა და მარჯვენა მხარის მი- 

მართ (23) პირობის დროს (ცხადი სქემა პირობითად მდგრადია). 

(17) არაცხადი სქემა, როცა თ=1, გადავწეროთ შემდეგნაირად 

#I «+ – ა =-ჩ, ე =X/I ++C1 
ანუ 

–-·/9 – ღვ –-/Iე =-წ), 0<1<M, 
ხ? ხე”! ი ”ი ' 

VI =Vჯ =0. 
ახლა ვისარგებლოთ პირველი თავის §5-ის მე-3 თეორემით: 

2304



V- – C),+ 4, = – ჩა 

C.= ტ,+ტ.,+ს,სე 0<1<M, V-=V,ა=0 

ამოცანის ამოხსნისათვის სამართლიანია შეფასება 

L 
IIVIC<I– 

M0IC 

ჩეენ შემთხვევაში /#,= #.,, = L/I12, ხ,= 1, 

IV IC <IL" IC <IV IC+XICთ"IL. (26) 
აქედან ავჯამაეთ რა L-ს მიმართ, «=0, 1, ..,1 – I, მივიღებთ) (25) 
შეფასებას, ამრიგად, წმინდა არაცხადი სქემა უპირობოდ მდგრა- 
დია, ე. ი. ნებისმიერი %« და ჩ-სთვის. ნებისმიერი C-ს შემთხვევაში 
სხვაობიან განტოლებას აქვს სახე 

6 ,, 2Cთ # CL >» . 
ლM-ნ+ % 20ოს | 112 – VII =- ნ), 

        

ხ1 

0<1)<M, წ: =VII =0, 

I-ს 29%, 00), ააქა)+57. 
აქედან ჩანს, რომ V) -თან მდგომი კოეფიციენტი არაუარყოფითია, 

თუ 

2 2 
ჩ 

<9". ანუ თ>1---. VX)) 
20 –თ) 2%X 

ამ პირობების დროს IIIIC< IVIIC+ XIIდIIC თუ ამის შემდეგ ვისარ- 

გებლებთ I თავის §5-ის მე-3 თეორემით, მივიღებთ (25) შეფასებას 

(27) პირობების დროს. კერძოდ, სიმეტრიული სქემა მდგრადია C- 

ში, თუ + < ჩ?. ფაქტიურად კი (17) სქემა თ > 1/2 დროს უპირობოდ 

მდგრადია საწყისი მონაცემების მიმართ C-ში, ასე, რომ 
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) 0 
IIV”IIC < MიIIV IC» 

სადაც Mე= 0005L> 1, მაგრამ ეს უტოლობა საკმარისად რთული 
ხერხით მტკიცდება. 

ქვემოთ ნაჩვენები იქნება, რომ სხეა ნორმაში სქემის (წონე- 
ბით) მდგარდობის პირობას ექნება შემდეგი სხე 

. 
> ლ=–-– თ>Cა 2 22 (28) 

ასე, რომ სქემა. როცა 0 > 1/2, უპირობოდ მდგრადია, ხოლო, რო- 
ცა C < 1/2, (27)-ის ნაცვლად ისმება მდგრადობის პირობა 

ხშ 

“დ -–. 
4(1/2-–0) 

აღნიშნული (29) შემდეგი მიიღება მდგრადობის ზოგადი თეორიის 

საფუძველზე. 
IL თავის §4-ის ანალოგიურად შემოეიღოთ # ოპერატორი: 

(29) 

ი ი ი 

#V= -/V XV» C6Cბა ე, VC%6პბ, 

სადაც ი – ისეთ V ფუნქციათა სიმრავლეა, რომლებიც გან- 

საგღვრულია C), = (X;: X,= 1, 1 = 0,1,...,M,. ჩ = I/M) ბადებე და 

ხულის ტოლია საზღვარზე, როცა I = 0, M, სოლო V არის თ, ბა- 

დის, X C C),= (X: X,= II), 1 = 1,2,....1M – 1, 11 = 1/M) შიდა კეანძებზე 

განსაზღვრულ ფუნქციათა სიმრავლე. 
კანონიკური სახით ჩავწეროთ სქემა წონებით); 

ც2,+ 47 = VII). 1C6Cთ,, 70)=0, ვც=8+თIბ (30) 

ამისათვის საკმარისია (18)-ში ჩავსვათ გამოსახულება 

2,9 =C7+(1-Cთ)72=7+C0(2-2)=2+C47,. 

ტ ოპერატორი, როგორც 1 თავში იყო ნაჩეენები, თვითშეულ- 

ლებული და დადებითია: /# = #“ > 0, თუ სკალარულ სამრავლს II- 

ში განვსაზღვრავთ ფორმულით 
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X-I 
(X»”,V) = 2,#V,ს : 

IL=1 

(30) სქემის მდგრადობა გამოკვლეულია V თავში, სადაც ნაჩ- 

ვენებია, რომ (30) სქემა მღგრადია II„-ში, როცა 

(31)   

4 ჯიჩ 
მოცემულ შემთხვევაში ||/#II= 12 90% =2-. აქედან გამომდინარე- 

ობს, რომ (7) სქემა მდგრადია ნებისმიერი + და ჩ-სთვის, თუთ> 

> I/2. თუ თ < 1/2, მაშინ სქემა მღგრადია, როცა 

-<-- !... 
(1/2-0)I4II 

ჩაესვათ აქ II/VსII > 4/ჩ2, მივიღებთ 

2 

+ < _ იჩ... 

40/2-თ) 

კერძოდ, როცა თ =V>,, გვაქვს 4(1/2 – C,.)+ = ხ2/3 < ხ?, ე. ი. აპრო– 

ქსიმაციის გაუმჯობესებული რიგის მქონე სქემა უპირობოდ 
მდგრაღია. 

6. სქემის კრებადობა. (17) სქემის კრებადობის დასამ- 
ტკიცებლად საჭიროა, (30) ამოცანისათვის აპრიორული შეფასება 

მივიღოთ. 7-სთვის ვისარგებლოთ უტოლობით, რომელიც სქემათა 

კრებადობის გამოკვლევისას V თაეში იყო მიღებული. ამ უტო- 
ლობის თანახმად (30) და (18)-ისათვის სამართლიანია ცდომილე- 
ბის შეფასება 

და 4(1/2 – თ) <2, 

· 1-) 

I2II. < 2,9IVI I, როცა C>0, თ>თ.. (32) 
V=0



ჩავსვამთ, რა აქ 4ტ7= X ,; ვიპოვით 

სი –” 
1=1 

ვისარგებლოთ! შეფასებით 

1 წ . #.#, 

IX = თ9XI2< :> IM(2»,) | = 217 

მივიღებთ 

I-I 
; 1 

I2IC<> 2,%IV I (33) 
L=0 

ე. ი. (17) სქემა კრებადია C ბადურ ნორმაში სიჩქარით 

IV) – ს)IIC =I2)II-= C(ს? +%) , როცა C « 1/2, C > თე, 

I 2I=CXჩ” ++”) , C = 1/2. თუ C.> 0, ე. ი. « > სM7/0, 

მაშინ C = თ, სქემისთვისაც სამართლიანია (33) შეფასება და 

II21| > = C(0%ს“ + %?2) , როცა C =თ,. 

7. ასიმპტოტური მდგრადობა. (5) ამოცანის საწყისი 

მონაცემების მიმართ ასიმპტოტური (როცა L-–> C) მდგრადობის 

თვისება გამოისახება (9) შეფასებით. L-ს დიდი მნიშვნელობები- 

სათვის (5) ამოცანის ამოხსნა განისაზღვრება პირეელი ჰარმონი- 

კით 

V(X,0) თC,6 “'X,(X) 

(რეგულარული რეჟიმი). ბუნებრივია, მოვითხოვოთ, რომ სხვაობი- 

ანი ამოცანის 

პჯივჭ



XV, =C/#MV+(1 –C)/XV; X=Iხ, L=1+, 

1=1,2,...M-I, 1=0,I,..., (34) 

XC I)=0, X(CI,I1=0, X(X,0) = სა(X), 
ამოხსნას ანალიზური თვისებები ჰქონდეს. 

V თავში ოპერატორულ-სხვაობიანი სქემებისათვის წონით 

8V, +#4V»X=0, LCთ., V(0)=V. 8=8C+თ1ტ. 

ბს<4ტ<48, 6>0, #=/ტ'>0. 
დადგენილია ასიმპტოტური მდგრადობა 

1 < –წ, ე IVII< 6. ”'IIVII 
წონებიანი სქემებისათვის შემდეგ დამატებით პირობებში 

% < Lე(0), 

სადაც %-= 2/(8 + 4) ცხადი სქემისათვის (თ = 0), + –>+თ (ჯ ნების- 

მიერია) არაცხადი სქემისათვის (C = 1) და Lე =2/“V/84) სიმეგრი- ე ც ე ვ და L96 ეტ 
ული სქემისათვის (თ = 1/2), (34) სქემისათვის გვაქვს 

= რავ? 2, #= იი? იბ, 8+4#=-“., 
ჩ” 2 ჩ IM“ 

ცხადი სქემისათვის (C = 0) +. = M%V2 და ასიმპტოტური მდგრადო- 

ბის პირობა ჩვეულებრივი მდგრადობის პირობას ემთხვევა, არაც- 

ხადი სქემა თ = | კვლავ უპირობოდ მდგრადია, მაგრამ სიმეტრი- 

ული. სქემა, თ = 1/2, რომელიც მდგრადია ჩვეულებრიეი აზრით, 

ასიმპტოტურად მდგრადია, როცა სრულდება პირობა 

V 
  +<1%ე, 1ი=- 
იი) # 

ამ შემთხვევაში (34) სხვაობიანი ამოცანის ამოხსნა (თ = 1/2- 

სათვის) L-ს დიდი მნიშვნელობებისათვის განისაზღვრება პირველი 

ჰარმონიკით!: 
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I 1)? -7./ -: 
XV; > 6,)01510 XX, =C)6 “'/5I17X,. 

0 =(1– 172+8)/(1+1/ 2%8) = 6“ ”'(1+ CCჯ>?)). 

თუ %<% პირობა დარღვეულია, ე. ი. % > «ე, მაშინ I-ს დიდი 

მნიშვნელობებისათეის ჭარბობს არა პირველი, არამედ უკანასკ- 

ხელი ჰარმონიკა: 

VI = C,01 510 X(M – 1)X, =C,0(–1)' §I0 XX,, 

L/ 2106 – 1 დ ლაა 

I/2146+1 
კავშირი არა აქეს დიფერენციალური განტოლების ამოხსსასთან. 

ასიმპტოტური მდგრადობის მოთსოვნა მჭიდროდ არის დაკავ- 

შირებული სქემის სიზუსტესთან და ფაქტობრივად ასიმპტოტური 

სიზუსტის მოთხოვნასაც ნიშნავს. ეს განსაკუთრებით ნათლად 

იჩენს თავს რეალურ ბადეებზე გათვლების დროს დიდი L-ებისა- 

თვის. შევნიშნოთ, რომ სიმეტრიული სქემისათვის X = ჩ/X პირობა 

არ არის დამამძიმებელი პირობა. მტკიცდება, რომ წმინდა: არაც- 

სად სქემას (თ = 1) დიდი L-ებისათვის შეიძლია უზრუნველყოს მი- 

საღები სიზუსტე მხოლოდ ისეთი + ბიჯისათვის, რომელიც ცხადი 

სქემის ბიჯის სადარია. ეს კი დიდი L-ებისათვის გამოთვლების ჩა- 

ტარების დროს წმინდა არაცხად სქემას უკარგავს მის ძირითად 

უპირატესობას – მდგრადობას ნებისმიერი «+ და ჩ-სთვის. 

სადაც 0= რასაც, რა იIქმა უნდა, არავითარი



§2. სითბობამტარებლობის 

მრავმალგანზხომილებიანი ამოცანები 

1. სხვაობიანი სქემები წონებით. X= (X,,X,) სიბრტყე- 

ზე განვიხილოთ C, არე IL საგღვრით. ვეძიოთ სითბოგამტარებლო- 

ბის ამოცანის ამოხსნა არეში C=ც+L ყველა L-სთვის, 0< 1 <1. 

საძიებელია ისეთი V(X,L) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია 

CC, =6X(0,11= ((X.0: X6C60, 0<L1<1) ცილინდრში და 0.= 
=CXLI0,11= ((X,I; X6CC, 0<1<|)) არეში აკმაყოფილებს 

სითბოგამტარებლობის განტოლებას 

მს მ'ს მ”ს 
– =Lს+ICX,), Lს=–->-+–-->, (I) 
მ მX, მX5ე 

6 არის L საზღვარზე კი აკმაყოფილებს პირველი გვარის სა- 

საზღერო პირობებს 

ს=IXX,ს), X6CI, 0<(1<L, (ა 

და საწყის პირობებს, როცა 1= 0: 

ს(X, 0) = ს,(X),X6 C. (3) 

ვიგულისხმოთ, რომ C მართკუთხედია: 

C=(X=(X,,X.): 0<X,<(60,, 0<X; <6). 

C-ში შემოვიღოთ მართკუთხა ბადე 

C, = (X, =(I,,1ჩე, !ც =0,ს--.სMც, I = წ /Mა, თ=L2) 
ძ 

საზღვრით 

+”, = LX, = (1,1), 15113): I, = 0,M,, 0 <1. < M,; 11= 0,Mე, 0<1<M,). 
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მოვახდინოთ Lს= #ს ლაპლასის ოპერატორის სსვაობიანი ოჰერა- 
ტორით აპროქსიმაცია სუთწერტილიან შაბლონზე (ის. თავი VI, §1) 

Lს- /ტს=V.. +V- XX, XX 

(1)X3) ამოცანა შევცვალოთ დიფერენციალურ-სხვაობიანი ამო- 

ცახით (წრფეთა მეთოდით): 

ძV, (L – ია) 1= #MV.(0+ჩ(), 1=0,), · V,(0) = სე(X,), 

X, CC, V,(1)I,, =L(.), 0<L<7. 

0 <1<წ1 შუალედზე შემოვიტანოთ თ. = (§=)%: 0 < CL< 1) ბა-- 

დე + ბიჯით. ღავწეროთ სქემა წონებით 

VII –»” _ ჰ+I ) 1 :_ 
ი. =/MCVV +(1-თ)V)+Cდ!, )1=0,I,.. (5) 

+“ 

სადაც 

ჩ-ა = XX, ს) = VCI,ჩ, ჩე; ს) X = CI,9,, 1.) C თკ. 

(5) განტოლებას დავურთოთ პირობები 

V(CX.0) = ყე(X), X=(1,ჩ,,15ჩ2) 6თ,, 

VCX,,L)=I,(L),) X6C/,, L=)LCC)კ. 

აქედან ჩანს, რომ ახალ L=§,, შრეზე # =XV+“-'-ის განსაზღვრი- 
სათვის უნდა ამოვხსნათ სხეაობიანი განტოლება 

V- თXMV=L, L=V+(1-0C)LMV+“%დი, XCთCთ,, 

V =)ს, XCVჯ. 

ამ ამოცანის ამოსსხადობა იქიდან გამომდინარეობს, რომ 

(C – თLM) ოპერატორი დადებითად განსაზღვრული ოპერატორია, 

(5) 

(6) 

როცა თ > – I/(XII44II). რადგანაც (ს – თ+#)V= (ს +0C+0))” თ, 

ბაღეზე განსაზღვრელ იმ V ფუსქციათა სიერცეში, რომლებიც 

ნულდება /, საზღვარზე (იხ. თავი VI). ვაჩვენოთ ეს. 
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შემოვიღებთ რა სკალარულ ნამრავლს 

(V, V) = 2,X(X,)VCX,)ხ, 0; = 
X, 6თVL 

M- M,-) (7) 
= 2, 2,ხეV(Iნ,,IM1)V(Iნ,,Iცხვ) 

ს) (=I 

და გავითვალისიწინებთ, რომ (#V, V) < II/4XII IIVII < |I/ბ!|! IIVII2,. ვი- 
პოვით 

ფ – თXL/) V, წ) =((8+CXL4)X,V) =|IVII +თXC(#ა,წ) > 

1 
> + + თი|(ტაი >0, 

რადგან (/#V, V) > 6I(1VII? > 0 (იხ. VI თაეი, §1, მე-5 პუნქტი). 

სხეაობიანი განტოლება ჩავწეროთ დაწვრილებით, ინდექსუ- 
რი სახით 

CIICV,-Iა, + 7 +II. )-(1+2თ0C(V, + ბეის + დფ) 

+0CV7:(V,, + V,, M+I)=“ LI, 

სადაც 

XV, = V(I,ნ,,1ვM3),. V, =+/I?1, Vვ =+/I2, 

ს, =(1 < 21 –+XV, + V2 ))V,,,, +(1 – C)V, (V,,-I,, + V,,+..:+ 

+(1 – თ)V(V,,,, -) +V,, ++, 

VI = ა, ; X, =(ს)0,,(:0) 67. 

ეს სხვაობიანი სასაზღვრო ამოცანა V -ის მიმართ იგივე მეთოდე- 

ბით იხსნება, რითაც დირიხლეს სხვაობიანი ამოცანა პუასონის 
განტოლებისათვის (იხ. VI თავი, §2), აქ განტოლების კოეფიციენ- 

ტები მუდმივებია, C არე მართკუთხედია, ამიტომ (8) განტოლების 

313



ამოსახსნელად უფრო ეკონომიურია პირდაპირი მეთოდები. იტერ- 

აციული მეთოდები ხაკლებად ეკონომიურია. 

2. მდგრადობა და კრებადობა. ვისარგებლებთ რა ზე- 

მოთ (VI თავში) განსაზღვრული # ოპერატორით: 

ი 9 0 ი ი 

#V= -/V = – V-ს, –V>, > X»X6C6C), X»C62=11I, 

(5) სქემას აიიი კანოხიკური სახითა: 

ს“! _ 
ც7» 
  

-– 0 _ 

- V ს, ტე =C), 1=0,1,.., V =ხი, VX6CI, რ) 

8= ს+CX/ტ. 

#4 ოპერატორი შესწავლილია VI თავში. იგი თვითშეუღლებუ- 

ლი და დადებითად განსაზღვულია LI = C2 სიერცეში, რომლის გან- 

ზომილებაა (CM, – 110, – 1), 

ტ#=/'. ეფ < # < #ას6, 

სადაც 

რ... I 4... ჩ 
ზე = ––51ი” #V +–-51ი” 2. 

ჩ, 20, IM 2#ჩ5 

რი =-რ ცე? მ #, +-%0 ლ0§“ 2 10. #ე =II%II. 
ს; 20, IIვ 205 

ზოგაღი თეორიის ძალით (იხ. V თავი) (9) სქემა მდგრადია 

LI.-ში, როცა 

(1თ 

! 1 
  თ>Cთა 9ი9ი=-- · (II) 

2 #+IMI 
კერძოდ, ცხადი სქემისათვის გვაქვს პირობა 

–I 

2 2 
+<-2., ანუ C<(2+2) (12) 

რი ს, ვ



კვადრატულ ბადეზე (ჩ,= M.= 1) ცხადი სქემის მდგრადობის პი- 

რობას აქვს სახე 

X < 112/4, 

(შეადარეთ +« < ჩ2?/2 პირობას ერთგანზომილებიანი ამოცანის შემ- 

თხვევისათვის). (11)--დან ჩანს, რომ სქემა, რომლისთვისაც 

თ > 1/2, 

მათ შორის წმინდა არაცხადი (C = I) და სიმეტრიული (თ = I/2) 

უპირობოდ მდგრადია. ცხადი სქემა (თ = 0) შეიძლება შემდეგნაი- 

რად ჩავწეროთ 

VI) =(1-20, +72))VI,, + /I(XVI-I,, + VI+II.1+ 

+ V:(-I I, + VIII )+ «C2,. · 

(12-ის მარჯვენა მსარეში V-თან მდგომი კოეფიციენტების ჯა- 

მი ერთის ტოლია. თუ ყველა კოეფიციენტი არაუარყოფითიია, ე. ი. 

სრულდება (12)-ის ეკვივალენტური პირობა 7,+ 7 = 1/2, 7, = L/ IM; ' 

7: = +/ხ2 ,; მაშინ (13-დან გამომდინარეობს უტოლობა 

IV IIIC< IIXIIC+ XICIIIC- 
თუ აეჯამავთ M-ს მიმართ, M = 0,1,..., 1 – 1, მივიღებთ შეფასებას 

(შედარეთ §I-ს) 

(13) 

1-I 

IXIIC <IXIC+2,7IC" IC. (14) 
L=0 

რომელიც სამართლიანია წმნიდა არაცხადი სქემისათვის (თ = 1) 

ბადის ნებისმიერი ბიჯის შემთხვევაში. ყველა დანარჩენ შემთხვე- 

ვაში (14) შეფასებას ადგილი აქვს, როცა C > I – 1/(-ბე). კრება- 

დობის დამტკიცებისათვის, ჩვეულებრივ, საჭიროა გამოვიკვლიოთ 

შეუსაბამობა 

V/ = #(C0+() –C)ს)+Cდ –ს,.



თუ გავითვალისწინებთ, რომ #ს = Lს + CXIL/2), Iს = ჩხ + ხ2 , ერ-. 
თ,განზომილებიანხი შემთხვევის ანალოგიურად ეიპოვით 

_ -2 2 _1I V =00MM+9)+(C-1|)0C. 
7 =V – ს ცდომილებისათვის გვაქვს ამოცანა 

71") _ I ა.ა. 
ც-- “ | ,ტ721=V), 1=0,1,..., 27” =7(0)=0. 

+ 

აქედან და აპრიორული შეფასებიდან გამომდინარეობს, რომ (5) 

სქემა კრებადია C-ში CXL + |ხI1) სიჩქარით, როცა CX# I/2 და 
0(C1 + |სIე) სიჩქარით, როცა C = 1/2 (ერთგანზომილებიანი შემ- 

თხვევის სრული ახალოგია), თუ C >1 _ 1. · 
+400 

ამოცანის ამოხსნისათვის V თაეში მიღებული შეფასების ძა- 

ლით სრულდება უტოლობა 

1 1 _ _1 
| 2+'I, < %. IIყI"II, როცა თ>თაე=–––––, თ>0, „52.9IV II ს ი –2 აბ. 

სადაც 

I2I> =I7IL, +171, ; #,V=-VM,ას რეV=“-V/ჯ»,, 
M, M2-1 M.-1M% 

II = >, 2,0)(2,, CL .I1))? + >, 2, :(>,, (1), 12))”. 
I=1 I3=1 I,=1)1=I 

აქედან გამომდინარეობს (5) სქემის უპირობოდ მდგრადობა და 

კრებადობა LI,-ში CXL + |ჩI?) სიჩქარით, როცა C > 1/2, C > L/2 და 

0(C” + |ხI?) სიჩქარით, როცა თ = I1/2. 
ზემოთ მოყვანილი გამოკვლეეა უნდა შევავსოთ ასიმპტოტუ- 

რი მდგრადობის პირობებით. ეს პირობები ## <1ე მიღებული იყო 

ოპერატორულ-სხვაობიანი სქემისათვის (წონებით) ნებისმიერი 

ოპერატორით 
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#=/#'>0, ბეს < #. < 4აL, 
ამიტომ ამ პირობებით სარგებლობა ჩვენი (5) სქემისათვეისაც შე- 

იძლება. ვისარგებლოთ (10) გამოსახულებებით ზე და #კ-სთვის. მი- 

(I) (1) __ 
0 ? ა ვიღებთ ასიმპტოტური მდგრადობის პირობებს +%X<1+ %0 

-I 
4 4 

= 14 + 4 ცხადი სქემისათვის (Cთ=0):; X< ჯე”) , 60/= 

  

2 
= /ნები „ ხოლო ზე, 4ე – (10);დან – სიმეტრიული (0 = I/2) სქე- 

ირი 

მისათვის.. 

კერძოდ, როცა ი, = IIვ = I), (, = ჩე = C, გეაქვს 

ზე = 5-5? 2-9, ტე = ცივ? ი, 
ჩ 2( ჩ“ 2( 

3 2 –I 

40” = 8. + = ' (ყაბჩ) თ MC. 
4 2 § 2X 

ზღერული LC) მნიშვნელობა ორჯერ მცირეა, ვიდრე ერთგანზო- 

მილებიანი (5) სქემისათვის (§1-დან). 

წმინდა არაცხადი სქემა თ=I) უპირობოდ ასიმპტოტურად 

მდგრადია. 

3. ცვლადი კოეფიციენტი. განვიხილოთ (1) ამოცანა, 

ამასთან დაეუშვათ, რომ L არის მეორე რიგის ელიფსური ოპჰერა- 

ტორი ცვალებადი კოეფიცინტებით შერეული წარმოებულების გა- 
რეშე: 

მ მს 
LII=LIს+IL.ას, L,V ხთ იუ), 

ბ 

მ 2 | 

მX1/” “%“2 

    L.0 = (ხთ



C, < LV (X,1) <6, (X,1) Cლღ, = C X (0, II. 

მოვახდინოთ L,, და L. ოპერატორების აპროქსიმაცია სხვაობიანი 
სამწერტილიანი ოპერატორით: 

Lე “ გი Lე –“#ე, 

#,V= (2,Vჯ, ბ», კ #ეV= (82Vჯ», ა», , 

სადაც მ, = გ, 1ხ., ს, მა= მ)0,ჩ, 15, 9 – %, და X. მნიშვნე- 

ლობათა რაიმე ფუნქციონხალებია, შესაბამისად; უმარტივეს შემ- 

თხეევაში მგ, = XM,((I, – 1/2)ჩ,, 11ჩ., CL), მკ= M(I,ხ,, C11– 1/2)ჩე, L) რაც 

აპროქსიმაციის მეორე რიგს უზრუნველყოფს: #ეცს – L „ს = C(L2), 

თ = 1,2. L ოპერატორს შევუსაბამოთ სსვაობიანი ოპერატორი Vს: 

/#V = #,V + #აV =(8მ)V;,)», + (მ:Vჯ, )», · (15) 

#,V და #აV ჩავწეროთ ინდექსურ ფორმაში 

I · . V, კე VI, 
#)V= სნ! ს +1)L, „ცხე ა. – 

. · ა... 
–მე,(სხც,Iეჩე;1).–_––_+ ს, 

ს, 

1 · . V,ეI+ MI9. 
/#-5V = ოფციის + სხა – 

· . V,ს VII, -I 
–მე())იც)ეე:1)ბ-0013– |, 

IM; 
სხვაობიან სქემას წონებით იგივე (5) სახე აქვს, რაც §1-ში. აიღება 

იგივე MI = (– ბადური სიერცე (7) სკალარული ნამრავლით და გა- 

ნისაზღვრება #. ოპერატორი: 

ია 9 ი 

ტ.ა/ = –#V = –(მ, V», )», – (მ; VX, 2» · (16) 
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თუ გავითვალისწინებთ, რომ # ოპერატორის ერთგანზომილები- 

ახი შემთხვევისათეის: 

0 9 0 ი 

C,(/M#X.V) = (4X»,V)<C:(04 XX», #X»=+-XVჯ 
0<0,<8<5<0,), 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ასეთივე უტოლობები სრულდება 
ორგანზომილებიანი (15) ოპერატორისათვისაც: 

ი 0 9 ი ი 

C, ტ < # < 0ე #, #V= - VI-V, · 

აქედან ჩანს, რომ ბL < # < #86, 6 =C,6,, 4 = C, ტა, სადაც ზე და 

რე განისაზღვრება (10) ფორმულებით. ახალ შრებე V= VI -ის 

განსაზღვრისათვის ვღებულობთ (6) ამოცანას, სადაც # განისაზ- 

ღვრება (15);დან. ცხადი სქემის შემთხვევაში V ყოველ X C თ, 

კეანძში განისაზღვრება ფორმულით 

V=V+(1–C)+/M#V++დ. 

არაცხადი სქემისათეის (C # 0) უნდა ამოისსნას ცვალებად კოეფი- 

ციენტებიანი ხუთწერტილიანი სხვაობიანი განტოლება. აქ გამოიყ- 

ესება იტერაციული მეთოდები. მათგან ყველაზე ეკონომიურია 

ცვალებადსამკუთხა მეთოდი (იხ. V თავი, §6), რომლისთვისაც იტე- 

1 1 
რაციათა რაოდენობა 0-1) -ის ტოლია, თუ + = CXს). ცეა- 

ს ე Vხ § 
ლებადკოეფიციენტებიანი სხვაობიანი განტოლებისათვის ცეალე- 

ბად-სამკუთხა მეთოდის აღწერა მოცემულია VI თავში. (6) განტო- 

ლებისათვის (15) სახის # ოპერატორით ეს მეთოდი რამდენადმე 

უნდა შეიცვალოს. 
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§3, ეკონომიური სქემები 

1. ცვალებად მიმართულებათა მეთოდი. შევადა- 
როთ ცხადი და არაცხადი (5) სქემები ორი მახასიათებლის მიხედ- 

ვით: VI-I-ის გამოსათვლელად საჭირო გამოთვლების მოცულობა 

და %ჯ ბიჯზე შეზღუდვა. 

ცხადი სქემა: თ, ბადეზე ”MII-ის განსაზღერისათვის საჭირო 

მოქმედებათა რიცხვი კვანძების რაოდენობის პროპორციულია, 
ე. ი. ერთ კვანძზე მოსული მოქმედებების რაოდენობა თ, ბადეზე 

არ არის დამოკიდებული, თუმცა X ბიჯი მკაცრაღ შემოსაზღერუ- 

ლია ზემოდან პირობით # < «Lე(ჩ): « < ხ2/4, როცა ჩ, = ჩვ= იძ 

სქემისათვის. 
არაცხადი სქემა: (0 > 1/2): VII-ის განსაზღვრისათვის საჭი- 

როა ხუთწერტილიანი (M,) – 1XM. – 1) სხვაობიანი განტოლებისა- 

გან შემდგარი სისტემის ამოხსნა; ამ შემთხვევაში თ, ბადის ერთ 

კვანძზე მოსული მოქმედებების რიცხვი იზრდება, როცა IხნI > 0, 

(ცვლადი კოეფიციენტების დროს მაინც). 
ისმება ამოცანა – აიგოს სქემები, რომლებშიც შერწყმულია 

ცხადი და არაცხადი სქემების საუკეთესო თვისებები: უპირობოდ 
მდგრადი და ბადის ყოველ შრეზე კვანძთა რიცხვის პროპორციუ- 
ლი მოქმედებათა რაოდენობით. ასეთ სქემებს ეკონომიურ სქე- 
მებს უწოდებენ. ცხადია, უნდა შეენიშნოთ, რომ ჩვეულებრივი აზ- 
რით, უპირობოდ მდგრადი სქემები ასიმპტოტურად მდგრადი უნდა 
იყოს, ეს იწვევს ბიჯზე შეზღუდვას, თუმცა უფრო სუსტს (მაგალი- 

თად, 1 < ნხ/(2»), როცა C = 1/2, ჩ,=ჩ.=L, §, =(; =#) ვიდრე 
მდგრადობის პირობა (+ < M2/4) ცხადი სქემისათვის. სიტყვამ მოი- 

ტანა და უნდა აღვნიშნოთ, რომ L1=CXLს) პირობა ბუნებრივია 
CXX1+ |ხI2) სქემისათვის. პირველი ეკონომიური სქემები გამოჩნდა 
1955-1956 წლებში და ეწოდა ცვალებად მიმართულებათა მეთოდი. 
მათი ეკონომიურობის ძირითადი ალგორითმული იდეა ის არის, 
რომ ნ შრიდან L,, შრეზე გადასვლისათვის უნდა ამოიხსნას სამ- 

წერტილიანი სხვაობიანი განტოლებები ფაქტორიზაციის მეთოდით 
თ, ბადის ჯერ სტრიქონების, ხოლო შემდეგ – სვეტების გასწვრიე. 
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მოვიყვანოთ ცვალებად მიმართულებათა მეთოდის (პისმენ- 
რეკფორდის გასწვრივ-განივი სქემის) ფორმულები (1) ამოცანი- 
სათვის L ოპერატორით): LV = L,ს0 + L.ს, სადაც L. ერთ-ერთია 

შემდეგი ოპერატორებიდან: 

მ?ს მ ( 2 | 
Lას= ნუ L ს = IXI6.8: · C%=1.2. ის) ანუ 1ას=5-- ჩი(%05» 

თ 

      

თ თ 

ვთქვათ, #,, #ე – შესაბამისი სამწერტილიანი ოპერატორებია და 

/ = /V, + #,ც. შემოვიღებთ რა შუალედურ V= V)'/2 

ბას, ცვალებად მიმართულებათა სხვაობიან სქემას შემდეგნაირად 
ჩამოვაყალიბებთ: 

VI V2 = VI +I/2 : · 
2  “ – ს.V'"“ +/#.V+C0., XCC;, =L, +72 I” :” +C0 ს » LM თ 

როცა 1,=0,M,, 

მნიშვნელო- 

)+1/2 

7. _ ა – ყი 
== წ” “9=/LV “ +/ეV” +დ., XC0,, V'.' =IL", +72 M 2 ს (თ 

როცა I.=0,M,, V” =სე(X), X CC), 
სადაც L – LLX, 1) ფუნქციის საშუალედო მნიშენელობაა და ტოლია 

– I) + ს % 1-) 1 

ს=“ ალ ––-/ე(ს – I). 
2 4 

VII. და VII-ის განსაზღვრისათვის გეაქვს სხვაობიანი სასაზ- 

ღვრო ამოცანები: 
0,51#,V/)'”? _ VI 2 = – 6), 

LI = VI +0,5%(#%აV1+დ)), X6CC,, 

ემი -=X ს =0M, 
0,5L#აV! ა/შ = –6)141/?. 

6)+V/2 = „)+V/2 კ 05«(/#,V) ” +დ)1), X6თ,, 

„. =. 1 =0,M,. 

(3) 

)I)+I



პირველი ამოცანა იხსნება ფაქტორიზაციის სტრიქონების მიმართ, 

(1. = 1.2,...,IM-– 1), მეორე კი – იგივე მეთოდით სვეტების მიმართ 

(I, = 1.2,...,M,– 1). ერთ კვანძზე მოსული მოქმედებათა რაოდენო- 
ბა სასრულია და ბადეზე არ არის დამოკიდებული. 

(3) სქემა მდგრადია როგორც საწყისი პირობების, ასევე მარ- 

ჯვენა მხარის მიმართ ნებისმიერი + და |ჩI-სთეის და აქვს C0(+2+ 

+ |ხI?) სიზუსტე. ამაში ადვილად დავრწმუნდებით, თუ გამოვრიცს- 
ავთ VI V-ს და (1), (2) სქემას ღავიყვანთ ეკვივალენტურ ორშრიან 

სქემაზე 8, ფაქტორიზირებული ოპერატორით: 

)1+I 1 

ც>. -» ს ტე =Cდ!, 1=0,I,.., V” =სე CI 

' C) 
«ჯ “ 0 0 

8=(6+5/, 6+>4#:), #აX=-#ი7=-X#- ა %=102, 

სადაც LI = C) – თ, ბადის შიგა კვანძებზე განსაზღვრული ბადური 

ფუნქციების სივრცეა. 

ცხადია, რომ #. =#C >0, თ=I2, #,4ე = ტე#ტ,. ამიტომ 

8 =სC+ %//2+ +”, ტ./4 > ს + X#4/2 > «#ტ/2, და სქემა მდგრადია. 

2. ფაქტორიზირებული სქემები. 8 ოპერატორს, რო- 
მელიც წარმოდგენილია ოპერატორის ნამრავლის სახით: 8 = 

= 8,8....8, ქუწოდოთ ფაქტორიზებული, სოლო შესაბამის სქემას: 

VI-V, I - თ ი 
8---“ +ტVI=Cთ.), 1=0,1,.., V =V(0), (5) 

%“ 

ფაქტორიზებული. 

თუ | 

6ნ.V = LL, თ = 1,2, 

ამოცანის ამოხსნისთვის, მოცემული L მარჯვენა მსარით,, საჭი- 

როა 00%) მოქმედება, მაშინ ცნობილი XI-ის მისედვით VI-ის 

საპოვნელადაც CCM,M,) მოქმედება იქნება საჭირო (8, ოპერატო- 

რი „ეკონომიურია“). რადგან 
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8») = 8,8”)! = I), 

ალგორითმი დადის 
8,3)''2= II, 8.V'! = VI III2 

განტოლებების თანმიმდევრულ ამოხსნხაბე. ორშრიანი სქემების 
მდგრადობის თეორიაზე დაყრდნობით, წონებიანი სქემებიდან გა- 

მომდინარე, ძნელი არ არის ეკონომიური ფაქტორიზებული სქემის 
აგება (რეგულარიზაციის მეთოდით). 

ამრიგად, ვთქვათ, 

ტ = #,+ #,, 8 = C+ თL4ტ = C + თLC#,+ #.), 

ტ,=#4), ტე =/#ე. 

მაშინ. (9) სქემა §2-დან მდგრადია, როცა თ =0ა -,– უვე. (9) 

სქემაში 8 ოპერატორი შევცვალოთ ფაქტორიზებული ოპერატო- 

რით 8= (C+Cთ+X4, XC + CLI#.), რომელიც 8-სგან C"X"#ტ, ტ. წევ- 

რით განსხვავდება 

8= 8+თ?+ ტიტა. 

ამის შედეგად მივიღებთ ფაქტორიზებულ სქემას 

)ს+! _ 

8> -X#. M + #ტVI =Cთ), 1=0,1,..., »”9მ =სე 6LM. (6) 
ჯ 

აპროქსიმაციის იმავე C((თ – 1/2)L + 1?) რიგით, რაც ჰქონდა ამო- 

სავალ წონებიან სქემას. რადგან ამოსავალი წონებიანი სქემა 

მდგრადია (თ > თე), ამიტომ ფაქტორიზებული (6) სქემაც მდგრადია 

8ც>8>+4/2. 

პირობის ძალით. ეს უკანასკნელი სამართლიანია, თუ #4, და #, 

გადაადგილებადია და -% =4რა >0, თ=1,2. 

VII-ის საპოვნელად ვღქბულობთ განტოლებას 8VI! = წ) ანუ 
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(C+C+4,XსC+C+#ტ,)V"! = IL), 

L) = სცV) + +() – ტ+)), 
რომელიც შემდეგი მიმდევრობით იხსნება: 

(-+CX4,)» = L, (ს+ თL14#3)VV I =V 

(შესაბამისი სასაზღვრო პირობებით) უფრო ეკონომიურია შემ- 

დეგი ალგორითმი (ეკონომია ხდება I) მარჯვენა მხარეების გა- 

მოთელის ხარჯზე): 

(=+C+/4,)V/1//? = I) = თ) – #1, 

(6 + თL4 ე )VI! = V/,)-M2, VI = VI + +V/7I, 
თ 

მაგრამ ამ დროს უნდა შეეინახოთ არა ერთი, არამედ ორი ვექ- 
გორი (VI·M2 ან VI! და VI). როცა თ = I (7-დან გამომდინარეობს 

ცვალებად მიმართულებიანი მეორე სქემა (დუგლას-რეკფორდის 

სქემა) 
1+I/2 _ 1 . · · 

» –=X გამე ტა/ე=დC), 
“/ 

II 1+I/2 1I+I/2 1 
V'” –V VI "“ – V ნ+:ტე)“--–->.- , ( 2) - - 

3. ჯამური აპროქსიმაციის მეთოდი. ამოცანათა 

ფართო კლასისათვის (განტოლებები ცვალებადი კოეფიციენტებით, 
რთული ფორმის არეები და ა. შე) ეკონომიური სქემები რომ მიეი- 
ღოთ, აუცილებელია სხვაობიანი სქემის ცნების შეცელა. 

უარი ვთქვათ აპროქსიმაციის ჩვეულებრივ განმარტებაზე, 
რომელიც ზემოთ განვიხილეთ და შევცვალოთ იგი ჯამური აპრო- 

ქსიმაციის უფრო სუსტი ცნებით. ავხსნათ ეს. ვთქვათ, ) შრიდან 

1+ 1 შრებე გადასელა ხორციელდება რამდენიმე საფეხურად, ყო- 

ველ მათგანზე გამოიყენება ჩვეულებრივი ორშრიანი სქემა, რომე- 
ლიც ამოსავალი განტოლების აპროქსიმაციას არ ახდენს, მაგრამ 

შეუსაბამობათა ჯამი ყოველი შუალედური სქემისათვის 
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ი 

V= 2,V, (8) 
თ=5) 

მიისწრაფის ნულისაკენ, როცა 1 ცვლადის მიმართ +X ბიჯი მიის- 

წრაფის ნულისაკენ. 

ჯამური აპროქსიმაციის მეთოდის იდეა შეიძლება გადმოვცეთ 
კოშის ამოცანის მაგალითზე ჩვეულებრივი დიფერენციალური გან- 
ტოლებისათვის 

< +გს= (9, L>0,V(0) = სი, (ა 

სადაც მ > 0 – რიცხვია. ვიგულისხმოთ, რომ 

2=მ,+მ,მ,>0,მ.>0„ IC0=L1(0+71-0). (10) 

ცხადია, რომ ასეთი წარმოდგენა ყოეელთვის არის შესაძლებელი. 

შემოვიღოთ ბადე Cთ,= (L =)1+%, 1=0,1,...ჯ და ყოველ (წ, L.,) 

ბიჯზე (9)-ის მაგივრად მიმდევრობით ამოვხსნათ ორი განტოლება 

  

1 9ძV ს + 
2 –ჯ“ +ბ,Vი) =ჩ(ს), 1<1<L,,ე =1, +>, 

(II) 
1 ძVც) 
2 2 +მგე:Vც) = ე(1, LI, <1 < წ). 

საწყისი მონაცემებით 

V,0(წ) = V(CL), Vც)(ს+I) = VV)(ნ+I» 1=90,1,..., 

(10-(12) ამოცანის ამოხსნას წარმოდგენს ფუნქცია 

VC) = Vც(ხ. (13) 
(11 სისტემის თითოეული განტოლების აპროქსიმირება მო- 

ვახდინოთ ორშრიანი სხვაობიანი სქემით, ბიჯით L/2. მაგალითად, 

ავიღოთ არაცხადი სქემა 

VI 2 _ V) 

“« 

Vც)(9) = სე. (12) 

: · VI __ 4/ჰ+1/2 , 

+გ,)./ჩ=ჩწ, > “” +გ.VI=წ. (14) 
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(11) სქემებისათვის გამოვითვალოთ V/, და V/. შეუსაბამობები. ჩავ- 

სვათ (11)-ში 

VI = 7) + ს), VIIIმI2 = 7#/2 კ ც1/2, VIმI = 7)! +V/!, 

ჯ3%V/2 _ 7 + +V/2 _ , ჯ! – 7)4)/2 I _ 1 

მ)2 = –VI1, ფუკეე--'-<-+მე2 =–V/#2, 

« '. (4 

)1+I/2 )1 
: 0 | 9 –)სხ 1+1/2 I 
1=60)1...., 2 =0, V/1 =-  "+მ,)) –L, 

“ 

I I+1I/2 | _ ე)" _ 941) II ი) 

V2=- ..#.მეს –15. 
% 

ჩავსეამთ რა გამოსახულებებს 

ცჰ =(ც +Lს/2)/“V/? + 0(5?), ს! =(ს – ს/2))“/? +CL2), 
მივიღებთ 

VI1 = (ს/ 2+მ,ს– ჩ)“”+0C), 
ი (15) 

VI) =(ს/2+მეს – 6)? +0(C-). 

აქედან ჩანს, რომ VI) =XCX1), V/) = CX1) , თუმცა 

VI +V) =0(1)->0, როცა X->0. 06 

ზემოთ მოყვანილი ყეელა მსჯელობა, დაწყებული (10), (11), 

(14)-დან, ძალაშია, თუ მ, და მ, – მატრიცები ან ოპერატორებია, 

ხოლო ს, L, V – ვექტორები. 
ამრიგად, (11), (12) სქემა ახდენს (9) ამოცანის აპროქსიმაციას 

(16) ჯამური აზრით (ასეთ სქემებს ადიტიური სქემები ეწოდება). 
(11), (12) სქემების კრებადობის დასამტკიცებლად უნდა მივი- 

ღოთ 7) = VIII - ს! ცდომილების შეფასება, რომელიც გაითვალ- 

ისწინებს ჯამური აპროქსიმაციის (16) თვისებას. დავუშვათ 
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0 · 

V ს= V/ ს + V/V 
ი ი · · 

VI, =(ს/2+მკს– ჩე)!" VI. =C(L), თ =1.2, 

#V2 = 1+V/2 +6+I/2) 2"! = ი) +656, 

საღაც თ... 6, შემდეგი ამოცანების ამოსსნხები არის 

27 

ი 0 

1 +I/ე = 1,+%VI, 1. =1+V/ + XVI, 1=0.1,.., ჯე =0, (17) 

(I +მ)%)6 =6, +%V/,, ( +მე:%)6,,| =86,.I/2 +%V/5, 

· 18 
10,ყ..., 08 

ი = 0, 

– .. – ·; (19) 

V/) = VI, – მ)Lი)ციე, 2 = VI –მე?1ი,). 

0... 0. 

აქედან ვპოულობთ 1,,, =1, + XCV/I+ VI 2) = ი, =-··= ში =0. ე, ი. 
M,= 0 ყველა |-სთვის, ) = 0,1,..., და 71= 2 

0 

ე = VI =CXX) MI, =CXI). (20) 

(16-დან ვღებულობთ 

I +21515I+XMIII, 
IC, 1<IC,,:+XIV2I< 6 1++0VMII>+IV/11), 

ასე, რომ სამართლიანია შეფასება 

. 1 

|>”'I< 2,+(%II+IV), (2ს 
#=0 

საიდანაც (17-ის ძალით გამომდინარეობს, რომ (14) ადიტიური 

სქემა კრებადია CX«) სიჩქარით. 
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ვ (11-ის ნაცვლად შეიძლება ავიღოთ განტოლებათა სხვა სის- 
ტეძა: 

ძV ა) = 
“ქ. ქ? I(CL), (51), V-)(L,) = VCL), 

9Vთ) 
  + მაV() = (CL), L<1<წ,ც Vე)(,)=V-ე(სა» (22) 

1)=0,),.., V;,)(0) = სი. 

ამ ამოცანის ამოხსხას წარმოადგენს ფუნქცია 

VCI) = V(ც,)()- (23) 

(11-სგან განსხვავებით, აქ ორივე განტოლების ინტერპრეტა- 

ცია ხდება მთელ § <1<L,, მონაკვეთზე. ამიტომ ამ განტოლებების 

აპროქსიმაცია წარმოებს + ბიჯით (და არა +«/2-ით, როგორც (II- 

ის შემთხვევაში) და მიიღება იგივე (IM4) სქემა. (9) ამოცანის (11) ან 
(22) ამოცანათა სისტემაზე დაყვანის ორივე მეთოდი იყენებს ერთი 
და იმავე თეისებას 

2=8მ,+მ;. (24) 

და პირობას 1=# + ს, რომელიც ყოველთვის შეიძლება დავაკმა- 

ყოფილოთ. 
მაგალითისათვის განვიხილოთ სითბოგამტარებლობის გან- 

ტოლება: 

მს 

  

  

> (25) 
მ?ს 

Lს=#ტს=L,ს+Lეს, 70=---, CX=1,2, 
2X 

თ 

L, და IL. – ,„,ერთგანზომილებიანი“ ოპერატორებია. 

მV) 2 = L.Vთე) +1), (26) 

განტოლების ამოხსნა, ხცადია, წარმოადგენს უფრო მარტივ ამო- 

ცანას, ვიდრე (25) განტოლების ამოხსნა. L = L, + L., 1= #) + 1, პი- 
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რობები უზრუნველყოფენ ჯამურ აპროქსიმაციას სქემისათვის, 

რომელიც მიიღება ჩვეულებრივი აპროქსიმაციის დროს, მაგალი- 
თად, ორშრიანი წონებიანი სქემების საშუალებით სისტემის თი- 
თოეული განტოლებისათვის 

  

ძVც, 
  

– I II = LVდ) + 6, L <1<L,/, Vრ) = V20, 

ამის შედეგად მიეიღებთ ადიტიურ სქემას, ლოკალურად ერთ- 

განზომილებიან სქემას ან გახლეჩვის სქემას 
კ6+I/2 _ I . . · 

=>» = #,(C,V IV? +(1-– თ,)V))+დ), XCCთ,, 

VI _ ი ს · ს 

=#(C;V"' +(1– თე)/"”)+თC, დფ» 

XCCთ,, 1=90,)I,..., V” = სი(X), X6Cთ,, 

MM) = #1, V9I = ი, 

ხ L1 
  7 7 

აქ #,V=Vჯ. , #2V=V,,· 9, და Cე პარამეტრები მდგრა- 

დობისა და აპროქსიმაციის პირობებიდან განისაზღერება. მაგა- 
ლითად, როცა Cთ, = თC= 1, მივიღებთ სქემას წინ წანაცვლებით 

,„)+I/2 _ VI . · 

ბ“ »”  გჩეიჩმ+დ), 

)+I _ „,)+I/2 . · 
> X გ+რ), 1=0,),... 

ჩავსვამთ რა აქ X»I= 7+ სI, VII I2= 21“I2+ (სI+ ს! !)/2, –) 1= 7'I+ ს), 
7 ცდომილებისათვის მივიღებთ განტოლებას 

1 · · 7) _ ჯ1-/2 

= #,>!"? + VII, 
“ % 

7ჯ)+I/2 = _) · 
= #ე7! + V/1, 
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სადაც V – ამოსავალი (25) ამოცანის ამოსსნაა, V/, და V/- – შეუსა- 

ბამობებია, ტოლი 

10-ს ს+0 1-ს ; - 1 
+0C,, V2 =/ცს–> 

2 2 
    

+დCე, 
  

1 – VII =4/%, 

0=V) ' ს = ს), 

აქედან ჩანს, რომ V/, = CXI), V/.= CXI). ე. ი. (27)-ის ყოველი გან- 

ტოლება ცალკე აღებული (25) განტოლების აპროქსიმაციას არ ახ- 
დენს. ავიღოთ შეუსაბამობათა ჯამი 

2 
ს+Vს ს-ს 

+ #ა0 –     V/ = V/, + V/ე =#ს, +Cდ, +დე = 

_ მს 
=(L, +Lე)ს––-+დ, +Cდე +CX++Iჩ/ ) 

სადაც 0 = ყო, თუ მხედველობაში მივიღებთ (25) განტოლებას, 

როცა L= L. გვექნება 

V =Cდ, +დ; – წ +0C+|ხI) =CC§+III), 
IM = ჩხ; + M2, 

თუ 

დ, +დე = #)'M2 + C(27). 
ამის მიღწევა შესაძლებელია, თუ დავუშვებთ, რომ, მაგალითად 

დ,=0. დ,=II"”" ” ან დ,=Cდ.= LV2. 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ (27) სქემა თანაბრად კრებადია 
სიჩქარით 

CC + III, ე. ი. II”! – ს'I|I„= CC- + |იI2ვ). 
მოყვანილი მაგალითებიდან ჩანს, რომ ჯამური აპროქსიმაცი- 

ის მეთოდი საშუალებას იძლევა შედარებით რთული ამოცანები 
დავანაწევროთ უფრო მარტივ ამოცანათა მიმდევრობად, რაც არ- 
სებითად ამარტივებს მათემატიკური ფიზიკის მრავალგანზომილე- 

ბიანი ამოცანების ამოხსნას. 

კვი



დამატება 

მარშ-ალგბგორითმი და რედუქციის მეთოდი 
სამდიაბონალური მატრიცის მქონე წრფივ 
განტოლებათა სისტემის ამოსახსნელად 

პრაქტიკაში გვხვდება ბევრი ისეთი გამოყენებითი ხასიათის 

ამოცანა, რომელთაც მაღალი რიგის სპეციალური სახის (ბევრი 

ნულოვანი ელემენტის მქონე გაიშვიათებული მატრიცით) წრფიე 

ალგებრულ განტოლებთა სისტემის ამოხსნამდე მიეყავართ. ასეთი 
სისტემები წარმოიშეება ელიფსური განტოლებების სხვაობიანი აპ- 
როქსიმაციისა ან არაცხადი სქემების გამოყენების დროს სითბო- 

გამტარებლობის განტოლებისათვის და სხვა. 

სამწერტილიან შაბლონზე მეორე რიგის ჩვეულებრივი დიფე- 

რენციალური განტოლების აპროქსიმაციის შედეგად IV თაეში მი- 

ღებული იყო მეორე რიგის სხვაობიანი განტოლება, რომელიც 

M-–-1 რიგის (M – 1 – შიგა კვანძების რიცხვია) წრფივ ალგებრულ 

განტოლებათას სისტემას წარმოადგენს სამდიაგონალური მატრი- 
ცით. 1 თავის §3-ში ასეთი სისტემის ამოსახსნელად აგებული იყო 

მეთოდი, რომლის რეალიზაციისთვისაც 00) არითმეტიკული ოჰ- 

ერაციაა საჭირო. 
ხუთწერტილიან შაბლონზე პუასონის ორგანზომილებიანი 

ამოცანის აპროქსიმაციის დროს VI თავში მიღებული იყო სხვაო- 

ბიანი სქემა, რომელსაც შეესაბამება წრფივ ალგებრულ განტოლე- 

ბათა სისტემა M = (MM, – 1) X LM. – 1). რიგის (აქ IM, – 1, M#M-1-– 

თითოეული მიმართულებით შიგა კვანძების რაოდენობაა) ხუთ- 
დიაგონალური მატრიცით. თუ უცნობების ვექტორს დავშლით 

M – 1 ელემენტიან ბლოკებად, სისტემას ჩავწერთ ბლოკურ – სამ- 

დიაგონალური მატრიცით, რომლის ბლოკების რიცხვია IM, – 1. 

ასეთი სისტემისათვის VI თავის §2-ში განხილული იყო ცვლადთა 

33)



განცალების მეთოდი CXCM 1ი-% შეფასებით ოპერაციათა რაოდე- 
ხობისათვის, ასეთი ტიპის ამოცანების მრავალგზის ამოხსნის 
ღროს დიდ მნიშვნელობას. იძენს გამოსათვლელი ალგორითმის 
ეკონომიურობა. ქ 

ქვემოთ აგებული იქნება სამდიაგონალური მატრიცის მქონე 
სპეციალური სისტემების ამოხსნის მეთოდი. ამ მეთოდისათვის 

მხოლოდ 00%) ოპერაციაა საჭირო როგორც იმ შემთხეევაში, რო- 

ცა მატრიცის ელემენტები სკალარებია, ასევე მაშინ, როცა ბლოკუ- 
რი მატრიცა გვაქვს. 

1. მარშ-ალგორითმი. ჯერ განვიხილოთ შემთხვევა, რო- 

ცა მატრიცის ელემენტები სკალარებია. ჩავწეროთ სისტემა სამდი- 
აგონალური მატრიცით სამწერტილიანი სხვაობიანი ამოცანის სა- 
ხით: 

-V ე) +CV-»,=L, 1<1<M-1, X»X-=0, XV,ვ=90, (ს 

სადაც C – რიცხვია და დავუშვათ, რომ #=2M+ 1. თუ მეორე 

რიგის (1) სხვაობიან განტოლებას ჩავწერთ რეკურენტული თანა- 

ფარდობის სახით 

V)= CV - V-ს 1>), X»ე=0, (2 

ადეილად შეეამჩნევთ, რომ ყველა XV, უცნობი შეიძლება '' მიმდევ- 

რობით ვიპოვოთ (2) ფორმულის მიხედვით, თუ რაიმე ხერხით გა- 

მოვთვლით V, მნიშვნელობას. ამასთან, ნებისმიერი V, წრფივად 

გამოისახება Vე და V,-ის საშუალებით. ზემოთქმული საფუძველს 

გვაძლევს ნებისმიერი 1-სთვის, 1 > 1, დავწეროთ თანაფარდობა 

V>= თ,X- 8. ,X– ჩ, თ) 
სადაც თ, 8. ინ; – ჯერჯერობით განუსაზღვრელი კოეფიციეხტებია. 

თუ დავუშვებთ 
თე=1, 8,=0, ჩ?ე=0, (04) 

მაშინ (3) სამართლიანი იქნება იმ შემთხვევაშიაც, როცა 1=0. 

ამრიგად, ვეძებთ (1) ამოცანის ამოხსნას (3) სახით ნებისმიერი 1- 

სთვის, 1 > 0. 
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თუ (ს-ს ჩავფწერთ რეკურენტული თანაფარდობის სახით 

XV =CV,– VI -– I, 1)<M-1I, Vა=0 (5) 

და ანალოგიურ მსჯელობას ჩავატარებთ, მივიღებთ, რომ (I) ამო- 
ცანის ამოხსნა ნებისმიერი 1 < M-სთვის შეიძლება ვეძებოთ სახით 

V-, = ნა-VI-I “ მა-IVX- 9» (6) 
თუ დავუშვებთ, რომ 

ხე= 1, 11, = 0, ძე= 0. (7) 

შევნიშნოთ, რომ თუ Vჯ ,-ს ვიპოვით, მაშინ შეიძლება ყველა V,-ის 

გამოთვლა (5) ფორმულის მიხედვით. 

ვიპოვოთ V, და V„.,. ამისთვის განვსაზღვროთ C,, 8,, §., ი, 0, 

9; კოეფიციენტები. თუ შევადარებთ (2) და (3-ს, როცა I = 1, ხოლო 

(5) და (6-ს როცა 1= M – 1, მივიღებთ 

თ,=5,=C, მე-=Mსა=), ი,=L, ძ,=L,,. (8) 
ახლა ვიპოვოთ რეკურენტული ფორმულები საძიებელი კოე- 

ფიციენტების განსაზღვრისათვის. 

(1) განტოლებაში ჩავსვათ (3), აგრეთვე მისგან გამომდინარე 
გამოსახულებანი X; და V;_)-სთვის: 

X»,= თ, XV, – ზ. XV - ნიც X,-1= 8%, ა, – 8, კXი– 0; 
მივიღებთ 

- (თ, - Cთ, ,+ 0,)V,+ (ჩ,,ც – C8, 1+ ჩ._,)V- + 
+ინ,ე-– Cნ,,+0,=L, 1>2. 

ეს ტოლობები რომ იგივური იყოს ყველა I-სთვის, საკმარისია 

(> 2-სთვის დავუშეათ, რომ 

ჩ,= Cნ, | – ჩ-, + ჩა 

0,=Cთ ,- თ» ჩ,,= Cჩ,, – ჩ, ,. 
ანალოგიურად, თუ გამოვიყენებთ (6) და (I-ს I-სთვის, 

1<M-–2, მივიღებთ რეკურენტულ თანაფარდობებს 

(9) 

(10) 

LI
 

ა
 
თ



ძას=Cძა, “ძა, :+I 

აა, = C6ნს ე – ნას ისეა C9ას 2“ შავ. 
შევცვალოთ აქ M – I I-თი. 1> 2 შემთხეევისათვის მივიღებთ ფორ- 

მულებს 

9,=C09, ,– 9-ე+I» 0) 

§,=C6,)- 6.» 9, )= C9, 1 - 1-კ. (12) 
ამრიგად, (4), (7X-(I2) ფორმულები მთლიანად განსაზღვრავენ 

საძიებელ კოეფიციესტებს. შევადაროთ (10) და (I2) (4), (7), (8) პი- 

რობების დროს. მივილებთ, რომ 8, = 7, = ,= CV, როცა 1>0. ამ- 

გეარად, (3), (6) ფორმულები მიიღებენ სასეს 

XV, = XV, – თ. I%ი-“. ჩა 1>0, (13) 

V, | = რა. MI – თა, ე)VI- მას 1 < I, (04) 
სადაც 

ხნ,=Cნ,, – ს, + L, I >2, ხ-გ=90, 0, = ჩ. (15) 

ი,=C0, ,- 9 1+I. ა 1>2, ძ-=0, 0,= აცც (6 
თ =Cთ, ,- თ, !1>2, თე=I1, თ,=C. (17 

ახლა ვიპოვოთ XV, და Vკ,. ამისათვის (13-ში დავუშეათ, რომ 

1=M, ხოლო (I4-ში – (=M+2. თუ გაეითვალისწინებთ, რომ 

M#=2M + 1, მივიღებთ 

VI + XV - თ. X-  ნს MM.) რი Vა-) XVI 9. 
თუ მეორე ტოლობას გამოვაკლებთ პირველს, მივიღებთ განტო- 

ლებას V, და V-ის მიმართ»: 

C, ა) XV, + თ. )X0“' თ. XX = 9)“ (18) 
თუ (13-ში დავუშვებთ, რომ 1 = L – 1, ხოლო (14)-ში – 1=M+ 1 და 

პირველს გამოვაკლებთ მეორეს, მივიღებთ კიდევ ერთ განტოლე- 

ბას V, და V. ,-სთვის: 

– თა + XV. VI  %. IX01+ V-IV”) 9 (1) 
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გავითვალისწინოთ, რომ V-ა= Vკ=0 და შეკრიბოთ და გამოვაკ- 

ლოთ (18) და (19). მივიღებთ ექვივალენტურ სისტემას 

(თ... – თ,XVა ) +V)=9L | – ჩ, +ჩ-., –9,, 

(თ. ,+თ.XVI- –V)=9L- – ჩ, – ნ, +949, 

რომლის ამოხსნის შემდეგ ეიპოვით საძიებელ XV, და XV», მნიშვნე- 
ლობებს: 

2 2%-! 
V =(თL) – I) Iთ.(9ძL, – ჩ,)+თ, (0, – 9, )), 

2 2ა4ა-! 
XVX-) =(.) – თ.) (თ. )(ძ--, – ნ,1+თ„.(ი,., – 9L)I. 

ამგვარად, (1) ამოცანის ამოხსნის ალგორითმი მდგომარეობს 

შემდეგში: ი, , მ, 9. 9 თ. თ, კოეფიციენტებს გამოეთვლით 
(15)X17) ფორმულებით, V,, V,;, მნიშვნელობებს – (21) ფორმულე- 
ბით და XV; უცნობებს, როცა 1 = 2,1,...,M, – (2) ფორმულის მიხედ- 
ვით, ხოლო როცა 1=M–2,M–31,...,MLM+I1, – (5) ფორმულის მის- 

ედვით მოცემული Vე, V„ და გამოთვლილი V,, V„., მნიშენელობე- 

ბის გამოყენებით. აღწერილ ალგორითმს ეწოდა მარშ-ალგორით- 
მი. ადვილი დასათვლელია, რომ ამ ალგორითმის რეალიზაციისა- 

თვის საჭიროა დაახლოებით 8M ოპერაცია. შეიძლება ვაჩეენოთ, 
რომ თუ C # 2005) X/M, ი1 – მთელი რიცხვით, მაშინ (1) ამოცანა 

(20) 

(2ს 

ამოხსნადია ნებისმიერი მარჯვენა მხარისათეის, თუ თL, #C? · 

მაშასადამე, ამ შემთხვევაში (21) ფორმულები ნულზე გაყოფას არ 

შეიცავენ. 

ზემოთ აღწერილი მარშ-ალგორითმი შეიძლება გამოვიყენოთ 

"იმ შემთხვევაშიც, როცა C – კვადრატული მატრიცაა, L, – მოცე- 

(მული, ხოლო X, – საძიებელი ვექტორებია. შევნიშნოთ, რომ ჩეენს 

'მიერ VI თავში განხილული დირიხლეს სხვაობიანი ამოცანა პუა- 
"სონის განტოლებისათვის მართკუთხედზე (ამ მართკუთხედში შე- 
1მოღებულ ყოველი მიმართულებით თანაბარ ბადეზე) შეიძლება (1) 
"სახით ჩაიწეროს. ამ შემთხვევაში ეექტორის კომპონენტები საძიე- 

ბბელი ბადური ფუნქციის ბადის I-ური სტრიქონის შესაბამის მნიშ- 
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ვხელობებს წარმოადგენს, სოლო C მატრიცა სამდიაგონალურია 

და მისი რიგი ბადის შიგა სტრიქონების რაოდენობის ტოლია, 

ვთქვათ, C მატრიცის რიგია M. მაშინ 0, 09; ვექტორების ზომა 

M-ის ტოლია და ი, , 9. ჩა 9-ს გამოსათელელად (15), (16) 

ფორმულების მისედვით CCMM) ოპერაცია დაგეჭირდება. ცხადია, 

ასეთივე რაოდენობის ოპერაციები იქნება საჭირო V, 2< | < M – 2 

ვექტორების მოსაძებნად (2), (501 ფორმულების მიხედვით. ახლა 

განვიხილოთ საკითხი V, და V,, ,-ის გამოთვლის შესახებ. 

(17) ფორმულიღან გამომდინარეობს, რომ თ, არის C-ს მი- 

მართ M რიგის პოლინომი, ამასთან თუ C რიცხვია, მაშინ თ, – 

ალგებრული ჰოლინომია, ხოლო თუ C – მატრიცაა, მაშინ თ, – 

მატრიცული პოლიხომია. პოლინომი, რომელიც (17) რეკურენტულ 
თანაფარდობას აკმაყოფილებს, ცხადი სახით წარმოიდგინება: 

თ, = VI (C/2), სადაც LX) მეორე გვარის M რიგის ჩებიშევის 

პოლინომია: 

510(L + 1)2005X IX<1, 

5II12ICC05 X 

LსI.(X) = “–-.." „2. 1." LL (X+ ჯ? – 1)" –-(X- ჯ? –1)""! >1 

2VX” –1 ! 

თუ გამოვიყენებთ ცხად გამოსახულებას თ,-სთვის, X > 0, და გა- 

ვითვალისწინებთ, რომ თ, – პოლინომია უფროს ხარისხთან ერ- 

თეულოვანი კოეფიციენტით, შეიძლება შემდეგი გაშლა მივიღოთ: 
ხ (2(-1» ) „-თ.,=| I C-200§ “61, 

ი %LI LIL სი 2L+I1 
# · 2(ჯ 

თ, +C.., = C -2005 6). აურიო 1(C-295ნ ე 
(22) და (20)ის გამოყენებით ავაგოთ შემდეგი ალგორითმი V, და 

V-ის გამოსათვლელად: 
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V –=ჩ მძ) ჩ-ს) +0,, VMა-ა=0, ე) – ნ, -ი.,1ძ,, 

==კვო =V,/ I, (C-2იი: 
2M +I 

(23) 
  

2#/X 
(C-2-2 11 ვლ =V, კ, #6=1)2,...,M, 

V, =0,5(V, – V,) V„-, =0,5(V, + V/,)- 

რადგან (23-ის თითოეულ სისტემას სამდიაგონალური მატრიცა 

აქვს (ასეთი სისტემების რაოდენობაა 2) და შეიძლება ფაქტორი- 

ზაციის მეთოდით ამოხსნას CCM) ოპერაციის დანახარჯით, მაშინ 

V, და V-ის გამოსათვლელად CXCMM) არითმეტიკული ოპერაცია 

დაგეჭირდება. 

ამგვარად, სამდიაგონალური მატრიცის მქონე (IL სისტემის 

ამოსახსნელად აგებულია მეთოდი, რომლისთვისაც არითმეტიეუ- 
ლი ოპერაციების რიცხვი უცნობთა რიცხვის პროპორციულია. 

ყურადღება მივაქციოთ იმ ფაქტს, რომ აგებული მარშ-ალგო- 
რითმი შეიძლება რიცხვითად არამდგრაღი იყოს. მართლაც, თუ C 

რიცხვი აკმაყოფილებს პირობას |CI > 2, მაშინ ალგორითმისათვის 

დამახასიათებელია M-ის მიხედვით ცდომილების ექსპოტენცია- 

ლური ზრდა, რადგანაც 0“ – C0ძ + 1 = 0 მახასიათებელი განტოლე- 

ბის ფესვებს შორის ერთ-ერთი მოდულით ერთიანზე მეტია. ასეთი- 
ვე ტიპის არამდგრადობას აქვს ადგილი იმ შემთხვევაშიც, როცა C 
მატრიცს აქვს მოდულით 2-ზე მეტი მნიშვნელობის მქონე საკუთ- 
რივი მნიშვნელობა. ასეთი ამოცანებისათვის ამჟამად აგებულია 
მარშ-ალგორითმის ვარიანტი, რომელიც მდგრადია იმ აზრით, 
რომ M-ის ზრდასთან ერთად ცდომილება ხარისხოვანი კანონით 

იზრდება. 

2. რედუქციის მეთოდი. რიგ შემთხვევებში სამდიაგონა- 
ლური მატრიცის მქონე წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოსახსნე- 
ლად დიდი მნიშვნელობა აქეს მიღებული ამონახსნის სიზუსტეს. 
"ფაქტორიზაციის მეთოდის (რომელიც გამოიყენება ასეთი სისტემე- 
ბის ამოსახსნელად) ფორმულების ანალიზი გვაჩვენებს, რომ ცდო- 
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მილების წყარო შეიძლება ფაქტორიზაციის კოეფიციენტების გამო- 
სათვლელი ფორმულები იყოს. ეს ფორმულები შეიცავს გაყოფას 
მნიშვნელობის მიხედვით ახლოს მყოფ სიდიდეებზე. ქვემოთ ჩვენ 
გახნვისილაეთ ამ ტიპის სისტემების ამოხსნის რედუქციის მეთოდს, 
რომელიც თაეისუფალია ამ ნაკლისაგან. 

ამგვარად, უხდა ვიპოვოთ სამწერტილიანი სსვაობიანი ამო- 
ცასის 

–მ,V,-) +%,), – ხ,/,=1, 1<1<M-VL 

X0 =0, XVჯ =0, 
ამოხსნა, სადაც C, = მ,+ ხ, + ძ. მ, > 0, ხ, >0, ძ,> 0, M = 2", რედუქ- 

ციის მეთოდის იდეა მდგომარეობს იმაში, რომ (24) სისტემიდან 

ჯერ კენტი ხომრების მქონე, ხოლო შემღეგ 2-ის ჯერადი ნორმე- 
ბის მქონე უცნობები უნდა გამოვრიცსოთ! და ა. შ. 

ამოვწეროთ (24) სისტემის სამი ერთმასეთის მომდევნო გან- 

(24) 

ტოლება ნომრებით! 1! – 1, 1, 1 + 1, სადაც | – ლუწი რიცხვია: 

– გ, ,V,-; +(მ, ,+ხ,,+ძ, ,)X,+ხ,,X,=ჩ-. (25) 

–მ,V,-, +(მ, +ხ, +9ძ,)X, –ხ,V,ს, = 1. (26) 

– მ, V, +Cმ,, +ხ,,, +9.,)V, – ხა, = წე. (27) 

გავამრავლოთ (25) განტოლება გამოსახულებაზე ფთ!) =82,(მ,, + 

+ხ,_, +ძ,.,)“' , (27) განტოლება – გამოსახულებაზე ჩ- = ხ,(გ,., + 

+ხ,., +ძ,_,)“' და შევკრიბოთ (26)-თან მიღებული განტოლებები. 

ვიპოვით 

–მ,V, ვ (2, +ხI' +ძ|')), – ხ,'V,=Mს.  ცფ 
I =2,4,6,....,M-–-2, Vა=0, XV, =0, 

საღაც 2) =CთIMმ0, ,, ხI' =8()ხ,,,, ძმ =თ(აძ, , +ძ, +8Lძ,.), 

” =CთI)L, +, +ც0# I. თუ ლუწი ნომრების მქონე უცნობები 

ნაპოენია (ისინი აკმაყოფილებენ (28) სისტემას), მაშინ დანარჩენი 

უცნობები განისაზღვრება ფორმულებით 
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_ ჩ+2,V, 1 +ხ,V,, 

' გ, +ხ, +ძ, 
1= 1,3,5,...,M – 1. 

უცნობთა გამორიცხვის აღწერილი პროცესი, ცხაღია, შეიძლე- 
ბა გამოეიყენოთ (28) სისტემის მიმართ, საიდანაც მეორე ბიჯზე 

გამოვრიცხაეთ 2-ის ჯერადი (მაგრამ არა 4-ის ჯერადი) ნომრების 

მქონე უცნობებს. გამორიცხეის პროცესის 6 -ური ბიჯის შედეგად 
მივიღებთ სისტემას 

– მ) 'V, ,, +(მ17 +ხ(? +ძ;)), – ხIX, ,, = 69, 

1=2',2:2',3-2”,...,M-2', X- =0, Vკ =0. 

სადაც 

0, ხმ =60ხ(5,, 
ძემ =თ(9ძ(-) +ძ! ა+89ძე5), 

(,) _ გ (/)#((-)) (621) (/)(C-)) 
ჩ – C; 1 + + L + 8, LV 9 

2მ(9 =თI გ 

/-I (–) 7-I /-I) V-) თ!) =8გ,” (21-50, +ხI) +ძ(59)“!, 
“(, #-I /-I (/-I (-I) V-–I 8 =ხI“M(გ-) + ხხ!) +ძ(0C0,)“!, 

1I=2" 2:2',3:2”,....M –2', წ#>1. 

აქ გამოიყენება აღნიშენები 

„ეე___.. 

(29) 

(30) 

გამორიცხვის პროცესი დასრულდება (ი – 1)-ე ბიჯზე, როცა 

(29) სისტემაში დარჩება მხოლოდ ერთი განტოლება MVჯე = XV.» 

უცნობის მიმართ. ამ განტოლებიდან ვიპოვით) 

წეს +890 X0 +ხVX 
V-ვ,) = = _ – 

2" ვი ს+ხ9)+ძი წ 
წსთ) ეთ 

: Vი=XV =0. 

დანარჩენი უცნობები განისაზღვრება ფორმულებით 

(31) 
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(0 კ „(წ ' 
_ § +მ; XV; ე, +ხ: 'V 

მ(0) +ხIი +ძ!ი 

სადაც #=ი-2,I) –3,...,0, V-= V,. 
შევნიშნოთ, რომ (32) ფორმულა შეიცავს (31) ფორმულას, რო- 

ცა 6=ი-–I. 

ამგვარად, რედუქციის მეთოდის პირდაპირი სვლის დროს (30) 

ფორმულების მისედვით, როცა (§ = I,2,...,0 – 1, გამოითვლება გIი , 

», ს. 1=2",3-2”,5-2”,..,M-2/,. (32) 

ხი , კი , IM „. სოლო უკუსვლის დროს (32) ფორმულების მიხედ- 

ვით როცა ჩ=ი-),ი-2,...0, გამოითვლება საძიებელი ამოხახ- 

სხი. შევნიშნოთ, რომ მეთოდი არ მოითხოვს დამატებით მეხსიე- 

რებას, რადგან გი, ხი, ძე, ჯი სიდიდეები შეიძლება განლა- 

გდეს შესაბამისად მ, ; ხ!”, , ძი. #C- M-ის ადგილზე. მე- 

თოდის რეალიზაციისათვის საჭიროა 12M შეკრება, 8M გამრავლე- 

ბა და 3M გაყოფა. 
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საგნობრივი საძიებელი 

ალგორითმი არამდგრადი 18023! 

– ეკონომიური 78 
- პირობითად მდგრადი 232 
ამოცანა დირიხლეს 268 
- არაკორექტული 183 

- კორექტული 179 
- კოშის 177 
- საკუთრივი მნიშვნელობის შესა- 
ხებ 282,289 
– სასაზღვრო 42 
აპროქსიმაცია სხვაობიანი (ბადე- 
ზე) 175,176 :213 
- წონითი მამრაელები 89,94 
- ჯამური 324 
არამდგრადი გამოთვლითი IL46,148, 
)49 

ბადე კვადრატული 174 
- არათანაბარი 174 
- თანაბარი 173 
ბადური ფუნქცია 137,224 

განზომილება წრფიეი სიერცის 50 

განპირობებულობის რიცხვი 113 
– ზომა 13 

გაყოფილი 
რიგის 82 

– - მეორე რიგის 82 

სხვაობები პირველი 

დამრგვალების ცდომილება 46.47 

ეიტკინის პროცესი 103 

ერთგვაროვანი სხვაობიანი სქემა 
190 

თანაბარი მიახლოება 88 

სითბოგამტარებლობის განტოლება 
189 

342 

ინტერპოლანტი 7879 

იტერაციული მეთოდები 108,114,123 

იტერაციული მეთოდი ერთბიჯიანი 
(ორშრიანი) 123 
- - - ცხადი 124 

იტერაციული ორბიჯიანი მეთოდი 

(სამშრიანი) I23 
- - - არაცხადი 126,128 

კვადრატურული ფორმულა 89,92,104 

- - გაუსის 105 
-– – კოტესის 94 
- - მართკუთხედის 98 
- - სიმპსონის 10! 
- - ტრაპეციის 100 
- - ჩებიშეევის 106 
კოეფიციენტი ლაგრანჟის 8),94 

კრებადობა სხვაობიანი სქემის 

(0IხიI5 სიჩქარით) I85,186 
– კვადრატული სიჩქარიი) 186 

მატრიცა ზედა სამკუთხა L7 

- გაიშვიათებული II1,112 
- დიაგონალური 127 

- ლენტური 1)2 
- ქვედა სამკუთხა 127 
მაქსიმუმის პრინციპი 71,197,277 
მაჟორანტული ფუნქცია (მაჟორან- 

ტი) 73.75 : 

მდგრადობა წონიანი სხვაობიანი 

სქემის 179,230,23L 
მეთოდი ადამს-შტორმერის 242 
- ბალანსის (ინტეგრო-საინტერპო- 
ლაციო) 211 
- ბუბნოვ-გალიორკინის 217.2219,220



- გაწრფიეების 168 

- დიხოტომიის 1064 

- ენერგეტიკულ უტოლობათა 202, 

263 

- ეარიაციული ტიპის 160,163 
- ეარიაციულ-სხეაობიანი 217 
- ზედა რელაქსაციის 108,128 
- ზეიდელის I08,126 
- მარტივი იტერაციის 125 
- მინიმალური შეუსაბამობის 162 
- მკვეეთთა 172 
- მონაცვლეობით-სამკუთხა 152 
- მხებთა 168 
- ნიუტონის 168,170,17! 
- პიკარის (მიმდევრობითი მიახ- 

ლოებების) 222 
- პირდაპირი I08,114,115 
- რიჩარდსონის 146 
- რიტცის 217,218 
– რუნგე-კუტას 227,230.232,233 

– რუნგეს 102 
- სასრულ ელემენტთა 220 
- სტაციონარული იტერაციული 134 
- უსწრაფესი დაშვების 160,162 

- შესწორებათა (L61 
- შეუღლებულ გრადიენტთა 60,163, 
164 

- შტორმერის 240 
- ცეალებად მიმართულებების 163 
- ცვლადთა განცალების 275,281.284 

-– ფაქტორიზაციის 48.85,108,114 
– - მარცხენა 47 
- - მარჯვენა 47 
- - შემსეედრი 48 

- წრფეთა 299312 

- ჯამურ იგივეობათა (ინტეგრა- 

ლურ იგიეეობათა) 216,217 

მინიმიზირებადი კვადრატული 

ფუნქციონალი 214 

ოპერატორის ნორმა 52 

ოპერატორი ერთეულოვანი 52,124, 
251274 

- ამომხსნელი 140,141 
- არაუარყოფითი 244 

- დადებითი 5354 

- ეკონომიური (ოპერატორის ეკო- 
ნომიურობა) 152 

- თვითშეუღლებული 53,54,56,66,255 
– შებრუნებული 52,53 
– შემოსაზღვრული 5152 

– შეუღლებული 52 
- ფაქტორიზებული 163322 

- წრფივი 51,5254 

ოპერატორები გადაადგილებადი 52 
ოპერატორული განტოლება პირვე- 
ლი გვარის 112,113 

პარსევალ-სტეკლოვის ტოლობა 88 

პოლინომი განზოგადებული 87 

- ჩებიშევის 142,145,149 

რიცხეითი ინტეგრება 89 

საინტერპოლაციოო მრავალწეერი 
80,81,94 

- - ერმიტის 83,119 
– - ლაგრანჟის 81,94 
- - ნიუტონის §2 
სასაზღერო პირობები 43,85 
- – მეორე გვარის 42 
– - მესამე გვარის 42 
– - პირველი გვარის 42 
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მიახლოება 86-88 
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- ბადურ ფუნქციათა 59,65 
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- ნორმირებული 50 
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სხვაობიანი სქემა 177,178 
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- - არაცხადი I29.134,150,231,235,266 
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- - გახლეჩის 329 
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- - ეილერის 224 
- - ეკონომიური 78,152 
- - ერთბიჯიახი 250 
–- - კონსერვატული 192,193,202 

- - კორექტული 179 
– - კრანკლ-ნიკოლსოხის 300 
- – კვაზიმდგრადი I84 
- - ლოკალურად ერთგანზომილე- 

ბიანი 329 
- - ი-ბიჯიანი (თ > 1) 234 

- - მდგრადი 179 

– » მრავალბიჯიანი 234 
- - ს-ური რიგის სიზუსტის 201.208 

- - ორშრიანი 250 
- - პირობითად მდგრადი (მაგალი- 

თი) 232 

- - პისმენ-რეკფორდის 321 
- - პრედიქტორ-კორექტორი 228229 

- - 8 მდგრადობა 26! 

– - რუნგე-კუტას 227 
- - სიმეტრიული 218,251,266.300 

- - უპირობოდ მდგრადი (მაგალი- 

თი) 231,2323035306 

- - ჩებიშევის იტერაციული 142 
- - ცხადი 257 
- - წმიხდა არაცხადი 146266 
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- - წონიანი 311,312,318,223 
- - ჯვარი 268 

სხვაობიანი უტოლობები 35 
- ფორმულები გრინის 62,64,65 
სსვაობიახი წარმოებული 30 
- - მარცხენა 30 
– - მარჯვენა 30 
- - ცენტრალური 10 

ფორმულა ტეილორის 95 

ფორმულები მსრბოლი თელის 158 

შაბლონი 9! 

- კეადრატურული ფორმულის 91),94 
შებრუნებული ინტერპოლება 86 
შეუსაბამობა ამოხსნაზე სხვაობი- 
ანი სქემებისათვის 185,195 

ცდომილება აპროქსიმაციის სასაზ- 

ღვრო პირობისათევის 185,!87.19! 

– - ამონახსნზე I87 
- - ბადეზე 177 
–- - განტოლებისათვის 185 
- - ოპერატორის 176 
- - წერტილში, I2-რიგის I8ჩ6 

- ევადრატურული ფორმულის 203 
- მეთოდის 211,214216 

წრფიეად დამოუკიდებელი ვექტო- 
რები 50 
- - ამონახსნები 58 
წრფიეი სივრცე 49,51,59 
- - კომპლექსური 49.50 
- - ნამდვილი 49 
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აღნიშვნათა ნუსხა 

თუ =(0; 1=0,I,.,M., – ბადე, რომლის კვანძების კოორდინატები 

მთელი რიცხვებია 
თ, = (X, =1ჩ, 01 =I1/M, 0515M) – თანაბარი ბადე 8 ბიჯით მო- 

ნაკვეთზე (0,1) 

ს – თ, ბადის ბიჯი 

V,; = X(X,) = VI) – ბადური ფუნქციის მნიშვნელობა ბადის I-ურ კვანძში 

თ, – არათანაბარი ბადე 

ჩხ, =X, –X,, – არათანაბარი CI, ბადის ბიჯი 

1 
ჩ; =23%, +ხ)) 

ს „2 
V,, “ VCX,, XI.) – ორგანზომილებიანი ბადური ფუნქციის მნიშენელობა 

0,1) კეანძში 

VII, = VCXI,,X;, I) – ბადური ფუნქციის მნიშენელობა (I)) კვანძში ი- 

ურ დროით შრეზე 

Vე =V – ბადური ორგანზომილებიანი ფუნქციის მნიშვნელობა ლუ) 

კეანძში ი+I დროით შრეზე 

ტა/; = V,კ) – X, – მარჯვენა სხეაობა 1I-ურ კვანძში 

VV; =V, – »;,-,1 <= მარცხენა სხვაობა I-ურ კვანძში 

1 : 
ბV; = 2CVII +VV;) – ცენტრალური სხვაობა IL-ურ კეანძში 

ტ”/;,,, = ტ(VV,,) = %(ტX;) – მეორე რიგის სხეაობა 
V.კ =(V,+I “), )/ჩ. – მარჯვენა სხვაობიანი წარმოებული |! კვანძში 

V§, = (CV; – V,–()/ჩ – მარცხენა სხვაობიანი წარმოებული 1 კვანძში 

V.- '"=(V. – V-))/(2ჩ) – ცენტრალური სხსვაობიანი წარმოებული 1 
»I 

კვანძში 
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Vღ ე = (VI) –2V; +X; ))/ხ? – მეორე სხვაობიანი წარმოებული 

I – ჰილბერტის სივრცე 

0, V) – CV, V)< LL ელემენტების სკალარული მამრავლი ILVII= +VCX»,») 
ს – ერთეულოეანი ოპერატორი 

ტ' – #· ოპერატორის შეუღლებული ოპერატორი 

ტ#“! – # ოპერატორის შებრუნებული ოპერატორი 

#ტ. > 0 – დადებითი ოპერატორი 

#ი0>0- არაუარყოფითი ოპერატორი 

#»2>ბ6ნ,8>0- დადებითადგანსაზღვრული ოპერატორი 

IVI, = VC#X2+ » C1I – ენერგეტიკული ნორმა 
ბადურ ფუნქციათა სივრცე 

'ილო = LV,, 1=0,..., M3 

ი 

(აა-) =(V,, 1=0,..,M#M., Vე=0, Vჯყ=0) 

9 , 0 

სადაც X»,; არის ფუნქცია §2M+I -დან 

სკალარული წამრაქლები და ნორმები ბადეზე 

M-I 

(,,V) = 2,V,V,ხ, . IIVII= +/CV,») 
1=I · 

M»M 

0.VI= 2,VIVM,  IIX)I= +V/C,XI 
1=1 · 

IVIIC = ჯიმXIXX,)I= კიმXIX(X,)I 
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