
ს, თოფურია, ვ. სოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, 

ნ. მაჭპარაშვილი 

მრავალი ცვლადის ფუნპციის დიფერენციალური 

ალრიცხვა 

ერთი ცვლადის ფუნქციის ინტებრალური 
აღრიცხვა 

დიფერენციალური განტოლებები 

(თეორია და ამოცანათა კრებული) 

საქართველოს რესპუბლიკის განათლების სამინის- 

ტრომ დაამტკიცა სახელმძღვანელოდ უმაღლესი 

სასწავლებლების სტუდენტებისათვის 

პროფესორ "ს. თოფურიას რედაქციით 

გამომცემლობა „ბანათლება“ 

თბილისი ·– 1991
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510 და» 
თ. 776 

უმაღლესი მათემატიკის წინამდებარე სახელმძღვანელო 

განკუთვნილია უმაღლესი ტექნიკური სასწავლებლების სტუ–- 
დენტებისათვის. იგი შედგენილია ამჟამად მოქმედი პროგრა- 
მის მიხედვით და მოიცავს პროგრამით გათეალსიწინებულ 

მრავალი ცვლადის ფუნქციის დიფერენციალური აღრიცხ;ვის, 

ერთი ცვლაღის ფუნქციის ინტეგრალური აღრიცხვი” და 
ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიის სა- 

კითხებს. ., · 

_. წიგნით სარგებლობა შეუძლიათ პედაგოგიური "ინსტიტუ- 
ტების ფიზიკა-მათემატიკის ღა უნივერსიტეტის ეკონომიკუ- 

რი, ბიოლოგიური და სხვა ფაკულტეტების სტუდენტებსაც. 

რეცენზენტები: 1. თსუ ი. ვეკუას სახელობის გამოყენები- 

„· თი მათემატიკის ინსტიტუტის განყოფი- 

ლების გამგე, პროფესორი, –_ 

  

| თ. ჭანტურია” 

2. საქ. სსრ მეცნიერებათა აკადემიის ა. რახ- 
მაქის სახელობის მათემატიკის. ინსტიტუ- 

ტის უფრ. მეცნ. თანამშრომელი, პრო- 

ფესორი ვ. პაატაშეილი 

40602010000-––545 0-9 C) ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლაეა, მ. გაბი– 

ე 00(081 9.1 ძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი. 1991 წ. 
M-––0602 (08) -91 აშვილი აჭარაშვილი._ წ 
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წინასიტყვაობა 

წიგნი ერთ-ერთი ნაწილია სახელმძღვანელოთა იმ სერიისა, რო- 
მელმაც, ავტორთა აზრით, უნდა შეადგინოს უმაღლესი მათემატიკის 

სრული კურსი (თეორია. და ამოცანათა კრებული) უმაღლესი ტექნი- 

კური სასწავლებლებისათვის. იგი დაწერილია მოქმედი პროგრამის მი- 
ხედვით. 

წიგნით სარგებლობა შეუძლიათ აგრეთვე პედაგოგიური ინსტიტუ- 

ტების ფიზიკა-მათემატიკის და უნივერსიტეტის ეკონომიკური, ბიო- 
ლოგიური, ქიმიური და სხვა ფაკულტეტების სტუდენტებს. 

ლ, წიგნი შედგება ორი განყოფილებისაგან. პირველში გადმოცემუ- 

ლია თეორიული მასალა. მეორე განყოფილება ამოცანათა კრებულია, 
რომელიც შეიცავს თეორიული მასალის შესაბამის მრავალ ამოცანასა 

და სავარჯიშოს. ისინი დალაგებულია თეორიული მასალის შესაბამი- 

სად მათი ტიპებისა და სირთულის გათვალისწინებით. 

წიგნის ხელნაწერი გულდასმით წაიკითხეს და სასარგებლო შენიშვ- 

/ ნები მოგვცეს რეცენზენტებმა: საქართველოს სსრ მეცნიერებათა აკა- 
“ დემიის ა. რაზმაძის სახელობის მათემატიკის ინსტიტუტის უფროსმა 
მეცნიერმა თანამშრომელმა, პროფესორმა ვ. პაატაშვილმა, თსუ ი. ვე– 

კუას სახელობის გამოყენებითი მათემატიკის ინსტიტუტის განყოფი- 

ლების გამგემ პროფესორმა თ. ჭანტურიამ რ:სთვისაც მათ გულ- 

წრფელ მადლობას მოვახსენებთ. 

ავტორები



პირველი თავი 

მრავალი ცვლადის ფუნქციის დიფერენციალური 

აღრიცხვა 

ბუნებისმეტყველებისა და ტექნიკის მრავალი საკითხის შესწავლი–- 

სას გვხვდება ცვლად სიდიდეებს შორის ისეთი დამოკიდებულებანი, 
რომლის დროსაც ამ ცვლადი სიდიდეებიდან ერთი მათგანის მნიშვნე– 

ლობები სავსებით განისაზღვრება დანარჩენი ,კკვვლადების მნიშვნელო– 

ბებით. 
მაგალითად, მოძრავი მატერიალური წერტილის კინეტიკური 71 

ენერგია გამოითვლება ფორმულით 

» თყბ_ , 

2 

სადაც 7: წერტილის მასაა, ხოლო ს მისი სიჩქარეა მაშასადამე 71. 

წარმოადგენს მასისა და სიჩქარის ფუნქციას. 

  

მართკუთხა პარალელეპიპედის მოცულობა როგორც ცნობილია გა– 

მოიეთვლება ფორმულით 

V = Xხ2, 

სადაც X, ყ და 2 პარალელეპიპედის განზომილებებია, ე. ი. მოცულო– 

ბა V არის სამი X, ყ და 2 ცვლადის ფუნქცია. 

ფიზიკური პროცესების განხილვისას, ფიზიკური მახასიათებლები 

(მაგალითად, 0 სიმკვრივე ან I ტემპერატურა) განისაზღვრება ოთხი 

ცვლადის მნიშვნელობებით, რომელთაგან სამი X, ყ და 2 წერტილის 

დეკარტეს კოორდინატებია, ხოლო მეოთხე არის ( დრო. 

სანამ გადავიდოდეთ მრავალი ცვლადის ფუნქციის შესწავლაზე, 

წინასწარ გავეცნოთ ევკლიდეს” კოორდინატული I” სევრცის წერ- 

ტილთა სიმრავლის ზოგიერთ თვისებას. 

§ 1. მანძილი ევკლიდეს კოორდინატულ ჯ)ჯ)” სივრცეში 

და მისი დჯოგიერთი თვისება 

ვთქვათ, I (2 > 11 ევკლიდეს #1 ––- განხომილებიანი კოორდინა- 

ტული სივრცეა შემდეგში ამ სივრცის წერტილებს აღვნიშნავთ 

თ, ხ, 0, ..-., X, ყ, 2, .. ასოებით, მის კოორდინატებს კი –– იმავე ასო- 

ევკლიდე (III საუკუნე ჩვენს წელთაღრიცხვამდე) –– ბერძენი მათემატი– 

კოსი. 
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ებეით რომელთაც დასმული ექნებათ ინდევსები. მაგალითად, 

X=(X), Xი, .../ Xთ) არის ”” სივრცის X წერტილი, რომლის კოორდი- 

ნატებია X,, Xი, .., X.თ. ამასთან შემდეგში ყოველთვის ვიგულისხმებთ, 

რომ ეს კოორდინატები /#2”-ის ბუნებრივი 6, =(1, 0,...,0),| 6 = 

=(0, 1, 0,..., 0), ..., 6, =(0, 0,..., 1) ბაზისის შესაბამისია. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ იმ შემთხვევაში„ როცა /.1=2, ნაცვლად 

(X,, «ისა წერენ (X, ყ)-ს, ხოლო, როცა #=3, ნაცვლად 

(XI X2, Xვ)-ისა კი –– (X, ყ, 2)–ს. 

II” სივრცის X=(X,, Xი,..., Xთ) და V=C#), M»..., /თ) წერტილებს 
შორის მანძილი განისახღვრება ფორმულით 

  

0(X, ყ) = V(X, –– V,)? + (Xა –– ყა)? -+- -··+ (X„–– ყუ)? · (1.1) 

როცა M1=1, ე. ი. ”! წრფის შემთხვევაში 

0(X, ყ) = |X–-ყI. 

როცა M1=2, ე. ი. #2 სიბრტყეს შემთხვევაში 

  

0(X, ყ)= V (% –– ყე) + (XC –– 9)? , 

ხოლო, როცა /#L=3, ე. ი. #93 სივრცის შემთხვევაში 

  

0(X, ყ) = V(CX –– ყ,)? -L (Xა –– ყ)” -L (Xვ–– ყე)”. 

(1.1) ტოლობით განსაზღვრულ მანძილს აქვს შემდეგი თვისებები: 

1) 0 (X, ყ)>0, ამასთან ი (X, ყ)=9 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, რო– 

ცა X=ყ. 

2) 0 (X, ყ)=0(ყ, X) ნებისმიერი ორი X# და ყ წერტილისათვის 

ჯIჯ”-დან. 

3) თუ X, ყ და 7 სამი ნებისმიერი წერტილია I?--დინ, მაშინ 

0(X, 2) <- 0 (X, V) + 0(ყ, 2). 

1) და 2) თვისებები უშუალოდ გამომდინარეობს (1.1) ფორმული- 

დან, ხოლო 3) თვისება, რომელსაც უწოდებენ სამკუთხედის უტოლო- 

ბას და რომელიც კარგად ცნობილია ჩვეულებრივ სამგანზომილებიან 
სივრცეში ზოგად შემთხვევაში (ნებისმიერი #1-სათვის) საჭიროებს 
დამტკიცებას. 

წინასწარ დავამტკიცოთ შემდეგი ლემა:



ლემა. ნებისმიერი თ,;, ძე, ... მთ და ხ,), ხა,..., 0, რიცხვებისათვის 

ადგილი აქვს უტოლობას 

ით... “ი ა. 

ხ; <- 1/ 2. 4// 2. ხ? . (1.2) 

დამტკიცება. თუ ყველა 0კ1=0, 1=1, 2,..., VI, მაშინ (1.2) უტო- 
ლობა ცხადია. დავუშვათ 01 + 05 + + ძი, > 0. განვიხილოთ კვადრა- 
ტული ფუნქცია 

I ”: 7 ” 

ჩ(0)= » (0,1+ ხავ=405. თ + 2 >» ი,ხ, + 2 V. 
1=1 1=1 (=1 (=1 

ცხადია, რომ ნებისმიერი 1-სათვის 

ჯ (1) >9. (1.3) 

იმისათვის, რომ (1.3) უტოლობას ჰქონდეს ადგილი, აუცილებელია და: 

” ი” თ” 

საკმარისი 12 ბ, ი; -L 21 ბ, ძი; ხ; + ბ, ხჯ სამწევრის დისკრიმინანტი 

1=1 1==1 L=1 

იყოს არადადებითი, ე. ი. 

(2147 -(2:4) (2:45) <! 
საიდანაც გამომდინარეობს (1. 2) უტოლობა. 

ლემა დამტკიცებულია. 
(12) უტოლობას ეწოდება კოში -- ბუნიაკოვსკი” ”პტოლობა. 

ადვილია ჩვენება, რომ (1.2) დამოკიდებულებაში ტოლობას ადგილი 

აქვს მხოლოდ მაშინ, როცა 0,=7#ხ; (L(=1, 2,..., II), სადაც ჯ ნებისმიერი 

ნამდვილი რიცხვია. 
შედეგი. 

ა/ა რნ (თ, + ხე? < <I/ >» პ.21+ / წა ხ; . (1.4) 
(=1 1==) ჯ=1 

  

? ი, კოში (1769-––- 1857) –– ფრანგი მათემატიკოსი. 

ვ- ბუნიაკოვსკი (1804-––1889) –– რუსი მათემატიკოსი.



მართლაც, (1. 2) უტოლობის გამოყენებით გეაქვს 

თ ''უ'" „ო თ „ _ 

2, რთ4ნი– ა) ,თ+2,61+2 1 იხ <2 ,09+ ა ,V+ 
(--1 1=1 (=1 1=1 1=1 1=1 

/) 

XI 24 2-4 7/ 24): ჯ(=1 (=1 თ 1=1 

საიდანაც მიიღება (1.4). | 

ახლა, ვთქვათ X = (X%.. %ა .... X.იე): ყ = (VI, ყა... ყო) და 2= 

=(2), 2ი, ...) 2) არის ”ჯ” სივრცის სამი ნებისმირი წერტილი. ”შშემოვი- 

ღოთ აღნიშვნები: ძი; = X; –– ყ,. ხ, = ყ, ––- 2,, მაშინ ძ, -L ხ, = XI –– 7, 
1=1, 2, ...,/. (ცხადია ამ აღნიშვნების გათვალისწინებით (1.4) უტოლობა 

ასე ჩაიწერება 

ითი” ე ეა. იფა ააა უპ–უ3+კ+ოუკ3კ3კ- 

/ 2, (X,––7,) </ ჯ. (+,––-ყ,) + / ბ. (V,--2,) · 

1=1 I ( 1=1 L=1 

ანუ (1.1)-ის ძალით 

0 (X, 21 ==0(4, ყ)-= –(V, ქ). 
ამით, სამკუთხედის უტოლობა ღამტკიცებულია. 

§ 95. ევკლლიდეს კოორდინაბტული ჯი” სივრცის 

“ წერტილთა სიმრავლეები 

ვთქვათ X = (X, XV...., X„) CI” და 86>> 0. სიმრავლეს 

#(X, 8) = (ყ : ყC#”, 0(X, ყ)< წ) 
ეწოდება #”1-განხომილებიან- ღღ:ა ბირთვი ცეზტრით X=(%, X, ...) ხ,) 

წერტილში და რადიუსით ბ. 

როცა M1=1, მაშინ X=X) და V=ყ), ამიტომ 

M(CX, მ1= (#:|Iყ––XI<%ბ), 

6+X X 9-X 

ნახ. 1 

ე. ი. პმ “შემთხვევაში ი C, ბ) არის 2ბ სიგრძის ინტერვალი ცენტრით 
X წერტილშმმი (ნახ. 1). 

?



როცა M=2, მაშინ 

#(X, ზ)=(ყ--(V,, ყ.) : ყCMბ, V(C –– ყა! + CI –– ყა)? < 8), 

ე. ი. V (ა, ბ) არის ტბ რადიუსიანი ღია წრე ცენტრით ჯ=LX,, Xა) წერ- 

ტილმი (ნახ. 2). 

X2 

ნახ. 2 

როცა #I=1, მაშინ VI (X, ბ) არის ღია ბირთვი რადიუსით ზ და ცენ– 

ტრით X=(XI), X2, ჯე) წერტილში. 

სიმრავლეს 

#(X, 8) =(ყ:ყC#”, 0 (X, ყ) <-8). 
ეწოდება 72 განზომილებიანი ჩაკეტილი ბირთვი ცენტრით ჯX წერტილ– 

მი და რადიუსით ბ. 

სიმრავლეს 

5§(X, 8) = (#:ყC#%"”, ე (X, ყ) =8წ) 

ეწოდება M1 განხომილებიანი სფერო ცენტრით X= (X,, X». .., Xთ) 

წერტილში და რადიუსით ტჩ. 

შევნიშნოთ. რომ #I-განხომილებიანი V (X, ბ) ღია ბირთვისა და 

M1-განზომილებიანი § (ი, ბ) სფეროს გაერთიანება გვაძლევს /I განზო–- 

მილებიან ჩაკეტილ " (X, ბ) ბირთვს. 

" (X, ბ) სიმრავლეს ეწოდება X=-LX,, X-, ...,X.) წერტილის სფე–“ 

რული მიდამო (გ-მიდამო). 

ვთქვა” X = (X,, Xა,...; X.)C I" და ძ,>0,ჯ =1,2,..., #1. სიმ- 

რავლეს 
1 (X; თე, ძა)... თ„) = (ყ = (CV), ყა ..., ყია): X, ––-ძ, <ყი, <X, -L ძ,, 

1= 1, 2, ..., ჩ.)



ეწოდება M-განხომილებიანი ღია პარალელეპიპედი ან /#1-განხომილე- 

ბიანი ინტერვალი ცენტრეთ X წერტილში. მას უწოდებენ აგრეთვე ჯ 

წერტილის მართკუთხოვან მიდამოს. 

სიმრავლეს 

__- ძო) = (ყ :X, –– ი, << ყ, <X, +ძ, §=1,2,.., MM) 

ეწოდება /I განზომილებიანი სეგმენტი. 

კერძოდ, როცა #=1, მაშინ / = 1,0, X + თს, ხოლო 

I = IC –– ძ,, X1 +თ)|I. 

თუ MI=2, მაშინ I სეგმენტი იქნება მართკუთხედი, რომლის 

გვერდები კოორდინატთა ღერძებეს პარალელურია (ნახ. 3), ხოლო / 

  

ყი« 

„X2-0.2 I | ' 
I + 

X/„-ი, XV XV“ 0, 

      
–_–_ 

L 

ნახ. 3 

ინტერვალი მართკუთხედია, რომლის გვერდები კოორდინატთა ღერძე- 

ბის პარალელურია, ამასთან მართკუთხედის გვერდებზე მდებარე წერ– 

ტილები მას არ ეკუთვნის. 

თეორემა 2.1. ჯX წერტილის ყოველი სფერული V“ (X, ბ) მიდა–- 

მო შეიცავს ამ წერტილის რაიმე მართკუთხოვან მიდამოს და პირიქით 

X წერტილის ყოველი მართკუთხოვანი მიდამო შეიცავს ამ წერტილის 

რაიმე სფერულ მიდამოს. 

ოამტკიცება. ვთქვათ V(X, ბ) არის X წერტილის რაიმე სფე- 

ბ_ ,; მაშინ (ხა- 
- VI”) 
  რული მ ·დამო. დავუშვათ, რომ ძ1=0ა= ·-· =0» 

დია, რომ | 

I(X, თ. თი, ..., ი„) C= V(X, ზ).



ახლა, ვთქვათ 0) >>0, 0ძ.>>0,....0„>>0 რაიმე ფიქსირებული: რი- 
ცხვებია. დავუშვათ, რომ § = ი)Iი (თ, თა, ..., ი, მაშინ ცხადია, რომ 

I((X, ბ) =– 7 (X, 01) თი; ...ც 0). 

თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრება 2.1 #ი სივრცის X წერტილს ეწოდება 

სიმრავლის შიგა წერტილი, თუ არსებობს ამ წერტილის ისეთი მოდა– 

მო V(X,6),, რომ V(X,0)ლ-–# 

(ნახ. 4). 

განსაზღვრება 2.2. ჯა? 

სივრცის #/ წერტილს ეწოდება #6 
სიმრავლის გარე წერტილი, თუ 

არსებოს ამ წერტილის ისეთი 

მიდამო #(ყ, მ))ეკ რომელიც არ 

შეიცკას სხ სიმრავლის არცერთ 

წერტილს (ნახ. 4). 

განსაზღვრება 2.3. #” სი- 

ვრცს 2 წერტილს ეწოდება 

სიმრავლის საზღვრის წერტილი, თუ იგი არ არის სიმრავლის არც 

შიგა და არც გარე წერტილი (ნახ. 4). სიმრავლის სასღვრის ს-ოტი- 
ლების სიმრავლეს 6 სიმძლავრის სახღვარი ეწოდება. 

  

ნახ. 4 

განსაზღვრება 2.4. სიმრავლეს, რომელიკ შედგება მხო–- 

ლოდ პიგა წერტილებისაგა5, ღია სიმრავლე ეწოდება. 

მაგალითად, ყოველი #1-განხომილებიანი ინტერვალი წარმოად- 

გენს ღია სიმრავლეს /?ი სივრცეში. ასევე #7-განხომილებიანი ღია 

ბირთვი ღია სიმრავლეა #” სივრცეში. 

ყოველ ღია სიმრავლეს, რომელიც შეიცავს #Xი წერტილს, მიღებუ–- 

ლია ვუწოდოთ ამ წერტილის მო»დამო. 

განსაზღვრება 2.5. სიმრავლეს ეწოდება ჩაკეტილი თუ ის 

რეიცავს მის საზღვრის ყველა წერტილს. 

მაგალითად, »1-განზომილებიანი სეგმენტი ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

ასევე M1-განზომილებიანი ” (X, ბ) ბირთვი ჩაკეტილი სიმრავლეა ჯოი 

სივრცეში. 

განსა ზღვრება 2.6. §C-/2”' სიმრავლის დიამეტრი ეწოდება 

სიდიდეს 

ძ=5სი ი (7, V). 
X ყCLს 
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განსაზღვრება. 2.7.  სემრავლეს ეწოდება შემოსასღგვრუ- 
ლი, თუ მისი დიამეტრი სასრულია. 

განსაზღვრება 2.8. 1) /#/I” სივრცის წერტილთა სიმრავლეს 

ეწოდება IL” სივრცის უწყვეტი წირი, თუ ამ სიმრავლის წერტილთა 

XI X9 ..X. კოორდენატები არიან ( პარამეტრის უწყვეტე ფუნქ- 

ციები: 

X=C, (I), X- = დი (1), ..., Xთ=Cდთ (1), თ <-1<. ჩ. (2.1) 

2) ვიტყვით, რომ (2.1) განტოლებებით მოცემული უწყვეტი წირი 

აერთებს #2” სივრცის XCXVI XL, ..., X„) და V (VI, ყი... ყი) წერტილებს, 
თუ 

X1==დ, (C), Xა= და (თ)...., X,, => დ,, (თ), 

ყ1=დ, (ზ), ყ:==დი (ჩ), ...; M = დ, (ჩ). 
განსაზღვრება 2.9. 

1) #9” სივრცის ღია სიმრავლეს 

ეწოდება არე, თუ მისი ორი 

ნებისმიერი წერტილი შეიძლება 

შევაერთოთ ისეთ” უწყვეტი 
წირით, რომლის ყოველი წე- 

რტილი ეკუთვნის ამ სიმრავ- 
ლეს (ნახ. 5). 

2) არისა და მისი საზღვ- 

რის გაერთიანებას ჩაკეტილია ნახ. 5 

არე ეწოდება. 

§ნ§8ზ. ე სივრცის წერტილთა მიმდევრობა და 

მისი ზღვარი 

თუ რაიმე წესით ყოველ ნატურალურ # ოიცხვს შეესაბამება #” 

სივრცის XC") (XV), XIX, ..., XX) წერტილი (არ არის აუცილებელი. 

განსავავებული წერტილი განსხვავებული #I-სათვის), მაშინ ვიტყვით, 

რომ მოცემულია #”? სივრცის წერტილთა მიმდევრობა 

ჯა, (9), ,,., ჯ(8), ,... 

მიმდევრობას მოკლედ XII), თ = 1, 2,,. ან (7) სიმბოლოთი აღნიშ- 
ნავენ. 

განსაზღვრება 3.1. თ(ი, ძი, ...ე 0„)C I?” წერტილს ეწოდება 
(VI5)) მიმდევრობის ზღვარ,ი თუ ნებისმიერი C=>0 რიცხვისათვის 
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არსებობს ისეთი (§-ზხე დამოკიდებული) რიცხვი /10=/1 (6), რომ ყო- 

ველი ნატურალური #>771% (ხ)-თვის ადგილი აქვს უტოლობას 

0(XI), ძ) < 8. (3.1) 

ე. ი. ი არის XL»? მიმდევრობის ზღვარი, თუ 

Iთ 0ი(XI72), თ)=0. 
წ”ჩ–-0C0 

ის ფაქტი, რომ თ წერტილი (XI?) მიმდევრობის ზღვარია, ასე ჩაიწერება 

სი XI22=0თ, 
2–->9%C 

ან შემოკლებით 110 XI") = თ, ან კიდევ XIV) + 98. 

(3.1) უტოლობა ნიშნავს იმას, რომ (X«–თ?–ს) მიმდევრობის ყველა 

წევრი დაწყებული Mი-დან ეკუთვნის თ წერტილის § მიდამოს, ე. ი. 

XIVMCV (თ, 8), როცა #1 >>VIე- 
ამრიგად, ის ფაქტი, რომ თ წერტილი არს (XX >. მიმდევრობის 

ზღვარი, გეომეტრიულად ნიშნავს, რომ ი წერტილის ნებისმიერ § 

მიდამოში მოთავსებულია წ”) მიმდევრობის ყველა წევრი, გარ–- 

და შესაძლებელია სასრული რაოდენობის წევრებისა. 

მიმდევრობას, რომელსაც ზღვარი გააჩნია, ეწოდება კრებადი. წი– 

ნაააღმდეგ შემთხვევში მიმდევრობას განშლადი ეწოდება. 

თეორემა 3.1. იმისათვის, რომ XI) ==(X(>5), XC) , ..., XI)) მიმდევ- 

რობა იყოს კრებადი 0=(თ, თ,,..., ძ„) წერტილისაკენ აუცილებელია და 
საკმარისი 

სო Xო) = ძ,, 1(=1,2,..., MI. 
-->0C 

თეორემის მართებულობა გამომდინარეობს უტოლობიდან 

| XC0) –– ი, | <0 (XC), 0) <- | XL) –– თ | + | ი) –– ი |+.-+ 

+ |X ე) –– ძ,, |, #§=1, 2,..., 1. (3.1) 

გთქვათ, მოცემულია (ო) მიმდევრობა. განვიხილოთ ნატურა- 

ლურ რიცხვთა ზრდადი მიმდევრობა 

I, < 1 < --< წყ <2 
ცხადია #I, > ჩ. 

მიმდევრობას (წX” 1 ეწოდება (XI) მიმდევრობის ქვემიმდევრობა. 
განსაზღვრება 3.2. XC ბი მიმდევრობას ეწოდება შემოსაზღვ- 

რული თუ არსებობს ისეთი /#M >> 0 რიცხვი, რომ 0(0, XC) < M, 

#= 1, 2,.... 
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(3.1) უტოლობიდა გამომდინარეობს (7) =- (ჯ(5), XC), ,.,, XIII) 
მიმდევრობის შემოსაზღვრულობისათვის აუცილებელია და საკმარისი 

შემოსახღვრული იყოს რიცხვთა (XC) (=1, 2, ..., 7.) მიმდევრობები. 

თეორემა 3.1-დან და რიცხვითი მიმდევრობის ზღვრის შესახებ 

ცნობილი თეორემებიდან უმუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი თეო– 

რემების მართებულობა. 

თეორემა 3.2 თუ მიმდევრობას ზღვარი აქვს, მაშინ ის ერ–- 

თადერთია. 

თეორემა 3.3. თუ მიმდევრობა კრებადია, მაშინ მისი ყოველი 

ქვემიმდევრობა აგრეთვე კრებადია იმავე ზღვრისაკენ. 

თეორემა 3.4, თუ მიმდევრობა კრებადია, მაშინ იგი შემოსა–- 

ზღვრულია. 

თეორემა 3.5. ((ბოლცანო-ვაიერშტრასი"). ყოველი შემოსახზღ– 

ვრული მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევ- 

რობა. 

დამტკიცება. ვთქვთ XI7) =- (VI), XC), ..., Xო)) მიმდევრობა 

შემოსახღვრულია გამომდინარე აქედან რიცხვთა მიმდევრობები 

(ჯი) ((=1, 2,...,/I) აგრეთვე შემოსაზღვრულია. რიცხვითი მიმ- 

დევრობებისათვის ცნობილი ბოლცანო-ვაიერშტრასის თეორემის ძა–- 

ლით (XL) მიმდევრობიდან შეიძლება გამოვყოთ კრებადი (XI ჩM) ქვემიმ- 

დევრობა. (XV 0) მიმდევრობა არის (XL) მიმდევრობის ქვემიმდევ- 
რობა, ამიტომ ის შემოსახღვრულია, ამდენად მისგან შეიძლება გამოვყოთ. 

კრებადი (2V#) ქვემიმდევრობა. მიმდევრობა (XI #1, როგორც კრე- 
ბადი (XII 2) მიმდევრობის ქვემიმდევრობა იქნება კრებადი. თუ გავაგრძე- 

ლებთ ამ პროცესს მივიღებთ ი: კრებად (XI სა?) (ჯ=-:1, 2,.., 7) მემ- 

დევრობებს. თეორემა 3.1-ის ძალით აქედან გამომდინარეობს, რომ /2” 

სივრცის წერტილთა (ხე) 1 მიმდევრობა კრებადია. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრება 3.3. ( ჯი), მიმდევრობას ეწოდება ფუნდამენტუ- 

რი, თუ V8 > 0-თვის 31 M-CI? ისეთი, რომ 

0 (X(M+#), ჯ“ ) <-8 

ყოველი #>7M0ი-თვის და ყველა არაუარყოფეთი მთელი 0-თვის. 

“ ბოლცანო (1781-1848) -- ჩეხი მათემატიკოსი. 
კ. ვაიერშტრასი (1815--1897) –– გერმანელი მათემატიკოსი, 
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თეორემა 3.6. იმისათვის, რომ (X(7)) მიმდევრობა იყოს 

ფუ5დამე5ტური „ეცითებელია ღა საკმარისი ფუნდამენტური იყოს 

რიცხვითი (XIV) ((=-1, 2, ..., /1) მიმდევრობები. 

თეორემის მართებულ ლობა გამომდინარეობს უტოლობებიდან 

––ი 
+ | X§9+9) _ – X§5) | + -.+ | X6+90) XVI) I . 

თეორემა 3.1 და 3.6-დან გამომდინარეობს შემდეგი თეორემის 

მართებულობა. 

თეორემა 3.7 (კოში), #” სივრცის წერტილთა მიმდევრობის 

კრებადობისათვის აუცილებელია და საკმარისი ის იყოს ფუნდამენ- 

ტური. 

განსაზღვრება 3.4. ვიტყვით, რომ /2” სივრცის წერტილთა 

(იას) მიმდევრობა კრებადია უსასრულობისაკენ, თუ 

II01 0 (X(5), 0) = 25. (3.2) 
ი->-თთ 

ის ფაქტი რომ (>>) მიმდევრობა კრებადია უსასრულობისაკენ 

ასე ჩაიწერება 
Iთ XI/სსI=Cდ. 

ძი: 

ნებისმიერი ინა" წერტილისათვის სამკუთხედის უტოლობის 

ძალით 

ი (XI), 0) <-0(X2, ძ) -L 0 (0, 9), 
საიდანაც გვაქვს 

0 (XI), თ) > 0 (XI), 0) –– 0 (9, 0). (3.3) 

(3.2) ღა (3.3)-დან გამომდინარეობს, რომ 

1Iიი 0 (XI), ი) = C.. 
„–>CC 

ე. ი. თუ IIთ XCX=C, მაშინ (XC) მიმდევრობის წერტილებიდან მანძი- 
ი–>ი0 · 

ლი II” სივრცის ნებისმიერ ფიქსირებულ იძ წერტილამდე მიისწრაფვის 

უსასრულობისაკენ 

აქვე შევნიშნოთ, რომ, თუ II) XIX==CC, მაშინ ჯ(?) წერტილების 
”ყ-“იCC 

ერთი კოორდინატი მაენც მიისწრაფვის უსასრულობისაკენ. 
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§ 4. მრავალი ცვლადის ფუნქცია, მისი გრაფიკი.. 
ღონის წირები, ზედაპირები და სიმრავლე 

განსაზღვრება 4.1. ვთქვათ 8CI?!, თუ # სიმრავლის ყო–- 

ველ X= (X, X»..., XI) წერტილს რაიმე წესით შეესაბამება ნამდვი– 
ლი # რიცხვი, მაშინ ამბობენ, რომ # სიმრავლეზე განსაზღვრულია 
X წერტილის ფუნქცია, ანუ /I ცელადის ფუ ნქცია და მას ჩვეულებ- 
რივ ასე აღნიშიავენ: 

; | 
((=VM(X) ან M#=Vწ(X), ან #= წ (Xს X>..., X„)- 

X წერტილის X,, Xა, ...,X„ კოორდინატებს უწოდებენ არგუმენ- 

ტებს ან დამოუკიდებელ ცვლადებს, ხოლო 8 სიმრავლეს –– ფუნქცი- 

ის განსაზღვრის არეს. 

იმ შემთხვევაში, როცა ML1=2 ნაცვლად / (X,, X-:)-ისა ზოგჯერ წე- 

რენ, ”(X ყ)-ს, ხოლო, როცა M=3, მაშინ /) (X,, X0, Xვ)-ის ნაცვლად 

კი–-– 7 (X, ყ, 2)-ს. ! 

განსახღვრების თანახმად ფუნქცია ითვლება მოცემულად, თუ 

ცნობილია ფუნქციის განსაზღვრის არე და შესაბამისობის წესი. ამას- 

თან, ამ წესის მოცემის ხერხი შეიძლება იყოს სხვადასხვა. კერძოდ: 

ცხრილური, გრაფიკული და ანალიზური. თუ ფუნქცია მოცემულია 

ანალიზურად და არ არის მითითებული განსაზღვრის არე, მაშინ იგუ- 

ლისხმეზა, რომ ამ ფუნქციის განსახღვრის არეა იი (X, Xა,..., X=) 

წერტილთა სიმრავლე, რომლისთვისაც მოცემულ გამოსახულებას აზრი 

აქვს. მაგალითად, 2==V 1 –- ჯX –– ყი ფუნქცის განსაზღვრის არეა /23 
სივრცის ერთეულოვანი ჩაკეტილი წრე ცენტრით (0,0) წერტილშ-, 

ხოლო 2=Iი (1 +Vყ1). ფუნქცია განსახღვრულია ყველგან გარდა (0, 0) 

წერტილისა. 
ვთქვათ, ევკლიდეს #” სივრცის 8 სიმრავლეზე განსახღვრულია 

((=”(X)=I1(X), Xა, ..., X„) ფუნქცია. , დავუშვათ, რომ II”+1 არის (X, II)= 

= (X,. Xა,..., X„,, ) წერტილთა ევკლიდეს #1+1 განზომილებიანი სივრცე. 

V-=ICX, XV... X„) ფუნქციის გრაფიკი ეწოდება /:-+I სივრცის ყველა იმ 
(XV, XX...» X„ ) წერტილთა სიმრავლეს, რომლისთვისაც V =/ (X). Xა, .. 

ს Xფ), სადაც (X,, Xა,..., X„,)C#. ნახ. 6-ზე გამოსახულია ორი ცვლა- 

დის 2=/(X, ყ) ფუნქციის გრაფიკი. 
__ ვთქვათ ჩ ფუნქცია განსაზღვრულია # C #25. სიმრავლეზე. იჩ” სივრცის 

იმ X=(X XV... Xთ) წერტილთა სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

IC Xა, .."” X,ა = /)



განტოლებას, | ფუნქციის დონის სიმრავლე ეწოდება, რომელიც შე. _ 

ესაბამება /=# მნიშვენილობა!, 
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ნახ. 6 

იმ შემთხვევაში როცა #1=2 დონის სიმრავლეებსს უწოდებენ 
აგრეთვე დონის წირებს, როცა M1=3 მას უწოდებენ დონის ზედაპი- 
რებს, ხოლო როცა M>3 -–- კი დონის ჰიპერზედაპირებს. 

დონის წირებითა და ზედაპირებით ხშირად სარგებლობენ გამოყე–- 

სხებით მეცნიერებებში. 

§ ნ. მრავალი ცვლადის ფუნქციის ზღვარი 

განსაზღვრება 5.1. / რიცხვს ეწოდება /წ”(X)-=წ(X, Xე,..., Xთ) 

ფუნქციის ზღვარი ი = (თ, თ;,..., ი„) წერტილში, თუ /(X) ფუნქცია 
განსახღვრულია თ წერტილის რაიმე მიდამოში, გარდა შესაძლებელია 
თვით ი წერტილისა და ნებისმიერი 8>0 რიცხვისათვის არსებობ!



ბ=ბიო რიცხვი, რომელიც დამოკიდებულია §-ზე, ისეთი, რომ, თუ 
0<0 C, ძ)<ბ, მაშენ 

|I1(000--– 1 | <§. 

ის ფაქტი, რომ 4 რიცხვი არის | (+) ფუნქციის ზღვარი თ წერტილში, 
შემდეგნაირად ჩაიწერება 

X-–>ძ 
ან 

ი (00 == #4, 
0 (X, 0)->0 

ან კიდევ 
1179) I (XI, Xი: .... X») = #. 

X»->0 

Xა-–>ძე 

(ული 

"ფუნეციის ზღვრის ეL განსახღვრება ეკუთვნის კოშს. არსებობს 
აგრეთვე ფუნქციის ზღვოის განსაზღვრება ჰეინეს” მიხედვით. 

განსაზღვრება 5.2. 1 რიცხვს ეწოდება (0) ლფუნქცი-ს 

ხღვარი თ წერტილში, თუ IC) ფუნგცია განსაზღვრულია ი წერტი- 
ლის რაიმე მიდამოში, გარდა შესაძლებელია თვეთ 0 წერტილისა და 

ნებისმიერი (3:92) = ( CV7), XL), ,.., XI2))1 მიმდევრობისათვის (XIMX+ი, 8= 

=1, 2,..), რომელიც კრებადია ი-საკენ, ფუნქციის მნიშვნელობათა სათა- 

ნადო (I (XC) ) 1 მიმდევრობა კრებადია / რიცხვისაკენ. 

ამ განსახღვრებაშ. «იგულისხმება, რომ ი წერტილისაკენ კრებადი 

(ს) მიმდევრობა შესდგება მზოლოჯ იმ წერტილებისაგან. რომ- 

ლისთვისაც | (X) ფუნეცია განსახღვრულია. 

ერთი ცვლადის ფუნეციისს ახალოგიურად, შეიძლება გაჩვენოთ, 

რომ ფუნქციის სღვო-ს ეს ოო: განსაზღვრება ერთმანეთის. ეკვივა- 

ლენტურია. 

შემოვიყვანოთ ახლა ფუნქციის ზღვრის ცნება, როცა X->C-. გან- 

საზღვრება მოვიყვანოთ მხოლოდ კოშის მიხედვით. 

განსაზღვრება 5.23. ვიტყვით რომ # რიცხვი არის 

I(X, XV ..სXთ,) ფუნქციის ზღვარ, როცა X>+ი და ჩავწერთ 

ჩ« ჰეინე (1821--1881) –– გერმანელი მათემატიკოსი.



III წ(X=4, თუ ნებისმიერი 6%>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 
-–-CC 

M რეცხვი, რომ, როცა 0 (0, XI)>#M, მაშინ 

|IIC0-– 4) <5. 

მრავალი ცვლადის ფუნქციებისთვისაც, ერთი ცვლადის ფუნქციის 
ანალოგიურად, განისაზღვრება 

IIი /(X-=ლ ლდა III /(X)= C. 
X->06 XჯX-–+თ 

შენიშვნა. ზოგჯერ საჭიროა ფუნქციეს ზღვრის გამოთვლა ისეთ 
ი წერტილში, რომლის ნებისმიერი მიდამო შეიცავს წერტილებს, რო– 

მელხედაც ფუნქცია არ არის განსაზღვრული და აგრეთვე წერტილებს, 

რომელზედაც ფუნქცია განსაზღვრულია. ამ შემთხვევაში განსაზღვ- 
რება 5.1-ში განიხილება ი წერტილის მიდამოს მხოლოდ ის წერტი- 

ლები, რომელზედაც ფუნქცია განსახღვრულია. 

ისევე როგორც ერთი ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში, მრავალი 

ცვლადეს ფუნქციათა ზღვრებისთვისაც ადგილი აქვს შესაბამის თეო–- 

რემებს, ჯამის, ნამრავლის ფარდობის ზღვრების შესახებ და სხვა 

თეორემებსაც. 
განვიხილოთ მაგალითები. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ 

სი 1 V –VI + X+VყI. 
X–>0 ჯ'. + ყ" 

ყ->0 

ამოხსნა. შემოვიღოთ ჩასმა X2+Vყ?=(/, მაშინ I->0, როცა X->0 

და ყ->0, ამიტომ 

1100 1-–-V1+X+V +X+Vყ' - Iიე 1--V1 +179 = 
X->0 Xჯ” + ყ? (->0 ( 
ყ–>0 

: –I 
= III) –--–-–-–-- –-==---. 

“>0 (11 – V1+#ჩ 2. 

მაგალითი 2. ვაჩვენოთ, რომ 

სთ 590 X––- ყ+1) 

(X. ყე)–>(0,1) XL ყ+1 

მართლაც, განვიხილოთ ნებისმიერი მიმდევრობა ((X., ყ,)) ისე- 

თი, რომ X, –– ყ,„ +1 2-0 და ჯა -–>0 ყ,.–>1. 
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შემოვიღოთ ჩასმა X,–-ყ,+-1=Cთე, მაშინ თ, –> 0, როცა X-–>0 და 
ყე > 1, ამიტომ 

  

II 5IIL თ = 1. 

ძლ %» 

მაგალითი 3. ვთქვათ 1/ (X, V) = “=> „ ვაჩვენოთ, რომ 
X + ყ 

Iთ /7(X, ყ)=0. 
X–>ი 
ყ–>0 

მართლაც, #2+Vყ22>>2IXI · IყI) უტოლობის ძალით გვაქვს: 

XI.· 2 5 
| (CC, ყე -––0| = 1XI:IVL – VX+V , 

VX” -+ ყ? 2 
ამიტომ თუ მოცემული §>0 რიცხვისათვის ავიღებთ ტბ=42%, მაშინ იმ 

(ს ყ) წერტილებისათვის რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას 

0< V(CX –– 0)? + (ყ –– 0)? < 8 გვექნება: 

1 ,”„„ა'––.– გ 
IწC 9) --0| < -- VI + V" <-- =8 

რაც ჩმას ნიშნავს, რომ 

IM წ”(X, ყ) = 0. 
X–>0 

ყ–>0 

მაგალითი 4. ვაჩვენოთ, რომ /”(X, ყ)= 21» ფუნქციას 

(0,0) წერტილში ზღვარი არ გააჩნია. 

მართლაც, განვიხილოთ (0, 0) წერტილისაკენ კრებადი ორი მიმ– 

დევრობა ((X,, ყიე)) და ((Xგ; ყი) ), სადაც ყა» = Xგ და ყა = 2Xეა- 
გვაქვს 

  

.პ 1 

ჯXი = =ლ, ICVი, Mი) 22 2 

- 2, 2 
(XV ყე)ლ–ვუკუვ=ლ–-. / ი ჩ XI -L 4ჯ2 5 

მაშასადამე 

Iი I(X,, ყი) == 1 ე IIი) ;'(%, ყი) = 2. , 
Mჩ->C 2 ი->- 5 

ე. ი. I (9, ყ) ფუნქციას (0,0) წერტილში ზღვარი არ გააჩნია. 
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2 
მაგალითი 5. ვაჩვენოთ, რომ / (X, ყ) = XV ფუნქციას. 

· X4 +Vყ” 
Cღ,0) წერტილში ზღვარი აღ გააჩნია, თუმცა (0,0) წერტილზე გამავა– 

ლი ნებისმიერი ყ=#X წრფის გასწვრევ მას გააჩნია ზღვა<სი და ის 

უდრის ნულს. 

მართლაც, 

3 · 

1 (X, სე=- წ. = “ MX. 0, 
Xჯ” + §2 ჯ ჯ“ + ნ? 

როცა X->0. 

ახლა, ვთქვათ, ყ=X2, მაშინ 

ი _ _ _ _1 /ი =>; =-–>) 

ე.ი 

: 1 
1101 / (X ყე)ლ= –– 

X–>0 2 

ყ=Xჯ? 

ამრიგად, მოცემულ ფენქციას (0,0) წერტილში ზღვარი არ გააჩნია> 

მაგალითი 6. ვაჩვენოთ, რომ 

2 2 
ყე 4+M% -0, 

ჯ- იი C6>+1VM 
ყ–-+C 

მართლაც, როცა X>0 და V>0, მაშინ 

ჯე+ ყწ _(X+VყX# 
9< 0++V < 0X+XV ” 

ამიტომ 

2 1,2 

ჯ>-+იი- CI” 1>+–C C 

ყ–>-+= 

Cა
: 

Xჯ>“+« 6:+” 

ყ–>+8% 
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§ 0. ორი ცვლაღის ფუნქციის განმეორებითი %ზღვრები 

ვთქვათ / (X, ყ) ფუნქცია განსახღვრულია (ჯი, ყი) წერტილის რაი– 

მე |X–- XI < თ, |IV––ყე| <9 მიდამოში, გარდა შესაძლებელია თვით 

#(X,; ყი) წერტილისა. დავუშვათ, რომ VXCI) XX––- თ, X + თს X=-“Xე არ- 
სებობს 

MIი) #(X, ყ) = ყ§ (X)- 
ყ–>”V9ი 

თუ არსებობს ზღვარი 

სო C(X= IV IIთ /(X, ყ) 
X-–>Xი X->Xე წ->Vი 

მაშინ, მას ეწოდება განმეორებითი ზღვარი. 

ანალოგიურად განისაზღვრება განმეორებითი ზღვარი 

Iი0. III0 /(X, ყე). 
ყ-–>ყე X->-X 

მაგალითი 1. ეანეიხილოთ ფუნ1ცია X. = 4M# .. გალ განვიხილოთ ფუნქცი» / (X. 9) 2 # 

როგორც § 5-ში (მაგალითი 4) ვნახეთ ამ ფუნქციას (9,9) წერტილ- 

ში ზღვარი არ გააჩნია. მიუხედავად ამისა 

IC 1IIიI / (X, ყ) = IIთ. III / (X, ყ) = 0. 

X->-0 ყ->0 ყ->0 #->0 

მ 2. ვთქვათ / (X, ყ)= -“-=-#. აგალითი 2. ათ /(X, ყ)= –––_––. გალ ვთქვ #90---/ 

Iი /#(X,ყ) არ არსებობს, თუმცა 
(X, ყ)–>-(0, 0) 

MIთ IIი1 /(X, ყ) = ––1, 
ყ–>0 X->0 

Iთ II /(X, ყ)=1. 
XჯX-–>0 ყ–>0 

ეს არის მაგალითი ისეთი ფუ5ქციისა, რომელსაც გააჩნია ერთმანეთის 

არატოლე განმეორებითი ზღვრები. 

მაგალითი 3. ეთქვათ 

ცხადია, რომ 

1 . 1 
ჯაი -–- I“ ყვი–-–, როცა XV 590, 

ყ X / (X, ყ) = 

0, როცა Xყ = 0. 

ცხადია, რომ 

IIთ I462 ყ) = 0. 

(62 ყ)->0, 0) 
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რაც შეეხება განმეორებით 

I | სთ, X5Iი --+ყ/3ი >) | და III) | თ (CC. +959) | 
ყ–>0 X–>0 ყ Xჩჯ 

ზღვრებს ისინი არ არსებობენ. ეს არის მაგალითი ისეთი ფუნქციისა, 

რომელსაც გააჩნია ზღვარი, მაგრამ არ გააჩნია არცერთი განმეორე–- 

ბითი ზღვარი. 
ზემოთ მოყვანილი მაგალითებიდან გამომდინარეობს, რომ მრავა- 

ლი ცვლადის ფუნქციის ზღვრის არსებობიდან საზოგადოდ არ გამომ– 

დინარეობს განმეორებითი ზღვრების არსებობა, და პირიქით, განმეო–- 

რებითი ზღვრების (თანაც ერთმანეთის ტოლი განმეორებითი ზღვრე– 
ბის) არსებობიდან არ გამომდინარეობს ფუნქციის ზღვრის აოსებობა. 

მიუხედავად ამისა ამ ცნებებს შორის არსებობს გარკვეული კავშირი. 
თეორემა 6.1. ვთქვთ IVწ(X, ყ) ფუნქცია განსაზღვრულია 

(Xი, ყი) წერტილის რაიმე |X--Xი|) <0, |ყ–ყი| <6 მიდამოში, გარდა 

შესაძლებელია (ჯი, ყი) წერტილისა. თუ არსებობს 

სი” /7(X, ყ) = 4 (6.1) 
(2, #)–>CXი, Vი) 

და VყC(ყე-- ხ, ყი -+ ხ), #5“ Vი 

X->Xნ 

ზღვრები, მაშინ განმეორებითი III) 1Iი) | (X, ყ) ზღვარი არსებობს, 

ყ->ყე X->Xნ 

და 

თ I1IIთ /(X, ყუ= IIი 7(X, ყ). 

ყ->-V9Vი X->X6 (X, ყ)–+(Xი, Mი) 

დამტკიცება. ვთქვათ, §>0 ნებისმიერი ფიქსირებული რი–- 

ცხვია. (6.1)-ის ძალით, არსებობს ისეთი 61>0 და ბ:>0 რიცხვები, 

რომ 

II ყ- 4|< +, (6.2) 

როცა 0<|X-#)<8<0ძ, 0<I)Vყ–Vყი)I < 8: <ხ. 
თუ ავიღებთ ყ-ს იმ პირობით, რომ 0< |ყ–-Vყი|) <ბი, მაშინ (6.2) 

უტოლობაში ზღვარზე გადასვლით, როცა X->+Xი, მივიღებთ 

I6( 0-4) <-- <4. (6.3) 
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ამრიგად (6.3) უტოლობას ადგილი აქვს ყოველი Vყ-სათვის, რომე- 

ლიც აკმავოფილებს 0< |(–ყი|-<ბე უტოლობას. ეს იმას ნიშნავს, 

რომ 

IIთ დ. (ყ) = 4, 
ყ–+VM0ი 

ში IIთ. / (X, ყ) = 4. 
X->Xე ყ->Vი 

თეორემა დამტკიცებულია. 
განმეორებითი ზღვრის ცნება შეიძლება შემოვიყვანოთ ეგრეთწო– 

დებული რიცხვთა ორმაგი (ი,,,) _მიმდევრობისათვის, #1, წ C V 
(ე. ი. ისეთი ფუნქციისათვის რომლის არგუმენტები ღებულობენ ნა- 

ტურალურ რიცხვთა მნიშვნელობებს) სახელდობრ, სიმბოლო 

სო 10) ი„,, ნიშნავს, რომ ჯერ ყოველი ფიქსირებული /I-სათვის 
ჯ-–CC0 7-–3>0C60 

განისაზღვრება ხ» = III ძის, და შემდეგ კი გამოითვლება (ხ,) 
ჩ–>00 

მიმდევრობის ზღვარი. 

განვიხილოთ ორმაგი მიმდევრობა (0,,,), სადაც 

მა, = 005” 21V/1 !X. 

ვაჩვენოთ, რომ 

ჯი 1Iი) C05” 2XVI1 |! ჯX= 
»->0C 7-0 

1, როცა ჯ-- რაციონალური რიცხ;ვია, 

(თ როცა ჯ -- ირაციონალური რიცხვია. 

მართლაც, ვთქვათ Xჯ =” , სადაც 0 და 0ძ--მთელი რიცხვებია, 
0 

ამასთან ძ დადებითია. მაშინ როცა />0 გვაქვს C05 2:CV1I X=1, ამიტომ 

110 C05” 21LI ! X == 1, 
»,–>-0Cი0 

ი>9 

აქედან გამომდინარე 

Iი IIთ C0572:7:!X=1. 
ი-ილე თ->-00 

ახლა ვთქვათ, ჯ-–ირაციონალურ-· რიცხვია მაშინ ნებისმიერი 

#-სათვის |005 2: XI<1, ამიტომ 

შე) C0§” 2:71) X = 0. 
ყა––-00



საიდანაც 

Iი III 005-2X71! X = 0. 
ჩ->ი0 ი->C 

ამრიგად, ვაჩვენეთ,. რომ ღირიხლეს!” ფუნქცია შეეძლება ანალი- 

ტურად წარმოვიდგინოთ განმეორებითი ზღერ-ს საშუალებით: 

0600 -- Iს I. 00572: X. 
წ იე 7--C>=C·V 

§ 21. მრავალი ცვლადის ფუგქციის უწყვებოგა 

განსაზღვრება 7.1. (=/(X) =/(X,, XX. ..., ი). ფუნქციას ეწო- 

დება უწყვეტი XI = (XIV, 9... ჯო.) წერტილში, თუ იგი განსა- 
ზღვრულია XI." წიარტილის რაიმე მიღამომი (ან #თ ფუნქციის 

განსაზღვრის არის საზღელრის წერტილია) და 

MI I(X) =/(XI)). (7.1) 
X#->XV9) 

წერტილს, რომელშიც ფუნეცია უწყვეტია, ამ ფუნქციის უწყვე- 
ტობის წერტილი ეწოდება. 

თუ გამოვიყენებთ ფუნქციის %ღვრის კოშისა და ჰეინეს განსახღე–- 
რებებს, ფუნქციის უწყვეტობის განსაზღვრება შემდეგნაირად შეიძ- 

ლება ჩამოვაყალიბოთ: 

ა) #=I1 (0) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი X->»– წერტილში, თუ §ე- 
ბისმეერი §>0 რიცხვისათვის არსებობს 8>9 რიცხვი ისეთი, რომ 

|II(0 ––/(XI0) | –ლ8, როცა 0(X. XI) ) < 8. 

ბ) ს = /(X) ფუნქციას ეწოღება უწყვეტი XV წერტილში,. თუ. ნების- 
ძიერი (XI-ს მიმდევრობისათვის, რომელიც კრებაღია ჯ„. წერტილისაკენ, 

V (Xო)ჯ მიმდევრობა კრებაღია / (XIV) რიცხვისაკენ. 
მოვიყვანოთ ფუნქციის: უწყვეტობის კადევ ერთი განსაზღვრება. 

(7.1) ტოლობიდან გვაქვს 

სით. IV -–-”C9)1 =0. C.2) 
-თ––-X(0->0 

Xვ---ჯნ) >0 

Xთ»--XC7->0 

  

  

« ა-რიხლე (1805---1859)) –– გერმანელი მათემატიკოსი, 
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X,-–- XII), ((=1, 2,..., I) სხვაობას ეწოდება X, არგუმენტის ნაზრდი ღა 
# X; ((=1, 2,..., MI) სიმბოლოთი აღინიშნება, ხოლო 

161) –1(ჯX)) = ,(X,, Xის ...) X») _ , (XII, XL), ...? XV) = 

= (XI + ტ XI, XL9) -L /ს Xა, ...; X(0) –- # Xთ) –– წ(XI(9), 69) , ,.., X-9)) 

–-სხვაობას ფუნქციის სრული ნაზრდი XIV? წერტილში და #V სიმბოლოთი 
აღინიშნება. 

(1.2 ტოლობა ახალი აღნიშვნებით ასე ჩაიწერება: 

Iი #ტსხლ=0 ან IIთო #4V=90. (7.3) 
X->XI9) XI -–> XI) 

Xგ–-)ტი) 

Xუ–>-XV) 

(7.1) ტოლობის საფუძველზე ფუნქციის უწყვეტობა წერტილში შეიძ- 

ლება შემდეგნაირად განისახლვროს ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი 

წერტილში, თუ ამ წერტილში არგუმენტების უსასრულოდ მცირე 

ნაზხროდებს შეესაბამება ფუნქციის უსასრულოდ მცირე სრული ნახრდი. 

ვთქვათ /(X) უწყვეტია XI?» წერტილში, ე. ი. 

I ა0(0= #CI). 
X->-XჯIბ 

რადგან II X=XIV, ამიტომ ეს ტოლობა შეიძლება ასე ჩაიწეროს 
X-–>XI9) 

Vო /”/(X)=/(Iთ X). 
X->XI9) X->XI9) 

მაძასადამე, თუ ფუნქცია უწყვეტია, შეიძლება ზღვარხე გადასვლა 

„ფუბქციის ნიშნის“ ქვეშ ––- არგუმენტში. 

I (X) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი რა:მე #7 არეში, თუ იგი უწყვე- 
ტია ამ არის ყოველ წერტილში. 

ვთქვათ I (2) ფუნქცია განსაზღვრული, »" წერტილის რაიმე 
ჰიდამოში, გარდა შესაძლებელია თვით ”»" წერტილისა (ან XIV 

ფუზქციის განსაზღვრის არის საზღვრის წერტილია), »ი წერტილს 

ეწოდება წ() ფუნქციის წყვეტის წერტილი. თუ შესრულებულია 
ერთ-ერთი შემდეგი ჰირობებიდან: 

ა) მს წერტილში ფუნქცია განსაზღვრული არ არის; 

ბ) ფუნქციას X(9) წერტილში ზღვარი არ გააჩნია; 

გ) „" წერტილში ფუნქციის მნიშვნელობა განსხვავებულის XIV) 
წერტილში ფუნქციის ზღვრისაგან. 
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თუ XX.) არის წ(XV) ფუნქციის წყვეტის წერტილი, მაშინ ამბობენ, 

რომ | CV) ფუნქცია განიცდის წყვეტას (წყვეტილია) XIV წერტილში. 
თუ 1(X) ფუნქცია განიცდის წყვეტას »?"–?– წერტილში, მაშინ: 

არსებობს 6->0 რიცხვი ისეთი, რომ ყოველი 6>0 რიცხვისათვის 

მოიძებნება »” წერტილი, რომლისთვისა6ც1 0 (ჯ, XIX )1ლ=8, ხო- 

ლო | (0-– />9)| >. 
მოვიყვანოთ უწყვეტი და წყვეტილი ფუნქციის მაგალითებ-. 
მაგალითი 1. გალვვიხილოთ ფუნქცია. 

X 

1(X ი- >> როც. X? -+L ყ? 30, 
, = –“ 

0, როცა X=Vყ=0. 

როგორც § 5-ში (მაგალითი 4) ვნახეთ ამ ფუნქციას (0.00 წერ- 
ტილში ზღვარი არ გააჩნია, ე. ი. ის ამ წერტილში განიცდის წყვეტას- 

0Xყ სიბრტყის სხვა წერტილებში მოცემული ფუნჭცია უწყვეტი» 
(აჩვენეთ). 

მაგალითი 2. განვიხილოთ ფუნქცია 

1 

/(X, ყ) = >! როცა X>“V, 
0, როცა X = ყ. 

ეს ფუნქცია განსაზღვრულია ყველგან. ვაჩვენოთ, რომ ყ=X წრფის 

ყოველი წერტილი ამ ფუნქციის წყვეტის წერტილია. ავიღოთ M#=X 
წრფეზე რაიმე M (თ, ი) წერტილი. განვიხილოთ ამ წერტილისაკენ 
კრებადი წერტილთა შემდეგი მიმდევრობა 

IMM.(<+-., C--). 

ცხადია I13ი) /Mე = M, ხოლო 
Mჩ–>0C 

1101 / (/M,„უ)= –+Cთ. 
M8->0ი0 

ამრიგად, მოცემული ფუნქცია წყვეტილია V#=X წრფის ყოველ 
წერტილში. ადვილია ჩვენება, რომ ეს ფუნქცია უწყვეტია 0XჯXყ სიბრ–- 

ტყის დანარჩენ წერტილებში. 

მრავალი ცვლადის ფუნქციის უწყვეტობის განსაზღვრებიდან გა- 
მომდინარეობს შემდეგი თეორემის მართებულობა. 
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თეორემა 7.1. თუ მრავალი ცვლადის ფუნქცია უწყვეტია რაი-- 

მე წერტილში, მაშინ იგი უწყვეტია ამ წერტილში ცალ-ცალკე ცვლა– 
დების მიმართ”. 

ამ თეორემის შებრუნებული თეორემა საზოგადოდ მართებული 

არ არის. მართლაც, მაგალით 1-ში განხილული ფუნქცია წყვეტილია. 

(0.00 წერტილში. ვაჩვენოთ, რომ იგი ამ წერტილში უწყვეტია ცალ-. 

ცალკე ცვლადების მიმართ. ცხადია 

'262 0) = |I(0, ყ) = 9, 

ამიტომ 

II 7 (X, 0) = I)Iი1 / (0, Vყ) = 0 = /(0, 0). 
X–>0 ყ–> 

ე. ი. / (XV, ყ) ფუნქცია ეწყვეტია (0.0) წერტილში ცალ-ცალკე ცვლა-- 
დების მიმართ. 

§ 8. მრავალი ცვლადის უწყვეტი ფუნქციის თვისებები 

ისე, როგორც ერთი ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში, მრავალი 

ცვლადის ფუნქციებისთვისაც მართებულია შემდეგი თეორემები: 

თეორემა 8.1. რაიმე წერტილში უწყვეტი ფუნქციების ჯამი,. 

ნამრავლი და შეფარდება (თუ ამ წერტილში მნიშვნელი განსხვავებუ– 

ლია ნულისაგან, აგრეთვე უწყვეტია ამ წერტილში. 

თეორემა 8.2. თუ ფუნქცია უწყვეტია წერტილში, მაშინ იგი 

შემოსაზღვრულია ამ წერტილის რაიმე მიდამოში. 

თეორემა 8.3. თუ წ”(X) ფუნქცია უწყვეტია XI წერტილში- 

და / (XI 12-50, მაშინ არსებობს XI" წერტილის ისეთი მიდამო, 

რომ ამ მიდამოში / (+) ფუნქციას აქვს იგივე ნიშანი, რაც ჯ (XI9)-ს. 

თეორემა 8.4. თუ ”(X) ფუნქცია უწყვეტია რაიმე წერტილში,. 

მაშინ |”I(X)| ფუნქციაც უწყვეტია იმავე წერტილში. 
თეორემა 8.5 (უწყვეტ ფუნქციათა კომპოზიციი” შესახებ).. 

გთქვათ 

დ; (X) = დ, (X, Xი, -..) Xთ), L == 1, 2...;71 

+ (+, X,,--., #ი) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი (XL, XC2, ,.., #2)  წერ- 
ტილში X, ცვლადის მიმართ, თუ ერთი ცვლადის / (XL, XC 2; ..., X0 7) ფუნქცი> 
უწყვეტია ჯ(9) წერტილში. 
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ფენქციები უწყვეტია X(9) =- (09), ნმ), ..., XII 1C 2” წერტილში, ხოლო 

1 ():=/ (9), 9. ..., /ი) ფუნქცია უწყვეტია ყი => (დ, (XI9)),. დე (X19)), ..., 
.-.) დე (XC) )C IM" წერტილში. მაშინ რთული ფუნქცია 

(0 =წIთდ,(X), და(X,..., და CX) ) 

“უწყვეტია XI» წერტილში. 
თეორემა 8.6 (ვააბერმტროასის პირველი თეორემა) ჩაკეტილ 

არეზე უწყვეტი ფუნქცია შემოსაზღვრულია ამ არეზე. 

თეორემა 8.7 (ვაეერშტრასის მეორე თეორემა). ჩაკეტილ არე– 

ზე უწყვეტი ფუნქცია აღწევს ამ არეზე თავის ზუსტ ზედა და ზუსტ 
ქვედა საზღვრებს. 

ამრიგად, ჩაკეტილ არეხე უწყვეტ ფუნქციას ამ არეზე აქვს მაქსი- 

მალურე და მინიმალური მნიშვნელობანი. 

თეორემა .8.8 (კომი). ვთქვათ "(X) ფუნქცია უწყვეტია ჩაკე– 

„ტილ ს არეზე თუ XIV, XC და /(X'))) >> / (XI), მაშინ. / (X) 
„ფუნქცია 12-ში მიიღებს ყველა მნიშვნელობას (XI) და #(XI59) რიცხვებს 
შორის. 

შედეგი. ჩაკეტილ არეზე უწყვეტი ფუნქცია ამ არეში ღებუ- 
ლობს ყეელა მნიშვნელობას, რომელიც მოთავსებულია მის უდიდეს 

ღა უმცერეს მნიშვნელობებს შორის, ე. ი. ჩაკეტილ არეში უწყვეტი 

-ფუზნქციის მნეშვნელობათა სიმრავლე არის სეგმენტი. 

განსაზღვრება 8.1. 8 არეზე განსაზღვრულ I! (2) ფუნქციას 

ეწოდება თანაბრად უწყვეტი.#-ზე, თუ ნებისმიერი 8>0 რიცხვისა- 

თვის არსებობს 8>0 რიცხვი, რომელიც დამოკიდებულია მხოლოდ 

#-ზხე, ისეთი, რომ #) არის ნებისმიერი X” და »” წერტილებისათვის, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 0 (X”, XL)<ბ, მართებულია 

უტოლობა 

|/(X)-––I(I) | <8. 

თუ ((X) ფუნქცია თანაბრად უწყვეტი არ არის L) არეზე, მაშინ 

არსებობს ისეთი 8ა რიცხვი, რომ ყოველი ბ>0 რეცხვისათვის მოი- 
ძებნება MM არეზე ორი » და » წერტილი, რომლისთვისაც 

:0 X”, XX”) <8, ხოლო |” (9 –– /(X) | > წა- 

თეორემა 8.9 (კანტტორი?) შემოსაზღვრულ ჩაკეტილ არეზე 

უწყვეტი ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია ამ არეზე. 

« კანტორი (1845--–1918) –– გერმანელი მათემატიკოსი,



§ 9. მრავალი ცვლადის ფუნქციის კერძო წარმოებულები. 

ორი ცვლადის ფუნკციის კერძო წარგოებულების 

გეომეტრიული ფინაარსი 

სიმარტივისათვის განვიხილოთ ორი ცვლადის 2=/ (X, ყ) ფუნქცია, 

რომელიც განსახღვრულია რაიმე #), არეში. ვთქვათ (X-,,V.)Cს. გა–- 

მოსახულებებს 

ტბ,2= 7(X -L #X, ყი) –– / CXი» 14%)» 

4,2 = (XV ყი + ტყ); (CXი. ყი). 

სადაც 4X=X-X და ტყ=ყ-0ი ეწოდება შესაბამისად 2=/ (X, Vყ/)” 

ფუნქციის კერძო ნაზრდი X-ით და კერძო ნაზრდი ყ/-ით (Xი, Vი) წერ–- 
ტილში. 

განსაზღვრება 9.1. წ ფუნქციის კერძო წარმოებული X 

ცვლადით (Xი, ყი) წერტილში ეწოდება ამ წერტილში ფუნქციის X 
არგუმენტით კერძო ნაზრდის ჯ არგუმენტის 5ნახრდთან შეფარდების 

ზღვარს (თუ ეს ზღვარი არსებობს) როდესაც არგუმენტი: ნაზრდი. 

მიისწრაფვის ·ნულისაკენ. 

(Xი, ყი) წერტილში 2=I (X, ყ) ფუნქცეის X ცვლადით კეოქო წარ-. 

02 მ! 

მ» ” მ» 
  

  მოებულის აღსანიშნავად მიღებულია 2;, /,, ან 2, (Xე, VMი), 

მ” (Xი;_Vი) , მ! CXა; ყი) IL. (X0 ყი) –“– სიმბოლოები. ე. ი. თანახმად გან-. 

  

მჯ მX 

საზღვრებისა 

მ2_ =- VII) _6,2_ = I.» .(C% + ტა, ყი) –– I) (XV ყი) 

მა ტ.-ავეი ბ, ტX->0 #X 

ანალოგიურად განისაზღვრება 2=I (X, ყ) ფუნქციის კეოძო წაო-. 

მოებული ყ ცვლადით (X, ყი) წერტილში: 

მ! (Xი: Mი) = I #2 

მყ ბყხ»–0ი #ყ 

განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ ორი ცვლადის ფუნქციის. 

კერძო წარმოებული რომელიმე ცვლადით არის ამ ფუნქციის, რო- 

გორც ერთი ცვლადის ფუნქციის ჩვეულებრივი წარმოებული, თუ მე- 

ორე ცვლადს გაწარმოებისას ჩავთვლით, როგორც მუდმივს. ამიტომ, 

კერძო წარმოებულები გამოითვლება ერთი ცვლადის ფუნქციის წარ- 
მოებულის გამოსათვლელი ფორმულებითა და წესებით. 
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მაგალითები: - 

  

ი 
1. 2= X?5I1 9; ““ 2; 5II1 V, 9 _ 005 V; 

მჯ 

2. 2=მMიLV-+ ; 02 _ _ V._ , მ2 __ _ X _ -; 
ყ მ) I/I+-ყხ” ძყ X"+ყ" 

ვ. 2=Iი(X? + ყ?შზ; _02 _ 2X მ2 _ 2ყ 

მი X»#+ე' მე X–>+ყ 
თუ MI ცვლადის #=/ (X,), Xა...., X>) ფუნქცია განსაზღვრულია #CI2”" 

„არეში მაშინ მისი კერძო წარმოებულები რაიმე (719), X§9),..., XC)C 1) 

„წერტილში განისაზღვრება ისევ, როგორც ორი ცვლადის ' ფუნქციის შემ- 

თხვევაში. მაგალითად 

უუ„ჟჟ-_–__ .._.ა “ა. 
მ.ე #X->0 “იე #X,->0 #რX, 

შენიშვნა 1. მრავალი ცვლადის ფუნქციის უწყვეტობიდან მო– 

ცემულ წერტილში არ გამომდინარეობს მისი კერძო წარმოებულების 

არსებობა ამ წერტილში. მაგალითად ”(ც, (ყ) =- V XX ყ2 ფუნქცია 

უწყვეტია (0,0) წერტილში, მაგრამ მას ამ წერტილში კერძო წარმოე– 

'ბულები არ გააჩნია. მართლაც : 

'0+04X0)-/0,0  V 6+#X+0–0 _ IMI 
#X - /სX – 

    

'მაგრამ 10) ფუნქციას ზღვარი არ გააჩნია, როცა #X->0. ე. ი. 
X 

I. (0, მე არ არსებობს. ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ I, (9, 9)-იც 

არ არსებობს. 

შენიშვნა 2. მრავალი ცვლადის ფუნქციის კერძო წარმოებუ- 

ლების არსებობიდან მოცემულ წერტილში არ გამომდინარეობს მისი 

უწყვეტობა ამ წერტილში. მართლაც, 

XVყ 2 2 
”(X, ყ) = 1 ჯ? + ყზ ” როცა X1+ ყ5>9, 

0, როცა #=Vყ=0 

ფუზქცია წყვეტილია (0,0) წერტილში (§ 7, მაგალითი 1), ადვილია 

ჩვენება, რომ 

მდ, თ) _ მICდ, 0) _ 
მჯ მყ = 

შენიშვნა 3. კერძო წარმოებულების ზემოთ მოყვანილი გან- 

საზღვრება გამოიყენება ფუნქციის განსაზღვრის არის შიგა წერტი- 

MII 

0.



ლებისათვის. ეს განსაზღვრება ფუნქციის განსახღვრის არის საზღვ- 

რის წერტილებისათვის საზოგადოდ არ გამოდგება. მართლაც, საზღვ– 
რის წერტილი შეიძლება იყოს ისეთი, რომ ამ წერტილზე კერძო ნაზრ– 

დები არ არსებობდეს. ასეთია მაგალითად ნახ. 7-ზე მოყვანილი არი–- 

სათვის /MI წერტილი. ასეთ 

შემთხვეაში თუ არსებობს 

  

  

MC C#%ი,ყა) 
_9I(M)_ არის ყოველ შიგა ' 

მჯ 
წერტილში და არსებობს 

ყი 9 (M_ _ 
M–-–-M 09X , 

მაშინ განსაზღვრებით. მივი– C X 

ღოთ, რომ 

მIIMა _ „ე 97000. 
მჯ /M->-/Mა მXჯ 

ორი ცვლადის 2 = /(>, 4) 
ფუნქცის /, (X-, ყე) და 
I ყ (Xი- ყია კერძო წარმოებუ- 

ლების განსაზღვრების ძალით მათი გეომეტრიული შინაარსი უშუალოდ 

გამომდინარეობს ერთი ცვლადის ფუნქციის ჩვეულებრივი წარმოებულის 
გეომეტრიული შინაარსიდან. 

კერძოდ, გეომეტრიულად 
1. (Xთ ყია წარმოადგენს“ იმ 

კუთხის ტანგენსს, რომელსაც 

შეადგენს 2=-/ (X, V) ზედაპი- 

რის და ყ=ყე სიბრტყის 

გზდაკვეთით მიღებული წირის 

M IXV ყი; | (X> ყია) წერ- 
ტილზე გავლებული მხები 0X 

ღერძის დადებით მიმართულე: 

ბასთან (ნახ. 8), ხოლო კერძო 

წარმოებული /M,(X-, Vი) წარ- 

მოადგენს იმ კუთხის ტანგენსს, 

რომელსაც შეადგენს 2= /CX, ყ)) 
ზედაპირისა და X=Xე სიბრ- 

ტყის გადაკვეთით მიღებული წირის /VM IX, V / (XV Vი)1| წერტილზე გავ- 
ლებული მხები 0ყ ღერძის დადებით მიმართულებასთან (ნახ. 8). ამრიგად 

I, (Xი; ყი) = LC თ, I (Xთ Vი) = 1ყჩ. 

  
ნახ. 7 

  

ნახ. 8



§ 10. მრავალი ცვლადის ფუნკციის დიფერენცირებადობა. 

სრული დიფერენციალი. კავშირი კერთო წარმოებულებთან. 

ღდიფერენცირებადობის საკმარისი პირობა 

განვიხილოთ ორი ცვლადის 2=/ (X, ყ) ფუნქცია, რომელიც გან. 

საზღვოულია რაიმე #) არეში. ვთქვათ (X, ყ)C #). 

გამოსახულებას 

#2 = I(X -C- #X, ყ + #ყ) –– /(%, 9) 

ეწოდება 2=/ (X, ყ) ფუნქციის სრული ნაზრდი (X, ყ) წერტილში. 

განსაზღვრება 10.1. / ფუნქციას ეწოდება დიფერენცირე. 

ბადი (X, ყ) წერტილში, თუ ამ წერტილში ფუნქციეს სრული ნაზოდ: 
რეიძლება წარმოიდგინოს ჩწემდეგი სახით 

ტ2 == 4 4#X + 8 #ყ -- თ (ტX, #9) MX + ჩ (4X, #Vყ) #Vყ, (10.1' 

სადაც # და 8 რაღაც რიცხვებია, რომლებიც არ არის დამოკიდებულ 

4ტX-ზე და ტყ-ზე, ხოლო თ(/#X, ტყ) და ჩ (MX, #ყ) უსასრულოდ მცირე. 

ებია, როცა #X-–->- 0, #Vყ –>- 0. 

შეთანხმებით მივიღოთ, რომ Cთ(/#X, #ყ) = ჩ(#X, #ყ)= 0, როც: 

#X = #Vყ = 0 (ე. ი. თ და ზ უწყვეტი ფუნქციებია (0, 0) წერტილში) 

განსაზღვრება 10.2. „04X + 8სყ წრფივ ფუნქციას (#X-ის: 

და ტყ-ის მიძართ) ეწოდება / ფუნქციის სრული დიფერენციალი 
(X, ყ) წერტილშე და აღინიშნება ძ2 ან CI (I, ყ) სიმბოლოთი, ე. ი. 

ძ2: = ტბX –+ 8#4#ყ. (10.2, 

(10.1) და (10.2) დამოკიდებულებებიდან გვაქვს: 

#2 -–-–- ძე = თ(MX, (სყ) #სX –- ჩზ (#X, /"ყ) #ბV, 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 2=/ (X, ყ) ფუნქციის სრულ ნაზრდს: 

და სრულ დიფერენციალს შორის #2-ძ>2 სხვაობა მაღალი რიგის 

უსასრულოდ მცირე” ი = V/X + #ყ? უსასრულოდ მცირესთან ”'მედა: 
რებით. მართლაც 

  

    

62--თ% _ თ4X4+ ჩბV  |ბXI I, 1ბ#I 8 <Iთ| CIჩI, 
ი ი ი 

საიდანაც 

ყე 142-ძ% 1 _ (6 

იი ი 
ამრიგად 

45 == ძ2 + 0 (0). (10.3)



ე,3)-დან გვაქვს რომ თ ნ წარმო ლალაეტრრიაა-52--ბა 

; უ ფუნქცია დიფერენ ვ 
ჯული ნაზრდი ასე წარმოიდგინება ფერენცირებადია, მაშინ მისი 

#2 = 4#/MX 

ია. მართლაც, გვაქვს დბ .1)-ის ეკვივალენტუ– 

ირ) ი _ იე) /#X»” + #ყ” 

ი ი ი... 

_წყით #X | 0(0დ #4 
_წყით , M 1,700 , M,, 

| ი ჩ | ი 1 , 

= თ (/VMX, /"I) MX –+ ჩ (MX, #ყ) ბ, 

დაც თ->0 და ჩ -+0, როცა #X->0, #ყ->0. ე. ი. (10.1 

„ა (10.4) წარმოდგენები ეკვივალენტურია. 

თეორემა 10.1. თუ ჯ ფუნქცია დიფერენცირებადია (X. ყ) წერ- 

,ილში, მაშინ ამ წერტილში არსებობს კერძო წარმოებულები 

,(X, ყე და / )(X. ყ) და ადგილი აქვს ტოლობებს 

I. CV, ყ) = 4, I (9 ყ) = 8. 

დამტკიცე ბა. რადგან 2=|I (X, ყ) ფუნჟეცია დიფერენცირება– 

დია (X, M) წერტილში, ამიტომ ადგილი აქვს (10.1) წარმოდგენას; თუ 

ამ ტოლობაში დავუშვებთ ტყ=0, მივიღებთ 
: 

ც#.2 = #0MX + თ(ბX 0) MX, 

0)->0, როცა ტX->+0. თუ გავყოფთ ამ ტოლობის ორივე 

სადაც თ (#X, ალთ ზღვარზე, როცა 

ნაწილს #ჯ-ზე და მიღებულ ტოლობაში გადავ 

#X->+0, გვექნება 

  

ი 612 –=,=9VVCV / 

ა-ი 4ჯ მჯ 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

მICდM – 8, 
მყ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ამრიგად, თუ ჯC, VM) ფუნქცია დიფერენცირებადია 
(+, ყ) წერ- 

მაშინ თეორემა 10.1-ის ძალით 

ტილზე, 

_ მ ა+ 9L #V. '(10.5) 

მXჯ მყ 
ფ 

3. ს, თოფურია, ვ. ხოჭოლავა. მ. გაბიძაშვილი, ნწ, მაჭარაშვილი



დამოუკიდებელი ჯ და ყ'ცვლადების დიფერენციალები ვუწოდოთ 
ამ ცვლადების ნაზრდებს: ძX=/0-%V, ძყ=/ყ. მაშინ (10.5) ტოლობა ასე 

გადაიწერება: 

ძე - XV კჯ % კყ. (10.6) 
მჯ მყ 

თეორემა 10.2 თუ ფუნქცია დიფერენცირებადია რაიმე წერ–- 

ტილში, მაშინ ის უწყვეტია ამ წერტილში. 

დამტკიცება. ვთქვათ 2=/(X, V) ფუნქცია დიფერენცირება- 
დია (X. ყ) წერტილში, მაშინ (10.1) ტოლობიდან უშუალოდ გამომდი– 

ნარეობს, რომ 

III0ი #2 =. 0, 

#ტX–>0 

ტყ-–-0 

ე. ი. / (X», ყ) უწყვეტია (X, ყ) წერტილში. ია. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

მენიშვნა. თეორემა 10.1-სა და 10.2-ის შებრუნება საზოგა– 
დოდ არ შეიძლება. მართლაც, განვიხილოთ ფუნქცია 

M(X, ყ)= V IXVII · 
ეს ფუნქცია უწყვეტია (0,0) წერტილში და გააჩნია კერძო წარმოებუ– 

ლები: 

V 0-ს –– 0 = 0, 
ILC0, 0) = IIი 

#4X->0 ტX 

I,დ, 0) = Iთ V 9:10ტ44|--9_ -ი, 
ტყ–>0 ტყ 

ვაჩვენოთ, რომ ეს ფუნქცია არ არის დიფერენცირებადი (0,0) წერ– 

ტილში. ამისათვის განვიხილოთ სრული ნაზრდი (0,0) წერტილში: 

#2 = V | MX-#ყ | . 

დაგუშვათ, რომ მოცემული ფუნქცია დიფერენცირებადია (0,0) 

წერტილში, მაშინ თეორემა 10.1–ის ძალით ადგილი ექნება ტოლობას 

#2 == 0:/სX -+L 0-/ყ -L თტX + ზ ტყ = თ4/X -L ჩ/იყ, 

სადაც თ-0 და ჩ->0, როცა #X->0, #ყ-> 0. 
„. მაგრამ, თუ #X=#ყ>0, მაშინ გვაქვს, 

#2 = V #X · #ყ = #X = თ/X -L ჩ/!X,



საიდანაც თ+ჩ=1. ეს კი ეწინააღმდეგება იმას, რომ თ და ჩ უნასოუ“ 
ლოდ მცირეებია. გამომდინარე აქეღან მოცემული ფუნქცეა არ არის 

დიფერენცირებადი (0,0) წერტილშ;. 

ამრიგად, 2 =V | XVI. არის მაგალითი ისეთი ფუნქციისა რომე- 

ლიც უწყვეტია (0,0) წერტილში, აქვს კერძო წარმოებულები ამ წერ– 

ტილში, მაგრამ დიფერენცირებადი არ არის ამ წერტილში. ე. ი. ფუნ– 

ქციის უწყვეტობა და კერძო წარმოებულების არსებობა არის დიფე- 
რენცირებადობის აუცილებელი მაგრამ არა საკმარისი პირობები. 

თეორემა 10.3 (ფუნქციის დიფერენცირებადობის საკმარისი 

პირობა). თუ I (X, ყ) ფუნქციის კერძო წარმოებულები 1L(CX, ყ) 

და Iს (0 ყ)ე არსებობს /M (X, ყ) წერტილის რაიმე «! (CMV, ბ) მიდა– 

მოში და #M (X, ყ) წერტილში ისინი უწყვეტია, მაშინ ამ წერტილში 

I (CV, ყ) ფუნქცია დიფერენცირებადია. 

დამტკიცება. ნებისმიერი #X და #ყ-სათვის, რომლებისთვი– 

საც (X-#X, ყ--/Vყ)CM(M, ბ) ფუნქციის სრული ნაზრდი შეგვიძ- 

ლია ასე წარმოვადგინოთ 

#2=II (X ++ ტX, ყ + ტყ) –– /(X, ყ + ტ4)|I + II (XC, ყ + ბყ) –– | (XV, 9)1 · 
ლაგრანჟის" თეორემის ძალით 

(+ #X, ყ + ტყ) –– / (X, ყ + ტყ) = /ა (+ + მ)ტX, ყ+ ბყ) ტX, 

(ი ყ + ტყ) –– ”(X, ყ) = /,(X, ყ + 0 #შ) ტყ, 

სადაც 0=0,<1, 0<0:< 1. მაშასადამე 

ტ#ს2 = /.(X + 0, ტX, ყ -L #ყ) #X + წე (X, ყ + 0ა ტყე სყ. (10.7) 

|; და I წარმოებულები უწყვეტია /#VM (X, ყ) წერტილზე, ამიტომ 

ICX + 01#X, ყ -L+ #ყ) = I» (X, ყ) + თ (6X, ტყ). | 
, · (10.8) 

/ე (–6 ყ + 0» #ყ) = /ყ (X, ყ) + ჩ (4X, #V), I 

სადაც 

II00 თ (/X, /#ყ) =. III ჩზ (/სX, #ყ) = 0. (10.9) 

#X–->0 #ტX–>–-0 

#ტყ–-0 #ტყ–>-0 

« ლაგრანქი (1736--1812) -- ფრანგი მათემატიკოსი. 

საჭქ 
დუ



(10.8) ტოლობების გათვალისწინებით (10.7) ტოლობა ასე ჩაეწერება 

#2 = I. (X ყ) ტX + /ყ(X, ყ) ბყ +- თ(ტX, #ყ) ტX + ჩ (0X, #ყ) #ყ. 

ეს კი (10.9)-ის ძალით ნიშნავს, რომ / (X, ყ) ფუნქცია დიფერენცი- 
რებადია (ჯ, ყ) წერტილში. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. არსებობს მრავალი ცვლადის ისეთი დიფერენცი- 

რებადი ფუნქცია, რომლის კერქო წარმოებულები წყვეტილია. 

განვიხილოთ ფუნქცია 

ჯ?-. ყეი----–-, რ ჯ" 2 0, ( V) V 8 -:- უმ ოცა X” -+- ყი“ 

0, როცა X#=Vყ=0. 

ადვილია ჩვენება რომ /(X, /) უწყვეტია #1%ზე და /„ (0, 0) == 
= /,(0, 0) = 0. ვაჩვენოთ, რომ /„, (X, ყ) და /ყ (X, ყ) წყვეტილი ფუნ- 
ქციებია (0, 0) წერტილში. 

თუ X + ყ:30, მაშინ 

1 (X, ყ) = 

ჯ 1 
, _ C05 

VI -ყV  VX.+V” V »X+V 
ეს ფუნქცია განიცდის წყვეტას (0,0) წერტილში. მართლაც, 0Xჯ 

ღერძის X>0 წერტილებზე გვაქვს 

  IX (CX, ყ) = 2X 51) 

IL. (X, 0) = 2X იე +. C0§ _1.. 
X Xჯ 

აზ ფუნქციას კი (0,0) წერტილში ზღვარი არ გააჩნია, ე. ი. /.(X VI) 

ფუნქციას (9,0) წერტილში ზღვარი არ გააჩნია. ანალოგიურად შეიძ- 

ლება ვაჩვენოთ, რომ I,(X, ყ) ფუნქციაც განიცდის წყვეტას (0, 0) 

წერტილში. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ მოცემული ფუნქცია დიფერენციოებადია 

(0,0) წერტილში. გვაქვს 

, 1 -_ 1 , 0:= , _ 0, 01==(/#)X2 #ყ? ჰუ -–----–--=02§ –. ტ/ (0, 0=| (MX, 4ყ9)-– | (0, 00=(ბ+-ტყე ში უ=3–უ ი იიი 

1 
თუ დავუშვებთ, რომ 1=78=-0 და §8=>-05)0 9 მივიღებთ 

ტ| (0, 0) = 0-#ტX + 0-4#ყ + §ი, 
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სადაც §->-0, როცა 0-0 ე. ი. მოცემული ფუნქცია დიფერენცირება- 

ღია (0,0) წერტილში. 

ამრიგად, კერძო წარმოებულების “უწყვეტობა არის საკმარისი მაგ– 

რამ არა აუცილებელი პირობა ფუნქციის დიფერენცირებადობისათვის. 

§ 11. ზედაპირის მსები სიბრტყე და ნორმალი. 

ორი ცვლადის ფუნქციის დიფერენციალის 

გეომეტრიული შინაარსი 

მრავალი ცვლადის ფუნქციის დიფერენცირებადობისა და სრული 

დიფერენციალის გეომეტრიული შინაარსის გასარკვევად თავდაპირვე- 

ლაღ შემოვიყვანოთ 2=/ (X, ყ) ზედაპიოისადმი მოცემულ წერტილში 

გავლებული მხები სიბრტყის ცნება. 

ვთქვათ ზედაპირზე მოცემულია რაიმე #-ი წერტილი. განვიხილოთ 

ამ ზედაპირზე ნებისმიერი მეორე M წერტილი და გავავლოთ VVIი:I 

მკვეთი (ნახ. 9). თუ /I წერ- 

ტილი მოძრაობს ზედაპირზე, 

ხოლო #M,ეც “უძრავია, მაშინ 

მკვეთი იცვლის თავის მდება- 

რეობას, ზედაპირის /VL წერ- 

ტილში გავლებულ ს სიბრ- 

ტყეს ეწოდება მოცემული ზე- - 
დაპირის მხები სიბრტყე V/V-ა 

წერტილში თუ კუთხ: # : 
სიბრტყესა და /VMა/M მკვეთს ==” 
შორის მიისწრაფვის ნულისა- 

კენ, როცა #M წერტილი მიისწრაფვის /#ე-საკენ ზედაპირის გასწვრივ. 

შევნიშნოთ, რომ თუ #V-ა წერტილში არსებობს მხები სიბრტყე, 

მაშინ ცხადია, ამ სიბრტყეში მდებარეობს /Iსი წერტილზე გამავალი 

და ზედაპირზე მდებარე ნებისმიერი წირისადმი ამავე წერტილზე გაე– 

ლებული მხები წრფე. 
მართებულია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 11.1. თუ Iწ”(იV ყ) ფუნქციას დიფერენცირებადია 
)M0 (Xი, ყი) წერტილში, მაშინ 2=/ (X, ყ) ფუნქციის გრაფიკის შესაბა–- 

მის VVIი0 (Xი, ყი, 20) წერტილში, სადაც 20=/ (Xი, ყი), გააჩნია მხები 

'სიბრტყე და მისი განტოლებაა 

მ! ს) ყი) (X –– X)) __ _0I (%) Mი)_ (ყ–– ყი)- (11.1) 2. = 

7 მX მყ 

ვ?



დამტკიცება. (11.1) განტოლებით განსაზღვრული სიბრტყე 
გადის #0 (Xი, ყ0, 2) წერტილში და მისი ნორმალური ვექტორია 

M= (72 (CXი; VMი) /ე (Xა წი), –– 1). ვაჩვენოთ, რომ ეს სიბრტყე არის მხები 

სიბოტყე. ამისათვის საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ დ კუთხე ი და 

MM ვექტორებს “შორის (ნახ. 10) მიისწრაფვის -კენ, როცა 

M C, ყ) წერტილი ზედაპირის გასწვრივ ნებისმიერად მიისწრაფვის. 

Mი-საკენ. MიM ვექტორის კოორდინატებია X-Xი, ყ--ყ0, 2-2. ორ 
ვექტორს შორის კუთხის გამოსათვლელი ფორმულის ძალით 

ლ05დ = ILსCXC-–-X)+ /ს·მ(V –– ყი) –– (2-– 2) 
„2 L- 

VCC-- ჯემ ფ--წენ-C= 2)! · V წს +” +1   

  

ნახ. 10 

2=I (X, ყ) ფუნქციის დიფერენცირებადობიდან IMი (Xი, Vი) წერ- 
ტილში, გამომდინარეობს, რომ (იხილეთ (10.3) ) 

ჯ:-(X–– X) + ჩე (V –– ყი) –– (2 –– 2ე)=ძ2 –– #2 = 0(0), 

სადაც 0 = V(CX-- Xა)? + ( -–- #)?, ამიტომ 

ვ8



| 00§ C | <> – იის _ _ = 190)! –- 0, 
V X-–- X))ზ + (/-– ა)? ი 

როცა 0-0. აქედან გამომდინარეობს, რომ II) დ = -%. · 
#4->VIა 2 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ამრიგად, 2=/ (X, ყ/) ფუნქციის დიფერენცირებადობა (X-ი, ყი) წერ– 
ტილში გეომეტრიულად ნიშსავს,% რომ 2=/(X, ყ) ზედაპირს 

(Xი, ყი, | (Xი, ყი) ) წერტილში გააჩნია მხები სიბრტყე. 

განსაზღვრება 11.1. წრფეს, რომელიც მხები სიბოტყის 
მართობია და გადის ზეხების წერტილში, ზედაპირის ნორმალი ეწო- 

დება. 

რადგანც ნორმალის მიმმართველი ვექტორია # = (I, CXი, ყი) 

Iყ (Xთ ყი» –– 1), ამიტომ მისი განტოლება იქნება 

+–X- _ ყ--ყში_ _ 2-2 

IX (Xი; M%) /ყ (Xი» ყი) 1 

თუ ნორმალის მიმართულების კოსინუსებს აღვნიშნავთ 005 თ, 
C05 ჩ, 005 ·-თი, გვექნება 

    

I ს 0ლ005თ = –---=-->---- 00-%=-,===-%->=, 

M/ 1+/ + IV V 1+II +I; 
C05 X= =1 

V 1+IL +/ 
დავადგინოთ ახლა სრული დიფერენციალის გეომეტრეული შინა- 

არსი, რადგანაც 2=/I (X, ყ) დიფერენცირებადია VM0 (X0, ყი) წერტილ- 

ში, ამიტომ 

, 0/(Xი, | ყი) ( ძვ - 9 M) („ე + – ყე. (11.2) 
მX მყ 

(11.1) და (11:2) ტოლობებიდან გვაქვს 

ძ2 = 2–2) 

სადაც 20=/ (Xი, Mი), ხოლო 2 არის (Xი, ყი. 20) წერტილზე გამავალი 
მხები სიბრტყის აპლიკატი V (X, ყ) წერტილზე. ე. ი. 2=' (X, ყ) ფუნ– 
ქციის სრული დიფერენციალი ძ2 წერტილში უდრის ამ ფუნქციის 
გრაფიკისადმი. შესაბამის წერტილში გავლებული მხები სიბრტყის 

აპლიკატის ნაზრდს C/#”7/-ს CMი/#ი= Mდ) (ნახ. 10). 
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§ 12. რთულო ფუნკციის წარმოებულები 

ვთქვათ, რაიმე #) არეში მოცემულია ოო: ცვლაღის ფუნქცია 

2 =/(X, ყ)- 
ვიგულასბამოთ, რომ X „და ყ წარმოადგენე? ერთი / ცელაღის ფუნქ- 

ფცეებს: 

X = დ(I), ყ = «(I), 
რომლებიც განსაზღვრულია Iძთ. ჩ| მუალეკთღში. დავუშვათ, რომ (LX, ყ) 

წერტილი არ გამოდის 0) არიდან, როცა 1 იცვლება 19, 8( შუალედში. 

ამ შემთხვევაში 

2 =I!ICთV), (01 
წარმოაღგენს ერთი ; ცვლადის რთულ ფუნქციას. მართებულია შეჰ- 

დეგი თეორემა. 

თვორემა 12.1. ვთქვთ X=6დC)) და ყV=/V()) წარმოებადი 

ფუნგციებია (ა წერტილმი. ამასთან Xა=C (I(ის და Vი=V (7). თუ 

2=/I(X, ყ) ფუნქცია დიფერენცირებალაა (ჯა. ყი, წერტილში, მაშინ 

2=/' (თ (0), « (0 ) რთულე ფუნქცია წარმოებადია (ა წერტილში და 

იგი გამოითვლება ფორმულით 

–__” 
ძ! მა იძ! მყ #.. 

დამტკიცება. მივცეთ ( არგუმენტს (ა წერტილში // ნაზრდე. 

მაშინ X და ყ ფუნქციებეც მიიღებს აა. ·V ნაზრდებს. X და ყ-ის მი- 
ღებულ ნაზრდებს შეესაბამება 2=/ (+, ყ) ფუნქციის სრული ნახრდი 

#2 = | (X + 4X, ყი -L #ყ) –– , (Xი; ყი)· 
რადგანაც 2=I (X, ყ) ფუნქცია დიფერენცირებადია, ამიტომ. 

#2 == I, (XV, ყი) /#X -L წე (Xი, ყი) ბყ + თ ჭტX -L ჩ #ყ, (12.2) 

სადაც ძთ-ღი და ჩ->0, როცა #X->0, #ტყ->0. ამასთან თ (0.0) == 

=8 (0,0) =0. 
თუ (12.2, ტოლობის ორივე ნაწილს გავყოფთ /"M-ზე და შემდეგ 

გადავალთ ზღვარზე, როცა #I->0 მივიღებთ (12.1) ტოლობას. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ 2=/ LX, ყ), ყ=დ LX), მაშინ (12.1) ფორმულა მი– 

ებს სახეს 

(12.1) 

« _ თ , X 
ძX მX მყ ძX ' 

< წარმოებულს ეწოდება 2 ფუნქციის სრული წარმოებული. 

შენიშვნა. თეორემა 12.1-ში 2=/ (X, ყ) ფუნქციის .დიფერე5- 

ცირებაღობის მოთხოვნა არსებითია, მისი შეცვლა 2, 7, კერძო 
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წარმოებულების არსებობით საზოგადოდ არ შეეძლება მართლაც, 
განვიხილოთ რთული ფუნქცია 

XV _ რ 2 (. ,2 0 

2=ICყ)=IV 2 C >. 9) XXV. 2-0, (12.3) 
ს 0, როცა X= ყ = 0, 

აღანს6C 

X=Cდთ():=! Vყ= §(I) =#. (12.4) 

აღეილია ჩგენება, რომ 2=/ (X, ყ) ფუნქცია უწყვეტია (0, 0) წერტილ- 
ში (§ 5, მაგალითი 3) და გააჩნია კერძო წარმოებულები ამ წერტილ- 

ში, ამასთან I„(0, 0) = //(0, 0) = 0. 
თუ მოცემულ რთულ ფუ5ქციას წარმაიებული გააჩნია 1=0 წერ–- 

ტილში, მაშინ ის (12.1)-ეს ძალით უნდა იყოს 

2, = 2;-·X; -L 2ყ-ყ; = 0:1 +0-1 =0. 

მაგრამ (12.3) და (12.4)-დან გვაქვს, რომ 2= 15+ · ეს ფუნქცია, კი 

როგორც ვიცით არ არის წარმოებადი 1=0 წერტილში. 

__ ახლა ეთქვათ, მოცემულია ფუნქცია 

2=/ (X, V9), 

საღაც X = დ(!, +), ყ = §(I, +). ამ შემთხვევაში 2 წარმოადგენს ორი 

(ღა + ცვლადის რთულ ფუნქციას. მართებულია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 12.2. ვთქვათ X=დ (/, +) და ყ=CC,«%) ფუნქციები, 
დიფერენცირებადია (/ი, «ი) წერტილში, ხოლო 2=/ (X, ყ) ფუნქცია 

დიფერენცირებადია (X, ყი წერტილში, სადაც Xი = დ(Iი, ”ი), 

VMი => §(/ი, (ი). მაშინ 2 = წ Iდ(/, «), «(,, ს)) რთული ფუნქცია დიფე- 
რენცირებადია (#, «ი) წერტილში და კერძო წარმოებულები გამოითვ- 

ლება ფორმულებით 

მ მ? მ: მ. მ 2 .9+ | 9... 0V 
  ს) 

სმ მ V მყ მ! (12.5) 
მ2 მ? მჯ მე· მყ! 

  

მ” მX მ; ' მყ 9L 

"ა =- და ა კერძო წარმოებულები გამოთვლილია (Xე, ა) წერტილში, 

ძX მყ 9X ძ 
ზოლო ––, ” 2 კი (/ა. +) წერტილში,   

ი! ი ' ძე ' ძL 
2) თეორემა 12.2-ში მტკიცდება რთული / (Cდ(/, %), C((/, +)I ფუნქციის 

დიფერენცირებადობა ღა გამომდინარე აქედან (12.59) ფორმულების მართებულობა. 

თუმცა (12.5) ფორმულები უშუალოდ მიიღება (12.,)) ფორმულიდან. 

#1



დამტკიცება. 71 და « ცვლადებს (Iი, +) წერტილში მივცეთ 
ნაზრდები #/ და #+; მაშინ X და ყ-იც მიიღებენ სათანადო ნაზრდებს. 

#X და #ყ. რადგანაც / (X, ყ) ფუნქცია დიფერენცირებადია, ამიტომ 

#2 = ! (X + #X, ყი + #ყ)–-/(X, ყი) = 

= /» (Xი, ყი) რX -L /ყ (Xი; ყი) ტყ + თ#X + ზიყ, (12.6) 

სადაც თ->0 და ზ ->0, როცა #X->0, #ტყ->-0, ამასთან Cთ(0, 0) = 
= (0, 0) =0. 

პირობით X=დ (I, +) და ყ=9 (7,0 +) ფუნქციები დიფერენცირება-. 

დია (70, «ი) წერტილში. ამიტომ 

ბ» = -%X M + 22% ტი + იC), 
თ M (12.7) 

#ყ = -% #I + 22 #“+ -L 0(01), 

სადაც 0 = V #2 –- #ტLI? . თუ ამ გამოსახულებებს შევიტანთ (12.6) ტო- 

ლობაში, მივიღებთ: 

_ 02 90” > 
–- 9M „MV => (<4 M+ 4. 27 -)++ + 59 CL + -9# # )+ 

+(+ ++” ი (0) + თ#X + ჩტყ = 

მ2 > მ? მყ მ> მX 'მ7 მყ =(–“ ..> 1“ ML · ტო + 
მX 01 + მყ L) +(<;' "მ 12, 2) 

  

+(+ +-7) 0(0) + თ#X + ჩ ტყ. (12.8) 

შევაფასოთ (12.8) „შთ მარჯვენა ნაწილის ბოლო ორი შესაკ– 

მ2 
რები. რადგანაც + + –“–- გამოთვლილი (X:, ყი) წერტილში, ამდე– 

მყ 
ნად ის არ არის საფიშეელ 0-ზე, ამიტომ 

(§=+ 3 + -% | ი (ი) =9C). (12.9) 

(12.7) ტოლობებიდან გვაქვს 

| სX) <-თ0, | ჭყ | <-თ, 0, 
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ხოლო თ=0 (1) და ჩ=0 (1). გარდა ამისა რადგანაც ჯ და V დიფერენ– 

ცირებადია, ამიტომ #X->0 და #ყ->0, როცა 0-0. ამრიგად: 

თ #X -L წ #ყ = 0(0). (12.10> 

(12.8), (12.90 და (12.10) დამოკიდებულებებიდან გვაქვს 

ბ? (3“ · 0X , მ2 · ++) ++ 
0X 01 მყ მ! 

მX მ2 

+ L "მთ მყ 

ე. ი. 2=7 IC (, «), §(ს «+)) ფუნქცია დიფერენცირებადია (I, +0)" 
წერტილზე «და ადგილი აქვს (12.5) ტოლობებს. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

02 მ2 
ყლ და -2> წარმოებულებს ეწოდება 2 ფუნქციის სრული 

კერძო წარმოებულები. 

შედეგი. ვთქვათ IML=/ (X, ყ, 2), სადაც X=1, ყ=% და 2=ფ((/, +). 

. 32) 4§+იC). 

თუ გავითვალისწინებთ ტოლობებს ++ = 1, 2 = 1, “+ = 0,. 

+ = = 0, მაშინ (12.5) ფორმულები ჩაწერილი სამი ცვლადის ფუნქციისა– 
+ 

თვის მიიღებს სახეს 

– 
მ! 02 მ! წა - 
მ“ მ“ , _მ2. 

29% - (> )4% მ 
მ მ 

აქ 9» და “. არიან / (/, «, % (,, )) რთული ფუნქციის სრული კერ-. 

მ1 
ფუნქციის კერძო წარმოებულებია ჯ და + ცვლადებით, რომლის გამოთვლის. 
დროს 2 ჩათვლილია მუდმივად. 

ძო წარმოებულები, ხოლო (+) დ (> ) კი სამი ცვლადის / (7, «, 2) 

§ 11. სრული დიფერენციალის ფორმის ინვარიანტობა 

ვთქვათ X = დ(/, «) ღა ყ= §(/,0 +) დიფერენცირებადი ფუნქციებია 
თ, «) წერტილში, ხოლო 2 = / (X, ყ) –– კი დიფერენცირებადია შესაბამის. 
(X ი) წერტილში, საღაც Xე = C (I, +) და Vე = ( (Lა; “+ე). თეორემა. (ვ.



, 

12.2-იის ძალით რთული 2 = #ICXI, +), §C(7, 4) 1 ფუნქცია დიფერენცი- 
"რრებადია (ჯე, %ი) წერტილში, ე. ი. ადგილი აქვს ტოლობას 

  

      

მ2 

0 · +4 % თშ.) 

მ2 02 92 “სადაც ყრა და 3 განისაზღვრებიან (12.5) ტოლობებით. თუ 2 და 

<-ს ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (13.1) ფორმულაში, მივიღებთ: 
+ 

მყ 9M სე, 2 )ი + 
'(X _9X. + 92. · 5. = 

"მდ. + “/ 0L 

თ «+ თ + 

22 «+ 5-4) = 
მჯ 

=45-ძ«+ 5 ძყ. (14.2) 
მX მყ 

ეს კი გარეგნულად იგივე ფორმულაა, რაც პერველი რიგის სრული 

დიფერენციალისათვის გვქონდა, როცა X და ყ დამოუკიდებელი ცვლა- 

დები «იყო, ე. ი. ფუნქციის პირველი რიგის სრული დიფერენციალის 
-ფორმა უცვლელი რჩება. 

ამ თვისებას ეწოდება მრავალი ცვლადის ფუნქციის პირველი რი- 

გის სრული დეფერენციალის ფორმის ინვარიანტობა. 

შევნიშნოთ, რომ (10.6) და (13.2)ფორმულებში ძX და ძყ სხვადა- 

"სხვაა. პირველში ძXჯ „და ძყ «იგივეა, რაც #X და #ყ, მეორეში კი 

მX მჯ მყ მყ 
ძხი=-–-- ძ# L_ ძ<, ძყ = « ძა, ს“ X იფ ი+ 

ე. ი. ძX და ძყ აქ წარმოადგენენ დამოუკიდებელი # და «+ ცვლადების 
-ფუნქციებს. 

ვთქვათ V (X, ყ) ღა შ (X, ყ) დიფერენცირებადი ფუნქციებია, სა- 

დაც Xჯ და ყ დამოუკიდებელი ან დამოკიდებული ცვლადებია. სრული



დიფერენციალის ფორმის ინვარიანტობა საშუალებას გვაძლევს და- 
ვადგინოთ გადიფერენციალების შემდეგი წესები 

ძ (CV) = Cძ" (C = ლ0ი9%), 

ძ(0 -+ 2) = ძყ + ძა, 

  

ძ (0) = შძ"! + Vძშ, (13.3). 

ძ (– _ შმ.– იძი 

უშ უ? ' 

დავამტკიცოთ, მაგალითად მეოთხე. გვაქვს 

ძ2 = ძ (+ I მ2 კე 92-კე 
ა / მ“ მს 

მაგრამ 

_02. _ 1 მთ» ___ “ 

M ი ” მი ცა ” 

ამიტომ 

ძ2 = ძ ლ = ქს % ძა 99% -- ძი 
წ შ უც? თ? 

§ 14, ერთგვაროვანი ფუნკპციები და ეილერის“ თეორემა 

განსაზღვრება 14.1. # –- #”?- არეზე განსაზღვრულ #71 ცვლადის. 

M=(Xს XV)... Xა) ფუნქციას ქწოდება 0 რიგის ერთგვაროვანი ფუნქჟცია 

ამ არეზე, თუ V (X, XV... X)C1 წერტილისათვის და ყოველი ისეთი 
1 2“ 0 რიცხვისათვის,ი რომლისთვისაც (/X,, XV, ..., IXთ)CI) ადგილი აქვს 

ტოლობას 

/(LXI, 1Xა, ...) IM,,)==1ჩ /(XI Xი, ...: X,ე). (14.1) 

ნ რიცხვს ეწოდება ფუნქციის ერთგვაროვნების მაჩვენებელი, ის 

შეიძლება იყოს ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვი. 

მაგალითად, ფუნქცია ' 

ს" 

_ ”V+2 _ 

723 26-- > 
  511 

I(X, ყ, 2) == 

? ეილერი (1707--1783) –-- მათემატიკოსი, ფიზიკოსი, მექანიკოსი და ასტრო- 

ნომი, წარმოშობით შვეიცარიელი.



„ერთგვაროვანია. მართლაც 

311. _ X = __ (ყ + 12 2, 
I (IX, 1ყ, 12) – V X515 -L ყ5/5 – 2515 _ = 1 (262 ყ, 2). 

ამ ფუნქციის ერთგვაროვნების მაჩვენებელი 0=--- · 

მართებულია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 14.1 (ეილერი) თუ I = წ(X,, Xა,.. Xთ) რაიმე. #9 
არეში დიფერენცირებადი ი რიგის ერთგვაროვანი ფუნქციაა,” მაშინ 

“გ (XV Xა, ...,X,,)C L) წერტილზე ადგილი აქვს ტოლობას 

მი! X, + 9“ Xგ + + “ X»: = MX. (14.2) 
0X, მX 'Xთ 
      

დამტკიცება. ვთქვათ (XL9), »X(9), ..., X02) არის LX არის ნებისმიე- 
:რი წერტილი. განვიხილოთ რთული M= I 40), ჯ Xნ0), ..., 1 XI0> ) ფუნქცია. 
«თეორემა 12.1-ის ძალით 

ძV __ _მძ“ 
    XC) X60) LL... L -––“ ჯი), 14.3 

ძ I(–1 მX 1 + მX» ა. ' ) 

წარმოებულები გამოთვლილია (X(9), #69), ..., XI.) წერტილ-   სადაც 

'ზე. მეორეს მხრივ (14.1)-ის ძალით 

' = / (ჯ X(9), 1 X§9, „.,, ( XX) ) == 10 წ (X(0,. XL9), ..., XC) ) - 

ამ ტოლობიდან გვაქვს 

+ = 01I0-1/ (XV), XI, ,.., XII) - 

ა. ი 

«+ = ი” (9, XI, ..., XI). (14.4) 
#-–1 

(14.3) და (14.4) ტოლობებიდან გამომდინარეობს (14.2) ტოლობის 

"მართებულობა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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§ 15. წარმოებული მოცემული მიმართულებით. 

გრადიენტი 

განვიხილოთ სამი ცვლადის #=/ (X. ყ, 2ვე ფუნქცია რომელიც 
განსაზღვრულია რაიმე #I(-_–/93 არეში. 

ავიღოთ #), არეში რაიმე /V-ი (Xი, ყთ 20 წერტილი. ვთქვათ 

2= (005 თ, 50C ჩ, 005 /) ნებისმიერი ერთეულოვანი ვექტორია. გავავ– 

ლოთ /MIი წერტილში % ვექტორის პარალელური რაიმე L წრფე. 

/VLCXა + #X, ყა + #ყ, 2ე + #2) იყოს # არეში მოთავსებული #L წრფის 

“ნებისძიერი წერტილი (ნახ. 11) /#IM ვექტორის სიდიდე რს მიმართ 
აღვნიშნოთ /-+/Vე/-ით, ე. ი. 

6 

#-+ MM =- V MX? + #ტყ? -C #28, 
“დ 

რჰ
 

+ 

  

ნახ. 11 

თუ MM ვექტორს აქვს 6 ვექტორის მიმართულება და 

# + MეაMI=-- V#MX + #ყ? + #2, 2 ”.. 

თუ MM ვექტორს აქვს -ის საწინააღმღეგო მიმართულება. 

–
 
–



განსაზღვრება 15.1. ზღვარს 

: 1(M)–7/(Mი 1 '  ““ ბ. 
M- MM, 4- MაM 

= Iო ჯ (X + #X, ყი + ტყ, 20 + #2) –– I (X-ის) ყი» 20) 

#4 ,M) M ->0 ტრ-.MაM 7 
C 

თუ ის არსებობს, ეწოდება / ფუნქციის წარმოებული /#Iი წერტილში- 

ვექტორის მიმართულებით და აღენიშნება 3. , თ04ა ან 

6 C 

ოშ 

0, (Xი;_Mი;_2ი) 
მ8 

თეორემა 15.1. თუ M#=/(V, ყ. 2) ფუნქცია დიფერენცირება- 

ლია #10 (Xი, ყი, 20) წერტილში, მაშინ ამ წერტილში | (X, ყ, 2) ფუნქ- 

სიმბოლოებით. 

ციას აქვს წარმოებული ნებისმიერი 6 (005 თ, 005 ჩ, C05 7;) მიმართუ– 

ლებით და ეს წარმოებული გამოითვლება ფორმულით 

მ/ (/V-ა _ მ! (7) ლ0§ დ + მ! CM_ე) C%§ჩ + 780), ლ0§4. (15.13 

მი მX მყ მ2 

დამტკიცება. ავიღოთ L წრფეზე ნებისმიერი წეოტილი 

M#CV=).ყ, 2), MM ვექტორის კოორდინატებია X-–- Xე, #V-–- ყე 2 –“ 2ე. 

რადგანაც 6 I Mე74, ამიტომ 

X–- XL =71005თ, V –“ ყე = 71 :05ჩ, 2–– 22= 70054, 

საიდანაც 

X= X + 1:05თ, ყ = ყი +1005ჩ, 2 =- 2: –– 70054. 

ამრიგად #M0M წრფის გასწვრივ წ” ფუნჭცია არის ერთი 1 ცვლადის 

ფუნქცია 

I (X, ყ, 2) = ”(Xე + 1C05თ, Mი + 71005ჩ, 2ე –- 70054). 

ცხადია ამ ფუნქციის წარმოებული ( ცვლადით 7=0 წერტილში 

(თუ ის არსებობს) არის I|-ის წარმოებული /Mი წერტილში //6/ ვექ– 

65



ტორის 'მიმართულებით, ამიტომ რთული ფუნჟშციის წარმოებულის გა– 

მოსათვლელი (12.1) ფორმულის ძალით გვაქვს: 

მ/ (M,) _ “V _ მ! (M-ა , ძX მ/ (M-) (04 ს მ! (/Mი). _92. 

V/2 ძ?I/=0 მX ძ მყ I!) მ2 ძე. 

ძX ი“ყ ძ?2 
მაგრამ –-–- =00§0, –-–> = 0058, –-- = , ამიტომ საბო გ (I > ჩ + 905 ამიტომ საბოლოოდ 

გვაქვს 

მ! (VVI-) _ “V (M,) – მ) (/M,) “ჩი0§C 

ძე ,,. ი 0X 
· #/#I/ ' 

თეორემა დამტკიცებულია. 

+ 005ჩ + 005 +- მ/ (M+) მ| (/Mა) 
მ მ2 

: 
7ჩL 

კერძოდ, –-– = ==, თუთ=0,ჩ ==, ა- => თუ 

მაგალითი. გამოვთვალოთ 2=VXყ+ს? ფუნქციის წარმოებული 

7M% (2, 1პ' წერტილში MI ვექტორის მიმართულებით, სადაც XI 

არის წერტილი კოორდინატებეთ (5,-–3). 

ამოხსნა... გვიპოვოთ ერთეულოვანი 2 ვექტორი„ რომელსაც 

აქვს M10M1 ვექტორის მიმართულება: 

___<-ი- 
IMIMM 15” 5I 

ე· ი. 

3 4 
0ლ05თ = ––-, Cლ09ჩწჩ=-–--–-. 

5 5 

გამოვითვალოთ მოცემული ფუნქციის კერძო წარმოებულები „VIC (2,1) 

წერტილში: 

I„(2, 11=ყ) _,=1, Iყ(2, 1) =Xჯ+2ყ = 4. 
X=2 - 

ყ=1 ყ==1 

(15.1) ფორმულის ძალით გვაქვს 

მ7 ვ 16 13 
მ... 5 5 5 

4. ს. თოფურია, ვ, ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი #9



მენიშვნა. შეიძლება ფუნქცია 'დიფერენცირებადი არ იყოს, 
მაგრამ მას ჰქონდეს წარმოებული ნებისმიერი მიმართულებით. 

განვიხილოთ ფუნქცია 
ჯ ტ 

_- , ო, ჯ 0, ! 0, წ(CX, ყ) = | ნ + ყბ ცა X>2-0, # >. 
0, როცა X=Vყ=0.. 

ამ ფუნქციას (0,0) წერტილში „გააჩნია წარმოებული ნებისმიერი 

მიმართულებით და ის უდრის 0-ს. მართლაც, ვთქვათ V=/!X, მაშინ 

მI(0,0) _ სი 7CC MX) –– წ(0, 0) ო #Xჯ2 == 
092 რ. ., MM ––0 "რ–+VMაM X->9 X9600ი-L #2)V 1-LC გი. 

გ 
(90.0) წერტილმი ფუნქცია განიცდის წყვეტას”, ამდენად ის ამ 

წერტილში დიფერენცირებადი არ არის. ' 

განსაზღვრება 15.2. ვექტორს, რომლის კოორდინატებია 2) , 
XV 

მ((Mა  მICMა 
ორ“””რ–“ მ2 

Mეე CC ყი 2 ა წერტილმი და აღინიშნება ყჟICმძ/ (Mე) სიმბოლოთი. 
ამრიგად – 

, ეწოდება I = წ/(X, ყ, 2) ფუნქციის , გრადიენტი 

მჯ მყ 02 

სადაც) (, 1, # საკოორდინატო ღერძების მგეზავებია. 

თუ 2 ვექტორის მიმართულების კოსინუსებია 005 თ, 005 ჩ და 

0057, მაშინ (15.1) და (15.2)-დან გვაქვს 

იი = 6 დ”მძ I(Mა), (15.3) 
C 

ე. ი. | (X, ყ, 2) ფუნქციის წარმოებული 2 ვექტორის მიმართულებით 

უდრის, ამ ვექტორისა და მოცემული ფუნქციის გრადიენტის სკალა- 
რულ ნამრავლს: 

« ფუნქციას (0,0 წერტილში ზღვარი არ გააჩნია. ნებისმიერი Vყ=#/X წრფის 

გასწვრივ 1100 წ(X, //=0, ხოლო ყ=X». წირის გასწვრივ კი IIC /(X, ყ)=> 
Xჯ–>-0 X->0, 
X->0 ყ–>0 

– > 99 »ჯბ+ჯშ 2



(15.3) ტოლობიდან გამომღინარეობს გრადიენტის შემდეგი ძირი- 

თადი თვისება: | (X, ყ, 2) ფუნქციის მნიშვნელობა ყველაზე სწრაფად 

იზრდება გრადიენტის მიმართულებით; ეს იმას ნიშნავს, რომ გრადი–- 

ენტის მიმართულებით ფუნქციის წარმოებულს აქვს უდიდესი მნიშვ- 

ნელობა, ხწებისმიერი სხვა მიმართულებით წარმოებულთან შედა- 

რებით. 

მართლაც, თუ. დ არის კუთხე 4 და ფთIმძ/ (VIი) ვექტორებს შო– 

რის, მაშინ 

მ! (ML) = |=Lმძ / (Vა) | C05 დ. 
მ8 : 

აქედან ჩანს, რომ “+ წარმოებულს აქვს უდიდესი მნიშვნელო– 
C 

გზა, როცა დ=0, ხოლო უმცირესი, როცა დ=X. 

§ 10. სრული დიფერენციალის გამოყენება ფუნქციის 

მნიშვნელობის მიახლოებით გამოთვლაში 

განვიხილოთ ორი ცვლადის 2=/ (ა, ყ) ფუნქცია, რომელიც გან–- 

საზღგვრულია რაემე #C/? არეში „და დიფერენცირებადია ამ არის 

(Xი, ყი) წერტილში. მაშინ (10.3)-ის ძალით ფუნქციის სრული (ნაზრდი 

(Xი, ყ/ი) წერტილში იქნება 

/#ს2 = (Xა ++ ბX, ყი + #ყ) –– / (CXი, Vი) == 

== MX (Xი, VMი) ტX + /ე (Xი; ყი) რყ + 0(0) = ძ? + ი (0). (16.1) 
ვინაიდან 0 (ი) მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა 0 = V#/#X2--გჩყ? – 

თან შედარებით, ამიტომ (16.1) ტოლობაში 0 (0) შესაკრების უკუგდე- 

ბით მივიღებთ მიახლოებით ტოლობას 

/#ს2=ძ7, (16.2) 

რომელიც მით უფრო ზუსტია, რაც უფრო მცირეა #4X და ტყ. 

(16.2)-–დან გვაქვს 

წ(X) + #X, ყი + #ყ) =/ (+ Vი)“+/» CM» ყი) ბX + /ყ (Xი Mი) რს, (16.3) 

რომელიც გამოიყენება ფუნქციის მიახლოებითი მნიშვნელობის გა– 

მოთვლაში. ' 
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მაგალითი. გამოვთვალოთ 11 ( # 1,03 + )// 0,98 –- 1) გამოსახუ- 

ლების მიახლოებითი მნიშვნელობა. 

დავუშვათ, რომ / (X, ყ) =1ი (/ X + 1/ # –– 1), Xე == 1, ყი = 1, 
#X = 0,03, #ყ =-–– 0,02. 

ადვილია ჩვენება, რომ 

1 

3 V XXC# X + V ––1) ” 
1 

41/ ყზ(MX +1/V9-–-1) 

აქედან ცხადია, რომ I. დი /,ყ ფუნქციები უწყვეტია (1,1) წერტილში, 
ამიტომ თეორემა 10.3-ის ძალით ის დიფერენცირებადია ამ წერტილში და 

ძ| (1,,1)==/» (1, 1) ტX-L/, (1, 1)ტყ. მაგრამ /(10,0=-- და IX1,1)=-- ; 

ამიტომ 

1+(X, ყ) =   

  /ყ(X. ყ)= 

ძI (1, 1)= ---0,03+ -- (–-0,02) = 0,005. 

(16.3) ფორმულის ძალით გვაქვს 

IIC(V 1,03 + V 0,98 –– 1) = / (1,1) +- ძI/(1,1) =: 0,005. 

§ 17. მაღალი რიგის კერძო. წარმოებულები 

–_ 
მჯ ა მყ 

' წარმოებულები რაიმე #C-#2? არეში, საზოგადოდ ეს კერძო წარმოე- 

ბულები წარმოადგენენ ჯ და ყ ცვლადების ფუნქციებს, რომლის გან- 

საზღვრის არეა #. 

ვთქვთ, 2=I”(X ყ) ფუნქციას გააჩნია კერძო 

განსაზღვრება 17.1. თუ “> და I ფუნქციეს აქვს წარ- 

X Vყ 
მოებული Xჯ ცვლადით (LX, ყ) წერტილში, მაშინ მათ ეწოდებათ / (X, ყ) 

ფუნქციის მეორე რიგის კერძო წარმოებულები VC, V) წერტილში და 

აღინიშნება შესაბამისად შემდეგი სიმბოლოებით 

–-(>X>+X9) იI> ყ) _ _მ?2 
0X 7 

მ) = I» (X, Vყ) = 2 , 

8:M



= M (X,ყ) = კრ” 
ლუწი 2) _ 0'I(იყ) _ მ12 

მX მყ მყ მX მყ მX 

ასევე. განისაზღვრება . და 5. ფუნქციების კერძო წარმოებუ- 

"ლები ყ ცვლადით (X, ყ) წერტილში. 
2 ( მ! (X, V) ) = 0მ?/ (Xჯ, ყ) _ მ12 · 
  

  

_ეაე.. == 2ჯ 

მყ 0X მXმყ მXმყ MC 

3 ( მ! (XV, ყ) ) > მ წლი ყ) _ მზ? _ „ 
მყ მყ მყ? მყ? ” 

მაშასადამე, ორი ცვლადის ფუნქციისათვის გვაქვს ოთხი მეორე 

რიგის კერძო წარმოებული. /., (X, ყ) ღა წყ. (X, ყ) მეორე რიგის 
კერძო წარმოებულებს უწოდებენ შერეულ კერძო წარმოებულებს. 

ანალოგიურად განისაზღვრება მესამე, მეოთხე და უფრო მაღალი 

ლღიგის კერძო წარმოებულები. მაგალითად, განსაზღვრებით 

მ5++1,/ _ მ 6. 
  

მყიმჯ-. მჯ L მყმმ- /. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

2 = Xყ" + 5I0 (X + V) 

ფუნქციის მეორე რიგის კერძო წარმოებულები. 

  
  

  

  

  

  

გვაქვს 
მ? მ2 

მჯ მყ 

მ%2 : მ'2 ; ვ = –9იC+V “ე = %X-–- ი C+ ი, 

მ? 2 . 017 · 
=2ყ -––-510 (X-I-M), = 2ყ –-510 (X -- ყ). მიი 1%X+ყV» გე“ 7 

ამ მაგალითში 

მ12 _ _მ2. (17.1) 
მXმყ მყ მჯ 

ისმება კითხვა: მართებულია თუ არა (17.1) ტოლობა ნებისმიერი 

ფუნქციისათვის? პასუხი უარყოფითია, (17.1) ტოლობა საზოგადოდ 

მართებული არ არის. ვაჩვენოთ ეს შემდეგ მაგალითზე: 

53



მაგალითი 2. ვიპოვოთ 

#ყ 
> რ 2 2 0, 

IC ყა)= 15-ე” 9 X +# 76 
0, როცა X=Vყ=0 

ფუნქციის /., ღა /, კერძო წარმოებულები (0,0) წერტილში. · 
გვაქვს: 

  

  

. მ/ (X, Vყ) X9 -L 3 ქ ყ2 
= ე რ 2 2-2“0 

მჯ (ჯ? –+ ყ") ო X+V>X 
და 

მ, (0, C) = 1101 ჯუ (X, 0) –– / (0, (მ)! = 0. 

მჯ X->0 ჯ 

ანალოგიურად 

მ! (X, V) ვ X –-Vყ” 2 აეე------ = LL ---.- .-, რო ა: ჯ –+- ს 3“ 0 

მყ ცი ყეზ მ ' 
და 

მ! (0, 0) 9 1(0, 9)-––/ (9, თ – 0. 

მყ ყ-+0 ყ 
შემდეგ, განსაზღვრებით 

მ1I(0,0) _ ... /ყ (X. 0) –– I, (0, 0)_ _ ____ 

მყ 0მX X->0 X ჯაი #X 

მI/C0,0თ _ ე #06, -– »C,0) _ „ე 09-90 _იე, 
მX მყ ყ–>-0 ყ ყ–0 ყ 

ე· ი 

0?! (0, 0) მ?/ (0, 0) 

მXჯმყ მყ მX 

ისმის კითხვა: რა პირობებს “უნდა აკმაყოფილებდეს ფუნქცია, რომ 

მისი შერეული კერძო წარმოებულები იყოს ერთმანეთის ტოლი? მე- 
ორე რიგის შერეული კერძო წარმოებულების შემთხვევაში დასმულ 
კითხვაზე პასუხს იძლევა შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 17.1 (შვარცი)”. ვთქვათ IX (X, ყ) და IV» (X, ყ) წარ- 

მოებულები არსებობენ /#MV (X-, ყი) წერტილის რაიმე IMCM, ზმ) მიდამოში. 

თუ ეს ფუნქციები უწყვეტი 7 (Xე, #0) წერტილში, მაშინ ადგილი აქვს 
ტოლობას 

  

IV (CXი, ყი) => ი (Xი), ყი)· 

· შვარცი (1843--1921) –– გერმანელი მათემატიკოსი, 

დ =



დამტკიცება. ვთქვათ 

# (#X, #V)=I|I (% + #ტX, ყი + ტყ)! (X + ·X, V%) I == 

ს –V (XV Vი +” –?ყ) –– / (Xი, V0)1, (17.2) 

ადაც 

(Vი + ტX, ყი ++ #4ყ) CV (/M, ხზ). 

განვიხილოთ · დამხმარე ფუნქცია 

დ(/) = ”(Xი-++1 0რX, ყე + #ყ) –– წ(Xე +1MX, ყე), 0<:1<1. 

ცხადია (Xა +-I6X, ყა + 10ყ) CV (/V, 8), მაშინ (17.2) ტოლობა 

ასე გადაიწერება 

ჩ (სX. ტყ) = დ (1) –– დ(9). 

აქედან ლაგრანჟის თეორემის ძალით ღა რთული ფუნქციის წარზოე- 

ბულის გამოყენებით, გვაქვს 

'#(M%, ტV) = V (9) = IC, + 6 4X, #4 #M) –– 
–/.(X- + 01#X ყი) ბX, 9<:90, <1. 

ამ უკანასკნელ ტოლობაზე თუ კიდევ გამოვიყენებთ ლაგრანჟის 
თეორემას, მივიღებთ: 

L (MX, Mყ) = I) (Xე + 0) ბX, ი + 0ა ტყ) ტყ იX, 09-–მა <1. (17.3) 

ახლა განვიხილოთ კიდევ ერთი დამხმარე ფუნეცია 

C (I) =/ (XV + #X, ყი + 1 ტყ) –– / (Xთ. ყი +- 14ყ). 

მაშინ (17.2) ტოლობა ჩაიწერება ასე 

ნ(6X #V) =- §(1) –– § C). 

აქედან კი, ზემოთ ჩატარებული მსჯელობის ანალოგიურად მივიღებთ 

# (#4X, /Mყ)=/ე» (X% +, მე #X, ყე –- მკ ტყ) ბ·X ტყ, 0< 0ვ< 1, 0< მ,< 1. 

(17.4) 
(17.3) და (17.4) ტოლობებიდან გვაქვს 

„ოთ (Xე + 0, რX, ყი + 0» ტყ) = I.) (Xე + 0ვ #X, ყი L 0,/სყ), (17.5) 

0,C)0, 166 (= 1, 2, 3, 4. 

რადგანაცც /„ და (კ ფუნქცაები უწყვეტია (Xი, ყი) წერტილ- 
“ა



ში, ამიტომ თუ (17.5) ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა #ტX->-0 

და #ტყ->0, მივიღებთ 

ათ (წ ყი) =- ” (Xი, ყი)- 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 13. მაღალი რიგის დიფერენციალები. მაღალი რიგის 

დიფერენციალის ფორმის არაინვარიანტოგა 

ვთქვათ 2=/(X, ყ) ფუნქციას რაიმე #) არეში აქვს ყველა რიგის 

უწყვეტი კერძო წარმოებულები # რიგამდე ჩათვლით. მაშინ როგორც 
ეიცით მისი დიფერენციალი, გამოითვლება ფორმულით 

ძ; - 9 ძა + % ქყ. (18.1) 
მX მყ 

აქ ძX და ძყ შესაბამისად დამოუკიდებელი X« და ყ 'ცვლადების /X 
დღა #ყ ნაზრდებია. ისინი არ არიან დამოკიდებული +X-ზე, და ყ-სე. 

2=) (+, ყ) ფუნქციის მეორე რიგის დიფერენციალი, რომელიც 

აღინიშნება ძ2> სიმბოლოთი, ეწოდება პირველე რიგის დიფერენცია- 
ლის დიფერენციალს, ე. ი. განსაზღვრებით 

ძ"2 = ძ(ძ?უ). 

თუ გავითვალისწინებთ (18.1) ტოლობას, გვექნება მ. 

ძლ - ძ(ძე = 2 „1 9029 ი= ძყ 

  =6C- ძი ი / ა“ მ კა(L 229 | 4 – 
მX? მ · მყ მX 

„სეეასბეი“ ე, . გ: 
= ძაიბ ძყ+- ––“–-ძXძ ძყ? (18.2) 

2 ი მყმა 0 მეი მელა 
  

სადაც ძX2 და ძყ?-ით აღნიშნულია შესაბამისად (ძX)? და (მჯ. 

მეორე რიგის წარმოებულების უწყვეტობის ძალით ·“ · 

მ) _ მI_ 
მჯმყ მყმX ” 

ამიტომ (18.2) ტოლობიღან გვაქვს 

ძბ2= 0 –-“ -ძჯ +253 I ძიძყ+ I მ - ძყ”. · (18.3) 
მჯ“ მყ მყ" . 
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საზოგადოდ, განსაზღვრებით #-ური რიგის დიფერენციალი ეწო- 

ღება M--1 რიგის დიფერენციალის „იფერენციალს და აღივიშნება- 

42 სიმბოლოთი. ადვილია ჩვენება, რომ 

ძა> = ძ(ძო- ე =|თ ძო + ითა, თო-Lძყ + + 

/LCI) –– 1): 7V1-–– ჩ --1) 

+ ჩ! 
წრ კს ძხ-ხ ძებ + -+ //X ძყ" 

ამ ფორმულას ჩვეულებრივ სემბოლურად წერენ შემდეგი სახით. 

, მ მ .. 
თ" 2 = (- ძX + –_- ი”) #(X, ყ), (18.4) 

0X მყ 

რომელიც ასე უნდა გვესმოდეს: გამოსახულება, რომელიც ფრჩხილებ- 

შია მოთავსებული, ფორმალურად “უნდა ავიყვანოთ # ხარისხში და 

შემდეგ 0-ს ხარისხებს (რაც წარმოებულის რიგს გამოსახავს) მარჯვნივ 

უნდა მივუწეროთ / (X, ყ) ან, რაც იგივეა 2. 

თუ მოცემულია /. ცვლადის V=/ (X,, Xი,.., Xგ) ფუნქცია, მაშინ 

ზემოთ ჩატარებული მსჯელობის ანალოგიური მსჯელობით შეიძლება 

ვაჩვენოთ, რომ 

    ძXა + -· “+   
მ 

ძ? = ძ M + – ძი. = 

“ ( მX. 211 ) I X2 

/?1 /1 ს 

= ბ. ბზ. 0! ძX, ძX,. 
_) /- | მX,მX, 
(–0 |I|=0 

  

მაგალითი. ვიპოვოთ 2=8მL0ლLC =2 ფუნქციის მეორე რიგის L ყ 

დიფერენციალი. 

გვაქეს 

– ი –_-_. 
–_ L) # =2 ა ი ი : 

50 -– გიყვები” “ # ც.აყი 
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(18.2) ფორმულის ძალით გვაქვს 

ძნ 2= –- 2XყძMV? -- 2 (X?-- ყ?) ძჯ ძყ + 2 XV ძყ? 
(ჯ“ + ყ?)? 

ახლა ვთქვათ გვაქვს რთული 2 = წ(V ყ) ფუნქცია, სადაც. 

Xჯ=დ (7, «) და ყ=( (I, «)", თუ გავითვალისწინებთ პირველი რიგის. 

დიფერენციალი ფორმის ინვარიანტობას და გადიფერენციალების. 

(13.3) წესს, გვექნება 

4 = 000 =ძ (<-ძ: «45 4#)= 16- ძი) +4(5-4) = 
მ მყ 

მ2 02 
= ძX 427. +ძ ძყ“+- - -–- ძხ0ყ = ქნუო X-–+ (<> %) ყ– წწ ყ 

           
2. 2 თ 

=(-->-ძ+- 92 კ, )9+ 3 რ+( ე -ძრ-- ა )49+ ” მჯ? მჯმყ ”, მყ მჯ 

34%“ –(->++- 4)“ 2+ “ძვე % ე, (18.5) 
მყ მ მყ მX მყ 

სადაც 

_ ძ?1X= (<- თ... 5 4)“ დ (/, 2), 

მ მ 2 
ძპყ=- | -  ძ--- .ძ ჯ, 4). #= (-; ყვე %) §( <9) 

(18.3) და (18.5) ტოლობების შედარებიდან გამომდინარეობს, რომ 

მეორე რიგის დიფერენციალისათვის ფორმა მენარჩუნებული არ არის. 

, მ. მ 2. მჯ (18.5) ტოლობაში  ( ე: ძ%X+ --4) IC, #)-ს ემატება +“ ძმ8+ 
ს 01 მყ 0X 

+ + ძიძყ, რომელიც საზოგადოდ ნულის ტოლი არ არის. 
V 
ამრიგად, მეორე რიგის „დიფერენციალისათვის ფორმის ინვარიან– 

ტობას ადგილი არა აქვს. 

დიფერენციალი ფორმის ინვარიანტობის თვისებას მით უფრო 

არა აქვს ადგილი უფრო მაღალი რიგის დიფერენციალებისათვის. 

“ ვიგულისხმოთ, რომ ამ ფუნქციებს გააჩნიათ. მეორე რიგის უწყვეტი კერძო 

წარმოებულები. 

8 (
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§ 10. ტეილორის” ფორმულა მრავალი ცვლადის 

ფუნქციისათვის 

სიმარტივისათვის განვიხილოთ ორი ცვლადის ფუნქცია. 
თეორემა 19.1. თუ ”(X, ყ) ფუნქციას /VIი (Xი, Vხ) წერტილის. 

რაიმე V (MVXი, 6) მიდამოში აქვს ყველა რიგის უწყვეტი კერძო წარმოე- 

ბულები M (1>>1) რიგამდე ჩათვლით, მაშინ ამ მიდამოს ნებისმიერი. 

(Xი+ #X, ყი + #V) წერტილისათვის 

| (Xა + MX, ყი + #ყ) =. წ(Xა, წ/ი)-L (>> ტX –- ი /(Xი ყი) + 
0X მ). , 

მ მ , +: (2 4%X+ ვ-ტ)“ I(%» #)+ “+ 
– 1 მ მ I. 
(ა. (2 - ტაი 2-ტყ ე" / (Xი ყი)+ 

1 1 (9 გა 9 აყ” (C +04X, ყ, + 044) (19.1 –--(-- +) „) (2 % ყი“ ყ), .1» 

სადაც 0=მ8 (XX, #ყ), 0<6<1. 

დამტკიცება. განვიხილოთ დამხმარე ფუნქცია 

#V)=I(Xა + 10X, ყი +1ბყ),ე 0<-1<-1, (19.2) 

რომელიც წარმოადგენს ერთი ! ცვლადის რთულ ფუნქციას. 

ჩ 0)-ს, რთული ფუნქციის წარმოებულის შესახებ თეორემა 12.1-ის 

ძალით, აქვს |0; 11-ზე ყველა რიგის უწყვეტი წარმოებული M რიგამ–- 

დე ჩათვლით. ამიტომ ამ ფუნქციისათვის შეიძლება დავწეროთ მაკ–- 

ლორენის” ფორმულა 

„” (1-1) (ი) 

5(1)=” დ) დ)+ % 'ოე. „1 920 C0) 1 #21(0 ი-0C), 
2! (1 -–- 1)! 1! 

(19.3): 
(19.2)-ის ძალით გვაქვს 

# (11=წ(%ა + #X, ყი -L #ყ), / (01=/ (Xი; MM), 

LI (0)=I ი, „= 10% + (ბი. # + (4) 4 + 

-L I; (X ++ 1MX, ყი + 14ყV) ტყ 
  

მ მ 
=| –--/X +“ #4 ; #0); (=; + მწ ყ | წ (Xი; Vი) 

“ ტეილორი (1685–--1731) –– ინგლისელი მათემატიკოსი. 

« მაკლორენი (1698––-1746) –– ინგლისელი მათემატიკოსი.



· მ ·. მ 2 ს”(0)=ნM), =L(–-04X+ -–-ტ , ყე), 
თ) ი, (5 XX მყ /) / XV Vი) 

65 (8) = (_-ტა + 9 აყ) I (Xე + 00X, ყე + 0ტყ). 
მX მყ 

თუ ამ მნიშვნელობებს შევეტანთ (19.3) ტოლობაში, მივიღებთ და- 

სამტკიცებელ (19.1) ფორმულას. 

(19.1) ფორმულას უწოდებენ ორი ცვლადის ფუნქციის ტეილორის 

ფორმულას, ნაშთითი შლ 

1 2 
”, 5. -- (–- ტბა + ა 0) /(X + მი%X, ყი'+ მტყ). (19.4) 

1! V 9M”X 

(19.4) ფორმით ჩაწერილ ს ეწოდება ტეილორის ფორმულის 

საშთითი წევრი ლაგრანჟის სახით. 

(19.1) ფორმულა ასეც შეიძლება ჩაიწეროს 

· 1 » , , 
ტ) 62 ყი) == მ (Xი, ყი) + 514! (X- ყი) რ... 

1 

(1-1)! 

როცა X = ყი=0, ფორმულა (19.1) ღებულობს სახეს 

1 
  

1 
ძო-1/ Xი, ყი) + 00 -L 0MX, ყე+ 0ტყ). 

#- 

ჩ(C% Mი) = I(0, 0) + 2, – (3 “+ +-ბV) დ, 0) + 
=1 

+- (3 % ბჯ + 9. ე. M | ?(04X, 0#V). (19.5) 

X19.5) სახით ჩაწერილ ტეილორის ფორმულას უწოდებენ მაკლორენის 
"ფორმულას. 

ტეილორის ფორმულას ი (72>2) ცვლადის ფუნქციისათვის აქეს, 

რზემოთ მოყვანილის ანალოგიური „სახე.. | 
შენიშვნა. იმ კერძო შემთხვევაში, როცა (=1 (19.1) ტოლო–- 

“ბიდან მიიღება 

#ტ!=I (X + #X, 'Vი + #ყ) –– I (X-, ყი) =2 I. CM + 04X, ყი + 84V) #რ)X + 

+ I/.(Xი + 040X, ყი + 04ყ) ტყ, (19.6) 
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რომელიც წარმოადგენ ერთი ცვლადის ფუნქციისათვის ცნობილ 

ლაგრანჟის ფორმულის (სასრული ნაზრდის შესახებ) ანალოგს ორი 

ცვლადის ფუნქციისათვის... 

(19.60 ტოლობიდან, კერძოდ, გამომდინარეობს, რომ თუ /:=/,ყ=90, 

მაშინ წ(X, ყ) ფუნქციის სრული ნაზრდი იგივურად უდრის ნულს, 
ე. ი. | (CV, ყ) წარმოადგენს მუდმივს. 

§ 90. არაცსადი ფუნქციები. არსებობის თეორემა. 

არაცხადი ფუნქციის წარმოებულები 

1 არაცხადი ფუნქციას, რომელიც განსაზღე- 

რულია ერთი განტოლებ ი თ. ვთქვათ, ჯ და ყ ცვლადები. 

დაკავშირებულია ერთმანეთთან განტოლებით | 

M(C ყ)=0. (20.1 /. 
თუ 6 სიმრავლეზე განსაზღვრული ყ=/I (X) ფუნქციისათვის ადგი- 

ლი აქვს ტოლობას 

LC, I (XI)=0, VXCX, 

მაშინ ამბობენ, რომ / (წ) ფუნქცია მოცემულია (20.1) განტოლებით. 
არაცხადი სახით. 

ცხადია, რომ (20.1) სახის განტოლება ყოველთვის არ განსაზღე– 

რავს არაცხად ფუნქციას, მაგალითად XX+ყ?2+1=0 განტოლება არ: 

განსაზღვრავს არაცხად ფუნქციას. ასევე, შევნიშნოთ, რომ (20.1) გან– 

ტოლებით მოცემული არაცხადი ფუნქცია ყოველთვის არ ჩა:წეოება. 

ცხადი სახით. ე. ი. (20.1) განტოლება ყოველთვის არ ამოიხსნება ყ-ის 

მიმართ ელემენტარულ ფუნქციებში. განვიხილოთ ფუნქცია X=დ (V) = 

= 2ყ--– იყ(-- =<Vყ< >). რადგანა 2-2“ ი5ყ>0 ყოველი. 

'ყ 

ყ-სათვის, ამიტომ დ (ყ/) ზრდადია (–-%, +) მუალედზე. გამომდი- 

ნარე აქედან არსებობს X=დ (/) ფუნქციის შექცეული ყ=/I (X) ფუ§- 

ქცია, რომელიც განისახღვრება არაცხადად 2V--310 ყ–--X=0 განტო- 

ლებიდან. მაგრამ ამ განტოლებიდან ყ ცხადი სახით ჯ-ის მიმართ ელე–- 

მენტარულ ფუნქციებში არ გამოისახება, 
თუ განვიხილავთ X2+ყ2-1=0 განტოლებას, რომელიც სიბრტყე– 

ზე განსაზღვრავს ერთეულ რადიუსიან § წრეწირს, ცენტრით კოორ- 
დინატთა სათავეში (ნახ. 12), ცხადია ეს განტოლება |-––-1; 1) სეგმენ– 

ტზე განსაზღვრავს არაცხადი ფუნქციების უსასრულო სიმრავლეს. 

L1,



კერძოდ, ასეთებია ყ=V1-–-X), ყ=-V1--X ფუნქციები და ნებისმიე- 

რი ფუნქცია, რომელიც |--1; 11 სეგმენტის გარკვეულ წერტილებზე უდრის 
V1--X, ხოლო დანარჩენ წერტილებზე კი –-– V1-–-X", ე. 0. 

_ IV 1-–2, თუ XC/, 4Cლ-CI-1,1),. 

L-V1=#X, თუ »§4. 
ისმება ამოცანა: რა პირობებში არსებობს ერთადერთი ცხადი 

“ფუნქცია, რომელიც დააკმაყოფილებს # (წ, ყ)ლ=X2+ყ? 1=0 გან– 
ტოლებას? „დავაფიქსიროთ § წრეწირზე ნებისმიერი /VIი (Xი, ყი) წერ- 
„ტილი, რომელიც არ მდებარეობს 0X ღერძზე (ნახ. 12), ე. ი. ისეთი, 
რომ. ყი9-0. ცხადია, რომ § წრეწირის ის ნაწილი რომელიც მდებარე- 
ობს /ი წერტილის „საკმარისად მცირე მიდამოში ცალსახად გეგმილ- 
დება 0X ღერძხე. ანალიზურად ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ განვიხი- 

Iყ ლავთ 

# (X, ყ)= X1 -L სყ" –-1 

ფუნქცის #0, წერტილის საკმა- 
რისად მცირე მიდამოში„ მაშინ 

ჩ(X,ყ) = ჯXჯX+ ყI-–-– 1=0 გან- 
ტოლება აღნიშნულ მიდამოში ცალ- 

სახად ამოიხსნება ყ-ის მიმართ და 

განსაზღვრავს ერთადერთ ცხად Vყ=- 

= V1--X? ფუნქციას, როცაყ >>0 

და შესაბამისად ყ = –- V1--X--ს, 
როცა ყ <0. 

თუ § წრეწირზე ავიღებთ /V, (X, 0) წერტილს, მაშინ ცხადია, რომ 

5 წრეწირის ის ნაწილი, რომელიც ძევს #, წერტილის ნებისმიერ მი– 

დამოში არაცალსახად გეგმილდება C0X ღერძზე (ნახ. 12). ანალიზურად 

ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ განვიხილავთ # (X, I/)=X?+ყ?-!1 ფუნქ- 

ციას /#M,) წერტილის ნებისმიერ მიდამოში „ მაში #(X Vყ) = 

=X2+ყშ8-1=0 ცალსახად არ ამოიხსნება ყ-ის მიმართ. შევნიშნოთ, 
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მ რომ / ფუნქციის კერძო წარმოებული 2 =2ყ არ უღრის ნულს 

Mია წერტილში და უდრის ნულს /VI, წერტილში, ქვემოთ ვნახავთ: 

იმისათვის, რომ #XL(X, წ) = 0 განტოლება ცალსახად იყოს ამოხსნადი. _ყ-ის 

მიმართ /#M,ც წერტილის მიდამოში, არსებითი მნიშვნელობა აქვს პირობას 

ჩე (Mა) >“ 0. 
მართებულია შემდეგი 
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თეორემა 20.1. ვთქვათ # (X, ყ) ფუნქცია“ აკმაყოფილებს პირო– 

ბებს: 

1) განსახლვრულია და აქეს უწყვეტი MM, ღა MM) კერძო წარ- 

მოებულები რაიმე , /= | | X-- XV | <-თ, IV –– 4 | <- 61 მართკუთხედზე; 
2) V(Xი. ყი) = 0, 

3) /V (CXი, Vი) >“ 90, 
მაშინ # (X, ყ)=0 განტოლება ჯი წერტილის რაიმე ·IVCი––-ბ; X0+ბL 

M«0<ბ=ძ) მიდამოში განსახღვრავს ერთადერთ Vყ=/ (X): ფუნქციას. 

ამასთან ყ0=/ (ჯი). 

დამტკიცება. პირობის ძალით /#ყ (X·, ყე) >> მ ზოგადობის 

შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ : #ი (CM, Vყი) >> 0. 

მაშინ, რადგანაც ჩყ (X,) ფუნქცია უწყვეტია (Xი, Vი) წერტილზე, 
ამიტომ თეორემა 8.3-ის ძალით არსებობს ისეთი /7/=I IX– XI <0, 

1ყ–ყი | < ბ (0< 8” < თIი(ი, ხ) ) კვადრატი, რომ 

MI (X,ყ)>>0, V (X, 9)CI'. (20.2) 
განვიხილოთ ფუნქცია 

;:4 (ყ) = #CX, ყ), ყი –ბ<ყ << Vი + ზ”. 

9 (ყ) ფუნქცია ზრდადია წIVი--ბ” MVყი+ბ”) სეგმენტზე, რადგანა«C; 
ამ სეგმენტზე 

დ” (ყ) = ყ (X, ყ) > 0. 
გარდა ამისა, პირობის ძალით 

§ (Vი) == I (Xი; Vი) = 0, 

ამიტომ ამ სეგმენტის ბოლოებზე გვექნება: 

–(ყა-- 2)=#/ (X, ყი-–– 8)<0, «(ყი-+06)=#ჩ CC. ყი+ ბ) >>0. (20.3) 

ახლა განვიხილოთ X-ის ორი ფუნქცია: 

#(V, ყე–- 8) და #(X, ყი + მ”). 

პირობის ძალით ეს ფუნქციები უწყვეტია I(V---ბ”; Xა+ბ” სეგმენ- 

ტზე. ამიტომ (20.3)-ის ძალით არსებობს Xჯე--ის ისეთი მიდამო 

1%ი--8; X-+6L ((-–=8<8ე, რომ 

M#(X ყაე-–-ზე<0, MIM(სი ყი+ 8)>>0, 9 XCI Xა-–- 8, Xე +- ზ(.. (20.4) 
(5
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ავიღოთ )ჰX---6; Xი+ბIL ინტერვალის ნებისმიერი ჯ წერტილი და 

დავაფიქსიროთ ის. განვიხილოთ |/Vე-–-ბ”; V0+ მ") სეგმენტზე ერთი 

ცვლადის უწყვეტი დ (ყა)=#ჯ C, ყ) ფუნქცია. (20.4) პირობის ძალით 

ეს ფუნქცია სეგმენტის ბოლოებზე ღებულობს სხვადასხვა §იშნის 

მნიშვნელობებს: 

დ(ყ–ი) =#V(X; ყი --– 80 <0; Cდ(ყი+ 8'=#LC(ჯ, ყი + ბე > 0. 

ამიტომ 3ყC წყაე-––- ბ; ყე + 8'), რომ 

დ (M)=/(X, V) =0. 
რადგანაც დ'(ყ) = LV (X, ყა>>0, ამიტომ რი (ყ) ზრდადია 1ყე –- 0”, 

ყი+ ბ) სეგმენტზე. გამომდინარე აქედან დ(V) მხოლოდ ერთ წერ- 

ტილში გახდება ნული. 

ამრიგად, 1X---მ, X-+ ბ, შუალედიდან ჯ-ის ერთ მნიშვნელობას 

შეესაბამება ყ-ის ერთი მნიშვნელობა, რომელიც # (X, ყ)=0 განტო–- 

ლებას აკმაყოფილებს. მაშასადამე, არსებობს 1Xი–--ბ, Xი+ბL ინტერ- 

ვალზე განსაზღვრული ისეთი V=/ (წ) ფუნქცია, რომ 

#(X, I(X))=0, /| (Xა) = ყი, XC1 Xა-–- 0; X- + 6L. 

ამით, არაცხადი ფუნქციის არსებობა და ერთადერთობა ნაჩვენებია. 

თვორემა დამტკიცებულია. 
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თეორემა 20.2. თუ #LCX, ყ) ფუნჭცია აკმაყოფილებს თეორემა 
20.1-ის პირობებს, მამინ # (X, ყ)=0 განტოლებით განსაზღვრული 
არაცხადი ყ=/ (ა) ფუნქცია უწყვეტად წარმოებადია ჯა წერტილის. 
გარკვეულ მიდამოში და 

9ძ/ _ _ I.თ%M) (20.5) 
ძX ჯ#V(X, ყ) 

დამტკიცება. ვთქვათ არაცხადი V=|/! (X) ფუნქცია განსაზღვ–- 
რულია 1X---ბ; XX+ბ8L ინტერვალში (იხ. თეორემა 20.1). დავამტკი– 

ცოთ, რომ ეს ფუნქცია უწყვეტად წარმოებადია ამ ინტერვალში- 

ვთქვათ X, X-+ #M#XC1 Xე––- 8; XX + ბL. ამ წერტილებზე 

#L(X, ”(X) ) = LC + ტX, /(X + #X)) = 0, ყ -- #ყ = | (X + #X). 

ამრიგად, გვაქვს 
L (X–+ #X, ყ + ჩყს)-–-– CC, ყე ==0, ყ=I”(X), ყ + #Mყ=1 (X –+- #X)- 

ლაგრანჟის თეორემის ძალით მივიღებთ: 

ჯ#LCX –- სX, ყ + #ყ) –– L (X, ყ) = L (X + #X, ყ -+ #ყ) –– 

–- #(X, ყ + #ყ) + I (XC, ყ+ #ტყ) –– ” (X, ყ) = 

=ჩ.(X+მ140X, ყ + ტყ)ბX+ IX, ყ + მატყ)ტყ= 0, (20.6) 
სადაც 0<0 <1, 0<მა<1; გამომდინარე აქედან (X--9,ტX, ყ--#V) 

და (X, ყ + 0: ტყ) წერტილები ეკუთვნიან || X--XVI<-0, | #–– ყი)<- 6) 
სეგმენტს (იხ. თეორემა 20.1). რადგანაც #/(X, ყ + მ: #9) 2- 0, ამიტომ: 

(20.6)-დან გვაქვს 
I , 

ტ/  /.X+წ.6X V+6ი_ . (20.7) 
#ტX ჩა)(X, ყ + 0:#ყV) 

პირობით #.(X, ს) უძყვეტია ,! მართკუთხედზე ამდენად. I” C- # 
კვადრატზეც; ამიტომ თეორემა 8.7-ის ძალით ის "შემოსაზღვრულია ამ 

კვადრატზე, ე. ი. 1#ML>>0 ისეთი, რონ 

| M»(CX, 4) | <. M, V (X, V) C/”. (20.8) 
ასევე, თეორემა 8.7-ის ძალით #-ყ (X, VI) უწყვეტი ფუნქცია აღწევს. 

უმცირეს მნიშვნელობას /1-ს, ამიტომ 

#9) (X, ყ)> MI 2>>90, CV», ყ) CI”. (20.0). 

(20.8) და (20.90 უტოლობების ძალით (20.7)–დან გვაქვს 

ტყ LM. (X + 0, იX, ყ + #ყ) <= M 
#ტX #V (X, ყ -L 0) #V) ოთ 

ე, ს. თოფურია, ე. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 65. 

? 

  

   



საიდანაც 

V 
| ბყ) ლ ––|ტXIL. 

” 

აქედან გამომდინარეობს, რომ #ყ->0, როცა #ტX->0, ე. ი. არაცხა- 

დი ყ=/ (X) ფუნქცია უწყვეტია 1X-ბ, Xი+ბ| ინტერვალში. ჩ,. და 
ა ფუნქციები უწყვეტია /”-ზე და, გარდა ამისა, ადგილი აქეს (20.2) 

უტოლობას. ამიტომ (20.7) ტოლობაში თუ გადავალთ ზღვარზე, როცა 

#4X--0, ძივიღებთ დასამტკიცებელ (20.5) ტოლობას. ამ ტოლობიდან 

გამომდინარეობს აგრეთვე, რომ /” () ფუნქცია, როგორც სუპერპო- 

ზიცია უწყვეტი ფუნქციებისა, უწყვეტია 1IX---ბ, Xი+ 8 ინტერვალზე. 
თეორემა „დამტკიცებულია. 

შმენიშვინა 1. თუ წინასწარ ცნობილია # (X, ყ)=0 განტოლე– 
ბიდან არაცხადი V=|I (I) ფუნქციის წარმოებულის არსებობა, მაშინ 

(20.5) ფორმულა შეიძლება მივიღოთ #(X, 1(X)=0 იგივეობიდან 

მისი ფორმალური გაწარმოებით: 

#I(X, ყ) > I) (X, ყ) ლი = 0. (20.10) 
X 

აქედან კი მიიღება (20.5) ფორმულა. 

თუ (20.10) ტოლობას კიდევ გავაწარმოებთ Xჯ-ით, მივიღებთ 

ჩა + 2 ჩა,-ყ + წყა ·# + ჩ,-ყ” = 0, 
საიდანაც 

” “ , ” ”2 ყ/=- 806 + 257X1 +1#V · 9... (20.11) 
V 

მაგალითი. ვიპოვოთ #(X, ყ)=V + Xყ+ყბ-3=0 განტოლე– 

ბით განსახღვრული არაცხადი ფუნქციის პირველი და მეორე რიგის 
წარმოებულები, როცა X=1 და ყ=1. 

გვაქვს 
LL. = 4Xმ + ყ, ჩ,ლ–Xჯ+3ყმ, #,, = 12X2, M»,=1, M/2 = 6ყ. 

შემდეგ 

#, (1, 1)=5, L (1, 1) =4, LX (1, 11==12, #., (1, 1)=1, LV (1, 11)=6. 

ამრიგად (20.5) და (20.11) ტოლობების ძალით მივიღებთ 

12-35 L 729 
V (0) =- 5. ”C) =-- 2 გა 15 

4 ყ L-) – 4 =–“–32 
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შენიშვნა 2 ერთი ცვლადის ანალოგიურად განისაზღვრება 

M(X. X– .. Xი. ”) = 0 

განტოლებით განსაზღვრული მრავალი ცვლადის არაცხადი ფუნქცია. 

მართებულია ზემოთ დამტკიცებული თეორემების ანალოგიური თეო– 
რემა. 

თეორემა 20.3. ვთქვათ #LC>,, X.,.., X, სს ფუეუნქცია აკმაყო- 

ფილებს პირობებს: 

1) განსახღვრულია და აქვს უწყვეტი ჩ”», >»... #V კერძო 
წარმოებულები რაიმე #77-- 1 განზომილებიან პარალელეპიპედხე ცენტრით 

(XV, XI), ..., XV), (0) წერტილში; 
2) #CVI0, XV, ..., 0), (01) = 0; 
ვ) L, (XIX, Xა0, ., ., XII, ყ(0) ) >< 0. 

მაშინ # (X,, X.,..., X„, #)ლ=0 განტოლება (XV), X§9), ..., X(0) ) წერტი - 

ლის რაიმე მართკუთხოვან მიდამოში, ცენტრით (X(2), ჯ(9), ...ს) XI.) წე- 

რტილში, განსაზღვრავს ერთადერთ V, =- წ”(X,, X.ა,..., X,) არაცხად ფუნ- 
ქციას ისეთს, რომ (/(9) =- / (XI, X9,..., XI92). გარდა ამისა, ამ ფუნქციას 

(X(0), XV, ..., XC) წერტილის აღნიშნულ მიდამოში აქვს უწყვეტი კერძო 

წარმოებულები და 
რ, 

I =-– L , (=>1, 2; ...ც II 
“ 

  

2. მრავალი ცვლადის არაცხად ფუნქციათა 

სიტემა. ვთქვათ მოცემულია #+/! უცნობიანი # განტოლებათა 

სისტემა 

L) (ი), 2X2) ...ე Xუ ე #1) ნი...) M») = 0, 

#ა(XI, Xა..ა Xია MI, IM0,...) ს) == 0, (20.12) 

ჯ.(X. X2, ...ე Xეს III) Mაე ---) I) == 0, 

სადაც #,, IM)... #ა ფუნქციები მოცემულია I22?2+ჩ” სივრცის რაიმე არეში. 
ს -–-I" არეხე განსაზღვრულ 

M1 = დ (+. %აა ... .%Xი) 

Mი == (Mი (X,, Xი) ...) %ი), 

· ხახა თე თეე (20.13) 
(უც == დ, (XXს ჩXის...) X,) 

ნ?



ფუნქციებს ეწოდება (20.12) განტოლებათა სისტემით განსაზღვრული 

არაცხადი ფუნქციების სისტემა, თუ ნებისმიერი (XX X2ს.>-.Xე)C# 

წერტილისათვის ადგილი აქვს ტოლობებს: 

LI L20 Xა: ...0) Xე,) დ1 (XI, Xია)..-.ე Xუ)...) ი, (X-ს X2I ...) Xა) I = 0, 

Lა IXს 2X%2ე ...3 Xცა CL1 (X.» X2) ...) Xი), ...) დო (Xს X2) .-.) Xი) 1 = 0, 

#ო»IXI Xა, ...: X,, დ) (XI Xაე...) Xა): ...: დე (XL XX, ...) Xგ) 1=9. 

ფუნქციონალურ დეტერმინანტს 

08 მს მი. 

  

მს მM მწ, 

მწე, მ".  _მM 

მს მVა მს, (20.14) 

მ, მ, _ 0L.. 

მს მი მი, 
  

ეწოდება MI, 8... I, (ცვლადების 77, #,,.., LL, ფუნქციათა იაკობის? 
დეტერმინანტი, ანუ მოკლედ იაკობიანი და აღინიშნება სიმბოლოთი 

ი(-, წა...) ჯL,) 

XICCI,) Mი ...) M,) 

მართებულია შემდეგი 

თეორემა 20.4. ვთქვათ (20.12) სისტემაში #), #ა,..., L,, ფუნ- 

ქციები აკმაყოფილებენ პირობებს: 

1) განსახღვრულია და აქვთ „უწყვეტი 
მ», მ», 

და ეუ. 

მX, 0", 

კერძო წარმოებულები რაიმე #+/” განზომილებიდან პარალელეპი– 

პედზე ცენტრით /VMე (XI9, X(9, ..., X69, (/19), (ი), ,,., IV) წერტილში; 
2) L, (XV), XVI, ... X6I, „ი, (ა, ... 7108) == 0, L= 1, 2, ...ე 77ბ;. 

ვა _9XC), I... »”,) => 0; 

ჩა (თაც Mიე ...) Mი) Mა 

  3 (=1, 2, ... 7771) (=1, 2... ჩ=1, 2... /, 

? კარლ გუსტავ იაკობ იაკობი (1804––1851) –– გერმანელი მათემატიკოსი და 

მექანიკოსი. 
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მაშინ განტოლებათა (20.12) სისტემა XI9) = (ჯ(9, (0), ,.., XL) წერტი- 
ლის რაიმე მართკუთხოვან მიდამოში, ცენტრით ჯმ) = (I), +(9), .,. , X(9) ) 
წერტილში, განსახღვრავს ერთადერთ (20.13)-ით ჩაწერილ არაცხად 

«, ფუნქციათა სისტემას ისეთს, რომ 

7 ს) = დ, (XC2,, XჯC9), თ... X(60) ), ჯL= 1, 2, ... '//M 

გარდა ამისა, ამ ფუნქციებს ჯV» წერტილის აღნიშნულ მიდამოში 

აქვთ უწყვეტი კერძო წარმოებულები და 

XXIXCI, IM...) IL თ) 

მი, M(ძის (ეც... M,-1 X/, M(-L1) .-.) M,) 
=–- => 20.15 

მX, |X(9) (წ), IMა,...ე თ) ( ) 

(VI, IM: ა I) 

  

    

ჯ=1, 2... I, L=1, 2... M 

ამ თეორემის პირველი ნაწილის დამტკიცებას არ მოვიყვანთ, ვაჩვე– 
ნოთ მხოლოდ (20.15) ტოლობის მართებულობა. 

დავუშვათ, რომ თეორემა 20.4-ის პირობები შესრულებულია, ე. ი. 
X20.13) სისტემის ფუნქციები წარმოადგენენ (20.12) სისტემის ამონახ– 

”სენს. ჩავსვათ (20.13) ტოლობებით განსახღვრული VI, (ჩ=1,2,... 7) 

-ფუნქციები (20.12) ტოლობებში და გავაწარმოოთ მიღებული ტოლო- 

(ბები X; ((=1, 2,..., 8) ცვლადით. მივიღებთ: 

  

მჩ, მს მ“ მ, ( 
_–ეაებეგაგაე _ –+ ... + . _– თ. __– = 0, 

მ", 0X; მს, მX, X მX, | 

– · · .-.. .–.. (20.16) 

მ” მი, მჯ მი მI„ 
_ ს. ... რ. რ. - ი. =–=0. 

მ", 0X ! ”ოX (277) ” 0X ჩ X მჯ ! ' 

მი, ა.) მიი ცვლადების წრფივ განტოლებათა 
X, მX, 

"სისტემა. ამ სისტემის დეტერმინანტია (20.14) იაკობიანი, რომელიც 
„განსხვავებულია ნულისაგან #-ი წერტილის მიდამოში. ამიტომ (20.16) 
“სისტემას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი რომელიც განისაზღვრება 
„კრამერის“ ფორმულებით და მას აქვს (20.15) სახე. 

(20.16) არის   
  

C გ. კრამერი (1704––1752) –– შვეიცარიელი მათემატიკოსი.



§ 91. მრავალი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმი 

1. მრავალი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის ცნება. ვთქვათ. 

M=/I(X,, Xი,.., X„) ფუნქცია განსაზღვრულია რაიმე I) -§ I” არეში. 
განსაზღვრება 21.1, X(9) =- (XC, #9), ..,, XX)C IX წერტილს ეწო- 

დება 1(X) ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუმის (მინიმუმის) წერტილი, თუ 

მოიძებნება X„-თ>– წერტილის ისეთი V (XI, მ) მიდამო, რომ ამ მიდამოს. 

ყოველი X წერტილისათვის სრულდება უტოლობა / (X) <:/ ((9) (” (2) > 
<> I(XI)). 

ფუნქციის მნიშვნელობებს მაქსიმუმისა და მინიმუმის წერტილებ– 
ში უწოდებენ შესაბამისად ფუნქციის ლოკალურ მაქსიმუმს”? და ლო–- 
კალურ მინიმუმს. 

ფუნქციის მაქსიმუმისა და მინიმუმის წერტილებს ფუნქციის ექს-. 
ტრემუმის წერტილები ეწოდება, ხოლო თვით ფუნქციის მნიშვნელო-- 
ბებს ექსტრემუმის წერტილებში ამ ფუნქციის ექსტრემალური «მნიშვ-- 
ნელობანი ანუ ექსტრემუმები. 

მოყვანილი განსახღვრებიდან ჩანს,.რომ ფუნქციის მაქსიმუმი (მი- 
ნიმუმი) უდიდესია (უმცირესია) იმ მნიშვნელობებთან შედარებით,,. 

რომელიც მას აქვს მაქსიმუმის (მინიმუმის) წერტილის გარკვეულ მი-- 
დამოში. მაშასადამე, ის ფაქტი, რომ ფუნქციას გააჩნია ექსტრემუმი 
რაიმე წერტილში არის ამ ფუნქციის ლოკალური, ე. ი. მხოლოდ ამ: 

წერტილის რაიმე მიდამოსათვის (დამახასიათებელი თვისება. 
?. ექსტრემუმის არსებობის აუცილებელი პირობა. მართებულია. 

შემდეგი თეორემა 

თეორემა 21.1. ვთქვათ V =- /(X,, X-ს... X„) ფუნქციას X(9 = 

= ფტ, მ, , X9 )C01წერტილში აქვს ექსტრემუმი. თუ ამ წერტილში- 
0 

არსებობს რომელიმე სასრული კერძო 902) (ჯ= 1, 2,..., #2) წარმოე-- 
X; 

ბული, მაშინ 

(0) 
მ/ (XIV) = 0, 1=1, 2, ...ე 1. 

0X, 

დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად დავუშვათ, რომ! 

(0) (0) 
არსებობს 7 (X 2» ვაჩვენოთ, რომ <>. 

მX, მX. 

დ(X)) = / (X,. Xხ9), ...ე XI) ) 

= 0. განვიხილოთ 

“ შემდგომში, იქ სადაც გაურკვევლობას არ გამოიწვევს, ლოკალური მაქსიმუ– 
მის (მინიმუმის) ნაცვლად გამოვიყენებთ გამოთქმას მაქსიმუმი (მინიმუმი). 
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ტოლობით განსაზღვრული ერთი ცვლადის ფუნქცია. პირობის ძალით 

ამ ფუნქცის I. წერტილში აქვს ექსტრემუმი. ვინაიდან დ (X)) 
ფუნქცის » წერტილში აქვს წარმოებული, ამიტომ ფერმას" 

თეორემის ძალით 

  

ძდ(ყიბ)  ძწ(C, ძ9,.. XIX) | 
ძი... ძა, |V,= 9)... 

_ 0200, XI, ..., XV) _ ი 
მX, 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ #=”(%) ფუნქციას აქვს ექსტრემუმი X».. წერ- 
ტილში და დიფერენციორებადია ამ წერტილში, მაშინ 

ძI (((0 1 =0 ანუ ყIმძ/ (XI9)) = 9. 

ამ შედეგის მართებულობა გამომდინარეობს '„დიფერენციალისა და 

გრადიენტის განსახღვრებიდან. 

შევნიშნოთ, რომ ფუნქციას ექსტრემუმი შეიძლება გააჩნდეს იმ 

წერტილში, სადაც კერძო წარმოებულებიდან ერთი მაინც არ არსე- 

ბობს. 

მაგალითად 2= V + ყ ფუნ- L ჯ 

ქცის (0,0) წერტილში კერძო 

წარმოებულები არ გააჩნია (§ 9, “ 

მენიშვნა 1) მაგრამ ამ წერტილში 

მას აქვს მინიმუმი (ნახ. 14). 

ღნდა აღინიშნოს «ომ წერტილ- 

ში ფუნქციის დიფერენციალის ნულ- 

თან ტოლობა ან რომელიმე კერძო 

წარმოებულების არ არსებობა წარ- 0 X 

მოადგენს ექსტრემუმის არსებობის „“ 

მხოლოდ აუცილებელ პირობას, ე.ი. 

იქიდან, რომ ფუნქციის დიფერენცი. ჰ 

ალი რაიმე წერტილში ნულია ან 

კერძო წარმოებულებიდან რომელიმე 

არ არსებობს, არ გამომდინარეობს, რომ ეს წერტილი ექსტრემუმის წერტი- 

ლია, 

    
ნახ. 14 

“ ფერმა (1601-–-1655) ––- ფრანგი მათემატიკოსი.



მაგალითად, (0, 001 წერტილმი I (X, ყ)=Xყ ფუნქციის დიფე- 

რენციალი ნულის ტოლია, ხოლო 

LC ი = 1#V" + 1), როცა XL>0, – C=<Vყ<თდ, 

L2X (ყ? + 1), როცა ჯ<0, – =<ყ<თ 

ფუნქციის კერძო წარმოებული ჯ-ით არ არსებობს, მაგრამ ამ წერ- 
ტილში ფუნქციებს ექსტრემუმი არ გააჩნიათ. 

განსაზღვრება 21.2. წერტილს, რომელზედაც ფუნქციის 

ყველა კერძო წარმოებული ნულის ტოლია, ამ ფუნქციის სტაციონა- 

ლური წერტილი ეწოდება. 
განსაზღვრება 21.3. წერტილს რომელზედაც ფუნქციის 

კერძო წარმოებულები ნულია ან ერთი მაინც არ არსებობს, კრიტი- 

კული წერტილი ეწოდება. 
მაშასადამე, როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული ფუნქციის ექსტრე- 

მუმის წერტილები უნდა ვეძებოთ ამ ფუნქციის კრიტიკულ წერტი- 
ლებს შორის. 

დავადგინოთ მოავალი „კვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის არსებო- 

ბის საკმარისი პირობები. 
3. ორი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის არსებობის საკმარისი 

პირობა. 

თეორემა 21.2. ვთქვათ წ(%+, ყ) ფუნქცის სტაციონარული 

M#0იXXი, ყი) წერტილის მიდამოში გააჩნია მეორე რიგის უწყვეტი კერ- 

ძო წარმოებულები და 

I (Xთ Vი) XV (CXი; VIი) 8 
ბ CXი; Vყი6)=> „ „ =74#C–-8 

ე ? IXV CXი Vი) ა (Xი, Vი) 

(4=/»: (Xი, ყი), C=/ყა CXი; MM), 8=I», (Xი; Vი)/ 

მაშინ | (X, ყ) ფუნქციას MVMი წერტილში: 

· 1) როცა #>0 აქვს ექსტრემუმი, კერძოდ მაქსიმუმი, თუ 4<0 და 

მინიმუმი, თუ 4>0; 

2) როცა #<0 ფუნქციას (Xი, ყი) წერტილში ექსტრემუმი არ გა–- 

აჩნია. 

დამტკიცება. 1) ვთქვათ M#>0. ტეილორის (> (Xი; ყი) = 

= /(XVთ ყი) = 0: ტოლობების გათვალისწინებით) ფორმულის ძალით 

"I! (Xი; ყი) == I (X% –- #X, 90 + #ყ) –IVC ხი) == 

= 5 L4, (MX)? + 28, ტXტყ + C (ბყ!ს (21.1)



სადაც 

4. =- | (62 –+ 0/X, ყი + 0#4V), 8. = IV (% +მ8#4X, ყი + 04VM), 

C1 = Iყ:(Xე + 0#X, ყე + 004ყ), 0<0<1. 

#M-ია წერტილში, მეორე რიგის კერძო წარმოებულების უწყვეტო- 
ბის ძალით გვაქვს 

მთ 4 = IX (XV ყი) = 4 > 0 (ან 4 <-0), 

#X–>0 
რყ––-0 

ასევე 

II (4:C1-–- 8.) = #3 (Xი. V/ი) I (CXი; ყი) –– IV (Xი, ყი))“ = # > 0. 
2–X–->0 

რყ–>-0 

ამიტომ ·თეორემა 8.3-ის ძალით, საკმარისად მცირე #X და #ყ-სათვის 

გვექნება 
4. >09 (ან 4, <0), 4.C, –– 81= #1, ->0. (21.2) 

რადგანაც 4,520, ამიტომ (21.1) ტოლობა შეიძლება ასე ჩაიწეროს 

1 
2 

1 ა 
= 24 IC4) #ტX + 8, #ყ)? -L C4) CI –– 81) (ტყე? I. (21.3) 

1 

(21.2)-ის ძალით, (21.3) ტოლობის კვადრატულ ფრჩხილებში მო- 

თავსებული გამოსახულება დადებითია. გამომდინარე აქედან, თანახ–- 

მად (21.3) ტოლობისა 

/#/ = –-. -L4-(ბ»! + 2 4: 8, 4X#ყ -L 4) C) (Mყ)?| = 
1 

  

/'' (Xა, ყი) == | (Xე + ბX, ყი + #ყ) –– /CX ყი)<-0, როცა 4 <0, 

ე· ი. წ (X, ყ) ფუნქციას (Xი, ყი წერტილში აქვს მაქსიმუმი, ასევე 

#4 (Xთ ყი)>>0, როცა 4 >0 

და, მაშასადამე (Xი, ყი) წერტილში ფუნქციას აქვს მინიმუმი. 

2) ახლა ვთქვათ #=/4C--8?<0. განვიხილოთ მრავალწევრი 

CX2? -L 28X + 4. 

რადგანაც 87“-4C>0, ამიტომ შეიძლება შევარჩიოთ ორი X, და X 
რიცხვი ისეთი, რომ 

CXL-+- 28X, + 4 >>0, CX-+L28X, + 4 <0.



მეორე რიგის კერძო წარმოებულობის უწყვეტობის ძალით 

II (C1XL-L 278) X, -L 24.) = CXL+28X + 4>9. 
#ტX-–3–-0 
ტყ–>0 

გამომდინარე აქედან არსებობს #Vი წერტილის ისეთი მიდამო 

” (/Vე,; მ), რომ თუ #M (X-+ #X, ყე + #სV)C V (/Mე, 8), მაშინ 

C.X +- 28,X, + 4. >9. (21.4) 

განვიხილოთ ახლა /M,ც წერტილის ნებისმიერი /( (/VIე, 8”) მიდამო ისეთი, 

რომ ბ <8. შეიძლება შევარჩიოთ ისეთი ჯ >> 0 რიცხვი, რომ 7V#, (X--L7, 

ყი + XIX,)CV (MM, ). დავუშვათ, რომ /#X = ს, #ყ = IX, მაშინ (21.4) 
უტოლობის ძალით, (21.1) ტოლობიდან გვექნება 

ტ# = ! (CMი + #4ტX, ყი -+ ტყ)–)(%V ყი) =< 

== > (C, XI + 2811) + 4)) > 9. (21.5) 

თუ ჯ-ის მიმართ ჩავატარებთ ანალოგიურ მსჯელობას, მივიღებთ, 

რომ არსებობს /V I (Xე + #X, ყი -L /#სყ)CM(/M, ბ”) წერტილი ისეთი, 
რომლისთვისაც 

#წ(%» Vყ) <0. (21.6) 
(21.5) და (21.6) ოუტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ /ი წერ- 

ტილის ნებისმიერ მცირე “მიდამოში / (X, ყ) ფუნქციის სრული ნახზრ– 

დი არ ინარჩუნებს ნიშანს, ე. ი. #Iი ექსტრემუმის წერტილი არ აირს. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. 1. თუ 4C--82=0, მაშინ ფუნქციას, შეიძლება 

ჰქონდეს ექსტრემუმი და შეიძლება არა ე. ი. „საეჭვო“ შემთხვევაა, 

რის გამოც საჭირო ხდება დამატებითი გამოკვლევის ჩატარება. 

მართლაც, თუ /(X, ყ) = Xმ + ყვ, მაშინ წ; = 4) და /ყ == 4ყ?, 
ჯკ52 = 12 X2?, I». =0 /,: == 12 Vყ. 

ადვილია შემჩნევა, რომ (0,0) არის სტაციონალური წერტილი და 

/# (0, 00.=4#4C––82?1=0, ე. ი. საეჭვო “შემთხვევაა ცხადია, რომ (0, 0) 

წერტილზე მოცემული ფუნქცია ღებულობს მინიმუმს. 
ახლა განვიხილოთ ფუნქცია I (X, ყ)=X1+ყბ. წერტილი (0,0) ამ 

ფუნქციის სტაციონალური წერტილია და ტ (0, 0)=#4C––82=0, ე. ი. 

საეჭვო შემთხვევაა. ადვილია ჩვენება, რომ (0,0) არ არის ექსტრემუ– 
მის წერტილი. მართლაც სხვაობა ჯ (0, M)––I (0, 0:>0, როცა ყ>0 და 

1 (0, ყ)–- (0, 09<0, როცა ყ<0. ამრიგად, სრული ნაზრდი (0,0) წერ– 
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ტილმი ნიშანს არ ინარჩუნებს. ე. ი. (0,0) წერტილი ექსტრემუმის. 

წერტილი არ არის. 

შენიშვნა 2. თუ #>0, მაშინ 4 = ჯი (Xა, ყი) და C =- /%2(Xი, V/იე) 

რიცხვებს აქვთ ერთნაირი ნიშანი. ამტომ #>>0 ან 4<0 პირობების. 

შემოწმების ნაცვლად შეიძლება შევამოწმოთ C >>0 ან C<90 პირობები 

მაგალითი ვიპოვოთ ექსტრემუმი ფუნქციის 

2=V/V(X, ყ) = XX + 3ჯყ0-- 15X-––- 12ყ. 

ამოხსნა. ვიპოვოთ წ(X, M) ფუნქციის სტაციონალური წერტი– 

ლები სისტემიდან 

-I- 37 - ვყეზ-–-15=0 

მ2 
“მ. = 6Xყ–– 12 =:0. 

სისტემის ამონახსნებია (-––-1;--2), (1;2), (2;1), (<–2;--1), ე. ი. სტაცი– 

ონალური წერტილებია #V)(-1; – 2, #M,.(1; 2,1 /VMვ(2; 1);. 

M#M,(--52; –“- 1). 

მ72 
გვაქვს 1= “12 X, 8= 

= 46-87: = 3600 –- ყშ. 
1) #C-–1; ––-–2)=––108<0, ამიტომ ფუნქციას #, C-1; ––-2) წერ– 

ტილში ექსტრემუმი არ გააჩნია. 

2 #(1; 22=–-108<0, ამიტომ ფუნქციას /#ი(1; 2) წერტილში 

ექსტრემუმი „არ გააჩნია. 

ვ) # (2; 11=108>0 და /04=12>0 ამიტომ ფუნქციას VVIვ(2: 1): 

წერტილში აქვს მინიმუმი 2,კე = /(2; 1) = –– 28. 

4) #C-2, –-–1)1=1082>>0 და 4=-12<0 ამიტომ ფუნქციას. 
M,C-2; 1) წერტილში აქვს მაქსიმუმი 2,1; = ”(-–- 2; –– 1) = 28. 

4. 0! (71>2) ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის არსებობის საკმა-. 

რისი პირობა. მრავალი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის არსებობის. 

საკმარისი პირობების დასადგენად დაგვჭირდება ზოგიერთი დებულე- 

ბა კვადრატულ ფორმებთან დაკავშირებით (რომელსაც მოვიყვახთ: 
დაუმტკიცებლად). კვადრატული ფორმა ეწოდება შემდეგი სახის, 

ფუნქციას 

I”. ” 

C (II) = ბ 2 თს ჩი 
_– 

სადაც Mჩ= (MM, 'თ ... ჩი) C I2”, C;; == C|,- 

2 მ?2 =6ყ, C= მ?2 

მჯ მყ მყ" 
    =6ყ, #ს(X, ყ)=-



განსაზღვრება 21.4. დ (I) კვადრატულ ფორმას ეწოდება: 

1) დადებითად განსახღვრული, თუ ნებისმიერი /, (ჩე, ჩი, ...; Mფ)52“ 

-540(0, 0,..., 0)-სათვის 
დ(.) >0. 

2) უარყოფითად განსახღვრული, თუ ნებისმიერი #(/M, ჩე, ..., ა) >- 

:5<–00(0, 0,..., 0)-სათვის 

დ (6) < 0- 

3) არაგანსაზღვრული (ნი'მანცვლადი), თუ არსებობს # და #” წერ- 
, ტილები, ისეთი, რომ C (M)>0, ხოლო თ (#7) <0. 

დაუმტკიცებლად მოვიყვანოთ სილივერსტროვის? შემდეგი თეო- 
რემა. 

თეორემა 21.3 (ცყრიტერიუმი კვადრატული ფორმის განსაზღ- 
გრულობის შესახებ) იმისათვის, რომ თ (ს) კვადრატული ფორმა 
“იყოს: 1) დადებითად განსახღვრული, აუცილებელია და საკმარისი, ამ 
«ფორმის მატრიცის მთავარი მინორები იყოს დადებითი, ე. ი. 

C11 C19ი'' CI 

C11 რი 
„,/ს1=011 =>90, გა == > 0. 

Cი1 რათ“ თვ 
=>90, ... ა%X-- 

  

  C21 C22 

0: თ, რფ. | 

2) უარყოფითად განსაზღვრული, აუცილებელია და საკმარი- 

სი-- თ (ი) ფორმა იყოს დადებითად განსაზღვრული ე. ი. #1<0, 

#2>0, #ვ<-0, /M>0,.... 

ლემა 1. თუ თს) კვადრატული ფორმა დადებითად განსაზღვ- 
«რულია, მაშინ მოიძებნება ისეთი 7«>0 რიცხვი, რომ; 

დ()>7IM%, სადაც |M#I = VMI+#5+-+ჩსი. (21.7) 

დამტკიცება. განვიხილოთ C (2) კვადრატული ფორმა სფე– 

„როზე 

§8=(-; 1+76+-4+77ი =1). 

„რადგანაც (0, 0,..., 0) §§ და C(ჩ) კვადრატული ფორმა დადებითად გან- 

საზღვრულია, ამიტომ CთC(C)>>0, ყოველი #C§-სათვის. 

  

. დ. სილივერსტროვი (1814––1897) –– ინგლისელი მათემატიკოსი. 
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§--ჩაკეტილი(!“ შემოსახღვრული სიმრავლეა I2”-ში, ამიტომ Cთ („) რო-- 
გორც უწყვეტი ფუნქცია §-ზე ღებულობს თავის უმცირეს მნიშვნელობას. 

რაიმე დ C§ წერტილზე, თუ აღვნიშნავთ +» = დC(/) (ჯ>>0), გვექნება» 

დ (0 >7, 'V/ C§. 

თუ #5“ (0, 0, ... 0), მაშინ | - C§ და თ ლუ =– ჯ ს : 

მაგრამ დ (ს) არის მეორე რიგის ერთგვაროვანი ფუნქცია, ამიტოგ” 

ლი 1 თ (++) = -უჯ 90) >X. აქედან მიიღება (21.7). 

ლემა დამტკიცებულია, 

ლემა 2. თუ /(X) ფუნქცის MX") წერტილის რაიმე მიდამოში. 

გააჩნია მეორე რიგის უწყვეტი კერძო წარმოებულები და ძ/ (X(–-–)=0, 

მაშინ 
7 I//1 

1. % - ” 
ტწ(XI0) = > 8 ) ,., », (XI9) ) /| X, /## X,-++ 0(0?), (21.8X-» 

(=1 |=1 

სადაც 0? = # XI + #X2 ++ #რXი· 

დამტკიცება. ტეილორის ფორმულის ძალით გვაქვს 

  

# IV (X(0)) = ძI (XI)) –- -- '2I(ა –+ 0/X)= – ძ?(XI/თ + 04%) =- 

” 

1 =--3. აი /,,,C9 + 0ტაი MX, 6, = 
( 

L=1 I|=1 

”! ” 

1 | (ბ) ტX, ტ =>-2.2, (MM, ,,(V(9) + 6) #X, #X, = 
L=1 1=1 

IM I 

1 “2 
– (ჯ'ი · 

2 ა), /) II! ჯ9)ბი6X + 

'ხ-ლIი სიმრავლეს ეწოდება ჩაკეტილი, თუ ამ სიმრავლის წერტილთა- 

(XI)) კრებადი ნებისმიერი მიმდევრობისათვი” 1171 Xჯ(C9) = XI0)C8. შევნიშნოთ, . 

ჩ->C 

რომ ვაიერშტრასის თეორემა 8.6-ს ადგილი აქვს ჩაკეტილ სიმრავლეზე განსაზღვ- 

რული უწყვეტი ფუნქციებისთვისაც. 
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» ”M 7 

+959. 8 გეტ M . ბ X, – 

2 441/- ი ი 
(== 1 ჯ==1 

I” ” 

1 
=-- ბ. ბ I. „ფრებიტი+-45--თდტი, 

( –
 

1 ; 

სადაკცკ 0<0მ<1, ტX=(04X,, #X).., სXო), 0 =)/#XI. ვაჩვენოთ, 

რომ თ(4X)->0, როცა 0-0 მართლაც, მეორე რიგის კერძო წარ- 
მოებულების უწყვეტობის ძალით, გვაქვს 8 = IმX9,,-> 0, როცა 0->0 

ამიტომ თუ სათვალიმნბი ი“ XI <1 უტოლობას, მივიღებთ: 
0 

  

MI 

'(რიI- 2,2, ერნი. 24% Cი8--ი, 
“1 / ) 0 

L=1 |1=1 

როცა 0->0. 

ამრიგად (21.8) დამოკიდებულება დამტკიცებულია. 

ლემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 21.4 (ექსტრემუმის საკმარისი პირობები). ვთქვათ 

1 (X) ფუნქციას ჯთათCნ ი." წერტილის რაიმე მიდამოში აქვს მეორე 

რიგის უწყვეტი კერძო წარმოებულები და ძ/(XII ა=0. მაშინ / (X) 

ფუნქციას XI წერტილში: 
1) აქვს მინიმუმი, როცა 'ეორე რიგის დეფერენციალი 

(0) 
ძბ I ჯ(0) = : აუ. 3 2) 20 /CX #X; 

X;0X; 
:=1 |I= 1 

დადებითად განსახღვრულია. 

2) აქვს მაქსიმუმი, როცა ძ?/(XI)) 

ლია. 

3) ექსტრემუმი არ გააჩნია, როცა ძ?/ (XI) ) 

დამტკიცება. 1) ვთქვათ 

ი. #7 
· (0) + -_ “ლლ 02 / (XII) # # 

CICI) '2 3 მX, 0X, 20% 
§==1 I=1 

უარყოფითად განსაზღვრუ- 

არაგანსაზღვრულია. 
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დადებითად განსახღვრული კვადრატული ფორმაა. მაშინ ლემა 1-ის 

ძალით არსებობს »;>0 რიცხვი ისეთი, რომ 

ძ?/ (XI ) ) > 7 | 4ტX | =107. 

ამ უტოლობის გამოყენებით (21.8)-დან მივიღებთ: 

ტ/ (#(9) )-=/ CCI9) + #X) –– / (9) > -- | #XI? + 0(| ტXI2)1= 

= – ი?(1 + თ(MX9), (21.9) 

სადაც რთ(/4X) > 0, როცა 0-0 არსებოს ისეთი მ >>0, რომ 

| თ (MX) | < -- , როცა |/#XI<- 8. ამიტომ (21.9)-დან გამომდინარეობს, 

რომ XV (XI9) -- /#MX)CV (IC, ბუ წერტილისათვის ადგილი აქვს უტოლობას 

#M 69) > 2– ი1(1-–|თ (4XI) > -L C'> 0. 

ე. ი. X(9) =- (ჯი), X§9), ,.., XI) არის წ”(X) ფუნქციის მინიმუმის წე- 

რტილი. დებულება 2) ანალოგიურად დამტკიცდება. 

3) (21.8) ტოლობა ჩავწეროთ ასე 

  

  

ი. ”# 

(9 = -ნ” 1 ბ. ” (ფა რX,  4ტX, = 
CI) 2 წა _, ',,,(X ) ი ი + თ(0%X) | = 

” /” 

- ” 
_ ი“ 

=9%| ?_ ). ,., ცხი+ძ0%ი |=% I4Cე)--თ(#X) | , (21.10) 

სადაც „,= 4X, კ) წ(=1, 2,...) II. 
ი 

პირობის ძალით არსებობს 2” წერტილი ისეთი, რომ ფორმა დადე– 

ბითია და არსებობს 2” წერტილი ისეთი, რომ ფორმა უარყოფითია, 
„” , 

მაშინ მათ შესაბამის ყ' = 852 და ყ” =-2 წერტილებზე გვექნება 
0 0 

4 (/”ჩ)>90 და #4! (/”)<0. გამომდინარე აქედან მცირე 0-სათვის 

4(9) + თ(ბი >0; 4(ყ) + თ(4ტ4X) <0.



ე. ი. Xჯ. წერტილის ნებისმიერ მცირე მიდამოში არის X” და X” 

წერტილები, რომელთათვისაკცკც /”(X) >>I(ჯ;მს) და /#(X”) </ (#9). 

ამრიგად »" ექსტრემუმის წერტილი არ არის. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. თეორემა 21.2 მიიღება თეორემა 21.4-დან, როცა 

M1=2. მართლაც, ამ შემთხვევაში 

ძ?/ ((9 ) = (ჯა (ჯ(9) #ტX? + 2 წ, (XI) ) ტX ტყ + /ყა (ჯ(9) ) ტყ?. 
სილივერსტროვის თეოოემიდან გამომდინარე ეს ფორმა დადებითად 
განსაზღვრულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

4 = თა = /ჯ (XI )->0 
და 

ტ = | ი თი | _ 9 I» –>0, 

Cრი1 რით I» ყი 

  

      

ე. ი. I ფუნქცია »2?– წერტილში ღებულობს მინიმუმს. ანალოგიუ– 

რად მიიღება თეორემა 21.2-ის სხვა დებულებებიც. 

მაგალითი. ვიპოვოთ | 

ს = I(X, ყ, 2) = X” -+L 2XV -L 4X2 + 8ყ2 -L+ 5ყ? -L 922 

ფუნქციის ექსტრემუმი. 
ამოხსნა. ვიპოვოთ I (X, ყ, 2) ფუნქციის სტაციონალური წერ- 

ტილები 

(=> = 2X-L 2ყ -+ 47 =0, 
მX 

–> 10ყ -L 82 = 0, (21.11) 
მყ 

მ“ 94. 13 8ყ+-187=0 
02 

სისტემიდან. ამ სისტემის დეტერმინანტი 

2 2 4 11 2 

2 10 8I)=8·: 1 5 4 |==8.-:16>-0, 

4 8 18 2.4 9 

        

ამიტომ ერთგვაროვან (21.11) სისტემასს გააჩნიათ ერთადერთი ამო–- 

ნახსნი X=ყ=2=90. 
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ამრიგად, V ფუნქციას აქვს ერთადერთი სტაციონალური წერტი- 
ლი (0, 0, 0). ვიპოვოთ ძ?| (0, 0, 0). 

ძ?)I(0, 0, 0) = 2ძXზ + 4ძXძყ –- 8თXძ?2 -++ 16ძყძ?2 - 10 ძყ? -L 18 ძ2?. 

რადგანაც 

– 2 2 4 | 
#1 = 2>>0; ტე = I,>8, 2 10 8|)=1282>90, 

2 10 4 88 
  

ამიტომ სილივერსტროვის თეორემის ძალით თ? (0, 0, 0) ფორმა და– 
“რდებითად განსაზღვრულია. გამომდინარე აქედან (0, 0, 0) არის ფუნ– 

ქციის მინიმუმის: წერტილი და | (0, 0, 0) =0. 

§ 995, მრავალი ცვლადის უწყვენი ფუნქციის უდიდესი და 

უმცირესი მნიშვნელობები ჩაკებილ არეჭზე 

ვთქვათ #=/) (ი) ფუნქცია უწყვეტია #” სივრცის რაიმე ჩაკეტილ 
არეზე. როგორც ვიცით ჩაკეტილ არეზე უწყვეტ ფუნქციას ამ არეხე 
აქვს უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები (თეორემა 8.7). 

ცხადია, ფუნქციის უდიდესი (უმცირესი) მნიშვნელობა ჩაკეტილ 

არეზე შესაძლოა არ უდრიდეს ამ ფუნქციის რომელიმე ლოკალურ მაქ– 
„სიმუმს (მინიმუმს) ამ არეზე. 

ასევე ცხადია, რომ, თუ ფუქცია უდიდეს (უმცირეს) მნიშვნელო- 

ბას ღებულობს არის შიგა წერტილში, მაშინ ეს წერტილი მისი ლო- 
კალური მაქსიმუმის (მინიმუმის) წერტილია. 

ზემოთ ნათქვამიდან გამომდინარეობს ჩაკეტილ არეზე უწყვეტი 

ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობების მოძებნის შემდე– 

გი წესი: 
იმისათვის, რომ მოვძებნოთ ჩაკეტილ არეზე უწყვეტი ფუნქციის 

უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობა ამ არეზე, საჭიროა გამოვთვა–- 

ლოთ ფუნქციის მნიშვნელობები ყველა კრიტიკულ წერტილებზე, ვი- 
პოვოთ უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობა არის საზღვარზე; გამოთ- 

გლილ მნიშვნელობებს შორის უდიდესი იქნება ფუნქციის უდიდესი 

მნიშვნელობა, ხოლო უმცირესი კი-- ფუნქციის უმცირესი მნიშე- 

ნელობა. 

კერძოდ თუ ორი ცვლადის 2=7(X, ყ) ფუნქციის განსაზღვრის 
არის საზღვარი არის უწყვეტი X=დ(!), ყV=§ (I) (თლ!1=ჩზ) წირი, 

მაშინ ამ საზღვრის გასწვრივ / (X, ყ) ფუნქცია არის ერთი L( ცვლადის 
(ით (ე), C(0 1 ფუნქცია, რომლის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნე- 

ლობის მოძებნის წესი სეგმენტზე ცნობილია. 

6. ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 81



მაგალითი. ვეპოვოთ 2=1--ა+ს+2ყ ფუნქციის უდიდესი 
და უმცირესი მნიშვნელობები #, ჩაკეტილ არეზე, რომელიც შემოსა- 
ზღვრულია ჯ=0, ყ=0, X+Vყ=1 წრფეებით (ნახ. 15). 

ამოხსნა. გვაქვს 

2.= –-1-–+2X=90, 
2, = 253–0. 

ე. ი. ფუნქციას სტაციონალური წერტილი არ გააჩნია. 

გამოვიკვლიოთ ფუნქცია არის საზღვარზე. 

1) ვთქვათ XX = 0, მაშინ 

ჰ| უ=1-L2ყ, 0<Vყ< 1. (0;11 
სეგმენტზე 2=1 + 2ყ ფუნქ- 
ციას სტაციონალური წერტი- 

1 ლი არ გააჩნია და 2 (0)=>1, 

2(1)=3. 

2) ვთქვთ ყ= 0, მაშინ 

ხ 2=1-X+XC, 0<Xჯ<1. 
2, =--1 +2X=0. აქე- 

    დან X = , კ). ამიტომ 

3 2. 0)= 1, 
)– 4 20) 

1. 
ვ) ვთქათ #-–ყ=1, მაშინ – X+X, 0 <<X<-1. 

2 =-–-3+2X=0, XჯX= = § |I0, 1), ე. ი. (0, 11 სეგმენტზე 

ნახ. 15 1 

2 

– 3 

სტაციონალური წერტილი არ არის, 2(0) = 3, 2(1) =1. მიღებული 
მნიშვნელობების შედარებიდან გვაქვს, რომ ფუნქცია უდიდეს მნიშე- 
ხელობას ღებულობს »X(9) =(0, 1) წერტილზე და ეს მნიშვნელობაა 
3, ხოლო უმცირეს მნიშვნელობას ღებულობს (0,0) და (1,0) წერტი– 
ლებში და ეს მნიშვნელობაა 1, 

§ 5. არაცხადი ფუნკციის ექსტრემუმი 

ვთქვათ ყ=I! (X) წარმოებადი არაცხადი ფუნქცია განსაზღვრულია 
L (X, ყ//=0 განტოლებით. როგორც ვიცით (თეორემა 20.2) 

I(CX=–- L; (X, Vყ) · 

L, (X, ყ) 
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აქედან ჩანს, რომ |” (-1=0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა'.(X,Vყ)=0. 

მაშასადამე, X#-ის იმ მნიშვნელობათა მოსაძებნად, სადაც V=/ (ჯ) 
ფუნქციას შეიძლება ჰქონდეს ექსტრემუმი, საჭიროა შემდეგი 

|” (%X, ყ) =9, 

Lჩ» (, ყ) =90 
განტოლებათა სისტემის ამოხსნა. 

ვთქვათ (Xი, ყი) არის (23.1) სისტემის რაიმე ამონახსნი. რადგან 

I” (ი) =0, ამიტომ (20.11) ფორმულის ძალით გვაქვს 

_ #2 (Xი, ყი) . 
” (Xი) = ; 
'% ”ე (Xი; ყი) 

მაშასადამე ყ=I (-) არაცხად ფუნქციას ექნება Xი წერტილში მაქსი- 

მუმი, თუ 

L.. (Xი, Mი) > 0, 

#, (Xა: Vი) 

ხოლო მინიმუმი, თუ 

ნ» (XI Vი) < 0. 

ჩ (XM Vი) 

მაგალითი. ვიპოვოთ 

L (XV, ყ) = X1-+ყმ–– 3Xყ–0 

განტოლებით განსაზღვრული არაცხადი ფუნქციის ექსტრემუმის წერ- 

ტილები. 

ამოხსნა. (23.1) განტოლებათა სისტემას აქვს სახე 

#2მ + ყ--3Xყ =0, 
ვჯ? -- ვყ = 0. 

ამ სისტემის ამონახსენია (0, 0) და (V 2 , 7/ 4). რადგანაც /#>/(0, 0)=20, 
ამიტომ (0, 0) უვარგისია. (# 2, 37 4) წერტილზე #,=3 /# 2, #.=0. 

ამიტომ //(1/ 2 )=0. შემდეგ. /Iჯი ( #2, / 401=6V 2 და ამრიგად 

I (V 2 )=– 59->-- –– 2 <9. გამომდინარე აქედან არაცხად. / (X) 

ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი X = 1/ 2 წერტილზე. 
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§ 94. პირობითი ექსტრემუმი 

§ 21-ში ჩვენ შევისწავლეთ მრავალი ცვლადის ფუნქციის ლოკა– 
ლური ექსტრემუმის პოვნის ამოცანა. ამ ამოცანის განხილვის დროს. 
ფუნქციის არგუმენტებზე არ იყო დადებული არავითარი პირობა, 
გარდა იმისა, რომ არგუმენტების შესაბამისი წერტილები უნდა ეკუთ– 

ვნოდეს მოცემულ არეს. ასეთ ექსტრემუმს ეწოდება ჩვეულებრივი 
ანუ უპირობო ექსტრემუმი. 

ზოგჯერ, მრავალი „ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის მოძებნაზე: 
ისეთი ამოცანებიც გვხვდება, როცა ფუნქციის არგუმენტები დაკავში– 
რებული არიან ერთი ან რამდენიმე „დამოკიდებულებით. ასეთ ექსტრე– 
მუმს უწოდებენ პირობით ექსტრემუმს. 

მოვიყვანოთ მაგალითები პირობითი ექსტრემუმის პოვნაზე: 
1. ვიპოვოთ მანძილი"! კოორდინატთა სათავიდან დ C, Mყ)=0 წი– 

რამდე. 

ს 2 ამ “შემთხვევაში საძებნია. 

2 = V X? + ყწ ფუნქციის მი- 
ნიმუმე იმ პირობით რომ' 

დ(X, ყ)=0. 
ბ. 2თ ფართობის მქონე; 

თუნუქის ფირფიტისაგან უნდა 

გაკეთდს პარალელეპიპედის: 
ფორმის დახურული ყუთი, 

რომელსაც აქვს უდიდესი მო– 

ცულობა, 
აღვნიშნოთ სიგრძე, სიგანე. 

და სიმაღლე შესაბამისად X, ყ 

და 2-ით, ამოცანა დაიყვანება. 

ი=XVყ. ფუ:ქვიის მაქსიმუმის 

პოვნაზე, იმ პირობით, რომ 

  

  

ნახ, 16 2XVყ -L 2X2 –- 2ყ2 = 2ძი. აქ 

საქმე გვაქვს პირობით ექატრე- 

მუმთან. 

3. პირობითი და უპირობო (ჩვეულებრივი) ექსტრემუმების 'მედა– 

რებისათვის განვიხილოთ შემდეგი მაგალითი: 2=X+ყ? ფუნქციის 

უპირობო მინიმუმი ცხადია არის 0 და ის მიღწევა (0,0) წერტილზე. 

  

“ მანძილი რაიმე ,Mა-(Xე, ყი) წერტილიდან დ (/V) = დ(X, ყ)=20 წირამდე განსა– 
ზღვრ ებით არის 0 (Mი; C%) ==. 1იL ი (ი, M). 

დ(M) =0 
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ვიპოვოთ ახლა ამ ფუნქციის მინიმუმი იმ პირობით, რომ X+V––1=0. 
ფცხადია პირობითი ექსტრემუმი არ შეიძლება ამ ფუნქციამ მი- 
იღოს (0,0 წერტილზე, რადგან ეს წერტილი არ მდებარეობს 

X-ყ--1=0 წრფეზე. ეს მინიმუმი უდრის ს და ის მიიღწევა 

1 1 
(>. >) წერტილზე” (ნახ. 16). პირველ შემთხვევაში ჩვენ გვაქვს 

მინიმუმი ყველა აპლიკატთა შორის, ხოლო მეორე შემთხვევაში მინი– 
მუმი იმ აპლიკატთა შორის რომლებიც შეესაბამებია-ნ X+ყ–1=0 

წრფის წერტილებს. 
ამ პარაგრაფში ჩვენ შევისწავლით პირობითი ექსტრემუმების 

პოვნის მეთოდებს. 

ვთქვათ, რაიმე #) C II5+- არეზე მოცემულია ფუნქციები 

ს, = დ, (X, ყ), L=1, 2)..., 7 

სადაც X=(Xს XV... X,ს) V == (9), ყი...) Vთ). 
განვიხილოთ სიმრავლე 

8 = CV, ყ) : დ,(X, ყ)=0, 1=1, 2)..., III; (X, Vყ)CL). 

განტოლებებს 

დ,(X, ყე)= 0, L=1, 2,..., II (24.1) 

უწოდება ბმის განტოლებები. 

განსაზღვრება 24.1. ვთქვათ # არეზე მოცემულია #=/ (X, V) 

ფუნქცია. /#Mე (XI), ყ(თ) წერტილს ეწოდება / ფუნქციის ლოკალური 
პირობითი მაქსიმუმის (მინიმუმის) წერტილი ბმის (24.1) განტოლების 

მიმართ (ან (24.1) პირობებში), თუ მოიძებნება #MIი წერტილის ისეთი 

# (M-6 ბ) მიდამო, რომ ყოველი (X, ყ) C #(Mა, მშ > 'წერტილი– 

სათვის სრულდება უტოლობა /”(X, ყ) <: ”/(XIV, ყ(ი) (წ (X, ყ) > 

2– I (XI), ყი) )). 
ფუნქციის მნიშვნელობებს პირობითი მაქსიმუმისა და მინიმუმის 

წერტილებში „უწოდებენ შესაბამისად ფუნქციის პირობით მაქსიმუმს 
და პირობით მინიმუმს. 

" ვპოულობთ ყ#-ს +ყ–-1=0 განტოლებიდან, ვსვამთ ყ-ის ამ მნიშვნელობას 

2=(%-+- ყ)ის გამოსახულებამი მივიღებძთ 2 = 2X#%--2X-+- 1. ჩვეულებრივი 
1 

მეთოდებით ვპოულობთ ამ ფუნკჟციის მინიმუმს. ის მიიღწევა X=-2” წერტილზე. 

1 1 
გაედეაეაეაე–< აყთა V 2 2



ფუნქციის პირობითი მაქსიმუმისა და მინიმუმის წერტილებს ფუნ- 
ქციის პირობითი ექსტრემუმის წერტილები ეწოდება, ხოლო თვით. 

ფუნქციის მნიშვნელობებს ექსტრემუმის წერტილებში ამ ფუნქციის. 
პირობითი ექსტრემუმები. 

ვიპოვოთ #M=I(X, #ყ) ფუნქციის პირობითი ექსტრემუმი ბმის (24.1) 

პირობით ნიშნავს, ვიპოვოთ (| ფუნქციის ჩვეულებრივი ლოკალური. 

ექსტრემუმი სიმრავლეზე. 

შევისწავლოთ პირობითი ექსტრემუმის ამოცანა ორი Xჯ და ყ 

ცვლადის 
2=/წ(6 #) (24.2). 

ფუნქციისათვის, ბმის ერთი 

დ(X, ყ)==0 (24.3). 

განტოლებით. 

ვიგულისხმოთ, რომ შესრულებულია პირობები: 

1) ; და დ ფუნქციები უწყვეტად წარმოებადია რაიმე #CI% 

არეში. 

2) განსახილველ /VMა (X-, Vყ0)CIL წერტილში 409 3“ 0. 

ამ პირობებში თეორემა 20.1 და 20.2-ის ძალით (24.3) განტოლება- 

M-ი წერტილის რაიმე V (V-ი, ბ) მიდამოში განსაზღვრავს ყ-ს, როგორც 

Xჯ „ცვლადის უწყვეტად წარმოებად 

ყ==§9 (X) (24.4). 
ფუნჭციას. 

თუ ყ-ის ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (24.2)-ში, მივიღებთ ერთი- 

ცვლადის რთულ ფუნქციას 

2 = I(X, C(X)), (24.5) 

რომელსაც აქვს უწყვეტი წარმოებული ჯი წერტილის რაიმე მიდა– 
მოში. 

თეორემა 20.1-ის (არაცხადი ფუნქციის არსებობის შესახებ) ძა–- 
ლით (24.3) და (24.4) განტოლებები ეკვივალენტურია, ამიტომ გა–- 
მომდინარე აქედან მართებულია შემდეგი დებულება: #Vი წერტილი 
არის I (X, ყ) ფუნქციის პირობითი ექსტრემუმის წერტილი (24.3) 

ბმის განტოლების მიმართ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა Xეი არის 

(24.5) ფუნქციის ჩვეულებრივი ექსტრემუმის წერტილი. 

ამრიგად, იმ შემთხვევაში, როცა (24.3) განტოლება ცხადად ამო– 

იხსნება ყ-ის მიმართ, პირობითი ექსტრემუმის პოვნის ამოცანა დაიჟ- 
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ვანება ერთი ცვლადის ფუნქციის ჩვეულებრივი ექსტრემუმის პოვნა- 
ზე. მაგრამ (24.3) ტოლობიდან ყ საზოგადოდ არ გამოისახება ელემენ- 

ტარულ ფუნქციებში ჯ-ის მიმართ, ამიტომ მიმართავენ პირობითი 
ექსტრემუმის პოვნის სხვა მეთოდებს რომლებიც არ მოითხოვს 

(24.3)-ის ამოხსნას ყ-ის მიმართ. ამ მეთოდის მიღების დროს ნაგუ- 

ლისხმევი იქნება მხოლოდ ყ=V(X») არაცხადი ფუნქციის არსებობის 

ფაქტი. მართებულია შემდეგი. 

თეორემა 24.1 (პირობითი ექსტრემუმის არსებობის აუცილებე– 

ლი პირობები). ვთქვათ /7V#MXი (Xი, ყი) წერტილი არის 2=/I (X, ყ) ფუნქ- 

ციის პირობითი ექსტრემუმის წერტილი ბმის დ (X, /)=0 განტოლე–- 

ბის მიმართ. თუ შესრულებულია პირობები: 

1) Mი წერტილის რაიმე მიდამოში | და დ ფუნქციებს აქვთ უწყვე–- 

ტი პირველი რიგის კერძო წარმოებულები; 

გ) 9თCი Mი) _, 0, 
მყ 

მაშინ არსებობს ისეთი 7. რიცხვ, რომელიც ჯე და ყი-თან ერთად 
დააკმაყოფილებენ სისტემას 

| 2 122, 9 
მჯ მXჯ 

24.6 
) 0 _ ,% _0, (24.0 

მყ მყ 

| დ (X, ყ) = 0. 

დამტკიცება. თეორემის პირობის ძალით ადგილი აქვს (24.5) 

ტოლობას. რადგანაც Xი არის 2=/ IX, «დ (1) |) ფუნქციის ჩვეულებრივი 

ექსტრემუმის წერტილი, ამიტომ 

L-2 
ძX 

მეორეს მხრივ (24.3) ტოლობის ძალით (Xი, ყი) წერტილში გვაქვს 

_ მ/ (Xე: Vი) -+L მ/ (XV ყია  _0V(CXI) = 0. (24.7) 
X=X მX მყ ძX   

90 _ იი. მ, _ ი, (24.8) 

(24.80) ტოლობა გავამრავლოთ რაიმე განუსაზღვრელ 2, მუდმივზე 
და შევკრიბოთ (24.7) ტოლობასთან, მივიღებთ 

მ! მდ მ; მდ XV ძყ – LI +) + - I. L) იწ) 0 _- 0, · 
მჯ >) ( მყ მყ ) ძX ? (24-V 
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შევარჩიოთ 2, მუდმივი ისე, რომ შესრულდეს პირობა 

(92 + 17, 2 _0ც 
მყ მყ 

(ეს შესაძლებელია 2) პირობის ძალით). მაშინ ასეთნაირად შერჩეული 

2-სათვის (24.9) ტოლობიდან მივიღებთ 

რთV ;9% _0 
მX მX 

თეორემა დამტკიცებულია. 

M# (ს, ყ) წერტილს რომლის ჯ და ყ კოორდინატები აკმაყოფილე– 
ბენ 24.6) სისტემას უწოდებენ პირობითი ექსტრემუმის სტაციონა- 

ლურ წერტილს ბმის დ (ს ყ)=0 განტოლების მიმართ. 

შედეგი. პირობითი ექსტრემუმის წერტილები უნდა ვეძებოთ 
(24.6) სისტემის ამონახსნის წერტილებსა და იმ წერტილებს შორის 

რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებენ ბმის განტოლებას, მაგრამ 

არ აკმაყოფილებენ თეორემა 24.1-ის 1) და 2) პირობებიდან ერთ- 

ქრთს მაინც. 
შედეგში აღნიმნულ წერტილებს, პირობითი ექსტრემუმის კრიტი- 

კული წერტილები ეწოდება. 
შევნიშნოთ ,რომ ყოველი კრიტიკული წერტილი სასოგადოდ არ 

არის ექსტრემუმის წერტილი, საჭიროა დამატებითი გამოკვლევის ჩა–- 
ტარება, რათა დავადგინოთ კრიტიკული წერტილებიდან რომელია 
ექსტრემუმის წერტილები და რომელი არა. 

ასევე შევნიშნოთ, რომ (24.6) სესტემის მარცხენა მხარეები წარ–- 
მოადგენენ 

LLCX, ყ, #) = 1 (X, ყ) -–- 2C LX, Vყ) (24.10) 

ფუნქციის კერძო წარმოებულებს X, ყდა 2, ცვლადებით. 

1 რიცხვს ეწოდება ლაგრანჟის მამრავლი, ხოლო L (X, V, 7) ფუნქ- 

ციას ლაგრანჟის ფუნქცია. 

ამრიგად, იმისათვის, რომ ვიპოვოთ 2=/ (X, ყ) ფუნქციის პირობი- 

თი ექსტრემუმის სტაციონალური წერტილი იმ პირობით, რომ ადგი- 

ლი ჰქონდეს ტოლობას დ (X, ყV)=0, საჭიროა შევადგინოთ ლაგრანჟის 

L (X, ყ, ჯ) ფუნქცია და შემდეგ მისი კერძო წარმოებულები », V და 
7 ცვლადებით გავუტოლოთ წულს, ე. ი. შევადგინოთ (24.6) სისტემა. 

მიღებული სისტემის ამონახსნი გვაძლევს სტაციონალურ წერტილებს. 

დავადგინოთ ახლა პირობითი ექსტრემუმის არსებობის საკმარისი 

პირობები. 
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ბმის დ (ს, ყ)=0 პირობებში 2=/ (X, ყ) ფუნჭციას და (24.10) ტო–- 

ლობით განსაზღვრული ლაგრანჟის L ფუნქციას ერთმანეთის ტოლი 
ურთი და იგივე ექსტრემუმები გააჩნიათ”, ამიტომ თეორემა 21.4-ის 
ძალით გვაქვს შემდეგი: 

თეორემა 24.2 (პირობითი ექსტრემუმის საკმარისი პირობე– 

ბი). ვთქვათ 7Vი (X0C, ყი) არის სტაციონალური წერტილი. და მისი კო- 
ორდინატები აკმაყოფილებს ბმის დ CX, ყ)=0 განტოლებას. თუ #ი 

წერტილის რაიმე მიდამოში I და დ ფუნქციებს აქვთ უწყვეტი მეორე 

რიგის კერძო წარმოებული, მაშინ / ფუნქციას #ი წერტილში: 

1) აქვს პირობითი მინიმუმი, როცა თ2L ამ წერტილში ძX და ძყ 
/ვლადების მიმართ დადებითად განსაზღვრულია. 

2) აქვს პირობითი მაქსიმუმი, როცა ძი? ამ წერტილში ძX და ძყ 
ცვლადების მიმართ უარყოფითად განსაზღვრულია. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ: 

1) სტაციონალურ #Mი წერტილში მეორე რიგის 02 დიფერენცია- 
ლის გამოთვლისას ჯ და ყ შეიძლება ჩავთვალოთ როგორც დამოუკი- 

დებელი (ცვლადები. 
მართლაც, როგორც ვიცით (§ 18) ზოგად შემთხვევაში მეორე რი–- 

გის დიფერენციალის ფორმის ინვარიანტობას ადგილი არა აქვს: 

მ მ 2 მ, 
ძიL= || ძძ+_+––ძ L –+–- –“– ძ“ყ. (3, +++ 4) ++ 9, 

'„ მL 
მაგრამ სტაციონალურ VIი წერტილზე 7 = 0. ამდენად 

V 

მ მ 2 ქბI = (5. ძა L- 9? ძ/) L. (24.11) 
მX მყ 

უე. ი. ამ შემთხვევაშე ი#2L გამოითვლება ისე როგორც დამოუკიდებე–- 
ლი ჯ „და ყ ცვლადების “შემთხვევაში. 

2) რადგან საჭიროა დადგინდეს ძთ2#L-ის ნიშანმუდმივობის საკითხი 

ბმის დ (ს, ყ)=0 პირობებში, ამიტომ გამოთვლების ჩატარების დროს 
საჭიროა (24.11) ფორმულაში ძყ-ის ნაცვლად ჩაისვას მისი მნიშვნე- 

__ დ; (Xი; VMი) ძჯ. 

დკ (Xი; Mი) 
ვისწავლოთ ძ2#L-ის ნიშანმუდმივობის საკითხი #ი წერტილში. 

ლობა ფორმულიჯან ძყ =- ამის შემდეგ უნდა შე- 

  

" ეს გამომდინარეობს იქიდან რომ #5 == ((C, ყ) :დ («+,ყ)= 0; სიმრავლეზე 

7X%V) –/ თი, ყი) => C(X, ყ, #) –– L (Xი:Vყ0, მე. 
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მაგალითი 4. ვიპოვოთ I (X, ყ)=ყ?--X? ფუნქციის ექსტრემუ- 

მი იმ პირობით, რომ V= 2X. : 

ამოხსნა. თუ #=2X-ს ჩავსვამთ /(X, ყ) ფუნქციაში, მივიღებთ 
| (ს, 2X)=3X?. ამ ფუნქციას გააჩნია მინიმუმი X=0 წერტილში. ე. ი. 

1 (ს, ყა=ყ!?––-ჯ? ფუნქციას ბმის ყ=2ჯ განტოლების მიმართ აქეს მი– 

ნიმუმი (0,0) წერტილში. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ თვით I (X, ყ) ფუნქციას არა აქვს ექსტრე- 
მუმის სიბრტყის არცერთ წერტილში. ამრიგად განხილული .მაგალითი 

გვიჩვენებს, რომ ფუნქციას შეიძლება არ ჰქონდეს ჩვეულებრივი ექს– 
ტრემუმი მაგრამ ბმის გარკვეულ პირობებში კი შეიძლება ჰქონდეს პი- 

რობითი ექსტრემუმი. 

მაგალითი 5. ვთქვათ C0Xყ სიბრტყეზე მოცემულია ფიგუ- 
რა რომელიც შემოსაზღვრულია საკოორდინატო ლღერძებით და 

ყ+-:-3=0 0ლXჯლშV ვ) პარაბოლით. ჩავხახოთ ამ ფიგურაში 

მართკუთხედი ისე რომ გვერდები საკოორდინატო ღერძების პარალე– 
ლური იყოს და ერთი წვერო /V (X, ყ#) მდებარეობდეს ამ პარაბოლაზე. 
ვიპოვოთ ასეთ მართკუთხედთა შორის ის რომელსაც აქვს უდიდესი 
ფართობე. 

ამოხსნა. ვთქვთ #M წერტილის კოორდინატებია ჯ და Vყ 

(ნახ. 17), მაშინ მართკუთხედის ფართობი 5 =+XჯVყ. რადგანაც # (, V) 

წერტილი ძევს პარაბოლაზე, ამიტომ მისი კოორდინატები დააკმაყო– 
ფილებენ განტოლებას ყ+X#2-3=0. ამრიგად, ჩვენ უნდა ვიპოვოთ 
5=Xყ ფუნქციის ექსტრემუმი ბმის ყ+-Xჯ2--3=0 განტოლების მი- 

მართ შევადგინოთ ლაგრანჟის- 

  

  
    

3) ფუნქცია 

1 LLCX, ყ, 7) = Xყ -L 2. (ყ -+ X2–– 3). 

ვიპოვოთ დასმული ამოცანის სტა- 

ნ. რი წერტილიბი სისტემიდან 8 (XX) ციონალური წერტილე ტემიდა 

ყ 9L = სყ + 2X7, = 0, 
> მX 

0 X ტჩ #3 X მI, 

““ =X+7X=0, 
ნახ. 17 მყ 

ყ–“+- X-- 3=0. 

ამ სისტემის ამონახსნია X=1, ყ=2, #=–-1, ე. ი. (1, 2) სტაციონა– 

ლური წერტილია, რომელიც შეესაბამება #=--1 მნიშვნელობას. გა- 
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მოვიკვლიოთ სტაციონალურ წერტილზე ლაგრანჟის # (X, ყ,--1)= 

=Xყ--ყ--X2+3 ფუნქციის მეორე რიგის დიფერენციალი 

ძმ LL(X, ყ, –– 11= L.2ძ»ჯ? + 2L.,ძXძყ + L„: ძყ? = 

= –- 2ძX? + 2 ძX ძყ = 2 ძX(ძყ –- ძX). 

ბმის ყ+X-–-3=0 განტოლებიდან გვაქვს ძიძ/=-––-2XძX. კერძოდ, (1;2» 

წერტილზე ძყ=-–-2ძX, ამიტომ 

ძ-იL(1,2, -–1)= –-6070<0 (4X=-0). 

ამრიგად, 5=Xყ ფუნქციას (1; 2) წერტილში აქვს პირობითი მაქ–- 

სიმუმი. 

მაშასადამე, ყველა მართკუთხედებიდან უდიდესი ფართობი აქვს 

იმ მართკუთხედს, რომლის გვერდებია 064 =1, 068=2. 

მაგალითი 6. ვიპოვოთ მანძილი კოორდინატთა სათავიდან 

ყ?2=(X--1)– წირამდე (ნახ. 18). 

ყ) 

  

ჩეიია, 8 X 

  
ნახ. 18 

ამოხსნა. საძებნია ”(X, ყ)=X?2+ყ?2 ფუნქციის მინიმუმი ბმის 

დ (X, ყ)=(X--1)3--ყ2=0 განტოლების მიმართ ნახაზიდან ცხადია, 

რომ ეს მინიმუმი მიღწევა # (1; 0) წერტილში. აქვე შევნიშნოთ, რომ 

ლაგრანჟის მეთოდით ეს წერტილი არ მიიღება. 
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·მართლაც, ამ შემთხვევაში (24.6) სისტემას აქვს სახე 

2X -+ 37(X ––- 1)% = 0, 

2ყ –– 27.ყ = 0, 

(C–-– 1)ე1–“– ყზ = 0. 

ამ სისტემას კი 4 (1; 0) წერტილის კოორდინატები არ აკმაყოფილე- 

ბენ. საქმე იმაშმია,ა რომ არ სრულდება თეორემა 24.1-ის 2) პირობა 

<; (1, 0) = 0. 
ამრიგად (1,0) წერტილი დასმული ამოცანისათვის არ არის სტაცი- 

„ონალური წერტილი. 

შენიშვნა. ზოგჯერ უფრო მოსახერხებელია პირობითი ექს- 

„·ტრემუმის შემდეგი საკმარისი პირობის გამოყენება: თუ (Xი, ყ0, Xი) 

-არის (24.6) სისტემის ამონახსნი და 

0 თ; (Xი, Vყი) დე (Xე) ყი) 

%ი=– დ; (Xი. ყია LX» (Xი: ყი: X»ი) L»ყ (Xი: ყი: Mი) 37“ 0, 

დყ (C 22775) L»” CXი) 90) X#ი) Lა (Xი, VI) 7) 

“მაშინ / (X, ყ) ფუნქციას ი (Xი, ყი) წერტილში აქვს პირობითი მინი– 

მუმი თუ #>0, ხოლო პირობითი მაქსიმუმი თუ #<0. 

განვიხილოთ ახალი ზოგადი შემთხვევ. ვთქვათ საძებნია 

-XL=/ (X,, Xი, ...ს X%ი; VI 9...) ყი) ფუნქციის ექსტრემუმი ბმის 

დ) (X,, Xა,...ე Xი: VI ყი...) ყთ) == 90, 

დე (X;, Xი)---ა Xია VI ყთ. »M>) =0, (24.12) 

და» (XI Xა, .. X.ა 9ყI ყ2ა .. .. წ.) =0 

«განტოლებების მიმართ. მართებულია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 24.3 (პირობითი ექსტრემუმის არსებობის აუცილე- 

ბელი პირობები), ვთქვთ /7VMა (X(0), #60), ..., X69, ყი, ყი), ..., ყა) წე- 

რტილი არის #=/ (X,, Xი,... Xთ: MI ი...) VI) ფუნქცის პირობითი 
ექსტრემუმის წერტილი ბმის (24.12) განტოლებების მიმართ. თუ შეს- 

'რულებულია პირობები: 

1) Mი წერტილის რაიმე მიდამოში / და დ,((=1, 2,..., /1) ფუნჟ- 

ციებს აქვთ უწყვეტი პირველი რიგის კერძო წარმოებულები; 
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2) Mი წერტილზე 

_მდ, _მდა_ მდ, 
მყ მყ. მყ, 

09(ი დ,..,დ,) _ 99. მთ, მდ» 

ს (9, ყთ..-; Vთ) მყ მწი მყ. 

_მდ)_ მდ, · მდ. 

მყი მყი მყ» 

36 0. 

მაშინ არსებობს ისეთი 2, 72, ..., ჯ„ რიცხვები, რომლებიც X(0), X19),,, 

, XIV, ყე, ყი... ყია რიცხვებთან ერთად დააკმაყოფილებენ სის-- 

  

  

  
  

ტემას 

მს CC, მდ ?, "0, 
0X) + 2, » მX, 

#=1 

მ, ” მ დრ» ს 7” = 0, 
მX + ' » 0Xა 

    

  

  

მ, მდ, 
7» _-- = 

მყ» + 2 # მყი 

=1 

”M 

მ, _ მდ, ”__ ს) –3L. == 0, 

მყო» + 1, ს მყი 

=1 

დე (XI, Xეც ...) Xე; MI) V9)-.·) ყი) == 9, 

დე (XI, X2. ...) Xი) ყ1) ყ2 „ყია = 0, 

დი, (XI, X2) ...უ1 X»ე) MI) ყა)... ყი) = 0. 

' 

  
  
  

(24.13).+ 

ეს თეორემა მტკიცდება ისევე როგორც. თეორემა 24.1. 

93.



შედეგი. პირობითი ექსტრემუმის წერტილები უნდა ვეძებოთ 
X24.13)-ის ამონახსნის წერტილებსა და იმ წერტილებს შორის რომელ- 
თა კოორდინატები აკმაყოფილებენ ბმის (24.12) განტოლებებს, მაგ– 

რამ არ აკმაყოფილებენ თეორემა 24.3-ის 1) და 2) პირობებიდან ერთ- 
ერთს მაინც. 

თუ განვიხილავთ დამხმარე ფუნქციას 

თ“ 
5 

ს, 7. X-ს ყMც ში.) ოა რ 29). M)=1+ 2. დ. (24.14) 
ჩ=1 

მაშინ (24.13) სისტემა ჩაიწერება მოკლედ 

  

  

მL = 0, (=1, 2)... MM, 
0X, 

მL =0, #ჩ= 1, 2,..., 77, 
მყ, 

XX _ 0, /=1,9,.,M მ?., 

2.,(/) =>1, 2, ...,7) რიცხვებს ეწოდება ლაგრანჟის · მამრავლები, ხოლო #L 

ფუნქციას ლაგრანჟის ფუნქცია. 

თეორემა 24.4 (პირობითი ექსტრემუმის საკმარისი პირობე- 

2ბა). ვთქვათ. /V(ი(XI2, XL), ..., XV, VI 2, ყ§, ..., ყთ), არის სტაციონალური 
წერტილი და მისი კოორდინატები აკმაყოფილებს ბმის (24. 12) გან– 

ტოლებებს. თუ #Vი წერტილის რაიმე მიდამოში / „და დ,(1(=1,2,..., 7) 

ფუნქციებს აქვთ უწყვეტი მეორე რიგის კერძო წარმოებულები, მა- 

შინ / ფუნქციას #VIი წერტილში: 

1) აქვს პირობითი მინიმუმი, როცა ძ2# ამ წერტილში ძჯX, ((= 

=1, 2,.., 8) და ძMყ, (7 =1, 2,..., 7?) ცვლადების მიმართ დადებითად 
-განსახღვრულია. 

2) აქვს პირობითი მაქსიმუმი, როცა ძ2L ამ წერტილში აღნიშნუ- 

ლი ცვლადების მიმართ უარყოფითად განსაზღვრულია. 

მაგალითი 7. ვიპოვოთ ს = XL + X ++ XV ფუნქციის ექსტრე- 

მუმი ბმის X, -- X: CL + XI + 1=0 განტოლების მიმართ. 

ამოხსნა. შევადგინოთ ლაგრანჟის ფუნქცია 

L = X-+- XC + ..+ Xს + #(C% -L Xა + + Xუ -L 1). 
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სტაციონალურ წერტილებს ვპოულობთ სისტემიდა5 

  9 = 2ჯ; -L # = 0, (=1, 2... 1, 
მX, 

X, + Xა LC + XL 1. = 0. 

ამ სისტემის ამონახსენია X,= ---“- (=1,2,.., ი), . = -=- , 
” ” 

1 1 1 
ე. ი. /Mე (–-- ა, -– –““,..) –--) წერტილი –– სტაციონალურია, 

I” I//” /7L 

რომელიც შეესაბამება 2, = –--. მნიშვნელობას. 
IL 

ცხადია, რომ 

ძი L=2 (ძ2:L-L ძXვ +---+- ძX25,) > 0. 

ამრიგად MI1ი წერტილზე ფუნქციას აქვს პირობითი მინიმუმი. 

მაგალითი 8. ვიპოვოთ /(X, ყ)=6- +” (თ=+ 0) ფუნქციის პირობითი 

ექსტრემუმი ბმის თდ(X, ყალ=X+ყ+- ჯX+-ყ-4=0 განტოლების 
მიმართ. 

ამოხსნა. ავაგოთ ლაგრანჟის ფუნქცია 

L(X, ყ) == 65% -L (0 + სყ +X+ყ-- 4). 

სტაციონალურ წერტილებს ვპოულობთ სისტემიდან 

29 _ ყი” L V(3V2-+ 1) =0, 
მჯ : 

მL 
-2> = 0თX 69XV L M(3ყ? -L 1) =0, (24.15) 

Vყ 

ლა =#+6Vყ+6X+6ყ-4=90. 

სისტემის აირველი განტოლება გავამრავლოთ ჯ-ზე, ხოლო მეორე 

ჟ/-ზე და პირველს გამოვაკლოთ მეორე, მივიღებთ 

მ, (31 –– ვემ -L X–“– ყ) = 0 

ანუ 

2. (XV –– ყ) (3X? -L 3Xყ -+ 3ყ? -L 1) = 0. (24.16) 

თუ 1 =0, მაშინ (24.15) სისტემის პირველი ორი განტოლებიდან 
გვაქვს X=ყ=0, მაგრამ X=V=0 არ აკმაყოფილებს სისტემის მესამე 
განტოლებას, ამრიგად 17.50. მაგრამ თუ 2.5-0, მაშინ რადგანაც 
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3ჯ2 -L 3Xყ -L 3ყ? -L 1 = 3(X" -++ Xყ -L ყ?) + 1>>0, ამიტომ (24.16) ტო- 
ლობიდან გამომდინარეობს X=V. თუ ბმის განტოლებაში ჩავსვამთ ყ' = X, 
მივიღებთ 

X»? + X = 2, 
საიდანაც X=ყ=1. 

(24.15) სისტემის პირველი განტოლებიდან, როცა X=V=1, 
ვპოულობთ 

1, = –- -C გი. 
4 

მაშასადამე () კ 1 – + “ ) არის ლაგრანჟის ფუნქციის სტაციო- 

ნალური წერტილი. 

რადგანაც 

ძ (6“+V) = თ(Xძყ –– ყძX) 69”, 

თ? (29XV) = 0? (Xძყ –IL ყძX)? 69XV -I. 2თ ძX ძყ 6%V, 

ძ (Xჰ -L ყზ -L X + ყ –– 4) = 6X ძX- -L 6ყ ძყ?, 

ამიტომ 

თ” L (ც, 1, –“+ რ )= 69 წ (ძX –-ძყ)?-–-2ძXძყ –– – (ძX. + რ | · 

(24.17) 

როცა X=ყ=1 ბმის განტოლებიდან გვაქვს 

ძხ“+- ძყ=0 ანუ ძყ= --ძ. 

თუ ძყ-ის ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (24.17)-ში, გვექნება 

ძ? L (1), 1, –-“)=-–-5 202. 

ამრიგად (1,1) წერტილში, როცა თ<0 გვაქვს პირობითი მინიმუმი, 

ხოლო როცა 0C>0 –– პირობითი მაქსიმუმი, ამასთან ფუნქციის ექს- 

ტრემალური მნიშვნელობაა 069. 

§ 95. უმცირეს კვადრატთა მეთოდი 

პრაქტიკაში ხშირად გვხვდება, რომ ცვლადთა შორის დამოკიდე–- 

ბულება ექსპერიმენტით, დაკვირვებით ან გაზომვის შედეგადაა მიღე– 
ბული, ე. ი. ამ ცვლადებს შორის ფუნქციონალური დამოკიდებულება 
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ცხრილების საშუალებითაა მოცემული (ფუნქციის მოცემის ცხრილუ- 
რი ხერხი). ცხრილით მოცემული ფუნქციისათვის ზოგჯერ ისმება ამო–- 
ცანა ვიპოვოთ ამ ფუნქციის მნიშვნელობა ცხრილით მოცემულ 
მნიშვნელობათა შორას (ინტერპოლირების ამოცანა) ან ფუნქცი-ს 

მნიშვნელობა ცხრილით მოცემულ მნიშვნელობათა გარეთ (ექსტრაპო– 
ლირების ამოცანა). ცხადია ამ ამოცანის ზუსტი ამოხსნა შეუძლებე- 

ლია. ჩვენ ამ პარაგრაფმე მოგიყვანთ ამ ამოცანის მიახლოებითი 

ამოხსნის ერთ მეთოდს, რომელიც უმცირეს კვადრატთა მეთოდის სა- 

ხელწოდებითაა ცნობილი. 

#ა (X) -ით აღვნიშნოთ #I-ური ოიგის ალგებრული მრავალწევრი: 

ჩა (X) = ძა + თX + + 0ც-1 X-” “1 + ძუ X-, 
სადაც ძე, 0... ი, ნამდვილი რიცხვებია, ხოლო #7 ით იმ მრავალ- 
წევრთა სიმრავლე, რომელთა რიგი არ აღემატება #I-ს. ცხადია, ადგი– 

ლი აქვს ჩართვას 

17 ლ 77, ლ ა: ლკწ-C /უ §_§ “ · 

ვთქვათ ფუნქცია მოცემულია ცხრილით 

  

X% X -... Xი 

  

2 

/.I. ყV დოთ ყი 

  

გამოვთვალოთ ყV=7#, (+) მრავალწევრის (რ, კოეფიციენტები. ჯერჯერო. 
ბით რაღაც ნებისმიერი რიცხვებია) მნიშვნელობები არგუმენტის X,, X;, .... X” 
მნიშვნელობებისათვის. ვთქვათ ეს მნიშვნელობებია 

ყ,=ჩ,, (ა), 1=1, 2...) 8. 

მაშინ სხვაობები 

ყ; –-ყ,=ყ, – #,, (XI), L=1, 2... / 

არის ის ცდომილებან-, რომლებიც მიიღებიან ოვ Vყ, -ის მნიშვნელო– 

ბებს შევცვლით ყ, მნიშვნელობებით (L=1, 2,..., /)). 

განვიხილოთ ფუნქცია 

/) 

566, 0. 0„)= ა) IM --(% + 0X, ++ 0. XII, _ (25.1) 
; : 

97': 4. ს. როლღურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშეილი



ის MI+I ცვლადის ფუნქციაა (ცვლადებია ძე, 0,,..., თ,), თანაც არის ამ 
ცვლადების მეორე რიგის მრავალწევრი, ამასთან 5 >> 0... : 

ჩვენ შევისწავლით ამოცანას: MI, კლასში ვიპოვოთ #,, (X) მრავალწევრი 
ისეთი, რომლისთვისაც 5 (ძა, ძ,,..., ი„) ფუნქცია მიიღებს უმცირეს მნიშვ- 
ნელობას, ე. ი. (25.1) გამოსახულებაში შევარჩიოთ ძე, თ,..., მ» კოეფი- 

ციენტები ისე რომ 5 ფუნქციამ მიიღოს მინიმლური მნიშვნელობა. 

თ; (=0, 1,..., MI) კოეფიციენტების ასეთ მნიშვნელობებს ეწოდება საუკე- 
თესო მნიშვნელობები, ხოლო ამ კოეფიციენტებით შედგენილ #,, (+) მრა- 

ვალწევრს საუკეთესო მიახლოების მრავალწევრი უმცირეს კვადრატთა მეთო- 

მართებულია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 25.1. /7,, კლასში არსებობს ერთადერთი საუკეთესო. მიახ- 
ლოების 1 (X) მრავალწევრი, ე. ი. არსებობს ერთადერთი- ჩა. (X)C I/ 

მრავალწევრი ისეთი, რომ 

2 
ლლ 

· · · 

აპ Iყ,––ი(X,)) ბ1= II9 2. IV, –– ჩ,. (X,)1)?. 
– ჩიე) C IV» C 

L=1- §(=>1 

დამტკიცება. სიმარტივისათვის დამტკიცება 

ML= 1-თვის, ე. ი. ვეძებოთ ისეთი ყ=ი0იX+ხC//, 

რომლისთვისაც 

ჩავატაროთ 

მრავალწევრი, 

,, 
– 

5C0,ხ)= » IV, – (0X, + ხ)1? 
I 

(=1 

ფუნქცია მიიღებს უმცირეს მნიშვნელობას. 

ამრიგად, ამოცანა მდგომარეობს შემდეგში: ვიპოვოთ თ და ხ-ს ის 

მნიშვნელობები, რომლისთვისაც 5 (თ, ხ) ფუნქციას ექნება მინიმუმი. 
გვიპოვოთ ექსტრემუმის წერტილები სისტემიდან 

ჩ 

„აე=––-–2 -– : : = 0, – _” 
(=1 

” 

5-=-2 >» I-C +ს)1=0. 
(=1 

08



აქედან 
” ” წ/1 

თა. M+ხ > %= > XV 
4 

(=1 (=1 (=1 - . (25.2) 

თ ». X; + ხ, = ბ). ყ,. 

წლ! §=1 

ვაჩვენოთ, რომ (25.2) სისტემას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი თ და 

ხ-ს მიმართ და რომ თ და #-ს ამ მნიშვნელობებისათვის 5 (თ, ხ) ფუ5- 

ქცია მიიღებს მინიმუმს. 

(25.2) სისტემის დეტერმინანტია 

” ჩ 

ა X ა X, 

(=1 ( 

    –. · ჩ 

(=1 ს 2 
(ს = = /! ა X; –( ა #) = 

” ' -_ – 

” ჩ 

= -- ?, », (X, –– X))ზ. (25.3) 

(=--! I1=1 

რადგანაც X,2-X,, როცა (5-7, ამსტომ (25.3)-დან გამომდინარეობს, 

რომ #>0, ე. ი. (25.2) სისტემას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი. 

ვაჩვენოთ ახლა, რომ თ და ხ-ს ამ მნიშვნელობებისათვის 5 (თ, ხ) 

ფუნქცია ღებულობს მინიმუმს. გვაქვს 

” ” 
2 2 “ 

4- > =2) # 8= 9? -2 2 M C= --> 2. მი? : მი0ს მხ? 
L=1 (=1 

გამომდინარე აქედან 

    

”M ჩ ”M ” 

–- 2 

4C –- 8:=4 (== C> ა ” =2 2 ბ ს–X.9>9. I) + ( /., ') C ,) 

LC -1 ჯ=1 წხ=1 |I|=1 

რადგანაც „7 = ი- =>>0, ამიტომ /MI(თ, სხ) წერტილზე გვაქვს მინიმუმი. 
ე? 

ყე



ანალოგიურად შეიძლება ჩავატაროთ მსჯელობა #M1> 1-ისათვის. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

უმცირეს კვადრატთა მეთოდის ბლოკ-სქემა 

  

    
  

    

  

    
2-=2-+:%უ - VCყ->+ყ. 

X/=XX/+X? , 9:9ე ყ, 
  

        
  

  

“/ წწ 

” C, % 
ა ა_–- 

==» 
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უმცირეს კვადრატთა მეთოდის პროგრამა ბეისიკის ენაზე 

5 წM-–- –- M010# I8MM6Lნ6IIIX I82ე02108 –– –- –_ 
10 0ნნწნM /L0:! წ0L 00I0I #5 LILL ++ 1 
22 ხIIM XVI), V(CI) 
ვე ს#MI# M, X(1), V (1), X (2), V(2),..., XL(ი0), V (I) 
40 LC#8ნC M 
5-5 X=0X+V=0XX1=0 7 8=0. 

60 L0L /=1 10 M 
72 IC8ხ XXI), V(1) : 
80 X=X-+XLC) ა V=V+VVC) 
90 X1=X1--(X (I))--2 ს 9=0-+ XC). V(C) 
100 MCCXI I 
110 #=(Xი» V--M >. 0) ” (X--2--M « X1) 

1202 8=01 „7 X«(V -–-#ტ +. 2) 
130 სL”0X0IMI 91, 7 V=7; გ; 'X=';8 

149 LMნX ' 

უმცირეს კვადრატთა მეთოდის პროგრამა ფორტრანის ენაზე 

ხს0C0-ტM –– –– M810/ MმVM068%IIIX #82102708 –- 
0IMCM5ICM XC), V (ი), 
IIC#IL (5, 1) X, V 

1 სL0LMM#1 (L7, 4) 

X=0 

+-9 

ო 
> 

თ 
L 

810) 10 I=>1, M 

X=X-LX (I) 

V=VX+V(Cს 
X1=X1-C(X (1))+%2 
ხ=C-+X(CსI.· (I) 

1 CCMIIMVსC 
#ტ=(X .V-M · ს) „” (X «.-2-M>X1) 

8ნ=(1 7%=.-C –- #ტ+>+7X) 
VCIIC (6, 1) #, 8 
510L, 
CMC 

' 401



მეორე თავი 

განუსაზღვრელი ინტეგბგრალი 

§ 1. პირვანდელი ფუნქცია. განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

“დიფერენციალური აღრიცხვის ერთ-ერთი ძირითადი ამოცანაა მო–- 

ცემულე ფუნქციის წარმოებულის მოძებნა. მათემატიკური ანალიზის 

მრავალმხრივ გამოყენებებს (გეომეტრიაში, მექანიკაში ფიზიკაში, 

ტექნიკაში) მივყავართ შებრუნებულ ამოცანამდე ვიპოვოთ ისეთი 

# (XX) ფუნქცია რომლის წარმოებულე უდრის მოცემულ I(X) ფუნ- 

ქტციას. 

ი ასეთი ამოცანაა მაგალითად მატერიალური წერტილის მოძრაობის 
კანონის დადგენა, როდესაც მოცემულია მისი მოძრაობის სიჩქარე ან 

აჩქარება. 

განსაზღვრება 1.1. #(ა) ფუნქციას ეწოდება 1 (X) ფუნქ- 

ციის პირვანდელი 10: ხ| შუალედზე, თუ ამ შუალედის ყოველ წერ- 
ტილზე # (X) წარმოებადია და /'” (X) =/ (X). 

ანალოგიურად განისაზღვრება პირვანდელი ფუნქცია უსასრულო 

შმუალედებზე. 
# (X) ფუნქციას ეწოდება I (I ფუნქციის პირვანდელი (თ, ხ) სეგ– 

მენტხე, თუ 1Iთ, ხL შუალედი ყოველ წერტილზე #” (01=/ 0) და 
MC+)=1C6+), ”6–)=16-). 

მაგალითი 1. L(0=. V1-Xჯ წარმოადგენს I(X) = – => 

ფუნქციის პირვანდელს 1–- 1; 1I „შტალედზე, ვინაიდან ამ 'შუალედის ყოველ 

წერტილზე ( V1-– #2)? = –– -–==> · 
მ აგალითი 2. 510 X წარმოადგენს ლ05» ფუნქციის პირვან– 

დელს 1--%; + CC შუალედზე, ვინაიდან ამ შუალედის ყოველ წერ- 
ტილში (§10 X)”/=005 X. 

  

  

1 
მაგალითი 3. 102 ჯX წარმოადგენ “–“–- ფუნქციის პირვანდელს 

Xჯ 

10; + .შუალედზე, ვინაიდან ამ მუალედის ყოველ წერტილზე 

1 
(Iი XV =––-. 

Xჯ 
1 · _ 

მაგალითი 4. ფუნქცია # (X) = --- (მXC51ი X + XV1--X9) წარ- 

მოადგენს / (X) = V1--X2 ფუნქციის პირვანდელს L-- 1; 11 სეგმენტზე, ვი- 
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1 
ნაიდან 1-- 1; 1L ინტერვალს ყოველ წერტილზე (-- (მ10510 X + 

+ XVI--2) ) = V1--# და ჩ(-1+)=/ C-1+), #I(1 –)=/(1–). 
შევნიშნოთ, რომ, თუ # (XX) წარმოადგენს მოცემული I (XX) ფუხქ- 

ციის პირვანდელს, მაშინ /”(ა)+C, სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, 

აგრეთვე წარმოადგენს (ლე ფუნქცის პირვანდელს, რადგან 

(„I (9) -+-+ C)' = #'C0 .= 7 (0. 
თეორემა 1.1. თუ (ა) ფუნქციის პირვანდელია # (XX), მაშინ 

| (0) ფუნქციის ყველა პირვანდელების სიმრავლეა 1(ჩ” (X)+C:CC#V). 

ე. ი. ერთიდაიგივე ფუნქციის ორე პირვანდელი ფუნქცია ერთმანეთი- 

საგან განსხვავდება მხოლოდ მუდმივი შესაკრებით. 

დამტკიცება. ვთქვათ 6 (ეე) არის ”(CX) ფუნქციისაგან განსხვავებული 

I (X)-ის პირვანდელი ფუნქცია, ე. ი. CI (X)=/ (X) და #" (X)=/(X). აქედან 
#L” (X) = დ" იე. 

როგორც ვიცით, თუ ორი ფუნქციის წარმოებული ტოლია, მაშინ 

ეს ფუნქციები ერთმანეთისაგან მუდმივი სიდიდით განსხვავდებიან, 

ე. ი. 0X (L)=#ჩ (X)+ C. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრება 1.2. წ”(1) ფუნქციის ყველა პირვანდელების 
სიმრავლეს რაიმე #ტ შუალედზე ეწოდება განუსაზღვრელი ინტეგრა- 

ლიე წ 00 ფუნქციიდან ამ შუალედზე და II ძუ სიმბოლოთი აღი– 

ნიშნება. ე. ი. თუ # (I) წარმოადგენს ((ა) ფუნქციის პირვანდელ 

ფუნქციას, მაშინ 

IIთ ძა = #60) +C, 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

უკანასკნელ ტოლობაში |(ლე-ს ეწოდება ინტეგრალქვეშა ფუნქ– 

ცია, I” (X) 7X-ს ინტეგრალქვეშა გამოსახულება, ხოლო სიმბოლოს | _ 

-”ნტეგრალის “ნიშანი. 
განუსაზღვრელი ინტეგრალის მოძებნეს ოპერაციას (გაწარმოების 

შებრუნებულ ოპერაციას) ინტეგრება ეწოდება. 

თუ I” (X) ფუნქციას აქვს პირვანდელი ფუნქცია, მაშინ ამბობე5, 

რომ I (X) ინტეგრებადი ფუნქციაა. 
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ისმ-ს კითხვა: არსებობს თუ არა რაიჭე მუალედზე განსაზღვრული 
ნებისმიერე ფუნქცის პირვანდელი ფუნქცია? ამ კითხვახე პასუხი 

სახოგადოდ უარყოფეთია, თუმცა შემდეგ თავში ნაჩვენები იქნება 

(იხ. თავი III, თეორემა 7.3), რომ შუალედზე უწყეეტ ყოველ ფუნქ- 

ციას გააჩნია პირვანდელი ფუნქცია. 

შევ5იმნოთ, რომ ელემენტარული ფუენაციის წარმოებული არის 
ელემეზტარული ფუნქცია. მტკიცდება, რომ ზოგიერთი ელემენტარუ- 
ლ.ა ფუნქციის პირვანდელი ფუნგცია არ წარმოადგენს ელემენტარულ 

ფუზქევიას. მაგალითად. 
–ჯ 9 2 §I X 005 X 6ჯ 

ი2 ,ც 511 X7, 005X”,     
  

? ? ? 

II X X XX» X 

უწყვეტი ფუნქციებია თავიანთ განსაზღვრის არეში, ამიტომ მათ 

გააჩნიათ პირვანდელი ფუნ4ქციები, მაგრამ მათი პირვანდელები არ 

წარპოადაენენ ელეზენტარულ ფუნქ მიებს, ე. ი. 
- 

1 - ძა, |აი» ძX, |თააბძთ | > – _ ძX, |“ ა0X/ ძი |“-“ ძჯX 

არ წარმოადგენენ ელემენტარულ ფუნქციებს. 

  

§ 2. ბანუსაზღვრელი ინტეგრალის ძირითადი თვისებები 

1. განუსაზღვრელი ინტეგრალის დიფერენციალი ინტეგრალქვე მა 
გამოსახულების ტოლია, ე. ი. 

ძ I 00) ძ» = (00ძ». 

მართლაც განუსაზღვრელი ინტეგრალის განსაზღვრების თანახმად 

ძ 
(1 I(X) ძX ) = | (X). 

აქედან ცხადია, რომ 

“I ხი ძი = 1 00ძX 
9. განუსაზღვრელი ინტეგრალი რაიმე ფუნქციის წარმოებულიდან 

ამ ფუნქციისა და ნებისმიერი მუდმივის ჯამის ტოლია, ე. ი. 

IC (MI ძ«=#C0V) +C, 

ან რაც «გივეა 

|ძნიი=ჩ00 +C. 

41% “



ეს თვისება უშუალოდ გამომდინარეობს განუსაზღვრელი ინტეგ- 

რალის განსაზღვრებიდან. 

8. თუ I(X) ინტეგრებადი ფუნქციაა, მაშინ #71! 0ე, სადაც 4 მუდ- 
შევი სიდიდეა, აგრეთვე ინტეგრებადია და როცა #45=-0 მართებულია 

ტოლობა 

|4 (0 ძი = 4 II ცი ძი. =>. 

4. ორი ინტეგრებადი ფუნკციაის ჯამი ინტეგრებადია და 

IV (X) + წ(X) | ძ0X = | კ(X)ძა + IL (X) ძX. (2.2) 

მე-3 და მე-4 თვისებები გაპომდინარეობს იქიდან, რომ 1-ლი თვი- 

სების ძალით (2.1) და (2.2) ტოლობების ორივე ნაწილის წარმოებუ- 

ლები ერთმანეთის ტოლია, ე. ი. ისინი წარმოადგენენ ერთიდაიგივე 

ფუნვშციის განუსაზღვრელ ინტეგრალებს. 

შევნიშნოთ, რომ (2.2) ტოლობა მართებულია ინტეგრებად ფუნქ- 

ციათა ნებისმიერი სასრული ჯამისათვის. 

შენიშვნა. (2.1) და (2.22) ტოლობები გვესმის სიმრავლური 

' თვალსაზრისით. 

5. თუ # (XV) არის წ”) ფუნქციის პირვანდელი ფუნქცია, მაშინ 

IIC + ხ)ძ(= -'-ჩ რჯ + ხ0)+C. 
(/ 

ამ თვასების მართებულობა უშუალოდ გამომდინარეობს განუსა–- 

ზღვრელი ინტეგრალის განსახღვრებიდან და რთული. ფუნქციის გა- 

წარმოების წესიდან. 

§ ვ. ძირითად ინტეგრალთა ცხრილი 

ელემენტარულ ფუნქციათა წარმოებულების ცხრილიდან, განუსა- 
ზღვრელი ინტეგრალის განსაზღვრების ძალით, მიღება ძირითად ინ- 

ტეგრალთა შემდეგი (ცხრილი: 

+1 
X" + C(X>2--–1), 1) | <4 = 
თ -L1 

2) | + –იIXI+6C 
X 

3) (აი»4: =-–-00:X+C,



4) 1 C05 X ძX = ა1ი ჯ -L C, 

  5) | ძX =წV91 -+- C, 

  

  

005“ 1 

6) LL =-- ა9ყX+C, 
_I 510“ Xჯ 

” ც0X 

7) |ი-ძჯ= –+ C, 
1 1იძ 

ზ) | 6-ძX=6”-+C, 

ი ძ;: 

  

9 _ “== 20:ძX4+C=–მ2-00ჯX+C, ა) | 1+- 7: 9ყX+ 8 

( ძX . 
10) |,„'ეაა„|––– =მI0ლ510X + C = –– მIXC-005X + C, 

1 V1--X 

11) | 5XძX=0ხX-+C, 

121 |C0XძX=5იX–+C, 

  

    '„ ი 
13 =10X --C, 

) უე) C?X + 

” - 

14 |-% –. იხ»+C. 
უე) §53ი?X 

თუ გავითვალისწინებთ განუსაზღვრელი ინტეგრალის § 2-ში მოყ– 

ვანილ მე-5 თვისებას, უშუალოდ შეგვიძლია გამოვთვალოთ ინტეგრა- 

ლები ისეთი ფუნქციებიდან, რომლებიც მიიღებიან ძირითად ინტეგ- 
რალთა ცხრილის ინტეგრალქვემა ფუნქციებისაგან დამოუკიდებელი 

ცვლადის წრფივი ფუნქციით შეცვლით. 
მაგალითად: 

1. (+ -! Iი1I0X+ხI+C, 
იძX + ხ ძ 

2. IV (თX + ხაძჯ = –– 1 ლC05 (0X -L ხ) -+– C, 
ძ 
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ძჯX 1 
ვ. _"-. ხ) +C, 

I 005? (იX -L ხ) ძ §(0X4+--0V + 

4. (ლი = -“ ს + C. 
ძ 

მომდევნო პარაგრაფებში განხილული იქნება ინტეგრების ძირითა– 
დი მეთოდები და დადგენილი იქნება ზოგიერთი კლასი ფუნქციებისა,. 
რომელთა ინტეგრალები წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას. 

§ 4. ზოგიერთი მაგალითი განუსაზღვრელი 

ინტეგრალის გამოთვლაჭზე 

ისეთი ფუნქციების ინტეგრება, რომლებიც წარმოადგენს ძირითად: 

ინტეგრალთა ცხილის ინტეგრალქვემა ფუნქციების წრფევ კომბინა- 

ციას, ხდება განუსაზღვრელ ინტეგრალთა § 2-ში მოყვანილი მე-3 და 

მე-4 თვისებების გამოყენებით. 

მაგალითი 1. 

|(48-–23%-X+V>– 2 )#%– |4#4-– | 3ია»ძი+ 
1+ X? 

+IV X«-– | 2 ძX=4 |აძძი- 3 | «თარი 
1+-X? 

· ძX · 3 ევი 
1/89 ძL-–- 2 =Xჯმ?--350X-LC--XV X -- 2მICLყწXჯ -LC. +|+ X LL> X"-- 350X-+- > V ყ 

  

  

  

მაგალითი 2. 
1 

ას“ ჩრ. “აL 
4 X ჯ ჯ | 4 

+ I> ძ--2 აი +3 |+ –2 | ძX = 
X 

2X 1 4--- 1 
= 30 -- VV/#/ –-– L31)X|-–-–2ჯ++ C. C-–-VI++– 1 +» IXI 

ზოგჯერ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია მარტივი გარდაქმნებით შეიძ- 

ლება წარმოვადგინოთ ძირითად ინტეგრალთა ცხრილის ინტეგრალქვე– 

შა ფუნქციების წრფივი კომბინაციით. 
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მაგალითი 3. 

|5+-“« = | (1+ +)რ= | იი+2 | -ძ+= X+2VIXI+C. 

მაგალითი 4. 

X--2 ჯზ -L 1-3, 3 

== ძC-C= 1-–- X == , 

18“ აც XLI. IC = ერა C-- 3 მ(CLVCX+C 

მაგალითი 5§. 

| (++ | ( 1 –1 )9%=V%X-X+C. 
005? X 

მაგალითი 6. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

44. 

4-X +3 კე 
X-+1 

თუ (X1+3)-ს გავყოფთ (X+1)-ზე, მივიღებთ 

  

  

  

  

    

  

+X+3 3 თ.ა 14 · 
X-+1 X–1 

ამიტომ 

ჯე +. 3 4 
–-–--–-ძ:= X–- I. L-–-1 ძX = 

X+C1.“ IL 014 +-ფ)“ 
X“ ჯ) ჯ? =- ლ. 1 -.. LL 4I 1 C. 2 3 “+ 2 X+-4იIX+ | + 

მაგალითი 7. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ძX 
»ჯ -- ჟე , 

„ვინაიდან 

  

ამიტომ 

    

ჯზ –- თ 2ძთ X–ძ X+ძ 

X–-ძ 

X+0 

  + C. 
  

1. : 1 
=> - .ძ-- C= –-I 2ე (ი|IX-–- ძძ-––I0IX+--თძ|)+ 2ვ ი 
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მაგალითი 8, 

_ 5)I)“ X –+ 005? ჯ ძ» 

510? X <= ჯ 51117 X C052? ჯ 

= = IC Xჯ-–-CICXჯ + C. 
9 -: ჯ 

§ 5. ცვლადის გარდაქმნის სერხი 

  

    

თ 

ხშირად ახალი დამოუკიდებელი ცვლადის შემოღებით ინტეგრალ– 

ქვეშა ფუნქცია შესაძლებელია მივიყვანოთ ისეთ სახეზე, რომლის- 

ინტეგრება უფრო მარტივია. განუსაზღვრელი ინტეგრალის გამოთვ–- 
ლის ეს ხერხი ემყარება შემდეგ თეორემას: 

თეორემა 5.1. ვთქვათ X=Cდ(,) ფუნქცია უწყვეტად წარმოება- 

დია რაიმე LI შუალედზე და X მისი მნიშვნელობათა არეა. თუ X-ზე 

განსახღვრულ / (ე ფუნქციას გააჩნია პირვანდელი ფუნქცია, მაშინ #” 

სუალედზე ადგილი აქვს ტოლობას 

| თ – (IICთ1თCთ4. (5.1). 
X=დრ 

დამტკიცება. ვთქვათ # (ჯ) არის | (X)-ის პირვანდელი ფუნქ- 

ცია X-ზე. რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის თანახმად 

(” (დ(,) )' = ჩ, Iდ() 1: (ი =/ (დ (0) 1-დ' (ჩ. 

რაც იმას აიშნავს,. რომ /”Iდ(,I1დ” (I) ფუნქციის პირვანდელია. 

LLდ()სე 

  

|/I90)«Cთ«4=ჩრC0)+6 

აქედან თუ შევნიშნავთ, რომ 

# (დ(I)1+ C =(ჩM(»X) + C) 

  

  
= | /თ4 

X=ფ (I) -– 

მივიღებთ დასამტკიცებელ ტოლობას. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

(5.1)-ს უწოდებენ ცვლადის გარდაქმნის ფორმულას განუსაზღვ- 

რელი ინტეგრალისათვის. 

X=9X,) 

10უ:



შენიშვნა. (5.1) ტოლობა საშუალებას გვაძლევს X=დთ(ტზ 

„ცვლადთა გარდაქმნით II (წ) ძXა-ის გამოთვლა დავიყვანოთ II (დ(/))დ”(0))ძ/-ს 

-“გამოთვლაზე და პირიქით (=დ (X) ჩასმით | I (დ (X) ) დ (X) ძჯ-ის გამოთვლა 

დავიყვანოთ II (8) ძ(-ს გამოთვლაზე, ე. ი. 

II (დ (X) ) დ' (X) ძX 
  

= II (ჩ ძI. (5.2) 
(=დ (X) 

(5.2) ტოლობაში ზოგჯერ ნაცვლად 1=Cდ (»)) ჩასმისა გამოიყენება 
დიფერენციალის ნიშნის ქვეშ ფუნქციის შეტანა, ე. ი. 

II (დ (X) ) დ' ()ძX = (I (თ (X) ) ძდ (X). (5.3) 

მოვიყვანოთ მაგალითები: 

| – | XძX 

კ+-ძ0. 

1 
გამოვიყენოთ” ჩასმა X? +- თ=1. გვაქვს XძX = 29 ამიტომ 

1. გამოვთვალოთ 

  

=+4%-= -- იIII+C =-- IVI#+91+6. 

2. გამოვთვალოთ 

I1= (XC | 

გამოვიყენოთ ჩასმა –– Xზ = ჯ. აქედან XძX = –– –- ძ!, ამიტომ 

8 
–- + |24--“ +C =- 414“ ” + C. 

2 2 2 

შევნიშნოთ, რომ მოყვანილი და მისი მსგავსი ზოგიერთი მაგალი- 
თი შეიძლება აგრეთვე გამოვთვალოთ დიფერენციალის ნიშნის ქვეშ 

ფუნქციის შეტანის (5.3) ფორმულის გამოყენებით. 
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“ · 

#0. 

11. 

„ გამოვთვალოთ 

  

  

  

  
  

       

  

  

  

«(-) 
_ % _ – | _ 9 “–- =მC1ი -- +C, («>>0). 

1)VC--X VI-(<' ძ 

(ღი > | 4#=- | 7259 ძ005X = –-III)C0§XI -+ C. 
1 005 X 005 ჯ 

თ6XძX= | > |9>- Iი | 510 XI -+- C. 
1 510 ჯ | 511) X 

სროშაროლ  რორთლორიიი 

“ > 

IX ური | თირიო– გ” 
1 X 

” _ XძX._ ძ0“ + თ) VM>Lე =-- _– –- “ =VX+0V2+C. 
1 V2>+-=> VX-+თ # 

( ძ» – | „ ძჯ = | ძX _ 

1 §0X 280 -“ლ0§->. 2 (ყ--. ლევ >. 
2 2 2 2 

3-I+ C. = 1ი | IC 
_ ძ! –-) 

(«> 
=| 

2. 

  

  

·) 
I 16 -1C- 

ი«C+9 
(XV –“– 11 

+ C. 
  

  

..–,–– 

1



გამოვ-ყენოთ ჩასმა X-1=I. მაშინ X=7+1, IX=ძ/. ამიტომ 

ძ-L1# (( ვ. 1 –.იეო_' | 2 ! ((+ +-- + >) 

____________ 
2 1 

1 2 1 
= –- ((-–- 171 4+-3(X--11)+3)1 |--– 1-–-––--. |) C 

2 X-–1 

13. გამოვთვალოთ 

ძX 
--“”წ“წძ“_-– 

| MVX-–-1--2 

დავუშვთ MVMX-1-–2=71, მაშინ X=(ჯ-L2)”-L1, ძX= 2 (1 + 2)ძ!, 

ამიტომ გვაქვს 

I= |:/612 ძ, = 2 IC) ++ 4 = 2 + 4M|0+ C= 

=2VX-–-1+4+40ი!IV--1-2(+C. 

  

14. გამოვთვალოთ 

_ XძX 
–ი.. 1). | ასეთ ძი 69%) 

1 რ 

გამოვიყენოთ ჩასმა X? –+- 1 = 1, მაშინ XX =-ე-%. ამიტომ გვაქვს 

,  1(#_  __ 1... _1 
უეს“ 2(თთ--)) 15-1 

=- 1 . 1 + C. 
2(–-1)) (X? –- 1)-1 

15. გამოვთვალოთ 

1= _ XX _. 
VX? + 0 

დავუშვათ VXX-+0 ++ X= I, მაშინ 

ჯ 

(5====+1 )რ= 4, 
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ამიტომ გვაქვს 

ძ!  _ I= 4 = II II +C6C=1ი | X+ VC1-4I + C. 

16. გამოვთვალოთ 

LI= | V იმ –– X? ძჯ (თ>>0C). 

  

მოვახდინოთ ცვლადის გარდაქმნა X = ძ5Iი 1, 1C |– + ; > I მა– 

შინ ძX = თ0051ძ,, 1 = 80090 -“-. ამიტომ. გვაქვს 
ძ 

, = |VC იი”: · ი0C005 1 ძI = თ| C05?1 ძI = = (1 –– ა05 21) ძი = 

  

2 თ 

== (+--9ი2) –+C = 5 ((-–-5I0(V1––5Iი?1) +- C = 

2 V 9 
= 5 (იი X LI 2VXX>X ) +C. 

ძ ი: 

§ 6. ინტეგრება ზობიერთი ფუნკციისა, რომელიც 
კვადრატულ სამწევრს შეიცავს 

1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

'=L-- (6.1) 
ძX“ -- ხX -++C 

სადაც ძ5-0, ხ, C ნამდვილი რიცხვებია. 

ვინაიდან 

1 
თX? -L ხX -+ 0 = > I2ძX-+-ხ)-–(ნ1–4ძთი), 

C 

ამიტომ 

ი ი" შ' ... 
(2თX-L ხ)? –– (ხ-–– 4ძ0) 

8. ს, თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 413



აქედან ჩანს, რომ ინტეგრალის გამოთვლა დამოკიდებულია 0X2+ხX +6 
სამწევრის ნხ1-4ძთ2C დისკრიმინანტზე. თუ ხ2--406=0, მაშინ გვექნება 

ძX 2 
1I=4 ე = -----–_C 

« |--– “> 20X -- ხ + 

ვთქვათ ხ?2-4თ-C>0. თუ შმემოვიღებთ აღნიშვნებსს 2=20იX+ხ, 
ხ:2--4ძ20=#ჩ2, გვექნება (იხ. § 4, მაგალითი 7): 

|I-2) #« _ 1 ეე2-# 
22. წყ? ჩ 

ვთქვათ ახლა, ხ?-–– 4თ2< 0. თუ ს შმდელები აღნიშვნებს 2=2თძX--ხ, 
ხ" –– 400= –- წ, მივიღებთ (იხ. § 5, მაგალითი 3) 

  

  
ლ +C 

  

  

  

ძ2 2 2 ჯI= 2 = –- მICLV –– .--+ C. 
| 2? -L ჩ 5, “+ 

ამრიგად საბოლოოდ გვაქვს 

2 _ ტ2ძ კ ფთ როცა ნ?--400=0, 
20X -L ხ + “თ 46 

_ Vხ?-- ქ. 1 2თX-C-ხ--Vხ?-– 40C +C0, როცა 
#2 + ხX - 6 _ Vხზ –– 40C 20იX-+ხ--Vხ?-––- 40C 

ხ? _ 4ძ0 > 0, 

2 = 20X -L ხ 

V «00-69 V4006 –– ხ? 

9, გამოვთვალოთ ინტე გრალი 

ძX 
 თდედეეგე-– 0. 

17=== ი.ი” 
შევნიშნოთ, რომ თუ თ<0 და ხ2–40C0<0, მაშინ ინტეგრალქვეშა 

ფუნქცია არ არის განსახლრერული არცერთი ნამდვილი Xჯ რიცხვისათ- 

ვის. ამიტომ განვიხილოთ დანარჩენი ორი შემთხვევა: 

ა) ი>0. ამ შემთხვევაში 0X-+ხX+0 კვადრატული სამწევრი ასე 
წარმოვადგინოთ 

  -+-C, როცა ხზ-–-4ძ0ლ0   

2 _ #? 
თX? –+- ხX -L 2= (20X -L ნ) ++ (4ო00-–ხ)) · 

4ძ 

მაშასადამე 

ძX 
I=2Vძ –.V... 

V2 | V(20X-+- ხ)?+ (400 –– 65 
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დავუშვათ 2იX+ხ=L და 4ძთ0--ხ?=ჩ/. მივიღებთ (იხ. § 5, მაგა– 
“ჟლითი 15): 

,= _1 ( _ 1 

V. V-VI V90 

“V> I I 2თX -+- ხნ + V(20X + ხ)? -C (490 ––ხ9) | + C = 

= უ= Iი | 22X++ხ + 2Vთ(0X? +ხX+0)|I+C. 
თ 

ბ) თ<0 და ხ?--40C>0. ამ შემთხვევაში სამწევრი ასე წარმოვად– 
გინოთ: 

იI7+VI+ჩI+6=   

  

  

(ხ1-––- 4ძ0) –– (2თX –+ ხ)? 
  თX“" -- ხX -L 6 = 

  

  

  

  

–4ძ 

მაშასადამე, 

თX 
I=2V-– –---–-----–.-.-.-. 

V“-4 V(Cხ?–-– 4ძ0) –– (20X -L ხ)? 
ვინაიდან 

ძ . 1 
'„ეუუეუ– == მI051) ––– C, 

(=> ნ! 
ამიტომ 

1 . 20X+წხ 
I(=- - == მალეე C. 

V– თ V#ხ? –– 400 + 
ამრიგად : 

L Iი| 20X--ხ–-2VC(0X>-- ხX -- C) | + C, 

1 =>--= ი როცა თძ>0 
) V თX'--ხX -+C 

_ 1 ტიხაწი უ > >-=- +C, როცა თ<90, 

“თ 0 -–- 400 ხ? – 400 > 0. 

§ 7. ნაწწილოგითი ინტეგრება 

თეორემა 7.1. ვთქვათ #(X) და 9 (-) წარმოებადი ფუნქციე- 

ბია რაიმე X შუალედზე, თუ ამ შუალედზე არსებობს | თ“ (X) ძX, 

მაშინ არსებობს | V (X) ”(X) ძ» და ადგილი აქვს ტოლობას



I (X) ს! (X) ძX => M (X) ი (X)–– I (X) ს" (X) ძჯ (7.1 

| ძი = M0 –- |. (7.2, 

დამტკიცება. ტოლობიდან 

ანუ 

III (X) ს (X) 1” = V' (X) 9 (X) -+ «V (%) 9, (X) 
გვაქვს, რომ 

| (X) ს! (X) ძX = LV! (X) შ (X)|' ძX –– ს! CX) შ (X) ძ»X. (7.3» 

ვინაიდან IV (X) 9 (X) |” ძჯ=V (X) C(X)-+C და არსებობს |. (X)V' (X) ძX» 

ამიტომ (7.3) ტოლობის ინტეგრებით მივიღებთ (7.1) ტოლობას. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

(7.2) ტოლობას უწოდებენ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულას. 

ეს ფორმულა საშუალებას გვაძლევს IL. ინტეგრალის გამოთვლა. 

ღავიყვანოთ IL. ინტეგრალის გამოთვლამდე, რომელიც შეიძ– 

ლება უფრო მარტივი გამოსათვლელი აღმოჩნდეს, ვიდრე მოცემული 

ინტეგრალი. : 

მოვიყვანოთ მაგალითები ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის. 

გამოყენებაზე. 

IM = X, ძი=§1ი XX |5) 
= –- X005X -+ 

ძი == ძX, შ = –– ლ05ჯ 
1. | ჯი XძთძX = 

  

+ (თათი = –- X005X -L 510 X + C. 

9. გამოვთვალოთ 

| 1იXძX, თ>36 –-1. 

? ვერტიკალური ხახებით გამოყოფილია დამხმარე ჩანაწერი. 
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გვაქვს 

  

  

  

  

    
  

  

ძი=IX ძ0 == XXძX 

|6Iი+4– ძX ჯი! | = 
ძს=-, მშ= 

Xჯ თ -++1 

1 +1 +1 _ =I0X 1 "-, «9. #9 ელ 
დ-L1 X+1 თ-L1 (თ -L 1)? 

“ =მICLC X, ძი = XძX 
8. = ი | __ | 5%იCXძი ძი = ძX , ფ= .X- 

1+X? 2 

ჯ? 1 1 ჯმ ჯ =  X გით .I/1-. = >  გჯლიჯ ---– =- მI0L6X > |( =3L 2“ მ00I6X –– > + 

2 

+-4 გდ L C = _X +1I გყყჯ- 2. +C. 
2 2 2 

4 XთX #=X, ძი = LL 
“რ.  ყწენჯ 511“ X |= 

ძი = ძX, ე= –“ C(9X   

  

=-–--XCLჯ + |96Xი= –XX6X + ი | XI –+ C. 

ზოგიერთი ინტეგრალის გამოსათვლელად საჭიროა ნაწილობითი 
”ნტეგრების ფორმულის რამოდენიმეჯერ გამოყენება: 

(რ = X7, ძის = 6"ძX 

ძის = 2XძX, ბ = 6% 

ს=» 0ძ0=6X”ძჯ 

ძი = ძX შ = C% 

წ. | Xჯ% 6 ძა = 
    

= ჯბი?. 2I+ 6"ძX = 
    

ლ 40-20 +2 CV, = ჯბი: -  2X0X-L20%-LC. 

IL= მIL051II1X, ძხ = ძX 
2 მ105IV) X 

  

6. | მLC 511“ XძX = 

  

  

ძს=-–-----ძა, 0 = XI 
V1--X 

: XთX 
. ((=მIC51ი 2, ძ0=-==- 

. Xჯ მL0510 X V1–-X 
== XმIL05102 # –- 2 | -––===–-ძX= ქ 

M/->C I. % ი #2 
  

V1- 2” 

= XმL05102 ჯ -L 2 V1–-ჯ? მ10510 X –– 2X + C. 
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7. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1= რთა ჩი (თ=–0, ჩ =>“ 0). 

გვაქვს 
კ = 6%X ძის = 0058 XძX 

  

1= |თ+თანძ-- 

  

ძის == თ6% ძX, 9--- 510 ჩX 

= 6%, ძე =51ი ჩXძX 

    

1 . თ : = გრ §ყიზX-– + |“ 510 ჩXძX= |), ტთXქ, 9=- 00§ ჩX | 

1 თ თ? 
= ––-60%510 8X + –-- 69% რაწX--- | 6-%X C05 ჩX ძX. 

ჩ ჩ ჩ? ჩ? 

მაშასადამე 

ფთ? 

1= გ რძი ზX -- ი” 0058 ჩX –– ––– /, 
ც? 

საიდანაც საბოლოოდ გვექნება: 

  

  

  

  

1 = | C-XC05წXძX = Cთ005ჩX + ჩ5I0ი ჩX. ., + C. 

თ + წ 
8. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

| VX”-+-ძთძX. 

გვაქვს 

#=-= VX-+-თ, ძიე=ძX ძ 
|V86-«– რ უ25>- , 9= = XVX>-+ი0 –– 7 >2+6 

  

  

  = XVX2+09 -– IV2+--«++ «|-;5= >. 

აქედან § 5-ის მაგალითი 15-ის გათვალისწინებით მივიღებთ: 

|V9+2« = +-VX+2 + +– I 

148 , 

    

X·?-+-0თ      



  

(Iნორ-IVX12)+C- -)«- 

– 2#+0. VX + 6X-+-0 +- 9-ს 

  

#+-9 +VX+ X+9) + 6. 

10. მივიღოთ 

ძX 
== |- 11CVV, თ3-0 

ინტეგრალის გამოსათვლელი რეკურენტული ფომრულა. 

  

  

გვაქვს: 
1 

ს | ძ·–»? .. .  ... 
· (X? + ძე? _ 29XძX _ (ჯ"-Lი92)? 

ძს =-- “08 + უე511 ' მყ=Xჯ 

„ა (X1-+- ცშ)ბ+1. ცი რულნეი (+ ფ)ბ. ს (++ ც0“)#+1 

=- +“ + 2M1ე –– 2M0?/ 
00+ იხ" ი» 

საიდანაც მივიღებთ 

29 ––-1 4 = + ა 7.4 
11 200? (X? –+- ც2)”? 2002? (7-9) 

რადგან 

ძX 1 ჯ 
10=ლ= |–--–--- =-მიდ”«--+C, 

: | X? -+ 0? ძ § ძ + 

ამიტომ (7.4) ფორმულიდან მივიღებთ 

ჯ 1 ჯ 
IL = = მიწი ––– -L C. 

? (#2--ც3)? 20-02 -L ი + 2იზ § ძ + 

§ 8. რაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

1. მრავალწევრის დაშლა მამრავლებად. განვიხილოთ #-ური ხა- 
რისხის მრავალწევრი 

ჩ.(X) =ძეX" + 0-6 +Cთ%X+ 9% 
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სადაც ძე, თე... 0, ძე ნამდვილი ან კომპლექსური რიცხვებია, ამას- 

თან ძ„53-0, ხოლო I წარმოადგენ არაუარყოფით მთელ რიცხვს. 

დამოუკიდებელ X ცვლადს შეუძლია მიიღოს როგორც ნამდვილი, ასე– 

ვე კომპლექსური მნიშვნელობა. 

განსაზღვრება 8.1. ორ მრავალწევრს ტოლი ეწოდება, თუ 

მათი ერთნაირი ხარისხების კოეფიციენტები ტოლია. 

განსაზღვრება 8.2: ი რიცხვს ეწოდება #ნ.() მრავალ- 

წევრის ფესვი, თუ #ჩ,»(ი) = 0, ე. ი. /#ა.(X) მრავალწევრის ფესვები 
წარმდადგენს #, (X)=0 განტოლების ამონახსნებს. 

თეორემა 8.1 (ბეზუ).' თუ #,(X) მრავალწევრს გავყოფთ X -–-თ 
სხვაობაზე, მივიღებთ ნაშთს, რომელიც უდრის #, (ძ)-ს. 

დამტკიცება. თუ მოცემულ მრავალწევრს გავყოფთ Xჯ–-ძთ (X>+-ძ) 
სხვაობაზე, განაყოფში მივიღებთ #-–--1 ხარისხის #,_, (X) მრავალწევრს, 

ხოლო # ნაშთი იქნება მუდმივი სიდიდე, ე. ი. 

ჩ#ე (X) –- (X-––- ძი)ჩა-) (X) + I. 

- თუ ამ ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა X->თძ, მივიღებთ 

X=#/, (თ). 

თეორემა დამტკიცებულია. 

მედეგი, იმისათვის, რომ ჩნ,()) მრავალწევრი უნაშთოდ 

გაიყოს X-- ი სხვაობაზე, აუცილებელია და საკმარისი, რომ თ იყოს 
მოცემული მრავალწევრის ფესვი. 

განსაზღვრება 8.3. თ რიცხს ეწოდება #,(») "მრავალწევრის 

ჩ--ჯერადი ფესვი, თუ არსებობს #CMV რიცხვი და მრავალწევრი #,-, (X) 
ისეთები, რომ ყოველი ჯ-სათვის სრულდება ტოლობა 

#, (X) = (X–– ი" სხ. -.(X), (7.1) 

საღაც ჩნა-, (თ) > 0. 
თეორემა 8.2: იC6ს რიცხვი არის ნამდვილკოეფიციენტებიანი "" 

ჯL, (#) მრავალწევრის ჩ-ჯერადი ფესვი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

ხრ C) = 0, თუ / =0, 1,..,ჩ-–-1 და –90(0 2-0. (8.2) 

« ე. ბეზუ (1730--1783) -–– ფრანგი მათემატიკოსი. 

·" მრავალწევრს ეწოდება ნამდვილკოეფიციენტებიანი, თუ მისი ყველა კოეფი– 

ციენტი ნამდვილი რიცხვია. 

420



დამტკიცება. თუ ძ არის #ს,(I) მრავალწევრის #-ჯერადი 

ფესვი, მაშინ ·ადგილი აქვს (8.1) ტოლობას. ამ ტოლობის გაწარმოე–- 

ბით მივიღებთ 

ჩ,(X)= M(X-- თ)ტ-1 ნ. „(0 + (X-–- თ)"ჩე_, X)= 

= (X-- თ" "ჩნ, „(X) + L-––- თ ჩი-. X)) = (-–- თ"-1 დ (X), 
სადაც Cდ(X=#ჩ ჩ, „(XX +CX-–- თ) ჩ. „იე. დცხადია,ა რომ დ(თ) = 
= #ჩჩ,. ,„(0ი)>-0. გამომდინარე აქედან თ არის )#ე («) მრავალწევრის 

(---1)-ჯერადი ფესვი. თუ გავაგრძელებთ ამ მსჯელობას, მივიღებთ (8.2) 
პირობის აუცილებლობას. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ ადგილი აქვს 

(8.2) პირობებს, ე. ი. ი არის ჩ.ა(») მრავალწევრის ფესვი, ამიტომ 

#, (X) = (–-თ) წ (X). (8.3) 
ამ ტოლობის გაწარმოებით მივიღებთ 

ჩი (X) = § CV) + (X-– 0) 8" (X). 
საიდანაც (თ) = #ი (ძი) = 0. ე. ი. თ არის C(X) მრავალწევრის ფესვი, 

ამიტომ (8.3) ტოლობა მიიღებს სახეს 

ჩი (X) = (X-–– ი) თ (%). 

ამ პროცესის გაგრძელებით მივიღებთ, რომ თ არის ჩ,(ა) მრავალ–- 

წევრის # ჯერადი ფესვი. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 8.3 (ალგებრის ძირითადი თეორემა). ყოველ #>>1 

ხარისხის მრავალწევრს აქვს ერთი ფესვი მაინც, ნამდვილი ან კომ- 

პლექსური. 

ეს თეორემა მტკიცდება უმაღლესი ალგებრის კურსში. ჩვენ მის 
დამტკიცებას არ მოვიყვანთ. 

ამ თეორემის გამოყენებით მტკიცდება შემდეგი თეორემა. 

თ ეორემა 8.4. # ხარისხის” /#, (X) მრავალწევრს (ძ, 2-0), (ჯერა- 
დობის გათვალისწინებით) აქვს /L ფეხვი, ე. ი. ნ, (X) მრავალწევრი წარმო“ 

<დგინება შემდეგი ნამრავლის სახით 

” რ ”; 
ი 0ე=ძX-–-X#) V-X)" (XL-X#)“, (8.4) 

ს +-/I24+7:7+4+7, =7, 

სადაც X,, XV... X, არის /ე (X) მრავალწექრის ერთმანეთისაგან განსხვა- 

ვებული ფესვები, შესაბამისად. 7), #9, „I 7) ჯერადობის. ამასთან (8.4) გაშლა 

ერთადერთია. 
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დამტკიცება. ალგებრის ძირითადი თეორემის ძლით V#,(X) 

მრავალწევრს აქვს ერთი ფესვი მაინც. აღვნიშნოთ ის X)-ით, ხოლო 

მისი ჯერადობა /)-ით, მაშინ 

LL. (I21=(Cჯ – ჯა“ ». წ, (X), ”. = (X) >“ 90. 

თუ ჩ-ა =0, ე. ი. # = ჯე, მაშინ აუცილებლად ხს _ „(XI =ძა, 
1 

ამიტომ ამ შემთხვევაში 

L, (+) = რთი (+ -- ჯე)" 

და ამით თეორემაც დამტკიცებულია. 

თუ კი ”</, მაშინ # სე არის #-- ხარისხის მრავალ– 
· ჩ – 

წევრი, რომელიც არ იყოფა X–-X,-ზე, ამასთან მისი უმაღლესი ხარის– 

ხის კოეფიციენტია თ,>-0. ალგებრის ძირითადი თეორემის ძალით 

სხ (X მრავალწევრსაც. თავის მხრივ აქვს ერთი ფესვი მაინც, 
ჩ–ჩ 

აღვნიშნოთ ის ჯ2-ით, მისი ჯერადობა კი #-ით. ამიტომ გვექნება 

71... I 

L, (()=(X–-X)) (X––- #.) ა ა-ი (X), 

–– (X,) >“ 0, 1=1, 2). 

თუ. ჩოუა --.„=0 მაშინ ”. (ე0=ძა. თუ კი 

ჩ–ჩხჩ-წია 3650, მაშინ ეს პროცესი შეიძლება გავაგრძელოთ. ამასთან ეს 

პროცესი სასრული რაოდენობა (არა უმეტეს #-ისა) საფეხურის შემ– 

დეგ დამთავრდება და ჩვენ მივიღებთ (8.4) გაშლას. 

თუ (8.4) ტოლობაში ჯ-ის ნაცვლად ჩავსვამთ X,, Xა,..., X,. რიცხვე- 

ბისაგან განსხვავებულ რაიმე Xე რიცხეს, მაშინ /#, (Xე) >- 0. ეს: კი იმას 

ნიშნავს, რომ ს, (X) მრავალწევრს, ზემოთ ნაპოვნი ფესვების გარდა სხვ, 
ფესვები არ გააჩნია, ეს (8.4) გაშლის ერთადერთობასაც ამტკიცებს. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 1. თუ M#-ური ხარისხს ჩე() "მრავალწევრის სხვა– 

დასხვა ფესვების რიცხვი (ჯერადობის გათვალისწინებით) #-ზე მეტია, 

_–სცს წ” 

მაშინ #8. (X) მრავალწევრი იგივურად 0-ის ტოლია. 

შედეგი 2. თუ ორი მრავალწეგრის ხარისხები არ აღემატება. 

»#-ს და ეს მრავალწევრი ერთმანეთის“ ტოლია Xჯ არგუმენტის M+1 
სხვადასხვა მნიშვნელობებისათვის, მაშინ ისინი თანატოლია. 
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მრავალწევრების ეს თვისება უდევს საფუძვლად რაციონალური 
წილადის უმარტივეს წილადებად დაშლის კოეფიციენტების მოძებნის. 

ხერხს... 

თეორემა 8.5. თუ ნამდვილკოეფიციენტებიან #ჩ,(»X) მრავალ– 

წევრს აქვს კომპლექსური ფესვი 2=თ+ჩ! (050), მაშინ მისი შეუღ–- 

ლებული 2=თ–-ჩ! კომპლექსური რიცხვი აგრეთვე იქნება #ია»(X) 

მრავალწევრის ფესვი. 

დამტკიცება. პირობის ძალით #ჯ,, (2) = #, (თ + ზI) = 0, ამიტომ 

  

M ჩ 

LL თ– ჩა = ჩ,(21= ს ი, 2% = ი, 2'= 

ჩხ=0 ს=0 
ჩ ჩ _ 

= > თ 2= ) ძ,, 2% = #, (2) = 0 = 0. 
– · - 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ 2=Cთ+-ჩ.(%>-0) არისს ჩნ.(X) მრავალწევრის ” 

ჯერადობის ფესვი„ მაშინ 2 = CთC–--ჩ; აგრეთვე არის I1,(X) მრავალწევ-. 
რის # ჯერადობის ფესვი. 

თუ (8.4) გამლაში გადავამრავლებთ წრფივ თანამამრავლებს, რომ-. 

ლებიც შეესაბამებიან შეუღლებულ კომპლექსურ ფესვებს, მივიღებთ. 

სI-–- თ+ჩ01IL- CC–-ჩ01=I1CC-- თ –– ზ) ((L-– თ) + ჩ() = 

=(X-–- თ)? + ჩ? = 2 –– 2თX -L თ? -L წ? == ჯ? –- 0X -L 0, 

სადაც 0= –-2თ, ე=Cთ2+ ს და ი?1-- 40 <0. 
ამრიგად, თუ გავითვალისწინებთ ფესვების ჯერადობას, მაშინ ნამ-. 

დვილკოეფიციენტებიანი სე (1) მრავალწევრის (8.4) გაშლა მიიღებს. 

სახეს 

ხს. 0) =ძ,(L-–- XX)? (X –– X,) 1 - (X-- X) ს X 
! ! 

X CI + ი #X + თ)! 02 + 0:X + თა)? ·-(XX-+ 0, X + ძე” .. 

სადაც X, X-,..., X„ მს წი--» #0, 9ჯ ნამდვილი რიცხვებია და 

ი+ოი+“ ფვ6 46” + 286 +ს+-+1I) = #. 
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2. რაციონალური ფუნქციისს დაშლა უმარტივეს წილადებად. 

”-რაციონალური ფუნქცია (წილადი) ეწოდება 5C სახის ფუნქ- 
X 

ციას, სადაც # (X) და C (X) მრავალწევრებია. ამ პარაგრაფში ჩვენ ვი- 
„გულისხმებთ, რომ ჯ ნამდვილი ცვლადია, ხოლო /# (ჯ) და C (X) ნამ– 

დვილკოეფიციენტებიანი მრავალწევრებია. ამის გარდა ვიგულისხმებთ, 

"რომ # (X) და 0 (X) ურთიერთმარტივი მრავალწევრებია, ე. ი. მათ არა 

აქვთ საერთო ფესვები”. 

რაციონალურ წილადს ეწოდება წესიერი, თუ მრიცხველის ხარისხი 

ნაკლებია მნიშვნელის ხარისხზე, წინააღმდეგ შემთხვევაში მას არაწე– 

“იერი წილადი ეწოდება. 

ცხადია, რომ ყოველი არაწესიერი წილადი, მრიცხველის მნიშვნელ- 

'ზე გაყოფით, შეიძლება წარმოვადგინოთ, როგორც მრავალწევრისა და 

'წესიერი წილადის ჯამი. 

ჩვენ ქვემოთ განვიხილავთ <2 წესიერ წილადს, ამასთან ვი–- 
X, 

:გულისხმებთ, რომ მნიშვნელში ჯ-ის უმაღლესი ხარისხის კოეფიცი- 

„ენტი ურთის ტოლია. 

განსაზღვრება 8.4. უმარტივესი წილადები ეწოდება შემდე- 

"გი სახის რაციონალურ წილადებს: 

    1 -4., ი 4 (2,3, ), 
X–ძ (Xჯ–– თ” 

:8, MM. კ„  M+M _ (ს = 2, 3,...), 
» + +090 (X? + M0X -L 0 

“სადაც /#, M, M, ი, 0, ყ ნამდვილი რიცხვებია ხოლო XL2?2+#0X+ძ 

კვადრატულ სამწევრს აქვს კომპლექსური ფესვები. 
ჩვენი მიზანია დავამტკიცოთ, რომ ყოველი წესიერი რაციონალური 

წილადი შეიძლება წარმოვადგინოთ უმარტივესი წილადების ჯამის 

"სახით. 

თეორემა 8.6. ვთქვათ ით წესიერი წილადია და C2 (X) =(X––ძ)”(2I(X), 

წე/64) 

0(0) 
წილადი მეიძლება შევკვეცოთ აღნიშნულ საერთო მამრავლზე და ვიპოვოთ მიღე- 
„ბული რაციონალური ფუნქციის პირვანდელი, რომელიც ემთხვევა მოცემული ფუნ- 

„ქციის პირვანდელს მის განსაზღვრის არეში. 
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  "თუ #XX) და 0(X) მრავალწევრებს აქვს საერთო მამრავლები, მაშინ



0) (რ) 2“ 0, მაშინ მოცემული წილადი შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი 
სახით: 

#V) = 4, + L) (X) 

ით (-–-თ»” (X –– ი”! 0, (X) 
სადაც 4, ნულისაგან განსხვავებული მუდმივია, ხოლო მეორე ზშესაკ- · 

რები წესიერი წილადია. 

დამტკიცება. განვიხილოთ იგივეობა 

ნ0) _ _ 4 + Lე – 40 ი 
0“) (C--თ“ (X–– თ" თ VX 

რომელიც მართებულია /4-ს ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის. შევარ– 

ჩიოთ # მუდმივი, იმ პირობით, რომ #ს (X)–- 0, იე მრავალწევრი 

გაიყოს #--ი სხვაობაზე. ამისათვის ბეზუს თეორემის თანახმად აუცი- - 
ლებელი „და საკმარისია, რომ შესრულდეს პირობა 

  (8.5) – 

  (8.6) » 

#(0)–– 40, (თ) =0. 

რადგან # (თ)=+0 და (2, (0)5-0, ამიტომ ამ ტოლობიდან გვაქვს 

  =”რC »ი, (8.7) · 
C.(თ 

ასეთი 4 რიცხვი აღვნიშნოთ 7|-ით”. მაშინ 

ნ CV) –– 410, (X) = (X –– 0) #) (X), (8.8) 

სადაც #),(X) არის მრავალწერი, რომლის ხარისხი ნაკლებია (X--0)"–1 0)(X) 

მრავალწევრის ხარისხზე 

(8.8) ტოლობის გათვალისწინებით (8.6)+დან მიიღება დასამტკიცებ- 

ლად (8.5) ტოლობა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა წესირ –---7/X2%9 –“'--.- წილადზე თეორემა 8.6-ის გა- 

ს-თო- თლე ი 9 შშმ ბ 
მოყენებით მივიღებთ 

L. (X) 8 4 - #ა:(X) . 

(X–– თ)+“1 0) (X) ხL-–- თ!“ (ჯ-ი)/-10,(X) 

  

თუ «თ წარმოადგენს #(X) მრავალწევრის ფესვს, ე. თ. მოცემული წილადი 

წინასწარ არ იყო შეკვეცილი, მაშინ (8.27) ტოლობიდან მივიღებთ 4=0 და (8.5) 

ტოლობა ამ შემთხვევაში ფაქტიურად გვაძლეეს მოცემული წილადის X-ი სხვაო- 

ბაზე შეკვეცას. 
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თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ, საბოლოოდ გვექნება 

ხთ _ _4 , _ 4 
00 (იდV–-ითი (ჯ--თ)#-1 

ს 
„სადაც #6) წესიერი წილადია, 

C, (2) 
თუ 0, (2) მრავალწევრს აქვს სხვა ნამდვილი ფესვები, მაშინ 

სთ 
20, (X) 

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც C (X») მრავალწევრს აქვს 

„კომპლექსური ფესვები. 

” » (X) 

C, (X) 

  

  

-C -.. “4 + (8.9) 
X–-ძ 

წესიერ წილადზხე შეგვიძლია გამოვიყენოთ თეორემა 8.6. 

თეორემა 8.7. ვთქვათ > წესიერი წილადია და 

000=C0?-+0X+0#%C (XX, 

სადაც XX+/ჩ0X+ 0 სამწევრს არა აქვს ნამდვილი ფესვები და C2; (X) არ 
იყოფა ამ სამწევრზე. მაშინ მოცემული წილადი შეიძლება წარმოვად- 
ჯინოთ შემდეგი სახით: 

#0) _ _ MX+M #, თ) 
ი) (L.+ი+-+ი" (X-+90X-+0)”-10, (X) 

სადაც VI, და M, რაიმე მუდმივებია, ხოლო მეორე შესაკრები წესიე- 

რი წილადია. 

დამტკიცება. ნებისმიერი M და M რიცხვებისათვის მართე- 

ბულია იგივეობა 

ჩი _ MX + M 6 00) -– (MX + M) 0 –) 

ით (C+იX#+ი# (02 + იX + 2 0 V) 
შევარჩიოთ M და M რიცხვები ისე, რომ # (X)--(CMX+ M) C) (X) მრა– 

ვალწევრი გაიყოს X+იX+ ი სამწევრზე. ამისათვის კი აუცილებე- 

ლი და საკმარისი, რომ X?+ი90X+ხი სამწევრის ფესვები „ ვთქვათ 
თ>+ჩI!, ჩ>0, იყოს # (X)-–- (VVX+ MV) CI) (+) მრაგალწევრის ფესვებიც, 

ე. ი. ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

8(თო+ჩ0 – IM-( + ჩი) + M1C0) (თ+-ზი) = 9, 

(8.10) 

  (8.11) 

საიდანაც 

. LL(Cთ -+ჩი 
Mთ-- M-- Mზ:= ––-–. 

“” ' C, (ოთ + ჩი 
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ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილი კომპლექსური რიცხვია, რომელიც ასე 

აღვნიშნოთ #+/+2#!, სადაც 4 და ბ რაღაც ნამდვილი რიცხვებია. 

· ამრიგად 

(Vთ -L M) + /#ჩწ!: = 7? + ზ. 
უკანასკნელი ტოლობიდან გვაქვს 

Vთ-“+-M=7, Mჩზ =ბ, 

აქედან 

M#=–=-?, #-=Xჯ8--%-. (8.12) 
ზ ჩ 

ასეთი M და V რიცხვები აღვნიშნოთ შესაბამისაღ #/) და M(-ით, მა- 

შინ (8.12, ტოლობით განსაზღვრული M,; და MV, რიცხვებისათვის 

გვექნება 
# (XV) –– (M4)X + M,) 0) (X) = (X" + - იX + ძ) M) (X), (8.13) 

სადაც #,(X) მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია (XV? -L 0X + 0)ჩ“! 0, (X) 
მრავალწევრის ხარისხზე. 

(8.13) ტოლობის გათვალისწინებით: (8.11)-დან მიიღება «დასამტკი– 

ცებელი (8.10) ტოლობა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. ვინაიდან (8.10) ტოლობის მარჯვენა მხარეში მეორე 
შესაკრები არის წესიერი რაციონალური წილადი, ამიტომ მასზე შეგ- 

ვიძლია გავიმეოროთ ანალოგიური მსჯელობა. ეს იმას ნიშნავს, რომ 

თუ 0თ>+ჩ! არის C (+) მრავალწევრის #-ჯერადი ფესვი, მართებულია 

“ემდეგი სახის დაშლა: 

9(0) _ MX+ M #M-X -L M. == MV,X++VM, წ») 

000) („'+-იX+ი" 'რ(9#+ი0X+ თ”“' X+იXი C)(X) 

სადაც ჩი წესიერი წილადია. ცხადია, რომ Lი (X) წილადზე შეგვიძ- 
C, (X) 0, (X 

ლია გამოვიყენოთ თეორემა 8.6 და თეორემა 8.7 C)(X) მრავალწევრის 

ყველა სხვა ფესვების მიმართ. 

ამრიგად დამტკიცებული 8.6 და 8.7 თეორემების საფუძველზხზე 

გვექნება შემდეგი ღასკვნა: 
(XX) 

(0162) 
ჩ. M ჩ, ი "ს 

000)=(-–-%) X%-–- X·) ს (X-–-X) (ILI+ მX+6 9) > 

  

  

  თ რაციონალური წილადის მნიშვნელს აქვს სახე 

– · 
X (8 + 0აX + 0) “(I + მაX +909).



მაშინ ეს წილადი ასე წარმოიდგინება: 

    

  

    

  

(1) 
ნთ _ ტ4/ _ #4 “ 4 _ 
403 X-–_ ჯაზ (X –– «ეს XX 

(2) 
41) ქ 

+ ” M + “ ჩე–-1 დგო+ 45 

(X –– Xა) (X–– XI) X–“X 

+ · · + 

(2) 
49 ქო #4. 

+“. + – #1 –+ ··· -L ა” - + 

(X–Xჯ) (1–X) X-–--X 

MV02 Xჯ + MC) + MI)» +L MC) , MI! X-+LM,) 

: -1 

(X?1-L 0.X + თ) ' (X”-L ი:X-L 0.) ' X+90X+9ძ 

+ Mყოი»ჯ+M?__ _ M0X+M2? + M0»X+M/2 

00+90X+ძა)“ (X?-LაX-- ძ.) I X? -L მაX + ძა 

+ : : + 

ყიიაM , MყეMს)ს MC X+M,. (8.14) 
I 

(1 
I) · 

01-+-იX+0ი) (00-+-ი,7X+ძა X”-+L ი.X -L ძ. 

სადაც 740, MI(2), M;2), 8 =1, 2,..., #=1, 2,.. გარკვეული მუდ- 

მივებია. ისინი მეიძლება გამოითვალოს კოეფიციენტთა გატოლების 

ხერხით, რისთვისაც საჭიროა (8.14) ტოლობის მარჯვენა მხარე დავიყ- 

ვანოთ საერთო მნიშვნელზე და მრიცხველების V-ის ერთნაირი ხარის–- 

ხების კოეფიციენტები გავუტოლოთ ერთმანეთს, რის შედეგადაც უც- 

ნობი კოეფიციენტების მიმართ მივიღებთ წრფივ განტოლებათა სის- 

ტემას, რომლის ამოხსნაც მოგვცემს გაზლის საძიებელ კოეფიციენ–- 

ბს. 

რე ზოგ შემთხვევაში (8.14) დაშლის კოეფიციენტების გამოთვლა მარ– 

ტივდება, თუ X ცვლადის მიმართ მიღებული ორი მრავალწევრის იგი–- 

ვურ ტოლობაში X»-ს მივანიჭებთ სხვადასხვა კერძო რიცხვით მნიშვნე– 

ლობებს და ამის მიხედვით შევადგენთ წრფივ განტოლებათა სისტე– 

მას საძებნი კოეფიციენტების მიმართ. 

ვ, წესიერი რაციონალური წილადის ინტეგრება. როგორც ვნახეთ 

(თეორემები 8. 6-–8.7), ყოველი წესიერი რაციონალური წილადი 

შეგვიძლია წარმოვადგინოთ უმარტივესი წილადების ჯამის სახით, 
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ამიტომ განუსახღვრელი ინტეგრალი წესიერი რაციონალური წილადი– 
დან წარმოადგენს უმარტივესი წილადების შემდეგი სახის განუსაზღვ– 
რელი ინტეგრალების ჯამს: 

  

X–““ძ 
1) |““ =/4I|X- თ +C. 

  

#ძX 4 
2 = C, (5-1). 

) (ლლ (1“––- ა(-––- ი#»#-! + ( ) 

M0ი 

  ძX= 

M “““ი2 M- 
ვ | 2217 „IX –+ M ძ:= |-? 2»+ი+ ( 

X” +- 0იX + ძ X -+ იX +ძ 

– M - ე -ირ% (I  % _  % _ 
2 1 X+XX+ძ 2) 2-7; 

=434ი00+V+9+ (#– %# )| დაღ ' ავალ   

+ C, ეზ–- 40 <0.   
  

M 2M––-/#7ი 2X+ი 
= - --II(X?-+იX-0)+- ======-5-მ00წ –--–“–- 

2 ” V4ი–ი V 40--ი? 

#MX –- M _ MX -+ M იმითაა“ “1 = 20-59“ 
ჩი 2 __ __ ჩი 

დავუშვათ 1=Xჯ+ “> ; V ი--M- =ძ0 (« 4->9) .· მივიღებთ 

-M(V-4+)+VM 
, = | „ა 2/ “, ((1-L 02)” 

აქედან ცხადია, რომ /„, ინტეგრალი წარმოადგენს 

I !(ძ! I – ძ 
ი. | (ჯ2 + ც?) დღ » (#0 + ც2)” 

ინტეგრალების წრფივ კომბინაციას. გვაქვს 

  

1 
ეე)_"5"" "”"” """""'".აჰ. -C, 

” 2(1-- 102 + 03)! 

9. ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 429



ხოლო I. ინტეგრალი შეგვიძლია გამოვთვალოთ § 7-ის მაგალითი 

10-ში მიღებული რეკურენტული ფორმულით 

ჯ 2-1 
  I = I 

MI 2ჩ0? (X? -L ც3) X 20.” 

ამასთან 

„ ძ! 1 1 I1= |-–––-–-–- =-–- მიC-- +C. 
1 |  -L ი” ძ 6 ) + 

ამრიგად, მართებულია შემდეგი თეორემა: 

თეორემა 8.8. ინტეგრალი ყოველი რაციონალური ფუნქცი- 
იდან თავის განსახღვრის არეში წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქ- 
ციას, რომელიც გამოისახება რაციონალური, არკტანგენს და 'ლოგა–- 
რითმული ფუნქციების წრფივი კომბინაციით. 

მაგალითი 1, გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ძX 

(X -L 2) (X–– 1)(X–– 3) 

ამოხსნა. ვინაიდან ინტეგრალქვეშა ფუნქცია წარმოადგენს წე- 
სიერ რაციონალურ წილადს და მნიშვნელს აქვს ნამდვილი და მარტი- 
ვი ფესვები, ამიტომ 

1 _ 4 + 8 C .... 

X-+-2თV-–-1)X-პვ3 XC-2 X#-! X–ვ3 

აქედან გვაქვს 

1=4(%-1)(X-–--31)4+8(X--2)(X–– 3) + C(X -L 2) (X-–– 1). 

თუ ამ ტოლობაში ჩავსვამთ +X=--2, X=1 და X=3-ს, შესაბამისად 

მიგიღებთ 

  

154=1, –68=1 დღა 10C=1. 
აქედან 

ამრიგად, 

1 =- 1 1 1 1.1 
(C-+ 2)X–1)– 31 15 X+2 6 X-1 ' 10ჯ--3” 

ადა 

  
    

სოთთ- ათა +2) თ 1) ლ =-ეჯ იIX#2L- <IიIX-I +--10IX--3I+0. 
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მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ვებ 5X -L 10 

(X –– 1)/(X ++ 2X + 5) 

ამოხსნა. ვინაიდან ინტეგრალქვეშა ფუნქცია წესიერი რაციო- 
ნალური წილადია, ხოლო მნიშვნელს აქვს ნამდვილი ორჯერადი ფესვი 
და მარტივი კომპლექსური ფესვები, ამიტომ იგი „დაიშლება შემდეგი 
სახით: 

ვ -5X+610 _ _ _ 4 + 4 

(X-––- 1)? (X#X-++-2X+ 5) (X-- 1)? 

აქედან გვაქვს ტოლობა 

8X + ს 

ჯჯ_ჰ X'-L2X+5 , 

ვ) 5X+10= 4(C-L2X+ 5)-+4ი (X-–1)(X--C2X+5)+(8X-L 0)(X-–1)9. 
ამ იგივეობის მარცხენა და მარჯვენა მხარეების X ცვლადის თანატო- 

ლი ხარისხების კოეფიციენტების გატოლებით და მიღებული სისტემის 
ამოხსნით, გვექნება 

4#4.=1, 4.=0, 8=3, #09=5. 

  

ამრიგად 

ვტ 5X+10 _ _ _ 1 3X-+ 5 _ _ 

(X-–- 11(XL+–+-2L+–+ ა) (XC–!)? XX-C2X+5 
_ 1 +338. 2X -L 2 ი 1 

  

  ".ქI-I 2 X+2X+5 (X+ 1): + 4 ” 
საიდანაც გვაქვს 

ვ0--5X+10  , _ 1. 
(X –– 1)?(Xჯ1? -L 2X + 5) X--1 

  

  +=9ი014+2%+5 4+ბიV5+“ + C. 

§ 9. ზოგიერთი ირაციონალური ფუნქციის ინტებრება 

ორი Xჯ და ყ ცვლადის M-ური ხარისხის მრავალწევრი ეწოდება 

გამოსახულებას 

Lა (X, ყ) = თეი -L რეი X -L ძი, -L ძაი X” -+ თ Xყ -L თაა +-- + 

ჩ ჩ– 

+ თის” = 3. 3, თ, X'ყ!, 
“ 
(-0 |=0 
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სადაც თეი 010 ...) რე, რაიმე ნამდვილი რიცხვებია, ამასთან თე, თე 11, ...,ძეთ 
რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან. 

ჯ და ყ ცვლადების რაციონალური ფუნქცია ეწოდება 

L. (X, ყ) 

0, (X, ყ) 

გამოსახულებას, სადაც. #ა (X, ყ) და C»(X, ყ) არის X და ყ „ცვლადების 
ნებისმიერი მრავალწევრები. 

ამ თავში, შემდგომში #M ასოთი აღვნიშნავთ რაციონალურ ფუნქ–- 
ციას. მაგალითად ჩანაწერი /? (წ (X), დ (X)) აღნიშნავს # „და წ ცვლა–- 

დების რაციონალურ ფუნქციას, სადაც #=/ (+) და შ=დ (ჯ). ასე მა– 

გალითად, ფუნქცია ' 

IL (X, ყ) = 

»+ VCC-= 1). 
2-4V2-=1 

წარმოადგენს (წ = Xჯ შ= V 1-1 ადების რაციონალურ ნ-- და ცვლადე ციოხალუო ფუ 

ქციას. ასევე 
51I1? X –– 005“ ჯ 

(0) 2 -––-––“–––- 
0055 X -L 2 51)1? X 

ფუნქცია წარმოადგენს §10 X-ის და 005 X-ის რაციონალურ ფუნქციას.. 
რაციონალური ფუნქციის განსაზხღვრებიდან უშუალოდ გამომდი-- 

ნარეობს, რომ. თუ I? (X, ყ), Iბ?) ((), IX (0 და I (0) ნებისმიერი რაცი-- 

ონალური ფუნქციებია, მაშინ გამოსახულება 

XIIს თ, XX-C0 1:73 (0 

წარმოადგენს ერთი 1 ცვლადის რაციონალურ ფუნქციას. 

იმისათვის, რომ ვაჩვენოთ ინტეგრალი რაიმე გამოსახულებიდან: 

წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას, თეორემა 8.8-ის ძალით საკ-- 

მარისია ვაჩვენოთ, რომ სპეციალურად შერჩეული ჩასმის საშუალე–-.- 

ბით ინტეგრალი მოცემული ფუნქციიდან დაიყვანება ინტეგრალზე 

რაციონალური ფუნქციიდან. ამ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ მითითე– 

ბული ჩასმა ახდენს ინტეგრალქვეშა გამოსახულების რაციონალი-- 

ზაციას. 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ ზოგიერთ კლასს ირაციონალური 
ფუნქციებისა, რომელთა ინტეგრალი წარმოადგენს ელემენტარულ: 

ფუნქციას. 

432



1. წრფივი ირაციონალობის ინტეგრება. განვიხილოთ ინტეგრალი 

ჩ(იჯ/ +148 ძ», 9.1 
I XX + ბ ლ) 

სადაც თ, ჩ, 7, ზ –– მუდმივი რიცხვებია და #CVV, #5“ 1. ვიგულისხმოთ, 

რომ თნ - 8ჯ. თუ თნ =8”/, მაშინ _ + ' ფარდობა მუდმივი. სი- 

დიდეა და (9.1) ინტეგრალი წარმოადგენს ინტეგრალს რაციონალური ფუნ- 

ჟციიდან. ააა“ 

წე, (» M# ++) სახის ფუნქციას უწოდებენ წილად-წრფივ ირა- 

ჯკიონალურ ფუნქციას. ვაჩვენოთ, რომ 

=/ 9ძ%+ჩ 9.2 
(– IV 7X + ბ 0.2 

ჩასმა ახდენს ინტეგრალქვეშმა გამოსახულების რაციონალიზაციას. 
მართლაც (9.2)-დან გვაქვს 

გI"'–ჩ M(თღC8-––- ჩე) 5“! X==-- -'. საიდანაც ძიღ=–-- LI" ;ჩ6' ჟ/, 
თ–ჯ ი (-- 7!" 

  

  

ამიტომ 

იჩ 7 თდ+ჩ XV, ( (=- (8-1 ქ) 

თ ძ-ა სსს 
ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია არის L 

ცვლადის რაციონალური ფუნქცია და მისი ინტეგრალი ელემენტარულ 
ფუნქციას წარმოადგე ნს. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1+Xჯ. 2. 

V > „' 1 

ამოხსნა. მოვახდინოთ ჩასმა 

1+Xჯ (= MI 1-»' 

(2--1 4!ძ! 
_–_–'ა'ა' ა, ძX = > გ 

ჯ -L 1 (I? + 1) 

  

  

  

  

საიდანაც 

  

X= 

ქუვ



მაშასადამე, 

1+X ძX. _ MI ი ძი. _ 
ეარ | «-2 +“, = 

1 1 = = 1+X_ 1+1 = %X--280%1+6 =2I/1--; 22% I/ ვ--; + 6. 

  

  

  

9. ზოგადი სახის წილად-წრფივი ირაციონალობის ინტეგრება. 

განვიხილოთ ინტეგრალი 

· 7, ; » I 3C წეღფ – (++C) , I3 (9.3) 
XX + 8 “XX + ბ 

სადაც 7) 1)... » რაციონალური რიცხვებია, ხოლო თ, ჩ, 4, მ ნამ- 

დვილი რიცხვები აკმაყოფილებენ პირობას თ8 => ჩყ. 
ვაჩვენოთ, რომ' (9.3) ინტეგრალი ელემენტარულ ფუეუნქციას წარ- 

მოადგენს. მართლაც ვთქვათ 7, არის” 7),.., 7, რიცხვების საერთო 

მნიშვნელი, მაშინ 2.X, ,..., 2» მთელი რიცხვებია. დავუშვათ 

CXX + ზ _ I”, 

XX + ბ 

მაშინ 

» _. 2-1 #= 61#-–-ჩ ,„ ძL= 2 (თ6 –– ზ:) 1 

თ'–--//” (თ–– 7 1-2? 

'და (9.3) ინტეგრალი მიიღებს სახეს 

(4-1 0ბ14- 
გ». ჩ 2.2, 27. #L 1-1 

=#C ჩი | #( == 0)! 1... 1 1-2: ძ 

Cდ 

  

  

ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია წარმოად–- 

გენს ჯ ცვლადის რაციონალურ ფუნქციას და, მაშასადამე, მისი ინტეგ– 

რალი იქნება ელემენტარული ფუნქცია. 
მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ძX 

I 2X-–- 1 +I/ 2X-–-1. 
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ამოხსნა. შევნიშნოთ, რომ ს=--, ს=-- 1. და ამიტომ 2,= 6. 

მაშასადამე, საჭიროა ვისარგებლოთ ჩასმით 1/ 2X –– 1. = 1 =7. აქედან გვექ- 

»X=--CთC+ 1), ძX= 315ძ/. 

ამიტომ 

ძX 3 /5 / 

I– 3 (<> I > 

=83 |(8–(+ 1 –:)#-ნ- 204 %-8იI(+ 11 + 6= 

    

=V2X-–-1 –-V 2X-––=1 +3V2X-–=–1--Iი(/2X-= 1 +1)+C. 

8, კვადრატული ირაციონალობის ინტეგრება. ინტეგრალს 

| CV 2 +6++ 6) ძი» ძ23-“0 (9.4) 

უწოდებენ ინტეგრალს კვადრატული ირაციონალობიდან. 
(9.4) ინტეგრალი ე. წ. ეილერის ჩასმებით ყოველთვის დაიყვანება 

ინტეგრალამდე რაციონალური ფუნქციიდან განვიხილოთ შემთხვე– 

ვები: 

LI. ვთქვათ 0X2+ხX+C კვადრატულ სამწევრს აქვს "ნამდვილი Xჯ, 

და X ფესვები (X1< ჯი). მაშინ 

  

+V თX” -- ხX + 6 = V თ(X-- X.) (L-– X) = IX--XI V -- > : 
როცა 0<0 გვაქვს 

IM (X, V 0X> + ხX+C) = IL X, თა M ს-ა 
თ(X-–– Xი) 

(IL “>- > 
ხოლო, როცა თ>0, გვექნება 

თ(X-–– X-) 
8 ( », #/“ --:- , თუX->X#ე, 

8. ( » M ი 9C--X) ) თუ ჯ<%, 
X--X 

I(CX, Vძ»X? -L ხX + C) 1 

სადაც #, და #2 რაციონალური ფუნქციებია. 
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ამრიგად, ამ შემთხვევაში (9.4) ინტეგრალი დაიყვანება წილად- 

წრფივი ფუნქციიდან ინტეგრალის გამოთვლამდე, რომელიც ამოიხს- 
წება ჩასმით 

_ 0 (X-–– XI) ჯ1= ”V ა-ი. ღ.5) 

შენიშვნა. თუ X.=X. და ძ<0, მაშინ თ2+ხX+C<0 ყველა 

X5-X)-სათვის ამიტომ ამ შემთხვევას არ განვიხილავთ, ხოლო თუ 
X1=Xი და ძ>0, მაშინ გვაქვს 

V ი + ხL+6=VძთIX–%I. 

ე. ი. II (X,VიX> + ხX + C) წარმოადგენს რაციონალურ ფუნქციას, რო- 

მელიც საზოგადოდ სხვადასხვა 1|-- CC; X,; ს და 1X; +622 L შუა- 
ლედებში. 

LI. გთქვათ თ>0. ამ შემთხვევაში ”მეგვიძლია გამოვიყენოთ ჩასმა: 

V0X + ხX+- 6 =(+XV26. (9.6) 
ამ ტოლობის მარჯვენა მხარეში ფესვის წინ შეგვიძლია ავიღოთ, რო- 

გორც „+“ ასევე „–-“+ ნიშანი. ავიღოთ, მაგალითად, „+“ 'ნიშანი. თუ 

(9.600, ტოლობის ორივე მხარეს ავახარისხეზთ კვადრატში, მიღებული 
ტოლობიდან გვექნება 

L- 6-6 _ 
“ ხ--2VI0I. 

ამიტომ 

ძ- 2V9-2-I-M+0V- , 
(ხ––2V 0 L)? 

_ _ V თ ,ს--ხ(-+C-20V06. 
იC +-ხX+C = -- - 5:--X50V0 ს. 

V თ02+ხX+ ხ–-21V თ 

აქედან ცხადია, რომ ჩასმის შედეგად მიღებული ინტეგრალქვე?'შა 
ფუნქცია წარმოადგენს (L ცვლადის რაციონალურ ფუნქციას და მაშა–- 
სადამე, მისი ინტეგრალი იქნება ელემენტარული ფუნქცია. 

მაგალითი 3. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

| ძX 
–_–_--””სზმტჩ” _ 

X-+VX2+ X+1 

ამოხსნა. „გამოვიყენოთ ჩასმა 

VX +X+1 = (–- X. 
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საიდანაც 

8 _ ი 
I-1 კი-2-0 11+1./, 
1 –+ 2 (1 + 212 

  

ამრიგად, 

ჯი + ++ 1 ) 3 
=C, -„' << –7=2 ე– 1 2 ლლ --- -6C= 

, LI. #=21%I/1-->მი|14+%L+-0 12“ 

= 2იIX+VX + X+1|-- <> IიI1 42 + 2 V2+-X+ 11+ 

ვ 
2(1 + 2X+ 2 VX2+ X+1) 

ამრიგად, (9.5) ან (9.6) ჩასმებით ყოველთვის შესაძლებელია (9.4) 
ინტეგრალის რაციონალიზაცია. მიუხედავად ამისა, როცა C>0 შესაძ- 
ლებელია გამოვიყენოთ აგრეთვე ჩასმა, რომელსაც ქვემოთ განვიხი- 
ლავთ. 

III. ვთქვათ C>0. გამოვიყენოთ ჩასმა: 

+   

X იX + ხX--02=X#+V 6. 

ისევე, როგორც წინა შემთხვევაში უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა 
მხარეში ფესვის ნიშნის წინ ავიღოთ „+4% ნიშანი. თუ ტოლობის ორი- 

ვე მხარეს ავახარისხებთ კვადრატში, მარტივი გამოთვლებით მივიღებთ 

21VC–ხ VC# - -ხ+0VC 

__.. 
„- _ 

#02 L6LL+C6 = ++ 5=M109V0 -%M+0MV- · 

აქედან ჩანს, რომ მოცემული ინტეგრალი წარმოადგენს ელემენტა- 

რულ ფუნქციას. 
მაგალითი 4. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ძX 

(1 +X)V1 +X-# 
ამოხსნა. გამოვიყენოთ ჩასმა 

V1 ++ XL-=- 2= IX-- 1. 
M37



აჭედან 
_ #- #2 1+2 კ 20--1–რ 

#+1' _ 
=---.- #+1-1 11 X- 2=- . 

V1 + X-–IX 211 

მაშასადამე 

-37==>5-2 | ძ1 =-2| ძ _ 

(1 C XV1+ ჯ-–-X ბს. L2+2 1 -L (1-C 1? 

= –-2მ%LC (I + 1) + C = –-2მXC1დ V+X- 9#4+X41 კC 

ბოლოს შევნიშნოთ, რომ ეილერის ჩასმების საშუალებით ინტეგ- 
რალის გამოთვლა, როგორც წესი, მოითხოვს შრომატევად გამოთვ- 
ლებს, ამიტომ ეილერის ჩასმებს უნდა მივმართოთ მხოლოდ «მ შემთხ– 

ვევაში, როდესაც ვერ ვახერხებთ მოცემული ინტეგრალის გამოთვლას 

უფრო მარტივი გზით. | 

4. ელიფსური ინტეგრალები. ინტეგრალს 

|2 (X, Vნ, (00)ძჯ, (9.7) 

სადაც #ჩე(») არის #-ური ხარისხის მრავალწევრი (#>2), როცა 

#=3 და 8=4 ეწოდება ელიფსური ინტეგრალი, ხოლო, როცა #>4-– 
პიპერელიფსური ინტეგრალი. მტკიცდება, რომ (9.7) ინტეგრალი სა– 
ზოგადოდ არ წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას. 

ყოველი ელიფსური ინტეგრალი შეიძლება წარმოვიდგინოთ ელე– 
მენტარული ფუნქციებისა და 

ძX 

== 
X?ძX 

V 1-–X)0 #29) ” 

ძX 
  == =-==სი 0 ჩM< 1, 

(1 + MX?) V (1 –– X3) (1 –– #2X2) < 

ე. წ. სტანდარტული ელიფსური ინტეგრალების წრფივი კომბინაციით; 
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X=510 დ ჩასმით სტანდარტული ელიფსური ინტეგრალები წარმოიდ– 
გინებიან : 

ძდ 
სი == ' (დ. 
IV 1 –– #2 51ი2დ ძდ, (9.9): 

I ხლ -- (1 -Cჩ 51ი? დ) V/1–– #2 51ი?თ 

ინტეგრალები წრფივი კომბინაციით. მათ შესაბამისად უწოდებენ 

პირველი, მეორე და მესამე გვარის ელიფსურ ინტეგრალებს ჩაწერილს. 
ლეჟანდრის” სახით. 

# (დ, 7) და # (დ, ”)-თი შესაბამისად აღინიშნება (9.8) და 9.9) ფუნ– 

ქციებიდან ისინი, რომლებიც, როცა დ=0 ღებულობენ 0-ის ტოლ 
მნიშვნელობას. 

შევნიშნოთ, რომ ეილერის ინტეგრალების საშუალებით გამოითვ– 

ლება ელიფსის რკალის სიგრძე. 
§. ბინომური დიფერენციალის ინტეგრება. ინტეგრალს 

  , (9<#<1), 

|” (თ–+ ხნ X") ძX, (9.10) 

სადაც MI, Iს 0 რაციონალური რიცხვებია ხოლო თ და ხ ნამდვილი: 

რიცხვები –– უწოდებენ ინტეგრალს ბინომური დიფერენციალიდან. 
თეორემა 9.1. თუ II, 2, ე რაციონალური რიცხვები აკმაყო–. 

ფილებენ ერთ-ერთს შემდეგი სამი პირობიდან: 1) 0 მთელია, 2) 21) 

მთელია, 3) #+1 +იე მთელია, მაშინ ინტეგრალი ბინომური დიფე–-- 
I 

რენციალიდან წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას. 
დამტკაცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

X = 14%, (9.11X. 

მაშინ 

ა. ლეჟანდრი (1752-1832) –– ფრანგი მათემატიკოსი. 
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ჯამიტომ 

ი1-L1 _ 

I 

„ამრიგად, (9.11) ჩასმით (9.10) ინტეგრალის გამოთვლა დაიყვანება 

| (თ-L ხI)911წ # (9.12) 

“სახის ინტეგრალის გამოთვლაზე, სადაც ი და 0= +1 – 1 რაციო- 
I 

“ნალური რიცხვებია. 

განვიხილოთ შემთხვევები: 

I. თუ ე მთელი რიცხვია (9.12) წარმოადგენს ინტეგრალს ზოგადი 

“სახის წრფივი ირაციონალობიდან, რომელიც გამოითვლება ჩასმით 

2 = 11/5; 

სადაც § არის ძ-ს მნიშვნელი. 

II. თუ ძ მთელია, მაშინ (9.12) ისევ წარმოადგენს ინტეგრალს 
როგადე სახის წრფივი ირაციონალობიდან, რომელიც გამოითვლება 

-ჩასმით 

2=(80- ხI", 

«სადაც I” არის ი-ს მნიშვნელი. 

11I. 9+4ძ მთელია. (9.12) ინტეგრალი ჩავწეროთ შემდეგი სახით 

IC + ხეი/9ძ1 = | (““--, ჯ0+ ქ. 

·ე. ი. ამ „შემთხვევაშიც (9.12) წარმოადგენს ინტეგრალს ზოგადი სახის 

“წრფივი ირაციონალობიდან, რომელიც გამოითვლება ჩასმით 

2= ( თ+ხ! )”. 

ჯ 

“სადაც # არის 0-ს მნიშვნელი. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორეძის მტკიცებიდან ჩანს, რომ ბინომური დიფერენციალიდა5 

“ინტეგრალის განოსათვლელად საჭიროა მოვახდინოთ შემდეგი ჩაუმები: 
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1) თუ იC2, მაშინ +X= 29”, სადაც § არის "I+1 ას 'მნიშვნე.– 
” 

ლი. ადვილია ჩვენება, რომ - არის 1 და რიცხვების საერთო მნიშვ-- 
1 

ნელი. 

2) თუ “+. 2, მაშინ თ -L ნX5 = 2, სადაც. / არის ჟ-ს მნიშვ-- 

ნელი; 3) თუ +. კ იC2, მაშინ ძ X-79% -L ხ = 2, სადაც # არის. 

ჩ-ს მნიშვნელი. 
შევნიშნოთ, რომ თეორემა 9.1-ში მოყვანილი სამი შემთხვევა ცუო- · 

ბილი იყო ჯერ კიდევ ნიუტონისთვის”, მაგრამ მხოლოდ მეცხრამეტე. 

საუკუნეში აჩვენა რუსმა მათემატიკოსმა ჩებიშევმა??, რომ სხვა შემ-- 
თხვევეზში (9.10) ინტეგრალი არ წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნ-- 

ქციას. 

მაგალითი 5. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1 =| ძX 

MV XI + V X) 
ამოხსნა. ცხადია 

_ 7 

I= I+ 10 ც | ჯ9/5)-I ქ. 

როგორც ვხედავთ 0=--1 მთელი რიცხვი. ამიტომ მოვახდენოთ- 

ჩასმა 

  

X == 119, 

გვაქვს 
_.C 

ძX = 1019ძ!, ჯ 10 --/-?7 , 29/5 == /8, 

მაშასადამე, 

3 

I=10| #V 19 ძი ს _ 11 ყყი+C6= 
1 + /8 3.) 1 -L (31 ვ 

= “ა გიდ +-VX + C. 

ააა–ა_ასეაეას_– 

" ი. ნიუტონი (1643-1727) –– ინგლისელი ფილოსოფოსი, მექანიკოსი, ასტრო.- .· 

ნომი და მათემატიკოსი. 

“ი კ, ჩებიშევი (1821––1894) –– რუსი მათემატიკოსი, 

444.



მაგალითი 6. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

(-1IMV I-ი. – > 4 
ამოხსნა. ვინაიდან #1 = = ი=--3, ი= + M-+1 _ 

2 4 დ I” 

=-–-1, გვაქვს მეორე შემთხვევა. მოვახდინოთ ჩასმა 

1/4 

2= ს 2 > ) 

2 5 

, ძ-= – -2 23 ძ2. 

  

„აქედან 

ამიტომ 

2 
(=5 | უჯ 2= LV, “0-0. 9% = ძი _ 

  

(1 ––- 2)? თ =- ძ72, ე=- 1... 

41-24 

–-2--.- 
3 1-2 3 | 1--20 3(1---2) 3 1-2 1 +2? 

27 -ი 

      

  

'" 30-20 6 
  

  

1 
_– –-მი(ძ2-+C. 

1 –– 7 ვ §2+ 

მაგალითი 7. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

    

ჯ= | # _ 
V/ 1+-#X;· 

ამოხსნა, ცხადია /? = 0, /= 4, 0 = –-- და ირო. +7ი= 

-იმთელი რიცხვია. ამიტომ მოვახდინოთ ჩასმა 

(=(1 -L ჯ–-4)1/4 , 

გვაქვს 
1 

|/4 == 1 -C ჯ-ბჭ, 4(1ძჩ=–-4X-5ძX, #%96= 2-1. 
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მაშასადამე 

X ძX –ი ჯ2 I(=|-5===- – | = ძI = 
X5) 1 + ჯ-ტ4. 104%––- 1) 1 –-/ტ 

1 1 (+L+1 

-I(-- 1 + (2 -L 1 )4 4 ი --. 1 2იო§146= 

+ X V 1+M#X 
# 1 + X1-–-X X 

    

    

      2 + C. 

    

CL – - ბიის 

§ 10. ზოგიერთი ტრანცენდენტული ფუნქციის 

ინტეგრება 

1. განვიხილოთ ინტეგრალი 

| #2 (510 X, C05 #ჯ) ძX, (10.1) 

სადაც ? ((, ს) არის # და შ არგუმენტების რაციონალური ფუნქცია. 

მოვახდინოთ ჩასმა: 

  
  

(=> X6) – ==; XL. (10.2) 

ვინაიდან 

21ყ-“. 1-- (დ -- 
· § 2 21 § 2 1--/? 

5II= “ლილ == 1 # ––--_“გ 1 # , 

1+Iდ-- + 1 + (9 -- + 

2ძ! 
X = 2 მLCLC7, თ«=“ ი 

ამიტომ 

  

/ ი I ნ _--) ძი 
| 8 ფი» C05 X) იX = | ლ ” 1-1--/ 1-+# 

ტოლობის მარჯვენა მხარეში გვაქვს ინტეგრალი 1 ცვლადის რაციონა- 

ლური ფუნქციიდან. 

ამრიგად, ჩასმა (=L > ,„ რომელსაც უწოდებენ უნივერსალურ 

ჩასმას, ყოველთვის ახდენს (10.1) ინტეგრალის რაციონალიზაციას, 
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მაგალითი 1, გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1= ძX 

1 2--ლ0§ჯ. 

ამოხსნა. მოვახდინოთ (10.2) ჩასმა; გვექნება 

  

    

  

29 
1 - ძI 2 / 

აა. (++ 72 ი/ვ“ 
1 + 

X 

=- 2 გ +292“ ე 
V2  აV323 '“ 

შენიშვნა. როგორც ვნახეთ უნივერსალური ჩასმა ყოველთვის 
ახდენს (10.1) ინტეგრალის რაციონალიზაციას, მაგრამ არის ამ ინტეგ- 

რალის ისეთი კერძო შემთხვევები, როდესაც მისი გამოთვლა უფრო 
მოხერხებულია სხვა ჩასმებით. მოვიყვანოთ ასეთი შემთხვევებიდან 
ზოგიერთი. 

1. თუ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია კენტია 0C0§ #-ის მიმართ, ე. ი. 

IX (510 X, –– C05 X) == –– I2(51ი X, C05 X), 

მაშინ გამოიყენება ჩასმა 510 X=71. 

II. თუ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია კენტია §10ი X-ის მიმართ, ე. ი. 

I(C–-5I X, C05 X) = –- IXI(5I1X, 005X), 

მაშინ გამოიყენება ჩასმა C05 X=7. 

III. თუ 

I(–5X, ––- 005 X) = IX(C510 X, C05X), 

მაშინ გამოიყენება ჩასმა LC X=1. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ 

5102? ჯ C05? ჯ 
ჯ=-. /”». 

2 ს 2-- ლ0§1ჯ. 

ამ ოხსნა, ინტეგრალქვეშა ფუნქცია კენტია 005 X-ის მიმართ. 

ამიტომ გამოვიყენოთ ჩასმა 510 ჯX=7. გვექნება 
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ეუ? _– ა ლუ2 გ 2 –- #2 –-ჯ/ (> | 2520 §1II” ჯ) ძ 5111 X = |“ 4 - |L-- 
1 –- 5102? ჯ 1 –++/2 1+#/1 

=-|(--2+-----) =-.C | 7-- 2მCLC/+6= 
8 -L 1 3 

5117 ჯ 
  + 251X-–- 2 მXCLC (51ი X) + C. 

მაგალითი 3. გამოვთვალოთ 

1= | ი1#თ« XთX. 

ამოხსნა. ინტეგრალქვეშა ფუნქცია კენტია §51ი ჯ-ის მიმართ. 
თუ გამოვიყენებთ 005 X=1 ჩასმას, გვექნება 

=-| (1 ––-C05? X) C054 X #005 ჯX = |თ-– ა» ძ!1= |დთ6-რ« == 

1 1 1 1 
=-- 77 -- -- 75+C= –-007L-- -–- 50ი5X + C. 

7 5 + 7 ი 5 (+ 

მაგალითი 4, გამოვთვალოთ 

1= | 511 X -–+ 2005X 

§11? ჯ C05 X + 4 C05? ჯ 

ამოხსნა. ვისარგებლოთ ჩასმით თ X=1.. თუ მრიცხველსა და 

მნიშვნელს გავყოფთ 0053 ჯ-ზე მივიღებთ 

LCXჯ-L 2 ჯ+2 1. ჯ 
=|)-57“+!'“ კ(თძ:=I)---““ ძ=-- 1ე(/?-C4)-L გ:ლ(თ-- - LC= ; (0-2- CX L++-, “ჰით+4+26%V--+ 

LC X 
2 + C.   = -- Iი (1(თ2X -+ 4) + მ10Lყ 

8. განვიხილოთ ინტეგრალი 

1= | ფი” X»ჯ 6005" XძX, (10.3) 

სადაც ”. და I რაციონალური რიცხვებია ცხადია, როცა MI და #1 

მთელი რიცხვებია, მაშინ (10.3) ინტეგრალი წარმოადგენს (10.1) 

ინტეგრალის კერძო შემთხვევას და მაშასადამე ის არის ელემენტარუ- 
10. ს. თოფურია, ვ. ზოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 145



ლი ფუნქცია. ვთქვათ #7 და # წილადი რიცხვებია. წარმოვადგინოთ 

(10.3) ინტეგრალი შემდეგი სახით 

–1 ჩ–1 , 
  

= 2 | დიბი 2 (C05? X) 2 ძ (510? X) = 

–1I ჩ-–-1 
  

#1 

== | რიწა 2 0. ყია) ? ძლი 

და მოვახდინოთ ჩასმა ჯ(=510? X, მივიღებთ 

I-–-1 ჩ--1 

1 2 2 
I= ; | I 1-0.“ თ. (10.4) 

  

ამრიგად, (10.3) ინტეგრალის გამოთვლა დაიყვანება ბინომური დიფე– 

რენციალს ინტეგრებამდე. როგორც § 9-ში ვაჩვენეთ (10.4) ინტეგ- 
რალი ელემენტარულ ფუნქციას წარმოადგენს მხოლოდ მაშინ, როცა 
შესრულებულია ერთ-ერთი შემდეგი სამი პირობიდან: 

1) თ. მთელი რიცხვია; თ ა 1   
  მთელი რიცხვი, 3) რი 

მთელი რიცხვია. 

ცხადია ამ შემთხვევებს მხოლოდ მაშინ ექნება ადგილი, როცა 

1) # კენტი რიცხვია; 2) #1 კენტი რიცხვია, 3) +. ლუწი რიცხვია. 

გამომდინარე აქედან (V/§ი X ძX და I 005XძთX არ წარმოადგენენ ელე- 

მენტალურ ფუნქციებს. 
მაგალითი 5. გამოვთვალოთ 

5103? X 
== 
/ 205 X 

ამოხსნა. გვაქვს 2) შემთხვევა. გამოვიყენოთ ჩასმა 1=C005 X. 

გვექნება: 
1 –_L 3 3 == == /2/ვ L – /80/2 | C= I= |(+5– ძ 2 + 8 + 

LI= ძX.   

= –--V 0055 X -L = 005” X I/ C05? X + C. 
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მაგალითი 6. გამოვთვალოთ 

I= ძX 

V351ი X 0057 X 

ამოხსნა. ამ შემთხვევაში /2 = –- + 7 
2 , ჩ–-–, M+--8=--4, 

გამოვიყენოთ ჩასმა LC Xჯ = #2. გვექნება 

1 

ძ»X 2 

|-/>-==> | «» 04+86%VXძ018X 

_. 4 I 2 –“- ' =2 | 0 +/0ძ =2((++– + 6=--VI6X (5+ 11») + C. 

ვ. განვიხილოთ ინტეგრალი 

|8.რ« (10.5) 

გამოვიყენოთ წასმა 1==6X, საიდანაც ძ-- + „ ამიტომ 

'IIთ ძ» = (55 = |8 (0 ძI. 

უ. ი. (10.5) ინტეგრალი წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას. 

მაგალითი 7. გამოვთვალოთ 

I=| 6-1 ძ»X. 

6% -L1 
  

  

ამოხსნა. გამოვიყენოთ ჩასმა 7 == 6”. საიდანაც ძX = «+ · ამი- 

ტომ გვაქვს 
L(--1 ძ ძ 

/= ძელ=2 | –- -––=21(1+:0-––-Iი1-+-C= 
IL (+1) 1+1 1 

=211(1-- 6) –Xჯ+C. 

4. განვიხილოთ ინტეგრალი 

IL (§იX, Cხი X) ძX. (10.6) 
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ამ ინტეგრალის რაციონალიზაცია ხდება ჩასმით ჯ = თ . მართლაც, 

21 1 -+-/2 2ძ 

აჯ– 5 გა მოლე რია» 
და ამიტომ ინტეგრალქვეშა' გამოსახულება 1 ცვლადის. რაციონალფრთ 

ფუნქცია». 

შევნიშნოთ, რომ ზოგჯერ (10.60) ინტეგრალის გამოთვლა უფრო, 

მოხერხებულია ჩასმებით (=5ჩMX ან 1=6MX ან 1=1MX ანდა ნაწილო– 

ბითი ინტეგრების ხერხით. 

მაგალითი 8. გამოვთვალოთ 

I = თა»იი. XთX.. 

ამოხსნა. გამოვიყენოთ ჩასმა §0X= 1. რადგან CI? Xჯ = 1 -L 50? 
იიXძX == ძ (50 X), ამიტომ | 

  

15 2/7 9 
= 1 –= 1ბ)1?14ძ, =-––- + +C+--–--  +“C= 

IL ჩი) !. 5 7 9 

1 2 1 ებსა.ა.და.-6.6.6.6. _- ვ . § #(- +- 9X+-ჯა» ) +C 

მესამე თავი 

განსაზღვრული ინტეგრალი 

§ 1. ამოცანები, რომლებსაც მივყავართ ბანსაზღვრული:· 
ინტებრალის ცნებამდე 

1. მრუდწირული ტრაპეციის ფართობის გამოთვლა. ვთქვათ მოცე– 

მულია ILით, ხ) სეგმენტზე უწყვეტი, არაუარყოფითი / (X) ფუნქცია.. 
განვიხილოთ ფიგურა, რომელიც შემოსაზღვრულია ყ=/ (X) წირით,. 

X=0, X=ხ წრფეებით და 0X ღერძით. ასეთ ფიგურას მრუდწირული: 

ტრაპეცია ეწოდება (ნახ. 19). ისმის კითხვა: რას ვუწოდოთ მრუდწი--



ჯული ტრაპეციის ფართობი და როგორ გამოვთვალოთ იგი? ამ ამო– 

ცაზეს გადასაწყვეტად მოვიქცეთ შემდეგნაირად: 

  

  

/V
 

/
/
 IX 

66
74

 
M   

97
           

    

  

  

CC
 

ა
ა
 

ო " ” 5 

2
 ა 4 L 22 1, CC 

ნახ, 19 

დავყოთ (L0ი, ჩ: სეგმენტი # ნაწილად წერტილებით 

0 = X-<– X) < XL < "<< ჯი =ხ, 

მივიღებთ სეგმენტებს ვიღე ეგმენტე 

Iთ, XI), IX. XI, -.., IM,„-1, ხI- (1.1) 

აღვნიშნოთ #-თი / X,, რXა,..., ს X რიცხეებსს შორის თდიდესი, სადაც 

/#.X.= XX-XX - 1 (?8=1,2,)..., წ). 

სეგმენტთა (1.1) სისტემას უწოდებენ (თ, ხ) სეგმენტის 7.-დანაწი– 

ლებას. ცხადია, რომ ყოველ 2. რიცხვს შეესაბამება უამრავი X-დანა- 

წილება. | 

ყოველ ICV-I, X) სეგმენტზე ავიღოთ ნებისმიერი §, წერტილი 

(=1,2,.., ი.) და შევადგინოთ ჯამი 

ა... 

8 დ) #X.. · (1.2) 
#--1 

ცხადია, ეს ჯამი უდრის მე-19 ნახაზზე დაშტრიხული მართკუთხე- 

დების ფართობთა ჯამს. 
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თუ არსებობს (1.2) ჯამის 5 ზღვარი, როცა 7#-+0, რომელიც არ 

არის დამოკიდებული არც I|თ, ხ) სეგმენტის 7-დანაწილებაზე და არც 

LL წერტილების შერჩევაზე, მაშინ § სიდიდეს ვუწოდოთ მოცემული 

მრუდწირული ტრაპეციის ფართობი. მაშასადამე 

ჩ 

= 11 /#X.,. 1.3 § 91% ). I (6) #X, (1.3) 

#=-1 

ამრიგად, შემოვიყვანეთ მრუდწირული ტრაპეციის ფართობის ცნე– 

ბა. ისმის კითხვა: ყოველ მრუდწირულ ტრაპეციას გააჩნია თუ არა 

ფართობი მოყვანილი განსაზღვრების მიხედვით, ან რაც იგივეა არსე– 

ბობს თუ არა (1.3) ზღვარი. შემდგომში ნაჩვენები იქნება, რომ ამ 

კითხვაზე პასუხი დადებითია, ე. ი. უწყვეტი | (X) ფუნქციისათვის ყო- 

ველთვის არსებობს (1.3) ზღვარი. 

შევნიშნოთ, რომ ფართობის ზემოთმოყვანილი ცნების ბუნებრი- 

ვობაში ჩვენ შემდგომში მრავალჯერ დავრწმუნდებით. 

2. მატერიალური წერტილის მიერ გავლილი მანძილის გამოთვლა. 

გთქვათ მატერიალური M წერტილი წრფივად მოძრაობს არათანაბარი 

უ) სიჩქარით. ეს სიჩქარე წარმოადგენს (ჯ დროის უწყვეტ 9=9(C) 

ფუნქციას. ვიპოვოთ M წერტილის მიერ გავლილი 5 მანძილი დროის 

1=0 მომენტიდან 1=ხ მომენტამდე. 

ამისათვის განვიხილოთ (0, ხI სეგმენტის #–დანაწილება 

ძ=1ა<8<1<-< (2 = ხ. 

ყოველ II-I, ,) სეგმენტზე ავიღოთ ნებისმიერი +, წერტილი (ჩ => 
= 1, 2,..., 8) და შევადგინოთ ჯამი 

” 

1, 0 ლ) M. 
#= 1 

როდესაც 2, მცირეა, ეს ჯამი გვაძლევს გავლილი მანძილის მიახლოე>– 

ბით მნიშვნელობას. 
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გავლილი მანძილის ზუსტი 5 მნიშვნელობა მიიღება, თუ გადა– 

ვალთ ზღვარზე, როცა 2.-+0. ე. ი. 

” 

5§= ICი შ(წ1) 4, .'” 
7-<–0 ! 

#= 1 

8. არაერთგვაროვანი ძელის მასის გამოთვლა. განვიხილოთ არა- 

ერთგვაროვანი ძელი, რომელიც ძევს 01; ღერძის რაიმე (XC, ჩხ) სეპ- 
მენტსე. ვთქვათ, 0 (+) არის ძელის მასის განაწილების სიმკვრივის 

უწყვეტი ფუნქცია. 
ძელის მასის გამოსათვლელად განვიხილოთ (0, ხ) სეგმენტის 7-და– 

ნაწილება 

თ = Xი <- X) <. X- << XX, =ხ. 

ყოველ IX,-), XII სეგმენტზე ავიღოთ ნებისმიერი L, წერტილი 

(- = 1, 2,.., 8) და შევადგინოთ ჯამი 

”M 

1. 0 (§,) ტX,. 
_– 

#=1 

როდესაც 7. რიცხვი მცირეა, ეს ჯამი გვაძლევს ძელის მასის მიახლო– 
ებეთ მნიშვნელობას. 

ძელის მასის ზუსტი ” მნიშვნელობა მიიღება, თუ გადავალთ 

ზღვარზე, როცა 7-1+0, ე. ი. 
” 

MI = III 3. ი (§,) #X,. 
#-–0 7--/ 

#=1 

" მართლაც, თუ 5 () არის გავლილი გზა / მომენტისათვის, მაშინ თანახმად სიჩქა- 

რის განსაზღვრებისა ს (/) = 5” (ე). რადგან დროის 1=0 მომენტიდან ჯ=-ხ მომენტამ- 

ჩ ჩ 

დე გავლილი გზა 5 =50)--5(0= ა (500 5(-)= 3 5 6აბ4= 
95=1 ჩ=1 

ი ჩ 

711 ტს = =3ა) 9ფატი“ი სადაც 56IM-, რ ამიტომ. / III I» ირა 
#=>1 = 

ჩ 

= I) (წი დაე – 9(6010.6+5= 5. 
2–>-0 .



§ 2. ბანსაყსღვრული ინტებგრალის ცნება 

წინა პარაგრაფში განხილულმა სხვადასხვა შინაარსის სამივე ამო- 

ცანამ მიგვიყვანა (ძი, 61 სეგმენტზე განსახღვრულ ფუნქციაზე ერთი- 
დაიგივე მათემატიკური ოპერაციების ჩატარებამდე. ე. ი. სხვადასხვა 

შინაარსის ამოცანების ამოხსნა მოითხოვს ერთიდაიგივე სახის ჯამის 

ზღვრის გამოთვლას. 

მათემატიკის, ფიზიკის, ტექნიკისა და მეცნიერების სხვა დარგებში 
გვხვდება უამრავი ამოცანა, რომელთა ამოხსნა საჭიროებს აღნიშნული 

სახის ზღვრის გამოთვლას. ამიტომ შევისწავლოთ ასეთი ჯამის ზღვრის 

არსებობისა და გამოთვლის საკითხი. 

გთქვათ |თი, ხ) სეგმენტზე განსახღვრულია / (X) ფუნქცია. დავყოთ 

Iთ, ხ1 სეგმენტი # ნაწილად წერტილებით 

თ = Xა < X) < Xე <<< X = ხ. 

მივიღებთ სეგმენტებს 

Iთ XII, IX, X-),-.., IX: -I, ნ). (2.1) 

აღვნიშნოთ 2.-თი #X,, #MX-,..., ბX,, რიცხვებს შორის უდიდესი, სადაც 

# X, = Xგ –“ XL-1 (ჩ=1, 2,..., 8). სეგმენტთა (2.1) სისტემას ეწოდება 

Iთ, ხ) სეგმენტის 7,-დანაწილება. 

ყოველ IX„-), X.I სეგზენტზე ავიღოთ ნებისმიერი , :წერტილი და შე- 

ვადგინოთ ჯამი 
” 

== / X.. 2.2 თ გრა X. (2.2) 

ამ ჯამს ინტეგრალური ჯამი ეწოდება. იგი დამოკიდებულია როგორც 

Iთ, ხ1 სეგმენტის ?.-დანაწილებაზე, ისე ხ, წერტილების შერჩევაზე. 

განსაზღვრება 2.1. / რიცხვს ეწოდება თ ინტეგრალური ჯა- 

შის ზღვარი, როცა 2->0, თუ ნებისმიერი 5>0 რიცხვისათვის არსე- 

ბობს 8>0 რიცხვი, ისეთი, რომ (0, ხ1 სეგმენტის ნებისმიერი X–დანა- 

წილებისათვის, #»<ბ, და ნებისმიერი ნ C IML-1, XM) წერტი- 

ლებისათვის, მართებულია უტოლობა 

|სძ-–-–II<§8 

მ ფაქტს შემდეინაირაღ ჩავწერთ IIი თ = /. და ამ ფაქტს შემდეგნაირად ჩავწე 
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განსაზღვრება 2.2. თუ არსებობს (2.2) ინტეგრალური ჯა- 
შის ზღვარი 

IIთ თ = I, 
#–-0 

მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება განსაზღვრული ინტეგრალი / (X) ფუნქცი- 
იდან (თ, 6) სეგმენტზე და იგი 

ხ 

| I (X) ძჯ (2.3) 

ძ 

სიმბოლოთი აღინიშნება. 

(2.3) შემდეგნაირად იკითხება: „ინტეგრალი თ-–დან ხ-მდე 7 (X) ძX 

იძ და ხ რიცხვებს ეწოდებათ შესაბამისად ინტეგრების ქვედა და ზედა 
საზღვრები, |თ, ნ) სეგმენტს –– ინტეგრების შუალედი, X (ცვლადს კი–– 
ინტეგრების ცვლადი. 

ამრიგად, განსაზღვრული ინტეგრალი / (X) ფუნქციიდან (თ, ხ1 სეგ– 

მენტზხე წარმოადგენს (2.2) ინტეგრალური ჯამის ზღვარს: 

ხ ჩ 

/(თიძ = სთ > (6) #X. 
M) წ=1 

იმ შემთხვევაში, როდესაც არსებობს (2.23) ინტეგრალი, ამბობენ, 

რომ 7 (X) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის“ აზრით |, ხ1 სეგმენტზე. 

შემდეგში, თუ ფუნქცია. ინტეგრებადია რიმანის ახრით (IX, ხ|1 სეგ– 

მენტზე, სიმოკლისათვის ვიტყვით, რომ I” (X) ფუნქცია ინტეგრებადია 

Lთ, ხ|) სეგმენტზე. 
შევნიშნოთ, რომ ინტეგრალური ჯამის ზღვრის არსებობის „დადგე- 

რა და არსებობის შემთხვევაში მისი უშუალოდ გამოთვლა საზოგადოდ 

რთულია, ამიტომ ბუნებრივად ისმის ამოცანა: 1) რა პირობებს უნდა 

აკმაყოფილებდეს (თ, ხ1) სეგმენტზე განსახღვრული I(ს) ფუნქცია, 

ხ 

რომ არსებობდეს განსაზღვრული ინტეგრალი (LC 2) განსახღვ– 

ძ 

რული ინტეგრალის არსებობის შემთხვევაში მივიღოთ მისი გამოთ–- 

ვლის ეფექტური მეთოდები. 

  

9 ბ, ფ. რიმანი (1826-1866) –– გერმანელ მათემატიკოსი.



პირველ კითხვაზე გარკვეული კლასის ფუნქციებისათვის პასუხი 
გაცემული იქნება § 4-ში, ხოლო მეორე კითხვაზე უწყვეტი ფუნქცი- 

ისათვის პასუხს იძლევა თეორემა 8.1. 

თუ (XX) ფუნქცია უწყვეტია (იძ, ხ) სეგმენტზე, მაშინ, როგორც, 

შემდგომში ვნახავთ (იხ. თეორემა 4.1) ყოველთვის არსებობს განსახღე– 
რული ინტეგრალი I (XX) ფუნქციიდან |0ი, 6) სეგმენტზე. ამიტომ (1.3) 
ტოლობით მოცემული მრუდწირული ტრაპეციის 5 ფართობისათვის. 

გვაქვს: 
ხ 

§-= (0 
ძ 

ამრიგად, განსაზღვრული ინტეგრალი |(|თ, ხ) სეგმენტზე არაუარ- 

ყოფითი უწყვეტი I (X) ფუნქციიდან, უდრის იმ მრუდწირული ტრა– 

პეციის ფართობს, რომელიც შემოსაზღვრულია Vყ=/ (ა) წირით, 0X 

ღერძით და X=თ, X=ხ წრფეებით. 

ზემოთ ჩვენ შემოვიყვანეთ |თ, ხ) სეგმენტზე განსაზღვრული / (ი 
ფუნქციის ინტეგრალის ცნება განსაზღვრებით მივიღოთ, რომ, თუ 

1 (X) ფუნქცია სასრულია თ წერტილში, მაშინ 

II (X) ძX=0. (2.4) 

ძი 

ასევე განსახღვრებით მივიღოთ, რომ, თუ / (X) ფუნქცია ინტეგ- 
რებადია (თ, ხ) სეგმენტზე, მაშინ 

ძ ხ 

| I(X)ძXა = – II (X) ძ». (2.5) 

ხ ძი 

შევნიშნოთ, რომ განსაზღვრული ინტეგრალი არ არის დამოკიდე– 
ბული ინტეგრების ცვლადზე, ამიტომ შეგვიძლია ვწეროთ. 

ხ ხ ხ 

(Iთ%= | Iთ«- | #(0) ძი= ·-- 

ძ ძ ძ 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 
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თეორემა 2.1. თუ ფუნქცია ინტეგრებადია რაიმე სეგმენტზე,» 

მაშინ იგი შემოსაზღვრულია ამ სეგმენტზე. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ I () ფუნ- 

ქცია არ არის შემოსაზღვრული |თ, ხ) სეგმენტზე. განვიხილოთ: 

L0თ, ხ) სეგმენტის რაიმე 7–დანაწილება და შევადგინოთ ინტეგრალური: 

ჯამი 

ცხადია, რომ I (X) ფუნქცია არ არის შემოსაზღვრული დანაწილების. 
ერთ-ერთ სეგმენტზე მაინც. ვთქვათ ეს სეგმენტი. (Xი, XI). მაშინ. 

თ ინტეგრალური ჯამის | (6)) ტX, შესაკრები შეიძლება გავხადოთ ნე-. 
ბისმიერად «იდი, თუ §) წერტილს შესაბამისად შევარჩევთ. თუ 

წი:, ნვ... ხა წერტილები ფიქსირებულია, მაშინ ინტეგრალური ჯამის. 

დანარჩენი შესაკრებები მუდმივია. ამრიგად, L, წერტილის შერჩევით- 

თ ინტეგრალური ჯამი მეიძლება გავხადოთ ნებისმიერად დიდი და 

ამიტომ ცხადია არ არსებობს მისი ზღვარი. ე. ი. / (X) ფუნქცია არ· 
არის ინტეგრებადი |თ, ხ1 სეგმენტზე. მივიღეთ წინააღმდეგობა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ამრიგად, იმისათვის, რომ ფუნქცია იყოს ინტეგრებადი რაიმე სეგ-- 

მენტზე, აუცილებელია იგი იყოს შემოსაზღვრული ამ სეგმენტზე. 

შევნიშნოთ, რომ თეორემა 2.1-ის შებრუნებული თეორემა მართე-- 
ბული არ არის, ე. ი. ფუნქციის შემოსაზღვრულობა არ წარმოადგენს. 
ინტეგრებადობის საკმარის პირობას. მაგალითად, დირიხლეს ფუნქცია. 

ჩ0)= 1, როცა Xჯ რაციონალურია,. 

L9, როცა X ირაციონალურია, 

შემოსაზღვრულია, მაგრამ არ არის ინტეგრებადი არცერთ (L0, ხ)I სეგ-- 

მენტზე. 

მართლაც, თუ Lი, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი დანაწილების შესაბა-- 

მის ინტეგრალურ ჯამში §, წერტილებად ავიღებთ რაციონალურ» 

რიცხვებს, მაშინ 

” ჩ 

თ = ბ, 06)#X, = 2 1.0X=ხ--. 

L=1 #M=1 

456



“ზოლო, თუ §, წერტილები ირაციონალური რიცხვებია, მაშინ 

ჩ ” 

0 = ) 96)46X= » 0:.#M%#X.=90. 

, – 

#=1 ჩ==1 

გამომდინარე აქედან თ ინტეგრალურ ჯამს ზღვარი არ გააჩნია. ე. ი. 

-ს (XI) ფუნქცია არ არის ინტეგრებადი |თ, ხ) სეგმენტზე. 

§ ვ. დარბუს?” ვბამები. ინტჭეგრალის არსებობის 

აუცილებელი და საკმარისი პირობა 

განვიხილოთ (IC, ხ1) სეგმენტზე შემოსაზღვრული წ(X) ფუნქცია 

„ავიღოთ Lთ, 61) სეგმენტის რაიმე 7.-დანაწილება 

Iთ, XII, IX), XI, ..., ხლ ხI. 

-M, და ჩI იყოს შესაბამისად /(X) ფუნქციის ზუსტი ზედა და ქვედა 
”საზღვრები IX,-, X.1 სეგმენტზე. ჯამებს 

” ჩ 

–_ - ი 

თ = ა (ახა _. ..- ) „I, რ XL 
/-) =– #7 
ჩ=1 M=-1 

„ეწოდებათ, შესაბამისად, / (X) ფუნქციის ზედა და ქვედა ჯამები, ანუ 

· დარბუს ჯამები. ცხადია, რომ თ=თლთ. 

ლემა. 1. სეგმენტის მოცემული დანაწილებისათვის „დაყოფის 

ახალი წერტილების დამატებით დარბუს ქვედა ჯამი არ მცირდება, 
ხოლო ზედა ჯამი კი არ იზრდება. 

დამტკიცება. საკმარისია მსჯელობა ჩავატაროთ იმ შემთხვე- 

ვისათვის, როდესაც მოცემულ დანაწილებას ვუმატებთ: დაყოფის მხო- 

ლოდ ერთ ახალ წერტილს. ვთქვათ თ და თ არის I (X) ფუნქციის 

ზედა და ქვედა ჯამები (თ, 61) სეგმენტის მოცემული დანაწილებისა- 

„, თვის, ხოლო თ” და თ” ზედა და ქვედა ჯამები, თუ დანაწილების 

წერტილებს დავუმატებთ ახალ § წერტილს. ვთქვთ X,-) < L < XI, 

  

« გასტონ დარბუ (1842–-–1917) -––– ფრანგი მათემატიკოსი.



მაშინ ი” ზედა ჯამი მიიღება 'თ-საგან, თუ მასში /,, MX, შესაკ- - 

რებს შევცვლით ორი შესაკრების ჯამით 

M, 8–-X.-)) + MC ––- 8, 

სადაც M, ღა M,. არის წ(X) ფუნქციის ზუსტი ზედა საზღვრები, 

შესაბამისად IX--1, 5) და |§, XI სეგმენტებზე. ცხადია, რომ /M, <- M,. 
და /M, <- /M,. ამიტომ 

#V.(ნ6–- X,- 1) + M» (I, – ს < M, I 6 – X-I) + (+, –– )) = M, #ტX.. 

ე. ი. თ << ფთ. 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ ქვედა ჯამი არ შემცირდება, თუ · 

მოცემულ დანაწილებას «დავუმატებთ დაყოფის ახალ წერტილს. 

ლემა დამტკიცებულია. 
ლემა 2. არცერთი ქვედა ჯამი არ აღემატება არცერთ ზედა ჯამს. 

დამტკიცება. ვთქვთ ით, არის მოცემული ფუნქციის ქვე- . 

და ჯამი სეგმენტის რაიმე დანაწილებისათვის, ხოლო თე –– ამავე. 

ფუნქციის ზედა ჯამი სეგმენტის რაიმე. სხვა „დანაწილებისათვის. თვ. 

და თვ იყოს შესაბამისად ქვედა და ზედა ჯამები იმ დანაწილებისა- 

თვის, რომლის დაყოფის წერტილთა სიმრავლე წარმოადგენს ზემოთ · 

აღნიშნული ორი დანწწილების „დაყოფის წერტილთა სიმრავლეების . 

გაერთიანებას. მაშინ „ლემა 1-–ის ძალით გვაქვს 

თ <6 << წვ <თ. 

ლემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 3.1, (თ, 6) სეგმენტზე I (X) ფუნქციის ინტეგრება- · 

დობისათვის, აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

სთ (თ––თ = 0. 
27-–>90 – 

ე. ი. ყოველი 6>0 რიცხგისათვის არსებობდეს ისეთი 8>0 რიცხვი. 

რომ (თ, ხ1 სეგმენტის ნებისმიერი 2?-დანაწილებისათვის, #< ბ, ადგი– 

ლი ჰქონდეს უტოლობას 

თ–-ძ< ნ.



აუცილებლობა. ვთქვათ არსებობს ინტეგრალი 

ხ 

I = | / იძ». 
ძი 

მაშინ ყოველი §5>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ბ>0 რიცხვი, 

“რომ (ი, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი 2.-დანაწილებისათვის, 7<9, ადგი- 

ლი ექნება უტოლობას 

Iთ–-II<-+., (3.1) 

სადაც თ წარმოადგენს აღებული დანაწილების სათანადო ინტეგრა- 
ჟლურ ჯამს. 

შევნიშნოთ, რომ მოცემული 2.-დანაწილებისათვის ისე შეიძლება 

შევარჩიოთ L, და L. წერტილები #=1, 2,..., I, რომ შესაბამისი 

“ით, და თ: ინტეგრალური ჯამებისათვის ადგილი ექნება უტოლობებს 

– 8 6 
თ–-თ”-, თ-თ< –-. 1< 2 გ-- ძ< 2 

მართლაც, ზუსტი ზედა სახღვრის განსახღვრების ძალით მოცემუ- 

ლი 6>0 რიცხვისათვის შეგვიძლია შევარჩიოთ ისეთი 16,CIX,-I, XI 

წერტილი, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

0 <%–-/60 <>. ჩ=1,9,.. ,M.   

თუ ამ უტოლობებს გავამართლებთ #X,-ხე და შევკრებთ, მივიღებთ 

_ 8 
ი«თ-თ<-- · 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ მეორე უტოლობის მართებულობას. 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ, როცა #<ბ, მაშინ (3.1)-ის ძალით 

-თ, და თ: ინტეგრალური ჯამებისათვის გვაქვს 

8 8 
_ ა აგ -_ I! –ა Iთ–-II< 2 | თა I< 2 
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მივიღებთ 

თ-თ= თ--თ-+ თ-!+I!-თ+-თ-–-ძთ<დ< 

დ<)თ- თფთფ1+IIფთფ-/+-I7-–-თI)+IIთ--თ!|<8%. 

აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

საკმარისობა. ვთქვათ ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის არსე– 

ბობს ისეთი 86>0 რიცხვი, რომ (თ, ხ1 სეგმენტის ნებისმ”ერი 7.-დანა– 

წილების, #<8, სათანადო თ და თ ჯამებისათვის ადგილი აქვს 

უტოლობას 

თ--თ <8. (3.2) 

ლემა 2-ის ძალით 

"თ<5სი (თ) <Iი (6) <9, 
საიდანაც (3.2)-ის გათვალისწინებით მივიღებთ 

0 <IიI (თ) ––ასი(თ1) <0თ--– თ <86. 

წ ე. ი 

IიI (თ) = 5სი (0) · 

აღვნიშნოთ 

I= IიI (თ) = 5სი (თ). 

რადგან 

თ<I<თ, თ<თ<თ, 

ამიტომ | თ –– II < §, როცა <8, ე. ი. 

IIი თ = 7. 
#–>ი 

საკმარისობა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ ”(X) ფუნქცია ინტეგრებადია (ი, ხ) სეგმენტზე, 
მაშინ იგი ინტეგრებადია მის ნებისმიერ ქვესეგმენტზე. 
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მართლაც, ვთქვათ LC, ძ)C (თ, ხ1. დავყოთ IC, ხ1 სეგმენტი წერ- 
ტილთა ისეთი სისტემით, რომელთა შორის არის C და ძ წერტილები, 
ცხადია, ამ დროს მიიღება (LC, #1) სეგმენტის გარკვეული დანაწილებაც. 

სთ და თ «იყოს დარბუს ჯამები (თ, ხ1 სეგმენტისათვის, ხოლო თ 

და თ, ასეთივე ჯამები |C, ძ) სეგმენტისათვის.ს რადგან ზედა და 

ქვედა ჯამებს შორის სხვაობის ყოველი შესაკრები არაუარყოფითია, 

ამიტომ 

0იდთ–-თდთ--თ. 

აქედან თეორემა 3.1-ის ძალით 

IIთ (თ –– ფ) = IMთ(თC-––თ = 0. 

ე. ი. 1 (X;) ფუნქცია ინტეგრებადია IC, ძ) სეგმენტზე. 

§ 4. ინტებრებად ფუნქციათა ზობიერთი კლასი 

თეორემა 4.1. სეგმენტხე უწყვეტი ფუნქცია ინტეგრებადია ამ 

სეგმენტზე. 
დამტკიცება. ვთქვათ, წ (X) ფუნქცია უწყვეტია |Lთ, ხ1 სეგ- 

მენტზე. მაშინ კანტორის თეორემის თანახმად ეს ფუნქცია თანაბრად 
უწყვეტია მოცემულ სეგმენტზე. მაშასადამე, ნებისმიერი §>0 რიცხ– 
ვისათვის მოიძებნება ისეთი 8>0 რიცხვი, რომ |Cთ, 6) სეგმენტის ყო– 
ველი Xჯ” და X” წერტილებისათვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირო– 

ბას |X”---X”| <ბ, ადგილი ექნება უტოლობას 

I/00–1001<---. 
ხ–იძთ 

თუ განვიხილავთ |თ, ხ|) სეგმენტის ნებისმიერ 7.-დანაწილებას, #<8, 

მაშინ 

  

8 
  MM, –– 9, < , (” = 1, 2... 71), 

ხ–იძ 

სადაც /M, და #71, არის წ(X) ფუნქციის შესაბამისად უდიდესი და 'მცი- 

ჩ 

  

_ ხ– 

ჩ 
_ – 

ძ-თ= % ' (M,-– )არX< - L რ+, = 8- _ / რთ 7.4 

#= #=1 
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აქედან თეორემა 3.1-ის ძალით გამომდინარეობს / (X») ფუნქციის ინ- 
ტეგრებადობა (|Cთ, ხ1 სეგმენტზე. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 4.2. თუ სეგმენტზე შემოსაზხღვრულ ფუნქციის წყვე– 

ტის წერტილთა სიმრავლე სასრულია, მაშინ იგი ინტეგრებადია ამ 

სეგმენტზე. | 
დამტკიცება. სიმარტივისათვისს ვიგულისხმოთ, რომ /(X) 

ფუნქციას (თ, ხ1 სეგმენტზე აქვს წყვეტის მხოლოდ ერთი C წერტილი, 
ი<6<ხ. განვიხილოთ C წერტილის ისეთი (C–6, C+ბ) მიდამო, რო– 

მელიც (|ძ, ხ1 სეგმენტშია მოთავსებული. (LC, ხ1 სეგმენტის 7.-დანაწი– 
ლებისათვის, სადაც #<6 შევადგინოთ I (V) ფუნქციის დარბუს ჯამე– 

ბის სხვაობა 

ჩ 

თ-თ = ბ). (M,– ჩე) რ%-. 

ჩ=1 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

თ-თ=ნ+M+0, 

სადაც ს არის თ-- თ სხვაობის იმ შესაკრებთა ჯამი, რომელთა შე– 

საბამსი IX, ., XI) სეგმენტები მოთავსებულია (0, 6--ბ) ან 

IC+ბ, ხ1) სეგმენტში, #2-იმ შესაკრებთა ჯამი რომელთა შესაბამისი 

ქვესეგმენტები “მედის |C–-ბ, C+ბ) სეგმენტში, ხოლო (2-დანარჩენ 

შესაკრებთა ჯამი, თუ ასეთი არსებობს. 

თუ M და #I არის წ(X) ფუნქციის ზუსტი ზედა და ქვედა საზღვ– 

რები |თ, ხ1 სეგმენტზე, მაშინ '„კხადია,რომ 

IX < 28 (V –– ი), C < 22(M –– წ). 

ვთქვათ §>0 ნებისმიერი რიცხვია. შევარჩიოთ ბ რიცხვი ისე, რომ 

8 
გ --–-–--. 

<– MM -– ი) 

მაშინ გვექნება 

2 

თ–-თლი+2XM--ი)+2მ(M-ი)< 0+40(M–ი)=0+%---8 (4.1) 

რადგან I (X) ფუნქცია უწყვეტია (ი, C-ბ) და (6C+ბ, ხ) სეგმენ– 
ტებზე, ამიტომ ამავე სეგმენტებზე იგი თანაბრად უწყვეტია. მაშასა– 

41. ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშეილი, ნ. მაჭარაშვილი 401



დაზე, აღებული 8>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებით. 
ი<ბა რიცხვი, რომ 

8 
»ჯ – ჯ” < , (წ/იხ–/05I<ვუ=ე 

როდესაც | X' –– X” | < წ), სადაც X”, X” C Iთ, C –– ბ) ან X” X»”CIC-+-8, ხ| 
ამიტომ, თუ 1?. < 7, ბიმმა 

  ი< ხ-ი--20<--. 
დ- ძ) 

მაშასადამე, (4.1)-დან ვღებულობთ 

თ–- თენ, 

თეორემა 3.1-ის ძალით ეს კი ნიშნავს, რომ /” (MX) ფუნქცია ინტეგრე 

ბადია (თ, ხ) სეგმენტზე. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ (09, 6) სეგმენტზე შემოსაზღვრული / (X) ფუნქცი 
განსხვავებულია ნულისაგან მხოლოდ წერტილთა სასრულ სიმრავლე 

ზე, მაშინ 

II (X) ძX = 0. (4.2 

მართლაც, პირობის თანახმად / (M) ფუნქციას აქვს სასრული რი 
ცხვი წყვეტის წერტილებისა და ამიტომ იგი ინტეგრებადია ამ სეგ 

მენტზე. თუ (თ, ხნ) სეგმენტის ყოველი დანაწილებისათვის §, წერ 

ტილებს ისე შევარჩევთ, რომ ისინი განსხვავდებოდნენ I (X) ფუნქცი 
ის წყვეტის წერტილებისაგან, მაშინ ინტეგრალური ჯამი თ=0 და მა 

შასადამე მართებულია (4.2) ტოლობა. 

თეორემა 4.3. სეგმენტზე მონოტონური ფუნქცია ინტეგრება 
დია ამ სეგმენტზე”. 

დამტკიცება. ვთქვათ 7 (X) ფუნქცია ზრდადია (თ, 61 სეგ 

მენტზე, მაშინ ცხადია |თ, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი 7?-დანაწილებისა 

თვის გვაქვს 

ი) /თაბი თ=” 

“ სეგმენტზე მონოტონურ ფუნქციას შეიძლება ჰქონღეს წყვეტის წერტილთ 

უსასრულო სიმრავლე. 
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I (XL-1) ტ X,, L
I
 

ლდ L ლ= I



ამიტომ 

ა 

თ-თ= LI (ი) – /(C-))16X < 

#=1 

<2, 2). II (9) –– / (V.–,)1 = 2. II (6) – / (91. 
#=1 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

1Iი) (თ –– თ) =0. 
#-–>0 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 5. ბანსაზღვრული ინტებგრალის უმარტივესი 

თვისებები 

1. თუ (ძი, ხ) სეგმენტხე / (X=M#M, სადაც M#M მუდმივია, მაშინ 

LI (X) ძX = VI ხ-–თ. (5.1) 

მ 

დამტკიცება. (თ, 61) სეგმენტის ნებისმიერი დანაწილებისა– 

თვის და ნებისმიერი §„, წერტილებისათვის გვაქვს 

ჩ 

თ = 2 რაბი = M 9 #4 X, = M(ხ-–თ, 
ჩ=1 ჩ=1 

საიდანაც გამომდინარეობს (5.1) ტოლობა. 

9. თუ წ (X) ფუნქცია ინტეგრებადია (თი, ხI) სეგმენტზე და #1 მუდ–- 

მივია, მაშინ #6)! (IX) ფუნქცია აგრეთვე ინტეგრებადია (C, 61 სეგ- 

მენტზე და ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ 

|4 | (X) ძX = 4 |! (X) ძX, (5.3) 

ე. ი. მუდმივი მამრავლი შეიძლება გავიტანოთ განსაზღვრული ინტეგ– 
რალის ნიშნის გარეთ. 
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დამტკიცება. (ი, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი დანაწილებისა–- 
თვის გვაქვს 

ამ ტოლობაში ზღვარზე გადასვლით მიიღება (5.2) ტოლობა. 

3. თუ I (X) და #(X) ფუნქციები ინტეგრებადია (თ, ხ) სეგმენტზე, 

მაშინ მათი ჯამიც ინტეგრებადია Iთ, ხ) სეგმენტზე და ადგილი აქვს. 

ტოლობას 

| I”/CX) “+- თ(X)1 ძ = IIთ რ+ | იარ 

დამტკიცება. (ით, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი დანაწილები– 

სათვის «გვაქვს 

ა (1(6ა+C6)14#, = 2 )/დაბი +) თ(6)ბტ»X.. (5.3» 
#=1 წ#–=1 ხ– 

ამ ტოლობაში ზღვარზე გადასვლით მიიღება (5.3) ტოლობა. 

შედეგი. თუ წ(00 და §(X) ფუნქციები ინტეგრებადია (XC, ხ1. 
სეგმენტხე ხოლო # და #8 ნებისმიერი მუდმივებია, მაშინ- 
#4) (X)+8V CV) ფუნქცია აგრეთვე ინტეგრებადია |თ, ხ) სეგმენტზე და. 
ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ ხ ხ 

| (40) +8C(01ძ» = 4 | II + 8|« (X) ძჯ. 
ძ ძ ძ 

ადვილია ჩვენება, რომ ეს თვისება მართებულია შესაკრებთა ნე– 

ბისმიერი სასრული რაოდენობისათვის. 

4. თუ | (2) ფუნქცია ინტეგრებადია (თ, C1 და LC, ხ) სეგმენტებზე,. 
მაშინ იგი ინტეგრებადია (ი, ხ) სეგმენტზეც და ადგილი აქვს ტო- 

ლობას 

ხ C ხ 

| I(X)ძX = II (X) ძ» + | I (X) ძX. (5.4), 

6 ძ C 
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დამტკიცება. განვიხილოთ (|V, ხ1I სეგმენტის ნებისმიერი და– 
ნაწილება, რომლის დაყოფის ერთ-ერთი წერტილია 0. / (X) ფუნქციის 
(ი ინტეგრალური ჯამი, რომელიც შეესაბამება (თ, ხ) სეგმენტს, ასე 
"წარმოვადგინოთ 

თძთ=თ -L თე, (5.5) 

სადაც თ, და თა: არის წ”(%) ფუნქციის ინტეგრალური ჯამი შესაბამი–- 

'სად (თ, CI და (C, ხ1 სეგმენტებისათვის. რადგან / (9) ფუნქცია ინტეგ– 
რებადია Iთ, CI და IC, ხ) სეგმენტებზე, ამიტომ განხილული სახის 
დანაწილებისათვის (5.5) ტოლობიდან მივიღებთ 

„სი «- I 00 ძი + ( ცე ძჯ. (5.6 

განვიხილოთ ახალი |თ, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი დანაწილება, 
რომლისთვისაც C არ არის დაყოფის წერტილი 

0 = Xა<. X) <<. Xთ <= Xო+1 <<, Xგ == ხ, 

სადაც X„< C < ჯ,+. 6", იყოს ამ დანაწილების ინტეგრალური ჯამი: 

= ა) I (6) #X,. 

#=1 

აღვნიშნოთ თ-თი იმ დანაწილების შესაბამისი ინტეგრალური ჯამი, 
რომელიც მიიღება, თუ განხილული დანაწილების დაყოფის წერტი- 

ლებს დავუმატებთ C წერტილს. ე. ი. 

#71 ჩ 

___ 
ლ 

#=- 1 ჩ=ი1+2 

სადაც X#, <- ნთ <0, 0 <- ნი <- Xა+I 
ცხადია, რომ 

ჩ 

თ"= ა. I(6)ტბX=თწ+ს, (5.7) 
_ 

#=1 

ზადაც 
ს = | (ნ,)(%–+-–-Xო) (თ) 6–– X,) –– წ (8) (MX,+:-–- 0). 
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თუ M არის |/ (X) | ფუნქციის ზუსტი ზედა საზღვარი (თ, 61 სეგ– 
მენტზხე, მაშინ 

I ს (<-MCXო+1-–Xთ) + M(C-–X,) + 7VLICX,,+1––0) = 27VICXფ+1-–-X,). (5.8) 

რადგან 1IIთ თ არსებობს, ამიტომ (5.7)-დან (5.8)-ის ძალით გვაქვს 

7.–-0 

IIი თ" =IIთ თ. 

ამრიგად (5.60) ტოლობას ადგილი აქვს (თ, ხ) სეგმენტის ნებისმიე–- 

რი სახის დანაწილებისათვის, საიდანაც გამომდინარეობს დასამტკიცე– 

ბელი (5.4) ტოლობა. 

შევნიშნოთ, რომ, თუ / (X) ფუნქცია ინტეგრებადია (თ, ჩ) სეგ- 
მენტზე, მაშინ (2.4) და (2.5)-ის გათვალისწინებით ადვილია ჩვენება, 

რომ (5.4) ტოლობა მართებულია ნებისმიერი თ, ხ, C რიცხვებისათვის, 

Iთ, ჩ1 სეგმენტიდან. 
5. თუ |0, ხ) სეგმენტზე ინტეგრებადი | (X) ფუნქციის მნიშვნელო– 

ბები განსხვავდება შემოსაზღვრული დ (X) ფუნქციის მნიშვნელობისა– 

გან წერტილთა მხოლოდ სასრულ სიმრავლეზე, მაშინ დ (X) ფუნქციაც, 

ინტეგრებადია (0, ხ) სეგმენტზე და ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ ხ 

| 1(X) ძჯ = თ“ 

8 ძი 

დამტკიცება. განვიხილოთ ფუნქცია § (X)=დ (X)––I (X), რომ– 

ლისთვისაც თეორემა 4.2-ის შედეგის ძალით გვაქვს 

ხ 

I« (X) ძX = 0. 

ამიტომ მე-3 თვისების თანახმად 

ხ ხ ხ ხ 

|დთ« = (წთ ძX + IL (X) ძX = IIთ% 

ი ი ძი ძი ძი 

შენიშვნა. ამ თვისებიდან ჩანს, რომ ფუნქციის ინტეგრება–- 

დობა და ინტეგრალის მნიშვნელობა არ არის დამოკიდებული იმახე, 

თუ რა მნიშვნელობას ღებულობს ფუნქცია რაიმე კონკრეტულ სას– 

რული რაოდენობის წერტილებში. 
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6. თუ /(X) და დ(V) ფუნქციები ინტეგრებადია |თ, ხ1) სეგმენტზე 

და ამ სეგმენტხე / (X)1<C (X), მაშინ 

ხ ხ 

| 7(X) ძ» <| დ (X) ძჯ. (5.9) 

დამტკიცება. რადგან #X,>>0, ამიტომ |თ, ხ) სეგმენტის 

ნებისმიერი 7-დანაწილებისათვის გვაქვს 

I ჩ 

ბ. I(§,) 4X, <: ბ. დ (8) #ტX.. 

=1 #=1 

თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა 7-0, მივიღებთ და- 
სამტკიცებელ (5.9) უტოლობას. 

შედეგი. თუ არაუარყოფითი ”() ფუნქცია ინტეგრებადია 
(თ, ხ1) სეგმენტზე, მაშინ 

ხ 

I/თ«>-ი 
ძ 

7. თუ LI(CX) ფუნქცია ინტეგრებადია |Iი, ხ) სეგმენტხე, მაშინ 

II (9 | ფუნქცია აგრეთვე ინტეგრებადია ამ სეგმენტზე და 

I 8 
დამტკიცება. განვიხილოთ Iთ, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი 

2.-დანაწილება 

  

  
(362, ძჯ. (5.10) 

ძი = Xა <. X) << Xე =ხ. 

M, და I, იყოს შესაბამისად / (+) ფუნქციის ზუსტი ზედა და ქვედა 
საზღვარი IX„-1, X.1 სეგმენტზე, ხოლო. /#, და MI –– 1 / (X)) ფუნქციის 
ზუსტი ზედა და ქვედა სახღვარი ამავე სეგმენტზე. მაშინ ცხადია 

#:–-ი,= 5სი I II/(X) | 1I(X”))I|<- §სი I|/(X”)-–-I(X”)|ლ /VM,––ი?,. 
X, X” CIXM--,, XLI X”, ჩ»” 6 IXL- 1, XI.) 
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| (ი) ფუნქციის ზედა და ქვედა ჯამები (თ, ხ) სეგმენტზე აღენიშ- 

ნოთ შესაბამისად თ და თ-ით, ხოლო || (X) | ფუნქციის ზედა და 

ქვედა ჯამები 0" და თ"-ით. (ი, ს) სეგმენტზე ”#(») ფუნქციის 

ინტეგრებადობის გამო თეორემა 3.1-ის ძალით გვაქვს 

ჩ 

IIთ დ'--თ) = თ (ი -– თებ» < 

Iს (თ7 –- თ?) = 0. 
2–>–0 – 

მაშასადამე |I (X) | ფუნქცია ინტეგრებადია (თ, ხ1 სეგმენტზე. ვაჩვე- 
ნოთ ახლა (5.10) უტოლობის მართებულობა. რადგან 

–II(0I<7(0<I7V)I, 
ამიტომ 

ხ ხ ხ 

– | /თI%< | | 00«<| I/ 014 

ძ9 ძთ ძ 

აქედან გამომდინარეობს (5.10) უტოლობა, 

შენიშვნა. |I”/() | ფუნქციის ინტეგრებადობიდან საზოგადოდ 

არ გამომდინარეობს / (%) ფუნქციის ინტეგრებადობა. მაგალითად, თუ 

60 = 1, როცა ჯ რაციონალურია, 

– 1, როცა Xჯ ირაციონალურია, 

მაშინ |/ (MX) | ინტეგრებადია ნებისმიერ (ი, ხ1 სეგმენტზე, ხოლო / (2) 

არ არის ინტეგრებადი. 

8. ვთქვათ I” (X) არის (ი, ნ) სეგმენტზე ინტეგრებადი არაუარყო- 

ფითი ფუნქცია. თუ I (X) ფუნჭცია უწყვეტია CCIი, 0) წერტილში და 

1 (01>90, მაშინ 

ხ 

LI (X0)ძX > 0. 

თ 
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დამტკიცება. /(ი) ფუნქციის C წერტილში უწყვეტობის გა- 
მო, არსებობს (თ, ხ|1 სეგმენტში მოთავსებული |თ, ჩ) სეგმენტი, რო– 

1 
მელიც შეიცავს C წერტილს და /#() =>! (0, როცა თ <: X< ჩ. 

„ვინაიდან 

თ ხ 

IV 00 ძX> 0, LI 00ძX>0, 
თ ჩ 

ამიტომ მე-4, მე-6 და 1-ლი თვისებების ძალით გვაქვს 

ხ ხ თ ჩ 1 

|/თ4%= |/თღ«+ | /თ«+ |/04%> 
თ რ C« 

  
  

ჩ ჩ 

> | 7Cთღ%> | (ი ძX = I 6. თ>0. 

თ თ 

შედეგი. თუ არაუარყოფითი უწყვეტი ((ი ფუნქციისათვის 

ხ 

| თ %=9, 
ძ 

მაშინ / (X) იგიჯყურად ნულის ტოლია Lთ, ხ1 სეგმენტზე. 

9. რაიმე სეგმენტხე ინტეგრებადი ორი ფუნქციის ნამრავლი 

'აგრეთვე ინეტგრებადია ამ სეგმენტზე. 

დამტკიცება. ვთქვათ /(X)=დ (X) < (XM), სადაც დ (X) და « (#) 

'რაიმე Iი, ხ1 სეგმენტხე ინტეგრებადი ფუნქციებია. ამ ფუნქციების 

-ინტეგრებადობიდან გამომდინარეობს მათი შემოსაზღვრულობა (თ, ხ) 
სეგმენტზე, ე. ი. არსებობს ისეთი #4 და 8 მუდმივები, რომ 'ნებისმი– 
ერი X-ისათვის (თ, ხ) სეგმენტიდან |დ (X) | =4 და |6 (X) | ლ– 88. 

განვიხილოთ |თ, ნ) სეგმენტის ნებისმიერი 7.-დანაწილება და 

აღვნიშნოთ /M#, და /I., MI, და MI, M, და MI, სიმბოლოებით შესაბა– 

მისად დ (X), § (X) და ”(X) ფუნქციების ზუსტი ზედა და ქვედა საზღვრები 
IXL-I, XL) სეგმენტზე. IXL-., X-I სეგმენტის ნებისმიერი ორი X' და ჯ” 
წერტილისათვის. გვაქვს 

I/(X) ––” (XI) | = |დCC) §(X) -––დ(X) § X-9) | = 
=ICდ(X) 6 60 ––დ (X) CV) +დC) §(X) –– დ(X”) წ (X9) | <: 
<I85()1|დ(X)-–დ(X)I +I დ(X”) I |6(X) – წ X9) I < 
< 8(M, –– თ) + 4 (M, – თ).



მაშასადამე 

M-ის <:8(M,- MI) + 4(M, –– ჩე · 

თუ თ და თ, თ და თ”, თ” და თ” არის შესაბამისად / (X), დ(»/ 

და Cთ(X ფუნქციების ზედა და ქვედა ჯამები Iთ, ხ) სეგმენტზე, მაშინ. 

M· 

თ (თ–თ)=1I91 )., (M, –– უა) #X,, <. 
#->0 “ 30 

#=1 

ჩ ჩ 

<78I0 (მ0სხ–თაბ%+ 4 სთ 2 ,ბს–თიბი – 
1–>0 7-–3>-0 

8= | #=1 

= 8 II (თ –-–თ) + 4 III (თ” –- C”) = 0. 
ს–>0 2–>0 

ე. ი. I (() ფუნქცია ინტეგრებადია (LV, ხ1 სეგმენტზე. 

§ 6. საშუალო მნიშვნელობის თეორემა 

თეორემა 6.1. თუ ”(X) დღა თ(X) ინტეგრებადი ფუნქციებია, 

(თ, ხ1 სეგმენტზე და «(X) ამ სეგმენტზე ნიშანს არ იცვლის, მაშინ 

ხ 

II თ 6C00ძ»«= ს (IC ძა, (6.1), 
ძ 

სადაც #7=ლ=ს=#, ხოლო #M და /”1 არის | (-V) ფუნჭციის ზუსტი ზედა: 

და ქვედა საზღვარი (თ, ხ) სეგმენტზე. 
დამტკიცება. ვიგულისხმოთ, რომ (დ (X)>>0. მაშინ 

MI <- წ (X) <- M# 
უტოლობებიდან გვაქვს 

MC (X) <- | (X) დ (X) <- M(V (X). 

აქედან 
ხ ხ 

=| «თ«ძ<|/თით «<M |« ცი ძ». (6.2), 
თ ძ ძი 
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რადგან (« (X)>>9, ამიტომ 

ხ 

IL (X) ძX > 0. 

ძი 

თუ ეს ინტეგრალი ნულის ტოლია, მაშინ (6.2)–დან 

ხ 

LI (X) 9 (X) ძX = 0 

ი 

"და (6.1) ტოლობის მართებულობა ცხადია. 

ახლა ვთქვათ ინტეგრალი « (+) ფუნქციიდან დადებითია, მაშინ 

(6.2) უტოლობებიდან გვაქვს 

ხ 

(/თ(”თიძ: 

ო დ 9: ---C<M. 

LV (X) ძჯ 
ძი 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

ხ 

(/თ”თძ 
ს-- "”, (6.3X 

ხ 

(თ 
იმ 

მაშინ (6.3)-დან მიიღება (6.1) ტოლობა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 1. თუ წ(ი) ფუნქცია, უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტზე, 
'ხოლო ( (X) ინტეგრებადი ფუნჭცია ნიშანს არ იცვლის (თ, ხ1 სეგ– 
მენტზე, მაშინ ამ სეგმენტზე არსებობს ერთი მაინც ისეთი C წერტილი, 

რომ ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ ხ 

II (X) C(X)ძX = | (§) IL (X) ძ». (6.4). 

ძ ძი 
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შედეგი 2. თუ /(X) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ1 სეგმენტზე, მა- 
მინ ამ სეგმენტხე არსებობს ისეთი § წერტილი, რომ 

| ”(0ეძი=(6-–-თ!დ. (6.5) 

ეს ტოლობა მიიღება (6.4) ტოლობიდან, თუ დავუშვებთ, რომ 

I0, 6) სეგმენტზე ყ§ (X) =1. 

3 | ზ (6.5) ფორმულის გეომეტრიუ- 
ლი შინაარსი შემდეგში მდგომა- 

· უ რეობს: თუ არაუარყოფითი /(9 

ფუნქცია «უწყვეტია (თ, ხ) სეგ- 
# ა მენტზე, მაშინ ამ ფუნქციის გრა- 

ფიკზე მოიძებნება ისეთი # წერ- 
ტილი, რომ 048ხ მრუდწირუ- 

X ლი ტრაპეციის ფართობი ტოლია 
ძთCM0ხ მართკუთხედის ფართობის 
(ნახ. 20), მაგრამ ასეთი წერტი- 

ალის მოძებნა პრაქტიკულად საზოგადოდ არ ხერხდება. 

  

      
  

–<– 
ნახ. 20 

§ 7. ინტეგრალი ცვლადი ზედა საზღვრით 

ვთქვათ / (XX) ფუნქცია ინტეგრებადია (ი, ხ1 სეგმენტზე. მაშინ იგი 

· ინტეგრებადია ნებისმიერ (ი, XI სეგმენტზე, სადაც თლ–X=ხ. შემო- 
ვიღოთ აღნიშვნა 

Xჯ 

#(X) = I (7) ძL. (7.1) 

თეორემა 7.1. თუ /(X) ფუნქცია ინტეგრებადია (ით, ხ1 სეგმენ- 
·ტზე, მაშინ (7.1) ტოლობით განსაზღვრული V#” (Xჯ) ფუნქცია უწყვეტია 

(ი, ხ1 სეგმენტზე. 
დამტკიცება. ვთქვათ #CI0V, ხ|) და X + #XCIთ, ხ1, მაშინ (7.1) 

„ტოლობის ძალით 

X+#X X-+--სX X-L--#X 

ჩC>V+ #9 = I /დ4#= /ი4+ I (0) ძ/ = ”თ+ 64 
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საიდანაც 

X-+#40X 

#0 = (+ #X) –- # (ი –|I თ 4. 0.2, 

რადგან | (X) ინტეგრებადია (თ, ხ1 სეგმენტზე, ამიტომ იგი შემო– 

სახღვრულია ამ სეგმენტზე. ვთქვათ || (X)| <M ყოველი »CIთ, ხ1.- 
სათვის. გვაქვს 

X-+-#X X+-#6X 

VI -| /ი4< |I(/04 < | #|54MI% 
  

აქედან ცხადია, რომ IIი /#/” = 0 ნებისმიერი ჯC(თ, ხI-სათვის, ე. ი.. 
#ტX-–>–0 

MX) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტზე. 
თეორემა „დამტკიცებულია. 
თეორემა 7.2. თუ Iთ, ხ) სეგმენტზე ინტეგრებადი / (X) ფუნ)ქ- · 

ცია უწყვეტია ამ სეგმენტის #Xი წერტილში, მაშინ (7.1) ტოლობით · 
განსახღვრული # (X) ფუნქცია წარმოებადია Xი- წერტილში და ადგი- 

ლი აქვს ტოლობას 

ჯ” (Xი) == / (Xი)- 

დამტკიცება. თუ Xე: + 4ტXC თ, ხ), მაშინ გვაქვს (იხ. (7.2) ) 

    

  

  

  

  

Xა-+-)X 

ბი _ ნთ +ბა–-ჩCთ)_ _ _1 IV „ = 
/#X #ტX #X 

რადგან 

1 X--L ·X 

I (Xი) = 2 |, თა«#, (7.4) 

Xი 

ამიტომ (7.3.) და (7.4) ტოლობებიდან მივიღებთ 

Xი--+-ტX 

+--IთI = =|-- | თ-/თაI4| < 

Xი--+- ტX 

<-1 | | #თ–IთაI4. (7.5) 
| ტXI 

Xი 
#73



რადგან / (X) ფუნქცია უწყვეტია Xა წერტილში, ამიტომ ნებისმიე- 

-რი 8>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 8>0 რიცხვი, რომ როცა 

IX-XI) <ბ, მაშინ |I («)––I (Xი) |< 6. ამიტომ, თუ #X-ს შევარჩევთ 

ისე, რომ 1#X I<ბ, (7.5) უტოლობიდან გვექნება 

  

  

#ი X-+- ტX 

8 

VI < 1#XII I4 = 8, 

X%ი 

„ი. I=ი ტL V) = ICX%), ანუ ჯ (Xი) == | (Xი)· 

ა-ი #X 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 7.3. სეგმენტზე უწყვეტ ფუნქციას გააჩნია პირვან- 

'დელი ფუნქცია ამ სეგმენტზე. 
დამტკიცება. ვთქვათ /(X) ფუნქცია უწყვეტია Iთ, ხ) სეგ- 

მენტზე, მაშინ თეორემა 7.2-ის ძალით 

ჯ 

M(X) = II ()ძ! (7.5) 

თ 

ფუნქცია წარმოებადია (თ, ხ) სეგმენტის ყოველ წერტილში და 

#X" (X) := წ (X). 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ამრიგად |თ, ხ) სეგმენტზე უწყვეტი ”(X) ფუნქციის ერთ-ერთი 

ბირვანდელია (7.6) ტოლობით განსაზღვრული I (X) ფუნქცია, რომე- 

ლიც წარმოადგენს ინტეგრალს I (XX) ფუნქციიდან .„კვლადი ზედა საზღ- 

ვრით. ე. ი. ადგილი აქვს ტოლობას 

Xჯ 

(Iთ“ = IIთ«%+0, 

C 

·რომელიც ადგენს კავშირს განუსაზღვრელ და განსახლვრულ ინტეგ- 

·რალებს შორის. 

შენიშვნა 1. არსებობს წყვეტილი ფუნქცია, რომელსაც გააჩ– 

ნია პირვანდელი ფუნქცია. 

-17რ



მართლაც, ადვილია შემოწმება, რომ ფუნქცია 

X 

1 , 2?92C: –_ 
ნ0 = ” 50--, როცა X>0, 

0, როცა X=0 
«არის 

ჯ 

1 1 
2ჯეი-–-– ––-ლ000---, რო 0, (თ) X5I 005-> ცა X3-“ 

0, როცა #ჯ=0 

ფუნქციის პირვანდელი ფუნქცია 1--%, + | შუალედში. / (X) ფუნ- 
ქცია X=0 წერტილში განიცდის მეორე გვარის წყვეტას. 

შენიშვნა 2. თუ ფუნქცია შუალედის რაიმე წერტილში განიც- 
დის პირველი გვარის წყვეტას, მაშინ ამ შუალედში მას პირვანდელი 

ფუნქცია არ გააჩნია, ვინაიდან წარმოებულ ფუნქციას არ შეიძლება 

ჰქონდეს პირველი გვარის წყვეტის წერტილი. 

§ 8. ნიუტონ-ლეიბნიცის" ფორმულა 

§ 2-ში იყო აღნიშნული, რომ განსახღვრული ინტეგრალის უშუა- 

ლოდ გამოთვლა, როგორც ინტეგრალური ჯამის ზღვრისა საზოგადოდ 
რთულია. 

ამ პარაგრაფში მივიღებთ, უწყვეტი ფუნქციის შემთხვევაში, გან– 

საზღვრული ინტეგრალის გამოთვლის მეთოდს, რომელიც ეფექტურია, 

როცა ინტეგრალქვემშა ფუნქციის პირვანდელი ფუნქცია გამოისახება 

ელემენტარულ ფუნქციებში. 
თეორემა 8.1. (ინტეგრალური აღრიცხვის ძირითადი თეორე– 

მა). თუ # (ა) არის |თ, ხ) სეგმენტზე უწყვეტი /| (ს) ფუნქციის რომე- 
ლიმე პირვანდელი ფუნქცია, მაშინ 

ხ 

II 0 ძჯ= 6 (0) –– ჩდ. 
ძი 

ჯ 

დამტკიცება. რადგან II (0) აგრეთვე წარმოადგენს 7 (X) 

ი 

“ გ. ლეიბნიცი (1646–-1716) –– გერმანელი მათემატიკოსი.



ფუნქციის პირვანდელს, (იხ. თეორემა 7.3), ამიტომ არსებობს ისეთი 

C მუდმივი, რომ 

II 0) ძ/= 660 +C. 
0 

როცა X=6 ამ ტოლობიდან მივიღებთ C=––” (თ), მაშასადამე 

ჯ 

II (,/)ძ! = M(CX)–– დ (თ). 

ი 

თუ ამ ტოლობაში დავუშვებთ, რომ Xჯ=ხ, მიიღება დასამტკიცებელი 
(8.1) ფორმულა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

(8.1) ფორმულას ნიუტონ-ლეიბნიცის ფორმულა ეწოდება. 

ამ ფორმულის ჩასაწერად ხშირად იყენებენ აღნიშვნას # (ხ)-–- 

ხ 
–-I;M(Cთ0 =XILCX)) · ამ აღნიშვნის გათვალისწინებით ნიუტონ-ლეიბნი– 

ი   
ცის ფორმულა მიიღებს სახეს 

ხ 

II (X) ძX = L (X) . 
ძ 

0 

  

ამრიგად, უწყვეტი წ()) ფუნქციის განსახლვრული ინტეგრალი 
გამოითვლება ამავე ფუნქციის განუსახღვრელი ინტეგრალის საშუა–- 

ლებით. 
შევნიშნოთ, რომ ნიუტონ-ლეიბნიცის ფორმულა სამართლიანია მა– 

“შინაც, როცა ძთ>ხ. 

განვიხილოთ მაგალითები. 

  

 



ჯ 

=1-1=29, 
0 

1 _ 1 __ –+)=5 

== 4 2. 

ნიუტონ-ლეიბნიცის (8.1) ფორმულა მივიღეთ |თ, ხ) სეგმენტზე 
უწყვეტი / () ფუნქციისათვის ახლა ვაჩვენოთ, რომ ეს ფორმულა 
მართებულია უფრო ზოგად შემთხვევაშიც. 

თეორემა 8.2. ვთქვათ (ი, ხ) სეგმენტხზხე ინტეგრებად / (X) 
ფუნქციას აქვს წყვეტის წერტილთა სასრული რაოდენობა. თუ LV 

არის Lთ, ნ1 სეგმენტზე უწყვეტი ისეთი ფუნქცია, რომ / (X)-ის 'უწყვე– 
ტობის ყოველ წქრტილზე #”7 (X)=/ (X), მაშინ ადგილი აქვს ნიუტონ– 
ლეიბნიცის ფორმულას 

  

წ 

8. | XძX == –“-005Xჯ 

0 

1 

ძX 
4. –---=მვ0 

LI++> '-5+ 

  

–1 

ხ 

|Iთით= #66 – ჩრ. 

ი 
ჯ 

დამტ კიცება. ვთქვათ C (X) = | (0 თძ, მაშინ თეორემა 7 .2-ი 

ძ 

ძალით #” (X) = თ'(X), გარდა სასრული რაო დენობა წერტილებისა, 

მაშინ # (X და Cთ(X) (| ფუნჟციების იოწLაეეტოზიდან განონდინჯრე ადე”ლი 

ჩვენება, რომ 

თდ(0 =XVC)+C, XCIი, ხ), C = 00იV. 

ამრიგად 

ჯ 
“ 

|(04=ჩთ+ C. 

ძ 

„აქედან როცა X=თ გვაქვს C=-–-% (თ), ამიტომ 

ჯ 

II (1) ძ1 = MLCX) –– ჩ (თ). 

რი 

42. ს, თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 477



კერძოდ, როცა ჯ=წხ, გვექნება: 

ხ 

IV 0) ძ/ = ნ(ხ) – ჩ (თ. 
თ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 8.3. ვთქვათ ”(0) ფუნქცია ინტეგრებადია (ით, ხ) 
სეგმენტზე. თუ # I) ისეთი უწყვეტი ფუნქციაა (თ, ხ)-ზე, რომ 

#7 (X)=I (X) გარდა სასრული რაოდენობა წერტილებისა, მაშინ მარ- 

თებულია ნიუტონ-ლეიბნიცის ფორმულა. 

დამტკიცება. ვთქვათ თ,, თძე,..., თ,, არის Iთ, 6) სეგმენტის წერტი- 
ლები, სადაც. I” (X) 2– / (X). განვიხილოთ LV, ხ|I სეგმენტის ისეთი ნებისმი- 
ერი X-დანაწილება თ == Xე <= X, < X << X, = 0, რომლის დაყოფის 
წერტილებს შორის არის თ, ((= 1, 2,...,/.) წერტილებიც. მაშინ ყოველი 

IX,–), XI) (ჯ= 1, 2,..., 72). სეგმენტზე # (X) ფუნქცია უწყვეტია და წარ- 
მოებადია მის შიგნით, ამიტომ # (X) ფუნქციისათვის აღნიშნულ სეგმენტზე 
შეიძლება გამოვიყენოთ სასრული ნაზრდის შესახებ ლაგრანჟის თეორემა 

L(X)-– LICX,-)) = L' (§,ე)0რიX; = | (6) 4X- (8.2) 

სადაც 
#X; = X-–X,-ს L; C) X;-I X,L (= 1, 2... I 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

ჩ 
4, 

) I"CV)--– ”(X,-1))=#C,) –– ჩ (Xი) = #” (6) –– # (თ), 
(=1 

მაშინ (8.2) ტოლობიდან მივიღებთ 

MM 

ნწ (6)-– – (9) = ბ. ზეტ». (8.3) 
(L=1 

(8.3) ტოლობის მარჯვენა ნაწილი არის / (X) ფუნქციის ინტეგრალური 

ჯამი. თუ (8.3) ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა 2?-+0 მივიღებთ 

ხ 

I (X) ძX = L (ხ)––” (ძ). 

(44 

თეორემა დამტკიცებულია.



მაგალითი. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

2 

| 5190 XძX. 

-–I1I 

განვიხილოთ ფუნქცია # ()= I|XI, ცხადია ის უწყვეტია (–-1; 2) 

სეგმენტზე და #7 (0 =5!ყი ჯ გარდა X=0 წერტილისა, ამიტომ 

2 
2 

| თ – LXI | = 1, 
– 

I 

§ ი. ცვლადის გარდაქმნა განსაზღვრულ 

ინტებგრალში 

თეორემა 9.1. ვთქვათ ”(X) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ1 სეგ–- 

მენტზე. თუ X=დ () ფუნქცია უწყვეტად წარმოებადია (თ, ჩ1 სეგ- 
მშენტზე, ამასთან თ <- დ (1) <: ხ, როცა თ<:1<8 და დ(თ)=თ, დ(ჩ)=ხ, 
მაშინ 

ხ გ 
| თ ძა = II (თდ(01 დ' (0 MI. (9.1) 
6 (#4 

დამტკიცება. ვთქვათ, I (X) არის /((X) ფუნქციის პირვანდე- 

ლი ფუნქცია, მაშინ 

II (X) ძX = L (X) -L C. (9.2) 

განუსაზღვრელ ინტეგრალში ცვლადის გარდაქმნა გვაძლევს 

II0თ1თ4= წთრ(+0. (9.3) 
ნიუტონ-ლეიბნიცის ფორმულის თანახმად (9.2)-დან გვაქვს 

ხ 

II (X) ძX = XL (ხ) –– L (თ. (9.4) 
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ანალოგიურად (9.3)-დან მივიღებთ 

; ჩ 
I დ (01 დ" () ძჯ = # (დ ()) . =# (დ (გ))––/ (დ (თ))=# (ხ)––”(0). (9.5» 

(9.4) და (9.5) ტოლობებიდან გამომდინარეობს დასამტკიცებელი” 

(9.1) ფორმულა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

(9.1) ფორმულას ეწოდება ცვლადის გარდაქმნის ფორმულა გან–- 

საზღვრულ ინტეგრალში. „განვიხილოთ მაგალითები. 

1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ი 

1= | V0- == #29». 
0 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას X=ძ 5101 გვექნება, როდესაც X=0» 

მაშინ 1=0, ხოლო, როდესაც ჯ=0თ, მამი” ჯ= > „ ამრიგად 

X/2 1/2 

I = |V>-> 51021 თC051ძ1 = 0? თი“ = 

9 

=4+(I+-“) 
გ 9/2 

ი 

ა/2 წლი“ 

0 4 

  
  

  

               

|. 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ი ძ 1= XძX 

'“ 1VX+1 
ვ 

  

შემოვიღოთ აღნიშვნა VX + 1 =7, ე. ი. წX=1-–-1. როცა ჩX= 31, 

მაშინ 1=2, ხოლო როცა ჯ=8, მაშინ 1 = 3. გვაქვს 

3.» 1 

I=|“» 

2 

4180 

3 =2 
2 3 

I 

2,01= 2 (6-104=2( >! 
L 

  

  

  



8. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

4 1ი კ 

1 = X _. 
I V6C--1 

19 2 

  

  

შემოვიღოთ აღნიშვნა V6--- 1=I), ე. ი. #X=1ი0(1 + I), საიდანაც 

  

  

= 22% .· როცა X=Iი 2, მაშინ 7 =- 1, ხოლო როცა ჯ=Iი 4, მაშინ 

#= V 3. გვაქვს 

IV 3 

I=| 201 =12 მLCIC1 «რ -2(+ –+) = >, 
1 –+#ზ 1 ვ 4 6 

1 

§ 10. ნაწილობითი ინტებრებგის ფორმულა – 

განსაზღვრული ინტეგბგრალისათვის 

თეორემა 10.1. თუ V(X) და 9. (XI) უწყვეტად წარმოებადი 

ფუნქციებია |ი, ხ1) სეგმენტზე, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ ს ხ 

IC (X) ს (MX) ძX = V(X) 0 (6)| “– | ს (X) ს (X) ძ». (10.1) 
ძ 

ძი ძ 

  

დამტკიცება. როგორც ვიცით 

III (X) 9 (X) 1 = ს (X) 0 (X) +- ი (X) 9' (X). 

თუ მოვახდენთ ამ ტოლობის ორივე ნაწილის ინტეგრებას 0-დან 
ხ-მდე და გავითვალისწინებთ ნიუტონ-ლეიბნიცის ფორმულას, მივი– 

ღებთ 
ხ ხ 

, = I“ (X) წ(X) ძX + ” (X) ი (X) ძ»ჯ. 

ძ 

(L(X) 0 (X) 

  

რ 

0 

საიდანაც მიიღება დასამტკიცებელი (10.1) ფორმულა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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(10.1) ფორმულას ეწოდება ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა 
განსახღვრული ინტეგრალისათვის. იგი შეიძლება მოკლედ შემდეგნაი– 

რად ჩაიწეროს 

ხ ხ 
ხ 

IL =V0 | –– IL” 
0 

0 ძი 
  

განვიხილოთ მაგალითები: 

      

  

  

  

  

ჯ% 

1. |»მი»ძ- X=V, 501XძX = ძი =-  X00§X| + 
ძს=ძ; შშ= –005ჯ 0 

0 

წ 

+ | C05 XX = თ L §5M0X (= >. 
0 

0 

ძX 
6 10 X = V; = ძ0 დ 

9, | 78%= ქ V X -=2V XIX 2 |7== 

1. # ძი - ->, ს=2VX 1 L ჩ 

=2V6-=4VX | =2V 6-–-4V 6 +4=22-V 0). 
1 

§ 11. ლუწი, პენტი და პერიოდული ფუნქციების ინტებრება 

ცთქვათ I (X) ფუნქცია განსაზღვრულია ნულის მიმართ რაიმე სი– 

მეტრიულ არეში. 

(ი ფუნქციას ეწოდება ლუწი, თუ ნებისმიერი X-სათვის განსა- 

ზღვრის არიდან I (––X) =/ (X). 

I (2) ფუნქციას ეწოდება კენტი, თუ ნებისმიერი X-სათვის განსა- 

ზღვრის არიდან | (––X)=–--/ XX). 
ცთქვათ თ ნებისმიერი დადებითი რიცხვია და (--ძ, თ) სეგმენტზე 

I (XV) ინტეგრებადია, მაშინ 

ი 0 იძ 

|/თ4 – (Iთ«+ წთ“ 
–ი –ძ 9 

482



  

თუ ამი ტოლობის მარჯვენა აწ ლ ერლ ერამდე ილი == 

ჩასმას X=––-/, გვექნება ' 

ძი 0 ძი ძი 

IIთ4: --II CC 0ძ+ II ცე ძ» = IV (00 +I(– #19 
ძ 0 0 

აქედან 

ძი , 6 

|7თ4 = 2 (76004, თუ / (0) –- ლუწია, (11.1) 
0 

0 თუ /(X)-–- კენტია. 

I (X) ფუნქციას ეწოდება პერიოდული, პერიოდით (5-0, თუ ნების- 

მიერი XL C LM (/)-ისათვის რიცხვები X-I და X+I აგრეთვე ეკუთვ- 

ნის #) (/)-ს და მართებულია ტოლობა 

1I(X+808=IC0V. 
თუ 100 ფუნქცია პერიოდულია, პერიოდით I და ინტეგრებადია 

(0, I) სეგმენტზე მაშინ ნებისმიერი CC7#7 -ისათვის ადგილი აქვს ტო– 

ლობას 

I ჯ(X) ძX = I (X) ძX. 

მართლაც, გვაქვს 

C+LI C+I 

II (X) ძხX = ჩ (X) ძ; + I (X) ძ». 

თუ ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის მეორე ინტეგრალში მოვახდენთ 

ჩასმას X=1#+/, გვექნება 

6+I 

| (თრ- //თრ+ 0-4 - 
C 

= ( IC –– ძX = (ი (X) ძ». 

0 0 

ამრიგად, ინტეგრალი პერიოდული ფუნქციიდან, პერიოდის სიგრ– 

ძის ნებისმიერ შუალედში ერთმანეთის ტოლია. 
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§ 19. ზოგიერთი განსაზღვრული ინტეგრალის 

გამოთვლა 

წ 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი |აი ,)1X ძX. 

=> 
ჯ 

ამოხსნა. ცხადია | 510 /7X ძX =- 0, რადგან 510 IიX კენტი ფუნქციაა 

–% 
(იხ. (11.1)). 

% 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი (თათ ძა, M1C2, M5–“0. 

=C 

ამოხსნა. რადგან 005 MIX ლუწი ფუნქციაა, ამიტომ 

ჯ ჯ 

2... # 
C05 1X ძX = 2 005 /71X #X == –“–- 510 72 Xჯ 

–ჯ 

= 0. 

  

71 0 
0 

წ 

მაგალითი 3. გამოთვალეთ ინტეგრალი | §111 /71X C05 1 X ძX; 

–-ჯ 

MI, 1C 2. 

+; ჯ 

ამოხსნა, («ი /11X C05 IIXთ0X=> 3I L510(/0-–-II)X-+- 510 (ი1––1)X1IძX=0. 

– – 

ჯ 

მაგალითი 4. გამოთვალეთ ინტეგრალი / –| 810 /11X 510 IX ძX ; 

–- 
1, #”C 2. 

ამოხსნა. თუ #1=715-0, მაშინ 

წ წ 

L= 2 «ნი! MIX ძX = IV –- 005 2/1X) ძX =>. 

0 0 

როცა #M=--M59-0, მაშინ ცხადია I=--ჯ. 
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თუ M15C/ და M015---/, გვექნება 

I წ; 

# = 2| 810 /71X 510 IX ძX = II. (ი –– ო) X-–– 005 (VI -L I) XI 7X = 0. 

9 0 

ამრიგად 

ჯ 0, როცა #5-, და M#3-–-7, 

ფით«თი IIX ძX= | ჯ, როცა #”ბ == 115“0, 

> –%, ოოცა = -–-/. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

% 0, როცა #2.” და #5---7, 

„უა როცა /7#=0550 ან #7 =–75340, 

–-ჯ 22, როცა #1= (§=0. 

მაგალითი 5. გამოვთვალოთ ინტეგრალები 

§1I/2 1I/2 

I. = |» 1, = | თ MC V. 

0 0 

ამოხსნა. ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის გამოყენებით 

მივიღებთ 

  

თ? #-1 ძ ძ. . ს = §3IILM"– ე = 510 X ძჯ 
მ, = | 510" XძX = ჯ, _ = 

ძII = (C--1) §10"“? XC05 XძX, 9 == –- 005X 
0 

#/2 
X/2 

= |– §1/1%“–1 X 005 3 / + (_ –– ს| §1უჩ-2 1 C051 X ძX = 
– 

9 

X/2 X/2 

=C--1) | ყყებ-ბძ;-- (6-- ს |. X0X = (6-–– 1) ს -- C6-- 1). 
0 0 

აქედან 

I" = ”-. ".-ჯ. (12.1) 
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“ (12.1) არის /,„ ინტეგრალის რედუქციის ფორმულა. ამ ფორმუ- 

ლის მიმდევრობითი გამოყენებით /,-ს : გამოთვლა მიიყვანება 70 ახ 

1, ინტეგრალის გამოთვლაზე, იმისდა მიხედვით, # ლუწია თუ კენტი. 

როცა #=2ი, მაშინ (12.1)-ის გამოყენებით გვაქვს 

_ 2-1 2--1 2:0–3 I„= ევ=-“ ი.ი > 
2/M 2ჩ 28–-2 
  ეი–კ == 

_ (21–– 11(20 –– 3):.·:73 :1 I _ (21-––1)!). 

2ი-(2ი –- 2).>:4-2 მ (20) 11 

თუ #=2#M+1, მაშინ (12.1)-ის ძალით მივიღებთ 

2 

2 

  

211 (28 –– 2) -:4-2 (2ი)1! 
ჩაი+) = = · 

(2M -+ 1)(2/––1)--:3 -1 (27 ++ 1)11 

ამრიგად 

-– ' 
2 #-ს)!! , როცა # კენტია, 

| 510" X ძჯ = დC- I) – 

მ “აფელო ს როცა #ჩ ლუწია. 

თუ გამოვიყენებთ ჩასმას #ჯ= – –– 1, გვექნება 

წ/2 წ/2 0 

, = Iთ» XძX=-–- | 005” (> – (MI = |! Xძ». 

0 X/2 0 

§ 1ე. არასააუთრივი ინტებრალები 

როგორც ვიცით (იხ. § 2) სეგმენტზე შემოუსახღვრელი ფუნქცია. 

არ არის ინტეგრებადი რიმანის აზრით ამ სეგმენტზე. ასევე, რადგანაც, 
რიმანის ინტეგრალის ცნება შემოყვანილია სეგმენტზე განსაზღვრული 
ფუნქციებისათვის, ამიტომ არ შეიძლება ვილაპარაკოთ რიმანის აზრით: 

ინტეგრალზე ფუნქციიდან რომელიც განსაზღვრულია უსასრულო 

შუალედზე; ამ პარაგრაფში მოვიყვანთ ინტეგრალის ცნების განზოგა-- 

დებას იმ შემთხვევისათვის, როცა ფუნქცია განსახღვრულია უსასრუ- 
ლო შუალედზე და იმ შემთხვევისათვის, როცა ფუნქცია განსაზღვ 

რულია სასრულ შუალედზე, მაგრამ არ არის შემოსაზღვრული ამ შუა+ 

ლედზე. 
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1. არასაკუთრივი ინტეგრალები უსასრულო საზღვრით. ვთქვათ, 

| (+) ფუნჭცია განსახღვრულია (თ, +=%) მუალედში და ინტეგრება- 

დია ყოველ LV, (| სეგმენტზე. 
განსაზღვრება 13.1. თუ არსებობს ზღვარი 

IIი II (X2ძX, (13.1» 
1>+C% 

მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება / (9) ფუნქციის არასაკუთრივი ინტეგრალი 

Iთ, +=I შუალედზე და აღინიშნება სიმბოლოთი 

–+C= 

II (X) ძ». (13.2). 

მ 

ამრიგად 

–+C% ( 

II (X)ძ= I I (X) ძX 
ი 

ძ მ 

იმ შემთხვევაში, როცა (13.1) ზღვარი სასრულია (13.2) ინტეგ-- 
რალს ეწოდება კრებადი, ხოლო / (X) ფუნქციას –– ინტეგრებადი (არა– 

საკუთრივი აზრით) |თ, + შუალედხე. თუ (13.1) ზღვარი არ არსე– 
ბობს ან უსასრულოდ დიდია; მაშინ ამბობენ, რომ (13.2) ინტეგრალი 

განშლადია. 

შენიშვნა თუ C >0 მაშინ | თ და |ICთ ძX: 

0 C 
ინტეგრალები ერთდროულად კრებადია ან ერთდროულად განშლა– 

დია. მართლაც, რადგანაც 

1 C / 

|(/თ%– | /თ%+ | /თ% (13.3). 

(74 ძ C 

1 

ამიტომ ზღვრები I I (თი და, I „1Iთ ძX. ერთდროულად. 

1487.



+
 C0 

«არსებობს ან არ არსებობს. ამასთან თუ | (X) ძ» კრებადია, მაშინ 

ა
“
 

(13.3) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

–+=% 

IIი IIთ ძX = 0. 
C–->–-+C= 2 

თუ L (ლ) არის | (X) ფუნქციის პირვანდელი ფუნქცია (თ, +C) 
“მუალედზე, მაშინ 

1 

IIთ«-წრ-/რ, 

„ამიტომ 

–+ი 
-–+-00 

II (Xძი= IIთ IM()–' (0 =( + C) (თ)=X#L (X) ჯ (13.4) 
· (–-+0ი ძ 

“98 

სადაც 

”(-LC) = IIთ # (0. 
1–-–+-% 

1-Cთ, თი) შუალედზე მოცემული ფუნქციისათვის არასაკუთრივი 
· ინტეგრალი განისახღვრება შემდეგი ტოლობით 

0 ძი 

| I(0ეძიC IMით ჯ(X) ძჯ. 

–%ი% 
ა-ი 

იმ შემთხვევაში, როცა I (X) ფუნქცია განსაზღვრულია 1--90, + LI 

' შუალედში, მაშინ მას ინტეგრებადი ეწოდება ამ შუალედში, თუ კრე– 

„ბადია ინტეგრალები 

0 –+-ი% 

I (XძXჯX და I (X) ძX. 

– 0 

მათ ჯამს ეწოდება ინტეგრალი 1-–-–9%, + %I) ფუალედზე / (X) ფუნქცი- 

“იდან და 

–+ 0 +290 

| „თ ძ» = | ჩ00ეძX + II 0 ძ». 
–=–Cი –ალ 0 

+–188



მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

+ 

ძX 

(ლლ ' 
9 

  

–-> ფუნქციის პირვანდელი ფუნქციაა I” (X) => მILCLC ჯ. ცხადია, 
ჯ 

რომ (0) = 0, #( + თ)=-> .· ამიტომ (13.44 ფორმულის ძალით> 

გვაქვს 
+C=% 

% _ 2 
(+–+> _ 
0 

+C- 

მაგალითი 2. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი | 005 XძX განშლადია... 

0 

005 Xჯ ფუნქციის პირვანდელი ფუნქციაა 510 ჯ. მაგრამ IIთ §01# არ. 
ჯა თი 

  

–+-ი 

არსებობს, ე. ი. თა» განშლადია. 
0 

+C% 

მაგალითი 3. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი | + , სადაც თ>> CV> 

ძ 

კრებადია, როცა თ>>1 და განშლადია როცა თ <1. 
თუ თ2“1, მაშინ 

–+C L 
1-თ 1 

 ".... წ |, = 
I I-ი # (> ძ=%L11-ძთძ/)ი 

თ ძ 

  

+ C, როცა თ<1,. 
ს 1-Cთ ე!-თ 1-C 

=> 11L1 –_ = იე!“ 

(–-–+09 1-თ = ოლი , როცა დ >1.- 

    

  

თუ თ = 1, მაშინ 

-% = Iი (I 1–-–Iიძ) = -+L თ. 
Xჯ 1–-+--% 
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–+C= 

მაშასადამე («> , სადაც თ >>0, კრებადია, როცა თ>>1 და გან- 

ძ 
"მლადია, როცა თ <1. 

CC 

მაგალითი 4. გამოვთვალოთ ინტეგრალი I- 510 L ძX. 
ჯ“ X 

2/X 

გვაქვს 

CC 

-+--9 

I-> ყე! ძჯ = ი0§ +. + = 1. 

X X X I2/+   
2/1 

9. არასაკუთრივი ინტეგრალის კრებადობის ზოგიერთი ნიშანი. 

აბსოლუტური და პირობითი კრებადობა. მართებულია შემდეგი თეო- 

-რემა: 

თეორემა 13.1. ვთქვათ წ”() ფუნქცია განსახლვრულია 
(0, + <9L პუალედში და ინტეგრებადია ყოველ თ, 1) სეგმენტზე. 

–+-X% 

| ჯუ (X) ძX კრებადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ ყოველი § >> 0 რი- 

4 

„ცხვისათვის არსებობს ისეთი I >> თ რიცხვი, რომ 
ჯ” 

| I(X) ძX 

( 

დამტკიცება. განვიხილოთ ფუნქცია 

<8, როცაა I >>1, I >>7. 
    

(4 

თ) = | იძ». 
ძ 

კოშის ნიშნის ძალით, /' (I) ფუნქციის ზღვრის არსებობისათვის, რო- 

ცა I1->++ დ, აუცილებელია და საკმარისი ,კრომ ყოველი 8>0 რიცხგი- 

სათვის არსებობდეს ისეთი 71>0ძ რიცხვი, რომ |” (I) –– # ((0I<დ, 

როცა #>71, 1 >1. მაგრამ 
I” 

ჩწრ–ჩრო= | IC 
“ 

თეორემა დამტკიცებულია.



თეორემა 13.2. თუ |0, +C=. შუალედში განსახღვრული / (X) 

+Cთ< 

ფეზქც“ა ინტეგრებადია ყოველ (Lი, I) სეგმენტზე და IV (X) | ძX კრე– 

ი 
–+Cთ« 

ბადია, მაშინ კრებადია აგრეთვე |Iთ ძX ღა მართებულია უტოლობა 

(74 

CC + 

<« | I / (9) | ძX. (13.5) 

ძ 
  

-Lი9 

(თ 
6 

+229 

დამტკიცება. რადგან | |I(M| ძი კრებადია, ამიტომ თეორემა 

ძ 
13.1-ის ძალით ნებისმიერი 8>> 0 რიცხვისათვეს არსებობს ისეთი 1' >> თ 

რიცხვი, რომ 

/” 

| |I/თI« 
, 

<8, როცა IM>>1, !>>7. 

  

მაგრამ 

    
<I (VCთI4 

) 

/”” 

| | I თ: 
, 

ამიტომ 

I” 

| ((X) იX 

M 

+Cი 

აქედან თეორემა 13.1-ის ძალით გამომდინარეობს |Iთ ძX-ის კრე- 

ძ 

< ს, როცა L>1, > 71. 

  

„ზადობა.



თუ უტოლობაში 

(თრ 

  

  
I I (X) ძX 

ი 

გადავალთ ზღვარზე, როცა (>+თ მივიღებთ (13.5) უტოლობას. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

–+-% 

შენიშვნა. ქვემოთ იქნება ნაჩვენები, რომ |7Cთ ძ·-ის კრებადობი- 

+თ 

დან სახოგადოდ არ გამომდინარეობს II 1(X)|ძჯი-ისს კრებადობა. 

+Cთ>% 

განსაზღვრება 13.2. (IC ძX» ინტეგრალს ეწოდება აბსოლუტუ- 

ობა ბირი.. 
ი .> “I ააა» ლდ აი” –..გფეელის ალ, აა <92+- ათად 2“ არესა _. 

რად კრებადი, როცა კრებადია IMთ4 ინტეგრალი. თუ წთ ძ» 

დ 

ო 

ნ 

თ 

–+-დ +9ძ9 

კრებადია, ხოლო IIIთ! ძX განშლადია, მაშინ ამბობენ, რომ | (04 
ძ 

ინტეგრალი პირობით კრებადია. 
თეორემა 13.3. ვთქვათ წ() ფუნქცია განსაზღვრულია 

Iთ, + თI შუალედში და /(X) >0, V XC (0, + C |. მაშინ იმისათვის, 
+CC 

რომ LI (X ძი ინტეგრალი იყოს კრებადი აუცილებელია და საკმარისი 

(4 

I->L 
ძ 

თეორემის მართებულობა გამომდინარეობს იქიდან რომ ფუნქცია 

< MM ყოველი ჯ >0თ-სათვის. 

  

#V) = | I(CX) ძX  არაკლებადია,



თეორემა 134 (დირიბლეს ნიშანი). ვთქვათ: 

1) წ(ი ფუნქცია ინტეგრებადია ყოველ Lძ. 1) C Iთ, +- CL სეგ- 

მენტზე და 

7 .” 

| 7 (ე) ძხ§ | < 

2) ჟ (>) არაზრდადი,„ უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა, როცა 
X>>0: 

ვ) სი დC(XჯX) =0. 

MV, 1>C0; 
  

X->+00 

მაშინ 

+Cთ 

II (X) C (X) ძX (13.6) 

ი 
„ კრებადია. 

დამტკიცება. განვეხილოთ # (I) = | I(X)ძ» ფუნქცი. პირობის 

ძალით 

1 # ()) <= M, როცა 1>0. 

ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის გამოყენებით, გვაქვს 

|Iთ”თრ–ჩიიი-ჩრირ-|წთ“” თი“ 027) 

რადგანაც დ (ჯ) არაზრდადია, ამიტომ §” (10 და 

(სწთ”თ!4<, 90. -»I (X) ძX = 

= /VI IC (0) –– « (I) ) < M «(9). 

+Cთ% 

აქედან, თეორემა 13.3-ის ძალით, გამომდინარეობს, რომ | ნედ ხი |ძჯ 

43. ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 493



ინტეგრალი კრებადია ამიტომ თეორემა 13.2-ის თანახმად კრებადია 
+909 

| ჩ 0) «00 ძჯ. ინტეგრალი. 
რ 

თუ (13.7) ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა (++9%, თეო- 

რემის მესამე პირობის გათვალისწინებით მივიღებთ, რომ (13.6) ინტეგ– 

რალი კრებადია. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი 1. ვაჩვენოთ, რომ 

-L= 

510 Xჯ 
ჯო 

თ 

  ძ»ღ» (თ>>0) 

ინტეგრალი კრებადია, როცა თ>0.. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

1 
(X)=5I1X, 8(X)=–-. ; წ წ 

ცხადია, რომ § (ჯ) კლებადი, უწყვეტად წარმოებადი 

(ი. +=ნ შუალედში, როცა თ>0, ხოლო 

ჯ 1 

(Iთ4« –. | 5111 X ძX 

ძ (74 

+% 

ამიტომ თეორ მა. 13.4-ის ძალით | 590X 
რ 

ფუნქციაა 

  

= "– -L ლ05თ «2. 
  

  > ძX ინტეგრალი კრებადია. 

+=-% 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ | “>   ძX (0->0) ინტეგრალი კრე- 
ძ 

ბადია, როცა თ>>0. 

"მაგალითი 2. ვაჩვენოთ, რომ 

+% 
| 9ს%ყ. (>0) 

ჯ> 

ი“ 
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ინტეგრალი აბსოლუტურად კრებადია, როცა 0>1 და პირობით კრე- 
ბადია, როცა 0<თ=<1. 

" დამტკიცება. რადგან |§51ი XI >>510? X, ამიტომ 

CC 

  

C- >|%-4 1–- C052X , 
ძX > ლ –---–---–- 6%X= 

2. ჯ 

+090 +თ 

= 1 (% => 052X (13.8) 
21 ჯრ 2 

–+9ლ9 –+-% 

  

ჯი. 

4 ძ 

ცა თ>0, ამიტომ (13.8) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

LL2 = + C, როცა <1, ხოლო | 9 ძX კრებადია, რო- 

ი 

|19--«= +თ, როცა Cთ< 1. 

როცა თ>1, გვაქვს 

+-9. +292, 1-თ (90XI კ, = ( # _ _ თ 
I 2 თ) 2 თC–1 

  

+ ლი 

C05 
ანალოგიურად მტკიცდება, რომ ინტეგრალი | –. ძX (თ>> 0) აბსო- 

ძ 
ლუტურად კრებადია როცა თ>1 და პირობით კრებადია როცა 

0C<თ<1. 
მაგალითი 3. ვაჩვენოთ, რომ ფრენელის“ ინტეგრალები 

  

ლ –+90 + 

| აი Xბ?ძX და I 005 »“ძX 

9 
კრებადია. 

" ა, ფრენელძ (1788--1827) –– ფრანგი ფიზიკოსი. 

19



+Cთ 

მართლაც (აი XX ინტეგრალის კრებადობისათვის საკმარისია ვაჩ- 

0 

+C- 

ვენოთ, რომ კრებადია ინტეგრალი | ფი X-ძX. გვაქვს 
1 

–+Cთ +Cთ 

511 XX2ძX = | X5Iი ჯX2 => თX. 
Xჯ 

1 1 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 

/I(X)=7X510 XX, §9(2) = 1. · 
ჯ 

ცხადია, § (Xჯ) კლებადი, უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა (1, + %L 
/”მუალედში, ხოლო 

«1. 
  

; 7 

| | Iთ« – | | «ძი» 4: 

1 3 
+C= 

ამიტომ თეორემა 13.4-ის ძალით |თი» ძ» კრებადია. 

1 

+ CC 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ I> ჯ? ძX კრებადია. 

0 

თეორემა 13.5 (აბელის? ნიშანი). ვთქვათ: 

+ 
1) II (X)ძX ინტეგრალი კრებადია; 

ძ 
2) წ (X) მონოტონური, უწყვეტად წარმოებადი და შემოსახღვრუ– 

ლი ფუნქციაა (თ, + %| შუალედში. მაშინ ინტეგრალი 

–+Cთ 

IIთ § (X) ძ» (13.9) 

ძ 
კრებადია. 

9" ნ. აბელი (1802––1829) –– ნორვეგიელი მათემატიკოსი. 
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დამტკიცე?ზა. ვაჩვენოთ, რომ ამ თეორემის მართებულობა 

გამომდინარეობს თეორემა 13.4-დან. გარკვეულობისათვის ვიგულისხ– 

მოთ, რომ წ C) ფუნქცია არაზრდადია გამომდინარე აქედან არსე–- 

ზობს 

მით «V(X)= 
X->+99 

გამვიხილოთ ფუნქცია დ (ს)=ჯწ (ი)--C. ცხადია, რომ დ (X) არახრდა– 

დია დ. IIი. დ (X) = 0. 
X->+00 

( CC 

გარდა ამისა, რადგან | /CV)ძX კრებადია, ამიტომ /# (/)= | ,0 4 
ძ 

ფუნქცია შემოსაზღვრულია. 

ამრიგად, წ(X) და დ(ი) ფუნქციები აკმაყოფილებენ თეორემა 

13.4-ის პირობებს. გამომდინარე აქედან 

00 

II (1) დ (ე ძX 

ინტეგრალი კრებადია. მაგრამ 

–-90 

I I (X) წ (X) ძჯ»ჯ = |2/თ«: +” (X) დ (X) ძჯ. 

ძ 

ავ ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ (13.9) ინტეგრალი კრებად;ა. 

“ თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი 4. ვაჩვენოთ, რომ (ვილი თ >0, კრე- 

5ადია. 

19% 

მარ თლაც (> => 

§თნოტონური, უწყვეტად წარმოებადი, შემოსაზღვრული ფუნქციაა. ამიტომ 
ფიეორემა 13.5-ის ძალით მოცემული ინტეგრალი კრებადია. 

  ძX კრებადია, როცა თ >> 0, ხოლო წ (X) = – 

ჭე7



თეორემა 13.6. ვთქვათ (ი, +! შუალედზე განსახღვრული 

არაუარყოფითი (0) და #9 XV) ფუნქციები ინტეგრებადია ყოველ 

–+ი09 

(0, 1| C Iთ, + C L სეგმენტზე და /(X) <- § (X). მაშინ |#თ ძ» ინ- 

ძ 

–+C= 

ტეგრალის კრებადობიდან გამომდინარეობს I/თ ძმ» ინტეგრალის კრე– 

ძ 
+959 

ბადობა და პირიქით (I (X)ძა ინტეგრალის განშლადობიდან გამომდინა– 

ძ 
–+-%0 

რეობს IL (Xძ» ინტეგრალის განშლადობა. 
ძ 

დამტკიცება. განვიხილოთ ფუნქციები 

1 1 

(0) = II (X) ძX, ოC (I) = ICთ ძX, 1>ძთ. 

LI ი 

ცხადია, რომ # (0) და 0 (,) მონოტონური ფუნქციებია და 

LC) <.0(). 
ა? უტოლობიდან გამომდინარეობს თეორემის მართებულობა. 

თეორემა „დამტკიცებულია. 

შედეგი. ვთქვათ Iთ, + «I 'მუალედზე განსაზღვრული არაუარ- 

ყოფითი I (X) და § (X) ფუნქციები (« (X)==0) ინტეგრებადია ყოველ 
Lთ, 11=I0თ, + «LI სეგმენტზე და არსებობს ზღვარი 

X-+-C Vწ(X) 
მაშინ: ; 

+Cთ 

1) როცა 0 <#4<+ თ, I+ 00 ძ»-ის კრებადობიდან გამომდინა– 
ძი 

–-99 

რეობს II (79) ძ» ინტეგრალის კრებადობა; 
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–+9 

2) როცა 0<74+< + თ, |#თ ძ»-ის განშლადობიდან გამომდინა-, 

თრ 

+ 

რეობს I (9) ძ» ინტეგრალის განშლადობა. 

ი 
+C= –+თ 

კერძოდ, როცა 0< 4< + Cდ, მაშინ II (X) ძX და | C (X) ძჯ 

ძი 0 
ინტეგრალები ერთდოოულად კრებადია ან ერთდროულად განშლადია. 

მაგალითი 5. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი 
8 -L 

თშ ძX 

I XV1+Xჯ 
1 

კრებადია. 

რადგან 

ააეღეღღ– < , 
XV 1 +» ე; 

ამიტომ თეორემა 13.6-ის ძალით (იხ. წინა პუნქტის მაგალითი 3) მო– 
ცემული ინტეგრალი კრებადია. 

მაგალითი 6. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი 

  

  

+თ __ 
| _ VX. _ ძL 

1 + ჯ? 
1 

განშლადია. 

" განვიხილოთ ფუნქციები 

. ავ. _ 
·I1(X) = I2 და 8თ == 

გვაქვს 

ი. თ #00 » 1 
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ლ00 

ძX 

VX» 

შედეგის ძალით მოცემული ინტეგრალი განმლადია. 

მაგალითი 7. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი 

ინტეგრალი განშლადია, ამიტომ თეორემა 13.6-ის   

1» 
რადგან | 

1 

  

-+-Cლ 

IC ჯ 
“– ძX 

VX + 1 
1 

კრებადია. 

განვიხილოთ ფუნქციები 

II X 
1(X= “72 IL და დ (X) == 57 

გვაქვს 
/4 სთ 40 = ი _2-MX 

X->“+ CC §(X) X->+% V » + 1 

= 11 _ XX" · II09 IიX =0 

X>-+-C-C VI +I X>+-ი ჯ1/4 

+ 

  რადგან | = კრებადია, ამიტომ თეორემა 13.6-ის შედეგის ძალით 

1 

მოცემული ინტეგრალი კრებადია. 
3. არასაკუთრივი ინტეგრალები შემოუსაზღვრელი ფუნქციებიდან. 

გთქვათ I” (X) ფუნქცია განსაზღვრულია (ძი, ხ| შუალედში, შემოუსა- 

ზღვრელია ამ შუალედმე და ინტეგრებადია ყოველ (თ, 1| სეგმენტზე, 
სადაც ი<1<ხ. 

განსაზღვრება 13.3. თუ არსებობს ზღვარი 

ჯ 

II01 |/თ% (13.10) 
(->ხ-- 

თ 

მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება / (X) ფუნქცის არასაკუთრივი ინტეგრალი 

Iს, ხ1I მუალედზე და აღინიშნება სიმბოლოთი 

ხ 

| 00 ძ». (13.11) 
ძ 
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იმ შემთხვევამი, როცა (13.10) ზღვარი სასრულაიია, (13.11) ინტეგ- 

ბალს ეწოდება კრებადი, ხოლო / (X) ფუნქციას –– ინტეგრებადი (არა- 

საკუთრივი აზრით) (თ, ხ|I სეგმენტზე. თუ (13.10) ზღვარი არ არსე–- 

ბობს ან უსასრულოდ დიდია, მაშინ ამბობენ, რომ (13.11) ინტეგრალი 

განშლადია. 

ხ ხ 

შენიშვნა. თუ თ=6<წხ, მაშინ |/თ%დ | (0 ძი. ინ- 
ძ C 

ხ 

ტეგრალები ერთდროულად კრებადია ან განშლადია, ამასთან, თუ | I (X) ძX 

ი 

კრებადია, მაშინ 

C-–>ხ–-– 

ხ 

Mთ I (X) ძჯX = 0. 

C 

თუ | 0) ფუნქციას აქვს პირვანდელი # (X) ფუნქცია (ით, ხL შუა- 

ლედზე, მაშინ 

ჯ 

II (0ძ+=ჩნC0-ჩთCთ, 
ძ9 

ამიტომ 

ხ 

I (0ე)ძ«=> Iთდ #”C0V) -– ”(C0ი00= ჩნ -–-)–-”V(თ), 
(->ხ– 

სადაც 

C6ნ--)= „I # (I). 

ხ 

ანალოგიურად განისაზღვრება არასაკუთრივი ინტეგრალი I (X) ძX 

ძ 
იმ შემთხვევაში, როცა I” (X) განსახღვრულია 10, ნ) შუალედში, მე–- 

მოუსახღვრელია ამ შუალედში და ინტეგრებადია ყოეელ (LV, ხ1 სეგ- 

მენტზე, სადაც თ<I1<ხ: 

ხ ხ 

I„თ ძხი= II | წ(X) ძX. 
L--თL , 

ძ 
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იმ შემთხვევაში, როცა (ა) ფუნქცია განსახღვრულია 10, ხL 

ინტერვალზე, შემოუსაზღვრელია ამ ინტერვალზე, მაშინ მას ეწოდება 

ინტეგრებადი (ი, ხე) სეგმენტზე, თუ ყოველი CC10, ნI-სათვის კრე- 
ბადია ინტეგრალები 

C ხ 

I! (X)ძX და I ცე ძჯ. 

6 C 

ამ ინტეგრალებეს ჯამს ეწოდება არასაკუთრივი ინტეგრალი IV 

ფუნქციიდან (თ, ხ) სეგმენტზე და განსაზღვრით: 

ხ C ხ 

|„ICღ%= | I0%+ (Iთ« ა 

8 ძი C 

ახლა ვთქვათ | (X) ფუნქცია არ არის შემოსახღვრული (Lთ, ხ) სეგ– 
მენტის რაიმე შიგა C წერტილის მიდამოში. თუ არსებობს არასაკუთ–- 

ხ 2 

რივი ინტეგრალები I (XI ძX და | I(0 ძა, მაშინ ჯამს 

ი 0 

C ხ 

| I(X)ძX + II (X) ძX 

ი C 

ეწოდება არასაკუთრივი ინტეგრალი I (X) ფუნქციიდან (თ, ჩხ) სეგმენ– 
ტხე და განსახღვრით: 

ხ C ხ 

|Iთ ძX = IIთ ძX + IV (X) ძჯX. 

ი ძ C 

1 

მაგალითი 1. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი | + კრებადია, 
ჯ= 

0 

როცა თ<1 და განშლადია, როცა თ>>1. 

როცა თ5+-1, მაშინ 

1 

ძი _ 24 
ჯ? 1--თ 

0 

  

1 კ თუ X<1, 
1––- თ 

+CთC, თუ რთ>1. 0, 
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როცა თ=1, მაშინ 
1 

> =%ი#X.- +. 
ჯ 0 

0 
  

1 

მაშასადამე I + კრებადია, როცა თ<1 და განშლადია, როცა. 

0 

თ>>1. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი |უ555>-- 

გვაქვს 
1 

|<=–> = Iთ მწC510 ჯ = -–– . 
V 1–X Xჯ–>- 2 

0 

1 

მაგალითი 3. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი LV XთX კრებადია. 

0 

IX ფუნქციის პირვანდელი ფუნქცია. #(X) = XI0 X--X.  ცხადია- 
–” 0)--– 9(C0C+) = –-1. ე.ი. 

1 

|» XძX = –- 1. 

0 
4. კრებადობის ზოგიერთი ნიშანი. აბსოლუტური და პირობითი. 

კრებადობა. ქვემოთ მოყვანილი თეორემები მტკიცდება ისევე რო–- 

გორც “შესაბამისი თეორემები არასაკუთრივი ინტეგრალებისათვის. 
უსასრულო საზღვრით. 

თეორემა 13.7. ვთქვათ /(X) ფუნქცია განსაზღვრულია (Lი, ხL . 
შუალედში, მემოუსაზღვრელია ამ შუალედში და ინტეგრებადია ყო- 

ველ. IV, /1 სეგმენტზე, ძ<-7< ხ.. თუ ინტეგრალი I II 00) Iძ» კრე– 

ბადია, მაშინ კრებადია აგრეთვე I (I(X)ძ; ინტეგრალი და მართებულია. 

უტოლობა



  

ხ 

< | I/თI«. 
ძი 

ხ 

| | | (X) ძ» 
ი 

ხ 

შევნიშნოთ, რომ II (0 ძ» ინტეგრალის კრებადობიდან საზოგადოდ 
ძი 

ხ 

არ გამომდინარეობს I I, (0 | ძX ინტეგრალის კრებადობა. 

ძ 

ხ 

განსაზღვრება 13.4. | IC ძა) ინტეგრალს ეწოდება აბსოლუ- 

ძი 
ხ ხ 

ტურად კრებადი, როცა კრებადია | | / (X) | #C ინტეგრალი. თუ I (X) ძჯ 

ძი ძ 

ხ ხ 

კრებადია, ხოლო | (/(X) IრიX განშლადია, მაშინ ამბობენ, რომ | 09 
ძ ძ 

ინტეგრალი პირობით კრებადია. 

თეორემა 13.8. ვთქვათ არაუარყოფითი / (X) და § (X) ფუხვ- 

ციები განსაზღვრულია (0, ხ| მუალედში, შემოუსაზღვრელია ამ შუა- 

ხ 

-·ლედში და / (X) <: § (X), თ << X <- ხ. მაშინ | #წ8(0ძ» "ინტეგრალის 

ძ 

ხ 

კრებადობიდან გამომდინარეობს IC ძ» ინტეგრალის კრებადობა და 
რი 

ხ ხ 

პირიქით | #(X) ძ» ინტეგრალის განმლადობიდან გამომდინარეობს | დ (X)ძX 

ძ ძი 

ინტეგრალის განშლადობა. 
შედეგი. ვთქვათ არაუარყოფითი I(X) და #(X) ფუნქციები 
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(« (X)5=50) განსაზღვრულია |ძ, ხ| შუალედში, შემოუსაზღვრელია ამ' 
ხუალედში და არსებობს ზღვარი 

ყი 109 _/ 
+->-ხ––- წ (X) 

ნაშინ: 

ხ 
- 

1) როცა 0<:4<+ Cთ, | 9§(0ძ- ინტეგრალის კრებადობიდან 

ძი 
ხ 

გამომდინარეობს | ჩი) ძX ინტეგრალის. კრებადობა; 
წ/ | 

ხ 

2) როც 0=4<+ თ, | «თ4 ინტეგრალის განშლადობიდან 
ძ 

ხ 

გამომდინარეობს |! ლ) ძ;უ ინტეგრალის განშლადობა. 

ძ 
ხ ხ 

კერძოდ, როცა 0 < 4 < + თ, მაშინ IIთ« და | §თ« 
ი ი 

ინტეგრალები ერთდროულად კრებადია ან ერთდოოულად განშლადია. 
1 

მაგალითი 1. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი ) |“ >” ძ» კრებადია 
, ჯ» , 

0 

როცა <2 და განშლადია, როცა Cთ > 2. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ უტოლობა 

ყიX>-> X, როცა '(0<X<->. (13.12) 
ეL 

განვიხილოთ ფუნქცია 

§1I X , 
––--–-, როცა X5<-0, 

დ() = 1) ჯ 3 
1 როც. X == 0. 

ტე.



XI · ჯL 

ეს ფუნქცია უწყვეტია I, + I სეგმენტზე და წარმოებადია IL 5 

შმუალედში, ამასთან 

  დ' (X) = 3 (X – IX). 

რადგანაც | 2 ინტერვალში C05X->>0 და L X-> X, ამიტომ გვაქვს 

დ (X) <0, ე. ი. დ (X) კლებადია | თ, 21 სეგმენტზე, გამომდინარე აქე- 

დან დ (X) > 9(+ ) ყოვლი X-სათვის |= 2| ინტერვალიდან. ამ- 

“რიგად 
511 Xჯ 
  

2 
>. 

X ს 

აქედან მიიღება (13.12) უტოლობა ცნობილია აგრეთვე, რომ 

· , 2; 
5IIX<Xჯ როცა 0<X<-> 

მაშასადამე ადგილი აქვს უტოლობებს 
2 . ' 

„– X<590ი- X<X, 0<X<--, 
7 

"საიდანაც 

2 519 X _რ ი ყ/–-თ 

წს < ჯ> 

ამ იტოლობეშიდა გვაქვს 

  «ყ-– 00=<Xჯ+<1). 

1 

ხი», "<|2“«%< + დო, როცა Cთ<- 2,   

1 1 

ოთ, >-. | =-+4-+ თ, როცა თ>2. თეორემა 13.8-ის 
წს 

0 0 

  

  ძალით აქედან გვაქვს | ძა ინტეგრალი აბსოლუტურად კრე- 

ბადია, როცა <2 და განშლადია, როცა თ > 2. 
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თუ ამ მაგალითს შევადარებთ მე-2 პუნქტის მაგალით 2-ს, მივიღებთ რომ 

+>V 
| 50 X. 

ჯრ 

0 

ინტეგრალი პირობით კრებადია, როცა 0<თ<I; აბსოლუტურად კრე- 
ზადია, როცა 1<თ<2 და განშლადია, როცა თ>>2. 

  

1 

  

  

  

  

2 

მაგალითი 2. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი I V (=> % 
0 · 

კრებადია. 

განვიხილოთ ფუნქციები 

ჯ? _ 1 

'(თო= => დ წთ=-ი5->+ 
„გვაქვს 

: 

; I % _- /#V1–-X 1 
ი –--“ = Iითი – = 

>>--–- 980 CI #/1-–-Xჯ /2 

1 

რადგანაც | => კრებადია, ამიტომ თეორემა 13.8-ის შედე- 

0 

უის ძალით მოცემული ინტეგრალი კრებადია. 

1 

, : ძX 
მაგალითი 3. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი 1-2 გან– 

0 

  

“შლადია. 

განვიხილოთ ფუნქციები, 

I(რ=-“ -- დ «(== 

  

1-–ჯ 1-––ჯ 

გვაქვს 

სთ #Iთ _ სო -1--7X == 1... 
ჯა წყ (ს L->– 1-–-ჯ 2 

1 

"რადგანაც | ძX 

1–- ჯ 
განშლადია, ამიტომ თეორემა 13.8–ის შეღე–-   

0 

გის ძალით მოცემული ინტეგრალი განშლადია. 
- 

2IM



  

1 

მაგალითი 4. ვაჩვენოთ, რომ ინტეგრალი | ძჯ გან- 

0 
II X 

'შლადია, 

განვიხილოთ ფუნქციები 

1 1 
1I(X)= –“–“–– და #9(09=--, 

19 ჯ X–1 

გვაქვს 

სი IX. _ ყო -%X--1 _ 41. 
X->-1- §(X) ჯL>1 I0იX 

ე. ი. მოცემული ინტეგრალი განშლადია. 

1 

  მაგალითი 5. ვაჩლვენოთ, რომ |უ=- ძი აბსოლუტურად 

0 

კრებადია. 

განვიხილოთ ფუნქციები 

LI0 XI 1 
(X) = ––.== თ (X)= –3+:== (თ = 47 == 

გვაქვს 
/3 

1111 8261) = I1Iთი X”'IIიXI. = Iოთო ჯ1/2 I 1ი XI = 0. 

Xჯ·>0“ #§(#) X->0+ V X X-3>-0+ 

1 

რადგანაც |25> ინტეგრალი კრებადია, ამიტომ თეორემა 13.8-ის   

0 

შედეგის ძალით მოცემული ინტეგრალი აბსოლუტურად კრებადია. 

§ 14. პარამეტრზე დამოკიდეგული ინტებრალები 

1. პარამეტრზე დამოკიდებული ინტეგრალის ცნება. „განვიხილოთ 

ორი ცვლადის /”(X ით) ფუნქცი, რომელიც განსახლვრულია 

|(ილჯლხ; 2ლთ=ლ901 ორგანზომილებიან სეგმენტზე. ეთქვათ ყოვე- 
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ლი თC IC, ძ)-სათვის | (X, თ) ინტეგრებადია (ი, 0) სეგმენტზე საკუთ- 

რივი ან არასაკუთრივი აზრით. მაშინ განსაზღვრული ინტეგრალი 

ხ 

#ჯ#C>) = I! (X, თ) ძჯX (14.1) 

ძი 

წარმოადგენს თ პარამეტრის ფუნქციას (ი, ძ) სეგმენტზე. 

ახლა ვთქვათ, რომ (14.1) ინტეგრალში ინტეგრების ძ „და ხ სახღვ– 

რები წარმოადგენენ თ ცვლადის ფუნქციებს ძ=იძ (თ), ხ=ხ (თ), ამას– 

თან 0 (თ) ნ (თ), როცა Cლ=ძთ=5=ძ. „ამ 'მემთხვევაში (14.1) ინტეგრალს 

აქვს “სახე 

ხ(თ) 

#I(თ) = II (X, თ) ძX». (14.2) 

ძ(თ) 

(14.1) და (14.2) სახის იონტეგრალებს ეწოდება პარამეტოზე დამოკიდე– 

ბული ინტეგრალები. 

2. პარამეტრზე დამოკიდებული საკუთრივი ინტეგრალის უწყვე- 

ტობა, გაწარმოება და ინტეგრება პარამეტრით. მართებულია შემდეგი 

თეორემა 14.1. თუ / (X, თ) როგორც ორი ცვლადის ფუნქცია 

უწყვეტია II=Iთ=X=<ხ; ი2=თ=<21 სეგმენტზე, მაშინ (14.1) ტოლო- 
ბით განსახღვრული 7 (ი) ფუნქცია უწყვეტია (LC, ძ1 სეგმენტზე. 

დამტ კიცება. ვთქვათ თCIი, ძ) და თ + #თC(ი, ძ). ცხადია, რომ 

ხ 

”(Cთ+ ბთ)– ჩC) = /Vთთ+4თ –IC თ)1ძღრ. (14.3) 
ი 

I (X, თ) ფუნქციის I? სეგმენტზე თანაბარი უწყვეტობის ძალით ნე– 
ბისმიერი §>0 რიცხვისათვის არსებობს X-სა „და თძ-საგან დამოუკიდე– 

ბელი ისეთი 6>0 რიცხვი, რომ ადგილი აქვს უტოლობას 

II თ თ +4ბთ) ––/(V თ|< ==, 

|სთ)< ბი, ძ<-X<.ხ. 

14. ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაქარაშეილი 209



(14.3) ტოლობიდან გვაქვს 

| (ი + ტთ) – I C0ე)I < | |I/(0ი თ–+–-40)თ) –- /(X,თ)|ძLხC<8, 

როცა |/სთ| <ზბ. ე. ი. ”# (თ) უწყვეტია IC, ძ|) სეგმენტზე. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 14.2. თუ 1(X, თ) და მისი კერძო წარმოებული 

-1თთ. უწყვეტია /#, მართკუთხედზე, მაშინ ყოველი CთCLC, ძ|I- 
C 

სათვის /ჩ (თ) წარმოებადია და ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ , ხ 

XC, =| |ICთ ძი | – |<დ= ლთ კი (14.4) 
1 თ მთ 
ძ ძ 

დამტკიცება. ვთქვათ თCI0,ძ) და თ + /#თC(ი, ძ1, მაშინ 
ხ 

წ(თ-- ტი) – ჩრ) = | წ C, თ+ ტთ) –– წ (ი, თ) 1 ძX. _ (14.5) 

სასრული ნახრდის ფორმულის ძალით 

ჯ(X, თ -L #თ) –– / (X, თ) = #C /- (X, თ + 08/თ), 0<:0<1. 

თუ ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ (14.5ე01 ტოლობაში მივიღებთ 

ხ 

– | 12 (V, თ + 00თ) ძ»,0<0<1. (14.6) 
ძ 

რადგან /C(X,თ) "უწყვეტია # სეგმენტზე, ამიტომ თეორემა 14.1–ის 

ძალით (14.6) ტოლობიდან გვაქვს 

#(Cთ ++ თ) –– ს (თ) 

ტთ 

ხ 

ი #Mჩთ+ირთით-წლდ0 _ 51913 თ --0V ტთ)ძX = 

#ტთ–-0 თ „მე 

= | IC (X, თ) ძX, 

ძ 

ე. ი. ადგილი აქვს (14.4) ტოლობას. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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თეორემა 14.3. ვთქვათ | (+, თ) ფუნქცია და მისი კერძო წარ–- 

მ”(X, თ) 59% თ უწყვეტია (2 < XC ხ; C<თ <4) სეგმენტზე, 
ხოლო C (თ) და (0 (თ) ფუნქციები წარმოებადია |, ძ) სეგმენტზე, და 

ძი=0 (თ) ლ=.ხ (თ1ლ= ხი, როცა Cლ=ძთ<«<ძ. მაშინ (14.2 ტოლობით გან– 

საზღვრული # (თ) ფუნქცია წარმოებადია (0, ძ) სეგმენტზე და ადგი- 

ლი აქვს ტოლობას 

მოებული 

ხ(თ) 

” დ)= | I (X, თ) ძX + / (ნ (თ), თ) ხ/(თ) –– / (CV), თ1 VI (თ). (14.7) 
ძ(Cთ) : 

დამტკიცება. ვთქვათ თCILC, ძ). მივცეთ თ-ს ნაზრდი #C ისეთი, 
რომ თ -+- #თCILC, ძ|), მაშინ თ(თ) და ხ (=) ფუნქციებიც მიიღებს, შესაბა– 

მისად /#ძთ და /სხ ნაზრდებს. გვაქვს 

ხ-Lტხ ხ 

(CV ++ /თ) –– წ (00 = = |IC Cთ + #თ) #-|IC 'თ) ძ» = 

ძ+#40ძთ 

ხ-, #ხ ი-+-4ტთ 

-V (X, თ+- გთ)––/ (X, თ0)| რ+|/C4+ბთ ძა IIთ9+ (სთ) თ.ა. 

(14.8) 

საშუალო მნიშვნელობის ფორმულის ძალით 

ხ-- #ხ 

II (X, თ -++ #თ) ძX = I (X + 0, ტხ, თ + #თ) ტხ, 0<90, <1, 

დ ი 21ტი (14.9) 

I/Cთ+ ბთ ძა =LI (X + 0. 4ი, თ -+ ით) რთ, 0 << 0კ <1. 

4 

ხოლო ლაგრანჟის სასრული ნაზრდის ფორმულის გამოყენებით 

I (X,თ + თ) –– / (X, თ) => (X, თ -L 0ე ტთ) ტთ, 0 < 0ე< 1. (14.10) 

(14.9) და (14.10) ტოლობების გათვალისწინებით (14.8) ტოლობიდა5 

გვაქვს 
II



ხ 

IV. (X, თ + 0. ტთ) ძX + 
§(თ-–+ (სთ)––- #” (თ) _ 

#ტთ 

–+71(X-+0, #ხ, თ + ტით) ტი ./ 6, + 0, ტი, თ + ტიე -49 , 
ტთ ბთ 

თუ ამ ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა ,სთ-+0, (მაშინ თეო- 
რემა 14.1-ის ძალით მივიღებთ 14.7) დასამტკიცებელ ტოლობას. 

თეორემა „დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. თუ წინასწარ ცნობილია (14.21 ტოლობით განსა- 

ზღვრული # (თ) ფუნქციის წარმოებულის არსებობა, მაშინ (14.7) 
ფორმულა შეიძლება მივიღოთ # (თ)=Cთ (თ, თ (თ), ნხ(თ,)) რთული 

ფუნქციის გაწარმოებეთ: 

4 ლდლ) _ მით _ მდ ძი _ მო» ძი 
ძთ მთ მი ძთ ბხ ძ”" 

აქედან კი მიიღება (14.7) ფორმულა. 

(14.4) და (14.7) ფორმულებს ეწოდება ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ 

გაწარმოების ფორმულები. 

თეორემა 14.4. თუ I(X, თ) ფუნქცია უწყვეტია MI/=(ძი=X<5<5ხ; 
-ლ=თ5<9|1 სეგმენტზე, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

ძ ძ ხ ხ « 

|წთ« – | | (26%) თ«-|I II (X, თ) ძთ | + (14.11) 

C C 2 ძ ძ 

დამტკიცება. “მემოვიღოთ აღნიშვნები 

ჯ ი? ძ 

წთ = | | II (», თ) ძთ I» დთო- || („თ თ «| ძთ, თ-<I<ხ. 
CL. ძ ძი C 

თეორემა 14.2-ის ძალით 

ძ 

დ” (/) = II (/, თ)ძთ. 

C 
გარდა ამისა 

ი 

MC) = (IV თ) ძთ. 
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ბოლო ორი ტოლობიდან გვაქვს 

C (() = ”'(ჩM. 

საედანაც 

დი)=() +C, C= Cის. 

რადგან C (ძ) = # (თ) = 0, ამიტომ 

სხ(ე =Cთდ(), ი <1 <ხ. 

I (თრ I«- II (/C თ 4: | ძი. 

აქედან, როცა 1=ხ მიიღება (14.11) ტოლობა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
3. პარამეტრზე დამოკიდებული არასაკუთრივი ინტეგრალები. ახლა 

განვიხილოთ პარამეტრზე დამოკიდებული არასაკუთრივი ინტეგრა- 

ლები 

ე· ი. 

C0 

ჯ (თ) = I (X, თ) ძX, (14.12) 

ძ 

სადაც 7#(X, თ) ინტეგრებადია (ი, +თ. შუალედში ყოველი 

თC(C, ძ|)-სათვის. 

განსაზღვრება 14.1. (14.12) ინტეგრალს ეწოდება თანაბრად 
კრებადი თ-ს მიმართ IC, ძ) სეგმენტზე, თუ ყოველი 6>0 რიცხვისა- 

თვის არსებობს თ-ზე დამოუკიდებელი ისეთი ხ0>0 რიცხვი, რომ, რო- 

ცა ხ>ხი–ზე: 

CC ხ 

| II თ) ძX –– | IC. თ) ძX 

თ ძ 

ყოველი თ-სათვის (ი, ძ) სეგმენტიდან. მართებულია შემდეგი თეორე- 

მა (რომლის დამტკიცებას არ მოვიყვანთ). , 

თეორემა 14.5. თუ /(X, თ) ფუნქციას უწყვეტია (თლ=ჯX<90ი; 

-ლძთლძ) არეში და (14.12) ინტეგრალი თანაბრად კრებადია თ-ს მი– 
მართ LC, ძ) სეგმენტზე, მაშინ: 

1) (14.12) ინტეგრალი უწყვეტია (LC, ძ) სეგმენტზე; 

  

Cლ0 

= | Iთთრ <+ 

ხ



2) მართებულია ტოლობა 

ძ ი 9 ძ 

| | | I (X, თ) ძჯ |I4«– | | |#C. თ) ძი. | ძი (14.13) 

C ძი 9 C 

3) თუ, გარდა ამის,ი კერძო წარმოებული 72 (X, თ) ჯწყვეტი> 
CC 

(თ<<X< თ; 0 < Cთ<. 0) არეში, ხოლო IV (X, თ) ძX ინტეგრალი თა–- 

ძ 
ნაბრად კრებადია თ-ს მიმართ IC, ძ1 სეგმენტზე, მაშინ ნებისმიერი თ6Lი,ძ1- 
სთვის ადგილი აქვს ტოლობას 

ა , ლ 

LC =| |7C თ) რ | = | I» (X, თ)ძX. (14.14X» 
C 

ძ ძმ 

ლ 
“აკმ 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ პუასონის ? / = IC + ძჯ ინტეგ– 

0 
რალი. 

ამოხსნა. X = VI, სადაც M>>0, ჩასმით მივიღებთ 

(8 თ) 
–-ყ2/? 

1=V# | 6 ძI. 

0 

თუ ამ ტოლობის ორივე მხარს გავამრავლებთ -“ ძყ-–ზე და ვაინ– 

ტეგრებთ. პარამეტრით 0-დან + იი-მდე, გვექნება 
CC 

2 დ 2 წია 2 – _ =» 
წ. “#=M= ++ “| |“ # « | «. 

0 0 0 

(14.13) ფორმულის ძალით გვაქვს 

Cლ2 CC 2 , 00 

.- გამი“ 1 იძ _ 2. 
2) 113474 4 

0 0 0 

ძ ს. პუასონი (1781--1840) –– ფრანგი მათემატიკოსი, მექანიკოსი, ფიზიკოსი. 
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აქედან, რადგან #I>0, ამ-ტომ 

CC ი –_ 

_–X; 

I= + ქ, - VI · 

0 

  

2 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ 

ი .· 

L (თ) = |“. -. ძჯX 

Xჯ 

0 

ინტეგრალი. 

ამორს ნა. ნიუტონ-ლეიბნიცის ფორმულის გამოყენებით მოცე- 

მულ ინტეგრალს ვერ გამოვთვლით, რადგან 29%% ფუნქციის 
ჯ 

პირვანდელი ფუნქცია ელემენტარულ ფუნქციებში არ გამოისახება. 
(14.14) ფორმულის ძალით გვაქვს 

00 C6 
.” - , 1 

ჯ#" (თ) = 209X ა) ძა = | 2-X იიი თXძ» = 
ჯ თ · 1 + თ" 

0 ი 

(შეამოწმეთ), საიდანაც 

# (თ) = მICLCთ –+- C. 

აქედან, რადგან # (00=0 და 2LXCLC 0=0, ამიტომ C=0. მაშასადამე 

  

ლლ 

§1I1 ჯ 
| 6-X ძX = მICIთთ. 

X 
  

0 

4. ეილერის ინტეგრალები. განვიხილოთ, პარამეტრზე დამოკიდე- 

ბული ინტეგრალით განსაზღვრული ფუნქცია 

ლლ 

I" (Cთ) = | ჯ?“1 6–X ძჯ. 

0 

მას ეწოდება ეილერის მეორე გვარის ინტეგრალი ანუ გამა-ფუნქცია. 

თეორემა 14.6. L" (თ) ინტეგრალი კრებადია მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა თ>0. 
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დამტკიცება. ვთქვათ თ>0. წარმოვადგინოთ “L- CC) ინტეგ- 

რალი ორ შესაკრებად: 

ი 1 ლი 

LC) = IL. ძX = |«- 0-X ძX +| ჯXო-I ტ-X ძI. 

0 0 1 
.... 

ადვილია ჩვენება, რომ, როცა თ>0 ადგილი აქვს უტოლობებს 

C 

0 1 

1 თე 

ი< | ი ქდ-–- ; ი<  არაი+4< + თ 

(შეამოწმეთ). ე. ი. მოცემული ინტეგრალი კრებაღია, როცა თ>0. 
; ს 

ახლა ვთქვათ თლ0. ამ შემთხვევაში. IL 0-X ძჯ განშლადია, 

% 0 

ამიტომ განშლადია IL (თ) ინტეგრალიც. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

განვიხილოთ გამა-ფუნქციის ზოგიერთი თვისება ვთქვათ თ>1, 

მამინ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის გამოყენებით გვაქვს 

ლლ 

IICთ) = |– X>- I" + (თ-– ს -ი- ძხიხ=(თ--1)LCV-–-1). 
0 . იიი. 

ე· ტი. 

L(Cთ) =(–-–-1) 1II(X-–– 1). (14.15) 

თუ =ი”CV, მ»შ-ნ (14.15) ფორმულის გამოყენებით (/1--1)-ჯერ, 

მივიღებთ – თი“ ' 

LCI) =(L–- 1)! LLC1). 

მაგრაჰ 

ლლ · 

LC1) = IC. =L 
0 

· 

მაშასადამე 
კაე იამე ვეთ 

IL თ)= CC –-1)! ! 
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ახლა განვიხილოთ ფუნქცია 

1 

8 (თ, ზ) = |“- (1 –– »ეზ-! ძ». 
0 

მას ეწოდება ეილერის პირველი გვარის ინტეგრალი ანუ ბეტა-ფუასქ- 
ცაა. 

თეორემა 14.7. 8 (თ, ჩ) ინტეგრალი კრებადია მაშინ და მხო–- 

ლოღ მაშინ, როცა თ>0, ჩ>0. 

ღამტკიცება. ეთქვათ 0<8%<1. წარმოვადგინოთ # Vთ, 8) 

ინტეგრალი ორ შესაკრებად 

ა. 1 

8 (თ, ჩ) = L ჯX-1 (1 კეჩ-1ძჯ+ -L |““' (1 ეზ! ძი.. (14.16) 

ბ 0 

აღვილია ჩვენება რომ (14.16) ტოლობის მარჯვენა მხარის 
პირველი ინტეგრალი კრებადია, როცა თ>0 და განშლადია როცა 

ძთლ=0, ხოლო მეორე ინტეგრალი კრებადია, როცა ჩ>0 და გახ– 

შლადია, როცა 8=<0. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
მტკიცდება, რომ გამა და ბეტა-ფუნქციებს შორის კავშირი მყარ- 

დება ფორმულით 

L (თ) L (8) . 

L"(Cთ + ჩ) 

შევნიშნოთ, რომ IL (თ) და # (თ, ჩ) ფუნქციები არ წარმოადგენენ 

ელემენტარულ ფუნქციებს. 

8(თ,ზ) = 

მეოთხე თავი 

განსაზღვრული ინტეგრალის ჯსობიერთი გამოყენება 

'§ 1. გრტქელი ფიგურის ფართობის გამოთვლა 

1, ფართობის გამოთვლა, როდესაც წირის განტოლება მოცემულია 

დეკარტის“ კოორდინატებში. როგორც ვიცით იმ მრუდწირული ტრა- 

პეციის ფართობი„ რომელიც შემოსაზღვრულია არაუარყოფითი, 

" რ. დეკარტი (1596-–- 1650) –– ფრანგი ფილოსოფოსი, მათემატიკოსი, ფიზიკოსი 

და ფიზიოლოგი. 
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უწყვეტი ყ#=I(X) ფუნქციის გრაფიკით, CX ღერძითა და +=0, X#=ხ 

წრფეებით გამოითვლება ფორმულით 

Lე 

ხ 

5= | /” (X)ძX. 
ყ „(() | ყ.ჰ 1 

ვთქვათ ახლა ფიგურა შემოსაზღვ- 
რულია: ყ = წ(X) და V = «X(X), 
დ(ა9 <I”(X, უწყვეტ ფუნქციათა 
გრაფიკებით და X=0, X=ხ წრფე- 

8 თ ზ > ებით (ნახ 21). ჯერ განვიხილოთ. 

შემთხვევა როცა 7(X) და Cთ(X) 

არაუარყოფითი ფუნქციებია. მაშინ 

9-V(X)   
ნახ. 21 

მოცემული ფიგურის 5 ფართობი 

უდრის იმ მრუდწირულ ტოღაპეციათა ფართობების სხვაობას, რომლე– 

ბიც ზემოდან შემოსაზღვრულია შესაბამისად ყ=/წ(»)) და ყ=დ( 

ფუნქციათა გრაფიკებით, მაშასადამე 

ხ ხ ხ 

8- | 1 (X) ძ; – |დთ ძX = IV (X –– დ(X) 1ძჯ. (1.2) 

ძ ძ ძ 

ახლა ვთქვათ | (X) და დ (#) ნებისმიერი უწყვეტი ფუნქციებია, 

ისეთი, რომ დ (X) ლ/ (ჯ). მაშინ, რადგან / (2) და დ (X») შემოსაზღვრუ- 
ლი ფუნქციებია, ამიტომ არსებობს ისეთი C>0 რიცხვი, რომ 

L(X=I(X)+C და თ(X=დ(»)+C ფუნქციები არაუარყოფითია. 

მოცემული ფიგური ფართობი უდრის # (X) და თ (X) ფუნქციათა 

გრაფიკებითა და X=0ძ, X=ხ წრფეებით შემოსაზღვრული ფიგურის 

ფართობს, ამიტომ 

ხ ხ 

8= |(თ – დ() IM» = IV (X) –– დ(X) ) ძ». 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ იმ ფიგურის ფართობი, რომე– 
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ლიც შემოსახღვრულია Vყ =+#–”, X>>0, ფუნქციის გრაფიკით, 0X 

ღერძით და X=1 წრფით (ნახ. 22 ა). 

  

  

  

ნახ. 22 ა) ნახ, 22 ბ) 

ამოხსნა. (1.1) ფორმულის თანახმად გვაქვს 

=-1. 
X-+1 

  

§= | #ძ 
=2- 110 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ იმ ფიგურის ფართობი, რომე-. 
ლიც შემოსაზღვრულია ყ=2–-X2 და ყ=X ფუნქციათა გრაფიკებით. 

(ნახ. 22 ბ). 

ამოხსნა. თავდაპირველად ვიპოვოთ ამ ფუნქციათა გრაფიკე-. 
ბის გადაკვეთის წერტილთა აბსცისები. 2--X2=ჯX განტოლების ამოხს-. 
ნით მივიღებთ, რომ ეს აბსცისებია X,=–-2 და X:=1. (1.2) ფორმუ– 
ლის თანახმად „გვაქვს 

1 

8= |6-2- X)ძX = (» 

–2 
2. ფართობის გამოთვლა, როდესაც წირის განტოლება მოცემულია. 

პარამეტრული სახით. ვთქვათ მრუდწირული ტრაპეცია შემოსაზღვრუ– 

ლია CX ღერძით, ჯ=0, X=ხ (თ<ხ) წრფეებით და ფუნქციის გრაფი- 

კით, რომლის განტოლება მოცემულია პარამეტრული სახით 

IX=%(0, 1.3). 
IV = «(0 რ) 

სადაც # () უწყვეტი, ხოლო დ (I) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა, 
ამასთან დ (თ)=0ძ, დ (ჩ)=ხ. თუ (1.3) სისტემიდან გამოვრიცხავთ 1 

ცვლადს მივიღებთ (ი, ხ) სეგმენტზე უწყვეტ ყ=§ (დ ' (X))=/ (X) 
219, 

_ 9 
2       



ფეუზქციას და მაშასადამე მრუდწირული ტრაპეციის 5 ფართობი გა- 

მოითვლება ფორმულით 

ხ ხ 

§ = II (X ძX = | + 
ძ ძ 

თუ მიღებულ ინტეგრალში მოვახდენთ ცვლადის „გარდაქმნას X=დ C,), 

გვეგნება 
ჩ 

§- | «(0 დ'(ი «I. (1.4) 
თ 

(1.4) წარმოადგენს მრუდწირული ტრაპეციის ფართობის გამოსათ– 

ვლელ ფორმულას, როდესაც ფუნქცია მოცემულია პარამეტრული 

სახით. 
მაგალითი 3. გამოვთვალოთ 

| = იძ 009, 0 <1 <2», 

ყ == ხ31იI, 

ულიფსით შემოსაზღვრული ფიგურის ფართობი. 
ამოხსნა. რადგან ელიფსი სიმეტრიულია საკოორდინატო ღერ- 

შების მიმართ, ამიტომ საკმარისია გამოვთვალოთ, ფიგურის იმ ნაწი- 
ლის ფართობი, რომელიც მოთავსებულია პირველ საკოორდინატო 

მეოთხედში (ნახ. 24 გ) როდესაც 

ყ | X =0, მაშინ /= >) ხოლო, რო- 

წ ცა X=0, მაშინ ჯ=0. ე.ი. Cთ=-5 
2 

და ჩ = 0. მაშასადამე (1.4) ფორ- 

“აჯა LC მულის ძალით გვაქვს 

-0 0 თ 0 

ს "7 5 = I. §Iი0 ( (თ00§ ()'ძ( =   

  

-წ „> თი 
#X/2 

ნახ. 22 გ) = «ინ | «იბ! ძI == 

0 
X/2 

1... „წ IIX/2 
= 20ხ | თ –თია20 4 = 2% (+ – -ძი 2 ) => ჯძხ. 

ი, 
0 
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კერძოდ, როცა ძ=90=#, მივიღებთ წრის ფართობის გამოსათ2- 

ლელ ცნობილ ფორმულას 45 =ეV/92, 

შენიშვნა. თუ ფუნქცია მოცემულია პარამეტრული სახით 

= XC), (1.5) 

V = VC(I), თ<-1< ჩ, 

სადაც X(/) ფუნქციას (თ, ჩ1 სეგმენტზე აქვს უწყვეტი არაუარყოფი- 
თი წარმოებული და X(თ)=თ, X(ჩ)=ხ, ხოლო V (I) ფუნქცია (0, ჩ) 
სეგმენტზე უწყვეტია და არაუარყოფითი, მაშინ როგორც ვიცით 

მრუდწირული ტრაპეცის ფართობი გამოითვლება ფორმულეთ 
(იხ. (1.4)): 

წ 

§= IV (1) XI (1) ძI. 

თ 

ახლა ვთქვათ გამოსათვლელია იმ ფიგური ფართობი რომელიც 

შემოსაზღვრულია ჩაკეტილი # წირით (X(თ)=X (8), ყ (თ1=ყ (L)), 

რომლის განტოლება მოცემულია (1.5) პარამეტრული სახით. ვიგუ- 

)ყ 

  

    ე 0 ნ 
ნახ, 23 

ლისხმოთ, ტომ /, წირს 0ყ ღერძის პარალელური წრფეები ჰკვეთენ 

არაუმეტეს ორი წერტილისა (ნახ. 23.  ვთქნათ 0==X (თ) =- იI9) X (1), 
(თ, 8) 

= სIმX X (1) = XL(I))· 

Iთ, ჩ( 
მოცემული L წირის ქვედა #I00)8 რკალი არის იმ ფუნქციის გრა- 

ფიკი რომელიც მოცემულია (1.5) პარამეტრული განტოლებებით 

(თ (1) სეგმენტზე. 
ზედა 4C8 რკალი არის იმ ფუნჭციის გრაფიკი, რომელიც მოცე- 

მულია აგრეთვე (1.5) პარამეტრული განტოლებებით (L7,, ჩ) სეგმენტხე. 

; 
–-



„ცხადია, 23-ნახაზზე გამოსახული ფიგურის ფართობი გამოითვლება 
ფორმულით 

/ ( 

8– | «იXCთ4#«– | «თ»რ4ძ- 
ზ თ 

ჩ 
=-I|Vთ X (1) ძL. (1.6) 

C 

თუ გავითვალისწინებთ 

ჩ »თოყრ! =0 
თ 

ტოლობას და ვიგულისხმებთ, რომ V (I) უწყვეტად წარმოებადია, მა- 

შინ (1.6) ინტეგრალზე ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის გამოყე- 
'ნებით მივიღებთ 

ჩ 

5 = IX (1) ყ' (1)ძ–. (1.7) 

თ 
1.6) და (1.7) ტოლობებიდან გვაჟვს 

ჩ 

5 = + IV (0 ყ/ (0) –– ყC) X (I) 1 ძI. (1.8) 

თ 
ზოგჯერ, (1.8) ფორმულის გამოყენებით, ჩაკეტილი წირით შემო- 

საზღვრული ფიგურის ფართობის გამოთვლა ოუუფრო მარტივია ვიდრე 

(1.6) და (1.7) ფორმულებით. 

სხ მაგალითი 4. გამოვთვალოთ იმ 

ფიგურის ფართობი რომელიც შე- 
მოსაზღვრულია წირით (ნახ. 24 ა) ) 

_
–
_
ე
ე
ე
ე
ე
L
ე
L
ე
 , = თ5I9 1 005? 1. 

ჯ 
ყ = 0008915111?,, 0 <-1 <<: –- · 

«1 ამოხსნა. (1.8) ფორმულის გამო. 
წაზ, 24 ა) ყენებით ჟჯვაქვს 

2 
2 

5 = -- 15910 1 00511 (2 510 7 00577 –– 5109? /)) –– 
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––- 005751072 / (C053 | –– 2 510? / C05 ()| ძ/ = 

7 
92 2 

=-2 | კელი ?/ქ = “ი 
2 32 

0 

    

მტკიცდება, რომ (1.6), (1.7) და (1.89) ფორმულები მართებულია 
“იმ შემთხვევაშიც, როდესაც ფიგურა შემოსაზღვრულია ისეთი ჩაკე- 

ტილი კონტურით, რომელსაც საკოორდინატო ღერძების პარალელუ– 
რი წრფეები ჰკვეთენ ორზე მეტ წერტილში (ნახ. 24 ბ)). 

    X 

ნახ. 24 ზ) 

3. ფართობის გამოთვლა პოლარულ კოორდინატებში. ვთქვათ #L 

წირის განტოლება მოცემულია პოლარულ კოორდინატებში #0=ი0 (CC), 

თ=Cდ=ჩ, სადაც ი (თ) არის (Lთ, ჩ) სეგმენტზე უწყვეტი, არაუარყო- 
ფითი ფუნქცია. ფიგურას, რომელიც 
"შემოსაზღვრულია # წირით და ორი 

"სხივით, რომლებიც პოლარულ ღერძ- 

თან ადგენენ თ და ჩ კუთხეებს, 
მრუდწირული სექტორი ეწოდება 
(ნახ. 25). 

დავყოთ წთ, ჩ1 სეგმენტი. ნების- 
მიერად წერტილებით 

თ =- დე. < დ; <---< დე = (. ნახ. 25 

ყოველი დ, კ, თ,1, #=1, 2,..., / სეგმენტისათვის ავაგოთ წრიული 
სექტორი, რომლის რადიუსია ი (8), სადაც §» არის ნებისმიერი წერტილი 

"ა.თ 

 



(თ. 1, დ.) სეგმენტიდან.დ ცხადია, ასეთ წრიულ სექტორთა ფართობების 
ჯამია 

M) 
1 

_– 2 #დ,, 1.9 – აი (§) #ტ CV, (1.9) 

#=1 

· 1 ი 

სადაკ /#დ, = დ, –- დ.ე. მეორეს მხრივ (1.9) წარმოადგენს > 0? (დ) 

ფუნქციის ინტეგრალურ ჯამს (თ, ზ) სეგმენტზე რადგან 0 (თ) ფუნქცია 
უწყვეტია Iთ, ჩ) სეგმენტზე, ამიტომ, თუ 7 == ILIმX (4 დ,), გვაქვს 

1=7ჩ=/ 

ჩ ჩ 
– 1 1 
სთ =- ი? (§,) რ დ, = > |C (დ) ძდ. 
->0 2 #-MV. . 2 

' ი =1 · 

განსაზღვრებით მიღებულია, რომ მრუდწირული სექტორის ფართო- 

ტია (1.9) ჯამის ზღვარი, როცა 2.-+0, ე. ი. 

92 
C 

გ 
§=-+ | თთიი. 0.1თ 

მაგალითი 5. გამოვთვალოთ 0 = 

=0(1 + -ილნდ) კარდიოიდით შშემოსა” 
ზღვრული ფიგურის ფართობი (ნახ. 26). 

ამოხსნა. ამ შემთხვევაში დ = 0 და 
ჩ=2X, ამიტომ თუ გამოვიყენებთ (1.10) 

ფორმულას, მივიღებთ 

  

2 „ 2 2 
1 2 

–-- |(4=5 | –-–+ C05 დ)? ძდ=- – IV –- 2005“ დ -LC08§? დ) ძდ = 

09 0 
- 
0 

ი? . დ 1. (“ 3 
=–- 29ი – –- 902 = –- :(ც?, - (« +29ი044%+- 9) “"-=- 

§ 9. წირის რკალის სიგრძე 

1. რკალის სიგრძის გამოთვლა, როდესაც წირის განტოლება მოცე- 

მულია დეკარტის კოორდინატებში. ვთქვათ ბრტყელი #48 წირის გან- 

ტოლება მოცემულია #=/ (X) სახით, სადაც I (+) არის (თ, ხ1 სეგმენ– 
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ტზე უწყვეტი ფუნქცია. დავყოთ 48 წირი # ნაწილად წერტილებით 
(ნახ. 27) 

4 = #Vი, VI), Vე,..., MV, =7#8 

  

  

          

ჰ M Mჯ 2 ' , Mიეა§ზ 
ა M=Mი-4 

M:Mთ 

6) 0: X 1; ა თნ 
ნახ. 27 

თუ დაყოფის მეზობელ წერტილებს შევაერთებთ ქორდებით მივი- 

ღებთ მოცემულ წირში ჩახახულ გარკვეულ ტეხილს. თუ თ არ-ს ამ 

ტეხილის სიგრძე, ხოლო !,, = | MI,-კ M,,, #=1, 2,..,/, მაშინ 

ჩი 
ლ. 

თ="»" ჩ.. ვთქვათ IL = I06X. (I,).. 
“ი 1=#ლ=9/! 
#=1 

ჩ 

განსაზღვრება 2.1. L რიცხვს ეწოდება Cთ= ) I. ჯაძის 

#=1 

ზღვარი, როცა I->0, თუ ნებისმიერი 8>0 რიცხვისათვის არსებობს 

ბ>0 რიცხვი, ისეთი, რომ ნებისმიერი ტეხილისათვის, რომლისთვისაც 

ს<ბ, სრულდება უტოლობა 

|თ–-–LI<8 
და ეს ფაქტი შემდეგნაირად ჩაიწერება 

III თ = #L. 
ს–-0 

ჩ 

განსაზღვრება 22 თუ არსებობს თძ= ა ს ჯამის 
” 

# -–1 

ზღვარი: 

Iთ თ=L, 
I->-0 
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მაშინ 48 წირს ეწოდება წრფევადი, ხოლო # რიცხვს ––- 48 წირის 
სეგრბე. 

თეორემა 2.1. თუ 48 წირის განტოლება მოცემულია V=/ (X 

საათ, სადაც | (+) არის (თ, ხე) სეგმენტსე უწყვეტად წარმოებადი 
ფუნქცია, მაშინ 48 წირი წრფევადია და მისი L სიგრძე გამოითვლე- 
ბა ფორმულით 

ხ 

L = IV+V 0201? ძჯ. (2.1) 

ძ 

დამტკიცება. დავყოთ 48 წირი # ნაწილად წერტილებით 

4 = VI, #V, VI, .. V, =8 და #,, #ჩ = 1, 2, .... წერტილის 

აბსცისა აღვნიშნოთ Xჯ,-თი. ე. ი. /I(, წერტილის კოორდინატებია (X,, /(X,)), 
მაშინ /VI,_, VI, მონაკვეთის I, სიგრძე გამოითვლება ფორმულით 

  

ს, =V (ი – XI-)” + წ (ია) –7/(%–) I . 

ლაგრანჟის ფორმულის ძალით გვაქვს 

| (X,) –– წ(XL–1) = /' (6,) (Mს––- Xს- 1), XL-1 < 8, < X-. 

მაშასადამე 

8, = V1+I/ (6)1?:4X, , (2.2) 

სადაც # X,=X –- X,-). ამრიგად 48 წირში ჩახაზული ტეხილის სიგრძისა- 

თვის გვაქვს 
” ჩ 

თ = 3. | = 2) VI Vდა)შ4% 
#-=1 #=1 

უკანასკნელი ტოლობის მარჯვენა მხარე წარმოადგენს (თ, ხ1 სეგ- 

მენტზე უწყვეტი V1+ IV" ე”? ფუნქციის ინტეგრალურ ჯამს. თუ 
# = IიმX L(/#X,), მაშინ ცხადია 2, <- IL, სადაც ILL= ILIმX (I). ამიტომ, 

1=#7ლ ჩ 1=-ჩ=/ 

როდესაც M-–>0, მაშინ #-–->0. მაშასადამე 

M· ხ 

ს = სთ თ= თ 3 'VI+V და ი%,= | V/I+IICი 1 ძ». 
I–->-0 #–>3-0 =: ჟ 

თეორემა დამტკიცებულია.



მაგალითი 1. გამოვთვალოთ V=C010 ჯX განტოლებით მოცემული 

წირის რკალის სიგრძე, როცა 0ლXჯ=<1. 

ამოხსნა. (2.1) ფორმულის ძალით გვაქვს 

  

1 
– ტი 3 _ 

L= (VII-5ი5; ძX = კთარი-ას» =« 1-5-6 _ 0-1! . 
· 0 2 26 

2. რკალის სიგრძის გამოთვლა, როდესაც წირის განტოლება მო- 

ცემულია პარამეტრული სახით. ვთქვათ 48 წირი წარმოადგენს რაიმე 

ფუნქციის გრაფიკს, რომლის განტოლება მოცემულია პარამეტრული 

სახით 

ს _მ თ<!<წ, ყ=#§LC), 

სადაც დ (,) და (I) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია. რადგანაც 

X=Cდ (I) მონოტონური ფუნქციაა (იხილეთ პარამეტრული სახით მო–- 

ცემული ფუნქციის განსაზღვრება) ამიტომ, როცა ის ზრდადია 

ი=დ (თის და ხ=დ(), ხოლო, როცა კლებადია -––- ი2=დ (ზ) და 

ხ=დ (თ) (თ და 6 შესაბამისად 4 და 8 წერტილების აბსცისებია). თუ 

(2.1) ფორმულაში მოვახდენთ ცვლადის გარდაქმნას X=თდ (I), მი- 

ვიღებთ 

სინთია + 5. | I0I« 

= I V CC თ I + IC II 1 ძ("). 

მამასადამე, თუ წირის განტოლება მოცემულეა პარამეტრული სა- 

ხით, მაშინ მისი სიგრძე გამოითვლება ფორმულით 

ჩ 
L = | V IV (0)”+ IC (0 L" ძ/. (2.3) 

X 

  

"ეს ფორმულა მართებულია პარამეტრული სახით მოცემული ნებისმიერი წი–- 
რისათვის, თუ დ()) და C(ს0) უწყვეტად წარმოებაღი ფუნქციებია. 

ირი“



“შმევნიშნოთ, რომ თუ სივრცითი წირის განტოლება მოცემული: პა- 

რამეტრული სახით 

X=XLL) 

= თ< 1 <8, 
2=2 (1), 

სადაც XC), ყ (/) და 2(,)) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია, მაშინ 

წირი წრფევადია და მისი სიგრძე გამოითვლება ფორმულით 

  

ჩ 

L- | VICთ 1 7 Cთ1I + II თ)“. 
C 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ 

X=0(1–5ი1!), #ყ=0ძ(1--005), 0 <7+< 2M0, 

'ციკლოიდეს ერთი თაღის სიგრძე. 

ამოხსნა. რადგან Xჯ” = დ'(/) = 0(1-––- C051) და #”=ჯV' (1) = 09197, 

ამიტომ (2.3) ფორმულის ძალით 

2 : 2 
21 

L= I4 V(C1-–-C0§7)?-I-5Iი??1 ძქ=20 წთი --«=--4ი ი§-- _ =8ძ. 
_ 0 

3. რკალის სიგრძის გამოთვლა, როდესაც წირის განტოლება მოცე- 

მულია პოლარულ კოორდინატებში. ახლა ვთქვათ, 48 წირის განტო- 

ლება მოცემულია პოლარულ კოორდინატებში განტოჰლებით ი =0(V), 

თ=Cდ=ჩ, სადაც ი (დ) არის (თ, ჩ) სეგმენტხე უწყვეტად წარმოე- 
ბადი ფუნქცია, ამასთან 4 და 8 წერტილებს შეესაბამება დ-ს თ და ჩ 
მნიშვნელობები. თუ გადავალთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატებ- 

ზე, მაშინ მივიღებთ მოცემული წირის პარამეტრულ განტოლებებს 

X=ი0 (დ) C0§ დ, ყ=ი (დ) 510 დ, თ <:დ <-ჩ. (დ-–– პარამეტრია). რადგან 

X' (დ)= 0” (დ) C05 დ –– 0 (C) §10 დ, 
ყ' (დ)==0' (დ) 510 დ -L ი (დ) 005 დ, 

ამიტომ (2.3) ფორმულიდან მივიღებთ ი/დ' 

ზ 
L= (/7თ+“C (დ) +- ი” (დ) ძდ. (2.4) 

C



მაგალითი 3. გამოვთვალოთ ი =0(1+005თდ) კარდიოიდის 
სიგრძე (ნახ. 26). 

ამოხსნა. რადგან კარდიოიდი სიმეტრიულია პოლარული ღერ- 

ძის მიმართ ამიტომ (2.4) ფორმულის ძალით გვაქვს 

  

# ჯ 

# –2|V L0 (1 –- 0ლ05C) 1? -L ი? 51ი” დ ძი=20 | V20--იი§ფ ძი = 

0 0 
I 

= 40 ლ0§-- ძდ=80 5Iი ? 
2 2 

0 

31. რკალის დიფერენციალი. თუ (2.1) ფორმულაში დავუშვებთ, 
რომ ინტეგრების ქვედა საზღვარი მუდმივია, ხოლო ზედა საზღვარი 

იცვლება, მივიღებთ 

I 

= 8ძ. 
0   

ჯ 

LC) = IV 1 + LI" (ჩ1' ძI/, 

0 

სადაც ილჯლხ. აქედან მესამე თავეს თეორემა 7.2-ის ძალით 

L'CX) =V 1+IIი)1, 
ამიტომ 

ძL(X) = V 1 + II (91? ძ». 

რადგან” (CX) = “ , ამიტომ 
X 

ძს ლი =I/ 1+ (2) ძა, 

საიდანაც საბოლოოდ მივიღებთ 

LძL (X) 1? = ძX" -L ძყ". (2.5) 

თუ გავიხსენებთ, რომ ფუნქციის დიფერენციალი მხების ორდინა- 
ტის ნახრდის ტოლია, (2.5) ფორმულიდან მივიღებთ რკალის დიფე- 
რენციალის გეომეტრიულ შინაარსს (ნახ. 28): რკალის ძიL დიფერენ- 
ციალი უუდრის მხების მონაკვეთის -ნაზრდს, X აბსცისის მქონე, შეხე–- 
ბის M წერტილიდან, X+ ძX აბსცისის მქონე M,; წერტილამდე. 

თეორემა 2.2. ვთქვათ რკალი მოცემულია V=I (X) განტოლე– 

ბით, სადაც | (X) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა, მაშინ რკალისა 
ტაი



და მისი მომჭიმავი ქორდის სიგრძეთა შეფარდების ზღვარი, როცა 
ქორდის სიგრძე მიისწრაფვის ნულისაკენ ერთის ტოლია. 

დამტკიცება. (2.1) ფორმულის თანახმად #48 რკალის L 
სიგრძე (ნახ. 29), სადაც #4 და 8 წერტილების აბსცისებია შესაბამი– 
სად Xი და X0+ MX (M%X>90), შემდეგნაირად გამოითვლება 

  

    
  

  

X- + MX 

L= IV) + II CX)I?ძX. 

X0 

V 

" ყ 
ძL ს:) X) 9 

ჰ ! M წ. ' 

ძX | | 

X ' 
#) | > ჯ. ძ > I L ––_ 

X 01 XC 2Xი' 2 X 

ნახ. 28 ნახ. 29 

თუ გამოვიყენებთ საშუალო მნიშვნელობის თეორემის შედეგს 

(თავი 1II, ფორმულა (6.5) ) მივიღებთ 

L = V1+II" (60124, 
სადაც X, <8, < X, + M- 

მეორეს მხრივ (2.2) ფოომულის გამოყენებით 48 ქორდის სიგოძე 

შემდეგნაირად გამოითვლება 

| 48 | = V1+LV” (6) 12%, 

სადაც X-< ხ: < X –+- ##. თუ გავითვალისწინებთ, რომ, როცა #Xჯ-+>0, 

მაშინ §.-> ჯ·ც და სწა-> X, მივიღებთ: 

(4 (: L67/C +192: 1 1 LI”677> %მ13 

ყუ CC = ყი VIII (ნა): ბ». _ M1+L II”. _ +, 
ტ8-048ზ აბ»-+0 V1+I6)) ბ» V1+1/' (Xე)1“ 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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§ ვ. წირის სიმრუდე და სიმრუდის რადიუსი. 

ევოლუტა და ევოლვენბა 

1. წირის სიმრუდე. წრფის ერთი წერტილიდან მეორეზე გადასვ- 

ლის დროს მისდამი გავლებული მზები (რომელიც ამ წრფეს ემთხვე– 
ვა) არ იცვლის თავისს მიმართულებას. საზოგადოდ კი, წერის ერთი 

წერტილიდან მეორეზე გადასვლის დროს მხები მობრუნდება გარკვე– 

ული კუთხით, რაც წირის ე. წ. „გამრუდებით“ აიხსნება. თუ ორ წირს 

ერთმანეთს შევადარებთ, შეიძლება შევნიშნოთ, რომ ერთი მათგანი 

შეორესთან შედარებ-თ მეტად ან ნაკლებად „გამრუდებულია“. მაგა- 

ლითად, 30-ე ნახაზზე მოცემული I წირი უფრო „გამრუდებულია“, 
ვიდრე 11. თუ ოაიმე წირის ფორმას დავაკვირდებით, აქაც შეიძლება 

შევნიშნოთ, რომ წირ-ს „გამრუდება“ სხვადასხვა ადგილას სხვადა–- 
სხვაა. იმისათვის. რომ შევაფასოთ ამა თუ იმ წირის „გამრუდების“ 
ხარისხი, შემოვიყვანოთ წირის სიმრუდის განსაზღვრება. 

. M4 

M გVM 

ნახ. 30 წახ, 31 

ვთქვათ მოცემულია რაიმე წრფევადე წირი. განვიხილოთ აპ წირის 

#IM, რკალი, რომლის სიგრძეა .ზ%L (ნახ. 31). „VI და M, წერტილებში 

გავავლოთ მხებები მოცემული წირისადმი. წირის # წერტილიდან MI, 

წერტილზე გადასვლის დროს მხები მობრუნდება გარკვეული 40 

კუთხით, ვიგულისხმოთ. რომ ეს კუთხე ყოველთვის დადებითია. 

განსაზღვრება 3.1. წირის IM, რკალის საშუალო სიმრუ- 

დე ეწოდება, მხრების მობრუნების #დ კუთხის და ამ რკალის 7L 

სიგრძის ფარდობას. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ / რადიუსიანი წრეწირის IM, 

რკალის (ნახ. 32) საშუალო სიმრუდე. 

ამოხსნა ცხადია, რომ წრეწირისადმი # და #I წერტილებში 

გავლებულ მხებებს შორის კუთხე 30, ტოლია 0M და CM, რადიუ- 

სებს მორის ცენტრალური კუთხისა. წრეწირის MIM, რკალის სიგრ- 
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ძეა სმ#L= MC. მაშასადამე, წრეწ-რის MI, რკალის საშუალო სიქ- 

რუდეა 

სს) თით #7?” 
ამრიგად, მოცემული წრეწირის ნებისმიერი რკალის საშუალო სიმ- 

რუდე ერთიდაიგივეა და უდრის ამ წრეწირის რადიუსის შებრუნე- 

ბულ სიდიდეს. საზოგადოდ კი, 'ცხადია, 

რომ წირის სხვადასხვა რკალის საშუა- 

ლო სიმრუდე სხვადასხვაა. იმისათვის, 

რომ უფრო ზუსტად დავახასიათოთ წი- 

რის „გამრუდება“ მოცემულ წერტილში, 

საჭიროა გამოვთვალოთ საშუალო სი- 

მრუდე ამ წერტილის შემცველი უფ- 
რო და უფრო მცირე სიგრძის რკალე–- 
ბისათვის. ასეთნაირად ბუნებრივად მივ–- 

ნახ. 32 დივართ მოცემულ წერტილში წირის 
სიმრუდის ცნებასთან. 

განსაზღვრება 3.2. ვოცემულე წირის სიმრუდე ამ წირის 

  

რაიმე M წერტილში ეწოდება MVV, რკალის სამუალო სიმრუდის 
ზღვარს, როდესაც M, წერტილი მიისწრაფვის VI წერტილისაკენ წი- 
რის „გასწვრივ. 

ამრიგად, თუ სიმრუდეს წირის მოცემულ „1 წერტილში აღვნიეშ- 

ნავთ #-თი, მაშინ განსახღვრების ძალით 

. ტდ 

ი “9 #ტჩ.. 
ცხადია, რომ მოცემული წრეწირის ნებისმიერ წერტილში სიმრუ- 

დე ერთიდაიგივეა და უდრის რადიუსის შებრუნებულ სიდიდეს. ე. ი. 
რაც უფრო დიდია რადიუსი, მით უფ– ი 

რო მცირეა სიმრუდე წრეწირის ნე- 7 
'ბისმიერ წერტილში. შევნიშნოთ, რომ 

წრფის სიმრუდე მის ნებისმიერ წერ- 

ტილმში ნულის ტოლია. 

2. სიმრუდის გამოთვლა. ვთქვათ 

წერის განტოლება მოცემულია ე 

ყ=I()) სახით, სადაც /(ნ) ორჯერ 

წარმოებადი ფუნქციაა რაიმე შუა- ნახ. 33- 
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ლედმ.. გამოვთვალოთ ამ წირის სიმრუდე VI წერტილში, რომლის 
აბსცისაა X (ნახ. 33) განვიხილოთ ამ წირის მეორე /#, წერტილი, 
რომლის აბსცისაა X+/წს. VI და VI წერტილებში წირისადმი გავლე- 
ბული მხებების მიერ 0Xჯ ღერძთან შედგენილი კუთხეები იყოს შესა- 
ბამ-სად თ და თ+7#4თ. მაშინ ცხადია, რომ მხებებსს შორის კუთხე 

ტდ= |ტთ|. თუ გავითვალისწინებთ, რომ. როცა M#M, წერტილი მიღს- 

წჯრაფვის VI წერტილისაკენ წირის გასწვრივ, მაშინ #X-–>0, გვექნება 

  

  

    

  

  
  

    

ტით 

X= Iთ ბთ _ სთ | ++ = IC ბX. I _ 
M--M# ს #Mკ->-M რს ბ->0) ##ნ 

+ 

. „ჩ+C> ძთ 
1101 მჯ | 7 

#V;V–-0 X X 

172) 1901“ (3.1) 
III 

#ტXL->-0) #ტX ძX     

  

წარმოებულის გეომეტრიული შინაარსის თანახმად ყ = (7-4 C, საიდანაც 

თ = მიდ ს, (როცა ყM' კ>>0) ან თ=1ML+ მIC(დ ს, (როცა ყ' < 0)-· 
ორივე “შემთხვევაში 

"9 _ (მICIC ყ)=- 9# · (3.2) 
ძX 1 + (ყ” 

14% VI” (%. § 2, 
პუნქტი 4), მაშინ (3.2)-ის გამოყენებით (3.1)-დან მივიღებთ 

ამას გარდა, თუ გავიხსენებთ, რომ · 

  

= !/! , (3.3) 
L1 -C (ყ)?1?” 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ Vყ = 1 ჰიპერბოლისს სიმრუღე 
XჯX 

წერტილში, რომლის აბსცისაა X=1. 

2 , ამოხსნა. რადგან 9#”=– L , ყ” =->. ამიტომ წყ” (11=–- 1 

და V” (1) = 2. აქედან (3.3) ფორმულის ძალით გვაქვს 

2 V 2. 6= “ე = 92. (1 + 1)” 2 
ვთქვათ წირის განტოლება მოცემულია პარამეტრული სახით 

თით 

ყ=ყ(), თ<71< 8, 
“ო 
თ...



სადაც XC) და V# (I) ორჯერ წარმოებადი ფუნქციებია. თუ გავიხსე- 

ნებთ, პარამეტრული სახით მოცემული ფუნქციების გაწარმოების 

ფორმულებს, გვაქვს 
ყ. = ყ; M _ X ყ, –#X ყ, (3.4) 

28706 “” 
X., (62 ა? 

(3.4)-ის გათვალისწინებით (3.3)1-დან მივიღებთ 

_ _IM #M –X MI . (3.5). 
I (XV)? + (ყ,)? 14? 

მაგალითი 3. გამოვთვალოთ Lჯ=0 ((––5)ი !),) ყ=0(1–0051) 

ციკლოიდის სიმრუდე. 

ამოხსნა. გვაქს X,=0(1--C005/), წყ, =ძ5)0/, X, = 05I)9/, 
ყ; = ძ0051. თუ ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (3.5ე1 ფორმულაში მი- 

ვიღებთ 
|0(1––00571)00057 –– ი”5Iი” | _ ? 

(ი? (1 –– C057/)? + ი? 51ი” /13/? - 

_ |0051 –– 1 | _ 1 

_ თ(2(1 –– 00§7) )9/7..· 
40 | 5)ი - 

2   
ვთქვათ, ახლა, წირის განტოლება მოცემულია პოლარულ კოორ- 

დინატებში #=ი (V), სადაც 0 (დ) ორჯერ წარმოებადი ფუნქციაა. თუ 

გადავალთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატებზე, მაშინ მივიღებთ 

მოცემული წირის პარამეტტულ განტოლებებს X = ი (დ) 005 დ» 

ყ = 0 (ი) 5)ი დ (დ პარამეტრია), რადგან 

X' (დ) => 0" (დ) 005 დ -–– 0 (დ) 519 რ, 
ყ' (%) => ი' (დ) 51ი დ -L ი (C) 005 «-, 
X” (დ) = ი”(%) 005 დ–– 20” (C) 510 6 –– ი (0) C05 Cი, 
V' (ი) = 0” (ი) §1ი დ -L- 20' (00) C0§ დ –– ი (დ) 51ი C, 

ამიტომ (3.5) ფორმულიდან მარტივი გარდაქმნებით მივიღებთ 

_ ი“ + 2(00 ––იი”_. 
I6? –- (07)?)3/? 

8. სიმრუდის რადიუსი, სიმრუდის წრეწირი და ცენტრი. წირის. 

რაიმე წერტილში სიმრუდის რადიუსი ეწოდება ამ წერტილში წირის 
სიმრუდის შებრუნებულ სიდიდეს. ე. ი. თუ წირის სიმრუდის რადი– 

უსს მოცემულ წერტილში აღვნიშნავთ #-ით, მაშინ 

1 
L= –. 

X 
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თუ წირის განტოლება მოცემულეა V=/ (წ) სახით, სადღაც | (M 

ორჯერ წარმოებადი ფუნქციაა, მამინ სიმრუდის რადიუსი, (3.3)-ის 

საფუძველზე, გამოითვლება ფორმულით 

/ა213/2 
LL = -I +C/0I#ძ · (3.6) 

| ყ” I 
პარამეტრული სახით მოცემული წირისათვის მისი სიმრუდის რა- 

დიუსი გამოითვლება ფორმულით 

L (X,)? + (ყ,ა?|?? 
| XV, ყ,) –– X, MI 

ხოლო პოლარულ კოორდინატებში მოცემულე წირისათვის 

_ Lი” –- (0')“|)2/? . 

0? + 2(05“–– იი” 
მაგალითი 4. გამოვთვალოთ V=1I0 ჯ წირის სიმრუდის რადი- 

უსი #I (1; 0) წერტილში. 

9 = 

--.. 
X +; 

და Vყ” (1) = –– 1. აქედან (3.6) ფორმულის ძალით გვაქვს 

9=2V2. 

წირის მოცემული MI წერტილიდან ნორმალზე, წირის ჩაზნექილო- 
ბის მხარეს, ავაგოთ #VIნ მონაკვეთი, რომლის სიგრძე ტოლია წირის 

სიმრუდის რადიუსისა # წერტილში (ნახ. 34). ე. ი. #II =/?. წრე- 

წირს, ცენტრით ს წერტილში და რადიუსით /I, ეწოდება წირის სიმ- 

რუდის წრეწირი მოცემულ წერტილშე, ხოლო ამ წრეწირის L 

ცენტრს -- სიმრუდის ცენტრი. ცხადია, რომ წირს და სიმრუდის წრე– 
წირს მოცემულ წერტილში აქვს საერთო მხები (ნახ. 34). 

  

  

        

ყ "ი 
რ, 

M ყო“ "> 

ნახ. 34 ნახ. 35



გამოვიყვანოთ წირის სიმრუდის ცენტრის კოორდინატების გამო- 

სათვლელე ფორმულები. ვთქვათ, წირის განტოლება მოცემულია 

ყ=|) (X) სახით. # (X, ყ) იყოს წირის მოცემული წერტილი, ხოლო 

ჩ (დ, 1) –– ამ წერტილში წირის სიმრუდის ცენტრი (ნახ. 35). #V (», ყ) 

წერტილში გავლებული წირის 'ნორმალის განტოლებაა 

წოყ=--.CX-. 

რადგან სიმრუდის ცენტრი ძევს ნორმალზე, ამიტომ მისი კოორდინა- 

ტები აკმაყოფილებენ ამ განტოლებას, ე. ი. 

1 
ბ-–ყლ---(6-7X). (3.7 

ყ 

ჭქეორეს მხრივ, გვაქვს, რომ 

(§-–-–X)"+ (ე –– ყ)/ = I. (3.8) 

(37) ტოლობიდან 

ნ-X=-ყლთ--V). (3.9) 

თუ მევიტანთ ამ გამოსახულებას (3.8) ტოლობაში, გვექნება 

(ყ)" დფ –– ყ)1 + 0)–– ყ)ზ = 2. 

აქედან (3.6) ფორმულის გათვალისწინებით გვაქვს 

/წX213 

ფ–/! (1 + ფე9 = -L + 001 _ 
(ყ) 

საიდანაც 

1 -“L (ყა 

MM. 

შევნიშნოთ, რომ )–-V>0, როცა ყ”>0 (ჩაზნექილობის შემთხვე- 

ვა) და ი--ყ<0, როცა ყ”<0 (ამოზნექილობის შემთხვევა). ამიტომ 

(3.10)-დან მიგიღებთ 

|Iო–ყI= (3.10) 

თუ მოვახდენთ (3.11)-ის ჩასმას (3.9)-ში, გვექნება 

1–+(V». 
L =Xჯ –-ყ!-. უ 

ყ



ამოიგად, სიმრუდის ცენტრის კოორდინატები გამოითვლება შემ– 

დეგი ფორმულებით 

, 1 + (ყ'” IM2 ხ= ჯ- ყ. 1 + (ყა , 
, უა–ყ+“–-– (3.12) 

ყ 

4. ევოლუტა და ევოლვენტა. თუ VI წერტილი მოძრაობს მოცემუ–- 
ლი წირის გასწვრივ, მაშინ მისი შესაბამისი სიმრუდის ს ცენტრი, სა- 
ზოგადოდ, ასევე აღწერს რაიმე წირს, რომელსაც ევოლუტა ეწოდება. 
მოცემულ წირს ეწოდება ევოლვენტა თავისი ევოლუტის მიმართ. 

თუ ცნობილია წირის განტოლება, მაშინ, როგორც ვიცით, (3.12): 

ფორმულებით სიმრუდის ცენტრის L და ა კოორდინატები შეიძლება. 
გამოვსახოთ Xჯ აბსცისის საშუალებით, ე. ი. მივიღოთ ევოლოტის გან- 

ტოლება პარამეტრული სახით (პარამეტრია ჯ. თუ ამ განტოლებები- 
დან გამოვრიცხავთ ჯ პარამეტრს, მივიღებთ ევოლუტის განტოლებას 
# (§, 111=0 სახით. 

2 
მაგალითი 5. ვიოვოთ V= – პარაბოლის ევოლუტის 

განტოლება. 

ამოხსნა. რადგან ყ/=Xჯ და V”=1, ამიტომ (3.12) ფორმულე- 

ბის ძალით გვაქვს 

/”ა? · 2 
L=ჯ-- ყ/. 1+ CV) ==. 10+X)  _ გ 

ყ 1 

„-)+ 13401 _ #)ე 1495 3 ყავ) 
ყ” 2 1 2 

თუ ამ განტოლებიდან გამოვრიცხავთ ჯ პარამეტრს, გვექნება 

8 –- (0-– 1)3 = C-, 27 0-1) =§ 
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ამრიგად მივიღეთ ევოლუტის განტოლება, რომელიც უშუალო: 

აკავშირებს მის მიმდინარე კოორდინატებს. 36-ე ნახაზზე გამოსახუ- 
ი 

ია => ლ ყ 2 
  პარაბოლა და მისი ევოლუტა. 

დამტკიცების გარეშე მოვიყვანოთ ევოლუტისა და ევოლვენტის 
ორე მნიმვნელოვანი თვისება, რომელიც ადგენს კავშირს მათ შორის. 

LI. ევოლვენტის ნორმალი რაიმე წერტილში, წარმოადგენს ევო- 

„ლუტის მხებს შესაბამის წერტილში (ნახ. 37). 

ევჭოლჭენტა _ 

  

  
ნახ. 36 

  

IL. თუ ევოლვენტის რაიმე რკალზე სიმრუდის რადიუსი მონოტო- 

ნურად იცვლება, მაშინ ამ რკალზე სიმრუდის რადიუსის .ნაზრდის მო- 

დული, ევოლუტის შესაბამისი რკალის სიგრძის ტოლია. მაგალითად, 

37-ე ნახაზზე 

ს-ს =| სი ჩა), ე-–-M=I ჩავ. 

§ 4. სხეულის მოცულობის გამოთვლა განივი 

პვეთების ფართობების სამუალებით 

ვთქვათ მოცემულია რაიმე სხეული, რომლისთვისაც ცნობილია 0X 
ღერძის მართობული ნებისმიერი სიბრტყით კვეთის ფართობი 
(ნახ. 38). ასეთ კვეთებს განივ კვეთებს უწოდებენ. ცხადია განივი კვე– 

თა სავსებით განისაზღვრება სიბრტყით 0+X% ღერძთან გადაკვეთის წერ- 

ტილის ჯ აბსცისით. 
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მაშასადამე განივი კვეთის ფართობი წარმოადგენს »ჯ-ის ფუნქციას. 
აღვნიშნოთ ეს ფუნქცია 5 (X)-ით და ვიგულისხმოთ, რომ იგი ცნობი- 

ლია. 0 და ხ-თი აღვნიშნოთ კიდური კვეთების შესაბამისი აბსცისები. 

  

  

  
ნახ. 38 

განვიხილოთ (Cთ, ხ) სეგმენტის რაიმე 7-დანაწილება. თუ დაყოფის 

წერტილებზე გავავლებთ 0Xჯ ღერძის მართობულ სიბრტყეებს, მაში§ 
სხეული დაიყოფა /# ნაწილად (ნახ. 39). 

  

ნახ. 39 

ყოველ IV, 1, X,1 სეგმენტზე ავიღოთ ნებისმიერი §, წერტილი და შე- 
ვადგინოთ ჯამი 

ჩ 

ბ. 5 დ,)MX% (4.2) 
=L 

სადაც #X, = X, –- X,- კ. ეს ჯამი უდრის იმ ცილინდრების მოცულობათა 

ჯამს, რომელთა ფუძის ფართობია 5 (§,), ხოლო სიმაღლე /ბX,, # =1, 2,...,/L. 
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თუ არსებობს (4.1) ჯამის ზღვარი, როცა #-+> 0, მაშინ ამ ზღვარს უწოდე- 
ბენ მოცემული სხეულის მოცულობას, ე. ი. 

V = VIთ 5 (§,) ტX.. (4.2) 

რადგან (4.1) წარმოადგენს 5 (ა) ფუნქციის ინტეგრალურ ჯაზს, 

ამიტომ, თუ. 5 0) ფუნქცია უწყვეტია . (თ, ხ1 სეგმენტზე, (4.2)-დან 
გვაქვს 

ხ 

V= I§ (X ძX. (4.3) 

ძი 

მაგალითი. გამოვთვალოთ 

  

ელიფსოიდით შემოსაზღვრული სხეულის მოცულობა. 

ამოხსნა. ელიფსოიდის განივი კვეთა, რომლის CX ღერძთან 

გადაკვეთის წერტილის აბსცისაა #, 

წარმოადგენს 

2 2 
I) 2 =1 

0 (1 2 1 % 
( > ) ( Lი” 

ელიფს, რომლის ნახევარღერძებია 

ხ X. 1 #. 
ი... 

(ნახ. 40 ა)). 

თუ ამ ელიფსით შემოსაზღვრული ფიგურის ფართობს აღვ5ეიმნავთ 

5 0Cი)-ით, გვექნება (იხ. § 1-ის მაგალითი 3) 

  

  

  

ნახ. 40 ა) 

  

ჯა) 
5(X= Xხ0I 1–– ––– I. 
თ=2 ( ი? ) 

აქედან კი (4.3)-ის ძალით 

ძ იძ 

+” ქა ახ0(X---X- II“ =-“ ჟიხი V= ( §6004-=Xი | (1- > ,09X=-% (C ვე) | _,- “ვ. შინი. 

–ძ =ლ 
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კერძოდ, თუ თ=ხ0=06=7#), მივიღებთ /#:-რადიუსიანი ბირთვის მო– 
ცულობის გამოსათვლელ ფორმულას 

== 22) 
ვ 

§ 5. ბრუნვითი სსეულის მოცულობის გამოთვლა 

1. ვთქვათ არაუარყოფითი ყ#=/ (X) ფუნქცია უწყვეტია |ი, §1 
სეგმენტზე. განვიხილოთ მრუდწირული ტრაპეცია, რომელიც შემო– 

სახღვრულია ყ=/!(წX) ფუნქციის გრაფიკით, 0X ღერძით და X=0, 
X=ხ წრფეებით. ვიპოვოთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღე– 

ბა ამ მრუდწირული ტრაპეციის ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო 

(ნახ. 40 ბ). 

ამ სხეულის განივი კვეთა, ყ 

რომელიც შეესაბამება (0,6) 

სეგმენტის X წერტილს წარ- 
მოადგენს წრეს რადიუსით 

  

/ CI. ამიტომ კვეთის ფარ-....? 
·თობია 

5 (X) = დ |L/ (X)|? = LV”. 

(4.3) ფორმულის ძალით გვაქვს 

ხ ხ 

V=» | წწ(0011ძ»X=> | ყბძ». (5.1) 
ძ (/4 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მი– 

იღება (0, ) სეგმენტზე მოცემული V=5)ი X სინუსოიდით შექმნილი 
მრუდწირული ტრაპეციის ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო. 

ამოხსნა. (5.1) ფორმულის ძალით 

% % 

V-I I Iი'««- /+- + = წ · 

0 0 7 

2. ვთქვათ ყ=7/ (X) ფუნქცია რომელიც განსაზღვრულია (CMMIII 
სეგმენტხე მოცემულია პარამეტრული სახით X=X(0), ყ=ყ(I), 

#6. ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 21



თლ!=ზ8. თუ X(I) ფუნქციას Iთ, ჩ) სეგმენტზე აქვს არაუარყოფითი 
უწყვეტი წარმოებული და Xჯ (თ)=თ, X (8)=ხ, ხოლო ყV (I) არაუარყო- 

ფითი უწყვეტი ფუნქციაა (თ, ზმ) სეგმენტზე, მაშინ მრუდწირული 
ტრაპეციის 0Xჯ ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულის მო– 
ცულობა გამოითვლება ფორმულით 

ჩ 

V ==1L IV (1) X' (1) ძI. (5.2) 

თ 

თუ XXI) ფუნქცია კლებადია და X (თ)=ხ, X (ჩ)=ძ, მაშინ ზემოთ- 
მოყვანილ პირობებში 

ჩ 

V –-იIV (8) XI (0) ძI. (5.3) 

(«4 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ იმ სხეულის მოცულობა, რომე– 

ლიც მიიღება X=ძ 005391, ყ=0 51031, 0ლ!ლ2ჯ ასტროიდის ბრუნ- 

ვით 0X ღერძის გარშემო. 

ჰ ამოხსნა. ბასტროიდ. სიმეტ- 
0LM რიულია 0X და 0ყ ღერძების მი- 

მართ, ამიტომ საძებნი · მოცულობა 

უდრის 2V, სადაც V არის იმ სხეუ- 
ლის მოცულობა, რომელიც მიიღება 

048 (ნახ. 41 ა)) მრუდწირული 

სამკუთხედის ბრუნვით იX ღერძის 

გარშემო. (5.3) ფორმულის ძალით 
ნახ, 41 ა) გვაქვს 

X/2 

V=–- 2 9§1ე5 /·. 3ძთ 005” ( (–– 510 1) ძ( = 

09 

  

  

#/2 

(1 –– 00517)? C05“7ძ0 (0051) = წთ).   =–ვ ჯი). 

  

105 
(9) 

203.   ამრიგად საძებნი მოცულობაა ულო 
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3. ვთევვათ ყ=I! (X) ოუწყვეტი არაუარყოფითი ფუნქციაა (თ, ხ) 

"სეგმენტზე. თუ მრუდწირული ტრაპეცია 

60-95) 

0<ყ</7V) 

ბრუნავს 0ყ ღერძის გარშემო, მაშინ ბრუნვით მიღებული სხეულის 
მოცულობა გამოითვლება ფორმულით 

ხ «· 

V =- 21L I(3C ძ»X. (5.4) 

ძ 

დამტკიცება. განვიხილოთ Lთ, ხ) სეგმენტის რაიმე 7 -– და– 

ნაწილება: თ = Xა< IX <--< Xჯ =ხ. ყოველ IX,-1, XI (1=1, 2,..., 1) 
სეგმენტზე განვიხილოთ ორი მართკუთხედი ფუძით ი#X, = X, –– X,-) 

და სიმაღლით | 

#0, = III /(X); #6; = IიმX /(X)- 

1X;– ს XVI IXI--1, XV) 

მივიღებთ ორ საფეხურა ფიგურას, რომელთაგან ერთი ჩახაზულია, 

ხოლო მეორე შემოხაზულია მოცეზულ მრუდწირულ ტრაპეციაზე. ამ 
საფეხურა ფიგურების ბრუნვით 0ყ ღერძის გარშემო, მიიღება ორი 
1) და 12 ცილინდრული რგოლებით შედგენილი სხეულები. 

ამ სხეულების მოცულობები შესაბამისად ტოლია 

” 7 

= Xჯ; 
V,. = ს ეL //#%, (C-– X1–1) = 1 21: II, _XL-1 + XL #X,, 

1 I _. 2 

(=1 (-–=1 

ჩ 

X;,-1 + Xჯ; = ა 2 . 2-1 1 24 , V;, XV, 2 #ტX, 

წ=1 

ცხადია საძებნი V მოცულობისათვის ადგილი აქვს უტოლობებს: 

V, << V < V, · (5.5) 

განვიხილოთ (თ, ხ1) სეგმენტზე უწყვეტი დ (X)=25 XI (X) ფუნქცია. 
ვთქვათ. 

§,= MI დ(X);,; 5,= I)მჯ დ(X. 
IXჯ--,, XVI IVI--1, XI) 
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ჩ 

ჯამები თ= ა '  გ)Xც 9 = ა ' 8, #X, წარმოადგენენ, შესაბამისად, 
_ –.–/ 

ჯ=1 (=1 

დ (X) ფუნქციის დარბუს ქვედა და ზედა ჯამებს. რადგან დ (X) უწყვეტია 
თ, ხL სეგმენტზე, ამიტომ 

ხ 

სთ თ= IM. 0 = 2 | XIC0 ძ». (5.6 
აე“ X>0 

ძ 

ცხადია, რომ 

_§ა /#X, | <.             /X; –- 2): /?; X,-1 0 X;= 

== 21L X, (VI, –– 7),) #X, -L 25V/7; (ს Xჯ <- 2:%ხ (/VI; –– 1,1) /სX, -L 21 III; (ს X1. 

'ამ უტოლობის ძალით გვაქვს: 

” 

X,-1 +7, 
IV,, –– CI - 7, (2, “ოილი ს „ი L 

(1=1 

ჩ ” 

<- 2%ხ ? (M, –– MI) რ X, + 2% 2. MI; რ X1- 
ე 4 

ჯL=1 1=1 

რადგან სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია ამ სეგ- 
მენტზე, ამიტომ ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის 2, ისე შეიძლება შე– 

ვარჩიოთ, რომ /#M, –- MI, < §, როცა #X, <2, #= 1, 2,..., IM. ამის 

„გათვალისწინებით მივიღებთ 

IV, “CI < 25ხნ (ხ –– ი 8+ 29M/(ხ–– თ 7. (5.7) 

სადაც # = თიმ» 1(X), #= IIმX #Xკ. 
(თ, 1ლ(ლჩ 

(5.7) უტოლობიდან გ-ის ნებისმიერობის ძალით, გამომდინარეობს, 

რომ 

Iთ V_ = III თ. (5.8) 
?1->0 71 #->0 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

Iთ. V,. = II თ. (5.9) 
#-–>0 2 #–3>-0 
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(5.6), (5.8) „და (5.9) ტოლობებიდან გვაქვს 

ხ 

I Vჯ- = III V» == 21L |X/თ« (5.10) 
7–>-0 1 2-0 “2 

ძ 

(5.5) და (5.10)-დან გამომდინარეობს (5.4) ტოლობის მართებულობა. 

მაგალითი 3. გამოვთვალოთ იმ სხეულის მოცულობა, რომე- 
2 

ლიც მიიღება #=,-“-, V=0, X=0, X=ხ (>0>0) წირებით შე- 
ჯXჯ 

მოსაზღვრული ფიგფრის ბრუნვით იყ ღერძის გარშემო. 

ამოხსნა. (5.4) ფორმულის ძალით 

ხ 

V = 2X |#«– 29#M1(ხ––-თ. 

თ 

4. ვთქვათ #„=” (დ) უწყვეტი ფუნქცია (თ, ზ, სეგმენტზე 
(ლ0-ლ=თ<ჩლჯი) იმ 7 სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება 

”=I (დ), დCთ და დ=8 წირებით შემოსახღვრული სექტორის ბრუნ- 
ვით პოლარული ღერძის გარშემო, გამოითვლება ფორმულით 

ჩ 

= გ |” (დ) §Iი დ ძდ. (5.11) 
C 

დამტკიცება. განვიხილოთ (|თ ჩ1 სეგმენტის რაიმე V-– დანა- 
წილება თ == დე < დ; <---< დი =ჩ. 

ვთქვათ 

#M,= IიმX. # (დ); 
Iდ+--,. დ;) 

MI == III9 ”# (დ). 

(დ(/–-1, დ!) 

ყოველი Iდ, ე, თდ,)) (:= 
=1, 2,...,IM) სეგმენტისათვის 

განვიხილოთ ორი წრიული სექ- 
ტორი, რომლებიც შემოსაზღვ- ნახ, 41 ბ) 

რულია დ=C, ,, დ=დ, სხი- 
ვებითა და შესაბამისად ” = M,, ” = MI; რადიუსიანი წრიული რკალებით 

(ნახ. 41, ბ)). 
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ცხადია, 7ა– – 1 ლ– 7), სადაც 1) და 7ა შესაბამისად არის # = #M, 

და #=7#M1, რადიუსიანი წრიული სექტორების პოლარული ღერძის გარშემო 
ბრუნვით მიღებული სხეულები. 

თუ გავიხსენებთ, რომ ბირთვული სექტორის მოცულობა გამოითვ- 

ლება V = – სა ფორმულით, სადაც #> არის ბირთვის რადიუსი, 

ხოლო # შესაბამისი ბირთვული სეგმენტის სიმაღლე, მაშინ 1, 'და 15 

სხეულების მოცულობა ტოლია : 

V » = დ M1? (C-05 დ;_1-–– 005 დ,); 
1 

I . 
ქ
ა
 

და
 

ა.
. 

აუ 

V » 2 II; (C05 დ,_1 –– C05 დ,). 
LI 

I 

ლ
=
 

1 თ”,
 

ამ ს ტოლობიდან, ლაგრანჟის სასრული ნაზრდის ფორმულის გამოყენე- 

ბით, გვაქვს, 

”M 

2 . –- ია. 
C- ბ. -29M 519) დ, · ტდ;; 

(L=1 

ჩ 

2 ე ე... 
V„, = ა, “გ. 2C III; 519) დ, -#დკ, 

· ჯ=1 

სადაც 

დ, კ <9, <დ,, #დ, = დ, –– დ, .. 

ცხადია, საძებნი V მოცულობისათვი“ ადგილი აქვს უტოლობას 

V,, < V < V, · 

_  2> . 
განვიხილოთ (თ, 1 სეგმენტზე უწყვეტი #(0) = –-– ” (დ) ზი დ 

ფუნქცია. ცთქვათ 

§,= II «(დ) 5; = 1IიმX ყ§ (დ). 
(დ,–- 1, დ/) Iდჯ–-1, დ!) 2. 
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ჯამები 

1. (4 

· – – ს 

თ = პ  5ტიც თ= » §დ, 

ჯL=1 L=1 

წარმოადგენენ, შესაბამისად « (დ) ფუნქციის „დარბუს ქვედა და ზედა 

ჯამებს, რადგან ჟ (დ) უწყვეტია (თ, ჩ1 სეგმენტზე, ამიტომ 

– 2 
ი თ= Iთ თძ=–-–-|) „9(თ)§91ი დძღ. (5.13) 
»->-0 #–>-0 ვ (დ (9 

ცხადია, რომ 

_ 9 /VI7 51ი დ, ბთ, 5, ტ დ,| < 

  

/ 
21
 

> 

2 /VIჯ იემX. (51ი დ) /ს დ, –– 2. „თ; იი (§I0 დ) ტდ, = 
(თ/-–-,, %/) პ (.- ი“ 

წ VIჯ CმX (5Iი დ) «C, == MI; 1MI10X (510 დ) ტდ, –- 

+
 2 MიმX (510 დ) /ს თ; –– – ჯ 1; Iი1ი. (510 დ) /ს დ, = 

% IიმX (5II დ) (Mჯ –- MI) რდ; -++ 
(Cთ«–-1 დ/| 

+ 

ი
ა
 

ი
ა
 

ლი
სა
 

(
I
X
 

ეხ II; (ი1მX (510 დ) –– IიIი (იდ) 4 ი, <: 

<> 21 V2? (M,–- იI,) # დ, -L იაფ < 

<- 27% M9% (M,–– MM) #დ, -L = Mბ?1,. ტდ, (5.14) 

სადაც 
/M# = IMეგX # (დ), #=>- IIმX # X,. 

IC, ჩ) 1=-=/ 

(5.14) უტოლობის ძალით ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის და სათანა– 

დოდ შერჩეული 7? =;ხემX რ#X,1 რიცხვისათვის მივიღებთ (იხ. X5.7) 

უტოლობის მიღება) 

27



LC ==“ (-MM19იდ ბთ 5, ტთა)  < 
– 

· L=1 

ჩ 
, ვ 

<. 22 მ 3. (M,– თაბი „+ 994 ა ტდ, <: 
(=1' 

  

–2 

ჯL=1 

<2M06-თ6+-- ჯ /VV9 (8 –– თ) 1. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

Iთ V,. = IIთ თ. (5.15) 
7.-–>-0 1 #»–>0 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

110 V»- = Mთ თ. (5.16) 
7-–>0 75 2>-0” 

(5.13), (5.15) «და (5.16) ტოლობებიდან გვაქვს 

· 2: 
1 = =--.I,3 1 · 5.17 I V;. Iთ V» > 3 I (დ) 510 დძდ (5.17) 

(5. 12) და (5.17)-დან გამომდინარეობს (5.11) ტოლობის მართებუ- 

ლობა. 

შენიშვნა. ვთქვათ #”=/ (დ) უწყვეტი ფუნქციაა Iთ, ჩ1 სეგ- 

_ მენტზე ( -–-->% +). =| ენტზე ( =<=<ჩ<+) 
იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც 

მიიღება ”= 7 (დ), დ ==თ.ღა დ=ჩ 

წირებით შემოსაზღვრული სექტორის 

ბრუნვით დ = > სხივის გარშემო, 

გამოითვლება ფორმულით 

ჩ. 
ჯ V = 2 | #? (დ) C0§ დძდ. 

ნახ. 41 გ) CC 

    

  
მართლაც, თუ დ = ლ სხივს მივიღებთ. #”; # სისტემის პოლარულ ღერ- 
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ძაღ, მაშინ (ნახ, 41 გ)) # (0)=„/ (დ); #= –- (+ დ ) =დ- > 

და (5.11) ფორმულის ძალით, §I0 9#<:0 უტოლობის გათვალისწინებით, 

გვაქვს 
ზ ე„გა”ღკგღაღან 

V= >” (9) | 511 9. | ძტ = > #5 (დ) C05 დძდ. 

თ---% 

2 

მაგალითი 4. გამოვთვალოთ იმ სხეულის მოცულობა, რომე- 

ლიც მიიღება =0ი/ა3იდ წირით შემოსახღვრული ფიგურის 

ბრუნვით პოლარული ღერძის გარშემო. 

ამოხსნა. (5.11) ფორმულის ძალით 

მ; 

2ჯიე?ზ 1 
V=-–-–-–- | ა)ე1?დძდ = –“- 201. ვ-| მი'დძი = > 

მაგალითი 5. გამოვთვალოთ იმ "სხეულის მოცულობა, რომე- 

ლიც მიიღება V = 2 – = კე? და X+ყ--2=0 წირებით შემოსაზღვ–- 

რული ფიგურის ბრუნვით X+ყ-2=0 წრფის გარშემო. 

ამოხსნა. მოვახდინოთ 0XV კოორდინატთა სისტემის გარდაქ- 
მნა (მობრუნება და პარალელური გადატანა) ისე, რომ ახალი 0”Vყ 

სისტემი (0/ს ღერძი დაემთხვას ბრუნვის“ X+ყ-2=0 წრფეს 

«ნახ. 41 დ) ). მობრუნების კუთხე, რო- 
გორც ეს გამომდინარეობს ბრუნვის 

ის განტოლებიდან, ტოლია - %-ის. განტოლებიდან, ტოლ 4 

სისტემის გარდაქმნის ფორმულებს 

ექნება სახე 

  

  

  

ს = > (+ ყ –– 2). 

0/V0 სისტემაში. ყ = 2 –– -L- 2. პარაბოლის პარამეტრული სახის განტო- ტე 2 ოლი ეტ განტ 

-ლება იქნება 
,%9



L == IM (+) = 1 #7> 
1 

  IX –– #ყ(X9X + 2), 

ე=ი0ე=   

სადაც  ყ (X) =2 – –- ჯ». „პარაბოლის 074 რკალი შეესაბამება 

0=X=<2 სეგმენტს. ბრუნვითი სხეულის მოცულობა გამოითვლება 

(5.2) ფორმულით: 

  

  

  

2 2 
1 1 ჯ?V” = წ | უზ (ქე. (XIძჯ=ვL | –-– (2# –-- ჯია? > = V ია (X) V' (X)ძX ი |+- 0» X?) 7 > (+++) 4 

0 0 

2 

1ხ 2V2 = _ 4 (2 4 ე :4) (1 = . 
72 | ! X X” + X“) (1 + X) ძX ი ლბი 

0 

§ 0. ბრუნვითი ზედაპირის ფართობი 

ვთქვათ ყ=! (») არის Iთ, ნ) სეგმენტზე უწყვეტად წარმოებადი, 
არაუარყოფითი ფუნქცია. განვიხილოთ ზედაპირი, რომელიც მიიღება 

ამ ფუნქციის გრაფიკის ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო (ნახ. 34). 

  

ნახ, 42 
ჯ 

განვიხილოთ (იძ, ხ1 სეგმენტის ნებისმიერი 2.-–დანაწილება 

ძი = Xა< X << ჯეი == ხ.



#ი, #4... მი იყოს ფუნქციის გრაფიკის შესაბამისი წერტილები.. 

ავაგოთ ტეხილი ,4ე4ე .. ჰ,:0» ღერძის გარშემო ამ ტეხილის. 

ბრუნვით მიღებული ზედაპირის ფართობი უდრის წაკვეთილი კონუ- 

სების (ცილინდრების, გვერდითი ზედაპირების. ფართობთა ჯამს. 

ვთქვათ #„=|4ს-1 4, !, მაშინ (იხ. (2.2)) 

II= V 1+ I (6))164X, ჩ=1, 2,.-, # 

სადაც X.-1 <. 8, < XI, #4 X.=X, –- X-). ამიტომ ტეხილის ბრუნვით მი-– 

ღებული ზედაპირის ფართობია 

ჩ 

ა) თ (ი-ა+/ C0)1ს=%2 I (X.-1)+ICX.)) /V 1+IIM§.)|”4X,.. (6.1კ" 

#=1 ხ=1 
უკანასკნელი ჯამი წარმოვადგინოთ შემდეგი ორი ”შესაკრების სახით · 

2 1)! (ა) V1+II (წა)1? ტX, + 
8-1 

+V ). (I (X.- ა-––I(6))+ I 0) –– 7 (6)1) V1+წ/ “(წ)” #X,=0 + I2.- 

წ=1 

თ წარმოადგენს (ი, ხ1 სეგმენტზე უწყვეტი 2/ (იV 1 +II" (9)" 
ფუნქციის ინტეგრალურ ჯამს, ამიტომ 

ხ 

ჰი თ-2ი | / 0) V1+IVC0 1! ძ». 
0 

ძი 

გაჩვენოთ, რომ 

III) 1 = 0. (6.2). 

7»–0 

მართლაც, რადგან კანტორის თეორემის თანახმად I (I) თანაბრად 

უწყვეტია (თ, ხ1) სეგმენტზე, ამიტომ ნებისმიერი 86>0 რიცხვისათვის 
მოიძებნება ისეთი 8>0 რიცხვი, რომ, როცა X<ბგ სრულდება უტო–- 
ლობები 

I/ (CI -)-–- I(6)|I<8%, | (+) ––(6))<8, #=1, 2,..,,. (6.3) ·. 
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თუ M-ით აღვნიშნავთ წთ, ხ1 სეგმენტზე უწყვეტი V1-+ I (X))2 ფუნქციის 
უდიდეს მნიშვნელობას, მაშინ, როდესაც 7. < 8, (6.3)-ის ძალით გვაქვს 

ჩ 

III I < 2MM6 ა. (ს X, => 21/VL(ხ-–– თ 8. 

#=1 

რადგან § ნებისმიერად მცირეა, აქედან გამომდინარეობს (6.2). 

ამრიგად, მივიღეთ, რომ (6.1) ჯამის ზღვარი, როცა #+0 არის 

ხ 

2» | ; 0 V1+IV" 6011 ძX». 
ი 

განსახღვრებით მიღებულია, რომ (იძ, ხ|) სეგმენტზე არაუარყოფი- 
თი, უწყვეტად წარმოებადი / (X) ფუნქციის გრაფიკის 0Xჯ ღერძის გარ- 
შემო ბრუნვით მიღებული ჩედაპირის ფართობია (6.1) ჯამის ზღვარი, 

როცა 2.-+-0. ე. ი. 

ხ 

85 = 2% | #(X) V1+IIX)1? ძX. (6.4) 

ძ 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ /#2-რადიუსიანი და // სიმაღლის 

სფერული სარტყლის ზედაპირის ფართობი. 

ამოხსნა. მოცემული სფერული სარტყელი წარმოადგენს 

#00=VII-Xჯ#, იCX<ხ, ხ–-ით=V, ფუნქციის გრაფიკის 0X 
ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებულ ზედაპირს. ამიტომ (6.4) ფორ- 

მულის ძალით 

ხ 
ეეეფვუგაგე 

8=2% | #2 1/ 1 + ძX = 

ი 

ხ 

= 2ი | IV = 21LI2 (ხ –– თ) =. 2101/. 

ძი 

შენიშვნა 1. ვთქვათ ყ=/(0) ფუნქცია უწყვეტად წარმო- 
ებადია (თ, ხ) სეგმენტზე. იმ ზედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება 
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ამ ფუნქციის გრაფიკის ბრუნვით 0ყ ღერძის გარშემო 'გამოითვლებ» 
ფორმულით 

§-2ი |+ V1-+II (X))1ძ». 

(6.50) ფორმულის მისაღებად საკმარისია ჩავატაროთ (6.4) ფორმუ– 

ლის მიღების დროს ჩატარებული მსჯელობის ანალოგიური მსჯელობა. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ “იმ ზედაპირის ფართობი რომე– 

ლიც მიიღება V = - X, 0<X< 1 წირს ბრუნვით C0V ღერძის 

გარშემო. 

ამოხსნა. (6.5) ფორმულის ძალით 

1. 

§ = 21; |» V1 + X ძL= -“=(2V2- 1). 

0 

შენიშვნა 2. ვთქვათ 18 წირი წარმოადგენს რაიმე ფუნქციის 
გრაფიკს, რომლის განტოლება მოცემულია პარამეტრული სახით 

თ თ<(<წ, 
ყ= წ§VI), 

სადაც დ (0) და § (0) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია, ამასთან 
§ (02>0. რადგანაც X=დ (I) მონოტონური ფუნქციაა (იხილეთ პარა– 

მეტრული სახით მოცემული ფუნქციის განსაზღვრება), ამიტომ, როცა 

ის ზრდადია თძ=დ (თ) და ხ=C (ჩ), ხოლო, როცა კლებადია––0ი =დ (ჩ) 
და ხ=დ (ძ), (თ და წხ შესაბამისად 4 და 8 წერტილების აბსცისებია). 
0X ღერძის გარშემო ასეთი წირის ბრუნვით მიღებული ზედაპირის 
ფართობის გამოსათვლელი ფორმულის მისაღებად (6.4) ფორმულაში 

მოვახდინოთ ცვლადის გარდაქმნა Xჯ=დ (I). მივიღებთ 

ჩ 

მ» «0 1! I1+40/” 'IIდ/ (0 I ძ/ = 

_ 2 I თ 0 VII 6 I + |C CL". (6.6). 

2983.



მაგალითი 3. გამოვთვალოთ X=0 ((--51ი ,/)) ყ=0ძთ(1-––ლ005,) 

-ციკლოიდის ერთი თაღის 0X ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული 
“ხედაპირის ფართობი. _ 

ამოხსნა. ციკლოიდის ერთი თაღისათვის 0=/=2ა, ამიტომ 
(6.6) ფორმულის ძალით 

2 

§ <2|ი (1 ––ლ0051) V(0 510 1)?-C 2? (1--00§ 7)? ძ/ = 

0 

2X 

=2V 2 ირ | (1 ––ლ051)%/? ძ/ = = -C2?, 

0 

შენიშვნა 3. ვთქვათ, 48 წირის განტოლება მოცემულია პო- 
I„ლარულ კოორდინატებში განტოლებით ი0=ი (დ), 0ლძლ=დ=ჩ=<V, 

სადაც 0 (დ) არის (თ, ჩ) სეგმენტზე უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია. 
ლუ ჩავატარებთ იგივე მსჯელობას, რაც გვქონდა § 2-ის მე-3 პუნქტში, 
მაშინ ასეთი წირის 0X ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული ზედა- 
პირის ფართობის გამოსათვლელად მივიღებთ ფორმულას 

ჩ 

§= 2 | ი (დ) §§იდ 'V/ 6?(<)+ IC (C)1? ძდ. (6.7) 
თ 

მაგალითი 4. გამოვთვალოთ ლ = თ(1+005დ) კარდიოდის 
Xნახ.26) 0X ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული ზედაპირის ფარ- 

თობი. : 

ამოხსნა. ·6:7) ფორმულის გამოყენებით გვაქვს 

% 

8=2(4 (1 –++C005.დ) 510 დ V თ? (1 –+ 005 დ)? -C.0? 5Iი? დ ძდ = 

0 

  

თ 

=2V2 XC? |9 -L 005 დ )?/? 510 დძდ = -- ჯ?. 

0 

„ შენიშვნა 4. ვთქვათ „ =”/(დ) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა 

Iთ, ჩ) სეგმენტზე (–% <თ<ჩ < 27) .· იმ ზედაპირის ფართობი, რო- 
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მელიც მიიღება #=/ (დ) წირის ბრუნვით <= -- სხივის გარშემო, გამო- 

დ<თვლება ფორმულით 

ჩ 

§=2 | ” (დ) C05დ V„? (დ) + IV" (დ) 1? ძდ. (6.8) 

თ 
მაგალითი 5. გამოვითვალოთ „2? = 20? 005 2დ ლემნისკატის 

დ= > სხივის გარშემო ბრუნვით მიღებული ზედაპირის ფართობი. 

ამოხს-ა. (6.8) ფორმულის ძალით გვაქვს 

#L/4 

§5=4>» თ თია დძდ=4V 2 · #07, 

0 

§ ?. ძალის მუშაობა. სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები 

1. ძალის მუშაობა, ვთქვათ მატერიალური / წერტილი მოძრაობს 

CXX ღერძზე LL ძალის მოქმედებით, რომლის მიმართულება ემთხვევა 

0X ღერძის მიმართულებას. გამოვთვალოთ # ძალის მიერ შესრულე– 

ბული მუშაობა, როცა MV წერტილი გადაადგილდება X=თ წერტილი- 

დან X=ხ წერტილამდე (ნახ. 43). ვიგულისხმოთ, რომ # ძალის #” სი–- 
დიდე X-ის უწყვეტი ფუნქციაა. 

0 ·0 MM #2 # ჯ 

_ ნახ, 43 

განვიხილოთ (თ, ხნ) სეგმენტის რაიმე 1.--დანაწილება 

Cთ = X- < Xჯ, <<. X-1< Xგ == ხ. 

ყოველ IX, -), X„) (4=1, 2,..., მ) სეგმენტზე ავღოთ ნებისმიერი §, 
წერტილი. განვიხილოთ ჯამი 

” 

ს L (§,) ტX,, (7.1) 
_– 

#=1 

სადაც #X, = X-- Xგ-, ჩ=1, 2,...,/1.



განსაზღვრებით, # ძალის მიერ შესრულებულ მუშაობად (ი, ხ) 
სეგმენტზე მიღებულია ზღვარი 

მაგრამ (7.1) ჯამი წარმოადგენს უწყვეტი #(X) ფუნქციის ინტეგრა- 

ლურ ჯამს (ი, ხ) სეგმენტზე. ამიტომ # ძალის მიერ შესრულებული 

მუშაობა (თ, ხ) სეგმენტზე გამოისახება ინტეგრალით 

ხ 

V | (ი ძX. 
ძ 

9. მატერიალური წირის სიმძიმის ცენტრი. ვთქვათ C0X+ყ სიბრტყე: 

ზე მოცემულია მატერიალური წერტილები 

VI) (XI, ყI), VI (X, ყა), --- 3 V, (Xი, ყი), 

რომელთა მასებია /), ა, ..., ჩ,. როგორც მექანიკიდან ცნობილია, ა 

წერტილთა სისტემის სიმძიმის” ცენტრის კოორდინატები § და 1) გა 

მოითვლება ფორმულებით 

  

  

L= 1) X) -L 719 X -L “+ ჩი Xი _ #ჩ= 1 

MI + ზი + ·- + ჩზი ჩ . 

2, --- 
#=>1 

M 

ა, აყ» 

უ=70:#1+ 7 ყა ++ იყი _ _ჩ= 

წს + წი + + ჩი ” 

ა,” 
#= 
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ახლა ვთქვათ, გვაქვს მატერიალურე #8 წირი (ნახ. 44), რომლის 
განტოლებებია ! 

X ==: X(5) 

ყ=ყლდ), 0<5<%L# 

სადაც X(§) და ყ (§) უწყვეტად წარ- 
მოებადი ფუნქციებია, ხოლო / არის 

485 წირის სიგრძე... =-. 

დავუშვათ, რომ ,18 წირის სიმ- ' 

კვრივე ყოველ VVI (§) წერტილში გა- 

მოისახება უწყვეტი ი0(§) (0<5<7 . ' ნახ, 44 
ფუნქციით. ვიპოვოთ ამ წირის სიმ- 

ძიმის ცენტრის კოორდინატები, ამ 

მიზნით (18 ·წირი გავყოთ ნებისმიერად ' შემდეგი წერტილებით 

  

  

4'=C, CI... 6=8. 

4C, რკალის სიგრძე აღვნიშნოთ §,-თე მაშინ C,-, C, რკალის სიგრძე 

ბქნება §, –– §,_, = #9, 
ვთქვათ 7 = უ)მX #5,. ავიღოთ C,;-) C, რკალზე 

1ლწლს 

წერტილი Cჯ. აღენიშნოთ §;-ით 4C; რკალის სიგრძე. ცხადია 5, <> 

<5; <5. განვიხილოთ გამოსახულებები 

ნებისმიერი 

” ”M 

2 060XC7) #4, 2 ითეყლიები 

(-= – წ) (-=1 . 12 
6 == –”/წ · 

ჩ ” 

ა 0 (5) #5, ბ. 0(§5;) #5, 
---. 

(=1 L=1 

განსაზღვრება 7.1. 48 წირის ს”მქიმის ცენტრი ეწოდება 

C (§, M) წერტილს, სადაც 

17, ს, თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 257



  

  

" ) 
2,ეიწჯლება 

8-= I) – 7-1 , 
7–-0 " 

0 (§;) 45, 

(=1 

ი ' (7.2) 

0 (5) ყ (5) 6 5, 

= I) 1 “”“”“'ჩ''“სM' 
2.–>0 ”# 

2 0C) 44, 
წ=1 7 

ჩ ”„ ჩ 

მაგრამ ჯამები 3. 0 (5;) X (§;) #+,, 8 (§,)ყ (§5)# 5, და ბი (571065, 

§=1 (==1 (=1 

წარმოადგენენ შესაბამისად უწყვეტი. ი (5) X(5), ი (5) ყ (5) და ი (5) ფუნ- 
ქციების ინტეგრალურ ჯამებს. ამიტომ (7.2)-დან გვაქვს 

  

I I 

(ით # (5) ძ§ I (5) ყ (§)ძვ§ 
9 - _ 9 : 
==. ს ულ. (7.3) 

/წიი« (ით« 
0 0 

ამრიგად, (7.3) არის მატერიალური წირის სიმძიმის ცენტრის კოოოდი- 

ნატების გამოსათვლელი ფორმულები. თუ მატერიალური #8 წირი 

ერთგვაროვანია, მაშინ (7.3)–დან გვაქვს 

I ( 

- I+ (9ეძა; თ = +I/V (5) ძა. (7.4) 

0 0 

5 

ახლა ვთქვათ, 48 წირის განტოლება მოცემულია Vყ=/ (X) სახით, 

სადაც /(X) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა (თ, ხს) სეგმენტზე. ამ 

შემთხვევაში (7.4) ფორმულები მიიღებს ასეთ სახეს: 

258



ხ ხ 

| XVII IჩCი1 ძა | #VI + I" 60 )შძ+ 

| VI + ლი) ძა | V L+ I 00) 4» 

ამოცანა 1. გამოვთვალოთ ერთგვაროვანი ყ= - V,-- 22 =- ჯ? ნახე- 

ვარი წრეწირის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები. 

ამოხსნა. ცხადია 

ძყ X I »– -  “»”“. . VI )პ =--=-. 
ძX Vტ--#X +V) „ზე 

(7.5) ფორმულების ძალით გვაქვს 

,” 

; XძX 

V 2 ==». 
_ == 

(ანტეგრალქვეშა ფუნქცია კენტია), 

_ _1_ „ყი IX - _1. ძ,= =-. 

ო ს ალი -I 

=0 

ამრიგად მოცემული წირის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატებია 

§=0, ი = 21. 
წხ 

თეორემა 7.1 (გულდინის” პირველი თეორემა). ღერძის არაგა- 

დამკვეთი წრფევადი 48 წირის ბრუნვით მიღებული ზედაპირის ფაო- 

თობი ტოლია წირის სიგრძისა და იმ წრეწირის სიგრძის ნამრავლის, 

რომელსაც შემოხაზავს წირის სიმძიმის C ცენტრი. 

? ბ. გულდისი (1577--16903) -- შვეიცარიელი მათემატიკოსი.



დამტკიცება. ბრუნვის ღეოძად ავიღოთ 0X ღერძი (ნახ. 45), 
(7.4)-ის მეორე ფორმულა ასე გადავწეროთ 

M=|V (§) ძა. 

| აქედან 

/ 

“21 == 7 IV (5) ძა. 

ი 

  

  

0 ამ ტოლობის მაოჯვენა ნაწილი 

ნახ..45 . : “წარმოადგენს იმ “ზედაპირის 

ფართობს, რომელიც მიიღება 
48 წირის ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო. ამრიგად 

5 = 1-2), 

სადაც § არის აღნიშნული ზედაპირის ფართობი. 

თეორემა ,დამტკეცებულია. 

ვ. ფირფიტის სიმძიმის ცენტრი. განვიხილოთ თხელი მატერიალური 

ეოთგვაროვანი ფირფიტა, რომელიც მემოსაზღვრულია უწყვეტი ყ=/I(X), 

ყ=ყ(X) წირებით (| (X) > წ (X)) – 
და წრფეებით X=2თ, X=ხ (ნახ. 46). ყ ე ყ-1(X) 

დავუშვათ, რომ ფირფიტის ზეჯაპი- 

რული სიმკრივე ყოველ წერტილში 
უდრის ი-ს. 

ვიპოვოთ ფირფიტის” სიმძიმის 

ცენტრის კოორდინატები, ამ მიზნით 

  

I 
29(X 

განვიხილოთ ICთ, 0) სეგმენტის რაიმე _. ყ=9C(%) 

რთ=> X9ი < XI < '.< X,, –1 < X„გ==ხ. ნახ, 46 

ყოველ IX,- X,) სეგმენტზე ავიღოთ ამ სეგმენტის შუაწერტილ.. 

ნ. = (9X-51-% (ნახ. 47). განვიხილოთ გამოსახულებები 
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ყ ..მ4> 

  

        
    

  

ნახ. 47 

  

ბ), L, 0 II (§)–-წ (6)) ტX, ს ნ IC) –IC (§)) ბს 

ო (=1 1=1 
C 5 = ; 

§=:1 

იV წა –წწა)ბბ 2 IVრ6ა–წ6)ბი 
§L=1 

” 

' (8. L; ა 160166) იყ და ჯრ)ქბი 
– 

წ=1 := – 
ი (წ(§)-–– 6 (601 #X, 

  

L2
1»
 

“–,
 

–
 

” 

– 3 (I6ი1-IVCC)ქ)4% 

( 
3
 
|
“
 თ,
 

  

ბ, II (8) – #6 (§014X, 
L=1 

განსაზღვრება 7.2. ფირფიტის სიმძიმის ცენტრი ეწოდება 
C (§, 1)) წერტილს, საკპდაც ' 
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ჩ 

2. I II (§/).-– § (6,)1) 0 X, 

ლში. '   

(6) – წ(60) 1 რ», ო
ა
 

ჯ=%ზ 

– 3 (IC) 1– (6600) ტX 

II(C)--– წ (6,))1 რ X, 

“
ა
 

(7.6) 

  / 

რადგან ჯამები ას II (60) ––წ (წ) 1ტXV ). (I (6,))? –I 6(6/) I9| ტბX, 

(=1 ჯ=1 

”M 

და ?. LI (6,)-–ჯ (81) I " X, წარმოადგენენ შესაბამისად უწყვეტი XVIC0-– 

(=1 

– წ0ე1; წ 011“ Iთ 0ე 171 და წ” XV) –– 9(X) ფუნქციების ინტეგრალურ 
ჯამებს, ამიტომ (7.6)-დან გვაქვს 

– % 

|»XVთ–6თ14 
§= 2 , 

ხ 

| თ-–თ(0014% 
მ / 

  

ხ 

+I (Iთ)'– I(Cთ154 
  1)==   ხ 

(სთ–#4რო)4 ) 
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ამრიგად (7.7) არის მატერიალური ფირფიტის სამძიმის ცენტრის 

კოორდინატების გამოსათვლელი ფორმულები, რადგან | I()-– თ XV) ) ძX 

8 
არის მოცემული ფირფიტის ფართობი, ამიტომ თუ მას აღვნიშნავთ 5-ით, 
მაშინ (7.7) ფორმულა ასე ჩაიწერება 

ხ 

ს=+ | XIV - წ (X) ) ძა, 

თ (7.8) 

1
 ი წIთ;- (C00 1? )ძ». 

ამოცანა 2. გამოვთვალოთ იმ ერთგვაროვანი ფირფიტის სიმ- 

ძიმის ცენტრის კოორდინატები, რომელიც შემოსასღვოულია წირებით 
ყ=X2 და ყ?=8ჯ (ნახ. 48). 

1) 

ა
 

    

ყ ყ-ჯ 
ეეე – 

ყ-6X 
| 

I 

| 
| 

.9 6 | 
7 5I7 |) | 

I 
| I 

| 

“ს. | L -X 
0 დ. 9. 2 

: (0 . 

ნახ. 48 

ამოხსნა. მოცემული წირების გადაკვეთის წერტიღებია (0; 0) 

და (2; 4). აქ /(X) = V 8X, C (X) = X, ადვილია ჩვენება, რომ 
=ნ3



ა ბ 
1 XCV ზX-–- ტეძ«= 2, 5= | (V8X --- შ) ძX = 

0 0 

>1
 C
- 

· 
ჰ 

2 

1 _ 24 1 81 )? –-- (ემ? _ . > | LCV #)– CI?1ძ» = –.– 
0 

(7.8) ფორმულების ძალით გვაქვს 

12 24 
59 “5. 9 

ჯეი.  ”' 
ვ ვ 

მეხუთე თავი. 

ფ8უნქცკიათა ინტბერპოლირება და განსაზღვრული 

ინტებრალის მიასლოებითი გამოთვლა 

§ 1. ფუნქციათა ინტერპოლირება 

1. ინტერპოლირების ამოცანის დასმა. საინტერპოლაციო მრავალ- 

წევრის არსებობისა და ერთადერთობის თეორემა. ვთქვათ ცნობილია 

I (ე) ფუნქციის” ყე,ყ.,..,ყ, მნიშვნელობები შესაბამისად არგუმენ- 

ტის Xე, XI, ...,Vი მნიშვნელობებისათვის, ე. ი. 

/ (%) =Vი, / (%),== 9...) /(Xი) = ყი. (1.1) 
ისმება ამოცანა: ავაგოთ ისეთი I (V) ფუნქცია, რომელიც დააკმა- 

ყოფილებს პირობებს 

# (Xი) = წი, L (XI) == ყI..-.; I, (Xი) == ყი: (1.2 

გეომეტრიულად / (ს) ფუნქციის მოძებნის ამოცანა, რომელიც და- 

აკმაყოფილებს (1.2) პირობებს, ნიშნავს ისეთი წირის აგებას, რომე- 

ღიც გაივლის (Xი, Mის (XI #1)... (Xი; M») წერტილებზე. ცხადია, 

ამ წერტილებზე შეიძლება გავავლოთ უამრავი წირი (ნახ. 49), ე. ი. 

არსებობს უამრავი /” (X) ფუნქცია, რომელიც დააკმაყოფილებს (1.2) 

პირობებს. ამიტომ ბუნებრივად ისმება ამოცანა: ვიპოვოთ ფუნქციათა 

კლასი, რომელშიც იარსებებს ისეთი # (X) ფუნქცია, რომელიც დააკმა– 

ყოფილებს (1.2) პირობებს და იქნება ერთადერთი ამ კლასში, 

2წ4



    

IX
 

| | 

I ) I L 

Xი 

ნახ. 49 

ჩვენ შევისწავლით ამოცანას: ავაგოთ ისეთი - (ა) მრავალწეერი, 
რომლის ხარისხი არ აღემატება მოცემულ /7 რიცბეს „და დააკმაყოფი- 

ლებს პირობებს | 

# (Xა) =ყი: I (X) = წს... .(Xი),= ყი. (1.3) 

ასეთ ამოცანას უწოდებენ პარაბოლური ინტერპოლირების 'ამოცანას, 

ხოლო Xე, X.,.., X. წერტილებს –– ინტერპოლაციის კვანძებს. # (») 

მრავალწევრს, რომელიც (1.3) პირობებს აკმაყოფილებს, / (V) ფუნქ- 

ციის საინტერპოლაციო მრავალწევრი ეწოდება Xე, Xს..სსი კვანძე- 
ბის მიმართ. 

ინტერპოლირების ძირითადი იდეა იმაში მდგომარეობს, რომ ფუნ- 
ქცია, რომლისთვისაც ცნობილია, , მხოლოდ მნიშვნელობათა (1.1) 

"ცხრილი, უნდა შევცვალოთ საინტერპოლაციო მრავალწევრით, რომე- 
ლიც განიხილება როგორც | (წ) ფუნქციის მიახლოებითი ანალიზური 

გამოსახულება: 

1I(X)= #0. 
შევისწავლოთ ყოველთვის შესაძლებელია თუ არა საინტერპოლა- 

ცაო მრავალწევრის აგება და თუ შესაძლებელია მაშინ როდის იქნება 
ის ერთადერთი? ამასთან დავადგინოთ როგორია მიახლოების სი- 

ზუსტე. , 
თეორემა 1.1. არსებობს ერთადერთი (ჩაწერის ფორმის სი- 

ზუსტემდე) ს, ე) მრავალწევრი, რომლის ხარისხი არ აღემატება 
M-ს ,და რომელიც დააკმაყოფილებს (1.3) პირობებს. 

შემდეგ პუნქტში აგებული იქნება ე. წ. ლაგრანჟის საინტერპოლა- 

ცაო მრავალწევრი, რომელიც დააკმაყოფილებს (1.3) პირობებს, ამით 
ნაჩვენები იქნება საინტერპოლაციო მრავალწევრის არსებობაც. რაც 

შეეხება ერთადერთობას ის გამომდინარეობს მეორე თავის თეორემა 
8.4-ის შედეგი 2-დან. 

-



2, ლაგრანჟის საინტერპოლაციო მრავალწევრი. ავაგოთ მრავალ- 
წევრი, რომლის ხარისხი არ აღემატება /-ს და დააკმაყოფილებს (1.3) 
პირობებს. 

ამ მიზნით განვიხილოთ #-ური ხარისხს შემდეგი მრავალწევრი 

  I, (X) = (X–– Xა-) (X–– X1) ··· (MX –“–#;-1) (MX –– X;4+1) ·'' (X–– წი) 

(X, –– Xე) (X, –– XI) ·'-(X, –– X, –1) (X, –– X;+1) -.· (Xჯ –– Xი) 

L == 0, 1, 2...) ჩ. 

ს (X-ს ლაგრანჟის კოეფიციენტი ეწოდება. ის აკმაყოფილებს 

შემდეგ პირობებს 
I – 

0, როცა L5+/. 
ცხადია, 

//! 

L» (X) = ა). ყ; I, (5 (1.4) 

(=0 

მრავალწევრ-ს ხარისხი არ აღემატება /#-ს „და ის აკმაყოფილებს (I. 3) 

პირობებს, ე. ი. 

L, (0) =ყ/ (/=0, 1,..., MM). (1.5) 
ამრიგად /„(ე არის საძიებელი საენტერპოლაციო მრავალ- 

წევრი. , 
საინტერპოლაციო მრავალწევრს, რომელიც ჩაწერილია (1.4) სა- 

ხით, ეწოდება ლაგრანჟის საინტერპოლაციო მრავალწევორი. 

ვ. ლაგრანჟის საინტერპოლაციო მრავალწევრით მიახლოების 

ცდომილების შეფასება. დავადგინოთ ახლა რა სიზუსტით გამოსახავს 

Iთ, ხ) სეგმენტზე ლაგრანჟის საინტერპოლაციო L.„() მრავალწევ- 

რი წ” (X) ფუნქციას. ამ საკითხის შესასწავლად განვიხილოთ სხვაობა 

IV (X) = /(X) – Lი (X). 
ს.ე ფუნქციას -შოდება საინტერპოლაციო მრავალწევრის ნაშ- 

თითი წევრი, ანუ ინტერბაოლაციის ცდომილება. ვიპოვოთ ცდომილე- 

ბის ,გამოსახულება. თუ (+) ფუნქციის მიმართ, გარდა საინტერპო- 

ლაციო კვანძებში მისი მნიშვნელობისა, სხვა მეტი არაფერია ცნობ“- 

ლი, მაშინ /ბე (X)-ის მიმართ რაიმე მსჯელობის ჩატარება არ შეიძ- 

ლება, ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ / (X) ფუნქციას გააჩნია /##/-+1 რიგი" 

უწყვეტი წარმოებული (ი, .ხ|) სეგმენტზე, სადაც L0თ, ხ1 არის მონაკვე- 

თი რომელიც შეიცავს ინტერპოლაციის ყველა კვანძს, ცხადია, რომ 

ჯათდ+ს) (ჯ) = |(M+9 (0), 0 <X <.ხ, 
რადგან /8+1) (X) = 0.



გთქვათ, ჯ არის IV, ხ| სეგმენტის სებისმიერი წერტილი, ჯ 26X; (( = 

= 0, 1,..., Iს). განვიხილოთ დამხმარე ფუნქცია 

დ()= I, (ე) ით ათ, ი </ <ხ, (1.7) 
ით) (X) 

სადაც 

თ) (X) == (X –– Xი) (X –– ჯე) ''“(X–– ჯ,). (1.8) 

ცხადია, რომ : 

0ა(M+-1) («) = (I -L 1) 1. (1.9) 

დ (/) ფუნქცია (I IL 1)-ჯერ წარმოებადია. (1.6) და (1.9)-ის ძალით 

გვაქვს 
დ!ი+1) (/) = I(0+1L) (0)-––-<(0L+1) I IL თ , 

თ (X) 
(1.5), (1.7) და (1.8)-დან გვაქვს 

დ(X,) = 0, 1= 0, 1)... 

(1.10) 

და 

დ (X) = 0. 

ე. ი. დ(I) უდრის ნულს (0, ხ) სეგმენტის 7+2 წერტილში მაინე. 
როლის”! თეორემის ძალით, დ” (/) ნულის ტოლი გახდება სეგმენტის 

L+1 წერტილში მაინც, დ” (I) ნული გახდება # წერტილში მაინც და 

ასე შემდეგ. ამრიგად, არსებობს ერთი მაინც წერტილი §C1I0, ხჩL სა- 

დაც დIM+2) (§) = 0, 
თუ (1.10) ტოლობაში ჩავსვამთ /=ჯL, გვექნება 

(ი) 9, (0= ა (M-1) 
(X)= თI+-1)! –––-I (5), 

სადაც § დამოკიდებულია X-ზე. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

იაა = თხ | /ოხს ნი | 
L 

მაშინ ლაგრანჟის საინტერპოლაციო მრავალწევრის ნაშთითი წევრის 
აბსოლუტური ცდომილებისათვის მივიღებთ შემდეგ შეფასებას: 

IიმX | IX, (X) | = თიმX. Iწ/(0 –1გე(0 I < 
(ძ, ხ) (ი, 

Vი+) M-.+ –- ი”შ+1 

ილ შიში დვ ე ი 

« მ. როლი (1652-– 1718) –– ფრანგი მათემატიკოსი. 
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ლაგრანჟის საინტერპოლაციო მრავალწევრის მნიშვნელობების 

გამოთვლის ბლოკ-სქემა 
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ლაგრანჟის საინტერპოლაციო მრავალწევრის. მნიშვზელობების 

„ამოთვლის პროგრამა ბეისიკის ენაზე. 

5 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

100 

110 

120 

130 

140 

150 

160 

170 

180 

190 

200 

LM – ––- Mყ9MეLიხყანი 8 0-6IX-L -–- _– 

0LLCM 7L0 :: L0L 0VILნ0I #5 LILL :IL: 1 
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XC #ტLს #ტ, 8, I), M 

სIM XCთ), V C) 

0II I=0 10 M 

II#ტL X (0, –V თ 
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L0CIბ> ს=# 10.8ც 81LL II 
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L0ILL 1 = 10 M 
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II LI=I წყნM I=I+1 
IC I <= = M IIIნM 6=C « (# –- X (1)) / (X(ს – X(I) 
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5=5+C.Vი 
M6XL I 
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MნXX # 
(5I. 

ლაგრანჟის საინტერპოლაციო მრავალწევრის მნიშვნელობების 

გამოთვლის პროგრამა ფორტრანის „ენაზე. 

ხნიაცცხიბM Lტ#ტ60ტM 
0IMCM5§I0M X (10), V (10) 

სხ6ტ0 .„ , #, 8, I, M 
C#L + X, V 

LX0 10 #=%#, 8, IM 

5=0 

LC) 20I1=1,M 
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00 30 1I=1, M 
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IL (I. სდ. ს) 1I=I1I-1 

IC (ჰ. LC. M) C = C» (M -––= X(1) „7 (X(0-––XC)I)) 

ვე C0MIIMLL 

20 5=5+C.V() 
ჩიიMI +-,' ჩ8ჩ='/,8Lს,''5=7,5 

11 CCMIIMVL 

510L 

ML 

§ 5. ბანსნაზღვრული ინტებგრალის მიახლოებითი 

გამოთვლა 

ინტეგრალის მიახლოებითი გამოთვლის ამოცანა. როგორც ვიცით, 

თუ I (X») ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ1) სეგმენტზე .და /? (V) მისი პირვან- 
დელი ფუნქც:აა, მაშინ განსახღვრული ინტეგრალის გამოსათვლელად 

ადგილი აქვს ნიუტონ-ლეიბნიცის ფორმულას 

ხ 

| 1,(X) ძX = I' (0) –– I (თ. (2.1) 

მაგრამ ხშირად პრაქტიკაში საქმე გვაქვს ისეთ შემთხვევასთან, 

როდესაც | (ე ფუნქცი:ს პირვანდელი / (+) ფუნქცია არ გამოისახება 

–#/ 2 

ელემენტარულ. ფუნქციებში მაგალითად თ. C> მ ( « · 
  

X + 

  | 4+X არ. წარმოადგენენ · ელემენტარულ ფუნქციებს | . ასევე. შეიძ- 

  

11 ჯ 

ლება ინტეგრალქვეშა ფუნქცია არ იყოს ელემენტარული ფუნქცია 

Xჯ X 

510.1 ს –-/? 
მაგალითად, / (0) = | –““–ძ, დი= |ი 4! ს ამიტომ. ასეთ 

0 09 
შემთხვევებში განსაზღვრული ინტეგრალის გამოსათვლელად ნიუტონ- 

ლეიბნიცის (2.1) ფორმულით სარგებლობა პრაქტიკულად შეუძლე- 

ბელია. გარდა ამისა, პრაქტიკაში ინტეგრალქვემა ფუნქცია ხშირად 

მოცემულია ცხრილით. ასეთი ფუნქციებიდან კი განსაზღვრული ინ- 
ინტეგრალ-ს ზუსტი მნიშვნელობის გამოთელა შეუძლებელია. ამიტომ 

დიდი მნიშვნელობა აქვს განსაზღვრული ინტეგრალის მიახლოებითი 

მნიშვნელობის გამოთვლის მეთოდებს, კერძოდ, ჩვენ განვიხილავთ 

ინტეგრალის მიახლოებითი მნიშვნელობის გამოთვლის მეთოდებს, 
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რომლებიც მიიღებიან, თუ ინტეგრალქვეშა ფუნქციას შევცვლით ამ 

ფუნქციის საინტერპოლაციო მრავალწევრით. 

ვთქვათ, / (+) ფუნქციას (ი, ხ1 სეგმენტზე აქვს (ჩ -- 1) რიგის უწყვე- 
ტი წარმოებული, ჯე, XV... გ იყოს მისი ინტერპოლაციის კვანძები (თ, 61 

სეგმენტიდან, თუ / (6) არის /(X) ფუნქციის საინტერპოლაციო მრავალ- 
წევრი XX, X...., X» კვანძების მიმართ, მაშინ როგორც (ცნობილია 
(ფხ. § 1), ადგილი აქვს ტოლობას 

ა-ს. 95% (8): 
I0ე=მC) “თ + 91. ს)! 

სადაც § არის (თ, ხ1 სეგმენტის რაღაც წერტილი. 
(2.2)-ის გამოყენებით მივიღებთ 

(X –– Xე)(X–-–- I) ს ·CX –– Xი), (2.2) 

ხ ხ 
| | (XX ძX = 4 (X) ძX + Iს (2.3) 

ძ ი 
სადაც 

(1-1) 

(81=| ღი 16 5 I -–- X) (+ -–X#) ი ((C- X)ძ«| < 

ხ 
დ ტი _ | |(–– #) (L– #)(X-- #,)|ძი. (2.4) 

(#+1)1!, | 
ი 

+) =>. II)მXჯ. | /(9+# (ჯ) |. 
ილ Xლხ 

ხ 

(23) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ თუ განსახღვრულ IIთ4 

ძ 
ინტეგრალში ინტეგრალქვეშა | (+) ფუნქციას შევცვლით ამ ფუნქციის 

საინტერპოლაც-ო # 0) მრავალწევრით, მაშინ მოცემული ინტეგრა- 

ლის გამოთვლაშე დაშვებული იქნება ცდომილება /ფ რომელიც ფას- 

დება (2.4) უტოლობით. 

ინტეგრალის მიახლოებითი მნიშვნელობის გამოსათვლელ ფორმუ- 

ლებს კვადრატურულ ფოომულებს უწოდებენ. 
ვთქვათ | (9) ფუნქცია განსაზღვრულია (V, ხ) სეგმენტზე. დავყოთ 

(ი, ხნ) სეგმენტი # ტოლ ნაწილად წერტილებით 

_ხ–ძი 
0:=Xე <– XX) <.·< Xა-) < Xგ==ხ, VI " XL - |) MC. 1, 2... I”     
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კვადრატუოულ ფორმულებს, რომლებსაც განვიხილავთ, მივიღებთ 

ყოველ IM #) სეგმენტზე ინტეგრალქვეშა ფუნქციის შეცვ- 
ლით ამ ფუნქციის საინტერპოლაციო /I-ური ხარისხის მრავალწევ- 

რით, რომელიც აგებულია IV. X)  სეგმენტიდან აღებული კვან- 
ძებესასათვის ჩვენ განვიხილავთ შემთხვევებს ”1:=0, 1, 2. როცა 

ML1=0 "შესაბამის კვადრატურულ ფორმულას ეწოდება მართკუთხედების 
ფორგულა, როცა M=1 -- ტრაპეციები” ფორმულა, ხოლო როცა 

11=2 –– პარაბოლების ან სიმპსონის” ფორმულა. 
5. მართკუთხედები ფორმულა. იმისათვის, რომ ავაგოთ #”(ე 

ფუნქცის ნულოვანი ხარისხს სა:ნტერპოლაციო მრავალწევრი 

IXI- XLI სეგმენტზე, საკმარისია ერთი კვანძის მოცემა, კერძოდ, თუ  კვან- 
ძად ავიღებთ IXL-), XI სეგმენტის შუაწერტილს §, = 22-+>%, მაშინ 

ლაგრანჟის საინტერპოლაციო მრავალწევრი იქნება: / (§,) მუდმივი, ხოლო 
მისი ნამთითი წევრი 

, 
16 ას... 

ამ შემთხვევაში. 23) და (2.40) ფორმულები IX-), XI) სეგმენ- 

ტისათვის ღებულობს სახეს 

Xხ XI 

| (00ძ= | ”წაძ: + 1 = (ი -– ი#-აჯ6ა + 

  

X.-, X- 

+9=%-%/და +. (2.5) 

XL LL 

(VI < + I-ს) #2 რ) ( | 6, ძა + I თ-ხარი- 
%Xხ--1 XL--1 

= 4 («ს X-- ე)? 2L (ხნ –– ძი)?. (2.6) 

(2.5) და (2.6)–დან გვაქვს 

(თ. 5უ ( „თ = 

M= 1 %XIM--1 

  

             

· ტ. სიმპსონი (1710-–-1761) –– ინგლისელი მათემატიკოსი. 
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სადაც 

(2.7)           (60-15 “I < <3 I%I< 
#=1 /#=>1 

  

ამრიგად 

”»" --· + / (§წ) | =              | ,()ძ; = ხ--ძ 

ი 

_ ხშ /0+XVX. (X-ს %X. 2120 კ. 2.8) - |/(--“ )+I( - 1+ +I( –) I ( 

(2.8) არის მართკუთხედების კვადრატურული ფორმეულა, ცდომი- 

ლება ფასდება (2.7) უტოლობით. 

ამრიგად, მართკუთხედების ფორმულის შემთხვევამი ინტეგრალ- 

ქვეშა ფუნქციას ეცვლით „საფეხურა ფუნქციით“, ე. ი. ისეთი ფუნ- 
ქცით, რომელიც მუღდმ“ვია ყოველ IV-, #.) სეგმენტზე (ნახ. 50). 

აქედან გამომდინარე გცხადია, რომ. თუ | (I) ფუნქცია დადებითია 
(ი, ს) სეგმენტზე, მ>”მინ მრუდწირული ტრაპეცი-ს ფართობი, რომე- 
ლ-ც გ:ნსასღვრულე -ნტეგ“ალის მნიშვნელობის „ტოლია, იცვლება 

50-ე ნახასზე დამტრიხული მართკუთხედების ფართობთა ჯამით. 

  

ყ 

  

  

      
  

  

მეხიშვნა. თუ / (1) არის წრფივი ფუნქცია. მაშინ მისთვის 
(2.8) ფორმულა ზუსტია, ე. ი. მართკუთხედების ფო“მულა ზუსტა 
ყველა მრავალწევრისათვის, რომლის ხარ სხი არ აღემატება ერთს. 

3. ტრაპეციების ფორმულა. ყოველ IX), VI (#-- 1,2,.,., 7) 
18, ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 27ვ



სეგბესტზე კვანძებად ავეღოთ V 1 და XI წერტილები, მაშინ ლაგ- 

რანჟის სა-ანტერპოლაცვიო მრავალწევრი იქნება 

ნ9(ე >: _ ს MM. ყI-I + X _“ Mე.-) 

X-1-–- V I  II-1 
ყი, ყ»ა == | (+. 

სოლო ნამთ-:თი წევრი –-- 

=> (L–X-))(L“–- ჯე. Mჩ=1, 2,..., /L 

ამ შემთხვევაში (2.3) და (2.4) ფორმელებ- IX,-), VII სეგმენ- 

ტ“სათვის ღებულობს სახეს 

  

  

  

  

  

  

  

  

XL XL 

II 00 ძ#«= |2თი: + /, = 24%060+-+# CV, – X-)) + M9,= 
სს. აV.--1 

_ 4-1 ყს , ხ-–-0 ს ჩ,, (2.10) 
I” 

XL 
M. 

11% I <. 21 –____-__ 

Xნ- 

M. # M =- „გეა ეგებება ა-ა-–“” 
XI, 

=-%. C-თ., (2.11) 
I” 

(2.10) და (2.11)-დან გვაქვს 

ხ ” ” ჩ 

|Iთ4= ). I ცე ძუ > 5:=4 3 421% + ჩ= 
” “ 

ი. #=1 XIს #=1 

= 2 (5 + # + ყ, + ყე ++ თ. )+ IM, 

სადაც 

” M ) 4 

– ა ააა .ა.ად.– 2.12 (8 =| > 1> 5 ტი = 3 6-ი (2.12) 
ს=1 8=1



ამრიგად 

ხ 

წIირ: 5 (რაი +V+V ++ რა). (2.13) 
· ”' 

L) 

(2.13) ა”ის ტრაპეციების კვადრატურული ფორმულა, ცდომილება 

ფასდება (2.12) უტოლობით. 
ამრიგად, ტრაპეციების ფორმულის შემთხვევაში ინტეგრალქვეშა 

ფუხქციას ვცვლით უბან-უბან წრფივი ფუნქციით, რადგან (2.9) საინ- 
ტერპოლაცაო „მრავალწევრი წრფივია (ნახ. 51). აქედან გამომდინარე 

ცხადია, რომ. თუ წ (X) ფუნქცია დადებითია (0, ხ1 სეგმენტზე, მაშინ 
მრუჯწირული ტოაპეცი-ს 'ფართობი, რომელიც განსასღვრული ინ- 

ტეგრალის მნიშვნელობ-ს ტოლია, იცვლება 51-ე ნახაზზე დაშტრიხუ- 
ლი ტრაპეციებ-ს ფართობთა ჯამით. ' 

–. 

ყ | 

  
    

  

ნახ. 51 

შენიშვნა 1. როგო-ც მართკუთხედების ფორმულა, ტრაპეციე- 
ბის ფო–მუღლაც ზესტა წ“–ფივი ფუნქციებისათვი»), ე. ი. ეს ზუსტია 

ყველა მრა:ალწევრისათვის, რომლის რიგი არ აღემატება ერთს. 
შენიშვნა 2. მტკიცდება, რომ თუ ფუნქციას აქვს მეორე რი- 

გის უწყვეტი წარმოებული, მაშინ (2.12) შეფასებას აგრეთვე ადგილი 
აქვს მართკუთხედების ფორმულისთვისაც. 

ამრ“გად, ისეთი კლასის ფუნეც“ებისათვის რომელთაც აქვთ მეო- 
რე რიგის უწყვეტი წარმოებული, მართკუთხედებისა და ტრაპეციების 
ფორმულების ნაშთით წევრებს აქვთ 0 (VI?) რიგი. 

_. შენიშვნა 3. მტკიცდება, რომ ფუნქციის ყოფაქცევის გაუმ- 
· ჯობესებით (ე. ი. თუ ფუნქციას აქვს უწყვეტ I>2 რიგის წარმოე- 

275



ბული) მართკუთხედებისა და ტრაპეციების ფორმულებით მიახლოე- 

ბის ოიგის გაუმჯობესება არ ხდება, ის რჩება იგივე 0 (1-2). რიგის. 
ეს გარემოება მჭ-დოოდ ა5-ს დაკავშირებული იმ ფაქტთან, რომ 

ჰაღთკეთხედებისა და ტღოაბეციებეს ფორმულები ზუსტია ისეთი მრა- 
ვალწუვრებისათვის, რომელთა როგი არ აღემატება ერთს, მაგრაჰ ა= 

არს ზუსტ“ მღავალწევრებისათვ-ს რომელთა რიგი მეტია ერთხე. 

1. სიმპსონის (პარაბოლების) ფორმულა. ყ–ეელ IV- I, XI) (M%=- 

2,...,/). სეგმენტზე კვანძებად ავიღოთ. X-,, 8-5 21-X% და X 

წერტილები, მაშინ ლაგრაზჟის საინტერპოლაკცეო მრავალ წევრი იქნება 

ჩიე) = _C--5) X-%) _ 

(%-1-- 6.) (VI -1–- X,) 

=1, 

I (XL-I) + 

ს ჯ-–-ხ-)საL– XI) ! (8. )+- (ჯ –- XI. )) (X-+- 39) I(X,), 

'" ფ– ხა) (6-–%) (სხ –- X-I) (9-– წ) 
ხოლო ნაშთითი წევრი –– 

I” (§) 
3! (+ -– XI –1) (ჯ = 39. (X –_ X,), Mჩ= 1, 2, ..ა /1. 

ადვილია შემოწმება, რომ 

  

  

  

X 

| («-–-სათ-M) კა= 1 (60-M”)= +. ხ--0. 

(I-1-–- ს)(იV-1-–- XI) 6 6 / 
XI. 

X. 2 - 

(L-M-)ს 1-X) ეყ, ბიე ი) = ლ. ხ--0. 

(ნს–– X, 1) (6 – XI.) ვ პ / 
XI-) 

XL 
_ _ 1 ხნ- (X–X.-)) (X–§) V =- _1_ (I -–-X#-) ==. თ 

(X, –– X.I-I) (X, - წ) 6 6 , 

XL-) 

ამ ტოლობების გათვალისწინებით (2.3) და (2.4) ფორმულების 

IMI- ს XI) სეგმეტისათვის ღებულობს სახეს 

XL _ MI 

| 1I(X) ძX = (თ (IV -+ II, = 

XI I) XL6-.I 

+ +I დ) + – ; ა | +? დ.I4 

–)) +            

2წ



ხოლო 

ML 
| ს. < 1 | | C–- ს-) L– ზათ – X)10ძX = 

2+M-- 1 

  

XI 

M- 
=“ IL ჩ (X–-–-XM– 1) (6,--X) (%-–ეძX+ |თლა- –))(X-–-წ)ასე––-X)ძX )= 

  

I) 6ჩ 

M, Mე (ს--ი/ 
= –_ 4- –3. . -–--.--“-, 2,15 192 (9, –– XL-)) ელ ლ (2.15) 

(2.14) და ო“. გვაქვს 

ხ 

I I(0 ძX= წე | / (00ძL= 

9 =1 XL-1 

  

2 
ფაი I– (თა + წა + 

“I (0) 4-/ (6) +2 (/(9)+/ (+) + თ+/CV-ა| +   ს1/თა|-ი-ბ> 

4 4I/ (6) +”წC§) +-+/(6)11 + 8 

  
  

                            

სადაც 

_.. ლ ანია -. ·. გ ნ –ი). (2.16) 
_– 

=1 #=I 
მაშასადამე 

ხ 

II (X) ძჯ = I (X--1)| + 

ძ 

+ 4II (§) + / (6) +- + ”(6)1). (2.17) 
(2.17) არის სიმპსონის კვადრატურული ფორმულა, ცდომილება ფას- 

ღება (2.16) უტოლობით. 

ამრიგად, სიმ-სონ“ს, ფორზულ-ს შემთხვევაში ინტეგრალქეეშა 
ფუნქციას ·ვცვლით მეორე რიგის პარაბოლებით რომლებიც 

M%-I ნ და X, წერტილებზე ღებულობენ შესაბამ:სად /(X-)), / (ნ) 
ჯა ”(V) მნთმშვნელობებს. 

მშენიშვსა 1. (2.17) ფორმულა ზუსტია ყველა მრავალწევრი- 
სათეის, რომელთა რიგი არ აღემატება ორს, ვინალდან ასეთი ფუნქც-- 

2.7



ებისათვის საინტერპოლაციო მოავალწევრი თვით ეს ფუნქციაა. თუმ- 

ცა ირკვევა, რომ -ს ზუსტია აგრეთვე მესამე რიგის. მოავალწევრები- 

სათვესაც. მართლაც 

  

ელლ 
|X« _ - ი. (2.18) 

ამასთან | (+V)=X3 ფუნქციისათვის 

გრეი 5მრიფუბი 
ხ-- 

      

  

2 

'IC + 0) (ი'–– ის + ხ“) + 1 410 _ 

I ხ? _- ი? (2013) _ სკი! ტ)თ 
6 2 4 

, 

(2.18) და (2.19) ტოლობებიდან “ჩანს, რომ (2.17) ფორმულა ზუს- 

ტ“-ა მესამე რიგის მრავალწევრებისათვ-ს. ამრიგად, (2.17) ფორმულა 

სუსტია ისეთი მრავალწევრებისათვის, რომელთა რეგი არ აღემატება 
სამს : 

შენიშვნა 2. მტკიცდება, რომ, ·თუ | () ფუნქციას (თ, ხ) სეგ- 

მენტზე აქვს მეოთხე რ'გის უწყვეტი წარმოებული, მაშინ სიმპსონის 

ფორმულის ხაშთითი წევრისათვის ადგილი აქვს შეფასებას 

M, აასაესგაეეო–– სსა უბ, 

ე. ი. ასეთი კლასის ფუნქციებ-სათვის მიახლოებას აქვს 0 (M#-4) რიგი. 

შენიშვნა 3. პრაქქტტიკულად უფრო მოსახერხებელია ცდომი- 

ლების შემდეგი შეფასება 

ს” ”I< 1”-ML |ILI < 2 

სადაც /, და /: არის ინტეგრალის მიახლოებითი, მნიშვნელობები გა- 

მოთვლილე შესაბამისად (ი. ს1 სეგმენტის # ·და 27 ტოლ ნაწილებად 

დანაწილებისათვის, ხოლო /? კი –– ცდომილება 2) ტოლ ნაწილად 

დანაწ–ლებისათვის,. ამასთან 7#=3 მართკუთხედებისა და ტრაპეციების 

ფორმულებისათვის, ხოლო სიმპსონის ფორმულისათვის #»= 15. 
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სიმპსონის მეთოდის ბლოკ-სქემა 
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3 –ჩMIL.,',',VI-=7/,0,'C=”C 
CM 
წIMCII0M LCCVM (X) 
LLIV -- I(X) 
ისნწ0?M 
CMი 

მეექვსე თავი 

დიფერენციალუტბი განტოლეგები 

§ I. ამოცანები, რომელთაც მივყავართ დიფერენციალუტი 

განტოლების ცნეგამდე 

ბუნებასა და ტექნიკაში მ-მდინარე პროცესები, როგორც წესი აღი- 

წერება ამ პროცესებისა-თვის დამახასიათებელი რამოდენიმე პარამეტ- 
რის საშუალებით. ვთქვათ X და V რაიმე პროცესის დამახასიათებელი 
სიდიდეებია, ხშირად მათ შორის არსებობს «დამოკიდებულება 

/– (+, ყ)=0, მაგრამ მისი უშუალო დაღ გენა ყოველთვის არ ხერხდება, 
რადგან ამისათვის საჭეროა პროცესის დამახასიათებელი სხვა პარამეტ- 

რების ცოდნაც, რომლებიც ასევე შეიძლება ჯ-ის ფუნქციებს წარმო- 

ადგენდნენ. მაგალითად, შეუძლებელია მოძრავი სხეულის მდებარეო- 
ბასა და მოძრაობის დროს შმორის დამოკიდებულების დადგენა, თუ არ 

გვეცოდინება სხეულის სიჩქარე და აჩქარება, რომლებიც აგრეთვე 

დროის ფუნქციებია. 

სახოგადოდ, რაიმე პროცეს-ს დამახასიათებელ ორ ან რამდენიმე 
პარამეტრს მორის დამოკიდებულებს დადგენა საკმოდ “რთული 

ამოცანაა. მისი გადაწყვეტა ზოგ შემთხვევაში მოითხოვს დიფერენცია- 
ლური განტოლების ამოხსნას, ე. ი. ისეთი განტოლების ამოხსნას, 

რომელშიც უცნობ სიდიდეს წარმოადგენს ერთი ან რამოდენი- 

მე ცვლადის ფუნქცია და რომელიც აუცილებლად შეიცავს ამ ფუ5- 
ქციის წარმოებულს. 

განვიხილოთ რამოდენიმე ამოცანა, რომელთა ამოხსნას მივყავართ 

დიფერენციალური განტოლების ცნებამდე. 
ამოცანა 1. ვიპოვოთ დედამიწაზე ვარდნილი /! მასის მქონე 

სხეულის სიჩქარის მოძრაობის დროზე დამოკიდებულების კანონი, თუ 

ცხობილ-ა, რომ სხეულზე ვარდნ-ს დროს სიმძიმეს ძალასთან ერთად 

მოქმედებს მოძრაობის საწინააღმდეგოდ მიმართული ჰაერის წინააღ- 
მდეგობის ძალა, რომელიც სიჩქარის პროპორციულია. 
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ამოხსნა. ნიუტონის 1I კანონს თანახმად 

(წ –--- =X, 
ძ! 

სადაც ლ წარმოადგენს სხეულის აჩქარებას, ხოლო / არის ძალა, 

რომელიც სხეულზე მოქმედებს მოძრაობეს მიმართულებით. ცხადია, 

რომ L ძალა ტოლია სხეულზე მოქმედი სიმქიმის ძალისა და ჰაერის 

წიხააღმდეგობ-ს ძალის სხვაობის (რადგან ჰაერის წინააღმდეგობის 

ძალა მიმართულია მოძრაობ“ს საწინააღმდეგოდ). ამრიგად 

თ“ = M წ –- ჩV.. (1.1) 

მევიღეთ განტოლება, რომელშიც უცნობ სიდიდეს წარმოადგენს 

V =V (/) ფუნქცია. ამასთანავე განტოლებაში შედის მისი თ წარ- 

მოებული. ე. ი. (1.1) განტოლება არის დ:ფერენციალური განტო- 

ლება. 

ამოვხსნათ (1.1) დიფერენციალური განტოლება ნიშნავს ვიპოვოთ 

ისეთი V =V (I), ფუნქცია, რომელიც მოცემულ დეფერენციალურ გა:- 

ტოლებაში ჩასმით მას აქცევს იგივეობად. 
ადვილია ჩვენება, რომ ნებისმიერი C რიცხვისათვის 

/ 
_.––! 

VV)=C6 ” “> (1.2) 

ფუნქცია აკმაყოფილებს (1.1) განტოლებას. 

ამრიგად, (1.1) განტოლების ამონახსნთა სიმრავლე უსასრულოა, 
ბუნებრივია ვიკითხოთ -- ამონახსნთა ამ სიმრავლიდან რომელი გა- 
მოხატავს ჭეშმარიტ დამოკიდებულებას კონკრეტული ვარდნის შემ- 

თხვევაში სხეულის სიჩქარესა და ვარდნის ხანგრძლივობას შორის? 

იმისათვის, რომ მივიღოთ ამ კითხვაზე პასუხი, საჭიროა ვიცოდეთ 

ვარდნილე სხეულის მოძრაობ-ს შესახებ რაიმე დამატებითი ინფორ- 
მაცია. მაგალითად, სხეულის სიჩქარე დროის რაიმე მომენტში. ვთქვათ, 

როდესაც 1=0, მაშინ V = Vი. თუ დროისა და სიჩქარის ამ მნიშვნე- 

ლობებს შევიტანთ (1.2) ტოლობაში, მივიღებთ V-=C+“%, საი- 

დანაც C = V.-–- “+. ამრიგად. ამ შემთხვევაში დამოკიდებულებას 
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ვარდნილი სხეულის სიჩქარესა და ვარდნის ხანგრძლივობას 'მორის 

ამყარებს ფუნქცია 

M 

V– (#– IMIV I. ” + „IC 

” ” 

ამოცანა 2. ცნობილია, რომ “ადიაქტიური ნივთიერების დაშ- 
ლის სიჩქარე პ:რდაპ-რპროპორციაულია რადიაქტიური ნივთიერების 
მასისა მოცემულ მომენტში. ვიპოვოთ რადიაქტიური ნივთიერების მა- 

სის დოოზე დამოკიდებულების კანონ-, თუ ცნობილია, რომ დროის 
საწყისი (=0 მომენტმე რადიაქტიური ნივთიერების მასა //10-ის 
ტოლია. 

ამოხსინა. ვთქვათ დროის / მომენტში რადიაქტიური ნივთიერე- 

    

ბის მასაა /), ხოლო /+,V მომენტმა კი + MI. შეფარდებას 22 

ეწოდება დაშლის საშუალო სიჩქარე. ხოლო ამ შეფარდების ზღვარს 

    

IIი 69 კი ეწოდება დაშლის სიჩქარე დროის / მომენტშია. რად- 
ს-–ი # . 

გან 

· იწ, ძ/M! 
1111 = 
"აი VMI “I 

ამიტომ ამოცანის პერობის თანახმად მივიღებთ 

ძ/! 
„ეა =–_ MI, (1.3) 

ძ! 

სადაც # პროპორციულობის კოეფიციენტია, ხოლო ნიშანი „-–--“ დას- 

შულია იმიტომ, რომ დროის ზრდასთან ერთად რადიაქტიური ნივთიე- 
რების მასა კლებულობს. (1.3) განტოლება წარმოადგენს დიფერენცია- 
ლურ განტოლებას. მას აკმაყოფ-ლებს შემდეგი ფუნქციები 

/I = C 6“, 

რადგან #1 = 710, როცა ჯ=0, ადვილად დავადგენთ, რომ მასის დროზე 

დამოკიდებულებას გამოსახავს ფუნქცია 

ML = /Iე 6“, (1.4) 
# კოეფიციენტის მნიშვნელობა გამოითვლება ექსპერიმენტულად. 
ვთქვათ /ი დროის განმავლობაში დაიშალა თავდაპირველი მასის თ%. 

ე' ი. 

თ -–M% 
MI 1„ეა –--–) = 7IეC · 

·( -) ე



1 / : ; 
აქედან ს =-- <- Iი | 1 -– --). ასე იქნ დადგენილი, რომ რადიუე- 

ი 
მისათვის #=0,000436. 

ვიპოვოთ რადიუმის ნახევარდაშლის პერიოდი 1, ანუ ის დრო, 
რომლის განმავლობაში რადიაუმ.ს თავდაპირველი მასის ნახევარი 

/ზე 
  იშლება. ამისათვის (1.4) ტოლობაში ჩავსვათ /2= „ მივიღებთ 

  წ% =/1ე 6-"”, საიდანაც 

Iი 2 I 2 
== == –1590 ი, 

# 0,000436 წელ 

ამოცანა 3 (პირველი გვარის ქიმიური რეაქცია). განვიხილოთ 

ქიმიურე პროცესი, რომლის დროსაც ერთი ნივთიერება შედის რეაქ- 
ცეამე მეორესთან. რეაქციამი მონაწილე ნივთიერებების მასა გამოი- 

სახება გრამმოლებში. ცნობილია, რომ პირველი გვარის ქიმიური რეაქ- 
ცეებისათვის, თუ 'ნივთიერების მასა გამოისახება გრამ-მოლებში, რეაქ- 
ცი-ს სიჩქარე დროის /( მომენტში პირდაპირპროპორციულია იმ ნივ- 
თიერების რაოდენობისა რომელიც ამ მომენტში არ არის შესული 
რეაქციაში. ვიპოვოთ რეა1ციაში შესული ნივთიერების რაოდენობის 
რეაქციის მიმდინარეობის დროზე დამოკიდებულების კანონი, თუ ცნო- 
ბილია, რომ „დროის (L=0 მომენტში ქიმიურ რეაქციაში შემავალი ნივ. 

თიეერების მასაა //1ი. 

ამოხსნა. აღვნიშნოთ /"V!-ით ნივთიერების · მასის ის ნაწილი, 
რომელიც შევიდა რეაქციაში დროის / მომენტიდან / + #/ მომენტამ- 

  

დე. ზღვარ“ IIV) რი, ძი ეწოდება ქიმიური რეაქციის სიჩქარე 
„კM-–>0 ”M ი 

| მომენტშია, ამოცან-ს პირობის თანატმად გვექნება: 

VI//) 
==.  (/1ც –– 711), -/ (C/710 ) 

საჯაც /1=/ (I) არის რეაქციაში შესული ნივთეერების რაოდენობა 

დროის / მომენტში. 

მივიღეთ დიფერენციალურ- განტოლება, რომელსაც აკმაყოფი- 
ლებს შემდეგი ფუნქციები 

I == Mე-- C6 
თუ გავითვალისწინებთ, რომ M1=0, როცა 1=0, მივიღებთ, რომ 

C =7/1ი. საბოლოოდ 'გეექნება 

IM =1ე (1 –– 6-M. 
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ვახაიდან /-ს ზრდასთან ერთად მაჩვენებლიანი ფუნქცია 6 7 

ფსასრულოდ მცირდება, ამიტომ გარკვეული დროის შემდეგ «გი გახ- 
დება ინდენად მცირე, “ომ /! თითქმის არ განსხვავდება Iე-გა§ და 

რეაქცია პრაქტიკულად შეწყდება. 

§ 2. ძირითადი ცნებები 

გახსაზღვრება 2.1, განტოლებას რაიმე უცნობი ფუნქციის 

მიმართ, რომელიც შეიცავს ამ ფუნქცის ერთ რომელიმე წარმოე- 

ბულს მაინც. დიფერენციალური განტოლება ეწოდება. 
თუ უცნობი ფუნქცია ერთ ცვლადჯზეა დამოკიდებული, დიფერენ- 

ცაალურ განტოლებას ჩვეულებრივი დ-ფერენცაალური განტოლებ: 
ეწოდება, ხოლო, თუ რამოდენიმე ცვლადზე -- კერძო წარმოებულიანი 
დიფერენციალური განტოლება. მაგალითად, 

V” 

ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლებაა, ხოლო 

_0ILL ი რ( მ”! + 9“ ) 

0 მ X? მყ" 

წარმოადგენს კერჭო წარმოებულებიან დიფერენციალურ განტოლებას. 

შემდგომში ჩვენ გაზვიხელავთ მხოლოდ ჩვეულებრივ დიფერენცია- 

ლურ განტოლებებს. 

დიფერენვიალურე განტოლება ზოგადი სახით შემდეგნა2რად ჩაი- 

წერება 

+ 3ყ', =: 5ჯ 

  

ჯ (X, ყ, ყი ყ”,.., ყI) =- 0. (2.1) 

განსაზღვრება 2.2. დიფერენციალური განტოლების რიგი 

ეწოდება ამ განტოლებაში შემავალი უცნობი ფუნქციის წარმოებუ- 

ლ”ს უმაღლეს რიგს. 

მაგალითად, (”-–--V/=1 არის მეორე რეგის დიფერენციალური გან- 

ტოლება, ხოლო Vყ”–-X//3= 5ს კი –– პირველი რიგისა. 
განსაზღვრება 2.3. დიფერენციალური განტოლების ამონახ- 

სნი რაიმე ინტერვალში ეწოდება ფუნქციას, რომელიც მოცემულ 
დიფერენციალურ განტოლებაში ჩასმით მას აქცევს იგივეობად არგუ- 

პენტ-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის ამ ინტერვალიდან. 
ამრიგად, დიფერენციალური განტოლების ყოველ ამონახსნს შე- 

ესაბამება გარკვეული ინტერვალი. შემდგომში, იქ სადაც ეს არ გა- 

მო-წვევს გაუგებრობას, ჩვენ არ ჭვევუთითებთ ინტერვალს, რომელ- 

ზედაც ფუნქცია არის დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი, 

თა



დიფერენციალური განტოლების ამოხსნა საზოგადოდ დაკავშირე- 
ბულია ინტეგრებასთან, ამიტომ დიფერენციალური განტოლების ამო- 
ხსიას დიფერენც-ალური განტოლების ინტეგრება, «უწოდებენ, მის 
ამონახსნს –– დიფერენციალური განტოლების ინტეგრალს, ხოლო 

ამონახსნის გრაფიკს კი ინტეგრალურ წირს. რადგან დიფერენციალუ- 
რი განტოლების ამონახსნებსა და ინტეგრალურ წიერებს შორის არსე- 
ბობს ურთიერთცალსახა თანადობა. ამიტომ მათ აეგივებენ ერთმანეთ- 
თან და ხმარობენ გამოთქმას: მოცემული წ-რი არის დიფერენციალუ- 
რი განტოლების ამონახსნი. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ დიფერენცაალური „განტოლების ამონახსენი 
სახოგადღოდ ელემენტარული ფუნქციებით არ გამოისახება. მაგალი- 

თად, 

ყ' == 5)1ი ჯ” (2.2) 

განტოლების ამონახსნი ელემენტარულ ფუნქციას არ წარმოადგენს, 
მიღებულია რომ დეფერენციალური განტოლება ამოხსნილად 

ითვლება, თუ მისი ამონახსნის მოძებნა დაყვანილია ინტეგრალის 
აღების ოპერაციამდე. ამ გაგებით (2.2) განტოლების ამონახსნია 

ყ => IV XბძX 

ფუნქცია. : 
ზოგ შემთხვევაში დიფერენციალური განტოლება ისეთია, რომ სა- 

ზოგადოდ მისი ამოხსნა ინტეგრებით არ ხერხდება. ასეთ შემთხვევაში 
მიმართავენ დიფერენციალური განტოლების ამოხსნის სხვა მეთოდებს. 

მაგალითად, ამონახსნს ეძებენ თანაბრად კრებადი მწკრივის სახით და 

სხვა. ჩვენ შემდგომშ- ვნახავთ, რო ე. წ. ბესელეს” დიფერენციალე- 

რი განტოლება 

X ყ” + XV (96-09 #ყ =0 

ამოხსნადია ნებისმჯერი I-სათვის, თუმცა ის -ნტეგრებით საზოგადოღ 

არ ამოიხსნება. 

განსაზღვრება 2.4 დ-ფერენცეიალურ განტოლებას, რომე- 

ლიც ამოხსნილია უმაღლესი რ-გის წარმოებულის მიმართ, ეწოდება 

ნორმალური სახის დიფერენციალური განტოლება. 

საზოგადოდ, #-ური რიგის ნორმალური სახის დიფერენციალურ 

განტოლებას აქვს სახე 

ყო) = I (X, V, V, ყ("-1) ა 

" ფ. ვ. ბესელი (1784-1846) –– გერმანელი ასტრონომი, 

ი5ს



§ ქ. პირველი რიბის დიფერენციალური 

განტოლება 

პირველი რიგის დიფერენციალურე განტოლების ზოგადი სახეა 

M (X, ყ, ყ) = 0. 

თუ იგი ამოხსნილია Vყ7/ წარმოებულის მიმართ, ე. ი. მოცემულია ნორ–- 

მალური სახით, მაშინ ის შემდეგნაირად ჩაიწერება 

ყ' = I (V, ყ)- (3.1) 
(3.1) განტოლება შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით 

#I (X, ყ) ძX + M (X, ყ) ძყ =: 0. (3.2) 

მართლაც, თუ (3.1) განტოლებაში ყ/-ს შევცვლ-თ “9 ით და 
· 84 

შემდეგ განტოლების ორივე მხარეს გავამრავლებთ (II-ზე. მ-ვ-ღებთ 

! (9 ყე)ძX –– ძყ =0, 

რაც არის (3.1) დიფერენციალური განტოლების (3.2) სახე, როცა 

MV (+ ყ)=ჯ (XX, V) და M(V. ყე)ლ––-1. ახლა, თუ მოცემულია (3.2) 

განტოლება, მაშინ მეორე წევრის მარჯვენა მხარეში გადატანით და 

M (CL, ყ) ძX-ზე გაყოფით (V (X, ყ)%0), გვექნება. 

ძყ > VM (X 1) 

ძX M(6V) ” 

რომელიც წარმოადგენს პირველე რაგას დიფერენც"ალური განტო- 

ლების (3.1) სახეს. 

დეფერენციალურ განტოლებათა თეორიის ერთ-ერთი ძირითადი 

ამოცანაა ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის საკითხის დად- 
გენა. ამ მხრ-ვ (3.1) განტოლებისათვ-ს მართებულია შემდეგი თეორ- 
რემა, რომელსაც ეწოდება დიფერენციალური განტოლების ამონახს · 
ნის არსებობისა და ერთადერთობის კოშის თეორემა. 

თეორემა 2,1.” თუ /(სVყ) და / (ხს) უწყვეტი ფუნჭცი- 
ებია სიბრტყის წერტილთა რაიმე ჩ არეში, მაშენ როგორიც არ უნდა 

იყო (X,ყანი წერტილე, არსებობს (3.1) განტოლების ერთად- 

ერთი ყ=ი (X) ამონახსნე Xი წერტილის რაიმე მიდამოში, რომელიც 
აკმაყოფილებს «ი (Xი) =ყ0 პირობას. 

: თეორემა ვ.1-ის დამტკიცება იხ. § 15.



ამ თეორემის გეომეტრიული შინაარსი იმაში მჯგომარეობს, როჰ 
ხებისმ ერი (Xა, Mე)C0 წერტილისათვის არსებობს (1.1) განტოლე- 
ბის ერთადერთი ინტეგრალური წირი, რომელიც გადის (Xი. Vყ0) წერ- 
ტილმშ-. 

შევნიშნოთ, ოომ, თუ #) აღეზე , CL. ყ) ფუნქციას მოვთხოვთ მხო- 

ლოდ უწყვეტობას, მაში” ყოველი (X, #)ნს წერტილისათვის 
იარსებებს (3.1) განტოლების ისეთი V=Cდ(ს)) ამონახსნიი რომ 

დ (Xი) =ყი. მაგრამ ის სახოგადოდ არ იქნება ერთადერთი. მართლაც, 

განვიხილოთ განტოლება ყ':= V ყბ. ამ განტოლებაში / (X, V)=- V/. ყ 
ცხადია, რომ |! (ს ყ) ფუნქცია განსაზღვრულია და უწყვეტი მთელ 

0X/ სიბრტყეზე. ამასთანავე 9 _ 2 _ კერძო წარმოებული გა- 
მყ 3VVყ 

ხიცდ“ს წყვეტას ნებისმიერ (+X, 0) წერტილში. ადვილი შესამოწმებე- 

  

ლ-ა, რომ ყV=0 და Vყ-: = (XL-– ა”? ფუნქციები წარმოადგე2შყს 

მოცემული განტოლების ამონახსნებს დღა ორივე აკმაყოფილებს პი- 

რობას V (ი) =0. 

უხდა აღინიშნოს, რომ თეორემა 3.1 რჩება მართებული იმ შემ- 

თხვევაში, თუ 2 კერძო წარმოებულს ნაცვლად უწყვეტობისა მოვ- 
V 

თაოვთ, რომ ის იყო შემოსაზღვრული ყოველი (CV). ყი) CM წერ 

ტილის რაიმე მიდამოში. 

თეორემა 3.1-დან გამომდინარეობს, რომ (3.1) განტოლების ამონახ- 

სნთა სიმრავლე უსასრულოა, რადგან #) არის განსხვავებულ (X0, V/0) 
და (ჯი, V)) წერტილებს (ყ05-ყ.) ჯანსხვავებოლი ამონახსნები შეესა- 
ბამება. 

პირობას, რომ ყ CIი)=ყც ეწ”დება საწყისი პ“ ობა. მას ხშირად 

შეჭდეგნაირად ჩავწერთ 

ყ == ყიე- 
X=X) 

ამოცანას, ვიპოვოთ პირეელ- რეგ-ს დიფერენე ალური ჯანტოლე- 

ბის ის ამონახსნი, რომელიც აკიაყოფილებს V CVX0ი) =Vი საწყის პირო- 

ბას, ეწოდება კომის ამოცანა. თუ | (9% ყ) ფუნქცია (ჯი, V/ი) წერტი- 

ლის რაიმე მიდამოშ- აჯ/მაყოფ-ლებს თეორემა 3.1-ის პირობებს, მაში9 

როგორც ეს აღნიშნული თეორემიდან გამომდინარეობს, კოშის ამო- 

ფანას (3.1) განტოლებისათვის გააჩნია ამონახსნი და იგივე ერთად- 

ერთია. 
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განსაზღვრება 3.1. პირველი რიგის დიფერენციალური გა§- 
ტოლობის · ზოგადი ამონახსნი ანუ ზოგადი ·ინტეგრალი ეწოდება 

ყ=Cდ (5 .C) ფუნქციას, რომელიც დამოკიდებულია ნებისმიერ C მუდ- 
მივზე და აკმაყოფილებს შემდეგ. პირობებს: 

ა) C-ს ნებისმიერი მნიმვნელობისათვის გარკვეული სიმრავლიდან, 
V#=Cდ (ს C) ფუნქცია არ-ს მოცემული დიფერენციალური განტოლე- 
ბის ამონახსნი. 

ბ) ნებისმიერი საწყისი ყ (V-=ყი პირობისათვის, სადაც (Xი, ყი) 
ეკუთვნის (V, ყ)-ის ცვლილებ-ს იმ არეს, რომელშიც შესრულებულია 
არსებობის და ერთადერთობის თეორემის პირობები, შეიძლება ვეპო- 

ვოთ C= Cი ისეთი მნიშვნელობა, რომ V=დ (X, Cი) ფუნქცია დააკმა- 
ყოფილებს მოცემულ საწყის პირობას. 

ზოგ შემთხვევაში დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამო- 

ნახსნი შეიძლება მივიღოთ არაცხადი სახით. C (XV, ყ, C)=0, რომე- 

ლიც ყ-ის მიმართ ელემენტარულ ფუნქციებში შეიძლება საზოგადოდჯ 
არ ამოიხსნას. 

'დიფერენციალურე განტოლების ამონახსნს, რომელიც მიიღება ზო- 
გადი ამონახსნასაგან მასში C მუდმივის რაიმე კონკრეტული მნიშვნე- 

ლობის ჩასმით, ეწოდება მოცემული: განტოლების კერძო ამონახსნი. 

§ 4. მიმართულებათა ველი. იზოკლინები 

ვთქვათ (3.1)? განტოლების მარჯვენა მხარე განსახღვრულია და 

აკმაყოფილებს თეორემა 3.1-ეს პირობებს რაიმე #) არეში. „დავუშვათ 

ყ=ყ(ჩX არის-მისი კერძო. ამონახს- 

ნი, რომლის შესაბამისი ინტეგრალუ- 1) 

რი წირი გადის M) არის /M(Xე, Vე) 
წერტილში (ნახ. 52). გავავლოთ /# 

წერტილში ამ წირის მხები და /-თი 
აღვნიშნოთ მისი. კუთხური .კოეფი- 

ციენტი„ მაშინ” როგორც გვიკთ "ყი 

”
 

    

  

ჩ=ყ"' CV). | 

მაგრამ _ წ 

V (Xე)==/ (Xე).. V (X))-=/ (ჯე, V/ი), - 

ე. 0. ნახ. 52 # = (ჯე, ყი). . 

ამრიგად, თუ M (X, Vი) წერტილში გადის (3.1) განტოლების ინ- 
ტეგრალური წერი, მაშ-.ნ ამ წირეისადმი M წერტილმი გავლებული 
მხების კუთხური კოეფ-ციენტია / (XV, ყი). 

10, ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშეილი, ნ. მაჭქარაშ-ილი 989



· გავავლოთ ჩ არის ყოველ MI (+, ყ) წერტილზე /,, წრფე, რომ- 
ლ-ს კუთხური კოეფიციენტია | (ს, ყ). მივიღებთ ე. წ. მიმართულება- 
თა ველს, რომელიც (2.1) განტოლებითაა განსაზღვრული. ამაში მდგო- 

მარეობს (3.1) განტოლების გეომეტრიული ინტერპრეტაცია. კავშირი 

(3.1) განტოლებისა და მისი ამონახსნის გეომეტრიულ ინტერპრეტა- 

ციებს შორის იმაში მდგომარეობს, რომ ყოველი ყ=% (X) ინტეგრა- 

ლულღი წირი ყოველ თავის (X თ (M)) წერტელშ ეხება ით“) წრფეს. 

განსაზღვრება 4.1. სიბრტყის იმ წერტილთა სიმრავლეს, 

რომელთათვისაც | (V, ყ)=C (C=00M5ს), ეწოდება ყ”=/) (ხ ყ) „გან- 
ტოლების იზოკლინი. | 

ამრიგად, იხოკლინი წარმოადგენს სიბოტყ-ს იმ წე-ტილთა სიმ- 
რავლეს, რომელთაც მოცემული განტოლების მიმართულებათა ველში 

შეესაბამება ერთადაიგივე მიმართულება. მაგალითად. ყ' = -V გან- 
X 

ტოლების იზოკლინებია #=/X წოფეები. 

§ 5. დიფერენპიალური განტოლება განცალებალი 

ცვლადებით 

განსაზღვრება 5.1. დეფერენციალურ განტოლებას 

I (X») ძC + /ა (ყ)ძყ =0, (5.1) 

სადაც II (X) «და /2 (ყ) შესაბამისად X და / ცვლადების უწყვეტი ფუნ- 
ქციეები,ა ეწოდება დიფერენციალური განტოლება კგანცალებული 

ცვლადებით. 
ვთქვათ ამ განტოლების ამონახსნის #=დ(X») ფუნქცია, მაშინ 

ძყ=დ” (X ძა. შევიტანოთ (5.1) განტოლებაში ყ და ძყ-ის ეს მნიშვ- 

ნელობებე და მეღებული ტოლობა ვაინტეგროთ. გვექნება 

I» 00 + | –(Cდ(0) 7/ (0 ძ«=C ('. 
თუ მეორე ინტეგრალში მოვახდენთ ცვლადთა გარდაქმნას 

ყ=დ (X), მივიღებთ: 

I (00 ძX + I» (V) ძყ == C. (5.2) 

  
  

" შემდგომში წ/თრიის ქვეშ ეიგულისხმებთ / (X) ფუნქციის ერთ-ერთ 

პირვანდელ ფუნქციას, 
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ამრიგად, (5.1) განტოლების ნებესმიერი ამონახსნი V=დ (X) აკმა- 
ყოფილებს (5.2) ტოლობას. ცხადია აგრეთვე, რომ თუ V=დ (X) აკმა– 
ყოფილებს (5.2) ტოლობას, მაშინ იგი დააკმაყოფილებს (5.1)-საც. 

ამაში ადვილად დავრწმუნდებით, თუ (5.2)-ს გავადიფერენციალებთ. 

“ ამირგად, (5.2) ტოლობა ამყარებს დამოკიდებულებას დამოუკიდე–- 

ბელ X ცვლადს, (5.1) განტოლების ყ ამონახსნსა და C მუდმიეს 'მშო- 
რის. შეიძლება ჩვენება, რომ (5.2) წარმოადგენს (5.1) განტოლების 
ზოგად ინტეგრალს. 

შევსიშხოთ, რომ (5.2) ტოლობა უშუალოდ მიიღება (5.1) განტო- 

ლებიდან, თუ პირველ შესაკრებს ვაინტეგრებთ ჯ ცვლაღით, მეორეს 

კი ყ-ეთ, ე. ი. მეორე შესაკრებს ვაინტეგრებთ ისე, თითქოს ყ დამო- 
უკიდებელი ცვლადია. იგივე დასკვნამდე მ-ვალთ, თუ გავიხსენებთ, 
რომ პირველი რიგის დიფერენციალს გააჩნია ფორმის ინვარიანტობის 

„თვისება, ·ე. ი. მიუხედავად იმისა, რომ ყ არის V-ის ფუნქცია, / (V) ძყ 
დიფერენციალ-ს ფორმა უცვლელი რჩება. ამიტომ (5.1) განტოლების 
თითოეული შესაკრები შეიძლება ვაინტეგროთ ცალ-ცალკე, თავიანთი 

არგუმენტების მიხედვით. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

ძX ყძთყ 

1+X 1 +V? 

დიფერენციალური, განტოლების. კერძო ამონახსნი რომელიც აკმა– 

ყოფილებს „/ (0)=1 საწყის პირობას. 
ამოხსნა. ვაინტეგროთ მოცემული განტოლება. მ -ვ-ღებთ ზო- 

გად ინტეგრალს 

ყძმყ_ _ 

I 14+X. + 4» 1 + ყ? 6 

იI14«XI+- II (1 –-ყ-)=C 

=0 

  

ანუ 

ჩავსვათ ამ ტოლობაში ჯ=0, V= 1. გეექნება 

C = L I9 2. 
2 

ამრიგად, საძიებელი კერძო ამონახსნია 

1 1 
III 1-–- ქ -I-- ––II1 (1 -I ყ2) =:–– 112, |1+ 2 L ყ 2 
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განსაზღვრება 5.2. დიფერენცაალურ განტოლებას 

ჩ(იფ(ე)ძX+- I. (2) და (,) ძყ =90, (5.3) 

სადაც ჩ(X), წა დ. ფ(ყ), და(V) შესაბამისად X და ყ ცვლადების 
უწყვეტი ფუნქციებია, ეწოდება დიფერენციილუ ური გ:ნტოლება განცალებადი 
ცვლადებით 

ვიგულისხმოთ, რომ ყ, (ყ) /5 (0):+20 და გავყოთ (5.3) განტოლება 

ამ ნამრავლზე, მივიღებთ: ი 

! (69) 05 CII7. · (V) ძყ = 0. 

I. (9) წ) (V) 

ეს განტოლება წა4 რმოადგენს დაფერენციალურ განტოლებას განცალე: 
ბული ცვლადებით. მისი ინტეგრებით მიიღება (5. 3) განტოლების ზო- 
გადი ინტეგრალი 

I9ე ' 8» (ყ) ა» (ყ) #+ | ძყ=C. (5.4) 
(416 ჩიე“ 1=თ წ 

შევნიზნოთ, რომ, თუ |; (ა) დ) (/)=>0, მაშინ (5.3)-ის ამონახსნია 

ყ=C. თუ ყ§) (/1=0, როცა V=Vყი, მაშინ (5.4) ზოგად ამონაზს5თან 
ერთად (5.3) განტოლების ამონახსნია აგრეთვე #=/ყი ფუნქცია. 

მაგალითი 2. ვიაოვოთ VIV2IX-() +X2?)10 ყძყ-=20 განტოლების 

ზოგადი ინტეგრალი. 

ამოხსნა, განტოლება გავყოთ ყ? (1 + ჯ„·გ გამოსახულებაზე. 

გვექნება 
XძX სIიყძყ. _ 

_ 

ამ ტოლოზის ინტეგრებით მივიღებთ 

| XX – |“ + ძყ = C, 

1 + X ყ? 
  

ანუ 

§=X (1 -L ჯმ?) + 1 (Iი ყ + 11=C. 
2 ყ 

ძ 2 თ. ვიპ 9V = წ ნ ბის ზოგადი ამო- ქჰაგალითი ». ვიპოვოთ ოილ განტოლე 7 გადი აძ 

ნახსნი, 

მში



წ) = #X. ამ ტოლო- ამოხსს.. ვთქვათ V550. მამინ გვექნება 
ჩჯX” 

ჯის ინტეგრებით მივიღებთ 

|I+ – «+ ს იC(CC >ძ. 
ყ X 

:ქედან გვაქვს 

Iი IყI-- IICVIXI, 

ააუ ყ=CX, სადაც C ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი მუღ- 
ჭუვია. 

შევნიშნოთ, რომ ყ=0 ფუნქცია აგრეთვე მოცემული განტოლების 

ამონახსნია. 

ამრიგად, მოცემული განტოლების ზოგადი 
სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

მაგალითი 4, ვიპოვოთ ”' = /(1) განტოლების ზოგადი ამონახსნი, 
სადაც 

ამონახსნია ყ=CVX, 

1. როცა --=<X#X<9, 

X-+ 1, როცა 0<-:X<1, 1(X) = 
2X, როცა 1<7Xჯ< +- თ, 

  

ამოხსნა. ცხადია : 

X+C, როც - <X<90, 

ყ/= | (დაძ: = | + + X+ 0, როცა 0<X<I, 
X -+ Cე,, როცა 1< %ჯ< +:Cთ,. 

  

რადგანაც განტოლების ზოგადი ამონახსნი უნდა იყოს უწყვეტი ფუნ- 
ქცია, ამიტომ 

1 
CL =- Cი = C---- : 

ამრიგად, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსენია 

X-+C, როცა –CლC-<X%ჯ<90, 

,-|4+»+2 როცა 0<X<-1, 

გ#+--+C0, როც, 1<X<+თ, 
თხა



ს 6. ერთბვაროვანი დიფერენციალური ბანტოლება 

განსაზღვრება 6.1. ორე ცვლადის 2=) (ს, ყჯ ფუნქციას 
ეწოდება M#-ურა რიგის ერთგვაროვანი ფუნქცია X და ყ ცვლადების 
მიმართ, თუ ნებისმიერი 2.:5=50 რიცხვისათვის მართებულია ტოლობა 

I (2X, XV) =2." | (X, V)). 

მაგალითად, (5 ყ)=X+ყ? არის მეორე რიგის ერთგვაროვანი 

ფუნქცია, ხოლო | (X, ყ) == V X" + ყშ კი –– პირველი რიგის. მართლაც 
პირველ მაგალითში I (27.X, 7#.V) => (#X)? –L- (2.ყ)“ == 2” (XV? ––- ყ?) =1.ბ/ (ჯ, V), 

მეორეში კი –– / (XX, XV)= 1/ (2X)3+- (2.V/)ზ= 1 X2-+-ყ? =2./ (X, V)). 
განსაზღვრება 6.2. პირველი რიგის 

  

–>- = (ის) (6.1) 
ძX 

დიფერენციალურ განტოლებას ეწოდება ერთგვაროვანი, თუ ”(V V) 

არის 0-რიგის ერთგვაროვანი ფუნქცია Xჯ და / ცვლადების მიმართ. 

ერთგვაროვანი განტოლება შეიძლება დავიყვანოთ განტოლებაზე 

განცალებადი ცვლადებ-თ. პირობის თანახმად | (7.X, 2,/) =/ (X, ყ). თუ 

ამ ტოლობაში ავიღებთ ,=-+, გვექნება 
X 

IX ყ)=/ (ს, +) : 
' Xჯ 

LI. 
ძX 

ზებით (6.1) განტოლება მიიღებს სახეს 

მოვახდინოთ ჩასმა V=V(X. მაშინ =VIVI + ჯ“ .· ამის გათვალისწი- 
, X 

L+ Xჯ 9. _ (1, VI), 
(IX 

ანუ 

(წ (1, M)–– ი) ძX–– XძI( == 0. 

მივიღეთ განტოლება გპნცალებადი ცვლადებით. 
მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

4, _ X+4 
ძი X#–ყ 

  

განტოლების ზოგადი ინტეგრალი, 
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ამოხს§ვაე, X+V 

X–ყ 
მოვიყენოთ ჩასმა V=V(X, მაშინ იყ=(,ძX+ XძI. მივიღებთ: 

არის 0-რ“გის ერთგვაროვანი ფუნქეია. გა- 

"VX +– ის _ 1+V« 

ძX 1--V“ 
  

აქედან გვაქვს 

XC –– ს ძ,-–-(1+V-)ძX 2-0, 

ანუ 

(1–-–ყ)ძ“! ძX 
–_ -- = 0. 

1 + V/? ჯ 

უკანასკნელი ტოლობის ინტეგრებით გვექნება 

გიიIდ6 –- 2-Iი (1 ––Vი?1=I2 CIჯI, C>0. 

თუ ჩავსვამთ V/ =+-, მივიღებთ 

2 

მICIდ + -ი(1++4%+-) CI. (6.2) 
X 2 ჯ 

რადგან, ყოველ (0; ყ) წერტილში, სადაც 550, მოცემული დიფე- 
რენციალური განტოლება აკმაყოფილებს ამონახსნის არსებობისა და 

ერთადერთობის თეორემის პირობებს, ამიტომ (6.2)+დან გამომდინარე– 

ობს, რომ მოცემულე განტოლების ზოგადი ინტეგრალი იქნება 

(ს (I, ყ, C) =0, სადაც 

მICLდ " იC VX? –- ყკ , როცა X>0, 
X 

| ყ | – > 02, როცა ჯ == 0, 

დ(X, ყ, C) = 
2XCLC V .  ICVX -- #. +2, როცა ჯ<0, ყ 2>0 

Xჯ 

ვწლ(დ -V" IC VX + ყ?2-- ა, როცა X< 0, ყ <0. 
X 

შენიშვნა. #( ყაძა+M(Iს ყ.იძყ=თ0ე განტოლება იქნება 
ერთგვაროვანი, თუ M C, V) და M (6 ყV) ერთი და იმავე რიგის ერთ- 
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გვაროვანი ფუნქციებია. ეს გამომდინარეობს «ქიდან, რომ ერთი (ა 
იმავე რიგის ორი ერთგვაროვანი ფუნქციის შეფარდება ნულოვანი რი- 

გ“ს ერთგვაოოვანი ფუნქციაა. 
მაგალითი 2. ვიპოვოთ 

XყიX ––- (V -L ყზ) ძყ =:0 

განტოლების ამონახსნი რომელიც აკმაყოფილებს ყ (01=1 საწყის 

პირობას. 
ამოხსნა. რადგან Vყ და სა2+ყ? ფუნქციები მეორე რიგის ერთ- 

გვაროვანი ფუნქცეებია, ამიტოვ ეს განტოლება არის ერთგვაროვანი. 
გამოვღყენოთ ჩასმა #=IIX. მაშინ ი V-=!IიX+ XVV .·და გვექნება 

XIძX –- X" (1 –- II?) (IIძX + ჯX9V) = 0 

ანუ 

XC -L (ბ) ძ« -L (ს ძჯ = 0. 

ცვლადთა განცალების შემდეგ მივიღებთ: 

  –_–_” 
ჯ ს! –_ 

აქედან 

IიC6Iი+|= –+- 
3 

თუ ჩავსვამთ #= “ , გვექნება 

# 
ICIVყI = ., 

2ყ” · 
საწყისი პირობი“ გათვალისწინებით მივიღებთ C=1, ე. ი, საძებნი 

ამონახსნია. IV | / | =: > 
ყ 

ახლა განვიხილოთ განტოლება 

  

  

94. I(“+-916+-- 1+C. ). (4.3) 
ძX ი.X + ხყ +C 

ეს განტოლება ცვლადთა გარდაქმნით დაიყვანება ერთგვაროვან, 
ანდა დიფერენციალურ განტოლებაზე განცალებადი ცვლადებით. 

|მართლაც, როცა 4 ნ, მაშინ (6.3) განტოლება ცვლადთა 
თ 1 

გარდაქმნით 

X=ს+VMI ყ=809+ჩ,



სადაც ჩ და / არის 

|0ჩ + ხს + C :=0 

სთჩ –- ხ.L –“ C1 = 0 

სისტემის ამონახსნი, მიიყვანება ერთგვაროვან დიფერენციალურ გან- 

ტოლებაზე 
111- ი" -- ხხ ) 

ძ ' ს იირ+ ხს ' 

იმ შემთხვევაში, როცა 2=+- > (6.3) განტოლება მიიღებს 
თ 1 ' 

სახეს 

ძყ. _ ( იX +L ხყ + C ) 

ძა 2. (იX + ხყ) + თფ 

ეს განტოლება 2=0V+-ხყ ჩასმით მიიყვანება განტოლებაზე გან–- 

ცალებადი ცვლადებით 

–..... 
ხ იX. “ხხ 7.2 + C 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ 

  

ძძ  #+ყ–5 

ძX –Xჯ+ყ+3 

განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 

ამოხსნა. ვთქვათ Xჯ:>I +, ყ=0--/. მაშინ ((ყ/=ძ0, (იIL=(!! 

და გვექნება 
ძი _ ს “ე +“-+ჩ+-წ-–5 

ი“ –ს+“ ს–-ჩს+-60+3“. 

შევარჩიოთ ჩ და /, ისე, რომ 

ს-+-ჩ–-5=0, 

–ს+ჩ+- 3 =0. 

  

ამ სისტემის ამონახსნია #=1, M=4, მივიღებთ ერთგვაროვან გან– 
ტოლებას 

«4 ე #+ს 
ი“ –ყჭ“ს. 
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ძი ძ2 

  

შემოვიღოთ აღნიშვნა 2=+>/. მაშინ «– =- 2 + ტყ“ და. გვექ- 
ძმ წ /7) 

ნება 

ძ2 2+1 
2+Vს-- = 
+ V/7) 7–-1 

მოვახდინოთ ცვლადთა განცალება: 

(2–-1)ძ? _ ძ« _ ეი“ =0. 
1 + 22 29 “ 

აქედან ინტეგრებით მიგიღებთ 

–-_ IიI14+27--2| –IიIი|I= – -ი0 C>0. 

ანუ 

ს? (1 + 22 –– 221 = C, 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. რადგან 2 =--., ამიტომ 
# : 

ს? -L 200 –– ხწ = C. 

დავუბრუნდეთ საწყის X და ყ ცვლადებს. მივიღებთ ზოგად ინტეგ- 
რალს 

(X-- 47 +–+-2(+-– 4) (ყ-– 1) –– (ყ –– 1)1=.C. 
მაგალითი 4. ვიპოვოთ 

მყ  2X“–-ყ––პ 

ძX 4 -–- 2ყ + 1 

განტოლების ამონახსნი რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობას 

ყ (0)=0. 

  

ამოხსნა, რადგან + = – =>, ეს განტოლება 2 -= 2ჯ –– ყ 

ჩასმით დაიყვანება განტოლებაზე განცალებადი ცვლადებით. მართ- 

ლაც, ამ შემთხვევაში “+ =2- + და განტოლება მიიღებს სახეს 
X Xჯ ' 

2 ძი 2-3 

ძX 27 -–L 1 

ან 

2+1 „,_ ძ.=0 
32 “+ 5 
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აქედან ინტეგრებით მივიღებთ 

(2 წი|მ+5)--X=C 
ვ 9 ” 

თუ ჩავსვამთ 2=2X-––Vყ, გვექნება 

2 7 
–- (2 – ყ- – იIნ(-–-3+5|––Xჯ= C. 
3 9 

აქედან, საწყისი პირობის გათვალისწ-ნებით მივიღებთ 

C=-”/5. 
9 

§ 1. პირველი რიბის წრფივი დიფერენციალური ?: 
განტოლება 

განსაზღვრება 7.1. პირველი რიგის დიფერენციალურ გან- 
ტოლებას ეწოდება წრფივი, თუ აგი წრფივია უცნობი ფუნქციისა და 
მისი წარმოებულის მიმართ. 

პირველი რიგის წრფივ დ”ფერენც-აალურ განტოლებას აქვს შემ- 

დეგი სახე 

6.0 კ ხწეყ=0C, (7.1) 
ძX ' 

სადაც # (9) და 0 (2 უწყვეტი ფუნქცუებია რაიმე ინტერვალში. რო- 
დესაც C (X)==0, მაშინ (7.1) განტოლებას ეწოდება წრფივი ერთგვა- 

როვანი, წინააღმდეგ “შმემთხვევაში –– არაერთგვაროვანი. 
(7.1) განტოლების ამონახსნი ვეძებოთ ორი ფუნქციის ნამრავლი» 

სახით, ყ/= (I. მაშინ 

თუყ და <9. მნიშვნელობებს შევიტანთ (7.1) განტოლებაში, მ«- 
X 

ვიღებთ 

94. +V" წ + ჩთა | = 0 (X). (7.2) 
ძX ძX . 

მ ფუნქცია შევარჩიოთ ისე, რომ შესრულდეს ტოლობა 

-ძ9 + ნხ(X 0 = 90. 
ძX 
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ეს გასტოლება წარმოადგებს განტოლებას განცალებადი ცვლადებით. 

ცვლადთა განცალებით გვექნება 

= + L (0) ძჯ = 0. 

აქედან 

11 ი + (6თ ძX = 0, _ 

ე. ი 

–|ითი» 

ყ=6 

ცხადია შ (X)5-0. --ს ასეთი მნიშვნელობისათვის (7.2) განტოლება 

მიიღებს სახეს 

ძი 
შ #7. 0(X), 

სარდანაც 

(Xძ. 

I == 0 X+6- |00ა+ ” 'ძ» + C. 
ს(X) 

თუ ს და ი ფუნქციების მიღებულ მნიშვნელობებს შევიტანთ 

ყ=II გამოსახულებაში, საბოლოოდ გვექნება 

: I ჩთ4% 
(C+ 0(X) 2 ძX 1). (7.3) 

ცხადია, (7.3) ტოლობით განსაზღვრული ფუნქცია იქნება (7.1) განტო- 

ლების ზოგაღი ამონახსნი. 
ზოგჯერ მიზანშეწონილია (7.3) ტოლობა ჩავწეროთ ცვლადი ზედა 

საზღვრის მქონე განსაზღვრული ინტეგრალების საშუალებით. ამ შეპ- 

თხვევაში (7.3) ფორმულა ღებულობს სახეს. 

=> 

ყ:=6 

ჯ / 
= I ნთ » ( ჩი)ძყ 

ყლ=6 ი (6C+ (ევ - )· (7.4) 

X96 

სადაც Xი რაიმე ფიქსირებული რიცხვია. (7.4) ფორმულიდან ადვილად 
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ბვიღებთ, რო (7.1) განტოლების კერძო ამონახსნი რომელიც აკმაყო- 
ფილებს V (Vი)= ი საწყის პერობას, არეს შემდეგი ფუნქცია 

ჯ 1 

_ I ნძ)ძ! ” I ჩყიაძია 

ყ=06 % (#+ | იდი" “ ). 

მაგალითი 1. გიპოვოთ 

ყ ““–ყI8ჯ => 51I1 X 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი, 

ამოხსნა. ამ შემთხვევაში ” (11=--I9. LV, 0(0=51) X. (7.3) 

ფორმულის თანახმად ზოგადი ამოხახსნი იქნება 

– I IM XIX 

ყ = (6+| 510 X6 ი» ) = 

ლ III | C05 X | CL (Vი»“"' 005 XI «) _ 

= + (9 ++ –- §5Iყ0 (005 ა" 2ჯX «) = 
| 005 ს | 

1 
= (C- + 51ღი (C05 X) ·/C05 2») = –-(C-+ ––-0052 ») 

| C05 X I 4 .  605Xჯ 

  

  

§ 8. ბერნულის"? განტოლება 

განტოლებას 

+ + ჩ00ყ= 0Cაყ!, (8.1) 
ჯ 

სადღაც #50 და /15=1, ეწოდება ბერნულის განტოლება (როცა #=0 
(8.1) წარმოადგენს წრფივ განტოლებას, ხოლო როცა /#=1 -– განტო- 

ლებას განცალებადი ცვლადებით). 

  

  

- უკანასკნნელ ტოლობას ადგილი აქვს იმ ინტერვალებისათვის, რომელშიც შეს- 
რეულებულია ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის პირობები. 

ჯ? ი, ბერნული (1651-1705) –– შვეიცარიელი მათემატიკოსი.



(8.1) განტოლება შე-ძლება დავიყვანოთ წრფივ განტოლებაზე. 
მართლაც, (8.1). განტოლების ორივე. მხარე გავყოთ ყ-ზე, მივიღებთ 

ყააყ + ჩცეყ“შ11 .=0 (ჟუ. (8.2) 

გამოვიყენოთ ჩასმა 27 = ყა", მაშინ (-–-/ -- 1) ყ-» ყ' = 2 და 

(8.2) განტოლება მიიღებს სახეს გასტოლე ღ ე 

2' + (1 ––/)ნ0ე72=(1–-ი) C (». 

ეს განტოლება 2-ის მიმართ წარმოადგვნს. წოფ:უგვ დიფელღენციალუო 

განტოლებას. 

მაგალითი 1. ამოვხსნათ განტოლება 

V-– --ყ= აი. 

ამოხსხა. განტოლების ორივე მხარე გავყოთ ყ2-ზე. მივიღებთ 

    

9 _– 11 · _L = ჯ“, 

ყ ჯ 4ყ 

შემოვიღოთ აღნიშვნა _1 -- 2, მაშინ – 2 == 2 და გვექნება 
ყ ყ 

2! –+ _1. 2=-–- ჯ?. 

X 

აქედან 

|–- “IX (+ ძ 

72=(6 “ რეი? ძ+ ) = 

_ 12 ჯ 2) 

– 
საბოლოოდ 

1 ჯი =- 06- -X%. 
, X "+ 4 ) 

შევნიშნოთ, რომ ყ => 0 აგრეთვე მოცემული განტოლების ამონახსნია: 

§ 9. განტოლება სრულ დიფერენციალებში 

განვიხილოთ შემდეგი სახის პირველი რიგის დიფერენციალური 

განტოლება 

/M (X ყ)ძX + M(X, ყ)ძყ =- 0, (9.1) 

სპ



(9.1) განტოლებას ეწოდება განტოლება სრულ დიფერენციალებ- 
ში, თუ ამ განტოლების მარცხენა მხარე წარმოადგენს რაიმე V (CV, Vყ) 
ორი ცვლადის ფუნქცეის სრულ დიფერენციალს. ე. ი. 

#M (X, Vყ)) ძა; -L V (X, ყ) ძყ = ძი CX, ყ). 
ამ შემთხვევაში (9.1) განტოლება მიიღებს სახეს 

ძი (X ყ) = 0. . 

აქედან ინტეგრებით მივიღებთ (9.1) განტოლების ზოგად ინტეგრალს 

ს M#(X, #) = C. 

მაგალოთად, ადვილია, შემოწმება, რომ 

2XMძX -L (71 –– 2ყ) ძყ = 0 

განტოლების მარცხენა მხარე წარმოადგენს V (X, //) = X2/-––ყ? ფუნქცი- 
ის სრულ დიფერენცუალს. ამეტომ ეს განტოლება შეგვიძლია ჩავწე– 
როთ შემდეგნაირად 

ძ(Vყ––- ყლ) =0, 

რომლის ინტეგრებით მივიღებთ ზოგად ინტეგრალს 

X?ყ –“- ყჭ = C. 

ბუნებრივად ისმება კითხვა: რა პერობებში იქნება (9.1) განტოლე– 
ბის მარცხენა მხარე M (X, ყ) ძX+VM (X, ყ) ძყ რაიმე წ (X, ყ) ფუნქცი- 

ის სრული დიფერენციალი და როგორ უნდა ვიპოვოთ იგი? პასუხს ამ 

კითხვაზე იძლევა შემდეგი თეორემა. 
თეორემა 9.1. თუ M(X(V, ყ) ღა MV(ს, ყ) ფუნქციები და მათი 

მM მM , : , 
მყ ლ -–- კერძო წარმოებულები უწყვეტი ფუნქც“ებია რაიმე 

ჯ; 

ჩ არეში, მაშინ იმისათვის, რომ გამოს კხულება #7 (CV, Vყ) ძX +V (X, ყ) ძყ 

წარმოადგენდეს რაიმე # (X, ყ) ფუნქციის სოულ დიფერენციალს ნ 
არეში, აუცილებელია და საკმარისი რომ #) არის ყოველ წერტილში 

ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

მ/VI მM 

მყ 0მX 

აუცილებლობა. დავუშვათ, არსებობს ისეთი II (X ყ) ფუნქ- 

ცია, რომ ძI((=/M (X, ყ) ძX+ M (V, ყ) ძყ. ვაჩვენოთ, რომ ადგილი ექ- 

ნება (9.2) ტოლობას. ვინაიდან 

(9.2)   

ძი (X, ყ) = -“ძჯ + -% ყე, 

-მ01



ამიტომ გვექნება ტოლობა 

M (CX. Vყ) ძ» + M (6 ყ)ძყ = --“ ძა + -% კყ, 
| მს მყ 

ეს წარმოადგენს იგავურ ტოლობას ძX და ძყ-ის მიმართ, ამიტომ 

მ“ მ” 
M XV, ყ)= – 1 M .ა =-–-. CV, ყ) 3; (+, ყ) ში 

გავაწარძოოთ პარველი ტოლობა Vყ-ით, მეორე კი X-ათ. მივიღებთ 

  

    

    

  

მM. _ მ”" მV _ მ“ (9,3) 

მყ მსმ. მჯ · მყ'მX . 

რადგან . და > უწყვეტი ფუნქციებია ს არეში, ამიტომ 
წ XV, 

უწვვეტი იქნება ამავე არეში და ი“ კერძო წარმოებულები და 
მჯმყ მყ იმX 

შმვარცის თეორემ-ს თანახმად ისინი იქნებიან ტოლი, ე. ი. 

მ _ მ" 

მჯმყ მყმXჯX 

აქედან, (9.3) ტოლობების გათვალისწინებით გვექნება 

მMი _ მM 

მყ მ0X 

საკმარისობა. ვაჩვენოთ, “ომ თუ შესრულებულია (9.2) პი- 
რობა, მაშინ არსებობს ისეთი V (X. /) ფუნჭცია, რომ VM (X, ყ) ძჯ+ 
+V (X, ყ) ძყ წარმოადგენს « (X. #) ფუნქციის სრულ დიფერენუციალს. 

ამესათვის, რადგან M (X, V) და .V (XV. ყ) უწყვეტი ფდუნქციებია, საკმა- 
რისია ვაჩვენოთ, რომ 

-9ი == MCთV, +“ = MC. (.4) 
მX მყ : 

განვიხილოთ (9.4)-ის პირველი განტოლება. მ-ს. ინტეგრებ:თ მი- 

ვ-ღებთ 
ჯ 

VL(X, /) = (MC ყ) ძ/ + დ(V), '(9.5) 

2 
სადაც დ (4) არის ყ ცვლადის ნებისმიერი ფუნქცია; 
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, „დ (ყ) ფუნქცია შევარჩიოთ ისე, რომ V#C(V, Vყ) აკმაყოფილებდეს 

(9.4)-ის მეორე ტოლობასაც. ამისათვის (9.5) ტოლობა გავაწარმოოთ 

ყ ცვლადით. გვექნება 
:. ჯ 

2 9 I MC V) «+ დ). 
მე იმყ 

X9 

გავუტოლოთ ამ ტოლობის მარჯვენა მხარე VV (XV, ყ) ფუნქციას. მი- 

ვიღებთ 

თ|ქდი++ი0- MC, V). 

ამ ტოლობის მარცხე ნა მხარეში გაწარმოება, პარამეტრზე დამოკიდებუ- 
ლი ინტეგრალის გაწარმოების წესის თანახმად, შეგვიძლია შევასრუ- 

ლოთ ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ. გვექნება 

ჯ 

559“ + დ ()= MC, 9)“ 
% 

  თეორემის პირობის თანახმად მM  _ იM , ამიტომ 
0ყ, შX 

X» ; · 

| 200 9 ძ/ -C დ! (ყ) = XV (X, VI. '9.0 
%ე 

ნიუტონ-ლეიბნიცის ფორმულის თანახმად 
ს. 

| _9V(6 #9) ე, -. M0,V)“ - MC V) – MX, ყ). 
0! X· 

Xი 

აჭიტომ (9.6)-ის თანახმად გვაქვს 

M(X, ყ) –– MX(#, #) + დ (ყ)= VVC, VI 
ანუ 

დ/ (ყ) = V (X, ყ)- 
აქედან 

V 

'დ(ყ) = I” (Xე, ()0ძ(/ + CC, 

„Vი 

20. ს. - თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, .მ. გაბიძამეითლი, ნ. მაჭარაშვილი ·- ,805



სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. თუ « (#) ფუნქციის ამ მწიშვნელო- 
ბას ჩავსვამთ (9.5)-ში, მივიღებთ 

ჯ წ 

#(X, ყ) = IM (, ყა) + | MC, 0 #9+C. 6.7) 
%0 ხი 

თეორემა დამტკიცებულია. : : 

ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ არა მარტო # (CV, VI) ფუნქციის არსე- 

ბობა, არამედ მივიღეთ ფორმულა, რომელიც იძლევა მის პრაქტიკუ- 
ლად მონახვის საშუალებას (როგორც წესი, ამ ფორმულით პრაქტიკუ- 

ლად სარგებლობის დროს იღებენ “CC =0). 

მაგალითი 1, ვიპოვოთ 

(3 ” ყ + ყ')X + (1 + 2XV) ძყ =0 

განტოლების ზოგადი ინტეგრალი. 

აშმოხზსსზა. პირველ რ-გმი შევამოწმოთ (9.2) პირობა. გვაქვს 

_0M_ = 3V -+ 2ყ, _მV_ = ვჯყ? + 2ყ. 

მყ 2ჯ 

მM _ მM 
ე. ი. “ე მაშასადამე, მოცემული განტოლება წარმოადგენს 

ყ X 

გაზტოლებას სრულ დიფერენციალებში. ამიტომ (9.7) ფორმულის თა- 

ნახმად მივიღებთ (ავიღოთ Xა=V0=0): 

# 

#– 90 = |6#ყ+4054- CV +(//4| = XV +. 
9 

აპმრიგად მ-ღებული განტოლების ზოგადი ინტეგრალი :ქნება 

#9 ყ -I- Xყ?2 = C. 

§ 10. მაინტებრებელი მამრავლი 

განვიხილოთ 

M (X, ყ)ძX + M(X ყ)ძყ = 0, (10.1) 
განტოლება, რომლის მარცხენა ნაწილი არ წარმოადგენს სრულ დი- 

ფერენციალს. ზოგჯერ შესაძლებელია მოიძებნოს ისეთი |) (X, ყ) ფუნ- 
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ქცია, რომელზედაც გამრავლებით (10.1) განტოლების მარცხენა. ნაწი- 
ლი სრულ დიფერენციალად გარდაიქმნება. ასეთ ფუნქციას ეწოდება 

(10.1) განტოლების მაინტეგრებელი მამრავლი. 
იმისათვის, რომ ვიპოვოთ მაინტეგრებელი მამრავლი, მოვიქცეთ 

შემდეგნა-რად: გავაქძრავლოთ (10.1) განტოლება I (+, ყ) ფუნქციაზე, 

რომელიც ჯერჯერობით უცნობია. მივიღებთ 

ს6(ს ყ) M(X, ყაძX + ს (X, ყ) V(X, ყაძყ = 90. 

ეს განტოლება რომ იყოს განტოლება სრულ დიფერენციალებში, 
აუცილებელია და საკმარისი, რომ შესრულდეს პირობა 

მ (MM) _ მ (IM) 

  

მყ მჯ 
აქედან 

მVVI მს 
ს--- MM --- = V# 9 

' მყ ა მყ == მ ს = 

ანუ 

M” 6ს _ 3. =#; 7 მM მM. 2 

მჯ L მ/. მV მX ) | 

გავყოთ ამ ტოლობის ორივე ი ნაწილი IL ფუექციახე. გვექნება 

V მის „მსხ _ მM __ მM , (10.2) 

მჯ მყ მყ მჯ 

ცხადია, ყოველი II" (ს, ყ) ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს (10.2) 
„განტოლებას, იქმნება (10.1) განტოლების მაინტეგრებელი მამრავლი. 

(10.2) განტოლება კერძოწამროებულიანი დიფერენციალური გან- 
ტოლებაა და საზოგადოდ უფრო ძნელე ამოსახსნელია, ვიდრე (10.1) 
განტოლება. მხოლოდ ზოგიერთ კერძო შემთხვევამი შესაძლებელია 

ვიპოვოთ ს (ჯ, ყ) ფუნქცია. 
კერძოდ. ვთქვათ | დამოკიდებულია მხოლოდ ერთ ეგვლატდზე, მა- 

    

გალითად ჯ-ზე. მაშონ 296 > და (10.2) განტოლება მიიღებს სა- 

ხეს 
'.– 

მIის# _ _1 991) 

მX M მყ 0» 

როდესაც – 1/ მM –3>) არ არის დამოკიდებული ყ ცვლადზე 
MV V მყ მჯ 

ამ განტოლებიდან ინტეგრებით ვიპოვით II II-ს, შემდეგ კი V-ს. 

“ 30?



, 1 · · 
ანალოგიურად, თუ (3: – 91) ფუნქცია არ არის დამო- 

კიდებული ჯ ცვლადზე (ე. ი. II შეგვიძლია ვეძებოთ, როგორც მხო- 

ლოდ ყ ცვლადის ფუნქციაა), მაში§ 

  

მიც 1 /მM · 2) 

მყ VI V 0მX მყ 

განტოლების ინტეგრებით ვიპოვით მაინტეგრებელ მამრავლს. 

მაგალითი LI. ამოხსენით განტოლება. 

„ (#ყ/+ Xყეძჯ:--Xძყ = 0. 

ამოხსნა. აქ M(, ყ) ='/ -L Xყზ, M (X, ყ) = == 

-22M მM ' მM მV . (ი 1 2, თ... LL 2, 
მყ + მX მყ 7“ 0X 

„მაშასადამე, მოცემული განტოლება არ წარმოადგენს განტოლებას 

სრულ დიფერენციალებში. ი 

  

ა 2 

+ ყ ” 
    

ამიტომ ს მნტევრებელი. მარალი დამოკიდებულია მხოლოდ ყ 

'ცვლადზე. გვექნება 
ძის _ 2 

ძყ ს” 

აქედან 1 სL= –-21იყ, ანუ ს = => 
ყ 

3 
გავამრავლოთ მოცემული განტოლების ორივე. მხარე 7 

მივიღებთ განტოლებას 

(--+»#)რი- > ძ/=0, 
წ წ 

რომელიც წარმოადგენს განტოლებას სრულ დიფერენციალებში. ამ 

განტოლების ამოხსნით მივიღებთ 

Xე > +/(CC=0, 
#7 ' 9 
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§ 11. პირველი რიბის დიფერენციალური განტოლებები, 

: რომლებიც არ არის ამოხსნილი წარმოებულის 

მიმართ 

აქამდე ჩვენ ვიხილავდით ნორმალური სახის პირველი რიგის დი- 
ფერენციალურ განტოლებებს, ე. ი. ისეთ განტოლებებს, რომლებიც 
ამოხსნილია წარმოებულის მიმართ და აქვს შემდეგი სახე 

ყ' = IC, ყ). 

მაგრამ პირველი რიგის დიფერენტიალური განტოლება შეიძლება არ 
იყოს ამოხსნილი წარმოებულის მიმართ. როგორც აღვნიშნეთ, საზოგა- 
დოდ მას აქვს შემდეგი სახე: 

I (+, ყ, ყ') = 9. 
უკანასკნელი განტოლებიდან უშუალოდ ყ”-ის ამოხსნით ყოველ- 

თვის არ ხერხდება ნორმალური სახის დიფერენციალურ განტოლება- 
ზე გადასვლა. მიუხედავად ამისა, ზოგიერთ შემთხვევაში დამხმარე პა– 

რამეტრის .· შემოტანით ზოგადე სახის დიფერენციალური განტოლება 
შეიძლება მიგიყვანოთ ისეთ განტოლებამდე, რომლის ამოხსნა წარმო- 
ებულის მიმართ შესაძლებელია. განვიხილოთ რამოდენიმე ასეთი შემ- 

თხვევა. 
კერძოდ, ამ პარაგრაფში განვიხილავთ ისეთ განტოლებებს, რომ- 

ლებიც ამოხსნილია უცნობი ფუნქციის ან არგუმენტის მიმართ. ე. ი. 
განვიხილავთ შემდეგი სახის განტოლებებს 

ყ= IV ი (11.1) 

Xჯ=/I(V, ყ)- (11,2) 

ჯერ განეიხილოთ (11.1) რმიიბა შემოვიტანოთ ჯამხმარე პაL 
რამეტრი 0 =Vყ7/. მაშინ (11.1) განტოლება მიიღებს სახეს 

ყ = I(>», ჩ). (11.3) 

გავაწარმოოთ ეს ტოლობა »ჯ-ით. გვექნება 

“მჯ _ მL ძი (11.4) 
მჯ ' ში ი. 

(11.4) განტოლებიდან მიიღება ნორმალური სახის დიფერენციალური 

განტოლება 4 –+--ის მიმართ. მისი ზოგადი ამონახსნი (11.3) განტო– 

ლებასთან ერთად გვაძლევს (11.1) განტოლების ზოგად ამონახსნს 

პარამეტრული სახით. | 

ვთ



მაგალითი 1. ამოვხსნათ განტოლება 

ყ=V' -+L XV" –- X. 
ამოხსნა, შემოვიტანოთ პარამეტრი ი =Vყ”. მაშინ 

ყ=ი" + X(0--1), (11.5) 
გავაწარმოოთ ეს ტოლობა ჯ-ით. მივიღებთ 

ძ 
ი=2ი ნ Lი- 144. 

ძX 

  

ძX 
ანუ 

4% __! 
ძX 2ი+X 

უკანასკნელი განტოლება გადავწეროთ შემდეგი სახით 

ძX | 
_– =ჯ #1, M > =#+2 

ეს განტოლება წრფივია, მისი ზოგადი ამონახსნია; 

Xჯ = C0 + 2(ი+ 1). (11.6 

თუ ჯ-ის ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (11.5)-მში, მივიღებთ 

ყ=060 (0--1)-- ებში + 2. (11.7) 

(11.6) და (11.7) ტოლობები წარმოადგენს მოცემული განტოლების 

ზოგად ამონახსნს პარამეტრული სახით. 
ახლა განვიხილოთ (11.2) განტოლება შემოვიტანოთ პარამეტრი 

0 =ყ”. მივიღებთ , 

X= IV, იჩ). (11.8) 

გავაწარმოოთ ეს ტოლობა ყ-ით: გვექნება 

1. _- 7 _ მ... ძი. (11.9) 
ნი მყ მი ძყ 

(11.8) და (11.9) განტოლებებიდ ან ისევე, როგორც (11.1) განტოლების 

შემთხვევაში, ვღებულობთ (11.2) განტოლების ზოგად ამონახსნს პა- 

რამეტრული სახით. 

მაგალითი 2. ამოვხსნათ განტოლება 

ყ 

V 

წ 

»ჯ=ყM + 
ყ 
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ამოხსნა. დავუშვათ ი =ყ7. მივიღებთ 

»ჯX= 0 +-%. (11.10) 
? 

გავაწარმოოთ ეს ტოლობა ყ-ით. ქვექნება 

1 ძი 1 V ძ 
–==2 აეე ––, 
ი ძყდ ი ი! ძყ 

ანუ . 

ძი (2 L )= 0 
ძყ ი" 

აქედან 
3/ 1 

0. = 0 (09-32-0) და 0:= // +V · 

ჩავსვათ ც-ს ეს მნიშვნელობები (11.10)-ში, მივიღებთ 

ჯბ/ზ,   ყლ=CX-თ =-2 Vყ და M4 33/3. 

ახლა განვიხილოთ (11,1) და (11.2) განტოლებების კერძო შემთხ- 

ვევეზი. 
1. განტოლება, რომელიც ამოხსნილია ყ-ის მიმართ და არ შეიცავს 

X ცვლადს. ასეთ განტოლებას აქვს სახე 

ყ = დ(V). (11.11) 
შემოვიტანოთ დამხმარე პარამეტრი ი =V!, მაშინ (11.1) განტოლება 

მიიღებს სახეს 

#=C(/. 01.12) 
ყ”=ი ტოლობა გადავწეროთ შემდეგნაირად ძX = -9#. აქედა 

: ჩ 

#= | V.+0 
ი 

გამოვიყენოთ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა და გავითვალის- 
წინოთ (11.12) ტოლობა. გვექნება 

.- I#4+ -= ++ (4 000 _ # ს (4904 +“. (11.13) 
) ჩ ი ე? 

(11.13) და” (11.12) ს გნტოლებათა სისტემა წარმოადგენს (11.11) დიფე- 
რენციალური განტოლების ზოგად ამონახსნს პარამეტრული სახით. 
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მაგალითი 3. ვიპოვოთ #=ყ/+4 (/01+ (V/)/ განტოლების ზო- 
გადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. აღვნიშნოთ Vყ” =0/, მაშინ ყ#= ი+4ი+ი“ გავაწარ- 
მოოთ ეს ტოლობა ჯ ცვლადით. ჩივიდებთ. 6. 

ი=0+ 120" + 40) «%. 

აქედან 

ძX = (– + 12ი “+ “') ძი (009). 

საიდანაც 

X=I9I/| +6.+-- + C. 

ზოგადი ამონახსნი ჩაიწერება შემდეგი სახით: 

|X=1I6| + 67 + =-.+0, 

I-.+ ჭი” + ჩ“- 
თუ 0=0, მაშინ MV”=/იე ტოლობიდან მივიღებთ, რომ ყ#ყ=C, რომელიც 

მოცემულ განტოლებას აკმაყოფილებს, როდესაც C =0. 

-2. გკპნტოლება, რომელიც ამოხსნილია ჯ-ის მიმართ და არ შეიცავს 

ყ-ს. მას · აქვს შემდეგი სახე “ ”·  “” 

X = CV(V'). (II, 14) 
წინა შემთხვევის ანალოგიურად შემოვიღოთ აღნიშვნა ყ”/=ი. 'მა- 

“შინ (11. 14) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს 

X = C(ი). (11.15) 

-ყ/=ი0 ტოლობიდან გვაქვს ი/=/ჩძX, საიდანაც 

= ++ 0-=VX- | 42 +0, 

ანუ 

#– იდ“) |9 ფთ)4ი + C. (11,160 

(11.15) და (11.16) განტოლებათა სისტემა იქნება (11.14) განტო- 

ლების ზოგადი ამონახსნი პარამეტრული სახით. 

მაგალითი 4. ვიპოვოთ X=Lწ ს” განტოლების ზოგადი ამო- 

'ნახსნი...“



ამოხსნა. დავუშვათ ყ”=ც. აჭედან 

# |“ =0#-- | 446 = %-– |+იძი=M+Iი|თაი1+ C= 

= ჩIდი +I0IC0§ი| +C, 
ამიტომ , –_ ' 

ყ =ჩ!წ0+1ი, 005 9) + C- 

ზოგადი. ამონახსნი პარამეტრული სახით იქნება 

L = 1870, 
ყ= ი 0+1)ი)ძიაი| +C. 

ვ. ლაგრანჟის განტოლება. ლაგრანჟის განტოლება ეწოდება ისეთ 
განტოლებას, რომელიც“ წრფივია ჯ ჯდა ყ ცვლადების მიმართ და აქვს 

სახე. · 

| ყ=Cდ(49)X+ დ (ყ., (11.17) 
ვიგულისხმოთ, რომ დ (ყ)X-V (დ (ყ/7)=ყ” შემთხვევას ”განვიბი– 

ლაგთ ქვემოთ). 'აღვნიშნოთ V”=ი. მაშინ (11.17) განტოლებიდან გვექ– 
ნება 

#= თ(0 ++ #(C) (11.18) 
ჯ ' 

გავაწარმოოთ 'ეს ტოლობა X-ით. მივიღებთ 

8 = დ(ი) + X9/ თ # ”+V() 7 

აქედან გვაქვს 

(0 -––დ()) <5 = »C/C0) + (ი). 
ძი 

რადგან დ (0)-–– 5-0, ამ ტოლობიდან გამომდინარეობს 

4 __VXC) ,„_ §#(0) 
მ ი–დ(ი ჩ-–დ() 

მივიღეთ პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლება L 

ცვლადისა და მისი + წარმოებულის მიმართ. ვთქვათ მისი ზოგა- 

დი ამონახსნია 

დთდV, ჩ C) = 0. (11.19) 
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(11.19) ტოლობა (11.18) ტოლობასთან ერთად წარმოადგენს ლაგ- 
რანჟის განტოლების ზოგად ამონახსენს პარამეტრული სახით. 

მაგალითი 5. ვიპოვოთ ყ=X (ყ”)?+ (ყ7)? განტოლების ზოგადი 

ამონახსნი. 

ამოხსნა, ვთქვათ /”=/. მაშინ /=.X02?+/ჩ02, ანუ I/=7/? (X+1). 
გავაწარმოოთ ეს ტოლობა ჯ-ით. მივიღებთ 

ი=02+2>+1)0%. 
ძX 

მიღებული განტოლება შევკვეცოთ /„-ზე (თუ 90=0, მაშინ ყ=C, 
რომელიც მოცემულ განტოლებას აკმაყოფილებს, მხოლოდ C=0- 

თვის). გვექნება ' 

=ი+2CV+ 1) 4, 
ძX 

  

აქედან 
ძX _ 2ძი 

X+I 1–ი” 
საიდანაც 

II IX--11ლ–2ჰი|I1––ი| +IიC), C1>90. 

ამ ტოლობის პოტენცირებით მივიღებთ 

C : 
X+- 1= კ C6CX. 

(1 –– ი) 
ამრიგად, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

(1––ი)? , 

_ თ 
7 00-ე: 

ამ სისტემიდან ი პარამეტრის გამორიცხვით მივიღებთ 

ყ =(VIX+1I+C1“. (11.20) 
რადგან, მოცემული განტოლებისათვის +=--–-1 წრფის წერტილებ- 

ში დარღვეულია ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის პირო- 
ბები, ამიტომ (11.20) ზოგადი ამონახსნია იმ ინტერვალებში, რომლე– 

ბიც არ შეიცავს L=--1 წერტილს. 
4. კლეროს განტოლება. კლეროს განტოლება არის ლაგრანჟის გან- 

ტოლების კერძო შემთხვევა, როდესაც დ (ყ”)=ყ”/, კლეროს განტოლე- 
ბის ზოგადი სახეა 

ყ = Xყ + «(ყ). (17.21) 

თ” ა, კლერო (1713–-1765) –– ფრანგი მათემატიკოსი. 
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აქაც შემოვიღოთ აღნიშვნა V7=/. მაშინ 

ყ = Xი + წ დ). (11.22) 
გავაწარმოოთ ეს ტოლობა ჯ „ელალით. გვექნება 

ძ ი = =0+»ჯ% =+ დე “» “CC. 
საიდანაც 

4 C + თ თ)) =0. 
ძჯ 

, 4 ძ აქედან, 3- =0, ან X+ #§'(ი) =0. == 0 განტთლებიდან ვღე- 
ბულობთ, რომ 0=C. თუ #-ს მნიშვნელობას ჩავსვამთ (11.22) ტოლო– 
ბაში, მივიღებთ კლეროს განტოლების ზოგად ამონახსნს 

ყ=CX+ყ(C), (11.23) 
რომელიც წარმოადგენს წრფეთა ერთობლიობას. 

ასევე, X+ წ” (0)=0 განტოლება (11.22) განტოლებასთან ერთად 
გვაძლევს კლეროს განტოლების ამონახსნს პარამეტრული სახით: 

L- – წთ), (11.24) 
= –- 06! (0) +- V (0). 

ეს ამონახსნი არ მიიღება კლეროს განტოლების ზოგადი ამონახს- 
ნიდან C-ს არცერთი მნიშვნელობისათვის, რადგან იგი არ არის 
წრფივი ფუნქცია. ეს არის ე. წ. განსაკუთრებული" ამონახსნი. 

მაგალითი 6. ვიპოვოთ ყ=V”X-+ + განტოლების ზოგადი 

ამონახსნი და განსაკუთრებული ამონახსნი. 
ამოხსნა. შემოვიღოთ აღნიშვნა ყ”=/. (11.23) ფორმულის თა- 

ნახმად განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება. 

1 
ყლ–0C0CX+-–. 

C 

განსაკუთრებული ამონახსნი ვიპოვოთ (11.24) ფორმულის გამო 

ყენებით. რადგან ჩვენ შემთხვევაში (”/(ი) => , ამიტომ განსა- 

კუთრებული ამონახსნი იქნება 

1 
X= #' 

ყრი 

9 განსაკუთრებული ამონახსნი იხ. § 12. 
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თუ ამ სისტემიდან გამოვრიცხავთ ი პარამეტრს, გვექნება ყ?=4X. 

ამრიგად, ზოგადი ამონახსნი არის ყ=CX+ -L ერთპარამეტრიან 
C 

წრფეთა ოჯახი, ხოლო განსაკუთრებული ამონახსნია ყ=4X პარაბო- 
ლა, რომელშიც “ცხადია არ მიიღება ზოგადი ამონახსნისაგან C-ს არც- 
ერთი მნიშვნელობისათვის. 

§ 19. განსაკუთრებული ამონახსნი 

განვიხილოთ განტოლება | 

ყ' = I(V, Vყ). (12.1) 

როგორც ვიცით, თუ 7Mი (Xი, ყი) წერტილის მიდამოში შესრულე- 

ბულია არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის პირობები, მაშინ 

Mი წერტილში გადის (12.1) განტოლების ერთადერთი ინტეგრალური 

წირი. მაგრამ როდესაც კომის თეორემის პირობები დარღვეულია, მა- 

შინ შესაძლებელია, რომ #Iი წერტილში გადიოდეს არა ერთი, არამედ 

„რამოდენიმე ინტეგრალური წირი.: ამასთან უნდა აღინიშნოს, რომ, თუ 
ერთ წერტილში გადის (12.1), განტოლების ორი ან რამოდენიმე ინტეგ- 

რალური წირი, ეს წირები ეხებიან ერთმანეთს ამ წერტილში (ე. ი. გა- 
აჩნიათ აღნიშნულ წერტილში საერთო მხები). 

'შევნიშნოთ, რომ, თუ განტოლება არ არის მოცემული ნორმალური 

სახით, მაშინ შესაძლებელია, რომ ერთ წერტილში გამავალ სხვადასხ– 

ვა ინტეგრალურ წირს ჰქონდეს სხვადასხვა მხები. 

პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლების ამონახსნს ეწოდე- 
ბა განსაკუთრებული ·ამონახსნი, თუ შესაბამის ინტეგრალურ , წირს 

ნებისმიერ წერტილში ეხება სხვა რომელიმე ინტეგრალური წირი. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ სყ" =ყ“ (09=თ<1) განტოლების გან- 

საკუთრებული ამონახსნი. 

ამოხსნა. განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

ყ!-თ –-=(X-- 0C 1-––თ). (12.2) 

ცხადია, რომ მოცემული განტოლების ამონახსნია აგრეთვე ყ=0 
ფუნქცია. ადვილია ჩვენება, რომ ყ=0 წირს ყოველ წერტილში ეხე- 
ბა (12.2) ტოლობით განსაზღვრული რომელიმე ინტეგრალური წირი. 

ე. ი. /=0 არის განსაკუთრებული ამონახსნი. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 4Xყყ - ზყბ-0 განტოლების გან- 

საკუთრებული ამონახსნი, 
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ამოხსნა. ფუნქცია /=0 (X--0? აკმაყოფილებს მოცემულ გან- 
ტოლებას ნებესმიერი C-თვის. ცხადია, რომ V=0 აგრეთვე მოცემული 
განტოლების ამონახსნია, ამასთან მას ყოველ წერტილში ეხება 
ყ=0 (X––0)? ტოლობით განსახდლვრული რომელიმე ინტეგრალური 
წირი. ე. ი. ყ- 0 არის განსაკუთრებული ამონახსნი (ნახ. 53). 

VI 

  

  

ნახ. 53 

§ 13, წირთა ოჯახის მომვლები 

განვიხილოთ განტოლება 

დ(V, თ =:0, (13.1) 
სადაც C პარამეტრია, რომელსაც შეუძლია მხიღოს სხვადასხვა მნიშვ– 
ნელობები, C მუდმივის ყოველი ფიქსირებული C=4ი მნიშვნელობი– 
სათვის (13.1) განტოლება განსაზღვრავს გარკვეულ წირს 0M სიბრ- 

ტყეზე. C პარამეტრის ცვლილებით მევიღებთ წირთა სიმრავლეს, რო- 
მელსაც წირთა ერთპარამეტრიანი ოჯახი ეწოდება. (13.1) განტოლებას 
ეწოდება წირთა ოჯახის განტოლება. 

განსაზღვრება 1ქ. 1. რაიმე # წ-ს ეწოდება ერთპარამეტ- 
რიან წირთა ოჯახის მომვლები, თუ იგი ყოველ თავის წერტილში ეხე– 

ბა წირთა მოცემული ოჯახის რომელიმე წირს, ამასთანავე L წირი აჭ 
ოჯახის ყოველ წირს ეხება და ფიქსირებულ წირთან მისი შეხების 
წერტილი ერთადერთია. 

მაგალითად, განვიხილოთ (L--0)1+ყ2=#M? განტოლება, სადაც C 
არის პარამეტრი. ეს განტოლება ყოველი ფიქსირებული C-თვის გან- 

საზღვრავს წრეწირს, რომლის ცენტრი (C; 0) წერტილში მდებარეობს 

და რადიუსია #, ამიტომ ამ განტოლებით განსახღვრული წირთა ოჯა- 

· ხი იქნება ყველა იმ I"-რადიუსიან წრეწირთა სიმრავლე, რომელთა 
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„კენტრი 0X ღერძზე მდებარეობს. ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ამ 
ოჯახის მომვლებებეა ყ= # და ყ=--# წრფეები (ნახ. 54). 

  

  

    

„სა! შროოაევეისს ს 

"( ” #0 # აპ". 
ს M# MI “2 X# 7/% 

ნახ. 54 

დავუშვათ, რომ (13.1) განტოლებით განსახღვრულ წირთა ოჯაევს 

გააჩნია მომვლები და მისი განტოლებაა V#=დ (X), სადაც დ არის დი- 
ფერენცირებადი ფუნქცია. ვთქვათ /V (9, ყ) წერტილი მდებარეობს 
მომვლებხე. მომვლებიეს განსაზღვრების თანახმად, არსებობს მოცემუ- 
ლი ოჯახის წირი, რომელსაც აგრეთვე ეკუთვნის ,„M (+, ყ) წერტილი. 
აღნიშნული წირი თავის მხრივ განისაზღვრება (13.1) განტოლეზიდან 
C პარამეტრის რომელიმე მნიშვნელობისათვის. მსჯელობიდან გამომ- 
დინარეობს, რომ მომვლების ყოველ VM (X, ყ) წერტილს შეიძლება შე- 
ვუსაბამოთ C პარამეტრის რაიმე თ=0(X, ყ) მნიშვნელობა. რადგან 

M ( ყ) წერტილე ამასთან (13.1) განტოლებიდან პარამეტრის ამ 

მნიშვნელობით განსახღვრული წირის წერტილიცაა, ამიტომ შეგვიძ- 
ლია დავასკვნათ, რომ მომვლების წერტილები აკმაყოფილებენ გან- 
ტოლებას 

დVთ,ყ, C(X, ყ) ) = 0. (13.2) 

ვთქვათ 0 (Xჯ, /) დიფერენცირებადი ფუნქციაა რომლის დიფერენ- 

ციალი ყოველ წერტილშე განსხვავებულია ნულისაგან. გავაწარმოოთ 

(13.2) ტოლობა X ცვლადით. რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის 

თანახმად გვექნება: 

თ; + რჩე + დ / % სჯ 5) = 0. (13.3) 
მჯ მყ 

რადგან წირთა ოჯახის M (ი, ყ) წერტილში გამავალი წირისადმი 
ამავე წერტილში გავლებული მხების კუთხური კოეფიციენტი განისა- 

ზღვრება თ,+Cთ,-)'=0 ტოლობიდან (ვიგულისხმოთ, რომ ერთდრო- 

ულად რCთ,. და დ, ნული არ ხდება), ხოლო მომვლები #M LC, ყ) 
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წერტილში ეხება აღნიშნულ წირს, ამიტომ (13.3) განტოლებიდან მი- 

ვიღებთ 

დ, (+. ++) ჩაი 

ვინაიდან ძC(X, ყ)2-0, ამიტომ ––- + 2%. , მ '3- 0 „და უკანასკნე- 

ლი ტოლობიდან გვექნება 
დ; Cთ, ყ, 0 = 0. 

პმრიგად, გვაქვს 
დ(% ყ,; C) = 0, 
დ; (X, ყ, ო =90. 

(13.4) სისტემა წარმოადგენს მომვლების არსებობის აუცილებელ 
პირობას. ე. ი. თუ (13.1) ტოლობით განსაზღვრულ წირთა ოჯახს აქვს 

მომგლები, მაშინ იგე დააკმაყოფილებს (13.4) სისტემას. 
ვთქვათ მოცემულია /' (LV ყ, ყე)=0 დიფერენციალური განტოლე- 

ბა და C (X, ყ, 6=0 ინტეგრალურ წირთა ოჯახს აქვს მოშვლები, მა– 
შინ ცხადია ის იქნება მოცემული განტოლების განსაკუთრებული ამო- 
ნახსნი. 

ამრიგად, თუ 

(13.4) 

დ(X, ყ, C0ე =0, 
მთ (X, ყ, 0) _ 0 

ძC 

სისტემიდან გამოვრიცხავთ C პარამეტრს, ზოგიერთ შემთხვევაში მი- 
ვიღებთ განსაკუთრებულ ამონახსნს. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ V=2CX--0? წრფეთა ოჯახის მომვლები. 
ამოხსნა. გავაწარმოოთ აღებული განტოლება C პარამეტრით, 

გვექნება 2I---20=0, აქედან X=0. ამ და წინა განტოლებიდან მივი–- 

“ღებთ Vყ = X2, 
“შემოწმებით დავრწმუნდებით, რომ V=X2? პარაბოლა იქნება მოცე- 

მულ წოფეთა ოჯახის მომვლები. 

§ 14. მეტრიკული სივრცე. კუმშვითი 

ასასვის პრინციპი 

გახნხსაზღვრება 14.1. მეტრუკული სივრცე ეწოდება რაიმე 

ს-მრავლეს, რომელზედაც განსაზღვრულია მეტრიკა, ე. ი. ფუნქცია ი, 

რომელიც /: სიმრავლის ელემენტების ყოველ დალაგებულ LX, ყ) 
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წყვილს შეუსაბამებს არაუარყოფით ნამდვილ რიცხეს ისე; რომ შეს- 
რულებულია შემდეგი პირობები: 

1 0(C(X ყ) = 0(ყ, » 
2) ლ0(X,ყ) = 0<==>Xჯ=ყ, 
ვ). 0CL, 9) < 0 (X,2) + ი C, #), ნებისმიერი X, ყ, 266. 
მეტრიკული სივრცის მაგალითებია: ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე, 

რომელხედაც ი ფუნქცია განსაზღვრულია ტოლობით ი (X, ყ)= IX-–VI: 

M-განხომილებიანი ეკვლიდის კოორდინატული სივრცე 2”, თუ 

9 (X, ყ) = 76» (+, –- /აჩ. 
(=1 

განვიხილოთ (ი, ხ1 სეგმენტზე უწყვეტ ფუნქციათ· სიმრავლე 
C (თ, ხ). ეს სიმრავლე იქნება მეტრიკული სივრცე, თუ მასზე მეტრი- 

კას განვსაზღვრავთ ტოლობით 

ი(,ითფ = IმX |/0-–- “0. 
1CI0,ხ) 

! შევნიშნოთ, რომ მეტრიკული სივრცის ელემენტებს ზოგჯერ მეტ- 

რიკული სივრცის წერტილებს უწოდებენ. | 

განსაზ ღვრება 14.2: 8 მეტრიკული სივრცის წერტილთა 

(ა) მიმდევრობას ეწოდება კრებდი X#ჯ.Cს წქრტილისაკენ, თუ 

119. 0 (ი, X-) = 0 და ეს ფაქტი 'შემდეგნაირიდ ჩაიწერება 1100 X„=Xე ან 
ი-+ი ->% 
Xგ-> Xი. 

(ს) მიმდევრობას ეწოდება ფუნდამენტური, თუ ყოველი %>0 

რიცხვესათვის არსებობს #0>0 რიცხვი ისეთი, რომ I0XX,, Xთ) < %, 

როდესაც /1>წ0, #>710. : 

მეტრიკულ სივრცეს ეწოდება სრული, თუ ამ სივრცის ელემენტთა 

ხებისმიეირი ფუნდამენტური მიმდევრობა კრებადია მაგალითად, 

(0; 11 სიმრავლე ი (X, ყ)= |X–ყI მეტრიკით სრული მეტრიკული 

სივრცეა, ხოლო 10; 1( სიმრავლე იგივე მეტრიკით არ არის სრულია 

მეტრიკული სივრცე. ·მართლაც ამ სივრცეში L–I მიმდევრობა ფუზ- 
I 

დამენტურია, მაგრამ იგი არ არის კრებადი )0; 1, სივრცის არცერთი 

ელემენტისაკენ. 
ვთქვათ ნ –-– მეტრიკული სივრცეა. დავუშვათ / : 8-6 არის 

ასახვა (ფუნქცია) ნ მეტრიკული სივრცისა თავისთავში, 4 ასახვას 
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ეწოდება უწყვეტი Xი წერტილში, თუ ნებისმიერი (ჯ,) მიმდევრობი- 

სათვის, რომელიც კრებადია ჯე წერტილისაკენ, (4(X,)) მიმდევრობა 

კრებადია /! (Xი)–კენ. ე. ი. 

II9ი. (4 (X,) = #4 ( III) X,)ა =: 4 (X)). 
ჩ–>ძ9ე ი->00 

თუ 4 ასახვა უწყვეტია წ სივრცის ყოველ წე+ტილში, მაშინ მას 

ეწოდება უწყვეტ· ასახვა წ სივრცეში ან შემოკლებით უწყვეტ» 
ასახვა. | 

რ ასახვას ეწოდება კუმშვითი ასახვა, თუ არსებობს 0<0<1 რი- 

ცხვი ისეთი, რომ ნებისმიერი # ყC”წ წერტილებისათვ-ს მართებუ- 

ლია უტოლობა 
ი(40ე, 4(ყ)) <9იC, ყ). (14.1) 

ყოველი კუმშვითი ასახვა უწყვეტია. მართლაც, თუ 1101 Xგ = X, 
ჩ-“>% 

მაშინ (14.1)-ის თანახმად 

ი (4 (XV), 400)<ძ0Vთ,, X)->0, როცა წ-ი. ე. ი. 

III ,4(Xე) = 4 (X). 
ი->% 

Xი წერტილს ეწოდება /1 ასახვის უძრავი წერტილი, თუ -/1 (Xი) =Xი. 
თეორემა 14.1 (კუმშვითი ასახვის პრინციპი). ყოველ კუმშვით 

ასახვას, რომელიც განსაზღვრულია სრულ # მეტოროიკულ სივრცეში, 

გააჩნია უძრავი წერტილი და ამასთან მხოლოდ ერთი. 

დამტკიცება. ვთქვათ ჯაC# მეტრიკული სივრცის ნებისმიერი წერტი- 

ლია, დავუშვათ X, => / (Xე), X» = 4 (XI). ..., X, = 4 (X-- 1), .... ვაჩვენოთ, 
რომ (ჯე) მიმდევრობა ფუნდამენტურია, მართლიც, ვთქვათ /”! > MI, მაშინ 

ი (Xა, X) = 0(4 (Xი-)), 4 (Xს-I) )1 <0 0 (4 (წ-ი), #1 (XM-2) ) <> 

«. ი"ი (4 (Xი– ე), 4 (%ი– ვ) ) <-“·· დ. 0'ი (Xი, ა-ი) <. 

<0” L0 (Xე, XI) + 0 (CC, X) ++ ი(ხი-ი-ს Xი0-»)| <> 
1 

< ძ%0 (Xა, X.) L1--90--01+- «+ 0ო“M-1) --0% 0 (Xი, XI) 1-2 

რადგან 0<1, ამიტომ მიღებული უტოლობიდან გ)მომდენარეობს, 

რომ (X1 მიმდევრობა ფუნდამენტურია. რადგან სივრცე სრუ- 

ლია, ამიტომ +X,ჯ) მიმდევრობა იქნება კრებადი. ვთქვათ II9I Xგ=Xა. 
ილ 

იმის გამო, რომ / ასახვა უწყვეტია, გვექნება 

#4(Xე) = III „1(Xი) = III Xგ+, =” Xა- 
M#–>-9 M-–>0 

21, ს, თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ, მაჭარაშეილი ვი



ამრიგად, Xე არის „1 ასახვის უძრავი წერტილი, ვაჩვენოთ, რომ იგი 
ერთადერთია. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ არსებობს| ყე 6-6 
ისეთი, რომ ყ059-Xი და /! (V0ი)=Vყ/ი. მაშინ (14.1)-დან მივიღებთ 

0 (Xა, ყი) = 0 (4 (X)), 4 (წყა) ) <0 0 (2, ყი)· 

ეს უტოლობა შესრულდება მხოლოდ მაშინ, როდესაც 0 (Xი, V0) =0. 
მაგრამ რადგან X05-ყი, ამიტომ ი (Xი, V0)2-0. მივიღეთ წინააღმდეგო- 
ბა. ე. ი. უძრავი წერტილი ერთადერთია. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 15. პირველი რიბის დიფერენციალური განტოლების 

ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის 

დამტკიცება 

ვთქვათ მოცემულია განტოლება 

ყ' = /(X, Vყ), (15.1) 

სადაც | (ს, ყ) ფუნჭცია აკმაყოფილებს ამონახსნის არსებობისა და 
ერთადერთობის თეორემა 3.1-ის პირობებს რაიმე #) არეში. დავუშვათ 

(MX, ყიაCს. გეაჩვენოთ, რომ არსებობს (15.1) განტოლების ერთად- 

ერთი ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 

Vყ (Xი) = ყი. (15.2) 

განვიხილოთ განტოლება 

ჯ 

ყ (X) = ყა + II (L ყ (I))ი!. (15.3) 

%0 

ასეთი სახის განტოლებას ეწოდება ინტეგრალური განტოლება. 
(15.3) განტოლების ამონახსნ- რა:მე ინტეგრალში ეწოდება ყოველ 

ყ=Vყ (XV) ფუნქციას, რომლის ჩასმით (15.3) განტოლება გადაიქცევა 

იგივეობად ამ ინტერვალის ყოველი წერტილისათვის. 
ადვილია ჩვენება, რომ (15.3) განტოლება და (15.1) განტოლება 

V (Xი)= ყი საწყისი პირობეთ ერთმანეთის ეკვივალენტურია. 

განვიხილოთ (Xი, ყი) წერტილის შემცველი მართკუთხედი 

#=ლხსი–-0<X<X+0თ, ყა--–-ხ<ყ <V9 +ხ). 
მI 

თ და ხ რიცხვები შევარჩიოთ ისე, რომ #Cჩ. რადგან | და 9”



ფუნქციები ეწყვეტია ს არეზე, ხოლო 4C7# და 4 სემრავლე ჩაკეტი- 

ლია, ამიტომ / და 1 ფუნქციები 4 სიმრავლეშ,; -ქნებიან”ნ ბშემო- 
V 

სახღვრული. გთქვათ 

  

M= IიმX | / (XV, ყ)I, M= IიმX · 20294XI, 
(X, V)C 4 “თ, #)C 4 მყ 

დავუშვათ. . 
· 1 ხ 

0<8<VII40, –--, “ს, 15.4 < ი M XI (15.4) 

აღვნიშნოთ C (თ-თი თ=IX---ბ, Xი+ბ) სეგმენტზე უწყვეტ იმ 
ფუნქციათა სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფ«ლებენ პირობას |// (X)-- 

–- ყე | <- ხ ყოველი XჯCთ-თვის. 

C (თ) სიმრავლეზე შემოვიღოთ მეტრიკა შემდეგი ტოლობით: 

0 (წ დ) = IბX | (020 -–– წ 00) I. 
XCთ : ..-–- 

ს) 

მტკიცდება, რომ C (თ. არის სრული მეტრიკული სივრცე. 

განვიხილოთ C (თ) სივრცეზე განსახღვრული /' ასახვა, რომელიც 

განსაზღვრულია ტოლობით. 

ჯ 

ჩთ = + |ICV00)4, X6თ ყ6C (დ. 
Xი 

ვაჩვენოთ, რომ /: ასახვა არეს C (თ) სივრცის თავისთავში ასახვა 

მართლაც, თუ ყ6C(თ, მაშინ 

IMI/(01-–V1=1 IV. 9(0) (| < Mნ < #M 12 = ხ. 

Xი 

ე. ი. I (ყ)CC (თ). ამასთანავე, თუ IV), ყ»CC (თ), მ:ჰის 

ნთ) ჩსსთ1I=| |VC თ 0)-/6 თ) < 

XჯX 

'<<MI.|IV ი ითი <Mბ ია 16 0 – CI. 
.. XCთ 

X0



ამ უტოლობიდან გვაქეს 

1IმXჯ | ჩ IV (ი9)–– ” I/ე00 )I <M8§ წიმX | V) (0) –– 9: (01, 
XC0თ XCთ 

ანუ 

0(” (ყ)) –– ”(ყ.))<V 80 CV, V.), (15.5) 

რადგან M#ს<M--– =1, ამიტომ (15.5) უტოლობიდან გამომდინა- 

რეობს, რომ #/ არის კუმშვ-თი..ას.ხვ. თეოლღემა 14.1--ას თანახმად, 

არსებობს ერთადერთი ფუნქცია V6C(თ) იპეთი, რომ /# (#V) =ყ. ანუ 

ჯ 

ყ (X) = ი+ | (0, ყ (ე 1ი, ყოველი » 6 თ-თეის., რადგან (15.3) 

%ი 
განტოლება და (15.1) განტოლება V (Xი) = /ი საწყისი პირობით ერთ- 
მანეთის ეკვივალენტურია, ამ-ტომ (15.1) განტოლებასაც6 გააჩნია 

IIი--ბ, X+ ბ) სეგმენტზე განსაზღვრული ერთადერთი ამონახსნი, 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას V (ჯი) =Vყი. 

ამრიგად, კოშის თეორემა დამტკ-ცებულია. 

უნდა აღინიშნოს, რომ ჩვენ არა მარტო დავამტკიცეთ კოI'მის თეო- 
რემა, არამედ ვიპოვეთ ის უმცირესი ინტერვალი, რომელშიც V=V (X) 

ფუნქცია არის კოშის ამოცანის ამონახსნი, 

§ 10. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების 

მიახლოებითი ამოხსნა 

ვთქვათ მოცემულია დიფერენციალური განტოლება 

მყ. =/(X ყ). (16.1) 

ძჯ 

ვიგულისხმოთ, რომ | (X, ყ) ფუნქცია (Xი, V-0) წერტილის მიდამო- 

შე აკმაყოფილებს არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის პირო- 

ბებს. ამ თეორემის ძალით არსებობს (Xი--ბ, XX+ბ) სეგმენტი და ამ 

სეგმენტზე განსაზღვრული, (16.1) განტოლების ერთადერთი ამონახ- 

სნი ყ (9), რომელიც დააკმაყოფილებს ყ (X0ი) = ყი საწყის პირობას. 

ვთქვათ, მოითხოვება ვიპოვოთ V (0)-ს მიახლოებითი მნიშვნელობა, 

სადაც გარკვე ულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ ჯXი-<C=Xჯი+ბ. დავა- 
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ნაწილოთ LXი, 0) სეგმენტი 1 ტოლ ნაწილად წერტილებით X0, „VI... 

. Xე=C6. სხვაობას X,4) ––- X, = ს ((=0, 1,..., #-–– 1) ეწოდება გა- 
მოთვლის ბიჯი. X, წერტილზე ამონახსნის მიახლოებითი მნიშენელობა აღ: 

ვაიშნოთ ყ/. 

1. ეილერის მეთოდი, ეილერის მეთოდი საშუალებას გვაძლევს ვი– 

პოვოთ ამონახსნისს მიახლოებითი მნიშვნელობა ნებისმიერი სი- 

ზუსტით. 

IXი, X,) სეგმენტზე (16.1) განტოლების ნაცვლად განვიხილოთ 

ყი (X) = I(Xთ ყი) (Xი <- X<-X)) 

განტოლება, ყე (Xე) = ყყყ საწყისი პირობით. ამ ამო კანის ამონახ- 

სნია 

ყი (X) = ყა -L წ (%ი, (ი) (X–– Xა) (16.2 

ეს წრფივი ფუნქცია მივიღოთ (16.1) განტოლების მიახლოებით 

„ამონახს5ად IX«ი, X)) სეგმენტზე. გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, რომ 

IXი, XI) სეგმენტზე საძებნი ინტეგრალური წირი შევცვალოთ ამ წირი- 

აას #Mი (Xი, ყი, წერტილში გავლებული მხები“ მონაკვეთით 
(ნახ. 55). 

    

ყ| Mვ 
. M4 ს -1–. 

«2 | 

„M | | | 

””" 
90 | XII ყ;! სს! , 

ს. I I | – 
0 X9 XI XV Xვ ჯ 

ნახ. 55 

(16.2) ტოლობიდან გვაქვს 

ყI = ყი (X,) == Vი + ჩI (XI ხი), 
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IX. X.1 სეგმენტზე (16.1) განტოლების ნაცვლად განვიხილოთ 

ყი (X) = წ(X, ყა (X <: X<-: XI) 

განტოლება, V/, (X,) = V, საწყისი პირობით. ამ,ამოცანის ამონახსნებია 

ყი (X) == ყე + | (X), Vყ:) (X –– XI). (16.3) 

ეს წრფივი ფუნქცია მივიღოთ (16.1) განტოლების მიახლოებით 
ამონახსნად IX, XI) სეგმენტზე. გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, რომ 
IV, XI სეგმენტზე საძებნი ინტეგრალური წირე შევცვალეთ იმ წრფის 

მონაკვეთით, რომელიც გადის. VI (V. ყა) წერტილზე და რომლის 

კუთხური კოეფ-ციეენტია / (+, VI). 
(16.3) ტოლობიდან გვაქვს 

ხყა-==I/ი (Xა) = VI -I- LI (Xს. ყ)). 

გავაგრძელოთ ეს პროცესი. თუ ამონახსნის მიახლოებითი მნიშვნე–- 

ლობებ7 #), ყ»..., ს გამოთვლილია, მაშინ IX, XL+)) სეგმენტზე 
(16.1)-ის ნაცვლად განვიხილოთ 

ყი = | (Xს ყი) (X# <ა X <. XსI+)) 

განტოლება,V ყე (X,) =.#ჯ საწყისი პირობით. ამ ამოცანის ამონახსნი 

ყი (+) = ს» + ! (XV, (775) (X–-X%) (16.4) 

მივიღოთ (16.1) განტოლების ამონახსნის მიახლოებით მნიშვნელობად 

IMXს XI+I) სეგმენტზე. 
(16.4)-დან გვაჟვს 

ყM-L. = ყი (X,) = Vყს + I(Mს ყI)# (ჩ#= 1, 2,..,ჩწჩ-–1) (16.5) 

(16.5) ფორმულით ამონახსნის მიახლოებითი მნიშვნელობათა 

ცხრილის აგების მეთოდს ეილერის მეთოდი ეწოდება. 

(16.4) ტოლობეთ განსახღვრულ ყV,„(») ფუნქციას, რომელიც გან- 

სახღვრულია ILVი, C) სეგმენტზე ეწოდება „ეილერის ტეხილი“; ამ– 

რიგად : 
ყ(0 = ყა = ყი-1+ /(Xი-), Mი-)) ჩ. 
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ჟუილერის ტეხილი გეომეტრეულად შემდეგნაირად შეიძლება აღ- 

გოს: ავიღოთ 0Xჯ ღერძზე პოლუსი # (––1, 0) და შემდეგ ორდინატთა 

ღერძზე გაღავზომოთ 0/4, = / (ს VI.) (#=0, 1,...) მონაკვეთები (ნახ, 56), 

' M 
M, ” 

# Mი.( 

, ? თად I) 

4ი (99 Iყ/ (39 „ჰი « ჰი 
I 

I 
+ LI - > 

X 

I 

იC4,0)+09 #ტ, Xი XI +2 Xი-   
ნახ, 56 

ცხადია,ა #4, სხივის C0ს ღერძთან დახრის კუთხის ტანგენსი 

| (ხა ყეკს ტოლი იქნება. ამის შემდეგ VI წერტელზე გავავლოთ 

ჩ/4ე სხივის პარალელური VI0CM წრფე X=X, წრფესთან გადაკვეთამ- 

დე. გადაკვეთის #, (XI, V,) წერტილზე გავავლოთ #74, სხივის პარა- 

ლელური #IIV, წრფე X=X-» წრფესთან გადაკვეთამდე და ეს პრო- 

ცესი გავაგრძელოთ. 

მართებულია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 16.1. ვთქვათ, ”(V, ყე ფუნქცია უწყვეტია /2= 

=LI X-XI <0, IV –– ყი|I <-01 კვადრატში და 

  

_0!. 
<. VI, 

IV მყ 

ძI მ! CL |--II-“L <> VM, 
ძX მX "შე 1< 3   

"მაშინ ეილერის მეთოდის ცდომ-ლება შეიძლება შეფასდეს უტო- 

ლობით 

I/თა–“I<41- (0 +Mბ-1 1) < 91 თ-ს. (06.6) 

აა?



ამრიგად, არსებობის თეორემის პირობებში, ტუილერის ტეხილთა 

(ყი (X) მიმდევრობა IX, C) სეგმენტზე, როცა M->22: თანაბრად 

კრებადია (16.1) განტოლების ჭეშმარიტი ამონახსნისაკენ.. 

მენიშვნა 1. ეილერის მეთოდი გა:ოთვლების ჩატარების 

თვალსახრისეთ მარტივია, მაგრამ, როგორც (16.6) უტოლობიდან ჩანს, 

მისი ნაშთითი წევრი #-ის მიმართ პირველი რიგისაა, ამის გამო სასურ- 

ველი სიზუსტის მისაღწევად საჭიროა მცირე ჩ-ის შერჩევა, რაც, თა- 

ვის მხრივ, იწვევს გამოთვლებისათვის საჭირო დროის გაზოდას. 

შენიშვნა 2. როდესაც საჭიროა ამონახსნის მიახლოებითა 

მხიშვნელობ-ს გამოთვლა რაიმე C წერტილში 6 სიზუსტით, პრაქტი- 

კულად უნდა მოვიქცეთ შემდეგნაირად: 
გამოვთვალოთ V (C-ს მიახლოებითი V (0) მნიშვნელობა #=0–-% 

ბიჯით, ე. ი. | 

V(0 = ყი + MI (CXი, ყი) 

ყ" (00) იყოს V(0)-ს მიახლოებითი მისიშვნელობა გამოთვლილი ჰ ლოე ვხელ გ ვლილ 

ჩ C–-X | 
I = == = 

2 2 
  ბიჯით, ე. ი. 

ყ” (0 = ყ, + ს IV ყ.), 

სადაც 

I ჩ... 
X) = Xგ -L > ს) ყIოI=9ყ9-+ ი. I (Mი, Vი)- 

მტკიცდება, რომ, თუ 

I ”რ0–4ძრ! <5, (16.7) 

მაშინ ყ” (0) არის V(0)-ს მიახლოებითი მნიშვნელობა 8 სიზუსტით. 

· თუ (16.7) უტოლობა არ შესრულდება, მაშინ ზემოთ: მოყვანილ 

პროცესს ჩავატარებთ IX,, 0) სეგმენტისათვის ისე, რომ საწყისი 

(Xი, /ი) წერტილის ·.როლში ავიღებთ (X,, ყ)") წერტილს. ამ პროცესს 

გავაგრძელებთ მანამ, სანამ” არ შესრულდება (16.7) პირობა,



ვილერის მეთოდის ბლოკ-სქემა 

- 
, 

' / X0, ყი, 

  

აC 
_62 / 

  

" 
" 

§
C
 

წ 

  

  

# 52 #(ი,9) 
  

=8- 
      

#-6- 
#M,=V:# 

V § ყ+4ტ/2 
  

წ     
X52X·+·ჩ/9 
  

I 
  

ჩნ =#(Xჯ,V) 
  

I 
    ჰ2=Vყ+4#/ 6ნ/2     

ყ2 - VV/ 

#5 8 
LI/, 

  

"ჩყ 

    
ს #=#/2 
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ებლერის შეთოდის პროგრამა ბეისიკის ენა%ზე 
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ც0ნნM /Lნ : : §0L 001ნ6V0I #5 LILC ++ 1 

ხIMI 9-1, ' ნნ90I68IC აIქდდხხნ9IIVIVMI680L0 
Vნ#ტ88ნ8M9%' კ 
ხიIსI 9 1,' M6107I0CM 39MXI60/ 
ნსიIML ' 3#/Iტ901C 0#8V#ტIნხ80C X0= ';XIMნ0I X0 
ხიIMI /3ტ)ტ01სC I#9ტII6II0C V0 = ”;სIMCVI V0 
ხიIMI 41 , 'XIICდ. XV. -IMC; 
ხდIMX 9-1, 149047600 C. X7CII08IM6 VCრ X0; 'I=”V0 
ნიIMI I0990C1Iსნ 86I9I1CIIC8IM/9 8=/;IMნVI 8 
ისIMIX ? IIIV C =!; ს IMნ0X CI=X--X0 
X = X0XV=V0 
ც05V8 1000 
#=L + II V1=V+-ტსV=V #7 2 
X=X+Iს,72 60508 1000 V2=V-LC 'I,72 
II #85 (V2--VI),/15<6 18C6M V=V2 6010 150 
I=I1,2+6010 110 
ხიIMI 4-1, /01861: VC; C, 7) =:1V 6010 2000 

L =I (X, V) 
სნI0M 
სM0ი 

ეილეირს მეთოდის პროგრამა ფორტრანის ენაზე 

1 

2 

წი0CIL#M. ნ6ILCIბ 

სIIIMI +, 'იჩესნსმი0 IIდდსისIIII1ტ6II6ICI0 

Vნ08IILIIIIი9I ” 

ჩისIMXI , , ” M610XI0CM 59MIIC6ჩ! 

MIVნს 1 

ნ0CM0#6X (2X/, 849800910 39040698CIIV0IC X0=”#) 

#ტ8CCCI „ . X0 

IVIL, 2 

ნ00M#ტX (2X, !' Iტ9ყტიუნსისნ 384869696 V0 =”, 99) 

»CCCI ., V0 

IVILL 3



3 ნ0LM#ტ1 (2X, 7 10990C1ს 80IMIMICIIნMI9 6 _ ', ჯა). 
#CCCნI ., C · 
MIVნL, 4 

:4 L00M#1 (2X' IIII9I C='I, #) 
#ტCC6ნ66ნ61 ა , C 
LI=C--X0 

X=X0 

V=V0 ; 
202 #=L (X, V).II 

V1=V+2# 

V-=V-L#,72. 
X=X-LII,772. 
V2=V-+LXVX, V) « I),72. 
IL CM#8% (VX2--V1),715. LI. 6) 6010 10 
ILI=II,77/2. 
C0IC 20 

10 IXIXIMI 2, C, V2 ; 
2 LI0C0CM#1+1 (2X, V (,, L8. 5, ”)=', L8, 5) 

51006 

LMნC 
LLIMCII0M L (V, V) 

L==I (ს, V) 

: LLC I VIM 
: M0 

9. რუნგე-კუტას მეთოდი. რუნგე-კუტას მეთოდისათვის, ისევე რო- 

გორც ეილერის მეთოდის შემთხვევაში, ყე მიახლოებითი მნიშე– 

ხელობის · გამოთვლა ხდება უკვე გამოთვლილი ყ, მიახლოებითი 

მნიშვნელობის საშუალებით შემდეგი ფორმულის საფუძველზე 

ყ,)+.=სყ,+ --IVIი + 2#9 -L 2 #9 + /C9 1, 1=0, 1, 2, ... (16.8) 

სადაც 
II9 =ჩICი V,), 

ჩ ი 
#0-ჩI(X + 2: ყ, 4-) , 

' ' ი 

Mხ-MI(=+ 4, #+ 4-), 
+ 2 2 

LI) = ჩI (X, + IM, ყ, + ML). 

 



მტკიცდება, რომ, თუ I (ს, ყ) ფუნქც-ას განსახილველ არეში აქეს 

უწყვეტი კერძო წარმოებულები მეხუთე რიგამდე ჩათვლით, მაში§ 

რუნგე-კუტას მეთოდის ცდომილებას აქვს #5-ის რიგი. 

შენიშვნა 1, ისევე, როგორც ეილერის მეთოდის შემთხვევაში 

რუნგე-კუტას მეთოდისათვის ცდომილების შესაფასებლად გვაქვს 

“ო0-ყ( Iყრ–ყ'რ|<-4+460-- #60), 

სადაც Vყ(თ) არის V(0)ს მიახლოებითი მნიშვნელობა გამოთვლილი 

ხლ=6C–-%ე ბიჯით, ხოლო V" (0) კი –– მიახლოებითი მნიშვნელობა გა– 

მოთვლილი /= + = - ლ. ბიჯით, 

  

შენიშვნა 2. (16.9) ფორმულიდან /ჯ=0-თვის გვაქვს 

, 1 
ყ (X, + I) –– ყი => %. IMII-L 2 ML) -L 2 XV) -L /C)I.. (16.9) 

თუ | (X ყ) ფუნქცია არ არის დამოკიდებული VყV ცვლადზე, ე. ი. 

1 (X, ყ)=|I (X), მაშინ (16.90) ფორმულა მიიღებს სახეს 

#თC4+/)–#% = + ICI +4/(%+ +)+Iთ+# |. 

ეს ფორმულა შეიძლება მივიღოთ განსაზღდვრული ინტეგრალის 

მიახლოებითი გამოთვლის სიმპსონის ფორმულის „გამოყენებითაც. 

მართლაც (16.1) ტოლობიდან საწყასი პირობის გათვალისწინებით 

გვაქვს 

7ი:1+M Xი-L+ჩ 

#C +) – წ, = | V/00ძ+= II (XV) ძX= 
%0 %X9 

_ 1/თ4 ლ -L -II (ე) -L 4) («+ + )+/%+M I 
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რუნგე-კუტას მეთოდის ბლოკ-სქემა 
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§ 17. პირველი რიბის დიფერენციალური განტოლების გამოქენება 

სოგიერთი ამოცანის ამოხსნაში 

ამ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ ამოცანებს, რომლებიც ამოიხს- 
ხებიან პირველი რიგის დიფერენცეალურ· განტოლებების გამოყე–- 

ნებით. 
ქვემოთ, მსჯელობის შემოკლების მ-სნით, ზოგიერთი ამოცანის 

ამოხსნის პროცესში მიღებული დიფერენციალური განტოლების შე- 

სახებ ჩვენ აღვნიშნავთ მის ტიპს, ხოლო ამონახსნს მოვიყვანთ პირ- 
დაპირ, გამოყვანის გარეშე. 

1. რეაქტიული მოძრაობა. ვთქვათ დროის / მომენტში მატერია- 

ლურე წერტილის მასა არის #7, ხოლო სიჩქარე 0. დავუშვათ ტჯ 

დროის განმავლობაში მას უერთდება ტ/! მასის მქონე ნაწილაკები, 

რომელთა სიჩქარეა ი. დროის (+// მომენტში მატერიალურ წერ- 
ტილს მასთან მიერთებულ ნაწ-ლაკებთან ერთად ექნება + /#/1! მასა 

და ა +L+#ტც სიჩქარე. ცხადია, მთლიანად სისტემის იმპულსის (მოძრა- 

ობის რაოდენობის) ცვლილება #/ დოოში იქნება 

ტი = 0 (( + MM) ==, (0) = (II -L #1) (მ + ტთ)––(იI0 + #/./) => 

= ი1 #0 -L დ--#) MI + #ტი . (17.1) 

დავუშვათ, რომ მასა, ისევე როგორც სიჩქარე, არის დრო-ს დიფე- 

რენცირებადი ფუნქცია. გავყოთ (17.1) განტოლების ორივე მხარე 

რზე „და გადავიღეთ ზღვარზე, როდესაც >XI->+0. თუ გავითვალისწი– 

ნებთ, რომ 

  

. /"/I2· /MV 
III. =0 
460 # 

მივიღებთ 

ძი ძი 65 ა. (MI 
–“. . ==“ ა  (0-–- /)-––––. მ ” 7 L ( ქ 

როგორც ფიზიკის კურსედან არაუს ცნობილი, „იმპულსის ცვლილე- 

ბის სიჩქარე+ სხეულზე მოქმედი ძალების # ტოლქმედის ტოლია, 
ძე 
თ! 
  ე. ი, = # და განტოდება მიიღებს სახეს: 

ძი – –- ძ/. – 
–-: –/”V = #, 17.2 1 7 =6. ა) 7 ( ) 

22, ს, თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშეილი ვვ7 

 



(17.2) განტოლებას ეწოდება მეშერსკის” განტოლება. იგე წარმოად- 

გენს მექანიკის ერთ-ერთე ძერითადი კანონის, ნიუტონის მეორე კანო- 
ნის განზოგადოებას ცვლადე მასის მქონე სხეულის შემთხვევაში. მარ- 

თლაც, თუ #1= 00)15L, მაშინ “ =0 და (17.2) განტოლებიდან მი- 

მივიტებთ ნიუტონის II კანონს 
ძე 

=. 
ძ! 

I 

აღვნეშნოთ ი-- მ = M ცხადია ი იქნება მატერიალურ წერ- 

ტილთან შეერთებულ ნაწილაკებეს ფარდობითი სიჩქარე მატერეალე- 

რი წერტ-ლის მიმართ. ამ აღნიშვნით მეშერსკის განტოლება მიიღებს 

სახეს: 

– ძ/ 

ძ 
///) ჩ + ძე   6CX _ (17.3) 

ძ 

სიდიდეს რი ეწოდება რეაქტიულა ძალა და აღინიშნება 

ს-ით. ამრიგად, 

ძი – 
წს =# -+C #. (17.4) 

ძ 

როგორც (17.4) განტოლებ-და5 ჩანს, მატერიალურ წერტილს შე- 

უძლია მოძრაობა მაშინაც, როდესაც /=0. ამ შემთხვევაში 

აქს – =#. 
"ი 
  

რეაქტიული ძალის მოდული 

ძI 

IMI= –;     
ძი 

  

მასის ცვლილების და მიერთებული (ან მოცილებული) ნაწი– 
    

ლაკების ფარდობითი (| სიჩქარის მოდულის ნამრავლის ტოლია. 

· ა. მეშერსკი (1859--1935) –- საბჭოთა მექანიკოსი, 
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ამოცანა 1. (ც-ოლკოვსკის" ამოცანა სიცარიელეში რაკეტის 

მოძრაობაზე). ვთქვათ საწყისი /”IIიე მასის მქონე რაკეტა მოძრაობს 

წრფივად საქშენიდან გამოტყორცნილი გაზეს მოქმედებით. (რაკეტის 
მასის ცვლილების კანონია /1= #1 (/) ) დავუშვათ გამოტყორცნილი გა- 

ზის ფარდობითი სიჩქარე რაკეტის მიმართ არის (0 და მიმართულია 

რაკეტის მოძრაობის საწინააღმდეგოდ. ვიპოვოთ რაკეტის მოძრაობის 

განტოლება, თუ რაკეტის საწყისი სიჩქარეა ჯა. სიმპ-8-ს ძალისა და 

წინააღმდეგობის ძალების მოქმედება უგულვებელვყოთ. 
ამოხსნა. თუ ვისარგებლებთ მე'მერსკის (17.3) განტოლებით და 

მას დავაგეგმილებთ 0Xჯ ღერძზე, რომელიც მიმართულია რაკეტის სა- 

წყისი სიჩქარის მიმართულებით, მივიღებთ დ:ფერენციალურ განტო- 

ლებას 

ძი ძ/1 
ეე (17.5 

ა თ! ძ! ) 

(17.5) განტოლებაში ცვლადების განცალებით მივიღებთ 

ძი = -–M ძი .· 1 
I 

აქედან 

შ = –– Iე II /I +C0. 

C მუდმივს ვიპოვით საწყისი პირობებიდან დ = ში, /!I =III0, როცა 1=0. 

ბვექნება C= ((0 111 /110 -++ ში და ამიტომ 

= ILე III 79%. –+- შე. (17.6) 
I" 

რადგან უ= “> , მივიღებთ 

ძX M 
-–“. =/ე1ი 5 -+ ჯე. 
ძ!/ 9 / ი 

აქედან 

! 

0 #=4M (ი ერი ძი + თ (17.7) 
((/) 

0 

(17.6) ფორმულიდან ჩანს, რომ რაკეტის სიჩქარე დროის რაიმე : 
მომენტში არ არის დამოკიდებული რაკეტის მასის ცვლილების კანონ– 

· კ, ციოლკოვსკი (1857-–-1935) –– გამოჩენილი საბჭოთა მეცნიერი, თანამედ- 

როვე კოსმონავტიკის ფუძემდებელი. 

კვე



ზე, არამედ დამოკიდებულია რაკეტის საწყისი მასის ფარდობაზე რა- 
კეტის ჭჰასასთან დროის ( მომენტშ:, რაკეტის საწყის სიჩქარეზე და 
გამოტყორცნილი გაზების ფარდობით სიჩქარეზე. რაც შეეხება რაკე- 
ტის მდებარეობას დროის ( მომენტში იგი დამოკიდებულია რაკეტის 
მასის ცვლილების ხასიათზე, კერძოდ, თუ რაკეტის მასა იცვლება ექს- 

პონენციალურად, ე. ი. /1==/1ე 6““», სადაც #= 001151, #>0, (17.7) გან- 

ტოლებიდან მივიღებთ 

1 ჯ 

  

2X == | Iი მში « -L ში 1 = ში”- | %+ ხი”, 
ზე 6” ' 

0 0 

სა: დანაც 

– 
ამოცანა 2 (ციოლკოვსკის ამოცანა რაკეტის მოძრაობის შე- 

სახებ, როდესაც მასზე მოქმედებს სემძიმეს ძალა). ვთქვათ 770 საწყი- 
სე მასის მქონე რაკეტა მოძრაობ) ვერტიკალურად ზევით, რაკეტის 
მასა როგორც დროის ფუნქცია იცვლება კანონით //! =//! (I). გამო- 

ტყორცნილე გაზების ფარდობეთი სიჩქარე მუდმივია და (ი-ის ტო- 

ლეა, ვიპოვოთ რაკეტის მოძრაობის განტოლება, თუ მესი საწყისი 

სიჩქარეა თი და მასზე მოქმედებს სიმძიმის ძალა. 
ამოხსნა. მივმართოთ 0ჯ ღერძი ვერტიკალურად ზევით. მაშინ 

მეშერსკის (17.3) განტოლების მასზე დაგეგმილებით მივიღებთ დიფე- 

რენციალურ განტოლებას (გავითვალისწინოთ, რომ M=V/ (ჩ თ: 

თ (0 ლ=2 = –– ყოი(0)–- ია (0. (17.8) 

ცვლადთა განცალებით მივიღებთ 

#0, ძილ= -–-წყიI ყე“ ძ/ 
წ ა MI! (1) / 

აქედან გვაქვს 
ე0= –- I -–V9ეI1 (0 + C. 

როდესაც 7=9, მაშინ /1=710, ხოლო წყ =Vი. ამიტომ C=0V(0 III /0+ 

+ლი და მივიღებთ 

ე=-–-0თ+V0ი0   /7% 

I (1) 
“+ % 
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რადგან ი= 4, უკანასკნელი განტოლება შეგვიძლია ჩავწე- 

«ოთ შემდეგი სახით 

  

  

ძჯ = |– 6! + ყMე1ი 79% + | ძ/. 
/I1 (7) 

აქედან ინტეგრებით მივიღებთ 

: ( 

»ჯ=- 9 1 % | იი ქი + ძა! + CI. 
2 I (+) 

რადგან, როდესაც 1=0, მაშინ X=0, მივიღებთ C|=90 და გვექნება 

გ 1 

X=- გ! +4 IV #რ% ძ +. ში. (17.9)     

/1 (+) 

(17.9) განტოლებიდან, იმ შემთხვევაში როდესაც რაკეტის მასა 

აცვლება ექსპონენციალური კანონით #M?=/Iე 6“ (# = 0005, #>>0), 

გამომდინარეობს 

_ Iე#+#-წ 

  

/ბ -L შემ. (17.10) 

ამ შემთხვევაში 

ი = (ყე#-–– ფ1+V' (17.11) 

როგორც ამ განტოლებიდან ჩანს, თუ V672.--#6 <0, მაშინ დოოის 

(/= –- % > მომენტში რაკეტის სეჩქარე გახდება ნულის ტოლი. 

§ -- (რი 
დროის ამ მომენტისათვის რაკეტა მიაღწევს მაქსიმალურ სიმაღლეს 

_- 9 _ 
რთ -” 2(6-–-Mა2). · 

ვიპოვოთ რაკეტის სიჩქარე და ასვლის მაქსიმალური სიმაღლე 

დროის იმ #, მომენტისათვის, როდესაც რაკეტის საწვავი მთლიანად 

დაიწვება. (17.10) და (17.11) განტოლებების თანახმად, როდესა, 

L=1, გვექნება 
8, –– 

X- = X (1) = 9-8 7: + თხა 

მს = 0(/,) = (I-– წ) 4, + შე. 
8%L



საწვავის გამოლევის შემდეგ რაკეტა სრულ გაჩერებამდე გაივლის 
მანძილს 

  

2დ 

რაკეტის მაქსიმალური დაშორება დედამიწის ზედაპირიდან იქნება 

2 

%ღოგჯ ““ XI +5ი,.» = 2 + X_ჯ- 

თუ V-ს და X-ს გამოვსახავთ ((,, # და 1„-ს საშუალებით, მივიღებთ: 

მ (I ს –– 
%თეჯ “ლ 5 + 40 (% თ (ს + ბ.ბ 

წ 2წ 

_ MM ში. #. 

2, ჭურჭლიდან სითხის გამოდინება. ამოცანა. ვთქვათ §=45 (II) 
წარმოადგენს რაიმე ჭურჭლის განივკვეთის ფართობს სადაც # არის 
მანძილი ფსკერიდან ამ განივკვეთამდე. დავუშვათ ჭურჭელში ასხია 
სითხე, რომლის სიმაღლეა //ი. ვიპოვოთ დრო, რომლის განმავლობა- 

შიც სითხის სიმაღლე შემცირდება IIი-დან I-“I-მდე, ჭურჭლის ფსკერხე 
მოთავსებული ონკანის გაღების შემდეგ, თუ ონკანის განივკვეთის 
ფართობია თ. განვსახღვროთ ჭურჭლის მთლიანად დაცლისათვის სა- 
პირო დრო. ჩავთვალოთ, რომ ჭურჭელში სითხ-ს მოცულობის ცვლი- 

ლების სიჩქარე შ =9 (II), როგორც სითხის სიმაღლის ფუნქცია, ცხო- 

ბილია. 
ამოხსნა. ვთქვათ სითხის სიმაღლე დროის / მომენტში ჭურ- 

ჭელში არის ჩ. სითხის მოცულობა ძდ:, რომელიც დროის / მომენტი- 
დან (+ძ/ მომენტამდე გამოვიდა” ონკანიდან, შეიძლება გამოვთვალოთ 
როგორც ცილინდრის მოცულობა, რომლის სიმაღლეა ფ (/I) თI( და ფუ- 
ძის ფართობია თ. ე. ი. 

ძე = C)შ (MI) ძI, 

იგივე მოცულობა შეგვიძლია გამოგთვალოთ სხვაგვარად. ჭურჭლი- 

დან სითხის გამოდინების გამო მისი სიმაღლე # შემცირდება თ/! სიდი- 
დით და ამიტომ ძ0=-–-§ (/I) (I, (მინუსი აიღება იმის გამო, რომ 
ძ#<0) თუ გავუტოლებთ «ე-ს' მიღებულ გამოსახულებებს, მივიღებთ 
დიფერენციალურ განტოლებას 

თ (/1) ძ( = –– 5 (I)) ძჩ. (17.12) 

აქედან 

5(I) 

თი (I) 
  

3:2



საიდანაც 

”/ 

(=- (<> ძს- 1. თ. ძს. 
თი ) „(VI კ ირ 
7 

ჭურჭლის მთლიანად დაცლის დროს  მევიღებთ, თუ ამ განტოლე- 
ბაში ჩავსვამთ 77 =0. ე· ი. 

M, ი 

»- 1. || §() კი, 
თ 1 V(,) 

0 
თუ ონკანის განივკვეთი მცირეა, მაშინ ტორიჩელის" ფორმულის 

ძალით უ= V 29 , სადაც წ არეს თავისუფალი ვარდნის აჩქარება, 

# კა ცდის შედეგად მიღებული კოეფიციენტია, რომელიც დამოკიდე– 
ბულია სითხის გვარობაზე. ამ შემთხვევაში ჩვენს მიერ მეღებულ 

ფორმულებს ექნებათ სახე 

  

#. უა 
  ძI!. (17.13)   

  

§ ”» 
ძ, = 

ყლ 78 26 322 თ/ 7, 
განვიხილოთ ი მიღებული ფორმულები გოგიერთ კონკრეტულ შემთხეე- 
გაში. 

მემთხვევა 1. ვერტიკალური ღერძის მქონე ცილინდრის 
ფორმის ჭურჯელი, რომლის ფუძის რადიუსია #1 და სიმაღლე /7, გავ– 

სებულია წყლით. გამოვთვალოთ დრო, რომელიც საჭიროა ჭურჭლის 
დასაცლელად, თუ მის ფსკერზე მოთავსებული წრიული ხვრელის რა- 

დიუსი, საიდანაც სითხე გამოედინება, არის ”. 
ამ შემთხვევაში ჭურჭლის განივკვეთის ფართობი § (0) მუდმივია 

და ტოლია X/?22-ის, ხოლო ონკანის (ხვრელის) განივკვეთის ფართო- 

ბია 72. ამიტომ (17.13)-ის მეორე ფორმულის ძალით მივიღებთ 

  

წ 

1 დ #2? 2 „-- 2სV9I 
7? – = –ძს = ღ_--- 

თსV2” ) VM·M X/2IსI V2C ს! V2წ 
0 

კერძოდ, თუ IX=1 მ, /I=1,5 მ, (=0,05 მ და IL=0,62 (I-ს მნიშე– 
ხელობა წყლისათვის), გვექნება 7-–>356 წმ=5 წთ და 56 წმ. 

შემთხვევა 2. გამოვთვალოთ ნავთით სავსე „ცილინდრული 
ცისტერნის დაცლისათვის საჭირო დრო, თუ მისი სიგრძეა L, ხოლო 

?. ე. ტორიჩელი (1608--1647) –– იტალიელი ფიზიკოსი, 

ვ43



დიაშეტ<ი ძ, თუ წავთი გამოედინება ცისტერნის ფსკერზე მოთავსე- 
ბული ხვრელიდან, რომლის განივკვეთის ფართობია თ (ნახ. 57). 

  

  

ნახ. 57 

ცისტერნეს განივკვეთის ფართობი § (I) მასში ჩასხმული ნავთის 
ზედაპირის გასწვრივ გამოითვლება ფორმულით 

§ (II) => 2XL = 2I, VII" –– (M –– #)1=2LსV(ძ–-)ჩ . 
ამიტომ 

ძ 

„ _ # (არებბ _ 4L/V 
ააეღჯ ვთIL V 2C 

0 

კერძოდ, როდესაც =12 მ, (=2,6 მ, თ=0,01 მ? და IL=0,6 (II-ს 

მნიშვნელობა 'ნავთისათვის) მივიღებთ 1 C>2520 წმ=42 წთ. 

შემთხვევა 3, ვიპოვოთ წყლით სავ– 
სე კონუსური ჭურჭლის დაცლის: დრო, თუ 
მ-სი ზედა ფუძის დიამეტრია ძ,, ქვედა ფუ- 
ძისა ი: და მასში სითხე გამოედინება ქვედა 

ფუძეშა მოთავსებული წრიული ხვრელიდან, 
ნახ. 58 რომლის დიამეტრია « (ნახ. 58). 

კონუსის ჰორეზონტალური კვეთის ფართობი იქნება, 

  

M# 12 
ს)=-–) ძძ+-თ – ძე) -“-/, §(ჩ) 2) + CV – ძა 7 | 

ამიტომ 

M («+ უღ + 
»- 1- | 8 წ?! 

თMV2 უ V # 
    – ძჩ = 

2VM 
= 59% 722 41 1ძაძა + 8ძუ.



8. სხვადასხვა ამოცანები, ამ ო 0 ა ნ ა 1. ვიპოვოთ იმ წირის 

განტოლება, რომელიც გადის (1; 1) წერტილში და როპელსაც ის თვი- 
სება აქვს, რომ მის ნებისმიერ წერტილში გავლებული მხებ-ს მონაკ– 

ვეთი, რომელიც კოორდინატთა ღერძებს შორისაა მოთავსებული, შე– 

ხების წერტილეთ შუაზე იყოფა. 

  

  

ნახ. 59 

ამოხსნა; ვთქვათ VVI (+, ყ) არ-ს მხების 18 მონაკვეთის შუა- 

წერტილი, რომელიც პირობის თანახმად,“ ##8-ს შეხების წერტილია 

წირთან, ე. ი. #/#/ =#I(8 (ნახ. 59), ცხადია M/1=0MV=წ”. რადგან 

##/08 –-0ი4MVI, ამიტომ 

008 _ MM. (17.14) 
04 M/4 

(17.14)-ში ჩავსვათ MM =V და M/1=X, მაშინ 

08 _ 9... (17.15) 
04 Xჯ 

408 მართკუთხა სამკუთხედიდან 

08 = 04 LC (1809 –– თ) => –04 Iთ, (17.16) 

სადაც თ არის კუთხე, რომელსაც #48 მხები შეადგენს (01 ღერძის 
დადებით მიმართულებასთან. (17.16)–დან (17.15)-ის ძალით გვექნება 

| = ი აეეე ლიუ, 17.17 წ” 04 » აი 
მეორეს მხრივ, წარმოებულის გეომეტრიული მნიშვნელობის თანახმად 

ძყ 
( =–. 

წი ძX



ამიტომ (17.1 7)–დან მივიღებთ 

მყ __MV 

ძX X 

ეს არის საძიებელი წირის დიფერენციალური განტოლება, მისი ზო- 

გადი ამონახსნი” | =--, თუ გავითვალისწინებთ პირობას, რომ სა-- ჯ | 

ძიებელი წირი გადის VI (1; 1) წერტილშა, მივიღებთ ყ=-+, იგი 
ჯ 

წარმოადგენს ტოლფერდა ჰიპერბოლის შტოს. 

ამოცანა 2 (სხეულის გაცივება). ვთქვათ სხეულის ტემპერა- 

ტურაა 70. ვიგულისხმოთ, რომ გარეჭოს ტემპერატურა უცვლელია და 

უდრის 7; (70>7)). ვიაოვოთ სხეულის გაცივების კანონი. 

ამოხსნა. ნიუტონის კანონის ს თანახმად, სხეულის გაცივების 

სიჩქარე პროპორციულია სხეულის ტემპერატურისა და გარემოს ტემ- 

პერატურის სხვაობისა დავუშვათ, სხეულის ტემპერატურა დროის 

მომენტში არის 7. ტემპერატურის ცვლილების სიჩქარე, როგორც ვი- 

ცით იქნება 2 ნიუტონის კანონის თანახმად, ეს სიჩქარე პროპორ- 
ციულია 1-7, სხვაობისა, მაშასადამე 

CC - ხთ”, რთ>ძ. (07.18) 

ნიშანი „–-–“ აღებულია იმის გამო, რომ /( დროის ზრდასთან ერთადღ 
სხეულის ტემპერატურა კლებულობს. პროპორციულობის კოეფიციენ- 
ტი # დამოკიდებულია როგორც სხეულის ფიზიკურ თვისებებზე, ასე- 

ვე მის ფორმაზე. (17.18) განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

# = 711 + 06-M,. 

თუ ვისარგებლებთ საწყისი პირობით, რომლის თანახმად XI =70%, 

როცა /=0, გვექნება 2=7%--7). საბოლოოდ გაცივების კანონს ექნე– 

ბა სახე 

71 = 73 «+ (70–– 7)) 6“ M. (17.19) 

პროპორციულობის კოეფიციენტი # განისაზღვრება ექსპერიმენ– 

ტით. (17.19) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ როცა #-ძძი, მაშინ 

სხეულის ტემპერატურა თეორიულად უტოლდება გარემოს ტემპერა- 

ტურას (ე » 1->7), როცა (#->Cთ). 
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აძ ოცანა 3. წრედში, რომლის წინაღობაა M, ვიპოვოთ დენის 
ძალის დროზე დამოკიდებულების' კანონი. 

ამოხსნა. ვთქვათ ელექტრულ წრედში მოქმედებს ძაბვა ხ. 

ომის“ კანონის თანახმად თ =/?/. როცა V ძაბვა ცვალებადია, ადგილი 
აქვს თვითინდუქცაის მოვლენას, რომლის დროსაც წარმოიშობა დამა- 
ტებითი ელექტრომამოძრავებელი ძალა. ეს ძალა წრედში გამავალი 

დენის ძალის (ვლილების სიჩქარის ანუ +) პროპორციულია და 

აქვს საწინააღმდეგო ნიშანი. ამრიგად, თვითინდუქციის ელექტრომა- 

მოძრავებელი ძალა შეეძლება გამოისახოს შემდეგნაირად -=-  -0L 
ი! 

სადაც L თვითინდუქციაის კოეფიციენტია. 

ომის კანონს ამ შემთხვევაში ექნება სახე 

ძ 
ხ-L-. =7V/. 

ამრიგად, მივიღეთ პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური გან- 

ტოლება · 
ძ/ ” “ე. ტუე/7 
«.I + 

გავარჩიოთ ორი შემთხვევა: 

ა) ვთქვათ (=0 მომენტში მუდმ“ვი ი ძალის მქონე „დენი გამოირ– 

თო, ვინაიდან. ამ შემთხვევაში ი =0, ამიტომ მივიღებთ 

ყ 
–. 17.20 ; ( ) 

ძ MX ძI IX სასეოუო--_ 
/ IL ო, L 

აქედან გვექნება 

–-– 
–““““” 

ამ დენს, რომელიც წრედში გაივლის მხოლოდ თვითინდუქციის 
ელექტრომამოძრავებელი ძალის გავლენით ეწოდება გამორთვის ექს- 
ტრადენი. L დროის ზრდასთან ერთად ამ დენის ძალა სწრაფად ეცემა 
ნულამდე და საკმარისად მც-რე დროშე პრაქტიკულად შეწყდება. 

  

? გ.'თმი (1787-1854) –– გერმანელი ფიზიკოსი. 
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ბ) თუ დროის (/=0 მომენტში წრედი ჩაირთვება და მასში იწყებს 

მოქმედებს მუდმივი ძაბეა შბ, მაშინ (17.20) განტოლების ამონახსნი 
იქნება: 

_ ., 2, 
L შს # 

I=6 (C+- 2 I. (07.21) 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, რომელსაც ადვილად ვიპოვით საწყი- 

სი პირობის საშუალებით. რადგან / =0, როცა ჯ=0, (17.21)-დან მივი–- 

ღებთ 6= – + . თუ ჩავსვამთ (17.21)-ში, გვექნება 

? 

(=50-+““ =+ ): 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ომის კანონს შესაბამისი «X დენთან ერთ- 

დროულად საწინააღმდეგო მიმართულებით გაივლის -ჯ სი- 

დიდის დენი. ეს არ-ს ჩართვის ექსტოადენი. მისი ძალაც „აგრეთვე 
სწრაფად კლებულობს | დროოის ზრდასთან. 

ამოცანა 4 (პოპულაციის რიცხობრიობის დინამიკა, ბიოლო- 

გიის ამოცანა), პოპულაციის რიცხობრიობის დინამიკა, ანუ პოპულა- 
ციაში ცოცხალი არსების რაოდენობის „კვალებადობა შობადობასა და 

სიკვდილიანობასთან დაკავშირებით –– ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი ამო- 
ცანაა პოპულაციის თეორიაში, ვიპოვოთ პოპულაციის რიცხობრიობის 

დინამიკა. ! 
ამოხსნა, ვ-სარგებლოთ კანონით, რომლის თანახმად პოპულა- 

ციის სიჩქარე პროპორციულია პოპულაციის რიცხობრიობისა: 

9VV _ (17.22) 
ძ! 

სადაც V (/) არის პოპულაციის რიცხობრიობა „დროის / მომენტში, ხო- 

ლო თ>0 –-– პროპორციულობის კოეფიციენტია. (17.22) განტოლების 

ამონახსნი MV (0)= Mე საწყისი პირობის გათვალისწინებით არის 

M (1) = Mე 69. (17.23) 

შევნიშნოთ, რომ (17.22) განტოლება მხოლოდ სახეობათა ვიწრო 

კლასისათვის არის მართებული, პოპულაციათა დინამიკის უფრო ზუს- 

რ



ტი შესწავლისათვის განიხილება შემდეგი დიფერენციალური განტო- 
ლება 

  

“ = თMV-– ზMV, (17.24) 

გადავწეროთ (17.24) „განტოლება Iშემდეგი სახით 

9ძM _ V8-M. (17.25) 
ი ” 

სადაც /L = % .· (17.25) განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც 

აკმაყოფილებს საწყ-ს პირობას M=VMაი, როცა (=0, არის 

MC = –-M-8C“ , 
M–“Mე+M,ე 69 

აქედახ გამომდინარეობს, რომ როცა |-+>Cთ, მაში5 V (/)->M. ამი- 

ტომ # სად-დეს ეწოდება პოპულაციის რიცხობრიობის მაქსიმუმი. 
ამოცანა 4 (შენობის ვენტილიაცია), საამქროში, რომლის მო. 

ცულობაა ყი მშ, ჰაერი შეიცავს თ% ნახშირორჟანგს. ვენტილიატო- 
რებს ყოველ წუთში შენობაში შემოაქვთ თ მპ ჰაერი, რომელიც შეი- 
ცავს 8% ნახშირორჟანგს. ვიპოვოთ ნახშერორჟანგსს პროცენტული 

შემცველობის ვენტ-ლაციის დროზე' დამოკიდებულების კანონი, თუ 
დროდას ნებ-სმიერ მომენტში ნახშირორჟანგის კონცენტრავია ერთ- 
ნაირია. 

ამოხსნა. ნა–მერორჟანგის პროცენტული შემცველობა ჰაერში 

დროის ჯ მომენტში აღვნიშნოთ ჯ-ით. დროს მცირე ი! შუალედში 

ვენტილიატორი საამქროში შემოიტანეს –>=– 2 ძ, მ?1? ნახშირორჟანგს, 

ხოლო ოთახიდან გავა   იC ძI მჭ ნახმირორჟანგი. ამრიგად ძ/ დროში 

ნახშირორჟანგის შემცველობა ჰაერში შემცირდება ძ0=0,01 ი (8–– 

–-ე) ძ/ მბ-ით. აღვნიშნოთ (X-ით ჰაეოში ნახმირორჟანგის პროცენტუ- 

ლი ცვლილება. მაშინ ოთახში ნახშირორჟანგის („ცვლილება ჰაერში 

შეგვიძლია შემდეგნაირადაც გამოვთვალოთ 

ძი = –– 0,01 ყა ძX მ3. 
ნიშანი „--“ აღებულია იმის გამო, რომ ძ+<0. თუ გავუტოლებთ 

ერთმანეთს ძყე-ს გამოსახულებებს, გვექნება 

  

  

0,010 (8-– 29ძ/ = –– 0,01 ყეძ». (17.26) 
ცვლადების განცალებით მივიღებთ 

თი” __- « 

_–_ '



რომლის ზოგადი ამონახსნია 

ი 

X=.C06 % წ. 

რადგან X=CM%, როდესაც /=0, გვექნება, რომ C=თ––ჩ და (17.26) 
განტოლების კერძო ამონახსნს ექნება სახე 

« 

X=ზ+(C– წი %. 
ეს ტოლობა გამოხატავს ჰაერში ნახშმირორჟანგისს პროცენტული 

შემცველობის . ვენტილაციის დროზე დამოკიდებულებას. აქედან კერ- 

ძოდ, გამომდინარეობს, რომ დრო, რომელიც საჭიროა იმისათვის, რა- 

თა ნახშირორჟანგის პროცენტული შემცველობა ჰაერში გახდეს 0%, 

იქნება 

(= -9% 1 თ-ჩ · 
V) 8მ–ჩ 

ამოცანა 5 (სინათლის შთანთქმა წყალში გავლისას). სინათ- 

ლის ნაკადი, რომელიც შთაინთქმება წყალში გავლისას, პროპორციუ- 
ლია წყლის სიღრმისა და დაცემული სინათლის ნაკადის ინტენსივო- 
ბისა. ვიცით, რა რომ 2 მ წყლის ფენაში გავლისას შთაინთქმება წყლის 
ზედაპირზე დაცემული თავდაპირველი სინათლის ნაკადის 1/3, გამოვ–- 
თვალოთ, თავდაპირველი სინათლის ნაკადის რამდენი პროცენტი მიაღ- 
წევს 12 მ სიღრმეს. 

ამოხსნა. ვთქვათ, / სიღრმეზე სინათლის ნაკადი არის 0. მცი- 

რე ძ/M სიმაღლის მქონე წყლის ფენაში გავლისას, მთანთქმული სინათ- 
ლეს («C ნაკადი იქნება 

  

ძ0 = –– M0ძჩ, (17.27) 

სადაც # არის პროპორციულობის კოეფიციენტი. (17.27) განტოლების 

ზოგადი ამონახსნია (0 = 66-”". ვთქვათ თავდაპირველი (წყლის ზე- 

დაპირზე დაცემული) სინათლის ნაკადია C0ი. მაშინ საწყისი პირობიდა5 

C0=Cი როცა (=0, მივიღებთ, რომ C=C0% და ამიტომ C=0ე 6“, 

ამოცანის პირობის თანახმად, თუ ჩ=2 მ, მაშინ 0=--0,, ამიტომ 

გვექნება, რომ 6-# = 4,/ 4, ე.ი. 

2 V”I/2 

0-2თ(+.) · 
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აქედან ჩანს, რომ #=12 მ მიაღწევს სინათლის ნაკადი 0, რომელიც 
ტოლია 

0=0, (>) 20928 თ, 

რაც შეადგენს თავდაპირველი ნაკადის 8,78%-ს. 
ამოცანა 6. ვიპოვოთ იმ წირის განტოლება, რომელიც გადის 

# (თ, ი) წერტელში და აქვს შემდეგი თვისება: ტრაპეციას, რომელიც 
შემოსაზღვოულია 0X ღერძით, 0Vყ ღერძით, წირის M (X ყ) წერტილ- 

ში გავლებული მხებით და /# L 0X მონაკვეთით (ნახ. 60) აქვს ფაო- 
თობი, რომელიც არ არის დამოკიდებული /M წერტილის შერჩევაზე 

და ტოლია თV?-ის. 

  

ყ 

ა(პ ა! / 
M (X.ყ) 

· 

9 C- 6 »ჯ 

ნახ, 60 

ამოხსნა... ტრაპეციის ფართობის ფორმულის თანახმად 

  

ა– 32454 -0ნ. რადგან 07'=ყ -- XV, –M=ყ,00=X და 5=:01, 
მივიღებთ 

(2ყ-–– Xყ') ჯ = 20?, 

ან 

2 

ყ-  -–- (ყ=- 2 (17.28) 
ჯ ჯ? 

(17.28) არის პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტო- 
ლება. მისი ზოგადი ამონახსნია 

“ გ-929Xჯ 

ყ=რ0MM(6C- 2 | “რ ) · 
ჯ? 

აქედან ვღებულობთ 
201 

= #? | C - · “ ( L ვ2- )   

3ა1



თუ გავ-თვალისწინებთ, რომ ყ=ძ, როცა Xჯ=0, მივ-ღებთ 0= 1 
ვი 

და წირას განტოლებას ექნება სახე 

2ც? + ჯ? 
სყ = ო C 

ჟ 3ჯ პძ 
  

ამოცახა 7. როგორი ფორმის უნდა იყოს რეფლექტორის ამ- 
რეკლი ზედაპირი, რომ წერტ -ლოვანი სინათლის წყაროდან მასზე და- 

ცემული სა“ვები არეკვლის შემდეგ ერთ წერტილში იკვეთებოდეს. 
ამოხსნა. ვთქვათ /:, არის წერტელი, რომელშიაც მოთავსებუ- 

ლია სიხათლის წყარო, ხოლო I –– წერტილი, რომელშიც თანაიკვე- 

თება რეფლექტორიდან არეკვლილი სხივები (ნახ. 61). ცხადია, ამო-' 
ცანა დაიყვანება იმ წირების განტოლების პოვნაზე, რომელიც მიიღება 
რეფლექტორის ამრეკლი ზედაპირის იმ სიბრტყესთან თანაკვეთით, 
რომელიც გადის /',) და /”: წერტილებში. 

  

ნახ, 61 

ვთქვათ MC არის აღნიშნული თანაკვეთის იმდენად მცირე რკალი, 

რომ იგი შეიძლება ჩავთვალოთ წრფის მონაკვეთად. შემოვხახოთ (”, 
და ”) წერტილებიდან, როგორც ცენტრებიდან V#IV და #/#7 რკალები, 
რომელთა წრეწირების რადიუსებია შესაბამისად /”|/#V =”) და I ი/VI5რჩ5. 
ჩავთვალოთ, რომ ეს რკალებიც წრფის მონაკვეთებია, ცხადია #/VIC2CIM და 

#ტM00 მართკუთხა სამკუთხედებია (MMC = 2 M8C =909, რომელ- 

თაც გააჩნიათ საერთო MC ჰიპოტენუზა. სინათლის არეკვლის კანონის 
თანახმად, სინათლის სხივის დაცემის კუთხე არეკვლის კუთხის ტო- 

ლია, ამიტომ / M0/ => / M00 და / 0MM = / სM0, ე. ი. 

# M0M=7#4#M0#ჩ. აქედან გამომდინარეობს, რომ CM=07#, მაგრამ რადგან 

0M = –-– #0 და 0 = #4, ამიტომ 

04” + #7 = 0. 
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თუ რადაუს-ვექტორთა ნაზრდებს შევცვლით მათე დიფერენციალე- 

ბით, მივიღებთ 

ძი +ძ/ა = 0. (17.29) 

(17.29) განტოლება გადავწეროთ შემდეგზა-რადღ 

ძ(რ +/:) =9, 
საიდანაც მივიღებთ 

”, + /კ =C. (17.30) 

ამრიგად, საძიებელი ზედაპირის კვეთა /, და #> წერტილებში გა- 
მავალი ს-ბრტყ-თ წარმოადგენს ელაფსს, რომლის ფოკუსებია #I და 

წ; წერტილებ-, ე. ი. რეფლექტორის ამრეკლ ზედაპირს უნდა ჰქო§- 
დეს ელიფსოიდის ფორმა. | 

: ახლა ამოცანის კითბვა დავ- 

  

      

  

ყ 0 სვთ შემდეგნაბრად როგორი 

“ ს უვე ფურმა უნჯა ჰქონდეს რეფლექ- 

„ I» 6 ტორს, რომ მისგან არეკვლილი 

ს სხივები ქმნიდნენ პარალელურ 

/ “ჰა – · სხივთა კონას? 

–ა- ეს ამოცანა ამოვხანათ შემ– 

V # ზ “ დეგნაირად: ავიღოთ 0V/ კოოო- 

დინატთა ს-სტემა ისე, რომ კო- 
ორდინატთა სისტემის სათავე ე13- 

ა თხვეოდეს წერტილოვანი ს-ნათ- 

ლოს წვაღოს, ხოლო 0VX ღერძი 
იყოს არეკვლილი სხივების პარა- 

ლელულღი (§ახ. 62). 

ვთქვათ #VIV არ-ს თანაკვეთ:ს წირის მცილე რკალი, რომელიც 

ისევ ჩავთვალოთ წრფის მონაკვეთად. 0 წერტილიდან, როგორც ცეხ- 

ტრიედან, შემოვხაზოთ MVC რკალი. როპლის წრეწირის რადიუსია 

0M=C0/ + VIდ. ჩავთვალოთ ეს რკალი ასევე წრფის მონაკვეთად. /M 
და M წერტილების აბსცისები აღვნიშნოთ შესაბამისად ჯ-ით და 

(X+ 8X)-ით. დავუშვათ MI და V წერტ-ლებიდან C0IX ღერძსე M/4 და 
M8 მართობები და ამას გარდა VI წერტილიდან გავავლოთ #8V-ის 

მართობი #7#ჩ. ცხადია #MIMC და. #/VIMM მართკუთხა სამკუთხედებია 

(«– M#MCIM = 2 #VIXMV =909), რომელთა საერთო ჰიპოტენუზაა MM, რად- 
გან სინათლის დაცემის და არეკვლის კუთხეები ტოლია, ამიტომ 

«0M#M= 2 8MV. ამ კუთხეების ტოლობის გაზო, გვექნება, რომ 

ნახ. 62 

23, ს, თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი ვა8



ბ MIIV 0 = ტMIM. აქედან კი გამომდუნარეობს, რომ /IC0 = Mჩ. ხოლო 
რადგან MC=ძ/ (% შევცვალოთ «/-ით) და MI /2=/#X=ძLX, მივიღებთ 

ძ”/=ძჯX. 
აქედა5 

”/=Xჯ-+C. 

ვინაიდან # = VX? + V/? , გვექნება 

VX + ყ= X+C 

განტოლების ორივე მხარის კვადრატში აყვანით მივიღებთ 

ყ" = 2X + 0%, 

ეს განტოლება გვიჩვენებს, რო3 თანაკვეთა წარმოადგენს პარაბო- 
ლას. ე. ი. იმისათვის, რათა მივიღოთ არეკვლილ სხივთა პარალელუ- 
რი კონა, რეფლექტორს უნდა მივცეთ პარაბოლოიდის ფორმა. 

ამოცანა 8 (ფილტრის მუშაობა). გაზს, მავნე მინარევებისაგან 
გაწმენდის მიზნით ატარებენ ფილტრში. მავნე გაზის რაოდენობა, რო- 

მელსაც 'მთანთქავს ფ-ლტრის თხელი ფენა პროპორციულია გაზში 
· მავნე მინარევის კონცენტრაციისა, აგრეთვე ფილტრის ·მშთანთქავი 

ფენის სისქისა და ზედაპირის ფართობისა. ვთქვათ ფილტრს აქვს კო- 
ნუსის ფორმა, როქშლის ფუძის რადიუსია #7 და სემაღლეა 77.“ გახს 

ატარებენ ფილტრში წეეროს მხრღდან. ვიპოვოთ ფელტრში გამავალ 
გაზში მავნე მინარევის, როგორც წვეროდან ფილტრის მოცემულ 
კვეთამდე მანძილის ფუნქცია, თუ ფ-ლტრში შემავალ გაზში მავნე მი- 

ხარევის კონცენტრაციაა თ%. ხოლო გამომავალში 68%. 

ამოხსნა. აღვნიშნოთ წვეროდან / მანძილით დაშორებულ კვე- 

თაში მავნე მ-ნარევეს კონცენტრაცია #%-ით. შევადგინოთ დიფერენ- 

ციალური განტოლება 

ძძ = X0:V 270, (17.31) 

სადაც #” არის კონუსის თხელი ფეზის კვეთის რადიუსი, რომელიც კო- 

M 
ნუსოს ზოქებთან დაკავშირებულია ტოლობით „= 457 · ამიტომ 

(17.31) განტოლება მიიღებს სახეს 
2 

ძი = #01 #> M2მძჩ. 

ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

ნ7X122ჩ8 
ე=თ



რადგან #=0, როცა M=0, მივიღებთ C==0თ და გვექნება 

#1C122/(3 

ი=006 3//? 

როცა /M=I//, მაშინ ი=წხ. ამიტომ ამ განტოლებიდან მივიღებთ, რომ 

ჩუუ 1 

ვ//2 ხაყ“ 
6 = (+) და საბოლოოდ გვექნება: 

„. 
ხ VM9 

თ 

§ 18. მაღალი რიბის დიფერენძიალური განტოლებები. 

კოშის ამოცანის ამონახსნის არსებობისა და 

ერთადერთობის თეორემა 

დიფერენციალურ განტოლებებს, რომელთა რიგი ერთზე მეტია, 

ეწოდება მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლებებე. M#-ურე: რი- 
გის ღიფერენციალური განტოლების ზოგადი სახეა 

#(ყI), ყო–),..., ყ!, ყ, X) =9. (18.1) 

შემდგომში ჩვენ განვიხილავთ ჩ#-ურე რიგის ნორმალური სახის 
დიფერენციალურ განტოლებებს, რომელთა ზოგადი სახეა 

ყ!”) = I262 V, ", – ყIა–1) ბ. (18.2) 

ისევე, როგორც პირველი რიგის დიფერენცაალურა განტოლების 
შემთხვევაში, მაღალი რიგის დიფერენციალურე განტოლების ზოგადია 
ამონახხნნი როგორც ქვემოთ ვნახავთ, დამოკიდებულია მუდმივებზე. 

ამიტომ ზოგადი ამონახსნიდან რაიმე კერძო ამონახსნ-ს გამოყოფისა- 
თვის სამიროა დიფერენციალურ განტოლებასთან ერთად რაიმე დამა- 
ტებითი პერობები, რომლებიც საშუალებას მოგვცემენ განვსაზღვროთ 
ზოგად ამონახსნში შემავალი მუდმივები. პირველი რიგის დიფეორენ- 
ცაალური განტოლებისათვის ასეთ პირობას წარმოადგენს ამონახსნის 
მნიშვნელობის დაფიქსირება რომელიმე წერტილში -– V0 = | (Xი). 
მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლებისათვის ასეთი პირობებ» 
სხვადასხვაგვარად შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ, მაგალითად, მეორე რი- 
გის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნი როგორც 
ქვემოთ ვნახავთ, დამოკიდებულია ორ მუდმიეზე. მათი მოძებნისათვის 
საჭიროა ორი პირობა, ასეთი პირობები შეიძლება იყოს ამონახსნის 

ვჭაა



მსეშვნელობების დაფიქსირება ორ სხვადასხვა წერტალში ან ერთსა 

და იმავე წერტილში ამონახსნისა ღა მისი წარმოებულის მნიშვნელო- 
ბების ცოდნა. „ამ ორი ხერხიდა5 უფრო მეტად გავრცელებულია მეო- 

რე. კერძოდ, ის უფრო მოხერხებულია მექანიკის იმ ამოცანების 
ამოხსნისათვის, რომლებიც დაკავშერებულ-აა სხეულის მოძრაობის 
განტოლების პოვნასთან. ამ შემთხვევაში მოცემულია სხეულის საწყი- 

სი კოორდინატი (ფუნქციის მნიშვნელობა) და საწყისი სიჩქარე (ფუნ- 
ქციის წარმოებულია). ამიტომ პირობებს ყი=Vყ (Xი):და Vწ0” =V// (Xი) 
უწოდებენ საწყის პირობებს. 

პირობებს 

ყ (Xე) == Iე, IM (Xე) == (/ი, .:., ყI?- 1 (Xე) => ყნM-1) (18.3) 

ეწოდება საწყესი პირობები M#-ური რიგის დიფერენც-ალუდი განტო- 

ლებისათვის. 
ამოცანას, ვიპოვოთ #-ური რიგის დეფერენცაალური განტოლების 

ის ამონახსნი რომელიც აკმაყოფილებს (18.3) საწყის პიოობებს, 

ეწოდება კოშის ამოცანა. 

მართებულია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 18.1. თუ | ფუნქცია და მისი კერპო წარმოებულებ! 

”/წრ“ მ 
მყ, მყ” მყო-ი 

სივრცის რაიმე §ბ არეში, მაშინ როგორიც არ უნდა იყოს (Xე, Vი, ყი.) 

ს #11) ) C 6-2 წერტილი, არსებობს (18.2) განტოლების ერთადეოთი 

ყ=დ(X) ამონახსნი ჯა წერტილის რაიმე მიდამოში, რომელიც ა,კმაყოფი- 

ლებს (18.3) საწყის პირობებს. 
თეორემა 18,1-დან გამომდინარეობს, -რომ თუ (ჯე, VM, ყე, ...,960%-1)) C 62, 

მაშინ კოშის ამოცანას (18.3) საწყისი პირობებით გააჩნია ამონახსნი 

და იგი ერთადერთია. ამიტომ? თეორემა 18.1-ს უწოდებენ თეორემას 
კოშის ამოცანის ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის შესახებ. 

განსაზღვრება 18.1. /-ური რეგის (18.2) დიფერენციალური 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი, ანუ ზოგადი ინტეგრალი ეწოდებ. 

ყლ=ყ( C, C,.., CC) ფუნქც-ას, რომელიც დამოკიდებულია #! ნე- 

ბისმიერ მუდმივზე, და აკმაყოფილებს “რმემდეგ პირობებს: 

ა) ყ = V(X, C, C,.., 6) ფუნქცია არის (18.2) განტოლების ამო- 
ნახსნი C,, C,.:.., C„ მუდმივების ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის გარკვე- 

ული სიმრავლიდან. 

ბ) მოცემული (18.3) საწყისი პირობებისათვის C,, C.,..., 6ი მუდმივები 

შეგვიძლია შევარჩიოთ ისე, რომ ყ#=ყ (X, C,, 6... C-) ფუნქცია აკმაყოფი- 
ლებს (18.3) საწყის პირობებს (იგულისხმება, რომ“ (Xი, (ი, MC, ·.-» ყ(ნ1!–1)) C §)). 

ვენ 

  უწყვეტი ფუნქციებია /! + 1 განზომილებიანი



ზოგ შემთხვევაში ური რიგის დიფერენციალური განტოლე- 
ბის ზოგადი ამონახსხნი “შეიძლება მივიღოთ არაცხადი სახით: 

დ CV, Vყ, თ, C,..., 6,) -= 0, რომელიც ყ-ის მემართ ელემენტარულ ფუნქ- 

ცაებში შეიძლება საზოგადოდ არ ამოიხსნა». 

შენიშვნა. თ, 6,..., 0 მუდჯმივებ-ს ის კონკრეტული მეიშვ- 
ნელობები, რომლებიც (18.3) პირობებით განისაზღვრებიან, მიიღება 

შემდეგი სისტემიდან: 

VM (Xე, C), 02, ..., C6ი) = V0, 

Vყ' (Xი, რს რ...) 6 თ) = M>. (18.4) 

ყI#– –» CM CI Cი,.. +“ C) => -ყდ- –), 

ამონახსნს, რომელიც მიიღება ზოგადი ამონახსნისაგა–” C,C,....C 

ბუდღმივების რაიმე კონკრეტული მნიშვნელობებისათვის ეწოდება 

მოცემული განტოლების კერძო ამონახსნი. 

§ 190. ბანტოლებები, რომელთა რიბის 

დაწევა სერსდება 

ზოგ შემთხვევაში შესაძლებელია, მაღალი რიგის დ-აფერენციალუ- 
რი განტოლების ამონახსნის დაყვანა უფრო დაბალი რიგის დეფერენ- 
ციალური განტოლების ამოხსნამდე ანუ განტოლების რიგის დაწევა. 

კანვიხილოთ რამდენიმე შემთხვევა. 

1, ყ(M=/(X). 
ამ განტოლების ინტეგრებით მივიღებთ 

ჯ 

ყია = II (()ძ! + თ = ფ(X) +თ, (19.1) 

X 

სადაც Xე რაიმე ფიქსირებული რიცხვია ამონახსნის არსებობის შუა- 

ლედიდან, ხოლო 0; მუდმევია. (19.1)-დან გვაქვს 

ჯ 

ყIი-2) == IC (0) ი! + 0, (X -– +Xე) -L 02= წწ (X) -L 0) (X ––I'Xი) + 0Cა. 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, მივიღებთ 

ჯ 

- („თია 90-29 დ-ს ა'„უუ„,ა'ახაე'|'უუუ'ჟ–__.._ 
%·



მაგალითი 1. ვიპოვოთ ყ”=   განტოლების ამონახსნი, 
0085? ჯ 

რომელიც აკმაყოფილებს V (01=2, ყ” (00=0 საწყის პირობებს. 

ამოხსნა. ინტეგრებით მივიღებთ 

ყ' = ICX+Cთ, ყ= ––-1I21005XI +C X+ თ. 

შევარჩიოთ ის ამონახსნი რომელიც აკმაყოფილებს მოცემულ საწყის 

პირობებს. გვაქვს 

|––Iი | 00§0 |++0·"/თ + 21=2, 

L წ-) 0 -C C == 0. 

აქედან C,=0, 0:=0. ე. ი. საძებნი ამონახსნია 

ყ=–-)Iი)ლ005XI + 2. 

3. ვთქვათ (18.1) განტოლების მარცხენა მხარე ცხადი სახით არ, 
შეიცავს /(-ს, ე. ი. განტოლებას აქვს სახე 

/' (X, ყ!,..., ყა) = 0. (19.2) 

შემოვიღოთ აღნიშენა 2(X) = ყ/(X). მაშინ 2” = VI”, ..,, 2()-1) == ყIი) 

და (19.2) განტოლება მ“იღებს სახეს 

M(XV, 2, 2,,..., 2(M-1)) = 0, 

მივიღეთ (1-1) რიგის დიფერენციალური განტოლება. თუ 

7=72(X, C, 0ა..., წ-ს) არის ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნი (იგი 

დამოკიდებულია #--1 მუდმივზე), მაშინ (19.2) განტოლების ზოგადი 

ამონახსნი იქნება 

ჯ 

ყ = IL (/, CI 65, .. 6-1) ძ! + ნი. 

Xი 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ V”=1+(ყ/)? განტოლების ზოგადი 

ამონახსნი. 
ამოხსნა. შემოვიღოთ აღნიშვნა (7=2. მაშინ მოცემული გან- 

ტოლება მიიღებს სახეს 

  

2' = 1 -L 27, 

ცვლადთა განცალებით მივიღებთ 

ძ2 ”  ძ2 = VLX, C == |-–––-–-–- = მისძ2. 
168.“ #X6 I 1 + 2 წ 

ე. ი. 

2 = IC(ჯ +თ). 

რადგან 2 == ყ”, ამიტომ ძM-=>1C (LX -L 0.) ძX და ყ =–I010C05(ჯ-LC))| +Cთ. 
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8. ვთქვათ (18.1) განტოლებ „ს მარჯვენა მხარე ცხადი სახით არ 

შეიცავს X-ს, ე. ი. აქვს სახე 

ჩ (ყ, ყი..., ყ(?2) = 0. (19.3) 

ვიგულისხმოთ, რომ ამ განტოლებაში ყ არის დამოუკიდებელი 
ცვლადი, Vყ” –– კი საძიებელი ფუნქცია.. აღვნიმნოთ Vყ7=2 (ყ). მაშინ 

„ ძყ' ძ? (Vყ) ძ?2 ძყ 

  

II” == - ეა... ._ 7. 

· ძა ძX ძყძ “«X „ 

ძყ” ძ(2:2,) იძ(2-2) მძყ ,9 „ 
(== = MI. == .. > == 2(2 2-2), (19.4 
V – ქ, ძ» ძყ.. ძე ო 124) (194) 

აებბი.–.––– 
თუ ყ ფუნქციის წარმოებულების ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ 

(19.3) განტოლებაში, 2 ფუნქციის მიმართ მივიღებთ #-–-1 რიგის დი- 
ფერეხციალურ განტოლებას. ვთქვათ 2=2 (#) (თ<V<ჩ) არის მიღე–- 

ბული დიფერენციალური განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც 

4#V ს 19, ჩ( ინტერვალში განსხვავებულია ნულისაგან. რადგან 2(V) = 7 
ჩ4 

ძყ | ძყ 
ძ = ჯ ს = + C 

ი „ი“ 12თ 
მივ:ღეთ (19.3) განტოლების ამონახსნი არაცხადი სახით. 

მაგალითი 3. ამოვხსნათ ყე” ყე =0 განტოლება. 

ამოხსნა. შემოვიღოთ აღნიშვნა 2”=2 (V), მაშინ 

გვექნება 

    

ამ მნიშვნელობებს ჩასმით მოცემულ განტოლებაში მივიღებთ 

ყბა 2, ––- 29 = 0. 

აქედან 2-=0 ან „7 – - 2=0. ტოლობიდან 7=0 გვაქვს V->0, რომელიც 

ცხადია წარმოადგენს მოცემული განტოლების ამონახსნს, 

ვთქვათ, 250, მაშინ #9; –– 7 = 0 განტოლებიდან გვაქვს 

“2 _ 4 V 

ბ ყ



აქედახ 

  

    

2 == C1 ყ. 

რადგან 2= “ , ამიტომ გვაქვს 
»X» 

თ 2» 
საიდანაც 

II I--–- =C+X, 
6» 

ანუ 

ს ==C6ი ,მ9. 

4. (18.1) გაიტოლებ ს მარჯვენას მხარე წარმოადგენს /! რიგის 

ერთგვაროვან ფუნქციას V, ყი... ყ”V” (ცვლადების მიმართ. ე. ი, 

/I(X, Iყ, IV',..., (ყ05)1) = IM” (ჯ, ყ, ყ”, ..., ყI')) (/ >- 0). 

განტოლების რიგის დაწევ-ს მიზნით შემოვიტანოთ ახალი ფუნქცია 
2 (I) შემდეგი ტოლობ-თ 

ყ'=ყ2? (ყ 2–0). 
მაშინ 

ყ” = ყ2! -L.ყ'2 == ყ2? -L ყ>=ყ(2-+L2., 

ყ''=ყ' (2? + 2) + ყ(22! + 2”) == ყ2 (21 + 2) + ყ(227! -L 2) = 
=Vყ(2 + 327 + 2”, 

ყ'"=ყთ(2, 2',..., 2(ე-12). 

თუ ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (18.1) განტოლებაში, მივიღებთ 

ჩ(X, ყ, ყ2, ყ(2 + 2'..., ყთ (2, 2” .,,, 25–2)) = 0, 

აქედან, რადგან # ფუნქცია ერთგვაროვანია, გვექნება 

ყ”I(X 1, 7,..., თ (2, 25..,, 2%-11)) =0. 

რადგან ყV5+-0, მივიღებთ (ML--1) რიგის დიფერენციალურ განტო- 

ლებას 

#(X, 1, 2,...)(I(2, 25 ..,, 29-11) ) =0,



ეთქვათ 2=2 (9) ამ განტოლების ამონახსნი: მაგრამ 2 =->-. 

  

  

ყ 
აქედან 

Iი MI I (+) იX, 
C 

საიდანაც 

|ნიი 

ყ=064 ა 

მაგალითი 4. ამოვხსნათ 2VV” -I- ყ" = 0 განტოლება, 

ამოხსნა, რადგა / (X, V, V, ყი) = 2VყV” + ყ არის მეორე რი- 
გის ერთგვაროვანი ფუნქცია V, ყ”, ყ” ცვლადების მიმართ V=0 ფუნ- 
ქცია არის განტოლების ამონახსნი ამიტომ ვიგულისხმებთ, რომ 

ყ5-0. გამოვეყენოთ ჩასმა ყ7/=2ყ. მაშინ /” =ყ (2”+ 2?) და მივიღებთ 

(ყ. 2) -L 2 (2! -L 29) = 0. 

აქედან 327+ 227=0. ამ განტოლებას აკმაყოფილებს ფუნქცია 2=9 

(ძაშინ ყ”=0 საიდანაც V=0. ე. ი. ფუნქცია #=C აკმაყოფილებს მო- 

ცეჭულ განტოლებას). 
ვთქვათ 25+-0, მაშინ 

  

  

    

2ძ2 3 3 

–“ ა =რ0ი 21=X+C6, 2= -C+ 6)“. 

9ძყ = 2ძ == 3. ძX · 

Vყ 2 X + (41 

აქედან 

I0 | .#- =“ იIX+0თ1, 
„თ 2 

საიდანაც 

ყ = Cა (X + თ)". (19.5) 

შევნიშნოთ, რომ V#=0 ამონახსნი მიიღება (19.5) ამონახსნისაგან, 
როცა Cე=0. ი : 

§ ზი. წრფივი დიფერენციალური გბგანგტოლეგები. 

ძირითადი ცნებები 

განსაზღვრება 20.1. ჩ”-ური რიგის დიფერენციალურ. გან- 

ტოლებას ეწოდება M#-ური რიგის წრფივი დიფერენციალური განტო- 

ან!



ლება, თუ იგი წოფივია უცნობი ფუნქციისა და მისი წარმოებულების 
მიმართ, ე. ი. აქვს შემდეგი სახე 

ძი (X) ყა + თ () ყო“) + --+ ძი (90 ყ = | (ი. (20.1) 
შემდგომშე ჩვე§ განვიხილავთ ისეთ განტოლებებს, რომელშიც 

ძი (ს=. 1. 

თუ | (X)550, (20.1) განტოლებას ეწოდება არაერთგვაროვანი, ხო- 

ლო თუ | (9-9, ე. ი. (20.1) განტოლებას აქვს სახე 

ყI) + 0, (0) ყო) + --+ 0ი(9ყ =0, (20.2) 
–- ეწოდება ერთგვაროვანი. (20.2) განტოლებას ეწოდება (20.1) არა- 

ერთგვაროვანი განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი · განტოლება. 
დავადგინოთ წრფივი დიფერენციალური განტოლების ძირითადი 

თვისებები. ამასთან შემოვისახღვრებით მხოლოდ მეორე რიგის დი- 
ფერენცეალური განტოლებების განხილვით. 

1, ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლებები. 

თეორემა 20.1. თუ ყ, და ყე ფუნქციები არის მეორე რიგის 
წოფივი ერთგვაროვანი | 

ყ” -L თ, (2) ყ' -L ძა (X) ყ = 0 (20.3) 
განტოლების ამონახსნები, მაშინ C)I) +Cიყე ფუნქცია, სადაც 0) და თ 

ნებისმიერი მუდმივებია, ასევე იქნება ამ განტოლების ამონახსნი. 

დამტკიცეზა. რადგან (, და (ე არის (20.3) განტოლების ამო- 
ნახსნები, ამიტომ მართებულია ტოლობები ! 

ყ, + თ (X) M1 + თი (XV = 0, 
Vყ5 + თ. (X) M2 ++ ძი (X) ყი = 0. 

ამ ტოლობების ძალით გვაქვს 

(თ V, + თყი)” -L თ (X) (თ 9, -L თ ყა)" -L თა (X) (თ VII -L 2 ყა) = 

= C(VI+ 0; (X) VI; + ძა (X) V,) “+ თ (CV: -L თ) (X) ყ5-L-თი (X) ყ-)=9, 
ე. ი. 0CI/I+ 6 ყე ფუნქცია (20.3) განტოლების ამონახსნია. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
განსაზღვრება 20.2. V, წი...., წთ, ფუნქციების წრფივი კომბინა- 

ცია ეწოდება C, ყ, -L C: ყა +- ·· + ნთ ყთ სახის ჯამს, სადაც Cთ,Cთ,...,Cი 
რაიმე მუდმივებია. 

გახსაზღვრება 203 V,, ყე... ყია ფუნქციებს ეწოდება 
წრფივად დამოკიდებული სიმრავლეზე, თუ არსებობს ისეთი 

თ, C,.ს ნ,» რიცხვები, რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავებულია ნუ- 

ლისაგან და 8 სიმრავლეზე ადგილი აქვს ტოლობას 

„ლთყ,+0ყა + “+ 06» ყი 23 0. (20.4) 
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თუ (20.4) ტოლობა სრულდება მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როდე- 

საც 0.=0:5= ·-=-C,,=0, მაშინ V,, V,..., /,, ფუქციებს ეწოდება წრფივად 
დამოუკიდებელი # სიმრავლეზე. 

მაგალითად, 510 X და C05 + ფუნქციები წრფივად დამოუკიდებე- 

ლი ფუნქციებია (ი, + | სეგმენტზე, ხოლო. მL05III ჯ და მLC005 ჯ –– =. 

ფუნქციები კი წრფივად დამოკიდებულია ამავე სეგმენტზე. 
განსახღვრება 20.4. (20.3) განტოლების წრფივად დამოუკი- 

დებელ ამონახსნებისაგან შედგენილ ფუნკციათა სისტემას ეწოდება 
ამონახსნთა ფუნდამენტური სისტემა, თუ ამ განტოლების ნებისმიერი 

აჭონახსნე წარმოადგენს მოცემული სისტემის ფუნქციათა წრფიე კომ- 

ბინაციას. 

განსაზღვრება 20.5, ვთქვათ V, და ყე წარმოებადი ფუხვ- 
ციებია. დეტერმინანტს 

V III (ა) = ი 2 = VI ე –– VI, ყი, 
ყI ყე 

ეწოდება VI, ყი ფუნქციების ვრონსკის? დეტერმინანტი. 
თეორემა 20.2. თუ (, და ყე წრფივად დამოკიდებული ფუზე- 

ციებია (თ, ჩ) სეგმენტზე, მაშინ მათი ვრონსკის დეტერმინანტი იგი- 

ვურად ნულის ტოლია ამ სეგმენტზე. 

დამტკიცება. რადგან V, და ყე წრფივად დამოკიდებულია, 

ამიტომ ყე (X) = #V»(X). აქედან I) (X) = »V2 (X), რის გამოც 

4 # ყ1 #Vყ1 

ყ; V. ყე #V. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 203 თუ (20.3) განტოლების კოეფიციენტები 
უწყვეტი ფუნქციებია (თ, ჩ) სეგმენტზე და მისი VI), ყე ამონახსნების 

ვრონსკის დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან (თ, ჩ) სეგმენ- 
ტის ერთ წერტილში მაინც, მაშინ იგი განსხვავებული იქნება ნული- 

საგან (თ, ჩ) სეგმენტის ყოველ წერტილში. 

დამტკიცება. ვთქვათ "V  =VM/ 30, (XC IC, ჩ1). რად- 
X==X0 

გან (, და #; (20.3) განტოლების ამონახსნებია, ამიტომ 

= 0. 
    

ყI -L თ, ყ, + ძე ყე = 0, Vე -L თ) ა -L ძა ყ, = 0. 

ი ერონსკი (1778–-1853) –– პოლონელი მათემატიკოსი, 

ვწე



გავამრავლოთ პირველი განტოლება ყი-ზე, მეორე –- /,-ზე და შემ- 
დეგ მეორე განტოლებას გამოვაკლოთ პირველი. მივიღებთ 

(MI ყა –– VI ყი) + თ, (4) ყე –– I (ი) = 0. (20.5) 

სხვაობა, რომელიც მოთავსებულია (20.5) ტოლობის მეორე ფრჩხი- 

ლებში, არის V (VI, ყე, ხოლო სხვაობა, მოთავსებული პირველ 
ფრჩაილებშ-, არის მ-სი წარმოებული. მართლაც 

V” IV), V»1 =- (VI I/ა––Vა V,)= 91 ყ6-LVM) V5-––Vყ2 VI-––ყა ყ1=ყ) ყი-–ყი ). 
ამიტომ (20.5) ტოლობა შე–ძლება ჩაეწეროთ შემდეგი სახით 

VI + ძ1 V = 0. (20.6) 

ვიპოვოთ (20.6) განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმა- 

ყოფილებს საწყის პ“რობას M =V7/-. გვექნება 
X=Xს 

ჯ 

–| ი! 

V == C6 X%0 

საწყისი პირობის გათვალისწინებით მივიღებთ 

ჯ 
–_ I ი,C1 

V-I6 7 (20,7) 

რადგან V/5-0, ცხადია V7>0, ნებისმიერი X C Iთ,'ჩ)-თვის. თეო- 

რემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. (20.7) ფორმულიდან ჩანს, რომ თუ ვრონსკის დე- 
ტერმინანტი ნულის ტოლია თუნდაც ერთ წერტილში, მაშინ იგი იგი- 

ვურად ნულის ტოლია. 

თეორემა 20.4. თუ (203) განტოლების კოეფიციენტები 

-უწყვეტი ფუმზქცეებია 10, ჩ( ინტერვალზე, მაშინ იმასათვის, რომ აზ 

განტოლების VI, V; ამონახსნები იყოს წრფივად დამოუკიდებელი IV, ჩI 
ინტერვალზე, აუცილებელია და საკმარისი, რომ V IV), ყ2)9-0, ნე–- 

ბისმიერი XC1თ, ჩ L-სათვის. 

საკმარისობა. საკმარისობა უშუალოდ გამომდინარეობს თე- 

ორემა 20.2–დან. 

აუცილებლობა. ვთქვათ /, და ყი წრფივად დამოუკიდებე- 
ლი ამონაM»ნებია ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი X C 1თ, ჩ|I-სათვის 
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V (VI), ყ52)=-0. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ არსებობს 

XC6I თ ჩ L წერტილი ისეთი, რომ ”, =0. მაშინ მოიძებნება 
· '6-–=X0 

“ხეთი CI) და Cე რუეცხვები, რომელთაგან ერთი მა-ნც განსხვავებულია 
წულ-საგან და რომლებიც შემდეგ სისტემას აკმაყოფილებენ 

რ ს (X-) + C:V/: (Xი) == 0 (20.8) 
C VI (Xა) -L CM (Xი) == 0. 

რადგან VI და ყა (20.3) განტოლების ამონახსნებაა, თეორემა 

20.1--ს თანახმად #=0)V/I+C:ყი ფუნქცია აგრეთვე იქნება (20.3) გან– 
ტოლობის ამონახსნი. ამასთან, როგორც ეს (20.8) სისტემიდან ჩანს, 

–გა' აკმაყოფილებს შემდეგ საწყას პირობებს 

ყ (Xე) =0, ყ' (ჯე) = 0. 

მაგრამ ამ საწყის პირობებს აკმაყოფილებს აგრეთვე ყ=0 ფუნქ- 
ციაც, რომელიც ცხადია არის (20.3) განტოლების ამონახსნი. (20.3) 

გაატოლებასათვ-ს მართებულია ამონახსნის არსებობისა და ერთად- 

ერთობის თეოდემა 18.1, რადგან ამ განტოლების კოეფ“ციენტები 

უწყვეტი ფუნქციებია )თ, ჩ( ·ინტერვალზე ამიტომ გვექნება 
(რყI+Cყიე==20, რაიმე 1წ- ბ, 10:-ბწC)ძი, ჩ( ენტეთვალზე, სადღაც ბ 
განასახღვრება მოცემული განტოლების კოეფიციენტებით. გამომღ”- 

ნარე აქე:იან ადვილია ჩვენება, რომ CIV/I+C:/:==0 მთელ 10. ჩ( ი5- 
ტერვალხე. ე. ი. ყე და ყე წრფლვად დამოკიდებული ამონახსნებია 

19, ჩ, ინტერვალზე, რაც თეორემის პირობას ეწინააღმღეგება. 
თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 205..თუ (203) განტოლების კოეფიც:ენტები 

უწყვეტი ფუნქც-ებია 1თ. ჩწ ინტერვალზე, მაშინ ამ ინტერვალხე 
წრფივად დამოუკიდებელე ნებესმეერი ორი ამონახსნისაგან შედგენ“- 
ლე სისტემა არის (20.3) განტოლების ფუნდამენტური სისტემა. 

დამტკაეცება. ვთქვათ წ, და ყე არს (20.3) განტოლების 
წრფივად დაპოუკვდებელი ამონახსდები 1თ, ჩ; ინტერვალზე. დავუ8- 

ვათ 2=2 (X) ამ განტოლების ნებისმიერი ამონახსნია. ავიღოთ რაიძე 

XC) თ, ზს რიცხვი. ვთქვათ 
2(Xე) = 20, 2' (Xე) == შე. (20.9 

განვიხილოთ წრფიევ განტოლებათა სისტემა 

IV V (Xე) -L 0» V. (Xა) = რი; (20.10) 

CI 1 (Xი) -L Cა ყა (Xა) => 20, 
სადაც უცხობებია 0, და რთ. რადგან ყ, და ყე ფუნქციები წრფივად 
დამოუკიდებელი ფუნქციებია, ამიტომ მათი ვრონსკის დეტერმინანტი 
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Xი წერტილში ნულისაგან განსხვავებულია. ამიტომ არსე” ობს (20.10) 
სისტემის ერთადერთი ამონახსნი ი|", (ემ, განვიხილოთ ფუნქცია 

ყ = CV, “+ რყი. 

, თეორემა 20.1-ის ძალით ყ, იქნება (20.3) განტოლების ამონახსნი, 
ამასთან ცხადია, იგი აკმაყოფილებს (20.9) საწყის პირობებს. ამიტომ 
ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის თეორემის ძალით მივი- 

ღებთ, რომ 2(X)=ყ (ი), ყოველი XC1თ, ჩ L-სათვის. ე. ი. 

2(X) = CI ყ, (X) -L C8 ყი (X), XCI თ, ზ I. 

რადგან 2=2 (X) ამონახსნი ნებისმიერად იყო აღებული, განსა- 

ზღვრება 20.4-ის ძალ-თ უკანასკნელი ტოლობა ნიშნავს, რომ VI, ყ: 

არის (20.3) განტოლების ფუნდამენტური სისტემა. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. (20.3) განტოლების ზოგად ამონახსნს აქვს სახე 

ყ=CV9M1+C ყია, (20.11) 

სადაც ყ,) და ყი (20.3) განტოლების რაიმე წრფივად დამოუკიდებელი 
ამონახსნებია, ხოლო 0, და C: ნებისმიერი მუდმივები. 

შენიშვნა. მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენცია- 
ლური განტოლების. ზოგადი ამონახსნის მოძებნის საერთო მეთოდი 
არსებობს მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როდესაც განტოლების კოეფიცი- 
ენტები მუდმივი რიცხვებია (ეს მეთოდი განხილულია შემდეგ პარაგ- 

რაფში). 

ახლა მოვიყვანთ მეთოდს, რომელიც იძლევა საშუალებას, მოვძებ- 
ნოთ მეორე რიგის წრფივი ერთვგეაროვანი დიფერენციალური განტო- 
ლების ზოგადი ამონახსნი, როდესაც ცნობილია მისი ერთი კერძო 
ამონახსნი, იი” 

ვთქვათ ყ) არის (20.3) განტოლების რაიმე კერძო ამონახსნი. ვი- 
პოვოთ ამ განტოლების მეორე ისეთი კერძო ამონახსნი ყი, რომ V, 

და ყი ფუნქციები იყოს წრფივად დამოუკიდებელ. მაშინ ზოგადი 

ამონახსნი წინა თეორემის შედეგის ძალით იქნება V=CI)V1+ C5V2, 

სადაც 0, და 0: ნებისმიერი მუდმივებია. 

როგორც თეორემა 20.3-ის დამტკიცების დროს ენახეთ 

– IV. 

VM; 9) –– ყი ყე = 64 

ამრიგად, /: ფუნქციის მიმართ გვაქვს პირველი რიგის წრფივი 
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დ“ფერენციალური განტოლება. ამოვხსნათ იგი შემდეგნაირად. გავ- 
ყოთ განტოლება V,?-ზე, მივიღებთ 

ყ.Vყ.– V-VI _ _1. „I“ 
M VI | 

, _ ძ,ძჯX 

MI ყ1 

ამ იანტოლების ინტეგრებით გვექნება 

ანუ 

21 ძ,ძX 

ყV. ყI 

რადგან ჩვენ ვეძებთ კერძო ამონახსნს, ავიღოთ C<=1:, C|=0. მივი- 

ღებთ 

1 ==“ 

ყა=/I- 1 ძჯ. (20.12) 
V 

ადვილია შემოწმება, რომ ყ, და #2: წრფივად დამოუკიღებელი ფუნ- 
ქციებია. 

მაგალითი. გიპოვოთ 

(1-–– #)ყ”--2Xყ' + 2ყ =0 
განტოლების სოგადი ამონახსნი |“-1,1( ინტერვალში. 

ამოხსნა. უშუალოდ შემოწმებით დავრწმუნდებით, რომ #V, =X 

არის მოცემული განტოლების ამონახსნი. 

  

  

    

  

რადგა5 ჩვენ შემთხვევამ- თ.(V) = –– 1 2X ა (20:12) ფორმულის 
– 

თანახმად გვეკნება 

L 2X – ძX –- III (1–-X2) 
1 1-X” თ · 

ა=ჯI-–-42 თ=#| “-ვ--4ი- 
# „” 

, 1 1 1 
=> ძ» =XI – + +)“ 

X. (1 –– X-) »”» 21-”წ) 2(1+X 

1 1 1 -C2 +495 X 2 1-ჯ 

პ6,



ამრიგად, ზოგადი ამონახსნი 1--1; 1( ინტერვალში იქნება, 

#=6++C( 1 ჯი –-%- 1). 
2 1 ჯ 

3. არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლებები. ზოგადC 

ამონახსნის სტრუქტურა. განვიხილოთ მეორე რიგის წრფივი არაერთ–- 
გვაროვანი დიფერენციალური განტოლება 

ყ + თ(ე)ყ + 0 (Xყ = ლე. (20.13) 

მართებულია შემდეგი თეორემა. 

    

თეორექჭა 20.6. წრფევი არაერთგვაროვანი განტოლების ·ზოგა- 

დი ამონახს5ი წარმოადგენს მ-სი შესაბამესი ერთგვაროვანი განტოლე- 

ბის ყ ზოგადი ამონახსნისა და მოცემული განტოლების რაიმე V” 

კერძო ამონახსნის ჯამს. ე. ი. ზოგად ამონახსნს აქეს სახე 

ყ=ყ +ყ. (20.14) 

დამტკიცება. პირობის თანახმად წყ არის Vყ”/+თ, 00 V”+ 

+ ძე (I) ყ=C0 განტოლების ზოგადი ამონახსნი. ამიტომ მას ექნება 

სახე სყ = ლო + Cეყი. სადაც VI და M/ე ერთგვაროვანე განტოლების 

რაიმე წრფივად დამოუკიდებული ამო:ახს5ებია. აქედან გამომდინარე 

აღვილაჯ შევამოწმებთ, რომ #/=ყ +-/"=C/ს)+CVM2+ყ" არ-ს (20.13) 
განტოლების ამონახსნი 6, თი მუდმივების ნებისმიერი მნიშვნელო- 

ბებ-სათვის, მეორეს მხრ-ე, თუ 2=2(ე არის (20.13) განტოლების 

ნებისმიერი ამონახსნი, მაშინ 2--/? იქნება (20.13). განტოლების შე- 
საბამის- ერთგვაროვანი განტოლებ-ს ამოხახს§ი. მართლაც 

(2––- ყზ)” + ძე (ე (2–– ყ”) + ია(0(2–-ყ") –. 

„აებეუეეე” 
რადგან 2--ყ?" ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნია, ამიტომ C, 

ღა 0: მუდმივები ისე შე-ძლება შევარჩიოთ, როე 2--ყ/? =C)Vყ) + C2). 

აქედან 2=ყ?+CVI+ Cყე=I/? -LV.' ე. ი. (20.13) "განტოლების ნების- 

მიერი ამონახსნი მიიღება (20.14)-დან მასში შემავალი მუდმივები! 

სათახადოდჯ 'მერჩევით. ეს კე ნ-შწავს, რომ ყ=V+ყ” არის (20.13) 

განტოლებ“ს ზოგადი ამონახსნი. 

თეორემა დამტკიცებულია, 
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არაერთგვაროვანე განტოლების კერძო ამონახსნის მოძებზისათვის 
სასარგებლოა შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 20.7. თუ არაერთგვაროვანი განტოლების მარჯვენა 
მხარე წამოადგენს ორი ფუნქვიის ჯამს, ე. ი. 

ყ”+თ(X)ყ' + ძა(X) ყ = ჩ (9) + 7 (X), 
მაშინ ამ განტოლების კერძო ამო5ახსნია ყ”=V)" + ყე", სადაც /I” და 

ყე" არის შესაბამისად 'შემდეგი განტოლებების 

ყ” + თ. (X) ყ' + თა (X) ყ = /) (X), 
ყ” +თ(#)ყ' +ძა(X)ყ = Mა(M) 

კერძო ამონახსნი. 

დამტკიცება. თეორემის პირობის თანახმად გვაქვს 

ყI” + 0თ(X)ყ1 + ძა(X) ყუ = ს) (X), 

ყ.” + თ, (X) ყა! -L ძა (X) ყ; = (5 (X). 
საიდანაც მივიღებთ : 

(VI + ყ.)” -+- თ. (X (ყ( -L V2 ა + თ. (X) (9, ++ V2) = I1(X)-L ჩი (X). 

თეორემა დამტკ-ცებულია. 

შევნიშნოთ, რომ იმ შემთხვევაში, როდესაც ცნობილია (20.13) 

განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლებ-ს რაიმე ორი 
წრფივად დამოუკ:დებელი ამონახსნი, მაშინ (20.13) განტოლების კერ- 
ძო ამონახსნი შეგვიძლია ვიპოვოთ მათი საშუალებით. ე. წ. მუდმივ- 

თა ვარიაციის მეთოდის გამოყენებით. გავეცნოთ ამ მეთოდს. 

ვთქვათ VI და ყM2 ფუნქციები 
ყწ+თ (99 + CC) ყ =9 

განტოლების წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებ -ა. (20.13) განტო–- 

ლების კერძო ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სახით 

ყ" (0 =ლთფ(X)VI(X) + C.(X)ყ.CX), 

სადაც 0, (V) და თო (5 ჯერჯერობით უცნობი ფუნქციებია. შევარჩიოთ 
C, (ს) და C; (ს) ფუნქციები ისე, რომ შესრულდეს პ:რობა 

თ C9 # 69 --C, C9 ყა (X =- 0. (20.15) 
მაშინ 

ყ" რ (097, +C(C(0V9(X), 

ყ"” = თ CX) 4, (X) -L თ (> V5 (X), + C, (X) ყ1 (X) -L C CX) V: (X). 
%, ს. თოფურია, ვ, ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ., მაჭარაშვილი 369



ჩავსვათ ყს ფუნქციის და მისი წარმოებულების მნ',შვნელობები 
(20.13) განტოლებაში. მივიღებთ 

C, CX) M1 + თა (X) V; -L C, (X) V; + C, (X) ყგ + თ, (C (X) V; + 

-+L თ (X) ყ:) +- 0; (C, (X) V) –- C. (X) ყა) == / (X), 
ანუ 

თ (X) (ყ, + თ. ყ; + ძ.9ყ,)) -L 0. (X) (ყე + თე ყვ + თ; ყ.) -L 

+ 0, (X) ყ, + C (9 ყ; = | (X. 
რადგან ყ, და ყე ერთგვაროვანი განტოლების , ამონახსნებია, ამიტომ 

ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულებები ნულის ტოლია და გვექ- 

ნება , : 

C #9) #1 + C. (- ყ; = | (X). (20.16) 
ამრიგად, ყ” ფუნქცია იქნება (20.13) განტოლების ამონახსნი იმ 

შემთხვევაში, თუ 0) (I) და C (+) ფუნქცეები აკმაყოფილებენ (20.15) 

და (20.16) განტოლებებს. ე. ი. აკმაყოფილებენ სისტემას: 

ს (X) წ) + 2 (X) ყი = 0, (20.17) 

C1 (X) ყუ + C(X) ყე = | (X). 

(20.17) სისტემა 01” (X) და C” (ა) ფუნქციების მიმართ წარმოადგენს 
წრფივ განტოლებათა სისტემას, რომლისა დეტერმინანტი არის ყ, და 

ყე ფუნქციების ვრონსკის დეტერმინანტი. იგი ყოველ წერტილში გან- 
სხვავებულია ნულისაგან (20.17) სისტემის ამოხსნით ვიპოვით 
C)” (+) და Cი (ა) ფუნქც“ებს, მათი -ნტეგრებით კი მივიღებთ C| (X) 

და C5 (X)–ს. 

მაგალითი. ვიპოვოთ 

/ 

X ჯ? 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. უშუალო შემოწმებით დავრწმუნდებით, რომ Vყ,=X 

და ყი=Xჯ? ფუნქციები მოცემული განტოლების ამონახსნებია. (ამიტომ 

ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ყV = 6, X + Cე X2). 

მოცემულე განტოლების კერძო ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სახით 

ყ",= თ) (XV) ყ)"-L.C(X) ყ5, 
სადაც თ)” (V) და თ” (X) აკმაყოფილებენ სისტემას 

IV (X) -–- X% Cვ (X) = 0, 

C; (X) + 2X203(X) == ჯ. 
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ამ სისტემის ამონახსნია C,/ (X)=-X და რ (ი=1, საიდანაც 

  

2 

ი =-->-, თ=X. ე. ი.” მოცემული განტოლების კერძო ამონახსნია 

––. „ე 2 ყ 2 X + X·X > 

ამრიგად, განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

#. 
ყ=0L X + C-X" + “5. 

სადაც C, და რთ: ნებისმიერი მუდმ-ვებია, 

§ 21. მეორე რიბის მუდმივკოეფიციენტებიანი 

წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური ბანტოლება 

! განვეხილოთ მეორე რიგის წრფივი ერთგვაროვანი ”დიფერენცია- 

ლური განტოლება 

ყ” + ძ,ყ' +- ძ.ყ = 9, (21.1) 
სადაც ძი, და თ: მუდმივი რიცხვებია. ასეთ განტოლებას მეორე რიგის 
მუდმავკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთგვაროვანი განტოლება ეწო- 

ბა, 

ს როგორც წინა პარაგრაფში ვაჩვენეთ, (21.1) განტოლების ზოგადი 
ამონახსნის მოსაძებნად საკმარისია ვიპოვოთ მისი წრფივად დამოუკი- 
დებელი ორი ამონახსნი. ვეძებოთ (21.1) განტოლების კერძო ამონახ- 

სნი შემდეგი სახით 

ყ=ლ0', საღაც #=0009%; 
მაშინ 

ყ'=Mჯლბბ, ყ” =/M(2 6M, 
თუ ყ ფუნქციისა და მისი წარმოებულების მნიშვნელობებს ჩავ- 

სვამთ (21.1) განტოლებაში, მივიღებთ 

6" (M -L 0,ჩ -+L თა):=0. 

რადგან 65960, გვექნება 
Iს + ი,ჩ + ძა=0, (21.2) 

ამრიგად, თუ #/ არის (21.2) განტოლებას ფესვი, მაშინ #»# 

იქნება (21.1) განტოლების ამონახსნი. (21.2) განტოლებას ეწოდება 

(21.1) განტოლების მახასიათებელე განტოლება. (21.2) განტოლება 

არის კვადრატული განტოლება. მას გააჩნია ორი ფესვი ჯერადობის 

გათვალისწინებით, განვიხილოთ შემთხვევები. 

ვ+1



1. (21.2) განტოლებას აქვს ერთმანეთისაგან განსხვავკებული ნამ- 

დვ ლი ფესვები. : 
ვთქვათ .მახასიათებელი განტოლების ფესვებია #, და /#ი (-ე=5/ე). 

2 4. მაშინ 2! და 0“ ფუნქციები იქნება (21.1) განტოლების ამო- 
წახსნები. ამასთან ეს ფუნქციები წრფივად დამოკიდებულია. ამიტომ 

ამ შემთხვევაში (21.1) განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

I 
ყ=C 6 სბ -L 0.6 

მაგალ“თი 1, ვიპოვოთ ს” +5ყ”--6ყ=0 განტოლების ზოგადი 

ამონახსნი. 

ამოხსნა. ამ განტოლების მახასეათებელა განტოლებაა 

ს? + 5ჩ--6= -0, 

რომლის ფესვებია /) = 1, ჩMე=--6. ამიტომ 'ზოგაღი ამონახსნი იქნება 

ყ == CC" + 0. 6-წX, _ 

2. მახასიათებელ განტოლებას გააჩნია ოოჯერადი ფესვი. 

ვთქვათ #,) არას მახასიათებელი განტოლების ფესვი. მაშინ 

ყ.= .ა7 ფუნქცია იქნება (21.1) განტოლების ამონახსნი მეორე 

კერძო ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სახით 

212 
ყა» => I"! (ე ჟ. 

სადაც V (0) ჯერჯერობით უცნობი ფუნქციაა, გავაწარმოოთ Vი ფუნ- 

ქც-აა. მივიღებთ 

" MI.) ” 
ყელ=V6' +606 სას უა 

Xჯ MX ჩ.X (24 
ყელ=V6' + 2M,V'0' -MVი46 '!'=646" (V” -+ 2” + MI, 

ყე ფუნქციაისა და მისი წარმოებულების ჩასმით (211) განტოლებაში 

მივეღებთ 

ას | რს + იას +CV1+ თნხ+ 0) ი) =0. · 
თ 

რადგან #7, ორჯერადი ფესვია, ამიტომ #MI-Lთ,ჩ)-L ძუა=0 და MI== –– 2. 

ამის გამო 2/7,-+-0,=0. ამ ტოლობების გათვალისწინებით მივიღებ» 

„”=0, რომლის -ნტეგრებით გვექნება #=/4X+ 8. კერძოდ, ავიღოთ 

4=1, 3=0. მაშინ #C=X». 
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ამრიგად, ყი კერძო ამონახსნი იქნება 

_სX 

ყა==X C ვ 

რადგან ყ, და ყე წრფ-ვად დამოუკიდებელი ფუნქციებია, (21.1) გან- 

ტოლების ზოგად ამონახსნს ექნება სახე 

ს, X 
, ყ=ტიე (CX + 0”) 

მენიშვნა. ყე კერძო ამონახსნის მოძებნა შეიძლება აგრეთვე 
(20.12) ფორმულის გამოყენებით. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 

ყ” +4ყ'+ 4ყ=0 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. : 

ამოხსნა. მახასიათებელი განტოლებაა 

I L 46-+- 4 =0. 
მისი ფესვია #= –-2, ამიტომ ჩოგადი ამონახსნი იქნება 

ყ=6“-“%(თX + CI). 

ჭ, (21.2) განტოლებას გააჩნია კომპლექსური ფესვები, 
ეთქვათ თ+!ჩ არის. (21.2) განტოლების ფესვი, მაშინ (21.2) განტო- 

ლების ფესვი იქნება აგრეთვე თ--8 კომპლექსური რიცხვი. ამიტოე 

(21.1) განტოლების კერძო ამონახსნებია შემდეგი კო 'მპლექსური 

ფუნქციები 
ყ. = (0(თLIჩX -- ტთX (05 X -+ 7 2-X 5Iი ჩX, 

ყა» == 6(C-Iჩ)X –- „XXC0§ჩ V -––- (0-X51ი ჩX. 

შევნიშნოთ, რომ, თუ ნამდვილი ცვლადის კომპლექსური ფუნქცია 

(21.3) 

ყ=V(X) +LI0(X) · (21.4) 

არის (21.1) განტოლების ამონახსნი, მაშინ (I (X) და მ (+) ფუნქციები 
აგრეთვე იქნება (21.1) განტოლების ამონახსნებე. მართლაც, თუ 
(21 4) ფუნქციას ჩავსვამთ (21.1) განტოლებაში, მივიღებთ , 

IV (X) +– (0 (X) 1” -L 0, III (X) -L LV (X) |” + Cა III (9) +- (0(X) 1%9, 
ანუ : ს 

((I” (X) +- თ, II (X) +- ძ.I) + ((0-” (9) + თხ” (X) + ძეშ(X)) =0.. 

კომპლექსური ფუნქცია ნულის ტოლია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, 
“როდესაც ნულის ტოლია მისი ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები, ' 

·ე, ი.“ 

ლი“ ს” + ი: -+- იეI=0 და შ” -+ თებ! + ძე = 0. 
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ეს ტოლობები კი ხიშმნავს, რომ (/ და წ ფუნქციები არიან (21.1) გან– 
ტოლების ამონახსნები. 

ამ მსჯელობიდან გამომდინარეობს, რომ რადგან (21.3) ტოლობით 
განსახღვრული ფუნქციები არიან (21.1) განტოლების ამონახსნები, 

ამიტომ (21.1) განტოლების ამონახსნებია აგრეთვე #6%5I1ზX და 

60% 005ზI ფუნქციები. ცხადია, ეს ფუნქციები წრფივად დამოუკი- 

დებელია, ამიტომ (21.1) განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ყ == 6. (C005ჩX -L 2: 51ი ჩX). 

მაგალითი 3. ვეპოვოთ V”+4ყს”+13ყ=0 განტოლების ზოგა- 
დი ამონახსნი, 

ამოხსნა. ამ განტოლების მახასიათებელი განტოლებაა 

IM + 4L'-L13 = 0, 
რომელსაც გააჩნია კომპლექსური ფესვები #”,=2+3/, ”:=2–-–-3/. ამი- 

ტომ ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ყ= 6“+(C,0053X -L C 51ი 3X). 

§ 39. მეორე რიგბის მუღმივკოეფიციენტებიანი წრფივი 

არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება 

განვიხილოთ განტოლება 

ყ” + თ ყ' + ძა. ყ = I(X, (22.1) 

სადაც ი; და ძე მუდმივებია. 

§ 20-ში ჩვენ ვაჩვენეთ (თეორემა 20.6), რომ (22.1) განტოლების 

ზოგად ამონახსნს აქვს სახე ყ = V + ყზ, სადაც V არის (22.1) გან- 
ტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონაბსნი, 

ხოლო ყ” კი (22.1) განტოლების რაიმე კერძო ამონახსნი. ამავე პარაგ- 

რაფში განხილულე იყო მუდმივთა ვარიაციის მეთოდი, რომლის სა- 

შუალებით შეგვიძლია ვიპოვოთ (22.1) განტოლების კეოძო ამონახსნი. 

მაგრამ მუდმივკოეფიციენტებიანი (22.1) განტოლების კერძო ამონახს- 

ხის პოვნა ზოგ შემთხვევაში უფრო მოსახერხებელია სხვა გხით, ე. წ. 
„განუსახღვრელ კოეფიციენტთა მეთოდეთ“, განვიხილოთ ეს შემთხვე- 

ვები. 
1. ვთქვათ (22.1) განტოლების მარჯვენა მხარე წარმოადგენს მრა- 

ვალწევრისა და მაჩვენებლიანი ფუნქციების ნამრავლს, ე. ი. აქვს სახე 

IIე = ჩა ძე) 6“, (22.2) 
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სადაც #ჩ,(წ) არის 7-ური რიგის მრავალწევრი. შესაძლებელია სამი 

შემთხვევა. 

ა) ვთქვათ თ რიცხვი არ არის (22.1) განტოლების 

ჩ' + 0. #,+ თ. ='0 

მახასიათებელი განტოლების ფესვი. 

ამ შემთხვევაში (22.1) განტოლების კერძო ამონახსნი ვეძებოთ 
შემდეგი სახით 

სყ" = (4ი X" + 41X%-1 + ·-+ 4ე) 6“' = 0, (X) 69”, (22.3) 

სადაც /4ე, +, ..., მი ჯერჯერობით უცნობი რიცხვებია. 
თუ ყ"ს ჩავსვამთ (22.1) განტოლებაში და მიღებულ განტოლებას 

შევკვეცავთ 6%%-ზე, მივიღებთ 

0, Cი0 + (2თ + თ.) Cი (X) + (01 + თ,თ -L 0.) 0 (X)= ჩა (MX. (22.4) 
ამ განტოლების მარცხენა მხარეში C0 0, (>) არის #-ური რიგი! 

0.00 –- #--1 რიგის, ხოლო C0ი (X) კი ი--2 რიგის მრავალწევ- 
რი, ამრიგად, (22.4) განტოლების ორივე მხარეში #-ური რიგის მრა- 
ვალწევრებია. თუ ამ მრავალწევრების შესაბამის კოეფიციენტებს გა- 

ვუტოლებთ ერთმანეთს, მივიღებთ #+1 განტოლებისაგან შედგენილ 
წრფივ განტოლებათა სისტემას. მტკიცდება, რომ ამ სისტემის დეტერ- 

მინანტია (თ?4+-ი,თ–-0.)”+12-0. ამიტომ სისტემას აქვს ერთადერთი 

ამონახსნი. 

ბ) ვთქვათ თ რიცხვი არის მახასიათებელი განტოლების მარტივი 
ფესვი. ამ შემთხვევაში თ?4+-0,თ+0:=0 და 2თ+0|550. ამიტომ კერძო 

ავონახსნის მოძებნა (22.3) სახით, სადაც C ი”()) არის M-ური რიგის 

მრავალწევრი, არ შეიძლება, რადგან (22.4) ტოლობის მარცხენა მხა- 

რეში მივიღებთ #1 –- 1რიგის მრავალწევრს და ეს ტოლობა ვერ გა4- 

დაიქცევა იგივეობად ე, 4, ...,4„ კოეფიციენტების ვერც-ერთი მნიშვ- 
ხელობისათვის. ამის გამო უცნობი მრავალწევრი ვეძებოთ #+1 რი- 
გის მრავალწევრის სახით, რომლის თავისუფალი წევრი ნულის ტო- 

ლია (თავისუფალი წევრი (22.4) განტოლების მარცხენა მხარეში არ 
მიიღებს მონაწილეობას, რადგან გაწარმოების დროს იგი ქრება). ე. ი. _ 

ჯ“ ფუნქციას ვეძებთ 

– 
.“, 

ყ" = XC), (X) 6-X 
სახით. 

გ) თ რიცხვი არის მახასიათებელი განტოლების ორჯერადი ფესვი. 

ე. ი. ადგილი აქვს ტოლობებს 

თ? + ი,თ + ძია ==0, 2თ + ი, -= 0.



აძიტომ (224) ტოლობის მარცხენა მხარეში გვექნება მხოლოდ 
0, (XX), ე. ი. M--2 რიგის მრავალწევრი. აქედან გამომდინარეობს, 

რომ ყ" უნდა ვეძებოთ 6%X ფუნქციისა და #+2 რიგის მრავალწევრის 

სამრავლის სახით. ამასთან, საძებნი მრავალწევრის თავისუფალი წევ- 

რი და X-თან მდგომი კოეფიციენტი”, რადგან ისინი გაწარმოების დროე 
მაინც ქრებიან, შეგვიძლია ავიღოთ ზულის ტოლი. 

აჭჰრიგად, როდესაც თ არის მახასიათებელი განტოლების ორჯერა- 
დი ფეავ“, კერძო ამონახსნი შეგვიძლია ვეძებოთ 

ყ" = X?C, (X) ““ 
სახით. ! ; 

შენიშვნა. როცა თ=0, მაშინ (22.2) ტოლობით განსაზღვრული 
|! (დ ფუნქცია არის /-ური რიგს მრავალწევრი. ამიტომ, როცა 0 არ 
არის მახასიათებელი განტოლების ფესეი, კერძო ამონახსნს ვეძებთ 

ყ"= 0, (ა) სახით. თუ 0 არის მახასი. თებელი განტოლების / ჯერადი 
ფესვი (I=1, 1==2), მაშინ კერძო ამონახსნს ვეძებთ V”=X' 0, (X) სახით, 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

ყ ა ყ--6ნყ=X +3 
განტლოების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. მოცემული განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი 
განტოლების ზოგადი ამონახLნია | 

ყ ==C06-%X-- თ 6-%, 

რადგან რიცხვი ნულე არ არის მახასიათებელი განტოლების ფეჯვი, 

ამიტომ ყ" ფუნქცია ვეძებოთ შემდეგი სახით 

ყ" == 4ჯ?-+- 8X + C. 

მაშინ ყ"” = 2/X +- 8, ყს” =24. მოცემულ. განტოლებაში ყ“ ფუნქცი- 
ისა და მისი წარმოებულების ჩასმით მივიღებთ 

24 + (24X + 8)-–– 6(4 X? +. 8ჯ + C) = X” + 3, 
ანუ | 

– 640 +(24--68)X+(24+ 8--–6C) = X? + 3. 
ორივე მხარეში მდგომი X-ის. ერთნაირი ხარისხის კოეფიციენტების 

გატოლებით მივ”ღებთ სისტემას 

– 64 = 1, 

24--68 =0, 
24+8-6C =3. 
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ამ სისტემის ამონახსნია 4=– –-, 8= = 1 C =- 82 · 

ამრიგად 

#91, 60 
6 18 108 

და ზოგადი ამონახსნი იქნება ყლრC"-+0გ6-M-- ი! __ 91. 
6 18 108 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ. 

ყ” -L ვე =1– 2ჯ 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. მოცემული განტოლების "მახასიათებელი განტოლე– 

ბაა #7+3#=0, რომლის ფესვებია #I=0, ”:=- 3. ამიტომ ერთგვა- 

როვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

ყ=C+Cთ6C6-V, 

რადგან #=0 მახასიათებელი განტოლების ფესვია, კერძო ამონახსნე 

ვეძებოთ შემდეგი სახით, 

ყ" =X(4X+8) #4X- -L 8X. 

მაშინ ყ" -== 24X + 8, ბ” = 2/. განტოლებაში ჩასმით გვექნება 

24 აი + 38= 1--2 

კოეფიციენტების გატოლებ-თ მივიღებთ 4=– -, 8=--. ამიტომ 

არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნია დ 

: 1 5 
წშ=- _-90+ -- ყ 3 + 9 

ამრიგად, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

–»„>... 
= C იე #1. -–- IL ყ 1+C ვ '+ 9 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ 

ყ –– 9ყ = (X + 1)-2% 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

ყ=0C ებ» + Cე 6” + 

3+7



რადგან თ=3 არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი, კერძო ამო- 
ნახსნი ვეძებოთ შემდეგი სახით 

ყ" = XL(C4X + 8) % = (4 ჯზ -+L 8X) C%”, 

მაშინ 

ყ" = (24X + 8) 60% -L 3(4ჯ1მ? -L 8X) 06%, 

განტოლებაში ჩასმით და #6M#ზე შეკვეცით მივიღებთ 

24 -+ 6(24X + #8) -I- 9 (4X? + 8X) -– 9 (4X? -L 8X) = ჯ -L 1, 

ანუ 

24 + 124» + 68 = X+ 1. 

აქედან 

„„._. 
12 36 

ე. ი 

1 5 
შ=|-.  I-L- --. L ICV, 

7 (5; 136 ) 

ამრიგად, განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

1 5 
=C6%-L 06 M 16 –-– # + –“– ჯ |". 
ყ=ი0+C (-- 1 “ვნ 

მაგალიეთი 4, ვიპოვოთ 

ყ-- )ყ--5ყ=Xჯ-ი6 > 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა მოცემული განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი 
განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

ყ=C6“% -L თე 6%. 

არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნი ვეძებოთ ყ%= 

= VI + ყე სახით, სადაც ყუ არის ყ -–-4ყხ- 5ყ=X განტოლების 

კერძო ამონახსნი ხოლო ყუ არის Vყ” --4ყ -- 5ყ = 6-# განტოლების 

· 1 4 
კერძო ამონახსნი აღვილად მივიღებთ, რომ Vყჯ; = –- X + - და 
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ა 
ყვ == - X6-%, ამრიგად, მოცემული განტოლების “ზოკადი ამონახსნი 

იქნება 

_ · · 1 1 4 
ყ= + -L V. =C060-% (09% IL –– Xჯგ–X . ყ +V) -_- ყა 1 + C 5 6 + 2> 

3. ვთქვათ (22.1) განტოლების მა%ჯვენა მხარეს აქვს სახე 

1I(0 = ჩ0ელ056ჩX+ 00) 5Iი ჩX) 2“, (22.5) 

სადაც ი (X) და C (X) მრავალწევრებია. 

ეს შემთხვევა შეიძლება განვიხილოთ წინა შემთხკევის ანალოგიუ- 
ოად, თუ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციაებს ეილერის ფორმულის გამო– 
ყენებით შევცვლით მაჩვენებლიანი ფუნქციით. გვექნება 

(ზ» –(ზX (ზ» __ ა–/ჩX 
(ი=ჩ(ი“ “იი +0ცე 2» “ა , 

ჯ 

ანუ 

I (X)= |>  (X) + == 0 თ| ც(თ+4/ჩ)»ჯ _L 
2 2; 

1 1 
– _– (თ–!ჩ)X , +L- I5(CX) 2100) | 

ამ გამოსახულებაში კვადრატულ ფრჩხილებში მოთავსებულია მრა- 
ვალწევრები, რომელთა ხარისხი # (XV) და C (X) მრავალწევრების ხა- 
რისხებს შორის უდღდიდესის ტოლია. თუ ჩავატარებთ პირველი შემთხ- 
ვევის ანალოგიურ მსჯელობას, ვიპოვით ყV ფუნქციას, როგორც მრა- 
ვალწევრისა და მაჩვენებლიანე ფუნქციის ნამრავლს. მართალია, ამ 
შემთხვევაში ყ” იქნება კომპლექსური ფუნქცია, მაგრამ როჯორც ვი- 

ციო, მისი (ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები, რომლებიც ნაპდვილ 

ფუხქციებს წარმოადგენენ, ასევე იქნებიან განტოლების ამონახსნები. 

არ ჩავატარებთ რა დაწვრილებით მსჯელობას, აღვ:იშნოთ, რომ ყ? 
ფუნქცია შეიძლება ვეძებოთ “«ემდეგი სახით: 

ა) თუ თ+!ზ არ არის მახასიათებელი განტოლების ფეხვი, მაშინ 

ყ“" = XIII (X) C-” 005 ჩX -L 9 (X) 6C” 51Iი ჩXI, 

სადაც (! (ა) და ჯ (X) არის ერთი და იმავე რიგის მრავალწევრები, რო- 

მელთა ხარისხი # (X) და C (+) მრავალწევრის ხარისხებს შორის უდი- 

დესის ჭოლია. 
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ბ) თუ თ+!ჩ არს მახასიათებელი განტოლების ფესვი, მაშინ 

ყ"= X III (X) 6-" 005 ზX -L 9 (X) 6“ ;Iი ჩXI, 

ბოლოს „განვიხილოთ (22.5)--ს ერთი კერძო შემთხვევა,, როდესაც 

ფუმზქციას აქვს სახე 

(9) = M005ჩX + M5I18ზX, 

ე. ი, როდესაც #(X) = M, C(X) = V, თ=90. 

ამ შემთხვევაში, როდესაც ჯჩ არ არის მახასიათებელი განტოლების 
ფესვი, კერძო ამონახსნს ვეძებთ შემდეგი სახით 

ყთ= #005ზX + 850 ჩX, 

ხოლო თუ I!ჩ მახასიათებელი განტოლების ფესვია, მაშინ 

ყზ=X(/4005ჩX -+- 8580 ჩX) 
სახით. 

მაგალითი 5. ვიპოვოთ 

სყ” -L 2ყ' -- 5ყ = 2005X 

განტოლების ჯხოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. მახასიათებელი განტოლებაა #2? +2/#/ + 5=0. მისი ფეს- 

ვებია #,=–-1+2!, ჩა=--1--2!, ამიტომ ერთგვაროვანი განტოლების 

ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ყ = 6“X(0C, 005 2X -L 0ე §5)ი 2X). 

არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნი ვეძებოთ შეზდე- 

გი სახით 
4“, – 

ყშ = 4005X + 85იX. 

მაშინ //'' = –- 4511 X + 8005X, ყ.” = -- 4005X-–--851X. განტოლე: 
ბაში ჩასმით მივიღებთ 

– 4005X-–- 850X--– 2450 X+28 005 X-5/4 005 X + 58 510 X=2 005 X 

ანუ 

(44 ++ 28) 005 X -- (–– 24 + 48) 518 X = 2 005 X, 

განტოლების ორივე, მხარეში 510 ჯ ·და Cლ05 X ფუნქციის კოეფიციენტე- 

2 
ბის გატოლებით მივიღებთ =->ს 8 

1 
5. 
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მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ყ=6“ + (C,-C05 2X +: 51Iი 2X) + =. C05X +- -- 51) X. 

მაგალითი 6. ამოვხსნათ განტოლება 

სყ” +.9ყ = 005 37. 

ამოხსნა. მახასიათებელი განტოლების ფესვებია +3I!. ამიტომ 
ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

ყ=C 005 3ჯ + თ 519,3X. 

კერძო ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სახით 

ყ" = X(40053); + 8 510 ვჯ. 
მაშინ 

ყ+' = 4 00§3X –I- 8 51ი 3X + XC– 34 5Iი 3X + 3 8 008 3ჯე, 

ყ.”= –:6(4590 3X-–-– 850053X) -L X(–– 9 /4 005 3X––98 51ი ვე. 

განტოლებაში ჩასმით.გვექნება 

–6/451ი 3X -- 68C053ჯ = 005 3X. 

კოეფიციენტების გატოლებით მივიღებთ /5=-0, 8= – . 

ამრიგად, მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნი. იქნება 

ყ=0C 0053X -+ 0: 51) 3X -+- = §5I9 3X. 

მაგალითი 7. ამოვხსნათ განტოლება 

რო”- ყ--– ყ=306%008X. 

ამოხსნა. მახასიათებელი განტოლებაა #2-1=0. მისი ფესვე- 
ბია #)=1, #ე=-- 1 ამიტომ ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი 

ამონახსნი იქნება 

ყ= C ტლ! + 65 6-%, 

რადგან კომპლექსური რიცხვი 2+! არ არის მახასიათებელი გან–- 

ტოლების ფესვი, არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო ამონახსნი 
ვეეძებოთ : 

ყ" == 60% (4005 + 83იX) 

სახით. 

ახ!



განტოლებაში ჩასმითა და მსგავსი წევტების შეერთებით მივიღებთ 

(24 –– 48) დ?” 0085 X -L (–– 44 +- 28) 0X§I0 X = 36% 0085 X. 

კოეფიციენტების გატოლებით გვექნება 

24 + 48=3, –-44 4+-28=0. 

აქედან 4= > , 8= -– · ე. ი. კერძო. ამონახსნია 

3 3... 
ყმი=060 XI  _ლC050X+ –– 501 I, 
4 ლ +-9%ი ) 

ხოლო ზოგადი ამონახსნი 

ყ= C6% +66++ #6 თა» + – ძიX) · 

§ 251. ი-ური რიბის წრფივი ერთგვაროვანი 

დიფერენციალური განტოლება 

განვიხილოთ M-ური რიგის წოფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური 
განტოლება 

ყო) + თ ცე ყო–ს ++ ი. 60 ყ=0. (21.1) 
მართებულია შემდეგი თეორემა, რომელსაც მოვიყვანთ დამტკიცე- 

ბ-ს გარეშე. 

თეორემა 23.1. თუ V#,), ყი,..,ყ„ი ფუნქციები (23.1) განტოლე- 

ბის წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებია, მაშინ 

ყ= CV) + 0იყა+ + ნიყი (23.2) 

ფუხქცია, სადაც თ, C,.../6ი ნებისმიერი მუდმივებია, არის (23.1) 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც თ, თ,..,ი, კოეფიციენტები მუდღმი- 

ვი რიცხვებია, (23.1) განტოლების ზოგად ამონახსნს ვიპოვით ისევე, 

როგორც მეორე რიგის წრფ-ვი ერთგვაროვანი დიფერენციალური 

განტოლების შემთხვევაში: 

1) უნდა შევადგინოთ მახასეათებელი განტოლება 

/.-+- თ. ყა -1 + ძია გე-2 + ... + ძი = 0, 

2) ვიპოვოთ მახასიათებელი განტოლების ფესვები. 
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3. განტოლების ფესვების საშუალებით ვიპოვოთ (23.1) განტოლე– 
ბის წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნები შემდეგი წესის თანახმად: 

ა) ყოველ ნამდვილ მარტივ # ფესვს შეესაბამება კერძო ამონახს–- 

ნი ტ%-, 
ბ) ყოველ /# ჯერად ნამდვილ # ფესვს შეესაბამება ” ცალი კერძო 

ამონახსნი –-- MX, ჯ 4M, .., I -1 „MX, 

ბ) ყოველ მარტივ კომპლექსურ ფესვთა წყვილს #() = თ –- 18, #2) = 
=CთC-Iჩ შეესაბამება ორი კერძო ამონახსნი 6+00§ჩX და #6%%3)ი  X. 

დ) ყოველ |, ჯერად კომპლექსურ ფესვთა წყვილს (I! -> თ + Iჩ, 
გ) = თ-–-- I ჩ შეესაბამება 2(L კერძო ამონახსნი 

ტ-რ%XC05ჩ X, X6-XC05 ჩIXM,..., (+-1 6-5 C05 8 X, 

6-% 5111 ჩ X, X6-%% 5118 X, ..., Xტ-1 4% 510 ჩX. 

ასეთი წესით შედგენ-ლი კერძო ამონახსნთა სისტემა იქნება წრფი- 
ვად დამოუკიდებელი. ამასთან სისტემაშმე იქნება ზუსტად /: ცალი 
ამონახსნი. (23.2) ფორმულით ვიპოვით (23.1) განტოლების ზოგად 

ამონახსნს. 

მაგალითი 1. ვეპოვოთ 

ყ--3ყ--ყ+3ყ=0 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. შევადგინოთ მახასეათებელი განტოლება 

ფ- ვ. #IL3=0. 
აქ განტოლების ფესვებეა #,=1, #ე=-–-1, ჩვ=–3. ამიტომ ზოგადი 

ამონახსნი იქნება 

ყ=ლ=Cთ6-+C6-X-L0:0M. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 

ყ” + ვყ”-- 4ყ=0 
განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. ამ განტოლების მახასიათებელი განტოლებაა 

13 L 3021- 4 =0, 

რომლის ფესვებია #)=1, #ჩა=–-2. ამასთან –-2 არის ორჯერადი ფეს- 

ვი. ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ყ=Cო6”'-L C0კ36-% -- 00ჯ 6-%, 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ 

ყ!V –- ყ=9 

განტოლების ზოგადი ამონახს§ი. 

ვევ



ამოხს5ა, შევადგინოთ მახასიათებელი განტოლება 

#%4-- 1'/= 0. 
მისი ფესვებია ჩ,=1, #ელ=--1, #ვ=1, Mწ,=–--/. ამიტომ ზოგადი ამო– 

ნახსნი იქნება 

ყ==0, 0" -L 0:6-% -L 03 005X -L Cკ 5111 X. 

მაგალ ითი 4. ვიპოვოთ .. 

ყწ + 2ყIV --8ყ”--12ყ'-- 8ყ=0 
განტოლების ზოგადე ამონახსნი. 

ამოხსნა. შევადგინოთ მახასიათებელი განტოლება 

#" -- 281-- 8 თბ –-12ჩ>--8 =.0.., 

ამ განტოლების ფესვებია #)=2, M:=--1 +/: #ვ=--1--/. ამასთან /#%ი 
და #ვ ორჯერადი ფესვებია. ზოგადი 'ამონახსნი იქნება. 

ყ=>C0; 6% -L 0: 6“ X005 X,-L 0ვ X6-X 005 X + C, ი-%51ი X + C5X6-%5)ი X. 

განსაზღვრება 23.1. ცვლადკოეფიციენტებიან დიფერენცია- 

ლურ განტოლებას 

გ" ყო + ნა კტონყო-ს LC. + ს XV + ხაყ = 0, (23.3) 
სადაც "ხე, ხ;...., 0-1 მუდმივი რიცხვებია, ეწოდება ე-ლერის განტო- 
ლება. 

ეილერის განტოლება X=6ი!' ჩასმით დაიყვანება მუდმივკოეფიცი- 

ენტებიან დიფერენციალუო, განტოლებასე. მართლაც, ამ შემთხვევაში 

გვაქვს 
ყ (X) = ყ (6) = V(,). 

აქედან 

ყ'(X) = ს (I) 9 - 7006“, 
ძჯ 

ანუ 

XV (X) = 6 9' (,) §-' + ა'(ი. 

თუ გავაგრძელებთ გაწარმოებას, მივიღებთ : 

ყ” (X) = 0” (016-?! –– CI (7) 6–?/, X2ყ? (+) =V” (0) –– 9 (/ც ... 

თუ (23.3) განტოლებაში ჩავსვამთ V ფუნქციასა და მის წარმოებუ: 

ლებს, მ-ვიღებთ M-ური რიგის მუდმივკოეფიცენტებიან წრფივ “ერთ: 

ე84 ·



გვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას თ (I!) ფუნქციის მიმართ- 

რადგან მუდმივკოეფიციენტებიანი დიფერენციალური განტოლების 

მონახსნს ვეძებთ ჯ (/)=6-=-XV. ან მ (/)=196"=ჯ"Iი” X სახით (ჩ საზო- 
გადოდ არის კომპლექსური რიცხვი), ამიტომ ეილერის განტოლების 

ამონახსნი თავიდანვე შეგვიძლია ვეძებოთ X» ან #XIი” ჯ სახით. 

მაგალითი 5. ამოვხს5ათ. განტოლება 

ჯზყს-- 4Xყ' + 6ყ = 0. 

ამოხსნა X=/2! ჩასმით ზოცემული განტოლება დაიყვანება 

ს”(0 –– 50'(0 -- 600) = 0 

სანტოლებაზე, სადაც VI (/71= ყI (60) = ყ(X») მიღებული განტოლების ზო- 
გადი ამონახსნია 

შ((1)=C60“ –+ თC63/, 

მოცემული განტოლების ზოგადი, ამონახსნია 

ა ყ=C XV –- CM. 

მაგალითი «. ამოვხსნათ განტოლება 

2ყ + ვე + ყი =0. 

ამოხსნა. კერძო ამონახსნი ვეპებოთ /=X" სახით. მაში5 

ყ! == ჩ 8-1, ყ” = M(წ-- 1) X1-?, 

განტოლებაში ჩასმით გვექნება 

12M(L-- 1)ჯბ:-? - ვჯ წელ 3. ლ= 2 (8 + 2ჩ-L1) = 90. 

აქედან; თუ 2550, მივიღებთ M4+-2#--1=0. ამ განტოლებას აქვს ეთ” 

ორჯერადი ფესვი #=---). ამიტომ ყ=X+= - იქნება მოცემული 

გახტოლების. ერთი კერძო ამოვახანი. მტორე კერძო ამონახსნი ოქნება 

  11 , რაშიც უშუალო შემოწმებითაც დავრწმუ:დე– 
„ჯ : 

ბით. ამიტომ ზოგადი ამონაზსნი იქნება 

ყლ–Xჯ1უ)იჯX = 

თ , ი.Iი1ჯ 
ყ=---+ · 

Xჯ Xჯ 
  

მაგალითი 7. ამოვხსნათ განტოლება 

118 ყს–- 3; ყუ 13ყ = 0. 
..- : არ. სუ ს დ 
52 1. ლთოლღურია, ვ. 'ჯყოჭოლ.ეს, 8. გაბიბაწვილი, ნ. მაშარაშ ილი 285



ამოხსნა. ვთქვათ ყ=X?. მაშინ ყ'=/ 2-1, ყ” = ჩ(ML-- 1) 6-2, 
განტოლებაშე ჩასმით მივიღებთ 

XIIჩC6 –-1) –– 3 + 131 =0, 

ავეღან, თუ X5%0 გვექნება 
სწ – 47 -- 13 =0. 

აჭ განტოლების ფესვებია 2>+3/. ამეტომ განტოლების კომპლექსური 
ამონახსნები იქნება 

2-3 +23!1ი Xჯ 
MI, == X =X-60 

(1
3 

= X“(00531ი X-+L5I0 3 I0 X). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ X? 005 310 X და ჯ? 510 310 V მოცე– 
მული განტოლების ამონახსნებია. რადგან ეს ფუნქციები წრფივად და- 

მოუკიდებელი ფუნქციებია, განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ყ=X"(CC00531)0X–+0.)5031იX. 

§ 24. ეი-ური რიგბის წრფივი არაერთგვაროვანი 

დიფერენციალური განტოლება 

განვიხილოთ განტოლება 

ყი – ფთიიე ყრი ---+ 0(X)ყ = ICX), (24.1) 

სადაც 0 (X), ძი (X)..., ძი (X), /(X) უწყვეტი ფუნქციებია, 
ვთქვათ (24.1) განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი 

ყ(”) +თ (X) ყო–სა +. + ძი (CX) ყ= 0 (24.2) 

განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

ყ=CVყ) + C-ყი + ...+ ნი ყი. (24.3) 

ისევე, როგორც მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლების 

შემთხვევაში, მართებულია შემდეგი თეორემა: 

თეორემა 24.1. ”-–ური რიგის წრფივი არაერთგვაროვანი დიფე– 

რენციალურე განტოლების ზოგადი ამონახსნი ამ განტოლების შესაბა–- 
მისი ერთგვაროვანე განტოლების ზოგადი ამონახსნისა და მოცემული 
ანტოლების რაიმ რძო ამონახსნის ჯამის ტოლია, ე. ი. განტოლე. ე კე ჯ ტოლია, ე 

M#=ყ+ყ" 
სადაც ყ ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნია, V“ კი არა– 

ერთგვაროვანი განტოლების რაიმე კერძო ამონახსნი. 

აბს



ჩ”-ური რიგის წრფივი არაერთგვაროვანი დიფერენციალური გა5– 

ტოლების კერძო ამონახსნი შეგვიძლია ვიაოვოთ მუდმივთა ვარიაციის 

მეთოდით. 

ვთქვათ ყე, ყა,..., ყე არეს (24.2) განტოლების წრფივად დამოუ- 

კ“დებელ ამონახსნთა სისტემა განვიხილოთ განტოლებათა სისტემა 

C1 ყე + C ყი + · + თ ყი = 0, 
(44+-5#+- “+ თ = 0, 

· (24.4) 
I ყლო–9) -L C დ-ი -L. .+C ყელს. =0, 

იჯყი-) L დ ყი- ს LC. ·-L Cე ყ(0-1) = M(X), 

სადაც უცნობებს წარმოადგენენ რთ, C,.., 0 ფუნქციების წარმოებუ- 

ლები, ამ სისტემის დეტერმინანტი არის V,, ყა, ..., ყე ფუნქციების ვრონსკის 
დეტერმინანტი. რადგან Vყ,, Vყი,.., ყი ფუნქციები (24.2) განტოლების 

წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებია, ისევე, როგორც მეორე რი- 
გის დიფერენციალური განტოლების შემთხვევაში, მტკიცდება, როპ 

მათი ვრონსკის დეტერმინანტი ყოველ წერტილში განსხვავებულია 

ნულიასაგან. ამიტომ (24.1) სისტემას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი 

CI, CC)... 6. მათი ინტეგრებით ვიპოვთ C,, C.,..,ი- ფუნქციებს 

(; ფუნქცის ინტეგრების შემდეგ ავიღოთ ერთი რომელიმე კონ- 

კრეტული C; ფუნქცია, 1=1, 2,..., 7). 
დავამტკიცოთ, რომ 

=CV, + C ყი +“ - + 0იყი. 
ფუხქცია იქნება თ“, 1) განტოლების ამონახსნ-. ამისათვის ვიპოვოთ 

ყ" ფუნქციის ყ“',ყ"”,..., ყ+4(' წარმოებულები. (24.4)-ის გათვალისწინე– 

ბით გვექნება 
ყ''=0V9+თყა+ “+ თ ყი 
V –=იი7++CთM+- მითის 

ყი = ფ ყლ + თერ + ..4+თ ყო + IC. 
ყბს ფვაევციისა და მისი წარმოებულების ჩასმით (24.1) განტოლებაში 

მივიღებთ 

ყარ) თლე ყოს + ·-+ძე 0იყ"=(C ყI)+თ ყხ)+ ·--+-თ ყი +ჩ+ 
+0,)(X) (ფ ყ-ს -C თ ყი) ი + თყი მ ხიო4+ 
+-0ძა(9 (0 MI-+თყა+ · +თყი)=თ(V)-+-0I(X) ყყ1-)+  +ძიყ)+ 
+თ (ყIს”) -L- თ, (X) ყა“? + + ძი (9) ყა) 6 -.+ 
+Cთ (ყი) + ძე (X) ყა 6 .+ ძილ ყი) + /C2 =/ (ი. 

აა7



ე. ი. ფუნქეცაა 

ყს=CVM + Cყე+- + რყი: 

არის (24.1) არაერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნი. 

უზდა აღინიშნოს, რომ ,-ური რიგ-ს მუდმივკოეფიციქენტებიან2 

წოფივე არაერთგვაროვანი განტოლების კერძო „ამონახსნის მოძებნა 

ზოგ შემთხვევაში უფრო მოსახერბებელია განუსაზღვრელ კოეფიცი- 

ენტთა მეთოდით. განვიხილოთ ეს შემთხვევები. 

1. ვთქვათ 

7(+) = ჩო (X)6-”, 

სადაც ჩიო»(») არის MI-ური რიგის მრავა რე. თუ თ არ არის მახა– დაც -უ გ ვალწევ ო 

სიათებელი განტოლების ფეხვი, კერძო ამონახს§ი უნდა ვეძებოთ შემ- 

დეგი სახით 

ყ" =0C7#, (X) 69%, 

სადაც C0ი (63, არის MI-ური რიგის მრავალწევრი. 

93 შემთხვევაში, როდესაც თ მახასიათებელი განტოლების (L ჯერა– 
'დი ფესვია, კერძო ამონახსნი უნდა ვეძებოთ 

· ყ"=X'დ0თ (>) 6-% 
სახით, 

9, ვთქვათ 

1(+2) = #M005ზ ჯ +– M351ი ზX. 

მაშინ კვოძო ამო5აზსნი უნდა ვეძებოთ 

ყ? = 4C05ჩX –– 85Iი ზX 

სახით, თუ Iზ კომპლექსურია რიცხვი არ არის მახასიათებელი განტო- 

ლების ფესვი და 

ყ" = XM(4005ჩX –- 8510 ჩX) 

სახით, როდესაც /(ჩ არის მახასიათებელი განტოლების # ჯერადობის 

კომპლექსური ფესვი. 

ვ, ვთქვათ 

I (X)=(? 00005 ჩX –- 0 (X) 510 ჩX) 6%, 

სადაც # (X) და 0 (X) მრავალწევრებია. 

თუ თ-+Iზ კომპლექსური რიცხვი არ არის მახასიათებელი განტოლების 

ფესვი, კერძო ამონახსნი „უნდა ვეძებოთ 

= (M((X) 005 ჩX –+- ხ (X) 5I)) ზX) (“” 

ვ58



სახით, საღაც II (0) და ში (0 ერთა: ღა იმავე რიგის მრავალწევრებია, 
რომელთა რიგი # თი და 0 (ა მჩავალწევრებ-ს რიგებს შორის უდი- 

დესის ტოლია. 

· თუ თ+!ჩ არის მახასიათებელი განტოლების IL ჯერადობის ფესვი, 

' უბღა ვეძებოთ 
ყ" = VI(I(X)ლ005ზX –- 9 (1) 5Iი ზ X) 6; 

(7) 

სახით. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

ყI'V- ყლ X-1 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი. · 

ამოხსნა მახასიათებელი განტოლების ფესვებია X,; = 1, 
Xა=--1, Xვ=I/, X=--. ამიტომ მოცემული განტოლების შესაბამისი 
ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსდი იქნება 

Vყ=0 C “ თი“ 0005 + თ 5IიX, 

კერძო ამონახსნი ვეძებოთ 

ყხ= 4/VC- 8+-C 

სახით. მაშენ (ყ?)!V=0- და განტოლებაში ჩასმით მივიღებთ 

_ ტყ 8-C=X# - X--1. 

აქედან 4=--1, 8=-–-1, C=1. ამრიგაღ. 1 მოცეზული განტოლების ზო– 

გაღი ამონახსნია 

ყ=C67 -LCა6-X -L 03005 + 0,5) X-–- წ–-– X+1. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ”. 

ყ!V –– 3ყ” + 2ყ = XC" 
გამტოლების ზოგადი ამო5ახსნი. 

ამოხსნა. მახასიათებელი განტოლებაა 

'ტ--ვ0 .62=0. 

მისი ფესვებია ჩ, = 1, #. = =- 1, ჩვ= V2, ჩ, = --V2. ამიტომ 

ერთგვაროვანი განტოლების ზოგაღი ამონახსნი იქნება 

V2:_ .6C-V 2: 2 X ყ=C0 +0ა6%-–+-0Cნ 

რადგა5 'V= 1. მახასიათებელი განტოლების ფეხთ არაერთგვაროვანი 
განტოლების კერძო ამონახსნი ვეძებოთ ' 

ყზ=XL(4X -+- 8) 6" = (#4X' + 8X) CV



სახით. გვაქვს 

ყ"'=(2/X -+ 8) 6% -L C422 + 81) +", 

ყ"'” =(2/X –- 8)იჯ –+- 2420 + (24X-8) 0X -L (4V? -- 8X) 6”, 

ყ"''''==(4/X -+- 28) 6X -L 4,1 2L--2/4 2–-X--(24X-L8) -X--C4X?+8X)6”. 

ყ.IV =(4/X-+28) 2X -+ 4/46+-L6,4 6" + (24Xჯ + 8) წ + 24 # + 

-C (24X -+- 8)0ნ +“ (4 + 8X) 6? = (84ჯ –- 48) + + 

+124C - C1X? + 81) C”. 

განტოლებაშე ჩასმით მივიღებთ 

06% |8,1ჯ –- 48 -L 124 + 4X? + 8X-–- 124X-–- 68 ––- 64 –– 

3471 -–-38) -- 24X + 28XI) = XC", 

ანუ 

– 44X--28 + 64 = ჯ. 

3 
აქედან კოეფიციენტების გატოლებით მივიღებთ 4= –– –-, 8-=--· 

ამრიგად, ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ყ==065 + C6“ 7 + ივ ი 2X +C6C-V თ? (X? –- 3X)6”. 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ 

ყIV -- ყ = 5005X 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი. 
ამოხსაა მახასიათებელი განტოლების ფესვებია #) = 1, 

#”ე=--1, ”3=I, ჩა=--I. ამიტომ შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლე–- 

ბის ზოგადი ამონახსნია 

ყლ-=0C 06" -L C-6-% -- 03005X + Cგ511X. 

რადგან ( არის მახასიათებელი განტოლების ფესვი, კერძო ამონახსნი 

ვეძებოთ 

ყ"=X(4005X –+- 8 51ი 1) 

სახით. განტოლებაში ჩასმით მივიღებთ 

44590X– 48005X = 50057. 

5 
აქედან „4 =0, 8=--–. ე. ი. 

. 5:.., 
ყ =-- +5%იX



ამრიგად, მოცემული განტოლების ზოგადი ამოზახსნია 

5 
ყ=C6 +0C6“7 -+ C66005X---CI5)0X-–– -2 X5იX. 

95ე:. მეორე რიგეს დიღერენციალური განტოლების 

მიახლოებითი ამოხსუა რუნგბგე-კურას მეთოღით 

ეთქვათ, მოცემულია მეორე რ-გის დიფერენციალური განტოლება 

Vყ 

ძX” 
  = /(X, ყ, V'). (25.1) 

ვიგულისხმოთ, რომ / (X, ყ, #ი) ფუნქცია (%, V0, ყი) წერტილის 
მიდამოში აკმაყოფილებს არსებობისა და ერთადერთობის თეოღემის 

პირობებს. ვეძებოთ (25.1) განტოლების ამონახს5-, რომელიც აკმაყო- 

ფილებს საწყის პირობებს 

V (Xი) == Mი, M' (+Xე) 5 ყი. 
«ისევე, როგორც პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების 

შემთხვევაში ყ9ყ,+I მეახლოიბითი მნიშვნელობის გამოთვლა ხდება 

უკვე გამოთვლილი წყ, მიახლოებითი მნიშენელობის საშუალებით 

მემდეგი ფორმულის საფუძველზე 

, 1 . · 

Mყ;+1 = ყ; -L ჩ | ყ,–- %. (#)9-+- #09 + #ვ) | , 

სადაც 

#9 C- MI (2, ყი ყე), 

; / ” ჩ _ ჩემ 
ჯა I, + -–- ყ, + IM), -2- |, 2 (+ 2 M + 2 MX -5 ყ, + 2 

ჩ ჩ , ი MI 

#M0=ს | (+ + -- ს M%+ –-V# + -- ჩე, #+“->-), 

#Mს-MI(MX+- IM. #+სM + 3 #0, V +ჩ0 |, 
7 

ყა = #(+ -> (#0 +2 #00 + 2 #9 + #5). 
აი1



მტკიცდება, რა, თუე |! (2 ყ. ყე) ფუნქციას განსახილველ არეში” 

აქვს უწყვეტი კერძო წარმოებულები მეხუთე რიგამდე ჩათვლით, მა- 

ფინ ომიბეკეტას მეთოდის ცდომილებას აქვს /39-ის რიგი. 

ენიშვნა. რო«ესაც სავიროა ამონა5ს5ის მიახლოებითი მნიშვ- 

ხელობის გამოთვლა რაიმე C წეოტილშმე § სი ზუსტით. პრაქტიკულად 

უნდა მოვიქცეთ შეპუეგნაბრად: 

თავდა:ი-ეელად გამოვთვალოთ V (0-ს მიახლოებითი V (6) მნიშვ- 

ხელობა #=C--ჯა ბიჯი და (25.2) საწყის“ პირობებით, ე. 2, 

ყთრ=#ი+M +-V -ჩხ+ #1, 

სადაც 

#8 =#ჩ/ (CXე, ყი: VM), 

/ IL #ჩ#. სხ. . ჩ ; · 2 ) , 
ჩა =MI | % “ი ' 4 + 2-9 + ჩა #+ =უ- )» 

რ=ჩI(ი-4+ I, ++#0+4%. + 58). 

გამოვთვალოთ. ახლა V (C-ს მიახლოებითი ყზ (ის მნიშვნელობა 

I, = + = 2-9 ბიჯით და საწყისი პირობებით 

: ა+- ჩ-ს) = წყ ყ. 25.3 ყ(X%) = ყ (« 91. 2. = ყ), ყ' (X)) == VI), (25.3) 

–_ · ჩ- , ჩ ––_--__ --_-–_-_.- 
მიახლოებითი §5იწვნელობები გამოთვლილი + ბიჯით „და (25.2) სა- 

წვისა პირობებით შემდეგი ფორმულებით 

392



ჩ –ი – 
#= ყა + -– 2 I0+ – (6+ ჩ+#I1, 

ჩ 
„, = =->-) (ი ყი. ყი), 

7. ” / (1... 2 2 
ზა –2 /(%+ ყი -- #+ <ვ-#ი# + 5). 

6 2 

2 ჩ ჩ ი... ჩ ,, CC 
ჩვ =--I(%+ 4' ყი + ს #+ 5-4. ყი“ 5), 

> ჩ ჩ ჩ ., ჩ 2 „=> 
ჩკ =-- I % ი “ს ი + 2 ში რ ჩი, 4“ , 

“ , 1 –7 – რ –. 

ყ) = ყი -L « (« “+ 2L +2#ჩგ–+VC). 

ყ" (C0)-ს გამოსათვლელად (25.3) საწყისი პარობებით გვაქვს 

– – 13 -– –- · 
ყ" (C) = ყ, + 2 1.+ 4 (ჩ + L #) | , 

(8) აც 

”> ჩ “რ – 

#ა= > წ(4:, ყ.. ყ)), 

ჯ ჩ ” I ჩ –- , LX 

== –– –ა – + –ს -“)1. · 8 2 I=++ ყ, + 19M“ 16 1:9ყI + 2) 

– ჩ ს “– ს –. ს არცა ბე გაბია ბითი რ). 

-სევე, როგორც პირველი რ.გის დიფერევციალური განტოლების 

დემთხვევაში, მეორე რიგის დიფერენციალურ განტოლებისთვ-საც 

რ ღომილების შესაფასებლად გვაქვს 

I/თ –”რი)<1/C6=9%C) <+ 
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რუნგე-კუტას მეთოდის ბლოკ-სქემა 

X C 
ვა--აგეგესგსგსგს, 

  
  

  

  

  

  

  
    

  

  
      

  

    
  

    

    
  

წ > 

27, ყი, ყ.,6, C , Mს = ჩ ” 

ლუ ეი –_–----_-_---------- ე ს_- 

(ჩრ-C 79% X-49 157.7 («,/606:4121+-#4+1| 
ყ ყი 2:Vყი 

+» ე 

„ეა“ I CC. .5 
ჰპაპეკჩოტიაძა L _ 

L ჰ3ეპჩობჩამა 
ყ/ - % 

C- > ' 
_-–-''ეღეღე–ი ძი” _ 

' “2 =? აე” _) 
–-–– 

ცითინათ)  L9-4. | 4ა-<%2> L ჟ3ეჰჩონჩამა სები 7 2 

ყ.-9 · წ = ყე 

X-წ C,ყ 
C 5 

თ.-ყ.ჩ2-.9 M3 “ეგ, 

დ ბ 
#/ ღე 

  
  

  , 
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( ქვეაჩობჩავა. . X C 

    

    
  

  

        

    

  

  

  

    

  

    

  

  

  

  

  

    

”ა  –----– 

· ს = 2 

! ს =ყ M5 =#ჩ-# 
( (1 – > 

1 => 
/ “ | V”=>74 #2 

ნ-#/(0,Cიხ) L 2 __ _ 

| ხის ' 
==7 V, VI CV” ხ 

#ჯ =#-·# ” L _“ _ . 

სეეე 1. 

(ლ = 20+ #. | (558. ' 

ჩ -. წ 
სყ+.. +... I _ , _ 

| V=2+3- (929+ჩ(–- ქ (#/+I0+M3) | 

| = #(თ, თ, C) “ი პიომგჩად:ს 
- _ LL გტაგნძეძება ; 

რუნგე-კუტას მეთოდის (მეორე რიგის განტოლებისათვის) პროგ- 

რამა ბეისიკის ენაზე 

1 

10 

20 

ვი. 

40 

45 

50 

60 

ცხდნI !' Lნ:!' L0C 001601 #5 LILL 91 

ხდსIMI + 1, ” ნნII68I6 IIდდნხნნყIიბიანძ0!ი 

VნM8ცC9IM9 81000IL90 I00ხყ9IILC4ა' 

ხსIMX 4-1, !' MCI07I0M 0XV/IVII 8-ICXV II! 

ნხნიIM+ '3ტ/M#ტ9M1I86 0#9ტIIნI0CC X0 ==”; X 1M60I X90 

ი?IMI 3ტ41#918 I#89ტIნII0CC X0=' : . IMნI 70 

ნხიIM+ /340#916 80460ჩ)X6906 70=' :  IMXCVI 70 

ჩ?IMX 41, ! MIძCთ, Vნ, ––- 16 :! 
ხსIMIX 4-1, 089 #II686IC XCIIC81I4% V (:X0:?1=! :V0 

ვყვ



3926 

ე
 

“ი
» 

C)
 

CI
 

80 

9ე 

95 

10ე 

110 

120 

130 

40 

150 

169 

200 

500 

510 

520 

530 

540 

550 

600 

1000 

1100 

2000 

ხლIაI 9-1,' 27(7:X0;”) ლ”: 70 

ნი9ნIMI /710+MII0CI5§ 8ხIIIICIIსLIIV =7: IMLნVI C 

ხიIMI 7 ეი 6=':M% IMნ0VI C. 0=C--X0 
X=X0 “ს. V =V0 ს. 770 
30508 500 «+. V1=0 
LI=II,7/2 X 60508 500 V=C0 
ს=X-–-I ს V=V+LI «+ 7+ LI 7 » I(3 V=7-IXMX3M 
+ 60508 1000 ს #4=8 «L 
7=7-“-(L1-+2 + II2+2 « I3-+IC4),76 
X=X-+-IX 60508 500 +. V2=0 
I 485 (V2--V1) ,/ 15=ნ 1IICM V=V2>C010 160 
V1=V2 +. 0010 100 
ნჩიIXI +1, '01861: V('; C:') C':V ს, 6010 2000 
„”"»”””''!" '"'' 

LსI=X ა Vლ=V ი V=7 

ც0508 1000 + #1=LI « L 
0=X+LI 7 2 ა V=V+II,72 «7+- I „28 + L1X V= 
= 7 +IC1,72 ს C05V08 1000 + L2=LI «L 
V=V +II,7/ 2+ 7+I1 228 L2>- V=2+L272>C00508 

1000 #3=LI '« L 
C0=V+LILI + (7+(0%C1-+IL2-L3),76) 

LLC, I LIIIM ' 

მნჩევავი ააა აა ააა აიეი – 

L=I(Vს, VI, V) 

LLICთLIM 
LM0 

რუნგე-კუტას მეთოდის (მეორე რიგის განტოლებისათეის) პროგ- 

რამა ფორტრანის ენაზე 

ხიცლიტM IIVM2 
სნXIნ0IMტL X0Cნ, CM 

სC#L C, CL, X0, V0, 70, X, V, 7, LL V1, V2, C, LI1, 

82, 03, 04 · იი ' 

ხიIMI + ·, ნნIICIIC. /IIდდსნხისიLIICI6II6ნ6900L0 

VნMს8ნ0LII09 81000L60 II0ნ69VIIIILC#'
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ნIMIMI + , ” MCI0XI0CM. XIII 6-ILა/ I I.%” 

ნლყ)I «"I ! ეIტთ, XV. -- L: 
IVნLC 1 
ნ§00ნMჩ1 (2X, '02459#ტძM6808 381296996 X9=', #0) 
#CC60ნI + , X0 
VნC 2 
LCLLM#IL (2X, ' I189ტI6908 398496LI68 X0=', #X» 
#·CC§5V1 «+ , 10 
IV ვ 
ნ0LM#1 (2X, '0#M9#ტ7ხI06 390:98Iც8 V0=!, 4) 
#»CC661 « , 70. 
IV6C 4 
Cნ6M#ტ1I (2X, 'I0990C1 6 85IVI1CII6III19 >, 30. 
#CCნ6ნI « , ნ 
IV 5 

00CM#1I (2X' IIII% C=', %ა) 

#CC6ნI » , C 
X=2:0 
V=V0 
7=70 
LI=C-–-X0 
CჩLL #6წწნ (8, X0, V0, 70, 01, 02, ხვ. C) 
V1–Cლ 

XL=L +0, 5 

CMLL L0ნL 0), X, V, 7, 0I, 02, 03, 0) 
V=C 
04=L „ ნ0VM(CX+I0I, V+II «7+II +0, 5 « 03. 7--03) 
2=7–--(ს01+2 «L2+2 +» L)3პ-- 04) ;76. 

X=X+VსL 
CჩLL MXC0L6CXLC (I, X, V, 71, 0XII, 02, თვ, C) 
V2=0 

IC (ტ85 (V2--V1),/715. LI. 6) 6010 100 
V1=V2 
6010 50 

ეყ.



110 XIXCIXMI 15, C, V2 

1ა LC0CIIMMბ8I (5X, 018CL: V(”, C 7, 4, ”=/, 7. 4) 
5106 
LMV0 

აე8ილესI IM 6 I0CCღL (LI, X, V, 7, ხI, L2, 03,C) 
LბL 01, ს-2, 03 
01=L =წVM (X, V, 2) 

02=LI +IსM(CX-+-ILI «0, 5, V+II +0, 5 «7+XILI/8.« 
L)1, 7+–– 01 «0. 5) 

Lს3=LI1 «+ წLსM (X+ II «0, 5, V+ 9 «0. 5 «7+ILMI/8.« 

02. 7+L2 « 0. 5) 

C0=V+ILI «(7+(01--Lს)2--LC>3) / 6.) 

LXIL I )IM2M 
MC 

LCLVIMC1I0C0M VM  (X, V, 2) 
LCსM=I (ჯ, V, 7) 

CI IIIM 
CMLს 

§ 9ი. მაღალი რიბის დიფერენციალური განტოლების 

გამოქენება სსვადასხვა ამოცანის ამოხსნაში 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ ამოცანებს, რომლებიც ამოეიხსნებია5 

შეორე ან უფრო მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლებების 

საშუალებ-თ. 

ს ჰ 8 
ს. =-2 
  

    
    

ნახ. 63 

ამოცანა 1. ვთქვათ მოქნილი, უჭიმავი, ერთგვაროვგანი ძაფის 

ბოლოები დამაგრებულია #4 და 8 წერტილებში (ნახ. 63)) ვიპოვოთ 

ძაფის ფორმა, თუ მასზე მოქმედებს რაიმე დატვირთვა. ძაფის წონა 

უგულვებელყოთ. 
ე98



ამოხსნა. სიბრტყეში, რომელშიც ძაფი მდებარეობს, აგიღოთ 

CV კოორდ:ნატთა სისტემა ისე, რომ 0L ღერძი მიმართული იყოს 

ჰორიზონტალურად, ხოლო 0ყ ღერძთი გადიოდეს ძაფის ყველაზე 

ქვემოთ მდებარე წერტილში (გთქეათ 0, წერტილი მდებარეობს ,1 და 
8 წერტილებეს ქვემოთ). 

ავიღოთ ძაფის 0|)/I! უბანი, რომელიც მოთავსებულია CI, წერტილ- 

ა და ძაფხე მდებარე რაიმე /V (ს, ყ) წერტილს შმორის. ძაფის ამ ნა– 
ილზე მოქმედებს შემდეგი ძალები: 

1) დაჭიმულობის ძალა #, რომელიც მოდებულია 0, წერტილში. 
იგი წარმოქმნილია 40, უბნის მოქმედებით და მიმართული ჰორიზო5- 
ტალურად 0, წერტილში გავლებული მხების გასწვრივ. 

ს 
ლ 
V 

2) დაჭიმულობის ძალა » რომელიც მოდებულია M წერტილში. 

იგი წარმოქმნილია ძაფის #8 უბნის მოქმედებით ღა მიმართულია 
M#M წერტილში გავლებული მხების გასწვრივ. მის მიერ CX ღერძთან 
შექმნილი კუთხე აღვნიშნოთ თ-თი. 

ვ) დატვირთვა V, რომელიც მოქმედებს 0, უბანზე და მი- 

პართულია ვერტიკალურად ქვევით. 
რადგან ძაფი წონასწორობაში იმყოფება, ამიტომ სტატიკის კა:ო- 

ხების თანახმად, მასზე მოქმედი ძალების გეგმილთა ჯამი საკოორდი- 

ნატო ღერძებზე იქნება ნულის ტოლი, ე. ი. 

7 005X-–-– / =0, 75ი0თთ–V=0C' 

აქ») წ, IV აღნიშნავს შესაბამისი ძალების მოდულებს (რიცხვით 

მნიშვნელობებს). ამ ორი განტოლებიდან გვაქვს 

თუ წირის განტოლება, რომლის ფორმაც 248 ძაფს აქვს. არის 

#=ყ (X), მაშინ 1C თ=2/. მივიღებთ დიფერენციალურ განტოლებას 
X 

4. MV (26.1) 
ძI ” 

ძაფის პორიზონტალური დაჭუმულობა /7/ –- მუდმივი სიდ-დეა. ამი– 

ტო? თუ ცნობილია ძაფის დატვირთვა V, როოოც X ცვლადის ფუ§- 
ჭცია IV" =/ (ჯ), (26.1) განტოლების ინტეგრალებით ვიპოვით V= V (X) 

ვეი



ლმე ფუნქციას, რომელიც წარმოადგენს ძაფს ფოომის განტოლებას. 
ამრიგად 

1 
ყ=–)!)”»”( ძX + C. ყ 7 I (+) ძა 

C მუდმივი განისაპხღვრება საწყისი პირობით. 

უფრო ხშირად გვხვდება ისეთი ამოცანები, რომელშიც ცნობილია 

7 
არა V ფუნქცია, არამედ მისი წარმოებული 21 =7(უ. «მ შემ- 

თხვევაში (26.1) ტოლობის გაწარმოებუთ გვექნება 

ძ?ყ ძV ჩ 
    

  

1 =- = –“- , 26, 
ი:  #ჩ ძ; (20.2) 

ანუ 

“ყ 1 · 
ძი  # / C». 

ამ განტოლების ორჯერ ინტეგოებით მივიღებთ 

ყ= + I( |7 თ“ )ძX+ი» + C, 

სადაც C) და C: მუდმივები საწყისი პირობებით განისაზღვრებიან, რა 
შეეხება #M სიდიჯეს, მისი განსახღვრა ხდება ძაფის ბოლო 4 და 8 
წერტილებისა და 0; წერტილის მდებარეობის საშუალებით. 

გპავიხილოთ კონკრეტული მაგალითი: ვთქვათ» მოქნილ“ უვ:-?ავი 
«აფი ბოლოებით დამაგრებულია ორ წერტილში და მასზე მოდებულია 
დატვირთვა, რომელიც თანაბრადაა განაწალებული. ვიპოვოთ ძ-.ფას 
ფორმა (ძაფის საკუთარი წონა უგულვებელვყოთ).. 

როგორც წესი, ასე ისმება ამოცაზა კიდული ხიდებეს საყრჯენი ბა- 
გარის ფორმეს განსაზღვრისათვ-ს. აჭ დროს ხიდის ღატვკიროთვა რა- 
ხაბოად არის განაწილებული და ისეთი სიდიდისაა. რომ მასთან შეღდა- 
რებით ბაგირის წომა შეიძლება რომ უგულეებელვყოთ. :9 ფთემთხვე- 

ვაში V =0X, სადღაც X არის M წერტილის კოორდინატი, რომელიც 
ამასთანავე ბაგირის 0,M მონაკვეთის ჰორიზონტალური პროეგციის 
ტოლია, ხოლო # პროპორციულობის კოეფიციენტია. ამიტომ (26.1) 

დიფერენციალური განტოლება მჯ»იღებს სახეს 9V =9". მისი 
ძX ჩ” 

2 
ზოგადი ამონახსნია ყ=-%_ +C, ე. ი. ბაგირს აქვს პარაბოლის 

2” 

4”C90



ფორმა. C მუდმივის დადგენისათვის საჭიროა ბაგირის ერთი წერტი- 

ლის ორდინატის ცოდნა, ვთქვათ 0, წერტილის ორდინატია ყ=0. მა- 
შინ საწყისი პირობა “ქნება V (0)=0 და მივიღებთ C=-0. 

განვიხილოთ კიდევ ერთი მაგალითი: მოქნილი, ერთგვაროვანი, 

უჭიმავი ძაფი ბოლოებით დამაგრებულია ორ წერტილში ვიპოვოთ 
ძაფის ფორმა, თუ მასზე მოქმედებს მხოლოდ საკუთარი სიმძიმის 

ძალა. ძაფის ერთეულოვანე მონაკვეთის წონაა ძ. 

ამ მაგალითში V=05, სადაც 5 არი C0)M რკალის სიგრძე. 

როგორც ცნობილი”- 5 = I V 1 + (# ) 4 · ამიტომ V”7 = 

“IV >XC#I '+CV) ძ აქედან კი. გვაქვს +-V +) | 

26.7 განტოლებაში ჩასმით მივითებთ 

1 9/M 

როთ - V 1+ ა +) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 4“. =I. მივიღებთ 
X 

1 აეეე 
მ. _ 1 VI =#-, 

იჯ ძ 

სადაც ძ = «>, უკანასკნელი განტოლებიდან გვაქვს 

1ი (I + V1 + (#” )=-- –+Iით, 

- 
საიდ –ხ0აც 

ჯ 

+ V1-–V=646“ 

გადავიტანოთ ”V ტოლობის მაოჯვენა მხარეში და მიღებული ტო– 

ლობა ავიყვანოთ კვადრატში. გამარტივების შემდეგ გვექნება 

2X ჯ 

ძმ 
C16 ი _ 2იV6“ =1. 

26. ს. თოოურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშეილი, ნ. მაჰარაშეილი 404



აქედან, რადგან ს = 2, ამიტომ 
X 

  

    

==” 
ძX 2 2C 

საიდანაც 

5.2 
ძი 6 ძ ძ 

= 6 6 C5. ყ 2 + 2C +CთC 

ვთქვათ 0, წერტილის ორდინატია ყ=თ. მაშინ რადგან 0, წერ– 

ტილში გავლებული მხები 0Xჯ ღერძის პარალელურია, საწყისი პირო- 

ბები იქნება ყ (01=0 და V” (0)=0. ამ საწყისი პირობების გათვალის– 

წინებით მივიღებთ, რომ 0,=1 და C:=0. ამრიგად საბოლოოდ გვექ- 

ნება 

_X. + 
ძ ძ ძ 

=-–)0Cრდ 6 , 

/ L + ) 
ანუ 

ყლ=ძიხ +. 
ძ 

მაშასადამე, მოქნილი, ერთგვაროვანი, უჭიმავი ძაფი, რომელიც 

ბოლოებითაა დამაგრებული, საკუთარი წონის მოქმედებით ღებულობს 
ჰიპერბოლური კოსინუსის გრაფიკის ფორმას. 

ამოცანა 2 (ზამბარაზე დაკიდებული ტვირთის ჰარმონიული რხე– 

ვა). M. მასის მქონე ტვირთი ჩამოკიდებულია ვერტიკალურად მოთავ- 

სებულ ზამბარაზე, რომლის სიგრძე არადეფორმირებულ მდგომარეო- 

ბაში არის /ა და სიხისტეა #. ტვირთი გამოიყვანეს წონასწორობიდან 

და გაუშვეს ხელი. ვიპოვოთ ტვირთის რხევის განტოლება. ზამბარის 

წონა და ტვირთზე წინააღმდეგობის ძალების მოქმედება უგულვებელ- 

ვყოთ. 
ამოხსნა. მივმართოთ 0X% ღერძი ვერტიკალურად ქვემოთ. სა- 

თავედ ავირჩიოთ წერტილი, რომელშიც ტვირთი იმყოფება წონასწო- 
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რობის მდგომარეობაში. (ნახ. 64). /ტ/-ით აღვნიშნოთ ზამბარის წაგრძე– 

ლება, როდესაც ტვირთი წონასწორობაშია. ნიუტონის მეორე კანონის 

თანახმად #=/00, სადაც წ არის ტვირთზე მოქმედი ძალების ტოლ- 

ქმედი, ძ ტვირთის აჩქარება. ტვირთზხზე მოქმედებს ორი ძალა: სიმ- 

ძიმის ძალა #9, რომელიც ვერტიკალურად ქვემოთ არის მიმართული 

და ზამბარის დრეკადობის ძალა, რომელიც ზამბარის წაგრძელების 

პირდაპირპროპორციულია და მიმართულია წაგრძელების საპირისპი–- 

როდ. | /M-ი | = MI, სადაც | არის ზამბარის 
წაგრძელება. ამიტომ, თუ ნიუტონის მეორე კა- 

ნონის გამომსახველ ფორმულას დავაგეგმილ ,ბთ 

0X ღერძზე, მივიღებთ ( გავითვალისწინოთ, რომ 

თძ”X ) 
2”=- : 

ძ/ 

ძ“ჯ 

ძ/? 
რადგან წონასწორობის მდგომარეობაში 

სიმძიმის ძალა და დრეკადობის ძალა ერთმა- 

ნეთს აწონასწორებს, 'ე. ი. #0 =/I1/, ამიტომ 

ძ“X ი == 26.3 ქი 190 #X (20.9) ნახ. 64 

სადაც თ?= => · 
I?ბ 

მივიღეთ მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთგვა- 
როვანი დიფერენციალური განტოლება. მის მახასიათებელ განტოლე– 

ბას 7,2+C2=0 გააჩნია კომპლექსური ფესვები #= +(თ. ამიტომ (26.3) 

განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

  

”   = –ჩ(X + #!) + VIჟ. 

  

  

  

X=C 005 CI –L- Cე 5111 0. 

მიღებული ამონახსნის ფიზიკური შინაარსის დადგენისათვის უმჯო– 

ბესია იგი ჩავწეროთ შემდეგი სახით 

„-ა–-- C; C0ა 0M# Cა 51ი 0CL X=VC+C ) 
'' წ (IVC+C VC+2Cთ 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 

0, : Cო 
VC+C= 4, ––––––-–- =3530 –––---- = 0080. 

V C1+C V0ო04+თ 
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მამინ ზოგადი ამონახსნი მიიღებს სახეს 

X= 43)ი (თI ++ თ). (26.4) 

(26.4) ტოლობა არის ე. წ. ჰარმონიული რხევის განტოლება. ამრიგად, 

მოცემული ამოცანის პირობებში ზამბარაზე დაკიდებული ტვირთი 

ფეასრულებს ჰარმონიულ რხევას. 1-ს ეწოდება რხევის ამპლიტუდა, 

ხოლო თ1+ თ სიდიდეს რხევის ფახა. ფაზის მნიშვნელობას 7=0 მო– 

მენტში, ე. ი. თ-ს ეწოდება საწყისი ფაზა. ჰარმონიული რხევა პერიო–- 

დული მოძრაობაა. მ-სი პერიოდი 1, ანუ დრო, რომლის განმავლობა- 

ში ერთი რხევა სრულდება, როგორც (26. 4) განტოლებიდან ჩანს 

ტოლია I = 2. = 2 1/ >. იგი დამოკიდებულია მხოლოდ ტვირ- 

თის მასახე და ზამბარის სიხისტეზე. 

მერხევი ტვირთის სიჩქარეს მივიღებთ (26.4) ტოლობ- გაწარმო–- 

ებით 

ძა): · 
შ => “ = „4 თ 005)(თ; -L თ). 

ამპლიტუდისა და საწყისი ფაზის დადგენისათვის საჭიროა საწყისი 
პირობების ცოდნა. ვთქვათ დროის საწყის 7=0 მომენტში ჯ=Xჯიე და 

0=Vწხი. მაშინ მივიღებთ Xი=/1 5 %=4) 510 თ, მი=/#4თ 005 თ, საიდანაც 

  4= V X+ >, თ = მICIყ 

ამოცანა 3 (მილევადი რხევა). ვიპოვოთ შინა ამოცანის პირო- 

ბებში ზამბარაზე დაკიდებული ტვირთის რხევის განტოლება, თუ მას- 
ზე დამატებით მოქმედებს წინააღმდეგობის ძალა, რომელიც ტვირთის 
სიჩქარის პირდაპირპროპორციულია. 

ამოხსნა. ვთქვათ, წინააღმდეგობის ძალა გამოისახება ფორმუ- 

ლით (ინ = – სა (ნიშანი „––“ გვიჩვენებს, რომ წინააღმდეგობის 

ძალა მიმართულია სიჩქარის საპირისპიროდ). მაშინ #=#M0 ტოლო– 

ბის 0; ღერძზე დაგეგმილებით, სადაც IM ტვირთზე მოქმედი ძალების 

ტოლქმედია, მივიღებთ 

  ” 0X =–ჩს–M L:3 
ძI ძ 

L 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს –= თ?, + => 2/1, გვექნება 

ძ?X ძX 

  

2. -–- 

ქე ცთაბით 
404



ეს განტოლება წარმოადგენს მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიან 
ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას მისი მახასიათებელი 

ა -217.+Cთი?=0 განტოლების ფესვებია 

?ი ლ-–-–-/)1+ VII? –– თა? · 

ტვირთის მოძრაობის ხასიათი მთლიანად განისახღვრება ამ ფესვე– 
ბით. შესაძლებელია სამი სხვადასხვა შემთხვევა. ჯერ განვიხილოთ შემ– 

თხვევა, როდესაც #2–-იც2<0. შემოვიღოთ აღნიშვნა თ2?--/MI2=(C)|?. მა–- 

შინ მახასიათებელი განტოლების ფესვებს ექნებათ სახე 2.,,2=--023- 

4+(თ; და ზოგადი ამონახსნი იქნება 

Xჯ =6“-”' (C;0050V),! + C, 5Iი თ,,). (26.5) 

დსევე, როგორც წინა ამოცანაში (26.5) შეგვიძლია ჩავწეროთ შემდეგი 

სახით: 

X = 4 6- 510 (თ –- თ), (26.6) 

სადაც #4 და თ სიდიდეები განისახღვრება საწყისი პირობებით. (26.6) 
გვიჩვენებს, რომ როდესაც #M2--თ2<0, მაშინ ზამბარაზე დაკიდებული 
ტვირთი ასრულებს მილევად რხევებს, რომლის ამპლიტუდა განუწყ- 

ვეტლივ მცირდება. 
ვთქვათ ი8?–თ?>0. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას II2--თ?=/#2, მაშინ 

მახასიათებელი განტოლების ფესვებს ექნებთ სახე 1. > –- MI + ჩ. 

რადგან #<#7, ამიტომ ორივე ფესვი უარყოფითია. ამ შემთხვევაში 

ზოგადი ამონახსნი იქნება 

X98C 6-(5-ნჩ)! +Cთ ტ–(ი–ჩე! . 

როგორც ამ განტოლებიდან ჩანს, ტვირთის მოძრაობას აღარ ექნე– 

ბა პერიოდული ხასიათი და ტვირთი საკმაოდ მალე გაჩერდება. ანა– 

ლოგიური იქნება ტვირთის მოძრაობის ხასიათი, როდესაც /#1?--თ? =0. 

ამ შემთხვევაში 1, = –- 8 და X => 6“ (0, -L თა). 

ამოცანა 4 (იძულებითი რხევები). ვიპოვოთ რხევის განტოლე- 

ბა, როდესაც ხამბარაზე დაკიდებულ სხეულზე გარდა ამოცანა 3-ში 

აღნიშნული ძალებისა დამატებით მოქმედებს გარეშე V=/ (I) ძალა. 

ამოხსნა. ტვირთის მოძრაობის დიფერენციალურ განტოლებას 

ექნება სახე: 
„” , 

Xჯ -+-20X +თ?X= (0), 

სადაც 2M და თ? იგივე სიდიდეებია, რაც ამოცანა 3-ში. 

განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც გარე ძალის ცვლილება პერი- 
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ოდული ხასიათისაა და გამოისახება | (/1=0ძ 5II1 / ტოლობით. მაშინ 
რხევის განტოლება იქნება 

Xჯ -+--2MX “++ თ”X=0 5)ი VI. (26.7) 

(26.7) წარმოადგენს მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიან წრფივ 

არაერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას. როგორც ვიცით, მის 

ზოგად ამონახსნს აქვს სახე X = X + >, სადაც X შესაბამისი ერთ– 

გვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნია, ხოლო ჯ%წ კი მოცემული 
განტოლების რომელიმე კერძო ამონახსნი განვიხილოთ ორი შემ- 
თხვევა. 

IL. ვთქვათ 5-0 და M2-–-თ2<0. მაშინ 

Xჯ= 46-9 5)ი (თ, + თ) (6; => და? –- /12), 

რაც შეეხება ჯ%-ს, ამ შემთხვევაში მას ექნება სახე 

ჯ? = VM 510 (4! + C), 

სადაც M# და დ რიცხვები განისაზღვრება განუსახღვრელ კოეფიცი- 
ენტთა მეთოდით. ამრიგად, საბოლოოდ გვექნება 

Xჯ= 46-50 (თ)! –+- თ) -L / 510 (4 –+– დ). 

რადგან ამ ტოლობაში მარჯვენა მხარის პირველი შესაკრები მიის–- 
წრაფვის ხულისაკენ, როდესაც I++% და ამასთანავე საკმაოდ სწრა- 

ფად, ამეტომ მოძრაობის დაწყებიდან გარკვეული დროის შემდეგ მოძ- 

რაობის ზასიათის განმსაზღვრელი იქჭნება მეორე შესაკრები. ამიტომ 
სხეულის რხევის პერიოდი და სიხშირე თითქმის გაუტოლდება გარე 
ძალის ცვლილების პერიოდსა და სიხშირეს. 

II. ვთქვათ #=0. მაშინ (26.7)+დან მივიღებთ 

X” -L თ?ჯ = 0 51ი 4I. (26.8) 

ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი იქნება 

X = 4510 (თ! + თ). 

თუ წ5-თ, მაშინ კერძო ამო5ასსნსაც ექნება ანალოგიური სახე 

ჯ" = /M 51ი (4! -L დ). 

თუ #M და დ რიცხვებს განვსაზღვრავთ განუსაზღვრელ კოეფიციენ- 

ტთა მეთოდით, მივიღებთ, რომ M = –--., დ=0. საბოლოოდ გვექ- 
იო 

ნება 

Xჯ= 45Iი(თI + თ) + –“  ფყიV 
ი–! 
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ამრიგად, მივიღებთ მოძრაობას, რომელიც წარმოადგენს სისტემის 

საკუთარი რხევისა და იძულებითი რხევის ზედდების რწედეგს. 

თუ თ=42, მაშინ (26.8) განტოლების კერძო ამონახსნს ექნება 

სახე X? = 1(/ ლ005თ/ + M 5ი ის. (26.8) განტოლებაშა ჩასმით მი- 

ვიღებთ /)/VI = – “ V=9. მაშასადამე X? = –- 4 
27Cთ 2თ 

« 7005 თ/. როგორც ამ 
თ) 

/ C05(ა7,     

ზოგადი ამონახსნი იქნება X=)4 519 (თ/ + თ) ––   

ტოლობის მარჯვენა მხარის მეორე შესაკრები გვიჩვენებს, რხევის 

ამპლიტუდა უსასრულოდ იზრდება, როდესაც /->+Cთ. ამ მოვლენას, 
რომელსაც ადგილი აქვს, როდესაც სისტემის საკუთარი რხევის სიხმი– 
“ე ემთხვევა იძულებითე რხევის სიხშირეს, რეზონანსი ეწოდება. 

ამოცანა 5 (ელექტრული რხევები). ვთქვათ რხევითი კონტუ- 

რი, რომლის ტევადობაა C, ინდუქტიურობა L და წინაღობა /#, ჩართუ- 

ლია წრედში, რომლის ემძ არის /=/ (I). ვიპოვოთ რხევის კონტურმი 
აღძრული დენის ძალის დროზე დამოკიდებულების კანონი 1=I (I), თუ 
დროის საწყის მომენტში დენის ძალა კონტურში და კონდენსატორის 

მუხტი ხულის ტოლია (ნახ. 65). 
ამოხსნა. კირხჰოფის“ წე- 

სის თანახმად, ელექტრომამოძრა- 

ვებელი ძალა წრედში ტოლია წი– 
ნაღობაზე ,ინდუქციურობახე და 

კონდენსატორზე არსებული ძაბ- 

ვათა ჯამისა: 

  

1I(I)= VI, +IMნ8+VC, ნახ. 65 

რომლებიც თავის მხრივ დენის ძალასთან შემდეგნაირად არიან დაკავ- 

მირებული 

I 

ძ! . 1 (. == LL. სა= 9, ძალ --I1(0ძ“+. "I მ ((#-) ჯ C 2 | 

0 

ამრიგად, გვექნება განტოლება 

I 

IC) = L-+ + IM + C)' რძ. 

  

  

2 გ. რ. კირხჰოფი (1824––1887) –– გერმანელი ფიზიკოსი. 
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ამ ტოლობის გაწარმოებით მევიღებთ მეორე რიგის მუდმივკოეფიცი- 

ენტებიან წრფივ არაერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებას 
თ, ძ! 1 ძ! ! ა-ს“ სა ==. 26.9 

ძ/ « C' ძ (205 
  

განვ-ხილოთ ორი შემთხვევა. 

1. I((1=1=ლლიაL. აზ შემთხვევაში + =0 და (26.9)-დან მივი- 

ღებთ ერთგვაროვან განტოლებას 

ჯ--" 1 დ“ კ !,-0. (26.10) 

ამ განტოლების მახასიათებელი განტოლების ფესვებია 

8 # _ #” –ნ6=-2 25“ XC“. 
რა =-5; 9 I/ > – 76 "5; + 

თუ #C-4L>0, მამინ მახასიათებელი განტოლების ფესვები 

ნამდვილია და (26.10) განტოლების ზოგადი ამონახსნი არაპერიოდუ- 

ლე ფუნქციაა, ამიტომ დენის ცვლილებაც რხევით კონტურში არაპე- 

რიოდული იქნება. არავითარი ელექტრული რხევები არ წარმოიქმნება 

რხევით კონტურში იმ შემთხვევაშიც, როდესაც Mძ?7C-4L=0. თე 

I2C-4L<0, მაშინ ზოგადი ამონახსნი იქნება ' 

(== 6“-ხს(C005Cთ1 1 -+ C:5Iი თ; I), 

ი 1 I” 
  

  

”# : 
სადაც ბზ= ––-–, ით”1=-–-–- „ საწყისი პირობების გათვალისწი- ადაც 7 ლელ ლიო– აწყ ების გათვალისწ 

ნებით მივიღებთ C:=0, 0, = და გვექნება: 

. ! ა. 
ხ=-–ი2“-"' 511 თ. 

LCთ, 

IL ვთქვათ  /((0 =(/5ი0C/ ამ _ შემთხვევაში · “- (თი05 თ/ 
და (26.9)–დან 'რვილებთ არაერთგვაროვან განტოლებას 

  L +894 +-- (=(თრაი(“ (26.11) 
ში 

აჭ განტოლების შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლება არის 
(26.10) განტოლება, რომელიც ზემოთ განვიხილეთ:: ამიტომ შევჩერ- 
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დებით მაოლოდ კერძო ამონახსნის მოძებნაზე. ეეძებოთ იგი შემდეგ2 
სახით 

(=/#005თ! –+– 85Iი თ”. 

(-ს ჩასმით (26.11) განტოლებაში მივიღებთ: 

  

(თ””» 
1 L ი 2. ?ჯიბ , 8 –“ 1 LC? 2 + თ? I 

– –-- სთ? და?)ა? _– ბ ჯა? 6 (4) (< –:+) 
ამრიგად, კერძო ამონახსნი იქნება 

(თ 
(= 1 2 I(>-LV') C05 C)/ –- 0) 510 თ | 1 · 

(=- LV) ++. C 

(26.11) განტოლების ზოგადი ამონახსნი მიიღება შესაბამისი ერთ- 

გვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნისა და არაერთგვაროვა5ი 

განტოლების კერძო ამონახსნის შეკრებით, ე. ი. (26.11)-ის ზოგადი 

ამონახსნია 

( = 6-ს (C, ლ05თ, ! -L Cე 510 თ, 1) -- 

+ 2 | (>- – Iთ ) ლ05თ/ + /25Iი ი. 
1 2 ი Cთ (--Lი) + LL? 

Cთ 

'მევხიშნოთ, რომ იმ შემთხვევაში, როდესაც თ=თიც კერძო ამო- 

ზახსნი უნდა ვეძებოთ შემდეგი სახით 

ჯ=I((4005თ1 + 851C/). 

კერძო ამონახსნის გამოსახულებაში / თანამამრავლის არსებობა 

მიუთითებს, რომ როდესაც (+++ 9%, რხევის ამპლიტუდა უსასრულოდ 
იზრდება ე. ი. როდესაც თ=თ|; ადგილი აქვს რეზონანსს. 

  

§ 927. დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა 

ზოგიერთი ამოცანის ამოხსნისათვის საჭიროა ვიპოვოთ უცნობი 

ყ.=Vყ) (X), ყ·ა=4Vი (X), ... ყი = ყი (წ) ფუნქციები, რომლებიც აკმაყო- 
ფილებენ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას, ე. ი. განტოლე– 

ბებს რომლებიც შეიცავენ დამოუკიდებელ ჯ ცვლადს, საძიებელ 

ყი ყა, ..., ყა ფუნქციებსა და მათ წარმოებულებს.



განვიხილოთ შემდეგი სახის პირველი რიგის დეფერენციალუო გა5– 

ტოლებათა სისტემა: 

ძ! 
_9) . = I1 (X, ყI, ყ2:.-.., ყი» 

ძა 

ძა 
_=- = .-(CX, MI, ყა, ...) ყი), მ /ა (X, V), ყა, ..., Mი) (27.1). 

ძყ, -M = /, (X, # ყი... ში) · 
ძX 

დიფერეზციალურ განტოლებათა ასეთ სისტემას ეწოდება ნორმალური. 

სისტემა ვიპოვოთ (27.1) სისტემის ისეთი V,, ყა, ..ეყე ამონახსნი, 

რომელიც აკმაყოფილებს საწყის პირობებს: 

V) (Xე) = V(9, I (Xე) => (19), ..., ყი (Xე) => V//9). (27.2) 

ამისათვის მოვიქცეთ შემდეგნაირად: გავაწარმოოთ (27.1) სისტემის 

პირველი განტოლება X#-ით. რთული ფუნქციის გაწარმოებ-ს წესის 

თანახმად მივიღებთ 

  
-უოოი6ი6ისდ-დდ 

ძX? მX მყ, ძX მყ ძX მყი ძX 

_- ს შევცვალოთ (27.1) 
ძჯX ძX ძX 

სისტემის მიხედვით. გვექზება 

  _ = ი მს ე ს , ,.., მ” ი, 

ძ»' მX მV, მყ, მყ. 

ე. ი 

ძ? 
+9- == #5: (X, 9), ყი, .. ყი). 

ახლა ეს განტოლება კვლავ გავაწარმოოთ ჯ-ით და მიღებულ გან– 

ტოლებაში წარმოებულები _9ML , _9V. >... => შევცვლოთ (27.1) 
ძX ძX ძX 

სისტემიდან. მივიღებთ 

ძ?ყ, მ”'ა მ” მ” მ” ა -.წ+4+ -.ჩ +..L 
ძუ) დ მX + მყ) ჩ მყ. C მყ» 

  

  ვ



ანუ 

ძშVყ, 
– ე ჯ, , ყა, .... ი). ძლ ვ (X, VI, ყ ყ 

თუ გავაგრძელებთ ამ პროცესს, საბოლოოდ მივიღებთ 

C –--#9 ა ==“ # (ფX, MI, ყა, ... “ ყ.). 
ძ»" 

ამრიგად, გვექნება შემდეგი სისტემა 
ძ 
# = ჩ (X, 9), ყი, ...” ყი), 

ძX 

ძ"ყ, 
( ძე. = I. (X, VI ყა, ---, ყი), (27.3; 

-9V. = ;M, (X ყ., ყა: ...ა ყი). 

ძI" 

(27.3) სისტემის პირველი # –– 1 განტოლებიდან Vყჯ, ყვ,..., ყე ფუნ-- 

ქციები გამოვსახოთ (თუ ეს შესაძლებელია) X, /,,- +, C#,. ,0#. ციე გ უ ე ე ე 'ყს ე... ძX ” ძ; ,.. ' ქუო–1 
-ით: 

  

  

/ყ ძყ, ძ”ყ ძ"ყ, ) 
= Cა (» ყ), ძჯ ? ქე ვა... ქვო-1 , 

ძყ. ძ”ყ. (ძ"–1ყე 

#0“ თ ( (» წ” ჟა" ქეი ქოლ ) ' (27.4) 

ძყ, ძVყ, ძ"“1ყ, 
= , სყ L) 1 ზ აა929 · წ 9, ( ჯ MI ძჯX ძX? ძXა5-1 ) 

თუ მათ თს (27.3) სისტემის ბოლო განტოლებაში, მაშინ VI, 

ფუნქციის მიმართ მივიღებთ ი-ური რიგის ნორმალური სახის დიფე– 

რენციალურ განტოლებას: 

  

ძო ძ ძ? ძზლ-1 
– # = დ( · ყ1) # , · წას. = | ' ძჯ” ძX ძX 

ვთქვათ ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნია 

ყ.==C)(X, CI, Cი,...) 68) (27.5) 

სადაც CC, CI...) ნი ხებისმიერი მუდმივებია გავაწარმოოთ (27.5): 
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ჩ–1 

განტოლება I –– 1-ჯერ და ყე, თი „... 2 MI ს მნიშენელობები ჩავ- 
X ძა -1 

სვათ (27.4) სისტემაში. გვექნება 

  

ყა = თა (X, CI, C9,..., 0»), 

(27.6) 

ყი == თე(X, C, 6)... 6). 

იმისათვის, რომ ვიპოვოთ (27.1) სისტემის ისეთი ამონახსნი, რომე–. 

ლიც (27.2) საწყ“ს პირობებს აკმაყოფილებს, საჭიროა (27.5) და (27.6) 

განტოლებებიდან სათანადოდ განვსახღვროთ თ, თ,.., წე მუდღმი- 

ვები. 
მაგალითი. ვიპოვოთ 

ძყ, _ _ 
ძX – 2ყ, + ყა ჯ, 
  

ძყ. _ _ 
ძჯ = VI + 2ყ 2X 
  

განტოლებათა სისტემის ის ამონახსნი რომელიც აკმაყოფილებს სა- 
წყის პირობებს: ყ; (0) =1, ყი (0)=2. 

ამოხსნა. გავაწარმოოთ სისტემის პირველი განტოლება 

ძ”ყ, =292 ძყ) + ძყ. –-1. 

ძ»" ძX ძX 

'ჩავსვათ ამ განტოლებაში რ -ის მნიშვნელობა სისტემის მეორე გან- 
X 

  

„ტოლებიდან. მივიღებთ 

49 _ე ი ს ყ + 2ყ,–-2#X-- 1. 
ძX“ ძX 

შევიტანოთ ამ განტოლებაში ყე:-ის მნიშვნელობა, რომელსაც განე- 

საზღვრავთ სისტემის პირველი განტოლებიდან. გვექნება 

ძ”ყ, "ძი 096VM _ კ„:09/ | ვე .. 1 
ძ»? ძX # 

მივიღეთ ყ|-ის მიმართ მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი 

წრფივი ღიფერენციაულური განტოლება. მისი ზოგადი ამონახსნია 

1 

ყს = C10"+ C:6" –– –––. 
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რადგან ყა==Vყ1 – 29ყ1+X, ამიტომ 

ხა 

ყა= –C1C + Cა.0% + Xჯ-+- · 

Cა
 

საწყისი პირობების გათვალისწინებით მივ-ღებთ C)=20, C=-- 

და საბოლოოდ გვექნება 

1 4 2 4 
=-–-6ი'  ყლ–ი1 + ––., 91 3 ვ ყ. 3 +“ + ვ 

§ 958. მუდმივკოეფიციენტებიან წრფივ დიფერენციალურ 

განტოლებათა სისგემა 

ვთქვათ მოცემულია დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა 

კ ი 

ძX 

ძყ. _ -L | , = 0ი1V9) –, შიი ყი -L + თიყი, (28.1X» 

  = 0)1 M) -L რთ1ი ყი + + თვი ყი 

  

ძM, 
= ძია) VI -L ძეა ყი -L + მიი ყი, 

ძ; 

სადაც ძ,, კოეფიც:ენტები (,/=1, I) მუდმ“ვი რიცხვებია, ხოლო 

ყე (X), V2(X),..., ყი (2) საძიებელი უცნობი ფეუნქც-ებია. (28.1) სახის 

სისტემას ეწოდება მუდმივკოეფიციენტებიაა, წრფივ ერთგვაროვან 

დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა. 

წინა პარაგრაფში ვნახეთ, რომ (28.1) სისტემა შეიძლება ამოვხსნათ 

მისი დაყვანით ერთ /I-ური რიგის დიფერენცაალურ განტოლებახე, 

რომელიც (28.1) სისტემის შემთხვევაში იქ?ება წრფივი. მაგრამ არსე- 

ბობს (28.1) განტოლების ამოხსნის სხვა მეთოდიც. რომელიც უკეთეს 
წარმოდგენას იძლევა მისი ამონახსნის სტრუქტურის შესახებ. გავეც- 

ნოთ ამ მეთოდს. ვეძებოთ (28.1) სისტემის ამონახსნი შემდეგი სახით 

ყ. = თე 6", ყა = CC %,..., /, = თე 0, (28.2) 

სადაც თ), Cთ,..., თა, # მუდმივი რიცხვებ:ა. ამ ფუნქციების სისტემაში 

ჩასმით მივიღებთ 
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Lთ, 6" == (ძეთ, + თითი -L · -- თი თი) 65”, 

Mთა 6 = (ძა:თ, + ძაათა + ·+-- თაი თ) 60%, 

"თი MX = (ძი1თ) +- ძა: თე -L - + მიი დი) 6%%. 

აქედან, რადგან 6560, გვექნება 

(ი1–– ეთ, + ძა თა L·+«+ თა თე =90, 

49 9 C) + (0 _ ჩ თა +“ + ძაგ თ, =0, (28.3) 

რი C) + რია თა+ + რი» ი დ, = 0. 

(28.3) სისტემა თ,, თ.,...,თიე-ის მიმართ წარმოადგენს M#-ური რიგის 

წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემას. ამ სისტემის დეტერმი- 

„ნანტია 

/ (წ) = მა) რმა–/ჩ.- ძი 

Cი1 რა · რიჩ 

თუ # (2)5=0, მაში5 (28.3) სისტემას ექნება მხოლოდ ნულოვანი 

ამონახსნი თ,=თა=.-. თე =0. ამ შემთხვევაში (28.2) ფორმულებით 

მივიღებთ (28.1) სისტემის ტრივიალურ ამონახსნს ყV/ (X) = ყა(X) = 

=-= ქა(0 =0. 
ამრიგად, მოცემული დიფერენციალურ განტოლებათა სესტემის 

არატრივიალურ ამონახსნს მივიღებთ მხოლოდ ისეთი /#:-სათვის, რომ- 

ლისთვისაც # (#)=0, ანუ 

თ:1 _ ” (766) . 6), 

ძე რძეი––-ჩ ·· რაი = 0. (28.4) 

მი) რეი. ''' მიი“-ჩ 

(28.4) განტოლება #-ს მიმართ წარმოადგენს #-ური ხარისხის გან- 

ტოლებას, მას ეწოდება (28.1) სისტემის მახასიათებელი განტოლება, 

ხოლო მის ფესვებს კი მახასიათებელი განტოლების ფესვები. განვიხი–- 

ლოთ სხვადასხვა შემთხვევები. 

1. მახასიათებელ განტოლებას გააჩნია ნამდვილი მარტივი ფესვე- 

ბი. ვთქვათ M”,, IV, ..., ჩი მახასიათებელი განტოლების ფესვებია. ყოვე–- 
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«ლი #, ფესვისათვის ((=1, 2,..., #) (28.3) სისტემას ექნება არანუ- 

ლოვანი ამონახსნი თ(!), თ), ,.., თ). ამიტომ 

ჩX (214 ჩ,X 
ყრს=თ) ი , ყა) == თ()6 ,..., ყე) = თ) 6 

იქნება (28.1) სისტემის არანულოვანი ამონახსნი, რომელიც #,| ფესვის 
შეესაბამება, ანალოგიურად, #: ფესვის შესაბამისი ამონახსნი იქნება 

––– 
და ა. შ. ჩი ფესვის შესაბამისი ამონახსნი იქნება 

ყო =თღო «”, ყო = თი, ყლ = თოი”ი 
თუ გავითვალისწინებთ ამ ტოლობებს, უშუალო შემოწმებით ადვი– 

ლად დავრწმუნდებით, რომ ფუნქციათა შემდეგი სისტემა: 

ჩ,.X MაX ა X 

I4 =ით)ი" + იტი” ++ თ თაი 
M/,X M.X ა; 

/ ყ,=CC9ს6' + თ0თ0)6 ++ Cთ906“", (28.5) 

M, Xჯ ჩ.X LM, X 

„ჟუგე-ებსყსად სეი“ 

სადაც თ, Cთ,.... 0, ნებისმიერი მუდმივებია, იქნება (28.1) სისტემის 

ამონახსნი. შეიძლება ჩვენება, რომ C,, C,..., ნდ მუდმივების სათანა- 

დოდ ”მერჩევით (28.5) ტოლობებით განსახღვრული ფუნქციები ღდააკ- 

მაყოფილებენ მოცემულ საწყის პირობებს: 

ყ1 (Xი) = ყი, ყ2 (629) == ყა), ყი (X-) == ყIმ). 

ამრიგად, (28.5) ამონახსნი არის (28.1) სისტემის ზოგადი ამო- 
ჩახსნი. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

იყ, 

“იჯ 

ძყ. 
“ქ, “რი“პი 

  = 2ყ) + 2Vა, 

აისტემის ზოგადი ამონახსნი. 

4”



ამოხსნა. შევადგინოთ სსმთებელი განტოლება 

2-7/ 

1 3-/ 

ანუ I 5ჩ + 4 = 0. მისი ფესვებია #,=1, #ა=24. 
ფწევადგინოთ (28.3) სისტეემა #,=1 ფესვისათვის. მივიღებთ 

(2-–– 1) I) -L 2 VI) =0, 
თა) + (3-- ეის - = 0. 

2 
  

აქედან თ. = –- – თ!” ავიღოთ CI) = 1, მაშინ CV1) = –- =. · 

ამრიგად, მოცემული სისტემის კერძო ამონახსნი იქნება 

ყ) =C, ყ = – თ. 
2 

ახლა (28.3) სისტემა შევადგინოთ #=4 ფესვისათვის. გვექნება 

–-2თ1ჰ) -L 2 თ) =90, 

#5 –– თ(X= 0. 
აქედან თ => თ. ავიღოთ თCთI2? = 1, მამინ C:1=1, მივიღებთ ამო- 
ამონახსნს 

ყI? = ტ9X, ყი?) =- (04. 

საბოლოოდ მოცემული სისტემის ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ყე == C: 60" –++ C: 6“, 

#=---თC+Cთი0“. 

.„ მახასიათებელ განტოლებას გააჩნია, მარტივი კომალექსური 

ფესვები. ვთქვათ, მახასიათებელ განტოლებას აქვს ორი კომპლევსური. 

ფესვი 
ჩე= + I. ”წელ=თCთ–-/წ. 

ამ ფესვების შესაბამისი ამონახსნი იქნება 

ყა) = თ!) 6(თ+!ჩ)X . 1= 1, 2,..., I, (28.6) 

ყI) = ფთ!) ი(=–'ს», ჯ=1,2,..., 1, (28.7) 

სადაცკ თ!” და თ კოეფიციენტები (28.3) სისტემიდან განისაზღვ– 

რება. 
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ისევე, როგორც ”-ური რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფ-ვი 

დიფერენციალური განტოლების შემთხვევაში, შეიძლება ვაჩვენოთ, 
რომ (28.1) სისტემის კომპლექსური ამონახსნის ნამდვილი და წარ- 
მოსახვითი ნაწილები ასევე იქნება ამ სისტემის ამონახსნები. ამრ«გად, 

გვექნება ორი ნამდვილი ამონახსნი: 

ს, = 69X (7,4 005 ჩX + 7.62) 510 ჩX), 

ყ!?) = ტ9X (71) C0§ ჩX -L 2) 5Iი ჩX), 

სადაც 7,1), 1,2), IV), 2,2) –- ნამდვილი რიცხვებია, რომლებიც თ!) და 

თ?) რიცხვებით განისაზღვოება. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 

მსე _ 
ძX – 7Vყ) + ყა 

_რმძა_ 
ძა; 

სისტემის ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. შევადგინოთ მახასიათებელი განტოლება 

7-7? 1 

–2 -–-5-–#7 

  

= –-24) –- 5ყა 

ანუ 

· ს? + 12#-+37 =90. 

მისი ფესვებია #) = –-6 +! ჩ=-–6-/. ჩ-ის ჩასმით (28.3) სის- 
ტემაში მივიღებთ (ავიღოთ CL" = 1) თI) = 1, თ17) = 1 + ამიტომ 
მოცემული სისტემის კომპლექსური ამონახსნი (28.6)-ის თანახმად იქ– 

ნება 

ყა) = 0(-6+0 X, ყეა = (1 + 0 C-811X, (28.8, 
თუ ჩე = –-6-- ჯ ჩავსვამთ (28.3) სისტემაში, გვექნება თ) = 1, თ(2) = 

=1--/. მივიღებთ კიდევ ერთ კომპლექსურ ამონახსნს ა 

ყე) = გ(-5-I)X, ყნ2) = (1 == ი 6(-6-%ნ)X. (28.9 

გადავწეროთ (28.8) ამონახსნი შემდეგნაირად 

ყ(!) => გ-6% C0§X + 16-%X9I9ი X, 

ყი) == 6-0X (C0§ X –– 519 X) -L ( 6-5% (C05 X + 510 X). 

ანალოგიურად (28.9)-ს მივცეთ სახე 

ყ(?) => ტ-6% 005 X –- 1 01% 510 X, 
(2) == 6-6X (C05 X –– 5111 X) –– 16-85 (C05 X -L 51) X). 

27. ·ს, თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაქარაშვილი #17



ავიღოთ ცალ-ცალკე მიღებული ამონახსნების ნამდვილი და წარ- 

მოსაზვ-თი ნაწილები, რომლებიც, როგორც აღვნიშნეთ აგრეთვე იქნე–- 

ბიან მოცემული სისტემის ამონახსნები. გვექნება 

ყI) = 6-%X ლ005X, ყი) = 6-0X (C05 X –– 5I0X), 

ყI = 6-5 §ი X, VI) = 6-წX (C05 X + §5Iი X). 

ზოგადი ამონახსნი იქნება გად ე 

ყე = C 6“ 6% 005 X -L 6) 6-5X5I10 X, 

ყა = C) C“% (ლC05 X –– 510 X) + 0C:6-6X (005 ჯ -L 5(ი #) 

3. მახასიათებელ განტოლებას გააჩნია ჯერადი ფესვები. ვთქვათ #, 

არის (28.4) მახასიათებელი განტოლების ”-ჯერადი ფესვი. (28.1) სის- 
ტემის ამონახსნი, რომელიც ამ ფესვს შეესაბამება ვეძებოთ შემდეგი 

სახით 

„”X 

MI (X) = (თ -- თ! X + «++ თე XI-9) 6 ' 
Mჩ.X 

ყი (X) = (CL -L თI2) ჯ -L ..- + თ() X-9) 6." , (28.10) 

MX 
ყი (X) =(თI)) + თ X + ·-- + თე) X “1) 6 

თ(/1=1, 2, ..., II, 1==1, 2, ..., ”) კოეფიციენტები განისაზღვრებიან შემდეგნაი- 

რად: ჩავსვათ (28.1001 ტოლობით განსაზღვრული Vყ; ((=1,...,I) ფუნქ- 

ციები (28.1) სისტემაში და სისტემის ყოველ განტოლებაში ერთმანეთს 

გავუტოლოთ ჯ-ის ერთნაირი ხარისხის კოეფიციენტები. მივიღებთ გან– 

ტოლებათა სისტემა თ. კოეფიციენტების მიმართ. 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ 

Iყ, = 2 ––M. 
LV = 4ყ, -L 6Vი 

სისტემის ზოგადი ამონახსნი. 

ამოხსნა. მოცემული სისტემის მახასიათებელი განტოლებაა 

2, –.-–-1 

ტჭ 6-–-# 

ამრიგად, #=24 არის მახასიათებელი განტოლების ორჯერადი ფესვი. 

ვეძებოთ სისტემის ამონახსნი შემდეგი სახით 

ყ) (X) = (თ) -L ჩ,X) 6“, 

ყი (X) => (ი + ჩიX) 6”. 

= (L-- 4)? = 0, 

4I8



თუ Vყ; და ყე ფუნქციების ამ მეიშვნელობებს ჩავსვამთ მოცეჰულ 

სისტემაში და შევკვეცავთ #% -ზე, მივიღებთ 

( + 4თ) + 4ჩ)X = 2თ, -–– თა: + (28; –– ჩა) X, 

ჩა -L 4თა ++ 4ჩეX = 4თ, -L 6Cი -L (4ჩ, -L 6ჩ.) X. 

გავუტოლოთ ჯ-ის ერთნაირი ხარისხის კოეფიციენტები ერთმა- 

ნეთს. გვექნება 

2თ) -L თა + ჩ, =9 
4თ, -L 29 –– ჩ. = 0 

2ჩ, + ზ.ა = 0 

2ჩ, + ჩა = 0. 

ეს სისტემა ტოლფასია შემდეგი სისტემის 

სიმფშნოს 

4თ) + 2თა –– ჩა. = 0. 

აქედან 

|თა = –-(2თ, + ჩ) 

Lჩ» = –- 2ჩ,. 

დავუშვათ თ,=1, ჩ,=0, მაშინ (28.11)-დან მივიღებთ თ:=--2, 
ჩ2=0. შესაბამისი ამონახსნი იქნება 

(28.11) 

ყI1) = 04%, ყ!!) = –- 26%, (28.12) 

ახლა ვთქვათ, თI=0, ჩ|)=1. მაშინ თე=-––1, ჩი=–-2. შესაბამისი 
ამონახსნია 

ყIა) = X6%%, ყა) == –- (1 -L 2X) 0%, (28.13) 

(28.12) და (28.13) ტოლობებიდან მივიღებთ, რომ მოცემული სის– 

ტემის ზოგადი ამონახსნია 

(I =- (C, + 0CაX) 6%, 

ყა = –- (2C -L თ -L 20LX) 0%%. 

მაგალითი 4. ვიპოვოთ 

ყე = ყა + ყე 
ყვ = Vყ, + ყა 
ყვ = Vყ, -L V. 

სისტემის ზოგადი ამონახსნი.



ამოხსწა. შევადგინოთ მახასიათებელი განტოლება 

–ი 11 
1-ს 1 ===#M90+3.0+2 =0. 
1 1 –#     

მას აქვს ერთი მარტივი ფესვი #”=2 და ერთი ორჯერადი ფესვი 

ჩე=–-1. #,=2 ფესვისათვის (28.3) სისტემა მიიღებს სახეს 

== 2თ) + თ, + თვ =0 

თ, –– 2თე -L თვ = 0 

თ; -++ თე –– 2თვ = 0. 

აქე დან 

Cვ = C1 

ავიღოთ თ)=1. მაშინ თ:=1, თვ=1. ამიტომ #,=2 ფესვის შესა–- 

ბამისი კერძო ამონახსნი იქნება 

ყა =6%, ყა ლტ", ყე! = 6%, (28.14) 

M#ე=--1 ფესვის შემთავევაში (28.3) სისტემის თანახმად გვექნება 

CI –- Cთ- + Cვ =- 0 

თ, + თ; + თვ = 0 
თე +- თა -L თვ = 0. 

აქედან თ3ვ=–-–-(თ) + თე). ჯერ ავიღოთ თ)=1, თ2=0. მაშინ ძვ=--1 და 

შესაბამისი ამონახსხი იქნება 

ყI)ა == 6-2, ყI) =0, VI?) == –- 6-X, (28.15) 

თუ ავიღებთ თ)=0, თ:=1, მაშინ თვ=––-1 და გვექნება ამონახსნი 

ყი =0, ყ()= C-, ყ() = –– 6-», (28.16) 
(28.14), (28.15), (28.16) ტოლობებიდან მივიღებთ ზოგად ამონახსნს 

,ყ = CC 6-+ + C-6“% 

ყა = C 6“ +C 6 % 
ყვ=C0160პ%-– C6 %--0360->X, 

მაგალითი 5. ვიპოვოთ 

I) = 2V) + Mი + 95 
I# = V, -L 2ყი- -L ყვ, 

ე = V) +L ყი + 2Mე 
სისტემის ზოგადი ამონახსნი. 
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ამოხსნა. მოცემული სისტემის მახასიათებელი განტოლებაა 

2--ჩ 1 1 

1 2--” 1 

1 1 2-ჩ#ჩ 

ამრიგად, #=4 არის მახასიათებელი განტოლების მარტივი ფესვი, 
ხოლო #=1 კი ორჯერადი ფესვი. #=1 ფესვისათვის (28.3) სისტემა 
მიიღებს სახეს 

= (1 ––- #)?(4-– #) თ 0. 

  

  

თ, -L თა +- თვ =:0, 

თ) -L თა -L თვ = 0, 
თ, -L თე -L თვ = 0. 

  

აქედან თვ=--(თ, + თე). ავიღოთ თ,=--1, თ-=1. მაშინ თვ=0. შესა- 

ბამისი ამონახსნია 

ყა = –- 27, ყ(ა (== 0, ყა = 0. (28.17) 

ახლა ავიღოთ თ,=–-)1I, ძუ:=0. მაშინ თვ=1. შესაბამისი ამო– 

ნახსნია 

ყ() = –- C”, ყ() = 0, ყ(9 = 65. (28.18) 
#=4 ფესვისათვის (28.3) სისტემა იქნება 

– 2თ, +თა +. თვ=0 

თ, –– 2, +თვ =9 

თ, + ითი ––2თვ=0 

ეს სისტემა ტოლფასია შემდეგი სისტემის 

–-2თ, +- თ, -+- თვ =0 

Cთ, –– 2თე - თვ =90. 

ამ სისტემის ამონახსნია თ,=ძთ:=თვ=1. მოცემული სისტემის შესა- 

ბამისი ამონახსნი არის 

ყა = 0, ყა) = (60%, ყე) == 0%, (28.19) 
(28.17), (28.18) და (28.19) ტოლობებიდან მივიღებთ, რომ 

ყ. = –“ (Cფ + C) 6" + 06%, 

« = C 6" + 06%, 
ყვ = 0:56“ -L 03647, 

მოცემული სისტემის ზოგადი ამონახსნია. 

როდესაც მოცემულია მაღალი რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი 
წრფივ ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა, მისი 
ამოხსნა ხდება პირველი რიგის სისტემის ანალოგიურად. 
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მაგალითად, მექანიკაში და ელექტრულ“ წრედების გამოკვლევისას 
ხშირად მიიღება მეორე რიგის სისტემა 

ძმ 
“ქც "%თIX + თაყ, 
ო (28.20) 
“ქე “ა” 0ი)X -- შიიყ. 

ამ სისტემის ამონახსნი აგრეთვე ვეძებოთ X=თC", ყ = ჩC" 

სახით. მათი ჩასმით (28.20) სისტემაში და ირ#6M-ზე შეკვეცით მივი- 

ღებთ 
ს თაბ +თიჩ =0 (28.21) 

ძმათ –- (ძიი –– ჩ)8 = 0. 

ამ სისტემას თ და ჩ-ს მიმართ არანულოვანი ამონახსნი ექნება მხო–- 
ლოდ იმ შემთხვევაში, როდესაც 

მე M ძა 

მიე მშივ –– ჩ? 

ეს განტოლება არის (28.20) სისტემის მახასიათებელი გა§ტოლება. 
იგი წარმოადგენს მეოთხე რიგის განტოლებას #-ს მიმართ. ვთქვათ 

M), ჩი, ”ვ, კ არის (28.22) განტოლების ფესვები (დავუშვათ, ფესვები 

ერთმანეთისაგან განსხვავებულია). ყოველი #,-სათვის (ჯL=1, 2, 3, 4) 

(28.21) სისტემიდან ვიპოვით რაიმე თ, ჩ არანულოვან ამონახსნს. ზო- 

გადი ამონახსნი კი იჟნება 

  
= 0. (28.22) 

=! ჩა! ხე ჩ! 
#=6თ0 ,' 2 % ,' 29%ი, –+ითძთაენ . 

”. 

#=Cწ69? “+ თჩ. ი ღები კ თ ჩნ 
კომპლექსური ფესვების შესაბამისი ·6ნამდვილი ამონახსნებიც იძებ– 

ნება (28.1) სისტემის ამონახსნების მოძებსის ანალოგიურად. 

მაგალითი 6. ამოვხსნათ სისტემა 

ძა 
ძI! 

ძ? 
“ქი ლ +V 

,· ამოხსნა. დავწეროთ ს თებელი განტოლება 

უ„–– | _. 

–)!) 1 ს | 

მისი ფესვებია ჩ,=/, #, = –– /, ჩ.=V3, ჩ=--V3. 
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=X–4V,



X1 == CI 6, ყ; = ხ. 6", 

X- = თა 6“, ყა» = I-C“ '”, 

V 37 V 31 
X2= %35C ყვ == ჩვ 2 

–V 3! –V 3! 
Xკ == თკ6 V , ყკ=ჩკ4 V · 

(28. 21) განტოლებიდა5 განესაზღვროთ თ, და ჩ, 

1 

CI = 1, ჩ, = 92. , 

1 
Cხე =- 1, ა 8 =–=- , 9 ჩ. 2 

1 

(ვ =4 1, ჩე =– 2 ? 

1 
C. = 1, ზ, =– 92. · 

ამოვწეროთ კომპლექსური ამონახსნები 

X, == C' = 0051 + (51911, ყე = 0,5(C05 1 + (51ი1), 

Xგლ 6-' = 005! –– 75I0!, ყა = 0,5(005/1 –– 751111). 

ავიღოთ მათი ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილები, რომლებიც 

აგრეთვე იქნება ამონახსნები: 

X, = 0057, 'ყ. = 0,5008/, 

X.= 5I17, ყა = 0,55I0 /. 
ამრიგად, მოცემული სისტემის ზოგადი ამონაბსნი იქნება 

> _/– 
,-V / + ირ Vპ!. 

_ 1 “ა 
V" “ი Vპ!. 

X=0Cთ0051+ი§ა9ი1–+Cფ 

1 1 · 1 
=–0Cლ00051 + – (ი.ვ) (–-–-– –– 0ე6 Vყ 2.2 2 2 2 (მ 

§ იი. მდგრაღობის თეორიის ელემენტები 

დიფერენციალური განტოლების ამოხსზის დროს ზოგჯეო 3ნიშვნე- 

ლოვანია არა იმდენად კონკრეტული ამონახსნის პოვნა, რომელ. კ მო– 
ცემულ საწყის პირობებს აკმაყოფილებს, არამედ ამონახსნის საწყის 
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პირობებზე დამოკიდებულების დადგენა. მართლაც, ვთქვათ რაიმე 
პროცესია აღიწერება 

9/ =7(% ყ) (29.1) 
ძX 

დიფერენციალური განტოლებით და 

ყ (Xი) = ხი (29.2) 

საწყ-სი პირობით. : 

როგორც წესი, (29.2) საწყისი პირობა დგინდება ექსპერიმენტუ- 

ლად და ამიტომ მიიღება გარკვეული სიზუსტით. თუ საწყისი პირობის 

მცირეოდენი ცვლილება გამოიწვევს (29.1)-–-(29.2) ამოცანის ამონახს- 

ნის საკმაოდ დიდ ცვლილებას, მაშინ (29.1) განტოლების ამონახსნი, 
რომელიც ჭეშმარიტი საწყისი პირობების ნაცვლად მისგან „მცირედ“ 

განსხვავებულ (29.2) საწყის პირობებს აკმაყოფილებს, რეალური 

პროგვესის აღწერისათვის არ გამოდგება, რადგან სასურველი მიახლო- 

ებ:თაც კი ვერ აღწერს მას. ამიტომ მნიშვნელოვანია გიცოდეთ, თუ 
რა პირობებშია გამოიწვევს საწყისი პირობების მცირე ცვლილება ამო– 

ნახსიის მცირე „ვვლილებას. 

გახსახზღვრება 29.1, (29.1)-–(29.2) ამოცანის V=V (X, Xი, V0ი) 

ამონახსნს ეწოდება უწყვეტად დამოკიდებული საწყის პირობებზე 
რაიმე 1X-––-ი, X0+1)| ინტერვალზე, თუ ნებისმიერი C>0 რიცხვისათ- 

ვის არსებობს 8>0 რ-ცხვი ისეთი, რომ, როცა 

| ყი““ Vი | < გ, 

მაშინ 

IV(X, %ი, ყი)–– ყ (CV, Xა წი) Iლ8, X6) X––უა,X+ ო» ს 

სადაც V (X, Xა, ”ე) არის (29.1) განტოლების ამონახსნი ყ/ (Xკ)=ყV/ე საწ- 
საწყისი პირობით. მართებულია შემდეგი თეორემა 

თეორემა 29.1. თუ I”M(X ყ) ფუნჭცია და მისი =L კერძო წარ– 
ყ 

მოებული უწყვეტი ფუნქციებია 

0= (ხი –ით<1<10+0, ყა––ხნ- <V9,< ყი + წ) 

მართკუთხედზე, მაშინ (29.1) განტოლების ამონახსნი, რომელიც (29.2) 

საწყის პირობას აკმაყოფილებს, უწყვეტად არის დამოკიდებული სა–- 
წყის პირობაზე |X-X0ი0I <7 შუალედში, სადაც 

ი 1 ნ 
1 7% 70 = სევ “ლს < 0 0 თი 14 M MI 
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ხოლო 

VI = მX | წ(X, ყ)), M= ხიმX |25# |. 
(X,ყ)Cნ (X, V9)Cი მყ 

დამტკიცება. როგორც არსებობისა და ერთადერთობის თე–- 

ორემ-ს დამტკიცების დროს ვნახეთ, მართებულია ტოლობები 

ჯ 

(0 =VC, X, V) = ყე + II თ, ყ(0)ძ/ 
X 0 

Xჯ 

#7 (0 =V(6 X. წე = V, +II (ს #(001 4. 
Xი 

აქედან ლაგრანჟის თეორემის გამოყენებით მივიღებთ 

X 

Iყ(ი–-Vყ(0 I <1 9-– VI + I(VCთდVრ6)–/# #6) 4. < 
%- 

«| ყე–– ყეI + MI L-–– XI ომX | ყ (0) ” (9 I < 
ჯ 

<I9ი –– MI + M7 ომX I VI) –– #(9 I · 
Xჯ 

რადგან MV7 <1, აქედან (გვაქვს 

(1(- MუIყ(ი–- წ 01 <1 #9 – MI, 
ანუ 

– ყი– ყი IV#(ი –ყ ი |< ლა. 

თუ ამ უტოლობაში ავიღებთ |ყ--Vი| <ბ, სადაც 8=6 (1--MV1), მივი- 

ღებთ 

Iყ(ი– ყ(C0)|<6. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

ანალოგიური თეორემა მართებულია დიფერენციალურ განტოლე- 
ბათა სისტემისათვის. 

შემდგომი მსჯელობისას, ზანაწერის შემოკლების მიზნით, მოსახერ- 

რაა



ხებელია დიფერენციალუოუ განტოლებათა სისტემის ჩაწელა ვექტო– 

რული სახით 

V= # (I, V), (29.3). 

სადაც V' = (V,, ყ»..სა ყე, ხოლო 

ჩV, V) =(ჩ(- 9), ჩ(/. V,..., / (#7, V)). 
ამ შემთხვევაში საწყისი პირობებიშემდეგნაირად ჩაიწერება 

ყ#(I) = ყი. (29.4). 

(29.3) სისტემის ამონახსნს, რომელიც / (/0(1=ყი საწყის პირობებს 

აკმაყოფილებს, ჩავწერთ V=V ((, 10, ყი) სახით. 

შევნიშნოთ, რომ ნორმალური სახის წრფივ დიფერენციალურ გან– 
ტოლებათა სისტემა ვექტორული სახით შემდეგნაირად ჩაიწერება 

ძყ – – 

–-=ყ4 I), 7 ყრ+1(0 

სადაც #4 =(0,,) (L= 1, 2,...,I, | =. 1, 2,.../,) არის სისტემის კოეფი- 
ციენტებისაგან შედგენილი მატრ-ცა, ხოლო 

სყ = (ს, ყა..-, ყი) 

(81) = CI (I), I92(0, .-. I, (,)) · 

განსაზღვრება 29.2. (29.3) სისტემის Vყ (/)=V (I, 10, ყი) ამო– 
ნახსნს, ეწოდება მდგრადი (/ი,+ %L. მუალედში ლიაპუნოვის“ მიხედ- 
ვით, თუ ნებისმიერი მცირე 6>0 რიცხვისათვის არსებობს 8>0 რი– 

ცხვი ისეთი, რომ, როცა 

| Mი _ MI I < ბ, 

მაშინ 

IV (/, 1 V0)-–– V(/, 1, VI) <6, 
როდესაც 1CI/:, + C I. 

ამრიგად, ლიაპუნოვის მიხედვით სისტემის ამონახსნი მდგრადია იმ 

შემთხვევაში, თუ საწყისი პირობების მცირე ცვლილება იწვევს ამო- 

  

"“ ა, მ. ლიაპუნოვი (1857--1918)--რუსი მათემატიკოსი და მექანისოსი. 
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ნახIნის მკელე ცვლილებას მთვლ IC. –ი რჟუალედიბ 75:%. 5<). 

#| 

    

  

ნახ. 66 

ანალოგიურად განისაზღვრება მდგრადობა ლიაპუნოვის მიზედვ-თ. 

1-–Cთ, ჯი) მუალედში. 

თუ ამონახსნი არ არის მდგრადი, მას ეწოდება არამდგრად“ ამო- 

ნახსნი. 

შემდგოქ1 ჩვენ განვიხილავთ ამონახსნის მდგრადობის საკ-თხს 

Iი, +C= შუალედში. 

განსაზღვრება 29.3. (29.3) სისტემის /=V/() ამონახსნს, 
რომელიც მდგრადია ლიაპუნოვის მიხედვით, ეწოდება ასიმპტოტუ- 

რად მდგრადი, თუ 

IMIთ (V (, /, ყა –– წ(,, I, V))=90. (29.5) 
13-50 

განვიხილოთ მაგალითი. 

მაგალითი 1. გამოვარკვიოთ, მდგრადია თუ არა 

ძყ 
_-– =--V, ! = მ ყ, VყC(700)=V9ი 

კოშის ამოცანის ამონახსნი. 

ამოხსნა. ამ განტოლების ზოგადი ამონახსნია ყ = C6-'. ა 

ნახსნი, რომელიც მოცემულ საწყის პირობას აკმაყოფილებს “5; 

/-“ 
ყ = ყა6ნ



თუ ავიღებთ საწყის პირობებს ყ (Lი)=ყ,, მაშინ შესაბამისი ამო–- 
ნახსნი იქნება 

(–! 
ყ=ყ6C6 

ამიტომ 

( 

Iყ(ი– #V.C01=|ყი–- სი? <I4ი–#/ 
როცა (>. ამიტომ თუ |/ი--ყ,|<ბ=8, მაშინ |V (/)––ყ! (/) | <8, 

(-/ 
როცა (>. ამრიგად, V = ყე 6” ამონახსნი მდგრადია ლიაპუნო: 
ვის მიხედვით. ეს ამონახსნი არის აგრეთვე ასიმპტოტურად მდგრა- 

დეც, რადგან 

1-7 
ყი IV(0) – 9,0)I =. III |ყი–- ხს ე =>0. 

- ++ი (>++C% 
საკითხი იმის შესახებ, არის თუ არა (29.3) სისტემის ამონახსნი 

მდგრადი, ყოველთვის შეგვიძლია მივიყვანოთ ამ სისტემის გარდაქ- 

მნით მიღებული ახალი სისტემის ტრივიალური ამონახსნის მდგრადო– 
ბის საკითხის შესწავლამდე. მართლაც, ვთქვათ ჯVყი (I) არის (29.3) სის– 

ტემის ამონახსნი, რომელიც V (ი) =Vი საწყის პირობას აკმაყოფილებს. 

(29.3) ნისტემაში მოვახდინოთ ჩასმა X (1) = ყ (0–- (,). 

მაშინ ყ” (/) =X' (ი) -L #; (/) და (29.3) სისტემიდან მივიღებთ 

XIV =L# (I, %C) +XC)) – # C, % (0). (29.6) 

ცხადია, (29.3) სისტემის ყი (/) ამონახსნს შეესაბამება (29.6) სის- 

ტემის ტრივალური ამონახსნი X (()=0. 
შემდგომ ჩვენ ვიგულისხმებთ, რომ (29.3) სისტემას გააჩნია ტრი- 

ქიალური ამონახსნი ყ(0)=0, 1>!ს და მემოვიფარგლებით სნულო- 

ვანი ამონახსნის მდგრადობის საკითხის შესწავლით. ამიტომ ზედმეტი 

არ იქნება მდგრადობის განსაზღვრება ცალკე ჩამოვაყალიბოთ ნულო- 

ვანი ამონახსნისათვის. 

განსაზღვრება 29.4 ნულოვან ამონახსნს ეწოდება მდგრადი 

IIი, + <| შუალედში ლიაპუნოვის მიხედვით, თუ ნებისმიერი 8>0 რი- 

ცხვისათვის არსებობს ბ>>0 რიცხვი ისეთი, რომ თუ |ყი|<8ზ, მაშინ 

1 VV, ჩM,. ყე) <8, როცა 1CI/, “+ C L. 
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თუ გარდა ამისა 

MI V (,, /V ყა =0, 
1-–>-+05 

მაშინ V (0=0 ამონახსნს ეწოდება ასიმპტოტურად მდგრადი. 

ჰპაგალითი 2. გამოვარკვიოთ, არის თუ არა 

V (0) =2 +171, ყ(01=1 

კოშის ამოცანის ამონახსნი მდგრადი. 

2 
ამოხსნა. მოცემული კოშის ამოცანის ამონახსნია #V0=-- + 2I+ 1. 

როგორც ვნახეთ (29.3) განტოლების ამონახსნის მდგრადობა, რომე– 
ლიც Vყ (7-=ყი პირობას აკმაყოფილებს (ჩვენ შემთხვევაში /.=1), 

ტოლფასია (29.6) სისტემის ნულოვანი ამონახსნის მდგრადობისა, მო– 

ვახდინოთ ცვლადთა გარდაქმნა 

  »0 =#0 –(> +L 2 +1). 
2 

მაშინ 

ტ/06=X0+-+-+2%+). 
მოცემულ განტოლებაში ჩასმით მივიღებთ 

XV)+1+-2=2+/, 
ანუ X ((0)=0. მისი ზოგადი ამონახსნია X(I)=>0. საწყის პირობას. 

XL(C0)=0 შეესაბამება X (/)=>0 ამონახსნი, ხოლო ჯ (0)=Xი ნებისმიერ 

სხვა საწყის პირობას Xჯ (/)= ჯი ამონახსნი. ცხადია, რომ თუ IXიI) <06=%, 

მაშინ |X (/) | <§. ე. ი. X(I(1=0 ამონახსნი არის მდგრადი (მაგრამ არ 

არის ასიმპტოტურად მდგრადი). ეს კი ნიშნავს, რომ მოცემული კო- 

2 

შის ამოცანის V (/)= “ + 2(-+ 1 ამონახსნიც არის მდგრადი. 

მენიშვნა. ნორმალური სახის 

· 

4V ფ.4+7VC. (29.7) 
« 

წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის ნებისმიერი 'VM () 
ამონახსნი მდგრადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ როდესაც მდგრადია 

შესაბამისი 

ლ
ჯ
 

ძ – “I ./ 29.8 / ( ) 

ერთგვაროვანი სისტემის ნულოვანი ამონახსნი. 
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ძართლავც, (29.7) არის (29.3) სისტემ-ს კერძო შემთხვევა, ხოლო 
(29.8) შესაბამისია (29.6)-ის. 

ვთქვათ "ყ=ყ (ქ) არის (29.3) სისტემის ამონახსნი. ჯ წირს, რომ- 

ლეს პარამეტოული სახის განტოლებაა 

ყუე=ყ,(!) ((=1, 2... I) 

ეწოდება (29.3) სისტემის ფაზური გრაფიკი (ტრაექტორია). 

ევკლ“დეს M-განხომილებიან კოორდინატულ ”" სივრცეს, რო- 

მელშიც მოთავსებულია (29.3) სისტემის ფაზური გრაფიკები, ეწოდება 

ფაზური სივრცე. 

რადგან (29.3) სისტემის ინტეგრალური წირების განტოლება პარა– 
მეტრულად შემდეგნაირად შეიძლება ჩავწეროთ 

1=L, ყ.=ყ)(I), ყი=ყა (I ..., ყი= ყი (1), 
ამიტომ, ინტეგრალური წირი მდებარეობს /#95+1! სივრცეში, რომლის 

წერტილებია (/, V,, ყა, ..., „ი) აქედან გამომდინარეობს, რომ (29.3) 

სისტემის ფაზური გრაფიკები წარმოადგენს ინტეგრალური წირების 

გეგმილს /” სივრცეში ( ღერძის პარალელურად. 

ამ მსჯელობაში სიცხადის შესატანად განვიხილოთ შემთხვევა #=2. 

მაშინ /2#+1 ი1ნება სამგანზომილებიანი სივრცე, ხოლო #"” კი სიბრ- 

ტყე. 67-ე ნახაზზე გამოსახულია ინტეგრალური წირი, რომლის პარა- 
მეტრული სახის განტოლებაა 1=/, ყI)=VწI| (I), ყი=V (I), ხოლო 68-ე 

ნახაზზე მისი გეგმილი სიბრტყეზე, ე. ი. ფაზური ტრაექტორია, რომ- 

ლის პარამეტრული განტოლებაა ყI=VI (I), V2=V; (I). 

    ნახ, 67 ნახ. 68 
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თეორემა 29.2 (ლიაპუნოვი). ვთქვათ მოცემულია სისტემა 
– 

ძყ – –_ 

–-=#ჩ(, ყ), (29.9) 7 (ს ყ) 

სადაც V = (4), ყV..., წის ჩ (/, V) = (/I(6 9), IXC0 ყV...„/ი (6 V)) 
რომელსაც გააჩნია ტრივიალური ამონახსნი. 

დავუშვათ, არსებობს დიფერენცირებადი ფუნქცია 0=V(CV,, V5, ..., ყი) 

რომელიც შემდეგ პირობებს აკმაყოფილებს: 

1) ა(V,, ყი... ყა) > 0 და 9=0 მხოლოდ მაშინ” როდესაც V, = 

=ყა= ··=ყ.=0, ე. ი. ს ფუნქციას გააჩნია მკაცრი მინიმუმი კოორ- 

დინატთა სათავეში. 

2) (29.9) სისტემის ფაზური ტრაექტორიის გასწვრივ წ ფუნქციის 
4 ცვლადით სრული წარმოებული აკმაყოფილებს პირობას 

ჩ ჩ 
ძი აო მს მყ == მე _ 
მჯ ==. _. მყ, ' ძI = _ მს, '/, (:.V). ა.-ს Vი)<.0, როცა > 

(=1 (=1 

მაშინ (29.9) სისტემის მნნულოვანი ამონახსნი V(0 =0 მდგრადია 

ლიაპუნოვის მიხედვით. 
თუ დამატებით შესრულებულია პირობა, რომ არსებობს ჩ>0 რი– 

ცხვი და კოორდინატთა სათავის შემცველი მიდამო ისეთი, რომ ამ მი- 
დამოს გარეთ მართებულია უტოლობა 

ძი 
– «- 0, ქ თ ზჩ < 

მაშინ # (/()=0 ამონახსნი იქნება ასიმპტოტურად მდჯრადღიც. ქე ფუნქ- 

ციას ეწოდება ლიაპუნოვის ფუნქცია. 
შენიშვნა. ლიაპუნოვის ფუნქციას უფრო ხშირად ეძებენ, რო- 

გორც VM), ყა... ყი „ცვლადების კვადრატულ ფოომას 
ჩ” 

ყ == ა 0თ(/ ყ(; ყ,. 

(. |==1 

მაგალითი 3. გამოვარკვიოთ, არის თუ არა 

ძV, _ 5 
“7 - “' MI ყა 

ძყ. ა 
“> = ყ.–“ ყ1 

სისტემის ნულოვანი ამონახსნი მდგრადი. 
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ამოხსნა. განვიხილოთ ფუნქცია : (VI, ყ2) = ყ)?+ ყე?. იგი აკმა- 
ყოფილებს თეორემა 29.2-ის პირობებს. მართლაც: 

1) წ (V,, ყ21>>0 და ს=0 მხოლოდ მაშინ, როდესაც V) =V5:=90. 

2) ფაზურიე ტრაექტორიის გასწვრივ 

_____ 
თ მყ. ი! მყი ძI 

+ 2ყი (ყ1 –– ყვ) = –– 2 (#L + ყ1) <0. 
ამას გარდა, თუ ყI?+ყ02>>ბ (კოორდინატთა სათავის შემცველ მიდა- 

მოს გარეთ), მაშინ 

= 29) (– V –– ყე) +   

წ2(1) 
== < – ჩ < 0. 7” 5 ჩ 

ამიტომ მოცემული სისტემის ნულოვანი ამონახსნი იქნება ასიმპტო- 

ტურად მდგრადი. 

§ 10. აჭმტონომიური სისტემა. 

მუდმივკოეფიციენტებიან წრფივ დიფერენციალურ 

ბანტოლებათა სისტემის მდბრადობა 

განსახღვრება 30.1. დიფერენციალურ განტოლებათა სისტე– 

მას ეწოდება ავტონომიური, თუ იგი ცხადი სახით არ შეიცავს ჯამოუ- 

კიდებელ ცვლადს. 
'ნორმალური სახის ავტონომიური სისტემა ვექტორული სახით შემ- 

დეგნაირად ჩაიწერება 

ძ/ – ”(ყ). (30.1) 

განსაზღვრება 30.2. წერტილს (თ,, ძი... მი) ეწოდება (30.1) 

ავტოხომიური სისტემის წონასწორობის წერტილი, თუ # (თ) =0, სა– 

დაც თ = (თ, ძა, ...” თი). 

თუ თ არის ავტონომიური სისტემის წონასწორობის წერტილი, მა– 

ფინ ყ# = 0 იქნება ამავე სისტემის ამონახსნი და პირიქით. 
რადგან მდგრადობის საკითხის შესწავლა მიიყვანება ნულოვანი 

ამონახსნის მდგრადობის შესწავლამდე გარდაქმნილი სისტემისათვის 
(ცხადია, გარდაქმნილი სისტემაც იქნება ავტონომიური), ამიტომ ჩავ- 

თვალოთ, რომ (30.1) სისტემას აქვს ნულოვანი ამონახსნი V() = 0, 

ე. ი. წონასწორობის წერტილი ემთხვევა ფაზური #" სივრცის სა–- 

თავეს. 

4ვე ა.



ქვემოთ, ჩვენ, ავტონომიური სისტემებიდან განვიხილავთ ნორმალუ– 

რი სახის წრფივ ეთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებათა სისტე– 

ძმას. სიმარტივისათვის განვიხილოთ ორუც–=ობიანი სისტემა: 

ძ! 
> =0)) M) -L 015 MI 
  

(30.2) 
იყი ძ ' 
#7.“ 9141 “I მეი ყი-   

თუ 7)<0, #-<0, მაშინ როგორც (30.5)-დან ჩანს, (30.2) სისტემის 

ხულოვანი ამონახსნი M#)=Vყ:ე=0 იქნება ასიმპტოტურად მდგრადი. 
მართლაც, ვთქვათ /0=0. მაშინ (30.2) სისტემის ამონახსნი, რომე– 

ლიც. ყ) (0)=VM)ი, Vყ2(0)=Mყ-ი პირობებს აკმაყოფილებს, მიიღება ზოგა– 

დი ამონახსნიდან, თუ 0) და C: მუდმივებს შევარჩევთ ისე, რომ მათ 

დააკმაყოფილონ სისტემა 

MIი = CC, –- 6 ჩ; 

ყაე = 6, თა + C2 წ., - 

რომლის დეტერმინანტი თ,ჩ:ე--ძ:ჩ)2-0. ამ სისტემის ამოზაასხია 

თ = #Mი+ 8ყ:უ:,ე C: = IMVIი + # ყ-ი, 

სადაც #, 8, 8», 8 რაიმე მუღმივებია. რადგან |7)/ | <1, | 6#I| <1, 

ამიტომ 

I ყ, (0) | <- | 4 MIი + 8 ყაი|'1IთI) +190 VIი + ნყMი!-Iწ,I, 

| ყ5 (1) | << | 41 MIი + 8 M+ | :I თა I -- | ნVIი -- 5 ყ=ი!“Iჩ| · 

ამ უტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი 6>0 რიცხვი- 

სათვის” მოიძებნება ბ>0 რიცხვი ისეთი, რომ თუ I|VIი|<ბ და 
|ყ20 | <0, მაშინ. მართებული იქნება უტოლობები 

I VI (,) | <8, | ყა (() | <- §, როცა 1>>0. 

ე. ი. ნულოვანი ამონახსნი არის მდგრადი. თუ იმასაც გავითვალისწი- 

ხებთ რომ „MI. ,0, როცა (++65 ((=1,2) დავასკვნით, რომ ეს 

ამონახსნი არის აგრეთვე ასიმპტოტურად მდრადიც. 

M30.2) სისტემის ამონახსნის მდგრადობის საკითხი შეიძლება გავარ- 
კვიოთ ლიაპუნოვის თეორემის საშუალებით. მაგრამ ამ შემთხვევაში 
მდგრადობის შესწავლა უფრო მოსახერხებელია უშუალო შემოწმე- 

ბით, რადგან (30.2) სისტემი ამონახსნების მოძებნის გზა ჩვენთვის 

ცნობილია. 

28. ს. თოღურია, ვ. ხოჭოლავა,. მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 4:03



ცხადია, რომ (30.2) სისტემას გააჩნია ნულოვანი ამონახსნი. ამი– 
ტომ საკმარისია გამოვარკვიოთ, როდის იქნება ეს ამონახსნი მდგრადი. 

შევადგინოთ (30.2) სისტემის მახასიათებელი განტოლება 

მა. რთა =)2-- რს +თ)ე.+4=0 (30.3) 
მა მაე–-7, 

თი. C:2 4 

რი რია 

# = 

  
(30.4) 

  

შემდგომ ვიგულისხმებთ, რომ #5=-0. ამიტომ 71=0 არ იქნება მახა– 

სიათებელი განტოლების ფესვი. განვიხილოთ სხვადასხვა შემთხვევები. 

1. ვთქვათ მახასიათებელ განტოლებას გააჩნია ერთმანეთის არა- 
ტოლი ორი ნამდვილი ფესვი 7.) და 7. დავუშვათ (თ;, თი) და (ჩI, ჩ2) 

არის 4 მატრიცის საკუთრივი ვექტორები, რომლებიც შესაბამისად 7, 

და ჯე რიცხვებს შეესაბამება. როგორც ვიცით, ეს ვექტორები იქნება 

წრფივად დამოუკიდებელი. ამ შემთხვევაში (30.2) სისტემის ზოგადი 

ამონახსნი იქნება 

14 +! 
ყ1 () == C CL. 6 + C» ჩ, 6 , (30.5) 

ბე! ML 
ყ-მს)=თთ ი “+თჩ§ , 

სადაც 0,; „და თე ნებისმიერი მუდმივებია. 

95. ვთქვათ მახასიათებელი განტოლების ფესვები კომპლექსური 
რიცხვებია 

MX = 0+!0, #=0--! (9#2-0). 

ამ შემთხვევაში (30.2) სისტემის ზოგადი ამონახსნი შეგვიძლია ჩავ– 

წეროთ (30.5) სახით, სადაც (თ), თ:) და (ჩI, ჩა) იქნებიან ვექტორები 

კომპლექსური კოორდინატებით. ამასთან ჩ, = თ და ჩი = თი. რო–- 

გორც ვიცით, კომპლექსური ფუნქციის ნამდვილი და წარმოსახვითი 

ნაწილები აგრეთვე ამონახსნებია, ამიტომ (30.2) სისტემის ზოგადი 

ამონახსნი (ნამდვილი) იქნება: 

ყ, = 0”' (ი, 005 01 -L+ იე 510 01), 

ყა == 60! (თლ05 01! -L ხ 510 01), 

სადაც 0, და 0 ნებისმიერი მუდმივებია,ა ხოლო თ და ხ მათი რაიმე 

წრფივი კომბინაციაა. 
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როცა 0=0, შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ნულოვანი ამონახსნი იქნე– 

ბა მდგრადი, ხოლო თუ #9<0, მაშინ კი ასიმპტოტურად მდგრადიც. 
3. ვთქვათ მახასიათებელი განტოლების ფესვები ტოლია 7.|=#. 

ამ შემთხვევაში (30.2) სისტემის ზოგად ამონახსნს აქვს სახე 

I 
ყ,=–(4 +806“, 

I! 
ყა=(C-L IX) 6 '' 

სადაც 4, 8, C, # ერთმანეთთან ორი წრფივი განტოლებით დაკავში– 

რებული რაიმე მუდმივებია.ა თუ 21.<0, მაშინ #7->0, როცა 

(1>- +%9 და ნულოვანი ამონახსნი არის ასიმპტოტურად მდგრადი. თუ 

21>0, ნულოვანი ამონახსნი არის არამდგრადი. 
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_ 1.1. 

1.9. 

1.3. 

1.4, 

1.6. 

1.7. 
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ამოცანათა კრებული 

მრავალი ცვლადის ფუნქციის დიფერენციალური 

აღრიცხვა 

§ 1. მრავალი ცვლადის ფუნჰპცია, დღლვარი და უწყვეტობა. 

გამოსახეთ წრეზე შემოხაზული ტოლფერდა ტრაპეციის 5 ფარ- 

თობი, როგორც მისი ჯXჯ და წყ ფუძეების ფუნქცია. 
გამოსახეთ კონუსის V მოცულობა, როგორც მისი ! მსახველი– 

სა და ფუძის ” რადიუსის ფუნქცია. 

გამოსახეთ მართკუთხა პარალელეპიპედის გვერდითი ზედაპი- 

რის 5 ფართობი, როგორც მისი ფუძის თ და ხ გვერდებისა და 
პარალელეპიპედის დიაგონალის ფუძის სიბრტყისადმი დახრის 

დ კუთხის ფუნქცია. 

გამოსახეთ წესიერი წაკვეთილი ექვსკუთხა პირამიდის V მოცუ–- 
ლობა, როგორც მისი ფუძეების X და ყ გვერდებისა და # სი–- 

მაღლის ფუნქცია. 

1 1 
იპოვეთ / (0; 1), 1=. 3) (> –#), თუ 

2 ჯ 

2XV 

»ჯ" + ყ 
–- 

იპოვეთ ”(0; ––- 1), I( 2. ,V3. “+ და წ(Xყ. –“– ყ), თუ 

2ICLC (X + » 

/ C, V) (_იC--%ი- მICLC (X –– ყ) )' 

იპოვეთ ფუნქციის განსაზღვრის არე (#3# 1.7––1.12): 

1) 2=Xჯ-V–V; 2) 2=VIIC-- XX-–- ყ? ; 

ვ) 2=VXV9; 4) 2=1ი (X-–– 2). 

| (9 ყ) = 

 



1) 2=I0(ყწ --4X-+ 8; 2) 2=V I9(X2 + ყ.მ) ; 

  

  

  

  

  

1.8. 

–-”“– სა ეზე ყ 
ვ) 2=M X-–VV:; 4) =900-#X#-V9). 

V4X –– ყ? 

1.9. 1) 2=CსC1IX(X-+V); 2) 2 =-IVV/C05 X ; 

ვ) 2= V5Iი01L(X” +- ყ?) ; 4) 2=VX5IIVყ. 

(.10. 1) 2=> მL05I1I1 -M ; 2) 2 =გმლთდ- V, ; ჯ 1 –-# --ყ? 

ყ–-1 
ვ) 2 ==8X0005 ; 4) 7= 2005 

ჯ X+ყ 

L.11. 1) 2==V4-X + V9--ყ; 2) 2=1C(25 –- X2 ––- ყ:) -L 

1 
+ ალლ ვ 

V X+ყ?-–9 
ვ) 2= 2 1+--%1+%., 4) როთი –+ 210005(1 –– ყ). 

–2X+Vყ ყ 
–:ეეე 1 

1.19, 1) V == VI0? –- (მ-- ყზ 28; ; 2 ს=–=–– +-–= + ==; 
7. V +72 

ვ) #=მ0511X-–- მილი ყ+ 4) (–#=მLლ0005 =-=--> 

-L მIC511 2; V X + 4ყ 
იპოვეთ ფუნქციის დონის წირები (M# 1.18--1.15): 

1.13. 1) 2=Xჯ+ყ; 2) 2-=X? -L ყ"; 3) 2=1XV; 4) 2= VXV. 

1.14. 1) 2 = -#M_ 1 2) 2= ჯბ?--ყ"; 41) 2= 1 ; 4) 2=- “+. 

აჯ ჯ +-2ყ? ჯ+ყ 

1.16. 1) 2=/წ(ყ–--იX); 2) 2=/”(VXპბ--ყ?); 3) 2=/(XV)); 4) 2=I(V ). 

1.16. იპოვეთ ფუნქციის დონის ზედაპირები 

1) #=X+ყ+2; 2) # = Xბზ-+L ყი --22; 

ვ) კ = 29X-#V+22. 4) (| == მLC5II) _ – _ · ) უს ა) V 2 + გბ 

1.17. აჩვენეთ, რომ, თუ 2=/I (ჯ, ყ) არის ჩ რიგის ერთგვაროვანი 
ფუნქცია", მაშინ იგი წარმოიდგინება შემდეგი სახით 

#= #ნ(+). 

” ერთგვაროვანი ფუნქციის განსაზღვრება მოყვანილია პირველი თავის § 14–ში. 
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1.18. 

1.19. 

1.30. 

1.81, 

1,289. 

1.28. 

1.24, 
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აჩვენეთ, რომ, თუ V=I| (ს, ყ, 2) არის # რიგის ერთგვაროვანი 
ფუნქცია, მაშინ იგი წარმოიდგინება შემდეგი სახით 

#=2#ჩ (+ , +): 
ჯ X 

გამოთვალეთ შემდეგი · განმეორებითი ზღვრები (#M#M 1.19 –- 1,94): 

  

  

  

  

  

1 Iთ.. IIთ 2X+% . 2 სო II X+%_ . 
ჯ->C ყ--თ X + ყ? ყ>-თXL>-CC X+Vყ? 

ვ) Iთ. 1 7-9... 4 წთ IMთი -+---5., 
X->0 ყა0 X+ყ ყ->0 XL>0 X+ყ 

2 2 

1 სთ. IM > +#.. 
X>თ% ყი X) + ყვ 

9 სთ. სთ ყ(V1 + 59იX--V1--5IიX)_ . 
ყ–>ა0 X-+0 51IIV ·LCX 7 

ვ) წო. თ C05 (X -++ ყ) –– 005 (X –– ყ) . 

X-360 ყ---0 ჯყ 

4 Iთ II 5)0 (X + 4)–– 90 (#-–X) · 
ყ->0X--0ი 1IC(X + ყ)--I9(X–– ყ) 

1) IთC. Iთ 57% 1X ; 2 სი II 5ი - ; 
»-ა-თყ-თს 2X+წყ ყი: XL->09ი 2X –+“ ყ 

ვ Iთ. Iთი 1. ლ-2M . 4 მთ Iთ 1 ყე. XV , 
X->-0 ყ->-00 Xყ 1+Xყ ყ–ა–-%X L->0XVყ 1+XVყ 

. ჯ" · . ჯ” 
11 Iი Iი -–----; 2 II0 Iი -–ძ–ძძX))ძ); 
X->6Cთ V-+0“+ 1-+-XV ყ->0-+ X>CთC 1 - X 

წ4 

ხს ეგ% . წყ ვ) Iი თ “ი. ) ყი თი (1+959%ი#)”. 
ყ->-2 L50 #Xჯ (ყ?–– 4) X-+0 ყ->0 

ს) სთ სი 1--59:X7 6 -Mი, სხ=+1; +2,..); 
ყ-ა0ი X->-ძი ყ 51)” X 

–- 1- 
2 თ თ +-+%9%X#. ვე სო სო 95052; 

X>0 ყა0ი Vყ5)I1X >>ლ%ი ყა0 V#V51)?X 
1-–-005Xყ 

4 I Iთ - 
ყაფ0,-- ით Vყ5Iი?Xჯ 

1 101 ი) (1-–-– Xყ)(დ “ი; 2) წი 1100. XMCV X?-L ყ–-VX-––M); 
X->-1 ყ–->1 2 ყ–--1 L->99 

3) IIთ თ 100,(X+ ყე; 4) 1IIიI1. 110) 108, (X -L VI). 
X>X--1 ყ–>-0 ყ–>0 L->



გამოთვალეთ ზღვარი (1.25-–-1.99);: 

· 51) XI 
1.95, 1) Iი _592#_ 

Xჯ–-0 Xყ 
ყ–>-0 

ვ) I 2V 

ყ–3-0 

3 

ჯა L /. 
  

1.90. 1) 110) (1--X2-L ყ?) 
X–3-0 

ყ–>-0 

3). იი (1++), 
X–->6C0 X 

ყ–>ძ 

1.97, 1). ი) X+V “%8.. 
X-+ი0 XX? -- Xყ -L ყ? 
ყ–>0ი59 

1 

ა/ა 
  

ვ Iთ 
X–->0 

ყ–>-0 

(1 -L X?V„) 

მითითება. 1) გამოიყენეთ 

X->–0 4 VVყX--16 , 

2 IIთ _29 19. ; 
X–>0 ჯ 

ყ–>ძი 

XVყ 4 Iთ (1(-X)IV 2“. 
X–-I 

ყ–>-1 

2) Iთ ც2-+-ყშ ი“ 
X–->ი% X'-L 

ყ–>68 

X?CI 
4) ი (1 +Iყყ)  წ7/, 

X–>-1 

ყ–>0 

#2 

2) II (1+1VV9) 7 ; 
XჯX–>-0 

ყ–>0 

„ 1. _ 

4 წო (01+- ჯეი, 
X–3>0 

ყ–>3-0 

ჩასმა X= 700506, Vყ = #51ი «. 

1 

2) გამოიყენეთ უტოლობა 1<(1+Vყ) M#V < 3, 

1.98, 1) III XV(CVX'-+-ყV –-– VX”-–-V); 
Xჯ–>C 
ყ–>1 

. 1- 
2 ოთ 

->პ6ი ყ 511)? X 

ყ–>0 

ჯ? 

ვ Iთ (1+-) XIV. 
X 

  

XჯX–600 

ყ–>0თ 

=-90:X# (2 > ჩი, L=+1, +2,...); 

4 თ 02-+- ყელი 
X–->0 

ყ–>-0 
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მითითება. 4) ისარგებლეთ ტოლობით 

ყი _ 9 Iი (I--Lყ') 
(X2 + ყ“) 

და ჩასმით X = ”00§C, ყ =#” 3510 დ. 

ჯ - I. / · 

1.20. 1) IIV 29(C <4). 2 III (-- >). 
X-–>-0 X – ყ” X--+60 ს ს“ -+-ყ" 
ყ–>0 ყ–>--+-%8 

L ი 
3 IIVI %X +%. (IიმX(CM,. 02) <> IიIი (VII, II)); 
X->+ი X”+ყ" 
ყ–>-+Cი 

I ?ჯ 

4 MI 24+# (II, 1C#). 
+>-+6ით CV 
ყ–>-+9% 

მითითება. 3) ისარგებლეთ ჩასმით X = ”C005დ, ყ = #7 §10 დ. 

4) ისარგებლეთ უტოლობით 

ჯო 5= ყ” (X + ყ) 

0 < 9 ლი ' 

სადაც ჩ>>V, M>0 და X>90, ყ> 0. 
1.30. აჩვენეთ, რომ არ არსებობს ზღვარი 

ი ,2 ი 8 
სე Iთ +2--#.. ე მთ +1M#M 

X-–>0 X# + ყ XIX>ი 1 ––- (L-–“–- ყე. .. 

ყ–>-0 ყ–>00 
წ”. 

III (ჯ2-Cყ?) 5Iი 1... ; 4) Iთ _ XV ._ · 
X-–>C= Xყ ჯა0 VIყI+CX–-V) 

ყ–>Cთ ყ->0 "I. 

1.31, დაადგინეთ უწყვეტიაა თუ არა წ”(ა, ყ) ფუნქცია დ; 9) წერ- 

ტილზე, თუ: 

X"V” , 2 2 ––“––,ე რო X" -L ყ? 7-0, 
1) /”(X, ყ)= I # L ე? “8 ჟ 

0, როცა X= =ყ=0; 

  

_ XIV _ , როცა ჯ? –+ ყ? 3“ 0, ." I 

2 7/(X,ყ) = 1 ჯ» + ეც 
0. როცა X=Vყ=20;



  

_XV _ როცა ჯ? + ყწ >–0, 
3) ,I(X, ყ) = ჯბ -L ყ? , 

0, როცა X#5=Vყ =0; 

X ე გ 
_ “ერო 2 “ 0, 

4) 7(X, ყ) =I #6 -L ყე ც X1+V7 
0, როცა X=Vყ=0. 

  

იპოვეთ ფუნქციის წყვეტის წერტილები (1.32, 1.33): 

1 

  

შვე 1) 2=--- ., 2) 2=Iი9ი(X? + V5); 
X“ + ყ"” 

L 2 
_ ტე >= #1 2X. . 

ყ-– 2 ყ–-2X? 

1 .. 1 
1.83. 1) ბ=–- -”“.. 2) 2=50ი-–ძ; 

XI + ყ 1 XV 

1 
ვ) 2 1 4) 2 

“ (X+ყ) (ყ"––X) ' _ 084-ე )ცნ--ყბ-1) 

4.84. აჩვენეთ, რომ შემდეგი ფუნქციები (0; 0) წერტილში უწყვეტია 

ცალცალკე ცვლადების მიმართ, მაგრამ ამ წერტილში განიცდის 

წყვეტას, როგორც ორი ცვლადის ფუნქცია: 

_ Iყ ტრო ჯ?-ყზ 22 0, 

1) წC0ი ყე)ლ=) (8 ყეზ ? 
0, როცა X= ყ = 0; 

  

XIV 4 ჯ? -L ყზ––0, 2 (ოი-(C+I ოცა X? + ყ" 5“ 

0, როცა X=V = 0. 

1.35. შეამოწმეთ, რომ ფუნქცია 2=3+L-2V/+1 თანაბრად უწყვეტია 
C0CXყ სიბრტყეზე. 

1.30. მშეაპოწმეთ, რომ ფუნქცია 2=X#+ყ. თანაბრად უწყვეტია 

0Xყ სიბრტყეზე. 

1.37. შეამოწმეთ, რომ ფუნქცია 2 = მ1085)ი +. არ არის თანაბრად 
ყ 

უწყვეტი თავის განსაზღვრის არეში. 
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§ 9. პირპელი რიგის კერძო წარმოებულები და 

ღიფერენციალი. 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების კერძო წარმოებულები (MM 2.1--2.7): 

2.1. 

2.8. 

2.4. 

მ.წ. 

2.7. 

2.8. 

442 

1) 7= X--ყ? + 4Xმყ; 2) 2 = ჯ?ყმ –– 3XVყ -L ჯბ + 2; 

ვ) 2=#Vყ–-2)Xყ; 4)2=ყV X –- 2VXV. 

1) 257? ; 2) 2=Xჯ.+-> ; 

ჯ ყ 
_ 1 __ 

3) 2= %2-%.. 4) 2=–- + VX”2-––- ყ”. 
X+ყ X 

1) 2=5.1(X–-); 2) 7=1I9C(X+Vყ) -- CIყ(XV9); 

. X 
ვ) 2= #ჯ51I1(X–+V); 4) 25== 005––., 

ყ 

: 9 X_ . 1) 2== 5I9.2?(XV); 2) 7 = L« # : 

ყ : ყ ) მICIყ –=- ; 4) 2 = 21091) –“–-. ) 2= §-> ) 2+7 

2» 

11 2ლ=6 %; 2) 2 = XV; 

§)ი–- ყ?–-1 
ვ 2=6 7: 4) 72 =(X2-LX) 

1) 7 =IIXX” “იტა XVI. 2) 2 =Iი(ჯ-+-VX | წ); 

„უბ. X+ყ 

ვ) 27= მI0910 #5 --- 5--%. ;: 4) 2= გაა ოთო, 

1) ს= VX” + ყ? +22; 2)  = Xყ + ყ2 -L 2X; 
ვ) თ = (XVI; 4) I => 2”. 

იპოვეთ ფუნქციის კერძო წარმოებულები მითითებულ M წერ- 

ტილში 

1) /წ(X, ყ) = Xყ -L ყე 2X-3ყ--1, #M(3; 2); 

92 2 

2 ICC )=6 7 თ, MC); 2); 
  

3) IC, #= I/ #9++. M(2; 1);



4 0, ყე-=9M4# 90“ M(0;0; 
1 –- 51 X + 51)იყ 

5) '262 ყ, 2) = I9 (Xყ -+ 2), #MI (1; 2; 0); 

  

6) /”(X, ყ, 2) == V 5Iი?X + §Iი?ყ + 5ი?2, #M C 0; + 

ბ.ი. იპოვეთ /კ (1; 1; 1) –+ // (1; 1; 1) +/: (1; 1; 1), თუ 

/(X, ყ, 21=1ი0(1 + X+ ყ + 2). 

9.10. გამოთვალეთ 

0მX მჯ 

0, მდ 

მყ მყ 
მე მდი 

თუ X=:005თდ, ყ=/ 5)ი თ. 

92.11. გამოთვალეთ. 

მს) მჯ მX 

მ» მდ მ2 

მყ 'მი #9V 
მ, მდ მ?!” 

2 9. , 
მ, მდ I 

თუ ჯ=7/”:005 დ, ყ=7/ 51) დ, 29=2. 

9.12. გამოთვალეთ 

–„–„ასბებგბ . 
მ, მდ მ§ 

მყ მი მყ 

მ, მდ მ8 |” 
მ? მჯ მ2 

მ” მდ 'მ8 

თუ ჯ=75090:05დ, ყ=75Iი 8 5Iი დ, 2=/ 005 8. 
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95.13. გამოთვალეთ 

მ» მL მ» 
მ" მე მთ 

მყ მყ /ყ 
მ“ მი მ“ |” 

„. 
0" მი მთ 

თუ X=V0ხს), ყ=I0–-ხC), 2=შ–--ხVC. 
აჩვენეთ, რომ ფუნქცია აკმაყკოფილებს მითითებულ ტოლობას 

(MM. 2.14, 2.15): 

5.14. 1) 2=Iი(X? + Xყ + ყ”), ჯ-X. ე ე. - 2, 
მჯ მყ 

2) 2=III(6”" -L 06%), მ2. –- =1 ) (6" + 6") 3ჯ =+ ე 

/ მ? მჯ 
312=6 ; 2-–– ყ-––- =0; 

” მა მყ 
_V. 

4) 2=XV +X6 - ჯ.% +ყ:9% = XV -L 2. 
მX მყ 

  9.15. 1) ძიძ=Xჯ++“ ი <> 9» + = I 

2, #=(X–-/)(--2(2--X), 8ოV IC I 

ვა #=10ი(X0+ყბ-L2მ -- ვჯყუ), -% ი 439 _ თ. _ 3. 
მX მ2 X+ყ+2 

4 ი=72-=-9M 1 7=7X. თ კ თ V _ 
  

2ვ-! ყ–-”7, მ» მყ მ2 მ 

იპოვეთ ფუნქციის სრული დიფერენციალი (MM 3.106--9.18): 

9.16. 1) 72 = X3ყ -–– Xყ2; 2) 2 = 005 (XV –“– ყ?); 

3) 2 = 19(X2 -+ ყ2); 4) 2 = §სი?ჯ -L 005“ ყ. 
2 

38.17. ს 2=ი(1+->); 2) 2=V--%#-; 
ყ X 

ვ) 2=-8მ1ლსC -# გ >. 4) 2 =/)Mი ლ0§ 5. 
%X ყ ყ 
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2.18, 

ხ.19). 

2.20. 

  

2 XV 
1) სლ––--.-.-: 2) 2=8მ00IC----; 

) X2? -L ყ? ) 8 22 

X M2 X---ყმ . 
ვ) ს = (IV+-“) ; 4) #=6 510? 2. 

ყ 
გამოთვალეთ ფუნქციის სრული დიფერენციალი მ-თითებულ 

M წერტილში: 

1) /(Mი #94==, MC; 1) 
ყ 

2 
2 /C% #)=3 “, M0; 2; 

; 1 3 I8V # 9=(-–)”, M0I + 
ყ 

2 
4 X, I, 22=-==.:===ე MI (3; 4; 5). ა) 1(M ყ, 2) 7 > == # 

იპოვეთ ფუნქციის სრული ნაზრდი და სრული დიფერენციალი 

M წერტილში, თუე: 

1) /(X, ყეალX?, M(3; 4,, #ტX=1, #ყ=40,5; 

2) IC», ყე -%; M(2; 1), #X=0,1; #V=0,2; 
ჯ 

3; ეL 

3) ”(X, ყყლ–5ი(X–-ყ, M (9; 0), #4; = ფ აყ = C 

2 

4 /C ი =)ი0+#, M (0; 1), #»= X,2-, ბყ/=--0,5. 
ა.91. იპოვეთ I”(X + ბX, ყი + #ყ)-ის მიახლოებითი მნიშვნელო-- 

ბა დიფერენციალის გამოყენებით, თუ: 

1) /7(X ყ)= VX” -–C ყ? , X-=4, ყე=3, #X=0,05, 4ყ5=0,07; 

2) 7(X, ყ) = VXI –+- ყ' , X:==1, ყი=2, სX=0,2, ტყ=-–-0,03; 

3) 1(X Vყ) = ჯ”, Xე = 2, ყი=3, (XX=0,01, #ყ=0,03; 

4) CV, V) = გრად ---, X.=5, ყა=5, ტX=0,01, ტყ=--0,02. 
V 

· მართკუთხა სამკუთხედის კათეტებია 0თ=12 სმ, ხ=5 სმ. რო– 

გორ მეიცვლება მიახლოებით სამკუთხედის 5 ფართობი და 0 
პიპოტენუზხზა, თუ თ კათეტს შევამცირებთ 13 მმ-ით, ხოლო ხ 
კათეტს გავადიდებთ 26 მმ-ით. 
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, წL , 
4.93. სექტორის თ=-- ცენტრალური კუთხე გაადიდეს რთ => გლ ით. 

რამდენით უნდა შემცირდეს სექტორის I2?=20 სმ რადიუსი, 

რომ სექტორის ფართობი დარჩეს უცვლელი. 

  

38.94. მართკუთხა პარალელეპიპედის განზომილებებია ძ=2 მ, 06=3 მ, 

C=6 მ. როგორ შეიცვლება მიახლოებით პარალელეპიპედის I 

დიაგონალი თუ ძ-ს გავადიდებთ 2 სმ-ით, ხ-ს 1 სმ-ით, ხოლო 

C-ს შევამცირებთ 3 სმ-ით. 

9,295. წაკვეთილი კონუსის ფუძეებისს რადიუსებია /I1=20 სმ, 

”7=10 სმ, ხოლო სიმაღლე #=30 სმ. როგორ შეიცვლება მიახ– 
ლოებით კონუსის V მოცულობა თუ #?-ს გავადიდებთ 2 მმ-ით, 

/-ს 3 მმ-ით, ხოლო /-ს შევამცირებთ 1 მმ-ით. 

9.96. აჩვენეთ, რომ 

ჯყ , წ) 

IV #) = 1 72 1-7 . ოცა X + ყი 760, 
0 როცა X=V=0, 

ფუნქცია უწყვეტია, აქვს შემოსახღვრული კერძო წარმოებუ- 
ლები (0, 0) წერტილის მიდამოში და არ არის დიფერენცირე- 

ბადი (0, 0) წერტილზე. 

3.97. აჩვენეთ, რომ 

Xყ 

· 1 , 

0, როცა XV =0 

ფუნქცია უწყვეტია /2?-ზე, /, (0, 0)=// (0, 0)=0 და /„(X, V), 
MI ყ) წყვეტილი ფუნქციებია (0, 0) წერტილში. 

9.58. დაამტკიცეთ, რომ თუ I”(X, ყ/) ფუნქციას რაიმე ამოზნექილ“? 

6 არეზე აქვს შემოსაზღვრული კერძო წარმოებულები, მაშინ 

I (X, ყ) თანაბრად უწყვეტია # არეში. 

2.99, დაამტკიცეთ, რომ თუ | (X, ყ) ფუნქცია უწყვეტია X ცვლადით 
ყოველი ფიქსირებული ყ-ისათვის და აქვს შემოსაზღვრული 

/XX% ყ) წარმოებული, მაშინ / (X, /) ფუნქცია უწყვეტია. 

« ს სიმრავლეს ეწოდება ამოზნექილი თუ მისი ორი ნებისმიერი წერტილის 

"შემაერთებელი მონაკვეთი ეკუთვნის ამ სიმრავლეს. 
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8.1. 

8.9. 

ვ.ვ. 

3.4. 

8.5. 

8.6. 

8.7, 

8.8. 

ვ.9. 

8.10. 

8.11, 

3.12, 

3.13. 

8.14. 

83.15, 

§ ე. რთული ფუნქციის წარმოებული და დიფერენციალი 

იპოვეთ , თუ 2 = 6%-31%/, სადაც X=VICI, ყ =1–--/. 

იპოვეთ 02. 
ძ! 

ძ 

ძ2 
იპოვეთ “# 

იპოვეთ -92_ 
ძ 

იპოვეთ 92_ 
ძ 

იპოვეთ 9 
ძ 

იპოვეთ “# 

= მ2მLCLC7. 

იპოვეთ -42. 
ძX 

იპოვეთ -ძ2. 
ძX 

ძ2 
იპოვეთ ყო 

იპოვეთ LL 
ძ2 

იპოვეთ -9C 
ძX 

მ2 
იპოვეთ “მ, 

იპოვეთ _02. 
მ" 

მ7 
იპოვეთ “ 

Vყ == 100§7, 

? 

თუ 2 = XI + XV, სადაც X=6", ყ=351ი/. 

X-1 

ყ 

თუ 2=XV, სადაც X=IიI, Vყ= 501”. 

/)3 
თუ 2=82ICLC ი+ი ·   , სადაც X=!, Vყ=>=6C6 

თუ 2=19ი 5(0-–=–, სადაც X=3I2–, ყ=V/2-L1. 
VVყ 

თუ 2 = 0051(3X"-V), სადაც X=!?, ყ = -- · 

თუ V 5 Xყ2, სადაც X=!' + 1, ყ=I9ი1, 2=L1C #. 

თუ ს =I9M(X -L ყ + 2), სადაც X = 07, ყ=3510 2!, 

თუ 2=Iი(-C" -L 67), სადაც Vყ = – Xჯ! -L X. 

თუ 2 = მICსC (Xყ), სადაც V = 0”. 

თუ 2 =მIC510 -“- , სადაც ყ =ფV»X”-LI. 
V 

თუ #=!V(37-+2»"--ყ), სადაც X=--, /=V 2. 
2 

ი? + 1 

ა0XV /,, _ _ ი” ყ-–2) , სადაც V=0ძ5%I0X, 2=005 X. 

და “-, თუ 2=X29 ყ, სადაც XC--, ყ=/0--ხ?. 
თ (/4 

7 – 

მს 
  

და | თუ 2=>+-, სადაც X5ლ/--20, ყ =ფშ-I-2VI. 
ს 

მ? X . 
და –-, თუ 2=მIე(-- , სადაც XC=75ი1, 

მჯ ყ 

–_
 

–
 
–



მ2 მ2 
    8.1%. იპო თ , 2 = I დ, = 92 

ვე მ» და მ) თუ 2 +, სადაც V=X+95წიVყ, 

შ = Iი(X + #). 

მ2 მ2 . 
3.18. იპოვეთ I. და “მა თუ 289=0X-2V. სადაც X=8II17, ყ=>13-+-+. 

8.1. იპოვეთ -02. და -02. თუ 2=1/120051+?, სადაც 1= >. + = XV" 
მX მყ ყ 

მ« მი ა“ ჯყ 
8520. იპოვეთ –- და –--, თუ ს= VX-+-ყზ-+L27, სადაც 2-6 

მჯ მყ 
· 2 V-I>2, · 

8.91. იპოვეთ -V. და 99. თუ ი=C + “, სადაც X=19ი(I + 71%), 
მ! მI 

ყლ=8ი -- .__ 
+ 

ვ.ა. იპოვეთ 09. და 12 , თუ 7 = /(X-–- ყ?, CV), 
მX მყ 

ვ.ვ, იპოვეთ "02 და 82 თუ 2=/! (+. ). 
მX მყ ჯ 

აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი | და დ დაფერენცირებადი ფუნქციები- 

სათვის მართებულია ტოლობა (#M# 3.24-––3.26): 

მ? მ2 

  

  

  

ვ.94, 1) –- =202--, თუ 2=/(X-+-0VM); 
მყ მჯ 

2) ყი »9% ი, თუ 2=0C06(X-+ VM9; 
მX მყ 
მ2 მ? , 2.2 

3 ყ–– “+ LL =X#, თუ 2=Cდ(XV–-ყ)+ს; 
მX მყ 

4) აეაეაეააე 2 · თუ 2= ყVCიV(X –“– ყე). 

X მX ყ მყ ყ” 
მ2 მ2 ყ” 

ვ95ე 1) #- - Mყ-–“- + ყწ=0, თუ 2=-- + CI (X9); 
ა. 3. 

მ2 მ2 „8 2 
2 – – -.=2-- I#-- ყ, თუ 2= I (+ –- Xმ8 -- ყ“:; ) + + ყ მყ ყ X/ 

ჯ? 

2 2ყ? 
3) ცუ ყე 9? სყ 9 = XVყ2, თუ 2=თი(ყ? I! 

მX მყ 

4) % კე % = 4-2, თუ 2=X+XV( + ' 
იX მყ ჯ 
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3.28, 

8.31, 

02. მ? 2 
=-, თუ 2=Vყდ(005(–-V)); 1) 

0X მყ ყ 
  

მ2 მ2 . 
2 “გე 29 X+->. C05 ყ=005 XC05 ყ, თუ 2=5ი X + თ(V –– 519 X); 

ყ 
მ2 

3) –“–– = , = წ, /; ) 2 “ი: + ხ % თუ 2=/(X-+0ძI! 9 +ხI) 

მი = 1, 1 
4) 2 + შე + –ე, =Xყ5, თუ #C= =>-+X 6 XI (ყ + 2) + 

1 
ა აიი» 2 –-X). 

მ" მ«. მ" C წ 2 5) X-=-> + თყ –- 2 –“- = MI, თუ IML=- XML« ,-–> I; 
) მჯ / მყ 1+ჩ 07 მ ” 2) 

6) X 9“ +ყ <5 %_ #+ 22 თუ M5== “ი ასე 2 
მჯ მყ LX” ჯ 

გამოსახეთ _02. ღა + კერძო წარმოებულები 92 და 22 კერძო 
მ, მდ მX 

წარმოებულებით, თუ IC „ Xჯ=”/” 005 C0, ყ– ” 519 დ. 

მჯ მყ მი მხ 

წარმოებულებით, თუ: 1) 2=/ (X, VI), IM = IM + IIყ, ს = იX +“ 0ყ; 

2) 2 = /(X, Vყ), # = XV, უ= -# . 
XX 

იპოვეთ <“ კ) თუ 9V=IVCV, ყ, 2), ყ=C(X), 2 = § XC, წ). 

აჩვენეთ, რომ 9 =0 და მ« =0, თუ (Lლ= M(X -+ ყ? -L 2ჰ), 
მი მი 

X=”005თ0059, ყ=7/”:005დ 510 0, 2=/ 511 დ. 

შეამოწმეთ ერთგვაროვანი ფუნქციების შესახებ ეილერის თეო– 

რემა შემდეგი ფუნქციებისათვის: 

1) (ლჯზ–2ყ? L 28 + X2; 2) 2=6(X -+ 2/V)"; 

3 + .. 4 = >)”. 

! “V 2 + # 4 წ 
· დაამტკიცეთ, რომ თუ I (X, ყ) დიფერენცირებადი ფუნქციაა, 
ხოლო X და ყ წარმოადგენენ # და 9 ცვლადების პირველი რი- 
გის ერთგვაროვან ფუნქციებს, მაშინ 

მ! _მ!_ 0, მ! = უ-“- 
+ მ» 19” მყ “ში + მი. 

29. ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაქარაშვილი #49



8.33. დაამტკიცეთ, რომ თუ 2=I (CL, წ) დიფერენცირებადი ფუნქცია 
აკმაყოფილებს განტოლებას 

მაშინ ის /-ური რიგის ერთგვაროვანი ფუნქციაა. 

მითითება. განიხილეთ ფუნქცია 

ნთ) = LCIX, IM) 
I 

და აჩვენეთ, რომ /#” (0) ==0. 

3.34, აჩვენეთ, რომ თუ / (X, ყ) არის #-ური რიგის ერთგვაროვანი 

ფუნქცია, მაშინ /.(X, ყ) და წ, (X, ყ) არიან #-1 რიგის 

ერთგვაროვანი ფუნქციები. 

§ 4. მაღალი რიგბის კერძო. წარმოებულები 

და ღიფერენციალები 

იპოვეთ მითითებული კერძო წარმოებული (M#M 4.1-–4.8): 

მ?2 012 მ72 

მჯ. ” მყ? ” მჯმყ 

მ?2 072 მ?2 

მი ' მყ" ' მჯმყ ? 

      41. 1) 2=X%-3Xყზ--X”ყ–-ყმ, იპოვეთ 

  

    2 2=Xყ-L #. იპოვეთ 
X 

      

    
    

  

  

  

მ”2 57 IC) 
3) 2=Iი(X?-+-V/), იპოვეთ , ; 

) X+V მე მX? მყ? ” მჯ»მყ 
_ ც 5 2 

4) 2=+ LV იპოვეთ 2 , 2 , +C · 
X+ყ მX" მყყ მXჯმყ 
_- -_ 2 

4, 1) 2= V2XV +ყ, იპოვეთ მ%2 ; 
მჯმყ 

2 

2 2=>მL05190 (XV), იპოვეთ ; 
მყ? 

2 

ვ) 2=ელლ 2 + # , იპოვეთ მ ; 
1–-Xყ მX მყ 

მ'2 მ1”2 
  4) 2=ყ!!" იპო , · 

) “ ვეთ მყ“ მჯმყ



#.8. 

4.1, 

4.6, 

4.7. 

4.8. 

1) 

2) 

ვ) 

4) 

1) 

2) 

3) 

4) 

1) 

2) 

3) 

1) 

2) 

3) 

4) 

012 . 

> მ» მყ 2 მყ 
  

  

0 XV. 
X 2= ო 

    

  
    

    

  

  

  

  

  

მ7?2 მ?7 
ვ 

მყ? 
ყ?2 

: 
· 

%, იპოვეთ 
მXჯ 

9 
' მჯ 9 

> 

2=ყ 
, 
2 

იპოვეთ 

I(=. 

> 

ჯ 

= 
+ ყმ, ი მ% 

2,“ 
(X + VX 

ვეთ 
22 

- 
| ო 

2=Iიე 
? I? , იპ 

2) 
ა , V>X?--ყ?-+ 

2X2 , - 

, ვ 

წ= 
>. L 2 

_ ! “ იორი > : ჰყ= 
ა? იპოვეთ 

მ '. | +) 
, 

თი 
, - თე 

(M= 
ყ 

იპოვეთ 

ამის 

5 
2» მყ? მ39> ; 

" 
” 

იპოვე 

“ _ =5I11X ეე 

_ "წ-ყე) ი თ 2V (X” ' 2= IV 

“თ 
მX0/ 

მ7. მყ 2 
| იპოვე : 

| 02 „ 

ტXV2, 45 ' 

_ იპოვე + 

_ იპოვეთ 2 

=060XV 
3 

ხა”, 
თ 

| 

: (ყI -– : : ი)" 

2. 
მყ 

აი 

| 9 ” 0X ე 

· » მყ” ი. მჯ" მყ 

X + ,' 1 2 

( +ყ 
=(ჯ 2= 

LL. ძა" მყ“ 02 ” “ 

პოვე ი ++V-2, ” XV2 LI= 

ყ) = I(X, თუ ; 2), 
“ (3; 

ჟი (3; 2) და ლ 
MI 1. 

2, /, რ „> (3; “ I. ა L იპოვეთ · 2. 

ბპყ + 

“> უ ? | 2 ( L ; და ჯყო / ) 

,,/ ; 

2 (0; 1), წიე ( თ ვე 3 1 
, » ” 

”/ ( ; 

I 

X 

I(X, ყ)=6 
?ყ 

45!



022 0'2 

მჯმყ, მყმ»ჯ' 

1) 2 = XV; 2) 7 = XI. ) 2 მ1000§ '§,/ –> ; 

  
  4... აჩვენეთ, რომ თუ; 

ვ) 2= 005 +-( თაია +), 4) 2 == X510 (0იX + ხჩყ). 
X ყ 

4.10. აჩვენეთ, რომ, თუ 

Xყ > --V როცა X#?2-+ყ%ზ23“0 
| (, ყ) = X" + ყზ” , 

0, როცა X=Vყ=0, 

  

მაშინ /„, (0; 0) = ––1, ხოლო Mყ» (0; 0) = 1. 

მ”2 მ?2 მ”2 

მ» ” -მჯმყ? მყ" 

M= X + ყ, შ = XV. 

    4.11. იპოვეთ · თუ 2=7/CV, 7),   

  

2 
4.19. იპოვეთ – , თუ M0=/,/VV, ყ, 2), 2=CდLCV»X, V). 

X 

მ?2 022 2 
    , თუ 2=/(I, 1),   4.18. იპოვეთ ; , 

მს მჯმყ მყ? 

(=დ(X ყე V)=VCCV, ყ)· 

იპოვეთ მითითებული რიგის დიფერენციალი (MM 4,14--4.16): 

4.14, 1) 2=Xხ?--X?ყ, ძმ2=? 2) 2=1ი (X––- ყ), ძ?2=? 

ვ) 2=06+, ძ1:2=? 4) 2 = ჯ5Iი?ყ, ძ”2=? 

4.16. 1) #ს=Xყ2, თX==? 2) (#==60X+M, 4ჰ%=? 

ვ) ყხ=Xყ+ყ2+X2 ძ?(ს=9 4) V==5!I1(X--ყ-L2), ძ?,=? 

4.16. 1) 2=X3-+ყბზ–-3Xყ(L--ყ),ძ2ვ>? 2) 2=351ი (X?-Lყ?), ძპ2=? 

ვ) ძყ#=Xპა+- ყი 2-- 3ჯყ2, ძბელ? 4) ((==ტ9X+ხყ+ი, ქი ==? 

4.17. იპოვეთ თძ"“/ (1; 2), თუ 

/ (X, ყა=X?-+Xყ+ ყ-–-40 X–-101ი ყ. 

4.18. იპოვეთ თ"! (0; 0; 0)) თუ 

/(X, ყ, 2)ლ–X? -L 2ყ? -L 32? –– 2Xყ -L 4X2 -L 2ყ2. 

4.19. იპოვეთ თ, თუ 2=C(!), 1=X? -L ყ?. 

4,90. იპოვეთ ძ-2, თუ 2=>--VIწ, «-+ , 0= XVყ. 

4,091, იპოვეთ თ, თუ 2=/(I, მ), #M=0X, შ=ხყ. 
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4.25, აჩვენეთ, რომ, თუ 2=I/ (X, ყ) არის #-ური რიგის ერთგვარო- 

ვანი ორჯერ დიფერენცირებადი ფუნქცია, მაშინ 

(+–- ე” 

3.53. აჩვენეთ, რომ, თუ ჩა.(X, ყ) არის # ხარისხის ერთგვაროვანი 

მრავალწევრი, მაშინ , 

ძ" L, (X, ყ)=>=/1! L, (ძX, ძყ). 

აჩვენეთ, რომ ფუნქცია აკმაყოფილებს მითითებულ ტოლობას 

(MM 4.24--4.26): ' 

ყ მ27 მ7?2 
              

    

    

    

494. 1) 2=მLCC---, #2= ნტო- 
) § X მX? მყ" გატო 

ლება); 
––..... 2 2.» · 

2) 2=1I0 V(X –– 0)? + (/ –– ხ)?, მ “ -L- 22 =0; 
მ”. ' მყ? 

2 2 

ვე 2=/ §10.2.X- 005 01, 2 = 2 92 (სიმის რხევის გან- 

ტოლება); 
_ (X-–Xე)“ 

1 40“ მ? მ?2 
4 2= –ძ/VM · ი? სითბოგამტრტა- 

) 2თV 61 წ მI “ მX? ( გატა 
რობის განტოლება). 

· 4.98. 1) 2=დ(X-–-ი!) +- C(X--ი!) (დ და C ნებისმიერი ორჯერ წარმო- 

მ“2 “2 
ებადი ფუნქციებია) 2 = იი     

  

    

მჯ” 

2 ყ V 
) 2=Xჯ (+) + §წ%VII -“--I) (დ და ჟ« ნებისმიერი ორჯერ წარ- 

X Xჯ 
2 9 9 

მოებადი ფუნქციებია) X? - -+-2Xყ 2 2: –+ყ? > =70; 

ვ) 2=დ (XV) + V IV C(L+) რფ და ყ ნებისმიერი ორჯერ 

    

  

012 „ა 072 , 
წარმოებადი ფუნქციებია) X? 2 –ყ მეზ = 0; 

მ?2 მ2 
4) 2=დ0ი(XX + ყ(ყ) -+CX-–-Vყ) თ (ყ), (X–– 4) =–. 

მX მყ მყ 

" ტ. ს. ლაპლასი (1749-1827) –- ფრანგი ასტრონომი, მათემატიკოსი, ფიზი- 

«ოსი, 
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ი 
1 0 “ % 4.96. 1) V= , = 

VC-–0)'+-CV-–ნ)--C–0" ” მჯ ' მყ? ' მჯ 
(ლაპლასის განტოლება); 

აა მშ “- მ“ 
2 = 2 5 L 29 , + = ა) #=VX? + ყ?-L 22 + მყ? 222 

2 9 8 მ “ მ მ M2 
ვ) 7=VX-+ყ+2, #5 +9-უ:+/-> | --0, 

მჯ მყ მ2 

მ“ მ“ მ” 
4 II|==CXVM2, =- ჯ + 2ჯL- , 

) მჯ მყ მ2 /მXმ” ” 0მX 14 

  0 

2 
–_- 

, 

  

  

4.57. აჩვენეთ, რომ, თუ 2=2(LX, ყ) ფუნქცია აკმაყოფილებს ლაპლა- 
სის განტოლებას (იხ. ამოცანა 4.24, 1) ), მაშინ 

V = (--> , 1) 
ჯ2-L ყბ ჯბL ყ? 

ფუნქცია აგრეთვე აკმაყოფილებს ლაპლასის განტოლებას. 

4.28. აჩვენეთ, რომ, თუ 2=2 (ჯX, 1) ფუნქცია აკმაყოფილებს სითბო– 

გამტარობის განტოლებას (იხ. ამოცანა 2.24. 4) ), მაშინ 

ჯ? 

402 
M = 1. ი · 2 X ,– 1 I, (1(>>9) 

იV1 ი? 7/9/4 

  

      

ფუნქცია აგრეთვე აკმაყოფილებს ამ ,განტოლებას. 
4.59. აჩვენეთ, რომ, თუ V=VM (X, ყ, 2) ფუნქცია აკმაყოფილებს 

"ლაპლასის „განტოლებას (იხ. აპმოცანა 4.26. 1) ), მმპშინ 

2 2 2 ხ- 4 (> , M”ყ , “-) 

» #2 „? ჯ? 
    

  

ფუნქცია, სადაც #=0005L, „=V X+ყ?+2, აგრეთვე აკმაყო- 

ფილებს ამ განტოლებას. 

4.80, აჩვენეთ, რომ, თუ V#)ე =V, (X, ყ, 2) და Vა == Mა2(X, ყ, 2) აკმა- 

ყოფილებს ##/=0 ლაპლასის განტოლებას, მაშინ 

(==!) (X, ყ, 2) -L (X?-+ყ?-L-2?) II (X, ყ, 2) 

ფუნქცია აკმაყოფილებს /# (/სV)=0 ბიპჰარმონიულ განტოლებას, 

გარდაქმენით დიფერენციალური გამოსახულება ცვლადთა მითი– 

თებული შეცვლით (MM 4.31--4.35): 

454



| 
4.81, 1) 0 „ე 59 _ ჯ :<M კ X=70057; 

თი ძX 

ძ”ყ ძყ. 1 
2) #1პ--- -+- 2V) , X= –-; ) თე + მ +ყ = ჯ 

ძ"ყ ძყ ვ) ჯ1--– . ტი. 'ყ X;=C00 
) ძX? ძX +V 

ძ“ყ ძყც ვ ძყ , ; 
4 --7. “ი 22 ჩ ით, რომ 1; არის ყ არ- 

) ძჯ? ძX ! ძX უა უვშვი , 

გუმენტის ფუნქცია. 
მითითება. 1) 

    

  

    

  

ძ«ყ 
 - 

ძ». + “ ყი; “#” 

იი-- (<3 (+) _ 1 გი”ყ «0: ძე). 

ძმ? ძXLძ» 90  ძ/ ყი, რი7. 
+ 

ძყ 1 ძ?ყ ძ 1 ძ/ 1 ძყ 
4 _ == ვ =- _–_ _– –_ · –_–_ 

) ძX ჟ„..... #2 )“4(2% ) ძა. 
ძყ ძყ ძყ 

ძ?X --2- 

"ძე. – 

9“ 
“(49 8) ძყ წლ ი) 

4.82. 1) 4 _ ++V. X=7#7C05დ, ყ = 7500; 
ძX X--ყ 

თ 

X+V9» : 
2) – , X=”წ005C, Vყ = #50; 

ჯ .ი9 შ 

ძX 
5 

3) , X»X=7005დ, V =7511დC; 
სი. 7 შყ %2 +372 · 

ს 2 -)) 
4) ფ-. –-“ყ ლო» (1+ (2) ) X=7005დ6, ყ=/§)ი დ. 

ძX 7 ძX 
455



4.ვვ. 1) “ბ·–-–_მიყ--, X=7/005დ, ყ =7/5)0C0; 

მ7 მ7 _- _. 
2) XX“ ყე) -–– –– (L–– წყ --––-, ყ=I ჯ 9 უე ყ ყ) 2; (X–-V) ში (=Iი V X"--ყ? , 0=მ00Lგ =-; 

  

  

  

  

      

  

    

  

მ7 M 
ვ ა LL, (I=X, = ჯ? მ. ა) ყ 2» ი) ს 0ხ=VX+ყ 

4 ჯი – ს “7, ს = X, ც = -%., ) მ» + ყ მ) ; 

2 ა 

4.34. 1) ჯ? 92 –- ყ" 9 კ #M=XVყ, 0= >X. 
მX? მყ? ყ 

2 1 
2) 0 , #. 92 ––, ც=--, უ= XX, 0= X–ძ, 

მყ 2 მყ" X ყ 
7%%. 2 

ვა C3 +(%) , X=7005დ, ყ = #5I00;; 
მX მყ 
2 2 - 

4) 97 მ 2 .. _ + _ .:. ყ · 
მჯ? მყ“: ჯ“ + ყ" ჯ? + ყ? 

მ“! მ"“ · 
4.86. 1) _- “I – –, X=7/005დ, ყ=7/+95იდ; 

მ0X" მყ” 

მ"“ '// 
2) – ი , ხ=ჯ–0ი0, ი=X#+20I(, 

0/? მX” § თ 

0" 2L 
ვ – ს X=75ი0 9ნC050, = 

) ( 0X უ) + (5) +( +) წ 

=”50290 5იV, „96 
Vქ >. 2 

4) ი" – ი" + ი“ კ X=”5I0 9. 005დ, ყ=”5Iი 9510 §, 
მX” მყ” მ21 ' 

2=70059. 

§ ნ. არაცხადი ფუნქციები. 

იპოვეთ მითითებული წარმოებული (MI 5.1; 5.2): 

9V _ წ.1. 1) X?L6CV--–- ყ?ი2X =0, 
ძა. 

. ძყ 
2 –- Cლ095(X-–-– ყ)=0, ––+- ==? ბ Vყ5I1X (X–- წყ) წო



CI
 

ღო 

-წ.4. 

ვ) X20,-–-ყ-+- 1 =0, –>7 =? 

  

X 

4) X+“ყ- ი%-/=- , 0მV _ი 20ძXVყV _ა 

ძX ძX? 
_–-ეაეააესეეაე. 2 

2-5) Iი /#/X9 +- ყი -- თმყ-” =0 (თ 40), 46% = ? «ყ = ? 
X ძX ძჯ? 

2) X--ყი=0 (+) 64 =9 --V _4 
ძ ძX” 

2 

3) 2X8C0(ყ-# -- V =0, 94 _ ი 9V _9 
4 ძX ძX“ 

ძყ ძ”ყ 
ჭტ 1-–+-Xჯყ–-II(6/#-+- 6-XV9) --0, ––.=9 - == --9 ა) 1+Xყ (2'' + ) ო 12 

იპოვეთ ფუნქციის პირველი და მეორე რიგის წარმოებულები 

Xი წერტილში: 

1) X%-–- 2Xყ+ ყ+X+ყ–2=0, Xა=1, Vყ.ა=0; 

2) X-- Xყ + 2ყ" + X-–- ყ––1=0, X-=0, VწV-ე=1; 

ვ) X + Xყ+ ყხ=3, X=1, ყ-ი=1; 
4ტ 40 -. ყლ, XX. =0. 

იპოვეთ მითითებული კერძო წარმოებულები: 

    

  

  

1) X-= 2ყ–-– 21--– ვჯყეე-–– 2/+3=.0, 02 _» 22.9 
მX მყ 

ფუ #19, 2), 9-0 02 ი ძ2_ი მ7.ამ2 ი 
ი ხ C მX მყ მჯ მმ, მყ? 

–____________ 
0X მყ მX” მXმყ მყ? 

· 2 2 2 

4) X+ყ+-2 --095=0, 92 _» მ: _ი» მ? _„» მ2 =?9 მ? _ი     

მს მყ მ»? მჯმყ მყ!" 

იპოვეთ ფუნქციის მითითებული კერძო წარმოებული /ას წერ- 

ტილში: 

1) 29-47 4+-ყზ--4=0, #ს(1; –– 2; 2), 92=-9 92._9 
მX მყ 

2 აი ს. ს). . (2- მ? 
2 X?-- ყზ-- 2ზ-- X#ყ=0, /Mე(-1;0;1), –-=:9 –-=9 

მX მყ 

#57



ნწ.7. 

წ.8. 

§.9. 

ნ.10. 

ნ,11. 

458 

ვ) X2-C2ყ? + 321 + „ყყ--2--9 =0, /74ე(1; –– 2; 1), 

  

  

02 ა მ? „მშ? ი» 
მX? მჯმყ მყ” 

4ტ X?--2ყწ + 2ზ-- 4X-L 22-–- 1C0, /VM0ე(0; 1; 1), 02 =? 
მXმყ 

აზვენეთ, რომ მოცემული ტოლობით განსახღვრული არაცხადი 
ფუნქცია აკმაყოფილებს მითითებულ განტოლებას: 

  

  

  
  

  

  

–ასააბ––. 1 1) 2112 Vე6- 7, _.__ 
ჯ 0); ყ მყ 2 

2) ჯე? -L კ.მ – ყ/--– 1=0 (X#/ >090) _ ძ% _ ძყ 0; 
_ წ“ ” VI- 2 " V1-- 0” 

ფ„აუა მ'2 მ?2 მ“2 
ვა 2=VX'–-ყმ ჯე _?2 ე) Xჯ? "2 + =0; 

) ნ, _Vუბ--ე? მ. 7 გჯმც · მყ? 

2. 
თ, , 3 

4) თე + 2ხXყ + დ + 2ძX+20ყ +I-0, << (ფ |=«. 
X 

იპოვეთ 92. და 92. თუ ·M(CX+ ყ-+2, X. -+ ყ" -L 27) = 0. 
0მX მყ 

იპოვეთ შ2. და 92. თუ #(ყ2, 6+2)=0. 
მX მყ 

აჩვენეთ, რომ ყოველი დიფერენცირებადი დ ფუნქციისათვის 

ტოლობიდან Cდ (0X–-02, 0ყ––-ხ2)=0, გვაქვს 

მ72 მ2 
_–_ ხ == =0ე 

0X X მყ 

აჩვენეთ, რომ თუ # (X, ყ, 2)=0, მაშინ 

9მX · მV _.. მყ. · _02. · მX = –1 

მყ მჯ ”წ მ: მჯ მყ 

იპოვეთ არაცხადი ფუნქციის მითითებული რიგის დიფერენ- 

ციალი: 

1) 21-- ვყყე=0) ძ2=? 

2 C05“ X + 005? ყ + 00522 = 1, ძ2 ==? 

ვე X2 -+-ყ--21=0, ძვ=?9 ძე? =? 

4 I)2=Xჯ+Vყ+2-1, ძ2=? ძ?2 = ?



იპოვეთ სისტემით განსაზღვრული არაცხადი ფუნქციის მითითებუ– 
ბული კერძო წარმოებულები და დიფერენციალები (MM# 5.12, 5.13): 

  ნ.19, 1) არს თფითბიფი ძყ_ ი ძ2 აძყ აძ? _ ა 

  

“იი ძX ძX ძი ქ»? 

2 (რაიო ძ/ _ია» ძ2 ძ? _ ძყ _9 22 _ი 

X2-L ორითა ბ ძXჯ ძX ძა»? ძX? 

X+ყ-+2= ვ ძყ=? =9 
) (2) ყ ძ2 

Xყ. 4 =?შ ძ:=? ძ?ყ-? ძ?2=? 
) რიოს ” 7 ” 

ნ.18. 1) სიე „ა. .. 
VსX-+-ყVყ=1, მX მყ მX მყ 

2) (რ-ს მთა მი _ა მს ა მი _ი 
ყMს--X0=1, 0ჯ მყ მX მყ 

პ) (> ძილ? ძს=? ძმ? ძ“ე=7' 
სM–-ყ0=0, 

V“+-ს=X-+Vყ, 
4) 11510M _ _X. ძი? ძს=? ძს=? ძ?ელ? 

ყის ყ” 

  

მითითება. 1) გადიფერენციალებით ვღებულობთ 

(ირ აეეე 

XI --VIძX-+-ყძხს+სცძყ =0. 

აქედან 

ძ,- (რ+M.ძ%+რ0რ+Vიძ, კე, (4+1)ძX--Cთ+Xძყ _ 
X-–-- X-–ყ 

საიდანაც გამოითვლება 2, 3. , > და 2; · 

3) გადიფერენციალებით მივიღებთ 

ძს“+ძის=ძX 

ძII––-ყძი––ხძყ=90. 

აქედან 

= M0X-+C9V კე _ძX--სძყ _ 
1+ი ” 1+ყ 
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ამ ტოლობათა ხელახლა გადიფერენციალებით მივიღებთ: 

(ძXძყ -L ძითიყ) (1 -L ყ) ––(ყძX -L შძყ) ძყ __ 

(1 + V)” 

( ძ»ძყ + ფლეი 4) (1 + ყ)-- (ყძX + Cხძყ) ძყ 

- (1+VX» 
__ 2(ძXმყ –– ცძყ”)_ 

„ა . 
ანალოგიურად გამოითვლება თძ?წ. 

:5.14. იპოვეთ პარამეტრული სახით მოცემული ფუნქციის მითითე- 

ბული კერძო წარმოებულები და დიფერენციალი: 

ძ?,== 

= 
  

  

  

X,= V-Lუშ, 

1) !ყ=I)ს/? -L უზ, ((I 55 0), ---= + =? 

2==V) + V7, + ყ 

X=#005 V, 
, , , 

2 1!ყლV5I0V, 02 _% 0» 929 მ'2 =9 9მ2_ა 

ჟ=უშ მჯ მყ მX? მჯმყ მყ? 

ყ=სM 9, - - .=? „გა“. ==? 

X=#-L- 0, მ7 მ2 
3 

) მჯ მყ 
2==I|2 წ, 

  

Xჯ==005 C 005 9, გ? 

4 1ყ=0ლ05დ507, რ - = 

2=3510C, X 

5) 
X=-0%008კ, 

ყ=ლ–0%5ის, ძ2=:? 

2=II, 

-6) ყ=6ლ““V, ძ2=7? 

X=C6“+V,. 

= : 

ჰითითება. ვთქვათ ჯ და ყ ცვლადების დიფერენცირებადი 2 

·ფუნქცია მოცემულია პარამეტრული სახით 

Xჯ=X (VI, შ) 

ყ==ყ (#V, 1) 
2=2 (V, უშ) 
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თუ 

მX მX 

XV, V) = მძ მხ 50 

ხი) მყ ი 
მ“ მუს 

VI (თი, ში) წერტილის რაიმე მიდამოში, მაშინ ძ2 ამ მიდამოში გა–- 

ვოითვლება სისტემიდან 

  

ძX =: -0X ძის –- 09% 
წ2)7! მე 

ძყ = -9/ ძს + 2V ძი 
" მი 

1) მოცემული 

X=L -L შ 
ყ=V/ -L ც? 

ვ=-)3 -L უ! 

  

სისტემის გადიფერენციალებით მივიღებთ: 

ძX=ძV -L ძი 

ძყ=2"!ძს -L 20ძ– 

ძ2= 3V7ძI! –+ 3დ?ძყ. 

აქედან “ _ 

2ხძX –– ძყ ძქი= ძყ–2იძX 

20-–-Vი) ” 2დ–”) 

თუ ძV და ძშ-ს ამ მზიშვნელობებს შევიტანთ გადიფერენციალე- · 

ბით მიღებული სისტემის მესამე განტოლებაში გვექნება 

  

2სძX –- ძყ ძყ–-– 2VძX 3 
ძ2= 30? ––– – ვე - “' =–მვ/ხძხ- – ((-+ წძძყ. 

2დ– ს) . 2(0-V) + 414 99/ 

აქედან გამოითვლება -92_ და _% · 
0X მყ 

5.15. აჩვენეთ, რომ, თუ 

(2= + 242 
უმ == X” -L ყზ -L 2, 

461



მაშინ 

მV მი მ“ 
X–_ _– 2-–-- =0 

მX + მყ + მ2 
-5.16. აჩვენეთ, რომ, თუ 

ს =/(C, 
”# (X, ყ, ა) –” 0, 

მაშინ 

მ) მL მ, მL 

ძე “რმX CV _ მ შჯ 
თ 0306, 96." 

0! მყ მ1 

' 5.17. აჩვენეთ, რომ, თუ 

L (X, ყ, 2)= 0 
#CX, ყ, 2) = 0, 

მაშინ 

I მნ _ მჩ. მLL 
მყ _ __ მ» მ? მ». მ? 

ძჯ მ, 0#/ მ” მ! 

§ 6. ზედაპირის მხები სიბრტქე და ნორმალი, მიმართულეგითი 

წარმოებული 

9... ვთქვათ ზედაპირი მოცემულია # (X, ყ, 21=0 განტოლებით. 

დაამტკიცეთ, რომ, თუ #,, ჩე და ,, ფუნქციები უწყვე- 
ტია #M0ი (X, ყი 20 წერტილის რაიმე მიდამოში ლა 

#.(Xთ ყთ 20)>-0, მაშინ ზედაპირის #ი წერტილში გატარებუ- 

ლი მხები სიბრტყისა და ნორმალის განტოლებებია შესაბამისად 

მI (XV ყ0, 70) ' მ” (Xი, ყი» 20) 

  

ჯ-– ებუ (ყ– ყი) + მჯ ( X6)“- მყ (ყ Vი) 

კ %VCი, ი 2) CC  ;) =0 
მ2 

და 

X“Xი- _ ყ--ყი 2 =-% 

მე ' მი ' # 
მX IM მV IMა მX I/4ა   

    

ა»
 

ლა
 

დღ



შეადგიზეთ მოცემული ზედაპირის მხები სიბრტყისა და ნორმალის 

განტოლებები /#Iა წერტილში (MM# 6.2--6.5): 

6.9. 

4.3. 

%.4. 

6.5. 

6.7. 

1) 2=X + ყ, VVე(1; –– 2; 5); 
2) 2= 2 –- 4ყხ, /ე(2; 1; 4); 

ვ) 2=XVყ, VVე(1; 1; 1); 

4 = 519 1 კ) Mს–-–; -–-; –“ |). ) 2=50X005ყ ' (+ 2 >) 

1) 2=VX + ყ9წ-–- XV, M(3; 4; –- 7); 

2) 2 = მილე -%., M (I ს+): 
ჯ 4 

ვ) 2 == 6X6559. M (ს MI 
6 

XV –– 3იXყ + ყვ? “ლ 

1) XX -+–- ყ”-+2"=14, VVIე (1; 2; 3); 

2) X?-+ყ” -+ 2? =- 2192, /MLი (9005თ, #25Iით, /9; 

4 2= · Mე(თ; თ; –თ. 

    

ჭ ყV“ უა 

3 + –- =1, /Vე(3;2; 1); 
' “27 12 ' 8 ი! ) 

4 1 + ყი. - 23 -Xყ2-=6=0, /Mე (1; 2; –- 1). 

#L ყ? ვ 
1 –– - –“–- – . =0, /ე(4; 3; 4); 

. “6 9 8 ი ) 
2 XCV+62(,ყ-2+8=0, /VMე(2; 1; 3); 
ვ) 2%/2 -L. 2M/2 = 8, #VIი (2; 2; 1); 

4) 4 -+--VIXCL.- ყმ-22= X+ყ+2, /M#ე)(2; 3; 6). 
X = 000590050, X=/ 005 (C, 

1) “ = ხ00595Iი დ, /Mა(დე, 90); 2) C 5I0თ, /VMია(რდე, 7); 

2= C95ი 9, 2=7, 

X=M%005ჰშ, X=I! -L შ, 

3) “ =(5109, /M/%ი (4; ზი); 4) 'ყ=/ზ-+- უბ, VVIე (0; 1). 

2=შ, 2==)4)ზ-I-შშ, 

  

იპოვეთ მანძილი კოორდინატთა სათავიდა5§ 2=ყ (დ–. ზედაპი- 
ძ 

რისადმი. /VI ( “ ; 0; ი) წერტილში გავლებულ მსებ სიბრტყემდე. 
· 7 
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6.ვ იპოვეთ 2 = მICსC >. ზედაპირის /6 C 1; +) წერტილზე 
ყ 

6.9. 

6.10. 

6.11. 

6.13. 

6.14. 

6.10. 

6.17. 

6.18. 
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წ. 
.· აჩვენეთ, რომ – + 

გავლებული ნორმალის მიერ საკოორდინატო ღერძებთან შედ- 

გენილი კუთხეები. 
იპოვეთ 2=4X--Xყ+ყ? ზედაპირის ის მხები სიბრტყე, რომე– 
ლიც პარალელურია 4X+ყ+22+9=0 სიბრტყის. 

იპოვეთ X?-+- 2ყზ + 322=21 ზედაპირის ის მხები სიბრტყე, რომე– 
ლიც პარალელურია X+4ყ+62=0 სიბრტყის. 
XX - ყ2-- 2 2X=0 ზედაპირზე იაოვეთ წერტილები, რომლებ– 

ზედაც გავლებული მხები სიბოტყეები პარალელურია საკოორ– 

დინატო სიბრტყეების. 

. იპოვეთ 2 = Xყ ზედაპირს მხები სიბრტყე, რომელიც 

X+-2 _ ყ+ 2 2-1 

2 1 –1 

იპოვეთ X?- 22 2X+6ყ--4=0 ზედაპირის ის ნოომალი, რო- 

X+4+2 _ ყV _ 2+1 
მელიც “- =- ლ“ => წრფის პარალელურია. 

იპოვეთ ჯ?-ყ?-32=0 ზედაპირის იმ მხები სიბრტყის განტო– 

წოფის მართობულია. 

ლება, რომელიც გადის I (0; 0; ––1) წერტილზე –=%=>- 

წრფის პარალელურად. 
ი 2 

8 +--ი =1 ელიფსოიდისადმი /V/ ა(Xი. I/6 ში)” 
იძ “ C“ 

წერტილში გავლებული მხები სიბოტყის განტოლებაა 

  

XიX ყიყ შე? _ 
ი + ს? + დ.ა. 1. 

ყ? 

ცხ? 

განტოლება, რომელიც დადებით· ნახევარღერძებიდან მოპ- 

კვეთს ტოლ მონაკვეთებს. 

2 1 # 1 2. 1 ელიფსოიდზე იპოვეთ წერტელები 2 გ? 2 ფხოიდ ზე ვე ე ლები, 

რომლებზედაც გატარებული ნორმალები საკოორდინატო კუ- 

თხეებთან შეადგეზენ ტოლ კუთხეებს. 

XL -+ყ2+22=169 სფეროს #M (3; 4; 12) წერტილზე გავლებუ- 

ლია 0X და 0Vყ ღერძების პერპენდიკულარული სიბრტყეები. 

იპოვეთ კვეთაში მიღებული წრეწირისადმი #V წერტილში გავ– 

ლებულ. მხებებზე გამავალი სიბრტყის განტოლება. 

  

2 2 
იპოვეთ > + +-–--=1 ელითსოიდის იმ მხები სიბრტყის. 

0 C“ · 

 



6.19. აჩვენეთ, რომ ჯXჯ=0C005!, ყ=0 5101, 2=ხ( ხრას-წირისადმი 
გავლებული მხებები 02 ღერძთან ადგენენ ეერთიდაიგივე კუ–- 

თხეებს. 

. აჩვენეთ, რომ 

X = 006'00§81 
ყ == 00'51ი1 
2=ძC 

წირი Xმ+-ყ?=27? კონუსის ნებისმიერ მსახველს ჰკვეთს ერთი- 
დაიგივე კუთხით. 

· აჩვენეთ, რომ XV/2=0C0V3 (თ>0) ზედაპირის ნებისმიეო წერტილ– 

ზე გავლებული მხები სიბრტყითა და საკოორდინატო სიბრტყე– 

ებით მედგენილი პირამიდების მოცულობებე ერთ-და-გივეა და 

უდრის = თ-ს. 

აჩვენეთ, რომ V X +V #V +V 2=V 06 (თ>90) ზედაპირის მხე- 
ბი სიბრტყეების მიერ საკოორდინატო ღერძებზე მოკვეთილი 

მონაკეეთების ჯამი მუდმევი სიდიდეა და უდოის ძ -ს. 

აჩვენეთ, რომ X7/3 -L ყ?/შ -L 2?/3 = ი? ზედაპირის მხები სიბრ- 

ტყეების მიერ საკოორდინატო ღერძებზე მოკვეთილი მონაკვე– 

თების კვადრატების ჯამი მუდმივი სიდიდეა და უდრის თ-ს. 

.· აჩვენეთ, რომ X+2ყ--I0 2+4=0 და Xჯ?--XMხ--8X+2+5=0 
ზედაპირები ეხებიან ერთმანეთს (ე. ი. აქვთ საერთო მხები სიბ–- 

რტყე) VVI (2; ––3; 1) წერტილში. 

'' 2 2 ხ?2- LC 
აჩვენეთ 22 + ყ __ 2 კონუსი და X" -+L ყ? + ((– 10) _ 

თ ხ? 6? 2 
  

2. 2) სფერო ეხებიან ერთმანეთს (0; +; C) წერტი-      
C 

ებში, 

ს. აჩვენეთ, რომ 2=VI (+) ზედაპირის ნებისმიერი მხები სიბ– 

რტყე გადის კოორდინატთა სათავეზე. 

· აჩვენეთ, რომ 2-=-”(V X? -L ყ?) ბრუნვითი ზედაპირის ნების–- 

მიერი ნორმალი ჰკვეთს ბრუნვით ღერძს. 

.98, რა კუთხით იკვეთება?) X2-- ყ2=I2 ცილინდრი და (X- #2)“ -Lყ?-L 

+ 2? = ს? სფერო M (+, #. _5X3, ი) წერტილში? 

“ კუთხე ორ ზედაპირს შორის მათი გადაკვეთის წერტილში ეწოდება ამ წერ- 

ტილში ზედაპირების მხებ სიბრტყეებს შორის კუთხეს. 

30, ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშეილე '#ც6ე



6.99. აჩვენეთ, როომ შემდეგი ზედაპირები ორთოგონალურია?;: 

1) #+ყ+- 2=C0V) X +ყ + 28 = ხე; 
2) Xყ= 03 227 = ჯ?-L ყმ -L (0 - ყშ), 

6.30. აჩვენეთ, რომ შემდეგი ზედაპირები წყვილწყვილად ორთოგო–- 
ნალურია: 

1) XV = 02, IX" + ყმ+-219= წხ, 2?-L 2X2 = 0(2? + 2ყ1); 

2 X»X + ყ' + 2?= IM, ყ=XICდ, 2?1=(X.-+ყ)და: (ეს ზედა· 
პირები წარმოადგენენ სფერულ კოორდინატთა სისტემის საკო- 
ორდინატო სიბოტყეებს). 

6.31. იპოვეთ ფუნქციის წარმოებული M წერტილში 2 ვექტორის 
მიმართულებით: 

1) 2=X#მ--2X, + ყა 2X+ 1, M(1; 1); 6 =3ჯ +4/; 

2) 2=10(1 +V1I + XV?), M(1; V 3), 6=:+V3 /; 
3) 4 = (LC XVI, M(I 1; = , 6=2(+/I–-2L; 

4) #=XV-VX2+> წ, M(2; 3; 8), 6=21-–-3/ + 6ჩ. 

6.3–-. იპოვეთ მოცემული ფუნქციის წარმოებული # წერტილში 48 
ვექტორის მიმართულებით: 

1) 1=ლ=X.-- 2XV +Xყ+1, #V(1 2, #4(1; 2), /3(4; 6); 
2 I =XყI+-ყ2-“+2X #M (2; 1;3), /#(2;1;3), .5C(5; 5; 15). 

6.33. იპოვეთ 2=1ი (X2+ყ?) ფუნქციის წარმოებული #V (1; 1) წერ– 

ტილში პირველი საკოორდინატო კუთხის ბისექტრისის მიმარ- 

თულებით. 

0.34, იპოვეთ #=X"-–-3ყ»+5 ფუნქციის წარმოებული #M (1; 2; ––1) 

წერტილში იმ ვექტორის მიმართულებით, რომელიც საკოორ- 

დინატო ღერძებთან ადგენს ერთიდაიგივე კუთხეებს. 

0.35. იპოვეთ V =1ი (6X--26V-L62) ფუნქციის წარმოებული 0 (0;0;0) 

წერტილზე იმ ვექტორის მიმართულებით, რომელიც 0X, 0ყ და 

02 ღერძებთან შესაბამისად ადგენს თ, ჩ და ჯკუთხეებს. 

? ორ ზედაპირს ეწოდება ორთოგონალური, თუ მათ შორის კუთხე მათი გა- 

დაკვეთის წირის ყოველ წერტილში მართია. 
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6.36. 

6.37. 

6.38. 

96.39. 

6.40. 

6.41 

0.4 ჯე
: 

აჩვენეთ, რომ 2=X93+3X2+4XV+ყ? ფუნქციის წარმოებული 

M(+- –) წერტილშე ნებისმიერი მიმართულებით ნულის 

ტოლია. 

აჩვენეთ, რომ 2= -%- 
X 

  ფუნქციის წარმოებული 2X2+ყ2=1 

ელიფსის ნებისმიერ წერტილში გავლებული ელიფსის ნორმა- 

ლის მიმართულებით ნულის ტოლია. 
=- გ ჯ? ყ? - | 

აჩვენეთ, რომ #ლ=––-– + წო + =>” ფუნქციის წარმოებული 
ტფ? 

ნებისმიერ /V (X; ყ; 2) წერტილზე M0 (0 კოორდინატთა სათა–- 

ვეას)ა ვექტორის მიმართულებით «უდრის _ 2-% კ. სადაც 
, 

”ლ=V X-–+- ყ +222. 

იპოვეთ VსV=X+ყ+2 ფუნქციის წარმოებული X#2+ყ?+22=1 

სფეროს /„VM0 (Xი, ყი, 20) წერტილში ამ წერტილში გავლებული 

სფეროს გარე ნორმალის მიმართულებით. “ 

სფეროს რომელ წერტილში იქნება ეს წარმოებული უდი- 

დესი, უმცირესი, ნულის ტოლი? 

იპოვეთ ს=X?+ყ1+ 2? ფუნქციის წარმოებული X2?+ყ?-+221=1 

სფეროს VMი (Xი, ყი, 200) წერტილში ამ წერტილში გავლებული 

სფეროს გარე ნორმალის მიმართულებით. 

.· ვთქვათ M=/ (X, ყ, 2) ორჯერ დიფერენცირებადი ფუნქციაა. 

მ“! მ / მი – 
=–-–-/-–– V თუ 0ლ0§X, 00§ჩ, 00574 არის 6 - 

06? 046 ( მ# ) შ ჩ ჯ ვექ 

გექტორის მიმართულების კოსინუსები. 

· ვთქვათ #=I (X, ყ, 2) ორჯერ დიფერენცირებადი ფუნქციაა და 

  იპოვეთ 

ს ს #8 ურთიერთპერპენდიკულარული ვექტორებია. აჩვე- 

ნეთ, რომ 

მს V2 მ! V2 27/%C / მს 2 მV V2 მ” V2 1) (–- – – ს =(-– – <=“; 
| (+) +(#V)+(X) (52) 1 ი) +(2.) 

27) მ"! “/ მ“ მ"! 0“! 
2 - = - 

) 0მI; L მწ + მი მჯ” 1 მყ" მ2“ 
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6.43. იპოვეთ ყ§Lგძ ; მოცემულ /M წერტილში, თუ: 

6,44. 

6.45. 

1) /(ი ყ=X+ყ–3Xყ #M(2; 1); 

2 I”(X, /)=V X-–Vყ#, M(5; 3); 
ვ) IC, ყ, 21= Xყ2, /M(1; 2; 3); 

4) ”(X, ყ, 201= 102 (X -–- V ყი -+-- 22), ML(–-4; 3; 4), 

ვთქვათ # = V X2 + ყმ + 28. იპოვეთ. 1) ყIმძ»; | 2) რდ-მძ/?- 
1 

ვ ფმძ––. 
„ 

იპოვეთ |თ”მძ.6 | წერტილში #4 (2; 2; 4) თუ #=XV –-7. 
6.46. იპოვეთ #=X# + ყ?+ 2? ფუნქციის გრადიენტის სიგრძე და მი–- 

6.47. 

6.48. 

6.49. 

6.60. 

მართულება #M (2; ––2; 1) წერტილში. 

იპოვეთ კუთხე 2=I)ი -M# ფუნქცის გრადიენტებს ”'შმორის. 
ჯ 

1 1 
V, (-> ; +) და /-:(1; 1) წერტილებში. 

  ფუნქციის გრადიენტებს შო–- 

რის M, (1; 1) და /VM5 (3; 4) წერტილებში. 

იაპრვეთ კუთხე 2=მX031ი 
X 

იპოვეთ კუთხე # = VX-+-ყ? და 0= X-- 3ყ + V3XV ფუნქციის 
გრადიენტებს მორის #M (3; 4) წერტილში. 

იპოვეთ კუთხე I! C X? + ყზ-- 2“ და დ = მIC51ი   ფუნქციე– 
X+ყ 

ბის გრადიენტებს მორის /„V (1; 1; V 7 ) წერტილში. 

6.61. იპოვეთ #=X2+V2+22 ფუნქციის წარმოებული #M (1; 1; 1): 

6.59. 

6.59. 

6.54. 
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წერტილში ამავე წერტილში ფუნქციის გრადიენტის მიმართუ-. 

ლებით. 

იპოვეთ წერტილი, რომელშიც 2-II(++ --) ფუნქციის. 
ყ 

გრადიენტი ტოლია წლ, ვექტორის. 

იპოვეთ წერტილები, რომელშიაც 2=(X + ყ)/? ფუნქციის 

გრადიენტის სიგრძე ტოლია 2-ის. 

დაამტკიცეთ ტოლობები VI და დ –– დიფერენცირებადი ფუნქ-- 

ციებია, 6 –- მუდმივია):



დს
 

· ღღ
" 

.
შ
 

7.3. 

1) ყემძ(წ-- დ) = თ-მძ/ + ყ”მძდ; 
2 ყ9ყ-8მ8ძ9(C+/)= ყIმძ/; 
პ) ყ”მძ(თV) =CყLმძ/; 

4) ფ”მძ (/7დ) = #ყ”მძდ + დ ყIმძ/; 
ა) ფIმძ (თ”) = #I დ“) ფმძ დ; 
6) ყIმძ I/ (დ) | = /' (დ) დ-მძდ. 
აჩვენეთ, რომ, თუ 2 = (ი, ბ), # = დ(X,ყ), ი= დთ(X,ყ), მაშინ 

თCმძ 2= 2 დიძ#+ =. დIმძ ფყ. 
' წ 

§ 7. ბზეილორის ფორმულა. მრავალი ცვლადის ფუნქციის 

ექსტრემუმი. 

ტეილორის ფორმულის გამოყენებით / (X-+ჩ, ყი+#/) გაშალეთ 
/M და #-ს ნატურალურ ხარისხებად #M (Xი, ყი, წერტილის მი–- 
დამოში: 

1) ”(X ყალ=–--X+2Xყ + ვ3ყ'-–-6X--2ყ--4, MC(--2; 1); 

2) /(X, ყ)ლ=X-–-2ყ,+3Xყ, /(2; 1); 
ვ) /(X, ყ.= XV, /M(1; 1); 
4 /”(X, ყ)= 2X –-- Xყ-- ყბშ– 6--3ვყე+5, V-(1; –– 2); 

5) /(X, ყ)=X -- 2 – XV, /M (Xა; V9); 

6) ”(X, ყ) = თX” -- 2ხXVყ + 6ყ, 7V (Xი, ი). 

დაწერეთ IL ფუნქციის მაკლორენის ფორმულით გაშლის მითი– 

თებული პირველი #ი წევრი: 

1) /CX, ყ) = VI –-XX-- ყზ, IM =4; 
2 /წ(X,ყა=0"5Iყ, I = 3; 
ვ) #(X,ყ)=0V005X, IM5=3; 

ჩა) /I(X,ყ)=005X005V, I1ე = 4. 

დაწერეთ VI წერტილის მიდამოში | ფუნქციის ტეილორის 
ფორმულით გაშლის მითითებული პირველი ჩი წევრი: 

1) ! (X, ყ) = ყ”, /Vა (1; 1), Iხც == 2; 

2 /”C, ყ)=--, Mე (1; 1) ი = 3; 
ვ) /(X, ყ) = 6X+V9, /ეა(1; –-– 1), Mი=3; 

4) #(ას,ყ,21ლ=1Iი(Xყ+ 2), #ა(1; 1; 0), I 2. 
დაწერეთ X2+ვყ2--4X=0 განტოლებით განსაზღვრული არა- 

ცაადი 2 (X, ყ) ფუნქციის (1; 1) წერტილის მიდამოში ტეილო- 

რიას ფორპულით გაშლის პირველი ორი წევრი, თუ 2(1; 1)1=1. 
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7.5. 

7.6. 

?.7. 

– თ 

7.9. 

7.10. 

7.11, 

?.12. 

7.18. 

7.14. 
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დაწერეთ (1; 1) წერტლის მიდამოში 2=:” ფუნქციის ტეი- 

ლორის ფორმულით გაშლის პირველი სამი წევრი და მიღებუ- 

ლი შედეგი გამოიყენეთ (1, 1) 102-ის მიახლოებითი მნიშვნელო– 

ბის გამოსათვლელად. 

დაწერეთ C >) წერტილის მიდამოში 2 = 61511ყ ფუნ- 

ქციის ტეილორის ფორმულით გაშლის პირველი სამი წევრი და 

მიღებული შედეგი გამოიყენეთ 0691 51ე 0,49 «-ს მიახლოებითი 

მნიშვნელობის გამოსათვლელად. 
გამოიკვლიეთ ექსტრემუმზე ფუნქცია (M#MM#M 7.7-–-7.17): 

1) 2=>-(X--1)“-+(ყ--2)”; 2) 2=(X -+ 1) ––- (/ –- 2)”; 
3) 2=Xჯ!.+-Xყ-+ყ––-3X--6ყ:კ 4) 28=XIV –-- XX –- ყზ + 2X-–“–- ყ. 

1) 2=X3-+-3Xყ'--15X--12ყ;ე 2) 2=X9 + ყმ–- 3XV; 

ვ) 2=3ჯბ2? –- ჯმ ++ 3ყზ + 4ყ; 4) 2=X) -L ყმ + 3ჯV. 

1) 2=Xყ%1 –– X–– ყ), (X1->0, ყ: > 9); 
2) :ტ==#4 -L:ყბ –- ჯზ –- 2Xყ –- ყ?; 

3) 2==2)ქ –- XV? -L 5X? -L ყ?; 4) 2==Xშ + ყშ -- 2X -L 4Xყ –- 2ყ?. 

1) 2=X"ყშ(6,-- X-– V); 2) 2=XV%6–-X-–ყ), (+->0, ყ->9); 
3) 2=X” =–– 2ჯყ1 + ყბ––- ყა; 4) 2=Xყ“ -+ ყX?. 

_50 

Xჯ 

8 4 
2) 2=-+“-4+V, (1C>>0, ყ>>9; 

ყ 

| 20 
1) 2=XVყ + +-“–-, X>9,9ყ>909; 

ყ 

1 1 1 
ვ) უ=ჯ- Xყ+-ყბ+-" ი-; 4) 2=-მ6- – XV. 

X ყ » ჭ4ყ 

1) შ= 3#2-- 2XVV + ყ-–- 8X + 8; 

2) 2==ყ V X –– ყ-–– 14+6ყ; 
1+X–ყ 

3) 2=XVV1 –- 21 –– ყ?; 4) ბ1=--->_–. _ . ... 
) 2-7 ი VI 3 2-+- # 

1) 2==6”/1 (X -L ყ”); 2) 2==6% (X -L ყ? -+L 2Vყ); 
–VC?+Vყ') 

3) 2=6"“V (X? –“– 2ყ'); 4) 2==(2X2 -L ყ?) 6 ; 

5) 2=1–-V XL + #; 6) 2=4-=- I X + ყ?. 
1) 2=X2 -L XV ++ ყ? –– 41იX –– 1010 ყ; 

2) 2=X" + ყ-- 2IIჯ--181იVყ; 

ვ) 2==XV I9 (X? -L V"), 4) 2=3 1ი X -L XV" –-ყ.



7.1წ. 

7.16. 

7.17. 

1) 2=51)ი ჯ -L 5Iი ყ -+L 510 (X-LVყ), (ი<+< ფა 0<:ყ < +) 

. : :L ის 
2) 2ლ510 ჯ –+- 510 ყ--C05(X –- II), წ <X<-=, 0=წყ< ო. 

3) 2=510 X+005ყ+005(X–– M), (ი<X<-, 0ლყ დო ; 

C " 
/ 

ლ ” 
/ 

CL 4) 2= 510 X 5Iიყ5Iი (C++ ყ, (0<X<XC 

I _._–-.... 

2) ((=X -L ყ? -L 2 -- 2X + 4ყ –- 62; 

3) ”=X" -L ყ? -L 2 –“– ყა + X-–- 27; 

4) ს=1X3 -L ყ?ზ -L 29 +- 12 X/ -L 22. 

1) #=XVყ-29(1–– ჯL–– 2ყ–– 3), ((>>0, ყ->0, 2>90); 

2) ი=ჯ# L -% + .2. => 
X ყ 2 

უ? 2 

3) #=X + --- + 
4X 

4) VC=5111 X –I- 50 ყ –– 510 2–– 5II1(L-C6Cყ -L2), 09-=X<-X”, 

0 <ყ <1, 0 <2 <Mი). 

  

2 
+ -––, (1(->0, #/ >0, 2-:>9; 

2 

7.18. იპოვეთ არაცხადი სახით მოცემული ფუნქციის ექსტრემუმი: 

1) #2 -–- ყ? + 2 – 271+2ყ-–-–42--–10=0; 

2) #? –- ყ? –- 2? -L 4 ––  2ყ-–– 42–– 7 = 0; 

3) 2»? -C 2ყ? - 2? + ზყ2–– 2+4+-8=0; 

4) ჯ? -+ ყზ -– 2 – 2–– ე+2X+29+22--–2 =0. 

იპოვეთ ფუნქციის ექსტრემუმი (MM 7.19-–-7.23): 

7.19. 

7.20. 

1) 2=Xყ, X+ Vყ= 1 პირობით; 

2) 2=Xყ, X? + ყხ= 2ი? პირობით; 

3) უ==X2 -L ყ? ––- Xყ + XX + ყ –– 4, X+ ყ –+- 3=0 პირობით; 

4) 2=Xჯყ,, X-+ 2ყ= 1 პირობით. 

1) 2= 1. L _1. X+-ყ=2 პირობით; 
X ყ 

2) 2= 1. L 1, ააოეადIIII-II (თ >> 0) პირობით; »ჯ ყ ჯ? ყ I. 

3) 2=#? + ყს, X+ყ=1 პირობით; 

4) 2=2X + ყ, X? -L ყ?= 1 პირობით. 
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?.21. 1) 2=X+9ყV, X+ყ=1 პირობით; 
2) 2=X" + ყი, X+ ყ=2 პირობით; 

3) 2=069, X+ყ=2 პირობით; 

4) 2=005“X + 005 ყ, #” –- X= “- პირობით. 

7.5. 1) ს=2X+ყ-- 2, X+ყ+2=36 პირობით; 

1 1 1 
2) ,=L+ყ+2) – + –– –-–– =1 პირობით; 

ჯ ყ 2 

3) #=X? - ყ? + 21, X –+ -VM -C 2 პირობით; 
16 9 4 

4) Lს=Xყ!2, X + ყ ++-2=12, (X>>0, ყ >>0, 2>>0) პირობით. 

|II+ყ-–-2=3 
?.%8. 1) (=XV7, პირობებით; 

სL“–- ყ-- 2 =8 
- -L = 

2) II= XყV7, |X+#ყ+2=4 პირობებით; 
IXყ + X2 + ყი=5 

7 Xყ?2 = 8 

3) I,=X+ყ +272, (+ 12 პირობებით; 

X + ყწ = 2 
4) M#=XL 2, ) #=X/ + ყ L წირი 

7.94, აჩვენეთ, რომ 2=(V--X2) (/--2X2) ფუნქციას (0; 0) წერტილში 
ექსტრემუმი არ გააჩნია, თუმცა ამ წერტილზე „გამავალი ნების– 

მიერი წრფის გასწვრივ მას გააჩნია მინიმუმი. 

7.23. დაამტკიცეთ “”უტოლობები: 

ვ 

2) პაქ + ყვ + 21 >(721+;““ 3 

(X>90, ყ>0, 2>0) პირობებით. 

=>% Xყ2 (X>0, #V>9, 2>0; 

ვ !,| (X>9, #/.>9, 22>9); 
ვ / 

ჯ" + ყ" ჯ –+ V I" 

ვ ---- >|–---). _–– 
მითითება. 1) ადვილი საჩვენებელია, რომ I(=XVყ2 ფუნქციას 

5. § 

X+Vყ+>2=5 პირობით გააჩნია მაქსიმუმი (-- , “7 –) წერტილში 

> 2 <-> სამტკიცებ 
და Mუგჯ ““ 27.“ ე. ი-. XVყ2 <> , საიდანაც მიიღება დასამტკიცებელი 

უტოლობა. 
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2) იპოვეთ ს = 
X3 -L ყვ 2 

3 ფუნქციის მინიმუმი # + ყ +2=§8 

„პირობით. 

3) იპოვეთ (, = 
Xჯ" -L ყბ 

2 ფუნქციის მინიმუმი X+ყ=5 პირობით. 

იპოვეთ ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობა მითითე– 

ბულ 

7.90. 

7.27. 

7.29. 

7.34. 

არეზე (MM 7.26--7.29): 

1) 2=X-–-2ყ-–- 3, X+ყ<1, X>0, ყ>90; 

2) 2=1 +X+2ყ, L–- ყლ1, X>909, ყ<:0; 

3) 2=X + ყ – IXყ--X–-–--ყ, XX>0, ყ>9, X+Vყ <3; 
4) 2=X? –++ 2Xყ ––-– 4C+ 8ყ, 0=<X<1, 0<ყ <2. 

1) 2=X" ––ყს, X1 + ყ <4; 
2) 2=X"ყ, X. + Vყ <1; 
3) 2=5 X? + ყწ-–- 12X +- 16ყ, X? + ყწ < 25; 

4) 2=წXს, X” -L ყ? <-1. 
1) 2=X3 -L ზყმ–- 6(/+1, 0<#<2, –1<ყ <1; 

2) 2=X"ყ (4 –– X–- ყ), X>090,ყ> 0, X+Vყ <6; 
3) 2=ჯზ-–-Xყ + ყნ0, |XI+IყI <1; 

ასსასსას ... 
2 

1) 2=-5I1X + 511 ყ ++5I0(X+ ყ),, 0<X< 5 0<Vყ 

2) 2=მLC (XI –- Xყ +ყ),, – 2ლჯ<2, – 3<.ყ 

3) #=X" + 2ყ? +- 32, X“ -L ყ? -L 2? <. 100; 

4) ს=X+ყ–+2, X+- ყ<-2< 1. 

4) 2=6 

/',
 

X · 

2 , 

3; V 

· დადებითი 6 რიცხვი დაშალეთ სამ ისეთ შესაკრებად, რომ მათი 

'ნამრავლი იყოს უდიდესი. 

· დადებითი ძი რიცხვი დამალეთ ისეთ სამ თანამამრავლად, რომ 
მათი შებრუნებული სიდიდეების ჯამი იყოს უმცირესი. 

· დადებითი თ რიცხვი დაშალეთ ისეთ სამ შესაკრებად, რომ მა- 
თი კვადრატების ჯამი იყოს შჟუმცირესი. 

· მოცემული V მოცულობის მქონე მართკუთხა პარალელეპიპე– 

დებს შორის იპოვეთ ის, რომლის ზეღაპირის ფართობი უმცი- 
რესია. 

მოცემული V მოცულობის მართკუთხა პარალელეპიპედის 

ფორმის თავღია ყუთებს შორის იპოვეთ ის, რომლის ზედაპი– 

რის ფ:რთობი უმცირესია. 
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“1
 

ლუ
 

6
 

7.36. 

7.37. 

7.38. 

7.39. 

7.40. 

7.41. 

7.45. 

7.43. 

7.44. 

7.45. 

7.46. 

7.47. 

7.48. 

7.49. 
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„ მოცემული პერიმეტრის მქონე სამკუთხედებიდან იპოვეთ ის 
სამკუთხედი, რომელსაც უდიდესი ფართობი აქვს. 

იმ მართკუთხა პარალელეპიპედებს, შორის რომლის განზომი–- 

ლებების ჯამი მოცემული რიცხვია, იპოვეთ ის რომლის მოცუ- 

ლობა უდიდესია. 

მოცემული დიაგონალის მქონე მართკუთხა პარალელეპიპედებს 
შორის იპოვეთ ის, რომლის მოცულობა უდიდესია. 

მოცემული ზედაპირის ფართობის მქონე მართკუთხა პარალე- 

ლეპიპედებს შორის იპოვეთ ის, რომლის მოცულობა უდიდესია. 

20 პერიმეტრის მქონე მართკუთხედებს შოღის იპოვეთ ის, 
რომლის ერთ-ერთი გვერდის გარშემო ბრუნვით მ»ღებული 

სბეულის მოცულობა იქნება უდიდესი. 

20 პერიმეტრის მქონე სამკუთხედებს მორის იპოვეთ ის, რომ- 

ლის ერთ-ერთი გვერდის გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეუ– 

ლის მოცულობა იქნება უდიდესი. 

# რადიუსიან ნახევარსფეროში ჩახაზულ მართკუთხა პარალე– 

ლეპიპედებს შორის იპოვეთ ის, რომლის მოცულობა უდი- 
დესია. 

MI სიმაღლისა და II ფუძის რადიუსის მქონე კონუსში ჩახახულ 
მართკუთხა პარალელეპიპედებს შორის იპოვეთ ის რომლის მო– 
ცულობა უდიდესია. 

კონუსის I მსახველი დახრილია ფუძის სიბრტყისადმი თ კუ- 
თხით. ამ კოზუსში ჩახზხულ მართკუთხა პარალელეპიპედებს 
შორის იპოვეთ ის, რომლის ზედაპირის ფართობი უდიდესია. 

მოცემული ფართობის მქონე სამკუთხედებს ფორეს იპოვეთ ის 
სამკუთხედი, რომლის პერიმეტრი უმცირესია. 

მოცემული ფუძის გვერდისა და წვეროსთან მდებარე კუთხის 
მქონე სამკუთხედებს შორის იპოვეთ ის სამკუთხედი, რომლის; 

1) პერიმეტრი უდიდესია, 2) ფართობი უდიდესია. 

ოთხკუთხედის შიგნით იპოვეთ წერტილი, რომლიდანაც ოთხ– 

კუთხედის წვეროებამდე მანძილების კვადრატების ჯამი უმცი– 

რესია, 

0Xყ სიბრტყეზე იპოვეთ VI წერტილი რომლიდანაც X#=90, 

ყ=0, X--/+1=0 წრფეებამდე მანძილების კვადრატების ჯამი 

უმცირესია. 

იპოვეთ მანძილი (1; 0) წერტილიდან 4X2+-9ყ2=36 ელიფსამდე. 

იპოვეთ მანძილი C–1; 5) წერტილიდან ყ?=Xჯ პარაბოლამდე.



7.60. იპოვეთ მანძილი /=X? პარაბოლასა და X-––V=5 წრფეს შორის. 

7.61. XX+4ყ?=4 ელიფსზე მოცემულა «4 (– V 3; > ) თ 

8 ( 1; '(ლ8 წერტილები. ამავე ელიფსზე იპოვეთ ისეთი C წერ- 

ტილი, რომ ,8C სამკუთხედის ფართობი იყოს უდიდესი. 
2 9 

7.62. “++ =1 ელიფსზე იპოვეთ წერტილი, რომელზედაც. 

გავლებული ელიფსის მხები საკოორდინატო ღერძებთან ადგენს 

უმცირესი ფართობის მქონე სამკუთხედს. 

7.58. ## რადიუსიან სფეროში ჩახაზულ ცილინდრებს შორის იპოვეთ 

ის რომლის: 1) მოცულობა უდიდესია; 2) სრული ზედაპირის 

ფართობი უდიდესია. 

  

. 2 29 
7.54. იპოვეთ – + + -L -–-=1 ელიფსოიდში ჩახაზულ მართ- 

კუთხა პარალელეპიპედებს შორის ის, რომლის მოცულობა 
ოდიდესია. 

7.56. ექსპერიმენტით მიღებულია საძებნი #=I (XV) ფუნქციის მნიშვ– 
'ნნელობები არგუმენტის ხუთი მნიშვნელობისათვის, რომელიც 
ჩაწერილია ცხრილში. უმცირეს კვადრატთა მეთოდით იპოვეთ 

ყ=1I (I) ფუნქცია ყ=0თX+ხ სახით 

  

  

  

  

        
  

  

    
        

––––__ 1 2 4 
1) |___ _ 

ყ |0,5 1 1,5 | 2 3 

ჯ 2 4 6 8 10 
2) |. _ 

ყ | 5,5 |6,3 | 7,2 |8 | 8,6 

ჯ 1 2 ვ 4 5 
3) 

ყ |4,3 | 5,3 | 3,8 1,8 | 2,3     
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-4) 

  

    

            

განუსაზღვრელი ინტებრალები 

§ 8. უშუალო ინბებრება 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები (M#M# 8.1-–-8.28): 

:8.1. 

8.8. 

8.4, 

8.5. 

-4-6 

  

  

  

1) |24% 2) IC ძX 

ვ) | 32 ძ»; 4) | 47 ძ». 

1) IV + 3X + 1)ძX; 2) IL 43 -L 2X –– 2)ძX; 

ვე |ც2-- 2)? ძX; 4) (Cთ+ 1ა1ძX. 
, 

1) ბ ძX; 2) | -4% 
) X 

ვ) (-–-++114ი 4) IC2-– >++ –2) ძა. 

1) | "((VX-29/ 7-4; 

2) (IV >- 77 +2VMXჯ)ძX; 

ვა | (5 ჯ9/2–_ 7 49 _ ჯიმ L 1) ძ%; 

4) | თ –- 7X”7/5 -L 5 #I/4--X-+1) ძჯ. 

ხა (> > 17. )რ 
2 I-V. - ა 15 ჯ)რ



3.06, 

3.8, 

3.9. 

3 10. 

8 11, 

2 3 
” 5 2 

3) ( 3» +Xჯ –Xჯ 

“7 

_1. 3 
იი. § 7 

4) (+» –4Xჯ 

  

  

1) V X»V/ 2 ძX; 

  3) "V ჯ / XV X ძ- 

1) |51++917 + 3XI +2 ქ, I 
ვ 2 

ჯ 

/ X –2XV 1: 
1) + ჯ 

(X” + 1X 
ვ =--ძჯ, 

) XV X? 

1) | (3 510X––2005X-L 1)ძX; 

: 1 2 
– „გ-ს ძ 3 

ა IC-> 7) ” 

1) |5?+- ძX; 
2 

ვა (Iთ»ძი 

1) |თთრი 

ა ( 
2 

1 IL> +ი05->- | ძX; 

| 9 ვ) ( 2 –+- 005“! ქ 

1 -- 005 21 

          

.
 

ვ 

4 ) ძX; 

2 
ესაა 1 IVძX. –4+1)4: 

  

2) IV » # Xძ;; 

  

4 / X# XV>X XV X 0X- 

ძX;   

2) |2- > 

4) 

2) 

4) 

2) (CC - ) ძა; 

4) | 2 –- 1X-L 2-5%) ძჯ.. 

    

005? X 

2) |# – ძX; 

4) |თ# XძX. 

2-X 2) | 7” ჯ C- ჯ. 

4) 2>+C ,. 
4+ 

_ ვ 2) |“ 5.” 2 -–– ლ0§53ჯ X; 

C05? ჯ 
2 ” 1 «9 ჯ ძI. 

005“ 1 
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:8.13. 

-8.14. 

:8.15. 

"8.16. 

:-8.17. 

-8.18. 

8.19. 

8.90. 

48 

1) 

3) 

1 _. 

3 

.
 

4) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

პ) 

1) 

3) 

1) 

3) 

  

/ . ძX 
IV 4 ლ0§2->.. ვებ ; 0X; 2) –” ; 

2 005 2X -+ 510? Xჯ 

ი (| C05 21 
---(4 
§10“ / C05“ 

    IL 1 კე ! |4ი 2 IC 
1+ლ00» 1–-00905Xჯ 5I9 

  (0(0:+V 8 )-% 
” 1 
005 X- +L 

) 1+IC-–- 

წC 0ი0X-–-25ი0X)ძX; 

- 
1LI? X ძX; 

C (1 + X»” ძა; 
) X(C1+X) 

(“ 1+2X; ს 

) XXX1+X) 

(3 + 1)“ ძX; 

(ე _-- 

/ 1-–2X ძX; 

6 ძX · 

1 6-5») 
ძX. 

V1 – 3ჯ 7 

ძX . 

2X –+– 5 7 

| 3X ძX; 

| აი 2LX ძX; 

|თ++ ძX; 
5 

  
  

  

1 

1–– (> 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

.7 

“ 2 + .ვჯ? 

“” 
” 

“ 

- 

„ 

”   

ძ 

81127 C0§?1 

  

  

X(C(1 

–: 

=> 

  

1 1 
–- ძ»; 

X–I §11X-#1 | 

| თX. 

? (>. 
4 ) ძX 

§ხ? ჯ Cხ? ჯX 

CLჩ? ჯ ძX. 

  

C (1--Xჯ)? 

+ X2) 

3 
-L X?) 

X)5 თX; 

IV (3X-–– 2)5 ძX. 

ძX 

(2X -L 1)? 7 

ძX . 

#7 (2X--1)3 
ძX 
  

1-–-– 3ჯ 

C05 2XძX. 

511“ 
1 

005 (:XX –– 2) ძX; 

'% 1 VI. 
2



6.22. 

8.93. 

§.25. 

8.26. 

1) 

3) 

1) 

წ) 

1) 

პ) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

ვ) 

“ 

ა 

7 

(C05 თ –– C05 2X) ძX; 

”( ძX ; 
C0§“ 4 

” 

60-“XძX; 

- 

(0ბ%ბX ---6-XM) ძ»X;   ” 

IV (2X––- 1) ძX; 

| ძX . 

ლყM? -X 
2 

  

    
  

  

  გ (5. 
ს ძჯ 

4) ე 

” §102-- 

2 | 
- 

ით-XძX; 

–-იX1--2% ) ძX; 

4 | (0-%-L ები ძა. 

22 | C0(1–3X)ძX; 

4 ძX 

) | 5” LX 

  
2 X-–-–- 1 

) (5 

2X-–-- 1 
4 –““' 

) (+- 

6X +-X + 1 

3X –“–- 1 2? | 

ძX; 

ძX. 

ძX; 

ძთX. 
X+2 

4) |= –- 4? -L1 

Xი + 1 

2 I-- 4 

4) 1.“ 

1-–ჯ 

2 |-“   
ვზვ-ე ჯ 

ი (ბეს | 

– 
  თ (> 

4) 1 
3 ეყ 

-ტ ჯ +2. 
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8.59. ვთქვათ # (X) არის | (XX) ფუნქციის პირვანდელი ფუნქცია მთელ: 
რიცხვით ღერძზე. დაადგინეთ მართებულია, თუ არა შემდეგი: 

წინადადებები: 

1) თუ /(X) არის პერიოდული ფუნქცია, მაშინ # (X) აგრეთვე პე– 

რიოდული ფუნქციაა; 

2) თუ I (X) არის კენტი ფუნქცია, მაშინ # (+) ლუწი ფუნქციაა; 

3) თუ I(») არის ლუწი ფუნქცია, მაშინ #L(X) კენტი ფუნქციაა. 

მითითება. 1) /(XX=1+351ი X პერიოდული ფუნქციის პირვან– 

დელია # (X)=X–-0:05 X არაპერიოდული ფუნქცია; 
2) ვთქვათ | (X) კენტი ფუნქციის პირვანდელია # (Xჯ). მაშინ გვაქვს. 

#” C–X)=-–-I! C–X)=/ (X). ამიტომ # C-–-X)=# (X)+0. თუ ამ ტოლო– 

ბაში დავუშვებთ, რომ X=0, მივიღებთ C=0. ე. ი. # C-X)=# (ჯX); 

ვ) ჯI(X)=X? ლუწი ფუნქციის პირვანდელი ფუნქციაა CC) = 

= _ +1, რომელიც არ არის კენტი. 

8.30. დაამტკიცეთ, რომ წ(X)=5I0ყ1 » ფუნქციასს მთელ რიცხვით 

ღერძზე პირვანდელი ფუნქცია არ გააჩნია. 

მითითება, დავუშვათ, რომ 5101 Xჯ ფუნქციის პირვანდელი» 

ჯ# (+). მაშინ ცხადია, რომ # (X») ფუნქციას „უნდა ჰქონდეს სახე 

ჩი) =I X როცა X>0, 
L-–-#, როცა X<0. 

ე. ი. #(X)= IXI. ამ ფუნქციას კი X=0 წერტილში წარმოებული არ 

გააჩნია, მივიღეთ წინააღმდეგობა. 

8.31. მოიყვანეთ მაგალითი წყვეტილი ფუნქციისა, რომელსაც მთელს 

რიცხვით ღერძზე გააჩნია პირვანდელი ფუნქცია. 
მითითება. 

- 1 1 
2X510 –-– –– ლ05-–-, რ X5-0, 

'თ– ჯ ჯ > მოცა XC 
0, როცა Xჯ=0 

ფუნქცია ჯXC=0 წერტილში განიცდის მეორე გვარის წყვეტას. 

მისი პირვანდელი ფუნქციაა 

1 == ; 

ჯ (X) = ჩ თ“ ჯ ცა X7-0, 

0, როცა X=0. 
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§ 9. ჩასმის ხერხი 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (MM 9.1––9.39): 

.1. 1) (%> ჯ 

).2. 

).3. 

3.4, 

3.5. 

9.0. 

0.7. 

M”.8. 

3) 

1) 

პ) 

1) 

პ) 

1) 

პ) 

1) 

-3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

ს“ ძX . 

)75- > ' 
ი XX... 

ე) X+1 / 

"XI 
1V1-#X2 ” 

ჯ? MV 1 –+ 11აძX; 

ილოოღოCთხ"" 
X V X2 + 1 ძX; 

ა.” 

ს X1ძჯ 

17 7+# ' 
X-ძX 

| V2 –– 3” 
“ 

  
X510 (X? -L 2) ძX, 

  

Xჯ 
( 42 

VX 
” XV... 

1 -L #4 ” 

( X»Xძ__. 
1) 7 1 =ჯ.. 

( 2ჯX–23 

ე) V-–-- 3ჯ+48 

ძX;   
    ძX; 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

' 32 -L2 

რ ი 
· 
ჯ 

ძX 

1) V5--2X2> 
” “ 1ჯ 

_–- –-–ძ; 
4-5 

- 

X /. Xჯ? –+ 2 ძX. 

, X" ძX . 

19% დ + 270 
( ეტლ–1ძჯ 

)1ძხო+ხ. 

„ა ძX 

  
ე1V 2+1” 
/” „. _აააეა–გაეაღ 

XჯX #1 –-4X5 ძX. 

- 

X? 005(1 –– 3X#3) ძX; 

6 –2ჯ? 

  
> 
ჯ ძX 

ჯL 2 ” 
XჯძX 

V16–- ე 

თX. 

    

| 6L-–- 5 ქ 
ააა „== „=„=–======–თX; 
2IV 3X2> –– 5X -L 6 

I. ს, თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 484



ე.9. 

9.10. 

9.11, 

9.12. 

9.13. 

9.14. 

9.15. 

9.16. 
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> 

  

  

  

0 ჯ 

ვა |Cა –– 1)·6 თX; 

ვ 

1) | III X ძX; 
X 

ვ) _ « _ ; 
XIი ჯ 

1) IVX4» 

ვ) იLთ 3ჯძჯX; 

1) ( VICX + 1 +1 ძი; 
) 90057 

ვ) „ «4 , 

) 510ი1XVCLVX 
- 

ს 510 X ძ»: 

უე) ლ05ჯ 

ვ) 65 XC05 ჯ ძX; 

' 005 ჯ 
1 –-=უღ==–- ძა; 

) ქ #/ 5102 ჯ 

ვა C 510 2Xჯ + 

1 (1––005 2ჯ)3 

1) ( 1--0ლ005ჯ ძა: 

) ჯ–ვზიჯ / 

ვა ( 510X-–-005ჯ ძჯ 

) /#/5I0X +C05Xჯ 

  

  
1) ” იძ; , 

) თ+3 
“ _ ლ4 

ვა 6 --6 ძX; 
..... 

რ 2+ 

1) _ 2%_ ; 1+4 

ვ ; 
) (4. +6““ 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

ღე
ბა
 

(_X –+1 

.- 

( V1 + 1იXჯ ძჯ. 
ჯ გეა“ – 2 

- 5 ძX.   

წყ ძX 

1) X--1)/1–I0ი(-–-1) 

CLC XძX; 
“   (, XLჯ 

Lძ ––- ძX. § 2 0X 

ძX 

ლ05? X / 1–- IX 
გ-ი % 

სააააასააააასს,, ძა. 

§51ე“ 2ჯ 

511)" X C05 X ძX; 

ვ-005X §1ე XძX. ა
-
-
-
–
–
_
–
 

30054 X 510 2XძX; 

510 X C05 X VC0§ 2X ძ»ჯ. 

5I0 X +- 0ლ05ჯ –  –  “”“ თ» 

51I1 X ––005ჯ 

“ო” 
ჰ“”

' 

| 510 X C005Xჯ 
სა„ეუღღღეღეუეუ=2= CX 
+V251ი? X -C 40052 X 

3Xძ.. 

ჩ-> 

I“ Vთ–- ხნ0-ძ». 

ვჯ ძ 
„ეაუაეაღეღეღეღეღ52? თX; 

(+>= 
ძX 

(IC 

 



მ.17. 

9.18. 

9.19. 

9.21. 

9,22. 

9.28. 

8 (:==> 

სე |V52+%+> ძX; 

1 –+ ჯ“ 

ვ230051ი X 
თX; 

  

1 + X _ ს ------ძი 

3) 

1) 

ვ) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

ი 

. 

წ. +ჯ#-X#9 

აა 

  

–Xჯ 
1-+-X ძX;   

“–-ლ<=5===–===>“ ძX; 

V(1--ჯ) 
C ძX 

(1 +XVX 
( X –+ (მI0505 3ეკ;)? 

V1-–-9ჯ? ძX; 

„ 2X–– Vმ705I0 XL 

” ძა 
510 X ” 

005 XძX _ 

V C05 6§ 2X 

- 2X.ვX 

CC XM?ძ 

ძX; 

” 

  

ძა); 

” 5ჩX 

VCხ 2X 

( 5იX#-Cხ? ჯ 

1 + 00? ჯ 

სყ ძX . 

V2ქ-4 ' 

დ C'X 

ძX;   

  72- 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2 

4) 

2) 

4) 

' | 

“მ10519 X. 

1--ჯ?. 

ძX 

1 1+ ჯ)მ2%6VსX 

(3-1 

) X+9 

(X(1--X) ქ 

1) 1+#/ 

“ი# 1+VX 
4 VX. 
  ძX; 

' 510 2X ძX 

1 V2–350იშჯ 
- 

X +. გIიყთ2Xჯ ძჯ 

1 1 –+- 4X2 

C #6XVმLCLC6X 
4 1 -+L ტ?X 

( ი 

) Cლ05X 

ძX. 

  ?   
ძX 

C05 2X 

ჯა? ძჯ 

ძXI , 

ლ03 X 1/ 7/I?ჯ 7 

§ხი"X9იX. XძX 

'Cხნწჯ.. 

ძX; 

  

რ 17>-> 7 

4) 
005 XძX 

V5109X-C5.



9.2%. 

9.26. 

§.37. 

8.98. 

9.29, 

9.80. 

9.81, 
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3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

5) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

XX. 

(+ –– 1)4 ” 

    

ლ– 

'» V3 + XძL1X; 

C ძX . 

1 1+VX+1” 

“ X-პ?2მძX. 

1.VX-–1” 

-C- 

  

” XX . 

) 3VX+2+2” 

(ვ VX-–1 ძ»; 

"2 /1–XძX 

” ჯ2 

უე) V2–Xჯ 

( 15ძჯ 

1)Vთ-ჯ 

ძX;   

?   
| იჯ . 

/ XC#/ X–I)” 

V1 +1იXჯ 
ჯI0 ჯ 

_ 0X 
ჯXიჯიIიჯ ” 

((X-–– 3) VX–+–-4ძXჯ 

2) |---- ძX; 
X-–-2 

პჯ 
4 _---–-ძწყ 

) L- (6-2 ი 

2) ; 
1-1 7> 

1+-ჯ 
4) |–-57= ძX. 

ძა 
24 ““–---- 

|) XVX-–1 
  

( _ 
4 | (XX -L 4) V/X––1 ძ»X; 

6) 

2)   

4)   

2). | »5(2–– 52:9)7/3 ძჯ; 

CC X5ძ): 
1 (2-4) · 

( VXძX _. 

“რ VX. 

7>-V >» 
· | 1ი 2ჯ ძ». 

4) 

2) 

“- 

4) ძX-   C 

  

XII 4Xჯ 

4) 10 XძX 

| XV1 +Iიჯ



  

  

  

Iი (თ X 

  

  

  

  

  

  

I XძX 
ვვაე. 1) ; 2 ძX; 

I => ) | §I0 2X # 

ვ) ოს ბ-ი (X + 11-–I9 IC + 1)-–IIX , 4) |ი ;1- _ # _ : 

X(X-++1) 1-1 

5107 X 510 ჯ ჟ,ვე, 1) 2 _- - ძX; 
|:===რ ) VC0§ 2X 

ი. | V1 + C055 X 5Iი 2XC00§ 2XძX; 

Lყ ჯ 
4) | თი ს + CIVX ძX. 

C05“ ჯ 

ძX ძX 

) VC- + 1)C ) 1+>= 
“ - 2X ვა C05 Xძ+X_ _, 4) · 6? ძX . 

1 V 6მიX 1 /6%X-L1 

§.35. 1) _ მილი 20905+X ძX; 2) | 25§X>- V + _ თX; 
1V1 –– XX მ1000§5Xჯ (1 -L X)V X 

” « X “ ვა მICწყ 6 ძX; 4) XძX . 

წ ლი ჯ წ / 1++V(1 + #8 

ი 2 8 
9.36, 1) „+ =-1 ქ, 2 +1 ძX; 

” კტ + 1 “” ჯი + 1 

წყ ძX " ძX 

) ) XVM-+1 / ) XVX. –- 1 

C ძა ძX 
5) ი - L 6) გ ე/ი 

|) (X –- 1)/ ) (2 –“– 1)/? 

მითითება 

1 

2 1 - 1 2 “ ( ++ 1) |“ =| ძX = | –<5 ; 
XI 4-1 #+-- | #ჯ + – I 2 

Xჯ - 

1 

| XI 
   



  I1= _–_ (X? –L 11979 I» 1 L ->) 

ჯ2 

_ 3. 

1 - ->) 2 #( 1+ –––- I. 
ჯ? 

(X12>– ძX; 2? ით“ . 
ჯ? V-ი? _ ჯ? ? 

ვ) XC >" ძX 4) IC V 4–# ძ#. 

მითითება. გამოიყენეთ ჩასმა: 

    
9.87. 

1) X=5I0I1; 2) X=0ძ351)ი1; 3) X= 35III; '4) X = 251)ი 1. 

+Vკ2 –- 8 ძX 
9.88. 1) |XX--“ ძX; 2) I--5=>. 

ძX ძX ვ |  “– , 4) |“... 
) 72, | (>> 

1 –, (6(0: თ), (7--> -   მითითება. 1) გამოვიყენოთ ჩასმა X= 9 
C05 

მივიღებთ 

|X2-2“« = |C | §ყი---((CI – ი ++ 6= 
X Xჯ 

= IძI·. 5ყ9ი 4, (+>--” ი» –– მICC05 +) + 6= 
ჩჯ თ X 

სს'ს"" თ თ 
=V X2-–– ე0-- | იძ(/§ყი–– · მ(0005–– -- 6 = 

ჯ ჯ 

= VX?2-–- 0? –- | ძ| 2IC005 
  

ძ 
–- I +2ი. 
ჯ 

2) გამოვიყენოთ ჩასმა #ჯ = – მივიღებთ 

    

  

“ XX 1 5თი 7- მIC5191 1 –+- 0 = 
XVX2-–- 0? (თ! 

1 · თ 

=- 1 ყყი -“ · მწი -“ + 6 = –- –- გწინ)ი + 0- 

| თI X Xჯ ძი IXI 
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ეს ინტეგრალი გამოითვლება აგრეთვე ჩასმით X# = 2.   

  

  

       

  

0051. 

3) გამოვიყენოთ ჩასმა XX = – .· მივიღებთ 

ძX 1 101 1 _–- 
_-ო-__=- ყი. “–– == ––-597: 1–-/? C= 

(575= 5 > | 5» 9 > V + 

1 , §ყ0X ”-2–5 V ჯ:-––9 
ლვფაზა>ა-"სV)!.V!.!V.-_ X“  – 9 + Cდ===-"'"·სსსს"ს»ხ)"” · 

ი |IXI 9%.. 1-6 

ეს ინტეგრალი გამოითვლება აგრეთვე ჩასმით # = - · 
C05 

4) გამოვიყენოთ ჩასმა += + მივიღებთ 

ძX =- 5ყი 7... 1 

V CC ––- ია). იის V1-7/ 

ჯ IXI X –უ–უ3კ-__ 
ძIიძ| XX -- ძი? ი” VX' –– ი“ 

ეს ინტეგრალი გამოითვლება აგრეთვე ჩასმით X= - · 
C05 

8.39. ძX V 1+#; 1 _––––––-; 2  “ LI 2 _ 
) I> 2 Vჯ? + ჟე? ) | ვეტ ძX, 

ძX 
; 4 „აეაეასა––––. 

8 („აა ) (55 

მითითება. 1) გამოვიყენოთ ჩასმა X= + მივიღებთ 

  

ძჯ 59901 -V1--# 
=– “+ C = 

L-> + 0? წ + 
V 2 2 

=–- 1 · 500 –““ · V X»“ +=- 2 +-=- +XX+6 10.   

თIთ| X 3 07X 
ეს ინტეგრალი გამოითვლება აგრეთვე ჩასმით X=თLVწ 1; 

2) გამოიყენეთ ჩასმა X = + ან X = ICI; 

3) გგამოიყენეთ ჩასმა X = + ან X=თLIV 1;; 

4) გამოიყენეთ ჩასმა X = 1 ან X = 187. 
' I 
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§ 10. ნაწილობითი ინტეგრების ხერხი 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (MM# 10,1-––-10.20): 

IL 0” ძჯ; 10.1. 

10.9. 

10.8. 

10.4, 

10.წ. 

10.6. 

10.7. 

10.8. 

1) 

3) 

1) 

წ) 

1) 

ვ 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

პ) 

1) 

3) 

| X·31ძX; 
IC 510) XთV;' 

I 511 5XძX; 

| (2X + 5) C05 2XძX; 

XIX. 
  ა) | 25 
C05“ ჯ 

| XI0C ჯძX; 

| X%XIი LძჯX; 

I 
I» 

“” 
” 

ღა 

  

(1-– XL1)IიXჯძX; 

ჯI0(1 + Xჯძა»; 

” 

X მICLC X ძX; 

მ2LC5191 ჯX თX;; 

XC05“ ჯძჯX; 

XIთ #თX; 

Xჯ?0XძX; 

” ი: 

10:XძI;; 

2) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2 .–_
 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

| X6C-Xძჯ; 

| ფ»– 4) 2-Xძყ. 

I» C05 ჯ ძX; 

ჯ 
X 005 –– ძX. 

3 

” · 
(1 –– 3») 510 4XძX; 

XძX 

) 50% 
– 

IიXძX; 

ი 
(3X -–- 2)Iი XძX.   ” 

(ით + სძი 

| ი8--2+3)0X+ 0 

I მXCV X ძX; 

2LC 518 ჯ 
ძX. 

VX+1 

I» §Iი? X ძX; 

X 510 X 

    

0059 1; |“. 
სი 

I §10 XძX.



"ი 1ი?ჯ ს –-ჯ!? 

  

  

    

  

  
  

10.9. 1) ძX; 2) | X9%9C  ძჯX; 
ე X - 

(20 1ი3ჯ 
3) 2:72 005? XთIX; 4) –– ძჯX. 

ა Xჯ” 

10.10. 1) | მICL V XძX; 2) CL მXCხCთ XძX; 
„ 

- 
ვ) (მ+05I01 V X _ X 4) X2მ100005 X. ,, 

ი”. ' V1=-Xჯ. _–_Xჯჯ - V1– ჯ? 

“ “ 2 - 

10.11. 1) ოი. გუ | X%X _. 
) V1+>X ) (1+X1? 

ვ) V 0მ-- 2 ძX; 4 | X2მLC51ი XძX. 
.7 “7 

10,19, 1) 2I051ი? X ძX; 2) > მXCLC” X ძX; 
ჟ ა 

” ” 

ვ) X? გICLC 3ჯ ძX; 4) II (C + V1 -L #2) ძჯ. 

” “ 

”. ; X–590ჯ 
10.13. 1) §11 X Iი LC Xძ»X; 2) ალი 

1 1-–-005 ჯ 

- გი0§I0-5– 

ვ Xჯ? 820510 2XთX; 4 
, ) 17%, V2-–-X 

10.14. 1) 1099X კ, 2 | (VX ძX; 
) 50";     

3) | V X 50 V ჯძX; 4) |» V XX. 

V64 
' · “მნეთ V=10 510 XX, ძსლ= ––-–-; 2) –-4) გა- მითითება. 1) აღნიშხეთ #=I0ი51ი X ეხე ) ) გ 

მოიყენეთ ჩასმა V Xჯ =1 და მიღებული ინტეგრალი გამოთვალეთ 

ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით. 

  

10 (ჯ? 
10.1წ. 1) #20000§ –-- ძX; 2) | 21. ძX, 

” Xჯ--1 
  

3) | ის» + ძიაძი 4) IC 9» ძ» 
(X –+- 2» 
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მითითება 1) აღნიშნეთ (| = გჯლლ0§ +, ძე=XჯძX 
X 

_ X _. 
VX -L+ 1 ' 

3) გამოიყენეთ ჩასმა §I0.ჯ=1 და მიღებული ინტეგრალი გამოთვა– 

ლეთ ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით; 

ძX 

(++ 2. 
10.16, 1) IL V1–-X მ10§51ი XძX; 2) |“ »"” ძX 

X 

ვ) (უღუ%, ი | გICLV V X _ 

V1+X ” VX –- 1 

მითითება. 1) აღნიშნეთ (| = მL0C310 X, ძი=XV 1 –– ჯ” ძX; 

2) აღნიშნეთ (I =(:მIლ0510X, ძ0 = 42 ; ნაწილობითი ინტეგრების 
X 

2) აღნიშნეთ ((=1ი (C-– 1), ძ0= 
  

4) აღნიშნეთ ((=X"60%, ძლ) = 

  

  

  

ფორმულის გამოყენების შემდეგ მიღებულ ინტეგრალში გამოიყენეთ 

ჩასმა X=§წი/. ან _ ; 

XძX 

V1-–+ ჯ? 
ფორმულის გამოყენების შემდეგ მიღებულ ინტეგრალში გამოიყენეთ 

ჩასმა V1-I-X2=/; 

4) გამოიყენეთ ჩასმა VX =1 და მიღებული ინტეგრალი გამოთვა– 

-ლეთ ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით. 

  3) აღნიშნეთ I=1Iი X, ძ0 = ;. ნაწილობითი ინტეგრების 

10.17. 1) „ჟთ„ო.. 2) |რთა»რ» 

ვ) | VMნ6«ი # | მ / 21 -0წ 0. 

მითითება. 4) აღნიშნეთ +V 1? +- ი? = V, უბძა = ძი; ნაწილო- 

ბითი ინტეგრების ფორმულის გამოყენების შემდეგ მივიღებთ: 

ფშ”შ"”""”" 1 “'“'თიიიეი99ძ..1: ძ 
– + ებ ქ. = >) V/კ)მ 9. | X- 

I= |2VX+C% 2-#VX –+ ძ –L; 

  

<< + ე2 
XX +090 
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გვაქვს 
= ჯ , “=> . ძ» 

ს = | >=>4“ == | 7 Xჯ? + თ? ფა იძი+ი“ | == – 

=1-რ IV» –+ 0"ძX-0ბ II (X -L X + ი?). 

  

    

. ” 
10.18. 1) 511 X Cს X ძX; 2) |:595X0ს X0ძX;; 

.7 

/“” - 

ვ) წ 510? XძX; 4) ( 9951 ) 4» 
– ა 6X 

” ” 
10.19, 1) | §(ი1ი ჯძა; 2 | C05I0 XძX; 

ა“ .” 

” რბ ვა 005“ Iო X ძX; 4 | X?510II1Xძ». 
ა ა 

” C . 
10.90. 1) 64%0005+ («. 2ე | X6-5I1XძX; 

“ ” 

ვ) |” 6“ C05 X ძX; 4) |» 6%5II1” XძX. 

მითითება. 2) აღნიშნეთ #თ#=Xჯ, ძი = 01510 Xძჯ; ნაწილობით=> 

ინტეგრების ფორმულის გამოყენების დროს და მიღებული ინტეგრა– 

ლის გამოთვლისას იხილეთ მაგალითები 10. 17. 1) და 2). 

§ 11. კვადრატული სამწევრის შემცველი ზოგიერთი 

ინტეგრალები 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (M#MM# 11.1––11.12): 

  

- 
11,, 1 | %. . 2 | ' 

1) --4X+4 X + 2X+2 

ვა C ძX ; 4) ძX . 

) 4X? -L 4ჯ; ++ 5 2X?8 –“– 5X + 7 

119. 1) |__% 5. უვ (995... 
1 2246 3ჯ-–-– 10 X? -- 4C-- 5 

- 
ვა ძX ; 4) | ძX . 

1) X-–- 6ჯ 5--12#-- 9ჯ2   
491:



  

    

ჟე1.8. 1) _ X _ 5 ; 2) "ე «  _ ; 
ვებ--Xჯ-+L1 ) X-– M»--2,5 

ვ) 2ძX ; 4) 6 _ ძX , 

2X––- 2ჯ%-–– 5 ) 22L”–-X–- 3 

ძX წ ძX 

) |:–=5=. ) 1) V2-–- 2 
? ძX 

ვ == ; 4 ====. 
, I- + 3X-–- 2X" ) 1 V12–– 92 -–– 2 

C ძX 
11.წ. 1 -== 2 _- - -_-; 

! '(7>+>> · 17 2-- 2» + 5 
· ძX 

ვ –-ღეღეღეღეღეუეუეუეღუე–– 4 –_–-–=ი. 

) (5. ) VX#+იX+ძ 

11.6. 1) _ X+2)ძ%_ : 2) _ X-–- 1) ძX _ : 
| »X + 2X +2 ” ტგ-–-Xჯ-–-1 ” 

ვ) (3X –– 11ძჯ ; 4) რ 3X) ძჯX . 

4რX1 ––- 4X-L 17 5X? + 6X –++ 18 

(X “+– 3) ძჯ (8X –– 111ძX 
11.7. 1 „<======== § 2 – 

) V X%- + 2X + 2 ) V5+-2ს-- #7 

ვ) '(2X + 5) ძX 4) (3X –+– 4) ძX 

V9X + 6X+2 ” V6ნL- 2-8. 

111.8. 1) _ 2 . 2) “ა-ი... 3 

XVXწ –– 2ჯ1–1 XVX? + 4ჯX-–- 4 

ვ) _ XX. 4) |--5=== > 

XV/X + Xჯ+1 VV2–- X--X- 

მითითება. გამოიყენეთ ჩასმა XჩX= +. 

  

  

41.9. 1) | ეაეად-დ-ღ ელ 
ი C-აVI+X+1 / (2X –– 3) 2-2 ჯა 

წ) |=–0=== VX'–-3Xჯ + - 2“ ი (--–7 ვ) V 6X--X2--5. 6ჯ-ეებ––5 ' 

მითითება. 

ძX 

(MLX-L 71) V იჯბ--ხX +090 
1 

სახის ინტეგრალები გამოითვლება ჩასმით IC = /. 
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ძX I.10. 11) |––=–=>-–” :რ" . 
1 ) |ი– 75 

თX 
2 ეაეაელ–- ; 

) 1> VX? + X-–-1 

ვა |--:=5==->: ი |“ XX |. 
XVI –- X+ 2X ” (X –- 2)2VX2+ 2X–- 5. · 

მითითება. 

  

  

ძა: 

(იIX + MM)? VCX2-+-ხX+90 

სახის ინტეგრალები გამოითვლება ჩასმით 1 =7/, 
MIX –- 8 

X 11-11. 1) ვ _ _3Xძი _ _ ; 2) 6" X 

ვ3% 4.37 13. VეI + თ + 6+ 
I0 X ძX 

რ |--=-59%- => 

2) IV უზ 2X-–- 1 ძX, 

4) IV 1-- 4ი--XძX. 

  

2) | == §10 XძX 

XVC05” X-- 4005 X+1 1” 

11.19. 1) IV# + 2X + 59X; 

ვა |V2+»ჯ= XV 

§ 19. რაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (MM 12.1––12.21): 

I. მნიშვნელს აქვს მხოლოდ ნამდვილი მარტივი ფესვები.. 

19.1, 1 პშხ- სპსხეაLIIყ 
) (ვლა 

_ __ Xძჯ . 

(X -L 1) (2ჯ -L 1). ” 

ძჯა 12.9. 1) (ააღფი 
(X–– 1) (X-+ 2) (X-L3) 

ვ _ 2X? + 41ჯ-–-- 91 _ 

(X-–-1) (X-––3) ლე“ 

19.3. 1) |“– > 14-- 3X ძX, 
1 

ვ) _ #X 
21-32 

2) | ა» ' 
(X -L 1) (X–– 2) 

რ |-–- CC 2X + .3 
_--!ეაეუეუ-----_-X 
(X–-– 21(X+ 5) 

2 (== --«% 
X(CLC+ 1) X–-2) 

4X? + 4X –“- 11 მ. 

(2X –– 1) (2X +.3) (2X ––,5) 
 



" 2270–- 1 (2X1-–- 151-–- 9 494. 1 _- ““ “ .272 ძX; 
) 1) X--5X-+6ჯ ) ქ X –“– 9X “ 

დ .X--_–__. 
ე X1– 2)1–-5X-+6 1 XI--5 2--4X + 4 

2__ ” 29. 
19.5. 1) X=5X+9 კ), 2) _ XძX;.  _ ; 

) #-5X+6 | 2-3 +2 
“ - 65. “ 4 _ 2 9955 ვა ვჯ _ 5 +8 ძა 4 #--3)9-18ა?--38ჯ 170). 

4 > -- 4 4 XI -- X-- 20 
რ” „ა + 2 / –-1 

19.6. 1 –-–--–-თ; 2 ––----ძ; 
) ე) #X-–-4 ? ) 2>-> ჯ » 

” 5 => 
ვ) _ X+1. ძX; 4) |-2= +X 8, 

ე) 1%9-–– 5X? +V6ჯ Xჯბ–-4Xჯ 

II. მნიშვნელს აქვს მხოლოდ ნამდვილი ფესვები, რომელთაგან 

ზოგიერთი ჯერადია. 

2 2 8 

219.7. 1) _ X++2 __ _ 2 ძო; 2 |“. ; 
თ-ათ+) + (X –– 1)1(X+2) 

M 2 ვ) | ე–--–--_-_ | _X +6+X+7 კ. 
(X–– 1)(X + 1) (X–– 3)1(X + 1» 

19.8, 1) " 7 2) _„ ძი _. 
) #--2X + X ”“X-X4) 

ი გ _ 
ვ) _- X+.! ძ..4 4) | > ლვ 2X + 3 ძ»X. 

ე) X-–--3)-+-3ჯ--X (X––1) (8 –– 4»? - 3X) 

18.9. 1) X =-2XI 4-4 –2X 44 თX; 2) |--– > 7 --9 X; 
1 X#L(X-2 ჯმ -–- 5X? -++ 6X" 

ვ) C ( ჯ აძ _ (X-–1) ძX 

ე) სX-–- 3X+2/ ” (X-–- 2) (XV? + X)1..· 
/”” 2 

19.10. 1) _3X +1_ ძX; 2) |C=2C+> ; 
1) (X1-- 14) (X –– 2)“ (# -L 3)? 

3) ' 2 ;. 4) |“. > - =X#+1 კ, 
) Xს-ი)ბტ-- 2XI -- 2X72-L Xჯ -L1 Xჯზ;–– X9 

19211. 1) ( Xმ9+1 _ ძX 2) (“ი.-–- ვ3ჯ? -L 5)ბზ-–-- 25X-–-1 ძი 

) X--ჯ» ჯ–-3X-+ 2 
” 2 _ 5 ვ) 2 1+3 +3+ 5 # (“ს X5 ძX . 

) X-+3X»' +-3X +1 (X –– 1)1(”–– 1) 
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III. მნიშვნელს აქვს კომპლექსური მარტივი ფესვები. 

  

ძX 0 ” ძX : 
19.19. 1) L-> => ; ) 1CC5- 1 08+ 1) 

V ძX X+X+1 , - კ : 

7 I.“ უფ.“ ი 1 + აC02+9ი 
ძ»X 2) L XძX . 19.13. 1) 1-2: | 2-1 

“ ბ 922L- 5 ( 2X--3X--3 ძი; 4) X 

ა ) (X-–-- 11(X”–– 2X+ 5) ' ე უ14+62-–– 2 

C ძX . 19.14. 1) | CC» 

” XძX   ა ' (X-–– 1)%X2-- 2X+-2) ” 
2) +X +5X+1 , 

19.15. 1) | ვოლვო 
X" I- 3) (ჯ? _ +) 

XI+ 544 ძX 
ე + 5? -C 4 

ა (ლი ; 

ძX 

3) 

19.16.   

  
2 ძX 

"I -- 2-2 

ძX . 

რ) | Xმ ა 9--X+1 

ძX 
  

, L (V+2X+2) 007-+2X+5) 

4) _ წI0-6 _ _ =60 ძა. 
MI C67+8. + 6V” + 8 

ძX ; 

ბ (3 (1--X2) (1+X#) 

  

3 |ა>> CX-1” 

1) 
  19.17. 1) |->– 

ვ სანაიამ ქ 

(რბაა 

ძX 

მ 1-9 | 

ჯი + 2LC + 4C + 4 

ბ (“23222 · Xბმ -C 2X) + 2X" 

X(CX' + 1) ძჯ,. . 

I (X-- 1) (('+-2X+2) 

ძX; 

ნ IV. მნიშვნელს აქვს კომპლექსური ფესვები, რომელთაგა 

ზოგიერთი ჯერადია. 

2 CC -–-4X+1 
19.18. 1) (აა ცი -L 1 

3ჯX-+ 5 ს 

ა (== 2: 2X -L 2) 

X+X-1კ . 
ძX;, 2) (=> CC + 2 ძა 

52-12 

ი (-- ა» (VV –“ 6X -- 13)“ 
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წ Xძჯ . 

” ძX . 

2? 1 20+ ' 
C ძა 

19.90. 1) | XC - 260 + 5 

· ძX , 

ა (1 + ჯ2) ”   
ვეტ + 4 

19.91. 1) ( «++ 25601 1 ძX; 

3) LC => ; 

2) 

4) 

2) 

4) 

1) (XI-- 1X 

( ძჯX 

1 X+ 1102 +- ჯ-+1)ზ” 
” X(X-–2) 
––“უა ძ 

ა (L-- 1) (X- -L 1» 
” ძჯX 

) (2+1) ” 
( XჯX+2 
__ _ “–C: 

ა) (X” + 2X + 2)) 
”“ ჯმ 

X; 

(ჯერ 26) --24X--25 ქ   ) (#--+-4X-+-5)” (2-L-4) 

§ 13, ზოგიერთი ირაციონალური ფუნქციის ინტებრება 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (MM 13.1---13.15): 

1. წრფივი ირაციონალობის ინტეგრება. 

18.1. 

18.2. 

18.3. 

18.4. 

496 

ი 

“ VX–-1 

“ VX. – 
8 1 14+VXჯ 

(1--2VXჯX. 
1ე1+-2%VXჯ. 

( VX. 
) X+2 

წ 4. 1) VX-L 4 #14 · 

ვ) I, 75 

1 რ, 
) I 3» +V X. 

ვ) 

1) ძა; 

1) 

ვ) ძX; 

  
  

  

ძX = 

(ლლ 

2) 
ძX , ს 

X 

ა |L=-7> 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

VX+1+1 კ. 
VX-–+1–-1 

CV ძX _ 

1) 2-–XV1–7Xჯ 

X #V X–2ძა;; 

(1 1--ჯ 

1 X 1+X% 

წრ” 

” X-–--1 

"VX-1-–-VX+1 ა, 
VX-–-1 + VX+1 

  ძX. 

    

  C



13.5. 

18.6. 

18.7. 

13.8. 

18.9, 

18.10. 

18.11. 

ვ2. ხს. 

ჯ+-3 

ა I> 2X +- 3 

ძX ./X+1 ე 
IV (წა 295 (X–“– 1)ჭ ” 

1 ძX 

' 17>-7> ' 
–_ 

3) VX-–-1 ე. 
” V# X –+1 

1 წყ X9X . 

) 1V+1+M#X»+1 

(/ Xძ» 

ა 1+V Xჯ 

წ XXX · 

1) 15-X+V5-X   
ა წ 46–. '(-–- 1)” 
1) |5+94%-++V, 

11+ჯ 

ძX · 

2 I8” (#X+3 ––1)V/ X+3” 

1 52/ XX. 

გ | 95212. – 
) XჯX+ X+ /+X+2 

  

- XძX.   

ზოგადი სახის წილად-წრფივი ირაციონალობის ინტეგრება. 

VX. 

2 |.“ 
(XV 

თა V CC+1)9.. · 
C ძა): 

(“ = > 
, VX 

” ძX . 

” ძX 

ე) V XCI/ X +117 · 
” 2 . 

4 ი -7> ძ». 
14+VX. 

  

2) 

4) ძ».     

2) 

2)   
კვადრატული ირაციონალობის ინტეგრება. 

) (Lუ=>% + 5X--6 6” 

ვა IV5-= %– 724» 

4X+7 ძX; 

ა |:=5==> 

ა |”. ! 
თოფურია, ვ- ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშეილი 

2 IC.“ 

C64 . 

2 | 5==> ' 
4) |##-=%= 74 

X+-4 
ძX; 

3ექ –– 5ჯ 

ბ) (L-28=5 2X -- ? 
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13.19. 
ძX 

1) საებბი––ა========== ; 

I X--Vტ-–- X+1 

  ვა | ძა... 
Xბ(X + V 1 + X?) ” 

ძX 

13.13, 1 2 

ვე 
3 იძ; 

) |783=1 > · 
X 

13.14. 1) (== 3 

ვა | ძა , 
(X? –+ 1)?/? 

13.15. 1   ა) |“–----“ . 
(L-88=2 ” 

Xბძა: 
3 

' |:>-==-=–=>- 

13.16. აჩვენეთ, რომ ინტეგოალი 

) |--7==== ; 

I V 2-+--4X+5 

) #/#-–2X+5 

C ჯ ძმ 

  

ს ძX 

) XV5X-–-- 22+1 

 2X-–-- ვე 
ძX; 

' ძX .   . («+ + 1) VXX+ 2X–– 3 

C ძX 

(022 + X + 1)5/1. ” 
წ X-+1 
ლეა 
(CV + X + 1)%/2 

” XX 

1 1+1V 1+2X-) 

C Xჯ?ძX 
    (4--2X--X9)V/ 2--2ჯ-=-ჯ.. 

|5CV9+ხ, VC6CX+ძ)ძX, 

სადაც 7? (X, V, 9) არის X, V, ს ცვლადების რაციონალური ფუნქცია 

I (ე) ძი 

ინტეგრალის გამოთვლამდჯე, სადაც 9) (0) –– რაციონალური ფუნქციაა. 

მიიყვანება 

მითითება. ჩასმით Vი0X+ხ-=1 მოცემული ინტეგრალი მიიქ– 

ვანება ინტეგრალამდე კვადრატული ირაციონალობიდან. 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (MM 13.17––-13.24): 

ძჯX 
„17. 1 აეაეაეაე–ღ-–-–-====” §ვ 

შენია ჩ5--- 95 
ძX . 

V 2 +V1+X+ V1-X 
ძX 

== ” | _- =--. 
I X1+VX –-VX–1)” ( V2X-–-3+2X-–3)V4--2X 
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ბა. 4, ბინომური ღიფერენციალის ინტეგრება 

ჭვ.18. 1) 

13.19. 

13:90. 

18.21. 

13.92. 

18.28. 

13.94. 

პ) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

წლი -C 7 X )4ძX; 

ი“ VX 

(1 + წ ჯა)? 
ძX; 

C 

· ნგეღეღღ_–>>>------.-_ 

/ X(1+V X)3 

X 1/ CX +- 1)? ძე 

  C 

ძX : 

|--=3 

(I/1+#V7XძX 

ვ,“ 
-V 1 4+-V Xჯ ძ» 

X ” 

. / 1+V X. 1+VX. 

· VX. 

> 
/ 3-2/2 

(+ 1-- 
„ ჯ 

ი ძX . 

1 2» C+ XX 
” ძX 

ჯ!! V 1 -- Xბ 

” ი» . 

ძX; 

ძX;   C 

ძX; 

  

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

2) 

4 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

8) 

” ძX ; 

8 %/ »X?( I// X + ა) 

” ძX , 

1 X1+–-V X1) 
რ VX. 

” ძX 

1 VXC1+# X)1ბ 

ძX; 

(5
 

"X5/C + 22)? ძა»;   
” ძX 

XI 1+ჯ. 

(54%. ' 

  
თ; . 

XI/ 1 + Xჯ 

| VI -- > 
ჯუ ძX; 

IV» -L ჯი ძ;. 

L 140 + 22", 
#9 

ძX 

I Xმ / 2 

· ძა . 

(წ – 1 

|V>- «ა 

  

  

    

 



§ 14. ზობიერთი ტრანცენდენტული ფუნქციის ინტეგრება 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (M#M# 14.1- 14.42). 

1. (დი თX 005 ჩX ძ»X, |აი თX 510 ჩX ძა», | 005 CXC05 ზXძ» სახის, 

14.1. 

14.9. 

14.8. 

14.4. 

ინტეგრალები. 

ა. /” 

1) 510 3ჯ C05 Xძ);; 

C . ; 2 
3) 51ი -+ C0§-“- XძX; 

1 3 3 
- 

1) 5111 10X 510 15 ჯXძჯX; 
“ 

( . == 
ვ) | 5Iი -% ყე “” ძX; 

უ 3 
- 

1) C05 4; C05 7X 0X; 
“ 

“ - 

4). ლ0§-+. C0§-“- ძX; 
1. 2 ვ 

1) |აი 2510 2X 510 3X ძX; 

3) I X 0085“ 3); ძჯ; 

  

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

- 
5111 3X C05 5X ძX; 

- 

511 (3X –- 2) C0§ (+––1) ძჯ. 

- 

510 2X51I151: ძჯ. 

” 

5101 (5X -L 8) 510 (3ჯ –– 7) ძX- 

- 

C05 X C05 4XძL; 

C05 (ძ0X –- ხ) C05 (09X –– ხ) თX- 

' 
“7 

C05 X 005 3); C05 5X ძX;   “ 

| აი! X 005 (31; ++ 1) ძ«ჯ- 

2) |ფი” XC05- XძX, (II, C2) სახის ინტეგრალები. 

14.წ. 

14.6. 

14.7. 

500 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

· 

5105 წ C05 #ჯ ძX; 

- 

5111? X თV; 

# 

5105 X ძX; 

- 

510“ ჯ C053 X ძX; 

- 
·- ა X ჯ 

§103 2 00§5 ––- ძX; 

(.. ' 
51117 X ძX;   

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

“ 

511 3; C0598 3XძX%; 

- 
C053 ჯ თ». 

- 
00§5 X ძX; 

” ი 
§103 X C05“ X ძX- 

C053 ჯ 5109 X0X;   ” 

| თ» Xძ».



ჰ4.8. 1) 

3) 

14.9. 1) 

3) 

II1.10. 1) 

3) 

14.11. 1) 

3) 

14.19. 1) 

ვ) 

I#.18. 1) 

3) 

14.14. 1) 

3) 

14.16. 1) 

3) 

C05 Xჯ 
ძX; 

5109 ჯ 
  

რლუვ 51013 ჯ 
ძX;   

) 00519 ჯ 

(5109 ჯ 
  

8 1 205'X 
- 
L99 Xძ.);; 

ი ძX.. 
ე : 

ე) §1ი3ჯ 

C ძX . 
- ი 1 

ე 510” ჯX 005 X 

  

514 ჯ 
  

ე) ა05ჯ 

C ძX 
“ა–_– ჯ 

5101 X 0059 Xჯ   
510“ XძX; 

ა
ღ
ღ
ღ
ე
დ
ს
 რ

 

5109 X ძX; 

510” X C05" XძX; 

5104 წ 005“ ს ძX; 

“
ი
 

” 'ძX 

1) §5Iებჯ 

“ი ძX 

) §იზჯ 

( 51ი“ ჯ ძჯ: 

1) C05X 

(  5(ი7X 

) C0%X   ძა 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

  

5I0 X 

005? ჯ 

(0053 ჯ 
2: ძX; 

511 
  

( 5103 Xჯ 

უ C05” X 
  თX; 

- 
Lთ5 ჯ ძX. 

„ ძX_ . 

0059 X ” 

ძX 

I 510 X 0053 ჯ 

    
0054 ჯ 

30:64 

C ძა 

ე) 5102 XC0§3 ჯ 

(I XVძX; 

ძX;   

-   
C059 XX. 

5111“ X C05“ X ძX; 

| 
| 
I“ # C05%ძX. 

I-ი _ % _ 

(=- ძX; 

(=> 
501



– 

0054 ჯ 

§I04 ჯ 

  

14.16. 1V ძX; 
.7 

” ლუ 5111“ 1 
ვ |“ –. –.შძ»; 

0059 X 

" ძX 
მეზმა ცელს ე) 510?Xჯ 005შ ჯ 

. ძX . __–''ჯ 
1 510/ X 0054 ჯ 

14.17. 1) 

3)   

§II" ჯ 

0056 ჯ 
2) |- > 

7 §Iი04 _ 5101 ჯ_ 

' ევი 

ძჯ . 

5104 1; C0§1 ჯ . ” 

ძX 
4) 2 · 

ლ05“ X §I019 ჯ 

3. | # (51ი X, C05 ს) ძიX სახის ინტეგრალები, სადაც 7? (IV, 0) არის. 

V და წ) ცვლადების რაციონალური ფუნქცია. 

IM.18 ე) | “+... 
ი 2 +300§ჯ. ” 

ვა |-%ე 
5-–+450Xჯ 

  

  

„ძა 
14.19. 11 |––-=-2  "“”“. 

ე) 50X+005ჯ 

, ძX ვ  ––––“-. ..., 
13--25იჯ- 005X 

( 005XძX 
14,90. 1 |–––“.““.. 

) 1+005Xჯ 

ს 005 ვ |-–– “1 ქ, 
) 50X+005Xჯ 

” ძX 1491. 11 |––––=_ “ __” . 
1) (2+905X)§Iი ჯ 

- 8” 
ვ | 22 კ, 

) 502X-+200§5Xჯ:' 

'“ 1+VX 
14.98. 1) _- + 16% ძX; 

) 1–-1§97X 

( 2–35M/ 

) 2- 005 

2 
'  (–- + ლლ 

4 
) (4. 

2 533 
1-–+ 510 X +. 005 ჯ 

  

4) _ 9: _ 
(LL 335 

5111 X 
2) (- > თX; 

1 –+– 510 X 

იმ “+... 
2 51იIX -L 5101 2X 

C ძX 

2) 10)" X ; ე) (1-+-005X)5 

# ჯ - 4) 510 Xჯ 005 %ჯ ძჯ. 

§II) X –> C05 ჯ 

2) (1+-99X კ, 
) 1–ი§Xჯ 

ა. 

ი” 5§0?ჯ ძ» 
4 : 

) ) 1.-- IყX  



14.24. 

14.55. 

14.26. 

14.27. 

14.28. 

14.29. 

· 1) 

  

  

  

  

. ძX ძX 
––ლ– 2) საა ესეუფრლროულ 

1 0052X-––- 5)ი 2ჯ 6--550X+5ი?X 
” ჟ 

3) _ #X ; 4) (2 ფა · 

ე) 1–+5I0Xჯ 4–-3005X -–- 5510? ჯ 

წ ძX _ 90იX _ 
„'  --–_აგაეგბ 2) 

ე) 310ი2X-–-–5Iი ჯ (1––005 0 რნმ“ 

5111X 519) 2 –.... 
ა) 005-X--2005X-+5 1 - 4005 

C 005 5I 0 ე) |---<2%X _ კ. | 50X005X ,. 
1 510? X--6510 X-+5 1 -L 51“ ჯ 

_( 510 2Xჯ ლ053 X - 005' ; 
ვ) ილი ვეე აძ ძე 4) (> იი + 2 ძX. 

) 5Iი1Xჯ-L 005 510” XL + 510“ X 

1) C ძX . 

1 20055 X + 51ი XC05 X + §ი9 ჯ ” 
- 

2) 2 · 
უ)კ 4005X-- 25112Xჯ-51ი?ჯ 

ვ) . ძX 4 ლ05VX-–- 25იჯ 

ე) 2+385102 X--4 ლ053 ჯ” 5Iი X 005“ X + 45103 X 

C 005 Xჯ ძჯ 
ჰ. “რძო–-- .. ძა; 2) - 7 

ქ 5111? X + 005%ჯ 5II1“ X –C C05“ X 

” 1 

ე) §I0ი7X-+L2Xჯ §100 « -L C055 ჯ 

|თი” 005” ჯ ძე (ის MCC0) სახის ინტეგრალები. 

1) 

3) 

1) 

3) 

- 
· 2 “უ'–_ 

5105 X 1/ C05 X თX; 2 |“ =-- 

რ ----.---– 

2) 

” 5031Xჯ 
–-===მძX, 
// C0§91X..” 
  

C ლ05'ჯ 

/ 5Iი X 

ძX 

V5Iი X C0§ჰ7 X 

ძX,   

-   

51112 X9X 

00§ X ა 
  

511 23 V ი 2 -- 

ძX 
ოთთთთე==. ? 

ლ05 XI/ 5I0ი2X 

; ი |- 
#/ 5)ი0' ჯ 0055 ჯ



0057 X 105 ჯ 14.30, 1) ოში 500 X 2) | #59> 5I072X ძX 

ძX 
3 აეეასეასდეა–„ღუღ„უეააუაღეღეღ““ ; 4 _ თ«ძ« , 

|, | C055 ); VI 510 2X ) | C05X V 5109 2ჯ 

5) IVC Xძა 6) IV Lთ) XძV. 

> I MძX სახის ინტეგრალები, სადაც # (/) არის /# ცვლადის რა- 
ციონალური ფუნქცია. 

    

“ იჯ “ აX 

14.81. 1) _ ძX; 2) _1+06” _ ძX, 
) 1+C ) (1+C6"? 

ვ | 297  · „ც ( იძ _ 
უე) ი60%X+-ხტ-%» უე) (1-+0"” 

- X 
14.89. 1) _ # 2) _ 2 _ 

1202ლ%+-C-–-2 10%+--60ი--+15 

- რ X/2 

ეაგეეი–-.ილდღლდ.___–––.. 
120%+4ლ0--5 ) (1 + 65/4? 

6. |2თ X CნX)ძX სახის ინტეგრალები, სადაც 71 (/(, უ). არის # 

და სუ ცვლადების რაციონალური ფუნქცია. 

    

” “ 

14,88. 1) ! §M”XძX; 2» | CI? XთX; 
8 ” 

ვს | §ჩ3Xძ);: 4 | Cს3 ჯთX. 
“” “” 

რტ “ 

14.84. 1) | IIM?ჯძX, 2 | C1ჩ? ჯძ»X; 
- “ 

ვ) | IIXთX; 4 | CI/I XთX. 
” “ 

14.83. 1) | §M3X 0, XიX; 2 | 541X CM ჯძX; 

“ რ 

ვ) | ჩშ XძX, 4) | 08“ Xჯძ»X. 
“”   
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14.50; 

14.37. 

44.38. 

14.89. 

14.40. 

14.41, 

14.49. 

1) 

3) 

1) 

პ) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

4) 

IM XძთX; 2) | XძX; 

| XCI)მ?მ XX; 4) II XC 2Xძ». 

ძX ; 2) | 

50 X §/M) X 2 X 

_ ძX ; 4) Cჩ"Xჯ ძX 

§M" X CMბ X 5" X, 

_ # უტუ | 99%. 
§IL X CI X §/L" X CM? ჯ 

4 764 . 4) §5/შ ჯ ძX 

CM5 X CI3 ჯ 

” იჩ4 5. §/“ ჯ ძX; 2) |% ,X ძ, 

უე) C“8Xჯ 5MX 

“ - ძX ; 4) __ ძX . 

§/)“ X CI X §M)“ X CI X 

C ძX _.-; 2) ძX ; 

) 1 ––- CI ჯ 1-– IX 

ჩი. _- · 4-X–– 35MXჯ ძი 4 | ძX . 

) 2თ7X-–-5X 5IIX + 20 X 

C CI. X X 2) | ძX : 

ე)პთის--401ჯ 295LX-+–-3CჩXჯ 

C ძა ; ” | : ძX . 

) (1+0.XX” 605 XI ++ 30. X 

C ძX , 2 ძX . 

1) 4-–-3იზბჯ ” 1--650ს2X-- 3706ჩ“X 

” ძX 

) 359?1X-75XCიX+20Mჯ 

6 ძX 

ე) 1000; 202+-–-1   
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§ 15. სხვადასხვა ინტეგრალები 

გამოთვალეთ ინტეგრალები (MM 15.1––15.30): 

15.1. 

1წ,2. 

15.8. 

1წ.4. 

15.6, 

1წ.7. 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

ვ) 

1) 

ვ) 

1) 

ვ) 

1) 

3) 

C XძX 

) 2-–-X#+1 ” 
” ჯეტ –+ ვეჭვ. 1 ქ 

ს) X2+4+-2ჯ+1 

” XVძჯ 

1 #+27” 
“დ XშძXჯ · 

) (2 + 1)” 

” ძX . 

ე) VX ––VX+1 7” 

((VX+1»7 
4“ ჯ 

წ Xძ9X 

) #VX+11:VXჯ 

. ძX . 

1) #X +4VXჯ» ” 

2 + VX+1 
(+ 1)1--–VX + 1 

C ძX . 
1) #2L-–-1 –- #/ 2X--1 7” 

#»IV1I>-; 

(3 /2-L 

წ I 2-2 ლ C- ა” 

(I#I+VX+1, 4. 
171 -/> VX–1 #. 

|/ %+-1.4%; 

/ X+1 VX. 

ძX; 

  
ძX; 

C 

  ძX; 

  

  

    

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

4) 

2) 

C Xჯ"ძჯX · 

) MX+12X+-35 

ი XძXI. . 

1 Xჯ? –+ 8 

“ Xჯ"ძიX . 

უნ +9X2I + 8 

C XბძX 

1 (X090-+- 2 + 2» 

“ -–რ?%.ძ 
(1-––2VX# 

1-–-1/ 2X 

V 2. 

  ს 
ძX. 

ძX _. 

| (9 XX + V X)? 

X-+-VX +V XX 
I X+-M/ X:. 

C ძჯX 

== 1--/ 1+X 

  

  

  
    

ძX. 

ძX- 
#1+++ / (1 +»). 

„X--1 9%.. 
ა X-–>- 1 X? 7 

'14+X#, ძX . .. 
1 1--XL(1 + ჯე)? 

ტ/1=M+5.4 ..2X.. 

8 1+#XჯX #7



# -0(V>- 1-- #/VX-+1 „ ძ.. 

VVX-1+ VV7X+1 #7 
16.8. 1) V4უზ- 4X+3ძ7; 2) | X4V4–-X?ძX; 

C 

  

  
    

C ძX უბ. X+4+1 
ვ სეაააააეუელღღლღ=–=–=–=- 4 „–- ---.-. I”. 

) . (+-–1)1VX"-––2X-–1 ) (XX + 1) VXX+1 

წ ძX ძX 
16.9. 1 _-==-; 2 ეეა-==–– ; 

) ) (1-–-–V1 –– ჩჯ2 2? ) |-–-755=== 
“ 1 + «CL 19 1M#7 

ვ |  1+%X +”. ძა, 4 | (VM1+%X1++X–-ს”_ V1 1%X1+%X=- 1" კ. 
ე) X+VX+Xჯ XV 1+- + X 

15.10. 1) L 7/ 0 + X3? ძ»; 2 | '-=–-“”. ძი 
” ) V 1 – XV Xჯ ძX; 

· ძ9X / 1+ჯ 
3 _---==–- IX” 1+X _ ძ. · 

) უე #IV 1+#X: შ) I Xჯ? X 

15.11, 1) | XI0(1-+X9) ძX 2) IL II (4 + X) ძ· 
.7 

ვ) | Iი1 ჯძX; 4) |ა”იმ»ძი. 

15.19. 1)ა 510 V X ძX; 2) | 1/ X9X; 
2. 

ვა ი” %Xძ., 4) |.” +“ ძჯ. 

2 

15.18. 1) ( X. მICI«X. ძX; 2) (2-5 X; 

) 1+X .) X”(1 -L X) 
ვ) C მL0510 Xჯ ძი 4) | X+1 ძჯ 

1V-–- IX) ”” X(C1 -+- ჯი) 
2 

მითითება. 1) აღნიშნეთ I(!=2ILCLC X, #0= – “ _ ძა, მოცე– 
1 + Xჯ? 

მული ინტეგრალი შეიძლება გამოვთვალოთ აგრეთვე ჩასმით 

გIC LV X=1 და შემდეგ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის გამოყე– 
ნებით; 

2) გამოიყენეთ ჩასმა მIC სდ X=1 და მიღებული ინტეგრალი გა–. 
მოთვალეთ 5აწილობითი ინტეგრების ხერხით; 
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3) გამო-ყენეთ ჩასმა გL0 5II X=/ და მიღებული ინტეგრალი გა– 
მოთვალეთ "ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით; 

4) ინტეგრალქვეშა ფუნქციის მრიცხველი და მნიშვნელი გაამრავ– 

"ლეთ 067”-ზე და შემდეგ გამოიყენეთ ჩასმა X6% = ჯ. 

    

    

  

  

    

15.14. 1) „პი 212 4 2) „1 –- ი 4 
- უ 1 

გ) XIი IXI ძX 4) Iი | XI IV. 

1 (1+X»ჯ» I (X + 2» 

45.16. 1) | C05 ჯ:·მICIთ5I0Xძ; 2) | 6წ 210510 6'ძX; 
“7 . 

(“810519 L C ვ) 1 · თ X ძX. 4) _ XმICაI0 XX. _ 

) C0§2Xჯ შ – (2 –– 1) V1–X. V 1––ჯ 

16.16. 1) | 6-Xგ(CLყ 6-ძ»X; 2) სააი1/ +  ძჯ 
4 წ X+-1 

“ _ “ ჯ · 2Vჯ X მIC510 ჯ 
ვ მL0510 –“ -““ ძX, 4 “_–_-__..__.ძ )! ) 146; % 1 0»: 

მითითება. 1) აღნიშნეთ I(=მIC(თC6“, ძყი=6“” თX; 

  

2) აღნიშნეთ VI = მი 11) ძე=0ძX; 

  3) აღვნიშნოთ მ1051ი 24% =/,, 00=ძX, მივიღებთ შ=X, 

, 0 |, 
.-(6+97> > ოცა 0<X< 

– –-, რო X>1. 

ი 37= >» 
უმიტომ, როცა 0<X<1 

  

  

_ 2VX 2VX –, –_ 
|თთი 11» ძX=X მIL0519 ++» –-2VXჯ; + 2მ0-L-VX+C0თ 

ხოლო, როცა X>1 გვექნება 

აა 2/Xჯ. _ 2VX. 
| 2LC510 (IX;== X მL05)L 

  

112 +--+2 V X –– 2 მჯCLVV X + თ. 

ჯმ8



რაღგან პირვანდელი ფუნქცია უწყვეტია უნდა იყისს X=1 წერტილში, 

აპიტომ 0, და C: მუდმივების სათანადო შერჩევით მივიღებთ 

| თითი 2X2- 2VX» ძX = 
14+Xჯ. 

2Vჯ 
XმILC51ი ––––“ 11 –-2V X +2მ3-C(CV X + 4+ 6 როცა0<Xჯ<1 

ა _ 2VX. 
ჯგალი +“ +2VX-–-2მ%XVVX+9%+0, როცა X> 1. 

4) აღნიშნეთ მLC51) X = VI, _ XXX _ = ძი 
(1-- »? 

2IC(2 ჯ 2ICL 

13.1 ი) (> ძ:: 2) (ათ _“”” კ ძX, 
(I + ჯე (1 + ჯებ: 

3) | მსიღდიი კ. 4) IIIC+VI> 2) ძჯ. 
510? ჯ 

მითითება. 1), 2). გამოიყენეთ ჩასმა მIC LV X=1 და მიღებუ- 

ლი ინტეგრალი გამოთვალეთ ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით; 

3) აღნიშნეთ 19 (510 X) =V, _ 49% _ => ძმ; 
5II1“ X · 

4) აღ5იშნეთ 1ი?(ჯ + V1--X)=V, ძ(=ძი. ნაწილობითი ინტეგ- 
რების ფორმულის გამოყენების შემდეგ მიღებული ინტეგრალი ისეე. 

გამოთვალეთ ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით. 

15.18. 1) IX X+1)-–IიX ძი 2) _–. 

X (X+ 1) “7 ჯ? 

XჯII(1–-–11+ #ჯ?) |უ55- 111 
3  _ჭსჭბჭ ბა ბ პჰ=_>ჰ„ჯ„_=#“"=·=· ·, ძი; 4 

) LL ი-- >. (0 იზა იი ი |) /1-– 
· მითითება. 1) აღნიშნეთ 1) (X+1)––Iი X=7; 

  

2) აღნიშნეთ I1ი0(1 + X2) = II, 2 = ძალ; 
ჯ? 

ი” Xძ 
3) აღნიშსეთ I (1 ––X+X)=V, _ 42% |, _ ძლ; 

(1 + »"” 

9» = ძყხ. 
V1–ჯ 

4) აღაისნნეთ I0 Xჯ=LV!,   

02 ,



  

  

X; 

15.19, 1). |“ => “+: (++ ძი 9) |-2ი05<0%+%04+% X0CL+ VI+C) , 

V1-+Xჯ 

ვა II X VX2-+1 10 VX>-–-1ძX; 4) | =--- ძX. 

  

  
IL ––-–_ 
7 –X 

მითითება. 1) გამოიყენეთ ჩასმა X=5I1! და მიღებული 
„ენტეგრალი გამოთვალეთ ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით; 

2) აღნიშნეთ Iი0 (1 +– VX?-+1) = V, 72-= = ძი; 

3) გამოიყენეთ ჩასმა VX+1=ჯ და მიღებული ინტეგრალი გა- 

”მოთვალეთ ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით; 

  

Xჯ X 
  

  
4 ნიშნ II -–===- = LM – –––– ძX = ძე. ) აღნიმნეთ ჩ:#- “ 2-2 X ბ 

15.9ი. 1) |=2+- ძX 2 (+ -4 

1 -L X? (1 + X9?? 

3) | 59C1 XXI VX+1),,, # |-2იC+ VX+ს) _ XICL (X + VX?-L1) ქ». 
V2?-L1 (1 –> ჯა? 

მითითება. 1), 2) გამოიყენეთ ჩასმა მLC LC X=1 და მიღებული 

·ინტეგრალი გამოთვალეთ ნაწილობითი ინტეგრების ხეთოხით; 

––_ ძX 
3) აღნი მნეთ 10 (X –– VX?-C 1)=V, _ 2%X ძი; 
შა ) VX+I 

4) აღნიშნეთ I0(X + VX+1)=თ, 2. %= ძი  ნაწილო- 
–X# 

ბითი ინტეგრების ფორმულის გამოყენების შემდეგ მიღებული ინტეგ- 

  

-« 

=/.   რალი გამოთვალეთ ჩასმით 
  

V1+ X2 

16.91. 1» IV1-#2 210519 XძX; 2) I»0 -L X?) მICLC XძთX; 

Lძ V2X. ვ 7 1)ძX; | აო%§I> ძჯ. ) |“თM+ ა« რ | 2“ 57 
მითითება. 1) აღნიშნეთ მIC 510 X=/ და მიღებული ინტეგრა– 

ლი გამოთვალეთ ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით; 

2) აღნიშნეთ მICCLVX = V, X (1 -L X”) ძX = ძა; 

ვ) გამოიყენეთ ჩასმა X”=I, საიდანაც XX» (1 –+ 10 X)ძX => ძI; 

„-ე10



4) გამოვიყენოთ ჩასმა V2C ==. მივიღებთ 

გ2CCLთ V 6 _ ი-2 |- მICIC ს ( მICLCL 29% V- 

(1 -L 6) V6" I5(1 +I) ე /” 1+1 

= 2 | ლ ძ –– მი? / + C. 

მიღებული ინტეგრალი გამოთვალეთ ნაწილობითი ინტეგრების 

ხერხით. 

15.99. 1) (5 => -6-ძX; 2) | ძჯX 

  

  

ე ==„'„ვეღეღეღეღეღ– ; 

5I1 X V1 –-005ჯ 1+C0ლ005X 

ვ) 5101 2X _ 902%X _„. 4. . _ "«ძXძX  _ 

V1 + C054X -L. 0059 ჯ IV 1 + აებჯ. 

მითითება. 1) აღნიშვნებით ქ11499X. _ (I, 6-ძX = ძო გვექ- 
1--005X 

ნება 

(-- > იქ, = ლ. 1-+C5იXჯ 1“ ეთ. 1 –- 005 X –L 5111 X ქ 

  

  

1<4+-0ლ00§ჯ. 1 + C05 ჯ (1 –- ლ0§ ჯე? 

_ X..1+950X. 1 + 5II1 X. __ 6X+ძX 07 (C05X) _ 

' 1-+00§1ჯ 1 + 005 (1 + ლ05XX? 

= X.1 + 350X _ C”ძხ0ო_ _ 1 + 
1-–-005Xჯ 1 +-C05X 1-–+- 005 ჯ 

  

+ | ი"ძLჯ _ 0X51)0 ჯ +C, 

1 + 005ჯ 1 + 0ლ05Xჯ 

2) გამოიყენეთ ჩასმა V1 +0C05X =1; 

ვ) გამოიყენეთ ჩასმა C05? X=/; 

4) გამოიყენეთ ჩასმა C05 X=7. 

15.93. 1) |IX4ი 2) აირი 

3) | თ+1XI)1ძ 4 |CII+CXI-II-XI 4 

მითითება, 1) როცა X>0 გვაქვს 

| რ = 2. C). 
2 
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ანალოგიურად, როცა X<0 

2 

=L. =-<- + Cა. 

პირვანდელი ფუნქციის განსაზღვრების ძალით იგი უწყვეტი უნდა 
იყოს X=0 წერტილზე, ამიტომ C)=C5:=C -–- სადაც C ნებისმიერი 
მუდმივია. ამგვარად 

  I XI ძX = + ყიX»X+C= #L+XI -+ C. 
2 2 

4) გვაქვს 

(CI+X-I1-0)#=|1I1+XI40+X+| (1-4 (1–– = 

=-(04+%ი|1+XI+C0-X90I1-X#I)+06. 

15,949, 1) |C 2) |თა0, ბ ძX; 

ვ) II თ სადაც / (X) - 1” როცა | XI <-1; 
1-IXჯს როცა |XI->1; 

(8 როცა ·- ო <# <9, 

4) IVთ4» სადაც / (X) == 1ჯ-L1, როცა 0 <.- X <-1, 
2Xჯ, როცა X>>1. 

მითითება. 1) როცა #>90, გვაქვს, 

(IC ძX => IC“ =–-6-% + CV, 

ხოლო, როცა ჯX<0 

|C ”«- | ი+ძჯ = 0 -+ C. 

პირვანდელი ფუნქციის უწყვეტობის ძალით X=0 წერტილზე გვაქვს 

–-1+C1=1+C: 

საიდანაც 

C) = 2+ Cა. 

512



მრიგად 

|2'«%-I(ეC 9. როცა X>90, 

C«%--C, როცა X< 20, 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. 

2) განიხილეთ შემთხვევები |IXI-–1 და |IXI >1. პირველ შემთხვე– 

|აში გვაქვს 

თაი, ტი: = | ძX = X + Cკ. 

)ეორე შემთხვევაში 

|ოთთი, X?) ძჯ» = IL = > + C-. 

'ირვანდელი ფუნქციის უწყვეტობის ძალით X=1 წერტილზე გვაქვს 
'„VX>9) 

1 + C1 = 2 –+ Cა. 
3 

ანალოგიურად X=–1 წერტილზე (X<9) 

1 
-)1466=--+ + C.. 

ამრიგად, გვაქვს 

I” +C, როცა 0<Xჯ<.1, 
-2ს #+« = -3 2 | ითი, ტრ: X 1. 2რ ე 6, როც 1<X;<+Cთ. 

3. 3 

| M0ემX (1, ჯ?) ძჯ = 

  

საბოლოოდ გვაქვს 

· : X-+C, როცა IXI <1, 

(ოიიაბრ-1X ს 2ათ.+6 როცა IXI > 1. 

ევ, ს. თოღურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშილი 513



ჯ 

X+ => +C, როც –- თ<Xჯ<=- I, 
| Iთ«-– 8 

წვ + C, როცა --1<X<90, 

ჯ , 
Xჯ “2 16, როცა 0=<X< §, 

|”Cთდ%= 2 
#-- == + C, როცაა 1<X< +L Cდ. 

პირვანდელი ფუნქციის უწყვეტობის ძალით 

1 · 1... 

Cა ––- C, = 6” C,.= Cვ, Cკ –– Cვ = % · 

საიდანაც 

1 1 
C» = Cვ= -- + C. C, =-> +CV, 

სადაც C| ნებისმიერი მუდმივია. თუ დავუშვებთ, რომ C=-+> +C 

გვექნება 
ჯ 3 

| „Cთ4 |X- 5 +6, როთ IXL<1I, X)CღCX; ==. 

X-– + XIXI +--59ყიX+6, როცა 1<IX<+Cთ. 

4) გვაქვს 
X+-C, როც -C<X<90, 

| /თღ% – > + Xჯ+C, როცა 0<X+<1, 

X· + C,ე როცა 1<Xჯ< + C. 

პირვანდელი ფუნქციის უწყვეტობის ძალით C1=C:=-Cვ –– –. 

ამრიგად 

X+C, როცა -- ლი <%X<90, 

| /თ%= 2 +X+C, როცა 0<X <1, 

2+--+6, რღც 1<X< +თ. 
5(4



Xჯ 2 

15.95. 1) IC" “ ძX; 2) „2X + 1. მICLC XძX; 
X” + 1 

41) | 5(0 X-III (C05 X + V2-–-50?X) ძა»; 

4) | ჯ? 2LC005 2X ძX. 

მითითება. 1) გვაქვს 

|“ “«%- | «ლ. 

2) გვაქვს 

|“ -იიჯაძი = 2| მCC(ფ XX –- || 20LCXიX . 

X' -L1 
'“95-+1 +1 

3) აღნიშნეთ 005 X=(/ და მიღებული ინტეგრალი გამოთვალეთ ნა– 
წილობითი ინტეგრების ხერხით. 

4) აღნიშნეთ მXCC05 2X=I+I, X”"ძX=ძყფ. 

15.96. 1) |%%“4 2X კ, X; 2) |Xთთიი (X-–- 1)ძX; 

ვ) |“ > 2 თX; 4) | გCლ5109 -> ძჯ. 
ჯ? ვ 
  

მითითება. 1) აღნიშნეთ მ2VXCLC 2X =- VV, -94ჯ =ძყ. 

2) აღნიშნეთ მLC519 (X –– 1) = IV, XთძX = ძყ. 

3) აღნიშნეთ მXC005 ჯ = VI, 2 = ძყ. 

4) ინტეგრალის გამოსათვლელად საჭიროა ნაწილობითი ინტეგრე– 

ბის ფორმულის სამჯერ გამოყენება. 

3 

16.97. 1) |» მLC005 1 ძM 2) |-–=– 3X –- 2ICLV X ძX; 
X 

ვა | 290 –-VXჯ)ძX 4) მიი (-- –- XძX. 

მითითება. 1) აღნიშნეთ მილლ05 -- =I X'" IX = ძლხ; 
X 

C"
 

–
 
C
)



2) აღნიშნეთ მICისCX=V, ––“ .–-– ძX=ძყ. 
ვე. 

XVX 

3) აღნიშნეთ მLCLC (1-–- V Xჯ)=V, ძX= ძუ. 

4) აღნიშნეთ მXCLC V1 –-– X = ს, ძX = ძი. 

V X მICLCV XL გ მIC510 X 
16.28. 1) (X>29595%X>_ X-+1 ძე ბი |) 234/->“ 

ვა |2–=#7> გ%-+ ” | 295902 VX. VX ქ». 
(1 + X2) V1+ 2“ (1 –– Xჰ)? 

მითითება. 1) აღნიშნეთ V ჯ =/ჯ და შემდეგ მიღებული ინ– 

ტეგრალი გამოთვალეთ ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით; 

2) აღნიშნეთ მIC 510 X=1 დღა შემდეგ მიღებული ინტეგრალი გა- 
მოთვალეთ ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით. 

3) აღნიშნეთ 21Cლ1–ი X=1 და შემდეგ მიღებული ინტეგრალი გა–- 
მოთვალეთ ნაწილობითი ინტეგრების ხერხით. 

4) აღნიშნეთ X1=/. მიღებული ინტეგრალი ნაწილობითი ინტეგ– 

რების ფორმულის გამოყენების შემდეგ დადის ინტეგრალზე დიფე– 
რენციალური ბინომიდან. 

ძX;   16.39. 1) _ MM _ ძX; 2) _ VX _ 
' 1 V1– IX» V2CI 2X 

" ” 
'ვ) | 50 XმICLC5MLXძX; 4) I» Xჯ მX0510 6"ძX- 

  
16.80. 1) „” (X) ძX; 2) IV (2%) ძX; 

3) სგ (X) ძX; 4) I I” (3X) ძX- 
ი 

15.31. იპოვეთ LI CX), თუ: 

1) I" (X2) = 1. ; 2). /' (§1ი? X) => C05? X;; 
ჩ4 

3) I”(X) = 1 -L |? (); 4) /(X= 0), /”(X)ჯ-9- 

16.39. მიიღეთ რეკურენტული ფორმულები 7, (CM) ინტეგრა– 

ლისათვის, თუ: 

1) /.= (ლიი 9020 2) ს – (იძი 
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3) ი = (არსიბძ% თვ6რ-1; 4) /.= _ V# M > 2; 
VX–+0 

5) 1 = | იი »«» I > 2; 6) /, = | თით», ჩ > 2; 

ი» ძX 
7) 7გ = | §M”XძX, M#5>>2; 8) /„.=| - –“._._–., »>2. 

§10" ჯ 

განსაზღვრული ინბეგრალი და მისი ზოგიერთი 

გამოქენება 

§ 10. განსაზღვრული ინტეგრალი 

_ 16.1. გამოიყენეთ განსახღვრული ინტეგრალის არსებობის თეორემა 
და განსახღვრების საფუძველზე გამოთვალეთ ინტეგრალი 

ვ 2 

1) |C+»4ი 2) ILL. 

0 1 

1 2 , 

ვ 6" ძX; 4 -2X. ა) | X ) I+> 

0 1 

მითითება. 1) ფუნქცია / (X)=2+X ინტეგრებადია (0; 3) სეგ– 
მენტზე რადგან იგი უწყვეტია ამ სეგმენტზე. ამიტომ ინტეგრალური 
ჯამის ზღვარი არ არის დამოკიდებული არც სეგმენტის დანაწილების 

წესზე და არც წერტილების შერჩევაზე. 

დავყოთ (0;31 სეგმენტი # ტოლ ნაწილად 

ი3 5: 3861) ვ 
-' IM 

წერტილებით და §, წერტილებად ავიღოთ შესაბამისი სეგმენტის 

ვ 3#ჩ 
“არჯვენა ბოლო, ე. ი. §, = + . რადგან /”(5,)=2 +. და 4X.= 

=->, ამიტომ 
IM 
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(C+»%- I» 2 (2+“-):– =6+ თ 9% 'ნ= 
შ “ M 8 2 ჩ–>00 

=1 L=1 

. 9 
=6 -L IIთ  .ჩ. 21 · 

ჩიე =თ. 7: 2 2 2 

4) (1; 2) სეგმენტი დაყავით » ნაწილად წერტილებით 

M#--1 
” 

ე) 2. 
12”, 2”,..,2”, 2, 

L 

» 
კ ჩ= 

რომლებიც ადგენენ გეომეტრიულ პროგრესიას. აიღეთ §,=2 

# #–1 #–1 1 

= 1, 2,..,ე . ცხადია სX= 2" 2“ =2 “ (2" 1). 

16.5, იპოვეთ ფუნქციის წარმოებული 

ჯ X 

  

7 

1) ნ 0 = I? ძ, 2) ჩთ = იტ 
0 1 

ჯ 2. 

ვა ჩია = V იძი 4) ჩთ= |“ ძI, 6; =2 0Xჯ 

0 L2 
2 

ჯ? VX 

5) ჩთ-=|+C "« 6) #(X) = | თა” (X> 9). 

ჩ4 1 

ჯ 
ნიუტონ-ლეიბნიცის ფორმულის გამოყე5ებით გამოთვალეთ ინტეგ– 

რალები (MM: 16.3-–16.9): 

  

1 4 

16.8. 1) | 44 2) |V +« 

0 1 
8 ძ 

ძთX ' ძX 
3 –==; 4 _ 

' | 7 ' | + 
1 –2 

5)8



  

1 
I. 

1+X 
ი 
0 

3) | 2: ; 
ია§? ჯ 

2 

4 

  

  

3) |> ძX; 

9 

16.6, 1) წ 1 : 
ჯ-– 

ვა /« >». X09ძX; 
-3 

1 

16.7. 1) ((V>+ / X?) ძX; 

0 

7 

<)) | 4! XჯძX; 

–1 

1 

16.8. 1) | –- ძი 
X+ 

0 

1 

ვ) | # ძX%; 
X+41 

0 

  

  

2 

2 | XჯძჯIX; 

  

 



== 

I/ > 
ვა I» 005 X9 ძX; 

0 

2 

16.11, ს | X0X _ . 
Xჯ? -L+ 4 

ა ი X 

16” 

X- 

  

  

2 

2) „„„_– 

0 

4) | |II-–  3პXL-L 21ძ-X. 

0 

V 

2) IC, §(0 X" ძჯ; 

0 

2 

1 იი-- 
4) ჟ_” 

2 (=. 1 -+ 6-% 4X 

4 · 
) ლ 

ი
.
 

  

გამოთვალეთ ინტეგრალები ჩასმის ხერხით (MM# 16.9– –16.19): 

16.19. 1)   

ღრ 
C 

პ)   

-
ი
9
ი
 

C ძ 16.13. 1) 2   
1 

520 

1) X(1+Iი27X) / 

წ) 

2 |. 
ჯIიჯ 

დ 

C 

4) ოა“ 

რ –-



16.14. 

16.15. 

#0.16. 

#6.17. 

1) 

3) 

1) 

უვ) 

დ
C
 

ძჯ: 

XV 1+IიXჯ 

1
.
 

XV 1–Xჯ ძX; 

"V+- 2 ძX; 

4 

V>X2?-+9 ძX;   

Cდ
C 

4 

ძX 
4 ერე რრრრრიროელლეენლიაიაასაეღაელლ 

) |2+#>+1 

1 

7 |“ ; 
·“ 140+-4X+5 

0 

3,5 
4) ძX 

V 5 + 4ი–=- #4. 

ა
“
.
 

4 

2) | 0053 XთX; 

0 

LV XძVX. ჯა 

ი
მ
ა
ს
ა
 

2) I+ (2 –– #2?)12 ძX; 

ბ
–
 

4 | +X5V1 + 38 ძ». 
2 

1 

2) (%V3- 2X--  ძX; 
+ 

0 

4 (VI 2X+ 4ძჯ. 
–I 
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1ი2 

16.18. 1) IMX== ძა: 

1ი5 

ვა 6XVC”–-1 
> 1+3 ძX; 

  

გამოთვალეთ ინტეგრალები 

(MM#Mნი 16.20––-16.24): 

16.20. 1) |+ 6'ძX; 

1 

3) | X6C-XძX; 

0 

16.91. 1) |ი»ძ» 

  

ვ) (95% 2IC 5990 ჯ ძ»; 

" 

2) |“, 4 

0+X L-1 | 
0 

5 

4 | ძჯ 

ს) 2X -+ V3X-C1 
0 

ნაწილობითი 

C 

2) 

დ
ა
<
უ
ს
)
 

ინტეგრების ხერხით 

XC05 XძX; 

4) + I XძX. 

2 

2) |» 10 X ძX;



2: 

16.29. 1) | თარი 2) წ8რა»«ი 

1. 
1 2 

3) |+ 2LCLC ჯძX; 4) | მIC510 X ძX. 

9 
1 

16.98. 1 „> Xძ_»X; 2) | თოს V X ძX; 

1 2 

ვ) |თთიი V X ძX; 4) IC 510 XძX. 

0 0 

== 

16.94. 1) |“იი XძX; 2) |“«ა»4ი 

ვ) |. (ჰი X)ძX; 4) IC Iი? ჯ ძჯ. 

16.25. გამოთვალეთ ინტეგრალები 

  

ას 0=X# <1, 
1) I/თ თუ Iთ = C' 2--ჯ 1=<»ჯ<72. 

როთი 0< X< ს 

2) I/თ% თუ I#(X)= I --2, 1<X<.1; 

-# 
1 2 

ვ) |+-ი რი 4) I(IC>-3=> –+ C05 X)თX> 

0 2. 
2 

1 

_-ე 
5) | 6 §1))9 ჯ ძX; 

– 
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I 

6) | ყია 3“ §103 ჯ + ლოა 
% 

0085 –- 

X 
1 3 

7) I+ §ხ XC05" XძX; 8) |C-=-2+2 ძX. 
0082 ჯ 

– #_ 

ვ 

36.96. აჩვენეთ, რომ, თუ MI, MC2 მაშინ 

XL 

1) |აი MIX 510 IXძX= 0, I 56 I; 

–-წს 

(4 

2) IV /1X C05 MILძX = 0, #1 3 ; 

–-ს 

X 

ვა |. MIX C0511X ძX = 0; 

–; 

წ 76 

4) | §1I1C 7?X 0X = Iთ MIX ძX => X. 

–)X –X; 

36.97. დაამტკიცეთ, რომ, თუ / (X) უწყვეტი ფუნქციაა, მაშინ 

იპ 6 

ჯ |2/05%= »| V/Cთ4 ი>0; 
0 0 

ხ ხ 

2 |7/თ«%= (IC+ხ–ი4ი 
ძ ძ 

ხ 1 

ვ) IIთ« = დ-თ|! თ+დ6-ძXI9X 
ძ 0 

<2რ4



ძი ი” 

4) | X” I (X') ძX = +L ჯ2/” (+) ძა. 
, 

0 0 

16.28. დაამტკიცეთ, რომ, თუ I (X) ფუნქცია უწყვეტია (0; 11 სეგ– 

მენტზე, მაშინ 

Xჯ ჯ 

2 2 

1) II (51ი X) ძX = I (C05 X) ძX; 

0 9 

+
 

(4 2 

2) | XI (51ი X)ძX = | I (5Iი X) ძX. 

0 6) 

მითითება. 1) გამოიყენეთ ჩასმა X=- 4 2) გამოიყენეთ: 

ჩასმა X=ჯ--/. 

16.99. ვთქვათ დ (I) და თC(X) ფუნქციები წარმოებადია |0; ხ1 სეგ- 

მენტზე, ამასთან ,„1=დ (X)< 8, 4=(წ9 00=8, როცაი<%ჯ<ხ. 

დაამტკიცეთ, რომ, თუ I (X) უწყვეტია I4; 81 სეგმენტზე, მაშინ. 

წიე) 
ჩი = IIთ«. «<+<ხ, 

დ(») 
ფუნქცია წარმოებადია (თ; ხ) სეგმენტზე და ადგილი აქვს ტოლობას. 

6 (X) 

II (/)ძ! = | (C(X)):C (X)  –– I(თიე) ·დ (ჯე. 
X 

დოი 

16.30. ვთქვათ /| (X) უწყვეტი დადებითი ფუნქციაა და 

ჯ 

MIIთ4 
0 

დ«უ=>პ=ლ””. 

MVC0VM4 
0 

აჩვენეთ, რომ დ (X) ფუნქცია ზრდადია, როცა X>0.



16.31. გამოთვალეთ ზღვრები 

  

    

  

  

  

  

ჯX 
ჯ 

IL ძ! 
I|20-(> ჯ ძ 

1) IM 9 თ წო 0 : 
ოთ ; „ღე ___''' 

ჯ–>0 ჯ L>+C% VX2-LI1I 1 

+ 
511 X 

( | « ძა)” 
IVICI 

0 
8 

ა Iს ფეი 4) სი LCX · 
IL> 

“(I « IV§ი+4 
9 

0 
16.39. აჩვენეთ, რომ 

ც 6 

I ძ- >, როცა X-> + 09. 
, 2ჯ 
0 

16.33. განსახღვრული ინტეგრალის გამოყენებით გამოთვალეთ I §. 

ი–>-9ილ 

თუ 

1 1 1 

1 ა,=– 
.« ; 

| # + 1 + #M+2 რო+ 2M 

1 2 M--1 

ტი ლლ 1 ია“ 
ცუ? ? 

1 1 1 

ვ) 53, = "(-– 1 ++ 2 +L.-.+ - ): 

2 
_ 

/ბ ” M #2. 

5 ი _ 104265 -+%6V#VM . 
) 5ე = იი M ე ე.ე... ; 

  

6) , = + (1/ 1+-+9#/ 1 ++-+-1+4/ 1+-) ' 

მითითება. 1) რადგანაც 
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ამიტომ §, არის /თ=---- ფუნქციის ინტეგრალური ჯამი (0; 11 
X 

სეგმენტზე (|0; 11 სეგმენტი დაყოფილია ” ტოლ ნაწილად, ხოლო 

ფუნქციის მნიშვნელობები აღებულია დაყოფის წერტილებზე). ე. ი. 

IIII §გ = ო = 19 2. 
ი-–>თ 1+Xჯ 

ჩ–- 

2) §,„ წარმოადგინეთ სახით შ---3 + .· საიდანაც ჩანს, რომ 
MM I” 

(=1 

1 

Iთ ჯ§, – |» 
300 

0 

ჩ/ 

ვ) §,„ წარმოადგინეთ სახით §,„= 1 
1 

=2) 72% ”C1+(>) 

ძX 

1264. 

ჟამომდინარეობს, რომ 

IIი §ე = 
1–>-00 

დ
.
 

1 

4 ICI ჯი = | შით»: 
ი-–>-თი0 

0 

ჩ 

დ) §.= 1 3. (+) ამიტომ 
1L M 

(=1 

1 

ი §„გ= | XM”ძX. 
##–ი0იი 

0 
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1 , 

ი) 5, = -2.M 1+--, ამიტომ 

  

16.34. აჩვენეთ, რომ თუ 

> 
2 

ე = |თი”»4ი M > 2, 

0 

მაში5 

–1 
#1 = 2   ჰ»-ი· 

1 

ამოხსნა ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის გამოყენებით 

გვაქვს 

აყ
 7 

2 

ჰე = –-ლ00§ ჯ5)ებ-1ჯ 
  
+ (8 ––1) ". (1 – 212 ჯძLI. თეს 

0 0 

–_-_-__-___ 
7 

  

აქედან, რადგანაც 

  

  

-- > 
2 2 

M= |ძ---, ს = |ი»«ძ = 1, 

0 0 
ამიტომ 

_ (2ნ-– 1)(2ჩ-–- 3)--3.1 თ _ (2-1)!!! თ 
თ 2ჩ-(2# –– 2)---2 2 აქეს 

2 (2-2) -+2 (2)! 
7:.+! == = (2” -L 1) (2(–– 1):-3.1 (2”-+1)!!. 
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16.36. გამოთვალეთ ინტეგრალები 

1 

1) თო ს– რორი 2 I=| => «+ 
0 

მითითება. ორივე ინტეგრალში გამოიყენეთ ჩასმა X=511) /. 
16.36. აჩვენეთ, რომ, თუ 

1 

= |> 6C+ძI #MCVM, 

0 

მაშინ 

1 
#» == -+ 6 აგ-1. 

6 

16.37. ვთქვათ I (ა) ფუნქცია უწყვეტია |0; +) მუალედზე და 

0 /(X2= 
X->+C% 

აჩვენეთ, რომ 

1 

სი (Iთირ: = 4 
ეი->-+4+699 

მითითება. გამოიყენეთ ჩასმა #7X=( და მიღებული ზღვარი 
გამოთვალეთ ლოპიტალის” წესით. 

16.31 დაამტკიცეთ, უტოლობები 

1 

1 1 –---- == 
? 1072 < (5229 X< 

200 
2 0< ი. 

(ოლე – 
შ 

++ 4 _1_. ვა '<(1331= <1+--: 

გ. ლოპიტალი (1661--1704) –– ფრანგი მათემატიკოსი. 

34, 5. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ, მაჭარაშვილი 599



1 ჯე 
4) I--<I2 წ ძდ<1, # > 1; 

I” 

  

5) 9< | 5027 ძX< IL 3; 

6) 5101 < | + + «<29ი). 
1+ჯ 

16.39. ” (ეუ ფუნ:ციის სიმეტრ:ული წარმოებული +X წერტილში 

MM (CX:ა) განისაზღვოება ტოლობით 

ჩჩწ(Cდ) = სთ -”(% + /) --# C%--/).. 
ხ–>-0 2/ 

დაამტკიცეთ, რომ, თუ (ა) ფუნქცია ინტეგრებადია LX; ხ| 

სეგმენტაე და XC1იC,ხL წარმოადგენს მისი პირველი გვა– 

რის წყვეტის წერტ-ლს. მაში5 

X 

ნც = II04 

ფუბეცია არ არის წარმოებადი ჯა წერტილში, მაგრამ ამ წერ–- 
ტილი აქვს სიმეტრიული წარმოებული და 

(XX +) +”(ი–). XV (Xე) = 2 

მითითება. ისარგებლეთ ტოლობით 

1 (Xე -L IM) –– I (X-–– ”) _ (ი +)+7/0%-–) _ 

2/ჩ 2 

%ი–-ჩ 

| II (0 ––I(XX+)1ძX-+ IV. თ –-/C-)14 1. 

Xა–-” 

= 

ზემ



16.40. ვთკვვათ / (X) ინტეგრებადია (0; 0) სეგმენტხე, ხოლო / ფუმ- 

ქციას ამ სეგმენტზე აქვს წყვეტის წერტილების სასრული რაო- 

დენობა X,, Xა,..., ჯა, ამასთან ყველა ისინი პირველი გვარისაა. 

თუ (0; ხ| სეგმენტის ყოველ წერტილზე #/ (X) ფუნქცია წარ- 
მოებადია გარდა შესაძლებელია სასრულე რაოდენობა წერტი- 

ლებისა და /” (-=/ (ე, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

ი 

| /0ეძ+=ნ6-)-ჩC6+)-% I 4)-ჩC, –)1. . /_, : 

ჩ=I1 ' 

მითითება. ისარგებლეთ ტოლობებით 

(Iთრ«- | ”/00ძ»+ IL ძX-L აა //თრი 
#=2 XL 

X. X--–-ზ 

წთორ-. = თ, (თ 4» 
XI-1 0 XL. წ 

§ 17. არასაკუთრივი ინტეგრალები 

1. არასაკუთრივი ინტეგრალები უსასრულო საზღვრით. 

გამოთვალეთ ინტეგრალები ან აჩვენეთ მათი განშლადობა 

(0%M# 17.1--17.7): 

    

–-ლ0 99, 

ძX X 
17.1. 1 “. 2) => ; 

) L+ (+ 
1 1 

| ი%. 
ვე | %; რ |. 

ე) Xჯ ) # +44 
1 0 

“+-ი0 

17.9. 1) ლორი 2) „. თიX; 

1. 0 

  

CC 0 

ვ) | თი 2Xძაი 4) | ძა: · ” 

მ –-ლ09 

აა)!



17.8. 

3) 

17.4. 

17.6. 

17.7. 

ლი 
ვეჭ 

.ნ. 1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

3) 

  

  

-
 

+ 
«% 8 უე
 

+ § 

ზ 
8 

  

+. + 
8 

- 
+ 

95 1
-
 

წე
 

–
 ”- “
–
 #M
9 

-
 8 

XIX 

დ
 

"
 LC 

29 

+
 ჯ 

(1 +»? 

ძX; 

X; 

  2 
(52 

ი > ძX _ 
XVI ჯჯ” 

(4 

  

  

ძჯX 
2 –– –==::==- § 

, ( XჯV1 + ჯ.-ჯ1ნ 
1 

-+Lი 
4 მICLC ჯ 

90% 2» (1 + ამი რნ



მეთითება. 2) 

- > “0 _ 
-96--- + 

|აფსავ> “8 > 
XV1 + ჯა –- ჯა 

1 MV -> + 

3) აღნიშნეთ (#=I9 X, ძშ= _ XX _ და გამოიყენეთ ნაწილო– 
(1 -L X5) 

ბეთი ინტეგრების ფორმულა. 

4) გამოიყენეთ ჩასმა (= 8მLC L§ X. 

დაადგინეთ კრებადია თუ განშლადი ინტეგრალები (M)M# 17.8-- 

  

  

  

  

    

––17.12): 

+909 «9 · 

#7.8, 1 X ; 2 CL C- 2X +1 კ. 
' | 2+1 ) | ლ ' 

0 1 

საა 1 ” X IX 
ვ –––=––=-- ; 4 თX. 

) 1) X#/X+1 ) LL. 
1 1 

+ +299 
172.9. 1) #0X ; 2) _+#« 

ჟ V #ჯ+1 ) #-- IჯX+1 

+ +999 

– თ 4 | 4 
1) 95+VX+1 2X+V #+1+1 

–- 1 

· +Cდ 1 ლ05-- 
17.10. 1) 2 <+9%95X ც.. 2) |  ” ძ 

8 X 1 +XV + 
1 1 

+990 -90 ა (. 4« (ოდე 
ა) |––=-- -– ; 4 |“ “ძ. 

13 V X#X +5Iი?1ჯ ჯ 
1 

ათ +> 
17.11. 1 5-9 “+__კ ჯ 

) ) #/XL+1 + 2 წ ააი> 
მ



“თ გილი - +9% –- 
ვ) | ოლ ძX. 4) | C ძX. 

1 0 

მითითება. 4) ცხადია 

  

  

+% % 
17.19, 1) ძX _. 2) |. ძ 

-)1 X#Iი2 ჯ 
6 1 

–+C _ 1. ბ 2 

4) (554 ი» #>0, თ 540. 

1+X 

მითითება 1) რადგან ––.--<-, ამიტომ მოცემული ინ– 
ჯი ჯ% 

ტეგრალი კრებადია როცა თ>1. თუ თ=1, მაშინ ინტეგრალი განშლა– 

> 
»?Iი X XI) ჯ 
    დია (იხ. მაგალითი 17.2. 3) ). თუ თ<1, მაშინ | ამიტომ 

მოცემული ინტეგრალი განმლადია. 

2) გამოიყენეთ ნაწილობითე ინტეგრების ფორმულა. 

3) საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ კრებადია 

( 6 ი» 
4 

ჯ2 

1 
“თ _ _– 

–_
 

ფს
 

გვაქვს 
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3 
“ით – _ --60 - +. – 1 

» ჯ ჯ? _ 
6 –L2 "თ = 6 6 1 - -–_– ძX 

/ 1 X? 

1 ' => 
რადგან 

4 ვ 

ი.“ ა 6 %_ 1 
ჯ” ა 1 

8 

შემოსასღვრული ფუ: სანქციების, ანიტომჩ მოცემული ინტეგოალი კლე- 

ბადია, (= 

4) შემოვიღოთ აღნიპვნა | C:)=005 0, დთ(X)= – ცხადია, 

რომ «(») უწყვეტად წარმოებადია და III VC (01=0, როცა #>0. 

  

  

X->60 
ხოლო 

%ი 
“ . 2 
0050! I | <. ; 

0 

ამიტომ არასაკუთრ-ვი ' ისტეგლალეის კრებადობა დ:რისლ ს ნიშნის 

ძალით მოცემული ინტეგრალი კრებადია. 

გამოიკვლიეთ აბსოლუტურ და პირობით კრებადობასე ინტეგრა- 

ლები (MM 17,13--17.15): 

  

-Lი0 +Cლ 

17.13, 1) |“ 2) (ათა ძი 

0 0 

–-%0 
0051 ვა მია – ძი 4) | <9%+% 

ე) I1-ჯ 
2 

მი. თითე:ბა.. 1) IC=7 აღნიშვნით მოცემული ინტეგრალი დაიყ- 

განება ფრენელის ინტეგროალზე (იხ. მეოთხე თავის, § 13-ის მაგა- 

ლითი 3). 

: 1 
3) ”/(X)=51ი0 X ღა დთ(12- => ფუნქციები აკმაყოფილებე§ დირიხ- 

I1I ჯ 

ლეს თეორემის პირობებს. | 

”·= 
525



+C 

V X C0§X ყი X 17.14. 1 –- ძი», 2 X; 14. 1) 16. / (59 X+1 

+C= ა 

ვა 55295 ძX 4) /». X2?C05§ (65) ძX. 
ჯ 

0 

მითითება. 1) შემოვიღოთ აღნიშვნები წ(ხ)=00§5 X, 6 (X)= 

V X _, ცხადია, რომ _ I _§C0 =0, ხოლო 
1-+LჯXჯ 

იიი ა 
ამიტომ დირიბლეს ნიშნის ი ძალით მოცემულია ინტეგრალი კრებადია.. 

1-CC052Xჯ 

  

რადგანაც | C05 X | >> 005? X == 2 , ამიტომ. 

–+Cთ 

_V XI C0§XI ,, >> ძი L «ა ეწუბ ძჯ. 
“ 14+6ჯ. 1+Xჯ 1+X 

0 

+C=თ9 სი 

V XC0092X V X · 
ვინაიდან | -–--– ძX კრებადია, ხოლო | 1- + ძX  1განშლადია, 

0 0 

  

+= 

V X I C05XI კ 1+'- “! იX= +თCდ. ამიტომ 1+- 

0 

2) ვინაიდან 

ჯ” ! 510 X | | 811 X | < 1 

Xმ+1 კ-თ თ -თ” 
ამიტომ, როცა თ<2 მოცემული ინტეგრალი აბსოლუტურად კრებადია. 

დავუშვათ 2=თ<3. ვინაიდან 

    

  

Xჯ? | §I90 X | – X% 810? X – #25” X _ # C--20§2X _ 

2+I რ“ 2-1“ 2/ 4#/ 
_ 1 _1  __ 0052ჯ 

= ი )ვ1-თ =2) 
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ამიტომ 

09 ” 

XX | 510 X | ძა=+ თ 

»X?-+C I 
1 

. XX 
რადგანაც Iდ ––-–-=0 როც 2<თ<3 და 

X-++იC XX -+ 1 

Xჯ 

| | ძი:4« | <2, 
0 

ამიტოქ) დირეხლეს ნიშნის ძალით მოცემული ინტეგრალი კრებადია. 

ეთქვათ ახლა თ>>3. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

. X%510 ჯ 
= §I9ი X, = –-–-“-. I(CX) = §5I0CX, 9 (X) 2+L 

ვინაიდან 

სთ წ (CX) –_ I 1, როცა Cთ=ქ, 

X->Lიი /”(X) LC თ როცა თ>>3) 

და 

+C= 

| I (X) ძX 

1 

განშლადია, ამიტომ მოცემული ინტეგრალი განშლადია. 

3 
3) I(X)=005X და თე) =სX ფუნქციებისათვის სრულდება დირიახ– 

X 

ლეს თეორემის პირობები, ამიტომ მოცემული ინტეგრალი კრებადია. 

ვინაიდან 

    

... 2, 1 სი? 10XI02XXI 1)  9X 1 იი. 90%, ჯ 2 ჯ 2 X 
ამიტოპ 

-+-%9 
· LX 

| 954510599 = +თ. 
X 

1



4) თუ გამოვ:ყე?ებთ ჩ:ს2ა- „. /,, მივიღებთ .. 

–-ლ%6 –.X) 

(4 C05 (6C”) რი- | Iი” “95! ძI. 

0 1 

+ 99 
'(V -L 1)თ 

17.15. 1) _ 5 ! | (C-- 0) 90X ს.) 
ჯ–- 'ლთოვერშას, 1ი ჯ 

2 

+9% ” 
ლ0§ _ 005 / X _ X ძუ 4) 5II1 (V –- XX”) ძა. 

ი იი X ს ჯ“ 
2 

მითითება. 1) ვ-5ა“<ან 

|C05XI)  __ _1_ 

ჯ? –- I0 X ჯრ 

ამიტომ, როცა «>1, მოცემული ინტეგრალი აბსოლუტურად კრე– 

ბადია, 

დავუშვათ თლ1. რალგან 

  
| C0§ XI 1 +–- 00§2X 1 C0§ 2ჯ 

ჯ? LIი ჯ “. 2((/ - თე 4 ჯზ 2(0:/“+I9ი?X) | 

ამიტომ 

--%0 

( 1705XI ..._.., 

1 15+1Iი ჯ 
2 

· 1 
ვინიდაან I –––-- =0 ღა 

L+--Cთ 1Xიწ+IიXჯ 

ჯ 

| 0051 | <2, 

ამიტომ დირიხლეს ნინ5-ს ილალ-თ მოცემული ინტეგრალი კრებადია. 
2) ვინაიდან 

+X-L1)თ 1 80: ჯ -- 1) 2 თ (X+1" I9იXI -(X ) < ჯ 

იჯ |I:-4 -ი9ჯ 

ამიტომ, როცა თ<--–-1, ხოცევული ინტეგრალი აბსოლუტურად კრე– 

8 M ტაღია 
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„დავუშვათ –– 1=თ<0. რაღგა5 

  

(X-- 1))/| 90 XI (X+ 1) __ _(X + 1)00§2ჯ 
! 1ი ჯ – 219» 2IიXჯ 

ამიტომ 

–-90 
. - C ვ - I (X +– 1) I90XI ,. _ + თ, 

ი ჯ 
2 

1 C 

ვინაიდან 1.0 _IX+I) _ 0, როცა <0 და 
X->--+LC0 Iი ჯ 

L4 

| | თი(% <2, 

ამიტომ დ“ოიხლეს ნიზნის ძალით მოცემული ენტეგრალი კრებადია. 

ვთქვათ ახლა თ>0. მემოვიღოთ აღეიშვნები 

(იე=9ი» «(ე = (++ 1) 50 X. 
იჯ 

რადგან 

>-+C | (X) 
და 

–+90 

II (X) ძX 

2 

განშლადია, ამიტომ მოცემული ინტეგრალი განმლადია. 

3) გამოიყენეთ ჩასმა X=I? და მიღებული ინტეგოალისათვის ჩა– 
ატარეთ წინა მაგალითის ანალოგიური მსჯელობა. 

4) როცა თ>1 ცხადია მოცემული ინტეგრალი აბსოლუტურად 

კრებადია. დავუშვათ –-–1<თ=1. შემოვიღოთ აღა:იშვნები 

_ ; 9 8 1 
1(X)=(2ჯ -+ 1) 51 (X+ X#"), §(X) ჯ6 (2§ + 1) 

რადგან II) თ (X=0 · და 

Xჯ+-+9% 

XX 

| | + 1190 (I +/9)ძ/ | <2, · 
1 
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ამიტომ დირიხლეს ნიშნის ძალით მოცემული ინტეგრალი კრებადია. 
ვინაიდან 

| §0 (X -L X9%) | – 1 _ C0-2(++LX9) 

X> “ 2 2 # ? 

ამიტომ 

L99 9 | | §10 (X -L X1?) | ძი =-+თ. 

თუ თ=--1 გვაქვს 
–+-%ი +თ +თ 
I» §10 (X-+X”) ძ+=- | C» -+11§51)0ი(X + XX”) ძჯL–– >I §1ი (X + Xჯ”)ძX. 

1 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილში პირველი ინტეგრალი ცხადია, რომ გან–- 
შლადია, ხოლო მეორე ინტეგრალი კრებადია (იხ. წინა შემთხვევა, 

თ=0). 

ვთქვათ ახლა თ<–-1. შემოვიღოთ აღზიშვნები 

I(X) =9%90%X1 XI, წ (X) = X§I0 (X -+ X?), 

-რადგან 

I MIთ “თ, 
X>+C § (X) 

„და 

+C% 

| ჯი (X -L ჯ%) ძჯ 

1 

„განმლადია, ამიტომ მოცემული ინტეგრალი განშლადია. 

ი 9. არასაკუთივი ინტეგრალები შემოუსაზღვრელი ფუნქციიდან. 

გამოთვალეთ ინტეგრალები ან აჩვენეთ მათი განშლადობა 

(MM 17.16-–-17.19): 

2 I–“ი (C –- 11” 

1 

XთX XძX 
ვ =:-===- 4 „ეუეუეუეა––.. 

' |75=> ს |“ 
0 1 

         



7ჯ 

  

    

  

0 

17.17. 1) |%»X«» 2) |-ლიძი 
ჯ 

2 1 

|+. 4) |:=55>-- 
„ჯ V1-–1:ჯ 

–1 –1 

” პ “ 

X ძჯ 17.18. 1 _ .. გვ |--–“+ . 
) | 8 ' |--- 

1 1 

1 რ 

ვა 25. ძX; ი | ძჯ 

Xჯ XჯIი” ჯ 
0 1 

“2. 

_ ნ »Xჯ 1 1 
12.19. 1 „უ“ა'––; 2 =-005 -“ –-თL; 

, XV 1I0X ) IL ჯასთ 

ი ჯ7; ” ძX ძX 
3 ”======; 4 აეაეაეღეღეღე=<=–– ; 

) , 4-- # ' I->= 

1:90, 2 
იჯ –#/ 

5 - ძX; 6 
) ე) 1+»#“ , (8. 

0 
  

'ხაადგინეთ კრებადია თუ განშლადი ინტეგრალები (M#MM# 17.20-–17.29): 

    

1 V#X + 005-- 
7.90. 1 –---ძ:; 2 ==; 
ოთ | 5-ჯ“ მ, 

1 1 

3) “ ”· ) |. ძ»Xჯ V 1 => ბ V (1 –- X)5 

2 1 ქ 

2 

) II (1 + X) 
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2: 

  

  

ვ (_.2+ 
1 3 8იჯX. 
0 

1 
"V X ძჯ 

17.29, 1) ) ფაიX--1: 

9 
2; 

/” _– ვ) 1 005+X ძა 

. ჯ 
0 

1 
17.93. 1) ს ძა _ 

იი ) V XL “+ გ10(9ჯ ” 
6 

: I C იX 
% “„აეა–––––ძ; 

, | 70 ა 
6 

1 
1 17.54. 1) M0CL+125) ,, 

. ; 51) გ ჯ 

1 

I 

ვ) II | 1 –– 4 §5,ი”Xჯ | ძX; 

0 

1 

17.35. 1). | ჯი (1 –– ეჩ ძვე 

0 

1 

3) I ქელ 

მ 

–<-C0 

17,96. 1) (ლლი–-. 

V 2. 
+C 

ვა ” ძჯ . 

| (400 1) VC-–--1. 
1 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

2) 

4) 

  

  

  

.” 
| ბ «IV. 

) 1“–-Xჯ 
0 

1 
, ძL . 

|) 3 X(0X-- ი ” 
0 

2 

I9 510 : | 1090% ს 
) 1 X 
0 

1; 

I 
“-- ძX 

V§Iი X 
0 

M - 

Iი სანა, V ძჯ. 

XV §I0 X 
0 

XI 

' 5 

ე 6 –-005% 

1 “ 

| ძX 

მ1ლC0 C05 ჯ 
0 

_X. 

ძჯ; 
<<ეღედრდეღეღაღაღეღეღ---_-_'– 8 

§I0-« X 005ჩ ჯ 

'')% (1 –– ჯ)ზ1ი Xძ». 

-ი0 

ძX 

'(2X=-- 1) VX> -– 1 

“ღლ 

 



+609 
'§(01Xჯ 

- 1) თX;   

-+ 
დ
'
 

-ლ9 

3) («-– –I ) ძX; 
” ჯ 

+090 

( IIჯძXჯ 

XV ––1 
17.58. 

-– 

+909 

C მიწთ X 
3) თძX; 

+C 

( 6%%ძX... 17.99, ; 
XI II84 

1) 

"
 

ას 

ლლ 

ვა X%ძX , 

ა 14967 
0 

  (წ > 9); 

  

+400 
2 | 59% ძ 

# 

ი 

+Cთ 

Iი0> 
4) |: -% ქ. 

ს 
0 

–+-თ 

2) ლ ძX . 

| ჯრ იზ” 
1 

  

--Cლ 

I9 (1 –1) ძ; 4) | ' 
C ჯ” 

გამოვიკვლიოთ აბსოლუტურ და პირობით კრებადობაზე ინტეგრა- 

ლები თის 17.30––17.32): 

17.30. 1) (59 

ვ) |2 – ჯს)რი§9ი 

00519 ჯ 

XIიXჯ 

  

ლ»»».. 

მითითება. 1) ცვლადთა 

“ 

ძე. 4) |–- 
VI“ –> 1 

გარდაჟმ5ით 

1 
§I111I1 ჯX 

ძIX; 
XI “, 

თ | 
ი 

1... 

- _ 
5I1 –– ძა. 

"I. . + 
0. 

IL ჯ=I,, მოცემული 

ინტეგრალი მიიყვანება ინტეგრალზე 

-–-1II2 

  

<5 

ა. 
–_C 

რომელიც პირობით კრებადია. 

“II,



2) ცვლადთა გარდაქმნით 10 X=1, მოცემული ინტეგრალი მიიყვა- 

ნება ინტერვალზე 

  

რომელიც პირობით კრებადია, როცა 0<თ=<1 და აბსოლუტურად 

კრებადია, როცა თ>1. 

3) ცვლადთა გარდაქმნით 1-X=-, მოცემული ინტეგრალი მი- 

"იყვანება ინტეგრალზე 

4+=% 

| 510 7 ქ. 
/2+Cთ 

1 

  

4) ჩასმით 1, მოცემული ინტეგრალი მიიყვანება ინტეგ- 
X»ჯ 

რალზე 

  

    

–+C% 

5101 ძ 

1- (I? ––- 1) 
1 

1 0,5 

17.81. 1) | «(უ=–0)-=< 2) 2 -აი§ -1- ძჯ; 
V+X Xჯ“ 1 ჯ? 

0 0 

1 1 , 
ჯ” .. 1 . 14+ჯ X 

ვ 51) –– ძX; 4 5II1 -_---_ 
) |>-, ჯ > ) I 1-.ჯ (1 ––- ჯენ 

0 –-1 

  მითითება. 1) ჩასმით => =I1, მოცემული ინტეგრალი მიიყ- 
ჯ 

განება ინტეგრალზე . 

–-9 

1(ოლლე 
13-2> 

1 
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2) ჩასმით - =1 მოცემული ინტეგრალი მიიყვანება , ინტეგ– # ( 

რალზე 

Cლ0 

ლ00§51 
_–-“–_“ –-–--/ 
1V71(V1 –- 102 ას

-ა
+ 

3) ჩასმით –-=1 მოცემული ინტეგრალი მიიყვანება ინტეგ- 
ჯ 

რალზე 

+ი0ი 
- 

5111 
I 1C+2 (6+/! _ 1 

1 

რადგანაც რი 1- – , როცა 7-> + თ. ამიტომ საკმარისია შევის- 

წავლოთ 
+909 

| 510.7 მ 
/თ-+1 

1 

  

ინტეგრალის კრებადობის საკითხი. 

4) ჩასმით 1+X_, მოცემული ინტეგრალი მიიყვანება ინტეგ- 

  

1-ჯ 

რალზე 

“+090 . 
5)ი 1 ქ 

(1 + ჯ)?–29 1> 

0 

1 1... 

17.32. 1) არიი ს6X-იჯ-- ძა, 2) I» ძX; 
ჯ ჯ 

0 0 

1 
ყი-- (1 –– 

3ა I > ძX; 4) M5> 1--X» აე _ - ძ%. 

35, ს. თოთურია, ე. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 545



, “მითითება. 1) ჩასმით >. --/ 

  

; – მოცემული, ინტეგრალი მიიყ- 

ვანება ინტეგრალზე თ 

+C= --ჯ 
„გ 6051 _ ,:.-1 ? 

| ჯა ლ. 8, 72%, ! 
1 " 

1 1 
რადგანაც. 2ICL« უღვეავბოთ როცა L->-+%, პმიტომ საკმარისია შე– ა.ჯ) , ციბა : ავის 

გისწავლოთ 

(ლ. .. 

ინტეგრალის კრებადობის ს საკითხი. ' 

,' , 2: ჩასმით XX =1 

ვანება ინტეგრალზე 

ო
.
.
.
 

–
 

მოცემული ინტეგრალი, როცა. თ>0 მიიყ- 

1 

1 5118 

0 ,თ +. 

ხოლო, როცა თ<0 შიიავამება ინტეგრალზე 

-2|-2%- ვი! 

25+ ' 

მოცემული ინტეგრალი მიიყვანება ინტეგ- 

  

'ძ(, 

ვ) ჩასმით -1=/ 
XჩX 

რალზე 

–+C 

§I01 

(უი. #ტ-თ(VI –-1)წ 
1 

4) ჩასმით L = 1 მოცემული ინტეგრალი მიიყვანება ინტეგ– 

ჯ ; 
რალზე 

(<ღ – 1)“ყ9იL. სმ 

ჯრ: 

546



§ 18. განსაზღვრული ინტებრალის გეომეტრიული გამოჟენება. 

1. ბრტყელი ფიგურის ფართობის გამოთვლა. 

„გამოთვალეთ შემდეგი წირებით შემოსახღვრული ფიგურის ფარ–- 
თობი (MM 18.1---18.17): 

18.1. 1) ყ=2X?, ყ=0, X=4; 2) ყ/= 2, ყ=90,- -ჯ=1, X=3; 
ჯ 

ვ) ყ=X), ყ=0, X=1, X=3 4) ყ=X“, ყ=0, X=1, X=2. 

18,5. 1) ყ=1=, ყ=0, X==1, X=2; 2) ყ=--= 1. ყ=0, X=1, X= 4. 
”# 2V X 

3) ყ=6-X, ყ=0, X=0, X=1; 4) ყ=6", ყ=0, X=1, +=I7; 

18.3. 1) ყ==2”, ყ=0, X=0, X=4; 2) ყ=5VX, ყ=0, 0<X<V; 

3) ყ = 40052», ყ=0თ0<X<+-; 

  

4 
4) ყლ–-–-, ყ=0, 0<X< 

18.4. 1) ყ#= 4X-- #0, ყ=0; 2) ყ 

ვ) ყ=2+X-–-X#, ყ=0; 4) V=7) 

18.5. 1) #=I1X, /ყ=0, X=6; 

2 ყ=I|I11XI,) ყ=0, X= 

ვ) ყ=0იხX ყ=0, X=90, 
4) ყ=VLVX, ყ=90, #=-. 

18.6. 1) ყ%=X. #ყ=2X, X=0, X=4; 2) V=-X4, ყ = 1; 

3) ყ=X2?; ყ=2X; 4) ყ==X + 4X, ყ=X-L4. 

18.7. 1) ყ=2X--X2?, ყ=X; 2) ყ=X?” + 2X, ყ = X-+ 2; 
ვ) ყლ=ჯ?-3X-+4, ყლXჯ-+1!' 4) ყ=X” + 4ს ყ =X ·L 4. 

1 1 
18.8. 1) ყ=-X2?, ყ=2X-- X2; 2) ყ–--X ყ=3ჯX– -- 7) 

3) ყ=ჯ –-2X-+2, ყ= =2-4+- XI; 

4) ყ=--X?, ყ= XX -2X--4. 

#ჯ8.9. 1) ყ“? = X, X =4; 2) ყ" = 2ჯ -L 1, X–-- ყ-–-–1=0; 

ვ) ყ=VXI, ყ=X--2, X=0; 4) ყ'= ჯსს ყ? = 12 ++ 3Xჯ. 

547



18.10. 

18.11. 

18.12. 

18.18. 

28.14. 

18.1წ. 

18.16. 
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1) 

3) 

1) 

3) 

1) 

2) 

პ) 

4) 

1) 

2) 

3) 

4) 

1) 

2) 

პ) 

4) 

1) 

2) 

დ) 

4) 

1) 

2) 

ყზ = 3», X? =: 3ყ; 2) ყ=Xჯ, ყ=VX; 

ყ=29ყ=--/ 4) ყ = #2, ყ = V Xჯ. 

6 

ჯ ჯ 

=-9 =IXI X>-–-2; 4) ყ= 4 ყლ=7–-2 M“ VI ე: X>-–-2; ყ 2” · 

ყლ=X+1, ყ=ლ–2–X, ყ=90; 

ყ=2--2X, ყ=X-)1, ყ = 2; 

1 10 _ 
ყლ=X%X ყ=–ს ლ-–-– ი X>1; 

ჯ %I 

ყ=X-X#, ყ=XV1-X». 

წ 
ყV“+X+- –ს, სყ = C05 X, X»ჯ = 0; 

. % 
ყ=5IX, ყ= 005X 0 << –-; 

ყ = X, I/ = >-9იX X> 0; 

ყ=5I.2X, ყ=X50X, 0 <- X<. ს. 

V#= ICX, ყ=--CთაX X =0; 

ყ =1ი(1+ 2) ყ=-–-X6“>2, X=1; 

=C6X–-–-5X4+1, ყ = 005:V, 0<X<--, 

. ი 
ყ=5I12X, ყ = 5I1X - <X+<#. 

ყ5-,9 5»! 
ყ= V3X#, ყ=V4-–-X#; 

ჯ ყხ _ .. 
აა 
ყ? -+ X? = 2, ყ'წ = 2X –“1, X> +. 

2 

ყ=X+1, ჯ=9Iყ Vყ=0, 0<9#9#<1; 

ყ=მXLVX, ყ=–-X#, X=1;



  

ქი + 9 

2 X+Vყ=4, X + ყ--– 4ყ=4, ყ =2; 

4 
3) ყზ=20X, ყ'=–-(–ი,ეც, 0>290; 

1 

4) ყ = =- “> , »=0. 1§2 ე 7” 1+-ჯ 
გამოთვალეთ პარამეტრული სახით მოცემული წირებით შემოსა- 

”უვკრული ფიგურის ფართობი (## 18.18; 18.19): 

  

18.18, 1) ს-ით | (წრეწირი); 2) LC. (ელიფსი); ყ=/95)01; ყ'=45I, 

=Cთ(1 ––-–ლ051) 

X=ძ 85043 
4 (<2, (ასტრო · ტელი 0 </ < 2, (ასტროიდა) 

18.19. 1) რირი იი 0</ <2 (წრეწირის ევოლვენტა). და 
=ძ(5901–-–1005:) 

X=თ – 290 <-ყ <-0; 

X= < აი. 

2) 0%=0%--ნ?, (ელიფსის ევოლუტა), 0<#7<:2%; 
ყ = ხრლ)ი! ჯ, 

ჯ=0-1-=L 
“ (1+1” წა): 3 ოკოკიხა); ) ==. (ლოკოკინა 

ყ – (1 + (2)? , 

თ(20051–– 005 2) 
4 (კარდიოიდი), 

) სV- თ(25901–-§590ი2/), . 
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გამოთვალეთ პარამეტრული სახით მოცემული წირის მარყუჟით 
შემოსაზღვრული ფიგუორის- ფართობი (M)# 18.20; 16.21): 

_ 1 _- #2 .- -- 2 

18.90. 1) X= ვ 13–0) (ნახ. 69); 2) I1=1+1 (ნახ. 70); 
; ყ =4%--3/; 

ყ =!“, 
X=21-–-ჯ/ · X=M-1 ”· 

3 ნახ. 71); 4 ნახ 72). ს 0-2 (ნა ) 'I= 6, (ნახ 72) 

9 ყL'" 

  

  

  

  
ნახ. 70 ნახ. 69 

  

  
ნახ, 72 

  

ნახ. 71 

_ 1(1–I) 
=“1-C 3/ =1 _ #3 

18.91. 1) X=1 +1--? (ნახ 73); 2) „ი 
ყ=1 –-157?; _ 2':'..; 

(ნახ. 74); 

== 
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-უ_..--ი. ვ) „-'0-რ, Lყ = 51901, 

– 2 , 

–_ 
Vყ „4. 

“ 

  

        
  

      

+ 
მ 

” ს9 

– 

6 (ო 

: ნახ. 74 

.' ყ ) 

' " 

ე 
I”  „. 

0 ა). + % 

  
ნახ„:?5--.' 
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გამოთვალეთ პოლარულ კოორდინატებში მოცემული წირებით შე– 

მოსახღვრული ფიგურის ფათობი (MM 18.22-––18.24): 

18.92, 1) „=ძლ005დ (წრეწირი); 

2) #72=0? 005 2დ (ბერნულის ლემნისკატა), (ნახ. 77); 

ვ) #2=0? ა|ი 2დ (ლემნისკატა), (ნახ. 78); 

4) ”„=ძ 51ი 2დ (ოთხფოთოლა), (ნახ. 79). 

2... –_. 

  

  

ნახ. 78 

“ : ” 

18.93, 1) „=05ი3დ (სამფოთოლა) 
(ნახ. 80); 

2) 7=000§3დ (სამფოთოლა) 

ვ) /2=ძ0%00§54დ; 

4) 7” = 3 -+ 2005თ. 

  
ნაზ. 80 ნახ. 61 
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48,954. 

18,325. 

X8.20. 

_აესსი 

  1) 77=1-0ძ0?· 2) „= -“ და ფ„=-–-,0<9ი<=, §I1 დ 2 

ჩ % · ვ „=- ”ჩ „ (პარაბოლა); დ=--, დ= ->; 
1-–- ლ099დ სეშოლ» მ 4 ' 2 

ტი =--ი? 0=<8<I1, იფსი). 
1 +– 6ლ005C <8< (ელიფსი) 

იპოვეთ სექტორის ფართობი: 

1) ” = 5- დ (არქიმედის“ ხვია) 0 <: დ <= <ნ; 
IL 

2) „=-5%, -“ «დ <2»; 
დ 4 

ვ) ”7=0ძ060, (ლოგარითმული ხვია) –X+< თ < LC; 

C 
4) „== 0<9%< +. 

0. > ” C05 ეას –– 

(«–-<) 
პოლარულ კოორდინატებზე გადასვლით გამოთვალეთ შემდეგი 
წირებით შემოსაზღვრული ფიგურის ფართობი: 

1) (X--+- ყ)ზ?=201Xყ, (ლემნისკატა); 

2) (X" - ყ?)? = ტ1 ჯ2 -L ხ? ყ?; 

ვ) X + ყ =0“(X+V"); 

4) X"+ყ? = 3იXყ, (დეკარტის ფოთოლი). 
· გამოთვალეთ იმ წირებით შემოსახღვრული ფიგურის ფართო- 

ბი, რომლის პოლარული კოორდინატები მოცემულია პარამეტ– 
რული სახით: 

1) ი2=V1-–-/, დ=მლლ4იI+V1–-/; 

2 ”7=თV1+I), დ=I!/-– მიხ, 0<1<V3; 

თ 
3 ”7,==5:=:::-==., =1–2მCLC, 0<-1 < I; 

4) „== _ 2 = 7   

118.1 1404“ 

  

# არქიმედი (დაახლოებით 287--212 ჩ. წ. ა.) –– ბერძენი მეცნიერი. 

თ



"გამოთვალეთ შემდეგი წირებით შემოსაზღვრული ფიგურის ფარ– 
თობი (MMC 18.28; 18.29): 

18.98. 1) (ყ--X-+- 2)?= 9ყ, X=0, #=0; 

2) ი'ყბ == (09-- X; 
3) 4 ყ? = (ც?-- X2)1; 

4) X-- #1 + ი”ყწ=0; 

5) Xმყზ=05(L-–--– 0), X=) 20; 

6) V? =.5II" X C05X, – –<X< >. 

18.99. 1) X2-L ყზმ=2X, X? -- ყბ=6X, V 3 ყ+-X=0, ყ--V 3 X=0; 

2) »2 + ყბ=16, X? + ყბ= 4ყ, V 3/--X=4V3, ყ -LV3 X=4; 
ვ) ჯ?-L ყ1=9, X? + ყ'=2 V3X V 3 ყ-––-X=0, X>0, ყ>0» 

X? + ყწ <9; 

4) X + ყზ=6, X? -L ყჭ=2X -I- 2ყ, X? + ყ? >>6 

18.80. გამოთვალეთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრუ– 
ლია ყ=#2-2X+3 პარაბოლით, საკოორდინატო ღერძებითა და 
პარაბოლისადმი (3,6) წერტილში გავლებული მხებით. 

18.31. გამოთვალეთ იმ ფიგურის. ფართობი, რომელიც შემოსახღვრუ– 

ლია ყ=X#2++4X+9 პარაბოლით და ამ პარაბოლისადმი (C–-3; 6) 
და (0; 9) წერტილებში გატარებული მხებებით.. 

18.82. გამოთვალეთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსახღვრუ– 
ლია ყ=4X–--X2+ 1 პარაბოლით და ამ პარაბოლისადმი (0; 1) დ> 

'(3:4) წერტილებში გატარებული მხებებით. 

“18.83, გამოთვალეთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრუ– 
ლია (ყ--2)12=Lჯ-1 პარაბოლით, 0ჯ ღერძით 'და 'პარაბოლი– 

სადმი (2; 3) წერტილში გატარებული მხებით. _ 

18,ვ4, გამოთვალეთ ემ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსახღვრუ– 

ლია >. –- = ელიფსით, 0X ღერძით და ელიფსისადმი. 
თი 

(2: 2 , 9V3. ხა) წერტილში გატარებული მხებით. 

16.35. ს ამოთვალეთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრუ–- 

ლია X#2--ყ2=9 ჰიპერბოლით, 0ჯ ღერძით და კოორდინატთა სა– 

თავეზე და (5;4) წერტილზე გამავალი წრფით. 
:954



18.86. გამოთვალეთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსახღვრუ– 

ლია #=(X-1)95+1 წირით, 0X ღერძით და ამ წირისადმ” 

10X--2ყ--5=0 წრფის პარალელურად გავლებული მხებით. 
18.87. გამოთვალეთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრუ– 

ლია V#=X? პარაბოლით და ამ პარაბოლისადმი (1; 1) წერ–- 
ტილში გავლებული ნორმალით. 

18.88. იპოვეთ იმ ფიგურების ფართობთა შორის უმცირესი, რომე–- 
ლიც შემოსახღვრულია ყ2=2ჯ პარაბოლით და ამ პარაბოლის. 

ნორმალით. 

18.39. გამოთვალეთ იმ ფიგურის ფართობი„ რომელიც შემოსაზღ–- 

ვრულია მოცემული წირით და მისი ასიმპტოტით: 

  

L22 

1) 1 2) 2 I–-:.-.-.--=-- -– : Iს == LC 3 ყ 1 -L ჯ ? ყ L) 

4 

ვ) ყ/=-- 4) Xყ=8--4X; 

აჯ? 5 
5) ყ= X26 ; 6) V2=- · 

2-ჯXჯ 

18.40. გამოთვალეთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრუ– 

  ლია Vყ? = წირით და მისი ასიმპტოტებით. 
1--ჯ? 

9. წირის რკალის სიგრძის გამოთვლა. 

იპოვეთ მოცემული წირის რკალის სიგრძე (#M# 18.41–-18.55): 

18.41. 1) Vყ=>=-2X/#2 0<X<1; 2) ყ=X, 0 <X<.1; 

ვ) #=-- 6– XV», 0<X<3; 
4 ყ=1იX, V3<X<V8. 

18.49. 1) ფყ-->-- 9+, 1<X<13, 

2) ყ=C, 0<X#<1I7 3) ყ=1Iი(X-X-1), 2<X+<25; 

4) ყ=2%V1 + 672, 19 <Xჯ<I9 64. 

18.48. 1) ყ=2VX, 0<X<1; 2) ყ=1ი ყი» –<X<=> ; 

  

ჯL ვეაეავგა 1 
ვ) ყ=19C05X, 0<X<->; 4) ყ= V2X-X, “ =X <1; 

„ხეა



18.44. 

18.4წ. 

18.46. 

18.47. 

18.48. 

18.49. 

-§56 

| >
 

  

  

  

  

1) ყ= = X5/4, 0=X+<29; 

2) ყ= --V X+12; “11 <X<--3; 

ვა X= –-V2-#, 0=<X<1; 

3 
4) #= 2 (299-+"), 15<X<8 

1) X= –-(ყ-–- 1), 0<X<2V3; 

2 
2) Iილ0§ყ, 0<Vყ<-; 

1. 1 
ვ) »=-- #8 --Iყ 1<ყ4ყ <8 

1 
4) ჯX= -–-V) – ტ4ლყლირ 

1) ყ=მX0906, – ჰი?<X< –-I02; 

5 
2 I#4=XV/ ; 0<X<->-: 

ვ) ყ=0იხX 0<-X<0თ 4) ყ=§Mბ1X, |IXI <-ძ 

1) ყ=V1–- X + მილI0X, 0<X< _- 

 _ 5 
2) ყ = VX.–– XL –– მ-0C00V1–X»#, –- <X<->) 

ვ) ყ=)1ი(XL--V 7-1), 2 < ჯ <4; 

4) ყ = 12#7ჩ >, 0<ძ<X <ხ. 

1 ი=9%) Xჯ? + ყ' < 

2) ყ/= LX 91, “<X 

ვ) X#2/3 -L = 0773; 4) 9 ყმ = X(X––- 342, 0<:X<: 3. 

= 1, 
I) L 2C02 6. (სტროიდა); 

ყ ==05IIL"I,



(დ 

) ა C= 0 ხზ, (ელიფსის ევოლუტა); 
ყ= –- 8011, 

IX =ძ0(30051––-0053/7), ჯ 
1ლ–-; 

Iყ = ძ(359Iი1 –– §9ი 3,), ლები 

4) ამროიითბი (ციკლოიდა) 0 <- / <: 2. 
ყ =თ(1 ––ლ00§7), 

1250, 1 IX = 0(00§1 -L 151091), 0 <1 =9ჯ (წრეწირის · 

' ) სყ = ძ(5)01-––70097), <C< (წრეწირის ევოლვენტა);. 

Xჯ = 00547, = 26ჩ91 1 2 3 'კ|.0 1 – ; 
) I-ი, ) L- #1, <1< _ 

= . 
4) ოლი 0<1<1. 

ყ =6' 51ი1, 

X=– ––-–- _' ი (იIი#) 2 3 

13.31, 1) V>CX 1 1 <1 <0; 

=– ––-––Iი(იი?), 

“ V 02- +1 ) 

X=I--1 §ჩ 21 
2) 2 ' 

ყ=201, 0<-:1<>); 

=
 ჟ”
 

I
 

2 =4(თ:(+ Iი IC (>) ): 

ვა <1 < XL . 
2.” 

ყ == ძ51ი/, 

5 ა) |1#= 9005 ჩი | < 2 

'· LV) = იყიზ/. 

= 4 კ IX =976. 0 |I<->+; 

Iყ=ლ092, ' “2 

2) | = ((7––-2) 5101 -L 21 005 1, 
07; 

ყ = (1? –– 210051–– 21517, < 

დ



  

  

/ 

Xჯ = 50% ყი, 
უე. 9 

4. , 

05 

I“ ი" 4 დ 

18.58. 1) ”==ძ5)იდ; 

ვ) ”=0(1–-–§9ით), 

4) „=06/->, 0 <დ 

18.54. 1) „ =თი02 2 ; 

რ%#. ვ) # == ძ00§5 5: 

18.55. 1) „=0დ, 0<Cთ<71; 

ვ) „=0თდღ9, 0<:0 <:4; 

2) ”=2(1 + 0050), „<< 1; 
“ჯ · · 

<იჯ.<--–““, 
“6 

2. 

.2) #” = თ§)ივ + ; 

–_” 27 
4 =--–-  -<დ< -., ეურო 2 <= 2 

2 

2) „.=“იდ?, 0 <. დ <4; 
4) ი = მდ, 0=დ<:3., 

გამოთვალეთ მოცემული წირის მარყუჟის სიგრძე (MM 18.55; 
18.56): 

X,= #? 
18,56. 1): 1 

“ Iყყ–1|–– –#); ” ლ 
IX = 219 (1 –- 12), 

3 _ 

18.67, 1) წ”= 4 

ვწევ 
3 

ვ) 9იყ? == X(X ––- 3თ?; 
„ხე8. 

C 
== –- (9 –– 3,7; ყ ვ. | ; 

X=0თ(C?წ+1), 

2) 

  

X=თ(I(2–-1), 
4) 2ძი #–-+) 

75 (+). 
ვალ“. ; 

იცყ ნ 
.. 4. 

4) 1609 ყ?=-ჯ” (20% –- ჯ”).



18.58. ვთქვათ #(,) და დ() "უწყვეტად წარმოებადი. ფუნქციებია 

1თ; ხL ინტერვალში. დაამტკიცეთ, რომ, თუ CV, თ) წერტილის 
პოლარული კოორდინატებია, მაშინ , 

=”ი . 
L „(0 თ=<M <1<L <ხ, 
დ=CV(I), 

რკალის სიგრძე გამოითვლება, ფორმულით 

38.69. გამოთვალეთ იმ წირის რკალის სიგრძე, რომლის პოლარული 
კოორდინატები მოცემულია პარამეტრული: სახით: 

” == 1 -L 009I, ა 

1) ჯ 01 –--; 
თი=1–-I->, 2 

  

2. 

” == 1, ; 
3 9 ე ბ) I. VI–09 გილი -C, ძ–<ს <1 <6; 

ძ 1 

”=1, . 
' 2 
გჯლლევ C- + 0ხ_ ი<1<ხ 

(თ + ხ) ( 

გამოთვალეთ სივრცითი წირის რკალის „სიგრძე (M# 18.60; 18.61): 

X == 00057, ! 
48.60. 1) !ყ = თ5I0/, (ხრახნწირი) 0 <-1 <. 21%. 

2 =LხსI, 

X= 2 

= # 

გ): 0<1<3 
= –“- /3, 

ვ



18.61. 

18.62. 

18.68. 

18.64. 

18.05. 

Xჯ=ძ(1 +0051), 

2 წელი 0 </ <1, 

2=4ძ5)”ი ––, 
2 

X=ძ(1–-ყ9ი7), 

ვ) (ეატეთი 0<7/ < 2»; 
2 = 4000§ –– , 

2 

X= 0072, 

4) ყ.= ხვის 0 <1 <= 10. 

2 = CI, 

Xჯ=0 (1L-––35|ი 1), ყ=0 (1-–ლ005 ,/) ციკლოიდაზხე იპოვეთ წერტი. 

ლი, რომელიც ციკლოიდის პირველ თაღს ყოფს შეფარდებით 

1 :3 სათავის მხრიდან. 

იპოვეთ #= 6? ლოგარიმული ხვიისს იმ რკალის სიგრძე, 

რომელიც ძევს ”7=1 წრეწირის შიგნით. 

დაამტკიცეთ, რომ X=ძთ005I, ყ=ხ5ი!| ელიფსის სიგრძე 

უდრის ყ= 05) <-XC = %V 02 --ხ? ) სინუსოიდის ერთი ტალღის 

სიგრძეს. 

იპოვეთ Vყ=00ი5ს“ წრფე, რომელიც X=0(.–89ი7, 

ყ=0ძ (1––-ლ05 1, (9ლ71=2») ციკლოიდის ამ თაღს ყოფს სამ 

ერთჩაირი სიგრძის რკალებად.



3. სხეულის მოცულობის გამოთვლა. 

გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება :-5ცე:- 
..“ 

მული წ-რებით შემოსახღვრული ფიგურის ბრუნვით 0X «ძველები 

გარშემო (MM 18.66---18,78); 

18.66. 1) 

2) 

3) 
4) 

18.67. 1) 

3) 

4) 

18.68. 1) 

3) 

4) 

18.69. 1) 

18.70. 1) 

4 

18.71, 1) 

2) 

პ) 

4) 

36, ს. თოღურია, ვ. ზოგრლავ» 

ყლ–ლ2X+1, X=1, X=4, V=0; 

ყ=ლ=X+3, ყ=0, #ჯ=0; X=3; 

ყლ»), ყ=0, X=1; 

ყლX+4+2 ყ=0, X=0, = 1. 

ყლე)-–20 ყ=0 2) ყ=X-X#, ყ=90; 

ყ=8VX, ყ=0 X=1; 

ყ=5V2X, #V=0, X=VM3, 

ყლ=X, ყ=0, X=2; 2) ყ=1 –-– X, ყ =0, X = 2; 

ყ=--, ყ=0, X=1, X=4; 

Xყ= 5, ყ=0, X=1, X=5. 

ყ=6, ყ=0, X=0, X=1; 

ყ=2, ყ=0. X=1, X=2, 

ჯL 
V=005X, ყ=0, –- <5X <.#. 

ყხ=20X ყ=0, X=2C0; 

Xყ=ლ=0,, ყ=0, X=0, X=20, 

  

X 5560, 

  

ყ=9ი VX, ყ#:>:0, 04» «ემ, 

ყ, გაბიძაშვილი, ს, მაჭარსშეილი =ლა 
“-."



18.79. 

18.73. 

18.74. 

18.75. 

18.70. 

18.77. 

1) 

2) 

3) 

1) 

4) 

1) 

3) 

4) 

1) 

პ) 

4) 

1) 

2) 

1 

  

= „ი = 0, = = XX. . 
” V C0§ჯ X=0, ა” 

– 1 =0 - 0 

7 ე! + ჯ. M“ ას X=0, X=თ, 

X I 
ყ= :-37 ყ =0, –1<-X<1; 

ყ=06“აიწ”ჯX ყ=0 0<Xჯ<1 

=–-–X, 2X+2ყ-–3=0; 

ყ=X#, ყ=VX; 

ყ=ლ=5X, ყ=00§ს), V=>:20, 0<X<> 

ყლდი- “+ 1, ყ=6%+L1, X=0, 

=4-X, X=3» ყ=0, –2<X<0; 

1 
ყ= –-XI #M= -- CV -- 3», ყ = 0; 

4 

ყ=V9X, ყ=- 9(X-- 1)V?, ყ =0, 
1 

ყ'= 2X, ყ=2, X=0; 2) ყ=–, ყ=X, X=3; ჯ : 

2 
ყ = 50 X ყ=.-“, 0<X< =>; 

1 2 
დ 

ყ= 501X, ყ=X5I1X, 0<X<-V9. 

ყ =--/, ყ? = 4X; 2) ყი=2X, ყ"=2(1 –- 1); 

ყხ= 2X, ყ?= 4(X-- 1); 

#V=XI/,--. ყ= X262-–-X#. 

ჯ? ყ? 

– == =1; 
ძც“ + ც2 

(X-–– 2)მ + (ყ-–– )?მ = /?, X=0, #4 =0, (X </#, # <9); 

  

 



წ) 2 

__--__–__ 
ძი“ ხ“ 

4) ყბ(2თი-–-–X)=X#, X=0თ (0<ჯ<თ. 

19.78, 1) 1) 20ყ= ჯ. 2იყ = X(2X-–- ი), V#V=0; 

2 ჟღ -თ ა» 

ფი “> V#V I + ყ I; 
9 25 25 9 

3) X + (ყ -–- 2) = 1; 4) XX –- XV + ყ? = 9. 

  

18.79. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება მო– 
ცემული წირის მარყუჟით შემოსაზღვრული ფიგურის ბრუნვით 

CX ღერძის გარშემო: 

1) (-–- 4)ყწ= X(X–-3); “2) ყწი(X-- 11+ XXCC+11=0; 

ვ) ყ”(1 ––- 3+X)–X7(1 +X); 4) X"ყ” = (X -L 1)? (4 –– X)2, 

გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება მოცემუ– 

ლი წირებით შემოსახღვრული ფიგურის ბრუნვით 0ყ ღერძის გარ- 

შემო (MM 18.80; 18.81): 

18.80. 1) ყ=6 , ყ=0, ჯ=0, X=1; 

2) ყ=LCX?7 ყ =0, +=%/ 3: 

3) ყ=2X–X?2 ყ=0; 4) ყ=511X, ყ=0, 2IXL <- X <- 3X. 

18.81, 1) 2იყ = 1-–-–(X-–-2), ყ = 0; 

IL 
2 ყ#ყ=50X VყV:=1, X=90, 0<X<--; 

ვ) ყ=00§95X, V=1, 0<X<- 21; 

4) ყხ=4X, Vყ=X. 

18.89. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება მო– 

ცემული წირებით შემოსახღვრული ფიგურის ბრუნვით: ა) 0X 

ღერძის გაოშემო, ბ) 0Vყ ღერძის გარშემო: 

1) ყ=(X-- 11(X–– 2) /=09; 
2) ყ=50X, ყ=0. 0<X<>LXC; 

ვ) ყ == მIC5I1X, ყ =:0, X= 1; 

1 

ი #-5- ა. #50 X=0 »#=V



5) ყ=C +6, ყ=6”, X= 0; 

6) ყ=X, ყ=Xჯ+35ი1პX 0<X<X, 

18.83. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება მო– 
ცემული წირებით შემოსაზღვრული ფიგურის ბრუნვით Vყ=1 

წოფის გარშემო: 

_– 1 
1) ყ=--, ყლ1; 2) 9 =VX, #=--, ყ=0, X=2; 

1 
ვ) ყ=M X, ყ=X>; 4) ყ=2X2-1, ყ=.-=, ყ=–-1, 

' ყ = 8. 

18.84. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება მო– 

ცემული წირებით შემოსახღვრული ფიგურის ბრუნვით C0X 
ღერძის გარშემო: 

1) რითი ყ=0, 0<X<0, 

ყ ==0:5)ი 21, 

M- 2ძ17“ 
=22+17#/# 1 8 ვ 2) 1+1 X=0; ვა ჯ 20057 

_ 2თ/ ყ = 0თ3)037; 
1-+-1ბ? 7” 

I # = თ (1 –+ 005171), 
X= ი, 

Lსყ=0ძთ(თ1+9ი7), 2 

18.85, გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება მო– 

ცემული წირებით შემოსაზღვრული ფიგურის ბრუნვით: ა) C0CX 

ღერძის გარშემო, ბ) Cყ ღერძის გარშემო. 

1) რ-ი 0 <1 < 2»; 
ყ == ძ5I1I) 27, 

2 IX = =02(1–590ი1), 

Lყ = თ(1 ––00§7), 

=- ა 7. . ყ=0, IXI= 1; 

4 |I#1=49რ 
X=0, ყ=0 (რთ>0). 

? 1/=0Iი# 

ლო
 ლ



13.86. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება მო– 

ცემული წირის მარყუჟით შემოსახღვრული ფიგურის ბრუნვით: 
ა) CX ღერძის გარშემო, ბ) Cყ ღერძის გარშემო. 

X= 2თ 

X= 2-7, „ს 1.61. 
1) | ვ 2) + 

ყ=41--I; ყ=0-5-- 1 
„ს #M.ე-1.? 

გამოვთვალოთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება პოლა– 
ოულ კოორდინატებში მოცემული წირებით შემოსაზღვრული ფიგუ- 
ღის ბრუნვით პოლარული ღერძის გარშემო (MM 18.87––-18.89): 

გ. 

48.87, 1) „=ძდ, დ=0, დ=X)| 2) ,=#/ --, დ=0, დ=X; 

#ჯ .· ვ) ”=ძV C053დ, დ =0, =–; 

    

  

6 

. 7 ვ 
4) ი=თVC053დ, დ=-“., დ=-“+, 

6 2 

78.83. 1) „ == ძლ051დ; 2) ” = 2ძ5M1C; 

ვ) # == თ0051დ0; 4) ”7 = ძ5)0?ფ. 

18.89, 1) ”ჯ ==0079, დ=-00, დ=); 2) ”წ=CV(1 -+0C0§C0); 

§1112 ჯ ვე „=22="% , დ=0, დ= –– ; 
C05 დ 3 

? 2 
4 ”'=--- -–-'– = 0, დ = _–_–. 

) 1+რ6ლ0§დ” ? 2.” 

5) ”= CV 0052C; 6) „დ =C0V §I02C . 

18.90. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება პო- 

ლარულ კოორდინატებში მოცემული წირებით შემოსახღვრუ–- 

ლი ფიგურის ბრუნვით დ = > სხივის გარშემო: 

  

1) ”წ=ძV§I00C; 2) «=ძV ლ05 2დ ; 

ეაეაეაე'ა ა-ა წ) 3 
ვე) „=09V 00§3დ, დ=--->-, =–=-; 

გა – 1 5 
4 ”„=თV ლ0053დ , თ 9?--– 

565



ა) ”=0 (1 + ლ050), დ=--=>+. თ=-–>; 
2 2 

6) ჯ= მ... =-.%. –2%·. 

1 + Cლ05დ ? 2 “ 2 

18.91. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება მო–- 
ცემული წირით შემოსაზღვრული ფიგურის ბრუნვით 0+X ღერ- 
ძის გარშემო: 

1) XI + ყბ=0?X?; 2) X4 –IL ყშ == 20Xყ?; 

ვ) (X? + ყ?)ზ1 = 01? X4ძ; 4) X(X2––- ყ')=0(X- --ყ), ,X=30. 

მითითება. წირის განტოლება ჩაწერეთ პოლარულ კოორდინა– 
ტებ”ი. 

18.99. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღება მო–- 

ცემული წირით მემოსაზღვრული ფიგურის ბრუნვით 0ყ ღერ- 

ძის გარშემო: 

1) X1+ყ=0ძყ!, 2) X" + ყრი = 20XV”; 
3) (ჯ? + ყ”) = ეტ ყ?; 4) (X? –+ ყ”) = ტც? ჯ? ყ”. 

მითითება. წირის განტოლება ჩაწერეთ პოლარულ კოორდი– 

ნატებში. 

განივი კვეთის ფართობების სამუალებით იპოვეთ მოცემული ზე– 

დაპირებით შემოსაზღვრული სხეულის მოცულობა (MM# 18.93–– 18.95): 

2 2 

16.0ვ, 1) -“- + + = 1 2:=- 9, 72=7); 

  

  

  

  

ძ 
ჯ ყ? (2 –- წ)? 

2) -–– მჭ ==  '“ , 2=0; 
) იც? + ხ“ M? 

I ყ? ჯ? ყ? 22 

3) 22= -––-– ა, = VV; 4) -–-- –_ „ეარ. = 1. 
) 2 ი? + ხ? 2 ) ი“ + ჩხ: + (ი? 

LL ყ? + _ 
18,94, 1) –“–– –- ––. –– -- =1, 2= –– //, 2 = IV; 

6” ხ? (0? 

2) X- –აეაეაეანესენსეესი 
ი? ხ? (? 

2 

ვ „9 LX+2 1), ჯ=0, ყ=0, 2=0; 
ე? ი 

4) იც?(2?-- ყნ)=X?>2, 2 =0. 

506



  

  

    

ჯ? ყ” 2 X 
18,9წ. 1) –_–_ + - 1, _–_ =2==>) 2= 0; 

ი” ხ? M ი 

Xჯ” 2? ყ 2 ' 7 
2 “–– ას .–. -- 1,  - .. =0 –  +-- =0(2>9; 

რთ“ C“ ხ C ხ 0 

V“ 22 ყ 7? 

3) + ლ 1, :“აე- - “· 1; 

ი“ 2C ხი ' დ 

4) 2-% ყე _2 _ 1. 1 ყ 
ს ებ ს. (2 2 ხ? 

4. ბრუნვითი ზედაპირის ფართობის გამოთვლა 

გამოთვალეთ იმ ზედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება §სოცე–- 

მული წირის ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო (MM 18.96–--18.98): 

18.96. 1) X2 -L ყზ = #22; 2) ყ= V X, 2<X<:6; 

3) ყ=X#, 0=<X<1; 4) ყ=-=-VXX-–- 19, 0 <X < 12. 

18.97. 1) ყ? =- 4იჯ, 0–ჯ<3ი; 2) ყ=:50X, 0=X+<X; 

3) ყ=06-%X, 0<ჯ<Iი2' 4) ყ= - Cჩ 2X, 0 <:X <.პ. 

18.98, 1) ყ=4+# –4<X<:2; 

2) 2იყ=ი + #« 0=<7X<0; 

ვ) II +(იყ-–- ხა =0ი, ნ6>0; 
4) ჯ2?/3 -L ყმ/3 = ი3:3, 

გამოთვალეთ იმ ზედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება მოცე- 

მული წირის ბრუნვით 0X ღერძის გარშემო (18.99; 18.100): 

18.99. 1) 4X-+ 2)იყ = V?, 6-1 <= Vწ<. 6; 

20 
2) 9თყ? => 4 X), ი<ყ<- 

ვ) ჯ«=ლ0სყ, 1ა2<-ყ. <1I03; 

/V 4) 3X= 4005V, ––<ყ< 0. 

1... 1 
18,100. ჰჰყ=-- I-ი 1=X<-60,; 
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/ებზ .. 
2) ყ =იი- ი.ი /2-. ) 9=ხნ=X<0; 

ვ) ყ=0Cს-–-, 0<7ჯ+<Cს; 
C · 

1 "'' 
4) ყ=--(იიი-იX+X V1–42), 0<X<1, 

გამოთვალეთ ა-მ ზედაპირის ფართობი რომელიც „მიიღება პარა- 

პეტოული სახით მოცემული წირის ბრუნვით: ა) 0Xჯ ღერძის გარშემო, 
ბ) Cყ ღერძის გარშემო (18.101; 18.102): 

18,101. 1) რორი 37), 0<1< “+; 
ყ=0(35)ი1–-50ი3/), 2 

Xჯ = V 2 §Iი(, 
2) 1... 0<1<1, ყ= 5 2!, 

1 
=0I1! .–––9ი2/I, უ 

((+- ) 0<(<->:; Cა
 

_–
 

უ
ე
ს
.
 

დ
 

+ 

L
I
 

ლ ი = 
' 

აა
 

4 (6 “9§ს ც კ-ჯყე2ი 
ყ= 283511, 

ჯ =#92, 
1 . 18.109, 1) – I1|) <6; 

X=ძთ(" -L 1), 

IX=0C( –590ი7), 

LV = თძ(1-–-0057), 

, = V1 + §5ი7, 
4) 

ვ) 0<1< 2X; 

1 
ყ = –- 00§7, 

18.103. გამოთვალეთ იმ ზედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება პო– 
ლარულ კოორდინატებში მოცემული წირის ბრუნვით პოლა- 

რული ღერძის გარშემო: ! 

1) ”= 2ძაIიდ; 2) ” = თ(1 -L 0050); 
უეაა“– IL 

3) „= ი+ხლ00§დCდ, (ი>ხ); 4) #” = V00§2დC, 0<2რ< –- ; 

5) #? = 01 §1ი 2დღ; 6) /#? = ი“00§ 2ღ.



#8.104+. გამოთვალეთ იმ ზედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება მო– 

ცემული წირის მარყუჟის ბრუნვით: ა) 0X ღერძის გარშემო; 

ბ) Cყ ღერძის გარშემო. 

1) 9X = ყ(3––V)მ 2) 90ყ" = X(30-– X)?. 
ჰითითება. წირის განტოლება ჩაწერეთ პარამეტრული სახით. 

#8.10ა,. გამოთვალეთ იმ ზედაპირის ფართობი, რომელიც მიიღება 

X= 0(/ + 1), ყ =2- (3--- (9 წირის მარყუჟის ბრუნვით ი 

ღერძის გარშემო. 

§ 19. განსაზღვრული ინტეგრალის გამოყენება ფიზიკაში. 

19.1. რა მუშაობა უნდა «დაიხარჯოს ზამბარის 5 სმ-ით გასაჭიმად, თუ 
მისი 1 სმ-ით გასაჭიმად საჭიროა 16 ძალა. 

19.9. გამოთვალეთ მუშაობა, რომელიც უნდა დაიხარჯოს სპილენძის 
მავთულის გასაჭიმად 1 მმ-ით, თუ მისი სიგრძეა 1 მ, ხოლო 
განივი კვეთის დიამეტრი 4 მმ. 

19.3. გამოთვალეთ მუშაობა, რომელიც უნდა დაიხარჯოს #1 მასის 
მქონე სხეულის ასატანად დედამიწის ზედაპირიდან ჩ სიმაღლე– 

ზე, თუ დედამიწის რადიუსია #1. | 

19.4. გამოთვალეთ მუშაობა, რომელიც უნღა დაიხარჯოს ვერტიკა- 

ლური ცილინდრის კასრიდან წყლის ამოსატუმბავად, თუ კას- 

რის რადიუსია #1, სიმაღლე კი VI. 

19.5. გამოთვალეთ მუშაობა, რომელიც უნდა დაიხარჯოს ნახევარ- 
სფეროს ფორმის მქონე ჭურჭლიდან წყლის ამოსატუმბად, თუ 
ნახევარსფეროს რადიუსია 10 მ. 

19.6. 2 მ რადიუსის მქონე რკინის ბერთვი ბრუნავს თავისი დიამეტ– 
რის გარშემო თ = 1000 ბრ/წთ კუთხური სიჩქარით. გამოთვა- 

ლეთ მუშაობა, რომელიც უნდა დაიხარჯოს ბირთვის გასაჩე- 
რებლად, თუ რკინის კუთრი წონაა 7,8 გ/სმ3. 

19.7. ელექტრული მუხტი 6 კორდინატთა სათავეში მოთავსებული 00 

მუხტის მხრიდან მოქმედი განზიდვის ძალის მოქმედებით გადა–- 
ადგილდა (თ; 0) წერტილიდან (ხ, 0) წერტილში. „გამოთვალეთ 

განხიდვის ძალის მიერ შესრულებული მუშაობა. 

19.8. გამოთვალეთ მუშაობა, რომელიც სრულდება გაზის ადიაბატუ- 
რი შეკუმშვისას ში=8 'მ--დან 9|=2 მ3-მდე, თუ მისი საწყისი 
წნევაა 00=10 000 პა. 
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19.9. 

19.10. 

19.11. 

19.12. 

19.15. 

19.14. 

19.15. 

19.16. 

“C
» – C 

ცილო5დრი, რომელიც ზემოდან დახურულია უწონო მოძრავი 
დგუმით ავსებულია ორთქლით, რომლის მოცულობაა 

9ში=0.2 მჭ და წნევა –– ი0ი= 10330 < . რა მუშაობა უნდა შევას- 

რულოთ, რომ მუდმივი ტემპერატურის პირობებში ორთქლის 

მოცულობა შევამციროთ 2-ჯერ. 

რა ძალით მიიზიდავს მატერიალუ”ი წ.უფე #1: მასის მქონე მა– 

ტერიალურ წერტილს, რომელიც მისგან დაშორებულია თ მან- 

ძილით, თუ წოფის სიმკვლივეა II. 

რა ძალით მიიზიდავს ” რადიუსის მქონე ერთგვაროვანი (ბე 

სიმკვრივით) წრიული ფირფიტა /# მასის მქონე 7 წერტილს, 

რომელიც მდებარეობს ფირფიტის ცენტრში გამავალ მართობ- 

ზე და ფირფიტისაგან დამოოებულია ხ მანძილით. 

ტორეიჩელის კანონის თანახმად ავზის ხვრელიდან სითხის გამო– 

დინების სიჩქარე გამოითვლება ფორმულით 

9 = 6V29ჩ, 
სადაც §# -- თავისუფალი ვარდნის აჩქარებაა, # –- სითხის სი- 

მაღლე ხვრელიდან და C=0,06 არისს ცდისეულად მიღებული 
პროპორციულობის კოეფივგიენტი. 

რა დროში“ დაიცლება პირთამდე სავსე ცილინდრული ვერ– 

ტიკალური კასრი, თუ კასრის დიამეტრი /#1=1 მ, სიმაღლე 

#=2 მ და კასრს ფსკერზე აოსებული წრიული ფორმის ზვრე– 

ლის დიამეტრი ძთ=1 სმ. 

მატერიალური წერტილის სიჩქარე – ს0=1 64-0-011 მ/წმ. გა–- 

მოთვალეთ მატერიალური წერტილის მიერ გავლილი გხის 

სიგრძე მოძრაობის დაწყებიდან სრულ გაჩერებამდე. 

გამოთვალეთ ყი საწყისი სიჩქარით ვერტიკალურად ზემოთ 

ასროლილი სხეულის ასვლის მაქსიმალური სიმაღლე, თუ მისი 

სიჩქარის მოძრაობის ( დროზე დამოკიდებულების განტოლებაა 

შ=ში-#9I, სადაც ყ არის თავისუფალი ვარდნის აჩქარება. 

ცვლადი დების წრედში ძაბვა და დენის ძალა იცვლება შემდე– 

გი კანონით: IM =Vი 510 თ/, #1=70 510 (თ/––დ). გამოთვალეთ დე– 

ნის მუშაობა 7'= 2%. დროში, ფაზათა სხვაობის რა 'მნიშვნე–- 
ი 

ლობის დროს იქნება ეს მუშაობა მაქსიმალური. 

# =20 სმ სიმაღლის კონუსური ძაბოი გავსებულია წყლით. 

ძაბრის ზედა ფუძის რადიუსი /:=12 სმ, ხოლო. ქვედა ფუძის



რადიუსი, საიდანაც გამოედინება წყალი, არის 2=0,3 სმ. გა– 

მოთვალეთ: ა) რა დროში დაიწევს ძაბრში წყლის დონე 5 სმ-ით; 

ბ) რა დროში დაიცლება ძაბრი. 

19.17. გამოთვალეთ 1=1 8 სიგრძის ძელის მასა, თუ მისი წრფივი სიმ– 

კვროივე ბ=(2+0,001 X?) გ/სმ, სადაც X არის მანძილი ძელის 
ერთი ბოლოდან მოცემულ წერტილამდე. 

19.18. გამოთვალეთ მოცემული წირის სიმძიმის ცენტრის კოორდინა– 

ტები: 

|/X = 0 0057, > 
1) · 0<1<-; 

სყლ=ძ35)ი/, 2 

2) თოი 0</<%; 
ყ = 0351, 

ვა (იიი აი 0 <1 <2»: 

ყ=0ძ(1–-009/), 

4) ყ=ძ0ხ–-, – 2<X <0, 
ძ 

5) 7დ=0(1+ლ0ლ9დ,,) 0<0Cთ<X%,;, 

6) #”L=006%, =<თი<% 

გამოთვალეთ მოცემული წირებით შემოსახღვრული ფიგურის სიმ- 

ძიმის ცენტრის კოორდინატები (M## 19.19; 19.20): 

ი V4 19.19, 1) , ყ=VX; ყ=X 

2) ყბ= --., X=0, ყ=0, ძი>0, ყ2>9, 
თ 

ვ) ყ=5§50იX Vყ=0, 0<::X<.X; 

4) ყ=- V, ყ=50X, ყ=90. 
(7 

19,90 1) VVX+VV=V09, X=0, ყ=0; 

2) ყბ=2X X+VყV= 4; 

IX==ძ0(0 –– ყი”) 0<(<2L, V=0; 

Lყ.== 0(1 ––-– 0057), ' 

4) ”დ == 9(1 + 005ღ). 

3) 

19.91. ” რადიუსიანი წრეწირის რკალი ცენტრალური კუთხეა თ. 

'გულდინის თეორემისა და სფერული სარტყლის ფართობის გა– 
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39.2: 

49.23. 

მოსათვლელი ფორმულის გამოყენებით იპოვეთ ამ რკალის სიმ– 
ძიმის ცენტრი. 

-· გულდინის თეორემის გამოყენებით იპოვეთ ჯ = ძ0033/, 

ყ=ძ0თ51ი3/, 0 <:<> ასტროიდის სიმძიმის ცენტრი. 

ფეგურ,ა რომელიკ შემოსაზღვრულია X=0C -–-509ი7), 

ყ=0 (1–-005 1) „და X=0(1–-5101 1), ყ=–-0ძ(1--–0057) ციკლო- 

იდების პირველი თაღებით ბრუნავს იყ ღერძის გარშემო. გულ- 
დინის თეორემის გამოყენებით იპოვეთ მიღებული ზედაპირის 

ფართობი. 

§ 90, ბანსაზღვრული ინტებრალის მიახლოებითი გამოთვლა” 

გამოთვალეთ განსაზღვრული ინტეგრალები მართკუთხედების, ტრა- 

პეციები ან სიმპსონის ფორმულის გამოყენებით 8 სეზუსტით 

(MM 20.1–-20.14): 

20.1. 

#0.2. 

20.8, 

  

  

  

  
  

    

L ს _–_” 
1) ი ძა, §=10-4ძ; 2) 1.“ X, 8 = 10-2; 

0 

1 
” (3 ი, 

3) 6 ძX», 6 =10-4; 4) ძა, 8=10“4, 
ე 
0 0,4 

ვ 0,8. 
____3.-. 

1) Iიჯ . 
2 0 

§ 

ვ) _ ი» სკ, 8=10-2 4) | C+X%. 1 ძა, 8=10-1, 
1+IXჯ უ 1+Xჯ 

1 0 

X/2 · 1... 

1) | ოლეგ =10“?; 2) 50 ჯ ძX, 8 == 10-49; 
1-+Xჯ ქ V Xჯ   

« ამ პარაგრაფში მოცემული ამოცანების ამოხსნა გათვალისწძნებულია ეგმ-ის 

გამოყენებით. 
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20.6. 

პ) 

1) 

ვ .
 

1) 

3) 

1) 

3) 

4) 

1) 

1 3,1416 
| მ7CLC Xჯ ძ»X, 8= 10-4; 4) I (5 + 4ლ00§ ჯ) თX, 8= 10“4_ 

Xჯ 

0 
1 X 

IV ჯა XძX, 8=10-4; 2) IV» 8ხ-- ძX, 8 = 10-44; 

0 0 

(14 

1 2 
2 – 

100-++X0,, 8=10“4ჭ 4) | C05X2ძX, 6=10-9, 
1--X“ 

  

  

    

0 0 
2 5 , 

6-X Xჯ1 (+ 
ძX, 8=10“4; 2 ––===–=-ძჯ = 10-5; I ჯ 1.2 | 75 >“ 

1 C 

2 .VX +1,2 წ 
| - ძა, 8=10-5; 4) |ფი (ი ჯ)ძა, 8= 10-93. 

X 
3 Xჯ-10 შ 

#M/2 1,7 ” : 
“ . : 

C05X ს 6= 10-95: 2) | _5101(2X"-L3)ძ%. ._ 10-91, 
| 1+7 III (X -L 2) 
0 1,2 

1,9 __ 
( მICLC V Xჯ 
ღეეღევეაეალ– , = 10-3; 

)კ 59ი'X+2 მი 8 
1,3 
2,3 
“ ტაი ჯ 

__ც"' ძი, §5=10-, 
ე) I1(3X+2) 
1,4 
4,1 

“ 

––_____. 
1 1+8მXიდCX 

3.2 
2,3 , 

“ 51I+X 

_01+20 "9 კ. 8 = 10“9; 

" VX+3 
1,6 

4,3 
| 2+CLC V 2X + 1 ძა 6 = 10-49; 

X+3 
3.5



90.10. 

57# 

5,6 

4 | ბმყიიი კა ჯე 
Iი (ლ05წ X - 2) 

4,8 

4,1 _X 
ი გიX 

1) –ა–-----შ»ჯ §= 10-32, 
1 909-X+2 , 

3,5 
1,3 

. იX+2 

ბ |„'–“–--- ძე 85=10-, 
მL.LC (3ჯ -L 4) 

4 
.2,7 

( §ი/“X-C-1,3 
3) _901X+ 13 კ. 8 = 10“3; 

  

  
უე) Iი(3X+24) 
1, 

7, 
( C05”(Iიჯ ტ | 95009 კ, გ 10-4, 

ჯX.-+ 1,7 
6,7 

X/2 

(” 20055X –“– ვ3ვIებ · · 053 ჯ : 340 X ძი 6= 10--; 

1 1 +–§5)ი”ჯ 
0 

4,12 

2) V1 +IIX. ყე გ= 10-4, 
1 ქვი ჯ 
2 

! 

#1 + ჯ ვ |“ '“” ძე §6=10-5; 
1 –- Xვ 

9 

4 2 

4) 1799 ძო, 6 = 10-4, 
# ქეი +L2 

3 

2 

1) <0%:(ლ “ა ძX 8= 10-2; 
_ (6X -L 2) 

2 X 

2) _ყი 50 C +2?– კ, §5-10-9, 
გმICLV – მ%LC VI » X



50,11,. 

40. 15, 

5,6 
(_ II1I(5I0? ჯ +L 2) 

=–“ძX, § = 10-32; 
მ-აყ?თV X 

4,8 

8,2 

: V 2+ §წი? V X. 

7 Iი0(VX+ 3) 

  

ძი, 8 = 10-27, 

6,4 

2 + V/ 32 
1) _ XX +V 3 _ ძი, 8= 10-5; 

ა) V4-LIი? (ჯX2-- 1) 
2 4 

+L/2 
- ჯ ტ64-2,6 C05 X 

2) ----- . . ძე, 8= 10-27: 
· 0X 51 ჯ 

0 

2 
ვ) | X9(1 -C ჯა)? ზძეე ა=10-5; 

იდ 
სი)

 ,1 
(V1- გ-C(ლჯ 

) 1-+6540X 
გ,2 

2,7 
2 1) |- სელი §-- 10-29; 

005” X + 3 

4)   
1,8 
1,2 = 

( -02(VX +2) 
- –=- –ე, 

) I2(2/+1) ძო 8510, 

„2 
წმი (1 + 2გICLთX) ძა, 

ს) VX+3 
3,7 

6,2 –-ა–=- 

” /1+6V « 

) 2C-VX+2 
6 

8 = 10-29;   

რა, 6 == 10-83, 

2,6 
” ფე? - 511“ (I0 X –I- 2) ძX. 

8 == 10-29; 
ტცMCIC XL 1   

ყ9
ყ"

 
–
 

«
ი



7.2 

  

    

2) __V 1467. კ. = 10-23: 
ე) 2X+6I)ჯ “” წ“ , 

6,7 
1,3 

VX-+ 2 
ვ |.“ ” ძა, §= 10-94, 

) 2XX+385ი?Xჯ 8 
0,4 

7,2 

, . ი0+ ( V X+ 10») _ 0-8 
) მILC1C X თ §8= 

6,1 

6,8 
” 2 

90.14. 1) _ X2 8 = 10-39; 
) (2:5I0იX) +.3 

6,1 
3,2 

C 4 
2) _ X+4 _ _ 8 = 10“3; 

) XI X+-282ILCICXჯ 
2,4 
4,1 , 

” –- 1 
ვ |–-–  -= “ ” ძა, 6=10-4 

|) Xჯ2გI-(CXჯ + 6907 
3.4 
2,4 

” 05+X 

4) _0%5X L მI0I8X_ ძX, 8 == 10-13. 

8 X-+1 
1,8 

დიფერენციალური განტოლებები 

§ 91. პირველი რიგბის დიფერენციალური განტოლეგები 

1. ძირითადი ცნებები 

დაადგინეთ არე რომელზეც შესრულებულია ამონახსნის არსებო- 

ბისა და ერთადერთობის პირობები (M#M# 21.1; 21.2): 

921.1. 1) ყ'== X2--ყ?; 

3) ყ'=XV-+ 6“; 

“–/ 

2) ყ'= – ; 
ყ 

4) ყ'= 

Xჯ 

V



1.8. 

> 0 

1) .ყ/= VI – ყ; 2) M=VX-ყ; 
ვა ყ' =V ჯ–-ყ–X; 4) ყ”= 1 + LCყ. 

აჩვენეთ, რომ მოცემული ფუნქცია წარმოადგენს მითითებული 
დიფერენციალური განტოლების ამონახსნს: 

§1ი Xჯ : 
: Xყ + ყ = 00§X;   

2) ყ=X(–)IიI)XI), (X –– ყ)'ძX; + Xძყ =0; 

1.4. 

შეადგინეთ დიფერენციალური განტოლება, 

3). ყ=§5I1X--1 +66-59ი#,  ყI +IMVC%» = -- 5Iი 2X; 

4) ყ–ლინ»>+--თ, ყ' + 2ყ = 46% 

5) ყC2+02V 1--X#X2, (1 -–– 2) ყ,-+ XV = 2X; 

6) 2X+ყ--1=0062/-+ (2X--ყ-L1) ძX–– (4X--2ყ––3) ძყ=0. 

წირთა ერთპარამეტრიანი ოჯახიდან. გამოყავით წირი, რომე–- 
ლიც აკმაყოფილებს მოცემულ პირობას: 

1) ყ=Xჯ+00,, ყ(1)=0; 2) X"-+ ყ'=10ი0+X#?, ყ(1)=1; 

ვ) 14+20/-+01X=0, ყთ=---; 

4 ყ(0--თ0=1, #0)=-+ -> : 

5) ყ0(იI X-- 1|+C1=), V(0) =1; 

6) ყ=2-–- 680 2X; M(+)=–! 

რომლის ამონახსნს 

ემოადგენს მოცემულ წირთა ოჯახის ყოველი წირი (M#MM# 21.5; 21.6): 

1) X?-L ყ? = 20X; 2 Vყ? = 20X; 

ვ) X. = 0(X-“–-ყ”); 4 ყ=50(X+ი0. 

1) #2 -+ Cყ? = 2ყ; 2) ყ==00”; · 

ყ?. 
ჯ 1 –2 

3) II ––- =1-CV; 4) ყ'+-- =2+4+06 
ყ ჯ 

ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი ფუ



3. დიფერენციალური. განტოლება განცალებადი ცვლადებით. 

ამოხსენით განტოლება (MM 21.7--–21.13): 

მყ. _2X. 
ძX ვყ? 1” 

3) (1-+ყ)ძX+-Xყძყ=0; 4) XVძX-L(X + 1)ძყ =0. 

91.8 1) Vყ'-+1 ძX = XVძყ; 2) Vყ' ხთ X=Vყ:;: 

91.7. 1) 2) (1 + Vყე)ძC+(1 -C »)ძყ =0; 

3). ყ' = #”+V; 4) XV1--ყწძX-LVV1--XLძყ=0. 

819. 1) XყძX + V1–– 2ძყ=0; 2 ყ6“-%ძX - (1 -L 62) ძყ =0; 

ვ) X#?ყზყ' + 1 = ყ; 4) (1–+ყ")XძX-L (1 -+- XX) ძყ=0 

91.10. 1) 2X V1 – ყბპ=ყI(1+-X); 2) ყ-- 72% - 0, 
ყ 005 ყ 

3) ყ'-- Xყ?= 2XV; 4) Xყ' + 2ყ = XV". 
ძა: ძX 

.11., 1) -წწ1+C --- ს = 1; 2) #-–-–- +71=1; 91 ) 6 (1+-ჯ) X-. + 

ვ (6- რტ“ + #+V%=0, 
4 დბძში + I –– ი ძდ =0. 

2--ტე% 
81,158. 1) 2X?ყყ -L ყ? = 2; 2) 3C%IთყძX + -––---ძყ =0, 

005? ყ 

22+ ვ) ყ+-ყეX2 8 =9ი-+->-#., 

4) (1+Vყ) (ი “0 + ყ”)ძყ =90. 

'– 80(ჯ-– V); 2) ყლ–-–ფძ; 81.12. 1) ყ' == 50 (X– V); ა) #–= +” 

ვ) ყ=(X-–-ყ) + 1, 4) ყ'–-–ყ = 2X--3. 

იპოვეთ. განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს 

„ მითითებულ საწყის პირობას (M# 21.14--21. 17): 

81.14. 1) (X-– 1)ყ,+ 2Xყ1=0, ყ(0) =1; 

2) ყ'იხთX+ყ=2, ყ(0)=-–-1; 

1 
ვ) Xყ//+ყ=ყსი 9ყ00)=--) 

4) (1 +6ყე,=6, ყ(0) =1. 
578 :



81.15, 1) ყ'5IიX=ყსიყ, 162 

2) (Xყ" + X)ძყ + (–XCნ2ყ–-ყ)ძX=0, ყ(1) = 1; 

3) ყ' = (2ყ + 1) CIდX, X#X=-L. ) ყ=(2ყ-+-1)CI9Xჯ ”(+) 2 

4) 3(XV+ ყ)ძყ+ M 2+VყძXI ყ(0)=V2. 

81,16. 1) X15I1ყ-·ყ/= 2 ყ(Cთ)= 

2 IXმ)ყ -§8იყ=1, V(C) = 5; 

3) X?%ყ' + §Iი 2ყ = 1, /V(+თ)=-–-> 

1 
4) (1+.X)V –> C0§5 2ყ=0, ყ(– CC) = –> 

მითითება. 1) ზოგადი ამონახსნია 

005 #= - + C. 
ჯ 

საწყისი პირობა გვაძლევს C=0. ე. ი. კერძო ინტეგრალია 

00§ყ =---. 

Xჯ 

მას შეესაბამება კერძო ამონახსნთა უსასრულო სიმრგვალე 

ყ = 2 მ1I0005 1 + 2), #62. 
ჯ? 

ამ ტოლობიდან საწყისი პირობის გათვალისწინებით ვღებულობთ 

წ 
“ი = –+ მXCC0§ 0 -L 2XV7), 

საიდანაც 

1 1 
–-=+--+L+ 2, C7, 2 «5 –+ “ I/) 

აქედან /=0. 

ამრიგად, საძებნი კერძო ამონახსნია 

1 
ყ = მI000§ -=-- 

”



81.17, 1) (X+2ყ)ყ=1, V(0)=–--1; 

2 ყ'=(X+ყ)?. ყ(0ე)= –– 

ს
ა
!
 

-
 

3) ყ'=(8X+2ყ+1), ყ(0)=–--–-; 

4) ყ/ი=V4X+ 2-1, ყ(0)= –. 

ვ. ერთგვაროვანი და მასზე (დაყვანადი განტოლებები 

ამოხსენით განტოლება (M#MM# 21.18--21,24): 

  91,168. 1) ყ//=-7- 1, 23 ყ=- -X+XM#. 
Xჯ X 

ვ) => +-%; 4) ყ=0V/X + #. 
ყ X ჯ 

81.19, 

21,90, 

21.21. 

21.92. 

21.28. 

91.84. 

580 

1) (X+ 2ყ)ძხ-- Xძყ=0; 2) Xძყ–-ყძX = ყძყ; 

ვ) (X--ყ)ძX+LX-+-ყ)ძყ–0; 4) (X-–-ყ)ძX -+ Xძყ =90. 

  

1) ყ=-%M + ლი§-7”; 2) ყ= %#% + 9ი-#; 
ჯ Xჯ X პჯ: 

ვუ ყ,= -4--# . 4) ყ'ლ= -#- 2, 
“ X+ყ წ ჯზ 

1 (X–- ყაყძხ--ძყ=0; 2) (ყ"-- 2XV) ძX,+ X'ძVყ = 0; 

ვ) (3ყ?- 3XV + X?) ძX–– (X2-- 2Xყ) ძყ = 0; 

4) (4X? + 3Xყ -LIყ?) ძX + (4ყ? + 3XV -L X?) ძყ = 0. 

1) ყ”-+-X?ყ' = Xყყ"; 2) (X?-L-ყ?) ყ! => 2Xყ; 

ვ) 2X ყ= ყ(2ყ-- ყბა; 4) Xყ?ყ=2-2+Vყ). 

1) XI -–- ყ=XL-%; 2) Xყ =Vყ00§1ი -% ; 
Xჯ Xჯ 

ვ) XM#/––ყ=XV+6ყისი-– 51# ; 

# , / 4) X-–- ყლ005–-– +- Xყ'005 –-– = 
X X 

1) MძX + (2 VXV –– X) ძყ = 0; 
2) Xძყე–-ყძX = V X + ყ"ძX;



ვ) Xყ' = VX – ყმ +Vყ; 

4) (X“-L XV) ყ' == XV X–-– ყწ+Xყ + V”. 

იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს 

პითითებულ საწყის პირობას (MM# 21.25; 21.26): 

11.95, 1) ყ, = 3 -#- -+L 2, ყ (1) =0;. 
ჯ 

„. 2) (#+V Xყ) ძX= Xძყ, ყ (1) = 9; 

3) XV + 2 VXV = ყ, V(1) = 0; 

4) (ყ-–– 3ჯ)ძყ +- 2X#/ძLC=0, ყ(0) = 1; 

21.96. 1) XV =VყI 7”, ყ(1)=1; 
Xჩჯ 

2 ##=V(1+V-7), ყ (1) = +-; 
Xჯ V 6 

ვ) (XV –- ყ) მICწC # = X, ყ(1)=0; 

  

2 

4) ყ=-წ- - #, #(--1) =1. 

Xჯ X 

ამოხსენით განტოლება (MM 21.27-–21.30): 

51.97. 1) (2X–– ყ+ 1)ძLC+(2ყ ––X-–– 11ძყ=0; 

2 (,/-+2)ძX-–- (2X+ ყ––4) ძყ = 0; 

ვ) (2–– ყ/+ 4)ძყ -–- X-–-– 2ჯ/+. 51)ძX=290; 

4) (2X-–-– 4ყ-+-6)ძX + (X+ ყ–– 3)ძყ =0, 
91.28. 1) (2(+ ყ+11ძX-–-(4X+ 2ყ–– 3)1ძყ=90; 

2 (X-+-Vყ + 1) ძX + (2ჯX -- 2ყ-–– 1) ძყ = 0; 

3) (X+ყ-–-2 ძX+ (L–-–ყ +4)ძყ=0; 

4) (X+ყ)ძი+(L-–“ ყ--–21ძყ =0. 

ი '__ ყ+2 2. ,_ 1“–3+-- 394... 51.99, 1) /-2(-----) 2) ყ= მ ურფულოთოეი 

ვ 1)Iე# 1. 9-+%X. 4 , V+2 L ა (#+1)სI––== 2-3. ა) ყ 1-1 11%  



21.80. 1) (X?'ყ?--1აძყ-+-2XV9ძ;=0; 2) 2XV (X-- ყ?) -+ ყჰ = 0; 

0. 3) -3(ყ,--ჯ=ყ2; 4) 2X”ყ" = ყ -L XV. 
მითითება. 1). ჩასმით ყ=2 მოცემული განტოლება მი- 

იღებს სახეს 

(ჯ?2შ%თ-–-1 _ 2-1) თ ძ2 + 2X21%ძXჯ = 0. 

ეს განტოლება იქნება ერთგვაროვანი თუ 3თ+1=0--1. საიდანაც 

თ=--1. ამრიგად ყ =-1 ჩასმით მოცემული განტოლება 'მიიღებს 
2 · 

სახეს 

(2? –– 1?) ძუ –+– 22X ძX = 0. 

მოვახდინოთ ჩასმა 2=VIX. მივიღებთ 

4+ , 8-1 ძი = 0. 
ჯ ს! -L ” 

ამ განტოლების ზოგადი ინტეგრალია 

XC +) _C 
” 

თუ V-ს ნაცვლად შევიტანთ 1, მივიღებთ, მოცემული განტოლე- 
Xყ 

ბის ზოგად ინტეგრალს 

1 + X”ყ? = CV. 

4. პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლება 

ამოხსენით განტოლება (MM 21,31--21.38): 

  

#1.81. 1) ”/”- #= X; 2) ყ-- 2 = 2X9; 
Xჯ X 

–- ჯ 

ვ) ყ,+ყ=6-7, 4) ყ' + 2Xყ = X6 
91.89, 1) ყ'-+ყ1თ X = 2 ყ'– Xყ =(1 + X) 6-2; 

005 X 

ვ) ყ--4მყ=400+-1)6-%; 4) /--ყ/ = -ი-. 
X 

91,88, 1) ყ-- MM = თაო; 2) V + ძყ = 26% .88, ყ = 6-X"; ) ყ4+0იყ=6"”. 
X 

', 2X–1 
ვ) Xყ'--2ყ = X93005 X; 4) V- ““--ყ = 2. 

582



81.84, 1) (2X-+1)ყ' = 4X + 2წყ; 

ვ) ყ' -+ 2ყ = 4X; 
2 

21.86. 1) სყ –- –-–---ყ=(Xჯ-I-1)32; ყ »X+ 17 

ვ) # == X(ყ'–- XC05X); 

1) X9M” +(X-+1)ყ=3 X?6“X; 
იX 

3) ყ'––-ყ6ი=2X6 

81.87.” 1) (X-+-ყ“) ძყ=MძX; 

21.36. 

  

  

 "“”.. 
2ყ 0 ყ+-ყ-–-–- ' 

ვ) (§ი?ყ-+X« CI Vყ) ყ' = 1; 

91.ვ87, 1) ყ' = 

2) 

4) 

2) 

4) 

(1-+X) ყ'–– 2Xყ = (1 -L X2); 
სყ –- ყ = 005 X. 

ყ'XIIX-–-ყ= 3#10?X; 

(Xყ'–– 1)1ი ჯ = 2ყ. 

ყ'–+ყ C05 X=35310 2X; 
1-- 

ყ'+X6-ყ= “I XXI 

(200-––- X) ყ =– 1; 

(1 –– 2XV) ყ' = ყ (V –– 1). 

(1 -+ ყ?) ძ» = (მIC1C ყ –– X) ძყ; 

ყძX = (2X + ყ -–– 41ი ყ) ძყ. 

იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს 
მითითებულ საწყის პირობას (M# 21,39---21.42): 

  

21.ვ9, 1) M- ყყ»ჯ=- 1, ყ (0) =0; 
C05 X · 

2) »Xყ+ 2ყ=ლ3X ყ(--2)=0; 
1 

ვ) ყ'= 2) 4+6--X, ყ(0)= –- ; 

1 
4) M/– ყV1-X= –, ყ (0) = 9. 

C05“ ჯ 

91.40. 1) MყMC05X-– ყეიX=2, ყ(0)=0; 

2) ყ+-ყ005X = 51. X005X V (0) = 1; 

ვე #4 – 2#- ვ, §(--1)=1; 
ი! 

4) 1(1-+/)ძ5=(5 + §(1--I2ძ/, §(1)= +. 

ყ 91.41. 1) ყ'= –-–“–--, (0) = 1; 
) V ჯ + ყ? , 

  

ძჯX 
« 21.37, 21.38 განტოლებები წრფივია X-ისა და ძე შს მიმართ.



2) ყბძX –- (2XV +- 3) ძყ=0, ”(--) = 2; 

3) (1 + ყ?)ძX =(V 1 + V 90 ყ--X)ძყ, V(0) = X; 
4) ყძX+(ყ+1)ძყ=0მ0. V(0) =6. 

81.49. 1) ყ–-ყ=–-26>:, ყ(L დ) =0; 

§II17 X 

ჯა” 

ვ) XXყ+ყ=(X"+1C ყ(-–0Cთ)=1; 

2 ყ'5X-–-ყ005X= –-   ყ (CC) =0; 

4 2 -ყ=1---2-, ყ(+C%ი)= --1. 
V Xჯ 

91.43. ამოხსენით განტოლება 

1) (LC+ 1)(ყყ-- 1)=ყ; 2) XძX=(X-- 2ყ+-1)ძყ; 
ვ) (X–“–- 1) ყ/91იყ + 2X005V = 2X –- 2ჯX2; - 

4) XCVI-- ყე =-2. 
მითითება. აღნიშნეთ:. 1) ყ? = 2; 2) X? = 2; 3)·:005 V 

4) (-V=7, 

5. ბერნულის განტოლება 

ამოხსენით განტოლება (M#Mნ 21.44---21.48): 

  

  

1 
21.44. 1) ყ'+ 2ყ = ყწ 0” 2) 3,M+ყ= –--; ყ 

4 , ვ 
3) ყ/= ––ყ+XVს; 4 V=9% +“. 

ჯ ჯ ყ 

91,45. 1) Mყ' + 2XV=2X9შყ9; 2) ყ'--ყLCთX=-- V'005X; 
V I//3 

ას”  –___ ვ) 2ყ #7 2-1! ) ყ-=ყ0X+-. 

91.46. 1) ყ'--4ჯ9= 2ჯ ი VV; 2 Xყ” + ყ = ყ"I0იX; 

3) Xყ + 2ყ + X5ყმC=0; 4) V --2ყ 6 = 2 V ყC". 
ძX ჯ 1 

ძყ 2ყ. 2 

3) /-=- % 4) (2X?წყIC V-X) ყ' =ყ. 

_ ბ%ლ05ყ-L91ი 2ყ | 
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91.48, 1) 

3) 

4) 

6% 519 ყ 
  ;. 2) ჯყ-.1I0? ყ = ყ(X? -+- Iი?V); 

#-  ყყ– ლC0§V/. ” ა 

(XV +- 1) (ყ 005 ყ -L 510? ყ) = –- §I0 ყ; 

XV' §10 2ყ-Iი X +- 51C”V = X 005 X. 
– 

10 ყლ=–2; 2) II1 ყ=–2; 3) 510 V ნიშნეთ: 1) 510 #=; მითითება. აღ 

4) 510 ყ=. 

ბში. 6. განტოლება სრულ დიფერენციალე 
მაინტეგრებელი მამრავლ 

–- 21.55): ამოხსენით განტოლება (MI 21-49 ) 

91,49, 1) 

2) 

ვ) 

4) 
91.50, 1) 

2) 

ვ) 

4) 

91.51, 1) 

2) 

3) 

4) 

ა
 5”
 

დი Lბ-
) · 1) 

2) 

3) 

4) 
81,6ვ, 1) 

2) 

(2X -L ყ) ძX -L (X -+L 2ყ) ძყ = თ 

(X + ყ) ძX + (X + I > 2 

(3X” -L 2ყ) ძX + (2XჯX –– 3) ააფ ქ /-C. 
(10Xყ-–– 8ყ + 11ძX+(5Xჯ” _%. 

(X” + ყ? + 21:) ძX + 2XVყ ძყ + მ ს 
(X9 -+ Xყ”) ძX + (X”ყ + ყ') . ი 
(3X? -L 6XVყ?) ძX -L (6X”ყ + 4ყ ) 4. 
(2ჯ -+L 3X2? ყ) ძX + (X –– 3ყშ) ძყ = 9. 

Xძყ = ---1)% 
-2 ა» ჯ? ყ 

” Xძ9ყ ––- ყძX . 

X + ყ" 
3X? + ყ? ძა. 2 + 5/ ძყ; 

ყ" ყ 

(1-4): 1 24 ყ,= 0. 

' ჯ? ჯ 

    

XძX -L ყძყ = 

-# ძა + (ყვ + ICX)ძყ =0; 
X 
6 ძX –- (X6V/ –– 2ყ) ძყ = 0; _. 

2X(1 +V #-–-Mყ) ძი ––V XX-– ყძყ =0; : 

(1 + X VX + ყწ )ძX + (VX” + ყ?–– 1) ყძყ = 0. 
3X-60VძX -+L (X16/ –– 1) ძყ = 0; 

60 ძი +-C1-- X6-M)ძყ =0; “



21.54, 

21.55, 

21.56. 

3 

ვ) 312(1 + 1 ყ)ძXჯ= («– “–) ძე; 
ყ 

4) (2X -L· C"/V) ძ» –- ( 1 == დVძყ = 0. 
ყ 

1) (XC052ყ + 1) ძX –– X? §1ი 2ყ ძყ =0; 

2 (1 + ყზე). 2X) ძX –– 2ყ C05-'Xძყ = 0; 

ვ) 2X005" ყ ძX -+L (2ყ –– ჯ? §9Iი 2ყ) ძყ = 0; 

4) (5)01XV -- XV 005 XV) ძX -L X? 0095 XV ძყ =90. 

1) (-- +2)4: ჯ4C> +109 კ) _ 
51I1 # 005 2) –“– 1 

2 ყXV-1ძ;; -++ XV I0ი X ძყ = 0; 

3) (_ი--4 ლევ –+ 1)ძ++ 

ყ ყ ჯX“ X 

+(--29+# – Xყიე+ + 1 ) = 0; 
ჯ ყ? ყ ყV. 

2 4) ყ + §Iი ჯ005 XV კ. +L(--> 

00§? XV 

  

  

  + ძიყ )ძყ = 0. 
005? XV 

იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნი რომელიც აკმაყოფი- 

ლებს მითითებულ პირობას: 

2Xჯ ყ? –- 3V? 
1 ––-ძი. –“-–- ----.60მყ=0, I(1) =1; 

ყ! ყ“ 
XძX + ყძყ + Xძყ– ყიX 
VX? + ყ? > 

ვ) (ჰიყ+ ყეიXჯ-+ – + CC 00§ X-+ – )ყ–ი: 

#"C2)-“ 
4) თ+Cი0«%+(1- >) თ#4= ხ VყC(01=2. 

2) =0 V(1) =0; 

იპოვეთ მაინტეგრებელი მამრავლი |IL=დ (2) და ამოხსენით განტო– 
„ლება (M# 21.57--21.59): 
21.57. 1) (Xჯ–– ყაძუ+XMყ=0, M#= C“XX); 

2) ყ'ძ»X + (Xყ –– 1)1ძმყ = 0, # = თ(V); 
ვ) (22% –– ყ?) ძX + ყძყ = 0, Iს = (7) 

4) (X-- ყ?)ძX –– 2Xყძყ = 0, I = დ(X).



21,568. 1) (511X–+06V)ძX +- C05 Xჯძყ=0, M# = CCV); 

2) 2XIყ ყი% + (XX –– 2ყ9იყ)ძყ=0, IM == დ(V); 

ვ) (2+ 2-ყ+ +) ძX+ (CC + ყეძყ =0, M= დCV; 
4) (1 + 3ჯ?351ი ყ) ძC––- XC ყძყ=0, M = დ(V). 

21,69: 1) (ყვ 4Xყ) ძX -L (2Xყ? ––- 3X?) ძყ ==0,V IL = დ (XV); 

2) (3X+ 2ყ + Vყ”)ძX + (X + 4XყV + 5ყ?) ძყ=0, IL=C (X -L V?); 
ვ) (X1+ყ+1)ძX--2Xყძყ=მ,დ I=დ(/ -–-X); 
4) XძX–+-ყძყ+-X(ძყ–-- 'ყძა)=0 I.=C(X? + ყ). 

7. განტოლებები რომლებიც არ არის ამოხსნილი 

წარმოებულის მიმართ 

ამოხსენით განტოლება (MM 21.60––21.62): 

2 , 

21.60. 1) სყ = ს" + 4ყ“; 2) ყ=ყ” ; 

ვ) ყ=ყ +210 V 4) /=('--1)47. 

91,61, 1) X=V' + ყI; 2) X = ყ' ლ0§ V/”; 

ვ) Xჯ= 311 ყ' + 190 ყ”; 4) ყV(X– Iიყ') = 1. 

91.69. 1) ყ= V” >“ 1-ყ; 2) XC=2/-–Iიყ 

ვ) XჯX=ყ4+5იყ', 4) ყ = Vყ' (1-Lყ" 005 ყ'). 

ამოხსენით კლეროს განტოლებები (M# 21.63, 21.64): 

91.63. 1) ყ# = XყM + ყ'; 2) ყ = XI + V" ; 
1 1 

ვ) ყ= XV-----; 4 ყ=XI"+–--. ) ყ= Xყ წი ა) ყ=Xყ + 2) 

1 
91.64. 1) #= XIV + 005V9”; 2) ყ-ოV+ “ი 

  

9 , ყ 
3) #=#+V 1+V ; 4) ყ=X" 6. 

ამოხსენით ლაგრანჟის განტოლება (M#MM# 21.65, 21.66): 

1 · 

91.65. 1) ყ#= 2X9M + –“–- ; 2 ყ= 2XVM' + Iიყ' 
ყ 

, (უკ ' 36. V 
ვ) ყ = 2Xყ' + 50 Vყ; 4) ყ=--Xყ +6 
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              2) ყ=(1 +V)X+V” ; 
1 , , , 72 ვ 

პ) ყ= ლ (XV +ყ!)იყ) 4) #=Xჯყ +ყ 

ამოხსენით „განტოლება (#MM# 21.67, 21.68): 

81.67. 1) 4ყ=X+V" ; 2) ყ=X#" XV; 
” 

3) ყ=ყV – X+-“+-, 4 ყ= #. + 2V + 2. 

(1-
4 

  

21.68. 1) Xჯ =-%V + –-, 2) 65% = ყ? + ყ“ ; 
ყ ყ 2ყ' 

3) Xყყ' = ყ + ყ?; 4) 2Xყ' ––- ყ = ყ" 19 ყყ”. 

8. სხვადასხვა განტოლებები 

ამოხსენით განტოლებები (MM 21.69––21.83): 

X + ყM' 
9  – 

ვ ყ=V1#M# 2. „გ 1. ეყ 2»/ = XV. 
21.70. 1) ყ”(ყბ–#=ყ; 2) (X+ ყ)ზ? ყ”= 1; 

: 1 
3) (X+ ყაყ'=ყ; 4) ყ=--–--. 

X–-ყ 

21,721, 1) ყყ +-ყბCIთX=009X 2) (X005ყ + §Iი 2ყ)ყ = 1; 

3) ყ(ყ––Xყ)=VX + MM; 

4) (6/ ++ 2XV) ძ»X -L (6, + X) Xძყ = 0. 

91,79. 1) XI -“ ძყი--– ყძX=0; 2) 2(X-– ყ?) ძყ = ყ0X; 
ყ 

3) ჯყ'–+- ყ = ჯყ?I0X; 4) XV” = 6 -L 2ყ”. 

, (1 + ყ# ი. . 
-91,78. 1 ==  :2 = V(X + Vყ); 

, 7 7ყ+ა–ჯ პ X9ყ=9 

  ვ) #-=(1+%-)” 4) 2Xმ5ყყ' + 3 XLყ” + 7 =0.



21.74, 

81.76. 

21.77. 

21.78. 

21.79, 

91.80, 

91.81, 

2 
, 3ჯ 1) #/=-–-– 2 -%#M L 2X/IX+1 =0; ა) ყ 2-+-V+-1 ) / + 2Xყ 12 X + ; 

ს 6+V 24-VXC-ი 
4) ყ=2% 2 + ყ. 

ყ 
.- 1) ყ' (X –+- §51ი ყ) = 1; 2) ყხ–- ყ--C ყწ005X=-0; 

ვ) ყ+ყIი? ყ = (X + 2)იყ)M/; 

4) XV ლ0§-- = ყ00§-” -- ჯ. 
ჯX X 

1) XCX-–- 1)ყ+2Xყ=1; 2) X.ძX--(X + ყ?) ძყ = 0; 
ვ) (C05X-- X5I0 X)ყძX -L (X0095X–- 2ყ)ძყ = 0; 

4) ჯ?ყ! -L 3IXყყ” + 2ყბ? =:0. . 

1) #ყ'= 2V 9 005X--2ყ; 2) ყ' = 9. (1 +1იყ–1X); 
Xჯ 

ვ) X(X+1) (V,–– 1) =ყ9; 

4) (+–V «ი ) ძხ + ჯ50-# ძყ = 0. 
· X Xჩჯ 

1) ყ1(ყ ––- XV.) = XV" 
2) (1 + ყშ) ძX = ( V 1 + ყ? 005ყ –– Xყ) ძყ; 

2 2VV. – 
ვ) ყ' +-# = -2VV_ 1. 4) ძყ.+I(XV –“ Xყმ?) ძV = 0. 

2 

1) ყ=Vყ +2MI+ >; 2 Xყ + ყ=1იყ”, 

3) (2C-ყი)ძყ–-ყ6%MძX=0; 4) ყ = (XV + 2Vყ)?. 
1) (-–– 2ყ9) ძ» + 3 ყმ (2 –– ყმ) ძყ =0; 

2 ყ-ყი+ი."=0 3) /V+1 +" –-Vყ=0; 
4) ყ?ყ' + ჯ” 5109 X,=> ყი CI6X. 

  

1) მყ XI -ყ=0, 2) V=V2X-/+2; 
3) ყV+ყ=»ჯVყ" ; 4) ყმ = (Xყყ -L 1)1V ჯ. 

. 1) ყყ” + 2XMV – ყM=0; 2) 2XVყ –-ყ=89იყი 

ეღ–__––_-_-___-__–



31.88, 1) ყყ'= 4X-+ 3ყ-- 2; 2) ყბ-L-X>ყ =XV(Cყ” +Vყ); 

ვ) 2ყ'= X-+Iიყ”; 4) ვ ყ“ = V Lყ. 

9. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების 

მიახლოებითი ამოხსნა" 

ეილერის ან რუნგე-კუტას მეთოდის გამოყენებით იპოვეთ მოცე- 
მული დიფერენციალური განტოლებებისათვის კოშის ამოცანის ამო- 
ნახსნის მიახლოებითი მნიშვნელობა C წერტილში 8=0,0001 სიზუს– 
ტით (MM 21.84-–-21.88): 

91.84, 1) 

2) 

3) 

4) 

31,86. 1) 

წ”) 

3) 

4) 
31,86. 1) 

2) 

3) 

4) 

91.87. 1) 

2) 

3) 

4) 

ყ+-X/(1 –-– ყა =0, ყ(0)=0,5: 26 =1; 

ყ'=ლ--ყ,, ყ(01=0, C=0,4; 

ყ'= 3,8 –“–- ყ მICIC Xყ + 1,3005-ყ, Vყ(0) = 0, 0 = 1; 

/- - %-X, ყ(11=2, 0=2. 

ყ' == 8,5--(2X + ყ)ზიყ+-ყ, ყ(0)=1, 6 =1; 

,= 1,6(X–– ყ) + 0095(X+ ყ)–– 1,3; # (0) = 1, 0 =1; 

/=X+9ი+, ყ(00= 1, (2 = 2; 

ყ'= 5I1Vყ -L 005 (1,3X –– ყ) + 11, ყ(01=0, C=1. 

/ = 4,4(2X –– ყ)ბ -L ლ05ყ1––-– 1,3; ყ(01=1, C=1; 

#- ა-ი ყ(1)=0; 0 =2; 
ყ'ლ=X#+ ყმ, ყ(0)=0,5; 2C= 0,5; 

ყ' = ყბ-- (X + 2ყ?) §910ყ + 8,2 ყ(0)= 1, C=>1. 

V = ყბ6%-- 2ყ, ყ(0) =1, C=1; 

ყ=X.+ი”, Vყ(0)=0, 0C=90,1; 

, XVყ =-,%-, /0)=I, 0=1; ყ ჯ? -L ყ? #V 

ყ'= 6,2 –– (X+ ყ)?8)ი XV -–-3,5ყვ!, ყ(0)= 1, 0=1. 

“ ამ პუნქტში მოცემული ამოცანების ამოხსნა გათვალისწინებულია ეგმ-ის გა- 

მოყენებით. 
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81.88, 1) ყ,= M-–-X/+ ყ, Vყ(00)=0,; C=1; 

45.1. 

88.8. 

” დ8.ვ. 

- 8თ8.4. 

2) ყ,=4,7 X-–-მისწყ+L(CX+ყ)C05ყ, ყ(0)=0, (06 =1; 

3) ყ' = X +L VI, ყ (9) = 0, C = 0,3, 

4) ყ'=> XV 510 (2X –“ 3ყ) + ლ095ყ+7,1; ყ(0)=1, C=1. 

§ 838. ამოცანები პირველი რიგის დიფერენციალური 

განტოლების გამოჟენებაზე 

იპოვეთ იმ წირის განტოლება, რომელიც გადის / (2;3) წერ- 
ტილში და აქვს ის თვისება რომ მის ნებისმიერ წერტილში 

გავლებული მხების მონაკვეთი, რომელიც კოორდინატთა ღერ– 

4ძებს შორის არის მოთავსებული, შეხების წერტილით შუაზე 

იყოფა. 
იპოვეთ იმ წირის განტოლება, რომელიც გადის # (2; 0) წერ– 

ტილში და მის ნებისმიერ წერტილში გავლებული მხების მო–- 
ნაკვეთების სიგრძე, რომელიც მოთავსებულია შეხების წერ- 
ტილსა და ორდინატთა ღერძს შორის, არის ორის ტოლი. 

' იპოვეთ იმ წირის განტოლება, რომლის ნებისმიერ წერტილში 

გავლებული ნორმალის მონაკვეთის სიგრძე, რომელიც I(მოთავ– 

სებულია წირის წერტილსა და აბსცისთა ღერძს შორის, მუდმი–- 

ვია და თ-ს ტოლია. 
იპოვეთ იმ წირის განტოლება, რომლის ნებისმიერ წერტილში 

გავლებული ნორმალის მიერ CI ღერძხე ჩამოჭრილი მონაკვე– 

თის ფარდობა შეხების წერტილის რადიუს-ვექტორთან თ-ს 
ტოლია. 

· იპოვეთ წირი, თუ ტრაპეციის ფართობი, რომელიც შემოსაზღე– 

რულია საკოორდინატო ღერძებით, საძიებელი წირის მხებითა 
და შეხების წერტილის ორდინატით, უდრის 0ი2-ს. გამოყავით 

წირი, რომელიც (გადის VVIი (ი; 0) წერტილზე. 

29.6. იპოვეთ /M (1; 0) წერტილზე გამავალი წირის განტოლება, თუ 

98.7. 

33.8. 

ამ წირის ნორმალის მიერ აბსცისთა ღერძზე ჩამოჭრილი მო- 

ნაკვეთის სიგრძე 2-ით მეტია იმ წერტილის აბსცისაზე, რომელ– 
შიაც გავლებულია ნორმალი. 

იპოვეთ წირის განტოლება, რომლის მხებქვეშა არის შეხების 

წერტილის აბსცისისა და ორდინატის საშუალო არითმეტი- 
კული. 

იპოვეთ იმ წირის განტოლება, რომელიც გადის VCV/ 2;0თ 

წერტილზე და რომლის მხების მონაკვეთისა „და მხებქვეშას ჯამი 
ტოლია შეხების წერტილის კოორდინატების ნამრავლის, 
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39.მ. იპოვეთ იმ წირის განტოლება, რომლის ნებისმიერ წერტილში 
გავლებული მხების მიერ ორდინატთა ღერძზე მოკვეთილი მო– 

ნაკვეთის სიგრძის კვადრატი ტოლია შეხების წერტილის კოორ- 
დინატების ნამრავლის. 

52.10. იპოვეთ იმ წირის განტოლება, რომლისთვისაც სამკუთხედის 

ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრულია აბსცისთა ღერძით, ამ 
წირის მხებითა და შეხების წერტილის. რადიუს-ვექტორით, 

მუდმივია და ტოლია 02–ის. 

59.11. იპოვეთ წირის განტოლება, თუ ამ წირის ნებისმიერი მხები 

ორდინატთა ღერძს ჰკვეთს წერტილში, რომელიც ერთნაირი 
მანძილით არის დაშორებული შეხების წერტილიდან და კოორ– 
დინატთა სათავიდან. : 

99.19, იპოვეთ იმ წირის განტოლება, რომელიც გადის კოორდინატთა 

სათავეში და რომლის ყველა. ნორმალი იკვეთება მოცემულ 

M.V%ი, ყი) წერტილში. 

95.18. იპოვეთ წირის განტოლება, თუ იგი „გადის #I (1; 1) წერტილში 

და ამ წირის ნებისმიერ წერტილში გავლებული მხები აბსცისთა 
ღერძზე ჩამოჭრის მონაკვეთს, რობლის სიგრძე ამავე მხების 
კოორდინატთა ღერძებს შორის მოთავსებულ მონაკვეთის სიგრ– 
ძის ტოლია, 

99.14. იპოვეთ წირის განტოლება, თუ იგი გადის კოორდინატთა სათა– 

(43
) 

ლლ
 

„ა
 

ვეში და ამ წირის ნებისმიერ წერტილში გავლებული ნორმა–- 

ლის მონაკვეთი, რომელიც მოთავსებულია საძიებელ წირსა და 

აბსცისთა ღერძს შორის, 2ყ2=Xჯ პარაბოლით შუაზე იყოფა. 

.· იპოვეთ წირის განტოლება, რომელიც «გადის VI (0,2) წერტილ– 
ში, თუ ნებისმიერი მრუდწირული ტრაპეციის ფართობი, რო- , 

მელიც შემოსახღვრულია ამ წირის რკალით, ორჯერ მეტია “შმე– 
საბამისი რკალის სიგრძეზე. 

. რეზერვუარში მოთავსებულია 100 ლ მარილხსნარი, რომელიც 

შეიცავს 10 კგ გახსნილ მარილს. ყოველ წუთში რეზერვუარი- 
დან გამოდის 2 ლ მარილხსნარი და ჩადის 3 ლ სუფთა წყალი. 

რამდენი მარილი დარჩება რეზერვუარში 1 სთ-ის შემდეგ, თუ 
მარილის კონცენტრაცია დროის ნებისმიერ მომენტში მთელ 

რეზერვუარში ერთნაირია? · 

.· ჭურჭელი, რომლის მოცულობა თ ლიტრია, ავსებულია მა– 

რილხსნარით. დროის ყოველ მომენტში ჭურჭელში ჩადის ხ 

ლიტრი წყალი და გამოდის ამდენივე ხსნარი. განსაზღვრეთ, რა 

კანონის მიხედვით იცვლება მარილის რაოდენობა ჭურჭელში.



99.18. იპოვეთ ჰაერის წნევის სიმაღლეზე დამოკიდებულობის კანო- 
§ი, თუ ცნობილია, რომ ზღვის დონეზე იგი ტოლია 1 კგ/სმ?, 

ხოლო 500 მ სიმაღლეზე კი 0,92 კგ/სმ?, 

მითითება. ჩათვალეთ, რომ # სიმაღლეზე ჰაერის წნევა განი–- 
საზღვრება მის ზემოთ არსებული ჰაერის სვეტით ტემპერატურის 

ცვლილება სიმაღლის მიხედვით უგულველყავით და გამოიყენეთ კ–- 
ნონი, რომლის მიხედვით მუდმივი ტემპერატურის დროს ჰაერის წნე–- 

ვა პროპორციულია სიმკვრივის. 

22.19. ჰუკის კანონის თანახმად, /| სიგრძის ელასტიური ღერო # ძალის 
მოქმედებით ღებულობს წაგრძელებას, რომელიც პროპორციუ– 

ლია # ძალისა და ღეროს | სიგრძისა (სMI1=#I#, #=0005L. იპო– 

ვეთ, რამდენით წაგრძელდება (| სიგრძის ღერო, რომელიც ვერ- 
ტიკალურად არის დაკიდებული ერთი ბოლოთი, თუ მისი წონა 

არის #.. 
22.90. სითხეში, წრიულ მბრუნავ დისკხე მოქმედი ხახუნის ძალა 

პროპორციულია ბრუნვის კუთხური სიჩქარის. ვიპოვოთ დისკის 

ბრუნვის კუთხური სიჩქარის დროზე დამოკიდებულების კანო- 

ნი, თუ 100 ბრ/წთ კუთხური სიჩქარით მბრუნავი დისკის კუ- 

თხური სიჩქარე 1 წთ-ის გავლის შემდეგ ჯგახდა 60 ბრ/წთ. · 

99.91. სხეულის ვერტიკალურად ქვემოთ ვარდნისას ჰაერის წინააღმ– 

დეგობის 'ძალა პროპორციულია ვარდნილი სხეულის სიჩქარისა. 

ვიპოვოთ წი საწყი"ი სიჩქარით ვერტიკალურად ვარდნილი სხე– 

ულის სიჩქარის დროზე დამოკიდებულების კანონი. 

22.29, მატერიალური 'წერტილი, რომლის მასაა . , მოძრაობს წრფი- 

ვად ისეთი ძალის მოქმედებით, რომლის სიდიდე პროპორციუ- 
ლია მოძრაობის '· დროისა და უკუპროპორციულია სიჩქარისა. 

ვიპოვოთ მატერიალური წერტილის "სიჩქარე მოძრაობის დაწყე– 

ბიდან 60 წმ-ის შემდეგ, თუ მოძრაობის დაწყებიდან 10 წმ-ის 

შემდეგ სიჩქარე იყო 0,5 მ/წმ, ხოლო მოქმედი ძალა #4 · 10-35 ხ. 

95.93. მოტორიანი ნავი მოძრაობს ში =10 კმ/სთ სიჩქარით. რაღაც მო- 

მენტში გამორთეს ძრავი და ძრავის გამორთვიდან 20 წმ-ის 
“შემდეგ ნავის სიჩქარე შემცირდა თ|=6 კმ/სთ-მდე. ჩათვალეთ, 

რომ ნავის მოძრაობისადმი წყლის წინააღმდეგობის ძალა პრო” 

პორციულია.ნავის სიჩქარისა და იპოვეთ ნავის სიჩქარე 2 წთ-ის 

შემდეგ ძრავის გამორთვიდან. 
99.94, I? მასის მქონე მატერიალური წერტილი მოძრაობს წრფივად. 

მასზე მოქმედებს ძალა, რომელიც პროპორციულია მოძრაობის 
დროის კუბისა (პროპორციულობის კოეფიციენტია #) და უკუ– 
პროპორციულია სიჩქარის მოძრაობის დროზე ინამრავლისა 

38. ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშეილი 59ვ.



(პროპორციულობის კოეფიციენტია #,). იპოვეთ მატერიალუ- 
რი წერტილის "სიჩქარე დროზე დამოკიდებულების , კანონი, 
თუ მისი საწყისი სიჩქარეა ში. 

39.95. ტყვია ხვდება #=0,1 მ სიჩქარის ძელს ში=200 მ/წმ სიჩქარით 
და გამოდის ძელიდან უ)|=80 მ/წმ სიჩქარით. ჩათვალეთ, რომ 

ტყვიის მოძრაობისას ძელში მასხზხე მოქმედი წინააღმდეგობის 
ძალა პროპორციულია ტყვიის სიჩქარის კვადრატისა” 'და იპო- 

ვეთ დრო, რომელიც (მოანდომა ტყვიამ ძელის გახვრეტას. · 

'99.56. წყლის წვეთი, რომლის საწყისი მახაა /#იგ და საწყისი სიჩქარე 

წი, მოძრაობს ინერციით და თან ორთქლდება თანაბრად 7#1.გ/წმ 

სიჩქარით. მასზე მოქმედებს გარემოს წინააღმდეგობის ძალა, 

„ რომელიც · პროპორციულია' წვეთის სიჩქარისა და რადიუსის. 

იპოვეთ წვეთის მოძრაობის სიჩქარის დამოკიდებულება მოძრა– 

ობის დროზე, თუ საწყის მომენტში (7=0) წინააღმდეგობის ძა– 

ლა იყო /ი (დინი. 

  მი თითება. გამოიყენეთ ტოლობა # = ძლ „ სადაც I არის 

ტოლქმედი ძალა. 
29.87. #1 საწყისი მასის მქონე წყლის წვეთი თავისუფლად ვარდება 

ჰაერში და ვარდნის დროს თანაბრად ორთქლდება /? გ/წმ სიჩ- 

ქარით. გარემოს წინააღმდეგობის ძალა პროპორციულია წვე– 
თის სიჩქარის (პროპორციულობის კოეფიციენტია /). 

იპოვეთ წვეთის სიჩქარის ვარდნის ხანგრძლივობაზე დამო–- 
კიდებულების კანონი, თუ წვეთის საწყისი სიჩქარე ნულის ტო– 
ლია. ჩათვალეთ, რომ #5-2/!. 

59.98. ძაბვა ელექტრული წრედის უბნის ბოლოებსე და წრედის 
წინაღობა თანაბრად იცვლება 1 წთ-ის განმავლობაში “შესაბა- 

მისად 'ნულიდან 120 ვ-მდე და ნულიდან 120 ომამდე. წრედის 

ინდუქციურობაა 1. ჰენრი, დენის ძალა დროის საწყის მომენ- 
ტში #0. იპოვეთ დამოკიდებულება დენის ძალასა და დროს 

შორის. 

99.99. მავთულიანი კოჭა ჩართულია ელექტრულ წრედში. 10 წმ-ის 

განმავლობაში ძაბვა კოჭის ბოლოებზე შეიცვალა #ი=2 ვ-დან 

6I=1ვ- მდე. როგორი იქნება დენის ძალა კოჭაში მეათე წამის 

ბოლოს, თუ ცდის დაწყებისას მისი მნიშვნელობა იყო, 16-- ა? 

კოჭას ·წინააღმდეგობაა I=0,001 ომი,. ინდუქციურობა კი 0,1 

ჰენრი. 

%)



19.30. იპოვეთ დენის ძალა კოჭაში დროის 1 მომენტში, თუ მისი წი– 

ნააღმდეგობაა #, ინდუქციურობა #L, დენის საწყისი მნიშვნე– 

ლობა /0=0, ხოლო აელექტრომამოძრავებელი ·ძალა. კოჭაში 

იცვლება , 6=8, §10 თ/ კანონით. , 

§ 9ვ, მაღალი რიბის დიფერენციალური განტოლეგები 

1. ძირითადი ცნებები · 

ჭ3.1. დაადგინეთ “არე რომელზედაც შესრულებულია: ამონახსნის 
არსებობისა და ერთადერთობის პირობები: · 52. 

.. 
ი 

1) ყწ=9იყV+0 ს 2) #=X+VX-V'; ვ) ყ”=ყ/1ი V 4) ყ”=Vყ. 

93.8. აჩვენეთ, რომ მოცემული ფუნქცია წარმოადგენს მითითებული 
დიფერენციალური განტოლების ამონახსნს: 

1) ყ=C1X-+L Cა, ყ” =0; 

1 2 
2 =10ე --–-–-–-– C, ყ” = გ. 

ა) ყ X+C +C, ყ” =Vყ ; 

ვ) ყ= X(51Xჯ–-005X), ყმ ++ ყ = 2(§50X + 005X); 

4) ყ= X? II X -- C, X? + C.X + C, Xყ" = 2; 

1 
„”. 5) ყ= > (XL + 1), 1 -L ყ” = 2ყV9”; 

6) 6#/5I0(C, X + C,) = 2C1 V”.= 0). 

9. განტოლებები, რომლებიც ამოიხსნებიან რიგის“ დაწევით 

ამოხსენით განტოლება (MM 23,3--22.13): =. 

  
  

, 1. 
პვ,ვ. 1) ყ”=Xჯ+8§9X; 2) ყწ=-; 

-ჯ 

3) ყ”= ; 4) ყრ=-- ი. 
) ყ ლლყ? ჯ.” 1+X>X 

1ი ჯ // ' 
  ივ.4, 1) ყ''= ; 2) ყ”' == 005 2X; 

ჯ? 

3) ყ'წ=Xჯ+005X; 4) ყ””= 2ჯIიX. 

აშა



2) ყ”+ 2ჯყ" = 0; 

4) ყ”=1 –ყ” 
, 

2) Xჯყ” = ყ' სე #4. ; 

ჯ 

4) Xყ” = ყ' + X7, 

2) (1--X)ყ + Xყ' –--2=0; 

4) ყ”-–2ლ0LCXჯ-ყ' = 5103 ჯ, 

2 ყს= V) - CL; 
4) ყ' = 2(ყ” _ 1) ლთ X 

6) (ყ'')? –++ (ყ”)? = 1. 

1 
2 – ) ყ 27 

4) ყელით ----. 
' 7 ყ 

2) ყყ”–-V(1 + ყე =0, 

4) (/-–-1)ყ” = 2ყV 
L I 

„” 2 , 

2 ყყე=ყ –>VყV; 

“ 2 

4) ყ”+ ყ' = 26“. 

4) ყ” (1 + 2)0 ყე) =1, 

2 #/=VI + CM, 

98.6, 1) XV” = ყ/; 

ვ) ჯბყ”= ყ” 
3ვზ.ა ე. 1) Xყ” =(1-2X2)V; 

ვ) XII X-ყ”=ყ' 
, 

98.7. 1) Xყ” –-ყ,= ჯყი-# ; 
Xჯ 

ვ) მყ მ 1 = 0) 
ბ8.ვე 1) ყ' = (ყ”)?; 

ვა ჯყ"!"- ყ” = 0; 

5) ჯყ" + ყ”რ=1-X; 

#+89. 1) ყყ”=Vყ' ; 

3) ყყ”=ყ?ყ+ყ”; 

98.10. 1) ყ?ყ/ =1; 

ვ) ყ”Lდყ =2Vყ"; 

98.11, 1) 2ყ1ყ” -- ვყ!” = 4 ყ?; 

3) 2ყყ” = ყმ+V“; 
88.19. 1) ·V(1-– იყ) ყ” +(1 + Iიყ) ფ01=0; 

2) C05ყ-ყ” -L §Iი ყ (ყ? = ყ'; 
ვ) ყყ'ყ”.= (ყ')1 + (V”7; 

98.18. 1 ყ ყო 3 (ყი)? = 0; 

ვ) (#7 –– 2ყ/ყ'+-1=0; 4) ყ'' ·ყ · / = (ყ”)19. 

იპოვეთ .განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს 
მითითებულ პირობებს (M#M#2 23,14––23.18): 

6 
88.14. 1) II! == _, 

” “აც 
2) 89” == 40052X, 
3) ყ” = ტ6-X, · 

4) ყ”=XC, Vყ(01=1, 

ყ (1) = 2, ყ(1)=1, ყ”(1) =1; 

ყ(0)=0, Vყ'(0) = 0; 

ყ(0) =0, ყ'(01=0, ყ”(0) = 0; 

ყ' (0) = 9.



54.16. 1) Xყჩ= ყია Vყ(0=0, Vყ”(0) =0; 

2) (1+X»X)ყ –- 2Xყ#/=0, ყ(0)=0, V'(0) = 3; 
ვ) XV” + XV” = ყს MVყ (2) = 2, ყ”(2) =1; 

4 „ 9M. _X.. 2V => , = ს) #-+++-, #0=0, VI =4.)| 

'23.16, 1) Xყ”=I1+Vყ“, ყ(01))=0, ყ6) =1; 
2) (1 +X) ყწ+ყ+1I1=0, ყ(0)=1, ყ/(0)=1; 

, , 

ვა #- +(1+V +), #(1)=– -–– , V/(1)=1; 
ჯ X 2 

„” 1 , 
4) ყ”(1+1ი0X»X) +--V = 2 -++IიX, #0)=--, ყ'(11)=>=1, 

93.17. 1) 2ყ”=3ყ0, ყ(–2=1, ყ/(–-21= –-1; 

2) 2ყყ”-–-ყ” =0, ყ(–1)=4, ყI(–1)=1; 
ვ) ყ” =6V, Vყ(01=0, ყ'(0) =. 1; 

9 
4) ყყ”=ყ” – ყ”, ყ(11=1, ყ/(1)=-- 1, 

ივ,16, 1) ყმყ”=--1), ყ(1))=1, ყ/(1)=0; 

2) ყ”ლ05ყ + ყ 590 ყ = "VI ყC-0=<+, ყ'(–- 1)= 2; 

V 2. 
ვ) ყბმ--ყმყ”=1, ყ(0)=V 2,V'(0)=->-; 

2) 2 (V 3 = Vყ” (ყ –-1), ყ(1)= 2, ყ' (1) = –– 1. 

ამოხსენით განტოლება, რომელიც ერთგვაროვანია ყ-ისა და მისი 

წარმოებულების მიმართ" (MM 23.19, 23.20): 

23.19, 1) ჯ%9ყყ” = (X--XVI%; 2) Xყყ–Xყ” =ყV 

ვ) ყყ”= ყ + 15ყ'VX; 4) (X2-+1)(V' ––ყყრი =XVყV'. 
ამოხსნა. 1) ჩასმით წყ” = 2/ განტოლება მიიღებს სახეს 

X” (2' -L 2პ) ყზ = (ყ –– X2V9)3, 
აქე დან 

Xშ192' -C 2X2=1. 

__“ ეს განტოლებები იხსნება ჩასმით V/=2V, საღაც 2 არის X ცვლადის უცნობი 

ფუნქცია. 
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ეს განტოლება წრფივია. მისი ამონახსნია 

1 C 
2=-. _– 

ეაობ. ჯ უჯ? 

აქედან მივიღებთ, რომ მოცემული განტოლების ზოგადი ამონახსნია 
-. CL 

ყლ=C.X6 “ 

98.90. 1) XVყ” + Xყ” =2ყყ/; 2) ყ(XV”-+V) = XV” (I-IX); 

ვ) XC" –-2ყყიე=ყ, 4) XV” = VI(/ + ყა. 

ვ. წრფივი ერთგვაროვანი განტოლებები, 

შეისწავლეთ ფუნქციათა სისტემი წრფივად დამოკიდებულების 
საკითხი (MM 23.21–-–23.23): 

98.91, 1) X+ 2, ჯ-–; 2) 1, #, X2; 

3) 6X-+- 9, 8X –+- 12; 4) 4», 2X-+:3, 6ჯ -L 8. 

28.92. 1) XX», I) Xჯ; 2) 6“%, X6-%X; 

ვ) §I02X, §10Xჯ 005 X;. 4 1, 511 X, C052». 

98.98. 1) 510 X, 005X, 510 2X; 2 1), 5§I0X C052ჯ; 

ვ) # 0, CM 4) 5ხX», თ, 26--1, 36-15. 

შეადგინეთ წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება 
თუ ცნობილია მისი ამონახსნთა ფუნდამენტური სისტემა (MM 23.24, 
23.25): : _ 

98.94, 1) 1, 0ლ00§X; 2) 1, 6“7; 

ვ) XX, 6”; 4) X9, X4“, 

98.96. 1) X-–-- 3, 2X-+-23; 2) 1, X, 06"; 

ვ) 1ჯ, X2?, 6”; 4) 1, §I0X, C0§X. 

იპოვეთ განტოლების ზოგადი ამონახსნი თუ ცნობილია მისი ერთი 
კერძო ამონახსნი (MM 23.26--23.28): 

98.96. 1) X?XCX+1)ყ”--2ყ/=0, #=1+--; 
Xჯ 

2) XV” + 2ყ' +X#/ =0, ჟა თ-აი+ ” 
3) (1--#)ყ –-2Xყ+2ყ=0,. #9 =X; 
4) (X+1)ყ-– 2Xყ,4+2ყ=0, ყ, =X. 

 



23,527. 1) XI + 2ყI–- IVყ=0, Vყ, = C. 
' X 

2 ყ'–-–2(1+IC2X)ყ=0, ყ. =LCX; 

პ) (5 +1)ყ”-– 2 -–- თყ=0, 9=C –-/);, 
4) ყ-– ყ'IყX+2ყ=0, Vყ,= 35)იX. 

2328. 1) # ყ' + 5X ყ + 2XყI-- 2ყ=–0, ყე =X, Vი =“ ; 

« 

2 XIყ-–-3X#ყ + 6ჯყ'--6ყ=0, #9, =7X, ყა = X”; 
ვ) ჯყ'–ყ-–XყV“+ყ=0, ყ.=X, ყა = 67; 

4) :?5(2X-- 1)ყ''-+-(C4X-–- 3)Xყ”--2Xყ-+-2ყ=0, Vყ.=X, ყ.ა= 1. · 
X 

მითითება. 23.28 განტოლებების რიგი დაიწევს თუ ჯერ მო–- 

ვახდენთ ჩასმას ყ=V)2 სადაც 2-- ახალი უცნობი ფუნქციაა, ხოლო 

შემდეგ მიღებულ განტოლებაში შმემოვიღებთ აღნიშვნას 2”=V. 

იპოვეთ განტოლების ზოგადი ამონახსნი (ერთ-ერთი კერძო ამო 

ნახსხნი ეძებეთ ყე =6ი»C ან ყ, == XX" + ი ჯმ + - + მე სახით 
(# # 23.29, 23.30). 

23.99. 1) (2X- 1)ყ” -L 4აყ –– 4ყ = 0; 

2) Xყ' --(2X+1) ყ' + (+ 1)ყ =0; 
ვ) ჯ2ყIიX-- Xყ+ყ=0; 4) X(CX-–- 11 ყ-––- XყM.-ყ=90. 

9ვ.ვ0, 1) Xყ”-CX+ 1) ყ'–– 2(L-- 1) ყ,= 0; 
2) 'Xყ” –-– (2X + 1) ყ + 2ყ =0; 

2ჯ 2ყ ვ ” - ””! = 0 ) V 21971 2+) 

4, X(2X-+ 1)ყ” + 2(X +- 1) ყ/ – 2ყ = 0. 

  

  

4. წრფივი არაერთგვაროვანი განტოლებები 

93.31. იპოვეთ არაერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი, თუ 

"ცნობილია შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ამონახსნთა 

ფუნდამენტური სისტემა: 

  

ს , : : 
) #+-V#V+ყ--, ი==2-%, ”„--თლ-, 

  

  

2“ ჯ 

X ჯ 

§19 X C 
2) XV. 2ყV+X=X V.= 2) #= =+, 
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  3) («"--1)ყ-- 4XყM+2ყ=6X»X, ყ, = ყ. == 

X-–+1 , ჩ-– I 

4) ისთX-ყ”--2ყ'-+-(2CX--CLთ X)ყ=-ლ05“X, ყ,=005X, ყ.ა=XC005V. 

«პოვეთ არაერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი პამონახსნი, 

თუ ცნობილია შესაბამისი ერთგვაროვანი ბანტოლების ერთი 

კერძო ამოიახსნი: 

1) 29 --6ყ/-12ყ=3%ს ყ,=X; 

” 
1 

2) XL 9 MM -–-3ვ3ყ=5, წყ.ლ–-–; 
X 

3) (L-–-1)ყ”-–Xყ+ყ=(X-1)05, ყ, =65%;' 
4) X(X-- 1)ყ –-(2-- 1)ყ,+ 2ყ = X2(C2X“- 3), V, = X". 

§. წრფივი მუდმივკოეფიციენტებიანი განტოლებები 

იპოვეთ განტოლების ზოგადი ამონახსნე (MM 23.33-–23.38): 

23.33. 

23.31. 

23.55. 

83.36. 

33.37. 

98.38, 

1) ყ”–– 5ყ,-- 6ყ = 0; 2) ყ”-L- ვყ --4ყ=0; 

3). ყ” -C 3ყ! = 0; 4) 2ყ”-L 5ყ,--7ყ = 0. 
1) ყ”--16ყ:-0; 2) ყ”--ნყ + 9ყ =0; 

ვ) ყ”--4ყ'+ 4ყ =0; 4 4ყ-4)ხ'+ყ= 0. 

1) ყ/წ+Vყ=0; 2 4ყ' +9ყ=0; 

ვ) ყ-–-ნყ+-13ყ=0; 4) ყ” + 2ყ' + 5ყ =0. 
1) ყ'–-4ყ” + ვ3ყ'=0; 2) ყ''-–-2ყ-–-ყ + 2ყ =0; 
3) ყ'– – 2ყ” + ყ' = 0; 4) ყ' _ ვყ'– 2ყ =:10. 

1) ოთარ 2) ყ"-ყ+- 4ყ--4ყ=0; 
ვ) ყი 3ყ”-ვყ--ყ=0; 4) Vყ” –-3ვყ' + 2ყ =0. 
1) ყIხV--16ყ=20; 2) ყI!ხV-- 5ყ” +–- 4ყ=0; 

ვ) ყ +3ყM--4ყ=0; 4) ყV--8ყ” + 22ყ” --24ყ' + 
· -+ 9ყ =0. 

იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნ“, რომელიც აკმაყოფილებს 

მითითებულ პირობებს (M# 23.29–-–-23.42): 

23.39. 1) ყ”–5ყV +4ყ=0, Vყ(0)= 5, Vყ'(0) =8; 
2) ყ” + 2ყ' = 0, ყ(90) =1, ყ' (0) = 0; 

ვ) ყM/+4ყ=0, ყ(0)=0, V'(0) =2; 

4) ყ”--2V/+ყ=0, ყ(2)=1, ყ/(2)= --2.



§3.40. 

53.41. 

1) 

2 

3) 

4) 

1) 

2) 

ვ), 

4) 
9, 1) 

2) 

3) 

4) 

ყ''- ყ =0, ყ(9) =3, ყ' (0) == ყ” (0) = 1; 

ყ"+V =0, V(0)=2, V/(0) =0, #V”/(0)=–-1;...· 
ყV-ყ=0, Vყ(0)=. 1, ყI'(0) = 1, ყ”(0)=>1, ყ'”(0)=1; 

ყ -ყV=0, ყ(0) = 0, ყ%0) = 1, ყ%0) =0, 
ყ”' (01=1, ყ!V (0) = 2. 

ყწ- ყ=0, ყ(0=0, ყ(27>) =1; 

«14 

ყჩ+ყ=0, ყ(0)= 0, 763 =C; 

ყ -–- 2ყ/--2ყ=0, ყ(0)=0, V'(25) = 6”; 
ყხ+2"ყ=0, ყ(0)=0, V(1) =0. 
ყწ-- პჰყ)=0, ყ(0)=0, ყ(3) =0; 
ყ+ თ) =0. ყ(0)=0“%, ყ'(1) =0; 
ყ”+72"'ყ=0, Vყ'(0)=0, Vყ'(:) =0; 

ყი ყ”“-ყ–-ყ=0, ყ(0) = –– 1, ყ/M0) = 2, ყ(1) = 0. 

იპოვეთ განტოლების ზოგადი ამონახსნი (MM, 23.43--23.57); 

93.43, 1) 0” –-5ყ'-L6ყ=6X+1; 2) ყ” + ყ'-- 2ყ = 6X"; 

პ) ყ” + 2ყ + ყ= –-2; 4) ყწ–– ყ,-–-– 12Vყ = 12. 

93.44. 1) ყ” –– 6ყ, + 9/ = 2 -- X+ 3; 
2 ყ”– 4ყ'+- 5ყ= 10X-- 16X-–1; 

23.45. 

53.40, 

23.47. 

53.48. 

23.49, 

83.69. 

ვ) ყწ--2ყ+ყ=X,; 4) + 4ყ = 40-14 + 4. 
1) ყ” + 8ყ'=8ჯ; 2) ყ”--3ყ”=6; 
ვუ 7ყ”--ყ=14»X; 4) ყ--2ყ'= X -- 1. 
1) ყ”-- 2ყ'-- 3ყ=0%; 2 ყ"--ყ=6 7; 
ვ) ყ? + 4ყ,+ 4ყ=2560%; 4) V” + 9ყ = –- 39 46%, 
1) ყ”+4ყ+4ყ=X0, 2) #წ--ყ'-- 2ყ = (1-- 2X) 6"; 
3) ყ--5ყ' + 4ყ=4XV0%; 4) ყ– 3ყ! + 2ყ = (X" + X) 06%. 
1) ყ” + 4ყ + 3ყ= 90-% 2) §” + ყ--2ყ = 3X0-, 
3) ყ”+4ყ+4ყ=86““%, 4) ყ”-- 2ყ'+ყ = 6XC". 
1) ყ”– 30,+-2ყ =31XI) 2) ყ” + 16ყ= –-15005X; 
ვ) ყ/-–- 2ყ! = 120053 –– 21 §10 3X; 
4) ხყ” -–- 2ყ' +- 2ყ= ––-ვ0 X--3005 ჯ. 

1) 4ყ”-L8ყ' = X510X; 2 ყ--3ყ'-+ 2ყ = XC05X; 
ვ) ყწ-–-4ყ=(2--5X2)50ჯ--4X005X; 
4) ყ”--ყ'= (X2-- 4X) §1ი X -L (2 –– 2X –– #2) 00§ ჯ.



98.ნ1. 1) სყ” – ყ= C50X: 

ვ) 2ყ”--5ყ'=100X6-X00571; 

2), ყ” -+- 2ყ' => 46X+(510 X + CC§7X); 

4) ყ”წ-–-– 2ყ/ + ყ= ჯ66“%X005X. 

2 ყ”+ყ= 005X; 

4) ყ” -+- 4ყ=4(5)LI 2ჯX-–- C05 2X). 

98.69. 1) ყ” -+-ყ = 4X005X; 

ვ) ყ” +ყ= X?25)იX; 

9863. 1) ყ” + 4ყ + 5ყ=- 106-%005Xჯ; 

2) ყ” -- 4ყ!, + 5ყ := 6 (510 X + 200571); 

3) ყ”/--6ყ' + 10ყ = 2(5I0 ჯ-L X005+X) 63%; 

4) ყ” + 2ყ' + 2ყ =(2005Xჯ–- 4X 510 2)6“X, 

23 64. 1) ყ”–-ყ=260%--X?; 2) ყ” + 30 --4ყ= 6 %+XC6C%; 
3) ყ” + 2ყ' + 2ყ =(5ჯ + 4) 6" + 6-7; 
4) ყ”ი+-2VყM + 5ყ= 46-X-+L 17 510 2». 

93.55. 1) ყ” + 4ყ = 005?ჯ; 
2) ყ”-–-4ყ' + 4ყ = 510 X00§ 2X; 

ვ) ყ--2ყ'+-ყ=5IX--5ი X; 4) ყ+ სყ = XL--6-%X -L 6). 
28.56. 1) ყ''–- 3ყ”--3ყ'-- ყ=67”; 

ვ) ყ(IVI-- -81ყ == 276-7%; 

28.57, 1) ყ!V4+--5ყ”--4ყ=351ი X; 

ვ) ყ" + 2ყ”+-ყ=2X+0"; 

2) ყ''-–2ყ” = 16-24ჯ; 

4) ყ” + 8ყ,= 6-%, 
2) ყ'' + ყ” = 6X + 6-7; 
4) ყV+ყ”=X+- 26“. 

იპოვეთ განტოლების კერძო ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს 
მითითებულ პირობებს (M#M# 23.58-–23.60): 

93.68. 1) 

ვ) ყ” + 4ყ=35Iი X, 

ყწ--ყ=24C, Vყ(0=0, V',(0) = 1; 
2) ყ”--2Vყ' -- 10ყ-= 10ჯ2-+ 18Xჯ + 6, 

ყ(0)=1, 

ყ(0)=1, VყV”M0)=3,2; 

ყ'(0)=1; 

4) ყ”--2ყ'= 46% -L 2-1, #C)=--, ყ' (0) = 1. 

98.69. 1) 
2) ყ! –ყ' =-- 2X, 

3) ყ–-ყ = 6-3 #2, 

88.60. 1) ყ”–+4ყ=Xჩჯ, ყ(0)=1, 

2) ყ + ყ=1, ყ(0)= 9, 

3) ყ/+Vყ=1, ყ(0) =0, 

ყ' + 2ყს+ ყ' =-- 26-%, ყ(0)=2, ყ'(0) = 1, ყ' (0) = 1; 

ყ(01! = 9, ყ(0)=2, V” (0) = 2; 
V(0) = VI (0) = V” (6)= (1); 

4) ყIV--ყ=8C, ყ(0)=0, VI(0)=2, V” (0)=4, ყ”' (0)= 1. 

'C)-1. 
(()-ა 

ყ (1) = 0; 

4) ყ/”+ყ=2X-29, ყ(00=0, V(#M) =0; 
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5) ყ”+ყ=1, ყ(00=0 ყ'(»I) =0; 

6) ყ”--2ყ' -- 2ყ=6C, ყ(0) + ყ (>) => 62%/2, 

II 
' (0 '/(-.. ს -- 1. V 0 +V (+) 1 

მუდმივთა ვარიაციის მეთოდით ამოხსენით განტოლება (MM# 23.61, 
23.62): ' 

  

  

  

  

  

28.61. 1) ყ”–+ყ = 1 ; 2) ყი 2ყ'+ყ=-“-.; 

§I1X ჯ 

წ7/ 1 / (- , –+ 3) ყ/+ყ=- -, 4) ჟი4- 2 + V= 
C053 X 

1 
28.62. 1) ყ” ––- ყM/ = ; 2) ყ” + 4ყ'+ 4ყV == 6-რ+XI)ეჯ; ყ Vყ = > +1 ) ყ +4ყ ყ 

ვ) ყ”-–-ყ' == 6+X00§07%; 4) ყი ლ 76-10 
ჯ 

იპოვეთ ეილერის განტოლების ზოგადი ამონახსნი (M#M# 23.63, 

23.64): 

58.63, 1) XV” + XI -–-ყ=0; 2) X”ყ” + 3ჯყ' + ყ = 0; 
3) Xყ”+2X" +-6ყ=0; 4) X'ყ' -- 3ყყ” + 3ყ'= 0. 

28.64. 1) ჯყ”-–-4აყ+6ყ=Xჯ 2) X?V” –– 3ჯყ' + 5ყ = 3X?; 

ვ) ჯ?ყ/-- 2Xყ' + 2ყ = XX-“- 2X + 2; 

4) X'.ყ -–-2ყ=89)I)იXჯ. 

6. მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლების 

მიახლოებითი ამოხსნა“ 

რუნგე-კუტას მეთოდის გამოყენებით იპოვეთ მოცემული დიფე– 
რენციალური განტოლებისათვის კოშის ამოცანის ამონახსნის მიახლო– 
ებითი "მნიშვნელობა C წერტილში 8=0,0001 სიზუსტით (#)I# 23,65, 

23.66): 

93.66, 1) ყ”= ყ + 5ი(X+ ყყ), ყ(0)=0, ყ'(0)=0, C=1; 
, 

2) ყ” => + ++ 1, ყ(33= 6, Vყ'(3) == 3, C = 4; 

3) ყ/=2–ყ ყ(0)=2, V(0)=–-1, C=0,5; 
4) ყმ ყ” + 1=90, V (1) = 1, ყ (1) = 0, C = 1,5. 

  

ამ პუნქტში მოცემული ამოცანების ამოხსნა გათვალისწინებულია ეგმ-ის გა– 
მოყენებით.. 
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ყ 93.66. 1) ყ” -- <=. 205 2X=0, Vყ(0)==0, V'(0) = 1; 

–2 
2) ყ”=-Vმ- “+ . /ყ(0)=1, ყ(0)=1, 6=1; 

  

    

(1 + -–-2 
3) ყჩ=Vყ + 2 + 2X6", ყ (0) = 0, ყ'”(0) == 1, C = 1; 

X” –+- 1 

4) ყ” = ყ-+ --“ --, V#6)=0, ყ/დ) =1, 2 =0,5. 
C05“ X C05“ X 

294.5. 

§ 94. ამოცანები მაღალი რიგის დიფერენციალური 

განტოლებების გამოქენებაზე 

.· იპოვეთ წირის განტოლება, თუ ამ წირის რკალის სიგრძე, რომე– 

ლიც ათვლილია რაიმე წერტილიდან, ტოლია რკალის ბოლო 

წერტილზე გავლებული "მხების საკუთხო კოეფიციენტისა. 

· იპოვეთ იმ წირის განტოლება, რომლის სიმრუღის რადიუსი 

მუდმივია. 

3. იპოვეთ ”L მასის მქონე მატერიალური წერტილის მოძრაობის 

განტოლება, თუ იგი მოძრაობს წრფივად და მასზე მოქმედებს 

ძალა, რომელიც პროპორციულია სხეულის მოძრაობის დროი- 

სა. პროპორციულობის კოეფიციენტია #. 

· ვიპოვოთ ვერტიკალურად ვარდნილი სხეულის მოძრაობის გან–- 

ტოლება, თუ ვარდნის დროს მასზე სიმძიმის ძალასთან ერთად 
მოქმედებს ჰაერის წინააღმდეგობის ძალა, რომელიც პროპორ- 
ციულია სხეულის სიჩქარის კვადრატისა 'როპორციულობის 

კოეფიციენტია #. 
”. მასის მქონე სხეული მოძრაობს 4 წერტილისაკენ წრფივად 
რომელიღაც ძალის მოქმედებით, რომელიც პროპორციულია 

მოცემულ სხეულსა და # წერტილს შორის მანძილისა. დროის 
საწყის 1=0 მომენტში მანძილი სხეულსა და 4 წერტილს შო- 
რის არის 50, სხეულის სიჩქარე არის ნული, ხოლო მასზე მოქ– 

მედი ძალა I”. ' 
ვიპოვოთ სხეულსა -და 4 წერტილს შმორის მანძილის დრო– 

ზე დამოკიდებულების კანონი. 
·- MI მასის მქონე სხეული მოძრაობს წრფივად /# წერტილიდან 

8 წერტილისაკენ # ძალის მოქმედებით. მოძრაობის დროს სხე- 

ულზე მოქმედებს წინააღმდეგობის ძალა, რომელიც პროპორ- 

ციულია სხეულსა და 8 წერტილს მორის მანძილისა და დროის 

საწყის მომენტში (4 წერტილში) არის ჯ-ის ტოლი ((ი<#).



სხეულის საწყისი სიჩქარე ნულის ტოლია, რა დრო დაჭირდებ».. 
სხეულს #48 მანძილის გასასვლელად, თუ #8=0ძ. 

94.9. სხეული, რომლის მასაა 200 გ, ჩამოკიდებულია ზამბარაზე. ზამ– 
ბარა გაჭიმეს 2 სმ-ით და გაუშვეს ხელი. მოძრაობის დროს სხე– 
ულზე მოქმედებს გარემოს წინააღმდეგობის ძალა, რომელიც 
სხეულის სიჩქარის პროპორციულია, ამასთან იგი ტოლია 

0,1გ-ის, როდესაც სხეულის სიჩქარე ა . ზამბარაში აღძრუ–- 

ლი დრეკადობის ძალა მისი 2 სმ-ით წაგრძელების „დროს 
10 კგ-ია. ვიპოვოთ ზამბარაზე დაკიდებული სხეულის მოძრაო–- 

ბის განტოლება. 
24.8. სხეული, რომლის წონაა =4 კგ, ჩამოკიდებულია ზამბარაზე 

და ჭიმავს ზამბარას 1 სმ-ით. იპოვეთ ზამბარის მოძრაობის გან- 

ტოლება, თუ ზამბარის ზედა ბოლო ასრულებს ჰარმონიულ 

რხევას, რომლის განტოლებაა ყ=2 510 307. სხეულის საწყისი 
სიჩქარე ნულის ტოლია. 

94.9. ცილინდრული ფორმის ხის ძელი (5=100 სმ?, #=20 სმ, 

0=0,5 გ/სმპ) მთლიანად ჩაძირულია წყალში. ძელი გაათავი- 

სუფლეს და მან დაიწყო წყლის ზედაპირზე ამოსვლა. ჩათვა–- 
ლეთ, რომ ძელხე მოქმედი გარემოს წინააღმდეგობის ძალა 
პროპორციულია ძელის ჩაძირული ნაწილის სიგრძისა და და–- 
ადგინეთ, როგორი უნდა იყოს პროპორციულობის კოეფიციენ– 
ტი, რომ წყლის ზედაპირზე პირველი ამოსვლისას წყლის ზე–- 
მოთ ამოვიდეს ძელის სიგრძის ნახევარი. იპოვეთ ძელის ჩაძი– 

რული ნაწილის სიგრძის დროზე დამოკიდებულების კანონი. 

94.10. სინათლეს სხივი, რომელიც ვრცელდებოდა ჰაერში, ეცემა სი– 

თხის ზედაპირს თე კუთხით. სითხის გარდატეხის მაჩვენებელი 
წრფივად იცვლება სითხის სიღრმის ცვლილების მიხედვით. 
სითხის ზედაპირზე გარდატეხის მაჩვენებელი არის #1), ხოლო /L 
სიღრმეზე #ე. იპოვეთ სინათლის სხივის ტრაექტორიის განტო– 

ლება მოცემულ სითხებში. 

მითითება. აბსცისთა ღერძი მივმართოთ ვერტიკალურად ქვე– 
მოთ, კოორდინატთა სათავე ავიღოთ წყლის ზედაპირზე და ვისარგებ– 
ლოთ სინათლის გარდატეხის კანონით 

§I0 თ 

90908 

სადაც თ არის სინათლის დაცემის კუთხე, წ –– გარდატეხის კუთხე. 
94.11. ორი ერთნაირი მასის სხეული ჩამოკიდებულია ზამბარაზე. იპო– 

ვეთ რხევის განტოლება, რომელსაც შეასრულებს ერთ-ერთი 

  

(+I5



24.12. 

24.13. 

24.14. 

25.1. 
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ტვირთი, თუ მეორე ტვირთი ზამბარიდან ჩამოვარდება. ზამბა– 
რის დრეკადობაა #7, ერთი ტვირთის მასა /7. 

ML=1 გ მასის მატერიალური წერტილი განიზიდება რომელი- 
ღაც 0: წერტილიდან. განხიდვის ძალა პროპორციულია მატე- 
რიალურ წერტილსა და 0 წერტილს შორის: მანძილისა და მი– 
მართულია მათი შემაერთებელი წრფის გასწვრივ (პროპორცი- 

ულობის კოეფიციენტია 4). გარემოს წინააღმდეგობის ძალა 

პროპორციულია სიჩქარისა (პროპორციულობის კოეფიციენ- 
ტია 3). დროის საწყის მომენტში მანძილი მატერიალურ წერ- 
ტილსა და 0 წერტილს შორის არის 1 სმ, მატერიალური წერ–- 
ტილის სიჩქარე –– ნული. იპოვეთ მოძრაობის განტოლება. 
ზამბარაზ,ე რომლის სიხისტეა #=30 ნ/მ, ჩამოკიდებულია 
M1=0,03 კგ მასის სხეული. ზამბარა გაჭიმეს Xი=4 სმ-ით და გა– 
უშვეს ხელი. რხევის დროს ტვირთხე მოქმედებს „გარემოს წინა– 
აღმდეგობის ძალა, რომელიც პროპორციულია ტვირთის სიჩქა- 

რისა და პროპორციულობის კოეფიციენტია IM=0,6. იპოვეთ 
ტვირთის რხევის განტოლება. 
იპოვეთ იმ სხეულის მოძრაობის განტოლება, რომელიც ასრო- 
ლილია ვერტიკალურად ზემოთ ში=1 მ/წმ სიჩქარით. რამდენი 
წამის შემდეგ მიაღწევს სხეული უმაღლეს მდებარეობას? 

9:, დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემები 

აჩვენეთ, რომ მოცემული ფუნქციები წარმოარგენენ მითითე- 
ბულ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის ამონახსნს: 

  

ძX 
1 _“=-- 

1) |. #” იი. 
ყ=I1I91; მყ _ #/+1. ; “ი ი, 

ძX _ I» 

თ» თ” თ,»“-ი' 

ყ=20", «+ - 2" 
იი... 7 

0X _ყ-! 
X=--0, იჩ. Vყ '? 

ა ს-> ძყ 2 
(ი. =(X–--I)ყ”



ძX 

· თ-6“ + C. რ, თი “% VM 
= -(__ ეჯ ყ ==2C16 2C»ა 6'', CI =ყ-4- 

ამოხსენით მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივ ერთგვაროვან დიფე– 
რენციალურ განტოლებათა სისტემა (MM 25.2--25.5): 

    

86.9, 1) |) “ 2) | .. 
მყ _ _ _ ტი ყი _ ს _.. MV  -%2X#.. 
–” % V , 

·3) 4 4)· “ 

2V _ : წყ _ . 
/ 9ყ-X 4 L-- 3ყ 

95.3. 1) / 2) ქ 
V _ ძი _ #% = 3X + ყ; ძმ 3X -L 4ყ; 

-ძX =-–-7X+Vყ; 94 - 5; + ვ, 
ძ ძ! 

ვ) ქ 4) ქ 

V იL- 5 წ” _ _ ვა... 

ძX ძX 90X V ყ+2, ==. =–-VX 2, | ს) =X-V+ ი +Vყ+ 

ძყ ყ 
36.4. 1 ––-=Xჯ – 7, 2 – =ჯ-- 2, ) # +ყ ) ქ ყ+ 

ძ72 ძ2 
–- =2XL-V, –- = X 2; ” ყ ' “7 + ყ + 

ძX ძX +“ =3ჯ-L12ყ –- 42, ++ _V  2ყ/--7, 
ძ! + „/ “ “რ -2 
ძი ძყ · 

3 _ = –--– ჯ–- 3! 2) 4 __- == კ - 2, ) + ყ+ ) # X+ყ -I- 2 

ძ2 ძ?2 
–--. =–- X-12 62; –- =ჯ-–--7, ქ ყ + 7 X-–-7



ძX ძX 
| -9X. =3ჯჯL- 2, = 2X + ყ, 

თ თო #MX+ 4 7 
ძყ ძყ , 98ნ.ნ. 1 – = 2, 2 = 1 3ყ–-2, ) 7 X+ყ+ ა 7 X –- აყ 

04 #, ყ41 47 “+ = 2ყ + 37--X; 
·ღV «“ : 

რ –- =2-V--2, = 6 ვ 2 ჯ X-–ყ « X + 3ყ + 3;, 

ვ) (9 = 1%-4/- 122, 4) =-8X-–- 5ყ-- 42, 

ძ2 /- 
““ =-.4 52; –“ =-–-Xჯ-–-ყ-- 22. მ X + ყ + | თ X–ყ 2 

იპოვეთ ერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებათა სისტე? 
ის ამონახსნიყ„ რომელიც აკმაყოფილებს მითითებულ პირობე 

(MI 25.6, 25.7): 

6.» 
1) | კ X(C0)= –1, ყ(0) = 2; 

2CXCVყ _ . 

2) , X(0) = 1, ყ(0) =1; 
XV _ . 

4+-2X+V, 

წ) X(0)= 0, ყ (0) = 0; 

ძ , 

<+-»+V 
4) კ X(C0)=0, ყ(0) = –-1. 

99 _ კს __ X# = 4ყ -–- 2», 

95ნ.7. 1) / X(0)=0, ყ (0) = 
94 
თ ირი   
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2) ) X(0)=-––-), ყ(0)= –2; 
CV...) . 
ი რო 1 

/ძ% ი ყ+, 
ძ! 

ვ) -– X(0)= 0, ყ(0) =3, 2(0) = 2; იძ! 

ს #7 

–_. 
ძ! 

– = 1. 4) მყ. = X+2, X(C0 = 00, ყ(0=0 2(00) 
ძ! 

ძ 

ამოხსენით მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივ არაერთგვაროვან დი– 

ფერენციალურ განტოლებათა სისტემა (M#I# 25.8--25.11): 

    

ძX _94X. = 3--2ყ, 
| თ ლ M 7» ძ! 

958. 1) ძყ _ » 

ძ 

, ძX _. –-5005/, ი 2(". ი “# 'Vყ 
3) ძყ 

_ძყ = ჯ -L #2 -»ჯ = 2X + ყ. 
%. 

ძX II, + – 2/--X+1, თ თ” ყი 95.9, 1)” ძე - 
| _ძყ. –-- = ჯ + 0057; = 3 თი  M“ IV 

(ძX 6 აიი “I =-–-V+2%L§/, 
4 

2) ძX 94 _ _ ვ 5111. 4 = 4X –++ 2ყ -L 0051; რ“?  # X + 

ვ 609 39, ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი



  

ძX : ს, =X+ყ+0 42» 294+V, 
95.10. 1). . 2) | 2! | 

ი ძყ _. თ 2 “მ ; “I 9 +Xი94ყ- 6), 
ჰ : 
7 =X+9V, “++ = X+2ყ+ 160, ვ) ; 4) თ! 

ყ · ძ 
-X = X–-551ი61; “#-= 2X–– 2 

ძი. ძ | დ949+ყ-ლ 96.11. 1) –_ 

ძX 3 

V "X-M+># 
2) 

'(M/ _ _ „». 2ყ/+ 4+1; 
“მ ” 
/ ძი ““ =2:+ყ-2+2-/, #7 ყ + 

ძყ 
3 –- =1-- , ) « # X 

ძ?2 
წლ ყ + 

94% _ 2-C- ვე + 42--ვ/, 
ძI , 

ძყ 4) # “წ +7+64+1 7 

ძ2 
–- =ჯL- 2 -L 7. მ X--–- ყ+ 

იპოვეთ არაერთგვაროვან დიფერენციალურ განტოლებათა სისტე– 
მის ის ამონახსნი, რომელიც აკმაკოფილებს მითითებულ პირობებს 

(MI# 25.12, 25.13): · 

Mჩ4 
/# "ოყ- 5005, . 

86.18. 1) ქ X(0) = –– 1,1 ყ(0)=--2;' 

#_ 
#V  “+X+V 
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85.13. 

36.14. 

-3) 

ძX 

თ“ 

ძყ 
L #V 

ძX 

« 

2) 

ძ 

ძX 

თ“. 

ძყ 
წე 
9ძX. 
ძ! 

ძყ 
“ჯ 
(9X. 
ძ 

4) 

1) 

2) 

ძ 
ვ) 1   

4 
თ! 

4 1: 

9V._ 
ძ!" 

= 2X-+V –– 7(6-! -- ვ, 
13 

X0) = ––, #(0) = 2; 
=–-X#+2ყ--1, 4 

=4X-- 5ყ+4( --1, 
XLC0) = 0, ყ (9) = 0; 

= Xჯ-–--2ყ +V, 

=ყ–-X#ჯ+ 6", 

X(0) = 1, V(0) =1. 

= X–-ყ+ი0! 

=–ყ + #17, 

XC01=1, ყ(0)= –– 1; 

=Xჯ+(I(, 

= %ჯ -L ყ-––-005/, 

X(0) = 1, ყ(0) = –– 2; 
=–-ყ-2X-L-0051-L51ი ?, 

= 3X ––- 4ყ -L 6-9, 
XC00)=0, ყ(0) = 4; 

=Xჯ–-2ყ-346-X, 

=-ჯ- 2ყ + 26“ 

=- ყ-2+1)  X(0)=1, ყ(0)=1, 2(0)=1. 

იპოვეთ ისეთი ორი წირი, რომლებსაც გააჩნიათ შემდეგი თვი- 
სებები: ა) ერთნაირი აბსცისების მქონე წერტილებში ცავლე– 
ბული მხებები იკვეთება ორდინატთა ღერძზე; ბ) ერთნაირი 
აბსცისების მქონე წერტილებში გავლებული ნორმალები იკვე–- 
თება აბსცისთა ღერძზე; გ) ერთი წირი გადის V, (1; 1) წერ– 

ტილზე, მეორე –– M: (1; 2) წერტილზე. 
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25.16. მოცემულია ორი წირი: ერთი Vყ=/Cე, რომელიც გადის 
X 

M. (0, 1) წერტილზე და Vყ = | I(0 ძ, რომელიც გადის 
–_Cლ-2C 

1 
M CC >) წერტილზე. იპოვეთ ყ= / (ა) წირი, თუ მოცე– 

მული წირების ერთნაირი აბსცისების მქონე წერტილებში გავ–- 
ლებული მხები იკვეთებიან აბსცისთა ღერძზე. 

%5.16. ორი ერთნაირი, /! მასის მქონე ბურთულა შეერთებულია ერთ– 
' მანეთთან ზამბარით. ზამბარის სიგრძე არადეფორმირებულ 
მდგომარეობაში არის /. ზამბარა მოათავსეს ვერტიკალურად, 

გაჭიმეს I, სიგრძემდე და გაუშვეს ხელი. იპოვეთ თითოეული 
ბურთულას მოძრაობის განტოლება, თუ ვარდნის დაწყებიდან. 
I დროის შემდეგ ზამბარის სიგრძე გახდა I-ი. გარემოს წინა–- 

აღმდეგობის ძალა და ზამბარის მასა უგულებელყავით. 
26.17. #2 მასის მქონე მატერიალური წერტილი მიიზიდება 0 წერტი–- 

'"ლისაკენ ძალით, რომელიც პროპორციულია 0 წერტილამდე 
მანძილისა. სხეული მოძრაობას იწყებს 4 წერტილიდან, რომე– 

ლიც დაშორებულია 0-დან ძი მანძილით და დროის საწყის მო– 
მენტში აქვს ში სიჩქარე, რომელიც #0 მონაკვეთის მართობუ– 
ლია. იპოვეთ სხეულის მოძრაობის ტრაექტორია. _ 

მითითება. წირის განტოლება ეძებეთ პარამეტრული სახით. 
95.18, ქვემეხიდან გაისროლეს ჭურვი პორიზონტისადმი თ კუთხით. 

და წიე საწყისი სიჩქარით. იპოვეთ ჭურვის მოძრაობის განტო- 

ლება, თუ ჰაერის წინააღმდეგობის ძალა ჭურვის სიჩქარის პრო– 
პორციულია. 

96.19. ელექტრონი მოძრაობს ერთგვაროვან ელექტოულ ველში, რომ– 
ლის დაძაბულობაა #8 3/მ. იპოვეთ ელექტრონის მოძრაობის 

ტრაექტორია, თუ დროის საწყის მომენტში ელექტრონის სიჩ–- 
ქარე არის ყი და მიმართულია ელექტრული ველის ძალწირე– 

ბისადმი თ კუთხით. 
96.90. ვთქვათ 4 ნივთიერება იშლება 8 და C ნივთიერებებად და 

თითოეული ნივთიერების წარმოქმნის სიჩქარე პროპორციულია 

#4 ნივთიერების დაუშლელი ნაწილის რაოდენობისა. იპოვეთ 

8 და C ნივთიერებების ჯ და ყ მასის # ნივთიერების დამლია 

ჯ დროზე დამოკიდებულების კანონი, თუ 4 ნივთიერების დაშ- 

, 771 37 
ლის დაწყებიდან ერთი საათის შემდეგ X=-–-> ყ= 8   > 

სადაც ”IMი არის ,1 ნივთიერების საწყისი მასა.



შწ.ა!. 

295.2. 

გთქვათ ში) და შე მოცულობის მქონე ორი ჭურჭელი ავსებუ– 
ლია გახით რრმელთა წნევა შესაბამისად არის #,: და 
#ე (ი, > Lე). ჭურჭლები ერთმანეთთან შეაერთეს მილით, რომ- 
ლის საშუალებითაც გაზი პირველი ჭურჭლიდან გადადის მეო– 
რეში. იპოვეთ გახის წნევა თითოეულ ჭურჭელში მათი ერთმა- 

ნეთთან შეერთებიდან ( დროის შემდეგ, თუ ერთი ჭურჭლიდან 
მეორეში ერთი წამის განმავლობაში გადასული გაზის რაოდე- 
ნობა პროპორციულია ჭურვლებში დროის მოცემულ მომენტში 

არსებული წნევათა კვადრატების სხვაობისა. პროპორციულო– 
ბის კოეფიციენტია #. 

§ 956. დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის მდგრადობა 

. გამოიკვლიეთ, მდგრადია თუ არა მოცემული განტოლებებისა 

და სისტემების ამონახსნები: 

1) ყ,=X(ყ--1), ყ(0)=1; 2) ყM=X-–-1I, ყ(01= –-1; 

ვ) სრთირაი ჟ/ (0)=2C)=0; 
2=ყ –– 2, 

ყ'=თყ –-2, 
4) !2-–-თ:2--Xჯ V(0)=2(0)=X(0)=0, CთC7ბ. 

6-2» 

გამოარკვიეთ, არის თუ არა 

(»' =10(1 + 2-–--2X) + 3ყ + 3/ + 1, 

Lყ' == X? ––- 2(X--– 2X–– ყ 

სისტემის X=1, ყ=–-–-ჯ/2 ამონახსნი მდგრადი. 

.· გამოარკვიეთ, არის თუ არა მოცემული სისტემის ნულოვანი 

ამონახსნი მდგრადი: 

X'=2X, #5=–-2X-–-ყ, 

1) ლ=2>- 2) #-;-% 
2=-–-X-–-ყ-–--?; 2 = X ++ 3ყ-–– 2; 

X =–-–-X+ყ +272, X = ჯX–--2ყ--2, 

3) V-»-/+> 4) #-– ირი. 
27 = X+ყ-L27; 2 = X–-7.



96.4. დიფერენციალურ განტოლებათა რომელიღაც სისტემის ზოგა- 
დი ამონახსნია 

C) _ C51 _ – 

“11:07” ყ=(C11' + Cა)6“'. 

გამოარკვიეთ, იქნება თუ არა ამ სისტემის ნულოვანი ამონახსნი 

მდგრადი. 

ლიაპუნოვის ფუნქციის გამოყენებით გამოიკვლიეთ, არის 

თუ არა მოცემული სისტემის ნულოვანი ამონახსნი მდგრადი 

(M%# 26.5--26.7): 

X=XX-–-ყ, IX=ყ--X+ XV, 
96.6. 1) | 2) 

ყ'=X + ყ?; VI(->-/--” –- ყ; 

ვ) თ თ. 4) IX =ყ-- 3ვჯL– X, 

'=--X -–- ყვ -L ყ5; Lყ”=6X–- 2ყ. 

X = –- 1--ყ--ემ–-ყ?, |X=ყ + X", 
96.6. 1 2) 

/ თ. 1» LV = –– X + V), 

ვა მთა 4 რაას 

ყწ= –- XV; ყ'=X -+L Vყ”. 

'___ 9 
96.7, 2) L =--2X-+- 4XV., 

1 =ყ-+Xჯ"ყ“- + X5, 
1) 

ყ'=ყ + 2X2?ყ; 1 
ყ=--2X--2XV9-–-->V 

1 

#) ო 51CI1 X –– §Iლი 9, 

ყ'=-ვ- 72 – Xყ + 3V';; 

ჯ =ყ 1 ყ + --X, 

ყ'==51ფთ0 X –– 51 იყ. 
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პასუხები 

მრავალი ცვლადის ფუნკციის დიფერენციალური აღრიცსვა 

§1 

Xჯ ყ/,––_ 1 –--–- 
1.1. §- 2+-MV IV. 1,9. ხ=-- )2V 6-–– წ. 18, §=2(ლ0+ 

-+ხ) V0? -L ხ?1თდ. 1.4. ს = ”პ/ (X--+-Xყ-Lყ?). 1.5. /”(0; 1) = 0, 

I (–" ->) =–---, I(–. – )–– თ ნე. 1.5 ((0;--1)= 

=1 .2V3 _ 7 =4, ”(XVყ, –I -( 90-59 
1( -3 7. 3 ) '1VV – V) მICLC ყ(X-L1) 

1.7., 1) ნახევარსიბრტყე ყ ==0; 2) წრე X?-- ყ?<.M22; 3) პირველი და მე- 
სამე საკოორდინატო მეოთხედები საკოორდინატო ღერძების ჩათვლით; 

4) ნახევარსიბრტყე ყ< >. 1.8. 1) ყ2>4X–-8; 2) X?-Cყ?>1; 3) აბსცის- 

თა დადებით ნახევარღერძსა და ყ = X> პარაბოლას შორის მოთავსებული 
სიბრტყის ნაწილი საზღვრის წერტილების ჩათვლით; 4) ყ?=4ჯ პარაბოლის 

შიგნით მოთავსებული X + სწ< 1 წრის ნაწილი საზღვრის წერტილების 
ჩაუთვლელად. 1.9. 1) მთელი სიბრტყე გარდა X+-ყ=ჩ (ჩC2) წრფეებისა; 
2) ზოლები –> –+ 2M/+% <X<> + 2M2X, ჩC2; 3) X2-+ყ1<1 წრისა 

და 2 <- დამებლ <.2-IL1 (-C/V) თ წრიული რგოლების გაერთიანება; 4) ზო- 

ლები X>2, 2-+< ყ<% + 2 და X< 0, 25 – 2 < ყ<2MM (–C2)- 
1.10. 1) #ყ=+X ღა #4=–-X წრფეებით ”შვდგენილი მარჯვენა 
და მარცხენა , ვერტიკალური კუთხები გარდა წრფეთა გადაკვეთის 

წერტილის»: ' XXყ<X X>თ X<V9ყ<-–-X (X<0,; 
2) მთელი სიბრტყე გარდა #2 -ყ2=!1 წრეწირის წერტილებისა; 

3) ყ/=1+X და“ ყ=1--X წრფეებით შედგენილი მარჯვენა და მარცხე- 
ნა ვერტიკალური“ კუთხეები გარდა წრფეთა გადაკვეთის წერტილისა 

1-X<ყ<1+X X>0, 1+X<ყ<1–-X (X<0; 
4) ყ=0 და ყ=--2X წრფეებით შედგენილი ბლაგვი ვერტიკალური 
კუთხეები გარდა "წრფეთა გადაკვეთის წერტილისა 1.11. 1) X= + 2 და 
ყ=2+>+3 წრფეებით შემოსაზღვრული მართკუთხედი; 2) რგოლი 
9<X·Mყ?1<25; 3) მთელი სიბრტყე გარდა (X + 1)2 + ყ2 = 1 და 

X--1)14-ყ”<, 1, წრეების წერტილებისა; 4) X=--ყმ, X=ყ2 პიპერბო-. 
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ლებითა და ყ=2 წრფით შედგენილი მრუდწირული სამკუთხედის 
გარდა (0; 0) წერტილისა. 1.12. 1) X+ყ?+21ლ 1! ბირთვი; 2) პირ- 

ველი ოქტანტი X>90, ყ>0, 2>0; 3) კუბი –1=X<1, ––-1ლყ=1, 
1251; 4) XX2+-ყ2-22=0 კონუსის გარე არე. 1.18. 1) X+ყ=/ 

ირ#CM პარალელური წრფეები; 2) V2+ ყ?=#/? კონცენტრული წრე- 

წირები; 3) XV=/! ჰიპერბოლები; 4) პირველ და მესამე მეოთხედში 

მოთავსებული ჯV = /#? ჰიპერბოლები. 1.14. 1) ყ =./V2 პარაბოლები 
წვეროს გარეშე: 2) X?--ყ1=ს ტოლფერდა ჰიპერბოლები; 3) #X2+ 

+2/ყზ=1 (L>0) ელიფსები; 4) წრეწირები, რომლებიც ორდინატთა 

ღერძს ეხებიან სათავეში გარდა შეხების წერტილისა და ორდინატთა 

ღერძის გარდა. 1.18. 1) ყ/ყ=0X+# წრფეების თანაკვეთა / ფუნქციის 
განსაზღვრის არესთან; 2) X?2+ V/2=/2 წრეწირების თანაკვეთა I ფუნ- 
ქციუს ,გგანსაზღვრის არესთან; 3) XV=# ელიფსების თანაკვეთა / ფუნ- 
ქციის განსაზღვრის არესთან; 4) ყ=ჩX წრფეების თანაკვეთა I ფუნქ- 
ციის განსაზღვრის არესთან. 1.16. 1) სიბრტყეები X+V+2=/#); 2) ცალ– 
კალთა ჰიპერბოლოიდები X#?+ყ?--21=ჩ (L>0), ორკალთა ჰიპერბო–- 

ლოიდები 2პ--X2-- ყბ=--ჩ (<0) და XX+Vყ?=2? კონუსი; 3) სიბრ- 

ტყეები 3+--V+22–-ჩM=0; 4) X2+- ყ?2--/222=0 ( |III>>1) კონუსები 

წვეროს გარდა და 2=0 სიბრტყე გარდა კოორდინატთა სათავისა. 

1.19. 1) 0; 2) 1; 3) 1; 4) – 1, 1.90, 1) 0; 2) 1; 73) -- 2; 4) 1» 
, 1 " 

1.51. 1) 0; 2) 1; 3) 0; 4) 1. 1.99, 1) ––; 2) 1; 3) = 4) 1. 

1,938. 1) 0; 2) 0: 3) 0; 4) არ არსებობს, 1.94. 1) 2. 2) 1; 3) 1; 
მ; 

4) C. 1.95. 1) 1; 210; 3) – 8;:. 4) 2). 1.96, 1) 03; 2) 1; 3) (64; 
ჯ 

4) გ. 1.97, 1) 0; 2) 1; 3) 1; 4) 1. 1,98, 1) 1; 2) 0; 3) 4«; 4) 1. 
1,99. 1) 0; 2) 0; 3) 0; 4) 0. 1.81. 1) უწყეეტია; 2) წყვეტილია; 

ვ) უწყვეტია; 4) წყვეტილია 1.89. 1) (0; 0); 2) (0: 0) 3) ყ = 2X 

წრფის წერტილები; 4) ყ = 2ჯ?. პარაბოლის წერტილები; 1.38. 1) #2 + 
+ყ?=1 წრეწირის წერტილები; 2) საკოორდინატო ღერძების წერტილები; 
3) ყ=--X წრფისა და X=ყ? პარაბოლის წერტილები; 4) X?--ყ2=1 

წრეწირისა და X?--ყ1=1 ჰიპერბოლის წერტილები, : 

§2 

I. 1) % - ვ2+ მჯ, 95 =  2/ 42; 2) == 2?“ ვყ-L2X, 
მX · მყ “მX ..- , 

მ2 ა · „კ. 0? – 2V#Vყ მ: 7 2VX . 
–-=3ჯყ--3#;, 3) –-=2 _-ეუვლია =-=--=9>- “ფა, ? 
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მ2 ყ ეე. ჯ მ? 
4)--==“ => -ააც == XX –. 8.2. კაა =-- 

) შჯ 4/X: ჯ ' მყ თ V ყ თ 1) უჯ 
1 

” მი X მX ყ მყ ყ" X L(X+ყ) 

მუ  _ 2X_. 4) მ? __ |, XX მ? ___ ყ _ 
მყ. (X+/)? ” მX »” VX--ყზ ” მყ VX--ყ! 

9.8. 1) მ? _ 5, 005 (X”–– ყ) 2 ი0§ (X-–– ყ);. 2) ძე _ __1.__ 
§ / MI მს C05?(X-+VM) 

V მ2 1 ჯ მ2 . 
_ _-  .._ ) + 

§0ი0" (ყე) მყ 005 (+ ყ) §IL" (Xყ) მ» X+V 

1 
-LXC05 (XV), 92 = X005(X + ყ); 4) 02 __ 1 ე X. % _ 

მყ . მX ყ ყ მყ 

ყ ყ მX მყ 

  

  

  

    

ჯ» გ: _ “8 ყ" გ: _ _%X%% ვ) კვაეეულდ 
მX ყშლცვ?-X- მყ ყბ C05 2 მX ჯ-–-ყ.ს მყ 

ყ 
X მ2 ყ მ2 ჯ 

= ; 4 –- == ლილრიეეეოუ-==-- 
X?--ყ? მX IX-+-ყI· VX + 2(ყ მყ IX+VI VX1?-+-2XV 

#_ _ -%. 

ჯ.ი. 1) მ2. = 1. 8 # , მ2 _ X # ჯ 2) % _ ი-ს, მ2 _ 

მX Vყ მყ MV" მX მ 

+ -X_ 

=XIX; 3) ძე L 005 XV. მ? ____ XX. ;. 4) მ2 _ 
მს ყ ყ _ მყ. . მX 

· ·- 2 მე“ ი 

= ფ.- 0(%+:) 01+»ი” ე ==202+ი” 10 + ი. 
Vყ 

_ 1 
მჯ 2X უშ. 1 მჯ 2ყ 

8.6 1) _– = ეეე –ლ5 005-–--, –- = – 

მე #»#+ყი” Xყ X მყ X#+Vყ 
== 
»..- -–-– ს მჯ; ყ 

– 5 -00§--; 2) == ==) => –; 
Xყ? ჯ»ყ  მX VX+ყ მყ VX'+V9'(CX+VX#-+Vყშ) 

ვ) 92 Xყბ V 21პ--2ყ? მ2. ყX" V 2X1--2ყბ მ2_ _ ! 

  

მს) |VყI(C–ყ)” მს |VI(C-- ყე) ს ამს 1<6ჯ 
ზ(7



მ. _1 მი ჯ > 
  <=. -__<__ 

მყ 1+Vყ მს? V»X" + ყ?-+- 2: ს VXX>+- ყი 2? 
მV 2 2 მი მ“ მ" 
მბ VI + ICC ' “ შX –_ 2 =#+#V 9) 8, = 

(2/7) მ" = I/2(Xჯ 2-1, –- =X7 (XI 2-1, –– =(ჯყ)? 1ი (ჯყ): მს _ . XV , ყ2 (XV) მწ X2 (XV) 2; (Xყ)?Iი (Xყ);,; 4) 2; ყ 2" 19 2 

მ" მ" 
– =ჯ2'Iი2 –- = ჯყ-.2V-1, 98, 1) /“ (3,2) = : = 42; მყ Xჩ გ “' ) I» (3,2) = 56, /, (3,2) = 42; 

2) I, (1,2)==6(20% –– 1), /,ე (1,21= 465; 3) /; (2,1) = --, ჩე(1,2)=0; 

4) /„ (0,0)=1, /ყკ (0,00=–1; 5) /: (1, 2, 0)=1, /ი (1, 2, თ= –-, 

, 1 
#:(1, 2, 0) = 1:60 I” C 0, +) =#(4, 0, + )=9% 

I. (C, 0, +)=X2- „· 9.9, 3. 9.10. #; 9.11. ჯ; 9.19. –-25)90 0. 
4 2 2 

9.18. ს. 92.16. 1) ძ2= (3X?ყ –– ყე) ძX + 00 –“– 3Xყბ) ძყ; 2) ძ2 = 

= –- 510 (Xყ –– ყ?)-(ყძX--CX--2ყ) ძყ); 3) ძ2= #7 (XძX + VყძVყ); 
X"-+Vყ? 

–_(ძ«-“-ძ): 
X+V# 

2პძი=- 7” ე(2ძიყ--ყძ»); 3) ძ2=0; 4) ძ:=-- L-- თძყ--ყთე. 
Xჯ?005?1-> ყ ყ 

ჯ 

9.18. 1) ძ,- (+ +#)02--22 (ძX+Vყძყ). 2) კ, = 2 (#4 + 
(XL-+ყ"»” »X ყ“--2 

+ Xმყ – “. « ) ; 3) ძყ= («+- 24 | (#+--) 201X –+- 

"C-7) Xძყ +( M+ “-) I(V+-- )« I. 4) ძი = 

წ 2ჯ5Iი"24X+2ყ 51ი? 2 ძყ–+-5Iი 22ძ2). “2.19. 1) ძ/(1; 1) = 

მ 9, 2) ძ” (1; 21=9(4ძX+ძყ); 3) ძ/(1; 1; 1), =ძX–-ძყ; 

4) ძ/ (3; 4; ოვე 6 ბრი ი. 9,90. 1) #/ = 36, ძI = 28,5: 

4) ძ2 = 5)ი 2X0X–– ი: ყძიყ. 9.17. 1) ძ2=   

  

  

– =2%. 4 ტ# 0,ძი-. 1. 2) #/=--, 4I– 0,075; 3) #”=-–, ძI =; 4) /= (== > 
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9.91. 1) 5,08; 2) 2,955; 3) 8,297 4) 0,78გ 32.90. #5=1,235, 

  

  

  

  

  

#66 =--0,02. 9.9ვ, #/? =– --V. 5.94. #I =–– 1,57, 9-9ნ6. #0=- 

=617,5 სმმზ. 

§ 8 

8.1. 42 _ ლ-V ( –-+3). ვ.9. “ორი 25117?! -L- 
თ“ 005% ძ/ 

_ 2 2 

+9ი2/ე. ვ.ვ, “.= 1--2>X+17 „047 ვ, «#61 
« ყ” -L (1 -L X)? X 

ძ2 _1_ _X_ 
+1ი»-თა! ). 85, --==-–-ლ0ძ--– (+– გ.6. 

ძი Vყ 7 2V? 

=3 609? (3ჯ?-L- ყ) 51 (3X? -L ყ) (> –- 12/ ): 8.7. 4, 10 / ICI +- 

2 2 ( 1 Cდ+1)1( , (1+1)ი!  ვგ ძი _ _ 2X6 20052 
1 ლ00§21 ძ! »–“+-ყ-2 X'-+ყ--2 
221ლ1C1 ძ2 6" -L 6“ (ჯX2-L.1) ძ? , 

_ _”დესVსწ(( ვ9 -–=–-–  “' !:!. 8.10, ––I= 
(1-4 1)(XX-+ ყ+2) ძX 6% -L 6V ძX 

-”. 2 (3 >– >) 
1 -L ჯ?46% ძ» 1-+»ჯ? ძ2 2 2V2 

XL(L1--1Iი?| 32-+ > –-V2))). 8.13. 9! _ ავე ჯ." +8.14. 9 _, 
2? ძX მ“ 

=2ჯ( 59% – 57%) , 92 _ 2, 54127) · 8.18, 52 == 2%/1 
ყ V მი (77! ყ 

_ ჯა, მ _ » “ი –___ 
ყ ყ მ! მX მX 

2) მ2 2ე მ7 
= 2X + ე) =- = –--. 8.18. -- = 4#X-2/ (C051 -- 6I1?),. 

X+<ყ მყ #+ X+V მ! , 
მ2 _2 მ2 :/.2 ვ: #8 
==“ 4-2” 8.19. 2. =-- (2თ/4-- --74+75111 «2)––21/3 <Vყ511)1 +?,. 

X ყ 

მ. _ ჯ (#32 5II) 7412? ––- 200574272) –– 2/ე+Xჯ აე. 8.90. L-2 
მყ ყ! მX 

X-–+2X21? მძ« ყე-2? მს  X?-–-ყ+32 
== ““ –.ი-–. _– 
VX+-ყბ- 2 მყ V>X> + ყბ+ 2ბ მ! I-++ 

1 1 მს X»?-ყ+32 1 1 
––ი0-+06), ––=6 ა- + –ლლ9ი-- –-6L). 1.22 

+ 4 X 0 3-+ ს? «+ «) 

61%,



  

    

  
  

  

    
  

  
  

  

  

  

    

  

მ7 მ მ, მ” მჯ მჯ 
–-=: 2L-- “-ყლ- .–  --.2მყ-––+ 6 –“ , (|(= X--ყზ, == 06%, 
მX მყ 7 მსე მყ /ში +7 მე “>X ყ,? 

2 1 ი2 1%V ყ ვივ -“ -ყ./ 1 ს, “ .. –“ ს“, „=”„ყ+ 59%. 
მჯ #"( Xჯ/ძს,ს მყ (+++) “ X + 

მ2 მ7 მ? . მ2 მ2 მ”... 
ვ-.27. –-–- = –იინდ. -– ყიდ ––- = – 0ლ005დ-- ––9ი · 

მ, მX დ მყ წ მდ მყ ” მX 2) 

მ2 2 მ2 02 „მ2 მ2 მ2 
3.98, 1) = #7 სები ილ ა-ი 8202 

.“მ» მი ' ” მი ” მყ ში იმს. მ» 
_ეXC ყი თ _ 9 1 0 კავ % _ მ , 

მყ ჯ მს) მყ მ" ჯ მიხ ძX მX 

'ცე .9L კ მ მყ _ მთ, I + დ" (X) მყ + 212 + მ/ ()I.· 

§4 

მ72 0მ”:2 მ'2 
4.1. 1 = 6, 2ყ, –_ =-6X–-6, = 2X –-6წ; 

) მჯ” XX 2ყ მყ“ , მXმყ 7 
2 2 2 9 ს 2 

2292 _ 29. ბი? _ე, 2 =1- 1. ვ). 92 _ 2ყV--X) 
მ? MI) მყ? მX მყ ჯ? მჯ" (X” -L ყ)" 

?2_ _ _ 1 მე _  X __ „ მ? __ _ 4ყ _ 
მყ! (XC +IV)? · მჯმ, (2+ყზ?” მჯ" (X+V)? ” 

<2 _ _ 4 მ>ღ  2(X-–V) – მ0"2 _ Xყ . 

მყს (X+Vყ? მმ (ი«-ყე/ე  ” მჯმყ (2X+ყ3/” 
2 ვ 2. 2. · მ?2 _ Xმყ , 8) მ?2 =0; 4 მ _ IIVყ-·(IIყ-L1) X 

მყ? V (1 –– #2?ყ2)3 მჯმყ · მჯ? Xჯ? 

X0I5ი ჯ. IიV, მ”2 = IიჯIიყ+ 1 ტგIიჯ. (ი V. 4.3. 1) |მ'>. = (3 6-XV, 

მჯმყ ჯყ (მყ? 

მ?7 1022 მ22 
= –2)6-X; 2) ---– = ყX1ი?ყ, –– = XCX--1) ყ+“მ; მ»მ X(CXყ –– 2) ა ვი ყი ყ უთ C ყ" 

ვ) მ“2 __ 2005 X? მე _ 2X5I0X?. ) მ'2 _ __ Xჯ 

მყ? ყი ” მჯმყ ყ. ” მ» VCX2+ ყ?)ბ 
2 2 ი მ 9 

მ2 _ _ _ V _ 4.4. 1) მსმ L–X. .ა მი _ 
მXჯმყ #V(X?-L ყშ)მ. მჯ? „ მყ მ2 

ყX–-7უ მს 2(0-1) 63) მ“ _ 
= : ვ –-–. = , = 

VVC9 + ყბ + 21-- 2X22 მყ? ყ" ყ მყ შ2 
20 

 



2, 

–- –-(>)(1+7%ი>), ტე 9# .. (MIX 0, ე „იე, 
| ყ ყ მ 

  

  

  

  

  

2“ 2 

0" (2+ ყი)“ 4: 1 მშ2 · . 
ეაე' =- .-5. =–-X“წყ 0095 2, ; 
მჯმყ Xჯ2? ) მჯ მყ? =Vყი5Xყ 2909 XV; 

მ32 4ყ (3X2? –– ყ?) მ” ” “ =>“ “ა ვ . – (2ყმ2?.| ვჯყ2 -+- 1)6M2; ? ემმი. 624 ყვ ) მჯმყმ2. თ #2 1 +XV2 + 1) 
მ“ მუ+” 2 მ5ე+რ 2 

4 =(1-+-XVყ)0+%ლ052. 4.6. 1 =- 71 1; 2 = ? მჯმყმ2 17 ა მომი ის ვოვა 
_ 2 1)9 (ი + 16 –– 11, (MIX + MM. 0.L” 2 

3 რი 7 _ IV 2 

(+ –– ყერრ+1  მკიმყი ო+V+ 
ისო! ,, 

+ 2 თ + ის) +ჩი–+”თ–-)) 4 - მი _ 
მჯმყიმ 2 

= (X + #) (ყ + ი) (2 + ჩ) C++, 4.7. /5 (3; 2)=-36, I» (3; 21=6, 
/:, (3; 21=31. 4.8. /, (0; 1) =0, I/ (0; 1) = 0, ჩი, (9; 1);= 2, 

”/,/, 22 

/2(0; 1) = 0.. 4.11. >   =2/ი(V,0)+4 X? წი: (M, 9)--4Xყ /=VI6 0)--- 

22 

9 მყ 

-–+XVყ I (II, 9); 2220 (თ, 0)+-4ყ? I (თ, 0)--4XV /ი (V, შ)-+ X2/ ია (CV, ზ)-. 

, 2, 
: , ” 2 

4.13. –_” (დ;)? -L 7: დჯ;ა · 4.18. 2. X 
მჯ? 

”.ი -” , , ” , , „ #7 ” მ? ” 7 #” 

X ( დ;.) + 2/ყსCდ, 8§»X+Iა: (თ) + I" დჯ;ა: + /" ს»? ; წღუ = Mა? დ. თკ +: 

” 1, 7 ”/ ” 7... 7 #” , ” მ“ ” , 

+/წიი'(თ;» წ9ხ1წ§: დი) + ა §» წა + IV» დ;.ყ-L/ა წ Xყ: #8 = („ა · (თკ)? + 

+2/ი-ითე წყ + წი (6ე)? + /, დეა + ჩი წყა 4.14. 1) 012 = -- 2ყძ»? -L 
; _  ”ჩ#ეM? 

4(ყ-––- X) ძXძყ –+- 2ჯXძყ?; 2) <+-  ბ---9, 3) ძ22=-6”V ICყძთX -L. 

–-XძV)? -L 2ძXძყ); 4) ძ22= 291ი 2ყ ძXძყ-L-2X C05 2ყ ძყ?. 4.15. 1) ძ2ჭ= 

=2(Xძყძ? + ყ ძXძ2+2ძXძყ); 2) ძ%L==6"M“ ( (ყ2 ძX-L 2X ძყ-L XV ძ2)?-L. 

+2(2ძXძყ + Xძყძ? + ყძX ძ2)); წ3) ძ"#=2(ძXძყ -L ძXძ2)-+- ძყ ძ2); 
4)Iთ"ს = -–-წ9Iი (X--Vყ-L2) (ძX-+-ძყ+ძ?2)?. 4.10. 1) ძპუ=6ძXმ--3ძXძყ-L 
+3ძXძყ?+-ძებ, 2) თძ2=--8L(XძX-L-ყძყ)ზ 005 (ჯ2-L ყ?)---12(XძX-L ყძყ) X 
XX. + ძყშ) §1იI(X3-+Iყ?); 13) რძ =16 (ძX9 + ძყ -L ძ2ზ-–-'3ძXძყ ძ2); 

4) ძ"ც==9X+ხI ი (იძ++ხძყ+იძუ". 4.17. ძზ (1; 21=6ძX”-L 2ძXძყ-+ 

#21 

  

+ ყი: (რ, 9); =/ა (ი, 9)-+ 4XV ა (თ, 0)-+2 (X?-LV?)/ იი (V, 0)-+



+ 4,5 ძყ. 4.18. ძ'(0; 0; 0) = 2ძX? + 4ძყ? -- 6ძ2? –– 4ძX ძყ -L 
+ 8ძიXძ? -+- 4ძყძ2. 4.19. ძ?2=4დ” (1) (XთX» -L ყძყ)?-+ 2დ' (0) (ძჯ?–-ძყ?). 

4.90. ძ?2= (–)” IC ყწმი:>ძ +“ - ) 4 +2 (+ >-Iი>-+ 
6ყ 

+ ფთ ძXძყ-L 6 სალ _ 24 I 4.91. ძბე= 01 ია (თ,0)ძXბ-L 

2 

+ 20ხ (6 9) წი. რთ, ა) ძყმი. 4.31. 1) 2, 2) ++ V 

  

      

  

3) ყ”–– 5ყ' + ყ; 6>2-+(> 21 4.39. 1) V# _,. 3 1 #; 
ძდთ ” ძდ 

_ / 2 – 

3) 22–-0+06., 4) (+ 2 ქ1–-902 ა კვვ 1),9%. 
CC” + „#2?)/? 510 2დ 0” 

მ2 მ72 "მ; მ“2 1 მ2 2 ოო, მ2. . 4 ყ–- 4.34. 1 –- თ“ 
? ში 23 არ, “6 ' მიმ– 26 მი.“ 

მ?ია 2 მ"2 მ?2 -. 22) : 4 . 4.35. 1 თ ვ) (+ ირ) 3163. ს 32 4+ 5>. 4835. ს--+--+ 
1 მ” 1 მ" მ"! 1 
– –- --; –- 4ც2 

სარეტლი 2 მსმუ +16- 5 თან, 

  

  

1 

+ „2 ყე? 8 7 '+|2-(”; )+ §ი 9 “ფე (9იბ -31. 

1 მ“ 
+ · 
§იჭ მდ? 1 

  

  

  

§წ 

§.1, 1) ძი _ ყ?6-% - ჯ 62 . 2 ძყ _ ყ0C09X+350ი(X-–VM) . 

ი ძX ჯმ ყი! ძX §10 (VX – ყ) –– §910X 

ვ 99. XV. „) ძყ _ წ%X+ყ-1 ძყ _ _4X+V9M) _. 
ძX „+ _____ 

§9. ))4-=X+9C/ იძ  0+) ფთ +ყბ . უუ 9/ _ ყ-ის». 
ა–ეღეა-»>V„.._.ი 

ძ«VM _ ყI/(1 -–Iი 9)1--–2(%-– 9) 1 – 10 X 0 -– I9ყ) --–X1 -– 10 V)1 . 
  

  

  

ძა? ჯი(1 –– 10 ყ)1 / 
2 2 

ვა ძყ _ V_ ძყ =0; გ 9V =-#, 22 = , · 5.8. 1) ყM1)= 
ძ. ჯ ძX” > XჯX ძX ჯ



2 
=3, ყ”(1)=8; 2) Vყ' (0)=90, ყ'(0)=-– –-; 3) ყ' (11=–-1, ყM1)= 

Iჰი2-–-1 81იე?12 მ2 
, ”'(00 = –--–--–--–---– , ნ,4, 1) -–-- = 

II2+1 # CC) (10 2+1)? ) მX 

_ ტყე მ? _ 6ყ/–-3X2-2 „მ __ (X% მ? _ იCV. 

_ Xყ--218” მყ... '3((ყ–- 2) ” სს. 'მყ მი ხი?” 

მე C (ხ"–ყ) მ? __ CთVყ მე  ლ(1-/. 

მ. –_--_-_-_-_ჟ მჯმყ - ე?ხ?23 მყ? –. ი“ ხ? 22 , 

მ2 ყ2 2 X2 "2 ___ __ 2XVყშ2 C 

'მX 2'შ––- Xყ , მყ 21 XV. მ»? (29 –– Xყ)მ” მX მყ – 

__ _2 (24 ––- 2XV 28 –– X? ყ?) , "> _ 2X)ყ7 4 92 მ7 

  

2 
=–--–-;ი4 ” (ლ) = 3 ) ყ () 

      

1... მ" _ მ?7 მ?2 X+ყ+2 

" X+-V9+L+C2-1” მუ მჯმყ მყ“ (L+ ყ +2-––- 103 

მ7(–+1; 0) _ 1 
აასდ.-–__ 

== მ%0 ––2 __ 2 მ%0;, –2 __ 1 
2” მჯ" 5 

მ%(1; –2) _._ 394 ,, მ%დ; 1) 1 მჯ 

მყ” · 125” მXმყ 210 '' მჯ 
ILე (CV, ე) -L 2X #5 (V, 9. მ7 _ __ ჩი (0, 0) + 2#ჩ0(C, მ) 

' ნწ C,00+2(0,0 მი  #:თ,თ+22-:C 27 
მ? _ _ 736X? LV (II, ბ) 

= () = 2 2 2. ნ.8. == = · ” ' 

X+ყ+2, ყლ–X"-Lყ?-L2 მჯ ყი (თ, შ) -L X 6“? ა (V, წ) 

  

  

  

მ2_ =-–- 2. CV თი ჯ· ს=ყ2, I= ი? ნ.11. 1) ძ?2 = 

მყ ყა (CV, რიე, (ხხ, შ) 

  

–_ _ ძ»+ –––_ 510 2XძX -L §1ი 2V ძყ ; 

2%შ-- Xყ 2" -XVყ 51IL 22 
2 ,? 

––კ–ა_– 
2 2 პუ ქ 

    

=- 2? (X+ძე), ძი = –“ 0X+ძყბ. ნ.19. 1) 24. 32. ძ2 _ 
' 1--2 1-- 23 ძი ყ ძX 
  

__ 10X მყ _ 3(ყ' -–– 3») ძ”2 _ 10 (327 –– 10X) გ) 9 ძყ _ 4X 

ვ» ” ძა ყ! ” ძ” ფუ) 7 ძ» 5ყ 

« ' ჩევ 

 



ძი X ძMყ 4 5ყწ+4" ი) ძწ2 529 #2 X-–-2 

  

  

== - == ა ლეაეეეეეეეეგვე|ბსე– ც- ––= ––––-– 3 ===>–>-_- 

ძ» 52 ძ”»;X 25ყ3 ძ;;2 25 23 ) ძყ 2>-ყ ძX, 

ყ--Xჯ ყ(2–1X) 2(–– ყ) 
ძ7 = ძX; 4) ძყ ძ. ჯ 2 = , =-. 

2–ყ XV-–-7 X(Cყ-––-X7ჰ “ყ 
რძ 

–)- 2) (X –– ყა?-LCყ –– 2)1-+C2 –– XI?) ძX2, ძ2ელ= 9 %X 
X»XCყ-– | X%ყ/-- უვ 

>XIC-- )მ+ CV –-271+ 6 -- XXIV. 6.13. 1) %-  #+V მძ«_ 
: მი X#–V მყ 

_ 9+ყ მს #+X»X» მი 9+X უმი _ #+Vყი მ7_ 
X-– იჰ 0 ჯX–ყ მყ X–ყ მჯ... ” 2 + ყ? , მყ. 

_ბს-–ყი მს ყს- მი _ _ XX+ ყი. ვ) კ, _ ყ0XI+9ძყ 
ააეაა“. 7. » + ყ? 1+ყ 
ქი ძX-- ხძყ. ქმ, = 2 (ძXჯძყ –– უძყ?) , ძბს= 2 6ძყბ–ძXძ) 

-” 1+ყ (1 + ყ)? (1 + ყ)? / 
(5II1 –– X005 0) ძX –– (510 ((–– X0C059) ძყ 

    

  

  

  

  

  

  
  

4 ძა = ' 
XC0C0§შ -- ყ005/! 

ქი = (ყ 005 I, –– 510 შ) ძX - (I. #” + ყ005V) ძყ 

XC050 + ყ005 I ” 
თა= (205:9ძX-- ჯ9ი9ძი)ძი --(2ლ050ძყ-“ ყ 511) I(0I!) ძ8 წ 

X9005შ –+ ყ C05#M “ 

კ?ი- (X 5910 0 ძი –– 20C0§შ ძX) ძე + (2 205 ((ძყ––ყ 510 თ) ძV 

- XC0§ფ - ყV005/ 

ნ.14. 1) =– ვი, 55= თ +თ; ვ --=- 3909, % 
მX მყ L2 მჯ ” + 

__ Cლ059 Iმ?2 _ 91ი 20 მ?2 _ _908 20 012 __ #9ი 2) . · ვე 9 M4 

CV ” მჯ ყ? ” მჯმყ ცა ” მყ? ყყ? ყ? > 
მე 9ი?დ -+იია”დიიე ს 
  = LV? -L Vბუ, 92. =M0 --ყ?ე; 4) 

მყ მX? §Iი? დ 

= –-–––-6/“-V(! - ს) ძX + 6“+წ დ –– ) ძყI . 

  

  

  

_- 

§6 

–-1 2.25 –_–-__- 
2 –=4 –-.1 

- – 1 4 – 1 
– 8ზყ--2=4, ჯ% 2 ყ-1 2 : 31#X+ ყ-–-2--1=0, 2 =



"ყ-1 2-1. კჯ ყ- 22L+1=0, 4 _ = - 
1 –1 1 1 –2“. 

6.8. 1) 17X-+ 11/ + 52=60, + 9-6 717, თ»-Vყ+ 

  
  ვუღე:':'-=”აა'ას-„.= 

  

IL 

ჯ# X--1 –1 2 _ 
+ 2 2+-=0, -- =#--0- –“; 3) X+C--2=0, +-=   

–_ –4 = _94ყ-% 2=1M#M.. „,.ეი=-ი0, L რ ც4 1) X4+2/+ 
6 ყ ძ. 

3 
    -L 32 –– 14=0, =“-==->-- 2 XC05 თ+ყ5ს1თ--II=0, 

X-–IIC00თC ყ-–წჩყით 2-/ი X-–3 

00§ თ §Iი თ 2 

ყ-–2 2-1 X–- I ყ–2 2-+1 

ვ 6 1 11 5 

; 3) 2ჯ-L3ყ +62=18,   

  
  

  

  
    

6.6. 1) -X. C0§ შე 005 დე “+ + 005 მე 005 დე + –“ყი შე = 1, 
ძ C 

X––ძ00§9ე C05დე _ V –– ხ5I0ი დე C05 შე _ 2---690% : 2) ჯC0§დ,L 

ხC C09 ზე C05 დე ძC 510 დე 005 შე თხ 99 მე მ 

. –- ე 005 –- წე 510 2, 
+ყსიდ  7=0 -- ილ?  # ი90200%0 = “ 

C05 დე §1I1 დე –1 

X--IMაC05 ში _ V-–M% 511 შე_ 2–- % 
3) X510 შე –– ყ.C05 შე-L- 2((/ე==M ში ; 

510 ში –-0057ე Mი 
Xძ0 

4 3ყ –- 22 1==0 აეაეგსაესგასრ–_– == =–-ძ 6.7. –“––. სპ ყ-2+ / 1 2V6 
6.8. C05Cთ 005 ჩ = “1 · 00§ 1 = 2 6.9. 4X-L .8. = , ე 7 >) ჯ 72 99. 

-Lყ+-27––-78=0. 06.10. X+4ყ--62= -+21. 6.11. (1; -++1; 0) წერტილებზე 

40. ს, თოფურია, ვ. ზოქოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 625



გავლებული მხები სიბრტყეები პარალელურია 0ჯ> სიბრტყის; (0; 0; 0) და 
(2; 9; 0) წერტილებზე გავლებული მხები სიბრტყეები პპრალელურია · იყ2 
სიბრტყის; ზედაპირზე არ არის წერტილი, რომელზედაც გავლებული. მხები 
სიბრტყე პარალელური იქნება სყ სიბრტყის, 6.19. 2X + ყი-2--2 = 0. 

ჯ-2 მვყ-10 2+4 : ' : 

1 9 
  6.13. „ 6.14. 4L- მყ 8:-. :3 6.16, XC 

–.. ხ? 
+ 95 5 ა ? 2- ი ==; VთC+ხ+“-Cთ  VითI-+- 6 + C 

) · 6,18. 3ჯ -LC 4ყ +- 122 –- 169 =I0. 6.98, –- . 

+ყ+2=V ი+ხ1+C. 6.17 

2 

+  “ _ 
#Vი?+ ხ? + დ 

3 1 2 4 11 68 
631.1) -–-––- ; 2 --–; 3) ––.–– –– ; 4) ––<.. 6.39. 1) 1- 21 -... 
L ' ვეი 2 “2 . 2 ვ 7 ს). 1 13. 

V 2. #3_. ცვ. 295C +005ჩ +005 „ე ც-. წ.ვ4. “> 2 6.88. 9 XL 
  

–+ ყი + 2ი; უდიდესია, როცა Xე =V0== შე = 75 უმცირესია, როცა 

        

1 X+4ყ+2=0. =ყა= 2 =––- –=–- ; ნულის ტოლია რეწირის 
49“ 2 V3. ტო I +,ყ" -+L 2წ%= 1 წრეწ 

2 მ“ მ”! ში 6.40 ––– “სჰჰს რს 641. = 
წემტილე! M64+V%+2 მთ მ» 

005C 005ჩ -I- 2     + არია დგე ლი 005? 7 + 2 0% C05 თC05ჯ -L 
მჯმყ ძ2 · 

  > ლ05ჩ 0057. 6.43. 1) 91––-3/; 2) -- 5:--3/); 3) 6 L 
2 

– ' – 

– – – – #, 

+C374+ 2; 4 (4+37+4#. 6.44, 1) ––; 2) 2/; 8 +. 
, ' 

__ 2 2 
645. V17-+- 161.2. 6.46. | ყ-მძV | = 6, 005Cთ =>) 005ჩ=-– – 

005 1. გა 005 დ = 3 6.48. 'C05Cთ = 6.49. C05 დ== 
- V16-. 5V2... 

12 + _ 
= ია ==. · . == .-61, 2V3. 57325 6.50 > 6.61, 2V 

§7 

7.1. 11 /(C--2+#, 1+#)=1- /#?-+-2Mჩ+3/7; 2 #2, '1-C #)= 

=12-L15ჩ-6ჩბ2-+-3ჩ% -- 6M?--M3--2/M2; ვ) #”(1-C/Iს 1+ 8=1 +-2ჩ + 

"“Lჩ-Lჩ?--2ჩM-+-ჩ9??; 4) /(1+/ჩ, –2+80= =5-2M--/M--ჩ?; 5) /(X-+ II, 

ი9ი8



ყი +-#)=Xა + 2ყ5 -– XიVი +L (3X6 –– Vი) /I -L (6 98 –– Xი) # + 3Xეჩ1 –– ჩჩ + 
+6ყა” + + 2; 6) /წ(X-+ ს, Vყი-+ ”)=0CთCX§-L 2ხნX-აყი + CV + 

2 (თჯე + წი) ს + 2 (ხXე + CVყი)ჩ + 0იძM' + 2ხსჩ + ი––. 7.9. 1) 1-– 
1 ” 1 2 – > იმე -0+ ყბა 2 ყ+V+ =%-%, ვ 1 4V+ 
ა... – – (ყი -- “_ _ ვე 4 _ ილ. ყე)ე ს. »”. . +2I1V X)+21( X” ყ); 4) 1 ს ცაცტა მარ სირატ 

წვ. 1) 1+CV-–-I)+C-ფ-1, 9 1-C6-904ფ- + 
+თ-ს"+C-0ფ-)+C--1ბ+-C – )მV- 1; მ) 1 + 

1 +IL-) +V+I1+ --IC-) +V + 1)11+ –I-–-0+V0+1))5 
1 

4 (C-1)+Vფ--1)1- –- (Cდ--1)ბპ+(ყ--1)?1+2.. 74. 1+-C- 1) –- 

_ –თ- 1) –თC- 1)? –– –- ფ-ს. 7.6. 1-LCC–-1) +CX-––1)X 

XCV –– 1) +-- (X-–– 1)1(ყ/ –– 1), (1,1)195 = 1,102. 7.6 1 +# + 

+ -- (I –– ჩ2) + –- თმ--ვრ, 09.1 §Iე 0,49 #=1,1051. 7.7. 1) 2„,,= 

=2(–-1; 21=0; 2) სტაციონალური წერტილია (– 1; 2), ფუნქციას 

ექატრემუმი არ გააჩნია; 3) 2 = 2(0; 3) = –– 9; 4) 2.:ჯ==2(1; 0ე)=1. 

7.8. 1) 2.) = 2(2; 1)= –– 28, 2,,:= 2(–-2; –-1) = 98, (1; 2) და 

(-–-1; --2) სტაციონალური წერტილებია; 2) 2„,=2(1; 1)=-––- 1, (0; 0) 

სტაციონალური წერტილია; 3) სტაციონალური წერტილია (2 –-) , 

ფუნქციას ექსტრემუმი არ გააჩნია; 4) 2.» = 2 (–- 1; –- 1) = 1, (0,0) 
სტაციონალური წერტილია. 7.9. 1) 7... =2 (+ ; +) – 1. 

2) 2„,=2(--1; ––11=–-2, 2, '= 2(1, 11)=--2, (0; 0) სტაციო– 

ნალური წერტილია! 3) 2, = 2 (0; 0)=0, ლ- ; ი), (1; 4), (01 –– 

–-4)-- სტაციონალური წერტილებია. · 4) 2, = 2 (V 2; --V 2) = 
=2C– V2; V2)==–-8, 0; 0 სტაციონალური წერტილი. 7.10, 
1) 7.აჯ=2 (2; 3)=108, 2„,.=2 (0; V)=-0 (0 <V< 6), 2„:ჯ=2 (0; M)-= 
=0C-ი<Vყ<0 6<ყ<C); 2) 2-:)„=2(3; 2)=108; 3) სტაციო- 
ნალური წერტილია (0; 0), ექსტრემუმი არა აქვს; 4) სტაციონალური: 'წე- 

რტილია (0; 0), ექსატრემუმი არა აქვს. 7.11. 1) 2 => 2 (5; 2) = 30. 

ს»



(2) 2. == (4; 2)-=C; 3) 2»,ი=2(1; 11=3; 4) იპ »=2(C-–-1!' –-1)==2–--1. 

?.1ბ. 1) რ„სე = 2(2:4)=0; 2) 2უაჯ => 2(4; 4) == 12; 3) 2 
1 1 1 1 1 · 

-2(7C' 7) =2(–+დ! – 78) 37. 2ო- 
1 1 1 -1 1 

=2|-–-–==–: –-– –== |,=72–- –– – ==  =– ==; 4 = 27>' 75)“ 2 ფუფ)“ ფა! ტარი 
= 2(1; ––11= V 3. 7.13. 1) 2.,,=2(-–-2; თ=---; 2) 72), = 

=C –))=-+ ვ) 7.., = 2 (=4; –2=--:, 0,თ სტ>- 

ციონალური წერტილია 4) 2», = 2(0; 0) = 0, 2„,ჯ; = 2(1; 0) = 

=7C-1:0=->. 5) 2 ,,=27(0; 0C =1; 6) 2„,, = 2(0; 0) =4; 
9 

7.14. 1) 2,კა= 2(1; 21=7-–-101ი 2; 2) 2,,:=2(1; 31=10 –– 1810 3. 

3) 2.» = 2( -> ' 72) (7 -# 

ში-2(7= :–7>)-2(-7> 7>)=>. თ 99, 
(+ 1; 0) –– სტაციონალური წერტილებია, 4) „სტაციონალური წერტილია. 

(C 52, #2), ექსტრემუმი არა აქვს. 7.16. 1) 22,, = 

-2(:- <5) 3V 3 ; 2) 7უკ»=2 CL” + )–-- (3) 2„აჯ== 
2 6 2 

=2/2ი, =%- 3 73. ი 2 2/ 2. 2. %ძ _ 3V 3. =2(2 1 6 =)=- 2 V3; 4) რთი 2 8. ვ ) “ 

2.თვ»=2 (+ 5) = 5V3, 7.16, 1) LI აი=VL(2; –-3; 11=-–-4;, 

      

  

  

  

1 
უ_-___. ხწიი=V(-+ – 32? ')– 

= –“ 4) V-,, = V(24; –- 144; –– 11= –– 6913, 7.17. 1) L/,,, = 

-ს(7 –, +)= 7 2 ს, = V(24/, 2Mბ; 2%4) = 2%/4; 
7 77



«II :=V (0; 0; 0.=V CC; >; 8) =0. 7.18. 1) განტოლება განსაზღვრავს 

ორ 2, და 2: არაცხად ფუნქციას. (2,),)ი=2) (1; –-1)=-- 2; (2:)თა»== 

=7, (1; ––1) = 6; 2) განტოლება განსაზღვრავს ორ. 2, და 2; არაცხად 
ფუნქციას. (2.)თკ» = 2 (<-2; 11=1, (2)კი = 6(–-2; 11 = –– 2. 

«X -L 2)? + (/–– 1)72 = 16 წრეწირის ყოველი წერტილი არის ორივე ფუნ- 

ქციის ექსტრემუმის წერტილი და 2; = 2:= 2; 3) განტოლება განსაზღვრავს 
ორ არაცხად 21 და 2. ფუნქციას (2)„კე = 2(0; –- 2) = 1, (2:)თაჯ = 

16 
=2(0, –,- =-+; 4) 2„ი = 2–(+V6), –(3+V6))= 

=–(4L2 #6), 2...=2(V6–21, //6–3) =2V6 –4. 

1 1 1 
7.19, 1 2 == –––კ__–_-_ = 12 2 თვჯ= ; = ; = 2. ბ 2.ა» 2C ; >) + ) 2„აკ+==2(0; 0)=2(–ძ; ––თ=0 

3 19 
2აა=2 0 –« =727(–- კ 0)=– 2. 3 2 =7 აღა, -- =“----; C )==2(–-ძ, თ) ი?; 3) 2აკს ლ 5 > - 

4) 2„ა=2(); 1)=0, რო“? + )=2- 7.90. 2,,)=7(1; 1)=2; 

C 

- V2.3ვ =2/:11.. 1%მძ-1. . == –=-უ)= 
“ძ. ) 7.ღი 2( 2 ე 2 )– 2 1 4) 2.7 2( V5. V5. = 

– 2 1 
=–- 5 ? რთი» = 2 == ე “== = 5. 7.31. 1 2. უ““ , (7 7)“ , რო 

1 1 1 . 
= –_-. = : =2: = 1 1)= ; 

2( 2 L 3 4 1 2) 2.%ი 2C(1; 1) 2; 3) 2თა» 2(1 ) C 

4) 7.,„= 2 (ი -L ჩ9; –ი+ თ)? +V2, 2>-C. -L ჩი, 

    

-ი+ M) = 2-V2. 7.9- 1) V „=V(-–-.4; --2; 4) = –- 18მ, 

24თა» =2(4; 2; –- 4) = 18; 2 ხიი => ხ (3; 3; 3ე)=9; 3) ხთი = 

=V(0; 0; + 2) = 4, V.,,=V(+ 4; 0; 0)=16, (0; -+3; 9) სტაციო- 

ზალური წერტილია: · ს.» =V (2; 4; 6) == 6912. 7.53. 1) C „კჯ = 

=VC> –ლ–-“> “ს=--“-- 2) V,, „=ხ#X2; 1; 1)=C/(1; 2; 11= 

2. 5.5 5-2 5 
= 1; 1: 21= = “. 2, 2 ს=(წV(->-; -“; –-)= 

V0;112=2, ხოი წ (C_ 3 3) C 2! გ) 
გ29



–„0/5 5 2 50 _ _ -–V0V : : – 296. = “ ·. 2V6-: ( 3 CI C 27 ვ 3) ღა –9V (2 V 6 ? 2 V 6 LI 

2 ი,” 2 
_- =4 6 ა / : 4 .- = : · = V/ 53 ) # 6 + # 5 ა ხია =VL(1; 1; 1) = 2. 

7.26. 1) უდიდესი მნიშვნელობაა –-2, უმცირესი მნიშვნელობაა –-5; 

7» უდიდესი მნიშვნელობაა 2, უმცირესი მნიშვნელობაა ––1; 3) უდი- 

დესი მნიშვნელობაა 6, უმცირესი მნიშვნელობაა –-1; 4) უდიდესი 

მნიშვნელობაა 17, უმცირესე მნიშვნელობაა –-3. 7.97, 1) უდიდესი 

მნიშვნელობაა 4, უმცირესი მნიშვნელობაა ––4; 2) უდიდესი მნიშვ §ე– 

2V3. 
ლობაა 2V3, უმცირესი მნიშვნელობაა –– – 5 ;. 3) უდიდესი მნიშვ- 

  

ნელობაა 125, უმცირესი მნიშვნელობაა ––75; 4) უდიდესი მაიშვნე–- 

ლობაა --, უმცირესი მნიშვნელობაა. –- –-. 7.98. 1) უდიდესი 

მწიშვნელობაა 9 4V2, უმცირესი მნიშვნელობაა => 2) უდიდესი 

მნიშვნელობაა 4, უმცირესი მნიშვნელობაა ––64; 3) «უდიდესი მნიშვ– 

ნელობაა 1, უმცირესი მნიშვნელობაა 0; 4) უდიდესი მნიშვნელობაა 

3 , უმცირესი მნიშვნელობაა 0. 7.29. 1) უდიდესი მნიშვნელობაა 
C 

2V3., უმცირესი მნიშვნელობაა 0; 2) უდიდესი მნიშვნელობაა 

გ2Iლ0(თ97, უმცირესი მნიშვნელობაა –-მ(C(ყ5; 3) უდიდესი მნიზვუე- 

ლობაა 300, უმცირესი მნიშვნელობაა 0. 4) უდიდესი მნიშვნელობაა 

1+ V2, უმცირესი” მნიშვნელობაა –– –. 7.80, –, –, +. 

7.81. V9, 9, #06. 7.83. - , = +. 7.89. კუბი, რომლის 

წიბოს სიგრძეა #/ს. ?7.34, ყუთის განზომილებებია 7/20 , 1/ 20, 

– / 20. 7.36. ტოლგვერდა სამკუთხედი. 7.36. კუბი. 7.37. კუბი. 

7.38. კუბი. 7.39. მართკუთხედის გვერდებია #7 და + . 7.40, სამ- 

4 

22 22 ი იბოებ ს 2 შე პედის წიბოები”. ->; 75 და 5 
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კუთხედის გვერდებია -8 20. და + 7.41, მართკუთხა პარალელები- 

  7.42. მართკუთხა პარა-



22  2V2/? ”/  7;+3 თუ თ> 
ლელეპიპედის წიბოებია “–ს ვ–- და 3. 

>> 2ICILC V 2 , მაშინ უდიდესი ზედაპირის ფართობი აქვს პარალელეპიპედს, 

რომლის სიმაღლე // =/9ი თ. 5--- V 2. ხოლო ფუძე კვადრატია; 
' 2თ–--V2 

თუ 0 <თ< მ-ი V2, მაშინ / = 0. 7.44. ტოლგვერდა. 7.45. 
1) მოცემული ფუძის მქონე ტოლფერდა სამკუ- ხედი; 2) მოცემული 

ფუძის მქონე ტოლფერდა სამკუთხედი. 7.4წ. საძებნი წერტილის 

კოორდინატებია ოთხკუთხედის წვეროები კოორდინატთა საშუეა- 

  

   
   

    

ლო არითმეტიკული. 7.47. M(-+: +) 7.48. -=. 7.49. V 20 . 
V 

7.50. 19V 2. , 7). 0 ს 1+V3ს. „ყე. 
8 2V 2. _ 

' 

+ => · 79.58. 1) ცილინდრის ფუძის რადიუსია 

” 2V 3. 
–ვ- სიმაღლეა 25V3. ; 2) ცილინდრს ფუძის რადიუსია 

., 2+ 2+უ=, , სიმაღლეა ? V# 2-2. 7.64, პარალელე- 
2 V 5 

პიპედის აიას ; 2. 26_ . 7.55. 1) ყ=0,425 X-++1,175; 
5 V 3 V 3 

2) ყ=0, 395X+4, 75; 3) ყ=--0,75X+5,75; 4) ყ=--4,245X-+ 16,435. 

განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

§8 

8.1. 1) -49#+06, 2--X+0 ვ 2+C. 4 –2+0C 

  

8.5. 1) ლ,9, +X+6C 2) _-..- 

(+II- + -–+ 4X+C; 4) 2 145 3X4+0. –..__ 
X 

3 ' 1 : 1 1 
3ვ- C; 3) –--––--– 2) ; 4----- ) წ +C; 3) – 22 ი XI+X+C; 4) > ++ 
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+IიLXI --2X+C. 8.4. 1) –-V>--- #7 X-ჯ+LC; 2) = VL-–- 

4“ 4 –_– · 2 ე: ,– გ 1– 2 – –4XV I +---XV X +6, 4) -- V X--3# V X# – -5XVX + 

+X+C; 4) + / XX ––- 5X VX + 4X VIX--- Xზ + X + C. 

– 9 105„-–- 4.1 .:– 
„წ. 1 –2 / ჯ _„აეასაბგგა– – ჯვ C: 2 – – –--- _  12-7/ _– 8.6. 1) V სი -V +C: 2 3 38 ” X 

_ => 40 ვ) 5 გ 2  ./ჯ X +C; 4) 5V მ8-- 7V/ #6 +L 
VX VX 

+--+»X+6. 8.6. 0 -V ჯი. +C; 2 =>. V X-LC; 3) 1-XV XI +0, 

1 

3 

++ +6 839 =+4%-24ფ44-+2+9V-4++0. 

რ 25 XV #% X- LC. 8.7. 1) თათ 9ა6 2 31ი| X|--Xჯ+ 

8.8. ს =#V +» –-#VX+0 2 MX- -#VX +C 

_ 3 _ 
2 V >»? 

+-/ VX +C. 8.9. 1) –30055X-250X-+Xჯ+C, 2) –– 20CX-– 

ვე -“_ 99” 3 ი; C, 4 “+ “აა ა) 61X# X+ 2>XV X + ) == #V X- 29” X + 

–3(X+C, 3) 20 X--2 2LIC 51ი X-+-C; 4) 26”         
105 

8.10. 1) – თ–-9იი+6C 2) –თ+9ი9X+0, 3) სწX––-Xჯ-LC; 

  

  

Xჯ 

4) ––-ისყჯX-–-X+C, 8.11. 1) თC +C; 2 6-–I))XI+C0C; 
1–+– 1იძ 

ჯ XIX  ი-ჯ 

ვ) 2 1 ; ტც 2-2“ _ დ, 8.19. 1) X-–- C05X ++ C; 
იი 2Xჯ? 122 
     

2 2(ჯ“– 98იX+C; 3) «(++ +C, 4 (ყ/( +20(/ LX. 

8.18. 1) X+ 50X+C; 2) IIX+C;. 3) –ი((-I/+C; 
4 LI--ლთ1+-C 8.14. 1) --2იეX9X-+- CC; 2) –-2(2X-+ C; 

ვა 22-00X+C; 4) X+51X+C. 8.16. 1) 355X-–- 200X+C; 
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2 –იხიჯ-. 40X-+ CC 3) X--.ხნX+C; 4) L--CLX+C. 

816 1) III XI –-220(2X+C; 2) I XI-––2მ0LX-+C; 

3) –- +2LLX+C; 4) – -- +80VX+6. 8.17. 1) თე) კი, 

  წ _6- “ C; ვ) – -V0=201+0, რ - #ფ-- 7" 2) -LC. 

1 1 –_- 
818 1) _ ლ=2--  ჰ | 3 –– “#I-–-3ჯ+C, 

 100-50ბპ 7 9046)“. 1V ++ 

4) > V (2X –– 1)?-LC. 8.19. 1) – III 2ჯ+ 5 | +C; 2) –-IიI- 

–3X+C; 3) – -- თა3#+C; 4) ძი 2X+C. 8.90, 

1) _ 1. Cლ00XX+C;, 2 ! ყითX+2 XC; 3) 581ი -– +C; 
% %ჯ 

4ტ –-–2005 (+ –!)+0C. 8.9=1. 1) Xიი§თ -- 8902 + 6; 

X +1 

3 
2) –– 300§   +L --9ი (1--2X)+C; 3) (C++ C; 

4) – ვი ->- +C. 8.99. 1) –– 2-6-++0; 2 2 

  

+C; 
ი ი 0. 0” 

ვ) --რ +6-%-LC; 4)   
2190ძ 21იძ 

  –+C. 8.93. ს– Cნ (2X-–-1)+C' 

2) –--თ9ი0- 8 +C, ვა 26 -> +0C, რ – –-–9MXX+6. 

694.1 1) #-21LIX+C4I+0C, 22 “ი|%-1I+C0, 

ვ) 81IX+4I-»4C 4 + ი|1---3X|- –-X+C. 

8.96, 1) 2 + 3L-- 701IX-+3I+C; 2) 17-+#-L – (3X-–-1| +C; 

ვ 0 #2 #_ L _ 17) 1–2X 4 X _ ვ L 12ჯ-- ) Xჯ 1 ი | XI; 4) + 12Xჯ 

–- 231 + = თაა თ + _ 1IX+-2I+C. 8.96. 1) X+Iი2IX--1| +C; 

წპ3



გ 2 – , 2 ალ დაბ 206--8+ 17II»X+2(+C; 3) ჯა ქე ი: 

  

  

  

    

    

      

, 5 ი (..4 

ჟა კა #4 ს VM? 
– –3-X-I 1 :4 C---- -..: = 2 +X ი IX+1 |I+C; 4) C =-5–“ 3 2 1-2X+2M|1 XI. 

8.97, 1) ლ) ი - - +C 2 1 კე  X+VM5=_ V 5 (+თ 
| 2V-5 X-V5 

V5Xჯ–2 /3. 2X + V 7_ 

4V15 V5X4+2V3 4V7 2X-–-V7. 

ვ X-V2 
8.28. 1 – –-) <1 C; 2) C-- 3ვჯ–-1 _=-–––; ) ჯ 2 ი + ) X-ს X + V 2 

2 #3 11 XV  V3 
3 –– +4X+41 C; 4 C-“ ვ _– =-I – ) –– +4X--4 Iი + ) 3 X 2 /3 ი L-X% 

  
6.99. 1) არ არის. ს გრთებული 2) მართებულია; 3) არ არის მართე: 

ბული; 

§9 

  

  9.1. 1) –-გდ-+0; 2) == > _  გICIVV რ ჯ +C; 3) გილი > + C. 

4) 1 გ-დიV10X)C 9.9. 1) 19 (X-+1)-+-C; 2) –– –– 1 4 5%+C, 
V2. 5 2 10 " 

3) –– V1-–-X2-+C; 4) –V (X1X-C 2), ++C. 9.3. 1) +–-V0+ X)ტ + C; 

2 – #8-27 + C; 3) +-VC 005115 +C; 4) -. Iი| თ + ხ| + C. 
ძ 

84.1) +-VI+ 2-+C; 2) +-MVC-+17+0; ვ) – =/2=3# +C; 

რ- -V0- 4ჯ5)4 + C . 9.6. 1) –--Cი602+2+0C; 

–- 2? 

  

_- #9” 

2 –9იც62- 1 +C, 8) – --4 + 6; 4) + C. 
412 

82% 

  

  9.6, 1) = +C; შ 7 _ 1! )C,3) 2იV 7 46; 4 „+C 

034



1 #” 1 : 
9.7. 1) --8C6+C: 2) ––– 3375 გICLC 8:16; 3) კ“ მI08ი XI –4- C; 

4) -გილებ-+-6. 8.8. 1) 10ი(X2-––3X-+-8)+-C; 2) #3X2--5X-+-6 + C; 

1 8. 
ჯე 2 

ვა -- -ეC 4 3 

  

1 
· 9.9. 1) –-- I4 § 23 +C )–> ირ4X +C 

2--V0 +10>X)მ+C;.3) 10I10IXII+C; 4) –-V0-წის-ი/+C 

9.10. 1) ––1იIC05XI+C; 2) 1 | 511XI + C; 3) –-)ი|ფი 3ჯ | + C; 

4 – 2 I I 005 XI –+:C. 9.11. 1) -- V (CX + 1) +C: 

2 ---V0-VM%XI+-C 3) --2/06X+6; 4  C96%+0. 

1 კდ; 92 --9ი“ X+ C; 3) (9ი++C, 4) 3 
3 00531 93 

9.13, 113%5ი1 +C; 2) –-–- Cლ00:X+C; 3) == C; 
16 51)1“ ჯ 

4) –-- V C059 2X+C,. 9.14. 1) ი X--510 XI-+-C; 2) III |5I0X-–-005XI +-C; 

8.19. 1)     +C- 

  

ვ) = V1--9ი 2X +C; 4) –-VC0§ 2X434+C6. 9.15. 1) I0(2-+-3)+-C. 
თ 10 (1+3%5 -+2)C 3) იC+49+0; #4 – > V C6-- ნის + C. 

I 

1 · 1. 3% · 
9.16. 1) ––-მის2-+C; 2) –“– მდი ––- + C; 3) 2ICLC6X -L C; ) = CL 2ბვ+ ) 3 2 + ) ცC + 

4) X–-)ი(X--11+C. 9.17. 1) --VI8იC(გაებ+- C; 2) <-V/დინფი იბ + C; 

ვ) –- ვი >+C, 4) II მICLC XI+-C. 9.18. 1) მწC5111X-– V1–– X2 + C; 
ი 

2) 2" (XX +9) –– გ მოდ > +0C; 3) 20511 ჯX + V#1-–- X2+C; 

4) –-- –.- 1 C. 9.19. 1 C; ) – გილდა? _ჰიც+ 1 + ) 210510X --- ––- -=5 + 
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2 --V C+VXM +C; 3) 2მ(CIC V X +C; 4) მIC§Iი C- -)+C. 

9.90. 1) –=0/1-524 დიიიიმიეშ+0; 2 - გიი(გ2X-L დიიდ 2X)+C; 

53) –2VI1-- 2 – დიმი იბ +C; 4) == (2XCIV 6," + C. 

2 1ი 911) + C; 

) => 2:05I0(V 230 0+C;. 4) 728” 99% ( 7=> > )+C 

98991. 1) I (დ 7. 

  

    

1 
11-------/M 1-2 

2(I03––Iი2) 

  

  

+C ვუ-1V (ითი )აი . 

2V2კ, VV2 +502 

1 2 +” 
ითი ( » )+C. 

#M+ 2 M+2 

89.93. 1) ა => II(V 2ი6X+- VCი-27)+C,. 2 37CX+C; 

XIV? --1 
ჯი/? + 1 

  

  

+C; 4)   

  

  

  

3) --C2X- IV + თმ?მ-))+C 4 -- (იპ -- -- (5 » + C. 

9.94. 1) III X+V 2-–4I+C;. 2) IIIX+ VX+3I+C, 

-3) Iი (2--+- V6% –-.1) +C' 4 ILI60X+V 5ი?X+5)+C. 

    –._-–_–_–·ჟ  - _-_-_-_- 
'“ X--1 2(ჯ =– 1)? 2X-–- 2? X-2 

1 1 1 1 
8 6---C+ –უე_–_–_·---______ი6_.– 

8 (2) ––- 24 ნინ (#«# -- 2. 

-9.96, 1) –თ-2 V(03+X1ი+C; 2 2(Vჯ–Iი(C1+VX))+C; 

  

3) 2(VX+-1--1X(1+ VX+1)) +0C; 4) 2 C VX -%+ 2VX – 

– 2100 +VX) ) + C. 9.97. 1) –- V»- 1 (5)0-+6X+L 8X+6)+C; 

2 VX+1 X>+I-! კC, 3 ––Cთ+4 (3# –– 23) VX+ 4 +C, 
V>X+C1+1 
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4) --თ- 1) (3+ + 22 VX-- 1+C; 5) --VC+2- 22 

– <-VX+5·2+-- 9 6VX+2 +2+C 6 -- VC--1მ-- 
6 " 2 16 _,=====- 4 4 – +“ (--.1 – -.VX- –-” –1- -- „ 9.98, 3 (X 1+ 9 ჯX-– 14+ = 1ი | #VX–– 1 3 +C. 9.98 

1) --V6L-- 1) + ა (X--1)1 + C; 2) – VCC+ 1)– 3VX+1+ 

+ 31ი|1+ VX+1I+C; 3) –“- 01% 12X +14X9 (1 –– ე4/'+C; 1 

4) –--6+ 4X? -L 3) V1--2+C. 9.99. 1) (32 -+L 8ჯ -+- 

+395 V2-X+6C შუ 412X 6. აი 8 6- 

–-V>თ- თ-- 000 + 9; 4) თვე. +4IიI2 – 4I+C. 

9.80. 1) 2VXჯ –=–=4V X +1ი(1 + /#/ X)+C' 2 –_. V>X + 

  

+-=-V2 +2 VX+98 MX+6 V X+ 60 IV »ჯ-–-1I+0; 

3) 3V X483იIV»ჯ-1)+0, 46 (VX+2VX2+ 

+ 21 | / 5--1I)+C. 8.31. 1) 2V1+I1IIX–- I | 1IIX I + 

+ 21) IV1+1იჯ-1|I+C; 2) 1IჯX-–– 12 · 1იIICX + 210 2 + C;. 

ვ) II IIიIიXI +C;, 4 -– (90 – 2)VI+I0X+C. ე,ვ9, 

1) –– -ჰი| 1-–-1Iი2XI-+C; 2) 1ი? LC X+C; 3) – I(1+-) -+LC: 
X 

4 – I –-> –+C. 9.83. 1) -- VC055 X–– 2 V ლ005X + C; 
–Xჯ 

7 > IV2 605 X+ VC05 2X+C; 3) <-6--2 იიი XV/0+-ი09%9+C; 
4) (16X-L1ი I(+CXI+C. 9.84. 1) ––2V6-X L1 -+-C; 2) –-მჯლ51ი (6–X9-LC; 

3) 2 მ+CLC V60ი+- 1 +C6; 4) ი 6C- ი4V CC + 1)9 +C; 
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1 – 
4.35. 1) –-აV-? მI0005 X-+-C; 2) (მICIVV X)? -- C; 3) (გ(ლდ 65)1-L C; 

4) 2. 1+V1+- X+C. 9.36. 1) 1 , #--V2X+1 +C 
2V 2. ჯ CL V 2X+1 

2) ლვეააწო= ლ) +-C. ვ)–– ი) +VX” 1+LX2+I+Cთ რ იოდი -- + C; 

X 

  

  

  

    

” _–_ _–_ 1– ==, ჯ · 5) 72 1C ; 6) -5==+6 9.37. 1) V-X. 2LC51IX-+C; 

2) C ლლლ5ი > –- >Vთ--# +C; 3) – 6-2). + C; 
ძ 

4) + 02 –– 2) V4-–XI -L 2 2005Iი = +C. 9.38. 1) V1-–- 2... 

  

– (61 თი | -> | +C 2--- 2(051ი უ+C ვ) VX"--9 -L C; 

  

| XI 9Xჯ 

40 –---%--+C. 9.ვი. 1) – -VX +" (6; ფუ – V0+X9 , (, 
თCV ს” –– ი? თ“ X ვჯ 

ჯ | XI 
' 9 V XI + 02 + | 1+VX#+1 + 

§ 10 

10.1. 1) X6--- 6X-LC; 2) ––(X-+1) 6-X--C; 3) = (Iი3-–1)+C; 
ი 

2 

4) –-(6X-11)+6. 10.5. 1) –-XC05X+510X+C; 2) X5'0X-L-C005 X+C; 

3) 6--- ( #Cი5-– - (3)(! %) 1. 4) 3X 8სი > + ძლ0§-> + C. 

1 . –-1 · 
10.3. 1) 31 (2X-L 5) 510 2X+-C25 2XI +C; 2) 24% ა§4X--> 51I114X-+C; 

3) XXX + 1I02C09XI+C; 4) აეშიბ|  X96>X +C 10.4, 
2 

ს) –-რი»-)+C 9 #0 >-#+0, ვ 2 2 -(Iი» ლი :)+C 

ვჯ? 
თუ თ3<---1; –-ი'++0, თუ თ=--1. ი ლ» ) 

  

  

        

10.9. 1) (--” +») იჯ- 2 +. LC, 2 XII(CX” + 1) –– 
ვ 2 9 4 
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რი) 2 

– 2X+ 2მ0--LCCX+-C;.. 3) > + 1 #1ძ+ი-–_ =+%-> + C; 

4) (§-2+%ძ+ 3) ითჭს- -+ვ340-<3+-++6 

1 –X+(X2-+1) 2მICICჯ 

-2 

ვ) X2CLC50X + VI > + C; 4) 2 ოძყვლი V1-– X+ჰ<C 

: ჯ?! 

10.6. 1) LC; 2 X80L8X -–- –Iი (I +Iს+6; 

10.7, 1     
1 '1 “ 1: 

“” #50 2X + –-–-ლ00§2ჯ C 2) ჯ –_ ჯვ 2ჯ – 
4 + 8 + 4. 4 

5 005 2X-LC; ვ) XICX- 5 +I0(თ§XI+C 4           

10.ზზ. 1) „ცი 27 -+L 2) 2; +C; 2 (2--ჯ9300§ჯ; + 2X5I0 X + C; 

3) XCIიზ X--21ი X+2)+C; 4) –-X2005 X-+3X2510 X-C6X 005 X--651ი X-LC. 

“1. - + C;   10.9, ს) – + ქტი? ჯ42IX+C2+C; 2 – 
X , , 

1 1 „» .. 1 1... 1. 
3) –- # - – #50 2X+- --X-ლ052ს ––- ––30 2X(+C; 4) –“– –/(Iე% -L 

6. 4 4 8 X 

+ 31Iე0?X-+6IიX-L-6)-+C. “10.10. 1) X მILCIC VX–VXჯ +2ICL8 VX +C; 

7 ჯ--1 გლ X–-- > + 4++0; ვ) 2 (V >» -–-V 1 –– XმVC5I1 V/ X) + C.   

4) –- L-- V1--X2 2IC005X-+C. 10.11. 1) V1+ X? მ(იწ0 X –– Iი (X + 

=> 1 ჯ Vი03 –- X? 2 ;ე-მიყჯ  –“_“ L C;31%V94 ““+X. +V1+X) +C; 2) --- 20I8X 20 ფლ მ 5 + 

+C; 4) > 21051) X –– უ– გილი ჯ + <-V1– X +C. 

ი 

–+ კ დლავა   

| CI 

40.19, 1) XმVლ510? #--2V 1––-X? მC0510 X –– 2X + C; 2) 

  

21 
-> გIიLთ" X –– 

1 · #V ჯ“ 1 _ · _ 1)!-CC; 3)+-გლლ(ი3X- + LC-" I 5ჯ-L1 : =-XმCCLC ჯX+ - 1ი(X2-L1)1-+-C; 3) – მXC(ფ3 X =+ 9 ( X”-LC 11+C 

4) XI0C CV-C V1--X?2) –- V1-- XX + C. 10.13, 1) 1ი (C-- –9005XX 
  

  

  XI ICX-+C; 2) –X0C->--+0; 3) გჯივმი 2X-+ 2X" _- /1--42ე "+C; 

წვე



4 4V2+-X-- 2V2--X2გილი 4+4C 10.14 1) --(X+ 0ICXX 

XIი:680X))4+C; 2 2(V»Xჯ-– 1)6V ”+C; 3) 2(20–#00V »X + 
+24V X5I1VX+C; 4) + V X თი (2VX)+ == (2V X)+C 

10.15. 1) –- (9 ლX) VXX-–-–-1 + 2- გისილ§ 1 +C; 2) 2VX +1 X 

X0ი 02--4)––4) –-4V 210 X+1 -V2 ,ც, 3) §10 X-I90 (145022) –– 

ჯ–2 _ 29იX-+280(ლ5ი ჯ-+LC; 4) + ფთ X-L 2 

- 1 V –- X59%? გლ)ი ჯ -L C; 2) _ მოიმიX ეე 1+V1–X ს) 6 
3 ჯ IX I 

  6+-+C. 10.16. 1) ო8-ჯ» = 

ვუ />21 1. ი -IVX+1I-1 კი, 4) 2MX-+1 მICLC V X – 
ჯ 

–21ი (VX + VX+1):+ C. 10.17. 1) -– (51)I) X –– 005 X) · 6” + C; 

2 –- ფიX+ Cა§)C+C; ვ) == VI+6+ <-IიIX+ VI+ 9 | + C, 
CL. 21 თ) #2 2. – II X + V2 CL X)+6C. 10.18, 

1) ფი» აი»- 005X·CL X) + C; 2) - (C05 Xჯ -5ხ ჯ-L- 519 X ·Cს X)-+C; 

– ი0§2X-- 2502 1... 
ვ) –--904%00:0:-+ თ+C. 4) --CMი 2X--005 2X-2) -6-%+C. 

0 

10.19. 1) - (9ი1ი X--X0§510 X)+-C; 2) და (910 10 X + C051I1X) -+- C : 

3) 5 6+თ: (210 2)+-25Iი(21ი X))+C; 4) >> (3518 ი X-–00§10ი X) -+C. 

10.90. 1) 2#-- V1=XI გოია» + C; 2) –-თმიX+C-ი0§X >+C 

(X –– 1)15)0 ჯ + (X2 –– 11005 X “+ C; 

(4 –– 10X) 90 2 –– (5ჯ -L 3) 005 2X -L 25 (XX –“– 1) თ LC. 

50 

3) 

4) 
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§ 11 

11.1. 1) = + C; 2) 2მICIC (X+1)+C; 3) ---გილს (2 –+1) –++-C ; 

             

    

  

    

  
  

      

  

2 
4) ––=– მLC “ჰე =--- ) VI გიდ 1-3 > იქი; 2) –ი 2 +312 

3X+-5 
3 ––ეI–– –+C; 4 –) ა –IიC ი ) ML 5= ვ» +C. 11.3. 1) =. 14, 

2) 2 ცვენ XC; 3) -- მიედ + XI; 4) – ი. > გ 2 –+'C. 

11.4. 1) იილასი ---+C; 2) 31051 (X––1)+- C; როთ 2 

1 3X-–-2 1  _ 
რ) –– => C. 11.5. 1) 1 –_ ?2.Lკ. ; ) –-- მივი /5 + ა) 11 I X+ 2 + VX-+X | + C; 

  

  

2 1IC- 1+ V2-2X+ 5)+C 8) ––Iი 6X-14+ V92-6»19 +C 

4) I(X+ 4 # L VX”-+/90X-L09 ) +C. 11.6. 1) – (X? -L 2X + 2) + 

–+2გXICLCC(X+1)+C; 2) - | ჯ2--X--1 | –– 2-1 V5 | . 
წ 27> 2-+V5. +C; 

- | +C; 4) გამის 21. 

– Iი   

  

    <1) IM (4ა8-––- 4X ++ 17) + – გლლ(ყ-7 

– -ი(5+ 6X+18)+C, 11.7. 1) VX2-+- 2X + 2 + 211XC+1+ 

  -L /Xმ?-L 2X+ 2) + C; 29) ––8 V5+- 2X-=–- XX-- 38-00 + 1) C, 7 > 

ვ) = V9X? + 6X –- 2 + --I (3»X + 1 -+ V9X? + 6X + 2) + C; 

4 –– 3961-18-13 110511 (L–-– 31+C. 11.8. 1) –-5IC1X X 

%მL0C5101 => +C; 2) - 5109) X ·21CC05 2--X +C; 3) .-–- I92XX 
ჯ X»XV2 

11 V>2+++1 ) –_–_ XV(-. + 2 აი. +C; 4) 75 90% 

  

1 1 
“13+ 

  

21 X=-X) 1... (– 1 
–-–------ ILC. .,9. 1) ––––– ყი(X–-1 + 72 IXI + 11.9. 1) წვ ლი C% )Iი 2-1 110 + 

41, ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 6461 

 



VX?--C X+1 
  

  

  

  

  

  

  

  

                          

               

  

  

  

: 1 1 
––---- LC; 2–-–--ყყი(2X––-3)1 –- ი/ვ )ბი ი დათრთ- მი +321 

2V4X--X . ” _ C; ვ. 2 ;-–- 1 . 
| 2X–– 3IV15 + ა 29800: უV =-; +C; 

4? ლი (4X--ვ)-მლ§0:' 29%, C 11.11. 1) 1 _VI 22C-X 
“  VI7. 2(4X––3) (1––X2 

+6; ფუ VX ნ +X-I + ! გიყი-2 X+C; 3) == _ 
X 2 LX > X 

1. 2-X V 2X?1 –X-+1 VX? –- 2X-–-5 
3 (. 2; (252) I%X=)კC 4) ა 23“ + 

1 . X-+-- 7 |) ვ7- .3 
- –“ “- "LC. ·11, 1 1 ; 

ს“ 5V/5 გავახოოთეოლბს 11.11 ' 213 ჩე ვ». .1 I+0 

2 /)ი (=+-;+ VI «> +) +C; ვ –– I1(2+0095ჯ+ 

--VC05? ჯ-++4005 X-1 )+C; 4) –/1-41X-- იზ - 2გილვყებბXL2 -L 
V5 

+C. + 2X +-5) + C; 

– V2- 2-1 2X--1 --11IX-- 1 + VX? =1 ა 

ა + --ბიი 2X--1 +C; 4) 512 V1 –-4ჯ;-–-ჯ –+ 

+ - მL051ი 5%-–+6. 

§ 19 

1 == 
19.1, 1) ი “ + C; 2) ი ი +C1+0 3) ICIX-+-1L– 

X 

  

–-- 10ი0|I2X +I1| +C; 41 L-–-2 +10|IX+-5)+C. 19.9, 

  

    

1 | (X––1)(X + 3)3 | X (X –“– 2)? 
1 ;2 –– ჰე“ “შ _ ; ' <2 Iი C C 2) +C; 2) ი V-73 + C 

ფვვოლეთ 
.- 4 1 I | (2--1)10X-– 5) 3) 10 CL + 3) –+C; 4) 8 ი 2 +3 + C. 
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(X –_ 2)? -LC; 2 1ი I X-– 2)? | 

IC + 2151 (X + 37 

+--ჰიI%+1|+0, 4 –- II |I2X+43)|+4I01X-–7| +C. 

19.8. 1) 1 +C; 3) ი I-2ILC 

1 17 19.4. 1) – იიი 2I+ –- იIX-3I4+0; 

3 I -1#XC> + 37| 
(X –– 3) 

(V –- 1) 
(X –– 2)(X + 2 

== 4 

თ-–-2 1) +C; 8) –- ბ + ი --2+--10IX+2 +6; 

(X -–- 1)? (X + 2)3 ;. 3 + C; ს) 0 == ვებ წვე 

  4) 1ი 

  

| +C. 19.5, 1) X+ 3 
  

ჯ–ვ3 +-2+C 

  

    

1 
C. .-6. 1 აე– – თ -- 5. + 19 ) X 2 10 | X | 

– IX+ 2|+-- II+-2I+06 7 –-X+II(XI- 

7 9 1 9 –_______-___ “ი X – “ი 1 1 2X | წ” LI 2X+1| -- ) X+ 2 იIXI 3 IX 

    

  

  

      

28 ჯე #2 X2 (C-- 2)5 – –“ - ; 4 >.+%. L4 2 ++ იIX-31+6ფ 4 3-+-4+44+1%“- 2 +0 

ვ 4 
9.7. 1 _ 1)((-- 111) –C; 2) -– 

ქმ CI გით სთ-ა+C. 2 3-0. 
– “+ =+C 

9 9 2C0X+1) +1   

  

    

      

    

  

     

      

    

  

  

9 1 1 
– _ C. 19.8. 1) 1 –Iი X-1-- ––– +C; უუუ 291 ) 1იIXI ––1ი| X-––1| =:+ 

1 1 + X–1 2 – -– ი C; 3) – | C, ) 20-95 4" ++ პ) თ" 2 + 

1 19 <=. +C. 19.9. 1) –-I 
2 Xჯ –--– 

_–. C2 –- –- XI _ 3. 1C+ –:=–:+ ) > გომარი ვ) 

5X-–-6 =აუეებეს_–_––– 2 7IიI» + ) 28--3L+2 4-410 1--1+C, 
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4 1... 2 + 1 კე (X--2X + 14 
2X 3(X-+1) 36 ჯ45 

ჯ 16-–-21X-–- 6ჯ2 ვ 
·+C; 2 – 1 

62-12! ა 250(X-–2)(X L 3)? 625. |<-5+0 
ვ) -L 3ჯ-- 2 3. IX+1 1 _– - თ1+ I კუ C 4 >-+1იIMX-II +6. ლ C-10Cთ2+1?! 16 1-1) 1292 190X-II+6 

(X-––- 1) -LC; 2 3X+51ი |ჯ 2-9 'C; (XI +51ი |X+2| 2:+11. 

Xჯ? 1 2 (ჯ -L 2)3 1 9 XL “ "---- (C.4 = _. 
ა 2) +1.C + 1)? + ) 2 4X-)? 4(X–1) 

CL +C; 2) <-გი0ICX+ 

+C. 19.10. 
  

    1) –– 

  

    

  19.11. 1) #41 + 1ი 
X 

  + 

  

  
+-- 8 “ს |(C--1)9. (X-+-1)I+-C. 18.19. 1) იც 

1 ს (X+ 1» - ვ .1. _ ამ 1 _ 1. . 

+--ი ჯ1-+1 +C; ) --IიIC 1)” (X-L1) | 2 მICILC X + C ; 

  

4) 17% „ ”? - C(CX+-C. 19.18. 1) –– II -X+1_ 
ტტ (X+1)?(X2-C1) 2 6) ეუებ–– X+1 

1 2X--1 10 IX-1I , 1 ყი2%+1 კ ე, 
<= ხ == C; 2 –- =- 

იე 8 75 + სმ XXI) V3-. §“ 783 

9+- –- 2 “2 59 1 > 1 (გდ რ 

+ 

  3) 19 -VC1-- 2X+ 51. 1.2, ს აიიი - 

– 210 IX--1I+ თინვრ 19.14. 1) -III#+ II-– >> 

1 1 
– -იი+ 11 –– 

1 X 
C; 2 –'”Mჩ– თ –––- C; 

2 (X-+1) 1C; 2 2 2V2 2028 V=5 + 

1 1 (X –– 1)? 8 „ა _ ზ"“ე 4=- ი- წ.“ 7 “ გ.ხ 1) +”C 3) 5-7 +-ე 9 +C 2; + 2 ევ 20CI8 (X --1) +,C, 

1 1 . #-L=<X-+1 V3_ 2X +L 1 
4) _>___  .– ი –-..... მLCLყ +C.- 

) 31-–X + 6 (X –– 1)? + V3. 

  

  

  

2X –“ 1 

19.15. 1) )10(XX-––X-L 1)+ =ააო– + ულიიის “73 + C; 

  

1 1 

2) –– – გგ (X + 1) –– -> გICLC X _ -L C; 3) თი დ+- 21021; +C; 

    

ჯბ–ნ6 4 ვ X 3 . X. .C ი 
–- მილსი -“  –- –--–--.მაყძ-–==–+C. 19.10. 

რი 125 %წ%2 V2 V 2 
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1V2 »ჯჰ+V2X+1 1 V2 გ.ა 1C93- 

              

8 ჯბ-. V2X-+1 4 1---ეჯ? 6(1 -L) 

1 (1 -L X? 1 1 2X –– 1 აა-_____-“__. = ; 
+ 6. 1-- ჯებ + %2X8+ _.V 20518 V 3 +C 

1. XX--2X+1 1 2 LV3 1 3) –“Iი-“–-–-–“ – მილს 2 3X+ 
ირ XM+Xჯ+1 V3 96 7=- 5- 22-/37LC1L 

  

1 1 
“+-ე-2X0XI§ X +-“- 28 X».-LC. 19.17. 1) X+--Iი -- –-მICLC X-LC; 

    

2 
შ-ს -X- +2ი0+ 2X -L 2) –-–2 მ1CL9 (X + 1) + C; 

X 

2X-L1 
=–- -L C; 

V3 

4 ოგ ათაბიტო ბია 1 | - 38ICLVC + 1) + C. 

  

3) #- ი +3|–-ი00+X+)+5V3 მI0ყ –––- 

5 –_ 2 ძ 2 _2-X%ჯ_ 202 +1) + 2 => (X +1)+მ1XCLყ X+C; 2) 4462 +2 + 

18 (X2 -L 2); 1 2X –- IX I ის ” “ |ICლ;3-–-–“ .. Lთ ((-+L1)-+C; 2 +/2. გითგ.>–4-C 3) 260-L2» - 12 C(X+1)- 

13-–-- 159 53 ჯ–3ვ X-–1 
4 (4 C. 15.19, 1) –––- 

ბ 800--6++13) + 6... 227! ) 4(1++Xჯ) + 

4-ი 14+7X# -LC; 2) 10 IX+1)+ X+2 + 5 მოსინი 
(1 + X? 201+X+1) 3V3. 

_ 3 გ-X+C; 

19.18, 1)     

–+ 

  

    

ვჯ?-L 2 –  Iი(X ) +060, ვ –--% 6“ _ “პიცი+- »+ ) + ) 2; 62 + 1) 2 

3--ჯ 1 («+ –– 1)1 1 
რ–--–- შშჰ»„”„.. –-ეი--–--. I. –“– მითX+C. 19.90, 

) 4 (X––1) VX?-L 1 + 4 ჯბ?-–+- 1 % 4 5 

1 1 1 7 
1 –--_ „გე'–_ 2.11 _–- ბ.ი _ _” ; ა I 1ი | XI 18 IC (X? + 1) + წ 020 +4) 2262 +% + C; 

XL(3X? -L 5) 15X5-L 40X9-+- 33Xჯ 

8(X? –L 1)? ++ - XIX +6, 8) 48 (1 -L X292 
ვ 

4 X+1 
X 

გ) ->. –- ) 8 მXCLC (X -L 1) + 8 Xჯ? -L 2X + 2 + 4(X -L 2X + 2) 

–-მIC( C; + 2%9VX+ 

+ C. 
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57 #0-L103 ჯ? -Lვ2 5 ვ? 19.91. 1) –- -57% +103 ჯ? +32 57 გCჯ+C; 2 2ჯ 3X 

  

  

  

ე 4021). 

+ გ. პა“ 15.2 ულლლოთ ცნა <+>+1 

+ 27 998 7 104– 521 4) 2(CX + 2-3 89... 
–-- მICVთ –– მICIC (X + 2) -- C. 

§ 13 

18.1. 1) 2VX-I I თ. + ++» »I+0; 

2 2VX –-21(0(+VX)+0C; 3) >-2V + 21I(VX +1+C0; 

4) გXCIC V1+7X 22. +C; 13.9. 1) 2V#VX– ჯ#-–1IVიX2 VX +1)+C; 

  

2 X+-4VX+1-+4 სიI/X + 1–– 11+C ; 3) 2V X ––2V2 გXCLC V: # 6; 

VX-C4 ––2. 

VX+4+2 1 2 
2 _-C-9 CX+8) VX-2+C; ()) X-ს 2 + – “ყიM+ 

4)--22ICLCV1 –– X+ C. 18.8. 1) 2VX-+4 -L 210 
  

  

+C; 

  

  
  

  

+ VX'-–-1) + C; 4) IიIV1+>X--VI-»X (თოი 1/ ”- - 2 ა + C. 

  

V1+X+ V1–ჯ 

4. 1) 1011+3%7#/ XI +C; 2) -1)ე.-+/0+1 _ 2 .C ეთ 18.4. 1) II 143 V XI + იი» : 8-75-+ 

  

>. ა>2-+ –-22XCLV 7/ X + C;      X+1. 
+ ვ => 1 +C, 1= )/ -+ 1 

4) > (V2-1-–9%–--- I0I/X2––1 -+-XI +C. 18.წ. 1) =2> +0; 

5 X+ 1 MV4/5 X + 1%9/5 X+1 _ 

2+LC-”, ) –5(“. 16; 9:25 (= ე) 
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+ 32გC051ი %+.4C, 2 – V2- X-X + -- მIC51ი 21. + C;   

6 7



    

1 5-- 1 2-2L- 3 – + //2– კ; ი –– -> 8-- 19 V3 --2X-# + 
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Xჯ 
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1–-– V2X–-3 6 

4 დაეეეააგა'ბსა|აუფფაუაუუაუ=““ C. წ. _–_ V 57340 არაი 2. />--%VV + 
+--#X7V »+ –_ -X#VI+ --# V X· + C; 2) –=--+0; 
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კა 
4) ვ) I) V »_ 

1+VX» 

+ 3 XM9 + 2XM? + 610 | XI8 –-11 +C; 2 <-ბხ--4ა00+ 18 X1/6 IL 

  

2V » +3 
+ ++ |+C 18:19. 1) C6XM9 -L 
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ჰ 
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/= 
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2+1 12 ააოლო 
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–1 
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1 V1--#X-L1 1 ი= 15. ვ 
2) –– _ · –2 __ , C,) 71= 
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3 
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5 
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1 1 1 
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2 

14,9. 1) 1 510 25X-L 1 5Iი 5X+C; 2) 1 510 3ჯ 1 5Iი 7VX + C „8. 11 –––– _ ; _ აღ – ჯ ;ჯ 
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1 1 1 1 ., 1 
–- 507; +“ ––- 5910 3 + ––32X+C; 3) –– 1იX–+- ––30 5ჯ + 28 Xჯ + 12 + 2 +C; 3) 2 + 20 + 
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–მგმლსი-+C; 4 -–ან-– –--–მLCLV(5%ხ C. 
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V X+1 

_ ნ/.. 
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1. I(1 4+- ჯ? 1 + 2ჯ 1  VXმ-–-1 L/. _- ი------ 3 2X0L =- C; 2 _ C; ი ++>+> -+V3 2 75 + იი – + 

3ა 2#(--” + C; 15.7. 1) 2V X +           

  

  

ა 
სარ7- ა007-- სან –_ 
656



  

+VI- V 2) - გიდი / »)4+0; 3) 2(V »-– 9/V>-–1+ 

-L2Iი(M# X 0=– )-+C; 4) VX>–-X--X-II(VX +VX-–1) +C. 

2-) /#22--2:::8 +  -ი(0-14+V42-- 3X+3) + C; 

  

  

  

  

  

5.8. 1) 

22) (”- – ” –X)V%-2+4 მი08ყი –+0; ვ) –– 1 (VII --2X--1_ -L 
6 4V (1) · 

+უვ ბინ X2X->- “+- C; 4) I2(X + VX?+1) –– ლ + C. 

#59, 1) > –- +C, სადაც 1= 13-VI-X, 2) 3 > + 

+2ი(--31ი(1420+6 საც (=X+ V73+X+1; 

ფ) –04+X1+-2+% V>+X+ –VIX+ +-+V0+XI+ C 

4) 2.1--V1+XIX. /11X0X +II)2V1+X+-X+1+2+C. 15.10. 

ჯ) 1V0+X2 71 72- 1 V0-+-0:+0C 2 ––M1-XVX +0; 

_ V1+# . , 2(+1 1.4) 1 + 
» V3  'V3. 

V 
3 

4+2გი ლ). –4/+C, სადაც 1= ალა „ 15.11, 1) –ი04)– 

1 2X-1 
3 0. – Iიც8--#+1--- იC+ს)+V2 მისთ => +C; 

  ფ 949 -– 2 +6, სადაც 

  

_––ჯ 

2 

2 –ჯ +-- 12(4 + X9)4 +28მCძ +060, 3) (104 X-––4109X-I- 12107X–– 

ვ 3 

– 2410 #-+-24)X+-C; 4) --/ ს 3 I%+ – Iი»– 2). + C 

16,19, 1) 2(90 V X-=–V X-C0§V X) +C; 2) ო /> ) C0§V X+ 

+2M აი / )4ფ 8 50” (7 #-2V X+2+6 432“ X 
3“ 3/““ 3/ “ 3/“““ , 

X (M 9--5V #+ 20ჯ –– 60 / -L 1207 ,»X –-120)--C. 15.13. 

42. ს, თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 657



: 1 L »I 1 ხთ X –- –- Iი (1 იბ ი.“ 8 : _ ს XI __ __ ა) ჯმILCLV X 2 11 (1+ Xჯ2) 2 მICIC Xჯ+ C; 2) 19 VI C > 
  

  
          

  

  

1 1 1 
––მიინძX ––- –“– მლIყ? ჯ + C; 3) X919910 ჯ + –M (1 –-X–-X-) + C; 

ჯ 2 V1--ჯ? 

L4 

4) ი. XC |, C 15.14, 1) –-(4+-81)1ი X+3 2 
+X6" 4 IL-– 3 

1. IX--2 1. IX --4| 1. Xჯ? სვ 2 – _ ყე IX --4I კ, ევ ქცე ბ _ MIXI .., 
) X <2 2 »ჯ 4 1-+ჯ? 2+22L 

1 4 –- I 9 IXI 
2 

X , : _ ––-- CC. 15.15. 1) (0 ჯ)-მლლხძ590 ჯL--. 
X+2 X+2 შიციიბიდ ში X 

–--ი (1 + §5I0?X)+C; 2) (05) 2XC5Iი 6” + V1-–-–6% -L (C; 3) («თ») X 

  

  

      

  

–(20ჯ 10 X 1. 1-- 
( მილმი(თX+V1-ICX+C 4 1-9. X დ ლი ეე 

1 

15.16. 1) X––- –– I(1--2')-–0-XგICI6- LC; 2) Xმიიზიუ/ – 2. 
? 

ჯ +1 1... 

–- VX +21-CLCVVX+C; 3) ჯინი 1V> –-2V X +28:0LCV X -+- 

  +4+C, როცა X<- 1, XმIC5Iი 2XX. +2V X-–-2მ-0(C/X-+-ML-+C, როცა 

  

210510 X ––X V1-–-ჯ? C 16.17. 1 (1–-X ტმაLთ »ჯ | 

> ჰ. 
(1-Lჯ) 29CIწ X . 

უთ V0 3 –-V+ძთ 921+6 4 #1? C 
) 2V1+X +C; 3) ––IX +CICXI0C5I0X)1 +C; 4) XIX? % + 

+V1+#)– 2V1+X-IICC+ 002042746 15.18. 1) 

– ი'() ++)+C 2) 2მLCLC # –- 9017 II(1+X02_ C, 8) “-X+Xზ _ 

2 X –+ X? 

  

_ ჯემ –”! 
_მიძ-X+X) XV 3 გლ(დ-X 

2(1+ჯ– 2 75. 

+ 42:0(:2VX-–-1+C. 1წ.19. 1) -- მL05107 X –– 

                  

V1–X 
Xჯ 

2 

2L051I1) X + 

  

+ IიIX +C; 2 0+V1+ X2)10ი(1+
V1+ 7) –V1+ #2 + C; 
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თაბ, _–- 212 V2 ,,VX+1-–V2 ვა M IV 8-1 Vჯ1+L1 –“ 1 I“ რ“ 
) · VX-+1 --V 2. 

4) (– –Iი ა ლ-" 1+V1-X + 41 გილი # L C. 
2 V1–-Xჯ X 2 

    

+ C; 

2 

15,90. 1) კ-მი0(9იX+ (-– – ჯ)ბინX- + I0(1-+X#2)+C; 

გ თ 00<L§X--X კ 6. ვ #4 VI+-I.ICCL /> LI) +C, 

    

  

  

  

  

4 (X" + 1) 

4) იC 241092) – უი 905> +2X2 | +C. 15.91, 

1) გილამიბ- , V-X იყი X+0, 2 >> -ეC14) ” მICCIVX-LC; 

3) ჯ#-LC; 4) X–Iი(1 ჯო  2399XC გიდთ/+ C. 16.99, 

სვათ ნთ ი 72 +2/2 V2 + 7 -C- 
ვ) –– 10 (C05' ჯ -I- V 1--005%4X)+C; 4) > Iი V2 მეტვვისი + C. 

1 2 
15.98. 1) +-XIXI+6 მ - XI XI +C; ვ) -–2X CX+IXI) +C; 

4) --(0 +X)1+XI +(1-–-X|1–XI1+C. 16.94. 1) 2--6“+-LC, 

როცა X>0 ღა C+C, როცა X<90; 2) X+C, როცა | # | ლ1 

· 3 
და ->- + -> §ყიX+C, როცა | XI >1; 3 X-–- +C, როცა 

1 1 
IXI <1. და #- --XIXI +-- 980X+6, როცა 1< |ჯ |; .4) X+C, 

2 

როცა --თ<X<0, --+X+0, როცა 0<X<1 და #2 + –- +0, როცა 
6X 1 

1. + დ. 15.95.1162 +C; 2) 2X20010# –– -- მიწი? X –- 

– I014+X)+4-C; 3) V1+C005? ჯ –– 005 X-I0CC05 X -C V1-LC05-X) + C; 
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–- 

4) --/ 2მXC005 2X == + 2 #9) V1 –– 4ჯ-LC; 15.96. 1) 1ი   
22 

V2X ––- ჯ? + 2X" = «2IC5111 (V –– 1) + C;     

გად 2X X+3 
 - 5 .-C;2 ს; –“+C; 2) 2 

1 -C V 1–-ჯ? 8 2I1CC05 ჯ -L C; 4) ჯ28:051ე3 = + 3 V9--? X 

3) 1ი XI ; 

X გილვი?-“ 2 ს-- 6ჯმილ§)ი-“. +C. 16.97. 1) XI ეიცლევ – 
3 3 4 ჯ 

_–„აეას-- 2 _ 
2-/ 2-1 LC; 2 “900000 +V, +C; 

  

–-5) „.-+ 
9X“ 15 

3) X8LCLC(1–– V X) + V X +1Iი (:--–2V X +2)+C; 4) (X-–2)მ-CCLCX 

XV-XჯX– V1 –X+C. 1წ6.98. 1) 2 V X მICLC VXჯX– მICხდ? VX-– 

  

  – ი14+X+C; 2 83 მ10510 X +-- Iი1-–-– X + (;; 

  

  

2LCLC ჯ 

ვ თ+<1)2 წწ“ კთ 4 თოლ5XI X +- 2142 +C. 

16.99. 1) უ=(V1+< => 1+6- + I(6-X + V1+6-%)) + C; 

2 > 10(V 20ი6X+VC02X)+C; 3) CნჯმI-(«5ინX-–--X#+0; 

4) 00 X290510 65-L VI-2CI-X + -- II(1 + V1-4225 + C. 15.30. 

1 
ს »X/თ–/C0+Cფ 2 --/00+C, 8) 2 I ც0--2XC0+2/00+C, 

ტ ლი  /09 6 159L 1) /00=2/X+0; 2 Iთ= 

= ჯ > +0C; 3)/00=19X+C 4) /I(X9=60+. 16.88. 

1) 7” =- ალლ - ჩი-I; 2 7 = ჯI2 X–- 1 7გ-1; პ) 1, = 

  

  

+L1 Iე» ჯ ჩ თ-1+4 ყ-Lძ M--1 
_ «+ = - I 1 4 /:= #7 -1VX+6 თ-186., 

თ +1 თ +1 ჩ ჩ 
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005 X5I01“ 1 8-1 §5IიX 005 8-1 : 
  

  

  

5) თ„=-- –-+ ჰა-2; 6) "ა= '(ლ 

იიჯახმ-1ჯ უ--1 C05 ჯ ჩ–2 
7) ,/,=––--- _ ––- წა. ზო-ლ=  –-- LC" "ჩ-.. 

" ჩ –_ ) (8--1)ვ(უშ-1, ც-1 5? 

§ 16 

21 7 1 –-ჯ? 
160.1. 1) =>. 2 -. ვ) 6-1; 4) ვ. 16.9. 1 62. ; 

· _ ფექ „ჯე. _/ 
თ 9ი0X2; 3) V5იჯ ; 4 -“-99X .ფ ყი “ი “ი; ფე 55%. 

2VX 

1 1 1 14 9 3 ; 
–-–-005--–--. 16.3, 1) ––; .2) ––––; 3) –--; 4) –– ––, 10.4. 1)192; + 2 = ) 3! ) ვ ) 2. ) 8 211922; 

მხ 2 1 45 
2) 2; 3) 1; 4) 6%-–-1, 16,5, 1) –– ; 2) –-–; 3) –-–--–-––; 4 ––-, ) 2; 3) 1; 4) ა) 2, ) ვ: ) 112. ' ) 2 

II 3 1 3V3“ 3 19 57 16.6. 1) ==. 2) -–.; 31 3V3 . 4) -– , 16.7, 1) –>; 2) 3 ––- ) 2 ) 2! ) 2“! ) 2 ) 1! ) 64 - 

3) «; 4) +. 16.8. 1) 1––I12; 2) 2– 105; 8)-> – IC2; 4) “> 7102, 

  

  

16.9, 1) 2, ქ) 1; 3) 2-V2; 4) –-. 16.10, 1) --, 2). 13 

3ა -–, 4) 1. 16.11, ს –-I2; 2 ი) ვ) => . 4 «+. 

16.19, 1) == 2) 12 2; 3) –6-%V%9); 4) 5101. 10.13. 1) > ჯ 

2 4--2103; 3) 7+- 2102; 4) 2-I2. 10.14, 1) I -- 

2) =ე: = ვა ი-21+X9=, 4) = 16.15, 1) 2. 2 V2 , 

1 – 191 468 
3) ია 4) 2102, 16,16, 1) 2(V2 ––1); 2) => 3 ––-) 

4 –-. 16.17. 1) =+5- 2) =; 3) 10+IC 3; 4) 1+ <-1ივ. 

2 1 
16,18. 1) 2- >; 2) 22026 + --ი-2; 3) 4––ი; 4) 2-9 112. 
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ეL 1L მL წხ 16.19, 1) ––-: 2) –- _ ; 3) 1---- : 4Vვ3 -– -”, 10,90, 1)1; ს ჟა შვე 9 154049 3. 10.90. 1)1; 
# 2. 

2) –– –– 1; 31 1--–-““.: 4) 2102---3., 16.91, 1) 1; ფუ წ )ი2- 7; 
2 6 4 ვ 

ვ) #V 2 ––4; რ CV 3--91ივ) 16.99, 1) 6--2; 2) 4; 

  

2 1 ჯ V3. 2 
ვ ––  –– უუ 4 ---- ". 1. .10.9ვ, 1) 1: 21 –– ––V3 11 ) 2 2 ) 12 + 2 ე) 1:2) C +1; 

> 01-L1 62. 1 6 -L 1 
ვა --–-; 49939--6ი. 16.94. 1 :.2 ;3 ; ) 2 ) ) 2? ) 2 ; 3) 2 ;ჯ 

1 5 1 1 1 
4) ---(500-- 2. 16.95, 1) ––; 2) -–-–-–; 3) ––. ––-–--., როცა 1<0; ) 27 ( 1) ა) 6 ? ) 2 1 3) 3 2 ? ცა 1<0; 

1 1 3 / 1 _ I1--., რ 0<1<1; –– –– ––-, როცა 7>1; 4) 2; 5) 0; 
ვ 2 3 ოცა მ<-1< 10 ->--– 3 6 ) 25) 

8 _ ეხ? 
6) –––; 7) 0: 8143. 16.81, 1) 1; 2--. 3) 0; 4) 1. 16.88. 1) II)2; 

ეL 

1 2 2 1 2 _ 

42:22 379+7 2 591 93 –-1); .85. 
ებია მში? ი+1 6) ვ (2V2 11; 16.86 

დ-ს · 
–ა– ის რო = 2ჩ, 

აღებბეაქეორ '“.-_.. 2 ცა == 2 

(2+1) 17 ” CI386, _ 

რ + 1). ' როკს #=2+1. 

§ 17 

? 
  17.1. 1) 1; 2) განმლადია; 3) განშლადია; 4) >. 17,9. 1) > 

6 

„2 ჯ ; როცა ჩ > 0; განშლადია როცა ჩ <: 0; 3) (-ნშლადია; 4) განშ“ 

ლადია, 17.8. 1) –-, 2) განშლადია; 3) განშლადია, 4) განშლადია, 

2 2 
როცა თ<.1; –---, როცა თ>>1. 17.4. 1) –-: 2) ვი 2; 3) + 

1 

4) განშლადია, 17.6. 1) – 2? –) ვ) განშლადია, 4) 2. 1 6. 
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1 1 2X L14 
1) 14+I02; 2) –– + -–- 13; 3 '' . 045. 17.7, )1+VMი ) 3.4 ) 3 7 3. · ) 2 

1 2წ 1 2 წ 
11 –-–.--–––-. .2 - --.; 1 – = |; 310; 4 –– –– 1. ს) -+-7 ს –ი(1+ >). 3 ) – 
17.8. 1) კრებადია; 2) განშლადია; 3) კრებადია; 4) განშლადია. 17.9. 

1) კრებადია; 2) კრებადია; 3) კრებადია; 4) განშლადია. 17.10. 1) გან–- 

შლადია; 2) კრებადია; 3) განშლადია; 4) განშლადია. 17.11. 1) კრება– 

დია; .2) განშლადია; 3) კრებადია; 4) განმლადია. 17.12. 1) კრებადია 

როცა თ>1, განშლადია როცა თლ1; 2) კრებადია როცა თ>1, გან– 

ფშლადია, როცა თლ1. 3) კრებადია; 4) კრებადია როცა #>0. 17.13. 
1) პირობით კრებადია; 2) პირობით კრებადია; 3) პირობით კრებადია; 

4) პირობით კრებადია. 17.14. 1) პირობით კრებადია; 2) აბსოლუტუ- 

რად კრებადია, როცა თ<2; პირობით კრებადია, როცა 2ლძთ<3. 3) 

პირობით კრებადია; 4) პირობით კრებადია. 17.15. 1) აბსოლუტურად 

კრებადია, როცა თ>1; პირობითი კრებადია, როცა თ<1. 2) აბსსოლუ– 

ტურად კრებადი,ა როცა თ<-1! პირობით კრებადია, როცა 

–1=თ<0. 3) აბსსბოლუტურად კრებადია; როცა თ>1; პირობით კრე– 

ბადია, როცა –- <იC). 4) აბსსბოლუტურად კრებადია, როცა თ>1; 

პირობითი კრებადია, როცა –-1<თ=<1. 17.16. 1) 2; 2) განშლადია, 

3) 1; 4) --.17.17. 1) განშლადია; 2) => 3) განშლადია; 4) ჯ. 17.18. 
6 

« 
1 

1) 2; 2) განშლადია; 3) განშლადია; 4); 
–-X 

  კ როცა თ<1; განშლადია, 

როცა თ>>1. 17.19. 1) განშლადია; 2) განშლადია; 8) -> : 4) X; 5) 0; 

6) 0. 17.90. 1) კრებადია; 2) კრებადია; 3) კრებადია, როცა თ>-–1; 

განშლადია, როცა თლ=––1. 4) განშლადია. 17.91. 1) განშლადია; 2) გან– 

შლადია; 3) კრებადია; 4) კრებადია. 17.99. 1) კრებადია; 2) კრებადია; 

3) კრებადია, როცა თ<3; განშლადია, როცა თ>>3. 4) კრებადია. 17.98. 
1) კრებადია; 2) კრებადია; 3) კრებადია; 4) განშლადია. 17.94. 1) კრე– 

ბადია; 2) განშლადია; 3) კრებადია; 4) კრებადია. 17.95. 1) კრებადია, 

როცა თ>--1 და ჩ>-–-1; 2) კრებადია, როცა თ<1 და ჩზ<1. 3) კრება– 

დია, როცა თ>-–-1 და ჩ>–1; 4) კრებადია, როცა თ>-––1 და ზ>-–2. 

17.96. 1) კრებადია; 2) კრებადია; 3) კრებადია; 4) კრებადია. 17.97. 

1) განშლადია; 2) კრებადია; 3) კრებადია; 4) კრებადია, როცა ჩ>1 

და თ>ჩ--1. 17.98. 1) კრებადია; 2) კრებადია, როცა თ>1, და ჩ<1; 

3) კრებადია, როცა 1<თ<2; 4) კრებადია, როცა 1<თ<2. 17.99. 
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1) კრებადია, როცა თ<2; 2) კრებადია, როცა თ>–-1; 3) კრებადია, რო- 
ცა თ>–-) და ჩზ–თ>1; 4) კრებადია როცა VIII (თ, ჩ)<1 ან 
ო1მX (თ, 8)>1. 17.30. 1) პირობით კრებადია; 2) პირობით კრებადია, 

როცა 0<თ< 1; აბსოლუტურად კრებადია, როცა თ>1. 3) პირობით 

კრებადია, როცა –2<თ=--1; აბსოლუტურად კრებადია, როცა 

თ>--1. 4) პირობითი კრებადია, როცა ––-2<თ=--1; აბსოლუტურად 

კრებადია, როცა თ>––-1. 17.31. 1) პირობითი კრებადია, როცა 1=თ<>, 
2 

აბსოლუტურად კრებადია, როცა თძ<1. 2). პირობით კრებადია, როცა 

–3<თლ=-1; აბსოლუტურად კრებადია, როცა თ>-–-1. 3) პირობით 
კრებადია როცა –-1<თ<90; აბსოლუტურად კრებადია, როცა თ>0. 
4) პირობით კრებადია, როცა 1ლ=თ<2; აბსოლუტურად კრებადია, 

როცა თ<1. 17.32. 1) პირობით კრებადია, როცა ––3=<თ=-–-2; აბსო- 

ლუტურად კრებადია როცა თ>-–--2. 2) პირობით კრებადია, როცა 

თ<–-1; აბსოლუტურად კრებადია, როცა თ>1. 3) აბსოლუტურად კრე– 

ბადია, როცა თ<1; განშლადია, როცა თ<1. 4) პირობითი კრებადია, 

როცა თ>-1; განშლადია, როცა თლ––1. 

§ 18 

12 
18,1. 1) ლ, 2) 4103; 3) 20; 4) 6,2, 18,959. 1) 5; 2) 1; 

1 
3) 1-–-–-––;: 4) 6, 18.3, 1) 215. 2) 2; 3) 2, 4) 4. 18.4. 1) 32 ; 

6 190.2 ვ 

31 91 2 (6C––1) 6%---1 
2136; 3) ___; 4) –––. 18.5, 11 11 2 ––.–. ”-. 3 -- · 4) 1ე2. 

6 ) 54 ) ) 6 ) 26 ) 

8 4 5 , 9 4 18.6, 1) 8; 2 ––; 3)-“. ; 4) 20-=., 18,7, 1)'1; 2) –– ; 3) –––; § 1 2 “ვ ) 6 ) · 2 ა. 

125 1 16 16 
4) · 18.8. 1) ––; 2) 8; 3) 9; 4) 9, 18.9, 1) ––––; 2) ----; ) “გ ) ) ) ა) 3-2 -2-; 

  

16 32V 6. 1 9 5 
ვ) ––“– უ:უ 4) =“! ?5_ „ 18,10, 1) 3; 2) –– ; 3 ––.;.4 ––.. 18.11, . “ვ ) 3 ) ა? 307454 

5--12I06 1 1) 12–– 5Iი5; 2. > ; 3) 6I2--2,5, 4 -. 16.19. 

9 20 ჟჯ? = 
1) –-; 2) 3; 3) “2 ““1ი3; 4) 0,1, 18,1ვ. 1) 1+ ––; 2 V2-–1; 

2 12 > 1 V3. 2 
ვ –- ––-;;უ 4 ––, 18,14, 1) –– 1 V- ;2 14----; ) 2 8? პ ა“ + 2 2 
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ვ“... .ქ) ი, 1816, 1)... ე 2-–-V 3. ვ) 15ჟ,; > 8 ) ) 2 3? ) 3 1.5) ; 

”?! 2.1 2.2 4 1C 
4) ––– –– –––, 18.16, 11–––1--–.უ 2-––––– -“ - 31 2LC-+---; 4----2ჯ, 2 3 ) „IL 2: ) 2 ლ, ) 21L-+ 3 153 + 

18.17. 1) 6-2; 2 4, 3) ი 4) 2--2102, 18.18, 1) 2,2; 

ა · 

2) 20#; 3) ვჯი?; 4) -- თხ. 18.19. 1) ---40+ვი; 2) ვის 

8V3. 24V3. 8 ვ 8 
ვ) -ვ- 90”; 4) 660. 18.90. 1–<–; 2 --.-; 3) –– 3=: ; 4 35“ 

    
1 > 4 3 

18.21, 1) 8; 2) -–; : 4 --. 18.89. 1) “– 2) იმ; 3) ტბ; 
4 

      

  

2 2 2 2 

ტ #2“, ჯგივ, 1) “95 „ე 59% . ვეც. ქ) 11, 18.94. 1) 3 

1 C = 0122? 021 ვ -- ; ვ 95 ც61:4V2); 4 --მ" ”შ ს 18951 ; ს) -–;:3 6+4V2); 4) 0 ი ა – >“! 

  

  

2 

2 70 ;.3) (ი ახ2ო 4) “ 2V3. ი? 18.90, 1) 073; 2) ““ (21 ხმ; 
„41 2 

== ვე? % 9/3. (I –– 2) ე? 
3) ' 0? / 2; 4) –––-: 18,97, 1) ––; 2) -V2,. ვ) +.  “/“ .. ) 1C21V 2; 4 ––- ას ეი. ; ვ –“ 

თ 

4 ჯე?/ 1-- %V, 18,298. 1) .,; 2) -“.ე' ვ) 3. ყე; „9. 
4 2 ყ 4 წ:. 

_ 3 _. _ 
5) 4+:->20:, 6) – „ 18.99, 1) 4(ი +V3); 2 6( +V3); 

1, – 1 = 9 9 
3) – 75 –-– 5V/3); 4) ––(3M/3–– ე. 18.30. ––, 18.31, ––, ა -–( V3); 4 - ( V ) 2 > 

9 
.18,ვ39, --. 18.83, 97; 18.34. + (3V3 --თ. 18.85. –– Iი ვ. 

16 
18.86. 8. · 18.87, _125 · 18.38. –-–-, 18.39, 1) IX; 2) 2; 3) 315; 

5 48 3 
1 – 

4) 45; 5) +2; -6) 5M- 18.40. ჯ. 18.41, 1) 74; 2) >V5+ 

+-ი0+V5); ვ) 2V#3; 4 1+ I. 18,49, 1) 4+- იმ; 
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2 4V2 +I 2+4V 2_ +4V 2. ; 313 +192; 4) 2 (+ >). 18.48. 

11V2+1(1+%V2); 21103; 3) –M 3; 4) გიჯი -> '... 

232 25 %-1 
1) –“““. ; 2) <2; ვ 

) 15 5312 
  ;. 4) 10,8, 18.46, 1) -“, 2) 1M(2--V 3.) ; 

§C) XI, 4 4V/2 +4I1(V2 ++1). 18.46, 1) 11(2+–V3)1; 

2-L V 3%9020+V3) ; 3) ხთ; 4) §ი2ძ. 18.47. 1) უ>' 

2) => ვე) V15––V 3; 4)1ი§ჩ ხ––1იფხ ი. 18.48, 052) 2) 3/ 3 ––1; 

ი3 --. ჩვ 

ვ) 60; 4) 43. 18.49. 1) 60; 2) 4 ;, 3) 60; 4) 8თ. 18.50.   

1) 20ბ0; 2) 1 + –1-I0 0 + V 2); ვე C9017-2), 4) V2 (2-–1). ' V2 

18,6 1, 1) 6––1; 2) 501; 3) 0122; 4) 2თ |5+   
5 – 

–Iი(2 31 1. –=1ი(2+V ) | 
1 – (16. 2 

18.69, 1) -- I2V 5+1ი(2+V 5)), 2) --! ვა > 4) 1. 18.წვ. 

1) «ი; 2) 8(2 ––V3); 3) 20; 4) (2+ Lი1)თ. 18.54. 1) 39, თ1%, 

ვ) თ 4) V2 + 1ი CV 2 +1). 18.55. 1)---IV 2 -+1 (1-+-V2)1; 

2-4, 18.66. 1) #2,   2 2(5V5- IM; ვა 5 (25-53 ვ); 4) 

2 4V 3; 318; 4 §V3, 18.57. 1) 12V 30; 2) ი(7V2+. 

2 

-L 31ი (V2 + 1)); 3) 20V# 3 ; 4) ჯძ. 18.69, 1) => 2-+-. ფრი ; 

წხ -თ 4) 18.60. 1) 2ჯ%Vი?--ხ?; 2) 21; 3) 22V 6; 4) 6––6-1,   

18.01. 1) V 3(-”7–- 1); 2) 2ი; 3) 8V/ 20; 4) V0C>:+ხ?5ინ/. 18.63. 
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1 Lე? 

1 =.2X ,(-« 5“ 21 XV), ყ= „ 18.63. VI+C 5. 16C 
ვ 

18.66, 1) 117 წ; 2) 63XC; 3) ლ 4) <=, 18.67, 1) =2-+ 2) -“ 
30 

12 ვ) 322; 4) 75ჯX. 18.68, 1) – 2 => 9; მ) 122; 4) 20%.   

021 6 ჟე? 2 

2; 2) 2 
12 

თ; 3) –--; 4) –––-, 18.70. 1) 0021L; ) 2 ) 2 190 

  

  18.69, 1) 

1 ვ 2 2 
2 –თ0 3)#;. 4) ––- ჯიმ, 18.71, 1) 29 ხ+ - == ი ხა. 

2 7 2 თ 

2) ი - 6-19(1 L 2თ)1; 3) ( 2- >), 4) –“ 18.79. 1)- 103; 

2 LC) 

გე 2C0+2. ვე „C6- 8)ი2); 4 2506 6 კგუვ, 1) 272. »; 
8ე3 20 (L?-L- ც1) 15 

2 2 ე, ვ) = 4) _%C –- 2). .· 18.74, 1) 11. 7» 138 ა. 
10 6 4 

2 (ტე? 15 
8) == ი 4) 3» 18.75. 1) 4»; 2) 8»; 3) >) ტე 20% --19_. 

24 

4 
18.76. 1) “ 0L;. 2) . 3) 20:; 4) I9X(6–– 810.2). 18.77. 1) -- #0” 

> ჯ 129 (10–– 37) : 3) ჯLხ? (09 ––- თ? (M-L2თ); 4) “+ CV 11 2-–– 16). 
  

6 ვე? 
5 

18.78, "1) “9. 2) 70»; 3) 429; 4) 72%. 18.79. 1) “-(15--16102); 
120 #? 2 

2 (6 11 2-- 4); 3) ლ. (4104––3); 4) 3 (17--241ი2. 18.80. 

: 8 წ 
1) -9(6–– 1); 2)1XII1 2! 3) –M 4) 1020, 18.81. 1): 2 0---ზ; 

ი 

128 2L წ4 ე(2 

ვ) 429; 4) – ·– დ. 18.89, 1) ა) –– ბ) –– 1 2. ა –– ბ) 22; 
) ა –, აა 8) :249)--, 

პ) ა > დბ 8. ბ; 4) ა) აწი , ბ) 2102; 5) ა) 4+(2-C9 1ი 3)» 

2 ვ 32 

ბ) 3” (2103-–1)1ი3; 6) ა) – + 3X ბ) > 18.83. 1) <2   
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2 “0 +5M2; 8) -1>- თ ი 3, 1,884, 1) 89 „ე, 
3 ვ 

27 8-6 661ი2--2; ვ) 321თ :4 1“ (214--1. 18.85, 
105 

8 1 
1) ა) =–- ბ) -- M0) 2) ა) 59-08, ბ) 629039; 3) ა) ფი 

  

3 ეთო ჯე? 64 64 
2) –-X 4 –“ “ბ .· 18.86, 1 –- #9; ბ ) 2 ე; 4) ა) 2 ) ) ა) 5 ) 105 

ვ 

2) ა) 2 (61 2–4, 2 ირ, 18.87, 1) 2 (2 ა»), 

(4. 

  

  

3 ვ 
2) –= 3) 249. 4) “2 #0". 18.88. 1) ით, 2) 21209; 3) 2, 

24 

  

ვ 

4) 2091, 18.89, 1) ვი. 7 თ, ვ) “-(51--64002); 

(2 –+– 0) ვ 22 
30 ე. 1: C (3V2II(V2+1)-- 2, :6 54. 

#3. „ი. 
8 

4) 

> (17 ძ3პ: 

105 , 
  

4 
18.90. 1) 35 აე; 2) (029; 3) · -L 02; 4) 

ჯოი 4 2 2 
5) –-–- – (616--5X); 6) –-– ა.ე 18.91, 1) -–- ა00;;: 2) –– დ ქმე ) 4 (16-+5:0; 6) 1 „ ) 3 ) 3 

3) 4 ჯ თ); 4) 203(3-–-Iი 4), 18.99, 1) 1 „ზემ; 2) რ კემ; <)) 8 კემ; 
21 / '“6 ოი 3 ” ”“ 15 

4) 
  – ჯი. 18.93, 1) 2#07ხV/V; 2) “-იიხ; ვ) დიხI/?; 4) – »X0იხ0. 

18.94. 1)   210ხMV (ი | ვეა; 2) -> (9- ი? (/4+20; 3) == 
ჩაკ 

ვ 

4) --. 18.96. 1) =-იხი; 2) =>> ვ) => 4) –> თიხი. 18.96, 

1) 4» #22; 2) 5, ვ) 00 V10 –– 1); 4) 48 2. 18.97. 1) თის 

– - – V5 1+%V 5_ . 
0>(V7+90+V0I9(V2- I -ც-75:) 5! 

4) > “+ (§6 12--12), 18.98. 1) 3» გ თი. <= (3I(V/2 +) + 7 V2 I 
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ვ) 472 თხ; 4 = „თ. 18,99, 1) -–რი 4-4 ც-2); 2) ლე (V2 +1); 

                  ; 4 ---00+9 3). 18,100. )-> (9-L36- 4); 

2) 2MX0C(თ ––.ხ); 3) 210 (« + ხვს ნ – ძი -–) : 4) –(2V2- 1). 
თ 

18.101. 1) ა) 18 509; ბ) 240; 2) ა) -- ; ბ) 19V2 ი; ვე აგრ, 
2 4: =- 

ბ) 3 ჯიებ(ვი ––- 4); 4) ა) 8+-+ 78 (2 + #V 3); ბ) 2++ 
27 2 · 

V 6. 96V3 
5 

64 
18.109. 13 ა) 12X; ბ) “უდ ნ; 2) ა) 3X0%; ბ) XI”; 3) ა) 3 09752)   

„ _ 

ბ) 16X7?0?; 4) ა) -> ; ბ) #V2 2. 18.103, 1) 4ჯ2?ქ?; 2) 32. 2 თ”; 
5 

2 ი 1 
ვ) 4:60? C + “ვ 05 თ-- ---005% თ), თ-მილლ05-"-; 4) 2L2––%V 2);. 

5) 40; 6) 2::02(2 –– V 2). 18.104, 1).ა) «45, ბ) 3ჯ' 2) ა) 30?» 

ბ) 5V3 ჯი? 18.10ნ6. 3» ტ“. 

· § 19 

IMჩ 
19.1. 0,125 ჯ. 19.9 0,024 კგ.მ. 19.8. /7 ჯ კგ 8 6-+ჩ   .· 19.4. ვითი კგ.მ. 

19.6. 25-105 ჯ კგმ. 19.6. # = + I22 0? = 23 · 107 კ6მ. 19.7. 

«(6-3) თარ /ზბტი ლტ). 
ფშ; 

სიდაც ჩ= 1,4. 19.9. 4 = | 24. დნ = იაშა, #4 = 906610 2 ჯ. 
% 

19,10, #=2/ 77%, (წ არის გრავიტაციული მუდმივა. 19.11. /# = 
(/) 
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ხ 
<= 21L– 10 1. -- ? ჩ რის რა მ ·( “#7 > წი ) # ა გრავიტაციული მუდმივა). 

უ9.195, 1= 3 სთ. 19.13. §= 101 მ 19.14. -.. 19,1წ. 4= 
6 

= -“ ი./)ლ0§ დ, დ=0. 19.16, ა) /=33,2 წმ; ბ) 64,6 წმ. 19.17. M1= 
(1) 

2 2 ღაებეებ–--_-__ო._.___ ყ, =---0. 
3 2 მ 5 

4 0. 2+36 2. 4 
23) Xა= I, ყ.= 2 4) X,=50; ყე= 4. 301. 1.5) X-=ყ-–= “03 

ძი 2 22% L გ% ძთ #4ლ2%. .2ეი% 
45) აგაი · “26-ე. 1 ყი =-= აუადლულ 19.19. 1) Xა-=3 

9 5ძ 5ძ 2 წაი 
“ყ-- “აგ 2) %––- ყი = –=; 3) 2. -– 87 ყე = –_ 8 1 

დ. -L 121 -–-12 5 ძ . 
4 ჯ = -''აეა- --“"“· =–-ძ( + 4), 19.90, 1) ჯ =- ) X, 3თ0+4 : ყი 6 ( ) ) X-=Vყ, § 

16 5 5 
2) X, = §? ყე=–-1; 3) X,=XI0V; ყ.= “რ C 4) დ,=0, #. = 6 თ). 

19.91. სიმძიმის ცენტრი მდებარეობს რკალის სიმეტრიის ღერძზე და 

§ე- 2 

მანძილით, 19,995, X.=0 ყ-=--0-   დაშორებულია ცე ნტრიდან 2” 

19.98. ვ2ჯბქე?, 

§ 90 

90.1. 1) 1,4627; 2) 0,882; 3) 1,3419; 4) 0,6651. 90.5. 1) 1,1184; 
2) 0,7721; 3) 2,099; 4) 0,461. 90.8. 1) 0,524; 2) 0,6205; 3) 0,9160; 
4) 4,3555. 90.4. 1) 0,6076; 2) 1,5708; 3) 0,1728; 4) 0,9775. '90.5. 
1) 0,1705; 2) 468,92986; 3) 0,15771; 4) 1,7866. 90.6. 1) 0,6736; 
2) 0,1948; 3) 0,1697; 4) 1,0182, 90.7. 1) 2,7686C; 2) 0,3935; 3) 0,1359; 
4) 1,0248. 80.8. 1) 3,9775; 2) 11,3181; 3) 0,6507; 4) 0,0013. 90.9. 
1) 0,15635; 2) 0,2319; 3) 0,10682; 4) 16,3325. 90.10. 1) 0,1847; 
2) 0,2534: 3) 0,6039; 4) 0,6629. 90.11. 1) 17,23571; 2) 3,812; 
ვ) 0,08593; 4) 0,5378. 90.19. 1) 0,4357; 2) 0,0657; 3) 0,1598; 

4) 0,6630. 90.13. 1) 0,0259; 2) 0,2217; 3) 0,6300; 4) 0,0524. 90.14. 

1) 1,27047; 2) 1,33489; 3) 1,66494; 4) 0,338308. : 

670



§ 91 

91.1. 1) 0X/ სიბრტყე; 2) ყ2>-0; 3) იაყ სიბრტყე; 4) Vყ 53“. 

91.9. 1) ((, ყ; -– =<X%X< +, –1<ყ<1); 219<X; 
2 

3ვ)ყ<X; 4) ყვი თ) +, M”C2. 91.4. 1) ყ==X--6V; 2) X?-- ყ?= 

=2 +I1X"; 3) 2 I=0, 4) ყ(1--X)=1; 5) ყ(I0 I X2––1 |+–1)=1; 

<6) ყ = 2-––350 2. 91.5. 1) ყ-- აზ=2ჯყყხ; 2) ყ--–2XI = 0; 

ვა ვყზ- 2=2Xყყ 4) X2-L ყ' =1, 91.6. 1) XV--X/=ყყ”; 2) ყ/=ყV; 

3) ყ=XV" ი+- 4) Xყყ (Xყ? + 1)=1. 91.7. 1) ყმა ყ--ჯ?8= C; 

2) X- ყ=C (1 ––- XV); 3) X? (1 + ყ-=C; 4) ყ=C (X-+-1) 6-X; X=--1, 

91.8. 1) ILIX| =C+Vყ+1, 2) ყ= C5I0იX;, 3) 6 +- 2-# = C; 

4 #12 +VII# = 6. 919. 11 ყ=C60V1- +“, ა - +I; 

2) Cყ= V1-L6”; 3) I +V+MIV-11= –-“-+6, ყ=1; 

4) V1-C ჯ? 9064 = C. 91.10. 1) ყ=5MIC +IC (1+ X)1; 
8 

2) ყ5IIყ + 005ყ-- XC005X + 5I1X = C; 3) CC.“ –-–1)ყ -= 2. ყ= 0; 

4) ჯ?ყ == C2VM. 91.11. 1) 6-5=1--C0; 2) 2 +. /?-- . 2, = C; 

  

ვე 2+." +ი“- =C, 4 ჯ=C60ი + მი 91.19. 1) ყზ–-2 =- C01>»; 
ჯ 

7 (ყ-6(02-ძ0951 =0; 3) 11 («-”- 
4. 

(ყ–- 1)? 
2 

  
|=C--289ი+; 4 Cთ-- 
| 2 

== 1+ყ|– =0, ყ=––-1. 91.18. 1) X+C= 

X-–- C 

4) 2X+ ყ––1=C6. 91.14. 1) V(II|1–– X”I +-1)==1; 2) ყ=2– 

=ძ§(%-“ 1 + +) 9 4+2/+1 = CC, 3 ყ=ჯ- 1. 

–30§X 3) #0+9=1; 4 #= 1/ 1+2V, 1 + 21 1+C 91.15, 

Xჯ 
(ყ-– 

2 1 ი ი ' ·..ი 1 
1) ყ=6 ; ე––CV? +ყე +Iი » I =); პპ ყლ=259”ი ჯ“–-. – ; 2 | X I 2 
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4 3 V2-+-ყზ –+- 2ICLC X = 6. 21.16. 1) ყ=> მILC005 5 ; 2) ყ= 
ჯ? 

  I 2 გICLC (01-- )+ -: ვ) ყ-ბ0ყ--- + 25, 4 ყ = 2კ2 

=-- 2+CLC (> –+ მICIC ”) + – ჯ. 91.17. 1) X ++ 2ყ -C 2 = 0; 

2) 2ICLC(X -- ყ)= X+ 1; 3) მL+2Vყ-+-1=21ღ4X; 4) V4X-+2Vყ--1-- 

– 210 ( V4X+2ყ--1-+2) =ჯ–I4 91.18. 1) #= ჯIი 
ჯ 

    

2) ყ=+- >, 3) ყ= +XჯV21ი |CXI; 4) IIICXI= ––4 
ჯ 

+ 
(ლ
 

91,19. 1) X-- ყ=CX, Xჯ = 0; 2) II ყ|I + 756 3) II) (X? -L ყ?) = 

=C--2გ8-0(ყ-%”; 4) X6//X == C. 91.90. 1) ყ = #( 2%9CC>+ 
ჯ 

+ + 1 ს, ჩC2; 2) ყ = 2XმIიICCX; 3) ყ? + 2XVყ –- ჯბ = C; 

4) ყ–-2X=CX%V-+X). 81.21. 1) X=C 679, ყ=0; 2) X(ყ–-X)=CVყ, ყ=0; 

ჯ 

3) (X-I- ყ)? = CX9 ეგ #+#M. გ (2 Lყეი ნ +V)მ1=60. 91,909, 

ყ=C 095; 2) ყხ-- ბმ= Cყ #=0; 3) X=2+ყVIი|ICჯX |), ყ=0; 

4) ყლ=X V31ი0I| CXI. 21.93. 1) ყწენ- =0CX; 2) იICI=9V (> –Iი) =–- ი) 

ყ=X6", ჩC2; ვი 5+# – – 21.94. 
Xჯ ჩჯ 

    

X. _ #/. ას_–_ = ტ: წ ყV. _ 1) #7 179MI/I=6; 2) ყ=– 2 2C ?: + = 9; 3) მივი => = 

: ტ1 ,-„,აეა'აა'ა–-> 
= I2CX, ყ=:2++-X; 4) მIC51) 9.“ 0-0 )იI»X|= 

X ჯჩჯ 

91.95, 1) ყ= #41--X; 2) XII X=2VXV; 3)  ++9იჯ=0თ 

ჯ 
“რი 

4) ყმ = ყმ კმ, 91,96. 1) ყ=X61-X; 2) ყ=X6 “ ; 3) VXL + ყ? = 
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-V. -# X მLCLC ჯ 
= 60 : 4) ყ= 2» 91.97, 1) VC- - X/+-ყზ -X--ყ=C6;   

1––ვჯ 

ე X+ყ--1=C (ყ/+2); 3) (14+ყ ––- 1)1=:C (X–-–ყ+3); 4) (ყ –– 2X)1= 
=C(ყ-X-)), ყ=–=ჯ+-I). 91,9ს, 1) 2+- ყ--1 = C65#->, 

ე) ა+2ე–+3ი XC-ყ-––2|)=C3) ყწ- 2ყყ--#V--მყე+4+-=C 

  
  

  

== 
ი · –-21CL8 3. “3 

ე ყ-- 2ყყ-- #9 –ჭჰჭი=C. მშ1.90. 1) ყ/+--2=C6 : 

ე) 3C+ყ+2IIXჯX+ყ–1I):-=C; 3) I V+X_ I C 
“ ჯ+პ ' X+4ყ 

: ყ--2X ითი ი 
ი 59 =C (++ 1). 91.30. 1) 1-+ჯყ=Cყ, ყ=0; 

X+1 

2) ყბ-=XI0 Cყ?; 3) Xმ=(V"--))I0 | CX I, ყ-=X; 4) XC --ყ?!ი1CX, ყ:-=0, 

11.81. 1) #ყ=CX+- XV; 2 ყ=CVXV++VX; 3) ყ=20ლ%(CC+ X; 
“აყ 2 · 9/ი 

I) ყ/=6 '(-9+> „ 91.89. 1) #==5IIX--CC005 X; 2) ყ=C” –6-%; 

ჰ) #ყ=C 6“ 64%, 4) ყ=C%(C +IიIXI), 91.3მ. 1) ყ=XMC-+-4%; 

ე) თუ #15“ –– ი. ყ= C6-% L 2" ; თუ M=-რ0ი, მაშინ 
: : /1–+C0 

'=(C + 2". 3) ყ= XX(XC+350X); 4) ყ/=X” (C 61/% -L 2). 91.84ა 

) ყ= 1 +(C2X+ 1)(C+ 1იI2X +211); იყ=(++00+XI» 

ა) ყ=C6-% +2ჯ–-1; 4) ყ=66+4+ + დია X+ §51ი ჯ). 91.85. 

  

ა) ყ=- C X + 1)” შე“ 2) ყ=-(C + X) IX, 3)ყ=X(C + §10 X); 

ს) ყ---(C 10 X--1) 10 წ. 91.30. 1) ჯXყ-=(C-CX) 0“; 2) ყ=- 2(51I) X –-1) -L 

; == (1-––X)6X - + C(60-9M0X; ვ) ყ#ყ=(C+X404 ; 4 ყ -= :(C+»#/4 · 21.37. 

I) == ყ+Cყ, ყ= 0; 2) X=- 6 --C6-M/; 3) X=Cყი+ ყს ყ=0, 

1) (ყ–– 1) ,==2ყ/––I0Cყ, ყ = 0, ყ =: 1. 91.38, 1) Xჯ= ყIიყ+ -C ; 
ყ 

ბ X=C6-9%08 9 ე-(თყ-- 1; 3) X=(C–-–ილ0§ყ)ეაI1ყ/; 4) X=210ყ –– 
- ; 8 

–ყ+1+Cყ. 91.39. 1) ყ =: : 2 ყ=–=+X#; პ ყ= 
» 

  

005 Xჯ 

50 გ + 81.40, 1) ყ= – > 
0095? ჯ · 005 ჯX 

    

1 1 = 062 0V - +“ ––-;ე4 = 
_ 2 I 4 1 ) ყ 

43, ს. თოფურია, ვ. ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი 6წ73



2) ყ=26-5ი%# -L 519 1 –- 1; 3) §-2#+- -- :; 4 §5= –“ 7მIC(თ1. 

1 2 1 == 
21.41. 1) X=-- ყ (/ 1);; 2 X=-MV _..“. 3) XV1-- ყზ +-C05ყ-+ 

ყ 

_– 

–_–_-_-_-_-------_-..  -_--... 
X 

1 

VX. 
2) X#=C 6-2); 3) 005 // == (2 –– 1)10C (XI -–– 1); 4) 6“#= CX” + Xჯ' 

21.44, 1) ყ(2ბ--C6-) == 1; ყ.==0; 2) ყ9-= 1 +C6>; 3) ყ= 

3) ყ= 60% +060M; 4) ყ=   –-1. 91.48 1) ყზ==C (X+1)---2(X-L1); 

= (> II IXI + C) ; 4) ყ=XV2X+C. 91.45. 1) “ =62X+ 
Vყ 

+ #6+ –; 32 ყX+C=-“"-, 3) ყწ=#-–-1+CVIX –- 1I; 
2 005 X 

51ი X» –2ჯ” 1 2 
4 ყლ-–->"·.--.-_ .__.. 91.46. 1) ყ=6C C- - -–- MM); 2 = 

) V V2C05X+ C ) ყ ( L 2 ») ) V 

1 -–- X 
== –--------–-;ვ3ვ 14ყზ(C-+-2020)=1, ყ=0; 4 1= CC . CC» ) 4 ყზ(C + 20”) ყ )Vყ+ 

91.47. 1) XX=ყI)Iი C, 2) ყ = #?(C–005ყ), ყ= 0; 3) XXC=C 6'90V-- 
ყ 

–2(6იყ-1); 4) Xყ(C––Iი? ყ)ლ=1. 91.48, 1) 1565 =C667+- 1. >X 
5Iი ყ 2 

ყ=MXM, ჩC2; 2) 105 ყ=-C ჯმ -–- 3; 3) (L+ 1)0ი|I ჯ+1I+C)§Iი ყ=1, 

ყ=1IV, ჩC2; 4) §51ი?ყ.·ILXჯ= C + 50 ჯ. 91.49. 1) ჯმ + Xყ + ყMწ=C; 

2 
2 2-+X+VI=0C;, 3) #+2V--მყ=C; 4. 5ყ – 8X/4+X43ყ=6. 

91.წ0. )2-+Xჩ4+4=6; 2) »/7--2ჯ?ყ"-+-ყტ=C; 3) XI-+-3Xყ--ყშ=C; 

4) ჯზ--I9ყ--ყზ-=C. 91.61. 1) X-+2გ10(C”-=C; 2) ჯ2-L ყ?-- 28-01”. =C; 
X Xჯ 

1 
ვ) + 2 +-5=C, 4) 4X1-+-ყზ=CX. 81.წ62. 1) ყIიX+ -- ყშ = C; 

ყ Vყ 
1 –ა“– 

2) X;60,--ყზ=C; 3) X”-+ ლ. = C; 4) 3. V(X-"-+ ყე)“ + ჯ – 
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–./#=0. 91,ნ6მ, 1) ჯ»ს--ყ=C; 2) #/ + X6-M =: C; 

ვ) ჯX9-+- 3 Iი ყ-–-ყჭ=C; 4) X”-+- ყ 6-/M=C. 91.54. 1) -ბიი§2ყ + X =0, 

2) X--ყ? C05“ X = C; 3) X?ლ00§5?1ყ + ყზ = C; 4) X5I1Xყ=C. 91.55. 

1) #7+ 1=2(6 –– 2X 50 ყ; 2) X#=0; 3) 510 # –-00§.-. + ჯ--1 = C; 
ჯ ყ LV 

4) (წ ყ-–– 005X-–-– 005 ყ = C. 21.66. 1) ყ=ჯ; 2) VX1-+-ყ? + M 1 ; 
ჯ 

· ე? ჯ? 

ვ) ჯ;5იყ-–-– ყ005X + IIIX ყ)= II ==, 4) ს 1ყC7= 2 91,67. 

1 1 
1) #=–- XL #-=0, 2 ს=-–-, Xყ–Iიყ=0; 3) #=6-%, 

ჯ” Xჯ ყ 
1 ყ"/2 

ყ=(C –- 2X)07%; 4) IL= –– X=C იე „ 91.68. 1) Iს=6“ 9, 6-VC05ჯ= 
ჯ 

=C + #; 2) ს = 0059ყ, # 5ი ყ + “2 თ%-თ ვი” 

  

2 

ყთ(«++%-)=Cთ 4) M= -1.; 
ვ მყ 5Iყ 

ეღეა–““ 2 V=X + ყე X+-ყ9დC+ყX=C 

+X=C. 91.69. 1) II= XV”, 

3 1 _– 
ვ ="ს,”ო"·””''' ბ? 90 =CX; 4 = (ჯ ბ”. 2 ა)» 0 + 6-2) +Vყ –ჯ X; 4) L=(+ყ) 

ყ--1=C VX5 + ყზ. 91.60. 1) X= 20 + 6ი?+C, ყ = ი-+4/%; /=0 

განსაკუთრებული ამონახსნია; 2) #=690-+-/06?ი + C, ყ=ი" 69; ყ=0 განსა- 

კუთრებული ამონახსნია; 3) ჯ=2ი--“+0, ყ=ლ=ი”-+21ი0ი; 4) +X=0/-+C, 
ი 

ყ=(0--–-1) 9; ყ=–1 განსაკუთრებული ამონახსნია 91.61- 1) +X=/ჯ91-Lი, 

4ყ=3ე!შ + 2ი1+C; 2) X=/0005ი0, ყ = ჯ/? 0050 -–- 0510 0-–--005 90 + C; 

· 2 
ვ) X=5I)8 + IIი, ყ=ივიი+00508+ი+C; 4) X= ერა 

ჩი” _– 

2 
ყოს) იი“ 1|+C. 91.69, 1) #=Iი | 0 | –– მIC511 90 + C, 

ყ=ი + V1--/L; ყ=1 განსაკუთრებული ამონახსნია; 2) # = 20 –– Iიი, 

'უ



: · . .· 1 ი : ' რ ყ=ტ–ი+C 3) X=ი +8%ი8 V#-=-- 8 + შინ +- რ§ ი. C 

4) X=1ი | | + §3)ი ი -C 00050, ყ=/ი0 + ი“ 0050. 91.01, 1) ყ=Cჯ-+C; 

2 ყ=CX+C2; ყ=- “- განსაკუთრებული ამონახსნია; 3) /=Cჯ- 

–->-: ყზ = –- 4 განსაკუთრებული ამონახსნია; 4) ყ = CX; –- _1_ ; 
2C 

ყ? = 2Xჯ განსაკუთრებული ამონახსნია, 91.64, 1) ყ=CX+005C; 

ყ==X 0IC310 X +- V1–-X ?განსაკუთრებული ამონახსნია; 2) #/=Cჯ-L =- ; 

4 ყ1=27 ჯ” განსა კუთრებული ამონახსნია; 3) ყ=CX -L V1 +C%, X?1--ყბ=1 

განსაკუთრებული ამონახსნია; 4) ყ=C6CX#-- (-; ყ=XV00CX-–--1) განსაკუთ- 
1 

რებული ამონახსნია, 91.08. 1) ჯ= ყლ ქ(ი|I0I+C, ყ =- 2იჯ “++ 1... 
“ ? 

1 2 5) 
2 X= – “, ძ-იი++“+-- 2: 3) „ C ში 08. 

ჩ ი ი” /ჯ? ი 
2 2 1 2 2 

ყკ/= -% _ 2ლ%0%0_ აი ყ=0; 4) X= – 26 აეღესაეულ+– 
ჩ ჩ ჩ ი #/%-ი 

ყ= %. 2 /(--+> 91.00, 1) __. 
2ი” ი 7”: ჩ ი) 
2C ვ –ი 9 

ყი ––.! 2) X=C6-ჩ-- 20+2, |/ = C(1 + 0) 6-ჩ––- ი“-L2; 

  

1 · ' C 
3) X=Cი–Iიინ–2, ყ =-%6ჩ-%#, 4) ჯი“ + 0 – ე” 

· ყ=0 და ყ=X#+1 განსაკუთრებული ამონახს- 
1 

2 

C ი? 

(1–-–/) 8. 

ნებია,ა 91.07. 1) 4/=7?-L ი?, III --– XI =C + ე 2) X/2 = 

  
1 2 ყ=---- + 

=CVIმჩ|I––1, ყ=X0 --X იბ; ყ=0 განსაკუთრებული ამონახსნია; 

8 
3) V= X + CX-+C7, ყ= “განსაკუთრებული ამონახსნია; 4) ყ=CX-+ 

2 

+ – C-X#, ყ=“--Xჯ განსაკუთრებული ამონახსნია, 91.68. 1) #= 

=0Vყ+C, X=- --/ განსაკუთრებული ამონახსნია: 2) IIV იზ-1-ყბ–+ 
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ს _–_ 

ყ 2/ 
3) 0XVყ = ყზ + #1, ყ" (20 + C) = /; ყ--0 განსაკუთრებული ამონახსნია; 

4ე ყბ=2CX-–C19 C; 2X=1-+-2 Iი IყI. 91.69. 1) ყ/ბ=1--C(X-+-1)? 2-8, 

V == 6" განსა კუთრებული ამონახსნია; 

2ჯ 
#=–1; 2) II(-VV +ყ“) + გიდ 7 =C; 3) 2 +VVIX+VI+ 

-I- 11ი|ყ–- XI =C; _–– ყ=0 91.70, 

1) ყე 3Xყ=C; 2) X-+-Vყ=Iწ(ყ--C); 3) III ყI = 7 + C, ყ=0; 

4) L= 60 +-ყ + 2ყ+ 2 91.71. 1) 3ყზ = 28)ი ჯ + _C . 
. §I07 ჯ 

2) X= C6'სV-- 21 4- 900); 3) ყ?-- VX/-+-ყშ4=C; 4) X(60/ + XV)=C. 

91.79. 11X=ს "++; 2) L=ყ'(C--2Iი ყI), ყ=0; 3) M(C– მიზ») =1; 

4 .+-იC6CL- )::0. 91.7ე, 1) 10I1 +. ყI-– 1+V _ C; 
ჯ 

1 
2) ყIიCXჯ=–X, ყ=-=0; 3) 2 მXCL რ- =I0ICXI; 4) X"Vყ? -- 7X =- C. 

X 

91.74. 1) X1==2C 6,--ყ--2; 2) Xყ(Iი?X +C)=1; 3) M “> +IIXI = 

· 1 · 
4) ყ” = (X? + C)061%%X. 981.7წ. 1) Xჯ; = V".- 2. (51ი ყ + 005 ყე); 

.. - V 
22 ყი“. 

ძყC–იე ჰ . ვ ;=C6/+Iი?ყ 4 X2 =C 
C + 2ძ(0059ჯ+3507X) 

81.70. 1) (X–– 1)1?ყ = ჯ–– IX IXI +C; 2) #=60- 0 ყ-– 

––ყო -3) ჯყი009ჯ-- ზ=C; 4) (Vყ-I- C) (7V +–+C) =0. 

91.77. 1) XVVყ. =51I1X-+C, ყ=0 -) ყ=X0CX; .3) (L-- 1)ყ==X?-LXIი0CX; 

4) Iი 1IXI –- 00§ --- =- .· 91.78, 1) ყ?მ-I- 2X2IICყ == 0, ყ =0; 

' X 

_ესსა 
3 2 

2) X V1 + ყზ –– 5ი ყ = C; ვ) ყ = (<+%915X! . 4) ; 

X 

2 

4) ყწ(C6C“” -C 1) = 1, ყ=90. 91.79, 1) ყ=C+C-=, == 
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იჩ 
" " · · 

_ > (განსაკუთრებული ამონახსნია); 2) იჯ = C V ნ– 1, ყ= იი – 

–CVნ6+I, 3) 2თ-ეცი=60/; 4) 4ა9ყ=(X+2C17, ყ=0. 

91.80, 1) (X + Vყ?)=C (ყე––- X); 2) Cყ=C16”-I-1, ყ == +20ჰ/? (განსა- 

კუთრებული ამონახსნია); 3) ყ= V1-– ჯ»; 4) ყ9=(C –- I) ვIი?ჯ 

C –1 
91.81, 1) ყ=C1-–- ––-, ყ= – –-; 2127(/--–2X)2= (C –- 2X)მ; 

ჯ 4ჯ 

–I C . 2 ვ ჯC95- 1#ჩ:!. თ წ ; 4) ყ/წ=6C1ი?X+21ი»ჯ. 91.89. 1) ყ=C+<) 

2) 0"X= ი50ი + 0050+C, იყ = იაIიი + 20050 + 2C, Vყ =90; 

  

C _-- 

, ყ=20X-–- იზ, ყ=0; 4) ჯ=2 Vი'--1-–Iი(1+ ა 

2 
ვ “ა =– 11. ვ0+ 

–+Vი?+1) +1I0C0ი, ყ= 0Vი1+1I, ყ=0. 81.8ვ. 1) (ყ/–– 4X-L2)4X 

X (2ყ + 2X--1)=C; 9) (ყ--ე1=26 L+/)--C2, ყმ/მ- XV/მ--6, ყ=0; 
3) #X=20 -–-I2C 02; ყ=ი'–-0+C; 4) X = 40?--IიCი, ყლ30“--ი, ყ=0. 

§ 93 

5 2-- V4-# | 99,1, ყ = –“–; 99.98, ყ= V4-- #7 -L 21ი | 2–- V4-X#. II 99.8, 

(C-––- C) + ყბ=ი0?ბ. 89.4. X»2-+-ყბ=ი?ზ (L-- CC). 99.5. შენა 
X 

2 2 

62.6. ყ5=4(CL-- 1) და + ს 6-1 927, 6 ეშ 0-0 
მ. 

32 V+ . ი? 
998 ყ=+Iი)ჯ?--1), 99,9, ჯ=-C6 .· 99.10. X=Cყ+ – 

V 

დიფერენციალური განტოლება» X XX ყ ქ 2“). 39.11. ჯ-+ყბ=CX. 

99,125, (X-- Xე)” + (/-–-ყი)= – 99,13, ჯ-+-ყა=2ყ. 99.14, ყზ= 
ხ/ 

=2X+1--გი” 99.16. ყ=20ხ 2-. 99,10=3,9 კგ. 29.17. X=C6 49 

სადაც # არის მარილის რაოდენობ კჭურჭელში 1 მომენტისათვის, 
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99.18. 0 = 6“9.00107 ჩ, 89.19, MI--- MIი,. დიფერენციალური განტოლე- 

- ! 
ბაა ძ(=ჩიL“-% ძა. 99.90, C.=-100 ლ. ბრ/წთ. 99.21, უფ = 

ჯ 

” 
–– 

= (%-– “> გ იწ + > სადაც # წინააღმდეგობის კოეფიციენტია. 
ი (2 

ზზსაა. =2,7 მ/წმ 39.93, 0,467 კმ/წმ, 99.94, :=(Vე-Lნ) -“ + 

+0ნ(ისწ- 1), სადაც ი=-%L, ხ= 291 29,.5ნ. 0,00082 წმ. 29.96. 
21 M 

_ – | 1 4/1- -, ) 
“1 ი | /ი 

შხ == შინ 1 >! . 9997, უშ= 

LL 
–-2 

= “- (M.–»ი (1– X-I)” --1 I. ჯი. 
2) ––- ჩ · /ა 

–-/? რს – 8 
+ ფი 1) 6 „ 92.99, 9,03.ა, 99.30, /-= => |5L C L + 

  

  

LL
4)
 

(1
2 
თ
 

–
 I –
 

+
 

–+ 12510 თ! ––თჩ 005 თ | · 

გ 9ვ 

98.1. 1) ყველა X, ყ, ყ”-ებისათვის; 2) ყ” < X2; 3) V”>>0; 4) ყ>>0. 
3 

9ვ,ვ, 1) ყ/ = –- 591 X+-CIX+C.: 2) ყ= XIII +C,X + C:; 

3) ყ==–- II | 005 XI +–-CI X+C;; 2 ყ=(C1-+მI0CწდX) X-–-Iი 1 1-+- X2 + C». 

93.4, ) #=–->- I X+C, – - +CX+ C); 2 ყ=- --902++ 

–>>».<. 
4) ყ=> ღელე 2 C X+C-X+-6:. %3.ნწნ. 1) ყ=C1#”-LC., 

2) ტ/=-“M   

  

X-C I 1 
| -- Cთ C, > 0; => -– გლლხ-62. LC X+C) · C Cა ოოცა 1 ყ C, წი, 8 
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1 
როცა CL <0; ყ=C--–--. 3)CIX--C1ყ =1ი| C6X+1I+C, 

X 

2ყ=11+C, ყ=თC, 4) ყ=10)0!წ+C)- X+C; 99.0. 1) ყ= 

ჯ ! <C.X+1I 1 1 ა 
= C. C5; 2 =--- ;- ს “C,ს ყC ––- ე” C; 102 +Cა:; 2) ყ 88 (» 2-)+0. 4 2 0X + 

1 

3) ყ => C) X(III X –“ 1) -C C;; 4) # = ++0 ჯ+Cა. 29.7. 1) CIV/= 

= (C1X2-L1) მCIყ C,;––C + C. 2ყ = ჩ+LX+C, #C2; 2) ყ == 

=C(VC-I -- II IX +VI>-II) + > + 6, ყ = 6, C2/1- > + 

+ მილსი ჰე +- ჯ»-+C; '3) ყ=-- + C1 II IXI + Cა; 4) ყ=- + 5IIM+ 

+C, (> -. –-ძი 2X I--C.. 98.8. 1) /თ6-–(X+6)1ი1X+CI+C.% 

ყ=C) X+ C:; 2) ყ=Cვ -+-C: X –– 510 (X + C,); 3) ყ=C) X" -L CაX + Cა; 
3 2 

4) 2ყ=C, 005 2X--(1-L2 C,) ##-+ CეX+-6ე; 5) ყ= 2 + -+Cძი)XI + 

Cი 
+ Cა V+-6ე; 6) ყ = + 519 (C1-X)+Cა X + Cუ. ავე. 1) ყ=C)0 თ ; 

ი C, #%2 1 IL ყ | 
2 1 + C. ყ = (C. 1“ :3 ( =- –-Vი ებს“ა_–_– C», = C; 

IV (02172) 707" კნ) თ“ 
2 = ე: 

4) X=-LC>” (Vყ --2C,) / Vყ+ C,+Cა. 93.10 )=VC +) =C.+X; 
· 1 

Cაჯ 1 1 
2) ყ=0C.6 ' +-–-; 3) ი(თყ=C–+–-CX 4 ყ=1+ ყ =Cი 1, ) CCთყ=C-ა+C1IX, 4) ყ «CI +C, 

C , 
93.11. 1 -- 2?” შუ'· ჯ 2 C ი 2-- V C. , –- C; ) #-- აც ნე: 29#X%C Iყ)=X+C., ყ 

ვ) ყ= C,I(1 –<Cლი0(X+C)); 4) 9V+-C,=(L+ CC. 91.13. 

(ქ #+ CC | 
--2 

1) ((-+-C:) ს) ყ=–Xჯ+C): 2) X=C +C0C5C-1ი ” 3) ყ= 

  

C ' უა ი 

=2C1-L Cა 6 “, ყ-–> =. ყ=C; 4) X=ი(–14+2I0იი0) + C, ყ= 
ვ. . · 

=/ჩ”იი-+-Cე. 93.18. 1) L=C) I +CაV-+LCე; 2) /=5ხ (X-+-C.)+C5-X+-Cუე; 

ვ) 12(C,ყ –-– X=C1(L+C)1+ Cე; 4) X=1იIი|I+2C0ი–-0C» 
ყ=-0-+C/1+C; ყ=CLX + C,. 93.14. 1) ყ=31ი X-- 2X-- 6X+6; 

ხ80 +



ყ= 1-–-C0052X; 3) ყ=–6-X.L “--X+1; 4) ყ= (X––-2)6%-L #-L3. 

2 

.1წ. 1) /=CX2?; 2) ყ=X"-+L3X; 3) ყ=2+1ი+-; 4) ყ= > /2-7, 
გბ_ 2__ 

2(2–-1) 4 
  II IXI; 2) ყ=21იIX--1I–-–ჯ-L1; 

1 1 4 1 
= –-ჯ 4) ყლ=--X?, 93.17, 1) ყ= ; 2 ყლ ც)?: ყ=– ) ყ=--X )ყ CL 21 ) ყ 1C IX + 9); 

=-–იIX-1); 4) ყ–-#ჯ=21ი1 VI. 93.18. 1) ყ= V2X-- 2; 
I ევერი 

«(> ++) =2C+»: 3) ყ=V1 + 6» ; 4 ყ=%+ 1. 
Xჯ 

C 

–ჯ C)X? 19. 1) ყ=Cა X6 ; 2) ყლCუე6. ; 3) 1იCაყ =. 4 X9/? -LC, X; 
–---–- C 

ყ=C5(X+ VX+1)”  ; 93.90. 1) ყი=C X+C,; 2)ყ= 

  

1   

  

; 3) ყ=C5X(I0C C, X)?, ყ==CX; 4) ICI ყI = 19? | #1-–– C. 

  

ჯ '1/C, 

ძX 

X+C, 

2ჯX + C | + L–.= –+ C5, ყ= C. 93.91. 1) წრფივად 

მოუკიდებელია; 2) წრფივად დამოუკიდებელია; 3) წრფივად დამო- 

ხებულია; 4) წრფივად დამოკიდებულია, 98.29. 1) წრფივად დამო–- 

იდებელია; 2) წრფივად დამოუკიდებელია; 3) წრფივად დამოკიდე- 
ლია; 4) წრფივად დამოკიდებულია. 98.93. 1) წრფივად დამოუკი- 

ბელია; 2) წრფივად დამოუკიდებელია; 3) წრფივად დამოკიდებუ- 
საა; 4) წრფივად დამოკიდებულია. 23.94. 1) ყ” ––-ყ/ ით X = 0. 

–+Mყ=0; 3) (C-–- 1) ყ”-– XI +ყ=0;, 4) X?1ყ” –- 6Xყ' + 12ყ = 0. 

95. 1) (2#2-- 6(-– 9) ყ”– (4 + 6) +4ყ=0; 2) ყ' –-ყ”= 0; 
(X? –– 2# + 2) ყ'' 89 ჯ?ყ" + 2ჯ ს –- 2ყ=0; 4) ყ"" + ს! = 0. 

.26.. 1) ყ=C() +“ )+თ(3+1--5>-იIX+11); 
ჯ V 2 ჯ + 

  

  

  

  

  

  

  

1 : 1 1 
ყ=CI <2 “+ C5 =5%; 3) ყ.= CX+ Cთ(2XV 1++X –)) 

X ჯ 2 1-1 

ყ= C1X ++ C5(X2 –“ 1). ა ...... 

ყ=CVX+C,0 +XI-X9; 3 ყ=CC-10)+ 2... 
0" -C 1 
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1+3530ი7ჯ 
4) ყ=C.5I1X-L C(2-–ძი»ი - 

1-–- 51 Xჯ 
) · 93,98. 1) /=C, + 

+-2 C- 3: 2 ყ=C)IX+CაX + CეX,. 3) ყ=C)X-Cა6+-LCე6-+; 
ჯ 

4) ყ=0,1+C2> +Cე(XICIXI +1) 9?3.9ე. 1) ყ=C1X-+Cა6-%, 
ჩ« 

2) ყ==6X%(C) X'-LC»ა); 3) ყ=C1X-I- Cა(I0 X + 1); 4) ყ=C1IX+CX1-LXIVIXI) . 

93.30, 1) ყ/=C16+ + C-(3X +1)6”, 2) ყ = C)(2 -L 1) +- Cა6>; 

3) ყ=C,X ++C-(X ––1); 4) ყ=CC+1) + <>, 28.31. 1) ყ= 
X 

C05 ჯ 1 510 ჯ 005 ჯ +--; 29ყ=C--+-+C 
Xჯ ჩჯ X ჯ 

1 C 
ვ =C--– 2 

ა) ყ (+111 

= CI 50X. + C» 

X 

    +1; 

  

+X; 4) ყ=C) C05 X--Cა X C05 X---510 X 005 ჯ. 

“ 2 41 X.. _ C ვ 
ავ.ვი. 1) ყ= C) > + C5 X “L 2. _ 2) ყლ==–-- + C» X + Xჯ“; 

: X 
2 

ვ) ყ=CX+(Cთ-++ --) თ; 4) ყ=C404+C,(0«+-- 1) + #X, 

93 33, 1) ყ=C) 6“"-LC-6%; 2) ყ=C1 6" -+- C-6“ 4; 3) ყ=C) + C56-%; 

7 
––-Xჯ 

4) ყ =C1 6C- + C-6 . ?"“––”ა ყ=C)6% + C.ა6““#; 
ჯ 

2) V,= (C) + C-X) 6“; 3) ყ–=–(CI+C:X)6-“; 4) ყ=(C, +C.X)6 ?.. 

98.35. 1) ყ=C)005X + C:5I0X; 2) Vყ =C) 005 –-X+C9ი => 

3) ყ=6%(C10052X-L Cა5I02X);, 4) ყ = 6“ ” (C) ლ052X -L C, 510 2ჯ). 

53.36, 1) ყ=C) + Cა6“ +CეC”.; 2) ყ= C)6"+C:6“” -L Cე 69, 

3 ყ=C –+C(C.+C,)X) 6; 4) ყ/=C,)6” +(C, + 6ვX) 6-”, 93.37, 
1) ყ == C)6% -- 6-X (C)005V 3X+C35I1V 3 »X); 2 ყ/=C C++ 

-LCა C05 2X-LCვ 51) 2X; 3) ყ=6" (C|-+-C» X-LCვX”); 4) ყ-=0" (C1-++C.X) + 

+ CC“. 23.38. 1) #=L(CL-+C:X) 6% + (Cვ +C,.X)6-%; 

2 ყ=C,)C + C)6-X -L Cე0%X +C,)6 “ი; 3) ყ= C)0%+C.ა6-+ + 

–+0Cელლნ2X+C,502X; 4) ყ=()1LC2XC  +L(CCე+C,»X)0%“. 

98,589, 1) ყ=-=4 6-6; 2) ყ==1; 3) ყ = 510 2X; 4) V = (7-–- 3) დX-2, 

93.40. 1) ყ==2--6-%; 2) ყ=1-+005X; 3) ყ=0”; 4) ყ = 6” -L 005 X-- 2. 
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  98.41. 1) ყ= ; 2) X=Cთ5)ი X; 3) ყ=––0% 5|01 X; 4) ყ=C 51111 X. 
§8ი 21 

28.42. 1) ყ=0; 2) ყ=-6-; 3) X=>=/,, ყ=005I1X, ILCMV; 4) ყ==(X–--1)6-X, 

98.43, 1) ყ/=C, 6%#-LCე 6V-LX-1; 2) ყ=C) ---+C,6-%- 3602-LXჯ--1,5); 
ვ) ყ=-=(C) -- Cა-აX)6 +--2; 4) ყ=C,ე6“%X + Cე06%-–- 1. 93.44, 

2 5 11 
1 = 3X –_- 2 – –“.. 2) ყ=– 60% ბ) ყ=(C) + C:X)6X+ + 9 + + 27 ჯX+ 27. : ) ყ=> 6“(C) 005 X -L 

+ CავIი I) +2X--); 3) ყ=(C + C-X)6"+ X#-+ 6X? + 18X + 24; 
4) ყ=C;ე 005 2X ++ C3510 2X +- X–? –- 2X-+- 1. 98.45. 1) ყ=C)-L C:6 9». 

+4- _ + 2) ყ=C1 + C56+ -–-2X; 3) ყ =C1-L C56"/7-- 7ჯ1– 98); 

-2 

2 –2. 28.46. 1) ყ-=Cფ6++0:0%+-- 6%;   4) ყ=C+6C:6%+-+ 

2) ყ=C16"-L (თ–+-) 60“+; 3) ყ= (C) + C-X) 6-2 I 6%;- 4) ყ= 

= C)005 3ჯ + C; 5Iი 3ჯ–– ვი, 93.47. 1) ყ= (C) + C:X) 6-+ 

+(>-– + 6X; 2) ყ=0C,)6“X-+C6“+ +X6C; 3) ყ= CC -L 
16 32 

2 

-L C561%--- (2X” –-2X+3) 6%; 4) ყ=C06” -L C: 6“ - 6 +1) 6%, 

23.48. 1) ყ=C16-% + C:6-%--. – X6“%. 2) ყ= C)6 + Cაი-% -C 

ჯ? X _ – +(>-+<)” 3) ყ= (C + CI X 6-% + 4I06-%; 4) ყ=(C,+ 

+C..X+-X)2. 93.49. 1) ყ=C)6X+-C C:6“+ + – 9 X+ --- იიი X; 

2) ყ=C) ლ054X-C5:504X-–-C05X 3) ყ=C1-LC5 67%-+ 510 3X-–2 C05 3X; 

4) ყ=06”(C) C05X-LC 510 X)-+-5I0 X –– 005 X. 28.50. 1) ყ=C1+C:56“ “+-L 

7 X · ჯ 1 
-– –- საიL-.–- “–“ –“– I009X; 2 =C)6" -L C:ე6“% –+- + 50 20 10 + 2) ? ) ყ 1 2 

-L(0,1 X––0,12)005 X--(0,3 X-L0,34) 5I1 X; 3) ყ=C) 6'+C36“-“+-LX25იX; 

4) ყ=C)-LC:56--+-X 005 X. 28.61. 1) ყ=C+C C- “დი X+05X 6“; 

_–_- XჯX 1 
2) ყ=C,-+-C:6“ “+ -- (6 ი X-––2005X)65; 3 ყ=C+Cა6 ? + 
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-L 6-+ I (10 X -L 18) 511 X –– (20X -L 1) C05X); 4) #=(C+Cა:X)6-X + 

+ I(C6--X20005X + 4X510 X) 6-X, 28,წ9, 1) ყ= C1510ი X -C C:C0§ X; + 
· · 1 · 

-C XC05X -+- X2510ჯ; 2) ყ= C1005X + C2590X + --– X80X; 

Xჯ X- ჯ? XV .. . 
ვ ყ= (C +-- –C 005 X + (> + “ 510 X; 4) ყ=C)510 2X-I- 

-Cე 005 2X-+ X (510 2X-––005 2X). 23.63. 1) ყ=(C) 519 X-L Cა 005 X) 6-2%-I- 

+ 5X6-%3I0X; 2) ყ= ( თა9იX+CCა+» +X ყი ჯ--> 005 ”) 62%; 

ვ) ყ=(C, 005 X -L C: 59 X) 6X-+-X?6% 510 X; 4) ყ=(C1005X-+-C: 510 ჯ +" 

“+ IC05X6+, 93.64. 1) ყ#/=C,60 -+C.ა6-- + XC +IX+2 

2) ყ=Cც 6“"--C53 6-4%-–– – 6-4 (> -L =- 60-X; 3) ყლ=(C) 605 X -L 

-- C25)0 X)6-% -- X 6X + 6-#%; 4) ყ=(C) 005 2ჯ -L Cე 510 2X) 6-X -L6-X _. 

–-40052X--510 2ჯ. 98.ნწწ. 1) /=C) 005 2X-LCე 510 2X+-- (1-––X51ი 2X); 

2) ყ=(C)-C: X) დ L 1 6005 3ჯ-- = ყი 3ჯ |–– 216 510X-+4 0051); 
169 2 50 / 

1 ჯ? 1 
3) ყ=(C1-++L C:X)6“ + “ი 9905X + + 6ჯ დი, 4) ყ=C1--Cე6“2-L 

1... #9 #' + X6-X L + ვ –-?7+-2X. 98.50. 1) #=(C+CთX+C#+> MX"; 

2 ყ=6C,+0,X+ 0,6 + 20-- 2; 3) ყ=6, 09 (თ>– +) გ-% L 

+ Cვ0053ჯ + C,ც5I0ი3+; 4) ყ = (C + 2) 6-% ) (C)005 V3 ჯ + 

-+ C65I1V3X)6“, 98.წ7. 1) ყ = C,I005X+4+C:510X + Cე0082X -L 

+ C,350 2 –5 005 X; 2) ყ = C) + Cი-X + (Cვ-+ X) 6-ჯ -L ჯ1--- ვ)? 

2 

3 ყ=C +(C+C9C+7+44+--0 4 #=6C+ 6» + 

+ CM + 6,%5X+ C 90 #+ 2. 2, 23.58. 1) ყ = 2X6C-–– §ჩX; 

2) ყ=4”(0,16 005 3ჯ + 0,28 51ი 3X) +- XX + 2,2X+0,84; 3) #=00§ 2ჯX-+ 
084



= ლღავ–____..__ +“ 93.59, 

1) #54 ვლ»; 2) ყ=6---6-%-LX?; 3) ყ=6X++X?; 4) ყ=2X6"; 

93.60. 1) ყ= + 005 2ჯ +“ 511 2X; 2) ყლ=1–5X –- :05X; 3) ამო- 

ნახსნი არა აქეს, 4) #=2X-–-2 -L %C005X ++ C5I0C X; 5) ყ=1 -L C 005 X; 

–-1 60. 1 _ 2 ტ2V/2 

6) ყ=06X+ 0ლ009X -L –-–-- ეი #ჯ-L1 98.61. 1) ყ= ) ყ= (_=–>– –-–- ++ ყი»+1), )V 
= (C) –– 2) 005 X+(C:-LIიI §I0 X | ) 510 X; 2) ყ=(C)-LC5:X) 6”-LXC"I9 | XI; 

3) ყ=C:05X+C510ჯ-- => 2# . ; 4) ყ=(C1-L C2X)6“% –- X6- ი | XI. 
005 Xჯ 
  

28.09. 1) ყ=C,6”-L Cე + ("+ 1)I0 (1 + 6–X;. 2) #/=(C+ CX+ 

ჯ? 

+259» -- )““ ვა ყ= C,6” -L C; – 00565 4) ყ/ = C, + 

+C:.X+Cენ-X+XჯIIC IX) . 98.63, 1) ყ=C) X-L 6. 2) ყ= 1C6,+ 
Xჯ Xჯ 

+C.1IXI); 3)'/= უ=(Cა _V22იX 60, 9იV2310X ) ; 
ჯ 

4) ყ=C.+C.X2+ 6. 98.64, 1) ყ = C,#9 +C#M+--. 

2 (=2 6 CაIიIXI XL Cაშიში|) 4-2 1) ყ=C1X+CაX + 

+ (92 + 20102» ++ 1; 4) ყ=C,# + <1 + + დი§10X-- 89% ი ჩი. 

§ 94 

94.1. ყ= --“ + -> 6-X +C) (ჯაჭვწირი. 94.?ბ. (X-–- #ე)? + 

+ ფV–– ყი)? = #2? (წრეწირი). 94.8. 5= +IIV (> (2+0). –/CI. 

24.4, §-7წით(// #-). 94.5, 8 = მე ხინ 1/ ჯ 9“. 

94.0. (=I/ რა LM + “I Mი) „ 94.7, X==6-0,%45! I2 C05156,61-L 

0 “0 

+ 0,00313§I0156,6!). 94.58 ჯ= 2429 +%-%Xგ 50V დ? ცე, სადაც   
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10 
თ=981 სმ/წმ?. 24.9. #= == და X= 5 |3 -+- 005 (8,167) ). 94.10, 

=9#959% 1 | LV >- პი", | +C, სადაც „L= (ლა--რაX+ თსჩ . 
/მა –“– 7 ჩ 

2 MIIწ 1 1 
1.11. X= –_.. 21.12 =–-– ( -4, 23.18. 94.11, X=- 5. ილა I/ 1 L.19, X= --- (40 +640, 94,1ვ 

2 1 
=-- 36 ჯ 00§ (307 + დ), სადაც დ=მLCLC (– +) 9.14. ყ== 

ყი -L 1007 –– 490,5 2, /=0,1 წმ. 

§ 96 

ანი. 11 X=C)00514+Cა5I0ი,, ყ=–C)5071+ C:0051; 2) X=> 

= 20. 6! 460 6-'", ყ = 6, + C, 6-3 3) X=C, + C6, ყ=C, 
4) X=(C-+C24) 6“, ყლ–(Cა-–-C)--C:0)6““ 955,8. 1) X=('(Cკ 005 3(-L 

“+ C9ი 30, ყ = C'(C) 5I03/ –– CI 0093/); 2) X= CC + Cა: 65, 

= –C40' + 306,067”; 3) X=6 “! (C) C05 1+Cე 510 I), ყ=6-6/((CI + 
-L C) 0ლ051-LCCე-–C,) 5101); 4) X=(CI-L3Cე1) 6, ყ=(Cა–-C)--3Cე#)6?“. 

9.4, 1) X=C)4'-L Cა6” +Cვ6,, ყ=C)60'--36კ6-,, 2=C6C) 0 -+ 

-+- C-ე6'-5C3პ6-, 2) X=C)6- + C.6V+Cენი?, ყ=0C6C4! + 

-+ C.6” -–- Cე6-“, 2=–-C6.).L2Cი"; 3) X= --2CC'-- 
– 8C-ა6"+-ა6CეC', ყ=C)6 + 3Cა6! + Cვ6', 2= 2C,C' -+L 

+7C,C"' + 3636"; 4) X=C, ++3C:6, ყ= –-2C:6" + Cვ 6“, 

7=C +Cაე 6C'-–-2Cვ6-!. %ნ6.წ. 1) X= C)60'-LCა6" -L Cვ65!, 

ყ,=C)6 –- 2C3607 -I- C36!', 2=-–-CVC"'-3C6ე6“ + 3636" 2) X= 

= C16" -L 6%V/(C, 005/-LCე 517), ყ=6 I (C; -L Cვ) C051-+CCე––Cა) 510 71, 

2 = CC" -L 6VI(2C,-– C.) 0051 -L (C, + 2Cე) 5I0ი 1 3) X=C)--CაC'-L 

–+CუეC”, = –-ფ--26, ი”, 2=-6C+ C.“ + 2Cვ6?'; 4) X= 

=C 6! . C16'/, ყ=C)6-!' --2C 6“ -- Cვ 6, 2=--C) 6 '-Cე 6-9, 

85.6. 1) #=0(0 --207, ყლ=-–-დ-+307; 2) Xჯ= 60, ყ=-60', 3) ჯ=0, 

ყლ=0; 4) X= 6--6ს ყ=6!-- 20, 96.7. 1) X=–--50%5)ი/, 

ყ == 6X(0051-- 250), 2) X=-–-0+1)6”, ყ=-–-V7/+2)0+; 

3) ჯ => #? –- (7, ყ = 20" -L- 6, 2 == 2C“ + 6 თ 4) Xჯ= 1 --6-”, 

აღეეებქბწბრეას ჯია ა... C10051 -L Cა 5107 -L 1, 

ყლ––- C5ი! + Cე00§7; 2) X=C) 005 21 + C 510 2-1, ყ=C: 510 2-– 
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–- Cელ052 + 1; 3) X=Cე.6-+-C,6- 1-1, /7. 2, ყ=C.6'-- 

= C. 6! + (--1)0--2,;; 4 X=C)6"! + Cა 6 'წ-–-2517-–– 0057, 

ყ == 2C) 6%-–– C. 6“! + 59ი1+3Cლ0§5/. 95.9. 1) X=C) +-2C.(C' -- ვ, 

ყლ=(C +C+2Cა00'--2; 21 X=–C5071-+-(Cე –– 1) 005/, V = 

=C)10051+Cა5I0 /; 3) X=C) + Cა1 + 2501, ყ=-–-2C,-–- Cა(2-+1)–– 

– 35Iი1-- 2005; 4) X=C6- + C.ა 6! – კ) ყ= –C,6”!- 

+4C:60-V -- Iბ1+% 95.10. 1) ჯ-=C1 6" LC. -+- 2, ყ=C)6'-–-Cა--6; 

2) -;=2 Cც 6"' -L Cკ 4! == ი! -L 2/ ი, ყლ=--C) 2%--C) 07/-L - ((- 

–-– #-++1)6" 3) ჯ=C)6“- 2Cა6!'--ლ0057 +–-351ი/, ყ=-–C) 6 !-+ 

ეეი__-_______.. 
ყ=C)C! -–- 2C:6"/ -- (81-L 6) (. 95.11, 1) X=–-–C,/+C:ე –– 26-!'– 

–-005/ –-5I0ის ყ=C) – 26”! + 005/; 2) Xჯ==C, 6"-LCა 6-9! –– - 

ყლ–0C6!-+-4Cე 6-9"! + #9 LI 3) X=C1C+Cა:5)ი? -+L Cე 0057, 

= –- C,6' + C) 0051 –-– Cვ50 / +L, 2= Cა5I01 -L C3005/ + 1; 

4) X=C)6! -L Cე §”' -L CC”, ყ=C) -(+3Cვ6! -L 7, 2=C36"-–- Cვ 6. 

96.19. 1) X=6-'-- 6! 2501-–-Cლ009,, ყ=--6-!- 26“ L 5I11-L--C051; 

2) X=>6”' (C051 –– 510 1) -C (+ -+C V ) 6-!'.L1, ყ=-–-რ6"!(51ი/ +- 0051) -L 

  

L) 

+ (++ ') 6-!. 1; 3) ჯX=-––-/, ყ=0; 4) X»X=6წ ყ=06!. 95.13. 1) X= 

=-–-510/-+-0051-LI, ყ=0081 -L 510 1-+-/?2-–- 2; 2) X=(1 ––- 1) 00951 –– 3)ი7, 

ყ=C( –-2)C057-L75I0/; 3) X=6“!--4 472 -L 3ტ-2,, ყ-=6- - გ I 4 6-2, 

C,0-- C C,I2+C, 
4) X=6-/, ყ=6-/0 2=1. 96.14, ყ,=-IX -6C ,.-  CX+C 

· 2ჯ 2X 

მითითებულ საწყის პირობებს აკმაყოფილებს ჰიპერბოლები MI =-,> ჯ 

3-Lჯ? = 9 
ჯ =2|6"+ (0–-Iა) (ლო). 

.„ 96.15. ყ „ 96.16, 
2ჯ 2| 2 3. = (:-+Iა-+-ს--CL--/)X0: ყ=–!)წ 1+CV იპ005 >> 
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26.11. X=ძ005 #V ყ-იMMყე ლ 2 2 + MV =1. 25.18. 
VMI VM ი1?შზ 

    

687,



” ჩ 
შე M1 005 თ “თ ” : თ ჯ-- 959056 ი ი” ). ყ= 6 წა5მით+ოგ)( 1--“ ჟ )– 

IV 1 L 
– 42%", 55.19. X= 2-/ + შა 005 დ, ყ = ხე! 510 დ, სადაც 6-–ელექ- 

ტრონის მუხტი. 95.90. X»= “90 –- 2-0, ყ= – (1 –– 2-4. 

ლ, ჩ; + ში მა = CI 
5.91. ი) და მა განისაზღვრებიან სისტემიდან ი, + მა _ 2. ი 

ჩი.“ თ 

(5
 

სადაც რC) = 0:19 -L მაშ, Cა: = 0-7, 

1 2 

§ 96 

26.1. 1) არამდგრადია; 2 მდგრადია; 3) არამდგრადია; 4) ასიმპტო- 

1 1 
ტურად მდგრადია, თუ თ < –- =, მდგრადია თუ თ = => და 

არამდგრადია, თუ თ >--- . 96.9. მდგრადია. 96.8. 1) არამდგრადია; 

2) მდგრადია; 3) მდგრადია; 4) არამდგრადია. 96.4. მდგრადია. 96.5. 

1) არამდგრადია; 2) მდგრადია; 3) მდგრადია; 4) მდგრადია. 96.6. 

1) მდგრადია; 2) არამდგრადია; 3) მდგრადია; 4) არამდგრადია. 96.7, 

1) მდგრადია; 2) არამდგრადია, 3) მდგრადია; 4) მდგრადია.



ლათინური ანბანი 

4, ძი–-ა M, ”– ენ 

#, ხ– ბე 0, 0–ო 

C, 0–- ცე ნ, 0ი–- პე 

8, 6–-ე სბ ”––ერ 

სჩ, |–– ეფ 5, §-–ეს 
C, 8–ჟე 7 1–-ტე 
MI, ჩ-- ჰაშ ხ, ხ–- უ 

,7” (ი ._ გე 

,, |“––ჟი V, V) –– დუბლ-ვე 
XI ჩ–კა X, X-––იქს 

L, L–– ელ XV, ყ –– იგრეკ 
M, 1 –– ემ 2, 27–– ზეტ 

ბერძნული ანბანი 

4, თ–-– ალფა #4 ნიუ 

8, 8 -- ბეტა 8, §--ქსი 
IL, 7–- გამა 0, 0 -- ომიკრონი 
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„ ს. თოფურია, ე, ხოჭოლავა, მ. გაბიძაშვილი, ნ. მაჭარაშვილი
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მანძილი ევკლიდეს კოორდინატუელ #2 სივრცეში და მისი ზოგიერთი 

თვისება · · · 

· ევკლიდეს კოორდინატული დ სივრცის წერტილთა სიმრავლეები 

I” სივრცის წერტილთა მიმდევრობა და მისი ზღვარი – 

„ მრავალი ()ვლადის ფუნქცია, მისი გრაფიკი. ღონის წირები, ზედაპირები 

და სიმრავლე 

.· მრავალი ()ვვლადის ფუნქციის. ზღვარი - ”“""''"'"' 

.· ორი ც0ვლადის ფუნქციის განმეორებითი «ღვრები – 

. მრავალი ცვლადის ფუნქციის უწყვეტობა... ი... . . 

.· მრავალი ცვლადის უწყვეტი ფუნქციის თვისებები 

„ მრავალი ცვლადის ფუნქციის კერძო წარმოებულები. ორი ცვლადის 
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სრული დიფერენციალის გამოყენება ფუნქციის მნიშვნელობის მიახლო- 
ებით გამოთვლაში 

მაღალი რიგის კერძო წარმოებულები 
მაღალი რიგის დიფერენციალები. მაღალი რიგის. დიფერენციალის ფორ 

მის არაინვარიანტობა 
· ტეილორის ფორმულა მრავალი ცვლადის ფუნქციისათვის 

„. არაცხადი ფუნქციები. არსებობის თეორემა. არაცხადი ფუნქციის წარ- 

მოებულები 

- მრავალი (ევლადის ფუნქციის. ექსტრემუმი 

მრავალი ცვლადის უწყვეტი ფუნქციის უდიდესი და ს უმცირესი. მნიშე- 
ნელობა ჩაკეტილ არეზე 

. არაცხადი ფუნქციის ექსტრემუმი 

პირობითი ექსტრემუმი 

უმცირეს კვადრატთა მეთოდი 

15 

16 

21 

24 

27 

29 

32 

37 

40 

43 

45 

47 

51 

52 

56 

59 

61 

70 

81 

22 

84 

96



II თავი. განუსაზღვრელი ინტეგრალი 
თ
 
თ
 
თ
 

თ
 
თ
 
თ
 

თ
 

თ
 
თ
 
თ
 

ი 
თ 

> 
ღი 

საა 
- 

დ
ა
თ
:
 

შთ
 

ღ 
„ პირვანდელი ფუნქცია. განუსახღვრელი ინტეგრალი. .. . 
· განუსაზღვრელი ინტეგრალის ძირითადი თვისებები 

· ძირითად ინტეგრალთა ცხრილი 

. ზოგიერთი მაგალითი განუსაზღვრელი ინტეგრალის 'გამოთვლაზე 
· ცვლადის გარდაქმნის ხერხი – 

„ ინტეგრება ზოგიერთი ფუნქციისა, რომელიც · კვადრატულ სამწევრს 
შეიცავს 

ნაწილობითი ინტეგრება 

„· რაციონალური ფუნქციის ინტეგრება. 

„ ზოგიერთი ირაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

„ ზოგიერთი ტრანსცენდენტული ფუნქციის ინტეგრება 
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§ 
§ 2. განსაზღვრული ინტეგრალის მიახლოებითი გამოთვლა · · 
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ამოცანები, რომლებსაც მივყავართ განსახღერული ინტეგრალის ცნე- 
ბამდე · იე ვეიიი 

. განსაზღვრული ინტეგრალის ცნება ””"”"" ' 
· დაობუს ჯამები ინტეგრალის არსებობის აუცილებელი და საკმარისი 

პირობა 

. ინტეგრებად ფუნქციათა ზოგიერთი კლასი · 

· განსახღვრული ინტეგრალის უმარტივესი თვისებები 

საშუალო მნიშვნელობის თეოოემა იი... - 

ინტეგრალი ცვლადი ზედა საზღვრით 

„ ნიუტონ-ლეიბნიცის ფორმულა · ა. . .-. 

· ცვლადის გარდაქმნა განსახღვრულ ინტეგრალში. 

„ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა განსაზღვრული ინტეგრალისათვის 

· ლუწი, კენტი ღა პერიოდული ფუნქციების ინტეგრება 
„ ზოგიერთი განსაზღვრული ინტეგრალის გამოთვლა 

. არასაკუთრივი ინტეგრალები 

. პარამეტრზე დამოკიდებული ინტეგრალები · 

ავი. განსაზღვრული ინ რალის ზოგიერთი გამოყენება ვ გ ღვოულ ტეგ გიე გაძოყეხე 

„ ბრტყელი ფიგურის ფართობის გამოთვლა 
· წირის რკალის სიგრძე · 

. წირის სიმრუდე და სიმრუდის რადიუსი. ევოლუტა დ და ევოლვენტა · 

. სხეულის მოცულობის გამოთვლა განიეი კვეთების ფართობების მი- 

ხედვით 
„ ბრუნვითი სხეულის მოცულობის გამოთვლა. 

. ბრუნვითი ზედაპირის ფართობი · 

· ძალის მუშაობა. სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები. 

თავი. ფუნქციათა ინტერპოლირება და განსაზღვრული ინტეგრალის 

1. 

მიახლოებითი გამოთვლა 

ფუნქციათა ინტერპოლირება 
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148 
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172 
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თავი. დიფერენციალური განტოლებები 

1. ამოცანები რომელთაც მივყავართ დიფერენციალური განტოლების 

ცნებამდე · 
· ძერეთაღი ცნებები 

.· პირველი რიგის დიფერენციალური "განტოლება. 
· მიმართულებათა ველი. იზოკლინები 
დიფერენციალური განტოლება განცალებადი ცვლადებით 

ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება 
.· პირველი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლება 
.· ბერნულის განტოლება · .. 
„ განტოლება სრულ დიფერენციალებში აიიი. · . 

„ მაინტეგრებელი მამრავლი · აი ყცვიიი ა 

.· პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლებები, რომლებიც არ არის 
ამოხსნილი წარმოებულის მიმართ. .. ... აყვეს. · 

12. განსაკუთრებული ამონახსნი 

13. წირთა ოჯახის მომვლები 

14. მეტრიკული სივრცე. კუმშვითი ასახვის პრინციპი · 

15. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების ამონახსნის არსებობისა 

ღა ერთაღერთობის თეორემის დამტკიცება 

16. პირეელი რიგის დიფერენციალური განტოლების მიახლოებითი ამოხსნა 
17. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების გამოყენება ზოგიერთი 

ამოცანის ამოხსნაში 

18. მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლებები, კოშის. ამოცანის ამო- 
ნახსნის არსებობისა და ერთადერთობის შესახებ 

19. განტოლებები, რომელთა რიგის დაწევა ხერხდება 

§§ 20. წრფივი დიფერენციალური განტოლებები. ძირითადი ცნებები - · 

§ 21. მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი ერთგვაროვანი დიფე- 
რენციული განტოლება 

:§ 22. მეორე რიგის მუდმივკოეფიციენტებიანი წრფივი არაერთგვაროვანი. დი- 

ფერენციალური განტოლება 

§ 23. ი-ური რიგის წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური. განტოლება 

§ 24. ი-ური რიგის წრფივი არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლება 

§ 25. მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლების მიახლოებითი ამოხსნა 

რუნგე-კუტას მეთოდით 
§ 26. მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლების გამოყენება: სხეადასხვა 

ამოცანის ამოხსნაში · · 
§ 27. დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა. · 
§ 28. მუდმივკოეფიციენტებიან წრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა 

§ 29. მდგრადობის თეორიის ელემენტები 

-§ 30. ავტონომიური სისტემა, მუდმივკოეფიციენტებიან წრფივ დიფერენცია- 
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ლურ განტოლებათა სისტემის მდგრადობა - 

ამოცანათა კრებული 

მრავალი ცვლადის ფუნქციის დიფერენციალური აღრიცხვა 

„ მრავალი ცვლადის ფუნქცია, ზღვარი და უწყვეტობა 
„ პირველი რიგის კერძო წარმოებულები და დიფერენციალი 

. რთული ფუნქციის წარმოებული და დიფერენციალი 
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§ 21. 

„ მაღალი რიგის კერძო წარმოებულები დღა დიფერენციალები - 
.· არაცხადი ფუნქციები 

. ზედაპირის მხები სიბრტყე და ნორმალი, მიმართულებითი წარმოებული 
· ტეილორის ფორმულა. მოავალი ცელაღის ფუნქციის ექსტ“ემუმი . 

განუსაზღვრელი ინტეგრალები 

· უშუალო ინტეგრება · · 

„ ჩასმის ხერხი 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

ნაწილობითი ინტეგრების ხერხი. · 

კეადრატული სამწევრის შემცველი «ოგიერთი ინტეგრალები 

რაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

ზოგიერთი ირაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

ზოგიერთი ტრანცენდენტული ფუნქციის ინტეგრება 

სხვადასხვა ინტეგრალები 

განსაზღვრული ინტეგრალი და მისი ზოგიერთი გამოჟენება 

· განსაზღვრული ინტეგრალი 
· არასაკუთრივი ინტეგრალები 

„ განსაზღვრული ინტეგრალის გეომეტრიული გამოყენება · 

· განსახღვრული ინტეგრალის გამოყენება ფიზიკაში 

· განსასღერული ინტეგრალის მიახლოებითი გამოთვლა 

დიფერენციალური განტოლებები 

პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლებები 

1. ძირითადი ცნებები 

„· დიფერენციალური განტოლება განცალებადი. ცვლადებით 

· ერთგვაროვანი და მასზე დაყვანილი განტოლებები 

· პირეელი რიგის წრფივი დიფერენციალური განტოლება . 

ბერნულის განტოლება 

· განტოლება სრულ დეფერენციალებში. მაინტეგრებელი მამრავლი 

· განტოლებები რომლებიც არ არის ამოხსნილი წარმოებულის მიმართ 

.· სხვადასხვა განტოლებები · 

9. პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლების მიახლოებითი. ამოხსნა 
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„ ამოცასები პირველი რიგის დიფერენციალულდრი განტოლების გამოყენებაზე 

„ მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლებები 

1. ძირითადი ცნებები 

· განტოლებები, რომლებიც ამოიხსნებიან რიგის დაწევით 

3. წრფიეი ერთგვაროვანი განტოლებები 

4. წრფივი არაერთგვაროვანი განტოლებები 

5. წრფივი მუდმივკოეფიციენტებიანი განტოლებები 

6. მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლების მოახლოებითი. ამოხსნა 

ა
 

„ ამოცანები მაღალი რიგის დიფერენციალური განტოლების გამოყენებაზე 
· დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემები – 

. დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის მღგრადობა 

პასუხები 

ლიტერატურა · · · · 

450 
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462 

469 
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547 
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სამხატვრო რედაქტორი გ. ზაკალაშვილი 

ტექნიკური რედაქტორი ზ. მახარაშვილი 
უფროსი კორექტორი ნ: დოლბაძე 

კორექტორი ი. მანჯავიძე 
გამომშვები ლ. დავითური 

ასოთამწყობი მ. მამულაშვილი 

ლინოტიპისტი ნ. ნებიერიძე 

სბ # 4503 V986M06 M3ქ201I#M6C 

გადაეცა ასაწყობად 12.10.90. ხელმოწერილია დასაბეჭდად 15.05.91. საბეჭდი ქაღალ– 

დი # 2, ქაღალდის ზომა 60X90!/,1, გარნიტურა ვენა, ბეჭდვა მაღალი, ნაბეჭდი თა– 

ბახი 43,5. საღებავგატარება 43,75. სააღრიცხვო-საგამომცემლო თაბახი 37,91. 
შეკვ. M#M 79ი ტირაჟი 10.000 

ფასი 7 მან. 80 კაპ. 

გამომცემლობა „განათლება“, თბილისი, გ. ჩუბინაშვილის ქ. # 50. 

I131გ76)ხCI80 «I მ8მ77668>», 1 6MMCM, VI. I. IV6MM2გ1)8I/იV/ Mი 50. 

1991 : 

ს რესპუბლიკის ბეჭდვითი სიტყვის დეპარტამენტის თბილისის ი. ჭავჭა– საქართველო ვაშის სახ. წიგნის ფაბრიკა, გრ. რობაქიძის გამზირი # 7. 

«გე M#IMXIM2M რთ260MMმ MM. IM. M9ყგმყგ8გუვბ უგიმი„მM0I7მ 00 LI0C- 

16ყმMCC ძგIM ნ0CლIIV6/MVMM# I იX»3M#, 00. I ი. 0068MMM36 # 7.


