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უმაღლესი მათემატიკის წინამდებარე სახელმძღვანელო 

განკუთვნილია უმაღლესი ტექნიკური სასწავლებლების სტუ- 
დენტებისათვის. იგი შედგენილია ამჟამად მოქმედი პროგრა- 

მის მიხედვით და მოიცავს პროგრამით გათვალისწინებულ 

ერთი ცვლადის ფუნქციის ღიფერენციალური აღრიცხვის სა- 

კითხებს. 

წიგნით სარგებლობა შეუძლიათ აგრეთვე პედაგოგიური 

ინსტიტუტები ფიზიკა-მათემატიკის და უნივერსიტეტის 

ეკონომიკური, ბიოლოგიური, ქიმიური და სხვა ფაკულტე- 

ტების სტუდენტებსაც. 

რეცენზენტები: 1. თსუ ი. ვეკუას სახელობის გამოყენებითი 

მათემატიკის ინსტიტუტის უფრ. მეცნ. 

თანამშრომელი, პროფესორი თ, ჭანტურია 

2. საქ. სსრ მეცნიერებათა აკადემიის ა. რაზ- 

მაძის სახელობის მათემატიკის ინსტიტუ- 

ტის უფრ. მეცნ. თანამშრომელი, ფიზიკა- 

მათემატიკის მეცნიერებათა დოქტორი 

ვ. პაატაშვილი 
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წინასიტყვაობა 

წიგნი ერთ-ერთი ნაწილია სახელმძღვანელოთა იმ სერიისა, რო– 

მელმაც ავტორთა აზრით, უნდა შეადგინოს უმაღლესი მათემატიკის 

სრული კურსი (თეორია და ამოცანათა კრებული) უმაღლესი ტექნი– 
კური სასწავლებლებისათვის. იგი დაწერილია მოქმედი პროგრამის 

მიხედვით. 

წიგნით სარგებლობა შეუძლიათ აგრეთვე პედაგოგიური ინსტიტუ- 

ტების ფიზიკა-მათემატიკის და უნივერსიტეტის ეკონომიკური, ბიო- 

ლოგიური, ქიმიური და სხვა ფაკულტეტების სტუდენტებს. 

წიგნი შედგება ორი განყოფილებისაგან. პირველში გადმოცემუ–- 

ლია თეორიული მასალა. მეორე განყოფილება ამოცანათა კრებულია, 

რომელიც შეიცავს თეორიული მასალის შესაბამის მრავალ ამოცანასა 

და სავარჯიშოს. ისინი დალაგებულია თეორიული მასალის შესაბამი–- 

სად მათი ტიპებისა „და სირთულის გათვალისწინებით. თეორიული მა- 

სალის ყოველ თავს დართული აქვს კითხვები თვითშემოწმებისათვის. 

წიგნის ხელნაწერი გულდასმით წაიკითხეს და სასარგებლო შენიშვ– 

ნები მოგვცეს რეცენზენტებმა საქართველოს სსრ მეცნიერებათა აკა- 

დემიის ა. რაზმაძის სახელობის მათემატიკის ინსტიტუტის უფროსმა 

მეცნიერმა თანამშრომელმა, ფიზიკა-მათემატიკის მეცნიერებათა დოქ- 

ტორმა ვ. პაატაშვილმა, თსუ ი. ვეკუას სახელობის გამოყენებითი მა- 

თემატიკის ინსტიტუტის უფროსმა მეცნიერმა თანამშრომელმა პრო– 

ფესორმა თ. ჭანტურიამ, რისთვისაც მათ გულწრფელ მადლობას 

მოვახსენებთ. ' 
ავტორები



პირველი თავი 

შესავალი 

§ 1. მათემატიკის საგანი 

სიტყვა მათემატიკა წარმოდგება ბერძნული სიტყვისაგან „მათემა“, 

რაც ნიშნავს ცოდნას, მეცნიერებას. მათემატიკა, ისევე როგორც ყო- 

ველი სხვა მეცნიერება, წარმოიშვა ადამიანის პრაქტიკული საჭიროე– 
ბისაგან. 

ფ. ენგელსის განსაზღვრით მათემატიკა არის მეცნიერება რეალუ- 

რი სამყაროს რაოდენობრივი ურთიერთობებისა და სივრცითი ფორ- 

მების შესახებ. მაშასადამე, მათემატიკის შესწავლის საგანს მეტად 

რეალური მასალა შეადგენს. იმ ფაქტს, რომ ეს მასალა ზოგჯერ მეტის– 
მეტად აბსტრაქტულ სახეს ღებულობს, შეუძლია მხოლოდ ოდნავ 

მიჩჭმალოს ამ მასალის გარე სამყაროდა5 წარმო'მობა. ის რომ მათემა- 

ტიკა აბსტრაქტული მეცნიერებაა არ ნიშნავს მათემატიკის მოწყვეტას 

რეალური სინამდვილისაგან. მათემატიკა განუწყვეტლივ კავშირშია 

ტექნიკი, ბუნებისმეტყველებისა და მრავალი სხვა მეცნიერების 

მოთხოვნილებასთან. 

მათემატიკა უნივერსალური მეცნიერებაა. იგი სხვა მეცნიერებებს 

აძლევს რიცხვებისა და სიმბოლოების ენას, ბუნების მოვლენებს შო– 

რის სხვადასხვა სახის დამოკიდებულებათა გამოსახვისათვის. მათემა- 

ტიკი უნივერსალობა იმამი გამოიხატება, რომ მისი შესწავლის 

ობიექტებია არა რაიმე კონკრეტული მოვლენები, არამედ ე. წ. მათე– 
მატიკური მოდელები. მისი ძალა იმაშია, რომ იგი ქმნის სულ უფრო 

ზოგად მათემატიკურ სქემებს, მოდელებს. ერთი და იმავე მათემატი–- 
კურ მოდელს შეუძლია აღწეროს თავიანთი კონკრეტული შინაარსით 

ერთმანეთისაგან ძალიან შორს მდგომი რეალური მოვლენების თვისე– 

ბები. კერძოდ, ერთი და იგივე დიფერენციალური განტოლებით აღი– 

წერება როგორც რადიაქტიული დაშლის ხასიათი, ასევე სხეულის 

ტემპერატურის ცვლილება და სხვა მოვლენები. ამიტომ სამეცნიერო– 

ტექნიკური პროგრესის საუკუნეში ადამიანის მოღვაწეობის ყველა 

სფეროში იჭრება მათემატიკური კვლევის მეთოდები. 
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მათემატიკის კავშირი ტექნიკისა და საბუნებისმეტყველო მეცნიე– 

რებასთან ორი სახით გვევლინება: ბევრი მათემატიკური მოდელი თვი– 

თონ არის წარმოშობილი ტექნიკისა და ბუნებისმეტყველების უშუა- 

ლო მოთხოვნილების საფუძველზე და ამგვარად ისინი განსაზღვრავენ 

მათემატიკის წინსვლის რეალურ შესაძლებლობას. მაგალითად, უმცი–- 

რეს კვადრატთა მეთოდის წარმოშობა დაკავშირებულია გეოდეზიურ 

სამუშაოებთან, კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტო- 
ლებების ბევრი ახალი ტიპის შესწავლა პირველად დაიწყო ტექნიკური 

პრობლემის ამოხსნით. ! 

საავიაციო ტექნიკის განვითარების პრობლემებმა აკადემიკოსი 

მ. ა. ლავრენტიევი მიიყვანა კვახიკონფორმული ასახვების თეორიის 

შეჟმნამდე. 

ამავე დროს ხდება პირიქითაც: უკვე ჩამოყალებებულე მათემატი- 

კური თეორია პოულობს გამოყენებას ტექნიკისა და ბუნებისმეტყვე– 

ლების მანამდე ამოუხსნული პრობლემების ამოხსნაში და ამით წინ 

სწევს მათ. ამის ბრწყინვალე მაგალითია ა. აინშტეინის მიერ ფარდო– 

ბითობის ზოგადი თეორიის შედგენა, რომლის სიზუსტე ექსპერიმენ–- 

ტულად მოგვიანებით იქნა შემოწმებული. იგივე შეიძლება ითქვას 

ნეიტრონის აღმოჩენის შესახებ, რომელიც, როგორც ფიზიკოსები 

ამბობენ, თავდაპირველად მათემატიკოსების „კალმის წვერზე“ იქნა 

აღმოჩენილი და მხოლოდ მოგვიანებით აღმოაჩინეს ექსპერიმენტუ– 

ლად. სამამულო ავიაციის განვითარებაში დიდი წარმატება იქნა მიღ–- 

წეული მ. კელდიშის მიერ შექმნილი მათემატიკური თეორიის გამო– 

ყენებით „მიმისა“ და „მშტოპორის“ პრობლემის გადაწყვეტაში. ეს 

მოვლენები წარმოადგენდა მრავალი თვითმფრინავი“ დაღუპვის მი–- 

ზეზს. შემდეგში მ. კელდიმი მუშაობდა რაკეტული ტექნიკის დარგში 

და გახდა საბჭოთა კოსმონავტიკის მთავარი თეორეტიკოსი. 

თუ რამდენად დიდია მათემატიკის როლი თანამედროვე მეცნიე– 

რებაში, შეგვიძლია ვიმსჯელოთ იმ სიტყვებით, რომელიც ჯერ კიდევ 

XVI საუკუნეში წარმოთქვა დიდმა ხელოვანმა და მოაზროვნემ ლეო– 

ნარდო და ვინჩიმ –– არც ერთ ადამიანურ გამოკვლევას არ შეიძლება 

ეწოდოს ჭეშმარიტი მეცნიერება, თუ მან არ გაიარა მათემატიკური 

დამტკიცება, ხოლო XVIII საუკუნის დიდმა ფილოსოფოსმა ემანუელ 

კანტმა განაცხადა, რომ ყოველი მეცნიერება იმდენადაა მეცნიერება, 

რამდენადაც დიდია მასში მათემატიკა. 

მათემატიკის უნივერსალობა იმაშიც გამოიხატება, რომ მისი შეს- 

წავლა ანვითარებს ლოგიკურ და ალგორითმულ აზროვნებას, რაც სა- 
შუალებას იძლევა უკეთ გავერკვეთ სახალხო მეურნეობის წინაშე 

მდგარი სხვადასხვა ურთულესი ამოცანების გადაწყვეტაში, ამიტომ 
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სტუდენტი უნდა სწავლობდეს არა მარტო იმ საკითხებს, რაც უშუა- 

ლოდ მას სჭირდება თავისი სპეციალობის დასაუფლებლად, არამედ 

მან უნდა მიიღოს ისეთი ფუნდამენტური მათემატიკური განათლება, 

რომელიც საშუალებას მისცემს საჭიროების ·მიხედვით (დროის, საქმის 

მოთხოვნილების შესაბამისად, გააფართოოს და გააღრმაოს თავისი 

მათემატიკური ცოდნის დონე. 

§ 9. სიმრავლე, მოქმედებანი სიმრავლეებზე 

განვსახღვროთ რაიმე ცნება ნიშნავს –– გადმოვცეთ მისი შინაარსი 

სხვა ადრე შემოღებული ცნებების სამუალებით, მაგრამ „გგანსაზღვრე– 

ბათა ამ ჯაჭვში უნდა გამოიყოს საწყისი ცნებები„ რომლებიც სხვა 

ცნებების სამუალებით არ განისახღვრებიან. ეს ცნებები მიღებულია 
ძირითად, პირველად ცნებებად და მათზე დაყრდნობით განისაზღვრე– 

ბა ყველა სხვა ცნებები. 

მათემატიკის ერთ-ერთი პირველადი ცნებაა სიმრავლის ცნება, სიმ– 

რავლე წარმოადგენს რაიმე ნიშნის მიხედვით გაერთიანებული ობიექ- 
ტების ერთობლიობას. მაგალითად, შეიძლება ვილაპარაკოთ საქართვე– 

ლოს უმაღლეს სასწავლებელთა სიმრავლეზე, მზის სისტემის პლანე– 

ტების სიმრავლეზე, ქართული ანბანის ასოების სიმრავლეზე და ა. მმ. 

ობიექტებს რომელთაგანაც შედგება სიმრავლე, ამ სიმრავლის 

ელემენტები ეწოდება. 
სიმრავლეებს აღნიშნავენ ლათინური ანბანისს დიდი ასოებით: 

4, 8, C, #..., ხოლო მის ელემენტებს პატარა ასოებით: თ, ხ, C, ძ... 

იმ ფაქტს, რომ ძი წარმოადგენს 4 სიმრავლის ელემენტს, ასე ჩა- 

წერენ იC/4 (იკითხება „თ ეკუთვნის /#-ს"“), ხოლო თუ თძ არ წარ- 

მოადგენს 4-ს ელემენტს, მაშინ წერენ ი§6 #4 ან თიC64 (იკითხება 

„თ არ ეკუთვნის „-ს“). 

სიმრავლე მოცემულია, თუ ნებისმიერ ობიექტზე შეიძლება ითქვას, 

წარმოადგენს თუ არა იგი ამ სიმრავლის ელემე5ტს. 

სიმრავლე, რომლის ელემენტებია თ, ხ, 0., აღინიშნება ასე: 

(ი, ხ, C, ...), ხოლო ყველა იმ X ელემენტთა სიმრავლე, რომლებსაც 
გააჩნიათ რაიმე # თვისება, აღინიშნება შემდეგნაირად: 

(X : #L). 

მაგალითად, ყველა იმ ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლე, რომლებიც 

ნაკლებია 100-ზე, ასე აღინიშნება: (X : XCM, X<100), სადაც M ყველა 

ნატურალური რიცხვის სიმრავლეა. 
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იმ შემთხვევაში როდესაც ცხადია, თუ რა თვისების მიხედვით 

არიან ელემენტები გაერთიანებული 4 სიმრავლეში, ეს თვისება შეიძ–- 

ლება არ მივუთითოთ და ჩავწეროთ 

4 = (XI. 

მაგალითად, ყველა ნატურალურ რიცხვთა V სიმრავლე შეიძლება ჩავ– 

წეროთ ასე: 

= CM), 

სადაც #L აღნიშნავს ნებისმიერ ნატურალურ რიცხვს. 
სიმრავლეს, რომელიც არცერთ ელემენტს არ შეიცავს, ცარიელი 

სიმრავლე ეწოდება და (ლ სიმბოლოთი აღინიშნება მაგალითად, 

X2+1=0 განტოლების ნამდვილ ამონახსენთა სიმრავლე ცარიელია. 

4 სიმრავლეს ეწოდება 8 სიმრავლის ქვესიმრავლე, თუ #4 სიმრავ– 

ლის ყოველი ელემენტი ეკუთვნის 8 სიმრავლეს და წერენ: 1ლ-–8 
(იკითხება „41 შედის 8-ში“). თუ # სიმრავლე არ არის 8 სიმრავლის 

ქვესიმრავლე, მაშინ წერენ 4( 8. 

მიღებულია, რომ ცარიელი სიმრავლე ნებისმიერი 4 სიმრავლის 
ქვესიმრავლეა. ე. ი. C(–/4. 

ცხადია, რომ ნებისმიერი #4 სიმრავლე თავისი თავის ქვესიმრავლეს 

წარმოადგენს, ე. ი. 4–4. 
თუ 4 სიმრავლე 8 სიმრავლის ქვესიმრავლეა, ხოლო „8-ში არსე– 

ბობს ერთი ელემენტი მაინც, რომელიც 4-ს არ ეკუთვნის, მაშინ „-ს 
ეწოდება 8-ს საკუთრივი ქვესიმრავლე. 

თუ 4C=8 და 8C=4, მაშინ 4 და 8 სიმრავლეებს ტოლი ეწოდება 

და წერენ 4=878. 

ორი 4 და 8 სეჭმრავლის გაერთიანება (ჯამი) ეწოდება ყველა იმ 

ელემენტის სიმრავლეს, როზჭლებიც #4 და 8 სიმრავლეებიდან ერთ–- 

ერთს მაინც ეკუთვნის და #L8 სიმბოლოთი აღინიშნება. 

ახლა ვთქვათ გვაქვს რამდენიმე სიმრავლე #,, 4ე,..4ა. ამ სიმ– 

რავლეთა გაერთიანება (ჯამი) ეწოდება ყველა იმ ელემენტის სიმრავ- 

ლეს, რომლებიც ეკუთვნის ერთ-ერთს მაინც მოცემული სიმრავლე– 

ებიდან. სიმრავლეთა გაერთიანება აღინიშნება ასე: 

0 

#4 ს4ის რა ან. ს 4. 
#-–=1 

ორი 4 და #8 სიმრავლის თანაკვეთა (ნამრავლი) ეწოდება ყველა 

იმ ელემენტის სიმრავლეს, რომლებიც ერთდროულად ეკუთვნის, რო- 

გორც 4 ისე 8 სიმრავლეს და 4018 სიმბოლოთი აღინიშნება. 
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ახლა ვთქვათ, მოცემულეა რამდენიმე სიმრავლე 4), #,..., 4. ამ 

სიმრავლეთა თანაკვეთა (ნამრავლი) ეწოდება ყველა იმ ელემენტის 

სიმრავლეს, რომლებიც ერთდროულად ეკუთვნის ყველა მოცემულ 

სიმრავლეს. ამ შემთხვევამი სიმრავლეთა თანაკვეთა ასე აღინიშნება: 

” 

4 .04-ი ·- ი 4 ან. ი #,. 
M#-=1 

ორ 4 და 8 სიმრავლეს ურთიერთარაგადამკვეთი (თანაუკვეთი) 

ეწოდება, თუ მათი გადაკვეთა ცარიელი სიმრავლეა. # და „8 სიმრავ– 

ლეთა სხვაობა ეწოდება 4 სიმრავლის ყველა იმ ელემენტის სიმრავ– 

ლეს, რომლებიც #8 სიმრავლეს არ ეკუთვნიან და #48 სიმბოლოთი 

აღინიშნება. 

ადვილია ჩვენება, რომ მოქმედებებს სიმრავლეებზე გააჩნიათ შემ- 

დეგე თვისებები: 

1 4ს)8=8V)4, 4ი8=8ი4 (ომუგაციურობა), 

959. 40(C8სC=(4)ს)8)სC, 4ი(8იCთC=0ი8)იC ლფსოციაციუ- 
რობა), 

. 40(8სC=0ი8ყC0იC) დისტრიბუციულობა). ა
 

§ ვ. მათემატიკური ლოგიკის ელემენტები 

მათემატიკური წინადადებების (თეორემების, განსაზღვრებების და 

სხვ) ფორმულირებისას ხმირად იყენებენ მათემატიკური ლოგიკის 

სიმბოლოებს. 

თუ თ და ჩ-ი აღნიმნულია რაიმე წინადადებები, მაშინ 

თ=>ჩ (=> იმპლიკაციის სიმბოლო) ჩანაწერი ნიშნავს: „თ წინადადები- 

დან გამომდინარეობს ჩ წინადადება“. 

ჩანაწერი Cთ+==>ჩ (<==> ეკვივალენტობის სიმბოლო) ნიშნავს: 

„თ და ზ წინადადებები ეკვივალენტურია“ ე. ი. თ=>ჩ და ჩ=>თ. 

სიმბოლო V (ზოგადობის კვანტორი) იხმარება „ნებისმიერი“, 

„თითოეული“, „ყოველი“ სიტყვების ნაცვლად. მაგალითად: VXC#:თ 

ნიშნავს: „4 სიზრავლის ყოველი X ელემენტისათვის ადგილი აქვს თ 

წინადადებას“. 

სიმბოლო 1 (არსებობის კვანტორი) იხმარება „არსებობს“, „მოი- 

ძებნება/“ სიტყვების ნაცვლად. მაგალითად, 9ყC8:ჩ ნიშნავს: „8 

სიმრავლეში არსებობს ელემენტი ყ, რომლისთვისაც ადგილი აქვს ჩ 

წინადადებას“. 
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ჩანაწერი 21 !XC4:Cთ ნიშნავს: „არსებობს 4 სიმრავლის ერთად- 

ერთი ელემენტი, რომლისთვისაც ადგილი აქვს თ წინადადებასს (3I 

სიმბოლოს ეწოდება არსებობისა და ერთადერთობის კვანტორი). 

ჩანაწერი თ/Vსჩ (/Vს ––- კონიუნქციის სიმბოლო) ნიშნავს: „თ და ჩ-ს 

ერთდროულად აქვს ადგილი“, იკითხება: „თ და ჩ“. 

ჩანაწერი თVჩ (V –- დიზუნქციის სიმბოლო) ნიშნავს“ „თ და 

ჩ-დან ერთ-ერთს მაინც აქვს ადგილი“. იკითხება „თ ან ჩ“. 

სიმბოლო „, აღნიშნავს თ წინადადების უარყოფას და იკითხება 

„არა თ“. მაგალითად, VXC4:>თ ნიშნავს, რომ 4 სიმრავლის ყო– 

ველი +# ელემენტისათვის ადგილი აქვს თ წინადადებას, ხოლო 

V XC 4:C ნიშნავს, რომ თ წინადადება არ სრულდება 4 სიმრავ- 

ლის ყოველი Xჯ ელემენტისათვის. სხვანაირად რომ ვთქვათ, #4 სიმ– 

რავლეში არსებობს ერთი მაინც Xჯ ელემენტი, რომლისთვისაც ადგი– 

ლი აქვს თ«V წინადადებას ე. ი. 

V X 6 4:თ<4<-=>37:C4:თ0C. 

§ 4. ნამდვილი რიცხვები. რიცსვითი ლერძი. 

რიცხვთა შუალედები 

რიცხვის ცნება უძეელეს დროში წარმოიშვა და განვითარების 

დიდი გზა გაიარა, რომლის დროსაც ხდებოდა რიცხვის ცნების გაფარ- 

თოება და განზოგადება. 

ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლე: 

M = (1, 2,..., 76...) 

წარმოიშვა საგნების თვლის შედეგად. შემდგომში პრაქტიკისა და თვი- 

თონ მათემატიკის განვითარების მოთხოვნილებით შემოტანილი იქნა 

მთელი რიცხვების 

27 =L..., –-–3, –-– 2, ––1, 0, 1, 2, 3,...) 

და რაციონალური რიცხვების ცნება: 

ბ 0= LL-:C2, CI. 

როგორც მათემატიკის სასკოლო კურსიდანაა ცნობილი, ყოველი 

რაციონალური რიცხვი შეიძლება წარმოვადგინოთ სასრული ათწილა- 

დის ან უსასრულო პერიოდული ათწილადის სახით და პირიქით. 
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რაციონალურ რიცხვთა შემოღებამ სრულად ვერ გადაჭრა ზოგი– 

ერთი მნიშვნელოვანი პრაქტიკული ამოცანა. მაგალითად მონაკვეთის 

სიგრძის გაზომვა არსებობს ისეთი მონაკვეთებე რომელთა სიგრძე 

რაციონალური რიცხვით არ გამოისახება. ასეთი მონაკვეთია იმ კვად–- 

რატის დიაგონალი, რომლის „გვერდის სიგრძე 1-ის ტოლია. მართლაც, 

თუ დავუშვებთ, რომ კვადრატის დიაგონალის სიგრძე რაციონალური 

რიცხვით გამოისახება, მამინ იგი წარმოიდგენება ” 
/1 

  უკვეცი წილა- 

დის სახით და მართებულია ტოლობა: 

LV = 2. 
/”L 

აქედან #11? = 2/15, ამიტომ 1)12 ლუწი რიცხვია და მაშასადამე ლუწი იქ– 

ნება M1-იც. ე. ი. /9=2/, სადაც #CMV და MI:1=20M2? ტოლობედან მი– 

ვიღებთ: 

4/წ == 2I!" => I)? == 2#”, 

ე. ი. 2 ლუწი რიცხვია და ლუწი იქნება #-იც. მივიღეთ, რომ #1 და 

M# ლუწი რიცხვებია. ეს კი ეწინააღმდეგება დაშვებას, რომ > უკვგე– 
” 

ცი წილადია. _ 

ამრიგად, ვაჩვენეთ, რომ რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეში არ 

არსებობს ისეთი რიცხვი, რომლის კვადრატი 2-ის ტოლია, ანალოგიუ– 

რად შეგვიძლია ვაჩვენოთ, რომ არ არსებობენ რაციონალური რიცხვე– 

ბი, რომელთა კვადრატებია ქ, 5, 6, 7 და ა. მშ. ასეთი რიცხვები ეკუთვ– 

ნიან ე. წ. ირაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეს. რადგან ასეთი რიცხვე– 

ბი არ არიან რაციონალური, ამიტომ მათი წარმოდგენა უსასრულო 

პერიოდული ათწილადის სახით შეუძლებელია. 

უსასრულო არაპერიოდულ ათწილადს ირაციონალური რიცხვი 

ეწოდება. ირაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე I ასოთი აღინიშნება. 

მაგალითად, ირაციონალურია უსასრულო ათწილადი. 

0,101001000100001 ... 

რომლის ჩანაწერში პირველი 1-იანის შემდეგ არის ერთი ნული, მეო– 

რე 1-იანის შემდეგ –– ორი ნული და ა. შ. 
რაციონალურ და ირაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეების „გაერთია- 

ნებას ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე ეწოდება და # ასოთი აღინიშნება. 

რადგან ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის ძირითადი თვისებები და 
არითმეტიკული მოქმედებები ნამდვილ რიცხვებზე მკითხველისათვის 
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ცნობილია მათემატიკის სასკოლო კურსიდან, ამიტომ ჩვენ მათზე არ 

შევჩერდებით. აღვნიშნოთ მხოლოდ შემდეგი ორი თვისება: 

1. დალაგებულობა. თუ X5=-ყ, მაშინ ან X<V ან ყ<X. 

9. უწყვეტობა. ვთქვათ X და ყ ნამდვილ რიცხვთა ორი სიმრავლეა. 

თუ ნებისმიერი XCX და VყCI” რიცხევებისათვის მართებულია უტო- 

ლობა ჯ<V, მაშინ არსებობს ერთი მაინც C «რიცხვი ისეთი, რომ ყო– 

ველი XCX და ყCX რიცხვებისათვის სრულდება უტოლობა: 

X<-60< წყ. 

შევნიშნოთ, რომ უწყვეტობის თვისება, რომელიც ნამდვილ რიცხვ– 

თა სიმრავლეს გააჩნია, არ გააჩნია რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეს. 

მაგალითად, ვთქვათ X = (XC0:X<V2) და X=L(VყC0: ყ>V 21). 
ცხადია, რომ თუ XC X და ყCX, მაშინ X <- ყ. მაგრამ არ არსებობს ისეთი 

რაციონალური 6 რიცხვი, რომ ყოველი XCX და · ყCI მართებუ– 

ლი იყოს უტოლობა ჯლ065=ყ. 

წრფეს, რომელზედაც ფიქსირებულია რაიმე 0) წერტილი (სათავე), 

არჩეულია დადებითი მიმართულება და სიგრძის ერთეული (მასშტაბი), 

რიცხვითი ღერძი ანუ რიცხვითი წრფე ეწოდება (ნახ. 1). 

1 
ღეღებოეორ 
1 

I 
' 

1 

0 1 M,(X) 

ნახ. 1 

რიცხვითი ღერძის ყოველ M# წერტილს შეიძლება შევუსაბამოთ 

ერთადერთი ნამდვილი X რიცხვი და პირიქით. ეს ურთიერთცალსახა 

შესაბამისობა შეიძლება დამყარდეს შემდეგი წესით: X= |CMI) (CM 

მონაკვეთის სიგრძეს), თუ 0-დან /I-საკენნ მიმართულება ემთხვევა 

ღერძის მიმართულებას და X=-––-|0VM|I ––- წინააღმდეგ შემთხვევაში. 
ამ X რიცხვს #M წერტილის კოორდინატი ეწოდება. ის ფაქტი, რომ X 

რიცხვი M წერტილის კოორდინატია, ასე ჩაიწერება: # (»). ცხადია, 

რომ 0 სათავის კოორდინატია ნული. მოცემულია წერტილი ღერძზე 
ნიშნავს, რომ მოცემულია წერტილის კოორდინატი. 

შემდგომში ნამდვილ რიეცხვსა და მის შესაბამის წერტილს ღერძზე 

გავაიგივებთ. 
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განვიხილოთ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის ზოგიერთი ქვესიმრავ– 

ლე, რომელთაც რიცხვითი შუალედები ეწოდება. 

ვთქვათ, თ და ხ ორი ნამდვილი რიცხვია და 0<ხ. 

განსაზღვრება 4.1. ყველა იმ ნამდვილ X რიცხვთა სიმრავ– 

ლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობა თლ=X=ხ, ჩაკეტილი 

შმუალედი (მონაკვეთი) ეწოდება და |თ; ნ) სიმბოლოთი აღინიშნება, 

ე. ი. 

(თ; ხ)= (XCI:ძ<X<ხ). 

ანალოგიურად 

10; ხL=(XCII:0<Xჯ<ხ). 

სიმრავლეს ღია შუალედი (ინტერვალი) ეწოდება, ხოლო 

Iთ; ნ0|I=1XCIს:ძ<:%X:<%), 

1თ; ხ1)=(XCM%:თ<X <ხ), 

სიმრავლეებს ნახევრად ღია შუალედები ეწოდება. 

თ და ხ რიცხვებს განხილული შუალედების საზღვრები ან ბოლო– 

ები ეწოდება. ხოლო ხ–-ძ რიცხვს –– შუალედის სიგრძე. 

განსაზღვრება 4.2. ყველა იმ ნამდვილ X რიცხვთა სიმრავ– 

ლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას X>>ძ, უსასრულო შუა- 
ლედი ეწოდება და Iთ; +=თ%) სიმბოლოთი აღინიშნება, ე. ი. 

Iი; + CL=(XCM:X >თ). 

უსასრულო შუალედებს წარმოადგენენ აგრეთვე შემდეგი სიმრავ– 

ლეები: 
10; + CI = (XCIM:X> 0), 

1-– დ; ხ) = (XCI:X <.ხ), 
1-–– დ, ნხLI= (XCM:Xჯ<ხ). 

ნამდვილ რიცხვთა # სიმრავლეც უსასრულო შუალედს წარმოად- 

გენს და იგი ასე აღინიშნება: #=I--9%; +C(. 

თCI რიცხვის მიდამო V (თ) ეწოდება ამ რიცხვის შემცველ ყო– 

ველ ინტერვალს. 
იCI რიცხვის 8 მიდამო V (თ; 6) ეწოდება )თ–-0; თ+8| ინტერ- 

ვალს: 

–V(C0; 6 =)თ–-6 თ+6+8L



§ ნ. ნამდვილი რიცხვის მოდული (აბსოლუტური სიდიდე) და 

მისი თვისებები 

განსაზღვრება 5.1. ნამდვილი თ რიცხვის მოდული (აბსო–- 

ლუტური სიდიდე) ეწოდება თვით ამ რიცხვს, თუ იგი არაუარყოფი- 

თია, მის მოპირდაპირე რიცხვს, თუ იგი უარყოფითია და |თ| სიმბო–- 

ლოთი აღინიშნება, ე. ი. 

Iთ1= ით, თუ ი >-0; 

–-ი, თუ ძ<0. 

გეომეტრიულად ნამდვილი რიცხვის მოდული წარმოადგენს მან–- 
ძილს რიცხვითი წრფის სათავიდან ამ რიცხვის შესაბამის წერტილამ- 

დე (ნახ. 2). 

  

IწI II 
–-. „ასა“––- _>» 

ნწ 0 თ - 

ნახ. 2 

ნამდვილი რიცხვის მოდულის განსაზღვრებიდან უშუალოდ გამომ– 

დინარეობს, რომ: 

|“––თ|=!0|I; 
–)ი)<ძ<(0ძ. 
|თ)<64<->-–-8ზ8<0< სნ, (6>0); 

-. | თ >84<=>0ძ<–§VI>6, 68 >0). ა» 
(ლა 

სა 

მოვიყვანოთ მოდულის ზოგიერთი თვისება: 

თეორემა 5.1. ორი რიცხვის ჯამის მოდული არ აღემატება ამ 

რიცხვების მოდულების ჯამს, ე. ი. 

|თ+ხI<IთI-+Iხ|!I. 
დამტკიცება. განვიხილოთ ორი შემთხვევა: 

ა) ვთქვათ, ი-+6>7».0, მაში | თ+ხI=ძთძ+ ხ=Iძ|) +IხVL. 

ბ) ვთქვათ, თ + ხ<-0, მაშინ | ი + ხI=–-(0+ხ)=(C–თ+C(C–ხ)ლ 
<|-თ|I+)--ხ|I=|Iი|+|Iხ!. 

შევნიშნოთ, რომ ეს თეორემა მართებულია შესაკრებთა ნებისმიე– 

რი სასრული რაოდენობისათვის. 
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აეორემა 5.2: თუ ძ და ხ ნამდვილი რიცხვებია, მაშინ: ა 

| I თ|-–|ხ) | |თ–ხ|. 
დამტკიცება. გვაქვს: 

თ=(თ–ხ) +ხ, 

აქედან 
IთიI<|Iთი--ხნI+Iხს 

ანუ 

Iი|-– ხ=<|თ-–ხ. (5.1) 

თუ ძ-სა და ხ-ს ადგილებს შევუცვლით, მაშინ (5.1) უტოლობიდან 

მივიღებთ: : 

„>... 5.2 
ხოლო, რადგან |0თ--ხ | = |ხ––-–თ|I, (5.1) და (5.2)-დან გვექნება: 

| თI–- |ნ) |CI0თ--ხI. 

თეორემა 5.3. ორი რიცხვის ნამრავლის მოდული უდრის ამ 

რიცხვების მოდულების ნამრა>გლს, ე. ი. 

|თ-·ხ|= | იI.)ხI. 

დამტკიცება. 

ა თუთ>0 დახ >»0, მაშინ |თი-ჩ | = ძხ = |0).Iხ|. 
ბ) თუ თ>0 ღახ<0, მაშენ |თ-ხ| =–– (0ხ)==>თ· (––ხ) =| C | ·| 6 | 
გ) თუ ძ–<0 და ხნ >0, მაშინ |თ.ხ| =––- (0ხ)==(-–– ძ) -ხ=  CთI-|ხI. 

დ) თუ ძ< 0 და ხ<.0, მაშინ |თ·-6|) =თხ=C–ი):(-–-ხ)=| 0CL-LხI. 

შევნიშნოთ, რომ ეს თეორემა მართებულია თანამამრავლთა წების– 

მიერი სასრული რაოდენობისათვის. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი თეორემა: 

თეორემა 5.4. თ დახ რიცხვების (09-0) ფარდობის მოდული 

უყავი ამ რიცხვების მოდულების ფარდობის ტოლია, ე. ი. |ხ1' 

ხ=+0. 
  

§ 6. სიმრავლეთა ეკვივალენტოგა. სასრული და უსასრულო 

სიმრავლეები. თვლადი და არათვლადი სიმრავლეები 

ვთქვათ, მოცემულია #4 და 8 სიმრავლეები და წესი, რომლის სა– 
შუალებითაც შეიძლება შევაღგინოთ გარკვეული (თ; ხ) სახის წყვი- 

ლები, სადაც 0თC4 და ხC8. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ მო– 
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ცემულია შესაბამისობა 4 და „8 სიმრავლეებს შორის და ხ-ს ეწოდება 

ძ ელემენტის შესაბამისი. 

4 და 8 სიმრავლეებს შორის შესაბამისობას ეწოდება ურთიერთ- 

ცალსახა, თუ შესრულებულია შემდეგი ორი პირობა: 

1. ყოველ თ(იC#4) ელემენტს შეესაბამება ერთადერთი ელე– 
მენტი 3 სიმრავლიდან. 

2. 8 სიმრავლის ყოველი ელემენტი შეესაბამება 4 სიმრავლის 

ერთადერთ ელემენტს. 

# და 8 სიმრავლეებს ეწოდება ეკვივალენტური, თუ მათ შორის 
შეიძლება დამყარდეს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა და წერენ 
4-8. 

ცხადია, რომ 1) 4–#/ (რეფლექსურობა), 2) თუ #-8, მაშინ 

8-4 (სიმეტრიულობა); 3) თუ 4-8 და 8<–C, მაშინ 4-–-C (ტრან- 

ზიტულობა). 

4 სიმრავლეს ეწოდება სასრული, თუ იგი არის ცარიელი ან არსე– 

ბობს ისეთი ნატურალური რიცხვი #, რომ 

რ–0,2,...,/). 

ამ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ 4 სიმრავლის ელემენტთა რიცხვი არის 

M. ცარიელ სიმრავლეში ელემენტთა რიცხვი მიღებულია ნულის ტო- 

ლად. 

ცხადია, რომ ორი სასრული სიმრავლე ერთმანეთის ექვივალენ–- 

ტურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მათი ელემენტების რიცხვი 

ერთმანეთის ტოლია. 

4 სიმრავლეს უსასრულო ეწოდება თუ იგი სასრული არ არის. 

სიმრავლეს თვლადი ეწოდება, თუ იგი ეკვივალენტურია ნატურა- 
ლურ რიცხვთა V სიმრავლის. 

მაგალითად, /V =(2,4, ..., 2; .. სიმრავლე თვლადია, რადგან MV და 

M სიმრავლეებს შორის ურთიერთცალსახა შესაბამისობა შეიძლება 

დამყარდეს თანადობით /! <-+>+ 2. ასევე სიმრავლე /V# = (2) თვლა- 

დია რადგან შესაბამისობა #<-–-> 2 ურთიერთცალსახაა. 

განხილული მაგალითებიდან ჩანს, რომ MV სიმრავლეში არსებობს 

მისი ეკვივალენტური საკუთრივი ქვესიმრავლე. ამ თვისებით ხასიათ- 

დება მხოლოდ უსასრულო სიმრავლე. ეს თვისება შეიძლებოდა მიგვე– 
ღო უსასრულო სიმრავლის განსაზღვრებად. 

თვლადი სიმრავლის განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ შე- 
საძლებელია მისი ელემენტების დანომვრა ნატურალური რიცხვებით, 

ამიტომ ხშირად თვლად სიმრავლეს ჩავწერთ მისი ელემენტების მიმ– 

დევრობის სახით: 

#=(ძ), თ... მგ...). (6.1) 
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რადგანაც ეკვივალენტობის მიმართება ტრანზიტულია, ამიტომ ყველა 
თვლადი სიმრავლე ერთმანეთის ეკვივალენტურია. 

თეორემა 6.1. თვლადი სიმრავლის ყოველი უსასრულო ქვესიმ– 

რავლე აგრეთვე თვლადი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, / თვლადი სიმრავლეა, ამიტომ იგი 

შეიძლება წარმოვადგინოთ (6.1) სახით. დავუშვათ, რომ 8 არის #-ს 
უსასრულო ქვესიმრავლე. მაშინ 4 სიმრავლის ელემენტები დაიკავე– 

ბენ გარკვეულ ადგილს (6.1) მიმდევრობაში. ვთქვათ ძი, არის (6.1) 

მემდევრობის პირველი ელემენტი, რომელიც 8 სიმრავლეს ეკუთვნის. 

აღვნიმნოთ იგი I|-ით. ძი, იყოს (6.1) მიმდევრობის მეორე ელემენ–- 

ტი, რომელიც 8 სიმრავლეს ეკუთგნის. იგი (-ით აღვნიშნოთ, თუ ამ 
პროცესს განვაგრძობთ, მივიღებთ 8 სიმრავლის ელემენტთა დანომე– 

რას. ე. ი. 3 თვლადი სიმრავლეა. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თვლადი #4 სიმრავლისა და სასრული ს სიმრავლის 

' სხვაობა 4,7 8 აგრეთვე თვლადი სიმრავლეა. 

თეორემა 6.2. სასრული სიმრავლისა და 'თთვლადი სიმრავლის 

გაერთიანება თვლადი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ 

#4 = (ძ,, თ,..., ძი), 8 = ჯხ,, ხი, ხე,..-). 

დავუშვათ, რომ 408=C/ შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

85§=#4ს5. 

6 სიმრავლე შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ: 

=(თ,, თე, ..., ძ,, ხ), ხთ... ხეს) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 6 სიმრავლის ელემენტთა . დანომვრა 

შესაძლებელია, ე. ი. ის თვლადია. 

ახლა ვთქვათ, 4 და 8 სიმრავლეებს აჭვთ საერთო ელემენტები; 

მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ 

8=4ს(8 ++). 

რადგან #4 და 184 სიმრავლეებს არა აქვთ საერთო ელემენტები და 

8-4 თვლადი სიმრავლეა, ამიტომ, ზემოთ დამტკიცებულის ძალით 

5 სიმრაგლე თვლადია. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 6.3. თვლად სიმრავლეთა სასრული რაოდენობის 

, გაეფთიანება თვლადია. 

112. |



დამტკიცება. ვთქვათ მოცემული გვაქვს თვლადი სიმრავ- 

ლეები: 

#, = (ძა, თვი, ე C1ი) .), 

4 = (თა), რეი, --.ე რიი) I 

4„=ჭ0ას რC 2 ე 0ფის ..). 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ მოცემული 

სიმრავლეები წყვილ-წყვილად თანაუკვეთიეა. ვთქვათ 

წარმოვადგინოთ 24 სიმრავლე ასე: 

4 = (თ, რი), „ერე C19, ჩაიც -..C2,ვის ··.) 21, რიის რიე ·-. )· 

აქედან ვასკვნით, რომ 4 თელადი სიმრავლეა თეორემა დამტკიცე- 

ბულია. 

თეორემა 6.4 თვლად სიმრავლეთა თვლადი გაერთიანება 

თვლადი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ მოცემული სიმრავლეებია: 

ჟ--.___. 

4) = (თ), რითი ··-) მიის 1) 

რუფულჭმუ), მთ. რმფის.-), 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ მოცემული 
სიმრავლეები წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია. ამ სიმრავლეთა გაერთია– 

ნება აღვნიშნოთ /4-თი. ის შეიძლება ასე ჩავწეროთ: 

4 = (ი), თი, 091 C1ვ, თი, ძვ1ე 01, 0ივ, რევ ძმას .-), 

აქედან გამომდინარეობს, რომ #4 თვლადი სიმრავლეა. თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. 
თეორემა 6.5. რაციონალურ რიცხვთა (ლ) სიმრავლე თვლადია. 

დამტკიცება 0=0+V0- ს C, საღაც C0+ ყველა დაღე- 
ბით რაციონალურ რიცხვთა სძმრავლეა, C:- –– ყველა უარყოფით რაცი– 

2. უმაღლესი მათემატიკა



ონალურ რეცხვთა სემრავლეა, ხოლო Cე=(0) –– ერთელემენტიანი 

სემრავლეა. ცხადია, რომ 

უე, 2, 
0+- ს ი” წ”, ი” I 

აქედან გამომდინარე თეორემა 6.4-ის ძალით C++ თვლადია. რაღგან 

C+ ეკვივალენტურია C0-, ამიტომ 0+ აგრეთვე თვლადია. თეორემა 

6.2 და თეორემა 6.3-ის ძალით (1 სიმრავლე თვლადია. თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. 
განსასღვრება 6.1. უსასრულო სიმრავლეს, რომელიც 

თვლალი არაა, არათვლადი სიმრავლე ეწოდება. 

თეორემა 6.6. ინტერვალე 8=1I10,1| არათვლადი სიმრავლეა. 

და მ ტკიცე ბა, დავუშვათ, რომ ბ ინტერვალი თვლადია, მაშინ 

ის შეიძლება წარმოვადგინოთ უსასრულო მიმღევრობის სახით: 

გ = (თ, Cი, .... CXი, ..). 

ამ მიმდევრობის ყოველი წევრი შეიძლება ჩავწეროთ უსასრულო ათ– 

წილადით: 

თ, = 0, XLI) XIII ..-XLI) ... 

თ: =0, XI2?) XI2) ---XC-..., 

თ, = 0, XL) 40) ---X/9)..., 

განვიხილოთ რიცხვი 

ძ=0, თ ძა···ძი .., 

სადაც 

ა/ს, თუ 92), 
(0) თუ XL) = 1. 

ცხადია, რომ იC8. ასევე ცხადია, რომ რთ 3-თ, (1 = 1, 2,...) და 

მაშასადამე თწბ. მივიღეთ წინააღმდეგობა თეორემა დამტკიცე- 

ბულია. 

თეორემა 6.7. ყველა სასრული ინტერვალი ერთმანეთის ეკვი– 
ვალენტურია. 

დამტკიცება. ტოლობა 

“ X=თ+-(ნნ-“-თ!



ამყარებს ურთიერთცალსახა თანადობას |0; 1L და 1თ, ხL ინტერვა– 

ლებს შორის, ე. ი. ნებისმიერი თ და ხ რეცხვისათვის 

1 0,1 (== 10, ხL. 

აქედან გამომდინარე, სიმრავლეთა ეკვივალენტურობის ტრანზიტულო- 

ბის ძალით, ნებისმიერი ორი სასრული ინტერვალი ეკვივალენტურია. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 6.8. ნამდვილ რიცხვთა /? სიმრავლე ეკვივალენტუ–- 

რია 10; 1| ინტერვალის, ე. ი. არათვლადია. 

დამტკიცება. ფუნქცია 
ჯ 7 

= (CX, 1 აე“–, ყ წ X XC | 2 > I 

ამყარებს ურთიერთცალსახა თანადობას ყველა ნამდვილ რიცხვთა წ.ქ 

ჟL 2 
სემრავლეს და | –– XI ინტერვალს შორის, ე, ი, 

–-.. 
2 2 

27%; X 
თეორემა 6.7-ის ძალით |0,1| –– | – 92, 2 საიდანაც #--10, 1C. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 7. რიცხვითი სიმრავლის ზუსტი ზედა და ქველა საზღვარი 

განსაზღვრება 7.1. ნამდვილ რიცხვთა რაიმე X სიმრავლეს 

ეწოოღოეჩ: ზემოდან (ქვემოდან), შემოსაზღვრული, თუ არსებობს ისეთი 

C რიცხეი, რომ ნებისმიერი X6X რიცხვისათვის მართებულია უტო- 

ლობა X=<C (X>>0). C რიცხვს X სიმრავლის ზედა (ქვედა) სახღვარი 

ეწოდება. 

სიმრავლეს, რომელიც შემოსახღვრულია როგორც ზემოდან ასევე 

ქვემოდან, ეწოდება შემოსაზღვრული. 

მაგალითად, ნებისმიერი სასრული შუალედი (ი, ხ|I, Iთ, ხს I0, ხL, 

10, ნს შემოსაზღვრულია, ხოლო |ძ, +C9| ინტერვალი შემოსაზხღვრუ- 

ლია ქვემოდან, |-–«%, თ( ინტერვალი კი ზემოდან. 

ცხადია, რომ ნებისმიერი ზემოდან (ქვემოდან) შემოსაზღვრული 

სიმრავლის ზედა (ქვედა) საზღვართა სიმრავლე უსასრულოა. 

განსაზღვრება 7.2. ი რიცხვს ეწოდება X სიმრავლის უდი–- 

დესი (უმცირესი, რიცხვი, თუ თ6X და VXCX რიცხვისათვის 

Xჯ=0 (X2>0). 
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სიმრავლის უდიდესი (უმცირესი) რიცხვი აღინიშნება I12X X (IIი X) 

სიმბოლოთი. ცხადია, რომ თუ X სასრული არაცარიელი სიმრავლეა, 
მაშინ მასში არსებობს უდიდესი და უმცირესი რიცხვი. თუ სიმრავლე 

უსასრულოა, მაშინ მასში უდიდესი ან უმცირესი რიცხვი შეიძლება 

არ არსებობდეს. მაგალითად 

X – (+. 2. 2, 2 =) 

სიმრავლეში არ არის უდიდესი რიცხვი, 

X- C-ვ. 1 = 
2”53” ი L1 

სიმრავლეში არ არის უმცირესი რიცხვი, ხოლო |-–1, 2| სიმრავლეში 

არ არის არც უმცირესი და არც უდიდესი #იცხვი. 

შევნიშნოთ, რომ თუ სიმრავლეს „გააჩნია უდიდესი (უმცირესე) 

  

  

რიცხვი, მაშინ იგი ზემოდან (ქვემოდან) შემოსაზღვრულია. 

ბუნებრივად ისმება ამოცანა: ნამდვილ რიცხვთა ნებისმიერი სიმ–- 

რავლისათვის შემოვიტანოთ ისეთი მახასიათებლები (რიცხვები), რომ-– 

ლებიც გარკვეულად შეცვლიან IIმX ნ და I#)I0 ნ-ს, როცა ისინი არ 
არსებობენ. 

არაცარიელ სიმრავლის ასეთ მახასიათებლებს წარმოადგენენ სიმ–- 

რავლის, ე. წ. ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვედა საზღვრები. 

განსაზღვრება 7.3. ზემოდან შემოსაზღვრული X სიმრავ–- 

ლის ზედა საზღვართა შორის უმცირესს ეწოდება X სიმრავლის ზუს- 

ტი ზედა საზღვარი «და აღინიშნება 5 X-ით, ხოლო ქვემოდან შემო–- 

საზღვრული X სიმრავლის ქვედა საზღვართა შორის უდიდესს ეწოდე– 

ბა X სიმრავლის ზუსტი ქვედა "სახღვარი და აღინიშნება 10I X-ით. 

მაგალითად, |თი, ხ| ინტერვალის ზუსტი ზედა სახღვარია ხ, ზუსტი 

ქვედა საზღვარია –– ძ. 

ზუსტი ზედა (ქვედა) სახღვრის განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, 

რომ თუ სიმრავლეს აქვს ეს საზღვარი, მაშინ ის ერთადერთია, რადგან 

ყოველ სიმრავლეში უდიდესი (უმცირესი) რიცხვი ერთადერთია. 

შევნიშნოთ, რომ, თუ არსებობს I2მX # (Iი #), მაშინ ი1მX ნ = 

=5ს0ს0 ნ (010 6=1I90I #). 

გააჩნია თუ არა ყოველ ზემოდან (ქვემოდან) შემოსაზღვრულ სიმ– 
რავლეს ზუსტი ზედა (ქვედა) საზღვარი? ამ კითხვაზე პასუხს იძლევა 

შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 7.1. ყოველ არაცარიელ ზემოდან (ქვემოდან) შე- 

მოსაზღვრულ სიმრავლეს გააჩნია ზუსტი ზედა (ქვედა) სახღვარი. 
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დამტკიცება. ვთქვათ X ზემოდან შემოსაზღვრული არაცარი- 

ელი სიმრავლეა. #-ით აღვნიშნოთ X სიმრავლის ზედა საზღვართა სიმ- 
რავლე. ზედა საზღვრის განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ ნების- 

მიერი XCX და ყC” რიცხვებისათვის მართებულია უტოლობა 

X=5ყ. ამიტომ, ნამდვილ რიცხვთა უწყვეტობის თვისებიდან გამომდი- 

ნარე, არსებობს ისეთი C რიცხვი, რომ 

X<- 0 ყ. (7.1) 

(7.1)-ის პირველი უტოლობა გვიჩვენებს, რომ C: წარმოადგენს X სიმ– 

რავლის ზედა სახღვარს, ხოლო მეორე უტოლობის თანახმად C არის 

უმცირესი ზედა საზღვრებს შორის. ამრიგად C იქნება X სიმრავლის 

ზუსტი ზედა სახღვარი. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად მტკიცდება ზუსტი ქვედა სახღვრის არსებობა არა–- 
ცარიელი ქვემოდან შემოსაზღვრული სიმრავლისათვის. 

შედეგი. ნამდვილ რიცხვთა ყოველ არაცარიელ შემოსახღე–- 
რულ სიმრავლეს აქვს ზუსტი ზედა და ზუსტი ქვედა საზღვარი. 

თუ X სიმრავლე ზემოდან (ქვემოდან) არ არის შემოსაზღვრუ- 

ლი, წერენ, რომ 5ს0ი X=+C=% C(0I X=--). 

სიმრავლის ზუსტ ზედა სახღვარს გააჩნია შემდეგი მნიშვნელოვანი 
თვისება: როგორი მცირეც არ უნდა იყოს 6>0 რიცხვი, ყოველთვის 

მოიძებნება ისეთი XCX ელემენტი, რომ X>5სი X-––6. მართლაც, თუ 

ასეთი X რიცხვი არ იარსებებს, მაშინ 56 X-–-8 აგრეთვე იქნება X-ის 
ზედა საზღვარი, რაც ზუსტი ზედა საზღვრის განსაზღვრებას ეწინააღმ–- 

დეგება. 
ზუსტი ზედა სასღვრის ეს თვისება შეიძლება ასეც ჩამოვაყალი- 

ბოთ: თუ 0=5ს0 X, მაშინ ნებისმიერი C/<6 რიცხვისათვის არსებობს 

XCX რიცხვი ისეთი, რომ X>C0”. ანალოგიურად, თუ 6=IიLX, მაშინ 

ნებისმიერი C7>6 რიცხვისათვის არსებობს XCX რიცხვი ისეთი, 

რომ X<0”. 

§ 8. კომპლექსური რიცხვები 

1. პომპლექსური რიცხვის ბანსაზღვრეგა. მოქმედებანი 

კომპლეკსურ რიცხვებზე 

როგორც ვიცით, ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში ყოველთვის 

სრულდება შეკრების, გამოკლების, გამრავლებისა და მთელ დადებით 
ხარისხში ახარისხების ოპერაცია. რაც შეეხება ახარისხების შებრუნე–- 
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ბულ ოპერაციას –– ამოფესვას, იგი ყოველთვის არ არის შესაძლებე- 

ლი. ასე, მაგალითად, ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში არ არსებობს 

რიცხვი, რომლის კვადრატი -– 1-ის ტოლია, ამიტომ ამ სიმრავლეში 

ამონახსენი არ გააჩნია ისეთ უმარტივეს კვადრატულ განტოლებას, 
როგორიცაა 

მ L1=0. (8.1) 
საზოგადოდ, ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეში არ არსებობს რიცხვი, 

რომლის ლუწი ხარისხი უარყოფითი რიცხვია, ამიტომ იმ ნამდვილ 
კოეფიციენტებიან კვადრატულ განტოლებებს, რომლებსაც უარყოფი- 

თი დისკრემინანტი აქვთ, ნამდვილ რიცხვთა სემრავლეში ამონახსეზი 

არ „გააჩნია. 

ისმის ამოცანა: მოვახდინოთ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის ისეთი 

გაფართოება, რომ მიღებულ სიმრავლეში ნებისმიერ კვადრატულ გან– 
ტოლებას ჰქონდეს ამონახსენი, ე. ი. ყოველთვის შესაძლებელი იყოს 
ფესვის ამოღების ოპერაცია. 

X და ყ ნამდვილ რიცხვთა დალაგებულ LX, ყ) წყვილების სიმრავ– 

ლეს ეწოდება კომპლექსურ რიცხვთა სიმრავლე, ხოლო მის ელემენტს 
კომპლექსური რიცხვი, თუ ტოლობის, ჯამის, ნამრავლის ცნება და ზო– 

გიერთი წყვილის გაიგივება ნამდვილ რიცხვებთან განსახღვრულია 

შემდეგნაირად: : 
1. (X, 0) წყვილი გაიგივებულია ჯ ნამდვილ რიცხვთან, ე, ი. 

(X, 0) = X. 

2. ორი 2|=(X), ყ)) და 22=(X2, ყე) კომპლექსური რიცხვი ტოლია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც XI=X2: და VI =ყი. 

ვ. ორი 21=(XI, MI) და 2:=(X2, ყი) კომპლექსური რიცხვის ჯამია 

(X,+Xი, ყ1+Vყ-) წყვილი, ე. ი. 

21 + 2» == (X), 9ყI)) “/L (%ია, ყა) = (X + Xა, ყI -L ყ-). 

4. ორე 21=(X), ყI) და 2:=(Xი, ყი) კომპლექსური რიცხვის ნამ–- 

რავლია (XIMი––VIყი, XIV2-L XVII) წყვილი, ე. ი. 

2 ·2ე == (X), VII)ფ (Xი, ყი) == (X1X2 –– ყIVყი, X1Vყი -L X-VI). 

X და ყ რიცხვებს (X, ყ) წყვილის (კომპლექსური რიცხვის) კომპო– 

ნენტები ეწოდება. 
კომპლექსური რიცხვი განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ 

კომპლექსურ რიცხვთა შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები ექვემ– 

დებარებიან არითმეტიკის ძირითად კანონებს: 

1. 2, + 72: = 7. -L 2); 

2. 21:2კ = 7ვგ'41, 
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პ. 2) -L (შრ -+ 2ე) = (2, + 20) + 2ე; 

4, 21-(2ა-?ე) == (21-2ა) 2ე; 

5. 21 (2: -L 2ე) = 21 შე -L :ეუვ. 

გარდა ამისა, კომპლექსური რიცხვების ნამრავლის განსაზღვრებეს 
ძალით გვაქვს: 

#CV, Vყ) =– (ჩ, 0) (X, Vყ) =- (ჩX, ”V), 

ე. ი. ნამდვილი რიცხვის გამრავლება წყვილზე ნიშნავს წყვილის კომ- 

პონენტების გამრავლებას ამ რიცხვზე. კერძოდ, ყოველი კომპლექსუ- 

რი რიცხვის ნულზე ნამრავლი ნულის ტოლია. 

კომპლექსური რიცხვი 

(–-=1)2= (–1)·/(XV,ყ)=L(–-X, –– ყ) 

აღინიშ5ება –-2-ით და მას ეწოდება 2-ის სიმეტრიული რიცხვი. ცხა–- 

დია 2+ (––2) =0. 

კომპლეჟსურ რიცხვთა სიმრავლეში განსაკუთრებული ადგილი უჭი– 

რავს (0,1) წყვილს. 

(0, 1) წყვილს ეწოდება წარმოსახვითი ერთეული და L ასოთი აღი- 

ნიშნება, ე. ი. (=(0, 1). 

ცხადია, რომ 

(წ = (0,1) ·(0,1)1=(––1,0):= ––1, 

ე. ი. (8.1) განტოლების ამონახსნებს წარმოადგენენ L და ––7 კომპლექ- 

სური რიცხვები. 

ადვილი გამოსათვლელია, რომ (3პ=--/, ჰ0=1 და, სახოგადოდ, ნე– 

ბისმიერი ნატურალური #M-ისათვის 

(4-1, /4M+1 ; (40+2 -. . 1, (40+მ –- –;? 

ცხადია, აგრეთვე, რომ 

1ყ = (0, 1)-(ყ, 0) = (09, 9) 
და 

7=(C 0)=(თ0+(0, 0) =Xჯ+VV. 
X+IV გამოსახულებას ეწოდება (X, ყ) კომპლექსური რიცხვის 

ალგებრული ფორმა, ჯ-ს უწოდებენ X+Iყ კომპლექსური რიცხვის ნამ- 

დვილ ნაწილს, ხოლო V-ს წარმოსახვით ნაწილს და აღნიშნავენ სიმ– 

ბოლოებით Xჯ=I?%07, ყ=IIV07. 

კომპლექსურ რიცხვებზე მოქმედებათა თვისებებიდან გამომდინა– 

რეობს, რომ კომპლექსური რიცხვების შეკრება და გამრავლება ფორ– 
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მალურად ისევე ხდება, როგორც ჩვეულებრივი მრავალწევრების შეკ- 
რება და გამრავლება. მაგალითად, 

2) -L 2ა = (X, + Lყ)) + (Xა -L IV») = (X, + X.) +! (ყI) + ყ:), 

21“ 28 == (X) -L 1 ყ.) (Xი -L (ყა) == X, Xა -L წXL ყი -+L 1X2V) + I" Vყ) ყა = 

= (XI Xა –+ ყIყა) -+ ! (X, ყა + Xი ყ))- 

X-ყ კომპლექსურ რიცხვს ეწოდება 2=X+Iყ კომპლექსური რი- 

ცხვის შეუღლებული და L სიმბოლოთი აღინიშნება, ე. ი. 2= X-–-Iყ. 

ცხადია, რომ ყოველი კომპლექსური 2 რიცხვისათვის (2) = 2. 

მეუღლებულის განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ ტოლო- 

ბას 2=2 ადგილი აქვს მაშინ და მხოლოდ მაშინ როდესაც 2 ნამ- 

დვილი რიცხვია. 

2=X+IV კომპლექსური რიცხვის მოდული ეწოდება V X2 + ყშ.. 
რიცხვს და |2| სიმბოლოთი აღინიშნება, ე. ი. 

|2|= |X+ IV|I = V-X + V". 

ცხადია, რომ |2|>>0, ამასთან |2| =0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც 2=0. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ 

|2)I = |I21, 2-2=I2(!1. (8.2) 

კომპლექსური რიცხვების გამოკლების და გაყოფის ოპერაციები 

წარმოადგენენ შესაბამისად შეკრებისა და გამრავლების შებრუნებულ 

მოქმედებებს. 

2) და 2: კომპლექსური რიცხვების 2)-––- 2 სხვაობა ეწოდება 2 კომ–- 

პლექსურ რიცხვს, რომელიც აკმაყოფილებს ტოლობას 2+2:=72). 
ადვილი საჩვენებელია, რომ 2,=XI+ VI და 22=X5+ყი! კომპლექ– 

სური რიცხვების სხვაობა ყოველთვის არსებობს და იგი ცალსახად 

განისაზღვრება ტოლობით 2ე––22= (XI –Xი9) + (ყ)––V9) L. 

2, კომპლექსური რიცხვის განაყოფი 2: კომპლექსურ რიცხეზე ეწო– 

დება ისეთ 2 კომპლექსურ რიცხვს, რომელიც აკმაყოფილებს ტო- 

ლობას 

2:2 = 2 (8.3) 

და მას 2, : 2; ან -2 სიმბოლოთი აღნიშნავენ. 
% 
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ვაჩვენოთ, რომ (8.3) განტოლებას ნებისმიერი 2, და 2: კომპლექ- 
სური რიცხვებისათვის აქვს ერთადერთი ამონახსენი, თუ 2:5-0. მართ– 

ლაც, თუ (8.3) განტოლების ორივე მხარეს გავამართლებთ 2:-ზე და 

გამოვიყენებთ (8.2) ფორმულას მივიღებთ | 21|2=, 2ი. აქედან რად- 

გან || 5-0, გვექნება 

  

      

21. 2ი 

2= > 
| 2ე |” 

ე. 0 

1... -=-:-2012-2:->,. 0:2-0) (8.4) 
2 | 26 |” 29 · 25 

თუ 2|)=XI+IVყ) და 2:=X0+IVყი, მაშინ (8.4) ფორმულა ასე ჩაიწე– 

რება: 

„2 _ XI +!ყ, = (XI ++IყI)(Vა––IV5) _ 2XIXა–+ VIVა_ +L _Xიყ1--XIყი 

2 Xა -L Iყი X2+ყ: X+V?2 X5-+V2 

ამრიგად 2L (2:90) განაყოფის გამოსათვლელად საკმარისია მრი– 
2. 

ცხველი და მნიშვნელი გავამრავლოთ მნიშვნელის შეუღლებულზე. მაგა- 

ლითად, 

2-, (ლ2-083-2) 6--4,-3/12.0 4-7 4. 7. 
ვ2?2 (3+20 (ვ–20. 9 -L4 13 13 13. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ მართებულია შემდეგი თვისებები: 

1. |IIრ62I<|2, |I02I <12|; 

2. |2|I << | 682) + | IC12|; 

3, 2, =C შე = 2) + 2; 
4 

5 

  

  

21 25 == 21 ' 29, 

. თუ 0 ნამდვილი რიცხვია, მაშინ 

02%= 0(2)"; 

  6. ( 2 ) = LC ; 
2? 2. 

ამ თვისებებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ ჩა(ე=ძე?-+Vთ)2-1-L ·· + 

+ძ,-12+ ძი, მრავალწევრის კოეფიციენტები ნამდვილი რიცხვებია, 

მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

ნ, (2) = ჩე(2). 
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2. პომპლეპსური რიცხვის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

ავიღოთ სიბრტყეზე 0Xყ მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა. 

2=X+Iყ კომპლექსურ რიცხვს შევუსაბამოთ „I წერტილი X და.V კო–- 

ორდინატებით, პირიქით, სიბოტყის ყოველ VII (X, ყ) წერტილს შევუ- 

საბამოთ კომპლექსური რიცხვი X+Iყ. ასეთნაირად კომპლექსურ რი- 

ცხვთა სიმრავლესა და სიბრტყის წერტილთა სიმრავლეს შორის დამ- 

ყარდება ფურთიერთცალსახა შესაბამისობა. 
სიბრტყეს, რომელიც გამოყენებულია კომპლექსური რიცხვების 

გეომეტრიული წარმოდგენისათვის, კომპლექსური სიბრტყე ეწოდება 

და (2) სემბოლოთი აღინიშნება. 

როგორც ვიცით, VI წერტილს და ამ წერტილის CI რადიუს- 

ვექტორს ერთნა-რი კოორდინატები აქვთ (ნახ. 3). ამიტომ ყოველი 2 

კომპლექსური რეცხვი შეიძლება განვიხილოთ როგორც სიბრტყის 

წერტილი ან ამ წერტილის შესაბამისი რადიუს-ვექტორი. 

ცხადია, რომ კომპლექსური რიცხვის მოდული წარმოადგენს მისი 

შესაბამისე რადიუს-ვექტორეს # 

  

  

ჰ სიგრძეს. 

M 2=X+Iყ2ი0 კომპლექსური 

რიცხვის შესაბამისი 0V რადიუს- 

«> ვექტორის მიერ 0Xჯ ღერძის დადებით 

42 მიმართულებასთან შედგენილი კუთხე 

| _ აღვნიშნოთ Cდ ასოთი (ნახ 3). 

4 M . / 0/MM-დან გვაქვს; 

' X=”005დთდ, ყ=/”5I1 დ, (8.5) 
ნახ. 

ე საიდანაც ! 

: ყ ჯ 
51I16=-= ––====, 005ი6= –– –––. 8.6 

' VIC+ 7." V>1 # რი 
დ კუთხეს, რომელიც (8.6) ტოლობებით განისაზღვრება, ეწოდება 

2=X+Iყ კომპლექსური რიცხვის არგუმენტი. როდესაც 2=0, არგუ- 
მენტი განუსახღვრელია და ამიტომ, როდესაც საკითხი ეხება არგუ– 

მენტს, ყველგან იგულისხმება, რომ 25<0. 

(8.00) ტოლობებს აკმაყოფილებს დ-ს მნიშვნელობათა უსასრულო 

სიმრავლე, რომლებიც ერთმანეთისაგან 2%-ს ჯერადით განსხვავდებიან. 

ეს სიმრავლე #I8 2 სიმბოლოთი აღინიშნება. 

2 კომპლექსური რიცხვის დ არგუმენტის იმ ერთადერთ მნიშვნე– 
ლობას, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას –“ი<დ<7, ეწოდება 
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არგუმენტის მთავარი მნიშვნელობა და 2Lწ 2 სიმბოლოთი აღინიშნება, 

ამრიგად, 

–-1< მLV2 <=, 

ხოლო · 

#;დთ2 = მLC2 + 2ჩ9, #= 0, 23> 1, + 2... 

ამასთან, 

გალ(დ -, თუე X>9, 
X 

X-L მწი”, თუ X<0, Vყ>90, 
X 

262 = 3 –ჯ+ გალ ი, თუ X<0, ყ<0. 
X 

“+, თუ X=0, ყ >. 0. 

2. თუ X=0, ყ<90. 
ს 2   

შევნიშნოთ, რომ გILC 2 = –– მთ 2. 

კომპლექსური რიცხვის გეომეტრიული ინტერპრეტაციიდან გამომ– 

დინარეობს: 

1. ორი 2, და 2: კომპლექსური რიცხვის ჯამს გეომეტრიულად რე- 

ესაბამება ამ რიცხვების შესაბამისი ვექტორების ჯამი (ნახ. 4ა). 

9. მანძილი 2) და 25 რიცხვებს შორის ტოლია |2|––2 I-ის (ნახ. 4ბ). 

ჰყ 09022 

თ, > 

ა – C> ი“ 
(4 

ეაეა––_.ა 

ნახ. 4ა ნახ, 4ბ 

27



ვ. მე-4ა და მე-4ბ ნახაზებიდან ჩანს, როგორიც არ უნდა იყოს 2, 

და 2: კომპლექსური რიცხვები, ადგილი აქვს უტოლობებს: 

|2, -+L 2 | <- | 2) | + | 2» I, 

| 2 ––- 7%I > | |21) – | 2 | I. 

მართლაც, ეს უტოლობები გამომდინარეობს, შესაბამისად იქიდან, რომ 

სამკუთხედის ყოველი გვერდი ნაკლებია დანარჩენი ორი გვერდის ჯამ– 

ზე და მეტია, ვიდრე მათი სხვაობა. 

3. კომალექსური რიცხვის მაჩვენებლიანი და ტრიბონომეტრიული 

ფორმა 

თუ (8.5) ტოლობიდან X-ისა და ყ-ის მნიშვნელობებს შევიტანთ 2 

კომპლექსური რიცხვის ალგებრულ ფორმაში, მივიღებთ: 

2= X –++Iყ=/”(C05დ -+ 1510 C). (8.7 

” (005 დ+”510 დ) გამოსახულებას ეწოდება 2 კომპლექსური რი- 

ცხვის ტრიგონომეტრიული ფორმა. 

გამოვთვალოთ ტრიგონომეტრიული ფორმით მოცემული 2|= 

= ჩ (0050, -L 7510 დ,)), და 2: == /ა (C05 დგ -L (510 დ.) კომპლექსური 
რიცხვების ნამრავლი და განაყოფი: 

21“ 22 == 19 (C05 0; C05 და -I- ( C05 დ, 5111 დე –– (510 დ) C05 და –– 

–– 510 დ, 510 და) == /175 |C05 (დ; -L და) -+- (510 (დ) -- დე) |, (8.8) 
თუ 2:50, მაშინ 

2L _ 71 (005 დ) -LI 5191 დ.) _ ”„ 

23 ”ი (C05 დე-I-1 510 დე) 79 

X 005 დ) C05 დე –– 1 C05 დე 5II1 დე –+ 1 5II1 დ, C05 დე -L 511) დ) 51იდ; __ 

005“ დე -L 510? და 

X 

= > (C05 (0, –– დე) -L 7510 (დ-––დ) 1. (8.9 
L1 

(8.8) და (8.901 ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

_ _I2I , 

| 2| 

ტIC (ფ 2) = ტIC 2 -L ჩითი, /#IC -> = ჩI 2 –- ტინ, 
2 

სადაც 

28 

2 
| 2, 2, | = | 21 | ·| % | 

  

  

#1Xთ2, + ბიC2, = (თ, >> დე: დ1C #I8 2, და CL 2).



მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით შეიძლება ვაჩ- 
ვენოთ, რომ 

| 21 ში“-“2ე | == | 2) | ·| 2 | -'·| 2I , I (8 10) 

#Iყ (2 -20--·2ე) = #LC2 + #Iწ 2+- · + #Iდ 2. | 

კერძოდ, თუ 21=2:=.-=2,, მაშინ (8.10) ტოლობებიდან მიიღება 

|2” | = |2|?; #ILწC 2" = /LმLC 2 -L 2ჩ», #=0; +1, +2...," (8.11) 

თუ 2 კომპლექსური რიცხვი მოცემულია ტრიგონომეტრიული ფორ- 

მით, მაშინ (8.11) ტოლობები ნიშნავს, რომ 

I” (C05 დ -L 15Iი C) |” = #75 (0057 დ –+ 15107 C). (8.12) 

(8.12) ფორმულის გამოყენებით ადვილად მიიღება, რომ 

II (005 დ -+ 1510 თ) )–8 = #-ჩ(005/დ –“–- 1510 72C), 

ე. ი. (8.12) ფორმულა მართებულია ნებისმიერი მთელი #-ისათვის. 

ამრიგად, კომპლექსური რიცხვი რომ ავახარისხოთ მთელ ხარისხში, 

საჭიროა მოდული ავახარისხოთ ამ ხარისხში, ხოლო არგუმენტი გა–- 

ვამრავლოთ ხარისხის მაჩვენებელზე. 

(8.12. ფორმულას ეწოდება მუავრის”“ ფორმულა. 

თუ |2|)=1 და დ=მLILV2, მაშინ (8.27) ფორმულის თანახმად გვაქვს 

2=005 დ+I 510 დ. კომპლექსური რიცხვი 005 დ+1 510 დ აღინიშნება 

ლ“ სიმბოლოთი, ე. ი. ნებისმიერი ნამდვილი დ რიცხვისათვის 

ტც'დ--C05 დ -L 7519 დ. (8.13) 

ამ ფორმულას ეილერის"? ფორმულა ეწოდება ( (8.13) აღნიშვნის 

გამართლება ნაჩვენები იქნება ხარისხოვან მწკრივთა თეორიაში). (8.9) 

და (8.12) ტოლობებიდან ჩანს, რომ ირ ფუნქციას აქვს ჩვეულებრი- 

ვი მაჩვენებლიანი ფუნქციის შემდეგი თვისებები: 

1. დ დ; , გ და __ წ. (თ-+ თ»). 

2. 42% =- გ (V--დთ:) : 

„ “ი 

ვ. (2'9)8 =გით #=0, -+1.... 

« შევნიშნოთ. რომ #-ნC2155ი #Iყ2, M=2, 3,..., სადაც #MIწ 2=ჯჭიდ : დე#ჩ.წ2). 

«" ე, მუავრი (1667-1754) ––- ფრანგი მათემატიკოსი, 

თ) ლ, ეილერი (1707-1763) –– მათემატიკოსი ფიზიკოსი, მექანიკოსი და 

ასტრონომი. რუსეთის აკადემიის აკადემიკოსი. წარმოშობით შვეიცარიელი. 
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(8.7) და (8.13) ფორმულების ძალით ნებისმიერი 2=0 კომპლექ- 

სური რიცხვი შეიძლება წარმოვადგინოთ 

2=7/0!'C0 (8.14) 

სახით, სადაც #”=|)2), დ=2მC 2. კომპლექსური რიცხვის ჩანაწერს 

(8.14) სახით ეწოდება კომპლექსური რიცხვის მაჩვენებლიანი ფორმა. 

4. ფესვი კომპლექსური რიცხვიდან 

M-ური ხარისხის ფესვი 2 კომპლექსური რიცხვიდან” #CM, ეწო- 

დება V კომპლექსურ რიცხვს, რომელიც აკმაყოფილებს ტოლობას 

VI = 7. (8.15) 

M-ური ხარისხის ფესვი ნულისაგან განსხვავებული 2 კომპლექსუ- 

რი რიცხვიდან ყოველთვის არსებობს და აქვს # სხვადასხვა მნიშვნე– 

ლობა. ეს მნიშვნელობები მიიღება ფორმულიდან 

ი/”.“ -L 

V7,= 7. ” (თა"- = 27 + 13510 დ + 20 4), 
ჩ ჩ 

სადაც 

ჩ=0, 1, 2,-.., L-–-– 1; წ = 12, დ= 8მIყ7. 

მართლაც, ვთქვათ 2 = # (0056 + 15I1თდ) და V = 0(00§0-LI51ი0), 
მაშინ გვაქვს: 

Iი (0050 + (510 0) )" == 7 (005ღთ -+- (5Iი დ). 

აქედან მუავრის ფორმულის თანახმად 

ი" (C05 /10 -L 1 51010 )= 7» (C05 დ -L (510 C). 

რადგან ორი ტოლი კომპლექსური რიცხვის მოდულები ტოლია, 

ხოლო არგუმენტები შეიძლება განსხვავდებოდნენ 2X-ს ჯერადით, 

ამიტომ 01=/, #–-0= დთდ-L 2”, #=0, -+1, -+2,.... 

აქედან 

ი=/ #, 0 == თ + 2ჩM. #=0, +1, +2,... 
IL 

ამრიგად, კომპლექსური რიცხვები რომლებიც დააკმაყოფილებენ 
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(8.15) ტოლობას, არსებობს და ისინი შეიძლება ჩა-წერონ შემდეგი 

სახით: 

V = / „ (512 + 75Iი 7+2%) , (8.16) 
ჩ # 

#=0, +1, +2)0.... 

(8.16) ტოლობა განსაზღვრავს კომპლექსურ რიცხვთა უსასრულო 

რაოდენობას. ადვილია შემოწმება, რომ ამ უსასრულო რაოდენობათა 

მორის ერთმანეთისაგან განსხვავდება მხოლოდ /?, ამასთან ყველა ის 

მიიღება (8.16) ტოლობიდან, თუ #-ს მივცემთ მიმდევრობით # მნიშე– 

ნელობას, მაგალითად, #=0, 1, 2, ..., M-–-1. 

მაშასადამე, /-ური ხარისხის ფესვი ნულისაგან განსხვავებული 2 

კომპლექსური რიცხვიდან ყოველთვის არსებობს და აქვს /# სხვადასხვა 

მნიშვნელობა. ყველა ეს რიცხვი ძევს წრეწირზე, რომლის ცენტრია 

კოორდინატთა სათავე და რადიუსი უდრის / | 2| -ს. ისინი ამ წრეწირს 

ყოფენ ” ტოლ ნაწილად. 

კითხვები თვით_შემოწმებისათვის 

1. განსაზღვრეთ სიმრავლის ელემენტები, ქვესიმრავლე, ცარიელი სიმრაელე. 

2. განსაზღვრეთ სიმრავლეთა ტოლობა, გაერთიანება, თანაკვეთა და სხვაობა. 

ვ, როგორ რიცხეებს ეწოდებათ ირაციონალური? 

4, ჩამოაყალიბეთ ნამღვილ რიცხეთა სიმრავლის დალაგებულობისა და უწყვე- 

ტობის თვისებები. 

5. განსაზღვრეთ რიცხვითი შუალედები და წერტილის მიდამო. 

6. განსაზღვრეთ ნამდვილი რიცხვის აბსოლუტური სიდიდე და ჩამოაყალიბეთ 

მისი თვისებები. : 

7. განსაზღვრეთ სიმრავლეთა შორის ერთიერთცალსახა შესაბამისობა. 

8. როგორ სიმრავლეებს ეწოდებათ ექვივალენტური? 

9. განსაზღვრეთ სასრული ღა უსასრულო სიმრაელეები. 

10. განსაზღვრეთ თვლადი და არათვლადი სიმრაელეები. 

11. როგორ სიმრავლეს ეწოდება შემოსაზხღვრული? 

12. განსაზღგრეთ სიმრაელის ზუსტი ზეღა და ქვედა საზღვარი. 

13. განსაზღვრეთ კომპლექსური რიცხვი შეუღლებელი კომპლექსური რიცხვი, 

მოქმედებანი კომპლექსურ რიცხვებზე. 

14. განსახღვრეთ კომპლექსური რიცხვის მოღული და არგუმენტი. 

15, მოიყვანეთ კომპლექსური რიცხვის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია. 

16. მოიყვანეთ კომპლექსური რიცხვის მაჩვენებლიანი და კომპლექსური ფორმა. 

17. განსაზღვრეთ ფესვი კომპლექსური რიცხეიდან. 

18. მოიყვანეთ კომპლექსური რიცხვიღან ი-ური ხარისხის ფესვის გამოსათვლე– 

ლი ფორმულა. 
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მეორე თავი 

მიმღევრობები 

§ 1. მიმდევრობის ცნება 

თუ რაიმე წესით ყოველ ნატურალურ # რიცხვს შეესაბამება X, 

ნამდვილი რიცხვი, მაშინ ვიტყვით, რომ მოცემულია რიცხვითი მიმ- 
დევრობა 

XI +... შევლა. 

XI-ს ეწოდება მიმდევრობის პირველი წევრი, Xე:-ს –– მიმდევრობის 

მეორე წევრი და ა. შ. X, -ს მიმდევრობის /#-ური ან ზოგადი წევრი 

ეწოდება, მიმდევრობას, რომლის ზოგადი წევრია X, მოკლედ (X,) 

სიმბოლოთი აღნიშნავენ?. 

შევნიშნოთ, რომ იმ შემთხვევაშიც კი, როდესაც X-გ=Xუ, MM 3“ 

ეს რიცხვები ითვლებიან მიმდევრობის განსხვავებულ წევრებად. 
მიმდევრობის მოცემის ბუნებრივი წესია ანალიზური წესი, რომე- 

ლიც გვიჩვენებს თუ რა მოქმედებები უნდა ჩავატაროთ #»-ზე, რომ 

მივიღოთ მიმდევრობის X#, წევრი. 

მიმდევრობა აგრეთვე შეიძლება მოცემული იყოს რეკურენტული 
დამოკიდებულებით. ეს წესი იმაში მდგომარეობს, რომ მიმდევრობის 
ყოველი წევრი, რამოდენიმე საწყისი წევრის გარდა, რომლებიც თავი– 

დანვეა მოცემული, მიიღება მის წინ მდგომ წევრებზე გარკვეული 

მოქმედებების ჩატარებით. განვიხხლოთ მიმდევრობის «რამოდენიმე 

მაგალითი. 

1 
1. მიმდევრობა, რომლის ზოგადი წევრია X = ––, არის შემდეგი 

// 

მიმდევრობა 

სექ, 
2 ვ ჩM 

'/ 

  

2. დავწეროთ მიმდევრობა, თუ მისი ზოგადი წევრია X, = :+1“ 

ცხადია, რომ 

1 2 3 
X1=–---)  _.. 

  

? ზოგჯერ გამოვიყენებთ გამოთქმას » Xცმიმდევრობა“. 
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1 – M 

3, ჯ ,=: 14901 ტოლობა განსაზღვრავს შემდეგ მიმდევრობას: 

0, 1, 0, საააულ უ1...თ.. 

4. თუ მიმდევრობის ზოგაღი წევრი მოცე?პულია ფორმულით 

Xე = ძ0'“1(=2-0, ძ53–0), მაშინ 

X, = ძ, X-ა = 00, Xვ = 00”,..., 

მას გეომეტრიული პროგრესია ეწოდება. 

5. თუ Xგ=ლ0ი5/, მაშინ გვექნება მიმდევრობა ––1, 1, =–1, --·-C-–115, .... 

6. ვთქვათ ძი, = 3 და ია;+, = ძე + 2; ცხადია, რომ 

ია=5, ძვ=7, 0ძკ =9,.. 

ეს მიმდევრობა მოცემულია რეკურენტული წესით. 

თუ X=0, VMIMCM, მაშინ მიმდევრობას ეწოდება მუდმივი. 

განსაზღვრება 1.1. რიცხვთა (I) მიმდევრობას ეწოდება 

ზემოდან შემოსაზღვრული, თუ არსებობს ისეთი # რიცხვი, რომელიც 

მიმდევრობის ყოველ წევრზე მეტია, ხოლო ქვემოდან შემოსაზღვრუ- 
ლი ––- თუ მოიძებნება ისეთი #, რიცხვი, რომელიც ნაკლებია მოცემუ– 

ლი მიმდევრობის ყოველ წევრზე. 

თუ მიმდევრობა შემოსაზღვრულია როგორც ზემოდან, ისე ქვემო– 

დან, მას შემოსაზღვრული მიმდევრობა ეწოდება. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ზემოთ მოყვანილ მაგალითებში 1, 2, 3, 5 

მიმდევრობები შემოსაზღვრულია. მე-6 მიმდევრობა შემოსაზღვრულია 
ქვემოდა5. მე-4 მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, თუ |0|) <1. (4) მიმ– 

დევრობა ქვემოდან (ხემოდან) შემოსაზღვრულია, თუ 0>0 (0<0) და 

ძ>1. თუ ძ<-–-1, მაშინ მიმდევრობა არ არის შემოსაზღვრული. 

განსაზღვრება 1.21 («C) მიჭდევრობას ეწოდება არაკლება– 

დი, თუ XI) <- X <> <: Xე «--- ლა არაზრდადი, თუ X, > X: >“ > 
2 Xგ >“ 

განსა '% ღვრება 1.31. (XX) მიმდევრობას ეწოდება ზრდადი, 

თუ XV < I < -<X, <<. და კლებადი, თუ X >> X >> X, >... 
არაზრდად და არაკლებად მიმდევრობებს მონოტონური მიმდევრო- 

ბები ეწოდება. 

?“ ცხადია ზრდადი (კლებადი) მიმდევრობა არაკლებადია (არაზრდადია). 
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§ 9, მიმდევრობის ზღვარი 

განსაზღვრება 2.1. ი რიცხვს ეწოღება (ჯე) მიმდევრობის 

ზღვარი, თუ ნებისმიერი §>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი (§-ზე 
დამოკიდებული) რიცხვი /I0=/1 (60), რომ ყოველი ნატურალური 

#->I10 (§)-ისათვის ადგელი აქვს უტოლობას: 

“ა, ––ითი|<8. (2.1) 

ის ფაქტი, რომ (X,) მიმდევრობის ზღვარი თ რიცხვია, ასე ჩაი- 

წერება: 

III X„=ძ, 
I->C0 

ან შემოკლებით IICთ ჯX„=0ძ, ან კიდევ X, –> თ. 

ზღვრის განსახღვრება ლოგიკური სიმბოლოების გამოყენებით შემ- 

დეგნაირად ჩაიწერება: 

IIი X„==თ <=-=> (V 8 >> 0) (5 ა (5) C #9) CV/I => (§) ) : | «გ –– თ | < §. 
ი->-Cლ ' 

თუ X, = 0, VIICMV, მაშინ ცხადეა, რომ IIი1 X, = თ. 
წ”-–>00 

(2.1) უტოლობა ტოლფასია შემდეგი 

ი-–პოჯა<ძ+8§8 

ორმაგი უტოლობის, რაც ნიშნავს იმას, რომ X,„ ეკუთვნის თ წერტი–- 

ლის § მიდამოს, ე. ი. X-CV(0, 6). 

ამრიგად, ის ფაქტი, რომ « რიცხვი არეს 1(X,) მიმდევრობის ზღვა- 

რი, გეომეტრიულად ნიშნავს, რომ C რიცხვის ნებისმიერ § მიდამოში 

მოთავსებულია (ჯა) მიმდევრობის ყველა წევრი, გარდა სასრული 

რაოდენობა წევრებისა. ' 

მიმდევრობას, რომელსაც ზღვარი გააჩნია, ეწოდება კრებადი. წი–- 

ნააღმდეგ შემთხვევაში მიმდევრობას განმლადი ეწოდება. 

დაგალითი 1. ვაჩვენოთ, რომ «# 1191 => = 0. 
იჩ->-00' 

მართლაც, ვთქვათ 8>0 ნებისმიერი რიცხვია. განვიხილოთ უტო–- 

ლობა -- –0 < სწ. აქედან = <8 ანუ M#> = მაშასადამე, თუ 

  

1 1 
ავიღებთ /% (5) = ––, მაშინ _–-– ი <გ უტოლობა შესრულდება 
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ყოველი #-ისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას /#::>7ი (9), ე. ი. 

IIთ 1. 0. 
ი-თ ჩ 
Cმაგალითი 2. თუ |9ძ| <1, მაშინ 

III 0” = 0. (2.2) 
#”–>ლ% 

მართლაც, თუ #=0 (2.2) ცხადია. ვთქვათ, 0< |ძ| <1, მაშინ 

|0ი"--–-0| =|0|1<წ8. (2.3) 
ამ უტოლობიდან გვაქვს 

M IთI 0) < 18. 
საიდანაც 

ი>-%" = „დ, 
II 9 | 

ე. ი. თუ IL>7#% (8), ადგილი აქვს (2.3) უტოლობას. 

მაგალითი 3. ვაჩვენოთ, რომ ((--1)”) მიმდევრობა გან- 

შლადია. 

მოცემულ მიმდევრობას აქვს სახე 

–1, 1, -= 1, 1, +, (–- 1, · 

დავუშვათ, რომ ამ მიმდევრობის ზღვარია თი რიცხვი. განვიხილოთ 

თ რიცხვის 1-3 6+-- მიდამო, რომლის სიგრძე 1-ის ტოლი). 

ამ მიდამოში ერთდროულად ვერ მოხვდება ––1 და 1 რიცხვები (მო–- 

ცემული მიმდევრობის წევრები), რაღგან მათ შორის მანძილი 2-ის 
ტოლია. ამრიგად, როგორიც არ უნდა იყოს # რიცხვი, აღებული მი–- 

დამოს გარეთ დარჩება მიმდევრობის წევრთა უსასრულო რაოდენობა, 

ე. ი. მიმდევრობა განშლადია. 

მაგალითი 4. ვთქვათ დაღებითი 6 რიცხვი წარმოდგენილია 

უსასრულო ათწილადით: 

თ = ძე, 010ა'“ შე“. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

Xგ = ძი, 0) ძირა. 

(=
>)
 

CI
.



ცხადია, რომ ყოველი ILC V-სათვს ჯგ რაციონალური რიცხვია. 

ვაჩვენოთ, რომ 

III Xგ = ძ. (2.4) 
Mი->C9 

მართლაც 

|ი––X,| =0, 00:--0 მძე+10,+:··<. 10“, 

' M-ჯერ 

აქედან ჩანს, რომ როგორიც არ უნდა იყოს §>0 რიცხვი, 10“5<8, 

თუ M>10=--წC 6. ე. ი. მართებულია (2.4) ტოლობა. 

ანალოგიური მსჯელობა ჩატარდება, თუ ძ0<0. 

ამრიგად, ყოველი ნამდვილი რიცხვი წარმოადგენს რაციონალურ 

რიცხვთა მიმდევრობის ზღვარს, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ ყო– 

ველ ორ ნამდვილ რიცხვს შორის არსებობს ერთი მაინც რაციონალუ– 

რი რიცხვი. ამ თვისების გამო ამბობენ, რომ რაციონალურ რიცხვთა ” 

C სიმრავლე ყველგა5 მკვრივია 'ნამდვილ რიცხვთა #? ს-3რავლეში. 

§ ვ. სოგიერთი თეორემა მიმდევრობის ზღვრის შესახებ 

თეორემა 3.1. თუ მიმდევრობას ზღვარი აქვს, მაშინ ის ერთად– 

ერთია. 

დამტკიცება. ვთქვათ (X,) მიმდევრობა კრებადია თ და ხ 

რიცხვებისაკენ, მაშინ ზღვრის განსაზღვრების თანახმად ნებისმიერი 

8>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 1” და #0” რიცხვები, რომ 

Iი-ი|<-, (3.1) 
როდესაც M->110” და 

IX, –- | <--, (83.2) 

როცა #>ჩMი”. ცხადია, რომ თუ #>1)მX (210, 0” ს მაშინ (3.1) და 

(3.2) უტოლობებსს ერთდროულად ექნებათ ადგილი. ამიტომ, თუ 

#>ი1მX (Mი“, #0”), მივიღებთ: 

C 8 

|თი–-ხ |= | (0C-- Xი)+(X,--ხ) | < | #გ––თI+IX, –-0<--+ 2. = 6. 

მივიღეთ, რომ არაუარყოფითი |0--ხ| რიცხვი ნაკლებია 'ნების- 

მიერ 6>0 რიცხვზე. ეს კი შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

|0––ხ | =0. ე. ი. თძ=ხ. თეორემა დამტკიცებულია. 
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თეორემა 3.2. თუ მიმდევრობა კრებადია, მაშინ იგი შემოსა- 

ზღვრულია. 

დამტკიცება. თუ (X,) მიმდევრობა კრებადია თ რიცხვისა- 

კენ, მაშინ ნებისმიერი 8>0 რიცხვისათვის მიმდევრობის ყველა წევრი, 

გარდა შესაძლებელია მათი სასრული რაოდენობისა, მოხვდება თ წერ– 
ტილის 6 მიდამოში. ამრიგად, |ძ––§, თ+8I ინტერვალის გარეთ შეიძ- 

ლება აღმოჩნდეს მიმდევრობის წევრთა მხოლოდ სასრული რაოდე– 

ნობა, აჭპიტომ არსებობს ორი 7? და #M რიცხვი, ისეთი, რომ IV; /M) 

მონაკვეთი მიმდევრობის ყველა წევრს შეიცავს. ე. ი. ყოველი 

წLCIV-ისათვის, #1 <- X, <. MV, რაც ნიშნავს, რომ (X,) მიმდევრობა შე- 

მოსაზღვრულია. თეორემა დამტკიცებულია. 

ამრეგად, მიმდევრობის შემოსაზღვრულობა წარმოადგენს მიმდევ– 

რობის კრებადობის აუცილებელ პირობას. შევნიშნოთ, რომ, მიმდევ– 

რობის შემოსაზღვრულობა არ არის მიმდევრობის კრებადობის საკმა- 

რისი პირობა. მაგალითად, ((– 1)) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, 

მაგრამ როგორც ზემოთ ვნახეთ, ის არ არის კრებადი. 

თეორემა 3.3. თუ 11Iოთ ჯა = იძ და IIოთ ყა= ხხ, მაშინ: 

1) Iი („+ ყ,)=0+ხ, 
2 III Xგყ, = ძხ, 

ვ) I-ი = ++, თუ ყ>- 0 0CM) და ხ 2<0. 
ყი 

დამტკიცება. 1) ვთქვათ, 6>0. ვინაედან X –>+ თ და ყე –> ხ, 

  

არსებობს ისეთი /ი რიცხვი, რომ თუ #>7/ი, მაშინ |X, –– ი|< -> 

და ყი ხ|<- · ამიტომ 

IV + ყი) – (6 +0)|<| –- 2I+IVი -ხ|<-- + --=4%. 

ე. ი. (X + ყე) ->0 + ხ. 
2) შევნიშნოთ, რომ 

... = | (ი ყე –– ყი) + (თყა –– 06) | <. 

< III“ იI+ I9IIყ.--ხI|- (3.3) 

რადგან (ყ,) მიმდევრობას ზღვარი აქვს, ამიტომ იგი შემოსახღვრუ–- 

ლია. ე. ი. არსებობს ისეთი # რიცხვი, რომ Iყ, | < M. ცხადია, M 

რიცხვი ისე შეგვიძლია შევარჩიოთ, რომ |0ი|I =M. ზღვრის განსაზღვ– 

რის ძალით, ყოველი §>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი /10 რიცხვი, 

ვ7



    რომ თუ #M#>>71, მაშინ |21,–-ძ L –ხ 5 უ ი Iრ–ი|<-ც და |ძ.--ხ1< -ც 

ამიტომ (3.3)-დან, თუ M#>7%, მივიღებთ: 

|Vიყაე-–– იხ|<8%, 
ე. ი. Xე ყე –> იხ. 

  3) ჯერ ვაჩვენოთ, რომ IIთ 1 =-1, 
ყე ხ 

ძალით 11 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი Mი“”“ რიცხვი, რომ 

|6I Iყი--ხ (<- 2“ , თუ M#>>7. აქედან როცა / >> #1, გვაქვს: 

ზღვრის განსაზღვრების 

_–___ჟ>ჰჰX--–––- .  -_ --.-–-.. 
2 

ნებისმიერი 8>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი #ი” რიცხვი, 

რომ 
2 

|ყ.--ხ|< > , (3.5)   

როცა I >710”. 

ვთქვათ IMი =0მX (/1ი”, 0”), მაშინ (3.4) და (3.5)-ის ძალით გვაქვს: 

  

  

  

1 1 _ 2 
1-1 I-XII < 8ხ __” 

ყი ხ IM | ·|6I 2 |ხI Iნ| 

. 1 1 
ე. ი I0 –-.=–, 

იო>-%ი9 ყა. ხ 

ამ ტოლობისა და 2)-ის გამოყენებით მივიღებთ: 

Iთ 22% = IMი Xაგ· I 1 1. 0 · 
ი>-% ყი ი >-თდ ”->-CX% Mყ» ხ ხ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 1. მუდმივი მამრავლი შეიძლება ზღვრის ნიშნის გარეთ 

გავიტანოთ. ე. ი. თუ 1(X,) კრებადი მიმდევრობაა, მაშინ: 

10 (2 X,) = 6 · 1IIIი Xე. 
71->CCC ”I-–ი:ო 

შედეგი 2. თუ (X.) და (ყე) კრებადი მიმდევრობებია, მაშინ: 

1IIი (+ – ყ,) = I X –– მთ ყი. 
ი->თ9 ი->C= ი-> CC 

ვ8



თეორემა 3.4 თუ (»,) და (ყ,) კრებადი მიმდევრობებია და 

Xიგ <. 9, მაშინ: 

III ჯგ <- II91 ყე. 
ი->-C% M->00 

დამტკიცება. ვთქვათ IIთ #. == Cთ, 1Iო ყე = ხ. დავუშვათ, რომ 

  თ>>ხ. (X,) და (ყ,) მიმდევრობის კრებადობის ძალით §=“ რიცხვი- 

სათვის არსებობს ისეთი /ე რიცხვი, რომ 0ი-–-ზ<X, და ყა<ხ +6, 

როცა #M >>/1ე. აქედან: 

ყა<–ხ+8ზ8=ი-ა§ <Xეი. 

ე. ი. ყა.< X,, რაც ეწინააღმდეგება თეორემის პირობას. ამრიგად 

ი <= ხ, ანუ IIი1 X, <1I1ო ყ,. თეორემა დამტკიცებულია. 
MI->60 M->-0CC 

შედეგი 1, თუ (ჯ,) კრებაღი მიმდევრობაა და X, <- თ, მაშინ 

1101 ჯ, ლთ. 
ი->C% 

შედეგი 2. თუ («,) კრებადი მიმდევრობაა და X.C(თ; ხ) (/1CVV), 

მაშინ 

110L XC Iთ; ხ1. 
I->060 

შევნიშნოთ, რომ თუ (ჯ,) კრებადი მიმდევრობაა და ჰX„ < ძ, აქედან 

საზოგადოდ არ გამომდინარეობს, რომ IIთ X< ი. მართლაც, Xგ => 
ჩ–>-ლCC 

< 1 ყოველი /CM-ისათვის, მაგრა“ 1IIი1 X, ==1.   

“ი –+ 1 1-->C 

თეორემა 3.5. თუ IIი X„-=0, მაშინ IIი) XI =|0 |. 

ი->ლ ი–-ი 

დამტკიცება. რადგან X.->ი, ამიტომ ნებისმიერი § >> 0 რიცხვი- 

სათვის არსებობს ისეთი /ე რიცხვი, რომ | X. -- თ| < 8, როცა M#>>7%. 

აქედან, რადგან | | #გ |–– | თ | | <- | X–– თ, ვღებულობთ: 

| IX2|-- | CI | <. §, 

როცა ჩ >. ე. ი. თ. | X„I = | 01. თეორემა დამტკიცებულია. 
ჩ->-C 

შევნიშნოთ, რომ თეორემა 3.5-ის შებრუნებული საზოგადოდ სა- 

მართლიანი არ არის. მართლაც, თუ Xე = (–- 1)·, მაშინ 1IIიI | X. | = 1, 
ი->თ 

მაგრამ I1Iიე X,. არ არსებობს, 
ჩი 

ვი



თეორემა 3.6. თუ ა <2 <ყი და IIთ ჯა =1Iთ ყა =-0, მა- 
წ->CC წ––-00 

შინ III) 2, = თ. 
1-–პ6-ი5 

დამტკიცება. V8>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 0 

რიცხვი, ოომ: 

ი- ზ<Xჯ და ყ<თ+8 როცა / =>”. 

აქედან პირობის ძალით, თუ #>110 გვაქვს: 

ი ლ<პდმიედყი<0+-8§, 

ანუ 

ი- ლ2<0 +686. 

ე. ი. 1100 2, = რ. თეორემა დამტკიცებულია. 
7–>CC 

§ 4, უსასრულოდ მცირე და უსასრულოდ დიდი მიმდევტობები 

განსასღვრება 4.1. (თ, მიპდევრობას ეწოდება უსასრუ- 

ლოდ მცირე მიმდევრობა ან უსასრულოდ მცირე, თუ მისი ზღვარი 

ნულის ტოლეაა. 

თეორემა 4.1. იმისათვის რომ (X,) მიმდევრობის ზღვარი 

იყოს თ რიცხვი, აუცილებელია და საკმარისი, რომ X„=თ+თე, სა- 

დაც (თ, არის უსასრულოდ მცირე მიმდევრობა. 

საკმარისობა. მართლაც, თუ X„=0+თ,, მაშინ თეორემა 

3.3.-ის ძალით გვაქვს: 

მთ X =Iი) თ+თ)=IოთC 2+IIთ =თ+0=0თძ. 
ით ი#>ი ”-თ #->0 

აუცილებლობა. ვთქეათ II X, = 0. განვიხილოთ (თ,) მიმდევ- 
რობა, სადაც თ = Xგ ––- ძ. (თ,) არის უსასრულოდ მცირე, რადგან 

10 თ, = III (XI –– მძ) = Iთდ X –– I იძ=ძიძ–ძ=0. 
ი->C .>C ი“>Cთ ჩ->-9 

ე. ი. X, = 0 + თ, სადღაც (CV, არის უსასრულოდ მცირე. თეორემა 

დამტკაცებულია. 

განსაზღვრება 4.2. (ზ,) მიმდევრობას ეწოდება დადებითი 

(უარყოფითი) უსასრულოდ დიდი, თუ VM>>0 რიცხვისათვის მოიძებ- 

(1!)



ნება ისეთი I რიცხვი, რომ ყოველი I>ჩა0-ისათვის ადგილი აქვს 

უოტოლობას ზ. > VVI (წ, <–- #V. 

ის ფაქტი, რომ (ზ., დადებითი (უარყოფითი) უსასრულოდ დი- 

დია, შემდეგნაირად ჩაიწერება: 

I1Iი ზ.ა = + თ (IIი ზა =– თ) ან ჩა -–>--დ(წი-–>-–- თ). 
”წ-–>90 ჰ–+ %ლ0 

თუ III ჩა= +Cთ (Iს მზე:=– თ) ამბობენ0, რომ (ზე. მიმ- 

ი->+C ი->C 

დევრობა მიისწრაფვის პლიუს (მინუს) უსასრულობისაკენ. 

შენიშვნა. (X,) მიმდევრობას, რომლისთვისაც IIი1 |X, | = + C, 
იი 

უწოდებე5 უსასრულოდ დიდს და წერენ IIთო ჯX„=C. 
ი->% 

მიჭლევრობა შეიძლება იყოს უსასრულოდ დედი, მაგრამ არ წარ- 
მოადგენდეს არც დადებით უსასრულოდ დიდსა და არც უარყოფით 

უსასრულოდ დიდ მიმდევრობას, ასეთია მაგალითად L(C--1)ჩ-/1) 

მიმდევრობა. 

ცხადია, რომ უსასრულოდ დიდი მიმდევრობა არ არის შემოსაზღე– 

რული, მაგრამ საზოგადოდ ყოველი არაშემოსაზღვრული მიმდევრობა 

| 1 1 
უსასრულოდ დიდი არ არის. მაგალითად 1, + 1.2, 2 ე, ათ 

  ა კ... მიმდევრობა არ არის შემოსაზღვრული, მაგრამ იგი 
1 

” M –+1 

უსასრულოდ დიდ მიმღევრობას არ წარმოადგენს. 

თეორემა 4.2: თუ (X,) შემოსახღვრული მიმდევრობაა, ხოლო 
– 

(1 უსასრულოდ დიდია (/, 5-0), მაშინ | 22) უსასრულოდ: მცირეა. 
; ყი 

დამტკიცება. ვთქვათ M არის ისეთი რიცხვი, რომ IX, | <VVL, 

MC M. რადგან (V,) უსასრულოდ დიდია, ამიტომ ნებისმიერი § >> 0 ,რიცხვი- 

სათვის არსებობს ისეთი 7, რომ თუ /#>>/1ე, მაშინ Iყ-| > MM. ანუ 
8 

  

    

1 < 6 .· ამრიგად, როცა /! >> #1, გვექნება: 

Iყის M 
X –0 = Xი <M.-5- = §, 

ყი ყი M 

      

ე. ი. 1Iი ი 0, თეორემა დამტკიცებულია. 
წ->Cლ ყი 
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შედეგი. თუ (#,) უსასრულოდ დიდი მიმდევრობაა, მაშინ I –) 

უსასრულოდ მცირეა. ” 

თეორემა 4.3, თუ (ყ,) უსასრულოდ მციოეა (/, + 0), ხოლო (X,) 
არის ისეთი მიმდევრობა, რომ 0 <4 <|X, |, მაშინ 1-7. | უსასრულოდ 

დიდია. ყი 

თეორემა 4.3. მტკიცდება თეორემა 4.2-ის ანალოგიურად. 

შედეგი. თუ (ყა) უსასრულოდ მცირე მიმდევრობა” (ყე > 0), 

მაშინ | 9 
ყ 

განსაზღვრება 4.3. ვიტყვით, რომ: 

ა) (>) მიმდევრობა (ყ, 5“ C) წარმოადგენს (>) სახის განუ- 
ყ 

ზღვრელობას, თუ III ჯე = 1101 ჟ = 0. 
ი>ძ იძე 

ბ) (2 ) მიმდევრობა (ყ, >“ 0) წარმოადგენს (– ) სახის განუ- 
ყი 

ზღვრელობას, თუ Iთ X, = IIთ ყე = თ. 
/->C0 /-–>0C 

  I უსასრულოდ დიდია. 

  

გ) (X, ყე) მიმდევრობა წარმოადგენს (0: ლ) სახის ·განუზღვრე–- 

ლობას, თუ IIთ XX =0 და III ყე = C%. 
”>C-% M->0 

დ) («+ ყ,) მიმდევრობა წარმოადგენს (%-–-თ2) სახის განუზღვ- 

რელობას, თუ II0 X =+Cთ და III M, = –- თ. 
+ I-C 

როგორი სახის განუზღვრელობასაც არ უნდა წარმოადგენდეს 

მიმდევრობა, რაიმე გარკვეულის თქმა მისი ზღვრის შესახებ, დამა- 

ტებითი გამოკვლევის „გარეშე, არ შეიძლება. მართლაც განვიხილოთ 

(--) სახის განუზღვრელობის რამდენიმე მაგალითი. 
0 

  

1 'ი მაგალითი 1. ვთქვათ ჯე, = 1. და ყა= –-, მაშინ –“> = 
ჩ 

  

ყი 
=#7 > + დ. 

1 _ 1 მაშინ Xე _ 1. 0 
მაგალითი 2. ვთქვათ #გ = – და ყი“ -–, ა # =–-> . 
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მაგალითი 3. ვთქვათ XX, = 82 და ყე = _1. მაშინ X#- =6->+(, 
” ჩ ყ. 
_ 1VM 

მაგალითი 4, ვთქვათ XX, = C=- 1" და ყი =-1. მაშინ 2% = 
” ” ყი 

=(C-1)? მიმდევრობას ზღვარი არ გააჩნია. 

ანალოგიური მაგალითები შეიძლება მოვიყვანოთ სხვა სახის განუ–- 

ზღვრელობისთვისაც. 

გავხსნათ განუზღვრელობა –– ნიშნავს მოვძებნოთ მოცემული მიმ- 

დევრობის ზღვარი (თუ არსებობს), რისთვისაკც ყოველ კონკრეტულ 

შემთხვევაში საჭიროა სპეციალური გამოკვლევის ჩატარება. : 

§ 5. მონოტონური მიმდევრობის კრებადობა 

თეორემა 5.1. მონოტონური შემოსასღვრული მიმდევრობა 

კრებადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ (ა, არაკლებადი და ზემოდან შემო- 

სახღვრული მიმდევრობაა. მაშინ ამ მიმდევრობის ელემენტთა სიმრავ– 

ლე იქნება ზემოდან შემოსაზღვრული, ამიტომ პირველი თავის თეო– 

რემა 7.1-ის ძალით მას გააჩნია ზუსტი ზედა საზღვარი. აღვნიმნოთ 

იგი ჯX-ით. ცხადია, რომ Xჯ, <- ჯ ნებისმიერი #1 C MV-ისათვის, 

ყოველი §>0 რიცხვისათვის ზუსტი ზედა სახღვრის თვისების ძა– 

ლით მოიძებნება (X,) მიმდევრობის ერთი მაინც წევრი %ი, ისეთი, 

რომ: 

X-- 8< #იე · 

რადგან (X,) არაკლებადი მიმდევრობაა, ამიტომ <Xა თუ Xჯ 
#10 

M#>ჩM0ი. აქედან გამომდინარე ყოველი #>I1 რიცხვისათვის გვექნება: 

X–-ნ<Xჯეი. ამრიგად, თუ /#! > #1, მაშენ 

X-<X<X, 
ანუ 

Iს – XI <8, 

ე. ი. IIი X„=X, სადაც X == 500 (X,). 
ი->-C 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ თუ (ს) მემდევრობა არაზრდა- 

დია და ქვემოდან შემოსაზღვრულია, მაშინ მას ზღვარი გააჩნია და 

Iთ X, = 10/ (X,).თეორემა დამტკიცებულია. 
ი->C- გ



თეორემა მონოტონური მიმდევრობის ზღვრის არსებობის შესახებ 

ასეც შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ: იმისათვის, რომ მონოტონური მიმ- 

დევრობა იყოს კრებადი, აუცილებელია და საკმარისი, რომ იგი იყოს 

შემოსაზღვრული (აუცელებლობა გამომდენარეობს თეორემა 3.2-დან). 

ცხადია, რომ ყოველი კრებადი მიმდევრობა არ არის აუცილებელი 

იყოს მონოტონური. მაგალითად +, “ეეე 1 1. _ 1. ა. 
2 3 ვ ” ბ 

მიმდევრობა კრებადია ნულისაკენ, მაგრამ არ არის მონოტონური. 

შევნიშნოთ, რომ არაკლებადი შემოსაზღვრული მიმდევრობის წევ- 

რები არ აღემატებიან მის ზღვარს, ხოლო არაზრდადი შემოსაზღვრუ- 

ლი მიმდევრობის წევრები არ არიან ნაკლები მის ზღვარზე. 

თუ არაკლებადი (არახრდადი) (X,)) მიმდევრობა შემოსაზღვრუ- 

ლი არ არის, მაშინ 1Iი) X, = + თ ( IIIი) Xგ = –– დ). 
ი->009 #I>060 

განსაზღვრება 5.1. სეგმენტთა IX,, ხ)1, |ძია, 0), ... ,(თე, ნ,)) ... 

მიმდევრობას ეწოდება ჩალაგებულ სეგმენტთა მიმდევრობა, თუ ყოვე- 

ლე მომდევნო სეგმენტი შედის წინაში, ე. ი. Iთ,+), ნ„+11C-Iთი, ხე), 71= 

=1, 2,).... 

თეორემა 5.2 თუ ((ძ,,ხე)) ჩალაგებულ სეგმენტთა მიმდევ– 

რობაა და IIთდ (ნ,-- ძ,)=0, მაშინ არსებობს ერთადერთი წერტილი, 
ი->-თ 

რომელიც ეკუთვნის ყველა ILძე, ხ.) (61CM) სეგმენტს. 

და მ ტ კიცე ბა. პირობის ძალით VI/1CVV, გვაქვს 

ძე <- ძა <- ძვ <->-<, ხუ. 
ამრიგად, რიცხეთა (ი, მიმდევრობა არაკლებადია და ზემოდან 

შემოსაზღვრული. ამიტომ თეორემა 5.1-ის ძალით (ი, კრებადია. 

ვთქვათ IIთ. ძე = 6. ცხადია, რომ ძე <-60 =ხ,, ყოველი MI, M/1CMV რი- 
I-C 

ცხვებისათვის. კერძოდ, თუ /.=7/, მივიღებთ ი„გ=06+< ხე, ე. 0. 

20CIთ, ხ,) (1=-1, 2-.). 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ C ერთადერთი წერტილია, რომელიც 

ეკუთვნის ყველა Iთ,, ხე) სეგმენტს. მართლაც, თუ არსებობს 0)5-0 

წერტილი, რომელიც ეკუთვნის ყველა L9ძე. ხეა) სეგმენტს, მაშინ: 

ხხ–-ძი>ICთC-–0|>9. 

აქედან III (ნხ„––ძ,) >> 0, რაც ეწინააღმდეგება თეორემის პირობას, 

ი->თ9 
ე. ი. 6,=0. თეორემა დამტკიცებულია. 
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შევნიშნოთ, რომ თეორემა 5.2-ში არსებითია, რომ განიხილება სეგ– 

მენტთა მიმდევრობა. მართლაც ინტერვალთა II +L) მიმდევრობა 
: ჩ 

ჩალაგებულია, მაგრამ არ არსებობს ისეთი წერტილი, რომელიც ერთ- 

დროულად ეკუთვნის მოცემული მიმდევრობეს ყველა ინტერვალს. 

§ 0. ზოგიერთი მნითვნელოვანი ზღვარი 

1. 6 რიცხვი. განვიხილოთ ==() +-- ) მიმდევრობა. ვაჩვე– 
71 

ნოთ, რომ ეს მიმდევრობა კრებადია. 

როგორც ცნობილია თ.ე, ძი,.., მი არაუარყოფითი რიცხვებისა- 

თვის მართებულია 

#” თ ძე'· მა დ4რ69+რC1 51 ი. , (6.1) 

უტოლობა (დამოკიდებულება საშუალო არითმეტიკულსა და საშუალო 

გეომეტრიულს შორის). 

თუ 01 = თა == “ი. = ძ, = 1 –+ _1. და ძე+1=1, მაშინ (6.1) უტოლობის 

I 

ჟგანახმად გვექნება; 
1 

წრ 2 0. – ა()++-)+! ++. კ I 
( +)"  '„+საკა _ #M#4+1 M+17 

საიდანაც 

11 1V=(1+-" V (++) <(01+: 
ე. ი. Xე < Xგ+). მაშასადამე Xიგ მიმდევრობა ზრდადია. 

1 1 
თუ 0)=0ძა=·--== მგე= 1 +Cთ. და ძა+) =0,+: = >) მაშინ (6.1) 

უტოლობის თანახმად გვექნება 

1 (011 M.1..1.- #(0+>; ა”; +; M+1+1 V (1 +”) 2 < +“ 0 #+2 #M+2 

· ი > ტოლობას ადგილი აქეს მხოლოდ მაშინ, როცა ძთ,=0ე=- · ·-=ძე. 
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საიდანაც 

1 ” 

(' + +) <4. 
” 

ე. ი. ნებისმიერი I1CM-სათვის X, <4, რაც იმას ნიშნავს, რომ მიმ- 

დევრობა შემოსაზღვრულია. 

ამრიგად, Xგ მიმდევრობა ზრდადია და შემოსაზღვრული, ამიტომ 

თეორემა 5.1-ის ძალით იგი კრებადია. ამ მიმდევრობის ზღვარი 6 ასო– 

თი აღინიშნება. ე. ი. 

1 V8#/ 
III | 1+ +) =6. 
> / 

3ტკიცდება, რომ 6 ირაციონალური რიცხვია და მისი მიახლოები- 

თი მნიშვნელობაა 622,718281. 

მათემატიკის ზოგიერთი საკითხის განხილვისას მოხერხებულია ვი- 

სარგებლოთ ლოგარითმებით, რომელთა ფუძე 6 რიცხვია. თ რიცხვის 

ლოგარითმს 6 ფუძით ნატურალური ლოგარითმი ეწოდება და 190 C 

სიმბოლოთი აღინიშნება. 

2. ვაჩვენოთ, რომ IIიI 0” = + C, თუ 0>>1. წინასწარ დავამტკი- 
ი-- 

ცოთ შემდეგი უტოლობა: 

(1 +ძი)>>1 +Mით, ი>>––1, ძ5+“ 0, MCVV. (6.2) 

დამტკიცება ჩავატაროთ მათემატიკური ინდუქციის მეთოდით. რო- 

ცა I1=2, მაშინ: 

(1+ი0იზ =1-+2თ”თ+ ი > 1 + 20. 

ე. ი. უტოლობა მართებულეა. დავუშვათ (6.2)-ის მართებულობა 

#=V#-სათვის. მაშინ, თუ 7=#+1, გვექნება: 

(1 + თ”+! = (1 +0” 0 -L ძ) > (1 + #0) (1 + ი)>>1 + (ჩ + 1) თ. 

უტოლობა დამტკიცებულია. (6.2) უტოლობას ბერნულის” უტოლობა 

ეწოდება. 
ვინაიდან 0->1, ამიტომ ი=1+Vთ, სადაც თ>0. (6.2) უტოლობის 

ძალეთ: 

· 01 -= (1 + თ" -> 1 +IC ->71C. 

აქედან ცხადია, რომ 

1101 05 == -L თ. 
წ-ი 
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3. ვთქვთ X, = 1 +096 +ი0' -+L -·+ ძ", |ძ| <1. ვაჩვენოთ, რომ 

1 
II0I X, = ––_ 

ჩ->C0 1--ძი/ 

გეომეტრიული პროგრესიის წევრთა ჯამის ფორმულის გამოყენე–- 

ბით გვაქვს: 

1--იეიშM! _ 1 ი 

Xგ = = _ 
1–ძ 1--ი 1–-ყ/ 

რადგან III 0+I =0, როცა |0იI<1, ამიტომ 
”წ”–->ი00 

ე05#1 

1II0I Xგ= IIთდ ) = 
„ით ი#->-X% 1-«ძ –ძ 1 –ძ 

  

1 1 
=ეაეე_– სიო თთ+ = 1... 

1–ძ 1-––- ძი“ 1-––-ძ 

4. ვაჩვენოთ, რომ თუ ი>1, მაშინ 

მი --- =0. (6.3) 
ი >-თ ძ" 

მართლაც, თუ #<0 (6.2)-ის მართებულობა ცხადია ევთქვათ 
0<#<1. (6.2)-ის გამო: 

ემ=I1 CCV--1)112>>1 +M(C--1)>>#(07--1), 

ამიტომ 

(5 წა 1 
0< –“– < < · 

ი" L(თ--1) ”-"ხ(თ--1) 
  (6.4! 

რადგან #<1, ამიტომ თუ (6.4)-მი გადავალთ ზღვარზე, მივიღებთ 

C.3)-ს. 
5 

ახლა ვთქვათ #>2>>1. შემოვიღოთ აღნიშენა ც2 M_ხ ცხადია ხ2>1, 

ამიტომ უკვე დამტკიცებულის თანახმად: 

110 M 
ი”>-თ ხ 

  =-0.



ცხადია, ამ ტოლობის ძალით არსებობს ისეთი #7 რიცხვი, რომ თუ 

      

    

  

  

ი => მაშინ > ამიტომ თუ #:2>/,, გვექნება, რომ 

#> 2 _ VI 
ხი < – ფუ და მართებული იქნება შემდეგი შეფასება: 

#7 V I 2 V I I2” 7. 
ილ == |  -.– = |M»- <-–ი-“' (2) თ 

თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, მივიღებთ: 

; 
თ –- =0. 
იიი ი" 

(6.3) ტოლობა დამტკიცებულია. 

მედეგი. თუ 06>1, მაშინ: 

ი" 

Iთ = Cდ. (6.5) 
იი MM" 

5, ნებისმიერი თ>0-ისათვის 

III ” თ = 1. (6.6) 
”->-C 

თუ ძ=1, მაშინ (6.6) ცხადია. 

ვთქვათ თ>1. ბერნულის უტოლობეს ძალით (უტოლობა 6.2) 

გვაქვს: 

=0+VMი --17>14ი(/6–VM. 

ამ უტოლობიდან თ>1 პირობის გათვალისწინებით მივიღებთ: 

0=</ 2-–1<95- 1,   

თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, თეორემა 3.6-ის ძალით 

გვექნება: 
ჩ 

III (/ თი-–-1) =0, 
Mჩ”->0ი% 

ანუ 
ი„- 

11ი1 7. თ =1. 
ჩ–ა-C2 
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თუ 0<0ი<1, მაშინ 1. >, ამიტომ III “ლ გვაქვს 
ძ ი–>- 

#>-ძთი ჩ--09ი0 | IIი თ 7> 
რ #->Cთ0 

(6.6) დამტკიცებულია. 

6. თუ ი2>0 და (XX) არის რაციონალურ რიცხვთა მიემდევრობა 

ისეთი, რომ: 

  

1I91 X. = 0, 

L--თ9 

მაშინ 

MIთ 0“ =1. 
ჩ--0ი0 

თუ 0=1, მაშინ (6.7) ცხადია. დავუშვათ, რომ 0>1. რადგან (X,) 

მიმდევრობა კრებადია, ამიტომ იგი შემოსახღვრულია და შემოსაზღვ– 

რული იქნება (ი) მიმდევრობაც. ვთქვათ 06%X# < V/M# (#=1, 2, ...). ავი- 

ღოთ ნებისმიერი 8>0 რიცხვი. (6.6) ტოლობის ძალით არსებობს ისე– 

თი ნატურალური ჩMი რიცხვი, რომ უტოლობა 

0=I/ ი--1<8% 

შესრულდება ყოველთვის, როცა /##>/%ი. 

რადგან IIთ X,= 0, ამიტომ მოიძებნებ ისეთი ნატურალური #ე 
L- ი 

რიცხვი, რომ როცა 2>წ%, გვექნება 

1 
<IX. | < ი +-1 ” 

ამიტომ 

1 

0<0”! 1C05%5+1_ 1 <8%, ” >>. 

ამ უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ, თუ X, > 0, მაშინ 

0<0ს--1<8(>ჩ), 

ხოლო, თუ X, <0, მაშინ 

0< 1 –იM<6M(? >). 
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ამრიგად, როცა #>#ი0. მამის 

'| 81 –– 1.| < 818» (1, VM). 

III) 0%ს =- 1. 
წ–.-% 

თუ ძ<1), მაშინ 

, · · 1 V-X 
II ი? = IIი --) _. 

L->CC M->Cლ% (/# 

7. დავამტკიცოთ, რომ 

III) I/ი = 1, (6.8) 
1–> ილ5 

პირველ რიგში ვაჩვენოთ, რომ M##=4-დან დაწყებული LV ი.) 

მიმდევრობა კლებადია. მართლაც. როგორც 0ი0,= (1+--) მიმდევ– 
” 

რობის ზღვრის გამოთვლისას ვაჩვენეთ: 

1 M7/! 

(1++) < 4, 
/” 

- ამიტომ, თუ #1 >> 4, მაშინ ( 1 + –< I, ანუ. (I -+C- 118 < 7151, 
” 

  ი+1 – _ 

ამედან კი ვღებულობთ  I/ # + 1 <V # ე.ი. (V M ) მიმდევრობა 
მი-- 

#1=4-დან დაწყებული კლებადია. ამასთანავე /. ”M >1 და თეორემა 5.1-ის 
”ჩ 

ძალით ( / /# ) მიმდევრობა იქნება კრებადი. 

V7V ი 7/ი. ვთქვათ III) 1 /” =ძ. ცხადია, რომ თუ II>4, მაშინ 1<0<)/ # , 
წ–ა- CC 

” 

ანუ 9 <1. ამ უტოლობის შესრულება კი ყოველი /! >> 4-სათვის, 
” 

“შესაძლებელია მხოლოდ მაშინ, თუ ძი=1. რადგან თუ 0 >>1, მაშინ რო- 
· ჩ” 

გორც ვაჩვენეთ III - = % და ამიტომ გარკვეული ე ნომრიდან და- 
> თ ”7 

” 

წყებული მართებული იქნებოდა უტოლობა -9._ > 1, რაც, 02 _ « 1 

/L 1 

უტოლობას ეწინააღმდეგება. ამრიგად ძ=1, ე. ი. 

Iი V .= 1. 
"->ილ 
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8. მართებულია ტოლობა 

ი" 

ყო 5-0, (6.9) 
ი>-X /M/! 

სადაც თ ნებისმიერი რიცხვია. 

მართლაც, თუ || ლ1, (6. 7)--ს მართებულობა ცხადია. ვთქვათ, 

0>1, დავუშვათ 
ი" 

X=--, 
”! 

  მაშინ -XM+1 -. ი –- 0. აქედან გამომდინარეობს, რომ გარკვეული 
X, ” 

#ე ნომრიდან დაწყებული X.+; < Xა„. ამრიგად IIი-დან დაწყებული 

(X.ე) მიმდევრობა კლებადია. ამასთანავე იგი ქვემოდან შემოსაზღვ–- 

რულია (0 <X,), ამიტომ მას ზღვარი გააჩნია. ვთქვათ 

1Iი1 Xგ = 4. 
წ–>–6CC 

მაშინ ცხადია, რომ 

4= III Xგ+1 = IIი1 | X,· 4 = /4- 1IIი =/#-0=0. 
ი->ი ი->0 II +1 ი->Cი0 7 + 1 

    

ამრიგად, როცა ძ არაუარყოფითი რიცხვია, (6.9) მართებულია, მაგრამ 

იგი მართებული იქნება მაშინაც, როდესაც ძი>0, რადგან 

ი”) _ |თI” 

I 
  –> 0. 

  

  

(3) 

9. ვთქვთ L(X,) მიმდევრობა მოცემულია რეკურენტული წესით: 

Xიგ+I == +_(» + 5 | (ფ(1=1, 2)...), (6.10) 
2 წ, 

სადაც X,) და თ წინასწარ მოცემული რაიმე დადებითი რიცხვებია. ვი- 

პრვოთ ამ მიმდევრობის %ღვარი. 

ცხადია, რომ (X,) მიმდევრობა ქვემოდან შემოსაზღვრულია, რად- 

გან პირობის თანახმად XI >0 და ძ>9. 

შევნიშნოთ, რომ თუ M>>2, მაშინ X.>V90. მართლაც, თუ (6.10)-ს 

გადავწერთ შემდეგი სახით: 

იი >+-65-+7”-)   

  

 



და გამოვიყენებთ უტოლობას 1 + = >2 #ძ0>0), მივიღებთ, რომ 

%Xა+1 > V2თ, IL = 1, 2... · 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ #=2-დან დაწყებული 1(X,) არაზრდადია. 

მართლაც 

1 თ 

; 2(=+--) 1 ი ჯXგ+1. __ 2 ჯი = +(1+->) 
X 2 XV /. X» 

რადგან X, > V 6 , თუ M>2, ამიტომ “5+L < +() ++) = 
შ–“ი რთ 

ანუ Xი+1 <. X , 

ამრიგად, როცა M > 2, (XX) მიმდევრობა არაზრდადია და შემო–- 

საზღვრული, ამიტომ თეორემა 5.1-ის ძალით მას ზღვარი გააჩნია. 

ვთქვთ II X, = X. ცხაღია X > V თ >> 90. 
ჩ-–>-00 

გადავიდეთ ზღვარზე (6.10) ტოლობაში. გვექნება: 

1 თ 
#=+3(»+4). 

ამ განტოლების ერთადერთი დადებითი ამონახსენი არის ჯ=%V 0. 

ამრიგად 

IIი X, =V06. 
ი->ი 

უნდა აღინიშნოს, რომ (6.10) ფორმულა ფართოდ გამოიყენება თა- 

ნამედროვე გამომთვლელ მანქანებში რიცხვიდან კვადრატული ფესვის 

მიახლოებითი მნიშვნელობის გამოსათვლელად. 
  

10. ვთქვათ ჯ„= M-+ V/ ძიძ+ / თ+-. - LV0. სადაც 0>0 და 

ფესვთა საერთო რაოდენობა #-ის ტოლია. ცხადია, რომ (X,) მიმდევრობა 

ზრდადია. 

შევნიშნოთ, რომ მოცემული მიმდევრობა შეიძლება ჩაიწეროს რე–- 

კურენტულად 
X+I = V 0 + ჯი (6.11) 

იმ პირობით რომ X, = Vიძ. · 
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ვაჩვენოთ, რომ (ე) შემოსაზღვრულია. დავუშვათ საწინააღმდე– 

გო. მაშინ V/I >> 0 რიცხვისათვის იარსებებს ისეთი MC, რომ Xი,=>M. 

ამიტომ, რადგან X, +, = V X, + თ, მივიღებთ: 

%ჩა -L1 ' 1 0 1 ძი 
ლლ = + ” < –_– 

%/ე V %იე %იე “V VI + MI? 

  

  

  

თუ M საკმარისად დიდია, აქედან გვექნება 

უწე--1 < 1 –< ==, · 

%ია: 

რაც (X,) მიმდევრობის ზრდადობის ფაქტს ეწინააღმდეგება. ე. ი. 

(V,) შემოსაზღვრულია. ამრიგად (X,, მიმდევრობა ზრდადია და 

შემოსაზღვრული, ამიტომ ის კრებადია. ვთქვათ IIთ Xგ=X. ცხადია, 
ი->C 

რომ X>>0. ავიყვანოთ კვადრატში (6.11) ტოლობა, მივიღებთ: 

XXI, = X, + ძ. (6.12) 

რადგან 1Iი1 X„=X, ამიტომ თუ გადავალთ ზღვარზე (6.12) ტოლო– 

ი->9% 
ბაში, გვექნება X?=X+0ძ ანუ X?-X--ძ=0. ამ კვადრატულ განტო- 

ლებას აქვს ორი ამონახსენი: 

V - V1+4 =1+VM1+% =>0 და X»=-! V1+% ი, 

როგორც ზემოთ ვნახეთ საძებნი ზღვარი არაუარყოფითია, ამიტომ 

მოცემული მიმდევრობის ზღვარი იქნება: 

1+V1 +4ი ასეე, 

11. თუ (XX) მიმდევრობა კრებადია, მაშინ მიმდევრობა 

X, + X + -· +X ყილ=–-–=>_<------–. #=1, 2)..., 
” 

აგრეთვე კრებადია და 1IIთ ყე = IIთ Xი. 
წ––%0 M8–> იღ 
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მართლაც, ვთქვათ III X, == 0, მაშინ V 8>>0-სათვი” 11 CM 
M”–>0C0 

ისეთი, რომ 

ს” როცა /# >> ”%. (6.13) 

შემდეგ 
ყი ი= X.+-Xა CL + Xა. _ ი = 

I 

_ X. + Xი +-.ი+ ი –9/იეძ + (Xი,+I –თ) +. + (X, - ძ) 
– – · (6.14) 

ვინაიდან XL, -C Xა ++ ა + X, – 00 სასრული რიცხვია, ამიტომ 

სთ X. + Xა + ..-+ +Xც. - (02 

”წ–>0ლ90 ”M 
  

გამომდინარე აქედან აღებული 6 რეცხვისათვის 37 CV ისეთი, რომ 

ჯ თო1+:->-+Xჯე –“– ჩMეძ 
11% – ში <-- , როცა ML >> /%. (6.15) 

ვთქვათ /მე = IიმX (ე, /?ე), მაშინ (6.12), (6.13) ლდა _(6.14)-დან 

გვაქვს: 

  

X +X + «+ ჯა –-/ჩ IX 11-–-ი|+ · '+LX--მ -9I< – 710 ით + ჩი – ' 

C ს -–– 7 ზ 8 6 _ +- ბ ა ლლ-+--=6 
< 2 ” 2 2 2 

ე. ი. IIიI ყე =9ძ. 
M1–>CC 

შევნიშნოთ, რომ თუ (X,) მიმდევრობა დადებითი (უარყოფითი) 

უსასრულოდ დიდია მაში5 (ყ,) მიმდევრობაც დადებითი (უარყოფი- 

თი) „უსასრულოდ (დიდია. 
ი“ 

12. ვაჩვენოთ, რომ IIV) #/ ი 1 == + თ. 
ჩ–-> ილ 

82 
2 ჩ 

1.2... – M>( -) 

გინაიდან 
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ამიტომ 

ც–_ 

საიდანაც ცხადია, რომ IIIთ ი 81 = + CC. 
წ'–->-9ი0 

§ 27. ბოლცანო-ვაიერმტრასის თეორემა” 

ვთქვათ, მოცემულია რიცხვთა (X,) მიმდევრობა. განვიხილოთ ნა- 

ტურალურ რიცხვთა ზრდადი მიმდევრობა: 

IM < ე < .< MM << ».. 
ცხადია /1,, -> 7. 

მიმდეგრობას 

ვ. ს". X 

%ი, , “ი, ე. 

ეწოდება (X,ს) მიმდევრობის ქვემიმდევრობა. ყოველი მიმდევრობი- 

დან შეიძლება გამოიყოს უსასრულო სიმრავლე ქვემიმდევრობებისა. 

ზღვრის (უსასრულოდ დიდ:ეს) განსაზღერებიდან უშუალოდ გამომ- 

დინარეობს შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 7.1. თუ მიმღეგრობა კრებადია (უსასრულოდ დი- 

დია), მაშინ მისი ყოველი ქვემიმდევრობა აგრეთვე კრებადია (უსას- 

რულოდ დიდია) იმავე ზღვრესაკენ. 

შედეგი 1. დადებითი (უარყოფითი) უსასრულოდ დიდი მიმ- 

დევრობის ყოველი ქვემიმდევრობა აგრეთვე დადებითი (უარყოფითი) 

უსასრულოდ დიდია. 

შედეგი 2. თუ მიმდევრობის ყველა ქვემიმდევრობა კრებადია, 

მაშენ ყველა ისინე კრებადია ერთი და იმავე ზღვრისაკენ (ამავე 

ზღვრისაკენ იკრიბება მოცემული მიმდევრობაც). 

მართლაც, თვით მოცემული მიმდევრობა (როგორც ერთ-ერთი ქვე- 

მიმდევრობა) კრებადია რაღაც ზღვრისაკენ, ამიტომ თეორემა 7.1-ის 
ძალით მისი ნებისმიერი ქვემიმდევრობაც კრებადი იქნება იმავე 

ზღვრისაკენ. 

შედეგი 3. თუ მიმდევრობის ერთი მაინც ქვემიმდევრობა გან–- 

შლადია, მაშნ მოცემული მიმდევრობაც განშლადია. 

შედეგი 4. თუ მიმდევრობის ორი მაინც ქვემიმდევრობა კრე– 

ბადია სხვადასხვა ზღვრისაკენ, მაშინ მოცემული მიმდევრობა გან- 

შმშლადია. 

"“ ბ. ბოლცანო (1781-1848) –– ჩეხი მათემატიკოსი. 

კ. ვაიერშტრასი (1815––-1897) –– გერმანელი მათემატიკოსი. 

 



როგორც ვიცით, ყოველი კრებადი მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. 

მიმდევრობის შემოსაზღვრულობიდან კი საზოგადოდ არ გამომდინა- 

რეობს მისი კრებადობა, თუმცა მართებულია შემდეგი. 

თეორემა 7.2 (ბოლცანო-ვაიერშტრასი) ყოველი შემოსაზღვ- 

რული მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა. 

დამტკიცება. ვთქვათ (X,) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. 

მაშინ არსებობს ისეთი |Lძ,, ხ)) სეგმენტი, რომელიც შეიცავს მიმდევ- 

რობის ყველა წევრს. გავყოთ |თ.), ხ)| სეგმენტი შუაზე. მიღებული 
სეგმენტებიდან ერთი მაინც შეიცავს მიმდევრობის წევრთა უსასრუ- 

ლო სიმრავლეს. ეს სეგმენტი'აღვნიშნოთ (თე, ხი|I-ით. (თი, ხ0ე|) სეგმენ- 

ტი ისევ გავყოთ შმუაზე და (თვ, ხვ|-ით აღვნიშნოთ ის ნახევარი, რო– 

მელიც შეიცავს მიმდევრობის წევრთა უსასრულო სიმრავლეს და ა. შ. 

მივიღებთ ჩალაგებულ სეგმენტთა (Iთ",, ხ,))) მიმდევრობას. ამასთან 

ხ, თ“ “1 0, როცა #->C. ხ, –- თ, = ეთ. 1 

თეორემა 5.2-ის ძალით არსებობს ერთადერთი C წერტილი, რომე- 

ლიც ეკუთვნის ყველა I2,, ხს) სეგმენტს, ე. ი. 
ი, <0 <ხ,, ჩ=1, 2, -. ძ.1) 

ავაგოთ (X,) მიმდევრობის ქვემიმდევრობა (X,,), რომელიც კრებადია 

C-საკენ: ამისათვის Xი, იყოს (X,) მიმდევრობის ნებისმიერი წევრი. Xი, იყოს 

(X,) მიმდევრობის წევრი, რომელიც ეკუთენის (თ.ა, ხა) სეგმენტს და რომ- 

ლისთვისაც ML: >> იე (რადგან Lძა, ხე) სეგმენტი შეიცავს მიმდევრობის 

წევრთა უსასრულო რაოდენობას, ასეთი შერჩევა ყოველთვის შესაძლებე- 

ლია). Xი, იყოს (X,) მიმდევრობის ის წევრი, რომელიც ეკუთვნის (Lთ,, ხ,1 

სეგმენტს და რომლისთვისაც #1, >> Mგ-I და ა. შ. 

ამრიგად გვექნება 

თ, < Xი, < ხ,. (7.2) 

(7.1) და (7.2) უტოლობებიდან გამომდინარეობს 

ხე –- 0 
0<|)X,--0|) <ხ, –თ=-–=“ 

თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა ჩ->99, მივიღებთ: 

Iთ X.  =0. 
>-ი  ” 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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§ 8. მიმშეჭმვრობის კრებადობის კოშის" კრიტერიუმი 

მიმდევრობის ზღვრის განსაზღვრება საშუალებას გვაძლევს დავად–- 

გინოთ არის თუ არა რაიმე რიცხვი მოცემული მიმდევრობის ზღვარი. 

ვინაიდან ყველა ნამდვილი რიცხვისათვის ზემოთ აღნიშნული გარე– 

მოების შემოწმება საზოგადოდ შეუძლებელია, ამიტომ მიმდევრობის 

ზღვრის ცნება არ „გვაძლევს საშუალებას უშუალოდ დავადგინოთ მიმ- 

დევრობის კრებადობა, თუ წინასწარ არ ვიცით მისი სავარაუდო ზღვა- 
რი. ამდენად მნიშვნელოვანია გვქონდეს მიმდევრობის კრებადობის 

კრიტერიუმი, რომელიც საშუალებას მოგვცემს დავადგინოთ კრება- 

დობა მისი წევრების სამუალებით, სავარაუდო ზღვრის გამოყენების 
გარეშე. ქვემოთ მოყვანილი კოშის თეორემა გვაძლევს ასეთ კრიტე– 

რიუმს. 

განსაზღვრება მ.1. (X,) მიმდევრობას ეწოდება ფუნდა- 

მენტური, თუ V-6 >> 0-სათვის 3M-აC # ისეთი, რომ 

|Xა –– Xგ | < §, როდესაც #1! >> ჩი, /L>> 71%. (8.1) 

(8.1) პირობა შეიძლება ასეც ჩამოყალიბდეს V 8 >> 0-სათვისს 3 MC /#M 

ისეთი, რომ 

| Xი+ი“–% I< 8. 

ყოველი M>Mი-სათვის და ყველა არაუარყოფითი მთელი /#-სათვის. 
ლემა 8. 1. თუ მიმდევრობა ფუნდამენტურია, მაშინ ის შემოსა- 

ზღვრულია, 

დამტკიცება. ვთქვათ (X»,) მიმდევრობა ფუნდამენტურია, 

მაშინ ფიქსირებული §8>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი #ეCV, 

რომ როცა #, 1>7110 შესრულდება (8.1) უტოლობა. დავუშვათ 

MI = ე + 1, მაშინ | Xგ-–- XLI |<- 6, აქედან: 

რ.  _...... | < |Xი,+-1 | + 

+ | –– %ია-C1 | < | Xია+-1 | + ზ, როცა M >>/%. 

ვთქვათ /M = IმX LI XI, | X | »» L%გას I Xი,-LI | +8), მაშინ ცხა- 

დია | Xე | <. MI, /#I=1, 2,..., ე. ი. თ) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. 

ლემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 8.1 (კოში), მიმდევრობის კრებადობისათვის აუცი- 

ლებელია და საკმარისი ის იყო ფუნდამენტური. 

“ ო. კოში (1789-1857) –– ფრანგი მათემატიკოსი, 
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აუცილებლობა. ვთქვათ (X,) მიმდევრობა კრებადია თ რი- 

ცხვისაკენ. მამინ V 8 >> 0-სათვის -1I/I)C #, ისეთი რომ ადგილი ექნე– 

ბა უტოლობებს: 

| --ი|<-- , |X––ი)< -> , როცა /I, IM >> ი. 

ამ უტოლობების გამოყენებით გვაქვს: 

| -–- X„|=|ნწა–-თ–-(ა--თ|< 

C 8 
< | -–- 0) + |Iფ,–- ი <= + “> = 8, 

როცა #1, M1>710, ე. ი. (X,) ფუნდამენტური მიმდევრუბაა. 

საკმარისობა. ვთქვათ (+) მიმდევრობა ფუნდამენტურია. 

ლემა 8.1-ის ლბალით ეს მიმდევრობა შემოსახღვრულია, ამიტომ 

ბოლცანო-ვაიერშტრასის თეორემის თანახმად მისგან შეგვიძლია გა– 

მოვყოთ %X») ქვემიმდევრობა, რომელიც კრებადია რაიმე თ რიცხვი- 

საკენ. ვაჩვენოთ, რომ X, –>+თძ. 

(X,) მიმდევრობის ფუნდამენტურობის ძალით V6ნ > 0-სათვის 

3 CI -– ისეთი, რომ: 

| #I<--, როცა /, I >> I. (8.2) 

რადგან ე > /1, ამიტომ (8.2)-დან გვაქვს: 

| ჯა –Xთ,|< – , როცა #:2>/%ი. (8.3) 

ქვემიმდევრობა (X,,,) კრებადია, ამიტომ 3 #2C/?. ისეთი, რომ: 

I, - 2|<-- როცა #>>Vი. 

ვთქვათ /1ე => იM1მX (#0, M0), მაშინ (8.2) და (8.3)-ის ძალით მივიღებთ: 

ია --–ი|=)| იი MX.) + დას თი < 
6 8 

«| –- Xთ,| + | Xი,-– | < > + 2 5=8 როცა ჩი > ”ი- 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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გამოვიყენოთ კოშის კრიტერიუმი X„=1 +++“ მიმდევ– 

რობის განშლადობის დასადგენად, ვინაიდან 

–უ-.-_.. 
I – 1 L-+2 7 + #0 

ამიტომ, როცა 0=71, გვექნება: 

1 1 1 
| Xა იI- >. 11.2 რო4 5   

1 1 
აა. ==--, 

– 2M 2 

ამრიგად 8= - რიცხვისათვის არ არსებობს წე რიცხვი ისეთი, 

რომ 

სი“ Mი | < წ 

ნებისმიერი ნატურალური /#-სათვის, როცა M#>7/1. ეს კი ნიშნავს, რომ 

მოცემული მიმდევრობა არ არის ფუნდამენტური და ამიტომ ის განშ- 

ლადია. 

შენიშვნა. რადგან X, = 1 -L -- +... 1 მიმდევრობა ზრდა- 
/ჯ 

დია და არ არის კრებადი, ამიტომ ის არ არის შემოსაზღვრული. ე. ი. 

Xა > + თ. 

§ 9, მიმდევრობის ზედა და ქვედა ჭზღვარი 

ვთქვათ, (X,) შემოსაზღვრული მიმდევრობაა: | ჯე | <- /VI (/1=1, 2,”'-). 

4 იყოს (ლ) მიმდევრობის ყველა კრებადი ქვემიმდევრობების 

ზღვრების სიმრავლე. თეორემა. 7.2-ის ძალით #4 არაცარიელი სიმრავ- 

ლეა, ასევე ცხადია, რომ 4 შემოსაზღვრული სიმრავლეა, რადგან თუ 

ქვემიმდევრობა Xე, “> 6(:C), მაშინ “უტოლობიდან | ი, | < M# გა- 

მომდინარეობს | CI < M- 

ვინაიდან 4 შემოსაზღვრულია, ამიტომ პერველი თავის თეორემა 

7.1-ის ძალით არსებობს ამ სიმრავლის ზუსტი ზეღა და ზუსტი ქვედა 

საზღვრები: X=5ს0 4, X=)ი 4. 

განსაზღვრება 9.1. L=5სი4 და X#=Iი 4 რიცხვებს 
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უწოდება შესაბამისად (+, მიმდევრობის ზედა და ქვედა ზღვრები 

და აღინიშნება სიმბოლოებით 

X =1I0ი X,, X= IIთ X,. 
ი->Cი “ ით 

ამ განსაზღვრებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს: 

თეორემა 9.1. იმისათვის, რომ (XXს) მიმდევრობა იყოს კრე- 

ბადი, აუცილებელია და საკმარისი 

III Xგ = III ჯე. 

#>ძ6Cლ%C #->00 

თეორემა 9.2 თუ (+) მიმდევრობა დადებითი (უარყოფითი) 

უსასრულოდ დიდია, მაშინ 

სი X. =. III X, = -+ C(IIთ X, = 1I0 ჯე = –– თ), 
ი–->-9ლ0 ი->-C% ი->ი0 ი->Cლ% 

ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა მოცემული მიმდევრობის ქვემიმ- 

დევრობები, რომლებიც შესაბამისად იქნება კრებადი ზედა და ქვედა 

ზღვრებისაკენ, ე. ი. არსებობს თუ არა 4 სიმრავლეში უდიდესი და 

უმცირესი რიცხვი? 

თეორემა 9.3. არსებობს (X,) მიმდევრობის ისეთი (X,,) და (X»,) 

ქვემიმდევრობები, რომ 

III X„.= X, II0ი X,,=X, 
L->-% (> თ 

ე, ი. XC# და XC4. 

დამტკიცება, ვაჩვენოთ, რომ XC 4. ავიღოთ 8>>0 რიცხვი, მაშინ 

1X-- 6, X+ 68 ინტერვალი შეიცავს (§X,) მიმდევრობის წევრთა უსას- 

რულო რაოდენობას, მართლაც, რადგან X=5სს64, ამიტომ არსებობს 

ისეთი X'LC4, რომ X-–- ნ<X# <X, ე. 0. XC1X--8%, X»ჯ+8L. შე- 

ვარჩიოთ X-ის მიდამო 1 X” –– §), X” +- 8, ( ისე, რომ 1 X-- წე, X+ 8 | – 

C 1X-– 6, X+ ბ6L. #4 სიმრავლის განსაზღვრით არსებობს ქვემიმდევ- 

რობ. X,, > ჯ. ამიტომ (629: მიმდევრობის წევრთა უსასრულო 

რაოდენობა იქნება 1 + –- ზე, X” -L 6) ინტერვალში, ე. ი. 1X-– 8, X4+8I 

ინტერვალშიც. 

60



ამრიგად, ნებისმიერი 6 > 0-სათვის (კერძოდ 6= +, #=1,2,.-. ) , 

1X-- 6 X+6! ინტერვალში ძევს (X,) მიმდევრობის წევრთა უსასრუ- 
ლო რაოდენობა, 

ახლა ავაგოთ ქვემიმდევრობა (LX, 1), რომელიც „კრებადია ჯ. რიცხვისა- 

კენ. ამისათვის 6 = 1-სათვის %ი, იყოს (X»,) მიმდევრობის წევრი, რო- 

მელიც ძევს 1X-–-1, X+1( ინტერვალში (# = 1), Xი, იყოს (X,1) მიმ- 

დევრობის წევრი, რომელიც ძევს. 1X +-, X+ +| ინტერვალში 

(+= >) და რომლისთვისაც #1 >> I) და ა, შ. 

ამრიგად, მივიღებთ ქვემიმდევრობას LXი, ), რომლისთვისაც ადგილი 

აქვს უტოლობებს: 

4 _. 1 
X- «XIXს ჯანო. 

თუ ამ უტოლობამი გადავალთ ზღვარზე, როცა #- 29%, მივიღებთ 

XX, ->X, ე. ი, XC#4. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ _XC ბ". თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 10. კომალექსურ რიცსვთა მიმდევრობის ზღვარი 

ვთქვათ მოცემულია კომპლექსურ რიცხვთა (2) მიმდევრობა, 

სადაც 2 == X, + LV. 
განსაზღვრება 10.1. 2ე = X + (ყი რიცხვს ეწოდება კომ- 

პლექსურ რიცხვთა (2,) მიმდევრობის ზღვარი, თუ V 68>>0 რიცხვისათვის. 

3 M- (8 რიცხვი ისეთი, რომ ყოველი ნატურალური /! >> წე (86)-სათვის 

ადგილი აქვს უტოლობას: 

| 2გ–– 20| < §. 

«ს ფაქტი, რომ 2 რიცხვი არის (2) მიმდევრობის ზღვარი, ასე 

ჩაიწერება: 

110 2, = 2 ან 1101 2 = 2ე ან კიდევ 2, –> 2ე. 
აM->-CC 7->CC0 
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ვიტყვით, რომ (2) მიმდეერობა კრებადია უსასრულობისაკენ, თუ 

V M >> 0 რიცხვისათვის 11Iე (8) რიცხვი ისეთი, რომ როცა ” >> ე, ადგი- 

ლი აქვს უტოლობას | 2, | >> MM. 

ის ფაქტი, რომ (2) მიმდევრობა კრებადია უსასრულობისაკენ 

ასე ჩაიწერება: 

IIი 2გ = C. 
წ-ა იი 

თეორემა 10.1. იმისათვის, რომ IIი1 2, = 2, აუცილებელია და 
იძ 

საკმარისი IIი) X, => X-, 1190) ყ,, == ყი. 
M->C ილ 

დამტკიცება. თეორემის მართებულობა გამომდინარეობს 
უტოლობებიდან 

IX, | <1 2, | , | ყი| << I 2, I, |2ი|) == |IX.I + + IყიI. 

§ 3-შ: მოყვანილი თეორემები სათანადო ფორმულირებით მართე– 

ბულია კომპლექსურ რიცხვთა მიმდევრობისთვისაც. 

კითხვები თვითღემოწმებისათვის 

1. განსახტღვრეთ რიცხვითი მიმდევრობა, შემოსაზღერული მიმდევრობა, არა- 

“რრდადი და არაკლებადი მიმღევრობები, ზრდადი და კლებადი მიმდევრობები. 

2. განსაზღვრეთ მიმდევრობის ზღვარი. 

3, რას ნიშნავს, რომ რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე მკვრივია ნამდვილ 

რიცხვთა სიმრავლეში? 

4. ჩამოაყალიბეთ თეორემები კრებადი მიმდევრობის შემოსაზღვრულობისა და 

ზღვრის ერთადერთობის შესახებ. 

5. მოიყვანეთ შემოსაზღვრული არაკლებადი მიმდევრობის მაგალითები. 

6, ჩამოაყალიბეთ თეორემა მონოტონური მიმდევრობის ზღვრის არსებობის 

“შესახებ. 

7. განსახღვრეთ უსასრულოდ მცირე და უსასრულოდ დიდი მიმდევრობები და 

ჩამოაყალებეთ მათი თვისებები. 

8. განსაზღვრეთ ჩალაგებულ სეგმენტთა მიმდევრობა ღა ჩამოაყალიბეთ თეო- 

რემა ჩალაგებულ სეგმენტთა მიმდევრობის შესახებ. 

9. განსაზღვრეთ მიმდევრობის ქვემიმდევრობა. 

10. ჩამოაყალიბეთ ბოლცანო-ვაიერშტრასის თეორემა. 

11, განსაზღვრეთ ფუნდამენტური მიმდევრობა და ჩამოაყალიბეთ კოშის თეო- 

რემა ფუნდამენტური მიმდევრობის ზღვრის არსებობის შესახებ. 

12. განსაზღვრეთ მიმდევრობის ზედა და ქვედა ზღვარი. 
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მესამე თავი 

ფუნქცია და მისი ზღვარი 

§ 1. ფუნქცია. ბანსაზღვრის არე. მნიშვნელობათა სიმრავლე. 

მექცეული ფუნქცია. ფუნქციის გრაფიკი 

ვთქვათ მოცემულია ორი სიმრავლე X და VM. მათ ელემენტებს შო– 

რის შეიჰლება დამყარდეს სხვადასხვა სახეს შესაბამისობა, რომლებ- 

საც აღნიშნავენ I თ /I, ... ასოებათ. 

განსაზღვრება 1.1. X და V სიმრავლეებს შორის შესაბამი- 

სობას, როცა X სიმრავლის ყოველ ელემენტს XV სიმრავლის ერთად- 

ერთი ელემენტი შეესაბამება, ფუნქცია ეწოდება. 

ფუნქციის ჩასაწერად, რომელიც ამყარებს შესაბამისობას X და V# 

სემრავლეებს შორის რაიმე |! წესით, მიღებულია აღნიშვნები: 

X- + 7, ან /:X-+ I, ან ყ=/(), სადაც XCX, ყC1. 

X-ს უწოდებენ დამოუკიდებელ ცვლადს ანუ არგუმენტს, ხოლო / (X-ს 
ფუნქციის მნიშვნელობას, რომელიც შეესაბამება არგუმენტის X მნიშე- 

ნელობას. შემდგომში ხშირად ვისარგებლებთ აგრეთვე გამოთქმებით: 

„I, ფუნქცია", „I (ი) ფუნქცია“ ან „ყ ფუნქცია“. 
X სიმრავლეს ” ფუნქციის განსახღვრის არე ეწოდება და # (I) 

სიმბოლოთი აღინიშნება. / სიმრავლის ყველა იმ ელემენტთა ქვესიმ- 

რავლეს, რომლებიც X სიმრავლის ერთ ელემენტს მაინც შეესაბამე– 

ბიან, ” ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე ან ცვლილების არე ეწო– 

დება და ჩ (I) სიმბოლოთი აღინიშნება. 

( ფუ§აქციას, რომლისთვისაც #0 (1)=+X, ხოლო # (I)CV# უწოდებე5 

აგრეთვე X სიმრავლის ასახვას V სიმრავლეში. კერძოდ, თუ # (ფV)=V, 

მაში5§ ვიტყვით, რომ | არის X სიმრავლის ასახვა V-ზე. 

ვთქვათ, მოცემულია | ფუნქცია. რომელიც X ს-მრავლეს ასახავს 

V სიმრავლეზე. თუ ამ ფუნქციის შექცეული ყთ შესაბამისობა წარ- 

მოადგენს ფუ5ქციას, მაშინ |)-ს ეწოდება შექცევადი. ხოლო ყ-ს მისი 

მექცეულე ფუნქცია და იგი I“! სიმბოლოთი აღინიშნება. 

I“, ფუნქციის განსახღვრის არეა ჩნ I), ხოლო მნიშვნელობათა 

სიმრავლე # (I) ე. ი”. 0 0“!)=M VI) და 8V .)=#M0CV), I-ს და. | '-ა 

ურთ-;როთშექცეულ ფუნქციებს უწოდებენ. 
შევნიშნოთ, რომ შექცევადია მხოლო2 ს ფუზქც“ა, რომელიც თა- 

ვის კოველ მნიშენელობას ღებელოასს მხოლოუ ეროხელ. 

ფუნქციას, რომლის განსაზღვრის არე და მნიშვნელობათა სიმრავ- 

ლე რიცხვითი სიმრავლეებია, რიცხვითი ფუნქცია ეწოდება. ე. ი, რი- 
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ცხვითი ფუნქცია არის / სიმრავლის რაიმე #9 ქვესიმრავლის ასახვა 

წწ. სიმრავლის მეორე L ქვესიმრავლეზე, სადაც წმ) წარმოადგენს ფუნქ- 

ციის განსაზღვრის არეს, ხოლო # მნიშვნელობათა სიმრავლეს. 

შემდგომში ჩვენ მხოლოდ რიცხვით ფუნქციებს განვიხილავთ, თუ 

არ იქნა სპეციალური მითითება. 

განსაზღვრება. 1.2. | ფუნქციის გრაფიკი ეწოდება X0ყ 
სიბრტყის ყველა იმ (X, ყ) წერტილთა სიმრავლეს, რომელთათვისაც 

ყ = /(X), სადაც XC# (CI) (ნახ. 5). 
ფუნქციის გრაფიკს, ჩვეულებრივ, წირს უწოდებენ, ხოლო Vყ=/ (X) 

განტოლებას კი –– წირის განტოლებას. 

  

ყ 2 
, ყა. 

ახაი= 
რ 

' 
' 
'9,=. 1 (+) 

1 XXV –-X 

ნახ. 5 

თუ ყ=I!(X) ფუნქცია შექცევადია, მამინ X=/-“! (ყ). მიღებულია, 

რომ | და |“! ფუნქციების არგუმენტად ერთი და იგივე ცვლადი ვიგუ- 
ლისხმოთ და ამიტომ V=/ (X) ფუნქციის შექცეული ფუნქცია ჩაიწე- 
რება #=/I-! (X) სახით. ცხადია, რომ / II“! (X) |=X და | ! I” (X) 1=X». 

ამასთან იმისათვის, რომ ჯ ფუნქცი იყოს თავისთავის შექცეული, 

აუცილებელია, რომ # (I)=# (CI). 

თეორემა 1. 1. ურთიერთმექცკეული ფუნქციების გრაფიკები 

სიმეტრიულია იმ წრფის მემართ, რომელსაც პირველი და მესამე 'საკო– 

| ორდინატო კუთხის ბისექტრისებე შეადგენენ. 

დამტკიცება. ვთქვთ მოცემულია ყ=/! (ი) და V=|)“! () 
ურთიერთშექცეული ფუნქციები. თუ 7M0ი (Xი, ყი) წარმოადგენს ყ=/ (X) 

ფუნქციის გრაფიკის რაიმე წერტილს, მაშინ V (ყი, X) წერტილი 

ეკუთვნის #=|“' (ი) ფუნქციის გრაფიკს. ვაჩვენოთ, რომ ეს წერტი- 
ლები სიმეტრიულია 0# წრფის მიმართ, რომელიც I და III საკოორ- 
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რატო კუთხეების ბისექტრისების გაერთიანებას წარმოადგენს 
ახ. 6). 

ტ 0VI-==4 0MVC, როგორც შესაბამ-სად ტოლი კათეტებეს მქონე 
მართკეთხა სამკუთხედები, რადგან Cნ0IC-= 2Cდ0/C და > #6ნ0Vი= 

= <00V, ამიტომ «/Mი-0#%= 2<M07/C. ამრიგად, #ტ Mი0CV ტოლფერ- 

დაა და 0/C წარმოადგენს მის ბისექტრისა). ტოლფერდა სამკუთხედის 

თვისებების თანახმად #/0MV.L C#X და #I0/C=/CVV. ე. ი. #6 და MV წერ- 

ტ“ლები სეწეტრიულია 0V/V წრფის მიმართ. თეორემა დამტკიცებულია. 

  

  

ნახ. 6 

ვთქვათ მოცემულია ფუნქციები წ: X->V და თ :ყ->2. ამ ფუნქცი- 
ათა კომპოზიცია (რთული ფუნქცია) ეწოდება ისეთ ჩ: X->2 ფუნქ- 

ციას, რომელიც განსაზღვრულია ტოლობით: 

M(X =წ(I(CX)), XCX. 

ანალოგიურად შეიძლება განვიხილოთ რთული ფუენქცია, რომე–- 

ლიც მიიღება რამოდენიმე ფუნქციის კომპოზიციით: 

ყ= (IX "”ი (X)) “-). 

ვთქვათ მოცემულია 1 ცვლადის ორი ფუნქცია: 

X=დ(), ყ=V%VC), (1.1) 

ამასთან ვიგულისხმოთ, რომ X#ჯ=დ() ფუნქციას აქვს შექცეული 

ფუნქცია 1=C“! (X). ე. ი. ყ შეიძლება განვიხილოთ, როგორც X-ის 

რთული ფუნქცია: 

ყ=§9(თი! (9). 
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ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ ფუნქცია მოცემულია პარამეტრუ- 

ლი სახით (1.1) ფორმულების საშუალებით. 

ახლა ვთქვათ X და ყ ცვლადები დაკავშირებულია ერთმანეთთან 

რაიმე განტოლებით, რომელიც სიმბოლურად ასე შეიძლება ჩაიწეროს: 

I (X, ყ) =0. (1.2) 

თუ 68 სიმრავლეზე განსაზღვრული V=| (X) ფუნქციისათვის ადგი- 

ლი აქვს ტოლობას 

LLC, ! (62, ) = 0, VXCX#, 

მამინ ამბობენ რომ ”(X) ფუნქცია მოცემულია (1.2) განტოლებით 

არაცხადი სახით. · 

მაგალითად, X2+ ყ?მ-1=0 განტოლება |–-1; 1) სეგმენტზე განსა- 

ზღვრავს არაცხადი ფემქციების უსასრულო სიმრავლეს. კერძოდ, ასე– 

თებია ყ = V1-–-– X,ყ=-- 1-2 ფუნქციბი და ნებისმიერი 

ფუნქცია, რომელიც L-– | 11) სეგმენტის გარკვეულ წერტილებზე უდრის 
V 1-–-– ჯX-, ხოლო დანარჩენ წერტილებზე კი –– V/ 1–– X:,, ე. ი, 

V1–-X, თუ XC4 4CლIL-X1,1), 

-–V1-X, თუ X§4. 

შევნიშნოთ, რომ (1.2) განტოლებით მოცემული არაცხადი ფუნქ- 

ცია ყოველთვის არ ჩაიწერება ცხადი სახით. ე. ი. (1.2) განტოლება 

ყოველთვის არ ამოიხსნება ყ-ის მიმართ. 

ცხადია, რომ (1.2) სახის განტოლება ყოველთვის არ განსახღვრავს 

არაცხად ფუნქციას. მაგალითად X.+ყ?+1=0 განტოლება არ განსა- 

ზღვრავს არაცხად ფუნქციას. 

არაცხადი ფუნქციის არსებობისა და ერთადერთობის საკითხი შემ- 

დგომში იქნება შესწავლილი. 

ყველა «მ LX, ყ) წერტილების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფი- 

ლებენ (1.2) განტოლებას, ეწოდება ამ განტოლებით განსაზღვრული 

წირი, ხოლო თვით ამ განტოლებას –– წირის განტოლება არაცხადი 

სახით. 

ერთიდაიმავე სიმრავლეზე განსახღვრული | და დ ფუნქციების 

ჯამი, სხვაობა, ნამრავლი და ფარდობა განსაზღვრებით წარმოადგენს 

ყ= 

ფუნქციას, რომლის მნიშვნელობები გამოითვლება შესაბამისად ფორ- 

მულებით 

(862) 
/თ)+Cდთ(ი, 10 -––დიე, 7(%0 დ(ი, დლ ' (XC L), 

სადაც ფარდობის შემთხვევაში იგულისხმება, რომ დ (X)5-50, # სიმ– 

რავლეზე. 
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§ 5. ფუნქციის მოცემის ხერსები 

განსაზღვრის თანახმად ფუნქცია ითვლება მოცემულად, თუ ცნო- 

ბილია ფუნქციის განსაზღვრის არე და შესაბამისობის წესი. ამასთან, 

ამ წესის მოცემის ხერხი შეზღუდული არ არის. განვიხილოთ ფუნქცი- 

ის მოცემის სამი ყველაზე უფრო გავრცელებული ხერხი: ცხრილური, 
გრაფიკული და ანალიზური. 

ცხრილური ხერხი. ბუნების მოვლენათა შესწავლის დროს 

ხმირად საქმე გვაქვს ისეთ ცვლადებთან, რომელთა შორის არსებულ 

დამოკიდებულებას ადგენენ ცდის საფუძველზე. ასეთ შემთხვევაში 

ცდათა შედეგების მიხედვით ადგენენ ცხრილს, რომელშიც მოცემუ- 

ლია არგუმენტის სხვადასხვა მნიშვნელობების შესაბამისი ფუნქციის 

მნიშვნელობები. 

გრაფიკული ხერხი. ვთქვათ სიბრტყეზე აღებულია მართ- 

კუთხა კოორდინატთა სისტემა და ამ სისტემაში მოცემულია ისეთ 

VI (X, ყ) წერტილთა სიმრავლე, რომელთაგან არც ერთი ორი წერტი- 

ლი არ ძევს 0ყ ღერძის პარალელურ ერთსადაიმავე წრფეზე. წერ- 

ტილთა ასეთი სიმრავლე განსახღვრავს ფუნქციას, რომლის განსახღვ– 
რის არე და მნიშვნელობათა სიმრავლეა შესაბამისად მოცემულ წერ– 

ტილთა სიმრავლის აბსცისთა და ორდინატთა სიმრავლეები. მართლაც, 

ნებისმიერ ჯX რიცხვს განსაზღვრის არედან შეესაბამება ერთადერთი 

ყ რიცხვი, ისეთი რომ / (X, ყ) წერტილი მოცემულ სიმრავლეს ეკუთ- 

ვნის (ნახ. 7). 

  

  

ფუნქციის მოცემის ასეთ ხერხს გრაფიკული ხერხი ეწოდება. 

ანალიზური ხერხი. უმეტეს შემთხვევაში ფუნქცია მოცე- 

მულია ფორმულის საშუალებით, რომელიც გვიჩვენებს, თუ რა მოქ- 

მედებები უნდა ჩავატაროთ არგუმენტზე, რომ მივიღოთ ფუნქციის 

“მესაბამისი მნიშვნელობა. ასეთ ფორმულას ფუნქციის ანალიზური გა– 
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მოსახულება ეწოდება, ხოლო ხერსს –– ფუნქციის მოცემის ანალიზუ- 

რი ხერხი. 

თუ ფუნქცია მოცემულია ფორმულით და არ არის მითითებული 

განსაზღვრის არე, მაშინ იგულისხმება, რომ ამ ფუნქციის განსაზღვოის 

არეა არგუმენტის ყველა იმ მნიშვნელობათა სიმრავლე, რომლისთვი– 
საც ფორმულას აზრი აქვს. 

განვიხილოთ რამოდენიმე მაგალითი. 

1. ყ=X#2+-1 ფორმულით მოცემულია ფუნქცია, რომლის განსახღვ- 

რის არეა ნამდვილ რეცხვთა სიმრავლე, ხოლო მნიშვნელობათა სიმ- 

რავლეა (1, +9%L შუალედი. 
9. ყ=V16–– XX ფორმულა განსაზღვრავს ფუნქციას, რომლის გან– 

საზღვრის არეა |--4; 4), ხოლო მნიშვნელობათა სიმრავლე კი (0; 4 

შუალედი. 
შევნიმნოთ, რომ ფუნქცია განსახღვრის არის სხვადასხვა უბანზე 

შეიძლება სხვადასხვა ფორმულით იყოს მოცემული, მაგალითად 

ფუნქცია 
11 თუ X>0, 

ყ = 591) X = 0, თუ X=0, 

I თუ Xჯ<90. 

მოცემულია ანხალიხური წესით მთელ რიცხვით ღერძზე. მისი 

მნიშვნელობათა სიმრავლე შედგება სამი რიცხვისაგან: –-1, 0 და 1. 

ასევე, დირიხლეს” ფუნქცია: 

__ (0, თუ X რაციონალურია, 

“ 1, თუ X ირაციონალურია, 

მოცემულია ანალიზური წესით მთელ რიცხვით ღერძზე და მისი მნიშვ– 

ნელობათა სიმრავლე შედგება ორი რიცხვისაგან: 0 და 1. 

უნდა აღინიშნოს, რომ დღირიხლეს ფუნქციის გრაფიკის აგება შეუძ- 

ლებელია. 

§ ვ. ზრდადი და კლებადი, შემოსახღვრული ლდა 

შმემოუსაზღვრელი ფუნქციები 

განსაზღვრება 3.1, წ ფუნქციას ეწოდება არაკლებადი (არა- 

ზრდადი) რაიმე სიმრავლეზე, თუ ამ სიმრავლის ნებისმიერი XI <X 

რიცხვებისათვის მართებულია უტოლობა: 1 (X,I)=ლ! (X) (I (XI)>>/ (2) )- 

"· პეტერ გუსტავ ლეჟენ დირიხლე (1805––1859) –– გერმანელი მათემატიკოსი. 
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განსაზღვრება 3.2. ” ფუნქციას ეწოდება ზრდადი (კლება–- 

დი) რაიმე სიმრავლეზე, თუ ამ სიმრავლის ნებისმიერი X,< ჯა: რიცხვე- 

ბისათვის მართებულია უტოლობა: I (XI)<) (Xი) (”((X0 >! CX).)". 

მე-8 ნახაზზე გამოსახული გრაფიკით მოცემული ფუნქცია არაკლე– 

ბადია Iი, ძ) სეგმენტზე, ზრდადია |ხ, C)-ზე, არახრდადია IC, 61)-–ზე 

და კლებადია (თ, 6|1-ზე. 

ს. 
  3. LC; 0

1
-
-
-
 

ო
0
ი
1
-
-
-
 

ი
L
-
-
-
 

  

  
ნახ. 8 

განსაზღვრება 3.3. ” ფუნქციას ეწოდება მონოტონური რაი– 

მე სიმრავლეზე, თუ ის ამ სიმრავლეზე არის არაზრდადი ან არაკლე– 

ბადი. 

თუ ფუნქცია ზრდადია ან კლებადი, მაშინ იგი თავის ყოველ მნიშვ– 

ნელობას მხოლოდ ერთხელ ღებულობს, ამიტომ იგი შექცევადია და 

მისი შექცეული ფუნქცია შესაბამისად ზრდადია ან კლებადი. 

განსაზღვრება 3.4. / ფუნქციას ეწოდება ზემოდან (ქვემო– 

დან) შემოსაზღვრული რაიმე სიმრავლეზე, თუ არსებობს ისეთი M# 

რიცხვი, რომ ამ სიმრავლის ნებისმიერი Xჯ წერტილისათვის / (X) ლ 

=VVI (I (-)>>#). 
განსაზღვრება 3.5. / ფუნქციას ეწოდება შემოსახღვრული 

რაიმე სიმრავლეზე, თუ ამ სიმრავლეზე იგი შემოსახღვრულია ზემო- 

დან და ქვემოდან. 

თუ ფუნქცია არ არის შემოსახღლვრული რაიმე სიმრავლეზე, მას 

ეწოდება შემოუსაზღევოავი ამ სიმრავლეზე. ' 

მაგალითად, ყ= + ფუნქცია შემოსაზღვრულია |L1; 2) სეგმენ–- 
ჩ4 

ტუე და შემოუსაზღვოავია 10; 11-ზე. 

· ცხადია: ზრდაღი (კლებადი) ფუენქცია არაკლებადია (არაზრდადია).



განსაზღვრება 3.6.თუ /1( ფუნქცია განსახღვრულია #6 

სიმრავლეზე და არსებობს ამ სიმრავლის ისეთი ჯე წერტილი, რომ 

1(Xლ!(X0) (()>) (Xა) ნებისმიერი Xჯ წერტილისათვის #-დან, 

მაშინ / (Xი)-ს ეწოდება I (+) ფუნქციის უდიდესი (უმცირესი) მნიშვნე– 

ლობა #8 სიმრავლეზე და წერენ / (ჯა) == MIმX / (X) ან წ (Xა) => ი1მX / (7). 
ცხ 

(07 (X0) = თი IX) ან ”IXომ2=იი/00). 

მაგალითად წ”(X)=”» ფუნქციისათვის” )1ი / (XV) = (0) = 0, 

(-–1,2) 

LიმX წ (X,=) (21=4. ფუნქციის უდიდეს (უმცირეს) მნიშვნელობას 

(--1,2) 

უწოდებენ აგრეთვე მის მაქსიმალურ (მინიმალურ) მნიშვნელობას. 

ფუნქციის მაქსიმალურ და მინიმალურ მნიშვნელობას უწოდებენ ექს- 

ტრემალურ მნიშვნელობებს. 

შევნიშნოთ, რომ ფუნქციას უდიდესი ან უმცირესი მნიშვნელობე– 

  ბი შეიძლება არ გააჩნდეს. მაგალითად V= => - ფუნქციას უმცი- 
LI 

რესი მნიშვნელობა არ გააჩნია. 

განსაზღვრება 37. # სიმრავლეზე განსაზღვრული / (X). 

ფუნქციის ზუსტი ზედა (ქვედა საზღვარი ეწოდება ამ ფუნქციის 

მნიშვნელობათა სიმრავლის ზუსტ ზედა (ქვედა) საზღვარს .და აღინიშ–- 

ნება სიმბოლოთი §ს0 ”(X) ან 500/(X), (1ი! (X) ან Iინ /(X)). 
L /- 

პირველი თავის თეორემა 7.1-ის ძალით შემოსაზღვრულ ფენქციას 

ყოველთვის გააჩნია ზუსტი ზედა და ქვედა საზღვრები. ცხადია, რომ, 

თუ I (X) ფუნქცია XX წერტილში ღებულობს უდიდეს (უმცირეს) მნიშ– 

ვნელობას, მაშინ / (Xე) = 5სი / (X) (/ (Xი) = 1ი1 / (X) ). 

ზემოთ განხილული I(X) =   112 ფუნქციისათვის 1IიI /(X) = 0. 
X 

§ 4. ლუწი, კენტი და პერიოდული ფუნქციები 

ვთქვათ, რიცხვთა რაიმე სიმრავლეა. ამ სიმრავლეს ეწოდება სი– 

მეტრიული ნულის მიმართ, თუ XC პირობიდან გამომდინარეობს, 

რომ –- XC#ს. მაგალითად, L--ძ, 01, IX, 2, C ნულის მიმართ სიმეტ– 

რიული სიმრავლეებია. 

განსაზღვრება 4.1. / ფუნქციას ეწოდება ლოწი, თუ მისი 
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განსაზღვრის არე სიმეტრიულია ნულის მიმართ და ნებისმიერი 

XC L (/)-ისათვის 

I(-–-X) =7C. 
მაგალითად, #=X? და V= IXI ლუწი ფუნქციებია. 
განსაზღვრება 4.2. წ ფუნქციას ეწოდება კენტი, თუ მისი 

განსაზღვრის არე სიმეტრიულია ნულის მიმართ და ნებისმიერი 

XC # (I,)-ისათვის 

'IC–X= –/თ. 
მაგალითად V=X და ყ=5ღიX კენტი ფუნქციებია. 

ცხადია, რომ ლუწი ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია 0წყ ღერძის 

მიმართ, ხოლო კენტი ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია კოორდინატ- 

თა სათავის მიმართ. შევნიშნოთ, რომ ფუნქცია შეიძლება არც ლუწი 

იყოს და არც კენტი. მაგალითად, ყ=+X.+X ფუნქცია არც ლუწია და 
არც კენტი. 

ყოველი I (X) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია სიმეტრიულ 

შუალედზე, შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ ლუწი და კენტი ფუნქციების 
ჯამის სახით. მართლაც, 

”(X) = C(X) + (ი. 
სადაც 

დი = '(ო1IC 9 , «00 = I(9 --IL-4 . 

ცხადია, რომ დ (X) არის ლუწი ფუნქცია, ხოლო ( (X) –– კენტი. 

განსაზღვრება 4.3, / ფუნქციას ეწოდება პერიოდული, პე- 

რიოდით 1550, თუ ნებისმიერი XC #01(ჩ)-ისათვის რიცხვები X–--I და 

X+IL აგრეთვე ეკუთვნის # (I)-ს და მართებულია ტოლობა: 

IX+70)=/(ი. 

განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ, თუ ( ფუნქციის პერიო- 

დი არის ! და XC/X(I)), მაშინ 

I02=I(X-–- ი0+0=7>%X–-ს. 

ასევე შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 

IX+#V)=710ე, სადაც #C7. 

ამრიგად, ყოველ პერიოდულ ფუნქციას გააჩნია პერიოდთა უსას- 

რულო სიმრავლე. შემდგომში ფუნქციის პერიოდის ქვეშ ვიგულისხ- 
მებთ უმცირეს დადებით პერიოდს, თუ იგი არსებობს. 
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სასკოლო კურსიდან ცნობილია, რომ ტრიგონომეტრიული ფუნქცი- 

ები პერიოდული ფუნქციებია. პერიოდული ფუმზქციის მაგალითია 

აგრეთვე დირიხლეს ფუნქცია: 

ცე = 0, X რაციონალურია, 

= 1, X ირაციონალურია 

და მისი პერიოდია ნებისმიერი რაციონალური /„ რიცხვი. 

მართლაც, თუ ჯ რაციონალურია, მაშინ X+/” აგრეთვე რაციონა- 
ლურია, ხოლო, თუ X ირაციონალურია, მაშინ X+/” რიცხვიც ირაციო- 

ნალურია. ამიტომ დირიხლეს ფუნქციის განსახღვრიდან გამომდინა- 

რეობს, რომ /(X+/)=I (X), ე. ი. I(I) პერიოდულია პერიოდით /”. 
ამრიგად, დირიხლეს ფუნქცია არის მაგალითი ისეთი ფუნქციისა, რო–- 

მელსაც უმცირესი დადებითი პერიოდი არ გააჩნია. 

ფუნქცია ყ=X-IXI), სადაც IX) წარმოადგენს უდიდეს მთელ 

რიცხვს, რომელიც არ აღემატება Xჯ რიცხვს, ასევე წარმოადგენს პერი– 

ოდული ფუნქცეის მაგალითს. მისი პერიოდია (=1 რიცხვი (ნახ. 9). 

_ ი 4ქქ4 

ნახ. 9 

+ ა 

  

§ 5. ფუნქციის გრაფიკის ზოგიერთი გარდაქმნა 

ამ პარაგრაფში ჩამოვაყალიბებთ წესებს, რომელთა საშუალებით 

შეიძლება აიგოს ყ = წ(X +თ, ყ=7(0 +ძ 6CI), #V=7(-–-X), ყ= 

=–I”VV), #ყ=I/C00)| და ყ= /(IXI) ფუნქციათა გრაფიკები, თუ მო- 
ცემულია V = I (X) ფუნქციის გრაფიკი. 

1. #/=I(X+0) ფუნქციის გრაფიკი მიიღება Vყ=,/(:) ფუნქციის 

გრაფიკისაგან პარალელური გადატანით |თ| მანძილზე 0X ღერძის მი– 
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ართულებიეთ, თუ 0ი<0 და საწინააღმდეგო მიმართულებით, თუ 0>0 

საზ. 15). 

/ 674 V , ძ<0 

' CI ს წ) 
ს „/ V გ 

ს) IV. V ა/ 
ზ / მ / 

% / „+ / 

“ა? + 7 
– ა => 

  

  

ნახ. 10 

9. ყ/=I”1(X)+თ ფუნქციის გრაფიკი მიიღება V=I (X) ფუნქციის 

გრაფიკისაგან პარალელურე გადატანთ |თ, მანძილზე C0Vყ ღერძის 

მიმართულებით, თუ 0ძ0>0 და საწინააღმდეგო მიმართულებით, თუ 

ძ<0 (ნX. 11). 

  

  
ნახ. 11 

73



ვ. ყ=1(-X) ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია ყ=/ (X) ფუნქცი- 

ის გრაფიკისა C0ყ ღერძის მიმართ (ნახ. 12). 

  
ნახ. 12 

4. ყ=თ–-I(X) ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია ყ=/ (X) ფუნქცი- 

ის გრაფიკისა 0X ღერძის მიმართ (ნახ. 13). 

  

/ ს ყთ-1C) 
ზ% 

ნახ. 13 

წ. ყ= II (X)| ფუნქცის გრაფიკის ასაგებად "საჭიროა ყ=/ (#X) 

ფუნქციის გრაფიკის ის ნაწილი, რომელიც C0X ღერძის ქვემოთ მდება– 
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რეობს, სიმეტრიულად აისახოს 0X ღერძის მიმართ, ხოლო დანარჩენი 

ნაწილი უცვლელად დავტოვოთ (ნახ. 14). 

  

| | 
" ' კ/ ჯ 

%. I #/ _. 2 
0 _.. = - „ 

  
ნახ. 14 

6. ყ=”(IXI) ფუნქციის გრაფიკი არგუმენტის არაუარყოფიით 

მნიშვნელობებისათვის ემთხვევა ყ=/ (X) ფუნქციის გრაფიკს. რადგან 

ყ=I(IXI) ფუნქცია ლუწია, ამიტომ მისი გრაფიკი სიმეტრიულია 0ყ 

ღერძის მიმართ (ნახ. 15). 

  

  

  

ნახ. 15 

§ 0. ფუნქციის ზღვარი 

განსაზღვრება 6.1. 4 რიცხვს ეწოდება I”წ() ფუნქციის 

ზღვარი Xი წერტილში, თუ I (X) ფუნქცია განსაზღვრულია Xი წერტი– 
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ლის რაიმე მიდამოში, გარდა შესაძლებელია თვით ჯე წერტილისა, და 

ნებისმიერი 8>0 რიცხვისათვის არსებობს 8=ბ (6)>0 რიცხვი, რომე- 

ლიც დამოკიდებულია §-ზე, ისეთი, რომ თუ 0< IX-X <8, მაშინ 

|/ 0 -––4 |<5. 
ის ფაქტი, რომ /# არის I (I) ფუნქციის ზღვარი Xი წერტილში, შემ- 

დეგნაირად ჩაიწერება 

Iთ 7600 = 4 ან ”0)-++>+4(X-–>X) 
X->Xა 

ფუნქციის ზღვრის ეს განსაზღვრება ეკუთვნის კოშს. | 
რადგან IX--Xი-I<ბ უტოლობა ტოლფასია X--ბ<X<X0-+6 ორ- 

მაგი უტოლობისა, ამიტომ ფუნქციის ზღვრის განსაზღვრება შეიძლება 

შემდეგნაირადაც ჩამოყა- 

1 ლიბდეს: 
4 რიცხვს ეწოდება / (X) 

  

  

4+6 ფუნქციის ზღვარი Xჯი წერ- 

ტ ტილში, თუ 4 რიცხვის ნე– 

#-6 ბისმიერი 8 მიდამოსათვის 
! მოიძებნება X09 წერტილის 

I ' ! ისეთი ბ მიდამო, რომ ფუნ- 

ესა“ >.» ქციის გრაფიკის ის ნაწილი, 
M «ა-ი “ა +,+4 რომელიც მამამებაე მი- 

დამოს წერტილებს, გარდა 
შესაძლებელია ჯე წერტი- 

ნახ. 16 ლისა, არ გამოვა (4-–-9, 

4+8) ზოლიდან (ნახ. 16). 

ფუნქციის ზღვრის სხვაგვარი განსაზღვრება მიმდევრობის ზღვრის 

საშუალებით ჩამოაყალიბა ჰ. ჰეინემბ. 
განსაზღვრება 6. #4 რიცხვს ეწოდება /(X) ფუნქციის 

ზღვარი X-ე წერტილში, თუ I (X) ფუნქცია განსაზღვრულია Xი წერტი- 

ლის რაიმე მიდამოში, გარდა შესაძლებელია თვით ჯი წერტილისა და 

განსაზღვრის არიდან აღებული ნებისმიერი (X,) მიმდევრობისათვის 

(ლ: 2- X), რომელიც კრებადია Xე-საკენ, (წ (X,) ჯ მიმდევრობა კრე- 
ბადია # რიცხვისაკენ. 

ვაჩვენოთ, რომ ფუნქციის ზღვრის ზემოთ მოყვანილი განსაზღვრე- 

ბები ერთმანეთის ეკვივალენტურია. 

  

" ჰენრიხ ედუარდ ჰეინე (1821-1881) –– გერმანელი მათემატიკოსი. 
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ვთქვათ 4 არის წ(ა) ფუნქციის ზღვარი Xა წერტილმი კოშის 

აზრით. 1(X,) იყოს ნებისმიერი მიმდევრობა ისეთი, რომ 1101 X, = Xე 

(Xი 2“ Xი. ეთქვათ 8>0 რაიმე რიცხვია, მაშინ კოშის მიხედვით ფუ§ქ- 

ციის ზღვრის განსაზღვრებიდან გამომლინარეობს, რომ არსებობს 

8>0 რიცხვე ისეთი, რომ თუ 0< |X-–-X)<ბძბ, მაშინ |წ (0)-–- 1 | <§. 

მაგრამ რადგან X,-–> Xე, ამიტომ არსებობს ისეთი /1 რიცხვი, რომ თუ 

1 >>, მაშინ 0 < | ჯა – ჯ | <2, ამიტომ | ჩ(Xე) –– 4 | <8. ე. ი. 
III / (X,) = „-#. ვინაიდან (X,) მიმდევრობა ნებისმიერად იყო. არჩეული, 

I-->+Cლ 
ამიტომ #4 რიცხვი არის / (+) ფუნქციის ზღვარი ჰეინეს მიხედვითაც. 

ახლა ვთქვათ #4 არის I (+) ფუნქციის ზღვარი Xა წერტილმი ჰეინეს 

მიხედვით. ვაჩვენოთ, რომ 4 იქნება | (I) ფუნქციის ზღვარი კოშის 

მიხედვითაც. 
დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ 4 არ არის წ(ა) ფუნქციის 

ზღვარი კოშის მიხედვით ჯი წერტილში. მაშინ არსებობს ისეთი §>0 

რიცხვი, რომ ყოველი ბ>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ერთი მაინც X 

წერტილი, რომელიც აკმაყოფილებს 0< |X––Xი| <ბ და |” (09)-–-4|>8 
პირობებს ერთდროულად. 

განვიხილოთ (8,1 მიმდევრობა (8„ >> 0), რომელიც კრებადია ნულისა- 

კენ. ყოველი მ, რიცხვისათვის მოიძებნება ჯ,„ რიცხვი ისეთი, რომ 

0<Iჯა–-– X|<ში (6.1) 

და 

|წ(C) –– 4|<8. (6.2) 

(6.1) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ X#, -> ჯე (რადგან მ,-+0), 

ხოლო (6.2)-დან გამომდინარეობს, რომ სIწ(X, მიმდევრობის ზღვა–- 

რი არ არის # რიცხვი. ე. ი. 4 არ წარმოადგენს IC) ფუნქციის 

ზღვარს #Xა წერტილმი ჰეინეს მიხედვით. მივიღეთ წინააღმდეგობა. 

ე. ი. # არის / (V)-ის ზღვარი X0 წერტილში კოშის მიხედვითაც. 

ამრიგად, 6.1 და 6.2 განსაზღვრებების ეკვივალენტობა დამტკიცე– 

ბულია. განვიხილოთ მაგალითები. 

მაგალითი 1. ვთქვათ 

(თი = C როცა ძი<.X<X%:, 

0, როცა Xა<X <.წხ, 

სადაც 6 რაიმე რიცხვია. XX წერტილში ფუნქცია განსაზღვრული არ 
არის. დავამტკიცოთ, რომ III / (X)=C, ე. ი. მუდმივის ზღვარი იგივე 

X->X 
მუდმივია. 
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მართლაც ნებისმიერი 8>0 რიცხვისათვის გვაქვს: 

I/00)--–-ი|=|C--ი=0<8§8, როცა X25“ Lე. 

მაშასადამე, ყოველი 6>0 რიცხვისათვის 

II(0-–-–-ი|<9, როც 0<|)X-–-X)| <8, 
ე. ი. I1IIი1 /7(X) = 0. 

X->X5 

1: 
მაგალითი 2. ვთქვათ /(X) =-“--- · ეს ფუნქცია განსაზღვ- 

ჯ-–- 

რულია მთელ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე, გარდა X=1 წერტილი- 

სა. ვიპოვოთ / ე-ის ზღვარი ამ წერტილში. ყოველი X5-1-–სათვის 

XL1-––- 1 
2-1 =X+1, ამიტომ: 

Iი 2-1 IIIი (X –- 1). 
X>-1 X–-1 X–-1 

ვაჩვენოთ, რომ III) (+ 1)1=2. მართლაც, რადგან |(X+1)––2| = 
X–3–1 

= IX–-1|, ამიტომ თუ V8>>0-სათვის ავიღებთ ბ=6C, გვექნება: 

0=IX–-1I<8=>I(X+1)-––2| <8. 

ე. ი. II1I1(X+1)=2 და მაშასადამე: 
X-–->-1 

2 1 მი +“ .=2. 
X>I X-–1 

მაგალითი 3. ვაჩვენოთ, რომ | (X)=51ი 1. ფუნქციას X-ი=0 
X 

წერტილში ზღვარი არ გააჩნია. მართლაც, თუ განვიხილავთ ნულისა- 

მიმდევრობას, მაშინ     ნ კრებად X.=> კენ კოეიად (20 +1)» 

I (X,) = 35Iი (> + ი) = (––- 11”. 

ამ მიმდევრობას კი ზღვარი არ გააჩნია. 

გა ნსაზღვრება 6.3. ვიტყვით, რომ 4 რიცხვი არის #”() 

ფუნქციის ზღვარი, როდესაც Xჯ მიისწრაფვის პლიუს (მინუს) უსასრუ- 

ლობისაკენ და ჩავწერთ 1I0ი ჩ ((X=#4 (II / (C1=#4), თუ ნებისმიერი 

X–+>C% ჯა-––-9 
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ხ>მ რიცხვისათვის არსებობს ისეთი MM რიცხვი რომ როცა 

X>VM (X<7V#), მაშინ: 

Iწ0 ––4|<8. 
თუ IIი I (XX) =IIII | (X(I=#, მაშინ ვიტყვით, რომ # არის / (X)-ის 

“ა 2: X-–- 9 

ზღვარი, როდესაც X მიისწრაფვის უსასრულობისაკენ და დავწერთ: 

IC / (9 = 4 ან /(ი9 –+>+4, როცა ჯX->თ. 
X->-0C0 

განსახღვრება 6.3-ის ეკვივალენტურია შემდეგი განსაზღვრება: 

4 რიცხვი არის /(X) ფუნქციის ზღვარი, როდესაც X მიისწრაფვის 

პლიუს (მინუს) უსასრულობისაკენ, თუ ნებისმიერი (X,) დადებითი 

(უარყოფითი) უსასრულოდ დიდი მიმდევრობისათვის IIთ I (X,) =#. 

განსაზღვრება 6.4. 4 რიცხვს ეწოდება | (XV) ფუნქციის მარ- 

ჯვენა (მარცხენა, ზღვარე Xი წერტილში, თუ ნებისმიერი §>0 რი–- 

ცხვისათვის არსებობს ისეთი 8>0 რიცხვი, რომ როცა XX-<X<X%-+ბ 

(Xი-–-–-8<X<Xი), მაშინ |/ (X)–– 4 | <6 და წერენ: 

ი ”/(0 = 4(I02 /002=#4). 
X->-X--- X->X–- 

ფუნქციის მარჯვენა და მარცხენა ზღვრებს ფუნქციის ცალმხრივ 

ზღვრებს უწოდებენ. ხშირად /(X) ფუნქციის მარჯვენა და მარცხენა 

ზღვრებს Xი წერტილში აღნიშნავენ შესაბამისად I (Xი+) და წ (Xი––) 

სიმბოლოთი. 

ზღვრის განსაზღვრებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი 

თეორემის მართებულობა: 

თეორემა 6.1. იმისათვის, რომ | (+) ფუნქციას გააჩნდეს ზღვა- 

რი X წერტილში, აუცილებელია და საკმარისი, რომ მას ამ წერტილ– 

ში გააჩნდეს ერთმანეთის ტოლი ცალმხრივი ზღვრები. 

ამ თეორემის საფუძველზე ვაჩვენოთ, რომ: 

+1, თუ X>0, 

ჯ(X==592X= 0, თუ X=0, 

== 1, თუ X < 0, 

ფუნქციას XX=0 წერტილში ზღვარი არ გააჩნია. მართლაც 1101 (X)= 
X->0- 

= 11თ 1=1, ხოლო III / (X)= IIი1 (––11=-–-1, ამრიგად /(X) ფუნქციის 
X–->-0-+L X->0– X->90-–- 

მარჯვენა და მარცხენა ზღვრები Xი=0 წერტილში ერთმანეთისაგან 

განსხვავებულია, ამიტომ მას ამ წერტილში ზღვარი არ გააჩნია. 
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§ ?. ფუნქციის ზღვრის არსებობის კოდის კრიტერიუმი 

განსაზღვრება 7.1. ვიტყვით, რომ ”(X) ფუნქცია Xი წერ- 
ტილმი აკმაყოფილებს კოშის პირობას, თუ ნებისმიერი 8>0 რიცხვი- 

სათვის არსებობს 8ბ>0 რიცხვი ისეთი, რომ: 

|/(2)-–– (XL) |<8, 

როცა 0< |I”-Xი0I <8 და 0< |ს”–-X0| <6. 

თეორემა 7.1. იმისათვის, რომ / (ა) ფუნქციას გააჩნდეს ზღვა- 

რი Xი წერტილში, აუცილებელია და საკმარისი, რომ / (ს) ფუნქცია 

Xი წერტილში აკმაყოფილებდეს კოშის პირობას, 

აუცილებლობა. ვთქვათ III (I) = 4. მაშინ ყოველი 

· X-–->Xი 

8>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ი>0 თოიცხვი, რომ როცა 

0< |X-X0I <ბ, ადგილი აქვს უტოლობა” |! (ი)–/4 |) < ი“ ავიღოთ 

ნებისმიერად ორი Xჯ” და ჯ#” რიცხვი, რომლებიც 0< |X––X0|<-8 პირო– 

ბას, აკმაყოფილებენ. მაშინ 

I!00ი-–-4)<--, I/00-4|<-. 

ამ უტოლობებიდან გვაქ3ვს: 

|Iთ ე) – თა) C) 00-40 -–- 7VVი-–-4|< 

<IIთ0) – 4|+II05-4|<4-++=+ 

აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

საკმარისობა. ვთქვათ ნებისმიერი 6>0 რიცხვისათვის არსე– 

ბობს ბ>0 ისეთი, რომ თუ 0< |X”-–-Xი|<ბ და 0<|X”–X)| <0, მა– 

შინ: 

|,(X) –– (ე) | <8. (7.1) 

განვიხილოთ რიცხვთა (+) მიმდევრობა, რომელიც კრებადია X09 

წერტილისაკენ და #X3“Xე (1=1, 2,--.). მაშინ არსებობს ისეთი #0 რი- 

ცხვი, რომ თუ #L>>ჩა, M1 >> ჩი, გვექნება 0 <| ”# –– Xა|<ბ და 
0 < |X„–- Xე | <8, ამიტომ (7.1) უტოლობის თანახმად: 

|წ V,) – 1! %.) |<-8, როცა M > 710, II > MC (7.2) 
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მაშასადამე L(”(Xა)) მიმდევრობა არის ფუნდამენტური და ამი–- 

ტომ იგი კრებადია (თავი II, თეორემა 8.1) რაიმე „4 რიცხვისაკენ: 

IIთ. / (X,) = #4. (7.3) 
ით 

ახლა განვიხილოთ Xი-საკენ კრებადი ნებისმიერი სხვა (LX) მიმ- 

დევრობა (#გ 2“ X). დავამტკიცოთ, რომ: 

11თ I (X.) = #4. (7.4) 
8–->0CC 

ავიღოთ ისეთი რიცხვი, /1ე -> I, რომ თუ 7I>2>ჩი, მაშინ 0< | Xგ –– X-|<-ზ 
ამიტომ (7.1) უტოლობის თანახმად: 

| (+) ICX,)|<§8, როცა M2>7M%. (7.5) 

(7.3, ტოლობის ძალით არსებობს #0” >I0 რიცხვი ისეთი, რომ: 

|) -– 4|<8, როდესაც #=>7%. (7.5) 
(7.5) და (7.6) უტოლობების თანახმად ყოველი M-სათვის, რომელიც 

აკმაყოფილებს უტოლობას / >> M0, გვექნება, 

I/(X) –– 4|= | V(X%)–– CC) 1+ წე) –– 41| < 

<1 ”(X) –– წ(X,)| + | წ(V,)–– 4|< 8-+ 86 = 26. 

ე. ი. მართებულია (7.4) ტოლობა. რადგან (Xგ) მიმდევრობა ნებისმიე- 

რია, ამიტომ 

IIIი. / (X) = #9. 
X->Xე 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 8. თეორემები ფუნძციის ზღვრის შესახებ 

თეორემა 8.1. თუ წ”CX) ფუნქციას Xა წერტილში ზღვარი გააჩ- 

ნია, მამინ ის ერთადერთია. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ I (X) ფუნქ- 

ციის ზღვარი ჯე წერტილში არის / და 8 (4558). ავიღოთ ნებისმიე– 

რი (X,) მიმდევრობა, რომელიც კრებადია Xი რიცხვისაკენ (Xი >“ X))- 

მაშინ ჰეინეს მიხედვით ფუნქციის ზღვრის განსაზღვრების თანახმად 

(LCXC)) მიმდევრობა ერთდროულად უნდა იყოს კრებადი 4 და 8 

6. უმაღლესი მათემატიკა 81



რიცხვებისაკენ, რაც შეუძლებელია (თავი II, თეორემა 3.1), თეორემა 

დამტკიცებულია. 

თეორემა 8.2. თუ არსებობს III / (0), მაშინ წ(X) ფუნქცია 

X–->X 

შემოსაზღვრულია Xი წერტილის რაიმე მიდამოში". 

დამტკიცება. ვთქვათ 1Iი) ”(X) = 4. მაშინ 8>>0 რიცხვისათე-ს 
X->Xი 

არსებობს ისეთი 8>>0 რ:ცხვი, რომ: 

II –-  4<§, როც 0<)X–-X#ე| <8. 

ე. ი 4-–ბა<,0<4+8, როცა 0<|)X-–-XI– მ. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
თეორემა 8.3. თუ 1101 /(XI.=/4 და IIი1 –C- (X)=8, მაშინ: 

X->%ც X-–>X6 

1) IIთ V(CVVCX +V9CV))= 4 + 8. 
X->Xი 

2) IIთ წ(X) C(X) = 48. 
X->Xი6 

3 Iთ (CC. = 4 , თუ .8353+-059, 
X->Xა § (X) 8 

დამტკიცება. ვთქვათ (X,ს) არის ნებისმიერი მიმდევრობა, 

რომელიც კრებადია Xა-საკენ (X, >“ Xი). ფუნქციის ზღვრის ჰეინეს 

განსაზღვრების თანახმად, (§წ(X,)) და (#6 (X,)) მიმდევრობები იქნება 

კრებადი შესაბამისად „4 და „8 რიცხვებისაკენ მე-2 თავის თეორემა 3.3-ის 

თანახმად (/ (X,) + დ (X,)1, (”(X,) / 6 (X,) 1 და (0) მიმდევრობები იქ- 

ნებიან კრებადი შესაბამისად 4+8, 4-8 და => რიცხვებისაკე,/ რადგან 

(X,) ნებისმიერად იყო აღებული, ამიტომ ეს რიცხვები იქნებიან "შესაბამი- 

სად /(X) -+- C (X), /(X) – (X) და 462) 
6 (X 

  

ფუნქციების ზღვრები ჯა წერ- 

ტილში. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. 1. თუ IIთი /(X)= 4 და #CV, მაშინ 1IM) (/ (X) 11==/4”. 
X->X- X->X 

„ა'აე'ეჟღაეღეუე'გ 

« შეიძლება Xი არ ეკუთვნოდეს ფუნქციის განსაზღვრის არეს. , 

." ტოგორც ქვემოთ იქნება ნაჩვენები (თეორემა 8.5-ის შედეგი) არსებობს 

Xი წერტილის ისეთი მიდამო, სადაც წ (X)=“0. 
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შედეგი 2.თუ III ICი) არსებობს, მაშინ ყოველი ნამდვილი C 

X->Xნ 

რიცხვისათვის 

II01 C”(X) =06- IIთ 1 (X. 
X->X.. . X->-X 

ე. ი. მუდმივი თანამამრავლი შეგვიძლია გამოვიტანოთ ზღვრის ნიშნის 

გარეთ. 

თეორემა 8.4. თუ II I(X)=4 და 8<74, მაშინ არსებობს 

X->Xი 
ბ>0 ისეთი, რომ როცა 0< |X--X0| <6, მაშინ | (X)>8. 

დამტკიცება. ფუნქციის ზღვრის განსაზღვრის ძალით, ნების- 
მიერი 8§>0 რიცხვისათვი არსებობს ბ>0 რიცხვი ისეთი. რომ თუ 

0< |X-–-Xი|<ბ, მაშინ |/ (X)--–#I<8, საიდანაც გამომდინარეობს, 

რომ |I (M)|>4-–-§. თუ ავიღებთ 8=4-–8>0, მივიღებთ: 

(9 > 8, როცა 0 < | X––Xე | <8. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 8.5. თუ II011(=4 და 8>/4, მაშინ არსებობს 

. X->X6 

ბ>0 ისეთი, რომ როცა 0< IX––X06| <ზ, მაშინ | (X1< 8. 

ამ თეორემის დამტკიცება წინა თეორემის დამტკიცების ანალო- 

გიურია. 

შედეჯგი 1. თუ IIი1/ (0)>0 (IIIC / (+1)1<0, მაშინ არსებობს 4>0 

X->Xე X->-Xც 

და ბ>0 რიცხვები ისეთი, რომ როცა 0<IX-Xი<ბ, მაშინ 

(00:>40 00<--/). 
შედეგი 2. თუ III1”I(X)>11თ დ >), მაშინ არსებობს 8>0 რი- 

X->Xი X--Xი 

ცხვი ისეთი, რომ / (X)>>დ (X), როცა 0< |X––X06I) <ზ. 

თეორემა 8.6რ6.თუ I(X და დ() ფუნქციებს X0ი წერტილში 

ზღვარი გააჩნიათ და X0 წერტილის რაიმე მიდამოში / (+)ლ=დ (LX) 

(X5-X0), მაშინ: 

IC (ი < IIთ დ(ი." 
X–>X06 X–-X 

· /(I)<Cდ(#»X) უტოლობიდან საზოგადოდ არ გამომდინარეობს, რომ სოი)თ< 
(') 

< IIთ დ (X). 

X->Xი 
8ვ



დამტკიცება. ვთქვათ IIი) | ((=4 და III დ(X)=8. და- 
X–>Xი X–>X9ი 

ვუშვათ 4> 8. ავიღოთ რაიმე C რიცხვი ისეთი, რომ 8<C<4#, თეო- 

რემა 8.4 და თეორემა 8.5-ის ძალით არსებობს Xა წერტილის ისეთი 

მიდამო, რომ ამ მიდამოს ნებისმიერი Xი-საგან განსხვავებული ჯ წერ–- 

ტილისათვის ადგილი აქვს უტოლობებს: 

დ(0)<C<70), 
ეს კი თეორემის პირობას ეწინააღმდეგება ე. ი. 4=28, ანუ 
1Iთ / (XXლ1I1თ დ (2). თეორემა დამტკიცებულია. 

X->Xი X->Xე 
თეორემა 8.7. თუ Xი წერტილის რაიმე მიდამოში / (X <. 

<« C(X < დ (X), (X53“ XI) და III /(X) = IIი) დ(X)= 4, მაშინ: 
X->X96 X->–Xი 

IIი. C (X) = 4. 
X–->X96 

დამტკიცება. ვთქვათ (X,) არის ნებისმიერი მიმდევრობა, 

რომელიც კრებადია Xე-საკენ და X, >“ Xე (4=1, 2,--). ცხადია, რომ 

I (X-) <: § (X,) <: დ (X,). (8.1) 
პირობის ძალით 

1IIი. / (X,) = 1IIIი დ (ჯX,) = 4. (8.2) 
ჩ––-%ლ2 M–>“>-0C0 

(8.1) და (8.2)-დან გამომდინარეობს, რომ (თავი 1I, თეორემა 3.6): 

11თ. C (X,) = 4. 
ი->-C 

რადგან (X,) ნებისმიერად იყო აღებული, ამიტომ 

III. « (X) = #4. 
X->X6 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 8.8.თუ IIი /(I)=/4, მაშინ 11ი1 |/ (X)| = |#I. 
X–->-X- X–>X%0 

დამტკიცება. ფუნქციის ზღვრის განსაზღვრების ძალით ნე- 

ბისმიერი 8>0 რიცხვისათვის არსებობს ბ>0 რიცხვი ისეთი, რომ: 

|I7(02-– 4) <ზ, როცა 0 < |IX-–– XI <8. 

რადგან 

| ითი) 4|I|I,<I/თ-–4L 
ამიტომ 

| Iთ|)“– | 4I|I<8 როცა 0<IX--X-) <8. 
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Iთ | /(0|I =I4L. 
X--X 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. თუ IIი) |I(X)| =|I|#|, აქედან საზოგადოდ არ გა– 
X->Xი 

მომდინარეობს, რომ I1I9) / (V1= 4. მაგალითად, თუ: 

X->X: 

(თ= 1, როცა Xჯ რაციონალურია, 

–1, როცა ჯ ირაციონალურია, 

მამნ IIო |/(0X I =1!1 ნებისმერი XX: C/2 რიცხვისათვის, ხოლო 
X->Xნ 

I (X) ფუნქციას არც ერთ წერტილში ზღვარი არ გააჩნია. 

თეორემა 8.9. თუ Xი წერტილის რაიმე მიდამოში / (X)>>0 და 

110) /”(X) = 4, მაშინ V/IICMV-სათვის 

Iთ 7 700 =VIIთ 700 =V 4. 
X->Xე: X->-X%ი 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

7” 0) =დ(ი. 
აქედან 

I (X) = (დ თ) 1”. 
ვაჩვენოთ, რომ დ (MX) ფუნქციას Xა წერტილში ზღვარი გააჩნია. და- 
ვუშვათ საწინააღმდეგო. მაშინ იარსებებს X- წერტილისაკენ კრებადი 

ისეთი ორი მიმდევრობა (§X.) და (X.), რომ 

I დ(X)=L,, II0 დ(X,) = Lა, (8.3) 
–-+0ი0 L-–- 

სადაც #1 7-I,. რადგან /(X) = (დ(X)I. და IIი: /(X) = 4, ამიტომ 
X->X- 

(8.3) ტოლობებიდან მივიღებთ: 

4 = IIთ წ(XI,) = IIთ (დ(X,)1). =#27, 
ჩ->0 #->90 

4 = Iთ /(X,) = IMი )თიXI) | = L2. 
ს-–-იი L->-ი



აქედან გამომდინარეობს, რომ #,=#ე. მივიღეთ წინააღმდეგობა, 

მაშასადამე ჩვენი დაშვება არასწორია და დ (X) ფუნქციას Xი წერ- 

ტილში ზღვარი გააჩნია. 

ვთქვათ 
III დ (X) = 8, 

X-->X6 

მაშინ თეორემა 8.3-ის შედეგი 1-ის ძალით 

859 = 11თ (Iდ(X) 11 = IIი) / (X) = #4. 
X->X06 X->X- 

ე. ი. 8 = / 4, მაშასადამე: 

Iთ / 100 =M4. 
X->X- 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 9. უსასრულოდ მცირე დღა უსასრულოდ დიდი ფუნქციები 

განსაზღვრება 9.1 თ(X») ფუნქციას ეწოდება უსასრულოდ 

მცირე თ წერტილში (როდესაც X-–>0), თუ თ (X) ფუნქციის ზღვარი ძ 

წერტილში ნულის ტოლია. 

ანალოგიურად „განისახღვრება უსასრულოდ მცირე ფუნქციები, 

როდესაც ჯX-–> + CC, L–>–– დ, L>+0ძ0ძ+, L–>0–. 

თეორემა 9.1. იმისათვის რომ ”წ(I) ფუნქციის ზღვარი ძი 

წერტილში იყოს #4 რიცხვი აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

თ (X)=| (X)-–– 4 ფუნქცია იყოს უსასრულოდ მცირე თ წერტილში. 

აუცილებლობა. ვთქვათ 1101 ”(X)=/4. განვიხილოთ სხვა- 

X->თ 
ობა I (X)-–- 4=თ0 (X). ვაჩვენოთ, რომ თ (X) არის უსასრულოდ მცირე ძ 

წერტილში. მართლაც, თეორემა 8.1-ის ძალით: 

11თ თ(X) = III (წ(X –– 4) =Iთ /(X –– IIიX 4=4--4=0. 
X–>0 X->0 'X–>ძ X->0ი 

საკმარისობა. ვთქვათ თ(X)=წ (X)-- 4 არის უსასრულოდ 

მცირე თ წერტილში. მაშინ: 

Mთ (>) = Iთ (თ(X) + 4) = სთ თ(X) + Iთ 4=0+4= 4. 

X->0 X->0 X->0 X->0 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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უსასრულოდ მცირე ფუნქციებს იგივე თვისებები გააჩნიათ, რაც 
უსასრულოდ მცირე მიმდევრობებს. მართებულია შემდეგი 

თეორემა 9.2. ი წერტილში უსასრულოდ მცირე ფუნქციების 

ჯამი და ნამრავლი არის უსასრულოდ მცირე ფუნქცია თ წერტილში. 

თეორემა 9.3. თი წერტილში უსასრულოდ მცირე ფუნქციისა 

და ი წერტილის რაღაც მიდამოში შემოსაზღვრული ფუნქციის 'ნამრავ– 

ლი არის უსასრულოდ მცირე თი წერტილში. 

ამ თეორემების მართებულობა უშუალოდ გამომდინარეობს ჰეინეს 

მიხედვით ფუნქციის ზღვრის განსახღვრებიდან და უსასრულოდ მცი- 

რე მიმდევრობის თვისებებიდან. 

განსაზღვრება 9.2. თ(ა) ფუნქცის ეწოდება დადებითი 

(უარყოფითი) უსასრულოდ დიდი ფუნქციაა ი წერტილში (როდესაც 

X–>ძ), თუ ნებისმიერი M რიცხვისათვის არსებობს 868>0 რიცხვი ისე– 

თი, რომ როცა 0<IX-0ი|)|<ბ, მაშინ თ (X)>#M (თ (X)<M) და ამ 

ფაქტს შემდეგნაირად ჩავწერთ: 

1Iი0 X(X1= + დ (II (X)= –– თ). 
X->თ X–>-ძ 

განსაზღვრება 9.3. იჩ (2) ფუზქციას ეწოდება უსასრულოდ 

დიდი ი წერტილში, თუ ნებისმიერე #>0 რიცხვისათვის არსებობს 

ბ>0 რიცხვი ისეთი, რომ თუ 0< |X-––თ| <8, მაშინ | ჩ (X) | >VI და ეს 

ფაქტი შემდეგნაირად ჩაიწერება 

1100. ჩ (V) = თ. 
X-–>-0 

შევნიშნოთ, რომ თ წერტილში დადებითი უსასრულოდ დიდი ან 

უარყოფითი უსასრულოდ დიდი ფუნქცია ამავე დროს არის უსასრუ- 

ლოდ დიდიც ამავე წერტილში. პერექით კი საზოგადოდ მართებული 

არ არის, მაგალითად, ყ = 1+ ფუნქცი არის უსასრულოდ დიდი 
ჩ4 

ძ=0 წერტილში, მაგრამ არ არის არც დადებითი და არც უარყოფითი 

უსასრულოდ დიდი ამ წერტილში. 

ცალმხრივი ზღვრების განსახღვრების აზალოგიურად განისაზღვ- 

რება უარყოფითი უსასრულოდ დიდი, დადებითი უსასრულოდ დიდი 

და უსასრულოდ დიდი ფუნქციები, როცა X->0+ და X-–>6ი–. 

თეორემა 9:44. თუ /(X) ფუნქცია თ წერტილის რაიმე მიდამო- 

ში აკმაყოფილებს პირობას: 

I/(0I>>M >9 
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(გარდა შესაძლებელია თვით თ წერტილისა) ხოლო დ(X) ფუნქცია 

უსასრულოდ მცირეა თ წერტილში (დ (X)=0, X5-თ), მაშინ 

სთ #თ. = CC 

, X->0 დ (X) 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი ”>0 რიცხვი რადგან 

1IIV დ (X)=0, არსებობს 8ბ>0 რიცხვი ისეთი, რომ როცა 0< |X-––ძ| <ბ, 
Xჯ–>4ი 

  

მაშინ |დთი | < M ანუ _ 1... > " .· ამ უტოლობიდან გამომდი- 

ჯ |დ(იI V 
ნარეობს, რომ 

(862, ს 12: >M.--. =0 თუ 0<|)X-–-თძ!)<ზ. 
ულ M 9 

ე. ი 

ყო #02“ 
X-–+ი დ(X) 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ დ (X) უსასრულოდ მცირეა ი წერტილში (დ (X)=0, 

X560), მაშინ –1 
დით 

თეორემა 9.5. თუ ”(X) ფუნქცია შემოსახღვრულია თ წერტი- 

ლის რაიმე მიდამოში, ხოლო IIIთ დ (-V)=C, მაშინ 

X->96 

1II0 11% თ _ 
X->-თ დ(») 

თეორემა 9.5.-ის დამტკიცება წინა თეორემის დამტკიცების ანა–- 

ლოგიურია. 

შედეგი. თუ დ(X) უსასრულოდ დიდია თ წერტილში, მაშინ 

  უსასრულოდ დიდია ძი წერტილში. 

  

«იი უსასრულოდ მცირეა 0 წერტილში. 

§ 10. ორი შესანიშნავი ჭღვარი 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ ორ ზღვარს, რომელთაც დიდი გამო–- 

ყენება აქვთ( მათემატიკურ ანალიზში. ) 

1, დავამტკიცოთ, რომ 

. 510 X 
IIთ = 1,   

X–3-0 Xჯ



განვიხილოთ ერთეულრადიუსიანი წრეწერის ცენტრალური X კუ- 

თხე (ნახ. 17), რომლის რადიანული ზომა აკმაყოფილებს პირობას 

9<X<+“. რადგან 04 =1, 

ამიტომ 

1 

51I X=/V%, ICX=#47. (10.1) 
M 

ცხადია, რომ 04/M/ სამკუთხე- ს 
დის ფართობი ნაკლებია 0/4/#L სექ- 4 ტ 
ტორის ფართობზე, რომელიც თავის 

მხრივ ნაკლებია 0/7' სამკუთხედის 
ფართობზე. ე. ი, 

1 
-–.04.MM%<-1 0/ქ..» < 

2 2 ნახ. 17 

< 04:47. 

თუ გავითვალისწინებთ (10.1) ტოლობებს, უკანასკნელი თანაფარ- 

დობები შემდეგნაირად ჩაიწერება 

1 1 1 
–8იX< –- –- XC –“– წყა, 
2 2 < 2 § 

საიდანაც მივიღებთ 

    

510 X <= X < LX. (10.2) 

თუ გავყოფთ ამ უტოლობებს 510 X-ზე, ·2გვექნება 1< -“-<-- , 

ანუ 1 > 30X =>2085 X. აქედან ვღებულობთ 0<1 –– 501+X <1––-00§ X. 
Xჯ 

რადგან 1 –– 005X = 25022 და (10.2) უტოლობის ძალით 29ი-> < 

8 2 
<2 63 = #7. , ამიტომ 

2 2 
: 8 

0=1- 5101 X X 
–-. 10.3 ; <-“5 (10.3)   

ამრიგად, თუ 0<X<-+ , მართებულია (10,3) 'ოუტოლობები, მაგრამ 

510 X 
  

ზ 

რადგან და = ლუწი ფუნქციებია, (10.3) უტოლობები მართე- 
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ჯ 
ბული იქნება მაშინაც, როდესაც _ % X< 0. ვინაიდან 1IV -2- = 0, 

ჯXჯ–>0 

ამიტომ (10.3)-დან თეორემა 8.7 ძლით 

სი (1– 90X )=-, ანუ სთ 295 = 1, 
X X–->0 X–>0 X 

  
  

2. ვაჩვენოთ, რომ 

III 1 + –)= ი" 
X2-+9C0 Xჯ 

ჯერ განვიხილოთ შემთხვევა, როცა X++თC. როგორც ვიცით, 

- ყთ 1 + --) =C, ვთქვათ I =IXI, სადაც IX) არის ჯ-ის მთელი ნაწი- 
I” .>00 

ლი. ამიტომ X=M+ძთ, სადაც 0ლთ<1. რადგან #=X<7#+1, ამიტომ: 

  

    
     

      

  

1 1 1 
<- <-- 

I -L 1 = I! 

აქედან მიიღება: 

(1+ 1+>. + )< (1+ +)”, 

ვინაიდან 

1 /-+1 
1191 

სი (1 + -, )-”- „და M#ჩ+ = 
ი->C MM + 1 თ 1 + ეა 

M-->Cთ M –+- 1 

და 

1 სთ. (1 +4+-V“ =- 1+-) Iთ 1++)=6 
.->-Cთ M M.-->ძ6Cთ ” M->C0 7 

ამიტომ თეორეჭა 8.7-ის ძალით მივიღებთ: 

: 1 MX 
IIIი 1 + – -) = 6, 

X X->-+Cთ 

ახლა ვთქვათ X->+--–თ%. აღვნიშნოთ X=-––-ყ. მაშინ: 

Iთ 1++-) =სთ 1-->-) 7- სთ (1+-1 .V= 
Xჯ ჯაი ყ->+C=% ყ–>--“-Cლი% ყ––1 

–1 , 1 

= ი (1+-1 M..ყთ (1+--“--ს=0.1=ი, 
ყა-+-თ ყ–1 ყ->-+C=% ყ–1 

  

“ ირაციონალურმაჩვენებლიანი ხარისხის ცნება განხილულია IV თავის § ხ-ში, 
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თუ ორივე შემთხვევას გავაერთიანებთ, მივიღებთ 

1 V%X 
Iი 1+-+) = 6. 

X X->60CC 

დამტკიცებული ტოლობედან გამომდინარეობს, რომ 

1 

1Iი) (1 +– X) # =6. 
ჯ–-–>0 

მართლაც, მოვახდინოთ „ცვლადის გარდაქმნა ყ#ყ= 1, მაშინ, 
ჯ 

(X->C)=(ყ->თ), ამიტომ: 

1 · 1 Vყ 
“== IIი 1 –- |) = 06. 

IIი90 (1+7X) « ყ–->C% + ყ 
X–>0 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. განსაზღვრეთ ფუნქცია, მისი განსახღვრისა და ცვლილების არე. 

2. განსაზღვრეთ არაზრდადი, არაკრებადი„ ზრდადი და კლებადი ფუნქციები. 

3. განსაზღვრეთ შექცეული ფუნქცია, რთული ფუნქცია, პარამეტრულად მო- 

ცემული ფუნქცია, არაცხადი სახით მოცემული ფუნქცია. 

4. განსაზღვრეთ ფუნქციის გრაფიკი. 

5. განსაზღვრეთ ლუწი; კენტი და პერიოდული ფუნქციები. 

6. მოიყვანეთ ფუნქციის ზღვრის ცნება კოშისა და ჰეინეს მიხედვით, აჩვენეთ 

მათი ეკვივალენტურობა. 

7. განსახღვრეთ ფუნქციის ცალმხრივი ზღვრები. 

8. ჩამოაყალიბეთ ფუნქციის ზღვრის არსებობის კოშის კრიტერიუმი. 

9. ჩამოაყალიბეთ თეორემები ფუნქციის ზღვრის შესახებ. 

10. განსაზღვრეთ უსასრულოდ მცირე და უსასრულოდ დიღი ფუნქციები და 

მოიყვანეთ მათი თვისებები. 

მეოთხე თავი 

უწყვეტი ფუნქციები 

§ 1. ფუნძციის უწქვეტობა წერტილში 

განსაზღვრება 1.1, ყ=წ(X) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი 

Xი წერტილში, თუ იგი განსახღგრულია Xი წერტილის რაიმე მიდამოში 

და 

1101. / (X) = / (ჯი). (1.1) 
X–>+Xი 
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წერტილს, რომელშიც ფუნქცია უწყვეტია, ამ ფუნქციის უწყვეტო- 
ბის წერტილი ეწოდება. 

თუ გამოვიყენებთ ფუნქციის ზღვრის კოშისა და პეინეს განსაზღვ- 

რებებს, ფუნქციის უწყვეტობის განსაზღვრება შემდეგნაერად შეიქ- 

ლება ჩამოვაყალიბოთ: 

ა) #ყ=I (X) ფუნქციპს ეწოდება უწყვეტი ჯი წერტილში, თუ ნების- 
მიერი 8>0 რიცხვისათვის არსებობს 6>0 რიცხვი ისეთი, რომ 

I/(X0X –– 7 თ) |<§, როცა |„X–– XI | <8. 

ბ) ყ=| (ს) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი Xი წერტილში, თუ ნების- 
მიერი (+) მიმდევრობისათვის, რომელიც კრებადაა Xე რიცხვისაკენ, 

(I (Xე)). · მიმდევრობა კრებადია / (Xი) რიცხვისაკენ. 

მოვიყვანოთ ფუნქციის უწყვეტობის კიდევ ერთი განსაზღვრება. 

(1.1) ტოლობაში / (Xი) გადავიტანოთ მარცხენა ნაწილში და შევიტა- 

ნოთ ზღვრის ნიშნის ქვეშ. რადგან X–->Xი და X--X-->0 პირობები ტოლ- 

ფასია, მივიღებთ: 

I |/(X)–– ”/(X0) ) = 9. (1.2) 
X-–--X-->0 

X-X- სხვაობას ეწოდება ჯX არგუმენტის ნაზრდი #ა წერტილში და #X 
სიმბოლოთი აღინიშნება, ხოლო / (X)––I (Xი) სხვაობას არგუმენტის #X 

ნაზრდის შესაბამისი ფუნქციის ნაზრდი ჯა წერტილში და #V ან #V 

სიმბოლოთი აღინიშნება. ამრიგად, /სX=X--Xი, /#სV =L (X0 + /#სX)––) (X0). 

(1.2) ტოლობა ახალი აღნიშვნებით ასე ჩაიწერება 

სთ #ყ = 0. (1.3) 
#X--909 

(1.3) ტოლობის საფუძველზე ფუნქციის უწყვეტობა წერტილში შეიძ- 

ლება შემდეგნაირად განისაზღვროს. ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი 

რაიმე წერტილში, თუ ამ წერტილში არგუმენტის უსასრულოდ მცირე 

ნაზრდს შეესაბამება ფუნქციის უსასრულოდ მცირე ნახრდი. 

ვთქვათ / (+) ფუნქცია უწყვეტია Xი წერტილში, ე. ი. 

IIიი- 7 (X) = / (XI). 
X->-X- 

რადგან II90 X = Xა, ამიტომ 
X->X- 

ეს ტოლობა შეიძლება ასე ჩაიწეროს: 

IIთ ”/(X) =7(IIთ X). 
X->X. X->X, 
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მაშასადამე, თუ ფუნქცია უწყვეტია, შეიძლება ზღვარზე გადასვლა 
„ფუნქციის ნიშნის“ ქვეშ –– არგუმენტში. 

განსაზღვრება 1.2. ”წ(X) ფუნქციას ეწოდება მარჯვნიდან 
(მარცხნიდან) უწყვეტი Xი წერტილში, თუ: 

II01 / (X) = I(+%) ( IIი /(X) = ”(%ე)). 
X->X-1- X->X-““– 

განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ / (X) ფუნქციას უწყვეტო-- 

ბისათვის XX წერტილში აეცილებელია და საკმარისი რომ ადგილი · 
ჰქონდეს ტოლობებს: 

7(% +) = IX--– 1 = I (XI). 

მაგალითი. დავამტკიცოთ, რომ ყ#=51ი X ფუნქცია უწყვეტია. 
ნებისმიერ ჯი წერტილში. მართლაც 

% X+X : . .-· X-- :.X--– X%ი | 510 X-–– 51ი Xე| = 290 => 008 =----მ). (1.4) 
      

როგორც III თავის § 10-ში ვაჩვენეთ |510 XI <IXI, როცა. 

ე<IXჯ)I< > „ ამიტომ (1, 4)-დან მივიღებთ 

| §1ი X –– 511 Xა|< I X––- XII. 

აქედან ცხადია, რომ IIი1 510 X=51)ი Xი0, ე. ი. ყ=5I0 X ფუნქცია 
X->X 

უწყვეტია Xი წერტილში. 
ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ ყ=005X ფუნქცია უწყვეტია. 

1--<, +%I შუალედის ნებისმიერ წერტილში. 

განსაზღვრება 1.3 /() ფუნქცის ეწოდება უწყვეტი 

10, ნ| ინტერვალში, თუ ის უწყვეტია ამ ინტერვალის ყველა წერ- 
ტილში, ხოლო | (X) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი |0ი, ხ) სეგმენტზე, 
თუ იგი უწყვეტია |თ, ხ| ინტერვალში და გარდა ამისა, თ წერტილ- 

ში უწყვეტია მარჯვნიდან, ხ წერტილში კი მარცხნიდან. 

ფუნქციის ზღვრის თვისებებიდან უშუალოდ გამომდიზარეობს შემ- 

დეგი თეორემების მართებულობა. 

თეორემა 1.1. რაიმე წერტილმი უწყვეტი ფუნქციების ჯამი, 

ნამრავლი და შეფარდება (თუ ამ წერტილში მნიშვნელი განსხვავებუ- 
ლია ნულისაგან) აგრეთვე უწყვეტია ამ წერტილში. 

თეორემა 1.2. თუ ფუნქცია უწყვეტია წერტილში, მაშინ იგი 

შემოსაზღვრულია ამ წერტილის რაიმე მიდამოში. 

9ვ:



თეორემა 1.3. თუ ”(X) ფუნქცია უწყვეტია X- წერტილში და 
I (00, მაშინ არსებობს ჯა წერტილის ისეთი მიდამო, რომ ამ მიდა- 

მოში I (X) ფუნქციას აქვს იგივე ნიშანი, რაც I (X9)-ს. 

თეორემა 1.3ის მართებულობა გამომდინარეობს III თავის 

თეორემა 8.5-ის შედეგიდან. 

თეორემა 1.4. თუ I(X) ფუნქცია უწყვეტია რაიმე წერტილში, 

მაშინ | / (X) |) ფუნქციაც უწყვეტია იმავე წერტილში... · 
ამ თეორემის მართებულობა გამომდინარეობს III თავის თეორემა 

8.8-დან. 
თეორემა 1.5. თუ M=ყ (X) ფუნქცია უწყვეტია Xი წერტილში, 

ხოლო / (ს) ფუნქცია უწყვეტია IMი= § (Xი) წერტილში, მაშინ რთული 

ფუნქცია # (X)=| I§ (X)) უწყვეტია Xი წერტილში. 
დამტკიცება. რადგან #=ჯ# (») ფუნქცია უწყვეტია Xი წერ- 

ტილში, ამიტომ როცა X->Xე, მაშინ V-+Vი. IIი წერტილში / (I) ფუნქ- 

ციის უწყვეტობის გამო გვაქვს: 

1Iი1 # (X) = 1II / (6 (X) ) = IIთ. / (0) = I CV) = / I§ (Xა) | = ” (Xე). 
X–->X0 X–>X06 V->M0 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 9. ფუნქციის წყვეტის წერტილები დღა მათი კლასიფიკაცია 

ვთქვათ | 0) ფუნქცია განსახღვრულია ჯი წერტილის რაიმე მიდა- 

მოში (ცალმხრივ მიდამოში), გარდა შესაძლებელია თვით ჯე წერტი- 

ლისა, Xი წერტილს ეწოდება / (+) ფუნქციის წყვეტის წერტილი, თუ 

შმესრულებულია ერთ-ერთი შემდეგი პირობებიდან: 

ა) XX წერტილში ფუნქცია განსახღვრული არ არის. 

ბ) ფუნქციას X წერტილში ზღვარი (ცალმხრივი ზღვარი) არ გა- 

აჩნია. 

გ) XX წერტილში ფუნქციის მნიშვნელობა განსხვავებულია Xი წერ– 

ტილში ფუნქციის ზღვრისაგან (ცალმხრივი ზღვრისაგან). 

თუ Xი არის | (X) ფუნქციის წყვეტის წერტილი, მაშინ ამბობენ, 

რომ I (X) ფუნქცია განიცდის წყვეტას (წყვეტილია) Xი წერტილში. 

როგორც ვიცით, | (X) ფუნქციის უწყვეტობისათვის X6 წერტილში, 

აუცილებელია და საკმარისი 

(XI –) = ”წ(X “++) =7C(%). 

განსაზღვ რება 2.1. თუ Xი არის ”(X) ფუნქციის წყვეტის 

წერტილი და არსებობს ცალმხრივი ზღვრები / (Xი-––) და წ (Xი-+), მა– 
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შინ Xი წერტილს ეწოდება I362) ფუნქციის პირველი გვარის წყვეტის 

წერტილი (ნახ. 18). 

მაგალითად, 

510 X 
– ე თუ XჯX>0, 

(0 = შ 
ჯ თუ X<.0, 

ფუნქციას X=0 წერტილში გააჩნია პირველი გვარის წყვეტის წერ- 

ტილი, მართლაც 

5II X 
= 1,   იი /(X) = IIIი 

X–->0 X-–0-- #X% 

ხოლო 

Iი I (X = IIთ X =90. 
X->-0- X->-0-- 

სხვაობას I” (X+)-- (+X–) ეწოდება I (X) ფუნქციის ნახტომი X 

წერტილში. განხილულ მაგალითში | (0+)-–-I (00-–-<)=1--–0=1. 

თუ Xჯი პირველი გვარის წყვეტის წერტილია და I (Xი-+) =) (Xი-––), 

მაშინ ჯი წერტილს აცილებადი წყვეტის წერტილი ეწოდება (ნახ. 19). 

  

    

ყ ! ყ | - I | 

' 
“ ! 

, | 

– I 

_ 
· _– 0 

9) - + +» 

ნახ, 18 ნახ. 19 

მაგალითად 

IC) = I 591X, თუ X53-0, 

), თუ X#=0, 

ფუნქციისათვის XX=0 წერტილი არის აცილებადი წყვეტის წერტილი. 
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განსაზღვრება 2.2. XX წერტილს ეწოდება /”(X) ფუნქციის 
მეორე გვარის წყვეტის წერტილი, თუ ჯი წერტილში ფუნქციას არ გა– 

აჩნეა ერთი მაინც ცალმხრივი ზღვარი, ან ცალმხრივი ზღვრებიდან 

ერთი მაინც უსასრულოდ დიდია. მაგალითად, 

1 
90 –--– ,თუ X>0, 

(თი =1.3ო7»7 779 
X, თუ ჯ<-0 

ფუნქციას X-=0 წერტილში მარჯვენა ზღვარი არ გააჩნია, ამიტომ 

ფუნქციისათვის X-ი=0 არის მეორე გვარის წყვეტის წერტილი. 

განსაზღვრება 2.31. წ(,) ფუნქციას ეწოდება უბან-უბან 

უწყვეტი (ი, ხ1 სეგმენტზე, თუ ის უწყვეტია Iი, ხ( ინტერვალის ყო–- 
ველ წერტილში, გარდა შესაძლებელია სასრული რაოდენობის წერ- 
'„ტილებისა, რომლებშიაც ის განიცდის პირველი „ვარის წყვეტას და 
გარდა ამისა მას გააჩნია ი და ხ წერტილებში ცალმხრივი ზღვრები». 

ფუნქციას ეწოდება უბან-უბან უწყვეტი რიცხვით ღერძზე, თუ ის 

უბან-უბან უწყვეტია ნებისმიერ სეგმენტზე. 

მაგალითად, ფუნქცია წ (X)= IX) უბან-უბან: უწვყეტია ნებისმიერ 

სეგმენტზე. ამ ფუნქციის გრაფიკს აქვს შემდეგი სახე (ნახ. 20). 

  

I -1 - 
'! L»--I-2 
_- –-2 

ნახ. 20 

ზოგიერთი კლასის ფუნქციათა წყვეტის წერტილები ხასიათდებიან 
გარკვეული სპეციფიკური თავისებურებებით. განვიხილოთ მაგალი-– 

თად მონოტონურ ფუნქციათა კლასი, მართებულია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 2.1. თუ M#(X) ფუნქცია მონოტონურია 1თ, ხL ინ- 

ტერვალზე, მამინ VXეაC10, ხ: წერტილზე არსებობსს„ ცალმხრივი 
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ზღვრები კ (X-––) და წ (Xი+), ამასთან, თუ. / (X) ფუნქცია არაკლება- 

დია (არაზრდადია), მაშინ: 

Iრი–-)< 7 %X)<წ(X +) (0ი-–-)> /(X) > 1(X+)) (2.1) 

დამტკიცება. ვთქვათ /”#(»X) ფუნქცია არაკლებადია 1თ, ხL 

ინტერვალზე და Xი CIთ, ხL. მაშინ /(X) ფუნქციის მნიშვნელობათა 

სიმრავლე როცა X<Xი (X CI ი, ხს) შემოსაზღვრულია ზემოდან (რად- 

გან 7 (X)=/ (Xი) ), ამიტომ მას გააჩნია ზუსტი ზედა «საზღვარი /V. 

ცხადია, #M </ (Xი). ვაჩვენოთ, რომ / (Xი––) =/MI. მართლაც ზუსტი ზე– 

და საზღვრის განსახღვრების ძალით მოცემული §8>0 რიცხვისათვის 

არსებობს 8>0 რიცხვი ისეთი, რომ 7#”-86</ (X---ბე)ლ=/M. რადგან 

I X) არაკლებადია, ამიტომ როცა X--ბ<X<Xი გვექნება M--68< 

<1 (Xი-––ა)-=/ (X) =/M, საიდანაც M--6<I (XII-ლ=M, როცა X--ბ< 

<X<X0. 

ე. ი. 

IIიი / (XV) =C M <C). 
X->Xე– 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ I (Xი-+)>>I (Xი0). თეორემა დამტკი– 

ცებულია. 
შედეგი. მონოტონური ფუნქციისათვის განსაზღვრის არის ყო- 

ველი წერტილი ან უწყვეტობის წერტილია, ან წარმოალღგენს ამ ფუნქ– 

ციის პირველი გვარის წყვეტის წერტილს, ე. ი. მონოტონურ ფუნქ– 

ციას არ შეიძლება ჰქონდეს მეორე გვარის წყვეტის წერტილი. 

მართლაც, (2.1) უტოლობების ძალით, თუ I (X---)=/ (+ი+), მაშინ 

Xი არის წ (X) ფუნქციის უწყვეტობის წერტილი, ხოლო, თუ / (X0-–-)5- 

=/ (++), მაშინ Xი წარმოადგენს I (X)-ის პირველი გვარის წყვეტის 

წერტილს. 

თეორემა 2.2. მონოტონური ფუნქციის წყვეტის წერტილთა 

სიმრავლე არაუმეტეს თვლადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ ”(+) ფუნქცია არაკლებადია. Xი იყოს 

1 (ე-ის წყვეტის წერტილი, მაშინ (2.1)-ის ძალით 

I(X---–)</(% –+). 

რაციონალურ რიევხვთა სიმრავლის სიმკვრივის თვისების ძალით 

(იხ. II თავის § 2) არსებობს რაციონალური რიცხვი # ისეთი, რომ 

Iიო-–-)<”<7(%+). 

ამრიგად, წყვეტის ყოველ წერტილს შეესაბამება გარკვეული რა- 

ციონალური რიცხვი. თუ X, და X: (XI<X-) წყვეტის წერტილებია და 

7. უმაღლესი მათემატიკა 
9?



” და (ლ მათი შესაბამსი რაციობალური რეცხვები,ა მაშინ 

<I (IL –)ლ=1I (X--––- <9, ე. ი. ”წI<7/2. მაშასადამე, წყვეტის განსხვა- 

ვებულ წეოტილებს შეესაბამება განსხვავებული რაციონალური რიცხ- 

ვები; ამრიგად, დადგენილია ურთიერთცალსახა შესაბამისობა წყვეტის 

წერტილთა სიმრავლესა და რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლის რაღაც 

ქვესიმრავლეს შორის. რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე I თავის თეო- 

რემა 6.5-ის ძალით თვლადია, ამიტომ მონოტონური ფუნქციის წყვე- 

ტის წერტილთა სიმრავლე არა უმეტესი თვლადია. თეორემა დამტკი- 

ცებულია. 

§ მ. სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქციის თვისებები 

თეორემა 3.1, (ვაიერმტრასის პირველი თეორემა). სეგმენტზე 

უწყვეტი ფუნქცია შემოსაზღვოულია ამ სეგმენტზე. 
დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ I (X) ფუნქ- 

ცია უწყვეტია (თ, ხნ) სეგმენტზე, მაგრამ არ არის შემოსაზღვრული. 

მაშინ ნებისმიერი M#6MV რიცხვისათვის იარსებებს ისეთი #XეCLძ. ხ) 

რიცხვი, რომ |” (X,) | > ი. (XX, მიმდევრობა შემოსაზღვრულია და 

ამიტომ მისგან გამოიყოფა კრებადი ქვემიმდევრობა. ვთქვათ Xი,) 

არის (X,) მიმდევრობის კრებადი ქვემიმდევრობა, დავუშვათ ჯე = 1IIთ Xი,. 

#->0ლ0 

ცხადია XაCI0, ხ). ამასთანავე 

LI, (XI I = IIთ |, (XI = –+– თი. 

#->C 

ამრიგად, Xე წერტილი იქნება / (X) ფუნქციის წყვეტის წერტილი, 

რაც თეორემის პირობას ეწინააღმდეგება. თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. თეორემაში არსებითია, რომ ფუნქცია უწყვეტია 

სეგმენტზე. ინტერვალზე უწყვეტი ფუნქციები საზოგადოდ არ არიან 

შემოსაზღვრული ამ ინტერვალზე. მაგალითად, Vყ = “- ფუნქცია 

უწყვეტია 10; 1L ინტერვალზე, მაგრამ არ არის შემოსაზღვრული 

მასზე. 

ახლა, ვთქვათ I”(») ფუნქცია განსაზღვრულია I შუალედში (ეს 

შუალედი შეიძლება იყოს სეგმენტი, ინტერვალი, ნახევრად სეგმენტი). 
თუ I შუალედში არსებობს ისეთი §) წერტილი, რომ (იხ. III თა– 

ვი, § 3) 

I(C) = წ-ი LC), 

მზ.



მაში§ ამბობე5, რომ წ (9) ფუნქცია აღწევს / შუალედზე თავ“ა ზესტ 
ზედა საზღვარს; ასევე, თუ / შუალედში არსებობს ისეთი §: წერტი- 
ლეი, რომ. 

| (6) = III 7 (X, 
XჯXC/ 

მაშიზ I (+) ფუნქცია აღწევს თავის ზუსტ ქვედა საზღვარს 7 შუა- 

ლედზე. 
თეორემა 3.2. (ვაიერძტრასს მეორე თეორემა) სეგმენტზე 

უწყვეტი ფუნგცია აღწევს ამ სეგმენტზე თავის ზუსტ ზედა და ზუსტ 
ქვედა საზღვრებს. 

დამტკიცება. ვთქვათ M=5სი | (წ), მაშინ ნებისმიერი 8>0 

XCI0,ხ 

რიცხვისათვის არსებობს” XC(ი, ხ| იი რომ 

VI > I (X) > /# -–– ზ. 

ავიღოთ 8, მიმდევრობა, რომელიც კრებადია ნულისაკენ. ყოველი. 

II CV-სათვის X-CI0, ხ) იყოს ისეთი წერტილი, რომელიც 

VI >> I (X,) > M–– ზ (3.1) 

უტოლობას აკმაყოფილებს. ცხადია მიღებული (Xაჯ მიმდევრობა შე– 

მოსაზღვრულია, ამიტომ მისგან გამოიყოფა კრებადი (52%, ქვემიმ- 

დევრობა. ვთქვათ 

IIი) X, = Xი. 
წ->თი 

რადგან Xი, C IC, ხ), ამიტომ Xე CI, ხI. (3.1) როუტოლობების ძალით 

V >) (XI) > M– 8. 

თუ ამ უტოლობებმი გადავალთ ზღვარზე, როდესაც #->თ, მი- 

ვიღებთ 

M= Iთ /C I) = /(IICთ X,,) = I (Xე). 
ჩ->C-% ჩ--ი 

ამრიგად, | (I) ფუნქცია აღწევს თავის ზუსტ ზედა საზღვარს 
(ი, ხ|) სეგმენტზე ჯ»ი წერტილში. 

ანალოგიურად მტკიცდება |ძ, ხ|) სეგმენტის ისეთი X, წერტილის 

არსებობა, სადაც / აღწევს თავის ზუსტ ქვედა საზღვარს. თეორემა 
დამტკიცებულია. 
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შენიშვნა 1. სეგმენტზე განსახღვრული უწყვეტი ფუნქციის 
ზუსტი ზედა (ხუსტი ქვედა) საზღვარი, რადგანაც ის მიიღწევა, წარ–- 

მოადგენს ამ ფუნქციის მაქსიმალურ (მინიმალურ) მნიშვნელობას, ამი– 

ტომ თეორემა 3.2 ასე შეიძლება ჩამოყალიბდეს: სეგმენტზე უწყვეტ 

ფუნქციას ამ სეგმენტზე აქვს მაქსიმალური და მინიმალური მნიშვნე–- 

ობანი. 

1I(0) ფუნქციის მაქსიმალური და მინიმალური მნიშვნელობანი 

Lთ, ხ) სეგმენტზე აღინიშნება შესაბამისად სიმბოლოებით: 

II მX / (X) = II2X /(X), 
ი=Xლხ XCLIL0ი,ხ) 

II 1 (XX = I9Iი /(ჯ. 
ი=Xლხ XC Lთ, 6) 

შენიშვნა 2. ინტერვალზე ან ნახევრად სეგმენტზე უწყვეტმა 

ფუნქციამ შეიძლება ვერ მიაღწიოს თავის ზუსტ ზედა ან ზუსტ ქვედა 

საზღვარს. მართლაც |10, 1, ინტერვალზე ფუნქცია | (X:)=X ვერ მიაღ- 

წევს ზუსტ ზედა და ზუსტ ქვედა საზღვრებს ამ ინტერვალზე. 

შენიშვნა 3. სეგმენტხე წყვეტილმა ფუნქციამ შეიძლება მიაღ- 

წიოს თავის ზუსტ ზედა და ზუსტ ქვედა საზღვრებს. მართლაც, დი- 

რიხლეს # (») ფუნქცია (9, 1)-ზე აღწევს ზუსტ ზედა და ზუსტ ქვედა 
სახღვრებს. 

შენიშვნა 4. შეიძლება ფუნქცია შემოსახღვრული იყოს სეგ- 

მენტხე, მაგრამ მან ვერ მიაღწიოს თავის ზუსტ ზედა და ზუსტ ქვედა 

საზღვრებს. მაგალითად ასეთია შემდეგი წყვეტილი ფუნქცია 

2X, თუ 0<Xჯ<1, 

I(X=11-–# თუ 1<X<2, 
ჯ- 2, თუ 2<Xჯ<:3. 

ცხადია §ს0 /(X =2, Iი, /(1=-–-1, მაგრამ ისინი არ მიიღწევა. 

0ლX<:3 0ლXლ3 

თეორემა 3.3 (ბოლცანო), ვთქვათ | ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ|) 

სეგმენტზე. თუ I (ი) და I(ხ) რიცხვებს სხვადასხვა ნიშანი აქვთ, მაშინ 

ამ სეგმენტში მოიძებნება ერთი მაინც C წერტილი, ისეთი, რომ | (0)=0. 

დამტკიცება. გავყოთ (თ, ხ1 სეგმენტი შუაზე. თუ სეგმენტის 

შუაწერტილში ფუნქციის მნიშვნელობა ნულის ტოლია, თეორემა დამ– 

ტკიცებულია, წინააღმდეგ შემთხვევაში მიღებული სეგმენტებიდან 

Lთ,, ხ))-ით აღვნიშნოთ ის, რომლის ბოლოებზეც ფუნქციას აქვს 

სხვადასხვა ნიშანი. შემდეგ (თ), ხ)1 სეგმენტი გავყოთ შუაზხე. თუ სეგ- 
მენტის შუაწერტილში I (X) ფუნქციის მნიშვნელობა ნულისაგან გან– 

სხვავებულია, მაშინ (ძი, ხე|-ით აღვნიშნოთ ის სეგმენტი, რომლის ბო– 
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ლოებზე მას სხვადასხვა ნიშანი აქვს და ა. შ. თუ რომელიმე საფე– 

ხურზე ფუნქციის მნიშვნელობა მიღებული სეგმენტის შუაწერტილში 
იქნება ნულის ტოლი, თეორემა იქნება მართებული და პროცესი შევ- 

წყვიტოთ. წინააღმდეგ შემთხვევაში დაყოფის პროცესი გავაგრძელოთ, 

მივიღებთ ჩალაგებულ სეგმენტთა (L(ი,, ნე) მიმდევრობას. რადგა–- 

ნაც ნ, –- თ-> 0, ამიტომ II თავის თეორემა 5.2-ის ძალით არსებობს 

ერთადერთი C წერტილი, რომელიც ყველა სეგმენტს ეკუთვნის. ცხა- 

დია, რომ 

IIი) თ, = IIIი ხ,, = 0. (3.2) 
ჩ->Cთ9 L->ლ% 

რადგან |ძ,, ნხყს,ს სეგმენტის ბოლოებზე I (X) ფუნქციას სხვადასხვა 

ნიშანი აქვს, ამიტომ ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგული- 
სხმოთ, რომ 

Iთდ)ა>0 და /(0)<0 (#=1,2,--). (3.3) 

თუ (3.3) უტოლობებში გადავალთ ზღვარზე და გავითვალისწინებთ 

(3.2) ტოლობებს, მივიღებთ 

I0<0 და /()>90. 

ეს კი ნიშნავს, რომ | (C21=0. თეორემა დამტკიცებულია. 

ამ თეორემის გეომეტრიული შინაარსი შემდეგში მდგომარეობს: 

თუ უწყვეტი ყ=/ (X) წირის 4 და 8 წერტილები მდებარეობენ 0X 

ღერძის სხვადასხვა მხარეს, მაშინ ეს წირი გადაკვეთს CX ღერძს ერთ 

წერტილში მაინც (ნახ. 21). 

  

ჰ) 
ICC)L– ს 

I 

თ +» 
ი) თ 7 ნ 

| 
I 

_ ს   
ნაზ. 21 
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მენიშვნა. ბოლცანოს თეორემის გამოყენებით შეიძლება და- 

ვადგინოთ, რომ ნამდვილ კოეფიციენტებიან კენტე ხარისხის ალ- 

გებრულ 
ია XIX + ით, ჯა + ·-· + ძა X -L ძეა4+) = 0 (3.4) 

განტოლებას აქვს ერთი მაინც ნამდვილი ფესვი. 

მართლაც, ვთქვათ 

1(X) = ძე»! + თ XV + --+ ძი X + თი“. 

აქედან 

VII Xჯ29+1 
ჩკ (X) = კლი+1 (« + 9 “21. -L .. + თ (28 + რი, + ) · 

გარკვეულობისათვის ს ფვუშეათ, რომ ძი>0, მაშინ ცხადია, რომ 

110) /(X) = + თ, IIი) /(X = – თ. 
X-3–-+% X––ი0 

ამრიგად, მოიძებნება რიცხვები თ და ხ ისეთი, რომ / (0ი)<90, 

| (0)>9, ამიტომ თეორემა 3.3-ის ძალით არსებობს ერთი მაინც ისეთი 

C(ი<6<ხ) რიცხვი, რომ I”(C)=0, ე. ი. C არის (3. 4) განტოლების 

ფესვი. 

მაგალითი. განტოლებას X--00X=0 აქვს ფესვი 10, ჯL 

ინტერვალში. 

მართლაც, ფუნქცია ”(X)=X–-ი005X უწყვეტია (0, #) სეგმენტზე 

და , (0) · / (0)<90. 
თეორემა 3.4. (კოში). თუ / (X) ფუნქცია უწყვეტია (CV, ხI სეგ- 

მენტზე „და | (თ)5-/ (ხ), მაშინ 1(X) ფუნქცია მიიღებს ყველა მნიშვნე– 
ლობას / (თ) და | (0) რიცხვებს შორის. 

დამტკიცება. ზოგადობის დაურღვევლად ვიგულისხმოთ, რომ 

I (001<I (ხ). ავიღოთ I (თ) და / (0) რიცხვებს შორის რაიმე # რიცხვი 

1 (09 <§< I (6). განვიხილოთ ფუნქცია: 

დ(X0 =1() – 

ცხადია, რომ დ (#) უწყვეტია (ძი, ხ|) სეგმენტზე და დ (თ)=/ (0)-–-–8<0, 

ხოლო დ (ხ)=I (ხ)--–ნ6>0, ე. ი. დ (X) აკმაყოფილებს თეორემა 3.3-ის 

პირობებს, ამიტომ (თ, ხ1-ზე არსებობს ერთი მაინც C წერტილი ისე– 

თე, რომ დ (C)=0 ან რაც იგივეა 

I(0 = 
თეორემა დამტკიცებულია. 
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ცხადია, რომ ბოლცანოს თეორემა არის კოშის თეორემის კერძო 

შემთხვევა. კოშის თეორემას ხშირად უწოდებენ თეორემას შუალე- 

დური მნიშვნელობის შესახებ. 

ამ თეორემის გეომეტრიული შანაარსი შემდეგში მდგომარეობს: 

თუ უწყვეტ წირს ჰკვეთს ყ=4# და ყ=8 წრფეები, მაშინ მას ჰკვეთს 

ყოველი V=C წრფე, რომელიც მდებარეობს მათ შორის. 

შედეგი 1. თუ ფუნქცია უწყვეტია სასრულ ან უსასრულო შუა- 

ლედზე და მუდმივი არ არის, მაშინ მისი მნიშვნელობათა სიმრავლე 

აგრეთვე წარმოადგენს მუალელს. 

შედეგი 2. სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია ამ სეგმენტზე ღებუ– 
ლობს ყველა მნიშვნელობას, რომელიც მოთავსებულია მის უდიდეს და 

უმცირეს მნიშვნელობებს შორის, ე. ი. სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქციის 

მნიშვნელობათა არე სეგმენტია. 

შენიშვნა. თეორემა 3.4 საზოგადოდ მართებული არ არის სეგ– 

ჰენტზე განსაზღვრული წყვეტილი ფუნქციისათვის. აძასთან შევნიშ- 

ნოთ, რომ ფუნქციის თე-სება, მიიღოს შუალედური მნიშვნელობა, არ 

არის უწყვეტობის ეკვივალენტურ”. არსებობს წყვეტილი ფუნქცია 

რომელიც ღებულობს ყველა მუალედურ მნიშვნელობას. მართლაც, 

ფუნქცია 

(დ = |; 90 X2C0, 
0, თუ Xჯ=0 

წყვეტილია X=0 წერტილმი, მაგრამ ის ყოველ ინტერვალში, რომე– 

ლიც შეიცავს ამ წერტილს. ღებულობს ყველა მნიშვნელობას –-1-სა 

და 1-ს შორის. 

განსაზღვრება 31 #6 სიმრავლეზე განსახღვრულ / (X) 
ფუნქციას ეწოდება თანაბრად უწყვეტი # სიმოავლეზე, თუ ნებისმი- 

ერი 6>0 რიცხვისათვის არსებოას 8>0 რიცხვი, რომელიც დამოკი– 

დებულია მხოლოდ 6- ზე, ისეთი, რომ # სემრავლ-ა §ებასმიერ- »” ჯა 

Xჯ” წერტილებისათვის რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას |; -– 

–-#“” | <8, მართებულია უტოლობა 

|I/(X) –– I(X7) | < 8. 
თეორემა 32.5. (კანტორე)". სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია თა- 

ნაბრად უწყვეტია ამ სეგმენტხე. 
დამტკიცება. დავუშვათ საწიხააღმდეგო. ვთქვათ (0, ხI სეგ- 

მენტზე უწყვეტი I (+) ფუნქცია არ არის თანაბრად უწყვეტი ამ სეგ– 

მენტზე. მაშინ არსებობს დადებითი ყე რიცხვი ისეთი, რომ ნებისმიერი 

8>0 რიცხვისათვის მო-ქებზება (ძ, ხ|) სეგმენტზე ორი წერტილი X 

9« კანტორი (1845–-1918) – გერმანელი მათემატიკოსი. 

163



და ჯ”, რომლებიც აკმაკოფილებენ პირობას I|X”--X” I <ბ, ხოლო 

| / ((0)-––I (I) | >ზი. 
განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა (მე) მიმდევ- 

რობა. აღებული 0, რეცხვისათვის მოიძებნება (ი, ნ) სეგმენტის 

ისეთი Xგ და #- წერტილები, რომ 

|Iსი-–X)<8წე (1:=1, 2,...), (3.5) 

ხოლო 

| 7 (თ) – ” ი) I > 8ი (1=1, 2,...). (3.6) 

რადგან (X,) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, ამიტომ მისგან შე- 

გვიძლია გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა (X,). 

ვთქვათ 

IIთ X., = Xი- 
#->C= 

ცხადია ჯაCIთ, 6). 

(3.5) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

III (Xი, –“ X-„) =0, 
(–-თ 

საიდანაც 

IIიI X, = III. I (Xი, –– Xი,) + Xი, | = Xი- 
-->- ლ Mჩ-–>Cთ 

(3.6) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

I/C0,) –/(ი,)I > %ი (9–=1,2,)...). (3.7) 

რადგან / (V) ფუნქცია უწყვეტია (ით, ხ) სეგმენტზე, ამიტომ იგი 
უწყვეტია Xი წერტილში. მაშასადამე 

Mთ წი.) = IIთ 7 0თ,) = ”(X). 
M->C=% L->- თ 

ახლა თუ გადავალთ ზღვარზე (3.7) უტოლობაში, როდესაც #->99, 

მივიღებთ: 

| / (ი) –– / (Xი) | > ზი, 

ე. ი. 0>>69, რაც შეუძლებელია. ე. ი. ჩვენი დაშვება იმის შესახებ, 

რომ /(X) ფუნქცია არ არის თანაბრად უწყვეტი I|თ, ნ) სეგმენტზე, 

არასწორია. თეორემა დამტკიცებულია. 
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§ 4. შექცეული ფუნქციის უწყვეტობა 

თეორემა 4.1. თუ V=/(X) ფუნქცია ზრდადია (კლებადია) და 

უწყვეტი (LC, 0) სეგმენტზე, მაშინ არსებობს მისი შექცეული ფუნქცია 

X=I“! (ყ), რომელიც აგრეთვე ზრდადია (კლებადია) და უწყვეტი თა- 
ვის განსახღვრის არეში. 

დამტკიცება. ვთქვათ #=/ (X) ფუნქცია ზრდადია და უწყვე–- 
ტი L0, ნ) სეგმენტზე. აღვნიშნოთ X-ით I! (X) ფუნქციის ცვლილების 

არე, თეორემა 3.4-ის შედეგი 2-ის ძალით XX იქნება სეგმენტი. კერძოდ 

ჩ7= (თ, ჩI), სადაც თ=/ (ძ) .და ჩ=/ (ხ). რადგან / (+) ფუნქცია ზრდა- 

დია (ი, ხ) სეგმენტზე, ამიტომ ცხადია არსებობს მისი შექცეული 

ფუნქცია X=|I“! (ყ), რომელიც განსახღვრულია X#= (თ, ჩ1I სეგმენტზე. 

დავამტკიცოთ, რომ I“! (ყ) უწყვეტია Iთ, ჩ|) სეგმენტზე. განვიხი– 
ლოთ ყან(თ, ) წერტილი. ავიღოთ (ყ,) მიმდევრობა ისეთი, რომ 

IM ყა = ყი ვთქვათ /“'! (ყი) = XV, !“ ' (ყი) = Xგ (1 = 1, 2“), 
რი–>C0 

ვაჩვენოთ, რომ 

11თ Xა =X (4.1) 
-> იღ 

ანუ 

III /-! (ყი) = #“! (ყი). (4.2) 
უI–> 90 

დავუშვათ (X#,1 მიმდევრობა კრებადია და IIთ X, = §. მაშინ /(X) 
წ->+C0 

ფუნქციის უწყვეტობის გამო გვექნება 

ICთ , (%„) = I (6). 

#”–>ი06 

მაგრამ /”(X,) = ყე და მივიღებთ 

I 6) = IIთო ყი = ყ-= CV). 
ჩი-–-თ 

რადგან ” (X) ფუნქცია ზრდადია, აქედან გამომდინარეობს, რომ §=Xი. 

ე. ი. მართებულია (4.1) ტოლობა. 

ახლა ვთქვათ (X,) მ«მდევრობა განშლადია. მაშინ მოიძებნება (Xე) 

მიმდევრობის ისეთი ორი ქვემიმდევრობაL%ეი,) და (VI), რომლებიც 

სხვადასხვა რიცხვებისაკენ იქნება კრებადი. დავუშვათ 

11თ Xგ, = წს IC X,, = 0 (§) 5“ §)). 
L--ი #->თ 
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მაშინ I (X)-ის უწყვეტობის გამო გვექნება: 

LC) = III) 1 (ჯი) = 1IIი ს. == 0 == ICX) 

#-->Cთ L->Cთ 

და 

| (6) = სი ; XV») = II . I(X. 
1>-თ 1-9 

ე. ი 

I (§,) = ”(%I) = | (6). 

რადგან |! (X) ზრდადია, აქედან გამომდინარეობს, რომ §) = 6. მივიღეთ 

წინააღმდეგობა, ე. 2. (X,) არ შეიძლება იყოს განშლადი. 

ამრიგად (X»,) მიმდევრობა კრებადია და მართებულია (4.1) ტო- 

ლობა, რაც თავის მხრივ ნიშაავს (4.2) ტოლობის მართებულობას. 

რადგან (ყე) 3-მდევრობა 5ებ-სმიერად იყო აღებული, (4.2) ტოლო- 

ბის ძალით დავასკვნით, რომ 

სთ /-! ცკ = I-! ფა. 
ყ–ჰ”-ყი 

ე. ი. I“! (ყ) უწყვეტია წი წერტილში. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ ს. ელემენტარული ფუნქციები და მათი უწქვებტობა 

ანალიზური სახით მოცემულ ფუნქციებს შორის განსაკუთრებული 

ადგილი უჭირავთ ე. წ. ელემენტარულ ფუნქციებს. თავდაპირველად 
განვიხილოთ ძირითადი ელემენტარული ფუნქციები. ასე უწოდებენ 

შემღეგ ფუნქციებს: 
1. მუდმივი ყ=C, სადაც C ნამდვილი რიცხვია. 

2. მაჩვენებლიანი ფუნქციაყ = ით” (42->>0, ძ53> 1). 

3, ლოგარითმული ფუნქცია ყ=10ყეX (თი>>90, თ >1). 

4. ხარისხოვანი ფუნქცია ყ=X%, სადაც თ ნულისაგან განსხვავე–- 

ბული ნამდვილი რიცხვია. 

5, ტრიგონომეტრიულე ფუნქციები ყM=510 X, ყ=005X, ყ=LI9X, 

ყ=CLწ X. 

6. შექცეული ტრიგონომეტრიული ფუნქციები V=მ010510 X, ყ= 
=8M0005 V, ყ=მICICX, ყ=მ10ლ0Lყწ X. 

დავადგინოთ ძირითადე ელემენტარული ფუნქციების თვისებები 

და გრაფიკები. 
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1. მუდმივი–– ეს ფუნქცია ყოველ ნამდვილ რიცხვს შეუსაბამებს 

ერთიდა”გივე C რიცხვს. ამ ფუნქციის გრაფიკი არის აბსცისთა ღერ- 

ძის პარალელური წრფე, რომელიც დაშორებულია მისგან |CI მანძი– 

ლით. ამასთან ეს წრფე მდებარეობს 0X ღერძის ზემოთ, როცა C>0 

და 0X ღერძის ქვემოთ, როცა C<0. ცხადია, რომ მუდმივი ფუნქცია 

უწყვეტია. 
2. მათემატიკის სასკოლო კურსიდან ცნობილია რაცეონალურ-მაჩ- 

ვენებლიანი ხარისხის ცნება. ცნობილია აგრეთვე, რომ, თუ თ და ჩ. 

რაციონალური რიცხვებია, მაშინ: 

1) 07>9, 

2 (იხ) = ი%.-ხ6, 
ვ) იე%ზეზ= ეთ, 

ტ ილი (<ჩზ, 0ი>1), იწ>ი(«<ჩ,0<0<)). 
5) (09)ჩ = ი9ჩ, 

C, 
ითი" ++-Cთდ თ++Cთ 0>1), 

C,, 7) 0 

განვაზოგადოთ ხარისხის ცნება ნებისმიერი ნამდვილი მაჩვენებლი– 

სათვის. რისთვისაც შემოვიღოთ ირაციონალურ მაჩვენებლიანი ხარის- 

ხის ცნება. წინასწარ დავამტკიცოთ შემდეგი ლემა. 

ლემა 5.1. რაციონალურ რიცხვთა ნებისმიერი კრებადი თ, მიმ- 

დევრობისათვის კრებადია აგრეთვე კწიი მიმღევრობაც (0ი>0), ამას- 

თან, თუ ჩზ, რაციონალურ რიცხვთა ისეთი კრებადი მემდევრობაა, 

ჩი 

->0, ითი ->-–– დ (021>>1, ძთეCC0). 

: · · C · 
რომ IIი) თ, =IIთო ჩ,, მაშინ I0ი0”=Iოით 

#7->6ძ600 M#M–->00 წ>-ი0-ი > %ლ0 

დამტკიცება. ვთქვათ, თ>1 და ჯე რაციონალურ რიცხვთა 

რაიმე ზრდადი, კრებადი მიმდევრობაა ცხადია, რომ „გ?ი აგრეთვე 

ზრდადი მიმდევრობაა. ვინაიდან »,„ მიმდევრობა კრებადია, ამიტომ 

არსებობს ისეთი რაციონალური „ რიცხვი, რომ ნებისმიერი #-ისათვის 

“,<,” და მაშასადამე თ” << ი. ამრიგად, გ” ზრდადი და შემოსა- 

ზღვრული მიმდევრობაა, ამიტომ იგი კრებადია (თავი II, თეორემა. 

5.1). ანალოგიური მსჯელობით შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ კში მ-მდევ– 

რობა კრებადია იმ შემთხვევაშიც, როცა 0<ძ0<1. 

განვიხილოთ ახლა რაციონალურ რიცხვთა ნებისმიერი კრებადი თა» 

10-



მიმდევრობა ისეთი, რომ II) თე = 1Iთ ჯგ. ვაჩვენოთ, რომ იწ” მიმდევ- 
M->+ი IM->+C% 

რობა აგრეთვე კრებადია და IIთ თ? “რწ სთ ს. განვიხილოთ სხვაობა: 
წ-> ილ ”ჩ–>-0C 

ცელი –. ცო = იმბ(ეი M – 1). (5.1) 

ვინაიდან თე –– ჯე –> 0, როცა # –>+C, ამიტომ (თავი II, § 6, მაგა- 

ლითი 6): 

I (ირ იი _ 1) = 0. (5.2) 
M->00 

როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ იი მიმდევრობა კრებადია, ამიტომ 

X5.1)-დან (5.2)-ის გამოყენებით გვაქვს: 

· (#4 
IIი (ი -- ცი.) = 0, 
/->0CC 

ანუ 

სი) ი“ = IIი) თ”. 
.-–>60ლC Mჩ–->-C 

ვინაიდან თ, მიმდევრობა 5ებისმიერად იყო აღებული, ამიტომ ლემა 

დამტკიცებულია. 
ახლა შემოვიყვანოთ ირაციონალურმაჩვენებლიანი ხარისხის ცნება. 

განსაზღვრება 5.1.0>0 რიცხვის ირაციონალური X ხა- 

რისხი (ი?) განისახღვრება ტოლობით: 

ი” = III ძ”ი, 
ი->Cი% 

სადაც XX» რაციონალურ რიცხვთა რაიმე მიმდევრობაა, ისეთი, რომ 

III X„=>X (იხ. თავი II, § 2, მაგალითი 4)." 

ი->თ% 

ამრიგად, თუ თ>0, მაშინ ი”? ფუნქცია განსახღვრულია ნებისმიე– 

რი ნამდვილი X#-ისათვის. ამ ფუნქციას მაჩვენებლიანი ფუნქცია ეწო- 

დება. როცა 0=1 ნებისმიერი X#-ისათვის გვაქვს 1%=1 ცხადია ეს 

  

2 ეს განსაზღვრება არის კორექტული, რადგანაც ლემა 5.1-ის თანახმაღ ცX-ის 

მნიშვნელობა არ არის დამოკიდებული Xი მიმდევრობაზე. 
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შემთხვევა არ არის საინტერესო, ამიტომ შემდგომში ყოველთვის ვი– 
გულისხმებთ, რომ ძ5-1. 

მაჩვენებლიან ფუნქციას გააჩნია შემდეგი თვისებები: 

1) ი+ ფუნქცია ზრდადია როცა ძთ>1 და კლებადია, როცა 

0<ძ<ქ); 

2) ი“ > 0; 

3) ი” ფუნქცია უწყვეტია; 
4) 2”-ხ” = (ძხ)”; 
5) თჯ-იწ = ი07?+V; 

6) (01)V = 0”V; 

7 ი"->+ CC, X-_>++Cთ (> 1); 
8) 0 –>0, XL -–+-- CC (2 >>1). 

ვაჩვენოთ ამ თვისებების მართებულობა. 

1) ვთქვათ თ>1. ვაჩვენოთ, რომ ი”? ფუნქცია ზრდადია. ავიღოთ- 

” რაციონალური და თ ირაციონალური რიცხვი ისეთი, რომ L<9. გან- 

გიხილოთ თ-საკენ კრებადი რაციონალურ რიცხვთა ისეთი #, ზრდადი 

მიმდევრობა, რომ ნებისმიერი #-ისათვის #” < /”,. რადგან ი>1, გვაქვს 

ი' <0) , საიდანაც იო მიმდევრობის ზრდადობის გამო, მივიღებთ 

ი' < IIთ ი01= 09, ე. ი ი'<ი, ანალოგიურად ?ეიძლება ვაჩვენოთ, 

Mი->ი 
რომ, თუ თ<,, მაშინ ი%წ < თ”. 

დავუშვათ ახლა, რომ თ და ჩ ნებისმიერი ირაციონალური რიცხვე– 

ბია ისეთი, რომ თ<ჩ. როგორც ვიცით, ყოველ ორ ნამდვილ რიცხვს 

მორის არსებობს რაციონალური რიცხვი (იხ. თავი II, § 2, მაგა- 

ლითი 4). 

ვთქვათ ” რაციონალური რიცხვია ისეთი, რომ თ<7#<8, მაშინ ზე-. 

მოთ დამტკიცებულის თანახმად გვაქვს იწ- < ი” < იზ, ე. ი 0% < ეჩ, 

ამრიგად, ნებისმიერი X<Vყ ნამდვილი რიცხვებისათვის გვაქვს 

იხ< იწ, ე. ი. თუ თ >>1, მაშინ ი” ფუნქცია ზრდადია. 
სავსებით ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ თუ 0<0<1, მაშინ 

ი. ფუნქცია კლებადია. 
2) ვთქვათ ი>1 (0<ძ<1) და + ნებისმიერი ირაციონალური რი–- 

ცხვია ავიღოთ რაიმე რაციონალური I რიცხვი «სეთი, რომ X>7, 

(X</), მაშინ 1) თვისების ძალით გვაქვს: 

იწ >>0' >>0. 

109



ვ ი”? ფუნქციის უწყვეტობის დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩვე- 

ნოთ, რომ Xე:-საკნ კრებადი ნებისმიერი X„ მიმდევრობისათვის 

11თ 0. = 0 
ი->X 
ბიბე, ისეთე, რომ 

, ავაგოთ რაციონალურ რიცხვთა თ. და ზ, მიმდევრო- 

1 1 
“ი < თ < X < წ < გ 4ი--. (5.3) 

ცხადია, რომ 1Iი) თე = 110 ჩე = ჯე და მაშასადამე: 
ი->00. კ->60 

I ი“ = III ცხება · (5.4) 
ი->-Cი (ლლ! 

თუ ი>1 (0<ძ0<1), მაჩვენებლიანი ფუნქციის ზრდადობის (კლე– 

“ბადობის) გამო (5.3)-ის გათვალისწინებით გვაქვს: 

C,, ი” <იე1 < ი (ძი =>ი“ი > იხ) . 

„აქედან (5.4)-ის ძალით მივიღებთ: 

· V, X, 
ჰო თშ =Cდთხ, 

7-–C90 

-4) ი#.ხX = IIთ ი” · IIი. ხ“ = Iთ (თ“ · ხ””) =I1II (იხ)”” = (ძიხ)”. 
8->–-9ლ%C ”-––Cთ0 #01–3>CC #–600 

5) ი+.იV= IIი) თ". II0ე 07" = 1Iთ (ი .ი9) = III ცი. ი'IV 
/"–-–>-C0C0 #წ->C0C M->-C0 ჩ8->CC 

6) თავდაპირველად დავუშვათ, რომ Mყ=/ ნატურალური რიცხვია, 

: მაშინ: 

M-ჯერ 
ძ=“969699ძ9ძ9“ძ6ძ“ძ“9ძოძშძ"შ"”“C.“·/'ო““ძ“'!- 

X+-X-L · · · -++X 
(ე%X) = თX.იXჯ.-.იX = 0 ეჯ”, (5.5) 

M-ჯერ 

თუ # უარყოფითი მთელი რიცხვია, გვაქვს: 

1 . 
(09” = (095–” – ც-X» =თ” 

ცხადია, რომ (ი7)ზ = 1 = ძშ. 
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1 
დავუშვათ ახლა, რომ ყ=-, სადაც ჩ ნატურალური რიცხვია. 

I 

==. _X. 
დავამტკიცოთ, რომ (თ5) ” =0#. ე. ი ი" წარმოადგენს #-ური ხა- 

რისხის ფესვს ით” რიცხვიდან. ამისათვის კი, ფესვის განსაზღვრების 

თანაზმად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ: 

Xჯ ჩ 

ი ” / = თ), 

ეს ტოლობა კი გამომდინარეობს (5.5)-დან. 

თუ ყ= 2 სადაც II მთელი რიცხვია, ხოლო ” ნატურალური, 
M 

მაშინ უკვე დამტკიცებულის თანახმად გვაქვს: 

> § ს 2 
(ი% ” =| (05)! ” = (ი:”) M =0 I” · 

ამრიგად, დავამტკიცეთ, რომ ნებისმიერი X ნამდვილი რიცხვისა ღა 

#” რაციონალური რიცხვისათვის 

(თ")” =. 0”. (5.6) 

ვთქვათ, ახლა ყ ირაციონალური რიცხვია განვიხილოთ Vყ-საკენ 

კრებადი რაციონალურ რიცხვთა რაიმე ყ, მიმდევრობა. მაშინ ირა- 

ციონალურმაჩვენებლიან- ხარისხის განსაზღვრების, (5.6)-ისა და მაჩ– 

ვენიბლიანი ფუნქციის უწყვეტობის გამო გვაქვს: 

(0C5/ = II (ი5”” = IIთ 2/= 0M, 
M--C% I-C 

7) ავიღოთ ნებისმიერი M#>0 რიცხვი არსებობს რაცეონალური 

რიცხვი თ ისეთი, რომ ი” >>MV, ამიტომ 

M<ი<Cთ, VX>თ, 

ე. ი. 0წ–> + თ, როცა X- + Cთ. 

. · · 1 
8 II) ი+X= I” = IIIი –-- =0, 

X––––- ი X->--+--% ც-X ყ->-+Cთ% ი” 

  

ამრიგად, მაჩვენებლიანი ფუნქციის განსახღვრის არეა 1)--თი, +CL. 
დუალედი, ხოლო მნიშვნელობათა სიმრავლეა |0, + %| შუალედი. 
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მაჩვენებლიანი ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია 22-ე ნახაზზე. 

  

  

  
ნახ. 22 

ვ. ლოგარითმული ფუნქცია წარმოადგენს მაჩვენებლიანი ფუნქცი- 

ის მექცეულ ფუნქციას, ამიტომ Vყ=10წე X (0>0, ძთ5-1) ფუნქციის 

გრაფიკი სიმეტრიულია ყ=07 ფუნქციის გრაფიკისა ყ=X წრფის მი–- 

მართ (ნახ. 23-–24). 

       
  

ნახ. 23 ნახ. 24 

მაჩვენებლიანი ფუნქციის თვისებებიდან გამომდინარეობს, მისი 

შექცეული ლოგარითმული ფუნქციის თვისებები: 
1. ლოგარითმული ფუნქციის განსაზღვრის არეა 10, +=, ხოლო 

მნიშვნელობათა სიმრავლე კი ნამდვილ რიცხვთა #1 სიმრავლე; 
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2. ლოგარითმული ფუნქცის გრაფიკი 0X ღერმს ჰკვეთს (1; 0) 

წერტილში. 

3. თუ 0<ძ<1, მაშინ V#=>10ყეX ფუნქცია კლებადია, ხოლო თუ 

თ>1 –– ზრდადია. 

4. ლოგარითმული ფუნქცია უწყვეტია მის განსაზღვრის არეში. 

4) ვთქვათ /” ნატურალური რიცხვია. ვენაიდან X”"=X-Xჯ--X., 

  

– 

II-ჯერ 
ამიტომ ყ=ჯ? ფუნქცია უწყვეტია მთელს რიცხვით ღერძზე, რო- 

გორც I უწყვეტი ფუნქციის ნამრავლი. 

ფუნქცია ყ=X-=-1- , MნV უწყვეტია, როცა X>-0 (თეო- 
X 

რემა 1.1). 

თუ M კენტი ნატურალური რიცხვია, მაშინ ყ=- 5/ჯ ფუნქცია წარ- 

მოადგენს ყ=X" ზრდადი, უწყვეტი ფუნქციის შექცეულ ფუნქციას, 
ამიტომ იგი ზრდადი და უწყვეტია მთელს რიცხვით ღერძზე. 

თუ M» ლუწი ნატურალური რიცხვია, მაში5§ ყლ V/Xჯ ფუნქცია წარ- 

მოადგენს ყ=X" (+ >0) ზრდადი უწყვეტი ფუნქციის შექცეულ 
ფუნქციას, ამიტომ იგი ზრდადი და უწყვეტია, როცა X>>0. 

თუ ”/= #1. (1CV, //C2) რაციონალური რიცხვია, მაშინ ყ=X”= 
”M 

= (#VX )! ფუნქვია უწყვეტია, როცა X>0, რთული ფუნქციის უწყვე- 
ტობის შესახებ თეორემის ძალით (თეორემა 1.5). 

თუ თ ირაციონალური რიცხვია, მაშინ ხარისხოვანი ფუნქცია ყ=X% 

განსაზღვრულია ნებისმიერი X>0-სათვის და ადგილი აქვს ტოლობას 

ჯი = 6% 1ი ჯ. 

მაჩვენებლიანი და ლოგარითმული ფუნქციის უწყვეტობისა და 

რთული ფენქციის უწყვეტობის შესახებ თეორემის ძალით, 'უკანას- 

კნელი ტოლობიდან ცხადია, რომ ყ=ჯ% ხა–რსხოვანი ფუნქცია 

უწყვეტია, როცა ჯX>0. 

ჩ. ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა განსაზღვრება მკითხველისათვის 

ცნობილია მათემატიკი” სასკოლო კურსიდან. V-=510 L ღა ყ=005 ჯ 

ფუნქციები უწყვეტი არიან მთელს რიცხვით ღერძზე (იხ. § 1). /=1– X 

ფუნქცია განსაზღვრულია მთელს რიცხვით ღერძზე. გარდა + + #7X, 

8. უმაღლესი მათემატიკა 113



#”C2 სახის წერტილებისა, ხოლო ყ=CLC X ფუნქცია –– მთელს რი- 

ცხვით ღერძზე, გრდა #ჩX, #ჩC2 სახის წერტილებისა. ყ=L1Lწ X და 

ყ=Cლ0 LX ფუნქციები უწყვეტი არიან თავიანთ განსაზღვრის არეში, 

როგორც ორი უწყვეტი ფუნქციის შეფარდება (თეორემა 1.1). 

6. ყ=510 X ფუნქცია |–-<. 2 | სეგმენტზე უწყვეტია და ზრდა- 

დი, ამიტომ მას გააჩნია შექცეული ფუნქცია, რომელიც Vყ=მL1051ი X 

სიმბოლოთი აღინიშნება ყ=მI0511 ს ფუნქცია განსაზლვრულია 

L-–-1; 1) სეგმენტზე და მისი მნიშვნელობათა სიმრავლეა | –+- 3 

სეგმენტი. იგი უწყვეტი ფუნქციაა თავის განსაზღვრის არეში, რო- 

გორც უწყვეტი ფუნქციის შექცეული ფუნქცია. ყ= მI0510 X ფუნქცი- 

ის გრაფიკი სიმეტრიულია ყ=851ი 3 =<X<7) ფუნქციის გრა- 

ფიკისა VX=Xჯ წრფის მიმართ (ნახ. 25). 

  

  

  

ნახ. 25 

ყ=005 X ფუნქცია (0, #1) სეგმენტზე უწყვეტია და კლებადი, ამი- 
ტომ მას გააჩნია შექცეული ფუნქცია, რომელიც V=8მL5005 X სიმბო- 

ლოთი აღინიშნება. V= მ15005 X ფუნქცია განსაზღვრულია (-–-1; 1| 

სეგმენტზე და მისი მნ-შვნელობათა სიმრავლეა (L0, X) სეგმენტი. იგი 

უწყვეტი ფუნქციაა თავის განსაზღვრეს არეში, როგორც უწყვეტი 

ფუნქციის შექცეული ფუნქცია. ყ= მ1C005 X ფუნქციის გრაფიკი სი- 
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მეტრიულია V=005 X (0-ლXლ=:) ფუნქციის გრაფიკისა ყ-X წრფის 
მიმართ (ნახ. 26). 

  

ნახ. 26 

ყ=8გ-ი1ფ X ფუნქცია განსაზღვრება, როგორც #=1C ჯ ფუნქცის 

შექცეული ფუნქცია | – 5. – | ინტერვალზე, ყ= მICLდ X ფუნქცია 

განსაზღვრულია მთელს რიცხვით ღერძზე და მისი მნიშვნელობათა სიმ- 

რავლეა I– 1. 2IL ამასთან IIი1 მICLდ L=-–--”-, II მCC(Cჯ= -> ; 
2 2 #->-ი 2 'X+->+--ი 2 

იგი უწყვეტი ფუნქციაა, როგორც უწყვეტი ფუნქციის შექცეული 
ფუნქცია. ყ=8მVCIდ X ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია 27-ე ნახაზზე. 

  

ყ 

ო–-_-_- 
ა... –-2 ევა. _ – 

„ა 

C ალლ =% 
+ 

=> 
- 

_ აღ – თ –-ა-- ვით 

-C 

ნახ. 27 
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ყ=8210ლ0!ღ X ფუნქცია წარმოადგენს V=CLდ ჯ ფუნქციის ზექცეულ 
ფუნქციას |0, =| ინტერვალზე. ყ= მICCLთ V ფუნქცია განსაზღვრულია 
მთელს რიცხვით ღერძზე და მისი მნიშვნელობათა სიმრავლეა 10, #6 
ამასთან III მIლლ(თ X=», III მIილ(თ X=0. იგი უწყვეტი ფუნქ- 

XX –- C X->-+C 

ციაა, როგორც უწყვეტი ფუნქციის შექცეული ფუნქცია. #=მV00Lწ X 
ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია 28-ე ნახაზზე. 

  

  

ნახ. 28 

ერთი ფორმულით, ცხადი სახით მოცემულ · ფუნქცია, ეწოდება 

ელემენტარული ფუნქცია. თუ იგი შედგენილია ძირითადი ელემენტა- 

რული ფუნქციებისაგან მათზე არითმეტიკული ოპერაციებისა და სუ- 

პერპოზიციათა სასრულ რიცხვჯერ გამოყენებით. 

ელემენტარული ფუნქციებია, მაგალითად: 

= ში გლ _ | 9021 X+VX) 

ჟ წი 9: == გითიჯ 
არაელემენტარული ფუნქციაა ყ=X– IX). 

თეორემა 1.1, თეორემა 1.5-ისა და ძირითადი ელემენტარულ ფუნქ- 

ციათა უწყვეტობიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი ელემენტარული 

ფუნქცია უწყვეტია თავის განსახღვრის არეში. 

ელემენტალურ ფუნქციებს, როგორც წესი, ყოფენ შემდეგ კლა- 
სებად: 

I, მრავალწევრები (პოლინომები). მრავალწევრი 

ეწოდება შემდეგი სახის ფუნქციას: 

(/) 
“4 

-_---__ 0ჯLX". 
: – 
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11, რაციონალური ფუ ნქციებ-, რაციონალური ეწოდე- 

ბა შემდეგი სახით მოცემულ ფუნქციას: 

_ თ. 
ით” 

სადაც # (X) და C Cჯ;) მრავალწევრებია. 

III. ალგებრული ფუნქციები. ალგებრული ფუნქცია 

ეწოდება ფუნქციას, რომელიც შედგენილია რაციონალური და რაციო- 

ნალურ-მაჩვენებლიანი ხარისხოვანი ფუნქციებისაგან მათზე არითმე- 

ტიკული ოპერაციებისა და სუპერპოზიციათა სასრულ რიცხეჯერ გა- 

მოყენებით. 

მაგალითად, 

ყ=V VX--) +# 
ფუნქცია წარმოადგენს ალგებრულ ფუნქციას. 

შევნიშნოთ, რომ მრავალწევრების კლასი შედის რაციონალურ 

ფუნქციათა კლასში, ხოლო რაციონალურ ფენქციათა კლასი –– ალგებ- 

რულ ფუნქციათა კლასში. 

ალგებრულ ფუნქციას, რომელიც რაციონალური არ არის ირაციო- 

ნალური ფუნქცია ეწოდება. 

IV. ტრანსცენდენტალური ფუნქციები. ელემენტა- 

რულ ფუნქციებს, ოომლებიც არ წარმოადგენენ ალგებრულ ფუწნქ- 
ციებს, ეწოდებათ ტრანსცენდენტული ელემენტარული ფუნქციები. 
შეიძლება ჩვენება, რომ ყველა პირდაპირი და შექცეული ტრიგონო- 

მეტრიული ფუნქციები, აგრეთვე მაჩვენებლიანი და ლოგარითმული 

ფუნქციები წარმოადგენენ ტრანსცენდენტულ ფუნქციებს. 
ამ პარაგრაფის დასასრულს განვიხილოთ ზოგიერთი მნიშვნელოვა- 

ნი ელემენტარული ფუნქცია, ე. წ. ჰიპერბოლური ფუნქციები. ფუნქ- 

ციებს 
–.ი– – ი» - C-%7, თა= + , 1ი»= 5. ჯ იხ#= ლ Xჯ 

      

ჯ 

CიXჯ აი X 

ეწოდება შესაბამისად ჰიპერბოლური სინუსი, კოსინუსი, ტანგენსი და 

კოტანგენსი. ჰიპერბოლურ ფუნქციათა გრაფიკები მოცემულია 29-ე 

და 30-ე ნახაზებზე. 

50 X, Cი X და 10 ფუნქციები განსახღვრულია მთელს რიცხვით 

ღერძზე, ხოლო CIII V ფუნქცია –– ყველგან გარდა X=0 წერტილისა. 
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ნახ, 29 ნახ. 30 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ადგილი აქვს ფორმულებს: 

5ი(X+- ყლ=–3იჯინიყ+5ჩიყისნ», 

Cი(X+ყ == ლიჯ0იიყ + 5იჯვჩხყ. 

თუ უკანასკნელ ტოლობაში დავუშვებთ, რომ ყ=--X, მივიღებთ: 

ლი? X –– 50? ჯ = 1. 

§ 6. ზობიერთი ზღვრის გამოთვლა 

1. ვაჩვენოთ, რომ: 

კე -19წ«(1 + X) 
X–>0 Xჯ 

=10წ.კ 6 (0->0, თძ 5>+1). 

რადგან 10ყ-აX ფუნქცია უწყვეტია |)0, +C| შუალედში, ამიტომ: 

1 1 

= IIIი 10წე (1 + X) # =10ყე| 1II0 (1+7X) “+ |='.“. 
X->0 X–>0 

თ 10წე (1-LX) 

Xჯ–>-0 X 

კერძოდ, როცა ძ=0, გვექნება: 

= II1I (1 -- X) =1. 

X–->-0 XჯX 
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2. ვაჩვენოთ, რომ: 

1IIი 00--1 მ (9 5–1, ი:>90. 
X–>0 ჯ 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 0 –– 1 = თ. გვექნება თი#წ = 1 + თ და მივიღებთ- 

XIითძ= I90(1 + თ) 

აქედან 

„- 90+9.. 
Iიძ 

როდესაც X->0, მაშინ თ-+0. ამიტომ: 

. ძთ% –-1 · თIიი . თ 
IIIი = III – =)იძ10 –--–----- –Iძ. 
X–>0 X თ-0 I0(1+თ თ->0 IM1 + .თ) 
    

კერძოდ, როცა 0 =06, გვექნება: 

Iთ 
X–->0 X 

  

3, ვაჩვენოთ, რომ: 

ყი LC LX»! == 
X->0 X ი 

შემოვიღოთ აღნიშვნა (1 -L X) = 1 +-/, მაშინ: 

თIი (1 +–– X =1I90(1 +#, 

  

მაშასადამე 

. 

თ 01 +X“-1 _ Iთ ' · ი თIი(1 +X)_ 

X–->-0 ჯ (–60 II(1 +––<) X->0 ჯ 

4. თუ (L(X) და -V(X) ფუნქციებს აქვთ ზღვარი Xი წერტილში და, 

ამასთანავე, III #(XI>>0მ. მაშინ არსებობს I(VI(ი) ),სი” ფუნქციის 
X->-X6 

ზღვარი და მართებულია ტოლობა: 

Iთ. IV (X) 1VX) = თ, 
X->X6 

სადაც 

თ= Iთ2 #«(X, ჩ=IIთ ჯწ(ი. 
X->Xი X-+Xნ 
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მართლაც. რადგანაც 

II (ჯ») 19C) == 6V (X) 1ი V(X). 

ამიტომ 

III I9 (ი ჰი V(X)) 

. · X->X2 
· Iთ II00 192) =6...? = 6819 თ -- ცზ. 
X->Xი 

§ 7. უსასრულოდ მცირე ფუნქციათა შედარება. ი და 0 სიმბოლოები 

ვთქვათ თ (X) და ჩ(X) ფუნქციები განსახღვრულია თ წერტილის 

(თ შეიძლება იყოს სასრული ახ უსასრულო) რაიმე VI (0) მიდამოში, 

გარდა შესაძლებელია თვით ძი წერტილისა. ვიგულისხმოთ, რომ V (0) 

მიდამოში ჩ (X)=-0. 

განსაზღვრება 7.1. ვთქვათ 0 (X) და ჩ (წ) უსასრულოდ მცი- 

რე ფუნქციებია ი წერტილში. ვიტყვით, რომ: 

1. თ (X) მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა ჩ (X)-თან შედარებით, 

ხოლო ჩ (X) დაბალი რიგის უსასრულოდ მცირეა თ(X) უსასრულოდ 

მცირესთან შედარებით, თუ: 

XL(X) _ 

X->ი ჩ(X) 

2. თ(X) და ზ (+) ერთი და იმავე რიგის უსასრულოდ მცირეებია, 

თუ: 

11ი1 (X(X) _ 423-0 (4 სასრულია), 
X>0 ჩ(X) 

3. თ (X) და 8 (CV) ეკვივალენტური (ტოლფასი) უსასრულოდ მცირე 

ფუნქციებია, თუ: 

1IIთ -« V)L. = 1 წერენ – . უი 5 და წერენ თ (X) –– ჩ (7%X) 

4. თ () უსასრულო მცირე ი რიგის უსასრულოდ მცირეა ჩ (X)–თან 

შედარებით, თუ: 

სთ XC) _ ჟ -“ი, 
>> წე 0) 7 

ცხადია რომ თუ თ(X) ––ჩ (X), მაშინ ჩ(X) > თ(X), ხოლო თუ 

თ() –– ჩიე და ჩ (90 –“7Cე, მაშინ Cთ (X) –– 7 (X). 

ანალოგიურად განისაზღვრება უსასრულოდ მცირეთა შედარება, 

როცა ჯ-–>ძL, X>+6-,X-++თ0C, X-–> + დ, XL-> – CC. 
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5I0I1 X 
  მაგალითი I, როგორც ვიცით III = 1 ამიტომ Xჯ და 

აი #X 

510 V ფუნქციები ეკვივალენტური უსასრულოდ მცირეებია, როცა 

X–>-0. 

მაგალითი 2. 51ი 3ჯX და 510 2X ერთა და იმავე რიგის უსასრუ- 

ლოდ მცირეებია, როცა ჯ-+>0. 

    

  

  

მართლაც, 

9Iი 3X 
: 903Xჯ 3... 3ჯ ვ 

IIIი - =–-– 110) უ2 == 

X->0 510 2X 2 ჯვ30 51) 2X 2 

2X 

მაგალითი 3. თ(X)=1--–005 ჯX ფუნქცია მეორე რიგის უსასრუ- 

ლოდ მცირეა Xჯ-თან შედარებით. 

  

მართლაც 

Xჯ 2 =>2 X 
. 1 –– 00§ჯ , 29510 5 1... 910 2 1 

Iი) –––-  “ == I ---- =-–Iთი =---. 
X–>0 ჯ” ჯაი X»” 2 ჯვხ, X. 2 

2 

მაგალითი 4. X25I1 X მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა 

1--005 2X-თან შედარებით. 

  

მართლაც 

. X? 5I0 X : XI590IX > X 
ი –“““–“ == თ ---– =-–- Iი (ჯX· – = 0. 

X->0 1 –- 00§ 2ჯ X->0 2510“ 2:X->-0 510 X 

ცვლადი სიდიდეების შედარებისას ხშირად გამოიყენება სიმბოლო 

  „0“ („0 მცირერ. თუ სთ < (9 = 0, მაშინ ეს ასე ჩაიწერება: 
X-–>90ი ზ X) 

თ(ჩX) =0 (8(X)), X –>თ. 

(იკითხება: თ (X) უდრის 0 მცირე 8 (X)). 

კერძოდ ჩანაწერი თ (X)=0 (1), როცა X–>0 ნიშნავს, რომ თ (X) 

უსასრულოდ მცირეა უსასრულოდ მცირეა თ წერტილში. 

მაგალითად: 

9ე1X=0(2) X-–>0, 

(X-– ი)" = 0((X –– ი)), #->+0, 

»ჯ" = 0(X-), X-–> თ, თუ MM >. და #1, #CVM. 
12



ადვილია შემოწმება, რომ თუ თ(X) და ჩ(ა უსასრულოდ მცირე- 

ებია თ წერტილში, მაშინ: 

თ(X) ზ(XXა= 0(თო(X)) ღა Cთ(X)ჩ(X)=0(ზ )), X–> თ. 

თეორემა 7.1. ორი უსასრულოდ მცირე ფუნქციათა შეფარდე- 

ბის ზღვარი არ შეიცვლება, თუ ამ უსასრულოდ მცირეებს შევცვლით 

მათი ეკვივალენტური უსპსრულოდ მცირე ფუნქციებით. 

დამტკიცება. ვთქვათ, თ (X) და 8 (X) უსასრულოდ მცირეებია 

თ წერტილში და თ(ე–თ, (ე, ჩ(0)–ჩ, (ე როცა X->ი. დავუშვათ, 

რომ 10 > არსებობს, ვაჩვენოთ, რომ მაშინ იარსებებს . II 219, 
X5§–>0 ჩ(X) X->ი ჩ,. (X) 

და 

თ (X) = I თ) (X) 

X->0 ჩ(X) X–-9 ჩ, (X) 

მართლაც 

სო თ C>% _ ყე (5 თი), თო ჩი V _ 
X–-0 ს 0) »--ისთ(ი) ჩX ჩი 

X>საპი თ(ს)ს X-–ი ჩა) X-–ი ჩი) X-–>ი ჩიჩ (X) 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ეს თეორემა გამოიყენება ორი უსასრულოდ მცირე ფუნქციათა 

შეფარდების ზღვრის „გამოთვლის დროს. 

შენიშვნა ორი უსასრულოდ მცირე შეიძლება არ იყოს შედა- 

რებადი. მართლაც, ფუნქციები თ (X)=X 51ი 1. და ჩ (X)=Xჯ უსასრუ- 
Xჯ 

ლოდ მცირეებია, როცა X->0, მაგრამ ზღვარი 

.·. CV) . .- 1 
100) –-–-–“–= II0ი 5ი –– 
X-0 ზ(0ე 7X-–0 Xჯ 

არ არსებობს. 

თეორემა 7.2. თ(X) და ჩ (X) უსასრულოდ მცირეთა ეკვივა- 

ლენტობისათვის, როცა X-+ძ, აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

თ(X)=ჩ (9) +0(8()), #->ძ, (7.1) 

ან 

თ(X) = ჩ(X +0(LCV)), +# ->+ძ. (7.2) 
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აუცილე ბ ლო ბ.ა. ვთქვათ თ(0-–7ჩ (ა. გვაქვს: 

X-+ი ჩX) / 

ე. ი 

თ(X) 
“ეებსაეაეა ==. 1 , 6 (ე + 8(X) 

სადაც 8 (9)->0, როცა X-+0ი. გამომდინარე აქედან თ(X)=ჩ (9) + 
+80ჩ(00 =ჩC0) +90(თ)), Xჯ-–>ძ. ამით (7.1) ნაჩვენებია. ანალო- 
გიურად მტკიცება (7.2). 

საკმარისობა. ვთქვათ შესრულებულია (7.1), მაშინ: 

თ(X) =ჩ(0 +0(8(0)=ჩზC0) +6Cთ>)ჩზV), (7.3) 

სადაც 68 (X)->0, როცა X-+ძ. ამიტომ (7.3)-დან გვაქვს: 

თ (X) 

ჩთ 

ანალოგიურად მტკიცდება (7.2) პირობის საკმარისობაც. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
შედეგი. თუ ჩ)(X), 82(X),..., ჩე (X) მაღალი რიგის უსას- 

რულოდ მცირეებია ძი წერტილში ძ («) უსასრულოდ მცირესთან შედა- 

რებით, მაშინ: 

  =1 +8()->1, როცა Xჯ ->ძ. 

თ (X) = თ(X) + ჩ, (X) +- ჩ:(X) +·-- + ზგ(X –< თ ხი. 

მართლაც, 

სე '90-–--იძი _ ცე ჩთოთ+ჩ8Cე +...+ ჩა (ი 
X–->-0 CXL(X) X->-ძ თ (X) 

  

= 11901 ჩ. (X) L II0) წ (X) +. + სთ ზ. (X) = 0. 

X->თ CთXCX) X--ი CXL(X) X-+ი C(X) 

ე. ი. სხვაობა C (X) –– თ (ა), როცა X->0ი არის მაღალი რიგის უსასრუ- 
ლოდ მცირე თ (X)-თან შედარებით, ამიტომ თეორემა 7.2-ის ძალით 

თ (X)-–თ CV). 
აქედან გამომდინარეობს პრაქტიკული წესი ზღვრულ ოპერაციებ- 

ში უსასრულოდ მცირეთა ჯამის გამარტივების შესახებ. თუ მოცემუ- 

ლია უსასრულოდ მცირეთა ჯამი თ (X) -+L ჩ,ე (X) + ჩე (+X) -L ···+ ზ, (X) 
რომლის შესაკრებთა რიცხვი სასრულია და თუ ამ ჯამის თ (X) შესაკ– 
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რები დაბალი რიგის უსასრულოდ მცირეა დანარჩენ შესაკრებთა მი- 

მართ, მაშინ ზღვრულ თანაფარდობათა განხილვისას შეგვიძლია უკუ- 

ვაგდოთ მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეები ჩ, (X), ჩა (X),···, ჩა (X). 

აქვე უნდა შევნიშნოთ, რომ დაბალი რიგის უსასრულოდ მცირე შესაკ- 

რები უნდა იყოს მხოლოდ ერთი. 

მაგალითი 1. ვთქვათ ჩ(X) =(1 –-–005X) + 3510 X -+L 4X91 –- X9, 

ვაჩვენოთ, რომ ჩ (X) –+ 3510 X, როცა ჯ –>0. 
| 2 

მართლაც, რადგან 1--ლ0§X = 25)0?-“”. –--%., 510 X ––X, ამიტომ თლაც დგ 2 2 

ზ(X) –“33იXჯ. 
უსასრულოდ მცირეთა უკუგდების წესი გამოიყენება ორი უსას- 

რულოდ მცირის შეფარდების ზღვრის გამოთვლის დროს. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ზღვარი: 

სი I1(1 + 31CX -L 45101 ჯ -L X5) 

X-+0 5II X + 5 Iთ5X -––- 7Xჯ9 | 

ცხადია, რომ როცა V->0 . 

II (1 +31X +.45Iი?X + X9) –+3 ICX -L 451ი3?»ჯ -L X9-–– 3(თX–- 3, 

5II1X ++ 5 Iძ5X-–– 7 9-5) L–– #, 

  

ამრიგად : 

ჯეუვ ლ» => 90 +3(6X+4901X+ჯ92 = სფ 3X ვ 

X->0 5I) X –– 5 Lთ9 X –– 7X9 L-0ი X 

ვთქვათ თ (X) და ჩ (X) ფუნქციები განსახღვრულია სიმრავლეზე. 

განსაზღვრება 7.2. თუ არსებობს ისეთი დადებითი მუდმივი 
C რიცხვი, რომ 8 სიმრავლის ყოველ წერტილზე ადგილი აქვს უტო- 
ლობას: 

|თღ(X)| <CIჩ XI) I, 

მაშინ ეს პირობითად ასე ჩაიწერება: 

თ(X) = 0(ჩ თ)) 

და იკითხება: თ (X) არის „0-დიდი“ ჩ ()-ის მიმართ. 

კერძოდ ჩანაწერი თ (X)=0 (1) ნიშნავს, რომ თ (#) შემოსაზღვრუ- 

ლია ნ სიმრავლეზე. 

ცხადია, რომ თუ თ (X) და ჩ (») ერთიდაიმავე რიგის უსასრულოდ 

მცირე ფუნქციებია, მაშინ თ (X)= 0 (ჩ (X)).



მაგალითები: 1) 511X=0(1), 1–– =, 4I- დ I-ზე; 
2 X=0060)1-თ, + C-ზე VII CM-სათვის; 
ვ) C05X=0(X), I 1, CIL-ზე. 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

.· განსაზღვრეთ ფუნქციის უწყვეტობა წერტილში და შუალედში. 

· განსახღვრეთ ფუნქციის უწყვეტობა მარჯვნიდან და მარცხნიდან. 

„ ჩამოაყალიბეთ წერტილში უწყვეტი ფუნქციის თვისებები. 

„ მოიყვანეთ ფუნქციის წყვეტის წერტილების კლასიფიკაცია. 

· ჩამოაყალიბეთ სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქციის თვისებები. 

.· განსახღვრეთ ფუნქციის თანაბრად უწყვეტობა. 

დაამტკიცეთ კანტორის თეორემა. 

მ. დაამტკიცეთ თეორემა უწყვეტი ფუნქციის შექცეული ფუნქციის უწყვეტო- 
ბის შესახებ. 

9. ჩამოთვალეთ ძირითადი ელემენტარული ფუნქციები და აჩეენეთ მათი 

უწყვეტობა. 
10. მოიყვანეთ ძირითად ელემენტარულ ფუნქციათა თვისებები. 

' 11. მოიყვანეთ არაელემენტარული ფუნქციის მაგალითი. 

12. რას ნიშნავს, რომ თ უსასრულოდ მცირე მაღალი რიგის უსასრულოდ მცი- 

რეა 8 უსასრულოდ მცირესთან შედარებით? 
13. რას ნიშნავს, რომ თ და ზ უსასრულოდ მცირეები ერთი და იგივე რიგის 

უსასრულოდ მცირეებია? 

14. რას ნიშნავს, რომ ორი უსასრულოდ მცირე ერთმანეთის ეკვივალენტურია? 

15. რას ნიშნავს, რომ თ უსასრულოდ მცირე ი-ური რიგის უსასრულოდ მცი- 
რეა ჩ უსასრულოდ მცირესთან შედარებით? 

16. ჩამოაყალიბეთ ორი უსასრულოდ მცირის ეკვივალენტურობის აუცილებელი 

და საკმარისი პირობა. 

ა
თ
ო
ს
ი
 >

 

მეხუთე თავი 

წარმოებული და დიფერენციალი 

§ 1. ფუნქციის წარმოებული 

ვთქვათ V#=/ (X) ფუნქცია განსახღვრულია ჯეი წერტილის რაიმე მი–- 

დამოში, ხოლო XX წარმოადგენს ამ მიდამოს ჯე-ისაგან განსხვავებულ 

წერტილს, 
როგორც ვიცით, X-Xე სხვაობას ეწოდება არგუმენტის ნაზრდი Xი 

წერტილში და აღინიშნება #X სიმბოლოთი, ე. ი. #V=X–--Xი, ხოლო 

I (Xი+ #X)--I (Xი) სხვაობას ეწოდება ფუნქციის ნაზრდი და აღინიშნე- 
ბა /#/ (Xი) ან #ყ სიმბოლოთი, ე. ი. 

#ყ = I(Xე ++ #X) –– / (Xა). 
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განსაზღვრება 1.1. | ფუნქციის წარმოებული ჯა) წერტილში 
ეწოდება ამ წერტილში ფუნქციის ნახრდის არგუმენტის ნაზრდთან 

შეფარდების ზღვარს (თუ ეს ზღვარი არსებობს), როდესაც არგუმენ- 

ტის ნაზრდი მი-სწრაფვის ნულისაკენ. 

Xი წერტილში ყ=/| (ს) ფუნქცი:ს წარმოებულის აღსანიშნავად მი- 
ღებულია V” ან |” (Xი) სემბოლოები. ე. ი. თანახმად განსაზღვრებისა 

V/= MC) = Iი 45 - ცი 00149 --7 «0 · 
ტბტX->0 #სX #ტ+->0 ბX 

თუ (1.1) ზღვარი არსებობს, მაშინ | ფუნქციას ჯი წერტილში წარ- 

მოებადი ფუნქცია ეწოდება. შევნიშნოთ, რომ, თუ (1.1) ზღვარი უსას- 

რულოდ დიდია (+ %, –-90 ან «), მაშინ ამბობენ, რომ / ფუნქციას 

Xი წერტილში აქვს უსასოულო წარმოებული (ტოლი -- თ-ის, –-9%-ის 

ან 9ლ0-ის). 

ფუნქციის წარმოებულის გამოთვლის ოპერაციას გაწარმოება ეწო- 

დება. 

თუ (1.1) ტოლობაში #X->-0, ისე რომ #X იღებს მხოლოდ დადე– 

ბით მნიშვნელობებს, მაშინ შესაბამის ზღვარს ეწოდება | ფუნქციის 

მარჯვენა წარმოებული ჯი წერტილში და აღინიშნება /)(Xი) სიმბო–- 

ლოთი. ე. ი. განსახღვრებით 

(1.1) 

ჩხ დ) = )სი 76% + 4X) --/CთI_ 
#ტX->0-- #Xჯ 

ანალოგიურად, (1.1) ზღვარს როცა #X->0, ისე რომ #X<0, ეწო- 

დება / ფუნქციის მარცხენა წარმოებული Xი წერტილში და აღინიშ- 

ნება /_ (Xე) სიმბოლოთი, ე. ი. 

” თ) = Iო #90+4რ0--7%)_, 
ტX->-0-–- 

/#ჯ 

IL CV) ლდა /” (X)-ს ფუნქციის ცალმხრივი წარმოებულები ეწო– 

დება Xი წერტილში. 

ფუნქციას წარმოებადი ეწოდება 10, ხL ინტერვალზე, თუ ის წარ- 

მოებადია ამ ინტერვალის ყოველ წერტილში, ხოლო ფუნქციას წარ- 

მოებადი ეწოდება (0, ნ) სეგმენტზე, თუ ის წარმოებადია 10, ხI ინ- 

ტერვალზე და ძ წერტილში წარმოებადია მარჯვნიდან, ხ-ში კი მარ– 

ცხნიდან. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ წერტილში ფუნქციის წარმოებადობისა- 

თვის აუცილებელია და საკმარისი ამ წერტილში ფუნქციას გააჩნდეს 
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ერთმანეთის ტოლი ცალმხრ-ვი წარმოებულები. განვიხილოთ ზოგი- 

ერთი მაგალითი. 

მაგალითი 1. ვთქვათ /=C=00115·. 

გამოვთვალოთ ამ ფუნქციის წარმოებული. თანახმად წარმოებუ- 

ლის განსახღვრებისა 

აე... .... 
ტX-–-0 ტ–, ბიბი #4Xჯ ბX->0 #რX 

ე. ი. მუდმივი ფუნქციის წარმოებული ნულის ტოლია. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ Vყ=X ფუნქციის წარმოებული. 

თანახმად წარმოებულის განსაზღვრებისა: 

  

ყ'= IMთ ბ/ ყე V+664ი-X ცე 4#_, 
#X->0 /#ტ”» #X->0 #ტX ბX-->-0ი #X 

ე. ი. X/==1. 

მაგალითი 3. ვთქვათ ყ=51)0 X. რადგან 

რყ = 51ი (X + /#X) –– 51ი X = 2005 213 -% ყეიX , 

ამიტომ 

ტ. 205 ( » + რ» „ფე 4X 

სთ “%= IMოთ 2 2 _ 
ტბL>-0 ს. #X->-0 #X 

510. C- 

= IM. C05 (> + “+) - სი ==? = იი§». 
6X->0 2 ტX->0 1 _4X 

- 2 

მაშასადამე (510 X)” = 005 X. 

მაგალითი 4. განვიხე-ლოთ V=C005 X ფუნქცია. გვაქვს: 

ტყ 008 (X -+L #X) –– 005 X_ _ 
Iი ––= III 

ბX->0 ტტ” #X->0 ტX 

–29ი(» + == - 510 4+ 

= IIIII 2 2 
#ტX–-0 იწ 

  

  

=– IIი1 311 | X+ “+>). III1ი = –5I0 X. 
ტX–5-0 

ე. ი. (C05 X)”=–-–-511) X. 
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მაგალითე 5. გამოვთვალოთ ყ =0:; ფუნქციის წარმოებული. 

რადგან 

ტყ =- ეX+-ბX ცე. იეX (ეტჯ 1), 

ამიტომ 

თუ გავათვალისწინებთ IV თავის § 6-ის მე-2 მაგალითს, მივიღებთ: 

. წ% · ბაX _ 1 რბX 

1IIი “V ი იჯ. 5 
· ც00%--1 

= 0” II) –-----.--. – იჯ”)იძქი. 
ტბტX>0 ს: #X–->0 #»X #X->0 X 

მაშასადამე, 

(ი”)” = ც%-I9 თ. 

ამ ტოლობიდან კერძოდ მივიღებთ: 

(65 = 6". 

მაგალითი 6. ვთქვათ ყ=)0წ,X გვაქვს: 

  

ტ#ყ = ICყე (X -L #X) –– 10ყეX = 10დე X1+-4X = 10თე ( 1 + -4X 
X X 

ამიტომ: 

ტ 
ჩ 9. (. 1 + 7 

ეეეაXუო--__. 
ტბX->0 სა» #1:->0 #X 

#/ 
1 06 ( 1 + 2X 

X 4X->0 #ტX 

X 

ტა» 
' 1 

=-+ IIთ. 10წე ( + 4X = -! 10,6= 
X #ტX->0 X X Iი ძ 

ამ ტოლობიდან კერძოდ მიიღება: 

1 
00 X)/ლ––. 

ჯ 
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მაგალითი 7. გამოვთვალოთ ყ=»X% ფუნქციის წარმოებული. 

ბყ _ IX+4ი6ი–-)!C0) _ (რX+4რX9%ი–ჯ 

ტX ტX #X 

20141 0:91. 
ჯ. 

აქედან, IV თავის § 6-ის მე-3 მაგალითის გათვალისწინებით, მივიღებთ: 

(+4 3) _, 
(XV?) = ჯ%-1. IIი) –““ =Cთ.#--I, 

#ტX––-0 

= ჯCრ-1. 

>ჯ. 

(X-) = თCXV- I, 

ამ ფორმულის გამოყვანისას ცხადია იგულისხმებოდა, რომ Xჯ 

ეკუთვნის ფუნქციის განსაზღვრის არეს და X5-0. თუ X=0 მაშინ აძ 

წერტილის მიდამოში ფუნქციას აზრი აქვს მხოლოდ იმ შემთხვევაში, 

როცა თ მაჩვენებელი ისეთი დადებითი რაციონალური რიცხვია, რომ- 

ლის მნიშვნელი კენტია, ამასთან: 

0, როცა თ>1 თ ? , 
(9; ა = Iთი (#X) =711, როცა თ =1, 

ტ)X->0 #X თ, როცა თ<1, 
  

§ 9. ფუნკციის დიფერენციალი 

ვთქვათ ყ=| (X) ფუნქცია განსახღვრულია Xი წერტილის რაიმე მი– 

დამოში. 

განსაზღვრება 2.1. / ფუნქციას ეწოდება დიფერენცირება- 

დი + წერტილში, თე ამ წერტილმი ფუნქციის ნახრდღი შეიჭლება 

წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

ტყ = 4. #ჯX -L თ (4 X) ·#X, (2.1) 

სადაც 4 არ არის დამოკიდებული #X-ზე, ხოლო თ (#X)-+0, როცა 

#1–>-0. 
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თ (იX) ფუნქცია #X=0 წერტილზე საზოგადოდ განსაზღვრული არ 

არის. შემდეგში ხელსაყრელია ჩავთვალოთ, რომ თ (0) =0. ასეთი შე- 

თანხმებით თ (#X) ფუნქცია უწყვეტია #X=0 წერტილზე, ამასთან (2.1) 

ტოლობა შეგვიძლია განვიხილოთ მაშინაც, როცა /#X=90. 

განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ თ (/სVX) · #X=0 (#X), ამი– 

ტომ (2.1) ტოლობა შეიძლება ასეც ჩაიწეროს: 

“სყ = ##0%X -+ 0(ს»). (2.2) 

». სX წრფივ ფუნქციას (#X-ის მიმართ) ეწოდება წ” ფუნქციის დი- 

ფერენციალი ჯი წერტილში და აღინიშნება «II (Xი) ან იყ სიმბოლოთი. 

მაშასადამე ძყ=#/#X და ამიტომ (2.2) ტოლობა ასე ჩაიწერება: 

ძყ = ძყ +0(MX), როცა #X->0. (2.3) 

შევნიშნოთ, რომ დიფერენციალი იძყ=/4#X, როგორც წრფივი 

ფუნქცია განსახღვრულია #X-ის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის: 

–-C</#/X< + 6. რაც შეეხება ფუნქციის ნახრდს /V=/ (X0 + /სX)-- 

-–-' (X0), ცხადია ის განიხილება /#X-2ა მხოლოდ იმ მნიშვნელობებისა- 

თვის, რომლისთვისაც X-ი+/"» ეკუთვნის I ფუნქციის განსაზღვრის 

არეს. 
თუ 45“0, მაშინ (223) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ფუნქ- 

ციის ნაზრდი და ფუნქციის დიფერენციალი ეკვივალენტური უსასრუ- 

ლოდ მცირეებია, როცა #X-0, ხოლო თუ „#4=0, მაშინ ძყ=თ>0 და 

#V=0 (MსX), როცა #X->0. ე. ი. ამ შემთხვევაში #ყ არის მაღალი 
რიგის უსასრულოდ მცირე #X-თან შედარებით. 

თეორემა 2.1. იმისათვის, რომ / (X) ფუნქცია იყოს დიფერენ- 

ცირებადი ჯი წერტილში, აუცილებელია და საკმარისი, ის ამ წერტილ- 

ში იყოს წარმოებადი, ამასთან ამ შემთხვევაში ძყ=/” (X0) #X. 

აუცილებლობა. ვ»ქვათ | ფუნქცია დიფერენცირებადია X0 

წერტილში, ე. 2. 4ყ=44X+0 (4X), აქედან: 

IIIი 4#. = III) 4:6X + + 9(04% _ :=/-+ 110 0(67#) = 
ბX->-0 #X #ტX–>-0 #X ტ.-ა0 #ჯ 

4.   

მაშასადამე, ფუნქცია წარმოებადია Xი- წერტილში და |” (Xი)= 4, ამი– 

ტომ ძყ => / (X-) ტX. 

საკმარისობა. ვთქვათ / ფუნქცია წარმოებადია Xა წერტილ- 

ში, ე. ი. არსებობს  IICთ ტ# _ MC). მაშინ. 
ტX->-0 #X 

ბწ _ ცე) + თბი, (თ(0X >0, როცა 4X->0, 
#ტX 
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საიდანაც 

ტყ = I' (Xა) რX -L თ (4X) #X. 

ეს ტოლობა ნიშნავს, რომ | ფუნქცია დიფერენცირებადია Xჯი წერ– 
ტილში. თეორემა დამტკიცებულია,72 

ამრიგად, ერთი ცვლადის ფუნქციისათვის წარმოებადობა და დი- 

ფერენცირებადობა ერთმანეთის ეკვივალენტურია. 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ფუნქციის დიფერენციალი 

გამოითვლება ფორმულით: 

ძყ = /' (X) რ)». 

შევნიშნოთ, რომ #ძX=(#) · სX=#ტX ამიტომ დამოუკიდებელი 
ცვლადის დიფერენციალს განსაზღვრავენ, როგორც მის ნაზრდს, რის 

გამოც I (X) ფუნქციის დიფერენციალისათვის მივიღებთ შემდეგ გამო– 

სახულებას: 

ძყ =ძ (ICX)) = | (X) ძ». 

ვინაიდან 0 (MX) მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა #X-თან შე- 
დარებით, ამიტომ (2.3) ტოლობაში 0 (ს (X)) შესაკრების უკუგდებით 

მივიღებთ მიახლოებით ტოლობას: 

#ყ = ძყ = | (X) #X. (2.4) 

რომელიც მით უფრო ზუსტია, რაც უფრო მცირეა #X. რადგან 

#ყ=I! (X+#X)-––I (X), ამიტომ (2.4)-დან გვაქვს: 

ჯCX ++ M#X)-ლ–I (X) + |” VX) ტX, (2.5) 

რომელიც გამოიყენება ფუნქციის მიახლოებითი მნიშვნელობის გა– 

მოთვლაში. 

მაგალითი. გამოვთვალოთ 14/90 გამოსახულების მიახლოები– 

თი მნიშვნელობა. 

თუ დავუშვებთ, რომ / (+) = VX, X=81, სხMX=9 და გავითვალისწი–- 

1 

4.33 
  ნებთ, რომ / 61)=--- 61) %= , მაშინ (2.5) ფორმულიდან 

მივიღებთ: 

«ჩ-- 46-- 1 1 90=14/81 +9. ––-–-– =3 +--- =3,08ქე, 
V V 81 + 4.33 ++ 
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§ 1. კავშირის წარმოებადობასა და უწყვეტობას მორის 

თეორემა 3.1. თუ ფუნქცია წარმოებადია რაიმე წერტილში, 

მაშინ ის ამ წერტილში უწყვეტია. 

დამტკიცება. ვთქვათ ყ:==/ (X) ფუნქცია წარმოებადია Xი წერ- 

ტილში, მაშინ: 

IIთ #ყ = IIIი (CL. = IIი) რჯ. III 47 0.” (X-) = 0. 
#ტX–>0 ტX->0 #X ბაი #0 #იX 

რაც იმას ნიშნავს, რომ | ფუნქცია უწყვეტია Xი წერტილში. თეო- 

რემა დამტკიცებულია. 

შევნიშნოთ, რომ შებრუნებული დებულება საზოგადოდ არ არის 

მართებული. მაგალითად განვიხილოთ ფუნქცია ყ= |XI. 

ცხადია ეს ფუნქცია უწყვეტია X-ის ნებისმიერი მნიშვნელობისა- 

თვის. ვაჩვენოთ, რომ მას X=0 წერტილში წარმოებული არ გააჩნია. 

მართლაც, თუ Xჯ=0, მაშინ: 

ტყ | 4XI -( 1, თუ #X>90, 

#ტX #ტX – 1, თუ #ტX<0, 
ამიტომ 

I 049 _ 1 IIIი0 ტში _ 1 
ტრX--0+ #X რტ)X->-0- #რტX 

ე. ი. ფუნქციის მარჯვენა წარმოებული X=0 წერტილში 1-ის ტო– 

ლია, ხოლო მარცხენა წარმოებული კი (–-1)-ის, რაც იმას ნიშნავს, 

რომ ფუნქცია ყ= |XI არ არის წარმოებადი X=0 წერტილში. 
მაშასადამე, ფუნქცია შეიძლება იყოს უწყვეტი წერტილში, მაგრამ 

ის ამ წერტილში არ იყოს წარმოებადი. 
შეიძლება ვაჩვენოთ უფრო მეტიც, რომ ფუნქციის „უწყვეტობა 

წერტილში არ უზრუნველყოფს ამ წერტილში ცალმხრივი წარმოებუ- 

ლების არსებობასაც კი. მაგალითად, ფუნქცია 

.. 1 
ჯი --, როცა #53-0, 

Xჯ 

0, როცა X = 0, 

უწყვეტია X-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის. დავამტკიცოთ, რომ ამ 

ფუნქციას, X=0 წერტილში ცალმხრივი წარმოებულები არ გააჩნია. 

მართლაც, X=0 წერტილში მოცემული ფუნქციის #ყ ნაზრდი ასე გა- 

მოისახება: 
: 1 

= #ტ 10 –– · #ყ X 5) MX 
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აქედან 

(Lწ7, 1 
–- =59-–---, 
#X #X 

მაგრამ 51ი -- ფუნქციას X=0 წერტილში ცალმხრივი ზღვრები 
X 

არ გააჩნია (იხ. თავი III, § 6, მაგალითი 3). 

შევნიშნოთ, რომ არსებობს ისეთი უწყვეტი ფუნქციები, რომლებ– 

საც არც ერთ წერტილში წარმოებული არ გააჩნია. 

§ 4. წარმოებულის და დიფერენციალის გეომეტრიული ფინაარსი 

წარმოებულის გეომეტრიული შინაარსის გასარკვევად თავდაპირვე– 

ლად შემოვიყვანოთ V=I (X) წირისადმი მოცემულ წერტილში გავლე– 

ბული მხების ცნება. 

ვთქვათ ყ=I (X) წირზე მოცემულია რაიმე /Vიხ წერტილი, განვიხი– 

ლოთ ამ წირის მეორე VI წერტილი და გავავლოთ #Mი M მკვეთი 

(ნახ. 31), თუ # წერტილი მოძრაობს წირზე, ხოლო VVIი –– უძრავია, 

მაშინ მკვეთი იცვლის თავის მდებარეობას. M#ი წერტილზე გავლე- 

ბულ L წრფეს ეწოდება მოცემული წირის მხები #ი წერტილში, თუ 

კუთხე L წრფესა და /IიCM მკვეთს შორის მიისწრაფვის ნულისაკენ, 

როცა M წერტილი მიისწრაფვის Mი-საკენ წირის გასწვრივ. მოკლედ 

რომ ვთქვათ, მხები წარმოადგენს მოცემულ წერტილში გავლებული 

მკვეთის ზღვრულ მდებარეობას. 

ვაჩვენოთ, რომ თუ ყ=I”(X») ფუნქცია წარმოებადია Xი წერტილში, 
მაშინ ამ ფუნქციის გრაფიკს შესაბამის /Iი (X0, | (Xი) ) წერტილში გააჩ– 

ნია მხები, რომლის კუთხური კოეფიციენტი I (Xი)-ის ტოლია. 

  

  
ნახ. 31 ნახ. 32 
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ვთქვათ, M წერტილის აბსცისაა Xი+ #X და M-იM მკვეთი 0X ღერძ- 
თან ადგენს თ კუთხეს. გავავლოთ #M0იVI I 0X და M#MVVI||0ყ (ნახ. 32). 
/#7MიM7/V-დან გვაქვს: 

  

L VVV ტყ თთ = = --X , 
VI-V #ტX 

საიდანაც თ= 200 ფ--#, ცხადია, რომ თუ #M წერტილი მიისწრაფვის 
X 

#Mი-საკენ წირის გასწვრივ, მაშინ ტX--0. თუ გავითვალისწინებთ, რომ 

არკტანგენს ფუნქცია უწყვეტია და ვისარგებლებთ წარმოებულის გან– 

საზღვრებით, მივიღებთ, რომ: 

თ-–>2LCLC | (+), როცა #X -> 0. (4.1) 

აღვნიშნოთ მICLფ1I” (Xი) = დ ანუ |” (X0)=LVდ „და გავავლოთ C0X ღერძი–- 

სადმი დ კუთხით დახრილი Mიმ წრფე. რადგან C= 2 /VIM00-= 

=|(თ-დ), ამიტომ (4.11-დან გამომდინარეობს, რომ თ-–>0, როცა 

#X-0. ეს კი ნიშნავს, რომ V/Vი წრფე წარმოადგენს ყ=/ (X) ფუნქ- 

ციის გრაფიკის მხებს /Vი წერტილში, ამასთან მისი კუთხური კოეფი– 

ციენტია |” (Xი). ამრიგად მივიღებთ, რომ წარმოებულს გააჩნია შემდე– 

გი გეომეტრიული შინაარსი: ((X) ფუნქციის წარმოებული ჯი წერ- 

ტილში უდრის ამ ფუნქციის გრაფიკისადმი /Vი (Xი, / (Xი) ) წერტილში 
გავლებული მხების კუთხურ კოეფიციენტს. 

რადგან VIი წერტილში გავლებული მხების კუთხური კოეფიციენ- 

ტი |” (Xიე-ის ტოლია, ამიტომ მხების განტოლებას აქვს სახე: 

ყ–– 1(X-) = |” (Xი) (X –– Xე). 

დავადგინოთ ახლა დიფერენციალის გეომეტრიული შინაარსი. 

/#ს//იM#-დან (ნახ. 32) „გვაქვს, რომ: 

M# = /MაM- IC დ = #X· |” (Xა) = 0ყ. 

ამრიგად, ფუნქციის დიფერენციალი წერტელში უდღრის ფუნქციის 
გრაფიკისადმი შესაბამის წერტილში გავლებული მხების ორდინატის 

ნაზრდს. : 

§ ნ. წარმოებულისა ლა დიფერენციალის ფიზიკური ფინაარსი 

1. ვთქვათ წერტილის მოძრაობის განტოლებაა §=5 (I), რომლის 

მიხედვითაც „დროის ნებისმიერ მომენტში შეიძლება გამოვიანგარიშოთ 

გავლილი მანძილი. დროის 70 მომენტიდან 10+ #7 მომენტამდე გავლი– 
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ლი მანძილი ტოლია #§=85 (/0+ #%"I) –– 5 (/0)-ისა, ამიტომ დროის #1 

მონაკვეთში მოძრაობის საშუალო სიჩქარე გამოითვლება ფორმულით: 

/ა = 5(ჩ -L 40) –– 5 (ჩ) _ 8. 

#ML წწ. 

ეს ფორმულა მით უკეთესად ახასიათებს წერტილის სიჩქარეს ჯე მო– 

მენტში, რაც უფრო მცირეა #/, ამიტომ მიღებულია, რომ 

#59 
V (() = Iიე ––=ჯ( 

CV) ტC>0 # (9) 

წარმოადგენს წერტილის მყის სიჩქარეს დროის #ე მომენტში. 
ამრიგად, სიჩქარე დროის მოცემულ მომენტში არის მანძილის წარ–- 

მოებული დროით, დიფერენციალის განსაზღვრების თანახმად გვაქვს, 
ომ: 

ძ§ = §' (1) ძ! = V (Lე) MM. 

მაშასადამე, მანძილის დიფერენციალი არის მანძილი, რომელსაც გაივ– 

ლიდა წერტილი დროის #L მონაკვეთში, თუ ის იმოძრავებდა თანაბ– 

რად იმ სიჩქარით, რაც ჰქონდა მას დროის ჯე მომენტშე. 

2. ვთქვათ მოცეჭულია I სიგრძის არაერთგვაროვანი ძელი, დავუშვათ, 

რომ ძელი მოთავსებულია 0X ღერძზე ისე, რომ მისი ერთ-ერთი ბოლო 

ემთხვევა კოორდინატთა სათავეს. //=V71 (I) იყოს ფუნქცია, რომლის 

საშუალებითაც ძელის ნებისმიერი Xი წერტილისათვის გამოითვლება 

სათავიდან Xი წერტილამდე მოთავსებული ძელის ნაწილის მასა. განვი– 

ხილოთ ძელის რაიმე Xი და Xი-+ #X წერტილები. ამ წერტილებს შო– 

რის მოთავსებულ ძელის მონაკვეთს აქვს #X სიგრძე და #M01= I (X-+ 

–+ /სV)–“–- MI (X0) მასა. -- ფარდობას ეწოდება ძელის განხილული მო– 
X 

ნაკვეთის საშუალო სიმკვრივე. ძელის X#ი წერტილშე სიმკვრივე ეწო–- 

დება საშუალო სიმკვრივის ზღვარს, როცა #X მიისწრაფვის ნულისა- 

კენ და 0 (Xი)–ით აღინიშნება, ე. ი. 

Xე)= II 
ი( ა ტბX->-0ი #რX 

  = წ” (Xი). 

თუ 0 სიმკვრივე არ არის დამოკიდებული X-ზე ე. ი. მუდმივია, მა– 

შინ ძელს ეწოდება ერთგვაროვანი. 

დიფერენციალის განსაზღვრების თანახმად გვაქვს, რომ: 

ძი?! = VI (Xა-) 0X => 0 (Xი) /#ბX.



ამრიგად, მასის დიფერენციალი არის #X სიგრძისა და 0 (Xი) სიმ- 

კვრივის მქონე ერთგვაროვანი ძელის მასა, სადაც 0 (Xი) არის ძელის 

სიმკვრივე ჯა წერტილში. 

§ 6. ჯამის, ნამრავლის და ფარდობის წარმოეგული 

თეორემა 6.1. თუ V(X) და 9C(X) წარმოებადი ფუნქციებია 
წერტილში, მაშინ მათი ჯამიც წარმოებადია ამ წერტილში და 

(#(X) + 9(X) » = V (X) + წ” (X). 

დამტკიცება. 

(I(X + რX) + 9 (X + #X)) – 6 00)+9 (09). _ 
  (VC (X) + 9(X)) =ICთი 

  

#X–>0 #X 

=I (I (X + MX)“ –9(X)) + დ (X +469 –9 C0)) _ _ 

#X->0 #X 

/# -L #ხ 
  = I –.____ 

#X–>-0 /#Xჯ სტსX->0 ს” #X->0 /#IX 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შევნიშნოთ, რომ ეს თეორემა მართებულია შესაკრებთა ნებისმიე- 

რი სასრული რაოდენობისათვის. 

თეორემა 6.2. თუ M(X) და C(X) წარმოებადი ფუნქციებია X 

წერტილში, მაშინ მათი ნამრავლიც წარმოებადია ჯ წერტილში და 

(VI (X) შ (X) )” = M (X) 9 (X) -L დ” (%) VI (%). 

დამტკიცება. ფუნქციის ნახრდის განსაზღვრების თანახმად 

/"(X) = MM (X -L #X)–– VVC), 
საიდანაც 

V(X –+– MX) == M(X) –I #" (X). 

ანალოგიურად 

ში (X -L #MსX) = შ (X) -L #დ (X). 

ამიტომ, თუ გავითვალისწინებთ, რომ / (X) და 9 (X) არ არის დამო– 

კიდებული #X-ზე და « (X) და 0 (X) უწყვეტი ფუნქციებია X წერტილ– 
ში, მივიღებთ: 

თთ9()/ = სი. “> 4-499C 44% - 94009 C00 
#X–>0 #X 
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(I (X) – V"!! (X) ) (0 (X) -L #წ (X) ) –– V (X) წ (X) 
  

  

    

    

= IV 
ტX–>–0 #ტჯ 

= სოუ 40)000-+9 0) ტი (X)+#4 00) #49 00-+#ი 00) #შ 0)-–ი (%) 9 V%) _ 

#4X–>0 #X 

Iი იცეტი (0 (თ –+ IIი #(X) ტი (ი + Iთ #ტი (ი რ. (%) _ 

_ ტიპი #X ტX–>-0 აბ #ტX–90 

=0ხთთო “09 ე ით მი ლეკო ით სთ 59:09 = 
#ტX->+0 X ტX--0 #ტX ს)ტX--–ი #რ#X 

= შ (X) MI (X) -L LI (X) ს” (X) -L 0 -ს” (X) = M" (X) V(X) -L ' (X) I (X). 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ V(X) ფუნქცია წარმოებადია X წერტილში და C 
რაიმე მუდმივია, მამინ C· #CX) ფუნქცია წარმოებადია ამავე წერ– 
ტილში და 

(CV (X))/ = CV” (X), 
ე. ი. მუდმივი თანამამრავლი შეიძლება გავიტანოთ წარმოებულის ნიშ– 

ნის გარეთ. 

თეო რე მა 6.ქე. თუ V#V(X) და ?7(ე წარმოებადი ფუნქციებია ჯ 

  

  

წერტილში და მ (X)=>90, მაშინ «თ წარმოებადია ამავე წერტილში 

და 

(+ , _ M (X) ? (XV) –– ს” («1 V (X) 

შ (X) შ” (X) 

დამტკიცება. შევარჩიოთ ტჯ ნაზრდი ისე, რომ V (X+ #X)5-0, 

რაც შესაძლებელია იმის გამო, რომ 9 (X) ფუნქცია უწყვეტია X წერ– 

ტილში და > (X)=>-20 (იხ. თავი III, თეორემა 8.5-ის შედეგი). ამის შემ– 

დეგ მტკიცდება ჩავატაროთ თეორემა 3.2-ის ანალოგიურად. გვაქვს: 

  

  

  

  

VითV(CX + რX) ტბ.) _ 7864) II (X) -L #IICX) 861, 

( M თ )– მ(I - 5X1 69 _ შს(X) => ხ (X) -L #ს (X) “ოუ ს(X). _ 

შ (X) ტX–->0 #X 

II (X) წ (X) -L დ (X) "II (X) –– "I (X) 9 (X) –– წ (X) #9 (X) 

= III 4X = 
#X->0 შ (X) (C (X) + #ა (X) ) 

იფ 4C _ იორ 
  

== „ ი” რიX _ 

ტაი V(X)(0(X) + #MV(X)) 
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ა (X) 110) #6 0) __ I (X) I10 რით 
== ბ.-ა-0ი #X ტბX->-ი #X 

ხ (X) III) (CV (X) –> /სა (X)) 
ტX–>-0 

__ I (X) 0 (XV) –– ხ” (X) M (X) 

ა შ? (X) ' 
თეორემა დამტკიცებულია. 

  

§ 7. შექცეული ფუნქძციის წარმოებული. შექცეული 

ტრიგონომეტრიული ფუნქციების წარმოებულები 

ვთქვათ V=1 (>) ფუნქცია აკმაყოფილებს IV თავის თეორემა 4.1-ის 

პირობებს შექცეული ფუნქციის არსებობისა და უწყვეტობის შესახებ. 

დავუშვათ, რომ X=დ (V) მისი შექცეული ფუნქციაა. მართებულია 
შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 7.1 თუ Vყ=!(X) ფუნქცია წარმოებადია Xი წერ- 

ტილში და |” (X-)=0, მაშინ შექცეულ X=დ (ყ) ფუნქციას ყი=/ (XI) 
წერტილში აქვს წარმოებული და მართებულია ტოლობა: 

1 
დ” (ყი) = –––––––––., ყი ” CL) 

ანუ 

, 1 
Xყლ –-. (7.1) 

ყ» 
დამტკიცება. მივცეთ Vყ არგუმენტს ყი წერტილმი #V5+-0 ნა- 

ზრდი, მაშინ X=დ (/) ფუნქცია მიიღებს სათანადო #X ნახრდს, ამას–- 

თან შექცეული ფუნქციისს ზრდადობის (ან კლებადობის) ძალით 

#X560, ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ: 

  

/#X 1 52- -. (7.2) 
ტყ ტყ 

#X 

რადგანაც X=დ (ს) ფუნქცია უწყვეტია ყი წერტილში, ამიტომ #X-+0, 

როდესაც #ყ->-0, მაგრამ თუ #X->0 მაშინ = –>+I” (Xი)=0, ე. ი. 
Xჯ 

არსებობს (7.2) ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ზღვარი. გამომდინარე 

აქედან არსებობს ამ ტოლობის მარცხენა ნაწილის ზღვარი და 

  _ . 

თე ორემა დამტკიცებულია. 
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თეორემა 7.1-ს აქვს მარტივი გეომეტრიული შინაარსი. განვიხი– 

ლოთ ჯი წერტილის რაიმე მიდამოში ყ=I (X) ფუნქციის (ანუ შექცეუ– 

ლი X=დ (ყ) ფუნქციის) გრაფიკი. 

  

  

ტყ 

" – > « თ დ ულ <> => ლა. 

! 
”! 

( 

4 | 5 : +» >>– XL 

ჩ 
/ / 

| 
ნახ. 33 

ვთქვათ Xა-ის შესაბამისი წერტილი |გრაფიკზე არის #6 (ნახ. 33). 

როგორც ვიცით /” (Xი-)=LCთ, სადაც თ არის კუთხე გრაფიკის M#M წერ- 
ტილხე გავლებულ მხებსა და 0X ღერძს შორის, ხოლო |” (ყი)=LC=8, 

სადაც ჩ კუთხეა იმავე მხებსა და ღერძს შორის. 

ცხადია ჩ = -- –- თ, ამიტომ: 

1 1 1 1 
დ” ( ) = ( ჩ = = = = - · 

ა წლს 
2 

  

1. ვიპოვოთ V= მ-051ი X ფუნქციის წარმოებული. ეს ფუნქცია გან– 

საზღვრულია |-1,11) სეგმენტზე. ამ ფუნქციის შექცეული ფუნქციაა 

X=2310 V, –</<C2-. ვთქვათ XC) ––1; 11, მაშინ #6 - > §|L” 

ამიტომ 005 ყ > 0. (7.1) ფორმულის ძალით გვაქვს: 

  

ყ.= _1_ _ 1 _ 1 _ 1 

+ X, 005 ყ V 1 =–– 511? V/ V 1=Xჯ 

ამრიგად 

: 1 
(2LC 510 X)” = V3 --ჯ-  – 1<2X<:). 

–#X 
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2. ვიპოვოთ Vყ=8მIლ0005X» ფუნქციის წარმოებული. ეს ფუნქცია 

განსაზღვრულია |-–-–1,1) სეგმენტზე. ვთქვათ XC 1--1,1, მაშინ თუ 

გავითვალისწინებთ ტოლობას: 

მXC 510 X -L თIC 005 X = – ; 

მივიღებთ 

1 ჯ . ” 
(მ-C 005 X)/ = | –– – მI0501XსL ==–––- · 

2 V1–X! 

3. ვიპოვოთ ყ=8მICLწ X ფუნქციის წარმოებული. ეს ფუნქცია გან- 

საზღვრულია 1-%, % შუალედში მისი შექცეული ფუნქციაა 

X=(ყ, – <ყ< + .„ (7.1) ფორმულის ძალით გვაქვს: 

  

სა!I = 005? (I ==. (მLICLთ X)/ = 211 0 1. 05“ ყ 
”წ” (Lთყ” 1 + IC” ყ 1+X»ჯ 

4. ვიპოვოთ ყ=მILCLწ X, |-–-–ლ=<X<C9%| ფუნქციის წარმოებული. 

  

როგორც ვიცით მ2ILICILCX - მLCCLCთ X = = აქედან გვაქვს: 

(მLC CLC XV = (> – (CI » ) = ––:-> · 

§ 8. რთული ფუნქციის წარმოებული 

ვთქვათ, მოცემულია ფუნქცია ყ=/ (II), სადაც M#=დ (X). 

თეორემა 8.1. თუ Vხ=დ(ე) ფუნქცი. წარმოებადია რაიმე 

წერტილში, ხოლო V-ს სათანადო მნიშვნელობისათვის წარმოებადია 

#=I (V) ფუნქცია, მაშინ: 

ყ= M() =IუIდ(9) 

რთული ფუნქცია წარმოებადია X წერტილში და მართებულია ტო- 

”ლობა: 

I” (X) = I” (9) -დ” (X) (8.1) 

ანუ 

ყ» = ყა 'V». 
ე. ი, რთული ფუნქციის წარმოებული უდრის მოცემული ფუნ- 

ქციის წარმოებულს დამხმარე ცვლადით, გამრავლებულს დამხმარე 

ცვლადის წარმოებულზე დამოუკიდებელი ცვლადით. 
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დამტკიცება. V=Cდ(X) ფუნქციის არგუმენტს X წერტილში 

მივცეთ ნულისაგან განსხვავებული #X ნაზრდი. ამ ნაზრდს შეესაბა–- 

მება M##=Cდ (X+ #MX)––დ (X) ნაზრდი, ამასთან ეს /"M ნაზრდი შეიძლე- 

ბა ნულის ტოლი იყოს. 

”"/ ნაზრდს, თავის მხრივ შეესაბამება სყ=! (L+/"V)--I (V) ნაზრ- 

დი. რადგანაც Vყ=/ (V) ფუნქცია დიფერენცირებადია, ამიტომ: 

სყ = /' (I) რი -L თ (სტი) ·#ტV (8.2) 

სადაც თ (4ტ()->0, როცა #"-+>0. 

შევნიშნოთ, რომ როგორც იყი მითითებული § 2-ში (8.2) ტოლო–- 

ბას ადგილი აქვს მაშინაც, როცა #V(=0. 

გავყოთ (8.2) ტოლობის ორივე ნაწილი #ჯ-ზე, გვექნება: 

ტყ ტყ VV 
=% –-M/ იც). -–-“ + თ(ტ()· -–-–- , 
#X 'რ #X «(%) #X 

მაგრამ, როდესაც #X –>0, მაზინ /#V + 0, + დ” (X) და თ(#/!!) –> 0, 
ჯ 

ამიტომ უკანასკნელ ტოლობაში ზღვარზე გადასვლით, როცა #X->0 

მტკიცდება, რომ არსებობს მარცხენა ნაწილის ზღვარი და ადგილი 

აქვს (8.1) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

შევნიმნოთ, რომ რთული ფუნქციის ჯგაწარმოებეს წესი მართებუ– 

ლია მაშინაც, როდესაც ფუნქცია წარმოდგენილია არა ორი, არამედ 

რამოდენიმე, ფუნქციის კომპოზიციით. მაგალითად, თუ 

ყ=71(), #=დC), 9= §C(%, 
მაშინ 

ყ» = ყV ს-მ. 
განვიხილოთ რამოდენიმე მაგალითი რთული ფუნქციის წარმოებუ– 

ლის გამოთვლაზე. 

მაგალითი 1. გასოვთვალოთ Vყ=5ი?; ფუნქციის წარმოე- 

ბულე. 

ამოხსნა. მოცემული ფუნქცია წარმოადგენს ყ=V2? და #=51ი X 
ფუნქციების კომპოზიციას, ამიტომ რთული ფუნქციის გაწარმოების 

წესის გამოყენებით გვექნება: 

ყ” = (VI?) (510 X), = 2V C05 X == 2 510 XC05 X = 510 2X. 

შევნიშნოთ, რომ რთული ფუნქციის წარმოებულის მოძებნა შესაძ– 
ლებელია დამხმარე ცვლადების შემოღების გარეშე. 
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მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ყ = 2“ I(0% ფუნქციის წარმო- 

ებული. 
ამოხსნა. 

- ვ C. 

#' = 221018 5X)) 2 (8+LCLყ9მ 5X)” = ემ%C წ 5XIე2.ვ გ; Lყ? 5X· (8L2LC 5X)” = 

= 29% 187 5X 1) 2 ვვეცყზ5ჯ--- "(590 = 
1 + 25X? 

( 2 = 15 ჯე 2.22 16პ 5X მLIC 1C“ 5X 

1 + 25ჯ? 

გამოვთვალოთ ახლა ჰიპერბოლურ ფუნქციათა წარმოებულები. 

დხ) = (“-;“–) = -10“ _ ი, 
2 2 

უე. ი. (50 X)/7=C% X. 
ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ (C0ხ X)7=50 ». 

Lი X და C(ი X ფუნქციათა წარმოებულები „გამოითვლება §0 ჯ და 0ი # 
ფუნქციათა წარმოებულების გამოყენებით: 

, მ. ლ? იხ» -(->) – <> 501X_ _ 1 
  

ლი ჯ Cი02ჯX იხ? ჯ 

1 

§ი0:X 
შენიშვნა. იმ შემთხვევაში, როცა ფუნქცია მოცემულია რამო– 

„დენიმე ფორმულით, წარმოებულის გამოთვლა ზოგჯერ გვიხდება უშუ- 

ალოდ წარმოებულის განსახღვრების გამოყენებით, მაგალითად, ვი– 

  ანალოგიურად მივიღებთ, რომ (CL0X-” = –– 

1 
შვი, X=5+0, 

I (CX) = ” ჯ თუ 5- 

0, თუ X= 0 

ფუნქციის წარმოებული. 
როცა Xჯ=-0, მაშინ წარმოებული გამოითვლება ჩვეულებრივ გაწარ– 

მოების წესის გამოყენებით: 

, აეეასას“ = ( #25I01 -–– | =2X53)0--–- + X”C05-- I –– –-–– |) = 
I” (X) (» –) ჯ Xჩჯ ჯ? 

. 1 1 
= 2%ჯ51) –– – ლ05-––. 

ჯ ჯ 
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ამ გამოსახულებით მოცემული ფუნქციის წარმოებულს ჯ=0 წერ– 

ტილში ვერ გამოვითვლით. X=0 წერტილში მოცემული ფუნქციის 

წარმოებულის გამოსათვლელად უნდა გამოვიყენოთ წარმოებულის 

განსაზღვრება: : 

-– 1 
(0) – IC) (4#4X)? 510 %“ 0 

#X–->0 #ჯ #X–-0 #ტX 

= IIIთ /#X 51ი 1. 0. 
#ტX-–>0 #ტX 

ამრიგად 

2X ყი- ლ0§- როცა ჯ 3-0 , (X) = X ჯ , ცა - L) 

0, როცა = 0, 

როგორც აქედან ჩანს, /” (I) ყველგან განსახღვრულია, უწყვეტია რო– 

ცა X>%0; X=0 წერტილზე | (ა) განიცდის მეორე გვარის წყვეტას 

რადგან /” (X) = 2X 51ი 1. – ი0§-+ . ფუნქციას XC=0 წერტილში ზღვა- 
Xჯ ჯ 

რი არ გააჩნია. 

§ 9. უმარტივეს ელემენბარულ ფუნქციათა 

წარმოებულების ცხრილი 

  

  
  

  

  

  

    

(C” = 0. 9, (X-) = თ X--I, 
8. (თ) = ი0ჯ"I0ით. 4. (6) = 67. 

5. (10თ.აX) = · 6. (I1 X) = => ' 
XI ძ X 

7. (511 X)” = 005X. 8. (ლCლ05X) = –- 51. 

9. (LV X) = · 10. (CLთ ნ) =-–- – 1 , 
005? ჯX 5IIL” X 

1 1 
11, (2IC§5I0 XI =–=–=. 19. (2:CC0§ X) = – · 

( ) V1--Xჯ? ' | V1--ჯ" 

1 1 
13. (გICICX) =–-–––., 1+. (მCCLთ X)/=- 

_ 1 +X»ჯ წ» 1+X" 
15, (50X) =0ჩხX». 10. (C0X)” = 3ხX. 

1 1 
17. (LX) = · 18. (Cს0 X)/ = – 

' ლჩ? ჯ ( ) ეზ ჯ 
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§ 10. ლოგარითმული ფუნპციის წარმოებგული, 

ხსარისხოვანმაჩვენებლიანი ფუნკპციის წარმოებული 

გამოვთვალოთ Vყ=1ი IX) (X==0) ფუნქციის წარმოებული. რო- 

გორც ვიცით (IX = -“+ და. (00C-X))/ =-C-2. 
X 

= –1, ამდენად 
–X ჯჩჯ 

(0იI XI უ/=-1 . (10.1) 
Xჯ 

(10.1) ფორმულის გამოყენებით გამოვითვალოთ V=1Iი |! (X)) რთული 

ფუნქციის წარმოებული, სადაც /(X) წარმოებადი ფუნქციაა. გვაქვს. 

, I ი 
ყ' =00ი |/ (9) I) (ნე ' 

ამ წარმოებულს უწოდებენ /(ა)) ფუნქციის ლოგარითმულ წარ- 

მოებულს. 

ლოგარითმული წარმოებულის გამოყენებით გამოვთვალოთ ხარის- 

ხოვან-მაჩვენებლიანი Vყ = IV(X))!?. ფუნქციის წარმოებული, სადაც 

ს და ს წარმოებადი ფუნქციებია და V(X)>0. რადგანაც I ყ= 

= (X) 1ი « (X), ამიტომ (10.2) ფორმულის „გამოყენებით გვაქვს: 

(10.2) 

, 

  

%# = წ(ი1ით00)/ =V თითი +9Cთ) #თ%) 

ჟ #C) 
აქედან 

= MC) II5 IV თ მიხი+9დღ“ 9, (00.3) 
Xჯ 

მაგალითი. გამოვითვალოთ Vყ = ჯი X ფუნქციის წარმოებუ- 

ლი. (10.3) ფორმულის გამოყენებით გვაქვს: 

ყ' = გოწ(თაIი> + 9X) ·   

Xჯ 

შევნიშნოთ, რომ ყ = (I(X))? ფუნქციის წარმოებული შეიძ- 

ლება გამოვითვალოთ აგრეთვე სხვა გზით. ამისათვის” ყ = IC“(CX) )სI(7 

ფუნქცია წარმოვადგინოთ ასეთი სახით V/ = 6" (2 II «(ი? და გამოვთვა- 

ლოთ ჯV”: 

ყ = (CC (X)1ი ყ (X)” = 69 (X) 1» #.(X) ·C (X) 190 V (63) ბ” = 

, თ (X) | _ –VI? ი0)ით00 + ს 2 | 

== IV (X) 19 IV (X) 10 V(X) -- 9 (X) “> 3. 
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§ 11. პირველი რიგბის დიფერენციალის ფორმის ინვარიანტობა 

დამოუკიდებელი ცვლადის გარდაქმნის მიმართ 

როგორც ვიცით, თუ ყ=| (X) ფუნქცია დიფერენცირებადია, მაშინ 

მისი დიფერენციალი გამოითვლება ფორმულით 

ძყ = /' (X) ძX. (11.1) 

მას უწოდებენ აგრეთვე I ფუნქციის პირველი რიგის დიფერენციალს. 

(11.1) ფორმულის გამოყვანისას ნაგულისხმევი იყო, რომ X დამოუკი- 

დებელი ცვლადია. ახლა, ვთქვათ, X თვითონ ( ცვლადის წარმოებადი 

ფუნქციაა X=0C (I), მაშინ ყ წარმოადგენს 1 ცვლადის V=/ (დ (I)) 

რთულ ფენქციას. რადგანაც ( დამოუკიდებელი ცვლადია, ამიტომ 

ძყ = (I (დ () ) ) ძ!, ძX = დ” (1) ძI. 01.2 

რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის გამოყენებით 

V(0CC))), = I (90 ·X. 

ამ ტოლობის გათვალისწინებით (11.2) ფორმულების პირველი ტოლო- 

ბა მიიღებს სახეს 

ძყ = IX, ·0( = | (X) დ' (1) ძჯ = |” (X) ძX. (11.3) 

ეს კი გარეგნულად იგივე (11.1) ფორმულაა, რაც პირველი რიგის დი–- 

ფერენციალისათვის გვქონდა მაშინ, როცა X დამოუკიდებელი ცვლადი 

იყო, ე. ი. ფუნქციის პირველი რიგის დიფერენციალის ფორმა უცვლე– 

ლი რჩება. · 
ამ თვისებას ეწოდება ფუნქციის პირველი რიგის დიფერენციალის 

ფორმის ინვარიანტობა. 

შევნიშნოთ, რომ (11.1) და (11.3) ფორმულებში ძX სხვადასხვაა. 

პირველში ძX იგივეა, რაც #»X, მეორეში კი ძX=დ” (I)ძ0I, ე. ი. 

ძX აჭ წარმოადგენს დამოუკიდებელი 1 ცვლადის ფუნქციას. 

(11.1) და (11.3) ფორმულებიდან გვაქვს 

I (X) = -49V , (11.4) 
ძX 

ე. ი. დიფერენცირებადე #=/I (I) ფუნქციის წარმოებული უდრის ამ 
ფუნქციის ძყ დიფერენციალის შეფარდებას მისი არგუმენტის ძX დი–- 

ფერენციალთან, «იმ შემთხვევაშიც როცა X დამოუკიდებელი ცვლადია 

და იმ შემთხვევაშიც, როცა X რაიმე სხვა დამოუკიდებელი ცვლადის 
დიფერენცირებადი ფუნქციაა, ამიტომ წარმოებულის (11.4) უნივერ- 
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სალური (ფორმის უცვლელობის თვალსაზრისეთ) წარმოდგენა საშუა- 

ძ 
ლებას გვაძლევს ფარდობა 3 გამოვიყენოთ ყ=/ (X) ფუნქციის Xჯ 

X 

არგუმენტით წარმოებულის აღსანიშნავად. ამდენად ყ=I (X) ფუნქცი- 

ის წარმოებულს ხშირად აღ§5-შნავენ -9M., -9L ან 90 სიმბო- 
მს ძჯ ძX 

ლოებით. 

§ 195. მაღალი რიგის წარმოეგული 

ვთქვათ, ყ=/! (+) ფუნქცია წარმოებადია |თ, ხ( ინტერვალში, მა- 

შინ ყ”=I” (X) წარმოებული არის Xჯ ცვლადის ფუნქცია, რომლის გან– 

საზღვრის არეა 1Iთ, ნ| ინტერვალი. თუ /” (XX) ფუნქციას აქვს წარმოე- 

ბული, მაშინ მას ეწოდება I (X) ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული 

და აღინიშნება Vყ” ან |!” (+) სიმბოლოთი. 

ანალოგიურად, |” (ჯ) წარმოებულის წარმოებულს, თუ იგი. არსე–- 

ბობს, ეწოდება I (X) ფუნქციის მესამე რიგის წარმოებული და აღინიშ- 

ნება ყ”” ან |”/ (X) სიმბოლოთი. 

საზოგადოდ, ყ=/ (+) ფუნქციის M#-ური რიგის წარმოებული ეწო- 

დება ამ ფუნქციის (M--1) რიგის წარმოებულის წარმოებულს და აღი- 

ნიშნება ყი ან /(/ (;) სიმბოლოთი. 
ამრიგად, თუ / (X) ფუნქციას X წერტილში აქვს წარმოებულები 

M-ურ რიგამდე ჩათვლით, მაშინ 

|) (X) == (II5–1) (X) )”, 

I) (X) = IIი (8-1) (X+4%X) –– 
(8-1) 0“ 

/#X–>--0 
ტX 

. 

განვიხილოთ მაგალითები ფუნქციის M-ურია რიგის წარმოებულის 

გამოთვლაზე. 

მაგალითი 1. ვთქვა» Vყ=01, მაშინ: 

ყ” = (05” = თ"Iიძ, ყ” = (თ5” = თ-Iი?ი, ... , ყ') = (05) = თწIი"ძ. 

კერძოდ (6")!) = 0”, 

მაგალითი 2. ვთქვ:» /ყ=X“, მაში: 

ა . ”ჩC“რ“სს--ეა.უ__-__. 
=Cთ(თ–– 1)(CC–– / + 1) XC“. 
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თუ თ = # ნატურალურია, მაშინ ცხადია (X?),) = #6) და (XM5)(5) = 0, 

თუ 71? >. 

მაგალითი 3. ვთქვათ ყ=51ი0 X, მაშინ: 

ყ''=--005 X=5)0 ( X+3 => კ ყ(52 = (510 X)(72=351)ი ( »+ი->) · 

ანალოგიურად მიიღება: 

დ . . 2 , . . 
ყ” = (5109 X)/=005 X = 51 (+ + >) "=–--510 X = 510 ( X+2-· 

2
»
 

(C05 X)!') = 00§ / XX) , 
ს 2 

ცხადია, რომ ჯამის გაწარმოების წესი უცვლელად გადაიტანება 

ნებისმიერი რიგის წარმოებულებზე, ხოლო რაც შეეხება ორი ფუნქ- 

ციის ნამრავლის წარმოებულს, მის შესახებ მართებულია შემდეგი 

თეორემა, რომელსაც დაუმტკიცებლად მოვიყვანთ.- 

თეორემა 12.1 (ლეიბნიცი") თუ V და წხ ფუნქციებს რაიმე 

წერტილში აქეს M-ური რეგის წარმოებულები, მაშინ ამ წერტილში 

სV ნამრავლსაც გააჩნია იმავე რიგის წარმოებული და მართებულია 

ტოლობა: 

M(1-––-1) 
(I(0)(5) ==-V/(M) უ -L #1 ც(5– 0 ე -+L 21 (8-9) ც” -L .+ -L 

11 -–-– 1101--2)--·1-––-–ჩ -L1) 

ჩ–I 

განვიხილოთ მაგალითი. გამოვთვალოთ Vყ=X 511 ჯ ფუნქციის მეა- 

სე რიგის წარმოებული. ლეიბნიცის ფორმულის ძალით: 

  
+ (ყ(5–M) ე(M) -L ,.. –L (| ყე). 

(X 519 X)(199) =– ჯ (§I0 X)(100) -L 100 1. (510. X)(997==ჯ მი(++100. +) + 

+ 10050 (++%. 2) = ჯ 50 X–“– 10000§+#. 

§ 13. რთული ფუნქციისა და ფექცეული ფუნქციის 

მაღალი რიგის წარმოებულები 

თეორემა 13.1. თუ M=დ (ჯX) ფუნქციას აქვს მეორე რიგის წაო– 
მოებული რაიმე X წერტილში, ხოლო (-ს სათანადო მნიშვნელობისა– 

თვის V=/ (V)-ს –– მეორე რიგის წარმოებული, მაშინ ყ=|/ (დ (X) | 

« ლეიბნიცი (1646--1716) –– გერმანელი მათემატიკოსი. 
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რთულ ფუნქციას X წერტილში გააჩნია მეორე რიგეს წარმოებული და 
მართებულია ტოლობა: 

ყ+M = ყანM, + ყია. 

დამტკიცება. რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის ძალით 

გვაქვს: : 
ყ» = ყა M-. 

ამ ტოლობის ჯ-ით გაწარმოებით ვღებულობთ: 

ყ» = (ყა-V,); = (ყ.)» (> + ყა:V- = ყა. + ყა. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად გამოითვლება რთული ფუნქციის უფრო მაღალი 

რიგის წარმოებულები. 
ახლა, ვთქვათ, ყ=I (X) ფუნქცია აკმაყოფილებს IV თავის თეოოე–- 

მა 4. 1–ის პირობებს. მართებულია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 13.2. თუ ყ=/(X) ფუნქციას X=Xჯია წერტილში გააჩ–- 

ნია წარმოებულები |” (Xი), |” (Xი) და I” (X0)550, 3აშინ შექცეულ 
X=დ (ყ) ფუნქციას ყი=/ (Xი) წერტილში აქვს მეორე რიგის წარმოე–- 

ბული და მართებულია ტოლობა 

  

X.=-– -M- · 
ყ 

დამტკიცება. თეორემა 7.1-ის ძალით გვაქვს: 

== 
” V 

ამ ტოლობის ყ-ით გაწარმოებით ვღებულობთ: 

” /,ა 1 / 1 , , ყ. 1 ყ. 5- თ (1) (1) --45.4+--#. 
„ ყ ყ ყჯ /X / IM ყ» ყ; 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ანალოგიურად გამოითვლება შექცეული ფუნქციის უფრო მაღალი 

რიგის წარმოებულები. 

    
  

§ 14. პარაპმეტრულად და არაცხადი სახით მოცემული 

ფუნქციის გაწარმოება 

1. ვთქვათ ფუნქცია მოცემულია პარამეტრული სახით ფორმულე- 

ბით X=დ (I), ყ=(6 (I) (იხ. 1II თავი, § 1). 
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გამოვიყვანოთ პარამეტრულად მოცემული ფუნქციის წარმოებუ–- 

ლის გამოსათვლელი ფორმულა. 

თუ X=დ(I) და ყ=ყV(!I) ფუნქციები წარმოებადია 1=/ი წერტილ– 
ში და დ” (/ი0)5-0, მაშინ პარიმეტრულად მოცემული V=ჯდ LC“! (X) 1 

ფუნქცია წარმოებადია X0ი=დ (/(ის) წერტილში და მართებულია ტო- 

ლობა 

#6) _ “რა 
XV) დ”() 

მართლაც, ფუნქციის პირველი რიგის დიფერენციალის ფორმის 

ინვარიანტობის ძალით გვაქვს: 

ყ.= 4, მაგრამ ძყ = დ” 0) /, ძ»=დ” (0) ძ/, ამიტომ ყ;=5- 1“) 

ყი (Xი) = (14.1) 

  

დ! (ჩ) · 
მეორე ი წამმთამელიბთვის ას 

„ ყ, თ, _ 

# – (+ 3 ძ ულ: X, ) +- ძX 

– X 9 – ყ,X, . (14.2) 

(X) 
ანალოგიურად მიიღება ყ-ის ნებისმიერი რიგის წარმოებული 

X–-–ით. 

გამოვითვალოთ პირველი და მეორე რიგის წარმოებულები პარა- 

მეტრულად მოცემული 
(X=ძ(0–990ი7, 

I/=თ(1--C00, –თ<1<+თ 
ფუნქციის. 

წირს, რომელიც წარმოადგენს ამ ფუნქციის გრაფიკს, ციკლოიდა 

ეწოდება. ეს წირი წარმოადგენს 0-რადიუსიანი წრეწირის რაიმე წერ–- 

ტილის ტრაექტორიას, თუ ეს წრეწირი უსრიალოდ გორავს წრფეზე, 

(, პარამეტრი არის ამ წრეწირის რადიუსის მობრუნების კუთხე). 

(14.1) და (14.2) ფორმულების გამოყენებით, მივიღებთ: 

  

    

”თე = ძეIი! =ლ(დ/-C 

წ ძ(1 ––ლ051) 2” 

, 0(1 ––ლ0051):თ0051–– 285)ი1-851ი1 
X) = = 

# თი იჰ38(1 –– 0051)1 

_ 2თ0051-–0 ___ 1 _ __ 1 
09 (1 –– C051)? ძთ(1 ––C05 4” 4ც§ებიო-თ 
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2. თუ წარმოებადი ყ=/ (X) ფუნქცია მოცემულია არაცხადი სახით 

განტოლებით # (XV, ყ) =0 (იხ. III თავი, § 1), მაშინ “+ = /”(X) წარ- 
X 

მოებულის მოსაძებნად უნდა გავაწარმოოთ ჯ-ით იგივეობა ”# (X,) (X) )= 

=0, როგორც რთული ფუნქცია. საკითხი არაცხადი ფუნქციის არსე- 

ბობისა და გადიფერენციალების შესახებ დაწვრილებით განხილული 

იქნება მრავალი ცვლადის ფუნქციის დიფერენციალურ აღრიცხვაში. 

მაგალითი. ვიპოვოთ 5)ი ყ–-XX2ყ=0 ტოლობით განსაზღვრე- 

ლი არაცხადი ყ ფუნქციის წარმოებული. 

ამ ტოლობაში იგულისხმება, რომ ყ წარმოადგენს X-ის ფუნქციას 

და მაშასადამე გვაქვს იგივეობა: 

51ი ყ ––- X? ყ == 0. 

ამ იგივეობის გაწარმოება რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის გა- 

მოყენებით გვაძლევს: 

ძყ ძყ 
005 ყ- –-–- –- 2X კი-– =0 

წ. ი 7 ძX 
აქედან 

99. (005 ყ –– X2) = 2Xყ, 
ძX 

საიდანაც 

მყ. _ 2 _ 
ძX 005 ყ –- 2... 

აქ იგულისხმება, რომ 005 ყ--X2=560 და, ამას გარდა X და ყ აკმაყო- 

ფილებს მოცემულ განტოლებას. 

§ 16. მაღალი რიგბის დიფერენციალი და მათი კავშირი 

წარმოებულებთან. მაღალი რიბის დიფერენციალის 

ფორმის არაინვარიანტობა 

ვთქვათ ყ=I/ (X) ფუნქციას რაემე 1თ, ხI| ·ძინტერვალში აქვს ყველა 

რიგის სასრული წარმოებული # რიგამდე ჩათვლით. მაშინ როგორც 

ვიცით, მისი დიფერენციალი 

ძყ = |” (X) ძX. 

აქ ძX დამოუკიდებელი X ცვლადის #ტX ნაზრდია, ის არ არის დამოკი- 

დებული Xჯ-ზე, ამიტომ 

(9X); = 0. (15.1) 

150



ყ=I(X) ფუნქციის მეორე რიგის დიფერენციალი, რომელიც აღი–- 

ნიშნება ძ?ყ სიმბოლოთი, ეწოდება პირველი რიგის დიფერენციალის 

დიფერენციალს, ე. ი. განსაზღვრებით: 

ძ"ყ = ძ (ძყ). 

(15.1) ტოლობისა და ნამრავლის წარმოებულის გამოსათვლელი ფორ- 

მულის გამოყენებით გვაქვს: 

ძ?ყ = ძ(9ყ) = ძ LI" (X) ძX) = LI (X) ძX)'ძX = 

= (II (X) ძX + (9X)' ·) (X) | ძX = 1” (%) ძX?, (15.2) 

სადაც თX2-ით აღნიშნულია (ძX)?. 

საზოგადოდ, განსაზღვრებით /#L-ური რიგის დიფერენციალი ეწოდება 

MI-1 რიგის დიფერენციალის დიფერენციალს და აღინიშნება ძჩVყ სიმ- 

ბოლოთი, ადვილია ჩვენება, რომ 

ძ"ყ = ძ(ძე-! ყ) = (5) (X) ძX", (15.3) 

სადაც #0. = (ძX). მართლაც (15.3) ტოლობა მართებულია #=1-სა- 

თვის. თუ დავუშვებთ, რომ ის მართებულია #M-–-1-სათვის, მაშინ: 

ძეყ = ძ (ქელ! ” = ძ (I(M-1) (X) ძა!) = 

= (8-1) (ჯ) ძX%– 1)! ძX = IV) (#) ძX". 

(15.3) ტოლობიდან გვაქვს 

MM) ცე = -4“9. , (15.4) 
ძჯ" 

ე. ი. ფუნქციის #-ური რიგის წარმოებული დამოუკიდებელი (ვლა- 

დით უდრის ამავე ფუნქციის #-ური რიგის დიფერენციალს, გაყო- 

ფილს არგუმენტის დიფერენციალის #-ურ ხარისხზე. 
ახლა ვაჩვენოთ, რომ (15.4) ფორმულა საზოგადოდ არ არის მარ- 

თებული, თუ ჯ ცვლადი არის რაიმე ( დამოუკიდებელი („ცვლადის 

ფუნქცია (X=დ(I))). მართლაც, თუ ყ-ს განვიხილავთ, როგორც 1 

ცვლადის ფუნქციას და გავითვალისწინებთ პირველი რიგის დიფერენ– 

ციალის ფორმის ინვარიანტობას, გვექნება: 

ძ"ყ = ძ (9ყ) = ძ LI" (X) ·ძ») = ძX·ძ LI (X) ) + / 00 ძ(9»X) = 

= |” (X) ძX? + )' (X) ძ"X, (15.5). 

სადაც ძ2X=დ” (() თI?, 
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(15.2) და (15.5) ტოლობების შედარებიდან გამომდინარეობს, რომ 

მეორე რიგის დიფერენციალისათვის ფორმა შენარჩუნებული არ არის, 
(15.59ე)1 ტოლობაში |” (ი) ძX2-ს ემატება |” (X) ძზძX, რომელიც საზოგა- 
დოდ ნულის ტოლი არ არის, ამიტომ ისინი არსებითად სხვადასხვაა. 

ამრიგად, მეორე რიგის დიფერენციალისათვის ფორმის «ინვარიან- 

ტობას ადგილი არ აქვს, ე. ი. (15.4) ტოლობას საზოგადოდ ადგილი 

არა აქვს როცა ჩ=2-ს. 

დიფერენციალის ფორმის ინვარიანტობის თვისებას მით უფრო 

არა აქვს ადგილი უფრო მაღალი რიგის დიფერენციალებისათვის. 

თუ (15.5) ტოლობის ორივე ნაწილს გავყოფთ «I/2-ზე, მივიღებთ 

რთული ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებულის გამოსათვლელ ფორ- 

მულას: 
” 

ყე: = ყლ XI + Vყ: Xი . 
ეს ფორმულა მიღებული იყო § 13-ში სხვა „გზით. 

§ 16. დიფერენციალური აღრიცხვის ძირითადი თეორემები 

თეორემა 16.1 (ფერმა). თუ Xი წერტილის რაიმე მიდამოში 

განსახღვრული | ფუნქცია წარმოებადია Xა- წერტილში და ამ წერ– 

ტილმი ღებულობს უდიდეს ან უმცირეს მნიშვნელობას, მაშინ 

L” (Vი)=0. 
დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

|! ფუნქციას Xი წერტილში აქვს უდიდესი მნიშვნელობა, მაშინ საკმა– 

რისად მცირე / რიცხვისათვის ადგილი ექნება უტოლობას: 

/ (X + M) –– ”(Xი) <0. 

აქედან 
2%+-M- /%) 0, როცა ჩ>0, (16.1) 

_I%+#M-/7CV) 0, როცა #<90. (16.2) „ 

თეორემის პირობით ჯე წერტილში არსებობს ფუნქციის წარმოებუ- 

ლი, ამიტომ (16.1) და (16.2) უტოლობებიდან გვაქვს: 

  

I (XI) = სთ ი «90, (16.3) 
–>0 

I (XI =, II ”%% + რ-ი > 90. (16.4) 
–>0– 

ეეეეეე',·:·.ღღ__ 

« პ, ფერმა (1601––1665) –– ფრანგი მათემატიკოსი. 
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(16.3) და (16.4) დამოკიდებულებიდან ვღებულობთ (” (Xი)=0. თეო–- 

რემა დამტკიცებულია. 

ფერმას თეორემის გეომეტრიული შინაარსია: თუ / ფუნქცია Xი 

წერტილში ღებულობს უდი- 
დეს ან უმცირეს მნიშვნელო- 

ბას, მაშინ ამ ფუნქციის გრა- 

ფიკის (Xი, / (Xი)) წერტილზე 
გავლებული მხები 0 ღერძის 

პარალელურია (ნახ. 34). 
თეორემა 1 6.2 (რო- 

ლი). თუ (XC, ხ) სეგმენტზე 
უწყვეტი / ფუნქცია წარმოე- ნახ, 34 
ბადია 10, ხ( ინტერვალში და, 

ამასთანავე / (ძი) = (0), მაშინ ამ ინტერვალში არსებობს ერთი მაინც 
ისეთი C წერტილი, რომ /”(C) = 0. 

დამტკიცება. ვინაიდან (| უწყვეტია (ძი, ნ) სეგმენტზე, ამი- 

ტომ ის ამ სეგმენტზე მიიღებს უმცირეს და უდიდეს მნიშვნელობებს. 

ვთქვათ I=V)1ი წ” (X) და M=01მX I (X), მაშინ 

MI <- I(X) <. M, VXCIV0, ხ1. 
თუ M=M, მაშინ | მუდმივია |0, ხს სეგმენტზე და ამიტომ 

V X CI თ, ხL-დან გვექნება. /7 (X)=0. ამ შემთხვევაში C წერტილად 

შეიძლება ავიღოთ 10, ხ| ინტერვალის ნებისმიერი წერტილი. 

თუ MI2-M, მაშინ წ(ძთ)= 
ყ =I(Cხ) პირობის ძალით / ფუნ- 

: ქცია II და /M მნიშვნელობე- 
| ბიდან ერთ-ერთს მაინც მიიღებს 

: უუ (ი, ხL ინტერვალის რაიმე C 
წერტილში ამ შემთხვევაში 

ფერსეის თეორემის ძალით 
ILთ=0. თეორემა დამტკიცე- 

ბულია, 

ნახ. 35 როლის თეორემის გეომეტ- 
რიული შინაარსია: თუ ( ფუნ- 

ქციის გრაფიკს ყოველ (X, /(X)), 
ი<X<ხ წერტილში აქვს მხები და / (ი)=/(ხ), მაშინ ამ გრაფიკზე არსე- 

ბობს ერთი მაინც წერტილი, რომელზედაც გავლებული მხები აბსცისთა 

ღერძის პარალელურია (ნახ, 35). 

  

! 
, 
I 
I 

ძ 

ნ
 -

 

”) 

“ მ, როლი (1652––1719) –– ფრანგი მათემატიკოსი. 
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თეორემა 16.3. (კოში). თუ ICთ, ხ) სეგმენტზე უწყვეტი ჯ და « 
ფუნქციები წარმოებადია 1ძ, ხ| ინტერვალში და ამ ინტერვალის ყო–- 

ველ წერტილში ყ§” (X)=0, მაშინ |ძი, ხI ინტერვალში არსებობს ერთი 

მაინც ისეთი C წერტილი, რომ ადგილი ექნება ტოლობას: 

, 
0)“ –!,(თ = ,'(0 . (16.5) 

წ (60) წთ §'(თ) 

დამტკიცება. შევნიმნოთ, რომ #§ (0)=6ყ (ხ). მართლაც, თუ 

§ (ძი)=ყ (ხ), მაშინ როლის თეორემის ძალით |თ, ხნ) ინტერვალზე 

იარსებებს ერთი მაინც ისეთი C წერტილი, რომ V” (C) =0. ეს კი თეო–- 
რემის პირობას ეწინააღმდეგება. ამდენად «§ (ძთ)5+-დ (ს). განვიხილოთ 

დამხმარე # ფუნქცია: 

IC) ––!(0) 
8 (0 -–– წ (თ, 

ცხადია, ” უწყვეტია (0, ნ) სეგმენტზე, წარმოებადია |Iძ, ხI ინ- 

ტერვალში და # (ი)=# (ხ)=0. ამრიგად, ” ფუნქცია აკმაყოფილებს 

როლის თეორემის ყველა პირობას, ამეტომ |თძ, ხ| ინტერვალში არსე– 

ბობს ერთი მაინც ისეთი C წერტილი, რომ 

LC)=1)00 –I!I(ფ0 -– -(9V (2) –– –«(თ). 

(9 = 0. (16.6) 
მაგრამ 

, , 160 –!(თ ”ცე=წთ- თ !2ი ა: ილ თ სფ -წფ““ 
ამეტომ (16.6) ტოლობის ძალით: 

, I0  –-Iთ .,,.. (ფ---.“ 19 იც3-50, 
იი ფანი“ 

აქედან 
I(დ–!Iთ _ „ი. 

უი: > 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 16.4. (ლაგრანჟი" თეორემა სასრული ნაზრდის შე– 

სახებ). თუ L0თ, 61 სეგმენტზე უწყვეტი | ფუნქცია წარმოებადია 1თ, ხI 

ინტერვალში, მაშინ ამ ინტერვალში არსებობს ერთი მაინც ისეთი C 

წერტილი, რომ: 

ჯ(0) ––7(0=(ნ–თ· /I(0. (16.7) 

  

7“ ჟ, ა, ლაგრანჟეი (1736-1813) –– ფრანგი მათემატიკოსი. 
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დამტკიცება. ლაგრანჟის თეორემა მიიღება კოშის თეორემი–- 

დან, როგორც მისი კერძო შემთხვევა. მართლაც, ვთქვათ § (X)=X, მა– 

შინ C” (X)=1, C (ით)=0ძ, §« (ხ)=ხ, ამიტომ (16.5) ტოლობა ასე გადაი- 

წერება: ' 

10–1(თ _ L% . (16.8) 
ხ–ი 

აქედან 

I(00--Iთლ=(–-თ/(. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა 1. (16.7) ფორმულა I ფუნქციის / (ხ)––I (თ) ნაზრდს 

აკავშირებს არგუმენტის ხ--გ 'ნახრდთან, ამიტომ ლაგრანჟის (16.7) 

ფორმულას სასრული ნაზრდის ფორმულასაც უწოდებენ. 

შენიშვნა 2. როლის თეორემა არის ლაგრანჟის თეორემის კერ–- 

ძო შემთხვევა, როცა / (0) =| (ხ). 

ვინაიდან (16.7) ფორმულაში თ<6<ხ, ამიტომ თუ შემოვიღებთ 

აღნიშვნას: 

C--თ 
  =0, 
ხ–-.თძ 

ბვექნება 0=<8<1 და C=0+6 (ხ-––თ). 

ამიტომ (16.7) ფორმულა ასე ჩაიწერება: 

IC) –– (01 = დ––ი)/ (ი + 8(6-–ი)). (16.9) 

კერძოდ, თუ ხ=0+V/!, გვექნება: 

I0+ს–/!თფ=ჩI(2+ 9), 09<0<-1. 

სასრული ნაზრდის ფორმულის ასეთი სახით ჩაწერას ხშირად სასარ- 

გებლო გამოყენება აქვს. | 

ლაგრანჟის თეორემის გეომეტრიული შინაარსია: ვთქვათ V=/ (X) 

წირის ბოლოებია /# (ძ, / (0)) და #88 (ხ, / (ხ)), მაშინ (16.80) ტოლობის 

მარცხენა ნაწილი წარმოადგენს 48 ქორდის კუთხურ კოეფიციენტს, 
ხოლო მარჯვენა ნაწილი |” (C) არის ყ=/ (X) წირის (C, | (0)) წერტილ– 

ზე გავლებული მხების კუთხური კოეფიციენტი. ამრიგად, როცა შეს- 

რულებულია ლაგრანჟის თეორემის პირობები, მაშინ ყ=I! (X) წირზე 

4 და 8 წერტილებს შორის არსებობს ერთი მაინც ისეთი M წერტი- 

155



ლი, რომელხედაც გავლებული მხები #8 ქორდის პარალელურია 
(ნახ. 36). 

  

  

ა
5
L
-
-
-
-
-
 

V 

ნახ. 36 

შედეგი 1, თუ / ფუნქცია წარმოებადია |0ი, ხ, ინტერვალში 

და 1” (X1=0 ამ ინტერვალის ყოველ წერტილში, მაშინ | ფუნქცია 

მუდმივია |0თ, ხI-ზე. 

დამტკიცება. ვთქვათ ჯა რაიმე ფიქსირებული, ხოლო X ნე– 
ბისმიერი წერტილია |თ, ხL-ში, მაშინ (16.7) ფორმულიდან გვაქვს: 

ჯ(X) = წ(%)) = 0005ს. 

ამ შედეგიდან გამომდინარეობს, რომ თუ 1თ, ხ| ინტერვალის ყო– 
ველ წერტილში /” (X) = დ” (X), მაშინ ეს ფუნქციები მხოლოდ მუდმივი 

შესაკრებით განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან, ე. ი. 7 (X) = წ (X) +0C0ი5ს. 

შედეგი 2. ვთქვათ ( ფუნქცია წარმოებადია 10, ხL ინტერვალ- 

ში, მაშინ ყოველი წერტილი Xი C |თ, ნხI-დან არის |” (X)-ის ან უწყვე–- 

ტობის წერტილი ან მეორე გვარის წყვეტის წერტილი. სხვანაირად, 

რომ ვთქვათ |” (X) წარმოებულს არ შეიძლება ქონდეს პირველი გვა– 

რის წყვეტის წერტილი. 
და მტკიცება. ვთქვათ არსებობს ზღვარი III) I (X),(X-C1თ,ხწ, 

X–>Xი-L 

მაშინ არსებობს აგრეთვე ზღვარი 1Iთ /' IXე -L 0 (X–– Xე) 1= IIIი /” (X) 
X->Xა- X->Xი-L 

(რადგანაც X0+ 6 (X--X0)->Xი და 0<6 <1). (16.9) ფორმულის ძალით: 

I I (ი =. 1IIთ. / IXი + 0 (X-–- X6)) =. 1Iი _10%) ––1C 

ჯ X->X--+- –-X-+ X->-X0C+ X–“X 
= I(Xი), 
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ე. ი. |” (I) უწყვეტია Xი წერტილზე მარჯვნიდან. ანალოგიურად ვაჩვე– 

ნებთ, რომ თუ არსებობს ზღვარი III) |” (X), მამინ 11I1 / (X)=/” (Xი), 

X->Xე--- X->Xე-- 
ე. ი. 7 (X) უწყვეტია Xი წერტილზე მარცხნიდან. ამრიგად, თუ არსე– 

ბობს ზღვრები III | (9) და II9ი |” (X), მაშინ |” (X) უწყვეტია. თუ 

X–--X--L X->X-– 

კი ამ ზღვრებიდან ერთი მაენც არ არსებობს, მაშინ ჯე არის /” (X)-ის 

მეორე გვარის წყვეტის წერტილი. 
მენიშვნა 1. როგორც ზემოთ ვნახეთ (იხ. § 8-ის შენიშვნა) 

1 მლ) 1. ჯIთ = X“ 510 > თუ X53“+0, 

0, თუ Xჯ=0, 

ფუნქცია წარმოებადია ყველგან და X=0 არის /” (X)-ის მეორე გვარის 

წყვეტის წერტილი. 
შენიშვნა 2. IV–V თავში დამტკიცებული იყო კომშის თეორემა 

3.4 უწყვეტი ფუნქციის შუალედური მნიშვნელობის შესახებ. ეს თვი- 

სება საზოგადოდ წყვეტილ ფუნქციას არ გააჩნია. მაგრამ, როგორც 

დარბუს#“ მიერ იყო ნაჩვენები, ფუნქციის გაწარმოებით მიღებული 

ფუნქცია ღებულობს ყველა შუალედურ მაიშვნელობას, მიუხედავად 

იმისა, განიცდის თუ არა იგი წყვეტას. 

შედეგი 3. ვთქვათ თდ(X) და #C(X) ფუნქციები წარმოებადია, 
როცა X>VX- და აკმაყოფილებენ პირობებს დ (Xი) = დ (Xი), დ” (X)> 

>V“” (X), როცა X>Xი, მაშინ დ (X)>(ყ (X), როცა X> Xი. 

განვიხილოთ ფუნქცია / (X)=დ (X)--წ (X), ცხადია, რომ / (Xი)=0' 
და I” (-)>0, როცა X>Xი. ლაგრანჟის თეორემის ძალით გვაქვს: 

(00 =I(0(X-–– ჯე), X->X-ა. (10.10). 

რადგან 6>Xი, ამიტომ 10.10-დან გვაქვს /წ”(X)>0 ანუ დ (X)>§ (ი. 

მოვიყვანოთ “რამდენიმე მაგალითი ლაგრანჟის თეორემის გამოყენე– 

ბაზე. 
მაგალითი 1. დავამტკიცოთ, რომ 

191 (1 + Xჯ<». როცა Xჯ>>0. (16.11 

განვიხილოთ / (X)=1ი (1+X) ფუნქცია (0, X) სეგმენტზე. ლაგრან– 

ჟის თეორემის გამოყენებით გვაქვს: 

  ჯ. Iი(1 + X) = (1 + 1) 1+C 

ამ უტოლობიდან, რადგან 0>0>X, მიიღება (16.11). 

9 გეა დარბუ (1842-1917) -- ფრანგი მათემატიკოსი. 
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მაგალითი 2. დავამტკიცოთ, რომ 

| 2ICLთ Xა –– მ1CწC X) | <- | Xი –– X, | , X,, XC I9. (16.12 

ლაგრანჟის თეორემის ძალით გვაქვს: 

1 
2LCწC Xე –– მL10C X, = +. (სი –– XI), (16.13) 

  სადაც C მოთავსებულია X; და X-ს შორის, რადგანაც 0<:- - <1, 
C 

ამიტომ (16.13)-დან მიიღება: 

| წა X I 
მICLთ Xა –– მICLთ Xჯ | = –––“–-““. | C Xა თ XI | 1 C 9 

თუ (16.12) უტოლობაში დავუშვებთ, რომ X=X, XI=0, მივიღებთ: 

<- |Vა –– X, I. 

|მICLICXI <I XI, XC, 

და კერძოდ 0=8მLიCLC XლX, როცა ჯX>0. 
მაგალითი 3. დავამტკიცოთ, რომ 

2 

II0 +9X>X-–- + როცა X>>0. (16.14) 

ი 
განვიხილოთ ფუნქციები დ(#X) =I9 (1 +X), წ(0=ჯ– 2. .· ცფხა- 

დია, რომ დ (0) = « (0). გარდ, ამისს დ' (X) = –- და #§”(X) = 1 –-#». 
Xჯ 

ადვილია შემოწმება, რომ 

1 

1+Xჯ 
  > 1-–X, როცა #>>0. 

ამრიგად, თ (X) და ჟ (X) ფუნქციები აკმაყოფილებენ შედეგი 3-ის 
პირობებს, ამიტომ ადგილი აქვს (16.14) უტოლობას. 

§ 17. ბანუსაზღვრელობათა გასსნა ლოპიტალის წესი 

იმ შემთხვევაში, როცა | და წ ფუნქციები უსასრულოდ მცირე- 

X 

ებია, ან უსასრულოდ დიდებია, როცა X->თ, მაშინ 12 

  

ფარდობის 

  

« გ. ლოპიტალი (1661––1704) –– ფრანგი მათემატიკოსი. 
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ზღვრის გამოთვლა უშუალოდ ზღვარზე გაღასვლის გზით არ ხერხდე– 

ბა. ასეთი ზღვრის გამოსათვლელად ზოგჯერ ხელსაყრელია გამოვიყე– 

ნოთ ეგრეთწოდებული „ლოპიტალის წესი“. ლოპიტალის წესი საშუა- 

ლებას გვაძლევს ფუნქციათა ფარდობის ზღვარი შევცვალოთ მათი 

წარმოებულების ფარდობის ზღერით. ასეთი ზღვრის გამოთვლას უწო–- 

დებენ აგრეთვე განუსაზღვრელობის გახსნას. 

(IX 

§ (X) 

წარმოადგენს -- სახს განუსახზღვრელობას როცა #–+0ი, თუ 

  1. 9. სახის განუსაზღლვრელობები. ვიტყვით, რომ შეფარდება 
0 

IIIII #/(X) = III თC(X) =90. 
X–->ძ X–->-თ 

ამ განუსახღვრელობათა გახსნა ნიშნავს გამოვთვალოთ ზღვარი 

თუ ის არსებობს, ან დავადგინოთ რომ ის არ არსებობს. 
X-–>ი –9(X) 

0 
ანალოგიურად განისასღვრება ი სახის განუსახღვრელობა, როცა 

X>+0თი-+VC-+0-), როცა X-> თ ან ჯX-> +თC->--–--Cთ). 
თეორემა 17.1. ვთქვათ, ((X) და 9#(X) ფუნქციები განსაზღვ- 

რულია ძი წერტილის რაიმე მიდამოში. თუ: 

1) /.(0) = §(0) =:0, 
2) I” (თ) და დ” (ი) არსებობს, ამასთან #” (0)550, მაშინ არსებობს 

ზღვარი IIთ #Cთ_ ) და ადგილი აქვს ტოლობას: 
X--ი წ6(X) 

ყი 10 წრ. „აყ 9. 
X-+0ი §(X) ყ (0) 

დამტკიცება. ვთქვათ #X=X--ძ. დიფერენცირებადობის გან– 

· საზღვრების ძალით გვაქვს: 

Iთი _. სც |!ო–რთ -, კე 7I280%%+0ტ0» _ 

  

ქ, 6(X) ILა0ი –წ()-- ყი) ი#X->0 §'(თტჯ»ჯ +0("X) 

, 0 (4X) 

= I1I01 'თ+“ა, _ IM (თ , 

ს გამ წ (9) + ––“ 0(6X) #6” (0) 

აჯ 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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თეორემა 17.2. ვთქვათ: 
1) /(X) და დ(X) ფუნქციები წარმოებადია თ წერტილის რაიმე მი- 

დამოში, გარდა შესაძლებელია თვით ძ წერტილისა. 

2) 110 /(X) = 119) C (X) = 0. 
X–-ი X+-+%ძ 

3) CI(X)>-0, X5–“ძ0თ. 

, 
4) არსებობ” 119) #C>X სასოულო ან უსასრულო (ტოლი + თ-ის 

X-ი წI(X) 

ან –-Cთ09-ის). 

მაშინ არსებობს ზღვარე· II 9 
X-–+ი წ9(X#) 

II IV _ 11ი1 #-% · 
X->-ი წ (X) X–>0ი წ' (X) 

დამტკიცება. ვთქვათ 

_. (I(XI), როცა X5–-თ, 
ჩო =( მ როცა X=0, 

ა. რო , 
თი = “ი” ცა X2-6 

როცა # 5 თ. 

ჩ (XV) და §) (0) ფუნქციები უწყვეტია თ წერტილში და აკმაყოფი- 
ლებენ კოშის თეორემის პირობებს თ წერტილის მიდამოში მდებარე 

ნებისმიერ Iძი, X) სეგმენტზე, ამიტომ არსებობს C520 (X) C | თ, XI 

ისეთი, რომ 

I(CX) = M(C – ა)(ი–ჩ (თ = MI (0 
–“–, (17.1) 

§ (X) ყლ) თ(0ე–-თთ თ () 

ამასთან IIი) 0(X)=თ, ამიტომ (17.1) ტოლობიდან მივიღებთ: 

X->0 

11) 1თ_ = II ს 0. = IIთ #თ. · 
X->-0თ C (X) X->0 6წ1(C0) X->ი წ (X) 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვ ნა 1. ლოპიტალის წესის მიხედვით თუ არსებობს წარ–- 

მოებულთა შეფარდების ზღვარი, მაშინ არსებობს თვით ამ ფუნქცია- 

თა შეფარდების ზღვარიც. მაგრამ შეიძლება წარმოებულთა შეფარდე– 

160



ბის ზღვარი არ არსებობდეს, თუმცა თვით ამ ფუნქციათა შეფარდების 

ზღვარი კი არსებობდეს. მართლაც 

9 1 
X 005 1 

თ ––-–“=IიXჯC§ -- =0, 
X–->0 511 X X–>0 X 

მაგრამ წარმოებულთა ფარდობა არის 

1 . 1 
2X 005 = +95ი - 

C05 X 

ამ ფარდობის ზღვარი კი, როცა X->0 არ არსებობს. 

შენიშვნა 2. თეორემა სათანადო ფორმულირებით მართებუ- 

ლია იმ შემთხვევაშიც, როცა X-–>თ+ ან X->ძ-–. 

შენიშვნა 3. თეორემა მართებულია იმ შემთხვევაშიც, როცა 

X--X9, X-–>+ CC და .#1-3–--–ი%0. 

, 

მართლაც, ვთქვათ, მაგალითად. 11 1C> 
XC წ ' (X) 

არსებობს (სასრული 

ან უსასრულო). შემოვიღოთ აღნიშვნა X = +. მაშინ ჯ–>0, როცა 

X--C და 

1101 / (X) = თ ა +) = 0, 
X-–+ი0 

1I1ი1 9 (X) = IIთ “ღო == 0. 
(–>0 1 Xჯ->CC 

(+) და +) ფუნქციებზე თეორემა 17.2-ის გამოყენებით 
მივიღებთ: 

I _–- 

ართ“ _ >. CC ა(-24-- 

0). # = IIთ = 110 ! 621 
1–>0 დ (+ ულ) “9 – თ) 

11. უმაღლესი მათემატიკა 1861 

 



I თე 

' (9) 
  შენიშვნა 4. ეთქვათ არის ი წერტილში – სახის გა- 

ნუსაზღვრელობა, თუ /” (X) და დ” (X) აკმაყოფილებენ თეორემა 17.2-ის 
პირობებს, მაშინ 

, (კ. 
IIი ი _ Iი „თ ცი IX. 
X–>60 ყ(სს X-ძი §” (XX) X–>0 6” (X) 

საზოგადოდ მართებულია შემდეგი ზოგადი წესი, თუ: 

III /(X) = IIთ I (X) =.-.·= IIი /(5–12(X) =0, 

X->0 X->6 X-–>-9 

IIII თ (X) = IIIი C“ (X) =.-· = III ყ(5–1) (X = 0 
X–>ძძ X–#9ი X–ი 

  

(ი) : · 
და არსებობს IIთ (0, მაშინ არსებობს. IIთ 162 და მარ- 

X--ი წწ) (X) X->0ი წ§8(X) 

თებულია ტოლობა: 

  

Iთ _ ყე (ათ 
119 
X--0 წ (X) X->ი ყ:0) (X) 

მაგა 1. ვიპ თ + >I. აქ გვაქს -= ა ითი 1. ვიპოვოთ –-- · _ 
ბალ ვუვ X>0L I(1 +.X) ბე" 0 

სახის განუსაზღვრელობა. ლოპიტალის წესის გამოყენებით მიიღება: 

ჯრ? თ Xრი-1 
ჰოი “+– ლოუ Iს -–--–----= II) თX-“1(1 +-ჯ) =0. 

X>0+ 10(1+7 »X-0ი-“- _1 X->0- 
1+Xჯ 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 1IIIი ---990%. 
X->0-+ ჯ 

ლოპიტალის წესის გამოყენებით გვაქვს: 

· ჯ––აზიXჯ · 1---005Xჯ 
IIთ –- .“=Iს _–-.--.--. .... 

X->-0 »ჯ! X–>0 ვე? 

აქ ისევ მივიღეთ + სახის განუსაზღვრელობა ლოპიტალის წესის 

კვლავ გამოყენება გვაძლევს: 

„ ჯ–ჭიX .· §იX 
1100 -–--.-––-––– =IIთ 
X–>90 ჯ ჯაი 6X 
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მაგალითი 3. ვიპოვოთ 

52 –მგ1CL (! – +) 
: 4 ჯ 

III · 
X-–>თლ 

  

. 1 
51 –_– 

ჯ 

შენიშვნა 3-ის ძალით ვწერთ: 

1-5%%0–+) ო“ 

I11თ = IIM = 

X->Cთ 9ი0-“ X->-C= _ 1_ · C066-L 

Xჯ Xჯ 

1 2 

1 + 6- _ +) 
. ჯ" 1 

= II) ლე “ =2-2–/, 
X->90 00§ _1. 2 

X 

9. <= სახის განუსაზღვრელობები, ვიტყვით, რომ შეფარდება თ 
CC წ ) 

' წარმოადგენს <= სახის განუსაზხღვრელობას, როცა #–ძ, თუ: 
თ 

1IიI /(X)= C, IIთ 6–(X) = <". 
X––>-თ2 X–>0 

თეორემა 17.3, ვთქვათ: 

1) 7 (X) და § (X) წარმოებადი ფუნქციებია თ წერტილის რაიმე მი– 

დამოში, გარდა შესაძლებელია თვით ძი წერტილისა, 

2) 11თ 7(X)= IIთ C(X9= +Cთ, 
X–>0 ჯი 

3) «/(X0)2– 0, #27–თ, 

4) არსებობს III LX. სასრულო ან უსასრულო (ტოლი + 090-ის 
X->-თ წ (X) 

ან –“- 9-ის). 

მაშინ არსებობს ზღვარი IIთ #თ 
X–->-ი წ(X) 

ცო CV. <3 ყო I (9. (17.2) 
X-0 წ(0ე X->ი წ 0) 

“ თითოეულ ამ ტოლობაში თ-ის ნაცვლად შეიძლება იყოს + 0 ან – თ. 
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დამტკიცება. ვთქვათ 

სი LC 
X->ი წ (X) 

=   

, 

სადაც LI სასრული რიცხვია. მაშინ V 8>>0 რიცხვისათვის არსებობს 

ბ.>90 ესეთი, რომ, როცა 0< |X--–ძ| <ბ), გვექნება: 

I (9 __ 
წ (X) 

8 = (17.3)   

  

თავდაპირველად ვაჩვენოთ, რომ: 

ი (ი = I. 
X->0-L !§ (X) 

ავიღოთ IX, X0| სეგმენტი, რომელიც ეკუთვნის |თ, თი+ბ)L ინტერ– 
ვალს. კოშის თეორემის ძალით ICC) X, XXL ისეთი, რომ: 

II-I) _ ”ი 
§(0–წ XI)... წრ. 

აქედან 

I (0. 
“(ი 

ცხადია რომ საკმარისად მცირე ბ)-სათვის 1I|ი, ი+ბ,. მიდამოში 

§ (X)>0, ამიტომ, თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავყოფთ V (X)-ზე, 

მივიღებთ: 

ჯ(X) = I (Xი) + I6 (|) –– წ V)) ––.“– 

II) _ ”ი + M(X) __ §(%) , (0. . (17.4) 

წ (X) წლით V«თV წთ #0 

ვინაიდან 0<C–ძ<ბ8ზ,, ამიტომ (17.3)-ის ძალით გვექნება: 

” ით 8 15 | <+, 
წ (0 ვ 

საიდანაც 

#C-<II1+3- 07.5 
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თეორემის პირობის ძალით IIთ   =0, ამიტომ 7 8. >> 0 თიხე- 
X->-თ § (X) 

თი, რომ, როცა 0<X–ძ<8ბე, ადგილი ექნება უტოლობებს: 

(ე ”6C_ (17.6) 
§ (X) ვ § (X) 3III +8   

  

  

(17.4) ტოლობიდან (17.5) და (17.60 უტოლობების გამოყენებით, 

როცა 0<X–-–-ძთ<ბ=01ი (ბ), ბი), მივიღებთ: 

'(2 I < (0) I (X-) 

§ (9) წ (0) წ (X) 
§ (XI) 

წ (XV) 

Iწ(0 

წ (9               
ნ 8 8 8 “ს “ LI  “ (/I/IV/“C-Vს)=§. 

<-+++571>(II++) , 

ყო #20, 
X-–>ი+ Vწ6(X) 

ე. ი. 

ანალოგიურად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ: 

ყი 10 C/ 
X->თ-- დ (X) 

ამრიგად, როცა (I სასრულია თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა ვთქვათ, IIთ #ჰთ>თ. <= C, მაშინ 
X->6 C (X) 

ყი 5-0) 0 
X–>-ი I” (X) 

ამეტომ ზემოთ განხილული შემთხვევის ძალით 

სთ 509 =0 
X--0თ /(X) 

საიდანაც 

სთ. #0 
X->თ წ (X) 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა 1. თეორემა 17.3 სათანადო ფორმულირებით მარ– 

თებულია იმ შემთხვევაშიც, როცა X->0C+, X->0–-, X--+% ან X->00. 
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___-_________ 
§ (X) C 

საზღვრელობა და /” (X) და §” (%) აკმაყოფილებენ თეორემა 17.3-ის 
პირობებს, მაშინ 

ყი 10 - ყი თ. 
X->-0ი §(X) X->ით წ§“ (X) 

  

საჭიროების შემთხვევაში შეგვიძლია განვიხილოთ მესამე რიგის წარ- 

მოებულობის ფარდობა და ა, შ. 

მაგალითი 4. ვიპოვოთ 

  

    

  

  

ს 10 X 
190 · 

X->-0-+- 6LICX 

გვაქვს 
1 . => 

სთ 10 ჯ = 1; Xჯ –-–- წთ 50" X _ 0. 

X-+0+ ინდ» X->0L _ _ 1 X>0L X 
5111” Xჯ 

ჯ? 

მაგალითი 5. ვიპოვოთ IIი _–. 
X>+C 6” 

2 

მი 2.= სი 2%.-2Iითი + =0. 
X>-+CC 6” X->+CიC 6% X->-+თი 6” 

ამრიგად, ზემოთ დამტკიცებული თეორემების თანახმად ლოპიტა– 

ლის წესი საშუალებას გვაძლევს გავხსნათ > და => სახის განუ- 

საზღვრელობები. ხშირად, სხვადასხვა გარდაქმნებით 0.Cთი, C0--იი, 09%, 

თ9,1% სახის განუსაზღვრელობები შეიძლება დავიყვანოთ = ან <= 
C2 

ტიპის განუსაზღვრელობამდე. 

8. 0.2 სახის განუსაზლვრელობა. ვთქვათ 117 I (X) =90 და 

X-–>ძ 

11ი1. C (X) = 9, მაშინ: 

X–->ძ 

III I/ (X) C (XI) ) = 11თ _Iი_ , (17.7) 
(2-> X->-90 

  

8 (X)



სთ (0 C(01=Iთ 5059... (17.8) 
X>ძ6ძ X–->ძ 1 

70% 
(17.7) და (17.8) ტოლობებიდან ჩანს, რომ 0 · 9 სახის განუსახღვ– 

რელობის გახსნა დაიყვანება – ან > სახის განუსაზღვრელობე- 
თ 

ბის გახსნამდე. 

· (164 
მაგალითი 6. ვიპოვოთ IIი) (1–-X)Iყ-––-. 

X–31 2 

გვაქვს 0: XI სახის განუსაზღვრელობა. თეორემა 17.2-ის ძალით 

ვღებულობთ: 
1-–ჯ –1 2 

= II –-–--.- > - =-. 
1 

. ს. IX 
5111? 

1I00 (1–#) სყ 29% = IIი 
X–31 2 X-–>1 ლLC 1LX X–-3-I 

2 
  

  

4. %ი---Cლ0 სახის განუსაზღვრელობა. ვთქვათ IIი) | (X) = % და 

X-–>0 

IIი1 6 (X(1=C ლთ. გამოვთვალოთ ზღვარი III) |I (V)-–-წ ()). ამ შემ– 
Xჯ–>ძ X–->4ძ 

თხვევაში ზღერის გამოთვლა შეიძლება დავიყვანოთ + სახის განუ- 

საზღვრელობის გახსნამდე. მართლაც: 

  

  

1 1 

სი IC0-–- 001 = IIთ #თი _ /%. 
X–>ძ ეოძ6ძო”“6-ნნ/”0/მ 

Iთი წთ 

მაგალითი 7. ვიპოვოთ III (თCX-– +). 
X–>-ძ Xჯ 

1-1 
_ 2 

11.0 (თ-»- – = I #--I8X _, Iი --- 292X - 
X–>0 ჯ X-–0 XLILCX #1->0 (ყჯ-L ჯ 

005“ ჯ 

: 510? Xჯ .„ 2511X005Xჯ 
=- სი ––..  =_–_Iთ.–-- “  “.0, 

X->0 51I) XC05X + ჯ X->-0 C 05 2X + 1 
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წ. 199, 0? «? სახის განუსაზღვრელობები, ამ სახის განუსაზღვრე- 

ლობების გახსნა დაიყვანება 0· - სახის განუსაზღვრელობის გახსნამ– 

დე შემდეგი ფორმულის გამოყენებით: 

II (X) (5§(5) = #6 (2) IიI(ი», (C)>>0). 
განვიხილოთ სათანადო მაგალითები. 

მაგალითი 8. 

1ი X 
  

  

  

      

Iთ. –ჯ Iთ –“> 
X->0ო0+ --- X-50+ 

IIIო0ი #X = IIი) 6-419X=6 X =6 X =09=1, 
X->ი“- 1-0 

მაგალითი 9. 

· ჰი თ ჯ 
II! _– 

ჯ (9 X 
–>5 

სი ((CX)წX= IIიე ტწ6XIიI6X- 6 = 

ჯ წ 
ჯვ –_ XIXს –– 

2 2 

“ 
: LC X C0§9 ჯ 

თ 1 ი C(6 X 

1 % 
ი – 0ლ009X > --- 

2 

6 = 6 = 1, 

მაგალითი 10. 

2Xჯ 

1 1 1ი (1--X?) წთ 1+XI 

: 2 6+-1-ჯ X->0 6%-1--X X->0 0“ 
110 (1 - X ) =0 = 60 = 

»Xჯ–>0 

II 2X სოუ _ 2X 

X->0 (1-L-X?) (6+-–1) X->0 6X--1 ა 

”“ = 6 = 67, 

§ 18. ტეილორის” ფორმულა 

ამ პარაგრაფში დავადგენთ მნიშვნელოვან ფორმულას, რომელსაც 

დიდი გამოყენება აქვს როგორც მათემატიკაში, ასევე სხვა დისციპლი– 

ნებში. 
„  _ 

« გ ტეილო რი (1685––1731) –– ინგლისელი მათემატიკოსი. 
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თეორემა 18.1. თუ / ფუნქციას Xი წერტილის რაიმე მიდამო– 

ში აქვს # რიგის წარმოებული, მაშინ ამ მიდამოს ნებისმიერი ჯ წერ– 

ტილისათვის: 

1(9 =”(%X) + (96 ჯა) უუუ. 

/”ა 19% რომ“ –-- - XX X) +0((0%-–- XI). (18.1) 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

” 

(I) 

„ი (X) = #() –– ბ, 199. (X –– X-)", დ (X) = (X––- Xე). 

ჩ=0 

თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ 

  1I9II თ 9 = 0. ადვილია შემოწმება, რომ 
X->X-ე თ (X) 

წე (X0)=წი (Xე) == /ი (Xი) == “'' => „(ი (Xე)=0, დ!” (X,)=0, თუ # < ჩ, 
ხოლო დ!) (#X) =/#! 

„გ-0) (+) თო–) ცე ფუნქციები აკმაყოფილებენ თეორემა 17.1-ის 

პირობებს, ამიტომ: 

= 0.   I = = 6-7 (9 #0 (X) _0_ 
X->X) დ(ეჩ–1) (X) დ”) (629) I 

ამრიგად, #,.(X) და დ(X) ფუნქციები აკმაყოფილებენ თეორემა 

17.2-ის შედეგი 4-ის პირობებს, ამიტომ: 

-_ ”იო == 61) 
ჰოთ --“= I –---““ == 
X--X დ(X) X->X. თ“) (X) 

აქედან გამომდინარეობს (18.1) ტოლობის მართებულობა, თეორე– 

მა დამტკიცებულია. 

I = ,” = 0, =IC)+.27C ჯა + I 99-ე იკ 780 ს კე 

მრავალწევრს ეწოდება / ფუნქციის ტეილორის ჩM-ური რიგის მრავალ– 
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წევრი. (18.1) ფორმულას ეწოდება / ფუნქციის ტეილორის ფორმულა, 

”გ(X) = (862) –- C, (X-ს 1 კი ტეილორის ფორმულის ნაშთითი წევრი. 

როგორც ვნახეთ 

”(X =0ი((X–Xი)"), X-–>%ი. 118.2) 

ე (X)-ს, რომელიც ჩაწერილია (18.2) ფორმით, ეწოდება ტეილო- 

რის ფორმულის ნაშთითი წევრი პეანოს” სახით. 

თეორემა 18.2. თუ | ფუნქციას Xა წერტილის რაიმე მიდამო– 

ში აქვს #+1 რიგის წარმოებული, მაშინ ამ მიდამოს ნებისმიერი ჯ 

წერტილისათვის X#ა-სა და #-ს შორის არსებობს ერთი მაინც C წერტი- 

ლი ისეთი, რომ ადგილი ექნება ტოლობას: 

1(X) =(X) + , ა “იი (X- X) + წ%ა (+ –– X)ზ + > + 

M9მCI აის (9 კაი + 5 (X-–– XI) +თ+ ე Xი)" +. (18.3) 

ოამტკიცება., ვეძიოთ წ”, (X) ნამთითი წევრი შემდეგი სახით: 

ჩM8 

(1) – 

ით=Iი- ბ წრის „ენ=%-#" „ცე, (16.4) 
“> ჩ! თ +1)! 
ჩ=0 

სადაც « (X) ჯერ-ჯერობით უცნობი ფუნქციაა. განვიხილოთ ფუნქცია: 

I/ 

(#) _  ტშ4+1 
M CV) = I(X) –– I 0, გ. V-X „ე, 

#I (1+1)!1 
#=0 

ცხადი,ა რომ #() წარმოებადია Xი წერტილის მიდამოში და 

# (X)=X# (Xი)=0, ე. ი. # (I) აკმაყოფილებს როლის თეორემის პირო- 

ბებს. ამასთან: 

ჩ 

#M+9XCდ CM) 

#=0 ჩ=1 

_–ე–__ააა“. 

« დ.პეა ნწ ო. (1858-–--1932) –– იტალიელი მათემატიკოსი. 
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” 

+- .-1 15) თი ._  /ს)ჩ-1 

+ -”«ოი- აღრი “ი +) 2–-ებ ი + 
8=1 

=) (M+1) ტტ 

+-ის აე 70პ0ს 1 %-V „(C, 
(8 9 I MI 

  

როლის თეორემის ძალით Xი-სა და X-ს შორის არსებობს ერთი 

მაინც C წერტილი ისეთი, რომ: 

(M+1) _ MM» 
ს” (რ) =- I (0 ((-–– ი” + (X 0) 

6 (X) = 0. 
MI MI 

აქედან წ (X) = (+) (0. თუ § (9)-ის მიღებულ მნიშვნელობას  ჩავ– 

სვამთ (18.4) ტოლობაში, მივიღებთ: 

წ49ტ 
„ი (X) = 'თ- + 1) I (X –– X)5+1, (18.5) 

თეორემა დამტკიცებულია. 

იმ კერძო შემთხვევაში, როცა #=0, (18.3) ტოლობიდან მიიღება 

ლაგრანჟის ფორმულა სასრული ნახრდის შესახებ. 

(18.5) ფორმით ჩაწერილ ”აგ(X)ს ეწოდება ტეილორის ფორმუ- 

ლის ნაშთითი წევრი ლაგრანჟის სახით. 

“ თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას X--Xი=I, მაშინ ტეილორის (18.3) 

ფორმულა მიიღებს სახეს: 

/ 
(ი) 

(თა +5=/0ა+: 90, 4 100. ჩოხა ის 

მნი + ვს კა 0<8<1. ლრC+1)! 

შევნიშნოთ, რომ თუ I ფუნქციის /(5)(X) (§ = 1, 2,..., 7, + 1) წარ. 

მოებულები შემოსაზღვრულია ჯი წერტილის V (X0, მ) მიდამოში, ე. ი. 

(18.6) 

| II”) (X9 | <. M, XCI Xა--8§, X0 + ბL 

მაშინ (18.5) ტოლობიდან, მივიღებთ: 

MI IX ––“ Xი (0+1 

I” თ) < 0 +1)! (18.7) 
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(18.7) უტოლობა საშუალებას გვაძლევს შევისწავლოთ ი”, (X)-ის ყო- 

ფაქცევა ფიქსირებული #-ისათვის Xი-ის მიდამოში, ასევე დავადგინოთ 

” (X-ის ყოფაქცევა, როცა M#->თ. 

როგორც ვიცით (იხ. თავი III, § 6, მაგალითი 8) ყოველი ფიქსი– 

რებული Xჯ-ისათვის 

სო XL 
„·>-ი ”M 

აქედან გამომდინარე (18.7) უტოლობის მარჯვენა ნაწილი რაგინდ 

მცირე შეიძლება გავხადოთ M-ის სათანადო შერჩევით. ეს გარემოება 

გვაძლევს საშუალებას გამოვიყენოთ ტეილორის ფორმულა ფუნქციის 

მიახლოებითი მნიშვნელობის გამოსათვლელად წინასწარ აღებული ნე– 

ბისმიე რი სიზუსტით. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ ტეილორის მრავალწევრი ფუნქციის საუკე- 

თესო მიახლოების მრავალწევრია მოცემული წერტილის მიდამოში. 

ე. ი. ტეილორის C,(X) მრავალწევრს აქვს ის თვისება რომ რო- 

გორიც არ უნდა იყოს # (X) მრავალწევრი, რომლის რიგი არ აღემატე– 

ბა #-ს, მოცემულ წერტილის მიდამოში, ადგილი აქვს უტოლობას 

I/თ–-თ(C0I<|/(0-ჩVI. 
საგულისხმოა ის გარემოებაც, რომ ასეთი თვისების მრავალწევრი 

ერთადერთია. 

როცა X0=0, მაშინ ტეილორის (18.6) ფორმულა მიიღებს სახეს: 

- ო I” (0 „ II”) (C) 1(5+1X(0ჯ) #C " 9X I (18,8 X+ 21 ნაია“ 5 თ +11 (18.8) 

რომელსაც ს სკლორენის” ფორმულა ეწოდება. 

= 0. 

IC0)=1C)+“–– 

§ 190. მაკალორენის ფორმულა ჯოგიერთი ელემენტარული 

ფუნქციისათვის 

1, ვთქვათ #(X)=–/#, (X) = თე + თ)X -L ძაX? + ++ 0ეX?8 ჩ-ური რიგის 

მრავალწევრია, ცხადია, რომ #2: = 0 როცა ჩ:> 2, ამიტომ (18.3) ტო- 
ლობიდან მიიღება: 

ნ.ცე=ჩ,C) + 2ი9ა აღებაა” 

+ გით (X-- X)”, (19.1) 
ჩ! 

_>_“"“-_– 

« პკ, მაკლორენი (1698-1746) –– ინგლისელი მათემატიკოსი. 
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კერძოდ, თუ X96=0, მაშინ: 

1» 00, 2 () „ (ო) 

2! 71 

(19.1) და (19.2) ფორმულებს, შესაბამისად, უწოდებენ ტეილორის 

ჯა მაკლორენის ფორმულებს მრავალწევრებისათვის. 

2. ”(X)= (92 + X79, MCVM. გვაქვს: 

I () =M(9 -L 7)ჩ-1, I” (0) = M0”"“!, 

I (X =0(0L––1)( + ჯ)"-?, /” (0) = MC –– 1) ეშ-?, 

  Xჯ". (10.2) 

10:00 =0(-–-1 6-- 2წ8-.წLI--(–6-- 1)10”-1, 

IM) (0) ლ #CVL–– 11(1-––- 2): (IL-–- (§-–– 1)1 0”–ჩ, 

(0 ხა0=ჩი – 110-–-– 2.-.2:1 =#MI, /7(01=#II. 

ამ ტოლობების გათვალისწინებით (19.2)-დან მივიღებთ: 

#”(1-–– 1) 
”-2 2 2! ეზო“? ჯ -L (თ ++ X)1 = 05 + ჩი”-1ჯ + 

#6(1––- 1)...” – (#-–– 1)1 

”I 

ამ ფორმულას უწოდებენ ნიუტონის" ბინომის ფორმულას. 

3, IC)=6. ვინაიდან /” (X) == |” (X) =-+«= #9) 00 = 65, ამიტომ 

ჯ (0) = 7” (0) = /”(0) = ·.= |(0) = 1 და (18.8ე ფორმულის ძალით 

გვაქვს: 

+ ცლო-? უჯ. –+ ··· -–L ჯზ. 

ჯენ 

(L-+1)! 

ნებისმიერი X-სათვის |--#, MI) სეგმენტიდან 69% <- 6, ამიტომ 

ნაშთითი წევრისათვის ადგილი აქვს შეფასებას: 

  60% 0 <680<1.              

  II(X |I< (19.4) 
-L1 
–. 

თ,.+1)! 

« ი. ნიუტონი (1643--1727) –– ინგლისელი ფიზიკოსი, მექანიკოსი, ასტრონომი 
და მათემატიკოსი. 
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4. წ” (X)=510 ჯ. ადვილია შემოწმება, რომ: 

I0ელ5Iი», /(0)=0, 

I (9 = ყი (-- + #), I (0) =1, 

წთ =9ი( 2--- +» ), |I”(0) =9, 

'”თ =9ი (3-2 +» ), I (0) =– –– 1, 

I(IV თე = §)ი (“. > + 3 ,  IIIV) (0) = 80, 

(0) (0. 5= 5 „> (M(C0) = 510 --%. 1 (X) = 519 (” 2 +X), IIM (0) = 51ი 2.” 

/(0+1) 00=5ს (თ+ს+ + #I. (MI (0=ყი (თ+ა ++ VI. 

თუ შევიტანთ ამ მნიშვნელობებს (18.8) ფორმულაში, გვექნება: 

5 _–______ 

  

31 51 MI 2 

+ 1)! 90) თდ-+-1)-“ +0ჯ (19.5) 
თ +1)! | .2! 1. | 

ცხადია, რომ ნებისმიერი X-სათვის |--M, I სეგმენტიდან ნაშთი- 

თი წევრისათვის მართებულია შეფასება: 

დ 
(ოი < თეს) (19.6) 

თუ 898=2#+1, მაშინ: 

: ჯვ ჯ5 კ2ჩ-L1 
– “ CC“. –«+(C-1ს--“---... 

თX=7X ვ3| ! 5! +CV» (2” -L 1)! 

2ჩ-L8ზ 
+(-1M. “ ფე 
(“ა (2ჩ -L 2)! 

თუ კი 11=27, მაშინ: 

- #–) ჯზ ჩ ჯ#+! : _ „·C-- 1)ჩ---–--–-–-–---- 0090. 
სასას ალო 
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5, წ” (X)=005 X#. გვაქვს: 

ICI =005X, /(0) =1, 

” თე = «ა (->- + #), / დ) =9, 

I 00) = იი: (2: > + #) კ |I/(0-= ––1, 

M/ი0= ია (2: ++» ) /” დ) =0, 

(01 Cე =Cა(4-->- + 3 , IIV(C0)=1, 

15) (X) = 005 (წ. > + Xჯ ), (ლ) (0) = იი§ 55. , 

/(0+1) 60 =005 | (ი + 1) > +”| , |(-+IX8X) =005 | (L+1) –- + | · 

თუ შევიტანთ ამ მნიშვნელობებს (18.8) ფორმულაში, მივიღებთ: 

  

Xჯ” X ჯი. _ ჩე 

205101 აქით ი 1 
კე+I 2 

1-–- +89ჯI. 19.7 + =“ კუბ | თ+-- +% | 09.7) 

აქაც ნებისმიერი X-ისათვის (-–-?, IM) სეგმენტიდან ნაშთითი წეე- 

რისათვის ადგილი აქვს (19.6) შეფასებას. თუ #=2#, გვექნება: 

  

  

# კტ , ჯა ჯ2M+1 . 
„კ იე #2. IC 1 _ 1) X" კემ», 

<05X ეე სილაში ანე. + 

თუ #=2#-L-1, მაშინ: 

M ” „ შ-ე 
1 -–-..L  - .. ...LC-1” “ეშ!  “  იი%§0 

005 X=51-–– –-- 4 =) +C) 2ე11C რ-ი)! 
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6. ”(X)=)ი (1+X), ცხადია, რომ: 

I(X) =10(1+X), 7(0) =0, 

წჩთ=--, ”C=1, 

  

  

1+X 
რეა, ა! (0 5-1, 

I (X) = ი» , I (0ე)=2, 

1(IV) ცე = “6 = ' ,. (IVXI(0) = –– 2:3, 

(ო ყე =C- 15! რ-ს , (8) 6) = (–-1)”–! 6-1) 1 
(1 + X»” 

I I რ+ასე)=C-1)--" , (/M+სდე=C-10--92.. ... (ოიმც0=C- რა-ბეე,, 069 = ფუ 
ამრიგად, 

2 «LI 
1 (1 =–“-- _  1)ი-1 2" “ცი #2 04+9-=X- ი 4ი4+ ებ 1 ლ ლე ვნე 

7. #(0=(1+X)%სადაც თ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია და 

X>-–1. ელემენტარული გამოთვლებით მივიღებთ: 

I(X)= (1 + X), /(0) = 1, 
I (X) == თ(1 + #)?“!, I/ (0) =თ, 
' თ= = თ=C- 00 + X»“”, ! დ) = თC-- ს, 

(ო თ =თთ- ს). ყთ- თ II 2 ++ თ-, 
II”) (0) = თ(თღ–– 1)->Iთ–– (#1 –– 111, 

1(5+12 (X) = თ (ღ–– 1)·+ (თ –– 7) (1 + ჯარ–»ო– 1! 

ჯ(50+1) (0X) ლ თ(Cთ –– 1)>-·7CV –– 2) (1 -– 0ჯ)თ–ჩ–1, 

ამ ტოლობების ძალით გვაქვს: 

0+62=1+-7+-45% ი ა, ს ეთრ იაო თ „კ 

+ 26 -საწებ ჯ9+1 (1 + 0ჯეთ–ი-1, (19.8) 

კერძოდ, თუ თ ნატურალური # რიცხვია, მაშინ (19.8) ტოლობიდან 

მიიღება ბინომის ფორმულა. 
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§ 250. მაბალითები მაალორენის ფორმულის გამოქენებაჭზე 

1 2 რიცხვის ირაციონალობის დამტკიცება. 

(19.3) ფორმულიდან X=1-სათვის გვაქვს: 

09 

6=1 +-> +3-+- +574) 0=0<1. (20.1) 

ამ ტოლობის გამოყენებით ვაჩვენოთ, რომ 6 ირაციონალური რი- 

ცხვია.ა დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ 6 რაცურნალურია და 

I” 

# 
M#>>2. (20.1) ფორმულა # =%4#-სათვის ასე ჩაბწერება: 

6= , სადაც #1, #CM. რადგანაც 2<6<3, ამიტომ ცხადია, რომ 

IM 1 უ„=–>=_=––.–>–>_.___ 0=0-1 2=--=1+-1+ + “+ ! ' C +1)!” <90<1. 

გავამრავლოთ ამ ტოლობის ორიოვე მხარე ჩ/!-ზე, შივილებთ: 

          ორს) (1+5:+5;+" .-+-_ ---, 

ამ ტოლობის მარცხენა მხარე მთელი რიცხვია, ხოლო მარჯვენა კი მთე– 
0 

ლი არ არის, ვინაიდან /” -L 1X> 3 და 1 < 29 <3, ამიტომ 0<:-; <1. 

მივიღეთ წინააღმდეგობა. ე. ი. 6 ირაციონალური რიცხვია. 

26. ტრიგონომეტრიულ ფუნქციათა მიახლოები- 

თი მნიშვნელობების გამოთვლა. აღვილია ჩვენება, 

რომ §I0 X და 005 X-ის მნიშვნელობები ი, + სეგმენტხე სავსებით 

განსაზღვრავს ამ ფუნქციების მნიშვნელობებს ნებისმიერი X-სათვის, 

ამიტომ გამოვითვალოთ §)10 X და 005 X-ის მნიშვნელობები (თ 5-| 

სეგმენტზე. 
გამოვითვალოთ 510 ჯ-ის მნიშვნელობა 10“-4%--ს სიზუსტით, ამისა- 

თვის (19.5) და (19.00 ფორმულებში ჩავსვათ #=6 და ”=+, 

LI”, (X) |= | 75 (X). | <. (+ 2 

12. უმაღლესი მათემატიკა 1297 

მივიღებთ: 

“იი ლ 10-44,



ამიტომ ნებისმიერი X-სათვის |, +I სეგმენტიდა5 10“4%–ის სიზუს- 

ტით გვაქვს: 
. ჯ ჯ 

6 + 120 

ანალოგიურად, თუ (19.7) ფორმულაში და (19.6) შეფასებაში დავუშ- 

  

ვებთ, რომ M#=7, და #= + , მივიღებთ: 

„7 სა8 

(99, 
81 

ამიტომ, ყოველი IX| დ -- -სათვის 10“5-ის სიზუსტით, გვაქვს: 

| /ე (X%) | თ | /3 (2) | <. < 10-5, 

2 4 ნ 

ლ00X-1 -- +“ L 2... > 
2 24 720 

3 ზოგიერთი ელემენტარული ფენქციის ასიმ- 

პტოტური შეფასება და მისი გამოყენება. ელემენ– 
ტარული ფუნქციებისათვის § 19-ში მიღებული მაკლორენის ფორმუ- 

ლებიდან მიიღება ამ ფუნქციათა ასიმპტოტური” შეფასებები, რომლე– 

ბიც ახასიათებენ მათ ყოფაქცევას X=0 წერტილის მიდამოში. თუ 

2”, 501X, 005 X, 12(1 ++ X) და (1+ ჯ”! ფუნქციების მაკლორენის 

ფორმულაში ნაშთით წევრს ავიღებთ პეანოს სახით, მივიღებთ, რომ 

ნებისმიერი #-სათვის მართებულია შემდეგი შეფასებები: 

  

X ჯ? ჯ ი 
2=1+-- იი 1 “ია +0(X), 

  

  

ჯ ჯუ Xჯ უ?ი-1 

1 ლXL-. _ა_–_–>__. ჯბ?ი-1), 
802 ლემის ე ელესა ე ეითბ) 

Xჯ” /“ ჯნ ჯი ი =1- “ 0 #7 _ X ს IL (-.1#M ენ), (20.2 C05 X= 1 21 + 2 C +-“-+ ( (2) +0(X”ს), (20.2 

ჯ? „ქ »! ჯ 
–==-- > - ..-- „.. ლის XI); I0(1 +X=Xჯ 2 + 2 2 + --+ C–1) ე + 0 (X1) 

Cთ(Cთ-–-–-1)··წCX--M-L 1) 

/1I 

თ(თ–-1) 

(1+X2=1 + + + ე ?ტწი4« »"+ი 05. 

  

« ფორმულას ან შეფასებას, რომელიც ახასიათებს I (X) ფუნქციის ყოფაქცევას, 

როცა X-+>მ (ჩვენს შემთხვევაში, როცა X-+0), უწოდებენ ასიმპტოტურს. 
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ვაჩვენოთ ამ ასიმპტოტური ფორმულების გამოყენება ზღვრის გა– 

მოთვლისას. 

1) გამოვთვალოთ ზღვარი: 

· X–5IXჯ 
Iთ >. 
X–>0 დ 'X _ 1--ჯ-- 

(20.2) ფორმულების გამოყენებით გვაქვს: 

ჯპ 

Xჯ–50Xჯ= 1 + 49(X9), 

ამ ფორმულების ძალით მივიღებთ: 

ჯ 
XჯX–პჰიჯ == 110) 31 1 9%X) 

– = 1. 
ჯზ X–->0 Iთ – 

X->0კL 1--ჯ- 
  

ჯ 
21 19) 

2) გამოვითვალოთ ზღვარი: 
ჯზ 

; გ 2 005 
ხა X9510 X | 

მნიშვნელი მიგვანიშნებს იმაზე, რომ განმსახღლვრელი როლი უნდა 
შეასრულოს ჯ-ის მიმართ მეოთხე რიგის წევრებმა. (20.2) ტოლობები– 
დან გვაქვს: 

ჯ' ჯ 
005X=1-- –- + 21 –+0 (Xმ/), 

511X5== ჯ -“++0LCX), 
ჯშ 

ას“ .... 4 6 = 1 2 +“ +0CX). 

ამ ფორმულების გამოყენებით მივიღებთ: 

  

9 2 გ 
4 1 % 1% ე ი0ე-1LC2 5 (იტ 

110) ტ –--C005 ჯX = IMი 2 8 2 24 ლ 

X–0 2 5იXჯ X–>0 X“ + 0(X“) 

1 _ 2100 
= · 

X>0 1 +001) 12 
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§ 51. ფუნქციის ბგამოკვლევა წარმოებულის გამოყენებით 

1. ფუნქციის ზრდადობისა და კლებადობის ნიშნები. ფუნქციის გა- ' 

მოკვლევისას ერთ-ერთი ძირითადე ამოცანაა დავადგინოთ ამ ფუნქ- 

ციის მონოტონერობის შუალედები, ეს საკითხი კი წარმოებადი ფუნქ- 

ციის შემთხვევაში დაკავშირებულია ფუნქციის წარმოებულის ნიმან- 

თან. მართებულია შემდეგი თეორემები. 

თეორემა 21.1. იმისათვის, რომ )10, ხL ინტერვალში წარმოება- 

დი I(X) ფუნქცე იყოს არაკლებადი (არაზრდადი) ამ ინტერვალზე 

აუცილებელია და საკმარისი ადგილე ჰქონდეს უტოლობას: 

(9 >0 თ" C) <0), VXCI0, ხL. (21.1) 

აუცილებლობა. დავუშვათ, რომ ”(-) ფუნქცია არაკლება- 

დია 1მ, ხ| ინტერვალზე. ვაჩვენოთ, რომ ადგილი აქვს (21.1) პირობას. 
ვთქვათ Xი ნებისმიერი წერტილია 10, ნ| ინტერვალიდან, მაშინ პირო– 

ბის ძალით: 

I(9 > ICX), როცა X>>Xა, 

(00 <7). როცა X< X. 

ამ უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ თუ XC)0,ხ და X 53+-+X-, 

მაშინ გვექნება: 

'(თ–!თა _ ი, 
X–X 

თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა X->X0, მივიღებთ: 

I” (Xი) > 9. 

საკმარისობა. დავუშვათ ადგილი აქვს (21.1) პირობას. 

ვთქვათ X,) და Xი» |0თ, ხI ინტერვალის ნებისმიერი წერტილებია, ისეთი, 

რომ X.<X-. მაშინ ლაგრანჟის თეორემის თანახმად, ამ წერტილებს 

შორის არსებობს ისეთი C წერტილი, რომ: 

/(X)–– 1(X,) = |” (02 %–%ა –– XI. (21.2) 

რადგან პირობის ძალით /” (0 2>>0 და X--X,>0, ამიტომ (21.2) ტო–- 

ლობიდან მივიღებთ, რომ / (X2)--) (X,)2>>9, ე. ი. 

| (X-) > | (X))- 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი თეორემა. 
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თეორემა 21.2. თუ 10, ხI ინტერვალის ყოველ წერტილში 

ადგილი აქვს უტოლობას: 

I (X)>>9 VC"C0ე <0), (21.3) 

მაშინ ამ ინტერვალზე | (+) ფუნქცია ზრდადია (კლებადია)” 

შენიშენა. (213) პირობა არ არისს აუცილებელი ფენქციის 

ზრდადობისათვის (კლებადობისათვის). მაგალითად / (X)=+X3 ფუნქცია 
ზრდადია #?-ზე, მაგრამ |” (0)=0, ე. ი. არ სრულდება (21.3) უტო- 

ლობა. 

ეს თეორემები შეიძლება გამოვიყენოთ ზოგიერთი უტოლობის და– 

სამტკიცებლად. 

მაგალითი. დავამტკიცოთ უტოლობა: 

2 ; §101 #->-“-X, როცა 0<X<->. (21.4) 
"IM 

განვიხილოთ ფუნქცია: 

5111 X 
–_– X 3-0, /(თ-. ; თუ X53“ 

1, თუ #ჯ= 0. 

8 , 
ეს ფუნქცია უწყვეტია IC, +| სეგმენტხე და წარმოებადია 

| 5 ინტერვალში, ამასთან: 

ლ+C IC). (21.5) 
ჯ 

I (X) =   

რადგანაც 1, 2 ინტერვალში ადგილი აქვს უტოლობებს 005 X>0, 

LC X>X (იხ. III თავის (10.2) უტოლობა). ამიტომ (21.5)-დან გვაქვს 

1” (0 <0. 
თეორემა 21.2-ის ძალით აქედან გამომდინარეობს, რომ ფუნქ- 

ცია / (00) კლებადია IC, 5 სეგმენტზე, ამიტომ. / (X) > I(---) ყო- 

“ თუ ფუნქცია უწყვეტია| მ, ხI სეგმენტზე, მაშინ თეორემის პირობებში ზრდა- 
ღობას (კლებადობას) ადგილი ექნება (მ, ხ) სეგმენტზე. ანალოგიური შენიშვნა შეიძ- 

ლება გავაკეთოთ თეორემა 21.1-სათვისაც. 
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ველი X-სათვის 12 2I ინტერვალიდან, ე. ი. ადგილი აქვს უტო- 

ლობას: 

5911 ჯ 2 
  

Xჯ ეს , 

საიდანაც მიიღება (21.4) უტოლობა. 

განსაზღვრება 21.1. ვიტყვით, რომ V=/ (I) ფუნქცია ზრდა- 
დია (კლებადია) Xი წერტილში, თუ არსებობს 8>0 რიცხვი, ისეთი, 
რომ: 

ტყ _ #(Xა + 46X) –– (XI) =0 ტყ <9), როცა 0< | XI <ტ- 
/#X #X ტX 

შევნიშნოთ, რომ ეს პირობა ეკვივალენტურია პირობის 

1C% + #X) < I (Xი), როცა #X <0, 

#CX + #X) >> 1(X0), როცა #X>> 0. 

თეორემა 21.3. თუ |” (X-1>0 (I” (Xი)<0), მაშინ #=7 (X) ფუნ- 

ქცია ზრდადია (კლებადია) Xი წერტილში. 

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ |” (X-)>0, მაშინ წარმოებულის 

განსახღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ: 

სიო 4 >0, 
ტX->0 #X 

აქედან ფუნქციის ზღვრის ერთ-ერთი თვისების ძალით (თავი III, 

თეორემა 8.5-ის შედეგი) არსებობს გბ<0 ისეთი, რომ +#>9, როცა 
X 

0< | #MXI <ბ. ე. ი. ფუნქცია ზრდადია Xი წერტილში. თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. 
შენიშვნა. თუ ფუნქცია ზრდადია წერტილზე, აქედან საზოგა– 

დოდ არ გამომდინარეობს, რომ ის ზრდადია ამ წერტილის რაღაც მი- 

დამოში. განვიხილოთ ფუნქცია: 

ჯ 1 
““ /ყმი--, თუ X2>90, 

IX=12 + XჯX უ 
0, თუ XX = 0. 
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ცხადია, რომ 

X _ ყე 1 
: 2 X 1 

I00 ლIთი “-.-“. “,. 
L) 

X–->-0 X 2 

ე. ი. I(X) ფუნქცია ზრდადია X=0 წერტილში. მაგრამ ეს ფუნქცია 
არ არის ზრდადი X=0 წერტილის არცერთ მიდამოში. მართლაც 

1 1 . 1 
I (9 = ლ “25 -- + 005-- , 

აქედან 

  

1 3 
, ლ –-- (:=1,2,...), "(---) - (#=1,2,..) 

ხოლო 

, _ 1.._ 2-1 = ; (>; რი –) “ 6=1,2,...). 

ე. ი. I” (0) ფუნქცია X=0 წერტილის ნებისმიერ მცირე მიდამოში 

ღებულობს როგორც დადებით ასევე უარყოფით მნიშვნელობებს. 

2. ფუნქციის ექსტრემუმი. მეცნიერებისა და ტექნიკის მრავალი 

ამოცანა დაკავშირებულია ფუნქციის მაქსიმუმისა და მინიმუმის მო- 

ძებნასთან. ასეთი ამოცანების ერთი ნაწილი შეისწავლება დიფერენ- 

ციალური აღრიცხვის მეთოდებით. 

ვთქვათ მოცემულია |0ი, სხ) სეგმენტხე განსახღლვრული /(X) 

ფუნქცია. 
განსაზღვრება 21.2. |ით, ნ) სეგმენტის 'შმიგა Xა წერტილს 

ეწოდება I! (+) ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუმის (მინემუმის) წერტი- 

ლი, თუ მოიძებნება Xი-ის ისეთი )X---მ, Xი-+06! მიდამო, რომ ამ მი– 

დამოს ყოველი X წერტილისათვის სრულდება უტოლობა I (X)< 

=/ (Xი) (I (X) >>! (Xი) ). 
ფუნქციის მნიშვნელობებს მაქსიმუმისა და მინიმუმის წერტილებ- 

ში უწოდებენ შესაბამისად ფუნქციის ლოკალურ მაქსიმუმს" და ლო- 
კალურ მინიმუმს. 

ფუნქციის მაქსიმუმისა და მინიმუმის წერტილებს ფუნქციის ექსტ– 

რემუმის წერტილები ეწოდება, ხოლო თვით ფუნქციის მნიშვნელო– 

9 შემდგომში, იქ სადაც გაურკვევლობას არ გამოიწვევს, ლოკალური მაქსიმუმის 

(მინიმუმი) ნაცვლად გამოვიყენებთ გამოთქმას მაქსიმუმი (მინიმუმი). 
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ბებს ექსტრემუმის წერტილებში ამ ფუნქციის ექსტრემალური მნიშვ- 
ნელობანი ანუ ექსტრემუმები. 

მოყვანილი განსაზღვრებიდან ჩანს, რომ ფუნქციის მაქსიმუმი (მი- 

ნიმუმი) უდიდესია (უმცირესია) იმ მნიშვნელობებთან შედარებით, 

რომელიც მას აქვს მაქსიმუმის (მინიმუმის) წერტილის გარკვეულ მი- 

დამოში. მაშასადამე ის ფაქტი, რომ ფუნქციას გააჩნია ექსტრემუმი 

4 

  

ე
უ
.
.
.
 

–
.
_
–
–
 

  

რაიმე წერტილში არის ამ 

ფუნქციის ლოკალური, ე. ი. 

მხოლოდ ამ წერტილის რაი- 

მე მიდამოსათვის დამახასია–- 

თებელი თვისება. 
როგორც 37-ე ნახახი- 

დან ჩანს, მოცემულ შუა- 

ლედზე ფუნქციას შეიძლება 
: გააჩნდეს რამდენიმე ექსტ- 

რემუმი .ამასთან ზოგიერთი 

მინიმუმი შეიძლება ზოგი- 

ერთ მაქსიმუმზე მეტი აღ- 

მოჩნდეს. 

ახლა შევისწავლოთ ფუნქციის ექსტრემუმის წერტილების მოძებ- 

ნ-ს წესი: 
ფერმას თეორემის თანახმად, თუ X წერტილში წარმოებად / (X) 

ფუნქციას ამავე წერტილში აქვს ექსტრემუმი, მაშინ |” (X)=09, ე. ი. 

წარმოებადი ფუნქციის ექს- 

ტრემუმის არსებობის აუცი- 

ლებელი პირობაა პირველი 

რიგის წარმოებულის ნულ- 

თან ტოლობა. 

შევნიშნოთ, რომ ფუნ- 

ქციას ექსტრემუმი შეიძლე- 

ბა გააჩნდეს იმ წერტილ- 

შიც, სადაც წარმოებული 

არ არსებობს. 

მაგალითად, /(X)= |XI 

ფუნქცია X=0 წერტილში 

| 

0   
ნახ. 38 

წარმოებული არა აქვს მაგრამ ამ წერტილში მას აქვს მინიმუმი 

(ნახ. 38). 
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უნდა აღინიშნოს, რომ წერტილში ფუნქციის წარმოებულის ნულ– 
თან ტოლობა ან არარსებობა წარმოადგენს ექსტრემუმის არსებობის 
მხოლოდ აუცილებელ პირობას, ე. ი. იქიდან, რომ ფუნქციის წარმოე– 
ბული რაიმე წერტილში წულია ან არ არსებობს, არ გამომდინარეობს, 
რომ ეს წერტილი ექსტრემუმის წერტილია. 

/ 
    

  

ნახ. 39 ნახ. 40 

მაგალითად, X=0 წერტილში I”(X=X. ფუნქციის წარმოებული 

ნულის ტოლია, ხოლო 

ით =12 როცა X 2.0, 
2X, როცა Xჯ<0 

ფუნქციის წარმოებული არ არსებობს, მაგრამ ამ წერტილში ფუნქ– 

ციებს ექსტრემუმი არ გააჩნიათ (ნახ, 39 და ნახ. 40). 

განსაზღვრება 21.3. წერტილს, რომელზედაც ფუნქციის 

წარმოებული 'ნ'ულის ტოლია, ამ ფუნქციის სტაციონალური წერტილი 

ეწოდება. 
განსაზღვრება 21.4. წერტილს, რომელზედაც ფუნქციის 

წარმოებული ნულია ან არ არსებობს, კრიტიკული წერტილი ეწოდება. 

მაშასადამე, როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, ფუნქციის ექსტრე– 

მუმის წერტილები უნდა ვეძებოთ ამ ფუნქციის კრიტიკულ წერტი- 

ლებს შორის. 
დავადგინოთ ექსტრემუმის არსებობის საკმარისი პირობები. 

თეორემა 21.4, ვთქვათ Xი არის წ(X) ფუნქციის კირტიკული 

წერტილი. თუ ” ფუნქცია უწყვეტია Xი წერტილში და ამ წერტილის 
რაიმე მიდამოში 

IC)>>0, როცა ”<-%) (21.7) 

| (0) <0,. როცა X> % 
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მაშინ ფუნქციას Xი წერტილში აქვს მაქსიმუმი, ხოლო თუ 

IX <0, როცა #<%) ლრI.8) 
IX) >0, როცა X>X% 

მაშინ ფუნქციას Xი წერტილში აქვს მინიმუმი. 

დამტკიცება. ვთქვათ Xი წერტილის რაიმე |Xი--ბ, Xი-+8L მი- 

დამოში შესრულებულია (21.7) პირობა. რადგან 1Xი--ბ, XიI ინტერ- 

ვალში |” (+)1>0 და | (X) ფუნქცია უწყვეტია Xი წერტილში, ამიტომ 

იგი ზრდადია IXი--ბ, Xა| შუალედში. ე. ი. ნებისმიერი X C 1IXი––ბ, XიI 

წერტილისათვის მართებულია უტოლობა I (X)</ (Xი), ანალოგიურად 

შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ეს უტოლობა მართებულია აგრეთვე ნების- 

მიერი X C IXი, XX+ 6) წერტილისათვის. 

ამრიგად, Xი-საგან განსხვავებული ყოველი X წერტილისათვის 
1X---ბ, X-+6) მიდამოდან მართებულია უტოლობა I (X)</ (Xი). ე. 0. 

Xე არის | (X) ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილი. 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ თუ Xი წერტილის რაიმე მიდამოში 

შესრულებულია (21.98) პირობა, მაშინ | (V) ფუნქციას Xი წერტილში 

აქვს მინიმუმი. თეორემა დამტკიცებულია. 

ხშირად სარგებლობეს ამ თეორემის შემდეგი ფორმულებით: თუ 

წერტილში ფუნქცია უწყვეტია და ამ წერტილზე მარცხნიდან მარჯვ–- 
ნივ გადასვლის დროს წარმოებული ნიშანს იცვლის „+ “-დან „-–-4-ზე, 

მაშინ Xი მაქსიმუმის წერტილია (ნახ. 41), ხოლო, თუ წარმოებული 

ნიშანს იცვლის „--“-დან „+ “-ზე–--Xე მინიმუმის წერტილია (ნახ. 42). 

ს) 

?| 

ნახ, 41 ნახ. 42 

  

შევნიშნოთ, რომ თეორემა 21.4-შა კრიტიკულ წერტილში ფუნქ- 

ციის უწყვეტობის მოთხოვნა აუცილებელია. მართლაც 

/(თ=(-+ს რთ X<9, 
X, როცა X>90 
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ფუნქციისათვის ჯX=0 წერტილში შესრულებულია თეორემა 21.4-ის 

ყველა პირობა, გარდა უწყვეტობისა, მაგრა? ამ წერტილში ფუნქციას 

ექსტრემუმი არ გააჩნია. 

შენიშვნა 1. თუ ფუნქცია უწყვეტია კრიტიკულ წერტილში და 
ამ წერტილის რაიმე მიდამოში ფუნქციის წარმოებული ნიშანს ინარ- 

ჩუნებს, მაშინ ფუნქციას ამ წერტილში არა აქვს ექსტრემუმი. 

შენიშვნა 2. ფუნქციას ექსტრემუმი შეიძლება ჰქონდეს ისეთ 

სტაციონარულ წერტილმშიც, რომლის ნებისმიერ მარჯვენა და მარცხე– 

ნა მიდამოებში ფუნქციის წარმოებული ნიშანს არ ინარჩუნებს. მაგა– 

ლითად, განვიხილოთ ფუნქცია 

1 
2 -LX? 1-9 ->-), როცა #=+-0, ყ= | ( ჯ ცა X>+- 

2, როცა Xჯ=0. 

გვაქვს: 
.- 1 

ჟ/ =2X() ძი --) + თა --, Xჯ5“0 
X ჯ 

და 

2-L ჯ? (1–ი –) –2 | 

ყ/(00= Iი _ ა ?/ე  =IVი» (! –8ი +–) = 0. 
X X–->0 Xჯ X–>0 

005 1. ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე X=0 წერტილის ნე– 
X 

ბისმიერ მიდამოში არის (ჯ--1; 1) სეგმენტი, ხოლო 2»(I-იი--) 
: Xჯ 

უსასრულოდ მცირეა, როცა X->0. ამიტომ არ არსებობს X=0 წერტი- 

ლის ისეთი მიდამო, სადაც მოცემული ფუნქციის წარმოებული ნიშანს 

ინარჩუნებს, თუმცა მოცემულ ფუნქციას X=0 წერტილში აქვს მი– 

ნიმუმი. 

ამრიგად, თეორემა 21.4-ის (21.7) და 21.8) პირობები ექსტრემუმის 

არსებობის საკმარისი, მაგრამ არა აუცილებელი პირობებია. 

თეორემა 21.5. ვთქვათ Xი არის წ/(X) ფუნქციის სტაციონალუ- 

რი წერტილი და (|”” (Xი) <0 (I”” (X-I1>0), მაშინ Xი წერტილში ( (X) 

ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი (მინიმუმი). 
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დამტკი ცება. მეორე რიგის წარმოებულის განსაზღვრების 
ძალით: 

I” (XI) = ICთ თი  –- MC) _ სთ I (X) 
X–>X-ა X -––X0 X->ჯაე X“- X0 

ახლა თუ დავუშვებთ, რომ |” (Xი)<0, მაშინ არსებობს ჯი წერტი- 
ლის ისეთი მიდამო, რომელშიაც 

აქედან გამომდინარეობს, რომ |” (X)<0, როცა X>Xი და I” (X.>0, 

როცა X<Xი. თეორემა 21.4-ის ძალით / (X) ფუნქციას #Xი წერტილში 
აქვს მაქსიმუმი. 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ თუ |” (X-)>0, მაშინ I” (X) ფუნ- 

ქციას Xი წერტილში აქვს მინიმუმი. თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ I (CX)=Xბპ3-6X2+9X-2 ფუნქციის ექს- 

ტრემუმები. 

ამოხსნა. მოვძებნოთ მოცემული ფუნქციის წარმოებული და 

გავუტოლოთ იგი ნულს: 

ით = ვებ.  12ჯX + 9 = 0, 

აქედან მივიღებთ ფუნქციის სტაციონალურ წერტილებს: X,=1, X0=3. 

გამოვთვალოთ მოცემული ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული: 

1” 0ე = 6X-–-12. 

გამოვარკვიოთ უკანასკნელი ნიშანი Xჯ=1 წერტილში: 

I/(11=6–12<0. 

ამიტომ XI=1 არის ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილი და 

ი1მX / (X) = #”(1) = 2. 

ახლა შევამოწმოთ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებულის ნიშანი 

X:0=3 წერტილში. გვაქვს: 

I” (3 = 18––12>90. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ XX=3 არის მოცემული ფუნქციის მინიმუმის 

წერტილი და ამასთან 

II / (X)=/ (3) = –– 2. 
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შენიშვნა, თუ |” (Xი0)=0 და /)”” (X0)=0, მაშინ / (X) ფუნქციას 
Xი წერტილში შეიძლება ჰქონდეს ექსტრემუმი და შეიძლება არა. მართ– 
ლაც, დ (V)=X91 და / (-)=X1 ფუნქციების პირველი და მეორე რიგის 
წარმოებულები #ჯ=0 წერტილში წნულის ტოლია, მაგრამ X=0 წერტი- 
ლი დ (X)=X3 ფუნქციისთვის არ არის ექსტრემუმის წერტილი, ხოლო 

კ(X)=X1 ფუნქციისათვის კი არის მინიმუმის წერტილი. 

თეორემა 21.6. ვთქვათ / (1) ფუნქციას Xი წერტილში გააჩნია 

ჩ-ური რიგის წარმოებული და 'შმესრულებულია პირობები: 

I (Xი) => |” (Xა) = ·-- == /0-1) (ჯ)=0, #9) (V) 2-0 (1 >>2. (21:10) 

მაშენ: 

1) Xი წერტილში ფუნქციას გააჩნია მაქსიმუმი, თუ I ლუწია და 

II.) (Xე) <0; 
2) X წერტილმე ფუნქციას, გააჩნია მინიმუმი, თუ M ლუწია და 

IC") (Xე) >> 9; 
ვ) XX წერტილში ფუნქციას ექსტრემუმი არ გააჩნია, თუ ჩ კე§5ტია. 

დამტკიცება. თუ ”(X) ფუნქციისათვის X- წერტილის მიდა- 
მოში გამოვიყენებთ ტეილორს (18.1) ფორმულას და გავითვალისწი– 

ნებთ (21.10) პირობებს, გვექნება 

11ჩ) (X0) 
I 

წი -– I (Xი)=   (X –“ Xი)" + 0 ((X-–- XV) ). 

რადგან /#() (XX) 2-0, ამიტომ ეს ტოლობა შეიძლება შემდეგნაი– 

რად ჩაიწეროს: 

( (ო) 

”(X) –– ”(Xი) = 19% 6 აჩი +თ(ი)), (21.11) 

სადაც თ (X)=0 (1), როცა X->Xი. ცხადია, რომ არსებობს X#ე წერტი- 

ლის ისეთი მიდამო, რომელშიც 1+თ(ი>0, ამიტომ თუ # ლუწია 

(21.11) ტოლობის მარჯვენა ნაწილს ამ მიდამოში (X5-ჯი) აქვს 

I (CX)ის ნიშანი. ამრიგად, თუ /L!") (X,) < 0, მაშინ / (X) < წ(Xე), ე.ი. Xე 

მაქსიმუმის წერტილია, ხოლო, თუ /L() (Xე)>>0, მაშინ /(X)>> /(X) 

და Xი მინიმუმის წერტილია. 

თუ #M კენტია, მაშინ, როგორც (21.11) ტოლობიდან ჩანს / (X)-– 

–-CXი) სხვაობას Xი წერტილის მარცხენა და მარჯვენა მიდამოში აქვს 

სხვადასხვა ნიშანი, ე. ი. / (() ფუნქციას Xი წერტილში ექსტრემუმი არ 

გააჩნია. თეორემა დამტკიცებულია. 
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მაგალითი 2. ვიპოვოთ /(X)=6"+6-+-L2005X ფუნქციის ექს- 

ტრემუმი. 

ამოხსნა. მოვძებნოთ მოცემული ფუნქციის წარმოებული და 

გავუტოლოთ ნულს: 

,'(0  =Cლ%6--6-X -.25)1ჯ =0. 

აქედან მივიღებთ ერთადერთ სტაციონალურ წერტილს #ჯ=0. ადვილი 

“ფშესამოწმებელია, რომ: 

|”(00= I” (0) =0, /'V (0) =4 >90. 

მაშასადამე, მოცემულ ფუნქციას X=0 წერტილში აქვს მინიმუმი 

და 

III0 / (X) = 1(0) = 4. 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ /(+)=X5+Xჯ3 ფუნქციის ექსტრემუმი. 

ამოხსნა. ადვილია ჩვენება, რომ |” (0)=|” (0) =0 და I””” (0)5-0, 

ამიტომ მოცემულ ფუნქციას ექსტრემუმი არ გააჩნია. 

შევნიშნოთ, რომ თეორემა 21.6-ის გამოყენებით ყოველთვის არ 

ხერხდება ფუნქციი ექსტრემუმის არსებობის დადგენა. მართლაც, 

ადვილად შეგვიძლია დავრწმუნდეთ, რომ 

1 

IC = - »' «7-9, 
0, როცა X=50 

ფუნქციის ყველა რიგის წარმოებული X=0 წერტილში 0-ის ტოლია, 

თუმცა ამ წერტილში ფუნქციას გააჩნია მინიმუმი და L1ი /=/ (0) =0. 

3. უწყვეტი ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები 

სეგმენტზე. როგორც ვიცით სეგმენტზე უწყვეტ ფუნქციას ამ სეგმენ- 

ტზე აქვს უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები (თავი IV, თეორემა 

3.2-ის შენიშვნა). 

ცხადია, ფუნქციის უდიდესი (უმცირესი) მნიშვნელობა სეგმენტზე 

შესაძლოა არ უდრიდეს ამ ფუნქციის რომელიმე ლოკალურ მაქსი– 

მუმს (მინიმუმს) ამ სეგმენტზე (ნახ. 43). 
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ასევე ცხადია, რომ თუ ფენქცია უდიდეს (უმცირეს) მნიშვნელო– 
ბას ღებულობს სეგმენტის შიგა წერტილში, მაშინ ეს წერტილი მისი 
ლოკალური მაქსიმუმის (მინიმუმის) წერტილიც იქნება (ნახ. 44). 

ნახ. 43 ნახ. 44 

  

ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქციის 

უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობების მოძებნის შემდეგი წესი: 

იმისათვის, რომ მოვძებნოთ სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქციის უდი- 

დესი და უმცირესი მნიშვნელობა ამ სეგმენტზე, საჭიროა გამოვთვა– 

ლოთ ფუნქციის მნიშვნელობები სეგმენტის ბოლოებზე და ფუნქციის 

ყველა კრიტიკულ წერტილზე: გამოთვლილ მნიშვნელობებს შორის 

უდიდესი იქნება ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა, ხოლო უმცირესი 

კი -- ფუნქციის უმცირესი მნიშვნელობა. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ I” (X)=X%-3ჯ? ფუნქციის უდი- 

დესი და უმცირესი მნიშვნელობები |1, 3) სეგმენტზე. 

ამოხსნა მოცემულ ფუნქცის (1, 3) სეგმენტზე აქვს ერ- 

თადერთი კრიტიკული წერტილი X=2 და /წ”(2)=--4 ვინაიდან 

1(1)=–-2 და წ(3)=0, ამიტომ ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობაა 0, 

ხოლო უმცირესი მნიშვნელობაა –-4. 

შევნიშნოთ, რომ თუ | (X) არის (0, ნ) სეგმენტზე ზრდადი (კლე– 

ბადი) ფუნქცია, მაშინ | (თ) და / (ხ) იქნება შესაბამისად მისი უმცირე– 

სი (უდიდესი) და უდიდესი (უმცირესი) მნიშვნელობები ამ სეგმენტზე. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ / (X)=Xმ8+X ფუნქციის უდიდესი 

და უმცირესი მნიშვნელობები |--1; 2) სეგმენტზე. 

ამოხსნა. მოცემული ფუნქცია ზრდადია, რადგან I” (X+=5X1+ 

+1>0, ამიტომ ფუნქციის უმცირესი მნიშვნელობაა IC-1)=-–-2, 

ხოლო უდიდესი მნიშვნელობაა –– | (2) = 34. 
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4. ფუნქციის გრაფბკის ამოზნექილობა და ჩაზნექილობა, გადა- 

ღუნვის წერტილი. განვიხილოთ (თ, ხ1) სეგმენტზე უწყვეტი V = / (X) 
ფუნქცია. ამ ფუნქციის გრაფიკზე ავიღოთ ისეთი VVIი (ჯი, | (Xი) ) წერ- 

ტილი, რომლისთვისაც |” (Xი) სასრულია, ე. ი. გრაფიკის M#ი წერტილ- 

ზე გამავალი მხები CV ღერძის პარალელური არ არის (ნახ. 45). 

ვიტყვით რომ V#=წ() ფუნქცის გრაფიკი ჩაზნექილია 

#1Iი (X0, 1 (Xი) )წერტილში (I (X) ფუნქცია ჩახნექილია X0 წერტილში), 

თუ არსებობს ჯა-ის ისეთი მიდამო, რომ ამ მიდამოში ფუნქციის გრა- 

ფიკი მდებარეობს #1ა წერტილში გავლებული მხების ზემოთ (ნახ. 45). 

    

#/| 
' I 

I 

M მ 
ჩ! 

- _) L 
ხათო –“ „2 ველლ=>- 6 7 

ნახ, 45 

ასევე, ვიტყვით, რომ ყ=წ(ჰ) ფუნქციის გრაფიკი ამოზნექილია 
#0 (Xი, I (X9) ) წერტილში (I, (9 ფუნქცია ამოზნექილია Xი წერტილში), 

თუ არსებობს ჯა-ის ისეთი მიდამო, რომ ამ მიდამოში ფუნქციის გრა- 

ფიკი მდებარეობს Mი წერტილმი გავლებული მხების ქვემოთ 

(ნახ. 46). 

  

  
ნახ. 46 
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როგორც 45-ე ნახაზიდან ჩანს, XX წერტილში ფუნქციის ჩაზნექი- 
ლობისათვის აუცილებელია და საკმარისი რომ X#ი წერტილის გარ– 

კვეულ მიდამოში ადგილი ჰქონდეს უტოლობას: 

სყ ––ძყ >> 9. 

მართლაც #ყ = /M##, ძყ = 0, #ყ ––-– ძყ = MI –-– 90 > 0. 

ასევე, XX წერტილში ფუნქციის ამოზნექილობისათვის აუცილებე– 

ლია და საკმარისი, რომ Xი წერტილის რაიმე მიდამოში სრულდებო- 

დეს უტოლობა: 

#)ყ – ძყ <0. 

თეორემა 21.7. თუ /(X) ფუნქციას Xი წერტილში აქვს მეორე 

რიგის წარმოებული და |” (X)>0, მაშინ ფუნქცია Xი წერტილში ჩაზხ– 

ნექილია, ხოლო თუ I” (X0ი)<0 მაშინ –– ამოზნექილია. 

დამტკიცება. რაღდგან I” (ჯე) არსებობს, ამიტომ /| (V) ფუნქ– 

ცია Xი წერტილის გარკვეულ მიდამოშე დიფერენცირებადეა. ლაგრან–- 

ჟის ფორმულის თანახმად გვაქვს: 

ტყ ლ I (Xე -L #სX) –– M (X.) = #X- I (X-+04X), 0 < 0 <1. 

ამავე დროს 

ძყ = |” (Xა) #X. 

ამიტომ 

#ყ –- ძყ = ტXLI (Xი + მ4X) -– | (XI) 1 = 

= 0 (ტკე?. 19% + 009 --7 CI) 
0ტX 

ვთქვათ |” (Xი)>0. მაშინ საკმარისად მცირე /#X-სათვის გვექნება: 

I” (X- + 04#4X) –– |” (X-) >0 

0/X 
და (21.12) ტოლობიდან მივიღებთ: 

ტყ ძყ> 0, 

მაშასადამე / (%X) ფუნქცია ჩახნექილია Xი წერტილში. 

ანალოგიურად შეგვიძლია ვაჩვენოთ, რომ თუ |” (Xი) <0, მაშინ: 

#ყ -ძყ<ს, 

ე. ი. ფუნქცია ამოზნექილია X0 წერტილში. თეორემა დამტკიცებულია. 

შევნიმნოთ, რომ |” (X9ი)>0 (I”” (Xი)<C) პირობა არ არის აუცილე–- 

ბელი იმისათვის, რომ /(X) იყოს ჩახნექილი (ამოზნექილი) Xჯე წერ– 
ტილში ვინაიდან, თუ /” (Xი)=0, მაშინ «ი წერტილში /”(X) ფუნქცია 

შეიძლება იყოს ჩაზნექილი, ამოზნექილი ან არც ჩაზნექილი და არც 

ამოზნექილი მართლაც /(X=X. და დ(ე="». ფუნქციებისათვის 

I” C)=დ” C6)=0, მაგრამ X=0 წერტილში / (9) ფუნქცია ჩაზნექილია, 
ხოლო დ (X) –– არც ამოზნექილი და არც ჩაზნექილი, 

13. უმაღლესი მათემატიკა 19ვ 

(21.12)



ვიტყვით, რომ ფუნქცია ჩახნექილია (ამოზნექილია) შუალედზე, 
თუ იგი ჩაზნექილია (ამოზნექილია) ამ შუალედის ყოველ წერტილზე. 

მაგალითი. ვიპოვოთ ყV=XI--6V3-+ X ფუნქციის გრაფიკის ამო– 
ზნექილობისა და ჩაზნექილობის შუალედები. 

ამოხსნა. ვინაიდან ყ” = 12X2-36X, ამიტომ, როცა X6)––=; 0(V 

V)3, +=ს მაშინ ყ”>0 და, როცა ჯ C 10; 3წ მაშინ ყ/77<0. 

ამრიგად, მოცემული ფუნქციის გრაფიკი ჩაზნექილია, როცა 

XC)-- <; 0IV13, +Cდ ( და ამოზნექილია, როცა XC10; 3 L. 

ვთქვათ | (X) ფუნქციას Xი წერტილში აქვს სასრული წარმოებული. 

გიტყვით, რომ V/ი (Xი, I (Xი) ) არის I( (X) ფუნქციის გრაფიკის გადა- 

ღუნვის წერტილი (Xე არის /| (+) ფუნქციის გადაღუნვის წერტილი), თუ 
არსებობს ისეთი 8>0 რიცხვე, რომ IX---ბ, წი ინტერვალში ფუნქ- 

ცის გრაფიკი მდებარეობს #Iი წერტილში გავლებული მხების ერთ მხა– 

რეს, ხოლო IXი, X-+ბ| ინტერვალში –- მხების მეორე მხარეს 

(ნახ. 47). 

    

სყ 
M» წ 

ს”... | 
| 

! 
0 XV – X 

ნახ. 47 

ცხადია. რომ თუ Xა გადაღუნვის წერტილია, მაშინ ამ წერტილში 

ფუნქცია არც ჩაზნექილია და არც ამოზეექილი. ასევე, თუ Xი წერ- 

ტილში ფუნგცია ჩაზნექილია ან ამოზნექილია, მაშინ Xი არ არის გადა– 

ღუნვის წერტილი. 

განსახღვრებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ თუ Xი არის 

ჯ (X) ფუნქციის გადაღუნვის წერტილი და V=L (X) ფუნქციის გრაფი- 

კისადმი 7#ი (Xი, I (Xი)) წერტილმი გავლებული მხების განტოლებაა, 

მაშინ / (X)-–L (X) სხვაობა ნიშანს იცვლის Xი წერტილზე გაღასვლისას. 

ახლა დიფერენციალური აღრიცხვის მეთოდების საშუალებით შე- 
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ვისწავლოთ ფუნქციის გრაფიკის გადაღუნვის წერტილის მოძებნის 

წესი. 
თეორემა 21.8. თუ Xა წერტილი | (X) ფუნქციის გადაღუნვის 

წერტილია და არსებობს I” (ჯი), მაშინ I” (X0) =0. 

დამცკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ, |” (X0)5+0. 

მაშინ |” (Xი)>>0 ან |”” (X0)<90, ე. ი. ფუნქცია ჯX წერტილში ან ჩახ- 

ნექილია ან ამოზნექილი, ამიტომ X%იე არ არის გადაღუნვის წერტილი. 

მივიღეთ წინააღმდეგობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

შევნიშნოთ, რომ გადაღუნვის წერტილში ფუნქციას მეორე რიგის 

წარმოებული შეიძლება არ გააჩნდეს. მაგალითად, 

ჯ 
–- როცა X>0, 

(0) = ჯ 

–– როცა X<0 

ფუნქციისათვის X=0 გადაღუნვის წერტილია, მაგრამ /” (0) არ არსე– 
ბობს, ვინაიდან |” (X)= IXI. 

ამ შენიშვნიდან და თეორემა 21.8-დან გამომდინარეობს, რომ ფუნ- 

ქციის გადაღუნვის წერტილი უნდა ვეძებოთ იმ წერტილებს შორის, 

სადაც მეორე რიგის წარმოებული ნულის ტოლია ან არ არსებობს. 

უნდა აღინიშნოს, რომ წერტილში ფუნქციის მეორე რიგის წარ–- 

მოებულის ნულთან ტოლობა ან არარსებობა წარმოადგენს გადაღუნ- 
ვის წერტილის არსებობის მხოლოდ აუცილებელ პირობას, ე. ი. იქი- 

დან, რომ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული რაიმე წერტილში ნუ- 

ლია ან არ არსებობს, არ გამომდინარეობს, რომ ეს წერტილი გადა–- 

ღუნვის წერტილია. 

მაგალითად, X=0 წერტილში /”(X)=» ფუნქციის მეორე რიგის 

წარმოიბული ნულის ტოლია, ხოლო 

#. 

დ(X) = ! 2 
XX, როცა X>90 

, როცა Xჯ<>0, 

ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული არ არსებობს, მაგრამ X=0 ამ 

ფუნქციებისათვის არ არის გადაღუნვის წერტილი. 

ახლა დავადგინოთ გადაღუნვის წერტილის არსებობის საკმარისი 

პირობა. 

თეორემა 21.9. თუ /(X) ფუნგცია წარმოებადია Xნ წერტილში, 

ხოლო ამ წერტილის რაიმე მიდამოში |” («) წარმოებულს აქვს სხვა- 

დასხვა ნიშანი X>X0ი და X<Xი მნიშვნელობებისათვის, მაშინ Xე არის 

I (X) ფუნქციის გადაღუნვის წერტილი. 
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დამტკი ცება. ფუნქციის გრაფიკისადმი /Mი (ჯი, I(Xი)) წერ- 
ტილმშე გავლებული მხების განტოლებაა #, (X) =,” (Xი) (X-––Xი) -C I CXი). 
განვიხილოთ სხვაობა: 

MX) –– LC) = (ი) – წ(X)– /' (X) (X –– XV). 
ლაგრანჟის თეორემის ძალით / (X)–– I (X6) =|” (6) (L–-–Xი), სადაც § მო- 
თავსებულია Xჯი-სა და X-ს შორის, ამიტომ: 

/(X) –– LC») = CV” (6) –– / (XI) ) (X –– Xე). (21.13) 
ვაჩვენოთ, რომ |” (X) ფუნქცია უწყვეტია Xი წერტილში. როგორც 

ვიცით (თავი V, თეორემა 16.4-ის შედეგი 2) წარმოებულ ფუნქციას არ 

შეიძლება ჰქონდეს პირველი გვარის წყვეტის წერტილი. ამასთან თეო–- 

რემის პირობეს ძალით |” (X) ფუნქცია Xი წერტელის მიდამოში უბან- 

უბან მონოტონურია. ამიტომ მას არ შეიძლება ჰქონდეს მეორე გვარის 

წყვეტის წერტილი (თავი IV, თეორემა 2.1-ის შედეგი). ე. ი. /” (X) 

ფუნქცია უწყვეტია Xი წერტილში. მაშასადამე |” (:) ფუნქცია Xი წერ- 
ტილის მიდამოში აკმაყოფილებს ლაგრანჟის თეორემის პირობებს. 

ამიტომ (21.13) ტოლობიდან გვაქვს: 

1(X –– L(CX) = |” თ) (§ –– X-) (X–– X)), 
სადაც უი მოთავსებულია L-სა და X-ს შორის რადგან § და Xჯ 

წერტილები მდებარეობენ Xი წერტილის ერთ მხარეს, ამიტომ 

(8––X0) (X-–-Xი)>0 და წ(X)--L(CC) სხვაობას აქვს 1” Cთ)-ს ნიშანი. 

ამრიგად, რადგან |” (X) იცვლის ნიშანს Xი წერტილზე გადასვლისას, 

I (XI –L X) სხვაობაც შეიცვლის ნიშანს Xი წერტილზე გადასვლისას. 

ე. ი. Xი არის / (X) ფუნქციის გადაღუნვის წერტილი. თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. 
შენიშვნა. ფუნქციის გადაღუნვის წერტილი შეიძლება იყოს 

წერტილი, რომლის ნებისმიერ მარცხენა და მარჯვენა მიდამოებში 

ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული ნიშანს არ. ინარჩუნებს. მაგალი– 

თად, განვიხილოთ ფუნქცია: 

5 

_-. +X3%, როცა X58C-0, 
X 

| 0, როცა Xჯ = 0. 

ცხადი,ა რომ X=0 ამ ფუნქციის გადაღუნვის წერტილია და 

7 (001=0. ადვილია ჩვენება, რომ დვილ ვეზე 

1 1 . 1 2 1 : 
00 =25ი-- –- ლილ თყიე= 

10 
–-–  ––-,რო X 3.0. 

X Xჯ X? X + 9V X > 
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განვიხილოთ წერტილთა ორი მიმდევრობა: 

, 1 „ 1 
Xგ == “2 -=>>. და X, =- 3ჯ , CV. 

–- + 2Mჩ –“- + 2 
2 + 2 + 

ცხადია, , რომ IIთ I! XV = --C, ხოლო IIთ /”(X,) = -L თ. 
M#-ილ ლლ 

ე. ი. X=0 წერტილის ნებისმიერ მარჯვენა მიდამოში ფუნქციის მეორე 

რიგის წარმოებული ნიშანს არ ინარჩუნებს. ასევე შეიძლება ვაჩვენოთ, 

რომ /” (X) ნიშანს არ ინარჩუნებს X=0 წერტილის ნებისმიერ მარცხე– 

ნა მიდამოში. 

ამრიგად, თეორემა 21.9-ის პირობა |” (X) ნიშანს იცვლიდეს Xი 

წერტილზე გადასვლესას, არის გადაღუნვის წერტილის არსებობის საკ– 

მარისი, მაგრამ არა აუცილებელი პირობა. 

მაგალითი. მოვძებნოთ ყ = 6%წX ფუნქციის გრაფიკის გა–- 

დაღუნვის წერტილები, ჩაზნექილობისა და ამოხნექილობის შუალე- 

დები. 

ამოხსნა. გამოვთვალოთ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული: 

0%VCLწ ჯ „ 1–2ჯ 

1 -L ჯ? ” ” (1 + ჯX“” 
1 

აქედან ჩანს, როა ყ” >> 0, როცა #X<-- და ყ” <0, როცა X>-> · 

, 
ყ = I .6მICLწ « 

2 

ამოზნექილია, როცა XC | -– კ) +C L, ხოლო ჯ = -- ფუნქციის გა- 

დაღუნვის წერტილია, 

ნწ. ფუნქციის ბრაფიკის ასიმპტოტები 

ვთქვათ M (X, ყ) არის #ყ=/ (X) ფუნქციის გრაფიკის წერტილი. ვი–- 
ტყვით, რომ /# წერტილი უსასრულობისაკენ მიისწრაფვის, თუ ამ 

წერტელის ერთი კოორდინატი მაინც აბსოლუტური სიდიდით მიის– 

წრაფვის + C%-საკენ. 

ფუნქციის გამოკვლევის დროს ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი მომენ– 
ტია მისი გრაფიკის ფორმის დადგენა, როდესაც გრაფიკის წერტილი 

მიისწრაფვის უსასრულობისაკენ. განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია ის 
შემთხვევა, როდესაც ფუნქციის გრაფიკი მისი წერტილის უსასრულო– 

ბისაკენ მისწრაფების დროს ნებისმიერად უახლოვდება რაღაც წრფეს. 

განსაზღვრება 21.5. რაიმე წრფეს ეწოდება ფუნქციის გრა- 

ფიკის ასიმპტოტი, თუ მანძილი გრაფიკის წერტილიდან ამ წრფემდე 
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მიისწრაფვის ნულისაკენ, როდესაც ეს წერტილი მიისწრაფვის უსას- 
რულობისაკენ. 

ასიმპტოტს, რომელიც 0ყ ღერძის პარალელურია, ვერტიკალური 
ასიმპტოტი ეწოდება, ხოლო ასიმპტოტს, რომელიც C0ყ ღერძის პარა–- 

ლელური არ არის, დახრილი ასიმპტოტი. 

განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ X=ძთ წრფე არის ყ=/ (X) 

ფუნქციის გრაფიკის ვერტიკალური ასიმპტოტი, თუ: 

III წ(00) =C ან IIთო /7(X = დ, 
X->0ი+ X-->ი- 

მართლაც, ამ შემთხვევაში გრაფიკის წერტილი მიისწრაფვის უსასრუ- 
ლობისაკენ, როცა Xჯ--ძ, ამასთან მანძილი გრაფიკის /V (X, ყ) წერტი- 
ლიდან X=0 წრფემდე არის |X--ძ|I (ნახ. 48 ა), რომელიც ცხადია 
მიისწოაფვის ნულისაკენ, როცა X–+ძ20, ე. ი. X=ძ არის ყ=/ (X) ფუნ- 
ქციის გრაფიკის ვერტიკალური ასიმპტოტი. 

  

  

ნახ. 48 

ამრიგად, ფუნქციის გრაფიკის ვერტიკალური ასიმპტოტის მოსა- 

ძებნად საჭიროა ვიპოვოთ არგუმენტის ის მნიშვნელობა რომლის ერთ- 

ერთ ცალმხრივ მიდამოში მაინც ფუნქცია უსასრულოდ დიდია. 

მაგალითად, X=0 წრფე არის | (X)= 1. ფუნქციის გრაფიკის ვერ–- 
X 

ტიკალური ასემპტოტი, რადგან 

· 1 · 1 
I0 -- =-- 9, I0 –-=+C. 

X->0- Xჯ X->-0-+- X 

ახლა ვთქვათ ყ#=/ (X) ფუნქციის გრაფიკს აქვს დახრილი ასიმპტო– 

ტი, მაშინ მის განტოლებას ექნება სახე (ნახ. 48 ბ). 

ყ = ჩX -Lხ.. (2114) 

ვიპოვოთ # და ხ რიცხვები. ვთქვათ M (X, ”(X) ) არის ”7=/ (X) ფუნ- 
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ქციის გრაფიკის რაიმე წერტილი. მანძილი #M წერტილიდან (21.14) 

წრფემდე გამოითვლება ფორმულით: 

V#> + 1 

გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ X-++თ (შემთხვევა 

ა-ი განიხილება ანალოგიურად), ასიმპტოტის განსაზღვრების 

ძალით: 

10) (–X –– /(X) -+- ხ) =0, (21.15) 
X--0-% 

ყო X (6-7. 120 + ++) =9, 
X--+ +X% 

მი (66- (ა <5) = 9. 
X--+Cთ9 X 

ანუ 

აქედან 

საიდანაც: 

# = Iთ 1C0>X) (21.16) 
X-+-+Cთ% X 

ახლა ხ შეგვიძლია განვსაზღვროთ (21.15) ტოლობიდან: 

| ხ =. IIთ (”(X) – ჩX). (21.17) 
ამრიგად, თუ ყ=/X+ ხნ წრფე არის ყ=|I (X) ფუნქციის გრაფიკის 

ასიმპტოტი, მაშინ # და წხ გამოითვლება (21.16) და (21.17) ფორმუ- 

ლებით. ადვილია ჩვენება რომ პირიქითაც, თუ (21.16) და (21.17) 

ზღვრები არსებობენ, მაშინ ყ=/X+ხ წრფეს არის ასიმპტოტი. ე. ი. 

იმისათვის, რომ #ყ=#X+ ხ წრფე იყოს ასიმპტოტი, აუცილებელია და 

საკმარისი, არსებობდეს (21.16) და (21.17) სასრული ზღერები. 
იმ კერძო შემთხვევაში, როცა IIთC / (X) სასრული რიცხვია, მაშინ 

X-–--% 

(21.16) და (21.17) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ #=0 და 
ხ=IIი / (VI). ამიტომ ფუნქციის გრაფიკს გააჩნია ასიმპტოტი, რომლის 
X–-––-+ ლი 

განტოლებაა #/=ხ და მას ჰორიზონტალური ასიმპტოტი ეწოდება. 

შევნიშნოთ, რომ ფუნქციის გრაფიკს ასიმპტოტთან შეიძლება ჰქონ– 

დეს საერთო წერტილები (სასრული ან უსასრულო). ამის მაგალითია 

5101 X (შეამოწმეთ). 

მაგალითი. ვიპოვოთ ყ=X--2მ2:::წX» ფუნქციის გრაფიკის 
ასიმპტოტები. ცხადია, რომ ამ ფუნქციის გრაფიკს ვერტიკალური ასიმ- 
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  ფუნქცია V =



პტოტი არ გააჩნია (მოცემული ფუნქცია უწყვეტია /I?-ზე), ვიპოვოთ 
დახრილი ასიმპტოტები: 

1) როცა X->+-ი00, გვაქვს 

ხ= სიო 2 2 2LCLC ჯ = სი __ 249%%X) =1, 

X–->90 X X-–++-9% X 

ხ=IIსი (X-–– 2მჯასCX –– X) = –– 2 IIთ მIC(თX=–-». 
ჯ-ა+ დ X-–-++% 

ამრიგად როცა #+>++-ი ი მოცებული ფუნქციის ასიმპტოტია 

ყ=X-–-# წრფე. 
2) როცა X->--C, მაშინ ადვილია გამოთვლა, რომ #=1 და ნხ=X. 

ე. ი. როცა X->--%, მოცემული ფუნქციის ასიმპტოტია ყ=X+X 

წრფე (ნახ. 49). 

-   

  

ნახ. 49 

მაშასადამე ყ=X-–-2 მIC(– X ფუნქციის გრაფიკს აქვს ორი სხვადასხვა 

ასიმპტოტი: ყ=X– ე, როცა X++C=% და ყ=X+>2, როცა X->--VC, 

6. ფუნქციის გრაფიკის აგების სქემა. ფუნქციის გრაფიკის ასაგე–- 

ბად მიზანშეწონილია დიფერენციალური აღრიცხვის მეთოდების დახ– 

მარებით გამოვიკვლიოთ ფუნქცია და შემდეგ ავაგოთ მისი გრაფიკი. 

ფუნქციის გამოკვლევა შეიძლება ჩავატაროთ შემდეგი სქემით: 

1) ვიპოვოთ ფუნქციის განსაზღვრის არე და წყვეტის წერტილები; 

2) თუ შესაძლებელია, ვიპოვოთ ფუნქციის გრაფიკის კოორდინატ- 

თა ღერძებთან გადაკვეთის წერტილები; 
3) შევამოწმოთ არის თუ არა ფუნქცია ლუწი ან კენტი, არის თუ 

არა იგი პერიოდული; 
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4) მოვძებნოთ ფუნქციის ზრდადობისა და კლებადობის შუალედე– 

ბი, ექსტრემუმის წერტილები და ექსტრემუმები; 

5) ვიპოვოთ ფუნქციის გრაფიკის ამოზნექილობისა და ჩაზნექილო– 

ბის უბნები, გადაღუნეის წერტილები; 

6) ვიპოვოთ ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტები. 

მაგალითი 1. გამოგთვალოთ V = _% ფუნქცია და ავაგოთ 
1-+ჯ? 

მისი გრაფიკი. 

ამოხსნა. მოცემული ფუნქციის განსახღვრის არეა |–-–ი; + CL 

შუალედი და ეს ფუნქცია უწყვეტია. როცა X=0, მაშინ ყ=0 და პი– 

რექით, როცა ყ=0, მაშინ X=0, ე. ი. ფუნქციის გრაფიკი გადის კო- 
ორდინატთა სათავეზე და სხვა თანაკვეთის წერტილი კორდინატთა 

ღერძებთან გრაფიკს არა აქვს. 

ცხადია ფუნქცია კენტია, ამიტომ მისი გრაფიკი სიმეტრიულია კო– 

ორდინატთა სათავის მიმართ. 

ახლა მოვძებნოთ ფუნქციის წარმოებული: 

,_ 1--ჯ 

7 05 
აქედან მივიღებთ, რომ ფუნქციის სტაციონალური წერტილებია 

X,=-1 და XX=I. ადვილი "შესამოწმებელია, რომ ყ”>0, როცა 

X6)-- 1; 1 და #<0, როცა XC1-- C; –-1(VI 1; + თს ე. ი. 
ფუნქცია ზრდადია, როცა XC1)--1; 11 და კლებადია, როცა XCL –– ი; 
– 1I 0)11; +C=L, ამიტომ X=-–-1 არის ფუნქციის მინიმუმის 

წერტილი, ხოლო X:=1-––მაქსიმუმის წერტილი: 

1 = 1 II მX ყ = 1. თი#=---, ყ=->. 

ვიპოვოთ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული: 

”/ 2X (1 – პ) 

ქ + ჯა 

აქედან მიიღება, რომ მოცემული ფუნქციის გრაფიკი ამოზნექილია, 

როც XC1-- «; – V 3 (V19; V 3 ( და ჩაზაექილია, როცა XC1 –– 
–V3:0(ს1V3; +თ)- 

ცხადია, გრაფიკის გადაღუნვის წერტილები იქნება M '(=V/3, – #2), 

M)(0; 001 და ”Mეუე (#75, #23.) · 
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ვინაიდან: 

მიო –-“ =ი0, 
(X->- ილთ 1 + ჯ? 

ამიტომ ფუნქციის გრაფიკს აქვ ჰორიზონტალური ასიმპტოტი ყ=0. 

  ცხადია, რომ ყ = ფუნქციის გრაფიკს ვერტიკალური ასიმპტო–- 
1<+ ჯ? 

ტი არ გააჩნია, 

ჩატარებული გამოკვლევის საფუძველზე ავაგოთ ფუნქციის გრაფი- 

კი (ნახ. 50). 

  

  

ნახ. 50 

მაგალითი 2. გამოვიკვლიოთ ყ =– / »X-ჯ ფუნქცია და ავა- 

გოთ მისი გრაფიკი. 
ამოხსნა, მოცემული ფუნქციის განსახღვრის არეა |--C%; +C| 

შუალედი და ეს ფუნქცია უწყვეტია მთელ განსაზღვრის არეზე. ფუნ- 

ქციის გრაფიკი საკოონდინანტო ღერძებს ჰკვეთს (0;0) და (–1;-C0) 

წერტილებში, გამოვთვალოთ წარმოებულები: 

M _ 3ჯ + 2 ყ” =–– 2 _ 

3 /XCC +117.” 9 7 XC -++1)9..· 

ცხადია X=--1 და X=0 წერტილებში ფუნქციის წარმოებული არ 

არსებობს, ამასთან 1Iი (ყ” (X = + თ, III ყV”წ (X9=+Cთ, IIი1 ყ” (X= 
X->-–1 X->0- X->0– 

2 
=–-Cთ. ე. ი. კრიტიკული წარტილებია X.=--1, X-––– და Xვ == 0. 

2 
ადვილია ჩვენება, რომ ფუნქცია ზრდადია, როცა XCI)--C; – IV) 0; 

2 
+ ლ (და კლებადია, როცა »C- 1. 0. -. წერტილში



ვ--- 

ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი, ამასთან ი12X ლ“ძრ +) = V 4. , ხოლო 

X=0 წერტილში ფუნქციას აქვს მინიმუმი და IIი ყ=წVყ(0)= 0. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ ფუნქციის გრაფიკი ამოზნექილია, როცა 

X>--1 (X5-0) და ჩაზნექილია, როცა X<-–-1, ამასთან (––-1,0) ფუნ- 

ქციის გრაფიკის გადაღუნვის წერტილია. 

ვინაიდან 11. V I და Iთ ( I/ »ბ -L ჯ-- XIს) = 1. ამიტომ 
X--ლილ #X X-> 3 

ყ=X% + – წრფე წარმოადგენს მოცემული ფუნქციის გრაფიკის 

ასიმპტოტს. ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია 51-ე ნახაზზე. 

    

  

74 “” 
“I 7 

34 „რ 
V-· =დ 

/' MX 
> »ჯ 

+ IC 

2» 

ნახ. 51 

მაგალითი 3. გამოვიკვლიოთ ფუენქცია: 

1 

I0 =IX+2I)6 X#, 
და ავაგოთ მისი გრაფიკი. 

ამოხსნა. ფუნქციის განსახღვრის არეა |--=; 0ILII0; +CთL 

ამასთან 

Iთ I(X= +Cთ, IIთ /(X) =0. 
X–->0-–- X->0-L 

ფუნქციის“ გრაფიკი 0X ღერძს ჰკვეთს როცა X=--2, ხოლო 0ყ 

ღერძს არ ჰკვეთს. ცხადია, ფუნქცია არც ლუწია და არც კენტი. ვიპო– 

ვოთ ფუნქციის წარმოებული: 
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1 
Xმ + ჯ + 2; 

  

5 , როცა ჯXლ–2, 

MC = « , 
” => 
+2420+%0 ; , როცა X>-–2, #5“0. 

აქედან ცხადია, რომ ფუნქცაას სტაციონალური წერტილები არ გააჩ- 

ნია. ფუნქციის კრიტიკული წერტილია X=–-–-2. ადვილი შესამოწმებე–- 

ლია, რომ ფუნქცია ზრდადია, როცა X C L--2; 01010; + ს და კლე– 

ბადია, როცა X 6 )--ლ<; ––2წ ე. ი. X=–-2 არის ფუნქციის მინიმუმის 

წერტილი: 

XI / = ”(–- 2) = 0. 

გამოვთვალოთ ფუნქციის მოშე რიგის წარმოებული: 

1” (9 = 

I 
2-. – 

I“ >“ ლ%, . 9 X<>- 2, 

ლ= LL 
2-:2> == 
  « , თუ X>-2, X7წ7-90. 

აქედან ჩანს, რომ ფუნქციის გრაფიკი ამოზნექილია, როცა XC |– თ; 

–2LV | <>; + თ, ჩაზნექილია როცა XI – 2 ი ს I 2 · 

=> არის ფუნქციის გადაღუნვის წერტილი, ხოლო Xჯ=--2 არ არის 

გადაღუნვის წერტილი (არ არსებობს |” (<-2)). 

ადვილი შესამჩნევია რომ ყ=0 არის გრაფიკის ვერტიკალური 

ასიმპტოტი. მოვძებნოთ დახრილი ასიმპტოტები: 

1 

Iთ (ო _ Iთ =0თ0+2, „· 
->–-თ X X-3>-– 00 X 

I (8021 
X-“– იად #X% 

  

=--1, 

= 1, 

ვინაიდან 6. X –1-4++0(-), როცა #-> C, ამიტომ 
X 
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1 

I0ი | X-XX+26 #7“ )– IIთ ლ-#-2+14+<-%ს ) =–--1 
X ს+“–Cლი > 

1 

Iი («+ 2 % -- )– |11(1! X-- 2--X–--1 - ++%0)) =1. 
ჯX X-–++4+% X>+6-%9 

ამრიგად, გრაფიკის დახრილი ასიმპტოტებია ყ = –-X-–-1I და 

ჟ=X+1. 

ფუნქციის გრაფიკ: მოცემულია 52-ე ნახაზზე: 

  

  

  
ნახ. 52 

ფუნქციის გრაფიკის აგების ზემოთ მოყვანილი მეთოდი შეიძლება. 

გამოვიყენოთ 

”-7X0) (21.18) 
ყ=ყ() 

განტოლებებით მოცემული წირის ასაგებად. 

აქ არ იგულისხმება, რომ (21.18) განტოლებებით მოცემულია ცალ–- 

სახად ერთი ფუნქცია ყ=I (+) ან X=ჯ(ყ (ყ) სახით. შევნიშნოთ, რომ 

(21.18) განტოლებებით მოცემული წირი წარმოადგენს ამ განტოლებე– 

ბით განსახღლვრული ყველა Vყ=/! (XV) და X=§ (/) ფუნქციების გრაფი- 

კების გაერთიანებას, ამიტომ (21.18) განტოლებებით მოცემული წირის 

ასაგებად I-ს ცვლილების არეს, თუ ეს შესაძლებელია, ყოფენ ინტერ– 

ვალებად, ისეთნაირად, რომ თითოეულ მათგანზე ფუნქციები X (I) ან 

ყ (0) იყოს მონოტონური. 

იმისათვის, რომ ვიპოვოთ (21.18) განტოლებებით მოცემული წი- 

რის ის ასიმპტოტი, რომელიც Cყ ღერძის პარალელურია. საჭიროა ვი– 
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პოვოთ ისეთი I, რომლისთვისაც არსებობს სასრული ზღვარი 

IV XC) =ძ (IIო XC) =0), ხოლო III) Vყ() (IC #/V)) ტოლია 
1–>–1ე-+- 1->/ჩაე–– 1 1->ე–– 

+ CC ან -– დ. თუ ასეთი ჯე არსებობს, მაშინ X=ი0 იქნება 0” ღერძის 

პარალელური ასიმპტოტი. 

ანალოგიურად, 0X ღერძის პარალელური ასიმპტოტის პოვნა დაიყ–- 

ვანება ისეთი /--ის პოვნახ,ე რომლისთვისაც არსებობს სასრული 

ზღვარი IIი ყ() =0 ( IIი ყ/) = 0, ხოლო IIთ XXI) (IIთ XC) 
1->-7ე-+- 1->1ე–– 1->წე-- 1->ჩე 

ტოლია + C ან –– დ. თუ ასეთი ?ე არსებობს, მაშინ ყ = C იქნება 0X 

ღერძის პარალელური ასიმპტოტი. 

საკოორდინატო ღერძების პარალელური ასიმპტოტის მოსაძებნად 

საჭიროა ვიპოვოთ ისეთი #0, რომლისთვისაც 

1) ზღვრები 10 XC), და. Iთ V() ( Iო XV და. IIთ ყ()) ტო- 
->6+- “-იხნL (> ( +-/- 

ლია +-თ ან –- C-ის; 2) არსებობს სასრული ზღვარი; 

ყი #0 86-20 ( MIთ (05 670); 
+ >წს+- XC) 1>იხ-–- XC) 

არსებობს სასრული ზღვარი: 

Iი. (90) – 7Xთ)) თხ (II I/0  -––”წXC) 1ლ”ხ). 
1->ჩ L->-ჩე-– 

ამ შემთხვევაში ყ=/#X+ხ წრფე იქნება (21.18) განტოლებებით 

განსაზღვრული წირის ასიმპტოტი. 

მაგალითი 4. გამოვიკვლიოთ ფუნქცია: 

X=I(0 + 314+1 

ყ=ლ=სტ–3+4+1 

და ავაგოთ მისი გრაფიკი. 

ამოხსნა. ფუნქციები X (/1=1%+3/+1 და ყ(0=/პ3-3#+1 გან–- 

საზღვრულნი არია§5 ნებისმიერი 1-სათვის, ამასთან: 

X; = 3(I'-L1), წყ; = 3 (I? –- 1), 

ცხადია, რომ X»X, >> 0 ყოველი (#–-სათვის. ე. ი. X (I) ფუნქცია ზრდა–- 

დია |--–«; + შუალედში, ამასთან: 

Iთ XV =-- Cდ, III) XV) = +C. 
> –- 9 (1>–+Cთ% 

ამიტომ X# (0) ფუნქციას გააჩნია მექცეული 1 (X) ფუნქცია, რომელიც 

ზრდადია |--%; +C%)I შუალედში. აქედან გამომდინარე (21.19) გან- 

ტოლებები განსაზღვრავენ ერთადერთ V=|/ (ლ) ფუნქციას. 

  

(21.19) 

  

  

C აქ და შემდეგშიც Lე რიცხვია, + 299 ან –- %. 
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2 
ვინაიდან /” (X) =? ამიტომ |” (+) =0 განტოლებებიდან გვაქვს 

#-L1' 
1=--1 და 1=1. (21.19)-დან ვიპოვით კრიტიკულ წერტილებს ჯ=–-–3 

და X=5. 

  

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ფუნქცია ზრდადია, როცა XCI –– თ; 

–3(101)5; +=L, ხოლო კლებადია, როცა + C I-–3; 5|, ამიტომ X=––3 

წერტილში ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი, ხოლო X=5 წერტილში მინი– 

ი. 

” გამოვთვალოთ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული: 

„თ-=(5-').4%> 4 „1. #4... 
(1, ძX ((?-L1)? X, 3((/? -L 1)3 

ცხადია, რომ I” (X)<0, როცა 1<0 ანუ X<1 და!” (X)>0, როცა1(>0 

ანუ X>1. აქედან გამომდინარეობს, რომ ფუნქციის გრაფიკი ამოზნე– 

ქილია, როცა X#CI)--C; 1 და ჩახნექილია, როცა XCI1; +CთL, ხო- 

ლო (1,1) წერტილი ფუნქციის გრაფიკის გადაღუნვის წერტილია. 

ვინაიდან 

  

1თ წ(X = IIთ (8-–-– 31+- 1) =+Cთ, 
X->--% L1->4 9 

) -L 31 -L 1 
სკ '.=1 წთ -% = IIთ 

ჯ-+6ლ0ი»X» #(>1--C 1 31+1 

Iი (ყ-–-–Xლ––IIი2 67= Cთ, 
X->11% (L-–+C= 

ამიტომ V#=/ (+) ფუნქციის გრაფიკს ასიმპტოტები არა აქვს. 

ყოველივე ზემოთ თქმულიდან შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ ფუნქ– 

ციის გრაფიკს აქვს 53-ე ნახახზე ნაჩვენები სახე. 

 



შევნიშნოთ, როვ თუ (21.19) განტოლებებიდან გამოვრიცხავთ 1 
პარამეტრს, მივიღებთ: 

(X ––- ყ)ზ–– 18(X + ყ) -L 36 = 0. 

აქედან ჩანს, რომ ზოგჯერ უმჯობესია ფუნქცი-ს გამოკვლევა ჩავა– 
ტაროთ პარამეტრული სახით ჩაწერილი ფუნქციისათვის. 

მაგალითი 5. ავაგოთ წირი, რომელიც მოცემულია განტოლე- 
ბებით: 

(X (0) =1C, 

IVC0 =16-'. 
ამოხსნა. ვაჩვენოთ, რომ (21.20) განტოლებებით მოცემული 

წირი სიმეტრიულია ყ= ––-X წრფის მიმართ. ვ-ნაიდან 

'(21.2Cთ) 

XL-0= --I00=-ყ0=–-V, 

ყ(“--ს=-1I=-XVი)= –V, 
ამიტომ, თუ (ჯ, ყ) წერტილი მდებარეობს მოცემულ წირზე ამავე წირ- 

ზე იქნება (–-V, ––X) წერტილიც. ამრიგად, (21.20) წირი სიმეტრიუ- 

ლია #ყ=-–-X წრფის მიმართ, ამიტომ საკმარისია გამოკვლევა ჩავატა- 

როთ იმ შემთხვევაში, როცა 1>0. 

ფუნქციები X (1) = 16”, ყ (/)=16-! განსაზღვრულნი არიან ნების– 

მიერი 1-სათვის. ცხადია 

X» = (1+ 110, ყუ =(1-–-#06-/, 

როცა ! C10; + ფუნქცია X (I) ზრდადია და გააჩნია შექცეული 

ფუნქცია 1=1 (X), რომელიც აგრეთვე ზრდადია 10; +C%| შუალედზე. 

ტოლობიდან MV,=0, გვაქვს 7C1, ამასთან ყ, >> 0, როცა 1 C 10; 1ს 

ხოლო ყჯ<0, როცა 1611; +-% ნ, ამიტომ (=1 წერტილში V CV) უუნქ- 
ციას აქვს მაქსიმუმი: 

თმX / = V(1) = -+. 
6 

ცხადია, რომ 11 X (/) = IIი) 16 =- –- C, ხოლო IIთ. ყ (/I)= 1Iთ #6“-7= 
(--+= IL> -+თ9 (->-+- L–-+-% 

= Iთ #2 0, ამიტომ 0X ღერძი არის მოცემული წირის ასიმპტოტი, 

L->+-თ C , 
რადგანაც წირი მოცემულია ყ=–--X წრფის მიმართ, ამიტომ 0ყV ღეოძიც 

მისი ასიმპტოტია. 
(21.20) განტოლებები |––1; +%L შუალედში (სადაც X” (I) დადე– 

ბითია) განსაზღვრავს #=V (ს) ფუნქციას. გამოვითვალოთ ყა: 
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„ ძი / ,1-–/% ძ 2-1) 1 + 1. _ 
M- 1+I/ძ;. 0+? '1+/) 0+ით” 

(2 –- #9, (21.21)   

ამ ტოლობიდან ცხადია, რომ დადებითი (-ებისათვის Vყ:=0, როცა 

1= V 2, პარამეტრის ამ მნიშვნელობას შეესაბამება ჯ=V 2-6”? , 

(21.21) ტოლობიდან გვაქვს: 

<0, როცა 0<X<V2 2V? 6<1<V2) და #:>90, რო- 

ც X>V2 -V2 (1>V2). გამომდინრე აქედან (V2 -V2 , 

V 2 « M?) წერტილი არის / = #(X9) ფუნქციის გადაღუნვის წერტი- 
„ლი, ამასთან 10, V 2 -V2; ინტერვალში გრაფიკი ამოზნექილია, 

ხოლო 1V 2 „-V2 ,; + C ( ინტერვალში –– ჩაზნექილია, 

ყოველივე ზემოთ თქმულიდან იმის: გათვალისწინებით, რომ (21.20) 

განტოლებებით მოცემული წირი სიმეტრიულია ყ=–X წრფის მი- 

მართ, შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ მოცემულ წირს აქვს 54-ე ნახაზზე 

ნაჩვენები სახე. 

VI 

დI
> 

  
ნახ, 54 

14, უმაღლესი მათემატიკა 209



კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. განსაზღვრეთ ფუნქციის წარმოებული და მოიყვანეთ მისი გეომეტრიული 

ღა მექანიკური შინაარსი, 

2. განსაზღვრეთ ფუნქციის ცალმხრივი წარმოებულები. 
3. განსაზღვრეთ ფუნქციის დიფერენცირებადობა წერტილში, რას ეწოდება 

ფუნქციის დიფერენციალი? 

4. მოიყვანეთ ფუნქციის დიფერენციალის გეომეტრიული და მექანიკური ში- 

ნაარსი. 

5. რა კავშირია წარმოებადობასა და დიფერენცირებადობას შმორის? 

6. რაში მდგომარეობს პირველი რიგის დიფერენციალის ფორმის ინვარიან- 

ტობა? 
„ 7. რა კავშირია წარმოებადობასა და უწყვეტობას მორის? 

8. ჩამოაყალიბეთ შექცეული ფუნქციის გაწარმოების წესი. 

9. ჩამოაყალიბეთ რთული ფუნქციის გაწარმოების წესი. 

10. დაწერეთ ძირითადი ელემენტარული ფუნქციების წარმოებულების ცხრილი. 
11. განსაზღვრეთ ფუნქციის მაღალი რიგის წარმოებული და დიფერენციალი. 

12. ჩამოაყალიბეთ თეორემები რთელი ფუნქციისა და შექცეული ფუნქციის 

გაღალი რიგის წარმოებულების შესახებ. 
13. გამოიყენეთ პარამეტრულად მოცემული ფუნქციის პირველი ღა მეორე რე- 

გის წარმოებულების გამოსათვლელი ფორმულები. 

14. როგორ გამოითვლება არაცხადი სახით მოცემული ფუნქციის წარმოებული? 

15. რა კავშირია მაღალი რიგის დიფერენციალსა და წარმოებულებს “შორის? 

16. აჩვენეთ მეორე რიგის დიფერენციალის ფორმის არაინვარიანტობა. 

17. ჩამოაყალიბეთ ფერმას, როლის და ლაგრანქის თეორემები და მოიყვანეთ 

მათი გეომეტრიული შინაარსი. 

18. ჩამოაყალიბეთ კოშის თეორემა. 
19. ჩამოაყალიბეთ ლოპიტალის წესი განუსაზღვრელობათა გახსნის შესახებ. 

20. დაწერეთ ტეილორის ფორმულა. 
21. დაწერეთ ტეძლორის ფორმულის ნაშთითი წევრი პეანოსა და ლაგრანჟის 

სახით. 
22, ჩამოაყალიბეთ თეორემები ფუნქციის ზრდადობისა და კლებადობის შესახებ, 
23. განსაზღვრეთ ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუმი ღა ლოკალური მინიმუმი, 

24. განსაზღვრეთ სტაციონალური წერტილები, კრიტიკული წერტილები. 

25. მოიყვანეთ ექსტრემუმის არსებობის აუცილებელი პირობა. 

26. მოიყვანეთ ევსტრემუმის არსებობის საკმარისი პირობები. 

27. ჩამოაყალიბეთ სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშე- 

ნელობების მოძებნის წესი. 

28. განსაზღვრეთ ფუნქციის გრაფიკის ამოზნექილობა, ჩაზნექილობა და გადა- 

ღუნვის წერტილი. 
29. ჩამოაყალიბეთ ამოზნექილობისა და ჩაზნექილობის საკმარისი პირობები. 
30, მოიყვანეთ ფუნქციის გრაფიკის გადაღუნვის წერტილის აუცილებელი და 

საკმარისი პირობები. 
31, განსაზღვრეთ ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტი. 

32. მოიყვანეთ ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტების მოძებნის წესი. 

33, რა სქემის მიხედვით შეიძლება ჩავატაროთ ფუნქციის გამოკვლევა და გრა- 

ფიკის აგება? 
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მეექვსე თავი 

განტოლებათა მიახლოებითი ამოხსნა 

§ 1. სიდიდის მიახლოებითი მნიშვნელობა. აბსოლუტური 

და ფარდობითი ცდომილება 

ყოველი სიდიდე რიცხვით ას რიცხვთა სისტემით გამოისახება, მათ 

უმეტეს შემთხვევაში განსაზღვრავენ გამოთვლების, დაკვირვევების ან 

გაზომვების შედეგად, რომლებიც საზოგადოდ არ შეიძლება ჩატარდეს 

აბსოლუტური სიზუსტით, ე. ი. ადგილი აქვს გარკვეულ შეცდომებს. 

რეალური მოვლენის მათემატიკური მოდელის აგებისას საჭიროა 

შევადგინოთ ამ მოვლენის შესაბამისი მათემატიკური განტოლება, შე– 

ვაფასოთ მისი პარამეტრები, საწყისი პირობები, ჩავატაროთ ანალიზი 

და შევარჩიოთ ამოხსნის მეთოდი. მათემატიკური მოდელი გვაძლევს 

რეალური მოვლენის მხოლოდ გარკვეულ მიაბლოებას. არ არის ზუს- 

ტად ცხობილი აგრეთვე პროცესის საწყისი მონაცემები. უმეტეს შემ- 

თხვევაში განტოლების ამოხსნის პროცესშიც ვიყენებთ მიახლოებით 

გამოთვლებს. ამრიგად, როგორც მათემატიკური მოდელის აგების 

დროს, ასევე მისი ანალიზისას ვუშვებთ გარკვეულ შეცდომებს. 

ყოველი ნაკეთობისათვის არსებობს გარკვეული „დაშვება“, ე. ი. 

პროექტიდან გადახრის ის სახღვრები, რომელთა დაცვისას ნაკეთობა 

ვარგისად ითვლება. სწორედ ამიტომ საჯირო არ არის ყოველი გამო– 

თვლა მაქსიმალურად ზუსტად იყოს შესრულებული ზუსტი ფორმუ- 

ლების მიხედვით. პირიქით, შეიძლება ვისარგებლოთ ფორმულებით, 

რომელთა შესახებ წინასწარ ვიცით, რომ ისინი ზუსტნი არ არიან, ასე– 

ვე გამოვიყენოთ გამოთვლის წესები, რომლებიც აგრეთვე ზუსტ შე– 

დეგს არ იძლევიან, მაგრამ დარწმუნებული უნდა ვიყოთ, რომ მიღებუ– 

ლი შედეგები მასზე მეტად არ არის გადახრილი მოცემული პროექტი–- 

საგან, რის უფლებასაც „დაშვება“ იძლევა. 

გამოთვლების ჩატარების დროს დიდი გამოყენება აქვს ელექტრო– 

ნულ გამომთვლელ მანქანებს (ეგმ), რადგან ზოგიერთი ამოცანის ამო– 

სახსნელად საჭიროა მოქმედებათა დიდი რაოდენობის შესრულება. 

უფრო მეტიც, გარკვეულ პირობებში, თუ მოქმედებათა საკმარისაღ 

დიდი რაოდენობა არ შესრულდა დროის მცირე შუალედში, მაშინ დას– 

მული ამოცანის ამოხსნა აზრს კარგავს. მაგალითად, რაკეტის ტრაექ- 

ტორიის კორექცია ზოგჯერ მოითხოვს დიდი რაოდენობის მათემატი–- 

კური ოპერავიების ჩატარებას დროის მცირე შუალედში, ეს კი პრაქ- 
ტიკულად შეუძლებელია მძლავრი ეგმ-ის გამოყენების გარეშე. 

განსაზღვრება 1.1. ი რიცხვს ეწოდება #4 რიცხვის მიახ- 
ლოებითი მნიშვნელობა ძი (ცდომილებით, თუ 

4-–იძი=თ.



ცდომილების აბსოლუტურ სიდიდეს |თ| ეწოდება აბსოლიტური 
ცდომილება. 

თუ 14>თ, მაშინ ვიტყვით, რომ თ არის #4 რიცხვის მიახლოებითი 

მნიშვნელობა ნაკლებობით, ხოლო თუ 4<0 -- მიახლოებითი მნიშვ– 

ნელობა მეტობით. 

მიახლოებითი ტოლობის აღსანიშნავად იხმარება სიმბოლო =>, ასე 

რომ #=ძ. 

მიუხედავად იმისა, რომ აბსსბოლუტური ცდომილება მიახლოების 

გარკვეული მახასიათებელია, იგი გაზომვის ან გამოთვლის ხარისხს 

ზუსტად არ ახასიათებს. შედეგის (გაზომვის ან გამოთვლის სიზუსტის) 

ხარისხი გაცილებით უკეთ ხასიათდება ეგრეთწოდებული ფარდობითი 

ცდომილებით. ' 

განსაზღვრება 1.2: აბსოლუტური |თ| ცდომილებისა და 
მიახლოებითი თ მნიშვნელობის აბსოლუტური სიდიდის ფარდობას 

|CთI ეწოდება ფარდობითი ცდომილება და აღინიშნება ტ-თი, ე. ი. ბ=. ' 
C 

§ 95. ფესვთა განცალება 

განტოლებათა (ეს იქნება ალგებრული თუ ტრანსცენდენტული) 

ზუსტი ამონახსნის პოვნა ზოგ შემთხვევაში პრაქტიკულად შეუძლებე– 

ლია ან რთულ გამოთვლებთან არის დაკავშირებული, ამიტომ მიმარ– 

თავენ განტოლების ამონახსენისს მიახლოებითი მოძებნის მეთოდებს. 

ჩვენ შევისწავლით განტოლებათა ამონახსენის მიახლოებითი მნიშვნე– 

ლობის მოძებნის შემდეგ მეთოდებს: შუაზე გაყოფის, ქორდების, მხებ- 

თა, კომბინირებული და იტერაციის. მოძებნილი ამონახსენის პრაქტი– 

კაში გამოყენების ვარგისიანობისათვის უნდა ვიცოდეთ, თუ როგორია 

მიახლოებითი ამონახსენის ცდომილება. 

ისეთი (თ, ჩ) სეგმენტის მოძებნას, რომლის შიგნით არ არსებობს 

ჯ C:1=0 განტოლების სხვა ფესვი, გარდა §-სა, ეწოდება § ფესვის გან– 

ცალება. 

ფესვის განცალება სამუალებას გვაძლევს მივიღოთ განტოლების 
ფესვის პირველი მიახლოება. თუ § ფესვის მიახლოებით მნიშვნელო– 

ბად ავიღებთ Iთ, ჩ) სეგმენტის ნებისმიერ წერტილს, მაშინ აბსოლუ- 
ტური ცდომილება არ აღემატება ჩ--თ რიცხვს. 

განტოლების ფესვი განცალებისათვის გამოიყენება IV თავის თეო– 

რემა 3.3, რომელიც შეიძლება ასე ჩამოყალიბდეს. 

თეორემა. თუ (ი) ფუნქცია უწყვეტია (ი, ხ) სეგმენტზე და 
ჯI(ი0 ღა /#(ხ) რიცხვებს საწინააღმდეგო ნიშნები აქვთ, ე. ი. 

ჯ(0) |) (ხ)<0, მაშინ ამ სეგმენტის შიგნით არსებობს წ (X)=0 განტო–- 

ლების ერთი ამონახსენი მაინც. 
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L0, ხ) სეგმენტში მოთავსებული ფესვი იქნება ერთადერთი, თუ 
ILთ, ნ) მუალედში არსებობს /” (X) და ის ნიშანს ინარჩუნებს ამ შუა- 

ლედში. : ' 
იმ კერძო შემთხვევაში, როდესაც I” (X) უწყვეტია .და |” (X)=0. 

განტოლების ფესვები იოლი გამოსათვლელია, მაშინ ფესვების განცა– 

ლების საკითხი ადვილია, ამისათვის საკმარისია დავადგინოთ / (X) 

ფუნქციის ნიშნები |” (X) ფუნქციის ნულებზე და სეგმენტის X=თ და 

Xჯ=ხ ბოლოებზე. 

§ ვ. მუაზე ბაქოფის მეთოდი? 

ვთქვათ | (X) ფუნქცია უწყვეტია IC, ხ) სეგმენტზე. «დავუშვათ, 
რომ ამ სეგმენტმი მოთავსებულია ”(+)=0 განტოლების მხოლოდ 

ერთი ფესვი §, ვიპოვოთ მისი მიახლოებითი მნიშვნელობა. გავყოთ 

I0თ, ხს) სეგმენტი შუაზე C წერტილით და გამოვთვალოთ /! (0); თუ 

I (01=0, მაშინ C იქნება განტოლების. ფესვი. თუ I(0)=“0, მაშინ (0, CI) 

და (0, ხს სეგმენტებიდან ავირჩიოთ ის, რომლის ბოლოებში / (X) 

ფუნქციას აქვს სხვადასხვა ნიშანი. ცხადია, 'მოცემული განტოლების 

ფესვი მოთავსებულია ამ სეგმენტში, აღვნიშნოთ ის (თ, ხ)1)-ით. ეს 

სეგმენტი გავყოთ შუაზე და ჩავატაროთ იგი მსჯელობა, თუ ამგვარად 

გავაგრძელებთ სეგმენტის გაყოფის პროცესს, მივიღებთ ერთმანეთში 

ჩალაგებულ სეგმენტთა მიმდევრობას: I 

(თ, ხ), (თი, ხ.1,..-, თი, ხ.I..., 

რომელთათვისაც 

I(თ,) I(ხ,) < 0 (1=1, 2,...) 

და 

ხ–ძ 
2# 

  

ხე –– ძე = (3.1) 

ც6.1. ფორმულის საშუალებით შეგვიძლია გამოვთვალოთ § ფესვი ნე– 

ბისმიერი 8>0 სიზუსტით, ამისათვის საჭიროა 

ხ–-ძ 

29 

  < 8, 

საიდანაც 

ხ--ძ 
  

8 

ჩ> |I(9/ ' 

9 მას სინჯვის მეთოდსაც უწოდებენ. 
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მ შემთხვევაში ფესვის მიახლოებით მნიშვნელობად შეგვიძლია 

ი შუაზე გაყოფის მეთოდით განტოლების ფესვის ბოთ 

'ლოებითი მნიშვნელობის დიდი სიზუსტით პოვნა მოითხოვს ერთი 

იგივე ტიპის გამოთვლითი ოპერაციების მრავალჯერ გამეორებას, 

; განსაკუთრებით მოხერხებულია გამოთვლების ჩასატარებლად 

-ზე. 

შუაზე გაყოფის მეთოდის ბლოკ-სქემა 

  

X =(0თ+ 6)/2 
  

  

        
  

  

  

      

  

          ნახ. 54 ა



შუაზე გაყოფის მეთოდის პროგრამა ბეისიკის ენაზე 
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შუაზე გაყოფის მეთოდის პროგრამა ფორტრანის ენაზე 

0IL0CCC#ტM L0LსხLL 
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V = L(X) 

I V. 6. 0C- 00 107 
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7= LL(#ტ) 

IC (V #« 7) 6, 5, 5 

M»=X 

00 102 

8 = X 

00 10 2 

IVLნLსც6 8, X, V 

ს0CნნM#X (2X, ”X =7” , L 10. 4, 2X, ჟ” X=7, L. 10.4) 

CMC 

CLIMCII0M L CV) 

ი =I(V) 
LL I LIIIM 

CMLC 
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§ 4. ქორდების მეთოდი 

_ ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 

/ (V) = 90. 
ამ და § 5-ში ვიგულისხმებთ, რომ I (+) ფუნქცია აკმაყოფილებს შემ–- 

დეგ პირობებს: 

1) ფუნქციები | (X), I” (+) და |!” (X) უწყვეტია (ი, ნ) შუალედში; 
2 /(ი და I(ხ) რიცხვებს მოპირდაპირე ნიშნები აქვთ, 

| (0) | (0)<0; 
3) ფუნქციები |” (X») და |” (0) ინარჩუნებენ ნიშანს |ი, ხ( შუა- 

ლედში. 
1) და 2) პირობებიდან გამომდინარეობს, რომ თი-სა და ხ-ს შორის 

არსებობს I (0 =0 განტოლების ფესვი, 3) პირობიდან კი (0, ხ|I შუა- 

ლედში განტოლებას აქვს ერთადერთი ფესვი, ე. ი. ფესვი განცალებუ– 

ლია. გარდა ამისა, 3) პირობა, I” (X) ნიშანს ინარჩუნებს, გეომეტრიუ– 

ლად ნიშნავს, რომ V=/ (X) ფუნქციის გრაფიკი ძი, ხ) შუალედშე ან 

ამოზნექილია ან ჩაზნექილი. 
ზემოთ მოყვანილ პირობებში ყV=|I (X) ფუნქციის გრაფიკს ექნება 

5ახ. 55-ზე წარმოდგენილი ერთ-ერთი სახე. 

9I / 

#(5)>0, #9»? 1//-/<0, #70. 

  

      

' 

88 1 | ? 
2 I ი => ნ) ჯ I! > 

> ბა 
# ა) გ 4 

ჰა. , # , ” 

L 4(.)>2 #C6/+ძ ტ # · #(2/<მ, #C>/42 

| | 
9 _ 1. ' 4 

0 /' 2 > 20 < IV » 

I . 

8 
# 

ნახ. 55 
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ახლა ყ=I (X) წირის 4 (ით, /(თ)) და 8(ხ, /(ხ)) წერტილებზე გა- 

ვავლოთ #8 ქორდა. ამ ქორდის და CX ღერძის გადაკვეთის X; წერ- 

ტილი იქნება § ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელობა. ფესვის X; მიახ– 

ლოებითი მნიშვნელობის მოსაძებნად დავწეროთ 48 ქორდის განტო–- 

ლება: 

ყ–!რ) _ჯX-0ი. (4.1) 
“–'”“'““_“ 

როდესაც X=X,, მამინ ყ=0 და ამიტომ (4.1) განტოლებიდან გვექ- 
ნება: · 

_ _ თრი _ «-ი. (4.2) 
(0) ––-I(0) ხ–ძთ 

აქედან 
' (ხ –-–ი)!(თ 

=ძ-–- –  /''”' (4.3) 
2-6– „სეთ 

ნ ფესვის X, მიახლოებითე მნიშვნელობა შეიძლება სხვა სახითაც 

არმოვიდგინოთ. (4.2) განტოლებიდან გვაქვს: ვიდგ განტოლ 

–I(0)+სდ0)–-I)ლ0) _ X--ძ0 
  

I6)––IC) ხ–იძ 

საიდანა(ჯ 

(§-––ი)/I(§) =ხ---თ- ი! (4.4) 
+“ /'ხ-Iთ 

L ფესვის უფრო ზუსტი მნიშვნელობის მოსაძებნად ა) და დ) შემ–- 

თხვევებში (I” (X) ·I” (02 >9) გამოვიყენოთ (4.3) ფორმულა IX, ხ|I სეგ– 

მენტისათვის (უძრავია ხ წერტილი; ნახ. 56 და 57). 

  

  

V ა(((ი. 7 
# 

' 

სად , « X,, (+ | 7 # 
მ ( , # »ჯ ე0 72 –>,MV, (1 > 

! I 
1 | 
I I 

' I 
#(ი /#ძ) გ 

ნახ. 56 ნახ. 57 
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გვექნება: 
_. (6–-X))1(X) 

I0ი–-I”/CV) 
ბ) და გ) შემთხვევებში (I” (X) · I” (X1<0) გამოვიყენოთ (4.4) ფორ- 

მულა Lთ, XI) სეგმენტისათვის (უძრავია თ წერტილი; ნახ. 58 და 59) 

და მივიღებთ: 

Xაგ => X1 

(X.–– 0), (X,) 

  

  

X- ლლXს · 
აესგ“„ თ 

L| 

4 

აა 
ს , 

– ' >» 

იი თაა ლა ჩ 

ნახ. 58 ნახ. 59 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, მივიღებთ § ფესვის მიახლოებით 

მნიშვნელობათა მიმდევრობას: ' 

X1ე X2,ე...ე იგ... 

ეს მიმდევრობა როდესაც უძრავია ხ წერტილი (შემთხვევები 

1” (9) ·)I” X)>0) ზრდადია, მისი ყოველი Xჯ, წევრი მდებარეობს (0, §I 

შუალედში და ადგილი აქვს ტოლობას: 

8 (ხ – Xა) 1 (X,) 

I() –IC,) 

თუ უძრავია თ წერტილი (შემთხვევები |” (X) :I” (X)<0) მიმდევ- 

რობა კლებადია, მისი ყოველი წევრი მდებარეობს |§, ნ) შუალედში 

და ადგილი აქვს ტოლობას: 

%გ+1 = ე ' (4.5) 

· (X, _ თ I (629) 
Xე+ = X– · (4.6) 
ააა ა == 

დავამტკიცოთ, რომ IIი1 »X„ = 8. ვთქვათ, 110 X, = 6 (ზღვარი. არსე- 
ჩ->-0ი0 ”ა-–– ი= 
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ბობს, რადგანაც (ე) მონოტონური შემოსახღვრული მიმდევრობაა). 

თუ გადავალთ ზღვარზე (4.5) ტოლობაში, მივიღებთ: 

8 =-. დ–ხ) (6) . 

1(0)–-I (8) 
აქედან I (L)=0. პირობის ძალით განტოლებას |Iძ, ხ| შუალედში აქვს 

ერთადერთი ფესვი §, ამიტომ § = დ. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ (4.60) ტოლობით განსასღვრული 

მიმდევრობა კრებადია და Xე –+ §. 

ახლა შევაფასოთ | # – §) ცდომილება. ლაგრანჟის ფორმულის 

მიხედვით 

I(X,) = I(Xგ) –– 1(6) = (X, – 5) | (თ), (4.7) 

სადაც ეუ მოთავსებულია §C და #, წერტილებს შორის. (4.7)-დან 

გვაქვს 
_ LC. 

I/ო) 
თუ |I” (X)| ფუნქციის უმცირეს მნიშვნელობას (ით, ხ1 სეგმენტზე აღვ– 

ნიშნავთ M1-ით, |X.-–--ს) ცდომილებისათვის მივიღებთ: 

IX – |) CI %I)I . 

»” “ა ” 

XIგ-- 

ეს ფორმულა საშუალებას გვაძლევს შევაფასოთ | Xე –- §) ცდომილე– 

ბა 7”) მნიშვნელობის საშუალებით. 

§ 6. მსებთა მეთოღი 
გიგულისხმოთ, რომ / («) აკმაყოფილებს § 4-ში მოყვანილ სამივე 

პირობას, 

მოცემული განტოლების § ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელობის 

მოსაძებნად გავავლოთ მხები #48 რკალის იმ ბოლოზე, რომელზედაც 

| და |” აქვთ ერთნაირი ნიშანი. ამ მხებისა და 06X ღერძის გადაკვეთა 
აღვნიშნოთ X,”-ით, ხოლო თ ასოთი 6 და 9 რიცხვებიდან ის, რომელ– 

ზედაც / და |” ერთნაირი ნიშნისაა. ILთ, | (თ) წერტილზე გამავალი 

მხების განტოლებაა: 

ყ–– (თ) = | (0) (X–- თ. (5.1) 
როცა X=X/, მამინ ყ=0, ამიტომ (5.1) განტოლებიდან გვექნება: 

–I)Iთფ0=/',C0ფ0 თ, 
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საიდანაც 

, Iთ 
X=თ- “+ -–., (5.2) 

” „თ 
თუ თ=0 (ნახ. 55, ბ და გ), მაშინ (5.2) ფორმულა მიიღებს სახეს: 

, Iთ 
X=0-.- -–-–. (5.3) 

1 | (თ 
ხოლო თუ თ=ნ (ნახ. 55, ა, დ), მაშინ (5.2) ფორმულა ასე დაიწერება: 

, I (0) X=ხნ- -- “., (5.4) 
' ” (დ) 

როგორც მე-60 ნახაზიდან ჩანს, თუ თ=ხ, მაშინ X, მოთავსებუ- 

ლია L და ხ წერტილებს შორის, ე. ი. ნ<X/<ხ. თუ თ=ხ, მაშინ 

0<X) <წ. 

  

  
ნახ. 60 

ამრიგად, ყოველი ოთხი შესაძლო შემთხვევიდან მითითებულია რო- 
მელი ბოლოდან უნდა დავიწყოთ ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელო– 

ბის გამოთვლა. თუ გავაგრძელებთ პროცესს, მაშინ ა) და დ) შემთხვე– 

ვებში მივიღებთ მიახლოებით მნიშვნელობათა კლებად მიმდევრობას: 

ხ>>X, > X. >> X >.“ > §, 

ხოლო ბ) და „) შემთხვევაში მივიღებთ მიახლოებით მნიშვნელობათა 

“ხრდად მიმდევრობას: რ <= X < X; < ·· < X, <+.< წ, ამასთან: 

, , /(X-) 
++ == ი“ .–ა,– (5.5) ირ ჩე 
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ადვილია ჩვენება, რომ #; -> §- მართლაც, ვთქვათ IIი1 Xგ = წ. თუ 
წ->-% 

გადავალთ ზღვარზე (5.5) ტოლობაში, მივიღებთ: 

((39, 6) = 8 _ 706). 

-–- 
საიდანაც 7 (60)=0, აქედან და პირობიდან გამომდინარეობს, რომ 

§= 60 
ამრიგად, მხებთა მეთოდი საშუალებას გვაძლევს გამოვთვალოთ, 

განტოლების ფესვი ნებისმიერი სიზუსტით. 

შენიშვნა 1. თუ მხებს გავავლებთ რკალის იმ ბოლოზე, სადაც 
I და |” აქვთ სხვადასხვა ნიშანი, მაშინ X,, წერტილი შეიძლება გავი– 

დეს ILი, ხ) სეგმენტიდან (ნახ. 60), რითაც მიახლოება გაუარესდება, 

შენიშვნა 2. თუ /” (X) ნიშანს არ ინარჩუნებს (ი, ხ) სეგმენტ- 

ში, ე. ი. თუ ყ=/ (X) წირს აქვს გადაღუნვის წერტილი, მაშინ რკალის 

თითოეულ ბოლოში გავლებულმა მხებმა შეიძლება გადაკვეთოს 0X 

ღერძი L0ი, ხ) სეგმენტის გარეთ (ნახ. 61). 

· 

  

  
ნახ. 61 

ახლა გამოვიყენოთ ფოომულა, რომელიც საშუალებას მოგვცემს 

შევაფასოთ მიახლოების ცდომილება, თუ ფესვის მნიშვნელობად აღე– 

ბულია Xი. ტეილორის ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ: 

, 1 „ , 
0=/(6)=/(X-)-+I”(X;) (§–– X,) + > |” 0) 8 –– ჯა?, (5.6) 

22!



სადაც »უ მოთავსებულია L და ხს წერტილებს შორის. (5.6)–დან 

გვაქვს: 

9ი. I 0) , ნ-X% =- –_ -"'.-- (6 –- X-)?. 5.7 გ+L ”C 2” ცე ნწ ––X,) (5.7) 

(5.5) და (5.7) ს კოხმელ ბილი 

8 -- Xე4) = 2: (6 -–- Xე)? (5.8) 

(5.8) ფორმულა საშუალებას გვაძლევს შევაფასოთ (#+1)-ე მიახ- 

ლოების ცდომილება, თუ ცნობილია ჩ-ური მიახლოების ცდომილება: 

, M , 
|ს- ი“ დ-–- ა– XI", (5.9) 

2/1 

სადაც M არის |!” (X)| ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა (თ, ხI სეგ- 

მენტხე ხოლო ”I კი |!” (0)) ფუნქციის უმცირესი მნიშვნელობა 
Iთ, ხ1)-ხე. 

ამრიგად, ახალი მიახლოების ცდომილება კლებულობს წინა მიახ– 

ლოების ცდომილების კვადრატის პროპორციულად. 

ვთქვათ, L0თ, ნ) სეგმენტი შერჩეულია ისე, რომ აკმაყოფილებს 
უტოლობას: 

M 
ძ= -––“–- 6 –თ <1. 

2M1 

(5.9) ფორმულიდან გვაქვს: 

, MM , 2M+1--1 , 21+1 
(ხ--XI+II <(2:) წ–M- ა? <.. ·<(5» ) C-ს” < 

2711 2/11 

იუო+1 298-+1 – 2I+1-.1 25+1.-.1 

<(2:) 'C– თ –|“' დ მ (6 ი)=Cდ-–თ) · 
7) 2/1 , 

  

C% არის ან თ ან ხ) ე. ი. ამ შემთხვევაში კრებადობა ძალიან სწრაფია. 

§ 64. ქორდათა ლა მხებთა კომბინირებული მეთოდი 

ეს მეთოდი გულისხმობს ქორდათა და მხებთა მეთოდების ერთ- 

დროულად გამოყენებას (0, ხ| სეგმენტზე. 

222



აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ საქმე გვაქვს ა) ან 

დ) შემთხვევებთან (I” (X) I” ((12>0. როგორც ვიცით, X, და XI” ამ 

შემთხევევაში გამოითვლება შესაბამისად (4.3) და (5.4) ფორმულით: 

_, 6–თ!თ 
__–_. 

#=ხ6-. #0... 
: I” (ხ) 

ამასთან, როგორც ვნახეთ, 

ძთ< X, < § <X, <ხ. 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, მივიღებთ (X,, XI) შაუალედისათვის: 

(X, –– Xე)! (X,) ++) =X. - 6.1 
თი იიი. ხი) –წC%) ა 

X8+) = Xგ – მ. · (6.2) 

(6.2.) იგივეა, რაც (5.5), ხოლო რაც შეეხება (6.1)-ს, ის არსებითად 

განსხვავდება (4.5)-საგან რადგანაც ხ წერტილი აქ შეცვლილია 

ჯვ-ით, რაც თანდათანობით უახლოედება L-ს. ამასთან, 

ი < X, <§ <Xე <ხ. 

იმისათვის, რომ 8 სიზუსტით განვსაზღვროთ I (X)=0 განტოლების 

ფესვი, გამოთვლები მანამდე უნდა გავაგრძელოთ, სანამ არ შესრულ- 

დება პირობა: 

|,“ Xგ| <8. 

ამ შემთხვევაში ფესვის მიახლოებით მნიშვნელეუბად შეიძლება ავი- 

ღოთ რიცხვი 

X + X 
2 

X= 
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ქორდათა და მხებთა კომბინირებული მეთოდის ბლოკ-სქემა 

– 

  

  

      

  

  

Xჯ 5= (045 6)/2 

C=V(X     
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ქორდათა და მხებთა კომბინირებული მეთოდის პროგრამა ბეისიკის 

ენაზე 

10 

20 

30 

40 

50 

60 
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80 
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100 

110 

120 

ქორდათა 

ენაზე 

CM –– –– ML10/L X0ნ)/L I Lჩ8C#8I1CIნIსIX –- – 
0ნ0LV ' LC:7 L0L 00VIL)I #5 LILნ 46 1 

ს8#I# თ, ხ, ზ 

IXLC#L #, 8, C 
006 IM (თ = (0) 0CსL MC (0=L CV) 

0XCL LMCდ (0 =LI” (თ 

ნ = MC) (4) 

I 8ცC- #<L III-M X=(%4--8ც8),7 2 ს L=IML (X) 
60 10110 

L1=ILML  (#) X L2=IML” (8) 

IX L1 « 0->0 1II”CM C1= IC (#6) 8=8--(08- 

#M) « L2,7/(L2 –– 1) ს =ტ-–L1,7701X 60 10 70 
C2 = LMC (8) «=. #=#6-–--(8-–-#ტ) « L1 7 C2 –-L1) XX 8 = 

=8–სL2 7 C2>C0 10 70 

დიIბIMI 9C 1, ' X ==”; X, 7-(7:X;7)=7:L 

CM6C 

და მხებთა კომბინირებული მეთოდის პროგრამა ფორტრანის 

LLXC0CCIIტM. II0CM81 

IIC#LC 1, #, 8, 0CLI# 

C0ILIM8გ8V1I (367, 4) 

ს = L2 (#ტ) 
II 8 --8- სსLI# 6, 7, 7 

LI = LLC) 
V =LI(8) 

1IL (0 « L) 4, 4, 3 
Cჩ = L1 (#ტ) 

8=ს8-V?. 55ტ0)7/V -–-CVთ 

#სც=ჩ--Lს,7C/) 

C0 X0 2 

C8ც = L1 (8) 

#=#4--Vთ «#« (8-.ტ#) 7(V –V) 

8=8-V ,7C8 

C00 102 

X=(%#მ-8) ” 2 

ან=LXCX) 

IVნL 5, X, C 

15. უმაღლესი მათემატიკა 225



5 ნ00M#X (X, ! X=7, 67-4, 2X, ნწ = 7, 67.4) 
LM0 
ნVMCXIICM L (C) 
L=IC) 
ხი ყიM 
ნMი 
ნწყMCIICMI CI (CC) 
LI =L (C) 
(85408) :4) 

- წMი 
ნ0MCIICM 62 (7) 
L2 = I” (C) 
(-4-406) :4LV 
ნM0ი 

§ 7. იტერაციის, ანუ მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდი 

განტოლების ფესვის გამოთვლა ზოგჯერ უფრო მოხერხებულია 

ჰიმდევრობითი მიახლოების, ანუ, როგორც მას უწოდებენ, იტერაციის 

მეთოდით. განვიხილოთ განტოლება: 

I(X) =0, (7.1) 
სადაც / (X) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა. შევცვალოთ (7.1) გან- 

ტოლება მისე ეკვივალენტური შემღეგი განტოლებით: 

X = IL (ი. (7.2) 

ვთქვათ, I (+) ფუნქცია განსახღვრულია და უწყვეტად წარმოება- 

დია (თ, ნ) სეგმენტზე. ავიღოთ |0, ხI სეგმენტზე რაიმე Xი წერტილი 

და ავაგოთ წერტილები: 

XI == /ე CMი), Xა == /ა (Xა,... ს) X„+1I = L (X,). 

ვიგულისხმოთ, რომ 1X,) მიმდევრობის ყველა წერტილი ეკუთე- 

ნეს Iი, 61) სეგმენტს. ოუ (X.) მინდევრობა კრებაღია, მაშინ მისი 

ზღვარი (7.1) განტოლების ფესვი იქნება. მართლაც, ვთქვათ 110 #„გ=8, 
ი->-% 

მაშინ X,„+) = I (Xე) ტოლობაში ზღვარზე გადასვლით მივიღებთ: 

რაც იმას ნიშნავს, რომ L არის (7.1) განტოლების ფესვი. 

მართებულია შემდეგი თეორემა: 
თეორემა 7.1. ვთქვათ, C არი" (7.2) განტოლების ფესვი. თუ §-ის 

მიმართ სიმეტრიულ |§-–-0, §+(C6|) სეგმენტზე # (X) ფუნქცია წარმოე- 

ბადია და აკმაყოფილებს პირობას: 

|” (X)|<:ძ<1, (7.3) 
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მაშინ იტერაციისს პროცესი X, = M(CX-)) (1=1, 2,...), სადაც  X? 
არის (C--, 6+8) სეგმენტის ნებისმიერი წერტილი, კრებადია § 

ფესვისაკენ, რომელიც წარმოადგენს (7.2, განტოლების ერთადერთ 

ფესვს აღნიშნულ სეგმენტში. 

დამტკიცება. ვაჩვენოთ, რომ (ი) მიმდევრობის ყველა 

წევრი ეკუთვნის (§--6, § + §) სეგმენტს, სადაც X„=/(Xგ-), M=21, 2, .... 
მართლაც, რადგანაც პირობის ძალით Xი ეკუთვნის ამ სეგმენტს, ამი– 

ტომ საკმარისია ვაჩვენოთ. რომ თუ X#,-)C (§--0, +6), მაშინ აქე– 

დან გამომდინარეობსჯ,CI§ –- 6, §+ 8) ლაგრანჟის ფორმულის ძა- 

ლით გვაქვს: 
X-§= LM (Xა–ე) –– I (6) = L' რ)(X--I – §), (7.4) 

სადაც 1) მოთავსებულია ჯ.კ დღა § წერტილებს შორის, ე. ი. 

»CIC-- 8, C-L8I. (7.3) და (7.4)–დან გვაქვს: 

ო.ო... .. (7.5) 
აქედან, რადგანაც 0<9<1, ამიტომ 

IX, -.ნ|)<IX.-1 61, 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ X,C|ნ ––- §, §+8). ახლა ვაჩვენოთ, 

რომ (X,) მიმდევრობა კრებადია § ფესვისაკენ. (7.5) უტოლობიდან 

გვაქვს: : 

|ი,-§| ლ 0) Xა-ე--ნ| <0” IX,-ი--ნ| დ --< 0" IX.--6| <0" 6. (7.6) 
(7.6) უტოლობიდან, ცხადია, X ->ნ6, რადგანაც 0" -> 0. 

ვაჩვენოთ, რომ I|C-–-6, §+6) სეგმენტზე (7.2) განტოლებას სხვა 

ფესვი არა აქვს, მართლაც, თუ 

ხ= 'ე (§), 

მაშინ ლაგრანჟის ფორმულის ძალით გვექნება: 

C- ნ=ჩნხ(9ი- M8=MC)(§-–8, (7.7) 

სადაც უ მოთავსებულია § და § წერტილებს შორის. (7.7)-დან მივი– 

ღებთ: 

(§- 60 -#/”C0)1=0. ფ.8) 

რადგანაც „'”/ (1))9-1, ამეტომ (7.8)-დან გამომდინარეობს 8=წ. ე. ი. § 

ფესვი ერთადერთია. 

შენიშვნა. დავუშვათ (0, ხ1) სეგმენტზე ძევს (7.2) განტოლე– 

ბის ერთადერთი ფესვი. ვთქვათ, ამ სეგმენტზე შესრულებულია პირო- 
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ბა |” 7 (01I ლ0<1. სეგმენტი (0, ნ) საზოგადოდ არ არის სიმეტრიუ- 

ლი საძებნი ფესვის მიმართ, ამიტომ ბუნებრივად ისმის ამოცანა: რო–- 

გორ შევარჩიოთ ჯე მიახლოება, რათა შესაძლებელი იყოს დამტკიცე– 

იული თეორემის გამოყენება. შევნიშნოთ, რომ სადაც არ უნდა მდე–- 

ბარეობდეს (თ, ხ) სეგმენტში საძებნი § ფესვი, მის მიმართ სიმეტრი– 

ული (0ძ, 2-ძ), |2§--ნ, ხ|) სეგმენტიდან (ნახ. 62) ერთი მაინც 

მთლიანად ძევს (თ, 95) სეგმენტზე, ამიტომ თ და ხ წერტილებიდან 
ერთი მაინც ეკუთვნის L-ის მიმართ სიმეტრიულ სეგმენტს, რომელზე– 

დაც სრულდება უტოლობა |#”/ (01| ლმ<1. მაშასადამე თ და ხ წერ– 

ტილებიდან ერთი მაინც შეიძლება ავიღოთ Xა მიახლოებად. კონკრე– 

ტულად X-ად უნდა ავიღოთ 0 ღა ხ-დან ის, რომელზედაც წ (X)-ს 

ექნება / (“ + “)ს მოპირდაპირე ნიშანი.   

2 

. პრაქტიკაში ხშირად გვხვდე- 

უშუ” ? 27-0 ნ ჯა ისეთი შემთხვევა, როდესაც 

ა. ჯL” 60 ფუნქცია ნიშანს ინარ- 

ჩუნებს ი, 6) სეგმენტზე: თუ 

. ჯ#” (X0 >>0, მაშნ (7.4) 

| 2 ?- წ 7 - ტოლობიდან გამომდინარეობს, 

== რომ (X,) მიმდევრობა მონო- 

ნახ. 62 ტონურია, თუკი #”CX) უარ- 

ყოფითია, მაშინ როგორც ეს 

ჩანს (7.4) ტოლო ბიდან, აგებული მიმდევრობის #,„ კ და X„ წევრები მდებარე- 

ობენ § ფესვიდან სხვადასხვა მხარეს, ამიტომ ამ შემთხვევაში მართე– 

ბულია შეფასება: 

  

| Xგ-- 6 < IX –- Xგ–) I 
თუ ამ შემთხვევაშში ფესვის მიახლოებით მნიშვნელობად ავიღებთ 

რიცხვს 

· X +X-1 
2 

მაშინ ცდომილებისათვის მივიღებთ შეფასებას (იხ. ნახ. 63): 

  

· IX –X = 
Iს - დ-ი“, 

2 

ჯა ბ” 

ი “Lი-4 X%ი _ %ი ნ 

ნახ. 63 
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საზოგადოდ, იტერაციის მეთოდის ცდომილებისათვის (7.60) ფორ- 

მულიდან ვღებულობთ შემდეგ შეფასებას: 

IX --§) დლ ხრ-თლბ, 
სადაც 

ძ = IმX I” (X)I. 
ი=Xჯლხ 

იმისათვის, რომ ბ სიზუსტით განვსაზღვროთ / (-)=0 განტოლების 

ფესვი, გამოთვლები „უნდა გავაგრძელოთ მანამ, სანამ არ შესრულდება 

პირობა 

01 (ნ ––ძ) < ხზ, 
საიდანაც ვღებულობთ, რომ 

ი> II ბ/(6--თ. 

Iიძ 

ისმის კითხვა / (+) =0 განტოლებისათვის როგორ შევარჩიოთ # (X) 
ფუნქცია, რომ 

(7.9) 

X=VV) (7.10) 

განტოლებაზე შესაძლებელი იყოს იტერაციის მეთოდის გამოყენება. 

7 (X)1=0 განტოლება სხვადასხვა გზით შეიძლება დავიყვანოთ მის ეკვი– 

ვალენტურ (7.10) განტოლებამდე. როგორც ზემოთ ვნახეთ, იტერაციის 

მეთოდისათვის საჭიროა ისეთი (7.10) წარმოდგენა რომლისთვისაც 

შესრულდება უტოლობა: 

|I” (X)| <0<1, 

თანაც, (7.9) პირობიდან გამომდინარე, რაც მცირე იქნება 0, მით უკე– 

თესი იქნება პროცესის კრებადობის სიჩქარე. განვიხილოთ / (X)=0 

განტოლების ეკვივალენტური განტოლება: 

X=7I(X+X, 

სადაც ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. ამრიგად, 

# (X) = #I(X) + X. 
ამიტომ 7, „უნდა ვეძიოთ ისეთი, რომ 'შესრულდეს უტოლობა: 

| I” (X)| =| #I (0 + 1| <9 <1. 

    

საიდანაც 

– (1 +თ <7) 0) დ-–(1 ––თ). (7.11) 
აქედან, როცა |” (X)>0, მივიღებთ: 

1+ძ 1--ძ - % _. , 
რ... 
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ანუ 

  

  

    

  

X 

(7.11)-–დან, როცა |” (X)<0, მივიღებთ: 

1-6 1+ძ 
დსდ-–--, 

: – თ -–<თ 
ანუ 

1–ძ 1+ძ0 დ. # <- ·(7.13 
(წი... I” I. თ 

(7.12) და (7.13)–დან გვაქვს: 

1-0 1+49 ბ << -- თი. 
: წთ! >) I” ი I. 

საიდა აც 

1-9 <)1|Cდ2+1X9, (7.14) 

სადაც 
” = MIი | I (0 |, M= იმXI/” (ი) I. 

(7.14) პირობიდან ჩანს, რომ 0 რიცხვი უნდა აკმაყოფილებდეს 

უოტოლობას: 

1-–ძ 

საიდანაც მივიღებთ, რომ: 

  (7.15) 
M#V + 7 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ძ# უნდა ავიღოთ რაც შეიძლება მცი–- 
რე, ამიტომ (7.15) უტოლობიდან გამომდინარე, ბუნებრივია დავუშ–- 

ვათ, რომ 

  

  

„- - M-–M 

7 /L - წ” ' 

ძ-ს ამ მნიმვნელობისათვის (7.14)–დან გვაქვს: 

| .| = 1 –0 _ 1+ ძ _ 2 , 

” V /# –- ი 

ამასთან (7.12) „და (7.13) უტოლობებიდან ცხადია, რომ #-ს აქვს 

I C(X)-ის საწინააღმდეგო ნიშანი. 
2 

ამრიგად, X-ს მნიშვნელობად შეიძლება ავიღოთ ბლ+ი» , 

სადაც „+“ ან „--“ შეირჩევა ისე, რომ 1-ს ქონდეს |” (X)-ის საწინა- 
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აღმდეგო ნიშანი. ამ შემთხვევაში ი-ს მნიშვნელობად შეიძლება ავი- 

ღოთ რიცხვი: 

  

ი 

    
  

  

      

      

  

  

  

      

      
            

X=-–-, 9=1(») 

1-0) 6-4 

ჯ<=წნ 
X =0თ 

V=4(0) , /=I((60I ჯ 
“ M =IVI ჯ=2 ((X)/(M+L) +L (           

    

<2, >>- _ ჩნ=0+-1 

ჯ 

დ 
I§ =4- 2M/(5+ /) §=1-2 /I/#M4M+/) ი>C+1 

> 

X,0 

( _ 0-(6/(6-=) 

      
      

  

        
#. 5   
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იტერაციის მეთოდის პროგრამა ბეისიკის ენაზე 

5 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

100 

110 

120 

130 

140 

150 

160 

170 

180 

190 

CM – –. ML10/L IIILნ ტIIMIIII – – · 

0LLM 7Lი: 7 L0L 0VIIILIVI #5 LILL, +- 1 

ს0#1# ი, ხ, 8 

XCჩIL გზ, 8, L 

ხნ IMLC (0)= წ(ს)ნწL ILIMC (01=1” (ს) 
X=(%+08)/2ნ=1 

V = IML (X) . 7 = ILML (ტ) 

IL V = 0 C010 180 

V= LMC (#4) ს M=#85 (V) X, L = #85 (MC. (8)) 

IL M->L 19CM 5C1–-2 «L 7(M+L) C010 110 

5=1=292 #4,7(M +I) 

C = L0C0 (8 7(8–-#)) 7 LCCCდ) 

IL V ->>0 IIICM M=-–M#XL=+-L 

X= #ჩ 

IL V «7>0 1IIIIM X=8 

L0I ნ =1 70 C-1 

X=24ი LMC (X ,7/(M + L) +X 

MCXIL L 

ნიIMI 4 1, ”X=” ; X,'0=7;ს 

LMLს 

დტერაციის მეთოდის პროგრამა ფორტრანის ენაზე 
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LC0CII4M, II CL 

LIXICტLს « , #, 8, სCLI#M 

X=(-–+8)/2 

I = 1 

V=IL(XCX) 

7, = LL (CM) 

II (V-ILIC)-.0) C0I0 6 

V =L1 (#) 

CM = #85 (V)



CL = #85 (C1 (8)) 

IL (CM –– CL) 1, 1, 2 

1 5ლ=1–2 «CM/(CM-+CL) 
C010 3 

2 5=51-–2%2? CL/(CM +–CL) 

3 I2=#ჩLCC (0CLIჩ /(8-- #)) / %LCCC () 

I (V.LC.C0) C010 4 

CM = –-– CM 

CL = –- CL 

4 X=0# 

II (V «2-.CIL-C) X=8 

LX0 5 I6ნ=1, IC ++-1 

5 X=2 «L (X1/(CM#+4+-CL) +X 

6 IVXნL 7, X, Iნ 

7 C0CLM#I (2X, ' X=”, ნ7-4, 2X,' 0=7, 12) 

51006 

LM 

LCMCII0M L (Vყ) 

L =I (LV) 

LL IIIM 

LML6C 

LCMCII0M L1 (Vყ) 

L1 =IICს) 
სსIლ–I2M 

LM 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. განსაზღვრეთ აბსოლუტური და ფარდობითი ცდომილება. 
2. რას ნიშნაეს, რომ განტოლების ფესვი განცალებულია? 

3. რაში მდგომარეობს განტოლების ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელობის პოვ– 
ნის შუაზე გაყოფის მეთოდი? 

4. რაში მდგომარეობს განტოლების ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელობის პოვ– 
ნის ქორდათა მეთოდი? მოიყვანეთ ცდომილების შეფასების ფორმულა. 

5. რაში მდგომარეობს განტოლების ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელობის პოვ- 

ნის მხებთა მეთოდი? მოიყვანეთ ცდომილების შეფასების ფორმულა. 

6. ჩამოაყალიბეთ თეორემა იტერაციის პროცესის კრებადობის შესახებ. 

2ვვ



VI თავი 

სკჰპალარული არგუმენტის ვექტორ-ფუნქცია 

§ 1. ვექტორ-ფუნქციის ჰოდოგრაფი 

თუ 1 ცვლადის ყოველ მნიშვნელობას სიმრავლიდან რაიმე წე– 

სის მიხედვით შეესაბამება გარკვეული ი” ვექტორი, მაშინ ამბობენ, 

რომ 8 სიმრავლეზე მოცემულია ვექტორ-ფუნქცია 7=7 (ხ". 

თუ სივრცეში მოცემულია დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 

სისტემა, მაშინ როგორც ცნობილია, ყოველ ვექტორს შეესაბამება 

ნამდვილი რიცხვების დალაგებული სამეული ––- მისი კოორდინატები 

და პირიქით ნამდვილი რიაცხვების ყოველი დალაგებული სამეული 

ცალსახად განსაზღვრავს ვექტორს, რომლისთვისაც „დალაგებულ სამე- 

ულში შემავალი რიცხვები წარმოადგენენ მიეს კოორდინატებს. ამდე– 

ნად, ვექტორ-ფუნქციის მოცემა ექვივალენტურია სამი სკალარული 

(რიცხვითი0 X (0), ყ (I), 2(I) ფუნქციის მოცემის რომლებიც მისი 

კოორდინატებია, ე. ი, 

#7თ=Xთრ ·7+ყი0./+2C0-#. 
მაგალითად, მოძრავი M წერტილის ი. რადიუს-ვექტორი, მისი მ 

სიჩქარე და ჯი აჩქარება, ცხადია იქნება ( დროის ვექტორ-ფეუნქციები 

(ნახ. 64). 

  

  

ნახ, 64 

“ შემდეგში ყველგან ვიგულისხმებთ, რომ L არგუმენტის ცვლილების არეა რა- 

ღაც შუალედი, სასრული ან უსასრულო. 
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თუ 8 სიმრავლის ყოველი / წერტილისათვის 2 (0=0, მაშინ # (0) 
ვექტორ-ფუნქციას ეწოდება ორგანზომილებიანი. ამ შემთხვევაში: 

_ „0=»რ-.1+ყCრ./. 
მოვდოთ #() ვექტორი კოორდინატთა სისტემის 0 სათავეს. 

მაშინ #(ი0 ვექტორის ბოლოების გეომეტრიულ ადგილს ეწოდება 

(0 ვექტორ-ფუნქციის ჰოდოგრაფი. 
მოძრავი წერტილის ” რადიუს-ვექტორის ჰოდოგრაფი არის ამ 

წერტილის მოძრაობის ტრაექტორია (ნახ. 65), ხოლო V სიჩქარის 

  

ნახ. 65 

ჰოდოგრაფი იქნება სხვა წირი, ასევე სხვა წირი იქნება თ აჩქარების 

ჰოდოგრაფი (ნახ. 66). 

მაგალითი 1. განვიხილოთ ქექტორ-ფუნქცია: 

70=0:7+0.7+#/-,  -C<1<+Cთ. 
ცხადია, ამ ვექტორ-ფუნქციის ჰოდოგრაფია დადებით 07 ნახევარ– 

ღერძი. ამ ვექტორის მიმართულება უცვლელია, სიგრძე "კი წარმოად- 

გენს ცვლად სიდიდეს. 
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ას
 

  

“+ ნახ. 66 
C/

 

ბდ
   ს - 

7 

მაგალითი 2. განვიხილოთ ვექტორ-ფუნქცია: 

„7თ=2005!1.7+2901:7+V, 0<L<2V, 
ადვილია შემოწმება, რომ ამ ვექტორ-ფუნქციის ჰოდოგრაფია წრე- 

წირი, რომელიც ძევს 2=1 სიბრტყეზე, ცენტრით (0,0,1) წერტილში 

და რადიუსით 2 (ნახ. 67). ცხადია ამ ვექტორ-ფუნქციის სიგრძე მუდ- 

მივია, ხოლო მიმართულება იცვლება. 
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მაგალითი 3. განვიხილოთ ვექტორ-ფუეუნქცია: 

#7Cთ = 300§/ -(+450/-/ + 2ჩ,0<1< 2 
ამ ვექტორ-ფუნქციის ჰოდოგრაფია ელიფსი, რომელიც ძევს 2=2 

სიბრტყეზე, ცენტრით (0,0,2) წერტილში და ნახევარღერძებით ძ=ქ, 

ხ=4. ადვილი შესამჩნევია რომ ამ ჯი ვექტორის სიგრძეც, და 

მიმართულებაც ცვლადია. 

§ 5. ვექტორ-ფუნქციის ზღვარი და უწყვეტობა 

ვთქვათ ”(C) ვექტორ-ფუნქცია განსაზღვრულია 1: წერტილის 

რაიმე მიდამოში, გარდა შესაძლებელია ჯე წერტილისა. ვიტყვით, რომ 

მუდმივი ჩი ვექტორი არის ჯი ვექტორის ზღვარი /ი წერტილში, 

თუ ყოველი 6>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 8>0 რიცხვი, რომ 

|”თ0 – „| <9, როცა 0<I/(--7)| <8. 
ამ შემთხვევაში დავწერთ: 

Iი 700 = 5. 
1--7 

ცხადია, რომ III) - (0) = წთ მაში და "ხოლოდ მაშინ, როცა 
1->-ჩ 

სთ I 06 – ე | = 0. 
=რი 

ვთქვათ ” (0 = X(0 ·7 + V07+2C · # და ი =X-! +M/ + 
+ 2 მართებულია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 2.1. იმისათვის, რომ 1IიI # (0) = ”ე, აუცილებელია და 
1–>., 

საკმარისი, 11ი1 X (0) = Xე, 1I9) ყ (0) = წი, IIII 2(,) = უი. 
+ (- + -+% 

დამტკიცება. თეორემის მართებულობა გამომდინარეობს 
უტოლობებიდან: 

|IXV – XI < 17 06 – ი| =VIX (0= X):+IV (0=- #11+(2 0 –– 21, 
Iყრ– “ი <I/0რ– რო 

|2ი–- იI<I/0 - ო, 

(26 – ო”|<|#Xთრ-– XXI+IVთ-–-#Mი|+I20 – შბ. 

  

237



VII 8) =71 Mთ XC) +717 ჩას 'ყ0+7 IIIი. 2 (ჩ. 
(- +-ის (-+7ი 1-1 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ვექტორ-ფუნქციების სღვრებისთვის მართებულია შემდეგი თვი- 

სებები: 

1) Iთ I2C0)) =I Mთ „(), 
1->–/ა 1-7 

– – – 

2 IX «7 =7, თუ #7 = 009, 
1->წე 

3) სი 4იტ=4სითი”ტ, 4=0ი%, 
1->7 1->7ი 

4 ორ „ტ= სირი სთ.» » დ (70--სკალარული ფუნქციაა), 
+ – 

5) ათ I4ით+8ჩი () | = 4 აო გით + 8 Iოთ MX (0, 
–>-7ი (->-7 

6) IIთ (ს ით. M (00= (Iთ ი (ი) · 9 M თ), 
1->/ი 1» 

7) )IIი ს (0) X, M () = ქ.ს ს 0 X Iთ რ (0. 
1-7 1->% 

ჩამოთვლილ თვისებებში ყველა განსახილველი ფუნქციები განსა– 

ზღვრულია (. წერტილის რაიმე მიდამოში, გარდა შესაძლებელია 

თვით #ე წერტილისა, და ვგულისხმობთ, რომ ტოლობების მარჯვენა 

ნაწილის ყველა ზღვარი არსებობს. 

ზემოთ ჩამოთვლილი თვისებების დამტკიცებას მკითხველს ვან– 

დობთ. 

(7 წერტილის რაიმე მიდამოში განსახღვრულ 8. გექტორ– 

ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი (ი წერტილში, თუ: 

სი 7600 =წ” 0) 
1->”ე 

თეორემა 2.1-–დან გამომდინარეობს: იმისათვის, რომ (ა წერტილის 

რაიმე მიდამოში განსახღვრული ვექტორ-ფუნქცია LC/1)=X(0 + 

+9(0/+2(00# იყოს უწყვეტი /ი წერტილში, აუცილებელია და 
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საკმარისი, 70 წერტილში უწყვეტი იყოს XLI), Vყ(/) და 2(Iჰ) ფუნქ- 
ციები. 

ვექტორ-ფუნქციათა ზღვრების ზემოთ ჩამოთვლელ თვისებებიდან 
გამომდინარეობს, რომ ვექტორ ფუნქციათა ჯამი, სკალარული და ვექ- 
ტორული ნწამრავლები, სკალარული ფუნქციისა და ვექტორ-ფუნქციის 
ნამრავლი იქნება უწყვეტი რაღაც წერტილში, თუ ამ წერტილში 

უწყვეტ“ა ყველა შესაკრები და შესაბამისად თანამამრავლები. 

§ ვ. ვექტორ-ფუნქციის წარმოებული და დიფერენციალი 

გთქვათ # (0) ფუნქცია განსახღვრულია (ა წერტილის რაიმე მაე– 

დამოში. თუ არსებობს ზღვარი: 

„ძე + ტი –– 70) · IM 2 (4) · 
II –"“-  =Iი _- '5ო6 ის 9ძ ს.ა კ, , 
საი #! #ტI–>0 /M 

მას უწოდებენ უწ. ეექტორ-ფუნქციის წარმოებულს ჯა წერტილში 

და აღნიშნავენ ” (ი) სიმბოლოთი. მართებულია შემდეგი თეორემა: 

თეორემა 3.1. იმისათვის, რომ ჯ(: წერტილის რაიმე მიდამოში 

განსაზღვრული » (0 =XC()-, +960 ·7+2C0-# ფუნქცია იყოს წარ- 
მოებადი (ა წერტილში, აუცილებელია და საკმარისი, (ე წერტილში 

წარმოებადი იყოს X (I), ყ (1) და 2(I) ფუნქციები, ამასთან: 

  

”' (6) = X V,) ( + ყ' 6) 7 + 7 (/)#. (3.1) 
თეორემის მართებულობა გამომდინარეობს: 

ბიტი _ ტბ» +, ტყ0 >, ტი > 
ს  VM (+ MI I+ M. 

ტოლობიდან თეორემა 2.1-ის გამოყენებით. 

ამრიგად, ეექტორის წარმოებულის კოორდინატები მოცემული ვექ- 

ტორის კოორდინატთა წარმოებულის ტოლია. 

(ი წერტილის რა:მე მიდამოში განსაზღვრულ ი7»=7/ (I) ვექტორ– 

თუნქე “ას ეწოდება დიფერენცერებადი /ს) წერტილში, თუ ამ წერტილ- 

შე ეისი ნახრდი M იჩ (ი : „V)–-/ ((ე მე პლება წარმოვადგანოთ 

შემდეგი სახით: 

ტბ» = 0 · M + თ(ტ-/, 
ივე



სადაც თ ვექტორი არ არის დამოკიდებული #/-ზე, ხოლო თ (40-+0, 

როცა /#1->0. 

ამ შემთხვევაში 2, ვექტორს ეწოდება #ი ვექტორის დიფე- 

რენციალი 1: წერტილში და აღინიშნება ძ» (IX ან ძი სიმბოლოთი, 

როგორც სკალარული ფუნქციის შემთხვევაში, აქაც ადვილია ჩვე– 

ნება იმისა, რომ ვექტორ-ფუნქციის წარმოებადობა და დიფერენცირე- 

ბადობა ერთმანეთის ეკვივალენტურია, ამასთან 

ძი = #0)“ 4/. 
თუ განსაზღვრით დავუშვებთ, რომ ძ/(=VV/, მაშინ 

ძი =/ (ფ)ძI!. 
საიდანაც 

ძ, +. =/7ძე. 
ძI 

(3.1) ტოლობიდან გვაქვს 

ძი =ძX.I +ძყ.7 +ძ2-#. 
აქედან 

| ძი) = VძX? + ძყ? + ძ2?. 
ვექტორ-ფუნქციებისათვის მართებულია გაწარმოების შემდეგი 

წესები: 

1) თუ #()5=00ი5ს, მაშინ // (0) =0, 

2 (417960), = 4” C, 4 = იძი%, 

ვ. IV 2თC7= ”/ით7 +/თ თ VCდ – სკალარული ფუენ- 
ქციაა) , 

ი (ით +8-07=4:0+ 8.50, 

9 («თ -ირ/= 60 იტ+ირ-.ო0, 

0 (ი0Xიითრ)7=7:0რXორ+იტX8Cი 

ფუნქციის გაწარმოების წესი. 
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ზექოთ ჩამოთვლილი წესების დამტკ–ცებას მკითხველს ვანდობთ. 

5) თვისებიდან მიიღება შემდეგი შედეგი. 

შედეგი. მუდმივსიგრძიანხი ვექტორის წარმოებული თვით ამ 

ვექტორის მართობულია. 

მართლაც, ვთქვათ I” თI = C, მაშინ (7-V „” 00) = წელ), =CდC, 

ამიტომ: 

20:70 =0, 
საიდანაც 

”რთრ L7Cთ. 
შენიშვნა. ზოგიერთ დებულებას, რომელიც მართებულია სკა- 

ლარული ფუნქციებისათვ ს, გვექტორ-ფუნქციების შემთხვევაში საზო- 

გადოდ ადგილი არა აქვს. სახელდობრ, ლაგრანჟის თეორემა სასრული 

ნაზრდის შესახებს საზოგადოაღ მართებული არ არის მართლაც, 

ვთქვათ 
„თ =0C5/-(+9ი!:/,0<71< 9». 

მაშინ 

7 (20 –= „(C0)=0. 
მაგრამ 

0 = –ყი!-.(+ ლ05/-/. 

საიდანაც IM (0 | C V51ი?1 - C0991 = 1 ყოველი ჯ-სათვის |0,2 ILI-დან,. 
ე. ი. არ არსებობს (0,2 »I-ზე ისეთი /(, რომლისთვისაც 

” (27) –– #7 (თ) = 2-7 (0. 

ლაგრანჟის თეორემა სასრული ნაზრდის შესახებ ვექტორ-ფუნქც“– 

ებისათვის შეიძლება შეიცვალოს შემდეგი დებულებით: 

თეორემა 3.2. ვთქვათ, · კ) ვექტორ-ფუნქცია უწ.კ.ტია 

Iთ. ჩ) სეგმენტზე და წარმოებადია 10, ჩI ინტერვალზე. მაშინ არსე–- 

ბობს #/:C) თ, წ |. ისეთი, რომ: : 

I” ფ–ითფ|<6-9იI/”ძა. (3.2) 
დამტკიცება. განვიხილოთ სკალარული ფუნქცია: 

დ( =CC6) – „(თ, #7 C). 
16, უმაღლესი მათემატიკა 94



ეს ფუნქცია უწყვეტია Iთ, ზ) სეგმენტზე და წარმოებადია 10, ჩ| 
ინტერვალზე (რადგანაც ჯ () აკმაყოფილებს ამ პირობებს). ცხადია, 

რომ 

დ (0 =(-(0 – 7 თ, 7 C)). 
ამიტომ, ლაგრანჟის თეორემის ძალით, არსებობს #0 C1თ, ჩI, ისეთი 

რომ 

დ(0 დდ =–თი(). (3.3) 

ამ ტოლობის მარცხენა ნაწილისათვის გვაქვს: 

დ(8) –-დ(9) =(”(8) – „(თ , ” (0))– (76) – (0, ”(0) = 

=( 0 – 70, #60 –”(ფ) =| 6-1. 
ამიტომ (3.3) მიიღებს სახეს: 

| (8) -––” (თ 1=(8 –– თ) დ' 0,)=(8 –– თ) (”(8 – ”(თ, 0). (3.4) 

თუ #(C) = #7 (1), მაშინ (3.2 “უტოლობა მართებულია ნებისმიერი 

1C1თ, ჩI-სათვის. თუ / (8) >- „ (თ), მაშინ | ” (8) – · (V)| > 0, ამიტომ 

თუ გამოვიყენებთ უტოლობას | (C · 0) | < |0I - | 6 |, (3.4)-დან  მივი- 
ღებთ: 

I”(0 –„ფ.<06–-თ)/ (ი -– თ!” 0). 
აქედან კი მიიღება (3.2) უტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

შევნიშნოთ, რომ როლის თეორემასაც და ლოპიტალის წესსაც ვექ– 

ტორ-ფუნქციებისათვის საზოგადოდ ადგილი არა აქვს. 

§ 4. ვექტორ-ფუნქციის წარმოებულის ბეომეტრიული და 

მექანიკური აზრი 

ვთქვათ =”/ (ი ვექტორ-ფუნქცია განსახღვრულია Lთ, ჩ)1 სეგ- 

მენტზე, წარმოებადია 710C Iთ, ჩ) წერტილში და #” (5-0. დავად– 

გინოთ, რა გეომეტრიული აზრი აქვს 7 ((ი0 წარმოებულს. რადგანაც 

ჯი დიფერენცირებადია, ამიტომ 

#7 =” 60) +#ი – 7 0)=#” 0 #/ +თ(46 -M,, #/ –- 0.



აქედან ცხადია რომ საკმარისად მცირე /#ს/3-0-სათვის გვექნება 

7 (/0 +– #1) >“ · (7), ე. ი. საკმარისად მცირე /#"/ 5- 0-სათვის #/ 560. მოვ- 

დოთ ” () ვექტორი 0 წერტილზე. მაშინ ტი ვექტორი ძევს მისი ჰოდო- 

გრაფის /VIი (X (ჩე), V (7), 2 (/ი) ) და M (XVCI-+#40, ყ (ჩე + 40, 2(/0 +4ჩ) 
წერტილებზე (ნახ. 68) გამავალ მკვეთზე (მკვეთი ცალსახად არის გან– 

საზღვრული, რადგან #7560. საკმარისად მცირე /V=-0-სათვის). ამ 

მკვეთზე ძევს აგრეთვე 5C გექტორიც. ამის გამო IC (/ი) ვექტორი 

გადის ჰოდოგრაფის #ი წერტილზე გამავალი მკვეთი წრფის ზღვრულ 

წრფეზე, რომელიც არსებობს, რადგანაც პირობით არსებობს 

– 

ყო 4 =70) 520. 
ტბ“–-0 #! 

  

ნახ. 68 

ამრიგად, ვექტორ-ფუნქციის წარმოებული არის ვექტორი, რომე– 

ლიც ძევს ამ ვექტორ-ფუნქციის ჰოდოგრაფის #VIი წერტილზე გამავალ 

მხებ წრფეზე. 

ახლა ვთქვათ, მოცემულია „ რადიუს-ვექტორი როგორც L დროის 

ვექტორ-ფუნქცია. ეს ვექტორ-ფუნქცია გვაძლევს მისი ბოლო წერტი- 
ლის მოძრაობის კანონს, მოძრაობის დაწყების მომენტად მივიჩნიოთ 

#, ხოლო ამ მომენტში მოძრავი წერტილის მდებარეობა იყოს #Mი. 

დროის #04 #/ მომენცძი მოძრავი წერტილის მდებარეობა იყოს VI, 

მაშინ #ი= MიVMM ვექტორს ეწოდება წერტილის ვექტორული გადა- 
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ადგაელება. ვექტორული გადაადგილების ფარდობას დროის შესაბამის 

ნახრდთაზ ეწოდება წერტილის საშუალო ვექტორული სიჩქარე, ე. ი. 

  სამუალო ვექტორული სიჩქარეა ვექტორი. საშუალო ვექტო- 

რული სიჩქარის ზღვარს, როდესაც #ტI-+>+0, ეწოდება წერტილის, ვექ- 

ტორული სიჩქარე მოცემულ მომენტში. 

ამრიგად, , (I) ვექტორის წარმოებული არის ამ ვექტორის მოძ- 

რავ: ბოლო წერტილის ვექტორული სიჩქარე. ასეთია ვექტორ-ფუნქ- 

ციის წარმოებულის მექანიკური ახრი. 

§ ე. წირის პარამეტრული სახის განტოლება სიბრტყეზე 

და სივრცეში. სივრცითი წირის მხების განტოლება 

ნორმალური სიბრტყე 

ვთქვათ სივრცეში არჩეულია მართკუთხა კოორდინატთა CXVყ2 სის- 

ტემა, დავუშვათ, რომ (თ, ჩ) სეგმენტზე მოცემულია XC), ყ (I), 2() 

უწყვეტი ფუნქციები. ამ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ მოცემულია 

Iთ, ჩ) სეგმენტის უწყვეტი ასახვა სამგანხომილებიან სივრცეში. 

XC), ყ (0, 2(0) რიცხვები შეიძლება განვიხილოთ, როგორც /#M წერ- 

ტილის კოორდინატები, სადაც /#=VM (/), ან როგორც ისეთი (ი 

ვექტორის კოორდინატები, რომლის სათავეა 0 და ბოლო M#M (ნახ. 69), 

ე. ი. 

0M = 7 8=XV)L+ყთ7+2C0%#. (5.1) 

M(8) 

  Cწ
   ნახ. 69 
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M () წერტილთა სიმრავლეს (|C Iთ, ჩ), განხილულს, როგორც 

Iთ, ჩ) სეგმენტის უწყვეტი სახე, ეწოდება (5.1) ვექტორ-ფუნქციით 
მოცემული უწყვეტი წირი. 

(5.1)-ს ეწოდება L წირის პარამეტრული განტოლება, /-ს ეწოდება 
წირის პარამეტრი. 

თუ თძლ?<#=5ჩ8, მაშინ ვიტყვით, რომ (5.1) წირის #V (#) წერტი- 
ლი მოსდევს VV (/,) წერტილს (ან /V (/,) წინ უსწრებს / (/(:)-ა). ამრი–- 

გად, წირი არის სივრცის წერტილთა დალაგებული სიმრავლე. 
ვთქვათ, I” წირი მოცემულია (5.1) განტოლებით. სივრცის წერტილ- 

თა M#(=წV():თლ/=8ჩზ) სიმრავლისჰგან განსხვავებით L” წირი 

არის წერტილთა «დალაგებული სიმრავლე. გარდა ამისა L წირი გან- 

სხვავდება # (ა სიმრავლისაგან იმითაც, რომ წირის განსხვავებულ 

წერტილებს შეიძლება ეთანადებოდეს სივრცის ერთი და იგივე წერ– 

ტილი. მართლაც, თუ 7 (/|))=#M (I), როცა #,5-ჩ-, მაშინ VVI (I) „და 

M (I) წერტილები L' წირის სხვადასხვა წერტილებია, მაგრამ როგორც 

სივრცის წერტილები, ისინი ერთმანეთს ემთხვევიან. ასეთ წერტილებს 

წირის ჯერადი წერტილები ეწოდება. 

” =#C, თლ!ზ, წირს ეწოდება მარტივი წირი, თუ ყოველი 

7) და /:-სათვის, 1), (01C (თ, ჩ), (,5-/ი, გვაქვს /M (I|)5-/M (/2), გარდა 

შესაძლებელია იმ შემთხვევისა, როცა I|=თ და 1:=8. 

#»= #(0, თლ1=ჩზ, მარტივ წირს ეწოდება შეკრული, თუ 

M (თ)=V#M (8), წინააღმდეგ შემთხვევაში კი –– გახსნილი წირი, /V (თ) 

და V (8) წერტილებს L წირის ბოლო წერტილებს, ანუ, უბრალოდ, 

ბოლოებს უწოდებენ. 

ყოველ უწყვეტ I' წირზე შეიძლება შევარჩიოთ ორი ურთიერთსა- 
წინააღმდეგო მიმართულება. ერთ-ერთ მათგანს ეწოდება ·დადებითი, 

ხოლო მეორეს (აწინააღმდეგოს)–-– უარყოფითი მიმართულება. შეთან– 

ხმებით ” = ჯი განტოლებით მოცემულ IL წირზე დადებით მიმარ- 

თულებად მიღებულია ის, რომელიც შეესაბამება ( პარამეტრის ზრდას. 

ამის გამო, გახსნილი წირის შემთხვევაში M (თ) და M (8) წერტილებს, 

შესაბამისად L წირის საწყის და ბოლო წერტილებს უწოდებენ. 

#=7(), თ<(<ჩ, წირს ეწოდება გლუვი, თუ # (0-ს (0, 61 
სეგმენტზე აქვს უწყვეტი ნულისაგან განსხვავებული წარმოებული, 

ამასთან თუ ” (9) =# (ჩ), მაშინ დამატებით უნდა შესრულდეს ტო- 

ლობა M (თ) = „ (ჩ). 
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წირს ეწოდება უბან-უბან გლუვი, თუ ის შეიძლება დავანაწილოთ 

სასრული რაოდენობის გლუვ წირებად. 

ხშირად (5.1) განტოლებას კოორდინატებში წერენ: 

X=XLCI), 
ყ=ყ(), 
2=2() <1<ჩ 

და მას უწოდებენ სივრცითი წირის პარამეტრული სახის განტოლებას 
კოორდინატებში. 

თუ წირი ძევს ერთ სიბრტყეში, მაშინ მას ბრტყელი წირი ეწოდე– 

ბა. კერძოდ, თუ ეს სიბრტყე ემთხვევა 0Xყ სიბრტყეს, მაშინ წირის 

განტოლებას აქვს სახე: 

7თ =»თVL +ყთ7/,თ<1<8. 

ხოლო კოორდინატებში ის ასე ჩაიწერება: 

X=XLCI, 

ყლ ყლ თ<41<ჩ. 

მას უწოდებენ ბრტყელი წირის პარამეტრულ სახის განტოლებას 

კოორდინატებში. 

მაგალითად, (თ, ჩ) სეგმენტზე უწყვეტი #=/ (XX) ფუნქციის გრა- 
ფიკი წარმოადგენს ბრტყელ წირს, რომლის პარამეტრული სახის გან– 

ტოლებაა: 

” =X», 

ყ =1(X, ძი<X<ხ. 

აქ პარამეტრია 1=X. 

ვთქვათ IL წირი მოცემულია წარმოებადი #” ((1=XLI) (+ყ 0I+ 

+2(0# ფუნქციით. ავიღოთ L წირზე რაიმე /M (/ი)=/M (Xი, V0, 2ი) 

წერტილი (|V” (I) |=-0). რადგან 

„ 0)= XV) (+ V' 6) 7 + 2! (0) # 
ვექტორი ძევს L წირისადმი # (IM) წერტილზე გავლებულ მხებზე, 

ამიტომ /V (#) წერტილზე გავლებული მხების განტოლება იქნება: 

X-–--X_ _, ყ9-“9ყი _, 2-2 

X' (ი) M' (ი) 2” (#) 
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L წირის VI (/7ი) წერტილზე გამავალ სიბრტყეს, რომელიც ამავე 
წერტილზე გავლებული მხების მართობულია, წირის ნორმალური 

სიბრტყე ეწოდება. 

წრფისა და სიბრტყის მართობულობის პირობის გამოყენებით 

შეგვიძლია დავწეროთ სიბრტყის განტოლება, რომელიც გავლებულია 

წირის /# (70) წერტილში: 

( –_ Xი) '4ქ (8) + (ყ - Vი) 7 (0) + (2-–- ში)?” (70) = 0. 

კითხვები თვითშემოწმებისათვის 

1. განსაზღვრეთ ვექტორ-ფუნქცია, მისი ჰოდოგრაფი, ზღვარი, უწყვეტობა, 

წარმოებული და დიფერენციალი. 

2. რა კავშირია წარმოებადობასა და დიფერენცირებადობას შორის? 

3, რა წესით ხდება ვექტორ-ფუნქციის გაწარმოება? ვექტორთა ჯამის გაწარ- 
მოება? ვექტორ-ფუნქციის სკალარულ ფუნქციაზე ნამრავლის გაწარმოება? ორი ვექ- 

ტორის სკალარული და ვექტორული ნამრავლის გაწარმოება? 

4. რა ურთიერთობაშია მუდმივსიგრძიან ვექტორთან მისი წარმოებული ვექ– 

ტორი? 

5. როგორია ვექტორ-ფუნქციის წარმოებულის გეომეტრიული აზრი? მექანი- 

კური აზრი? 
6. მოიყვანეთ წირის ცნება. 
7. რა განსხვავებაა წირსა და სივრცის წერტილთა სიმრავლეს შორის? 

8. როგორ წირს ეწოდება მარტივი წირი? გახსნილი წირი? შეკრული წირი? 
9. როგორ წირს ეწოდება გლუეი? უბან-უბან გლუვი? 

10. დაწერეთ სივრცითი წირის მხები წრფის განტოლება. 

11. რას ეწოდება წირის ნორმალური სიბრტყე? დაწერეთ მისი განტოლება.



ამოცანათა კრებული 

§ 1. სიმრაპლეთა თეორიისა და მათემატიკური 

ლოგიკის ელემენტები 

1... მართებულია თუ არა შემდეგი ჩანაწერი? 

  

1) 3C(0, –– 1, 3, 5); 2) –– 26(-–-5, 2, 3), 

3) 5C(2. –– 1 :71CM); 4) 7C(2/! :71C2); 

”M 1 | 
5) 1 :MCMსხ; 6) 0 (1. MI; ) C(-“ MC | ) CV MC I 

7) (21:1CM) ლ (21:96); 8) (41-–-3 :0CMV)ლ-–(2/--1 :7CV); 

9) (2ჩ -L ( –-– 1)1/1: /8C2) C (21 –– 1:MC2) 

  Iთ 1-–“ :XC0LC(0<X<1:XCCთ. 
X –- 1 I 

1... დაადგინეთ შემდეგი ორი ჩანაწერიდან რომელია მართებული: 

1) (2, 31C(2, 3, (2, 3, 4) თუ (2, 3)C(2, 3, (2, 3, 41); 
7 (2, 31C(2, 3, 5, (2, 3), (0, 1, 31) თუ (2,31CX(2, 3, 5, 

(2, 3), (0, 1, ვ) · 

L.ვ. ჩაწერეთ მოცემული სიმრავლე მისი ელემენტების ჩამოთვლით: 

1) # =(X(X -–– 1) (2 –-4ჯ -- 3)1=20:XC71); 

2) 4=|0<X++ <2:X69); 

ვ) 4=(–-X–X + 3ჯ+-10>9:XCVM); 

4) 4-1 <9%<10:XC |; 

5) /#= 000თ(X +- 1)1<2 : XC2); 

6 4= 197+=--, 0<Xჯ< 2 : #6ჩ|. 
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14. გამოსახეთ კოორდინატთა სიბრტყეზე შემდეგი სიმრავლე: 

1) 4=(1 <.X + ყწ <<4:X, VყC#0); 
1 

2 4=I1IV>+ :X, ყი); 
ს X I 

3) 4 = (#/ >VX-–>1:X, ყCI; 

4) 4 = (2X– ყ/––1=0:X»C2). 

1... მოცემულია #4, 8 და C სიმრავლეები. გაერთიანებისა და თა–- 

ნაკვეთის ოპერაციების საშუალებით ჩაწერეთ სიმრავლე, რომ- 

ლის ყოველი ელემენტი ეკუთენის: 1) სამივე სიმრავლეს; 

2) ერთ სიმრავლეს მაინც; 3) რომელიმე ორ სიმრავლეს მაინც. 

1.2. აჩვენეთ, რომ თანაფარდობები 4C8, 408=#4 და 4V8=8, 

ექვივალენტურია, 
1.7. აჩვენეთ, რომ 4MC8XC)=(4.8)VC ტოლობას ადგილი აქვს 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა CC#4. 

1.8. აჩვენეთ, რომ #4 8CC მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა 

4ლ-ლ8)C. 

1.2. დაამტკიცეთ ტოლობები: 

1) 4 იC4X-8)=40ი8; 
2) (1 ა. 8)ს (8 4)=(40)0 8 ი(4ი7), 

3) (48) +C=4%(8სC); 
4) (4 I 8)((C=(4(/01C) X(C8იC)=(4იC) >X#; 

5) 4 ა«(8C) =(478)V(4იC) 

6) (4 X 8) XC =(4,+C) XC8 XC); 

7 (4 8ს8თCთCსC– 4ყ(4ი8იC=4ს8სC; 

8) (40 8)XC=(4XC)V(8 XC); 

9) (408) >+C=(4+C)ი(8+XC). 

1.10. აჩვენეთ, რომ 

I) (4ს86C6C4ს(8X0; 
2 (40სC –«8C(4 +: 8)სC; 

ვ (4ითსფითC0სიიდსი: 
4 4“–CC(4 > 8)ყ)(8 0. 

1.11. დაადგინეთ შემდეგი წინადადებებიდან რომელია ჭეშმარიტი და 

რომელი მცდარი: 

1) VX8IV (X-L ყ = 3); 2) 35ყVX(CX+ყ= 3); 
3) 3X, ყ(X+ყ=3); 4) VX. ყ(X+ყ=3); 
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5) 3X, ყ/X>ყ->>0 # X+ ყ=0; 

6) CV X, ყ(X<V9)<==> 12(X<2< VI); 

7) V X, ყ (X2 =>: 2 V?); 
8) VIX XI >X<=>X>>1Vჯ<90; 

9) VX X>2 /# XC>>23 <->2 <X» <3); 

10) 3X ( VX < X; 
11) V ი, ხ, -2(3 X(C0X + ხX-+C53-0)<=> ხხ! – 4ძ0 >.0); 

12 V 0, ხ, C(V X (0ჯXX +ხX +C>> 0) <-=> ხ? –– 4იი <0 / «>>0); 

13 V”ნ10VX(C+0იX+6>20; 

14 16V231X(CXX +90X+-ხ= 0); 

15) 390 Vხ §X(XXL+იჯX+ ხ=0). 

1.12. დაამყარეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობა 4 და 8 სიმრავ- 
ლეებს შორის: 

1) 4=72; 8 =X; 

2) # =(05X=1:XCI29), 8 =VX; 

ვე 4=(0-<X<1:XCLL), 8=(<X<ხ:XC19); 

4) #/ = 9, 8=(IXI<1, XჯCIL). 

1.13. აჩვენეთ, რომ შემდეგი სიმრავლეები თვლადია: 

1) 4= 01 –ჩ+1:ჩCV); 
2) სიბრტყის იმ წერტილთა სიმრავლე, რომელთა კოორდინა- 

ტები რაციონალური რიცხვებია; 

3) რაციონალურ კოეფიციენტებიან მრავალწევრთა სიმრავლე; 

4) თვლადი სიმრავლის სასრულ ქვესიმრავლეთა სიმრავლე. 

1.14. იპოვეთ LIIმ2X#, II , 5V0 6 და I1იI წ შემდეგი სიმრავლე– 
ებისათვის (თუ ისინი არსებობენ): 

  

  

1 M 
=1–-: : 2 = : ? 1) L 86M) ) # L- M6MI 

3) 8= (1: ”M, 6VI. 4)  = (L--> :MCMI · 
ი ” I 

1.1ნ. ვთქვათ /# ნებისმიერი შემოსაზღვრული სიმრავლეა. აჩვენეთ, 

რომ სიმრავლე 8=1ჯ: ––XC 4) აგრეთვე შემოსახღვრულია და 

ებისათვის (თუ ისინი არსებობენ): 

5სე 8 = –-1ი0! 4, 108 = – §სი 4. 
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1.16. ვთქვათ 4 და 8 შემოსაზღვრული სიმრავლეებია. აჩვენეთ, რომ 

სიმრავლე 

4:+8=(C( +ხ:იC4,ხC8) 

აგრეთვე შემოსაზღვრულია და 

§სი (4 + 8) = 50სნ 4 + 5სი 8; 

11 (4 + 8) = 10 4 +I9L 8. 

1.17. ვთქვათ 4 სიმრავლე შემოსახღვრულია ზემოდან, ხოლო #8 

ქვემოდან. აჩვენეთ, რომ სიმრავლე 

ტ4--8-=(0--ხ:იC#4#,ხC8) 

შემოსაზღვრულია ზემოდან და 

§Vი (4 –– 8) = §სნ 4 ––IიI 8. 

1.18. ვთქვათ 4 და 8 არაუარყოფით რიცხვთა შემოსაზღვრული სიმ- 

რავლეებია, აჩვენეთ, რომ სიმრავლე 

4-8 = (იხ:იC4, ხC85) 

აგრეთვე შემოსაზღვრულია და 

§V0 (4 ·8) = 3სი 4:§სი 8; 

IიI (/4-,8) = IიI 4-I1ი 8. 

§ 9 კომპლექსური რიცხვები 

9.1. იპოვეთ 2;, და 2: კომპლექსური რიცხვების ჯამი და სხვაობა, 

თუ: 

1) 2=5=2-––+3,), 2ვ=–3+I/, 2) 2:.=3, 2= –-1+2, 

3) 2, = V 2 –– V3 1, 2 = V2 +V 3X; 
4) 2, = – 4, 2: = –– 2. 

21 2.ა. იპოვეთ 2) · 2: და | თუ: 

1) 2, = 1 -+L 2, ი=1--/ 2) 21=3– I, 22=3+X#, 
ვ) 7 =--2  2=4+4+3, 4) 21= V5 – 7, 2:= V5 –- 2ჯ. 

დვ. შეასრულეთ მოქმედებანი: 

1) + 8+- 8 +#/; 2) + 00 + 19 L გ; 
ვ) #-ჯ2. (9... (19, 4) 3/9 –. 2/7 -C (5--ჯ. 
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24. შეასრულეთ მოქმედებანი და პასუხი ჩაწერეთ 

  

    

ალგებრული 
ფორმით: 

1) 1=–-20(2+ 70? + 5(; 2) (2– #9? (2 + 110; 

2 – 3; . 1=–-;: 1+?: 
3 – (მ; –_– 

ა 1 1-2; ' 0ი1:-:111-ჯ' 

8 13 + +200 + 21 - 6 (1 +201--0 – ი! | 
6–-.8 2+?: (3 ++ 20ე9-– (2 -L §? 

9.5. იპოვეთ განტოლების CV, ყ) ამონახსენი, სადაც X და ყ ნამდვი– 

ლი რიცხვებია: 

1) (1+01X+C2–პ3ი0ყ=83+2, 

2 3+20X+(ლ5+წიყ=-2+ავ3;, 

  

1 2+! V#>; 

X+?<Vყ-–-1წ 1+X; 

4) ყ? –– 7ყ + 9X(= – 12 + 201; -L X2/. 

9.0. ამოხსენით განტოლება 

1) (1 + 20)(6–0 +047 –+#3)(1 ––(/2)-- 1+77= 0; 

2) 28+2=- 0. 
2.27. განსაზღვრეთ, X და ყ-ის რა ნამდვილი მნიშვნელობებისათვის 

იქნებიან 7) = 8X? –- 2019 და 2: = 9ჯ2?2-––- 4 + 10ყ. 13 კომპლექსური 
რიცხვები ურთიერთშეუღლებულნი. 

9.8, იპოვეთ კომპლექსური რიცხვის მოდული და არგუმენტი 

1) ––(; 2) –-1-+7/; 3) –1--V3:; 4) –-V3 +1. 

9.9. წარმოადგინეთ ტრიგონომეტრიული ფორმით შემდეგი კომ- 

პლექსური რიცხვები:. 

1) 7; 2 –-2!:, 

3) 1 +(; 4) 1-=IVV3; 
1 1–!: 

5-- 14 ,V3. 6) - –., 
2 2 1+1 

2 2 . . 3 
–-005-- +150 -; 8 - ყი“ +006 -–-; 7) 0 = + 5 ) 8 8 

2 2 2 .. ? 
11 –– ; –-; 10) 1+0905–– (ეი –– მ) 5190 -> 1::008-3-; ) 1+ 7 + 7? 
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11) C05თ-–--/ 511 თ(–-+X <- თ <. 2); 12) C05C –“- 7510 თ (– <-თ< 3»); 

13 1-––აით+ (%5თ(--<><->):; 

14) 1 +– 005 +-75Iით 

1 +–ლ05თCღ-–-751Cთ 

15) 1 +#71”-თ (1-<«<-; 

(C–< ”I<0C < ») 

9.10 ტრიგონომეტრიული ფორმით მოცემული კომპლექსური რიცხ- 

ვების გამრავლებისა და გაყოფის წესის გამოყენებით შეასრუ– 
ლეთ მოქმედებანი და პასუხი ჩაწერეთ ტრიგონომეტრიული 

ფორმით: 

%. ს... LV V2. %.. . . მ 
1) 2005–– (591 -–– |). - |(ლ05 -–-+- (51-––!): 

) ( 2 + >) 2 ( 4 -) 

3 3 ჩჯ – 
2 3 ( 0ლ0§ –– (5ეი--–- | ·2 და +(9ი >); 

) ( 4 + -) ( ვ ვ 

ვ) V 2. ( 11%. .V8.      
3 .-. 3. 

5. + + (5Iი <<) L 
8 8 

  

4 (1–-ი0:·2 («-” + (9ი--) ; 

რლ4+2) 
CC3)+»C2)) 

2 (0051: +- 1510 2) 

"VV(=(-2)+0იC2)). 
59)1 –- –' ლ0§ –- 

3 3 

– 1+V31 

(«- – (ძი <)(V5+ი 
3 3 

ს(–-1 

5) 

  

7) 

  8) 
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9.11. წარმოადგინეთ მაჩვენებლიანი ფორმით შემდეგი კომპლექსური 

რიცხვები: 

1) –+1+7;; 2 1–-/ 37 

ვა –=V3 +7; 4) –-2 + 7, 

9.19. მუავრის ფორმულის გამოყენებით გამოთვალეთ: 

1) (1 + მ? 2) (1 –- ერ; 

–>” „ი 1; . . I 3 

3) (1 +V 3 ი“; 4()+C:4+ +(9ი), 

5) C + ი -– +ILVყი >); 6) (+ 2 –– (4; 

  

ეუ 0+%., 8) (1 + 0ზ-(I–-( V 8); 
(1–- ე 

1 -L IV 3. 45. (1 + ბი1I 

9 "- ს ; 1...” „CM 
1C--- ) (1 –- ელი-! C 

9.13. M-ის რომელი მთელი მნიშვნელობებისათვისა მართებული 

ტოლობა 

(1 + 0მ?წ=(1 –#”. 

2.14. აჩვენეთ, რომ 

(_+--C- - + 5% როცა 

1--IIხთ თ ” 1=I(I-Mთ 

MC72, თრ > +, თ 26 -- + (=0, +1, +2,..). 

(+)
 

””
. 

დ დაამტკიცეთ, რომ, თუ (C0%თ -L 1510 თ)-=1, მაშინ 

(C05 თ –– ( 5II თ)” = 1 

9.16. დაამტკიცეთ, რომ, თუ 2 +1+ = 2005თ, მაშინ ყოველი მთე– 
2 

ლი #1-სათვის 

1 
2ჩ LL -–--–- = 2005/1C. 

2 
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2.17. დაამტკიცეთ შემდეგი ტოლობები: 

1) 51ი 3დ =2 3ლ0055დ5I1 დ – 5102? დ; 

2) C053დ == ლ0ამ დ –– 3 -0§დ 510? დ; 

3) 510 4დ = 450 დი055დ–-451ე?2დ005დ0; 

4) C0954დ = 1 ––8 5)ი?C C05“ დ; 

5) 510 5დ =5)ე-დ– 10510? დ C05? დ -–+L 5 510 დ 0054 დ; 

6) C05 5დ = 005" თ –– 10 00§59Cდ5I0ი“დ + 500§5დ51)ჰ4 დ. 

2.18, გამოთვალეთ: 

1) კუბური ფესვი 1–-დან; 

2) მეოთხე ხარისხის ფესვი –– 1–დან; 

3) კვადრატული ფესვი (L-დან; 
4) კვადრატული ფესვი –– L-დან; 
5) კუბური ფესვი (L-დან; 

6) კუბური ფესვი -– (-დან; 

7) კვადრატული. ფესვი 1--L-დან; 
8) კუბური ფესვი –– 1+(L-დან; 

9) მეოთხე ხარისხის ფესვი, 1 –– L–დან; 

10) კვადრატული ფესვი 1 -L V 3 I-დან. 
91. ამოხსენით განტოლება: 

.C 

1) 2 ++22+5C=0; 2) 421 ––- 22 +-1 = 0; 

ვუ 22--(5--202-+-5(-0=0; 4) 22-+(2--3)7+ 5 –I=0; 

5) 2 –-– 1222--– 4=0; 6) 294 -+ 11272+18=0; 

7) 24 -L 22? -L 4 = 0; 8) 24--IV322+1+V3=0. 

95.90, გამოსახეთ კომპლექსურ სიბრტყეზე წერტილები, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

1) I82=- 0; 2) Iთ2=0; 

ვ) –1<VXVCVC6C2<-2; 4) 0<:IთI 2<:3; 

5 + < 207 <--: 6) |2| <3; 

ი 12-71 <2; 8) |I2––1–-/|1>1; 

9) 1<-|2+3/| <- 2; 10) |2-–1|<1 და = <0(62<%; 
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11) რომელთა მეოთხე ხარაზი 16-ის ტოლია; 

12) რომელთა მესამე ხარისხი I-ის ტოლია. 

§ 8. მათემატიკური ინდუქციის მეთოდი 

3.1. დაამტკიცეთ ტოლობები: 

1) 14+2+34.4ი=2901 ა) ; 

2) 18 .L 22 1 ვ2.) ,, 1 ი = !1 (I1–+– 1) (2I1 --L 1) . 

6 1? 

3) 13 -L 29 -L 33 L ... CL #98 = (1 ++2+3 +... + ;:)2; 

4) 14+2+2+>-+ 2-1  2ი --. 1; 

5) 1+ 3 + 5 +.---L (2/1–– 1) =3/1?; 

6) 1-2+2-3 -C3:4 -+... -L (1-–-> 1)+/1 -%-X72XX), 

1 კ ” 

(271-–1)0277+1) 20+1 

/I (I)? –– 1) (31 + 2)... 

  

1 1 
ბ) ---- +... I... ) 1-3 + = +-+ 

8) 1-2? -L 2.3? + ·>-L (1 =–– 1)-/2? = 
12 

MI+1 _ –. 
9) 3-+ 33 +- 333 -C ..+ ქ3...3 == “ბეე. : 

M-ჯერ 

  

ე  “ “ი- 10) / 2 + V2+.-:+4+V 2 = 200§ –. (მარცხენა მხარეში ჩ 

ცალი ფესვია). 

ვ.ბ. დაამტკიცეთ უტოლობები: 

1) (1 +. X,) (1 + X.) ··:(1 ++Xგ) > 1 +X1 + X: + ·· +X%ი, სადაც 
XI X2,', Xგ არიან (–-1)-ზე მეტი ერთნაირი ნიშნის მქონე რიცხვე- 

ბი, ხოლო /1CV; 

  

  

1 აღააააეა'  _ 1 
__ ასასა–––”., 1, M; 

25 -4 6 2ი < 73 + 1 #.> (4 

__ –-> +, > 86; –. +“ ·-+ 

იVI <1+უ=4+-+:-<2VM,M>1, CV; 
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  95-<1424+=+ <ი», #>1, M6V; 28 –- 1 

41 

ჩ 1 

7) (2)! < 4” თ 1, #CV; 

8 (-“-- ) >”' M#>1, იMCVM; 

9) "+! > (ს + 1), #>>2, #ჩ#CV; 

10) # I>(<)” იCVV; 

6) (2/1) | >> ფთ”, #>1, #”–CVV,   

  

” ” 

§ მ, .· 

ში ( ა ” ) | < 7 5)ი X, (0< XX, <2; # =1,2, ·- ,/). 
ს 0 | -3 · 

ჩ=1 ( 

11) 
  

8.3. ვთქვათ X,, X>,', X„ ნებისმიერი დადებითი რიცხვებია და 

X..X-/Xე = 1. დაამტკიცეთ, რომ 

X + % ++ + X >, 
ამოხსნა. თუ #=1 დასამტკიცებელი დებულება ცხადია. და–- 

ვუშვათ იგი სამართლიანია, როცა #=#. 

ვთქვათ X;, X,', XV, +. ნებისმიერი დადებითი რიცხვებია და- 
XI" Xგ. XL XL++) = 1, როცა X, =X-ა= == X,=XL+1=1, მაშინ. დასამტკი- 
ცებელი უტოლობა ცხადია. თუ ამ რიცხვებიდან ერთი მაინც განსხვა– 

ვებულია ერთისაგან, მაშინ ამ რიცხვებს შორის მოიძებნება მეორე 

ერთისაგან განსხვავებული რიცხვიც. ამასთან ისეთი, რომ ამ ორი რი– 

ცხვიდან ერთი მეტი იქნება ერთზე, მეორე კი ნაკლები. ზოგადობის 

შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ X.>>1 და X.+41 <1. 

დაშვების თანახმად # რაოდენობის 

X1ე X2)..·) Xს-1) (X. X.L+)) 

რიცხვებისათვის გვექნება 

X) + Xა + «+ X-1 + X, XI+1 > ჩ. 
ამიტომ, 

X1+Xა + “+ X, +XL+1=2 ხნ 6 +X4+X, + – XLX-+I > 

5–#-+ X. + %.+) “–– XX.L+I = ჩ + 1 +X, + X.+1 –- XL XსM+) – 1 = 

= # -+ 1 ++(XVც –-11 (1 ––X.+I))>># +1. 
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ვ4ჭ. დაამტკიცეთ, რომ თუ X,, X-,..., X„ ნებისმიერი არაუარყოფითი 

რიცხვებია, მაშინ 

XI ++ Xა + "+ _Xი. 
”M 

მითითება. გამოიყენეთ ამოცანა 3.3. შემდეგი რიცხვებისა- 

თვის. 

> V. X1'. X“.Xა.) ILCVM. 

    

XI Xა Xი 
გ,=–=–--–)ს გალ ესე გი––-–ს 
1 XIX 7/. XI ·'·X- / X1''Xი 

ე.ნ. დაამტკიცეთ, რომ თუ X,, Xი,..., X„ ნებისმიერი დადებითი რი–- 

ცხვებია, მაშინ 

უკ0--_-_ M 
V/ XI Xი''Xგ > _ 

XI Xა Xი 

მითითება. გამოიყენეთ ამოცანა 3.4. შემდეგი რიცხვებისათვის: 

1 1 
L) ვ." 

X1 X2 X ' 

§ 4. მიმდევრობა და მისი ზღვარი 

4.1. ჩაწერეთ მიმდევრობის ზოგადი წევრის ფორმულა: 

  

1) 2, 4, 6,8, 10,...; 2) 1, 3, 5, 7, 9, ; 
ვ) 2, 5, 8, 11, 14,...; 4) 1, 4, 9,16, 25,...; 

1 1 1 1 2 ვ 
.__ )1, 2.34, 

2 3 4 2 3 4 5 

7) 21. 1, 1. ჯ “.1; 8) 2, 5, 10, 17, 26,... · 

2 4 8 16 

42. იპოვეთ (XX) მიმდევრობის პირველი სამი წევრი, თუ: 

1) X, = 7, Xგ+1 = Xგ–- 3, 2) X, = –– 5, Xგ+I == 2X„; 
1 1 

3) X1 =-“- , Xე+1= –X,; 4)Xე = 3, X241  –“–.. 
6 X 

4.ვ. არის თუ არა მონოტონური მიმდევრობა: 

M -+ 3 
1) ჯ, = 10 ––»; 2 =-““-- ; 

3) #, = 19 ––ჩ; 4) X„ = (1 -- 6)7; 
1 ” 

5) Xჯ =ჩზ–-–– ;; 6) Xა= ––-. 
! ” 
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44. დაამტკიცეთ, რომ თუ თ, ხ, 0, ძ# დადებითი რიცხვებია, მაშინ 

ის +. ხ 
= 

CI +ძ 

მიმდევრობის ზრდადობისათვის (კლებადობისათვის) აუცილე- 

ბელია და საკმარისი შესრულდეს პირობა იძ---ხC>0 (იძ 

–-ხC<0). 

  

4.6. დაამტკიცეთ, რომ მიმდევრობა კლებადია: 

  

2+ 1 VI-L1 

1) # =3, #4+=“ე-%; 2 =5-(1++)“ 
” Xი 

2 _–_ 

ამოხსნა. 2) ცხადია +.-1 = ( 8 -) #1 , ბერ- 
1? –- 

MM 

  

” “ 

ნელის უტოლობის ძალით 
ი 

(>--) =(1+--) >:+თ+ს---:-.“; 
8? –- 1 8? –- 1 ყტზ-ს) »უო-–1 

    

  მაშასადამე 8-1 => 1. 

4.. გაარკვიეთ მოცემული მიმდევრობიდან რომელია შემოსაზღვ- 

რული ზემოდან, შემოსაზღვრული ქვემოდან, არ არის შემოსა– 

  

  

  

  

    

ზღვრული: 
2 1 

1) #, = 24 +1; 2 », = 21+X1 ; 
” 

1 V%#M 
3) X, = (– 2); ი M=(–--)” 

5) X.=VM +1 –VM#M; 6) X,ე = 40074 · 
I” + 1 

4.7. მიმდევრობის ზღვრის განსაზღვრების საფუძველზე აჩვენეთ, 

რომ: 

ს) სო -20X+1 -.I, უსი 21+9 ვ, ტ! 
ი->C= 2ჩM ი·%ი 1--#/ 

? 8. 
შვ კოი რი ა.ა ეე. ტყი 4-1 ე, 
იიი 1--ვიო? ვ ი->იე 98 +1 

ვ 5 
9 მიო 4112 2; რიე მიო 2121. 

ი--ი0 1 > 2/? ი--ი 25 –· 1 2 
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4.8. 

1) X, = 1 -+ (=–1)7; 

  

აჩვენეთ, რომ შემდეგ მიმდევრობას არა აქვს ზღვარი: 

._ 112; 
2) X.=5ი---; 

    

  

    

    

  

  

  

  

  

ვ) »„= L--1Xჩ, 4) », = 7.31 1 ლევ 27%, 
1-L+ 1 8 

(–-1)" 
5) Xგ = (–-1)ჩ 7, 6) X. = · 

2 

7) »C=C5:1+:+%. 8) ჯე = M2§0-“., 
I –+ 1 4 

იპოვეთ ა ფევრობის ზღვარი (4.9 -–– 4.30): 4) (ა-M 

( 4. ი 1). 1100 #--2 : 27. Iთ 17 : 
აკი 20 +1 ათ ?+2 

ვ). I. _5ჩ + (– 1; : 4) Mთ 50 8 -+-#_ . 
M»->C% 3 –- 2ჩM ი>-თ 005/ +” 

2 „გე 
4.10, 1) იო ”–-ი91!).. 2 ყი 13%... 

ი--0ი0 II + 27 + 2 ისა #+2 
–- ვა? 2 2_ ა? 

ვ) სო 6-3 1+0+2. გ ყე 01450 --#. 
ი>იC-: I)? + (M ++ 1)? ით (IL -- 2)? –- ევ? 

#3 _ , 5? 

ი>ი M”-40ე+2 იიი: 1-–--4/91-1L/1 
ვ - == ვე. ვ). სთ # +301 , 4 თ 1-= 3ე?1--5ი? 

ი->-ლ9C 1 ––- 41“ ი->% 3 –- ა 

ბლ -(3 -- უტ 4. . 

ით (+169 ი->ი0 (8 –-- 1)4 –– (რ +(1)“ 
4 4 5 2 ვ). 14 (I -L 34 -L 4ი _. (1 +–+35)5-+ # . 

ი->-C (1--1)“-L (M-L 1)4 ი>ი (21--1)5 – 55 

4.18. 1) IMთ (3ი –– 1)(1 + 1) (1 –– 2”)... 

„> (4/! -+ 3) (M +- 2) (2, + 3) 
გ სი -C–=30.+ 0 –-4)0 – ი), 
ის-ი (2 - 1) (ი + 2)(4 –– 30)(1 + 2”) 

ვ _ _ ვ ვ) IMთ (3ი -L 1)ე–– 277 

იი (2 +370) თ -L 2) (1 –> 4ჩM) 
4 ვ 

4) თ 6+2 +427 : 
იკ>ი: (21-– 31(1+ 4) (1 –-– 3”) 
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4.14, 

ჯ.16. 

1.17. 

4,18. 

1.18, 

(I? + 3) (1 –– 43) _– 

ი->-თ (8 + 1)" + (2ი3 –– 1)1 

ვე სი -C+ )1+Cთ“–-I", , ე 0+3) ფდ1+1) C4– 1) 

1) Iთ 
ი>იი #10 -- ქ1/9-L1 

  

ი->C (M-+2)ზ-+3 (1-1)1' “ ი-+ი (M?--3) (14 –– 2) (1+2) · 

1) II 512 _. 2 სო VM+2 +5ი . 
M- > V II? + 1 ი->C 3-47ი 

. 21 37--1 . ი V4ე4 3. 
3) Iი V 21+ 38-11. 4 )თი VI L98 -–-3+4ჩ. · 

ი->C VII? + 4 ი>იი: /3:.-40-8ი 

ბ _ 10 +292 83. ე” – 

ს) სი --1#6+2, 7 სი ი%-- #11. 
იჩ->იი 3 VM8 –- 2იზ ი->C%V9098-+- 70 –-M 

– 1 .-- 9 უმ9-- 
ვ) IIთ V20--1-%V7%-2_. 
ი->ი I 30+1 –- 1/ 32ი5--1. 

ი თ V30–- 1 ––V2093 -L 4 

ი-%ი M#ი+3--V05-+1 ' 

“7 მე? -L-31-=-1 --V 1) სი V 8M“? + 3ჩ 1 Vი 
  

  

ი->0ლ0 / 27/5 –- 41პ--+ 2 +VMჩ-–-2 

თ IM V 3ო? =- 2ჩ -L 1” M5 –- 2ჩM 

ის>თ  შ//0ქ9--3 -./ M9-+1 

/ 80ბ -- ვი: “+ 2 + იჩ 
3) Iთ –- 
ი->ი " 16/9- 29 --2-ვ3ვ3ჩი 

4 

XX 81 05+Vის – 3-2 

  

  

    

  

4) Iთ – = 
ა (M/ი0I +2 – 1) ('V/ ი! -–იზ +1 –V#M) 

” .2 : 590+1 --. ვ3.4ჩ 1) Iთ ––-+2:2 .. 23 Iით => 2:4. 
იიი 3. -- 4-2 I-ი 2.4. – 5 

2-1 _ - ვ?ი+1 · 531 - . ვი 

ვ) MIთ _6”_ --87: 5 : 4 I0 ––-–--., 
იჩი->% 62 – ც82?21+1 ი--Cთი ვზი + ვჩ 

” I ვეეღეუღ, 

1) Iთ –-+%X, 3 სთ 3I+V>. 
ი->ი 295+2? -- გ? „თ 598-–ვი 

» ვ ვ ა 

ვ) სთ -11- +” ; 4 სთ „VII –= 7M1.. 
ი->ი V #8 571 ჩს>ითე MI? 1 55+5



4.90, 1) IV) 20+1)) –– MI . 23 Iთ (2 –– 1) | + (27 +1)! . 

ი->- (1 + 1)1 ი–>ი9ი0 (2) 1 ·V,1 + 1) 

(2M-++3) !-+(2M-L1)! , (0 –+- 311–=-2-11 
ვ) Iოთ :. 4 Iთ 

1–>C (2ჩ –- 2) 1 ./? ”->--ლ ვი –+ 2) I + გ? 

== –_ . 5I+1 
4,91, 1) Mოი 'C + 21I--3"_, 2) II9) (2, –- 1)! -+ 4-5" : 

ი>-ი 2(:+2)! + 45 ით 51-–-(21-->1)1 

#I + 2.ვი (I + 3)! -L (ფ -++ 3).25 

  

ვ) IIთ ; 4 II) 
ით CხV-+1)! ითი 2(:+ 2)! – 3.57 

4.92. 1) II 1+24+3+'+#/ : 2) · II9) 1+3+65++08--1). 
ი>+C% IM + 2 ია (21-–-–1)(31+2) 

ვ). II 1+4-+7+:+ (3 –– 2) 

ი>ი 3+7-+11 -L-+ (44 == 1) 

§5.52.59...55 

  

4 თ · 
თ «წ 2-L1 _.7ი 

498 1) Iით (+ -.2 1 3 „ე 2). 
ო->-C ს 7 ჯგ I/7 M 

2 ი.ს 2 
2) II სათა : 
ი->00 ” 

ვ ოი |__ _–-–-... __ჰ„'”"'. 
MI (+; + 1ო+ ო) 

4) 11 2-284+94644ით+ი) . 
ი-–>% ა»? -L+ 2 

1 1 1 
1+ 5 +C>+-+ 53 

4.84 1) 1Iი) 1 1 1 ; 
Mი->C9 12+>-- +... LL... 

+ 5 + 25 გო+ 55 

  

ს3ნ36ჯიჯი 92 |ხI <1); 2 II) 
ი–>-ლ% მყნშეი » + ხ” 

ვ) IIი) (#I3-'V3 .'V3.. · % 3); 
წერი ი «| 

4) ა აო > 
#–>-0ლ 
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4,965, 1) III (MI 3-2 – VI +1); 
“09 

2 )Iი #M(V ა? +2-- VI –+ 3); 
##–->600 

3) 1Iი. (#9? + 31 + 2 – »); 
M#–->00 

  

4) 100 ( VI8-–– 31-+–-2 –.V2+7?). 
7–->-0ლC 

  

' 4.96. 1) II (V0მ + 3--V იმ + 1)·.VI9 +2; 
8600 

2) Iთ. ( 1/09 –++ 7 –- / #19 –– 1 )-/1?; 
”„->0Cი0 

  #” 

ვ) Iთ / Mპ8“ (174+1–/ 7); 
#->-თ% 

4) II #03 (V/ ო + 2 ––V#M%). 
#2->-0 

4,97. 1) I 30(Mი +–- 7/ 8 –/პ); 
7->90 

2) 100 #(28 –- //89-+7/); 
M->%0 

ვ) IIი) (1/L0-+>1 – ” #)- V #”; 
M.–>- ლC 

4) Iი (M/2–-#+ V #)-· / #7. 

    

  

ი->C0 

. 3, –– 2 VM+1 
4.98, 1) IIთ #+3 ). 2 III 2 ) ; 

ო->-9 2ჩ Mი->90 ” 

„ე? ვ წინ. . 2/2 1 M”ბმ--1 

ვ) IV ლ .––.ქ.. “+ ) ; 
M#->Cლ% 3M“ + 2 იძი ს /' + / 

    4.99. 1) სო (–-+2 ): 2) IIთ “ი ) 
M->C= I MC ს / + 1 

ჩ 
–1 

. – 3 X%3-2 · · 10 ვ 
ვ) I ” ) : 4) III >) : 

ი–>-00 .# + 2 იი ს /უ+3 
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ი->იი ზ% 7? -L 2 
4.80. 1) თ 327)”, 2 I თ 1X+1)2 

ი->იი ს 3/ –-/ -L 2 

  

ვ _ 

ვ) Iი ილი) ”. 4) Mთ 2/? -L -) 4 

ო-+იი ს 7I2--47-C1 ი->იი ს 273 –– 3 

4.31. გამოთვალეთ 

1 
ი ---  - . -. 0>0, თ 1. 

ი-+-იი I09ე (1 + 1) –– 10, # 2 

9
 4.39. გამოთვალეთ 

სთ 1–--) I) – 1. 1. 
ი-–>C% 2? /)? 

ამოხსნა. ვინაიდან 

1 _ #–.1)#+)) 
#” „ 

I ჯ)“ (C-- = 

1 == (– = 2, 3,..., 71), 

ამეტომ 

('      
    

13 24 3-5 V–-–-118 + 1) = 1 #+1 

22 ვ? 4? 1. 2. ი. 

აქედა5 

1 ი !– >)“ (1-- => 
M->-C% 2       

4.ვვ. გამოთვალეთ 

: 1 

„7'თ. I-<2)(1-– +)“ (' - 26+9 )' 

2 

ამოხსნა. ვინაიდან 

1 _ (წ-1)(#+-2) ხ-=2 3. #ჩ 
1 #”/(M+1) – ჩ(6 +1) ( , 1 , ) 

2 
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ამიტომ 

. 1 
„იე 1- )(1-– +)“ (' “ 2698)“ 

  

  

2 

==. 1 :4 2-5 3.6 (––1)01I+2) _ 

ით 2:6:3 ვ.4 4-5 M:(1 +1) 

1 ასას“. 
ი>თ%თ 3 „ ვ 

4.84. გამოთვალეთ 

. 29 --1 331. .1 ოვ ––-1 
სIთ · ... , 

ი>იი 21 ვ31+1 „1-+CI1 
ამოხსნა. ვინაიდან 

  

  

  

8-1 _ (რ--1)(ჩ+M#+1) (L = 2, 3,..., M), 
ჩM9 L 1 (5 + 1)((6-– 1)" + (6-1) +11 

ამიტომ 

. 23 --1 ვ1.-1 (0) –-1 
IIი · .. = 

ჩ->C= 23 -L 1 31 .C1 ”) -L 1 

ყო 1:77 2:13 3-21 4:34 თ- 1)თI2+80+1) _ 
= · · · . > 

ი>ი 33 47 513 62 (/-L-1)I(1=–-1)?ზ--(1--1)--11 

=Iთ 2..2+98+1 2 
ი-თი 3 (I –– 1) ვ 

  

4.ევს. გამოთვალეთ 

2/ =–– 1 Mთ (-+->-+-1+- == 4-1). 
ი->C- 2” 

მითითება. ვთქვათ 

  

  

2/ =––- 1 
ი=-+-:+-+- ·+ 2ი 

აჩვენეთ, რომ 

#--1 2 

1 1 (71-21 

ს- ი- 74 2 თი 
M=1 
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4.8. აჩვენეთ, რომ 

19 7 

იიი 7” 

4.27. აჩვენეთ, რომ 

1 
ი) კ–== = 0. 

Mჩ--C I / 

  

მითითება. გამოიყენეთ 3.2-ის მაგალითი 10. 

4,ვვ. აჩვენეთ, რომ 

    
1 1 

I1 _–_ თ... == 0 

წას „გ? (7 -L 1)? ჯ+ თუ) 

მითითება. გამოიყენეთ უტოლობა 

1 5 
თ +L 1) +- +“აა<:1+:>+- .2+-.=11 · 

4.30. აჩვენეთ, რომ 

  –-+-- 

· 1. _ 
IIი) 

1 

ი--C ს V 7 + I. +1.. 1 

მითითება. გამოიყენეთ უტოლობა 

  +. + უ==) =+C. 

  

  

  
  

–--___ჟ_________ . 
Vი + VI + 1 რო+ V 2 > 2... 

4.40. აჩვენეთ, რომ 

· 1 1 თი ( + 1 _ 1. 
ი->Cთ% VI? -L 1 VM + 2 VII. 

მითითება. გამოიყენეთ დამოკიდებულება 

7 1 1 1 I 

72 + >  . 702 + 1 +772 C5 7. + 7 +. VიM? –+1.· 

4.41. იპოვეთ III) X,, თუ 

->-CთC 

ი %-2 (:=3,4,...). X=0 XX. -=ხ, Xგ = 2 
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მითითება. გვაქვს 

XL-1" XL-2 IX 1 =-- 85-10 #2. , 

  

  

2 

ამიტომ 

X–- X ხ–იძ 
Xა –X=ხ-–ძ, #ე--X:= --<5>- =-- 2 , 

. წვ X" ხ–იძ ხ–-ძ 
Xგ =–Xვ=8 -– “ოი ვა..ვ Xა-–-Xე-1=(--1)” ი=2 (7= 3, 4, --.). 

გინაიდან 

Xგ 5= X, -L (Xე – X)) -L (Xვ–– X2) ნ.ი + (+ –– Xგ–)) 

ადვილად შეგვიძლია გამოვთვალოთ IIთ ჯე. 
ი->თ% 

442: დაამტკიცეთ, რომ თუ მონოტონური მიმდევრობის რომელიმე 

ქვემიმდევრობა კრებადია, მაშინ კრებადია თვით ეს მიმდევ– 

  

რობაც. 

4.48. აჩვენეთ, რომ IIი) X=1, თუ 
ი->-9 

1 1 
X-> 1, X-ა,=–სსXჯ+ ) (1=0, 1, 2ც...). 

2 X 

ამოხსნა. ცხადია მიმდევრობა ქვემოდან შემოსაზღვრულია. 

ვინაიდან 

1 1 
Xგ+1 == (> + --) <. Xე, 

2 X 

ამიტომ მიმდევრობა კლებადია ე. ი. არსებობს Iო Xგ = ძ. 
#-–>-0C0 

1 1 
ტოლობაში X,4) = = (» + = ზღვარზე გადასვლით მივი- 

7 

ღებთ ძ = 1. 

4.44. ვთქვათ 

  Xგ + ს 
X1=ძ, ყე = ხ, X8+1 == VX, ხა: X:+1 = 22% . 

აჩვენეთ, რომ 

IM Xგ = IIთ ყე. 
ჩ–-00 #–>090 
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ამოხსნა, ცხადია X, > 0, ყ, > 0 და 

  X L Vყ, 
ყგ+I => 2 > VXაე 9, = Xა+I. 

  

ვინაიდან Xგ+I.= VX» ყა > VX2 = Xგ. ყიეგ+.8% თ1#% C< ყი) ამი- 

ტომ 

XI <. Xგ < ყი <. MI. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ არსებობს IIთ ჯგ = #4, IIIი ყ, = 8. 
ჩი->% Mო-–>+9% 

თუ ტოლობაში წ,-) =-4% გადავალთ ზღვარზე, მივიღებთ 4=2788, 

დაამტკიცეთ, რომ IIთ # =1I22, თუ 
ჩ”–> ილ 

4.45. 

1 1 
X=-+ 

” ”M ++ 1 

მითითება. როგორც ვიცით 

წ +--)”<4 (1+ –)'>4 
11 წ//1 

ამიტომ 

ი(1+--)<--- ი(1+--)>, !., 
I /7 1 ' MI “++ 1 

1 

რო“: 

  

ე. ი. 

“1! –ი0+.–Iი7<= 1... 
/ + 1 (/! 

საიდანაც 

1 1 1 1 1 ეას ...._.... 1-+C+  L..L --, 2 13+ +911 16% –+ ) <. 6–- + + – 

აქედან ჩანს, რომ 

' ყე = 1 +- -+L..+ 1 I. > 80. 
ჩ 

ცხადია 

  

1 1 1 

ყი+ ყლ -–- -–მიძ +7+7=----ი(1 ++ )<9ძ 
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ე. 0. ყე მიმდევრობა კლებადია და ქვემოდან შემოსაზღვრული. ამი– 

ტ>თმ არსებობს IIი) ყ, = 0. მაშასადამე 
M”8–>წძ600 

1 
14 - +.4-=სიი+92+60V თ, >0, როცა #-> C). 

”· 

X- მიმდევრობის ზღვრის გამოსათვლელად საკმარისია #Xგ მიმდევრო– 

ჭა ჩავწეროთ შემდეგნაირად: 

  

1 1 1 1 
„ = 1 _– ი... _ 1 _– ... = M=14%6-- +-1+ ( +-+-+ ) 

#8–241 

=> II) 2 –– II (1-–– 1) + მეგ –– 0იე-). 

446. აჩვენეთ, რომ მოცემული მიმდევრობა კრებადია: 

1 1 1 

სთლო(1++)(1++)-(1++-): 
2) Xგ = შM% + ML ნ6.+ 02. , სადაც ყოველი ი; (I = 0, 1, ...) 

არის 9-ზე ნაკლები ან ტოლი ნატურალური რიცხვი. 

  

მითითება. 1) ვინაიდან ი() + ->) <-1. (იხ, 4.45-ის მი- 
I” /(/) 

თითება), ამიტომ 

ი .=Iი() + +) +Iი C + +) ++-4%() + ->) < 

1 1 1 აეეე. ” –– <> ++ +“ “- 

ე. ი. მიმდევრობა შემოსასღვრულია. 

2) ადვილი შესამჩნევია, რომ მიმდევრობა ზრდადია და ზემოდან 

მემოსაზღვრულია 00+ 1 რიცხვით. 

4.47. ვთქვათ 

–უკ–__---დ_– 

X= V 2 V 2/ · V2 (ი ცალი ფესვი). 

დაამტკიცეთ, რომ II9I ჯგ => 2. 
ჩ->0C 
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მითითება. ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით აჩვენეთ, რომ 

4.48, 

4.49. 

4.60. 

270 

X<2 M#M5=1,,2,... 

და ისარგებლეთ ტოლობით 

X.ა+1 == V2Xე. 

მიმდევრობის კრებადობის კოშის კრიტერიუმის საფუძველზე 

აჩვენეთ, შემდეგი მიმდევრობის კრებადობა: 

1) Xგ=ძა+L0)0 + .·++ ძე 0", | თ„|<-/M (9=0. 1, 2,...), |Iძი|I<- 1; 

    

    

511 1 511 2 5I(წ/! 
2 #= 96 ალ ტო4“ ––; 

0051! C05 2 00571 |! 
3) ჯX„= + – +... : 

2 2-3 M(L+ 1) 

1 1 1 
4) #= 1 4+6-4+ 5 ნო+ უც? 

M· . ” 

519 
5) Xგ = ბ. 2 ! 

#=-1 

რ) ოეეე C05 #7? I 

ჩ(C(L-L 1) 

მიმდევრობის კრებადობის კოშის კრიტერიუმის საფუძველზე 

აჩვენეთ შემდეგი მიმდევრობის განშლადობა: 

  

    

1 1) X =-–---- : 
ა % ანე 4+. + 

1 
2 98= 1 –„გეა–– ) X%ი + 75 + უ= +” '+ უ==- 

ვთქვათ მოცემულია ორი მიმდევრობა X„ და ყე. ამასთან #9, 

მიმდევრობა ზრდადია და IIთ ყე =-+ თ. დაამტკიცეთ, რომ, თუ 

#”–60ი6 

. XV -–-Xი–- 
I1თ გოი რი... ძ, 

„> ყგი-“ყი–1



შაშინ 

· X 
IთC. “–“ თ. 
ი“ XX ყი 

მითითება. პირობის ძალით V8>>0-თვის 3MაCMV ისეთი, რომ 

  

XL “–“ XL-1 

ყს ––“ ყL-1 

თუ #-ს მივცემთ მნიშვნელობებს #M0+1, #0+2, .., # და მიღებულ 

უტოლობებს შეეკრებთ, მივიღებთ ' 

ძი--ზ< <0ით+6 როცა #:>>/%ე. 

(აი--ყე)06--0< % - %, < (ყი “94, )(0+98. 

აქედან 

ი-ს–-  M ე +§, 

4.51. დაამტკიცეთ, რომ თუ #0CVM, მაშინ 

1? + 2ჩ +..+ I? _ 1 
  

  

  

1) I = : 
ი->=ლ9 გ0+1 0 +1 

ი ი L... ი 7 სი (79-27 +-+7 _# ) 1. 
ი->C ჰი 0+1 2 

ი ი... -L 1 ენ 3) 1Iი 1? L 3ნწ-+ ·- -L (2ჩ + 1) = . 

ოი->C ჯ19-+1 0+1 

მითითება. ვაჩვენოთ მაგალითად 2). დავუშვათ 

X, = (0 + 1)(19 + 2? +. + #9) –– მ+., ყვ =(0 + 1)”. 

მაშინ 4.50 ამოცანის თანახმად 

  ყუ 20+“- % > წი (0 + 1100 + 1)? –– (7 + 1)ჩ+! -L /,0+I 

ი“>+ი ყი ყე ი->+099 (09+ 1) I (86 +. 1) –– MM”) 

(0 +1) | + იც + #2. ცნ-ბ8 1. L | 
  = IIი + 

ჩი“ (0 -++1) | 7+-გლ4წწ-პ იი +..-.+1- 4 
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  –- ;9+1 _. (ი -+L 1) ყუ? –_01 1 110-1 _ .,..--– 1 –-ენ0+1 

“+ = 
(0 +1) .84:-3- 

ით+I +0(2) 
= IIოი 2 ა. 

ი--თ იდ+1)+0(--) 

4.55. დაამტკიცეთ, რომ თუ (X,) მიმდევრობა კრებადია (X, > 0), 

მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

  

  

_ 1 
2. 

· 1 · 
II) ––-ი“–.ი. III) Xე. 

>-ი0 _- +“+–_ –+..-–+ _– #-–>C 

X1 Xა ' Xა 

მითითება. L- მიმდევრობისათვის გამოიყენეთ მე-2 თავის 
7 

§ 6-ის მაგალითი 11. 

4.ე5ვ. დაამტკიცეთ, რომ თუ (§Xეჯ მიმდევრობა კრებადია და ჯგ >> 0, 

მაშინ 

· '„>„გ2რი<ი48 · 
წი MV XX, Xგ = 10 X,. 

MI-+>CC წ–>–0ი00 

მითითება. ეს ტოლობა მიიღება შემდეგი უტოლობებედან 

M _ეაე|ე'ა“". XჯX ჯ ·-L ჯ –-–-–- ---.- << XX". X, <-%L + % + “+ Xი 

_–რ“––- +..+ / 

X1 X2 X, 
წრ 

4.94. დაამტკიცეთ, რომ თუ Xე:>>0 (M5=1, 2,...) და! %ი | მიმდევ- 
Xი-1 

რობა კრებადია, მაშინ 

  

  

  

Iთ შV X = თ 2 
ჩ–->00 ”>-თინ Xიგ-1 

მითითება. გამოიყენეთ ტოლობა 

ი =7// „86, 9, 2 
წა #X Xი-1 

და წინა მაგალითი, 
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4.ნნ. ააგეთ ისეთი (X,) მიმდევრობა (Xე >>0 #= 0, 1,...), რომლის– 

თვისაც II ბ Xა არსებობს, მაგრამ III «>7+X არ არსებობს, 
ჩ–>-90 აი>-თ IX 

  

მითითება. განვიხილოთ მიმდევრობა 

ჩ 

ძ 2 

>, როცა #. კენტია, 

როცა #8 ლუწია, 
Xიგ 5 

თ
ი
?
 

სადაც #>0. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

1 
Xა.ა+1 - + როცა I კენტია, 

  

ძ 

რ ე?, როცა /L ლუწია, 
ხოლო 

V9, როცა # ლუწია, 

V X – M-+3 

ე 21, როცა #1 კენტია. 

  

4.5ნ6. 1) დაამტკიცეთ, რომ 

  

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ 

I ჩ თ ჩ 
-=== == #=MM7»ი, 
V M! MI 

» 

სადაც X, = +. ვინაიდან 
MI 

  

. ჯ · 1 MM“ 
ყი –--–-=Iოი 1+--– = C, 
იი Xი-1 იჩ–->00 8-1 

  

ამიტომ 4.54 მაგალითის ძალით ადგილი აქვს ტოლობას 

Xი 
  

  IIIთ = Mთ ს X, = IIთ ლ 6C. ველ. 
ით ” ს ი>+თ ო--ი Xი-I 
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2) დაამტკიცეთ, რომ 

· M! 
IIი = 0. 

ჩ-თCთ MI" 

  

მითითება. ამოცანა 4.56. 1) ის ძალით 

  ./ 1 

Iთ 1.98. == --.. 
ჩწ->- ლC2 I” 80 

  

ვინაიდან 2<6<3, ამიტომ 3Mე>>V ისეთი, რომ 

/M! 1 

” 2 ” 
  

! 

როცა M# >> ჩე. აქედან “-<2-, როცა M>>7ჰ. 

4.57. დაამტკიცეთ, რომ 

    ეგებგეძ”–ს––- ) => 
2-> (++ + (0 + 2” შოX (1 + ი” 2 

    

  

მითითება. გამოიყენეთ უტოლობები L < 1. _. 1. , 
8 IM –– 1 //) 

“1 => –_ 1 (· - 2, 3, ...). 

”M“ M 1 –+1 

4.28. დაამტკიცეთ უტოლობები 

(-–-) < ჩMI! <2(--) · 

6 2 

დამტკიცება. მარცხენა უტოლობა დავამტკიცოთ მათემატი– 

კური ინდუქციის მეთოდით. ის მართებულია M#=1-თვის. დავუშვათ 

უტოლობა მართებულია, როცა #= ჩ”. მაშინ 

)- 

თ +1)1=#1C66+ ას>(4+).6+0= 

  

-(C - ) | _ა >(C >) · 
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რადგან 

(6-+1) 63) 
6 _ 6 

_ #=1. 
(”; ( C) 

მარჯვენა უტოლობის დასამტკიცებლად გამოვიყენოთ დამოკიდე- 

ბულება სამუალო არითმეტიკულსა და საშუალო გეომეტრიულს შო- 

რის. გვექნება 

  

ს91 < 1-+2+.:-+4+/ _ I (CL + 1) 

ჩ 2” 

აქედან 

"<0 695-C) 0+5%-6) 
4.69, იპოვეთ Iთ X და III X, თუ 

1 +(-- 1) 
1) Xგ= ეადეღეასას : 2 X, = 005711. 

  

4.60. ვთქვათ მოცემულია მიმდევრობა (MX). აჩვენეთ, რომ 

Mი X. = IIთ ჯ და IIთ Xე =IIი ჯე, 
M->-C Mჩ->00 == M-–>-ი 

თუ 

X,. = 5ს0 (+, Xი+ს--ს Xიგ =,)1იL (X,, წ%ი+ს-.-.1. 

4.61. აჩვენეთ, რომ ნამდვილ რიცხვთა ნებისმიერი (+) მიმდევრო– 

ბისათვის მართებულია ტოლობები: 

1100 X,= – 1Iთ (–- X), 

სთ X= –-Iი(-–-X). 

4.62. დაამტკიცეთ, რომ 

1) III X, + IIთ ყე <1თ (X, + ყი) < Iთ. X, + IMთ. ყი: 
წ-–>-CC ჩ–->ილ ჩ8–->–C0 #->-00 წ–>–-ლ9 

2) სთ X. + 10 ყ, < IIთ (X-+ყი) < IIთ. X, + II ყ, . 
ი->C 8–->C0 8->ლC M-–>იC6 წ->CC 
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მოიყვანეთ მაგალითები მიმდევრობებისა, როდესაც ამ უტო- 

ლობებში ადგილი აქვს მკაცრ უტოლობებს. 

დამტკიცება. 1) ცხადია არსებობს ქვემიმდევრობები LX#,,), 

(/ 1, (XV, ). ისეთი, რომ 
I (X, + ყა) = III (+ +Vყ, ), Mთ X,. = IIი Xი 

აჯ->5 %6 M->“>-CC6 ა->C% Mჩ->0C0 8 

ამიტომ 

IC Xგ + II1თ ყე < 110 X + 110 ყ, = 1191 Xთ», + სო ყ, < 
_ _ _ _–_ ე) " _ ჩი 

ჩ->ი0 M->Cი ი-–-ლი ” M-–>C ჩ–>-ი0 M->90 

<- IIი9I Xი,, + Vთ ყ»,, · 

ი->C% ი->00 

ასა” ” 
რობის ქვემიმდევრობას, ამიტომ 

Iთ (X,. + ყ,.) = III) (Xო,, + ყო, ). 
#ი+იი ჩი 

ამის გარდა (Xთ,,) მიმდევრობის კრებადობიდან გამომდინარეობს ( ყო, 1 

ჭიმდევრობის კრებადობა. აქედან 

Iთ ყო, = I. ყთ, · 

M8–>ძ>-0ლ06 ჩ 8--CლC V 

ამრიგად გვაქვს 

Iთ. X + IIი1 ყე < Iთ Xო, + I-ი ყო, = 
– ლ თ ' ”->-თ ” 

= I1ე) (Xო,, + ყთ,. ) = Vთ (MX, + ყი). 
8->C6 0 

უტოლობის მარცხენა ნაწილი დამტკიცებულია. აქედან, თუ გავითვა– 

ლისწინებთ ტოლობებს 

III (–- ყე) = –- 117. ა. 
ი–>-9ი ჩ-–>-00 

მივიღებთ 

1Iი (X, + ყ.)–– Iთ ყე = 1Iი1 (Vე+Vყ,) + IთC (– ყ.) < 
.>თი ი->% ი-–>9 ი->009 

< IMთ I (ი, + ყი) + (– ყ)1) = IMთ Xე- 
ი-–>-% M->00 

აქედან მიიღება 1) უტოლობის მარჯვენა მხარე. 
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2) უტოლობები მტკიცდება ანალოგიურად. 

მოვიყვანოთ მაგალითი, როდესაც მოცემულ უტოლობებში ადგი– 

ლი აქვს მკაცრ უტოლობებს. ვთქვათ 

| M (M–+-1) #(-+-1) 

Xალ=(-1) ? ვებით, ყა=(-1 ? ილა” (=1, 2,...), 

მაშინ 

M (M-L1) 

Xი+ წყ =(–1) 2 

IდC ჯგ ლ= = –-1, სთ X,. =1, 
იჩ-–>-9 ი->ი0 

სთ ყ, =-1, Iთ ყე =1, 
M-–>-090 ი->00 

Iთ (X + ყე)=--1, Mთ (MX + ყა) = 1. 
Mჩგ->-00 ჩ–->-0C0C 

4.68. ვთქვათ X, > 0, ყ, > 0 (M=1, 2...) შემოსაზღვრული მიმდევრთ- 
ბებია. დაამტკიცეთ, რომ 

1) IV X, · III ყე < IMIთ (X, ყ,) < IIთ XI. ყი; 
Mწ->00 M#-> 00 წ->00 8–->-0C0 ჩ->00 

2 IMთ X ·Mთ ყი <1Iთ (X„ყ,) ლი X, ·IMთ ყ.. 
ად ->-Cლ ჩ–>00 8-+00 M8->090 

მოიყვანეთ მაგალითები, როდესაც მოცემულ უტოლობებში ადგილი 

აქვს მკაცრ უტოლობებს. 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ 1) უტოლობები. 2) უტოლობები 

მტკიცდება ანალოგიურად. 

თუ X =0 (1=+1, 2,...) ან II X == 0, მაშინ დასამტკიცებელი 
ჩ8–->-00 

უტოლობა ცხადია. ვიგულისხმოთ, რომ IIთ X, >> 0. ცხადია, რაიმე ნთომ- 
ი-–>Cლ% 

რიდან დაწყებული X, > 0. 
ვთქვათ 

IIი (MX ყე) = IIთ (X, ყ,.), Iთ X = I ჯა... , 
_– იჩ. 7ი _–_ 7” ” 

ი–->-Cი ჩ->Cლ ჩ->-% ი->-9% გ 
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გვაქვს 

Mთ X. Iთ ყა «II X, · 1Iი) ყ, = ჩ 
M8->ი2 (წ->CC #->00 ჩ–3>-00 

= IIი XI, · IIი ყ, < II91 XII, · III ყო, 

ი-“–+ " ა”>C ” ი>·ი " ”>-ი ” 

ვინაიდან LX», · ყო, ) –- კრებადი მიმდევრობის ქვემიმდევრობაა, ამი- 

ტომ 

III (ხი ყი) = III) (X,. > = IIთ (Xი,, ყ»,, ა. 

ი–>Cთ ი> ი–> 

რადგან (Xი, ) მიმდევრობა კრებადია, კრებადი იქნება ( ყო, ) მიმდევ- 

რობაც, ე. ი, 

1101 ყი. =4 11ი1 V... . 
_– ”ი ” 

ი->Cლ ი“>% 

აქედან გამომდინარე 

Iთ X ·Iთ ყე < I. Xთ, III ყო, = 
ითი ით ი>-ი ჩი ““” 

= -I1თ) (Xთ, 'ყთ, აპ) = Iი (X ყა). 

ჩ->0 ” ” ჩ->-9 

უტოლობის მარცხენა მხარე დამტკიცებულია. უტოლობის მარჯვენა 
მხარის დასამტკიცებლად შევნიშნოთ, რომ 

: 1 1 
სი ––-= __ · 

ი 9» II ყა 
ი–>-ი 

უკვე დამტკიცებულის ძალით გვაქვს 

  · 1II0 (Xი ყა) = II 1. MIთ (Xი ყი) <- 
I ყე იიი ი>თ ყი ი-Cთ 

ი->-% 

  < IMი ( 1 ითა ) = III X„. 
ჩ–>00 M–-90 ი 

აქედან მიიღება დასამტკიცებელი უტოლობის მარჯვენა მხარე. 
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მოვიყვანოთ მაგალითი, როდესაც უტოლობებში ადგილი აქვს 

მკაცრ უტოლობებს. ვთქვათ 

” (I-L1) 

1 
X=2+(-–-1)ბ ყე=2-(-1)7 + 2 LC I) 

მაშინ 

1(1+1) 

2 –1:5” 2 
=ყ=3+-“91 ი 1 

· ოი, · 1 უუ 7 
1I0ი X=1, Iი Xა=3, II ყა=-–-, III ყე= ––, 
8-9 ი->-ლ% ი->C0 2 ი--90 2 

· – 9 
I (Xგ ყე) = 3 , IV (MX, ყე) 2 ––. 

ჩ–>ლ% 2 M#8->0C0 2 

§ ნ. ფუნკცია 

5.1. იპოვეთ (0), / (––1) და / (3), თუ 

I (X) =– #-– 2X + 3. 

ნ.ვ. იპოვეთ § (1), «(-–- 3), § (– 2) , თუ 

3 + 2ჯ 

1 ––- 2 ' 

  წ (X) = 

წ.ვ. იპოვეთ დ(3), დ C–700) და დ(1,1), თუ 

X+IXI 

1--# 

წ.ეტ. იპოვეთ I” (0), I (–-3) და # (4), თუ 

დ(X)= 

#(CX) = 3Xჯ-–! -L I0ლ (X + 4). 

ნ.ნ. იპოვეთ (/(0), I(---) და I(– <3.) , თუ 

#(X) = 005? 2X –– | IX I. 

ნ.0. იპო 0), -_ IX XL , ვეთ დ (0) ი( ვ) დ «(> თუ 

დ (X) = მI085I9) (005 X). 
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წ.8. 

1) 

3) 

6.9. 

1) 
6.10. 

6.19. 

1) 

1) 

2) 

ნ.143, 

280 

იპოვეთ I (–-2), | (<––3) და / (1), თუ 

Iთ=( ვ, როცა |IXI <2, 
1-3? როცა |XI>>2. 

IX+I) – თ იპოვეთ იეეაეეელლ კ თუ; 

I(X) = იX + ხ; 2 I/(X =0თიX?-L ხX +-C; 

I(X) = XI, 4) ”(X) => X4. 

IXI+ს –-.IX– 
პ _–_- -. _, 

წ წვეთ 2ჩ I 

I(X) = 0X” + ხ; 2) #(X) = თX'. 

აჩვენეთ, რომ 

/(X+3) –– 3წ(X + 2) + 3წ( + 1) –– 7(X9) =90, 

თუ 

I0ე ==ძX? + ხXჯ + C. 

აჩვენეთ, რომ 

IX+ყ+I;ჰ(X–ყ=2!(907/7(/), 

თუ 

IC) = – (იწ +თძ-5) (=>0. 

იპოვეთ წრფივი ფუზქცია / (=0X+ხ, თუ: 

MI(00 =1, IC–1)=–1)1 2) /C-2)= –8, ”(3) =7. 

იპოვეთ კვადრატული ფუზქცია I! (X=თV2+ხX+0, თუ: 

I(C-21= – 5, /0)=-–-2, ”(3)= 30; 

IC)==1, /(1)=3, /(2) =7. 

აჩვენეთ, რომ თუ I(X)=თCX+ ხხ ფუნქციის არგუმენტის X=X, 

(/1=1, 2, ...) მნიშვნელობები ქმნიან არითმეტიკულ პროგრესიას, 

მაშინ ფუნქციის შესაბამისი ყ, =/(X,) მნიშვნელობები აგრეთ–- 

ვე ქმნიან არითმეტიკულ პროგრესიას.



.15. დ!
 

2.16. 

ტი
 

” –ყ
ჟ 

„18. (-1
1 

§,.19, 

ნ.29. 

1) 

3) ყ 

5) 

7) 

9) 

11) 

13) 

15) 

17) 

19) 

21) 

აჩვენეთ, რომ თუ მაჩვენებლიანი / (X) „= ი» ფუნქციის არგუ- 

მენტის X=Xი (1=1, 2, 

კულ პროგრესიას, 

-..) მნიშვნელობები ქმნიან არითმეტი– 

მაშინ ფუნქციის შესაბამისი ყე = I (X,) 

მნიშვნელობები ქმნიან გეომეტრიულ პროგრესიას. 

იპოვეთ ”(#, თუ 

იპოვეთ წ (X), თუ 

იპოვეთ #(X), თუ 

იპოვეთ /”(#), თუ 

I(X+21=2X?14+9ჯ+9. 

I(X+--)=»X+-+. (IXI>2 
X Xჯ 

I(+)=X+V1+7 , XL >ძ. 

IC-8) <7. 
  

იპოვეთ ფუნქციის განსახღვრის არე: 

ყ=V X=–-=4X+3; 

  

ჯX-–2 

“MV 2 +1 : 

ყლ V5–-X-. -L   

7 

უზ-- 4X + 3. . 

6; –-8 –- 
ყ= 

  ყ = 3 
4. M/ 

1 
ყლ––ო–––, 

§1I1 X -L C05 ჯ 

ყ = IC CV 2 –51ი X-005). 

ყ= V5Iი 2X+V51ი 3X ; 

ყ = V005X?; 

ყ = მILC5I1 (X –– 2); 

. 1 –-2ჯ 
ყ = მILC5)ი ; 

  

+ 00 -–– X; 

2 ყ=IC(X--6X+ 5); 

  

I3X+2 
4 I : ) ყ=Iწ X+3 

2. ი ყ= #>"-5%+6. 
V 5X--4--ჯ? 

  

IIX-–-1. 
8 #ყ= )/ I ჯ ' 

  10) ყ = 
510 X 

. 1 
12) ყ= V 5IX- --; 

14) ყ= 1ყ§5Iი >, 
X 

16) ყ= 1/ §0VX ; 

18) ყ= გიხვსი => ; 

20) ყ = მI0005(1 – 2X); 

22) ყ => 81X05M9 V 2X ; 
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23) 

25) 

27) 

29) 

31) 

ვვა 

ფთ Lე
 

-– 

1) 

3) 

5) 

7) 

9) 

11) 

13) 

15) 

17) 

18) 

19) 

20) 

21) 

23) 

282 

ყ = მIL0C005 X–--მ1L0510 (3––X); 24) სყ = მILC5111   
–+ Xჯ 

ყ = მIC005 (2511 1); 26) Vყ = I (C05(IC X)) ; 

= Cსდ ILX -+- მIC00§ 2%; 28) ყ= _ V-X _ : 
ყ § 27 34. 9“ ეფი(ლნ2-–» ' 

ყ =IC(1--2მILCLCX) ; ვ0) ყ=VმL051)0 X –– მIC005 X ; 

ეეე“ მILC51ი (0,5 X–– 1) 
(> V 1 519 XჯX : 32 –უღუუოუღუეუღუღუუღ==-- 

წ 5 ) წ V XI – 3X+1 

. X . 510 V + 005X 
მწი | II -–“–- 1); = _”ს!ს!ა!”“ 

წ” (+ 5) პრ) ყ V 510 X –- 005 X 

იპოვეთ ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე: 

ყ=3X-2, XCI--1; 4); 2 ყ=3–-5X, XCI0; 3); 

ყლ=X -- 1, X6 1-4 2, 4) ყლჯ 4-7, XC(1; 4); 
ყ= 5+6X-X?, XCI--1:4,; 6) ყ=–ჯX'+2X + 3, XC7#2 

ყ=2-8X- 5, XCII, 8) ყ=–-X“ +6X+7, XCII; 

ყ=IX + 2, X6CIL--1; 1); 10) ყ=–IX-–-1,, XC(0; 2); 

ყ= |X”-–-XI #CIC XL 12) ყ=|X? --6X + 5), XC (2; 3,5; 

ყ=)5+4X--X", XCI0:6;) 14) ყ=|)6X--X?ს XCI-–-2;1); 
1 

ყ=IXI-X”, #|– 2; +I: 16) ყ=|IX-+-2) -X?, XC(--3; 1); 

ყ=ოXჯ“+-9ყიიX XCX2, 

ყ= -–-2X+8+5990X, XC |– 2“: 

ყ= XL 5IძიX--6X+ 5, XCI-–-1;4); 

ყ= X? –- 4X + 5Iყი(X” –- 4X), XC ––1; 3); 

  

2 4 

#=X+ +“, XC1)0; +თს 22) ყ=---+“, »C1- თ; 0); 
Xჯ X 

Iჯ? X'-1 
ყ=   
  ,; XC#2; 24) ყ=- LX XCL--2; 0I LI 10; 1).



ჯე I 

1) 

ვ) 
5) 
7) 
თ 

11) 

13) 

15) 

17) 

19) 

21) 

23) 

25) 

27) 

29) 

31) 

ვვ) ყ == 

იპოვეთ ფუნქციის განსაზღვრის არე და მნიშვნელობათა სიმ– 

რავლე: 

ყ==VX + 4; 

ყ=VX.+2X+ 2; 

ყ=IC(» + 10); 
ყ = 106; (4 –– X2); 

ყ = )10ყე(5 + 4X – X2); 

ი! 3X2?-L-7X--12 |. 
ყ == , 

_1_ 

ყ=2%; 

ყ=3 | XX––4X |. 

1 
= , 

წ 1--2-% 
  

4X? -L 1 
ყ= ს/ ში, 

ყ=ი0იჯ + -- ჯ 095<20; 
X 

  

ყ = V2109:X –– 1002X ; 

ყ=ლ=1-–-2)005XI; 

ყ = 510“ ჯ -L 005“ X; 

5I1X +1... 

5190 Xჯ ' 

2) ყ=VX 1; 

4) ყ=იV8-2X-X?; 

6) ყ +>II9I(X? ·–- 41); 

8) ყ= I0ი(5+6Xჯ– X2?); 

10) ყ = 106. X; 

? 5 121 ყ= ვ? –+4X+ : 

2X1-–-3+–5 

14) #=(+) თ--3X-5L 

_ 1. 
Xჯზ-1 . 

16) #ყ =3 ; 

4 
58-25 

18) ყ = 27(21X-X9). 
1 

1 +X | #"--5X-I-4| 
20) ყ= (>) ; 

22) ყ =4ახ –- 2 -L 1; 

ხ 
24) ყლ=იLX+ -––, იხ->0; 

X 

26) V = 10ლე ჯ + I0ფ, 3; 

28) ყ-=>109ე (--0ყვX-L 610ძვX-–-5); 

300) ყ=50X+350 IC + +) 

32) ყ = 51ი9 ჯ -+L 0059 ჯ; 

1 +005X. . 
34) ყ= - : 

11 –-005ჯ 

283.
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510 X – 00§1 . ვ9ე ყლ= 92 - 09:24... 36) ყ=350X+4C005X; 
5II1 X -L 005 ჯ 

37) ყ= 005 X-–- 510 X; 38) ყ = IთC(1 –– 2005); 

39) ყ = 10C54(005 X –- 51ი? X); 40) ყ = მICC0§ | XI; 

41) ყ=ჯL-–Iმ2გწCLCXI; 42) ყ = C005(მ10310 X); 

1 : 
4ვ) ყ =მICCწყ(5)ი 2); 44) ყ == 005 ( ი §1Iი X ) ; 

2X 2X 
45 =მგL0005-––--– ––_; 46) ყ = 8ICს · 1 ყ 1 C ჯ ! ა) ყ 8 1 L 

.9ვ, იპოვეთ 5სი /, 101 |, აგრეთვე LII2XI, ს)I0 /, თუ ისინი არსე- 
ბობენ: 

1) I(X) =:3X-+1, XC6I ––1;2)კ) 2) /(IV1I=2=2=5X, XC10, 3); 

3) წ(X)=X'-–-4X+1, XCI0; 5); 4) (9) = XI –-–8X+12, XC11, 5; 

5) #7(X)=12 +X-–-XV?, XCI –3; ––1L 

ი/თ= ი 2-2, XCIთ 2. 
  

    

  

  

იIთ=--, XIთ2ს 8 /(0=---, XC) – 26 

9) /00)= = XC61--2;1(; 10) ”600 = ალი XC, 

IსI0=-. -;-, XX 12/00= 2 რ“, „C7, 

13 ”00=3 !” “!, »60;  1I4 I(თ=2” XC; 

15 I0)=3” “, ჯXიდ 10 /(00=1--2“ ?; 
17) წ(0I =8--2X+!--45, XCIMI 18) (9 =1C(X+X#ჯ-2); 

19) /(X):-=I0ფე,ა (4 –-3-–-ჯ?); 20) ”(X) = 40057X – 12005X+ 5, 

21) წ(X)=4-–- 510ზX-–-C05X, XCI0; 22) ”(X) = V# + –+ 005 X;



23) ”(X) > IC?X + ილ(თ2 X; 24) ”(- = C05X-LCX; 

  

1 
25) I(0 = –- 27%... 26) წ(X) = მICIC –– ; 

1 -LC05X X 

27) / (X) = მICLC IX I ; 28) M(X) => გ1051ი («->»+ +) · 

ნ.2ჭ, დაადგინეთ შემდეგი ფუნქციებიდან რომელია ლუწი, რომელი. 

კენტი და რომელია არც ლუწი და არც კენტი: 

5 

  

  

  

X 
1 1; 2 = ) ყ=IX|+ ) ყ > +2 

ვ) ყ#ყ=|)X+1|;, 4 ყ=|IX+ 1)+IXჯ–1|; 

1 1 
5 _–, 6 : პ)ყ--–: პ)9-=--––. 

7) ყ = X3”; 8) ყ == 3#წ -L 3-7; 

9) ყ#ყ= X3% –- ჯ3-7; 10) ყ=X157 ++ #05-7%; 

11) ყ=V1 –X+V1+X 12 #4=VX-– 3+VX+3; 

ვ» | 3-X. 1--X. 
13) ყ=-––--; 1) ყლი ; 

15) ყ=1II(X+V1+X); 169 =->272., 
ჯ 

17) ყ= -199XI. 18) ჟ= 99 X-- | +ათ(+-X); 
1--005Xჯ 4, 4 

19) ყ = 519 (LCX); 20) ყ =|Iი XI; 

21) ყ=I)ი6”; 22) ყ=10)წ +; 

23) ყ=/(X + /(–-X; 24) ყ=7() – /(–»X. 

ჩ.ბწ. წარმოადგინეთ | ფუნქცია ლუწი და კენტი ფუნქციების ჯამის 

1) 

3) 

სახით 

I(X =(X-- 1)?: 2) (9 = |IჯX--11; 

ICC =1ი(1 +469; 4) (7) = L(X – 3). 
2988.



§.26. 

1) 
ვ) 

1) 

3) 

5) 

7) 

9) 

11) 

13) 

5) 

, ფუნქცია არც ლუწია და არც კენტი, დ ფუნქცია ლუწია, დ 
ფუნქცია კენტი. შეიძლება თუ არა, რომ: 

| + დ იყოს ლუწი, 2) ”+ დ. იყოს კენტი; 

+ წ იყოს ლუწი; 4) / + წ. იყოს კენტი, 

გამოიკვლიეთ მონოტონურობახე ფუნქცია: 

  

  

  

ყ==2X1--6X+7; 2 ყ=5–--4X –- Xძ2; 

ყ =|)X-–- 6X + 51; 4) ყ=X1-+LX, 
1 

1%X 
ყ=V 4X-X; ი #=(--) ; 

ყ= 5'+!); 8) /= 2!-X+- 2X-; 

ყ=I1თ(X-–-2X; 10) ყ = 10 (4X –– X-); 

ყ=IC(1 +X); 12) ყ = I0§;10; 

== ა„<-_. 
005 ჯ 2 

ყ=5ი-, X> 2 ; 15) #= მ –--; 
X 37 X 

ყ = 210003 I XI. 

აჩვენეთ ფუნქციის შემოსახღვრულობა: 

ყ= Xჯბ?1-+4X-2, XC(--3;1); 2) ყ–3 –-.2X--X?, XCI –– 2; 3); 

2 Xჯ” 
== ,ჯ XCL-–-–-1; 2L 4 ყ=--, X6- 120; 4 9>- “>; კუ XC#'   

  

  

_ ._ 
/-XXX4 , XC; 6) ყთ ---– 1, XC, X>+ –1; 

XX + 2 IXმX +1| 

= IX -1I -LIL. 8) ყ= 2X? –– 5X +L 6 ჩ. 
7) ყ 4-1 , XCIს X7--L1; 8) ყ 3/ #8 L 2) ს) XC# 

X–9 _" 
თ ყ=-X-=-7“?, 09 10) ყ=X--VX?--4, XCI2; +CთL )ყ 3-V Xჯ XCI0; 9| )Vყ 

11) ყ=V XI - 8-–-X X6I; 12) ყთV# +1– Iს, XC#V 
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13) 

15) 

17) 

19) 

2თ 

21) ყ= 

22) 

23) 

25) 

26) 

27) ! 

28) 

5.99. 

1) 

3) 

5) 

7) 

9) 

ყ=VX7მ-+1.-IXI, XCI2?; /4#-=(->)”', XCI2, 

–I4-11 3 ყ =3 , XC#2; 160 ყ= 10 12%+5. ჯCჯ. 
1 

ყ=2 “, X6)-–- <;0L 18) ყ 92 XCI; 
1 

IC (X“ + 2) ” 
ყ = 1Cყ (X” -+L 2X + 3) –– I00ვ(IXI++1),) XC9; 
ყ=(0ყX–+I0ყ, 2), X>>0, X#5+1; 

––---, 0; ; 29 L 15%ჯ XC) 0; + C) 

ყ= XV, (1 + X, XCIL2; + CL; 
511 X 3005 Xჯ 
---- ; 24) ყ=-–>–>–-, ; 

1,1 -C ლ05ჯ #6ჩ ) V 2+IVყჯ #6# 

ყ=0CLVCX-5I1 2, XCI,) X53“-:/, #C2; 

ყ = 

ყ= I9X-C053X, XC#92, MX +9ჩ ჩC2; 

005 2ჯ 
–-“, XC, X56-–+ + თნ, ჩC2; 
თ X -––- 1 4 

  ყ=0ჯ-–- , IXI < –-, Xჯ 36C 0. 
519 X 

აჩვენეთ, რომ ფუნქცია არ არის შემოსაზღვრული: 

  ყ = 1 , XCM X23-–-1; 2)ყ=2–-3X, XC#, 
X-+1 . 

ე ჩჯ 

აეს ა აა ააა - . 
1 ჯ 

  ყ == 

2 . 

1 

ყ=2”; XCM; X2-60 6) #=10C.(1 +X), XCI1; 2|; 
  ყ=7X005X, XC, 8) ყლ ––“–, XC, X>-Xჩ, #”C7; 
510 ჯ 

510 ჯ 2: 
–-–-––-, 9 X35-+ -–-– +277 /#C2; 

#- 0,5 -L C05ჯ XC 7 ვ C 

10) ყვე-“., XC, X#5+-0. 
ჯაი 

ჯ 
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§.30. 

1) 

3) 

5) 

7) 

9) 

11) 

13) 

15) 

17) 

19 

21) 

23) 

ნ.31. 

1) 

3) 

5) 

მითითება. 

განსახღვრეთ შემდეგი ფუნქციების უმცირესი დადებითი პე- 
რიოდი: 

ყ = 510 3ჯ; 

ჯ 
ყ ==005| 2L-–-- ––- I; (-C(2>- +) 
ყ 551 X + 005 2X; 

ყ=5I11X+502X-+5ი03ჯ; 

ყ =51I1X0053ჯ; 

Xჯ ჯ =(ყ-“ . (7. ყ §-- 6 

ყ=VLV; 
ყ = 511 4X -L 5 005 6X; 

ყ= 5Iი" X 4 0054 Xჯ; 

ყ =|511XI; 

ყ = I9(ჯ + 510 X); 

ყ = 005(51) X); 

4 
2) ყ ==005 1X 

  

4) ყ =5I9X; 

6) ყ = ი5I07,X + ხ00§7.ჯ; 

8) ყ ILC= 51) XC05 X; 

10) ყ = 51098 ჯ; 

12) ყ = 510 2ჯX + 5102? 3Xჯ; 

14) ყ=35I14X-++ 219.5ჯ; 

16) ყ == 51114 Xჯ; 

18) ყ = 5109 Xჯ -L 0059 X; 

20) ყ. = | 18 XI; 
22) ყ = 5191 (005 X); 

24) ყ == 005 (LC X). 

აჩვენეთ, რომ ფუნქციები არაპერიოდულია: 

ყ =85I1 X?; 

1 
ყ=005--; 

X 

ყ9=5Xჯ +51V 2X; 

2) ყ=51ი0IXI; 

4) ყ= ICV X; 

6) ყ =5005X-–-005V 3». 

1) ამ ფუნქციის მეზობელ ნულებს შორის მანძილი 

V # + 1) –-V #% მიისწრაფის ნულისაკენ, როცა #–->- +- C=; 5) და- 

ვუშვათ ფუნქცია პერიოდულია და მისი პერიოდია 7, მაშინ 

7 
1(X+7)–-/(X) = 29ი-- «ია ( » +--)+ 

–+23ი   
2 

XV2 005 (» V 2 +   ”X2 )=0, 

# 7 : 
აქედან ჯ-ის სათანადო შერჩევით მივიღებთ, რომ ზსი--=0 და 510 ––– =0. 

V2. 

საიდანაც 2ჩ 2 = V 2 #X, I, #CM. მივიღეთ წინააღმდეგობა. 
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დყ
ყკ

 

და
 

19
 

უჟ და
 

ა.
 

§.35. 

ნ.36. 

1) 

ვ) 

5.37. 

ნ.38. 

1) 

2) 

3) 

4) 

19. უმაღლესი მათემატიკა 

დაამტკიცეთ, რომ თუ I და # პერიოდული თდუწქციების პერიო- 

დების შეფარდება რაციონალური რიცხვია, მაშინ წ+ წV და 1. წ 

ფუნქციები აგრეთვე პერიოდულია. 

მოიყვანეთ მაგალითი ორი ისეთი I და # არაპერიოდული ფუნქ- 

ციებისა, რომ: 1) I/+ყV იყოს პერიოდული: 2) 1. ყV. იყოს პე– 
რიოდული. 

მოიყვანეთ მაგალითი ისეთი | პერიოდული და §« არაპერიოდუ- 

ლი ფუნქციებისა, რომ: 1) /+ყ იყოს პერიოდული; 2) I. თ 

იყოს პერიოდული. 

არსებობს თუ არა მაგალითი ისეთი ფუნქციისა, რომლისთვი– 

საც ყოველი ირაციონალური რიცხვე წარმოადგენს პერიოდს, 

ხოლო არცერთი რაციონალური რიცხვი არ წარმოადგენს პე- 

რიოდს. 

დაამტკიცეთ, რომ წ” პერიოდული ფუნქციაა, თუ არსებობს ისე–- 

თი 15650 რიცხვი, რომ VXCII(), LIL+7C0(), X– 7 CLXჩ) და 

სრულდება ერთ-ერთი შემდეგი პირობებედან: 

1 
IX+7)=-–/წV); 2 1X+17)=>–––; 

ჯ(C%X 
(9 + თ 1 

7)ლ–“-–-–“--.ძ,ხ 1. 4 (–+--7) == –--–---–-–----., I(X+7) ი IC0 =1 ი, ხCI; 4) /(X+7) 1-6 

იპოვეთ თითოეულ შემთხვევაში /” ფუნქციის პერიოდი. 

დაამტკიცეთ, რომ თუ I(X) ფუნქციისათვის მართებულია ტო- 

ლობა / (X + 71=ჩწ(X) (CI), სადაც # ღა 7?“ დადებითი რი- 
ცხვებია,, მაშინ /#(X) ლთ დ(X,, სადაც თ რაიმე მუდმივია, 

ხოლო დ (X) არის პერიოდული ფუნქცია პერიოდით 7. 

აჩვენეთ, რომ IL და ყ ფუნქციები ურთიერთშექცეულია. 

1 5 
I(X0=–2ჯ–- 5, 6 (X) = XX > : 

I(იო=-!,  #(0=2%+1, 
–2 ჯ 

1 ჯ X-+1 _ 

1( = / 1 –– X , თC(00 =V 1–X#XI. 
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ნ.ვი. შეამოწმეთ, არის თუ არა ურთიერთშექცეული შემდეგი ფუნქ- 
ციებე: 

1 –Xჯ 1-Xჯ ე 
1) # = , ყლ––-“: 2ყ=1-V/ X, ყ= (1 -·–კე?; ) ყ=. + #=11, ა) ყ ' ყ=( ) 

ვ) ყ=1+VX, #V=(X-I), 4) ყ=V1-X, ყ=V1-X,. 

წ.40, აჩვენეთ, რომ მოცემული ფუნქცია ემთხვევა თავის შექცეულს: 

1) ყ=7=7X; 2 ყ=24++1. 
X-–1 

2X + 3 0 + 1 
3 ყლ=––––---; ი ყლიხი-–---. 

) X-2 ) 9 6 –“– 1 

ი” + 

5) ყლე; ჯ –- (68 7--- 1). 

5.41. თ და ხ-ს რა ს მშენელობებისათვის ემთხვევა ყ=0X+ხ ფუნქ- 

ცია თავის შექცეულს. 

5.42. თ-ს რა მნიშვნელობებისათვის ემთხვევა #=X% (X>>0) ფუნქცია 

თავის შექცეულს. 

5.43. ძი, ხ, C და ძ-ს რა მნიშვნელობებისათვის ემთხვევა ყლ=-+%1I. 
CX 

ფუნქცია თავის შექცეულს. 
5.44. თ და ხ-ს რა მნიმვნელობებისათვის ემთხვევა ყ = I9(თ + ხ25) 

ფუნქცია თავის შექცეულს. 
წ.4ნ6. ძ და ხ-ს რა მნიმვნელობებისათვის ემთხვევა V = მILCLV (თ + 

+ხICX), – > <Xჯ <- ფუნქცია თავის შექცეულს. 

ნ,40. ძ, ხ, C-ს რა მნიშვნელობებისათვის ემთხვევა V=მILCLთ (+ხ1ლX)-L0, 

ჯ პა 
-- << %X <=“ ფუნქცია თავის შექცეულს. 

მითითება. იმისათვის, რომ | ფუნქცია ემთხვეოდეს თავის 

შექცეულს აუცილებელია, რომ # (I)=# (). ამიტომ 0=ჯX. 

ნ.47. იპოვეთ მოცემული ფუნქციის შექცეული ფუენქცია და შექცე- 
ული ფუნქციის განსაზღვრის არე: 

1) /(201=3–5X, 2) წ(9 =X»X+1, XC1– თ; 0); 
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3) 

5) 

6) 

7?) 

ზ) 

9) 

11) 

13) 

15) 

17) 

18) 

19) 

21) 

23) 

25) 

27) 

28) 

  

  

  

  

  

(თ = 1-2; 4 /0=-–- X6- თ; თ, X#-- 1; 

(ლიე=ფ=-%-+.., CI; + თხ 
2Xჯ 

(ი =--+%+1 „0; 1; 

ჰ(0I=Xჯ-– VX-–-1, X6|I – თ; 1); 

1(0=Xჯ+VX-–-1, X61-- C=; 1); 

X, თუ X<1, 

ცე = 12 როცა X<0 10 წცე= IX, თუ 1<X<24, 
2», როცა X-> 0; 25, თუ X>4. 

I) =5"-7; 12) ”(9) = 2 – ICC –2); 

ვXჯ . 

I(CX) = 108.4; 14) წ00=-; +1 

ICI) = 2%-I –-2“7%; 16) (0 =10ი(X– V XX -– 1); 

I(CX =10-(5 –+67), 

1--X? 

(00= – 6.6? , XCI0 +CL 
1-Xჯ 

(ცე = 2 2) თ:1); 20 /00=1--611%, X36--1; 
#31 

I(X)=5I9 X, XCI – <5 I 22) წ(X) =510 X, 23 => +I: 

#. 3 

/იე=00X, XCL- I 0; 24 /00=16X, XC |I–, => ს 

LI # 

00 ლ–§C0L9X, XC1-- 1; 00 26) /(X)=2510 3X, XC >: 2 

79 = 205 ->, X»CI2X; 411; 

00 =CLCX, X6|- >: 2” Xჯ + 0, 
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29) (0 =ლლ§"ჯ, #CIთ + | ; 30) /00=ლ0024! ჯ, ჯC | ი I, 

31) ”/(X=0081ჯ, XC I> > | ; 32 წ0ე=9109->-, XCI2X; 3X); 

33) 7(X =   , X6( – 2: 0, X52-– >; 
C05 Xჯ 2 

34) M”(X) = გIL0ლ5I)ი V 1 -–-– 2-2, XCL–-1; 0); 

35) ”(X) = მჯC§Iი V 1 –-–X?, XCI0; >); 

36) ”(X) = მIლსC 1 ) X3“-0; 
X 

37) ჯ(X) = 2მ1IL0C351ი > ს XCI-2; 2); 

38) 7(X)=221:0005V 1 –-– X”, XC(0;1); 

39) ”(0 = მ-0C00§5V 1 ––= XX, XCI( –- 1; 01; 

40) /00ე=2%9-+7, X5–-1. 
–Xჯ 

ნ.4ვ8. გამოსახეთ V როგორც X-ის ფუნქცია: 

1) ყ=V2?6, IM == 511 X; 2 ყ=VV+1, #«= LX 

3) ყლ=მICLCV, #/=V0V , 9=19X; 

4 ყ=V1 +", Vხ=)Iყშ, 9=5)10 X; 

5) # = 2ს., თუ V#<90, 

ხ თუ #V>0, 

რ Vყ= 0, თუ #<-0, ი=I 0, თუ X<90, 

ყი, თუ V>90, L-»X, თუ X#>20. 

M= X? –“ 1; 

ნ.40. მოცემული ელემენტარული ფუნქცია ჩაწერეთ ძირითად 
ელემენტარულ ფუნქციათა კომპოზიციის სახით: 

1) ყ ==(3ჯX- 1)”; 2) ყ => 59597, 

ვ) ყ = 116 10X; 4) ყ = IXI; 

_ –.ჯზ 
5) ყ= L25Iი V X; 6) ყ = მLC005 2 
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ნ.50. მოცემულია ჩ(X)=Xჯ ღა დთდ(X)=2,. იპოვეთ: 

1) #(I(X)); 2) დ(დ(X)); 3) წ(თდ(X); 4) დ(”(X)); 

5) ”CთV(7CX))); 6) #/(I(დC(CX))); 7) ”(დV(X))); 8) დ(”წCV/(9))). 

5.91. ყ ფუნქცია მოცემულია არაცხადი სახით. იპოვეთ მისი განსა- 

ზღვრის არე და ჩაწერეთ ყ ფუნქცია ცხადი სახით: 

1) X”–– მI0005 ყM –– > = 0; 2) 271 -–- 2#-––2=0; 

3) X+IVI-–2/=0; 4) 18X+1C(/+1) –- 2 = 0. 
5.59. მოცემული 4 და 8 წერტილებიდან რომლები ეკუთვნიან წირს: 

1) არარი 4C; თ, (2; 3); 
ყ=1–/, 

2 (ელა, 4C; – 1), 8(1, 6; =–0,2; 
ყ=0051--1, 

ვ) |. = 295: 252 4( +. V 3), 80; 2; 
ყ = 25101 ––51ი 2, 2 

ჯ · 

4 IX=25ის კ დ. ფუ, 8C, 25. 
ყ = 2'0057, 

ნ.ნე. გამორიცხეთ (L პარამეტრი შემდეგი განტოლებებიდან: 

1) უთოთი 2) L- 30057, 

ყ=ს--2<+2; ყ = 2397; 

ვა აას 4) (X = IIი1I, 

ყ-=1 “+ 35107; Lყ = 1 + #). 

ააგეთ ფუნქციის გრაფიკი (M#MM# 5.54--5.67): 

წ.ნ4. 

1) ყ=2#-25; 2 ყლ3–-4X; 

ვ) ყ=IXI+1; 4) ყ=|)2-–X|; 
5) ყ=|)X– 11-=-5; 6) ყ=2-=3|2 –XI. 

წ.6წ. 

1) ყ=»ჯ" + 2; 2) ყ=3--X”; 

ვ) ყ=(X“--3)”; 4) ყ= X1-–---4X +. 5; 
5) ყ/=3+2ჯ--X?2? 6) ყ=IX?–- 1); 

7) ყ=)X-–-4X+3|1; 8) ყ == X2 + IVI. 
293



§.66. 

2 3 

ვ) ყ=1 +(X--1)3; 

5) ყ = X; 
6.57. 

1) #=VX; 
ვ) ყ/ყ=2VXჯ +1; 
5) ყM=V –X; 

7) ყ= V X; 

ხ.ნ8. 

1 
11 ყ=–; 

X 

  

  

  

  3) ყ= 

ნ.69, 
1) ყ# = 2-7; 

3) ყ=1–-437; 

ნ.68. 

1) #= ––10თX; 

3) ყ=1CIXI; 
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1 

1 –+- X? 

2) ყ = 

2) ყ= –-X2; 

4) ყ = XIXI; 
6) ყ=2-–-X/0, 

2) ყ = V IXI ; 
4 ყ=3-VIXI; 

6) ყ=თ2–V-–X; 
8) #ყ == XV X. 

  

1--ჯ” 

–2 

X-+2 
– 4) ყ= 

2 Vყ= 5-–2Xჯ ; 

X--4 

5- 4ჯ 

2X -++ 1 ' 

  

4) ყ=   

3 

IX+ 2| 
  2) #ყ= 

2.   4) = –_ 
” |X –– 2! 

2 9ყ=–=-5; 
4) ყ=X+ +. 

;4 

2) ყ = 217! ; 

4) ყ = 3-7», 

2 ყ=1-+I(X+2: 
4) ყ == 10ფ,10.



ნ,64, 

  

1) ყ = 510 2X; 2) ყ/=00%->; 

. X . 
ვ) ყ=-–%ი --; 4) ყ=35I1|IXI; 

5) ყ = |51იXI; 6) ყ = IIXI; 

7) „- «>, 8) ყ= 1CX-CL§ X, 

ნ.65. 

1) ყ = მი050 > ; 2) ყ=>1 + 2IC%დ 2X; 

3) ყ = ->- –– გი00052 X; 4) ჟ = მიდი -=-“; 

5) ყ = მLCCLC | X | ; 6) ყ = 005(მ1C0003 X) ; 

7) ყ = მI0C005 (005 X); 8) ყ == X--მ810510 (510 1). 

ნ.06. 

1) ყ= 1--X, როცა X <0, 2) ყ= X+1, როცა X<.0, 

XX +- 1, როცა X>0; 2-., როცა X>>0; 

4 
_<<, როცა X<--2, 

ვ) ყ=I X + 2 
2XL+2, როცა -–-2<-:X< 1, 

  

IIი (X –– 1), როცა #X>1; 

ვ-X..1, როცა Xჯ<1, 
4) ო IX, როცა 1<X<2, 

(X–- 1111 2), როცა X>».2. 

ნ.67. 

1) #=)1–XI– I 1+X, 2)#ყ=|)1-–XI+-I1+X»I), 

ვ) ყ = ჯ5190 (519 XX); 4) ყ = Xჯ5ICII(005X); 

5) ყლ=5I1X+(|5VXჯL 6) #ყ=005X =–– |C005XI; 

7) ყ=5I)X+5იIXL: ვ8) #ყ/=1LსVX–LVIXI; 

9) /(X) = §ს0 (§I9I); 10) წ/(X)= 1იI! (§5Iი1); 
0<1<ჯ 0<1ლჯ 
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11) ”(X)= 1ი/ (20-– 3(--5)) 12) წ(X) = §5სი (22-––-3/--5); 
(<Xჯ 0=(=ჯ 

13) /#(X) = 500 (5 + 4 –-(); 14) წ(X)= Iიწ (5 + 4/ (მ); 
(ლჯ 0=1ლXჯ 

15) (0 = III |6-–-6(+ 51 16) /(0.= IიI I//--6+5); 
1ლჯ 2<-1ლXჯ 

17) ჩ(X) = §სი | I --6/+ 5); 18) /(X) = Iი( |/ბ--6/+ 51; 
0,5=(=ჯ X-–ლ/ლ4 

19) წ”(X) = IIთ (1 –– 2), –-1<Xჯ<71; 
(წ–>- ია 

2თ წ00= სო ––“., »X»>0, 
ხი>-ი 1 4+-ჯ 

21) ”(X = 11» ? 
იე 1 -++ ჯ?ბ 

ჯა” 

22) 00 = Iთ 2“ = Xპ=Iთი .–>- „, Xჯ#=--1; 
ი->C 1 + X?9+1 

23) I–ე=Iთ –1–-–1... 24 წ00= Iი V11 I, X>-0; 
ი >·ით X9) + ”->C 

25) წ(X)= III კ “ 
1-–>C0 M 

26) I(X) = 1191 §51ი“” X; 27) / (X) = IIი) 0052” X; 
:–ძ-CC6 .პძ60C 

28) წ0ე= თ 12 +X), „> 0, 
(I-–>Cთ I 

29) წ”(X) = III) (X –– 1) მICLწ ჯი; 
,.-–>ძ60C00 დღ 

30) წ”(X)= IIთ. 1 1 + 69(#+1) , 
,/“–>ილ 

ნ.0ვ. პოლარულ კოორდინატთა სისტემაში ააგეთ შემდეგი განტოლე– 

ბით მოცემული წირი: 

1) ”=2 (წრეწირი); 

2) ”= -- (არქიმედეს სპირალი); 

3) ” =6? (ლოგარითმული სპირალი); 

4) „== « (ჰიპერბოლური სპირალი); 
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5) ” = 2005დC (წრეწირი); 

1 
6) ”= –-–– (წრფე); 

§1ი დ 

7) ” = (პარაბოლა); 
1 +ლ005დ 

8) ”=4 510 3დ (სამფურცელა); 

9) ”7=ძთ(1+005Cდ) 02>0 (კარდიოდი); 

10) 78=02 005 2დ (თ>0) (ლემნისკატა). 

ხ.69. 

(, 2 

1) L- . 
ყ5=1 

(ნახევრადკუბური პარაბოლა); 

  

ააგეთ შემდეგი განტოლებებით მოცემული წირი: 

= 20057, 

– ვ 

წ – თ, (ასტროიდა); 

4) L = 0 (0051 -CL1519ი:), 

L ლ= 0 რიხეენიბი! 

'1 + /3. 1 

ი“ 1 > (დეკარტეს ფოთოლი); 

-- –+ –“-» 

ი VI + 1467 (ნახევარწრეწირი); 

#7 1 5. => / 
' » ს = 2 + ?, , (პიპერბოლის შტო); 

ყ=2'-–-2- 

2 V = აია ; (წრფის მონაკვეთი); 
ყ = 

9) Xჯ ==“, 10) ლ >V 

 I-8 #, ყ=ლ=1L-+2(, 

X= 2-1, 

11) |#-=- 056 12) 1 ე 
ყ=( +235ჰი1; ყ=--”« -L 1). 
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5.70. ააგეთ შემდეგი განტოლებით მოცემული წირი 

1) X2+ყ2=4 (წრეწირი); 2) Xყ=6 (ჰიპერბოლა); 

2 9 
3) ყ?=4Xჯ (პარაბოლა); 4) 5> + “– = 1 (ელიფსი); 

5) IXI +IVყI =1; 6) |XI–-IყI =2; 
7) X –- ყტ=0; 8) X?-+ ყ –- 4ყ =0; 

2 2 2 

9) ჯე +ყპ == (ასტროიდა); 

10) – 1ი (X? + ყ?) = მICLC -M (ლოგარითმული სპირალი); 
X 

11) Xმ + ყე –-3Xყ=0 (დეკარტეს ფოთოლი); 

12) X” => 005Vყ. 

ნ.71. ააგეთ ფუნქცია რომელსაც გააჩნია შემდეგი თვისებები: 

1) ის თავისი შექცეულის ტოლია; 

2) მისი გრაფიკი მკვრივია მთელს სიბრტყეზე. 

ამოხსნა. განვიხილოთ ფუნქცია. 

ხ-+იV2, თუ Xჯ=0ი-LხV2, სადაც ძ და ხ რაციონალური რიცხ;ვებია, 

X, თუ X2“0-+ხ V2 არც ერთი რაციონალური თ და ხ-სათვის. 

ეს ფუნქცია ცალსახადაა განსახღვრული მთელს რიცხვით ღერძზე. 

ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი .,X-თვის 

დ(X)= 

ყ = დ(X)=>X = დ(V). 

მართლაც, თუ Xჯ=ძ-L ხV2, სადაც თ და ხ რაციონალური რი- 

ცხვებია, მაშინ 

ყ=დი)=თ(ლ(0+ხV2)=ნ6+0იV2 

და მაშასადამე 

დ(ყ)=დხ+0იV2)=9ძთ+ხV2 =#. 

თუ კი X5-0+ხV2 არც ერთი რაციონალური თ და ხ-სათვის, 

მაშინ ყ#M=Xჯ და ცხადია, რომ X=ყ. ამით 1) თვისება ნაჩვენებია. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ დ (») ფუნქციის გრაფიკი მკვრივია მთელს 

სიბრტყეზე, ე. ი. ვაჩვენოთ, რომ ნებისმიერი წრე, რომლის ცენტრია 

სიბრტყის ნებისმიერი წერტილი, შეიცავს ყ=დ (X»X) ფუნქციის გრაფი- 

კის წერტილთა უსასრულო სიმრავლეს. 
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მართლაც, ვთქვათ (Xი, ყი)! რაღაც წერტილია. ავიღოთ რაციონა- 

ლურ რიცხვთა სამი (V,), (0,), ((V,) მიმდევრობა ისე, რომ გვქონდეს 

IIიი თ, = Xე, )1I0ი შელ= ყი, 1Iთ თე=V 2 . 
ი->C-% ი->% ი->-Cთ9C 

ეს ყოველთვის შესაძლებელია (იხ. თავი II, § 2-ის მაგალითი 4). 

განვიხილოთ (X,) და (ყ,) მიმდევრობები: 

Xგ = (მე შე ––- ჩე) + (წგმეი-––“შე1V 2; 

ყი = (გე –“ შე) + (შე მშე –– Mი) V2. 

რადგან V,, შე, ბ, რაციონალური რიცხვებია, ამიტომ 

დ(X,)=დ ((0გ V), – ჩე) + (ძე მე –– მ,)V 2) = 

== (ძი შია ში) + (5 Mი Mი) V2= ყი, 

ე. ი. ყ.ე = დ(ჯ,). ეს კი ნიშნავს, რომ (X,; ყე) წერტილი ნებისმიე- 

რი M-თვის ყ=დCდ (X) ფუნქციის გრაფიკზე ძევს. მაგრამ ადვილია ჩვე– 

ნება, რომ 

სი X. =Xიე III Vე = ყი. 
M->ი0 > 

ეს იმას ნიშნავს, რომ ნებისმიერი წრე ცენტრით (Xი, ყი) წერტილში 

შეიცას (X., ყ,) წერტილთა, ე. ი. დ(X) ფუნქციის გრაფიკის წერ- 

ტილთა, უსასრულო სიმრავლეს. 

ზემოთ მოყვანილი Vყ=დC ()) ფუნქცია 1914 წელს ააგო ვ. სერ- 
პინსკიმ?. 

§ 06. ფუნქციის ზღვარი 

ფუნქციის ზღვრის განსაზღვრების საფუძველზე (კოშისა და ჰეინეს 

მიხედვით) აჩვენეთ, რომ (MM 6.1--–6.7): 

6.1. 

1) IIთ (2X-+3)C=5; 2) IIდთ (3#+-- 11 = ––7; 
X–->1 Xჯ>.–2 

ვ) IIი) (2 –– 2X + 4) = 4; 4) II0) (4–– 3X-––-– #2) =6, 
X–->2 X-3>-–-1 

  

9 ვ. სერპინსკი (1882-–1969) –– პოლონელი მათემატიკოსი.



6.2. 

_ 7 - 1) სიო “>. 3 34), 
X->I 2X-+2 

ვ). 1IVს 9-2 3. 
1 243 11 

I 
XX 

6.8. 

?. 4 
1) Iთ %“- “4; 

I“->2 X-–--2 

1 -–– 16 
ვ) Iთი > 

X->4 X 

= 2; 
4 

6.4. 

1 Iთ ––---. 
X–->-2 (X –– 2)“ 

X->1 X-–-1 

= + C; 

= C; 

6.5. 

1 II) “––----= <-+C0C; 
X>5+ X-–-5 

3. Iოთ _ X-5 
X-3ვ- . XI -- 4X 4+3 

6.6. 

1) Iთ - X+2. ე 1. 
Xჯ>იე 6X-1 2 

( 
ვ) სი 2X 1 

Xა--ი 4X-1 2 

6.7. 

300 ' 

=-+C; 

2) III 4; 
X--–2 X+1 

· 4ჯ 1 

1 2+5 4 
ა. 

ჯზ.–– 7X + 10 

  

2) IIთ = 3; 
X–>5 X-5 

. ბ. 8 15 
4) III 2-2 X+15. == –1, 

»->3ვ X--4X-+83 

1 
2 III _X+ =- CC; 

X->-–-3 (X-–- 3)? 

L) 
· X--4 

4) 1101 22. დ. 
X->2 X-–3X+2 

2) Iთ 
X->2- XL-2 

4 III _ 2 _.= 
X->-1-+- X?--7X + 6 

=-–C; 

27 სი –-3 =0; 
X-- + 2X + 1 

. 72 
4) II91 “რრ““, 7. 
X>თი –-ჯ–მ3 

· ვ 
2) 1Iთ _“/“ ==, 
X->C% –1 

. ვჯი=-- 2 
4 II IX“ - ვ, 

X>+-იC»” X9 + 1



გამოთვალეთ ფუნქციის ზღვარი” (MM 6.8-–6.126): 

6.8. 

1) III (3X ++1); 
X–->2 

· –4 
3) შთ „1-4 · 

X>+>--I XX2+1 

6.9. 

1) III (2X<--3); 
X->+Cთ% 

ვ) III (+ --X +12)! 
X-> 9 

6.10. 

1) 1Iთ 
X->თC 2X -+1 

–უ.___. 
X->-+C X+2 

6.11. 

1) II) 7%4+2; 

X->-–+-Cლ 

ვ) Iი) 41-5%; 
X->+C 

6.15. 

3-1-7X 
1. II (>) ; 

X->-++% 

ვ) II) (0,2)4-%; 
X->-CC0 

5) III 10თC- (3X + 1); 
ჯ46-% 

7) მ) 108, (1–- 3; 
XXX--–CC= 

2 

6.13. 

· 2 VX-1 

X--+C9 ს 5X--1 

ვ I -(--+ 8), 

3ჯ -L 4 

2) დ (X–-– 4X + 5); 
ჯ-–>––2 

· 37 –-4: 2 4 სო 37 4X12X 
X-–->-3 XI -–-4 

2) IIო (3#-– 10) ; 
ჯ–>– CC 

4) III0 (4 – 2X-– ჯX5). 
X->C 

2) IIთ _ X#+1. _ ; 
X>ლი XI -- 4X+2 

· 4 – .2ჯ? 
4) II90 4 + 3X-- 2X” · 

XX+–თ X–<2 

2 სიო 37-32; 

X>-–-ძ 

4) II 3494-67X, 
X-->-–00 

1--2X 
2 IIთ (>) ; 
X- -–- 9 

4) II (0,3)5X-2; 
X–-ა-- 90 

6) III IC(3X-+6); 
X->-2-+- 

8) II I10C01(1 – X). 
X-–-1-– 

3 სთ (2=>X+2 )' 
Xჯ--C% ს 5X-1 

ით (58345 1-+ 
X--I-%X ს 4X-–--1 

? ზოგიერთი ზღვრის გამოთვლისას საჭიროა ისარგებლოთ ელემენტარულ ფუნ- 
ქციათა უწყვეტობით. 
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46.14. 

  

. უზ -4X4+3 _. 
1) Iი X --4%+3 2) სო – Xჯ 2 

X–>-3 X–ვ3ვ X->2 XI –“–-. 7X ++ 10 

. 1--X--6ჯ . ჯუღეი– 
ვ 1Iთ ოო, 4 II -–-“–“-- 0#”წჯუ5უ_ 

1 X+ –-- 1 2-– 3ჯ--2ჯ3 
XI კ 

2 2 2 

§.15. 

: X% =– 52 -L 6 „ ვ/ – 
1) Iთ X =5X+6 . 2) 1IIთ 3X” + 2 –– 5. 

X-3+2 X –- 8X -L 12 X->1 2X-Xჯ-–-1 

.  2X-–-9 4 . „-ე” 
ვა 1 2X –- 9X + 4 ; 4” II) 1+X-–-2% . 

X->-4 20 -–--ჯ--ჯ? X–->I X'–- 1 

4.16. 

· – 3ვჯ--2 . ვ 
ს) სით -%- 3%X--2. 2 თ 2 +1., 

X-+-–- X+Xჯ –– 

· –-3-–2 . 4 
ვ სიე 2-9%5=2 . 4 სო 3:+3X+2. 

X---1 ჯაX 2 X->--2 #-X--6 

%§.17. 

. 8X93 –-- 1 . -. 
1) Iი –-–“–- ; 2 Iი _ X4+X-2 

1 6X-–-5X+1 X->I I. 1---უX+1 
1 

2 

· –ვ 4. 
ვ) IIთ X--%+2. 4) IIთ __ 4-1 1 · 

X->I Xპ--4X+3 X->1 2Xპ0-Xჯ?2- 1 

46.18. 

. 2 I 3) 2 · ––ეი 

1) IIთ _თV + X#+2) 2) 1101 _0X --X- 191 _. 

M+–-I XI 201 –X--2 X->I XI +20.-X-–=2 

, 31. .3X--2 . –.2ჯ/ 
3) II) 7 -::2.. 4) 1I1I=>თ 24 --2X + 1 · 

I+>-–-I (21--X-–-- 27? X->--I (X – 2X-–– 1)? 

%.19. 

: 7 + 5X5 -++ 4 . = 2 ს) სთ 2 1 529 + 41. . 3 სი 2 --X+X-3X+2. 
X->0 X” + 2X >) -.ჯზ1-X +1 

· _– _– 8 –2 1 
3) III X-=-2X-–- 1 ; 4) Iთ ჯე – 2X + 1_ 

X->-- 1 Xს- 2X–--1 X>I Xმ8--2X + 1 
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6.50. 

. 3 1 2 1 1) Iთ (–––--. ა” ) Iთ (--–- +-–) ) III + ) 
X->2 ს2X-I“ X1--3X+2 

  

· 1 1 
ვ) II (--––-> –- –3->) ; 

X–->-2 L X(X –– 2)? უზ-- 3 +2 

2.4 – 4 

4) თ (-5 X+6 კ _ #X# ) 
X–->I X -–-< 5 ++4 3V –29X +6 

2 _ – 20 

1) სთ + =X--2. 2) Mთ %--- 
X->-2 (XV –– 12X-L 16)19 X–->-1I XI –- 2ჯ+ 1 

1= 
4 ყო %”- 7X+6 7X + 6 

X->I Xმ + 6-7 

XIმ -- 101X L 100... 
, 

1) IIII +-LC+1)X+ძთ 6. 
3__.უ 

ფ სთ (X+M=X. 1 
X–>9ძ XX –- ცე! ჩ-–>0 ჩ 

ვ). II # –1I (თ, MჩCM); 
X->-I –-1 

, ი+I _ , LI -L ჯ–- ა.ო LC ჩ –– 1 
4) Iთ 2 +" + + 
  

  

  

  

(ს, ჩCM). 
X-–->I (X– 1)? 

6.93. 

ა» _ ·#-1 _ _ .../ჩ-M+I _ _ . 

ქ) თ 29-00-0000 ა ·თ, 6CM, #<ი); 
X–>-90 (X –– 1)(V –-1):+«(# –– 1) 

2) II წლლ _ _ #ჩ - ) (I), CM); 
X-I ს 1 > ჯ? 1 –-# 

3) IM X2II-5C+1X+#/ თCM); 
X->1I (X– 1)” 

„ა ს ეთ)... 7-1 –. 
4) Iთ > თ) იი დთ--თ (/1C M), 

X->ძ (X –. 0)? 

6.94. 

1) Iთ 23X+%63.. 2) IIთ 2 =-4X . 
X>იი0 2X -1 X--ი 2X + 7 / 

8X2?-. #-10 
ვ) III) 8 – X +109 ; 

4--ჯ- ყყ/ბ () I X 5X 

X-–+-%0 2X1?–– 5ჯ X->ი0 3X--4X-+9 
ვი3



6.25. 

  

. 33 -- 7ჯ“ -L 2 . ტე. ვ... 1) სი 3 ==7X+2,. 2) სი <% --9X-X+1. X->ძ00 1–-41--5 X->C 31 -L ჯ + 7 
გ- 4,5 . (“3 4 3) 1Iი) – “ა, 4 II) _ X-XI 4 44 X->C 2X95-+X#-–5 X++C 2X” + 4; --3 კტ 

6.26. 

: 2X –+ 3) (X –– 1)? (- -1V(1>- 2 ს I (2ჯX + (16: 1) ; 2) 1 (3X--1)1-–-2X)(4X-L 1) ; 
X>ი- 8X-- XX +4ჯ X->0 (16X” -L 3) (4X –- ჯმ) 

· (-––- 1)(2 %(1 –  4ჯ? ვ). სთ (5ჯ )(2X + 3)”(1 X») ; 
X–->9ი0 (4X ––- 5)23? (3 –– 2ჯ)? 

ლლ „#0 (2ჯ? -L 3)3(1 – . ვეჟა? 4) სე  (2X- + 3)1(1 –– 3»)? 
>; (X/ -L X)” (X? -L 3X)? 

    

6.97. 
–_ ი 

_ 2 1) II 3 –4ჯ ; 2. 1 _3X == 2X +L3_ 
X->-C X + 4X-–- 6 X>-– აა X+4ჯX--1 

_ 5_. ვ) სო --4X--5X _. 4 სი 2X=3XX+1. X->-–-ით 2X7ძ-- 41; -–+ 5 IX+ა- ი 3»? --2ჯ/ტ 

6.98. 

1) სო –-2%+5_,. 2 სო V X+1 +X . 
X->Cთ 3ჯ + I ჯ“ X->Cთ% 5ჯ + 4 

ვ ჰით VX+2+»7”X+X» 
ათ #02 + 2-2 ე" 

4 თ V XX +3 -- V #.-=§5 
X->% / 5 + ჯი. V. X»ჯ +2 

  

  

6.29. 

1) თ MX +1 -VXV+2_ ; 
X->ლ V X +X 

2 სთ -(%X+ V #+2) V 27; ) # 27 X1+ 1 ; ჯ->-C% V »ჯ8 ++ 3X3 –– 2 

ვ Mთ _ (X-–- V X)V 259+4+40--1 ; 
X->+ი0 XV #9 + 3ჯ 

4) IM _V 1 –X ·V2--X_ “V2--Xჯ 
X+>––-თ% V 18 --ჯ 
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6.30. 

V.+ X+VX. 
1 Iთ ; 
სუში V 2X + 1 

27 Iს -#V#X+IX»X+VX_ ; 
X->--+LC%6 V 2X +1 

ვ) II) „ VX 
X++C= 

/ 3++/ 3+L+ V3> · V 31+V37Xჯ 

/ + + / 2+- 723. ? | VX2-L1 
  

  

  

4) III) == 
X-C #20 14+1 

6.31. 

. +. 3.4 ვ.7++?.. 4.5%+3 
1. 107 _ 5 3-4 _ : 2 III 72 42 : X>+ი>C 5” + 7-3” X+>++ინ” 2-7“+! -L 4%-მ 

42X+1I1 _, „ ე2X-1 · ვი. 43% 

ა .._.–_ 4) მით ––-–--; 
XIX -+იი 371) -- 42% XIX>-+-ინ 4%--3-% 

, §X ვ» · 3.72 -L 5.42% 

55 სი ––“/ძ. --.; 60 მი ––- –-.–-. 
XI>-ი ი 5-2 „ი 16-57“ 

6.39. 

4--Xჯ 
1) Iთ VX-–I ; 

ჯცა) X-–--1 

ვ) Iთ _VXVX-–-4 ; 
X->16 V X-–-2 

6.33. 

1) Iთ V1+7X--1_. 
X X–>-0 

3) 10 VX+2 –2. +222 
X->2 X–--2 

20. უმაღლესი მათემატიკა 

2) III –.–= ––;; 
X-–-4 X-<-2 

4) II "VX--1 · 
X–>-1 X1 –- 1 

2) II. V1+X-–-1. ; 
Xჯ–>90 X 

_–X 
4) Iს –-– -– 

ჯავ 2-– VX + 1 

305



6.84. 

  

1) Mთ V9 + X –- V9-–-X ; 2 Iთ (+–-X+X##+:-2 – 
X–-3 X–->0 2Xჯ X–->-3 

ვ) სთ 2- VX-- X+4 ; 
X–>–I X–-1 

  

4) I V »-=-2X+6 –VX + 2X – 6 
X–-3 ჯ-4X+3 
  

6.35. 

2VXL+X+1- 2--7Xჯ .. 
1) IIთ - 

X–>–0 Xჯ 

  2. 2 თ სე V7 +2+-X# V1+X#ჯ#+X . 

X-–>2 2X –- ჯ 
  

  

2 – 2 ვ) 10 V 2X? ++ 10X +- 1 V XX + 5X + 1 . 
  

  

  

  

  

  

X–>0 Xჯ 

–-––ლ 

4 სიო -V19+X 3 #2 +3_. 
X->--ვ X+3 

9 სი ქ2+--VX». .>0; 
ჩ–>-0 ჩ 

60) IMთ VX -–-V=+VX-–ი (X>0. 
X->6-L VX' –- ი" 

6.36. 

V6-–%X-–1 „ VX+4-2 

ს ი 3. V4+X ა მ0 7-2 69 3 

2 . V/2 1 5 L4; 
ვ) IIთ V4+X» –-VM+2X4+4 ; 

X–0 VX? + 74+1 –1 

„ს“ 
4 თ #2X +X+1–2 

ჯა) 3--.VXX-– 2X+10 
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6.37. 

  

  

  

    

  

  

  

  

  

  

  

– 3 

1) სთ –-=“--; 23 სიო #X-6+2. 
X>I V X-–1 X>-2 X +8 , 

ვ) სო V>X-=5+2.. იმი 3-=VI+2_ 
X-–>-–--3 XჯX+3 X>5 XX-–- 6XL+5 

6.38. 

1) სით –--–––-- -; 2) II _V8+39%+X»X –2 ; 
X>0 V1+Xჯ-–1 X-+0 X + X? 

ვე სო V27+X-V27-X . 
X->0-L X+VX#) 

· –. ჯ? ა I. 66+98-X7X-2. 
X->0) 1/X? -L ჯ) 

6.39. 

_  VX--·1 „ VX–8 
1) 101 ––– ; 2) IIი) -,-=–= ; 

ა) მი 7-1 ი) 77 =4 

–_>.” . X-–1 
ვ II) „ან„ღ–ღ==-- ; 4 I.თ _ასაეუუეღა-----==–. 

: 1-–-V1+X ა 0 იჯ --V 2X 

6.40. 

ა სი #XX-VI- >. უსი M71+2%-:5, 
X–>0 V1+XჯX-–V1-–-Xჯ X–>8 VX–-4 

ვ) მო --.---X- V 16 –4 __. 4 IV _Vმ+X+X+17. 

X>4 VM4+X-–-V2X X>-ზ V15+2X+1 

6.41. 

1) ყი -V% 1. ფსი (-2VX+1. 

X->1 1 X -–->1 X->1 (X-–- 1) 

3). II V7+X -V3+X. ტო V1+X V 1- X. 
X->1 X-1 , X-–>90 X + X? 

5 თ VX + 2 –– VX + 20 

X->-7 #/X+9 –2 

წას. 

6) IIთ 

  

X–>0 1 1-5 

2 
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6.42. 

1 სთ (––უ= 2 I 
'X-+ 1-=-VX 1-VXჯ ” 

  

  

ი–„“–– _  ხფ–უუ– 
2) თ , 1+0X -- XI 1+ხVX . იც CI, 

X–>0 X 

ვ) IV V 1–+იX · V 1+ხXჯ-–-1 . 

XჯX–3–0 X / 

4 MC XX–-1I. /., 1CM; 
X–>-1 „V ჯ-– 1 

5 I 0 - VX) (1-–-=V ჯ):-/(1=––V ჯ) 
  

  

ა 0 == კებ- · MC; 

რ სთ _ (V1+X +X –-–(V1+X#--#ჯ" »CM 
X–->0 X , · 

6.43. 

1) III (VX+ი2-–VX); 2) თ (V X + 1=VX=1)” 
X–>+5% ! X–->C 

ვ) 10 (VX+1–7X; 4ტ II (V XX2+1 +271). 
X->-00 X->+8%9 

6.44. 

1) III) X(VX? +-1-–2); 2 Iი) X(CV XX-–- 1--X); 

X––%ი X-–-C 

ვ) II X#»(VX+2-VX+4); 
X-–-+-9 

4 II XCVX2+2--VX+4). 
ჯ–აა––- ლილ 

6.4წ. 

1) II (VMV X+თ(+ხ) –– X); 
X-–>+Cთ 

2 Iთ (VX +თ(-+ხ) –-X); 

  

  

X>-–-C 

ვე II (V X2-- 2(– 1-–-#XX–-– 72 +3); 
X-–>14+9% 

4 I0 (VX-–-2X-–-1 ---VXX2-- 72 +4). 
ჯჯა-––- იოლ 

308



6.40. 

1) IIი (V 2Xძ +-6 –> #/2X4-–-> 1)-X?; 
XჯX>“6-ი6 

  

2 IIიI (V XX+2 –VXV+ 1)V X–2?2 + 3; 

  

  

Xჯ–->–0900 

ვ 1Iო (VXმ +2X-––1 – #1 -- 2ჯ2--– 1); 
X–->–09ლ 

4 II0 (4X/ ++ 13ჯX2– 7 –- 2X2). 
X–+4–-002 

6.47. 

1) IIი0 (X+V1 -––X3); 2) 101 X( +V8–X02); 
XX-–>6C0 X-–->ძ-%%ი 

3) IIოთ XC3X -–-– V 27Xმ + Xჯ); 
Xჯ“–“ძ“ძ9% 

4) Iთ (V 99-C 2+- 1 -–-–V 1-–-– 2 +–-1); 
XC 

5) IIი) VX1(VX +1 –-V I4-–-1); 
X->·-0C606 

6) IIი V XCV(X + 1) – VV –– 11). 
XჯX>6Cლ6 

6.48. 

1) II XL(VX +2X –– 2VXX+X+X; 
X->+C 

2) 19) (V .+V +V»X –VX): 
X->-+ი ბ 

ვ). II (V»+ MV ჯ +V7 > –V XI) ; 
X–-3>00 

4). IIი1 X2 (ლ ჯ! -L ჯ? V »X/#+1 -./2X> ). 
X->90 

68.49. 

1 Iთ MM X#(VX+2-2VX+1-+%VX); 
X–>---0C 

2) II (1“(X+ ძ.) (X+თ.)>-(X--ძე) –– X) (CM); 
X->+909 

309



  

  

  

  

  

ვ) სი (VX ·– V X2–– 1)ზ + (X + V 772 -–– 1)” . M: 
წრაიაბი ა 1. (1CVM); 

4) II (CV(1 +X90C0 ++») --თ + X) – XX), (1CM). 
Xჯ “6-0 

6.50. 

ს) სთ 292, ვსი ; 
ჯა0 #Xჯ X-0 513Xჯ 

. თ 

ვ სი –9-+. , ც-5+0; 4 სი 20%. 
X->0 5190 7IX სი X2 

6.61. 

) სთ 15%. 2) სთ 213. 
ჯ>0ი 2X X->-0 LC 7X 

ვ) 1Iი1 XCLIC 2X ; 4) III 1 3X-CLდ 6, 
X–>0 X–>0 5 

6.69, 

. 11 4 . 7 

X–>0 X X-0ი მICLC 2X 

1 · 4 ვ). 1, მ10510 5X , 4) Mთ 20018 X 

»ა0ი 5I24ჯ X->0 მ10510 3X 

6.წმ. 
12 ; 33 1) IM 51II“ 3ჯ ; 2) 1Iთ 21L05111. 3X 

X->-0 XLILC5X Xა0მ0 კ?ჯყ. 2. 
8 

2 
– 

ვა სე 2500” 2X ; 4 სთ X მLCLC 2X . 

X->0 მILCL09 X »აი 1ი-X 
6.64. 

. 510” · ჟ 
1). 110) _-9 X, · (7, MCVM); 2) 1Iთ I” X (MI, 7LCV); 

Xჯ>-0 511ჯ5 X>0 X7? 
I 7 

ვ) სე 29 8”X. ს, „CM, 4 სი 25-"X+. (, იCM. 
X–0 5 ჯX” X>-ი მ2I0510” X 

6.5წ6. 

. II) 15X –– .„ ILC7X-–2Xჯ 
1) IIთ 510 15X =–=X. 2) IIთ §:.+ ; 

ჯ–-+>0 2X X–>0 X 
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6.50. 

. (თ 3ჯ 
ქ) სო 5“... 

X->0 5I1X +502X 

· 511 5X + 510 ჯ ვ) სი. =95X 1 90X 
X–>0 5II) 3X =–51ი0 2ჯ 

6.67. 

1) Iთ 
აი X+მ-0LCXჯ 

X + მგICLC 2X. . 
3) IIი1 ; 

X->-0 3X --მI0Lდ 4X 

6.58. 

· 1--005 1) Iთ –---2X. 
X–>0 ჯ? 

· 05X – 0057X 
ვ) II) _C05X –“ 005 /X_ 

X–0 ჯ? 

6.59. 

: 1 –- 005 5X 
1 Iი02 –.–..  შ.2. 

X->-0 C05 X -––-ლ0053Xჯ 

. 1 –-ლ00§1ჯ 
ვ 1Iოთ –_–_––-. . . 

X-–>0 XმICLC 2X 

6.60. 

1) III 

3) Iით 
X–->0 ჯ' 

6.61. 

- 519 
1) MI 11X 

X->0 V 1+350ი0X –-1” 

ვა სთ 1-–- VC05 X ; 

X–>0 X5II1 X 

6.62. 

· 4X 
1 I -––--..-– ... 

X->0 1C(2(2 + X)) 

3X –- 2I1051) ჯ 

1 + 50 X –- 005X . “ე”, 
X–>0 1 –<511 X –+2005ჯ 

510? X-– Iთ2-X 

51I) 5X –– 510 X . 
2) III 

X–>-0 LC 2X 

. 510 4 -–-– 590 ჯ 
4) IIწ9) 

ჯ»-0 I(25X+1ICX 

: მIC51I1 5X –– მI051I X... 
2 Iი0 –––->.-  “„:_ 

X>-0ი მIიC510 3X –– მ1051II ჯ 

. LC 5X + მ1051ი 3X 
4) I _20CL8 5X + 20ლ510 34 _ · 

X--0 მ2ICLC 3X –– მIC5Iი 5ჯ 

· L9ყ 3ჯ 
2) Iთ _ XI55X _ 

X–>0 005 5X –– 1 

· X მILC510 6ჯ 
ისი _–– ”უ 

X->0 005 5X =–– 005 ჯ 

    

· ხთ X ––- 510 ჯ 
2) 1101 _§%2-:9X, 

X->0 510" ; 

· 1 1 
4) IIი) ( - – )· 

X->-0 ს 510 X LC X 

1 ––- 005 X)? 2 თ – 1--9007 _. 
ჯი 5101X ––- (თ. ჯ 

: LV X-–- 5I0ი X 
4 სო – წX- 59% _. 

X»ა0 X(1--20052X) 

2) 110 “ ”  ... 
X->-0 V3-+5I0X-V3- 50ჯ” 

: ჯ? 
4) Iთ 

X-0 /2-–V1 +Cლ005Xჯ 

მLლხთ 2ჯ 
2) Iთ – 
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5# 
თ ჯ. =>.” _ CX-C05 | X+ 2 ) : 1I--V3:1+1 

–– 4) 10 
X–>+0 მLC510 2ჯ? ა ი0§ X(CX + 1) 

6.63. 

1. II 6 
X–>0 7 (1 –– ლ0ვ ჯ)“ ; 

ჯ (14 
005) - –- – – X |–<ლ05 <+X) 

2) II (+ | (2 ; 
X–>0 2Xჯ 

  ვე სი <92%9X - 0050X. . 4 ო -–-“- 005 XX –“– 005 ჩწX 2 1 

X->0 ჯ' X->0 ს5Iი 2X-5ე0X»X §501X/. 

8.64. 

1) ი 206090 3X __. 2 სთ V4+X-–-2. , 
X>–0 V2+XჯX-–-V2 ჯი მIC3ჯ 

ვ). თ V1 + წX- V1+5იX»ჯ · 
ყ X–>0 X! , 

  

4 თ 1 --V205X 
X->0+- 1-- 005 V X 

.6.65. 

1) 1Iი 511(X -++ ჩ) –– 59ი(X–”7) . 

სჩ–->0 2/ 

2) ო 005 (X + M) –– ლ095(X–-”) ; 

ჩ––0 2 

ვ). 1Iიი 510 (VI + I) + 511 0ე(X-–– ჩ) –-25იჯ ; 

ჩ–>0 გ? 

4) ო 005 (X -++ ”) -L 005 (X –- ჩ)-––-– 2005X 

ჩ–>0 /.” 

ჩ-–>0 2ჩ 

6) IIთ Lთ (X + I) + Iთ (X–– ჩს  -– 2I9X 
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6.60. 

· 1 1 – . _ მტრულ 

1) IIV _1 + X51X -- %052X . 7 IMIთ 1 –– C05X V0C052X 

X->0 51ი7?X 

== _ V C054X –– V C055ჯ 

X–>0 1–-–ლ0053ჯ 

X-–>0 LC X2 
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V 1 + მIC5I0ი X –– V1 + მICLIC 2ჯ 
  
  

»-0ი V1 + 20050 3ჯX –- V1 –- მ-CLC 4X 
4 IICთ 

6.07. 

· 1 2 
1) Iთ 510 29X, 6X . 

X-–>-I 5II1 2X 

9თ__ „2 
ვ) IIი 2 - 2 

Xპს 50X 

6.68. 

· 1 –– 2005 

-ჯ ყ-–- პჯ 
ჯა – 

· 1 C0§ 3, 
3) I 1 1 905 % . 

აყ §10?7X 

6.69. 

· §5I1 X–-51 
1?) II _50X- -5998.. 

X–-ი ჯ–“ი 

. – (თი! 

X–-6 X-თ 

6.70. 

. 3ვ3-. V0- სასო –-1190-X, 
XჯX->-I 51I) 3IIX 

, V”– XIX+1-–--1 ვ სო VMX-=X+1=1.. 
X-–I IL XX 

6.71. 

C05 5V –– 005 3ჯ 
1) ეე) –-––__.; 

X->X 51” ჯ 

· 510 71XX 
2) სო –-–; 

X->1 510 2XX 

· -.1-–5902 4 სთ 1=95992, 
_L (- =–– 4X)“ 

4 
X-- 

ფშ სთ -.59X.. 
X>--2 X+2 

- 005 3X –– 005 Xჯ 
4) Iთ –“–-–-––“––, 

X->1 LV“ 2X 

. 005 X –– C05 თ 
2 IთI –  –ძ ;   

ჯ–ძ -ძ 

. LV X--CწCმ 
4) II) ოCI§X--C§მ. . 

X–-–-ძ X–ძ 

C§ (164 

. 2 
2) Iთ 

X->1 1-VX. ' 

· V ი... –_ 

4) 1II9) VX- 3ჰჯ%+3-–1 · 

X–->1 951 IX 

ჭუბ 1722? 2 I §11” X –“–- Iთ2ჯ . 

“ას (X-X/4 
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· 2 ებ. 
19 · – 

ვე სე 2618 XI -- 2X) . 4 სი 250“X+50იX-1 

  

  

  

  

X->2 §10 3-ჯ # 25)ე1X-- 3511X-+1. 
სა 

6 
6.72. 

. L . 
1. I (+ –X)VX 2 I (1–) (ყ 15% ; 

% 2 2-1 2 
ჯ–.–“ 

2 

ვ) Iთ. §ი X- ძე, 4. 4 ი V 3 5)0X--005X 
X->9 20 X V2–2005X 

ჯა 
6 

6.73. 

· 2-2 · 2 ჯ)? 

»X>--+ 9810 2 -X) »X>- -% 1--005 (2-+X» 
4 4 2 2 

· 2(5 –- 85 · 1-– ე ვ სიე 200X-8ით. . 4 Iი =-1-59§X 
Xჯას>-თ (X-–თი05თ # 2-ლსყX--C:0X 

ჯა 
4 

6.74. 

· 10? X =–– 5 51 4 · 35 –- 51ე?X-–2 1) IM 510“ X 50X L : 29 IM 510 ჯ 510 X ; 

X 1 –--511Xჯ ჩჯ 1-25I1Xჯ 
ჯვ ჯა 

2 2 

ლ0§ --- §I0-““ 
. 2 · 

<1 IIVVI _ 2  2_ ; 4 IIთ (2 ყX-- 4 ) · 
ჯ ლ05 ჯ ჯ C05 ჯ 

ჯვ ჯკ 
2 2 

6.7წ. 
–_ 8 1 

) თ 51ი « §1ი” ჩ ; 23 IMთ _C05 X 30X + . 

თ–--ზ თ“ –- ჩ? ჯ» C005X-+5I1X +1 
„კ 

2 
ვ 

3. 1 +51იმ ჯ 3X 510 X-L95102X-C05X 
ჯა და 

2 2 

6.76. 

. 3 Mჯ . 4 აX 
1 Iთ :1+-) 2) 1101 (1– + ; 

#–>90990 Xჯ X-–> ლ% Xჯ 

. 2 VX-–I-1 · X--3V1-ჯ 
3). 1Iი1 (“+”) + ; 4) Iთ ) · 
ჯ–>იCი0 Xჯ ჯX–>90 X»ჯ 
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6.77. 

1 

X 
11 Iი1(1+3Xჯ) ; 

  

X–>0 

_1. 

3) 110 (3-->) +; 
X->-0 ს 3 + X 

6.78. 

1) Iთ 21+2 0, 
ჯ->Cლ% X-–<2 

ვ) I. 21+-+%I 

XჯXჯ–>– ლ ჯ? –+ 1 

6.79. 

ვ _ 

1) I (1+-->). ყ 
X–>იი ს3X9 –-– 2 

ვ) სო («+X+1 ”“ ; 
XLX->-C- X +2 

6.80. 

1 
2 2 

1) II (=>. #”, 
X–>0 4Xჯ? + 3 

ვ) ი (--->-1 
X->-0 ს XX +X-–3 

6.81. 

· . CLCX 
1) IIი) (1+ 5იX) ; 

X–->0 

( C05 2ჯ 

005 4X 

1 

ჯ? 

ვ) IIთ ) 
X–>-0ო 

) > 

2 

Xჯ 

2 Iთ (1-– 2X ; 

  

X–->0 

_ #(2+-23ჯXX 
4) 107 2-2) · 

X->0 I 2-–-3ჯ 

. 4X –- 1 ს--2X 
2) Iთ + ) ; 
X->C ს 4X -L 1 

. 2 +–+-3ჯ –- 1 V2X–1 4) IMIთ “ა0-ე : 
X–>-09 2X? –- 2X -+ 1 

2) 1=ოთ (-+->->-) 

Xჰ2>ი L XI --2X+2 

4) IIთ (=+-” 
ჯ–2 ' X-00 

1 

) 
1 

29 4L-- 2 თ C + 4X--1 

X->0 ს3ა?2 –-–  –- 1 

1“. 
1 

510? 2ჯ 2») ; 

6 ი 
4 Iთი -72 15 

X–>0 პჯ" + 2 

2) III (1 –-3წყ 
ჯ–>-0 

1 

ჯ? 

4) IIი) (C052X) 
X–>0 
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6.82. 

1 

  

· 2 8109 2X , CL89 2X 
1) სთ (3--- ; 2) Iი0| 6- 5 ; 

X–>0 005 Xჯ X–>-0 005 ჯ 
· 1 1 2 CILC3 ჯ 3) თ ( 1-5I0X 005 3 წ : 

X–->-0 ს 1 +5I0XC053Xჯ 

· 1 51 ლCხთ12X 4 IM ( + იჯ == წ . 

X–>0 ს 1 -+- 510 X C05ჩX 
6.83. 

=9 _ 1. __ 
. 3ჯ · გIიLი X91 

1) 1Iი1 (1 +– IVბ2V Xჯ) ; 2) III (005X-L2ICLC2X) ; 
X–>0 X–>0 

1 

I 
–3. 

ვ) Iთ («( + –ჯ))“”, ” სთ ( 1+ IX )'" #. 

Xჯ–>0 4 =-0L1+50ი ლ 

6.84. 

  

  

  

1 1 

1) 1101 (005X) შყი+X ; 2 Iთ (C205X) წიშჯ. 
X–->0 X–->–0-- 

_ 15 => 
ვ მთ (02095ჯX) 50% ; 4) II0) (0095X-–+ძ51ი ხX) 2 ; 
ჯი ჯ–>-0 

510 X 

· : X-–-590X 

5) IIთ 10905 X. ; 6) IIთ 511 X · 
X–>0 ჯXჯ“ Xჯ–->0 Xჯ 

0.85. 

1 2 
X–--1 Xჯ%-–-9 

1) II (2-+X%) ; 2) IIთ (7 -- 2X) ; 
X–>–1 ჯავ 

_1_ _ 
“ X+2 მ. „ჯმ. 4 

ე-ი-----_-_----_-__ 
–ა–2 X–2 

6.80. 

_L. == 
გეუეუღეუაე_· _– # 

1) სი (VX + 1-9)”; 2) სმო («+3-%VX>4)“ | 
Xჯ–->0 X-–>0 

1 
1 

17-- _. 9) X – 1 

ვ) IMIთ (>) 1. 4) MCთ CM . 
X–-1 X–> X X+3 
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1. IIთ 
წ. 1 

ჯ–ა1-90 VX+1. 

II0ა ( VX? + 2ჯ – ე“ 
XX–-+-% 

III) ( V9X4 - 6X? –– ვე“ 
XჯX–-0ლ 

4) 10 ( %V/Xპ3 -+ 3X2? –- ჯ)%. 
ჯ.–––-C 

2) 

3) 

6.88. 

1 

. §1023X 
III) (C05X) ; 

X–->-2: 
1) 

6.89. 

C05 X 

IIი0 (1 +–+0053#) ; 1) 
წ 

“– 
2 

1 

ფე” 
· 0-X. 1 

1 Iო -------...; 
X–->0 X 

1-- 6-4 

2Xჯ 

  

005 ჯ 

ლ05 3 
3 Iი 

Xჯ–-3 

  

6.90, 

ვ Iოთ 
X–3>0 

6.91. 

.· 6 
1 II0 –_–__._.–..... 

X-–60 

ჯ4 

–4» 
3) IIVI 

X–->0 

” 

L) 

  

  

  

. 1C 3X. 51ი 2X 
2 IIის (205X) ; 

X->41 

_ ე 1 
3 

C05 (+ –X) 

4) სი. (LC X) 

ჯ>-- 
4 

18 

, . 005X 
2 II (5IიX) ; 

ჯ# 
კ 

2 
1 

: 50 X--2 4 Iი (2907 ) · 
X->2 519 2 

2) Iთ „+ 
X--0ო 65%--1 

# 
2) Iთ –-> ; 

XX–->60 6 1 

–-ჯბ 

· 1 
4) IIIი9 6 

ჯXჯ–-0 ჯ" 
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6.92. 

· 3+X. 1 
11 II -–-. – ; 

X–>0 4X 

–/) 

· –-1 
ვ) II 5. 1 ; 

ჯ»ცა0ე 3Xჯ? 

6.93. 

· 1 ვ 

ჯ–>-0 Xჯ 

1 ––< 4ჯ? ვ) სიე 100 --4X)_. 
X–>-0 2ჯ? 

0.94. 

1 2 1) Iთ Iღოყე (1 + 2X) . 

X–-0 Xჯ 

8 
ვ) Iთ 2 

ჯამი 10წ§(1 -+ 3X2) 

6.85. 

X-I.- 1 

1 Iი –“- –-“- ; 
X–>–1 X-–1 

. 2X?1-–- 6X ვ) თი –““ =-9%X . 
XI>>--)ე 4:91. 1 

0.90. 

ა) სი იმX+23. 
2 X+2 

–4 ვIი – “  ” . 
X->-4 )10ყ3ვ(5 ––#) 

6.97. 

ტ5I0 2ჯX _ „ 1 

1) II) –– ; 
ი LV«9X 

2IC510 2X _ . 

  

3). IIთ 
X->0 6პ6წ4%%- .1 

0.98. 

.„ I1(1-+502Xჯ 
1) 10) 10 (1 ++ 51ი 2X) · 

X->0 LC 3ჯ 
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„_გ-3 
2 სო 1-2, 

X–>0 2X 

1 29! 

4) II01 ––––--., 
X–>0 

ვ 2) Mთ « 
X>0 I1(1--4»X) 

1+5 4 I 900 + 5X)_ 
„ა-ი X1-L 2X? 

2Xჯ 
2 მთ - ---_ 

X->0 I0თ5(1 –– წლოს, 

. ვე) 
4) Iთ _–უეი. 
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ჯ?2X 1 
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. –<- 1 

4 MIთ > 
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ი 3 + 1 23 Iთ 11>% --%» + 1). 
ჯვ X--4X +3 

თ .24 4) თ. – 1985 (+ –– 24) _ > ) 
X->5 X“--5X 

ვIყX. 1 
2) II – 
აი 511 4ჯX 

· LICLC? 2X 4 სიე -21516 -X_ 
X-–>0 1-– 581 ჯ# 

2) Mთ 210510 4X 
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4 მმღეეეეეე “”უ” 

«2-0 ი() + გიიჯმი? > ) 

  

6.99. 

: –-Iთ3 1) IIთ 2960 -- (62% , 2) IIთ 2LC1დ 4X . 

«259 მ105101 –– X+0 1ხფ (1 + §ი X 
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090.100. 

«ი(X+-%-) C05X 
· ი0ხნწL-1 1 
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4 
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6.103. 

მ3X _ ა% 5 __ 

ს) სთ იი =- ; უთ როთ 
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319
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005“X 

აი ––- –=წ, 

ჯ Iი 5I2 ჯ 
სვ 

1 
§ ვ) II II 005 X ე 

X->2X ვხი ბ? .1 

  

6.110. 

1) III _V1 – 0059 –1 ე 

1 II (4X –– 1) 
ჯა  –– 

. ვV 511 X+-I _. ვ 

3) III -. : 

X->X ყი 

2 

6.111. 
: ლ0§ 2X 

1) სთ 10005 2X_ . 
X-XI II 005 4X 

/8-- 
233 

I 1 ჯ 
6 ლ 

ვ) III) აი ( · ) , 

%+->+-–3 2L051ი (X -L 3) 

6.119 

1) III (2-->6!წ X)CLწ XX, 

X–>-0 

1 

1 1 10 C05 X 
ვ) IIთდ (2--3992 ჯა : 

X->0 

21. უმაღლესი მათემატიკა 

2) II (2X –- 1)1 
) ' გზIი IX _ . ტ-51ი 39 

იი. 

ჯ 
C05 6 

ა სი ' §Iი 4ჯ X-> გვი». ვ , 

2_. _. 

2 I _I CC --6X-- §) _, 

X--3 259 XX. .1 

§51056X §1ე2 3ჯ 

4) Iთ. –% · – 

> 0წც C05 6X 
8 

2ICLC (> + ') 

2 სი ––- ა“ 7. 

ლი 7292 
ჯ 2 

4) IIი1 1-–-M#M1 +11X 
· 

XI 1 -L 005 IX 

5II X_ , 1 

2) III) 3.” 1. , 
X–>-1IL I0CX(2 + C05X) 

511 (V + 1) 

/ X9-=4ჯ2-L6 2) 

4) II. 
| 

X->+·--1 

ი 

1 

1ი 14-5'ი7ი 
2) 11უ: (2--6%") 

. 

X->0 

1 

4) 1Iი1 (2 –– §2:-(6%) X 5102 X 

X–>0



6.113. 

1 

? 1 
10 (1-+- 5101 –– ჰი 01-L(იჯ. 

1) 1Iი1 (1+ (ი) 2 , 2) III (005) ძი თ2, 
, 

X–>3–0 X–>0 

1 

, 4 10C; (1-–I-LC? X) 
3) Iთ ( 5 ) ;   

? 

  

  

  

  

X->0 C05 X 

_ + _ 

4 Iთ 1+1ი0 +V ყიჯ))590 IX , 
X–->0 

6.114. 
ჯ 5X-L2 

51I) (X––1) ჯL–-2 
1) IIი (2-1 –– 1) ; 2) 1I0) (20X1-? –-1) ” 

X–->1 X–->2 

|I0 (1++2–-7X) 18 (3-L2X) 

. 1 Iი (2–-») . ვ3ჯ– (ი (2--X 
4) IIი. (+) ; 4) 1191 X-1 ირ» , 

X+>+I) XV X ჩXჯ>I VX +.1 

6.115. 
. 4 –_ . +. ეჯ 1). III "ი%+#M) –Iჯ_ : 2 Iიო “9. იი. 0->1; 

M–>0 ჩ M->0 

ვ). 1 იX+I + XL-–- ა) – 290 ჯ ; 

ჩ–>0 ჩ? 
+ჩ X-ს ___ Xჯ 

4) Iთ Cთ"" +002 --2- „0, ძ3“ 1. 

IM->0 2? 

6.116. 

1) თ 39%, 2) Iთ #50 -> ; 
ჯა თ #X X–->0 X 

· · 1 3 
3) 001 Xჯ5I0 >#. 4 IIთ ჯ? 9ა  --ი5 > |. 

ჯ->Cთ% ჯ ჯ->-Cთ% X Xჯ 

6.117. 

1) II (5I0 VX +1 – 50 V ჯ) ; 
X«---I-C 

2) II0ე (005 V/ 2X+ 3 ––< 005 V2X –– 1); 
13-00 
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ვ) II0) (§5I0V X2++1 –<511 V XX2–– 1); 
X->-Cლ2 

4) IIიI (005 /X+1-–00VX). 
X->9090 

6.118. 

1) II მICLV (X –L I) –– მ”CLC ჯ 

MI–>-0 ჩ 

მიოითება. რადგან IIი) (მICLC (X + II) –– 2I0CLC X) = 0, ამიტომ 
ჩ–>-0 

კე 2109:( + #) -- მ%LCX ე I(8(2%CILC X +- ჩ) –– მXCI6VX). . 

#->0 ჩ ჩ->0 ჩ 

“-), 

+1/' 

  

  2) Iთ. Xჯ (+ –- გICIC 
4 ჯ 

                       

    

  

  

X-–ძ0 

მითითება. რადგან IIი) 
X+თ% 

მო X (+ –- მICIL = IIIი XIC (+ – მი 
X->-C 4 X-+1 X-–C ჯ 13 

თ –- 3 მIლLC V - 
3) IIი0  27:·V · 

X–->0 510 I1(1 +–.X) 

4) IIი ჯ % მLC51ი -.--2---- ) ; 
X->-+C% ზ% 2 V XI +1 

5) III ჯ გლ > +1 –-გICIC V;     

X->-C X+2 X+2/. 

210510 X –– მL1CLV X 

  

  

6) IIი - 
X–>09 X 

მითითება: გამოვიყენოთ ფორმულა გილი X= 80016  -5--. 
–X# 

6.119. 

1-– 1 –– 005 : 51”) ა» 
1) 110) 1 --200501 --ლ05+ 7), 2) II9I ( # – IX) 

X-–>-0 კი X» %V0052X 
> –__ 

ვ2პ



ვ). IV) (“ (VI-–--2) 

X->2 XX --4 

1ი? (1––2 51ი2 #) 
ძ =1 

4) Iთ შო 
X–>0 

6.130. 

1) IIთ. #21 C +) ; 
ჯ–- 9 X 

_1. 1 

ვ) 1IIთ #?პ(თ"” +თ 
ი->+-C- 

4 III 
ჩ-ა––-+LCიC 

6.121., 

II 005:60X 
1) IIთ 

10 C05 ხX X-<–-980 

5111” (ჯ 2%) 
ვ მი .- _. 

Iი (C05 (#2%) ) X–->1 

5) I _005 (X 6") –– 005 (X 6“) ; 
ჯ–>0 ჯ) 

6.148. 

„ 1 --ლ005-ჯ 
1) IIთ –.–--. 

X–90 X 

XX მ 

ვ) Iთ 4 2 
X->რ 

(ი >09); 
X=–=ძ 

მითითება: 

(1 + X) 1 
III) ------–- თ, 
ჯ–->0 ჯ 

6.198. 

. Xბ.-- ე 
1) Iი1 ––––––-– (4->90; 

X3>30ი X –ძ 

324 

ისარგებლეთ ტოლობით 

= (L-- 2). 12 6-2 ა 

2) III) 
X6-ი 

. 1 –) 
511 –––- +-C05––-I); 

ჯ ჯ 

'"-.2) (> >90; 

გ გეა 

(+21.!V» 0C>0, ხ>ძ. 

: '(CX 2) II 51C%X) . 

X-->1 35(LXV) 

4 ი Iი §IიX + 05)... 

X->0 10 (511? X -L 62%) 

Iი (2·' +2VX) 
ი IIIი –- 

X->+0 Lთ V X 

ჯ” XV 2 

2) თ –”--=- ს9952)  __ <02 ; 
X–->0 X 

, თX? 
2თ - _. 

4 სიე - 995 X- 1 (თ, 
X->0 ჯ? 

. თ”–-– 
11890 =IIძი და 

X–->0 Xჯ



ამოხსნა. 

  

     
  

  

  

  

XX ცემ წ. კრ რიე 

Iი2=2--ი-– წი + III) 2 2 
X->2 X-–--0 X>682 X-ძ აც X-ძ 

ვინაიდან 

– იი Xჯ/იე(X-ძ) IმიX. 1 

IMIი XX = III 2 CC "ავე Iი ი 
X-–-2 X–-06 X->0 (X–– ძ)Iი ჯ 

და 

: “(( სიო > --9 = სთ –-= ქე; 
X>0ი X-–-ძ X-–>9ი X“-ძ ძ 

ძ 

ამიტომ 

XX. იე 

III) 13-90. ი“ Iი იი. 
X>-ი X-ძ 

2 ი +-=- (->0, 
X+>0ი გ-ი 

მითითება. ისარგებლეთ ტოლობით 

–.ეი%თ 

(1+”,) –) Xჯბ იე” თ-ჩ ძ 
“8 გ. /. #V-ებ,... ჯჩ- > ეჩ (1+“ პლ 

ძ 

_1. 
Xჯ ჯ 

· ხ ჯ 
ვ) IIთ (“> .- (2>-0, ხ >09); 

X–>0 0“ -L ხ?1 

ჯ ჯ 0+X #9 
– . –იძ 

4) IIIი „0 =ხ _. 5) III რი - (ი>>9); 
X->0 (0 ხX)? X--0 რა #? 

მითითება: ისარგებლეთ ტოლობით 

  

ე" ე“ _ ი" (ერიკ) 

--- ცბ –- ჯბ 

_1. 
X0"” +1 

6) IIთ 
X#) 

ი->0 0>0. 
X->0 ს XხI + 1 ) ' )



6.124, 

1) სი. ლეა" უ=: 

  

  

  

.-–>თ 

4 519 C + ჯ ეში (+ +2») –1 

2) IIთ 
X->0 511 Xჯ 

- – –- (ი? ვა თ LC (X + 1) LC (1 X) –– I? 1 ; 

X–>0 LC" ჯ 
წ“ იხ) 

4) სო M?მ(%V # V X) #X>90ლ; 
”–->-C 

” 

5) Iთ (+) ; 6) II) IC. # + 35ი – | ; 
I->-C0 ს /1 ი->-CLC VI + 1 ” 

7). II C > -) +(" +-)“ IL 
წ-–>“60C 

ალბ 
8) I1Iი1 /17251ი (» 005–– 
1–>C V /1 

6.195. 
_. ” , აჩ 

1) Iთ (“=:+!!) (–>0,ხ->0). 
I–>ძ>-%0 (## 

მითითება: ისარგებლეთ დამოკიდებულებით (0/ნ –-1)--1Iიხ, 
” 

როცა წ > თ. 

2 ი 950 +3) . ვ სი 10+30 
>-თ I0 +25 X>-+ი II(1 +259 

4 IIი) I102(1 + 29-1ი ( 1 + –) . 
X>+C8% Xჩჯ 

მითითება: ისარგებლეთ ტოლობით IIM(1 + 25) =XII2+ 

+I2(1 + 2-7). 

5) IIი1 511 (1LV M” + 1); 6) IIი1 51Iი (XV M? +#M); 
#1–>60C6 /–>0ლ0 

7) IIთ | §Iი (« VI? + #) | ; 8) Iთ C05(-%V #M? +- #.) ; 
“ილ ს->-Cი 

9) II C05 (+VI2 +1); 10) IIი |005(9V #2 +1)I. 
I-ი 

ა”ა”->C 
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6.196. 

  
. ჯ ჯ ჯ 

1) III | C05–– 005 ა-C05-–- |; 
I->C0 2 21 25 

მითითება. გაამრავლეთ და გაყავით §IV _%_ · 
29 

2 II IL- -9%- 
ეს–->ძ>0C00 

ამოხს C. ა თუ ვისარგებლებთ ტოლობით (იხ. მაგალითი 120.1) 

  

  

  

I Iი C05 ჯ – _1 . 

X-»-0 ჯ? 2 , 

ჩი "ე? 
გვექნება Iი C05 IV IC 29 თ , როცა #-> თ, ამიტომ 

ჩ 

, თ ბ, Iი 005 ჩი _ 
ჩ , M->ი , #V” 

· ?რ =1 
MIთ L I 005-- –––=46 = 

"->C ჩ V /” 

ჩ . 

– MVIი Mი ყო (M-+1) (2M–-1) 0? _ 0 

ი“>ი0ი0 L 2გ? I->00 2.6. 3 6 
= 0 <= = 0 =6 

ი ჩ 

· ჟ. ”. · + I/ ვ ს 
3) II ა 91 –– ; 4) Iი.» (+ --I) 

M->CიC0 IL“ #->-00 “–4 IL“ 

ხ=1 ჩ=>1 

5) III I) (1+->). 

L
-
 L 

6) 1I / 
სათა M LV 

მითითება. ისარგებლეთ ტოლობით 

1 
990 1 + ––-I1 

( + 2 ) 
._ 1 

251 -- 

4 2Xჯ 
852 –I- 205 +. + 005 -–---–- +... +ითა» ) · 
2 ” ” 

––- + 0ლ00§1 -L 005 2/ -+LV.. + 005/1/ == 
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6.127. დაამტკიცეთ, რომ 

+ 

0. სთ –- =0 (> 1, />0); 
X-+C 0Xჯ 

=0 (მეორე თავი, § 6, მაგა- 

( 

ლითი 4), ამიტომ V 8> 0-თვის 31 71: ისეთი, რომ რ 11 _ <8 რო- 
ს 0 

ცა >. ევთქვთ X >> წე + 1, #=IXI, მაშინ /1 >>/!ე-სათვის 

L ( 

ძ ი" 

; 

მითითება. ვინაიდან 1IIი 912 
#–->0 ძ 

2 სთ --55%%+ =0 («>1,M>90; 
X->-+თ% X 

ვ მთ. 51 51ი··-:510 X = 0. 

I-–>-00 ჩი-ჯერ 

მითითება. ·დავუშვათ 50 X>>0– (ანალოგიურად განიხილება 

შემთხვევა §I1X <0) თუ იძ, = 510 510 ---511 X, მაშინ –- 1 <<ძიგ = 

  

/I-ჯერ 

= 5IL რგ. < მი) <1. ე, ი. ი, მიმდევრობა კლებადია და ”შემო- 
საზღვრული. 

4) 1Iი) #15II) (210)! 1) == 21. 
#–>-00 

დამტკიცება. გვაქვს (იხ. მეხუთე თავის (20.1) ) 

  

  

  

    

1 1 1 0 8 
= 1 –- ეაეაღ- ... _–_ –ჩ == 2 , 

6 რე157 1თI 1 ი.ი თი+-– 

სადაკც 0<მ„<1. აქედან 

მ, = – MM =იი6-V) = 

ჩM II 

1 
= 77-11 1+ 1 -+-- მ+. #)= 

(1+, 8. +უ I IC+1!. C+I)თდხნი)! “ 

=7·/11 1 მ„+. )= # #მ.+. 1 
#7 C' 1თC10თ +201 .+-11 (1-L1)? 2 

ვ2ვ



რრცა 1->-C. ამიტომ 

7. 

–“
ძ 

1) 

4) 

8. 

1) 

2) 

პ) 

4) 

5) 

1) 

3) 

5) 

7) 

9) 

11) 

  III). II 5101 (3X60/1 1) => IIი1 /1 51ი (- ძე. M1+ 2> '-) _ 

  

1:->980 /I->090 ” 

· ._ 210 
= III / 510 8 3 2: 

იჩი-–> I 

§ 7. ფუნქციის უწყვეტობა 

აჩვენეთ შემდეგი ფუნქციების უწყვეტობა „8-ტ4“ ენაზე: 

ყლ–ლიX+ხ; 2) ყ=:X2; 3) ყ-= იXX+ხX +C0; 

ყ = X), 5) ყ=VX; 6) ყ = VX%. 

ვთქვათ I ფუნქცია განსახღვრულია ჯია წერტილის რაიმე მიდა–- 

მოში. არის თუ არა იგი უწყვეტი Xი წერტილში, თუ: 

98%>0 38>0 VX(C(IX-–-Xა|<8=>)/(Xი-–-წჩ(%)|) <9); 

Vბ>0 38>0 VX(CIX- XI<8=|I/(X) –– 7 (XI) | <5); 

V6->0 36>0 VX(CIIC0 -+/(X)|< 8=>| X-–– X-| <8); 

Vბ>0 96>0 VXLCI,(X)-–– I(X)|<8 => | ––X-|I <8); 

396>0 Vი>0 VX(IX-–-IX)<მ9=>I)/00–-/CX)I <0)? 
განსაზღვრეთ მოცემული ფუნქცია ჯა წერტილში ისე, რომ იგი 

იყოს უწყვეტი ამ წერტილში: 

  

  

I(თ => “1, Xე 5 1; 2) /(X) = + +1 კ) X-ლ=–-); 
X-–-1 XI -–1 

/(თი = 59%, , =0, 4 /(თ=45%0=24., #=0; 

/თ- ( – > )6» Xა=2- 6) /ფ=XM+X-1, X-=0; 

(ხე =ჯყი“,ი5=0 8) /00= -2---69ი” , „ =0; 
X X 

1. 

/თ =9ი»-ყი--, #=>0; 10) 00) =(1+ი“, #.=0; 

_ 1. 

წი =--. X ; X 50; 12) წ(X=XIი?I XI, Xე=0. 
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7.4. აჩვენეთ, რომ | (+) ფუნქცია განიცდის წყვეტას Xი წერტილშე. 

ააგეთ ამ ფუნქციის გრაფიკი: 

1) I(ო= LI” როცა ”= 

ს. როცა XX < –--1, 
2) წ(X= LV როც. X>--1, 

Vჯ" 
> ჯ როცა ჯ 3“ 0, Xე == 0; 

Xე = 0; 

Xე = –- 1; 

  

  

პ) IC) = 

4 (0 = ./>, როცა X<1, » =1, 
X- I) როცა X>1, ე 

5) ”(X) = 5190(X-+ 1), Xა=-–-1; 

XVCთX-–-1) 
6) #(X) = ს 2 , როცა X 3-0, X·) = 90; 

  

  

  

როცა. Xჯ = 0, 

VX?. 
7) (თ- + . ჯ . როცა IXI>I, „==. I, 

1, როცა I|XI <-1, 

8) ”600 =1--XV >», როც, X<1, ,„ =I, 
2-%, როცა X > 1, 

9) #”(X= წა წაი X–დ2 Xა=2; 
Xჯ–-1, X>2, 

XჯX-–4 
(=42 რო 1 10 700 = . =%) ცა X3რ-4 X.= 4; 

როცა X#ჯ =4, 

თ – ო» როა X<90, 
11) / ი =0; 

000». როცა X>0, 

12) #60 = 20510 X, როცა IXL <1, – 

მIIთXჯ, როცა IXI>>1, 

13) #(X = IIთ 
#8->0C0C 

  (X>>0),| X-ა == 1; 
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  14) 7(X) = IIთ –+ 1; 
იი X2I L 1” 

X- = 2 
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უჯ? –– 1 
15) ”/(0=Iი – X-= + 1; 

ა-ი X“” 41 

ჯუ» 

16) /(ო-. _ 
0, როცა X##85%>1, 

7. იპოვეთ ფუნქციის წყვეტის წერტილები. გამოარკვიეთ რომელი 

გვარის წყვეტა აქვს, იპოვეთ ფუნქციის მნიშვნელობა წყვეტის 

წერტილშე და ააგეთ ფუნქციის გრაფიკი: 

  

1 -2 => ს ყ=L 1» დოც) 5 2 =. , როცა X5“0, 

X-“ 2, ც) X , 0, როცა X=0; 

„1. როცა Xჯ< 0, “ო” როცა X<--1, 

5 -- X,, როცა X >0; X–-I 

== -ჯ _ 1. 5) ყ= ( X, როცა X<1, რ) #«-=L , როცა X<--–1; 
IC X, როცა X>>1; 2, როცა X>>-–-1; 

როცა | XI < 1, 

– როცა IXI > 1; 

X- VX-–-1)?, როცა X>90, 
–-X?1--X, როცა # <0; 

2 დ I 
„უ

„გ
ეა

ს–
- 

„
ე
ს
ე
ე
ა
დ
ღ
–
_
–
 

“
–
 <5 ღა

 

9 #= XIX-1ს როცა IXI <2, 

წ –ჯ როცა IXI>2; 

10) ყ = XIX +1LI, როცა IXI<-2, 

' ჯ, როცა |IXI> 2; 

+ 

  

Xჯ 

2X.- 1, როცა |XI <= 1; 

1უ ყ=1XI#ჯI როცა X<-1, 

LI0თ/X, როცა X>>1; 

= როცა X<--1, 

IXI 
11) (- , როცა IXI ->1, 

13) ყ=1--XX +1, როც –1<Xჯ<1, 
X-I, როცა X>>1; 
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14) წ”. 20 როც --1<Xჯ< 2; 

15) # =11, როცა X=0, 

16) –_” როცა – -<X<+, 

> როცა #X>- 

2 
005 X, როცა ჯ-ს 

% წ 
17) ყ=( –-005:X+1, როცა – ა =%<-2>) 

: 2 
50), როცა X>-> : 

(X+ 1). როცა XX<--1, 
18) ყ = 3, როცა –1<X#<1, 

2% როც X#>>1. 

  

7.6. ძ-ს რა მნიშვნელობისათვის იქნება ფუნქცია უწყვეტი. 

ს) კ. წ%> როცა X 5-0, 1XI<- 

ძ, როცა Xჯ=0; 

7» ყ-(“ოომნი როცა X53-0, 

ძ, როცა Xჯ=0; 

9 #= LC. 7 როცა X <1, 

3-- ეჯ, როცა Xჯ>>-1; 

4 ყ= ძიძ(X+ 1), როცა X<1, 

წ ჯ-+2 როცა X >); 

5 ,=(54+27 რი # <2 
7 სამ + 2, როცა X>>2; 
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6) ყ= 
3-3 X, როცა X+<-0, 

4005X+ი0ი, როცა X>>0; 

» #- ა. როცა X<-1, 

20XX +1, როცა X>>=1; 

წიდა როცა X#>1, 
= . IM 

ძ5)ი --- X, როცა X<1. 

7.7. თ და 0 პარამეტრების რა მნიშვნელობებისათვის იქნება ფუნქ- 

ცია უწყვეტი? 

იX-+- ხს როცა 2<X <3, 

X?, როცა X<-2, 
1) ყ = 

2) ყ = 

4) ყ=( 

1) 

თ(X-1), როცა #ჯ>>3; 

X–+ძთ, როცა X <0, 

2ჯX + 3, როცა 0<X+X%<1, 

თიXX-+ხ, როცა X>>); 

/ 

–2590იX რთცა #<- >, 

C5ს1X + ხ, როცა – 2 <X<<-, 

005, როცა X> >: 

/ 1L 
თ 510 1: -L 26, როცა X<.-->-, 

ძ511 X +6005X, როცა ლ <X<-7- ,   ა 3005#X+ნხ+1, როცა #X>->. 

დაადგინეთ, არსებობს თუ არა თ პარამეტრის ისეთი მნიშვნე- 

ლობა, 

(60) = #9ი --, როცა X53-0, 

რომლისთვისაც / ფუნქცია უწყვეტია Xი წერტილში, თუ: 

Xა = 0; 

თ როცა Xჯ= 0, 

ვვპ



1+Xჯ 
; რ კურ –- 1, 

1 +ჯ3 ოცა #% Xე == 

თ, როცა X=-1) 
2) | (CV) = 

  

-2 ქ 

გ Iთ- წთ» თ ბლი „ფთ 
–X, როცა X <0, 

4 (00 = C05 X, როცა Xჯ <1, + = 

0(X--1), როცა X>90, 9 

7... დაადგინეთ, არსებობს თუ არა 6 და ხ პარამეტრების ისეთი 

მნიშვნელობები, რომელთათვისაც | ფუნქცია უწყვეტია თავის 

განსაზღვრის არეში, თუ: 

  

(X-1), როცა X<:0, 
1) /(X=I0X+ხ, როცა 0<1<1, 

VX, როცა X# > 1; 

2 ჯIე=|) +. როცა IXI <1, 
LX»2-+იX+ხ, როცა I|XI > 1; 

_ 19 
-–_ 

ვ) /0ე =| #“-1 
ძი, როცა X#ჯ= =–1, 

ხ, როცა X=:1; 

X 
X 005 --– გ. 

, IL „ 3 . 

4) /0)=%ს” ყიჯ ” 9 #C|- 3; 2 I, X5-0, X5-X; 

| ძ, როცა ჯ = 0, 

ხ, როცა # =- I. 

7.10. დაამტკიცეთ, რომ დირიხლეს ფუნქცია 

XC) 5=– IIთ ( 1Iთ 00357 (71! X)) 
Iწი>ილ  იჩ->-9ი 

წყვეტილია ყოველი X-თვის. 

დამტკიცება. თუ Xჯ= 12 რაციონალური რეცხვია, მაშინ 

მ 

ი IX=#7I 5 =1-2-3.(7-–-1) (94 1) «+ 0 –- ლუწი რიცხვია, 
ძ 

ვვ4



ამიტომ 005X/IIX=1 და # (X1=1 თუ X ირაციონალური რიცხ;ვია, მა–- 

შინ IV რაცხვი არ იქნება მთელი არცერთი /#0-თვის, ამიტომ 

|C05%MIIX| <1. აქედან გამომდინარე IIი0 C05- 1011) X==0, ე. ი. 
წ-–-0C 

სC) = 0. ამრიგად 

1, როცა X--> რაციონალურია, 
ა = 

«ი LC როცა X -- ირაციონალურია. 

ახლა ვთქვათ Xი –- ნებისმიერი რიცხვია. («,) იყოს რაციონალურ 

რიცხვთა მიმდევრობა, ხოლო (ა) არაციონალურ რიცხვთა მიმდევ- 

რობა ისეთი, რომ 

I Xე = IIII Xგ = Xი. 
ჩ->-00 #8–->C6 

რადგანაც 1I91 #2 (X,) = 1, ხოლო II # (X-) = 0, ამიტომ Xე არის 
7-–>6ი0 წ”–->00 

წყვეტის წერტილი. 
7.11. დაამტკიცეთ, რომ ფუნქცია 

I(XX=XჯMხV), 

სადაც LI CX) –- დირიხლეს ფუნქციაა, წყვეტილია ყველგან, გარდა 
X=0 წერტილისა. 

7.12. დაამტკიცეთ, რომ რიმანის ფუნქცია 

1. ; თუ Xჯ= 8 (M და ## ურთიერთმარტივი რიცხვებია), 
I(IX= 17 ჩ 

0, თუ X#--ირაციონალურია, 

წყვეტილია ყოველ რაციონალურ წერტილზე და უწყვეტია ყო- 
ველ ირაციონალურ წერტილზე. 

დამტკიცება. ვთქვთ Xი= L რაციონალური რიცხვია 

ძ 

(0 და # ურთიერთმარტივი რიცხვებია). მაშინ / (Xი)-= –-–. ცხადია, რომ 1 
ძ 

8" გ. რიმანი (1826-–1866) –– გერმანელი მათემატიკოსი. 
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რაციონალურ რიცხვთა (1+-I მიმდევრობა კრებადი. „ე: = #ჩ. 
0 ი 

რიცხვისაკენ, როცა /-+C,. მაგრამ 

: 1 : 
I / (“+”) = III 1. 0. 

I->-0C0 (///) ი.ლ 0 

ე. ი. ყოველი ოაციონალური რიცხვი არის | (X) ფუნქციის წყვეტის 

წერტილი. 

ახლა ვთქვათ თV ნებისმერი ირაცაონალური რიცხვი, ხოლო 

ნა 
  „ე = (II = 1,2,...) იყოს რაციონალურ რიცხვთა ნებისმიერი მიმ- 

დევრობა ისეთი, რომ #, –> თ. მაშინ 1101 ძე = CC, ამიტომ 
1კ1->–00 

= 0 = /(თ),   IIთ წ('ე) = III9. / #-) = მთი 
ჩი–>-90 M->0 .>-ილ0 მ» 

ე. ი. თ წერტილზე | (X) ფუნქცია უწყვეტია. 
7.13. გამოიკვლიეთ უწყვეტობაზე ფუნქცია 

MX 
L(X) = M+1 0 როცა X არის ოკვეცი წილადი “ (ი > 1), 

IX, როცა ჯ ირაციონალურია, 

  

ამოხსნა. ვთქვათ Xა –- რაციონალური რიცხვია, ე. ი. X-= 

MIML+1 
–> 

” 
  

  
  

= 00 > 1), მაშინ /”(Xე) = "ი. რადგან X,= #-#, 
M M –+- 1 MI ” 

'მებეიაე. ი” 
M->C9 I-ი #IM -L 1 M M + 1 

= /(Xე). ამიტომ ”(X) ფუნქცია წყვეტილია რაციონალურ წერტილებში, 

ახლა ვთქვათ X –- რაციონალური რიცხვია, ხოლო ჯ=- (წ = 
ჩა 

=1, 2,..) რაციონალურ რიცხვთა ნებისმიერი მიმდევრობაა ისეთი, 

რომ X, –> Xე. მაშინ 

1191 | IM | = სთ IM. I = +C, 
#->C-% ->თ 

336



III / (M,) =. III 
ჩ->-Cთ IL-თC 0, + 1 ჩ„>-ით 1 -L –-- 

ლ XX. = ცა –10 როცა Xე >. 0,, ძა 

ე – IM), როცა », <0. 

აქედან გამომდინარეობს, რ:1 ფუნქება წეეეტილია X- წე–ტილში, 

თუ Xი უარყოფითი ირაციონალური რიეხვია. თუ X#>0 ირაცილნა- 

ლური რიცხვებია და X, -> X-, მაშინ 

IIიი / (X,) = IIი1 | X- | = IXე-| == ”(X)). (2) 
L-–-C6 #->C0 

ვთქვათ (XIს დაღებით რიცხვთა ნებისმიერი მიმდევრობაა, ისეთი, 

რომ #, -> XX, სადაც Xე:ე –– ირაციონალურია, დავუშვათ, რომ (X,. ) 

არის (X) მიმდევრობის ყველა რაციონალურ რ-ცხვთა ქვემიმდევ- 

რობა, ხოლო LV, 1 კი ყველა ირაციონალურ რიცხვთა ქვემიმდევრო- 

ბა. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულესხმოთ, რომ ორივე 

ქვემიმდევრობა უსასრულოა. რადგან IIთ X:, = X. და IIთ X,.=:Xა,. 

0მ–>-CCC 9–>ლ% 

ამიტომ (1) და (2) ტოლობის ძალით გვაქვს 

II01 / (X,) = | Xე | = , (X)). 
–> % 

ამრიგად, ფუნქცია უწყვეტია მხოლოდ დადებით ირაციონალურ 

წერტილებში. 

7.4. დაამტკიცეთ, რომ თუ I(X) ფუნქც:ა უწყვეტია (ძ, ხI სეგმენ- 

ტზე, მაშინ ფუნქციები 

(2) = III (60) და M 0) =ასი IC) 
ილ65ლX ძღ:ხლX 

აგრეთვე უწყვეტია (0, 01-%ე. 

22, უმაღლესი მათემატიკა ვვ7



მითითება. დასამტკიცებელი დებულების მართებულოზა გა- 

მომდინარეობს უტოლობებიდან 

– ასი |/(X0+/)– (XI) | -C 7 (Xე) <- /I (Xე -L 8)<= 
0< |ჩ I<6 

< II (XI) + 5ს0ი |/ (XI +წ) – წთ) I, 
0ლI)M(<ბ 

- ასი I/(XI+ /) –-7 (XX) | + MC) < M თა+8)< 

0=Iჩ|I<.8 

< M(X) + 5ყი |/0%-+/.) – /თ)!I. 
0ლ|)ს!I<8 

2.12. დაამტკიცეთ, რომ თუ |! (X) და § (X) უწყვეტი ფუნქციებია, 
მაშინ 

დ (X) =. 10 (” (X), C(X)) და VICX) = IიმX (/ (XI), « (X)) 

ფუნქციები აგრეთვე უწყვეტია. 
მითითება. დასამტკიცებელი დებულება გამომდინარეობს შემ- 

დეგი უტოლობებიდან 

I დ(Xა+/I)--დ(Xე)|<-IIIმX ( 01მX |/(Vე+I)--/(Xი) |; იიმX |თC(Xა+- I0)-––წ(X))!) 
0ლI/I<ზ 0=VMIIლბ 

IVXXი +) -–XXV)| დიმXC წმX |I(X-+/I) -(Xი)|; 01მX |C(X0--)–-6წ(X9)1) 
0ლI/|ლიბ 0ლI/Iლბ 

7.10. ვთქვათ I”(X) ფუნქცია განსაზღვრულია და შემოსახღვრულია 

Lთ, ნ) სეგმენტზე. დაამტკიცეთ, რომ ფუნქციები 

MI(X) = IიL V(6ე) ღა /0(X) = §სი (I(§)) 
ი<§8<X ძლნ<X 

უწყვეტებია მარცხნიდან (თ, 6I-ზე. 

დამტკიცება. რადგანაც (2) ფუნქცია შემოსაზღვრულია, 

ამიტომ ცხადია MI (X) და M(I) ფუნქციებიც შემოსახღვრულია 

Lთ, ხ)-ზე. ამასთან /! (+) კლებადია, ხოლო VVI (+) ზრდადია (ით, ხ|1-ზე. 

გთქვათ XჯაC (თ, 51), მაშინ #1 (X)>>/1 (X0), როცა X<Xი. გამომდინარე 

აქედან არსებობს სასრული ზღვარი IIი 7! (X), ამასთან 

ნლდული 

MI (Xა –) = IIთ ICC) == 1იL (I(6)) = /I (XI), 
X->X-– ძლ8<%ე 

ე. ი. M! (X) უწყვეტია Xი წერტილში მარცხნიდან, 

ვვ8



ანალოგიურად ვაჩვენებთ M (0-ის უწყვეტობას Xი-ზე მარცხნიდან. 

7.17. დაამტკიცეთ, რომ თუ I(X) ფუნქცია უწყვეტია IთღC+Cთი შეუა- 
ლედში და IIი I(»X» არსებობს და სასრულია, მაშინ / (X) 

X->+00 

ფუნქცია შემოსაზღვრულია ამ შუალედში. 

დამტკიცება, ვთქვათ IIთ #(X) = 4. მაშინ V6>> 0-თვის :17V > 0 
X->+Cთ 

რიცხვი ისეთი, რომ |/(X)-- #|)< 6, როცა X>>VM, ე. ი. |/(X) | < 
<|4I+ 8, როცა X>>V. თუ 8= 0M1მX(I 4|+8, 500 (”(X))), 

ი=X=VM 

მაშინ | / (X) | <. M#, როცა XCIთ, + =<L 

7.18. ვთქვათ I” (X) ფუნქცია უწყვეტია და შემოსაზღვრული 1Xი, + CL 
ინტერვალზე დაამტკიცეთ, რომ როგორიც არ უნდა იყოს 7 

რიცხვი, მოიძებნება ისეთი #ჯ.-ჰ>++C = მიმდევრობა, რომ 

Iთ (”(X, + 7) ––/(X-) ) = 0. 
”->-ლ% 

დამტკიცება. ვთქვათ 1:>0 ნებისმიერი რიცხვია. განვიხი- 

ლოთ სხვაობა / (+ 7)-–I (X.შესაძლებელია ორი შემთხვევა: 

1) არსებობს სასრული რიცხვი X”2>>Xი ისეთი, რომ სხვაობა / (X+71)– 

–- I (X) ინარჩუნებს ნიშანს, როდესაც X>X”; 

2) ნებისმიერი M >>Xა-თვის არსებობს X9>/I ისეთი, რომ 

((X" + 7) -–– /I(X") = 0. 

პირველ შემთხვევაში (I (+ +71)) მიმდევრობა მონოტონურია. 

გარდა ამისა, რადგანაც ის შემოსაზღვრულია, ამიტომ გააჩნია სასრუ– 

ლი ზღვარი 1101 წ(ს +იI7) 6, ე. 0. 
ი->C 

IIის (” (CV + თ + 117) –-/XI +M7)1=6=6=0, 
9 

ამასთან X, = X +917 > + C, როცა ჩი ->- 0. 

მეორე შემთხვევაში არსებობს XV წერტილთა (X>Xი) ისეთი უსას- 

რულო მიმდევრობა (ჯ,), რომ X, > +თ, როცა MI->C და /(+XI+7)– 

–- IC) =0, ე. ი. 

Iთ (წ(X +7) –- / (X,) | = 0. 
M-->+C=C 

როცა 7<0 დამტკიცება ჩატარდება ანალოგიურად. 

პვპი



§ 8. წარმოებული და დიფერენციალი 

8.1. იპოვეთ ყ=I(X) ფუნქცის /ყ-=#/ (X) ნაზრდი ჯი წერტილში, 

თუ: 

1) ყ=X?, X)=1, 4X=0)1; 2) ყ/C=ICX, Xე=11, MX =9; 

ვ) ყ = 4%, X- = 2, სMX=--0,5; 4) ყ=>:5IIX, X-=0, ბX=-– =>. 

8.2. იპოვეთ X არგუმენტის „,სX ნახრდის მაქსიმალური და მინიმა- 

ლური მნიშვნელობა ჯი წერტილში და ფუნქციის შესაბამისი /V 
ნაზრდები, თუ: 

1) #V=7X+X, XCI0;2), Xა = 1,5; 

2) #=(+) ჯ XCLI0; 11, ააა. 

8.3. იპოვეთ ყ=|I (V) ფუნქციის არგუმენტის 4 ნახოდის შესაბა- 

მისი ·გყ ნაზრდი Xჯ წერტილში: 

1) ყ=0X-+-ხ; 2) ყლ –იX2+ხX+-0; ვ) ყ = თა; 

4) ყ=I1იX; 5) ყ=510X; 6) ყ == 005#. 

8.4. დაამტკიცეთ, რომ 

1) #V(X +VთC(VI)=##I(01 +#V9C(5; 

2) #(, (X):თ(X)) < წ(X + #X) ტ,(X + /CV) ტბყ CV; 

ვ) #((X) C(X)) = 7(X + #X) #” (X) -L « (X) MI (X): 

# ბ(Iთ _ წ 0)ბ/() –– , ყე ტყით . 

წ), 6 (X) § (X +- #X) 
  

8.ნ. იპოვეთ - ფარდობა ჯე წერტილში, თუ; 
X 

19 
1) /=VXჯ. X)=5:1, იტX=–-–; 

1 MX 1 
2) #-(-») ; X- =0, რჯლლ–--. 

ვ40



ჰ..0. წარმოებულის განსახღვრებისს საფუძველზე გამოთვალეთ 

I! (CX9), თუ: 

1) წ(X) =2 XX--X, Xე=9 –- 1; 2) წ(X) = VX-–--1, X. = 2; 

ვ) წ(X)=2 |»ჯX – 4), Xა-=-–-1; 4) წ(X1=3+1?, XX =0; 

5) (90) =12 0--> 1), #= 3; 6) M(X) = 510 3X, XX. = -- ; 

მე 2 ით (+++ 9ი-- |, თუ X#53“0, # =0; 

0, თუე X=0, 

| გ"  .ლ05X 
ქ–____-_-__-__32_– 

| 0 თუ ჯ =0, 

პ.27. იპოვეთ ((V)) ფუნქცის ცალმხრივი წარმოებულები Xა წერ- 
ტილში 

1) ”წ(X) =IX+2I, X= ––2; 2) /(X) =|X---1|, X-= 1; 

3) 70) =V IXI , X.-=0; 4) (9) =VX., X.)=0. 

3.ვ. აჩვენეთ, რომ |” (Xი) არ არსებობს, თუ 

.- 1 
1) ”(0= X50 -=, თუ X53“0, X =0; 

0 თუ X=0, 

ჩXC005 I თ 3“0 
2 ”წ0=!” “ა ''შ %, #0, 

0 თე ჯ= 0, 

კე. დაამტკიცეთ, რომ /” (XV) წყვეტილია ჯი წერტილში, თუ 

1 შ-ე _“_ 

1) 'თ-“ 2. 
0, თუ X5=0, 

2) #? XX =0 

1 
2 LV ' 005 , თუ X3”“0, 

0, თუ X=0, 
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იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების წარმოებული (MM. 8.10–-–8.23)ა: 

  

  

  

  

8.10. 

1) ყ= XI --X2 + 1; 

2 1 
6) –––ი. ) Vყ 5 + 3 

8.11. 

1) ყ=X? +2VX; 

3) ყ= 2X7/8 -- 3X5/3. 1. 3ჯ -- 1; 

8.12. 

1 1 1 
1) ყ=–--– –– + –; 

ჟ ჯ? ვეყჰ ჯ 

2 3 5 

ას სს უიოვოვ 
8.18. 

2 4 5 
1) ყ=-“--– =>“ -5----) 

V X9 V #3 ” ჯ 

ჯ 4 ვ 
3) (2 == ა-აეღ+ –– ==; 

# VX5 XXI XV X 

8.14. 

11) ყ=3511X-––4005X-+-1; 

2) ყ = X8--2X18 + X? + 3; 

1 ჯ” 
4) ყლ – 1 – –– +4X-–-1, #V-– 2 + 

2) ყ = VXმ –=4V 21 + 12--1, 

4) ყ == 3XI/3 =– 4X9%/1? -L 2. 

ვ 1 1 
2) ყ= ე ა “I ე ა 

5ეე 4ეე ვე 2X2 

1 

27.” 
  

3 
––- –-. 2ჯ-(1/2) 4) ყ =- ვ 2X-VV9 + 

ვ Vჯ 2 

რიპლი თი წ“ 
5 ვ 2 

ინას გ” 

2) ყ=2IX-–30X+251ი X-–-1; 

ვ) ყ=2X--82LC510 X+2 მLC005 X; 4) ყ = 2მLICICX + 30-00LCX-–2X; 

5) Vყ = 57; 

7) ყ= 3I11X-–)0თX; 

8.15. 

1) ყ=25იX ++30იხX; 

ვ) ყლ 30იჯ-–-40სწX»; 

8.16. 

1) ყ#ყ = X?I9X; 

3) ყ=VX :3”; 

5) ყ=5X%მICLCX»; 

7) ყ=(1 +6”)მI051ი Xჯ; 

პ42 

6) ყლვბ .2.4+ 1... 
ჯ2 

8) ყ = 310იყ§ჯX-–-2)1X ++210თX. 

· 1 პ 
2 =–-–-ზიჯX- –- ხხ; ა) ყ 51) ჯ ჯ 

4) ყ=21იX+30წXჯX –ის#X. 

2) ყ -= 6+005X; 

4) ყ == (X1--4X -L 1) მICC005 X; 

6) ყ = X1I)0თX; 

8) ყ => (1 –+– X2) მწ1CLC X –– 2X 51I1 X.



8.17. 

1) ყ=Xჯ50ჯX–CხX; 

3) ყ=50Xჯ-ლჩX»; 

8.18. 

1) ყ=Xჯ07ჯ005X; 

3) ყ.= (1 -L X2) მIიLC X ·10Cე X; 

8.19. 

  

პ) ყ= 109.3; 

8.91, 

51I1X =–– 005 X. 

511 X + 005X / 

გ2I0ICX. . 

1+X# ” 

1) ყ= 

3) ყ= 

8.59. 

1 –.(ი0 
1 ე--–----_-. ; ა) ყ= 1 CC 

_9IX+2 . 
3 ჯ 

) V 1იX-–2 

გ:0LC X –- 2 მ1ლ001CX . 

აიყლ ეი ' 
210005 X 

== – ; 
21051) X 

  

2) ყ==20“-1ჩX»; 

4) ყ = #XCიC6იXჯ -– > ი». 

2) ყ= X7?3%1ი X%; 

4) ყ=XII)X-·6", 

  

ჯ--VX. 
2 აა =ნხ'ანღაე– 

აყ= 2V X –- X 

1 –- 4X? 

ი) ყ=--–- X“ + 1 

2) ყ =- ; 
005 Xჯ 

4) ყ = 10§, 5”. 

წC X + 2 
2 #ყ=ლ= 5“ 1“... 

) V 0ლ0ხCV –– 2 

4) ყC=1X+1 , 

X 

3% -L 5% 

ი 9-ს §' 
4) / = 10თვ X +. 109:Xჯ ; 

Xჯ 

2L0C519 Xჯ 
6) ყ=“-–--; 

1=-ჯ? 

510) X –– XC05Xჯ 
მ ყთლ-–““ი 

005X -+- X5I0 ჯ 

2 9= 3ისნXჯ ; 

19 ჯ 

4 / = 5იX +–CლნხX 

5იX–ინსXჯ 
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იპოვეთ |” (X0), თუ (MM 8.24---8.26): 

8.54, 

1) /(ე=2-–-3X#+- 7 X-5=2; 

2) წთ) =3V/X+VXჯ, X.= 64; 
1 

1 1 3 ვ /0ა=ლ=–––=4X  ,X=1; 
X X 

2 ვ 
4 X) == ეულ ლია X, = 1, ) I0=--/> თ 

8.25. 

1) 7IX=3(წყX +4005X –– 1, X = --; 

2) /(X) =2მIC05)იX – მხ-CX+XI– 2) X-=60; 

3) ”წ(Xლ= 20-31-–- ?, X-=2; 

4 წ(X)ლ== 510ყX+1I1)X %=--. 

8.90. 

1) ”(X) = X5IიX, X =->- ე 

2) /(X= 300005 –. 7, X.5=0; 

510 ჯ 
3) წ(ნ0)–_–_--=--..., Xე=2X; 

511X + C05Xჯ 

".2 

4) Iთ0C=---, X) = 6. 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების წარმოებულები (8.27----8.72): 

8.27, 

1) ყ=(X--105, 2) ყ= (1 –-2V #)9; 
ვ) ყ=(3ჯ?-L 5X-- 14; 4) ყ = (#5–-–21-C3V X#)8. 

8.28. 

1) #= V3X-––- 5 ; 2) / = V4 + 2X-- 3X1; 

ვ) /=V 7-2; 4) ყ=V (2X+1#. 
31LI



8,99, 

1) ყ= 95111 2ჯ; 

ვ) ყ == მIC005 7X; 

8.30. 

1) ყ=06%-1; 
ვ) ყ9==2I1(4–-X9); 

8.31. 

1) ყ=835)ი?X; 

3) ყ =: მICLV? X; 

8.39. 

1) ყ=51X92; 

ვ) ყ -= 109 X?; 
8.33. 

1) ყ= #V5Iი X ; 

ვ) ყ= 4V + ; 

8.34. 

1) ყლ=II131იX; 

3) ყ= მIXCსყ 4”; 

8.35. 
1) ყ= 5%05!ი X, 

3) ყ=005)იX; 

8.86. 

1) ყ=51ი“(2X-L 5); 
0059?ჯ 

პ) ყლ=2 ; 
8.37. 

1) ყ =მIიLC V X; 

ვ) ყ = ლC(თ359%5X; 

8.38, 

1) ყ =. მIC5)ი -V 2 ; 

3) ყ= ც68MC3!0 2. 

1.--ყ(უბვ 
5 ყ=10 ” 

7 ყთ V/ 1 +6%; 

2) ყ = IC(C2X–- 5); 

4) ყ=მICCL – · 

1–-ჯ? 
2) ყ= 5 ; 
4) ყ = 10CCც (X“ -+ X). 

2) ყ = 0059X; 

4) ყ == ლLძ5X. 

2) ყ = 003? 3ჯ; 

4) ყ = მIXC5107 5ჯ. 

2 ყ=005VX; 

4) ყლ VIიX. 

2) ყ= ვი05 X ; 

4) ყ = მI000§519 X. 

2) ყ = 10ყწე19 X; 

4) ყ == მI0L005 X. 

2) ყ=>VLC CC +X); 
4) ყ=1ი?(V X +232). 

2) ყ = 7 450X 

4) ყ => მგL0C005?10ყე X. 

2) ყ == I01(X-–– 0057); 

V II ჯ. 
, 

4) ყ=06 

6 ყ=§ი(6 + ?); 
8) ყ= II(1 +––-VX+1),



8.39. ა 

1) ყ= 503 2X: 

3) ყ= მიწი ჯი; 

5) ყ ==5ხ2X + 0M?X; 

7) ყ=Cლ0ხ (6ხ1X); 

8.40. 

1) ყლ=I X+ V X–ნC2+1.); 

3) ყ = I0წა 10ყვ 106 X; 

8.11. 
1) ყ =» 519 (C05”X); 

3) ყ =1I022IC005V X ; 

9.49. 

1) ყ = 810351095 2”; 

3) ყ => მIC0057 (5IILI 2X); 

8.43. 

1) ყ = Iი195)ი 7X; 

3) ყ == მI0C51ი7 (1037 #); 

8.44. 

  

8.46. 

1) ყ/=V1 +C(CX+C02X, 

3) ყ/ყ=1IICX+ V X + წხ?); 
346 

2) ყლ=1იე0ისX; 

4) ყ= 1ი(1 ––X9; 

6) ყ = Iი5ჩ2ჯ; 

ლხი2ჯ 
8 ყ=6 

2) ყ=111იX»; 

4) ყ =5II1(5190(510 X) ). 

2) ყ => მIC005 (C05” X); 

4) ყ 5 გICსდ (LC2X). 

2 –Xჯ 
2 ყლ=მCხLწ3ვ3 ; 

4) ყ =V მILCCL§ 6“? , 

2) ყ= 10 (1 –-2-X); 
4) ყ «= გLCLC5 (4-» –- 1). 

1 
00539 ––– 

2) ყ= 2 

ვ 2 
4) ყ =M/ მXC0051 --> . 

2 ყლ; 
“ 105ლ00§X ” 

_ 4.____ 

ლდ 3 + 

2) თ=V1 + 12% + LCXჯ; 

4) ყ == 100 (X -–– / X2 + 0“). 

4) ყლ



8.47. 

I) ყ= 1 1+X#VX+2; 2 9=V »X+/ X+V7X; 

ვ) ყლ 1 35%. ვ-052. 4) ყ= 1/ 2» -+L V 5 X-+ VC05 X. 

8.48, 

2ჯბL 5 –- 
1) ყ=16-- + 5015, 2) ყლ=6 რ. 205V/X ; 

ი(დ-' 
X? . 2 1 

3) ყ= 5 –.101ი“59IიX, 4) #ყ = - მXCIყ" 2X-L -2 905 10 X. 

8.49. 

1) ყ=I02(2X-C V 222 –– 1) + 20510 6-”; 

2) ყ=Xჯ–მწ”ლიი + 1(X+ V1--60%); 

ვ) ყლ ჯX-–-I1(1 + 65) –– ვწი(სყ?67/? ; 

1 
  

  

= II (V 2 L–Xჯ 1+21(ყ?Xჯ). 

8.50. 

. XL... –ჯ 
1) ყ =310 --- · 5Iი 4X; 2 ყლე C0510X;, 

8 

ვ). ყ = 2)/XIი?X, 4) ყლ 3“ წ ".გიტვსე კ. 
8.61. 

1) ყ= ი0§? -- .(C-- ; 2) ყ = |(X) –- 2ჯ · 61/+; 
2 5 

_ 1 10 _ 
41) #=(VX+-–=) I(I(VX + 1); 

V X 

4) ყ= V » +V X -მICLC 2X. 

8.62. 

ჯ X 
I« 2 + C8-- თუ /= მXC510 4X 

ა ყ=“  .=––; 1-4? 
10 51ი X 2005Xჯ 

ვ) ჯ 4) = =–-–=–--- 

# მი C05X 7 #V005 2X 
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_ 5074. 
-_ 

005 8X 
2 /C: 

ვ) ყ= _Iი (510 X) ; 

LV X 

8.54. 
X2 005 2X 

1) ყ=6 ; 

ვ) ყ =1I9(1 -–- X–X2V1-+X2); 
8.წ5. 

1 ჯ 
1) ყ =-ვ“ 20018 _ჯ: 

ვა ჯა 1-C- , 
1+C 
5101 3Xჯ 

25102 XC05X. ” 

X-2XII2X . 

V1 ++ 

  

5) ყ = 

7) 

8.60. 
1) ყ=VCVX; 

ვ) ყ = (1 + L6?X1) ; 

4 1 + 1ჩჯ. 

9 ყ=I/ 1141, 

  

005“ 5ჯ 
21 ყ=––“–; 

5II) 6X 

5 მჯC51ი V XL 4 ყლ“ - '.“" 
V1–- X 

2 ყ= §01+X9 2მLCLC ». 

4) ყ= 005(X–-X005 2X). 

VX-–1 . 

VX+1 ” 
” #+V1+X. . 

X 

2) ყ=VIი 

4) ყ= , 

მი ლეამ 
რ ყ= 59 2“ ; 

1 LC X 

2) ყ =V 1 + 5ნ?4ჯ ;) 

1 ჯ 1 ჯ 4 -–-ხ--. “ (09... 
სასყ/ლსასთ 2- 

14+V2V%» 
  

1 V# 9 
ა) ყ 2 X + ვ ი 

7) ყ=-“ თი2#X+V Xჯ 5ხ 2X; 
X 

1 –-.V 21ხ6Xჯ 
· 
, 

8 ყ=ხსნIიჯ + I11ნჩX, 

  

8.67. 

1) ყ= X5; 

ვ) ყ= (Iი #X; 
8.68, 

1) ყ = XIV; 
3) ყ = (X+ 1)7?2; 

ვ48 : 

ჯ? 

2) ყ=Xჯ ; 

4) ყ = #I9MX, 

2) ყ = (510 X)-9%5X; 
4 ყ = ჯაიჯ,



8.59. 

  

2) ყ == (511) V X)195-V X, 

   

  

1) ყ = (მწCIC ჯე ემ”C1დ #. 

50X 

ვ) ყ= (§0X) ; 4) ყ == (მ103511 X) 
5.60. 

1) = Xჯ9%6C51ი ჯ. 2 = X « : ” )#-(-” 3 
46% 

ვ ყლ=(სX) ; 4) ყ == (ჯ? -L 1)519#, 
3.61. 

–- ი0!/X ““ 

1) ყ=C601V XX. ; 2) #= 2ჯV #; 
ჯX 511)? 2X 

3) ყლ=ჯ ; 4) ყ =(0053X) 

5.62. 

60% ვX 
1) ყ=(5იX) ; 2) ყ==(I0X) ; 

· 0X ტხწ X 

ვ) ყ=(მგ2ლ9ი7ჯ) ; 4 ყლ=X ; 
გვი ჯ ტ005 X 

5) #M=X»ჯ ; 6) ყ=X ; 
60-18 ჯ ტგ20CLწ Xჯ 

7) ყ=X ; 8) ყ=Xჯ ; 
8.63. 

(X + 2)“ 
1) ყ =. (X+-11(2X+1)1(3+L+1); 2 == '--; 

7 + » 29= სე ცვ 
(X –- 2)ზ 

ვ = : 4 აა„აღეღელვ– ; 

ა) “ MX >5> 7 V9M-VC -= 15C > 3)! 
, თე თი 

5) ყ=(L-–- ძა” 'CL-–- თ)” «(X--0,) “; 
2 _·' 

6) ყ= –> _3 –=X_ 
1 –Xჯ (34+X?“. 

8.64. 
ჯ? 

1) ყ= 06%. 510 X·C059X; 2 ყ=2 ·წXჯ.IიX; 
ვ) ყ = მილ5II1:2X-C05 X-I0ყეX; 4) ყ = (10510 X)7CLCX·5I1X. 

8.65. 
4 

1) ყ=(X2-- 4)V X2-–-4 +- ბითი > ; 
ჯ 

2 ყ=I)Lს" > –CიCლსV#-Iი0( +511 X –– X; 

ვ49



  

3ვა.–---- 
– 

3 = “(2- ვ ჯ.. 

ა) ყ 2 V X(C2-–X) + მილ005 1/ 2, 

4) ყ= > მ1C00§5 1 –- 
2 ააგებენ 

“XV 1 ––- X?. 

8.66. 

1 (-–>1 
1 #/-=--I2 

4 X+1 
  + მICLC X; 2 , 

2+. ვვეღეღეღუავ., 7 2X 
2 ყ= 2+X-X + მიი“ –-; ა) ყ 2 V2 + L 2 : 

აა · 1 8 ყ= 4-6 XMVI= 2-2 + 2 ბითი 29. 
V 2 

ი) ყთო- 4++X. გიდ ნ + რ, 
კ) 

8.67. 

1) ყ= --7= + == მICLC V X 

(1 -C #X) მჯ0LV V X. 1 : 
2) ყთ- როი ბკელო- 

; 

: ჯა _ 
3) ყ = მ09ი '|/ “ელ 90IVV X ; 

1 '5_1 მL0005 X 
4) ყო /M/ ა ს)“ . უ: ' (0 < ჯ<)). 

8.68. 

1) #V= ჯ-–II(20- -- 1 +-V6+% -+- 4-- + 1); 

2) ყ=2მ0-0090 -“––“-- – V2-+-4X-X#;; 2 

V6. 

ვ) ყ/=2I-(2ჯL-––= 3V1 –-– 4X?) –– 68#0510 2X; 

2 

4) ყ =-ი5- + IV 1 + X? + მICLწ». 

8,689. 

1 
X?--2:01-X-L 2» X-L1 

1 
) #=-=6 

; 
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წ2 
· . 1 Lძ –– 

510 X 35910 ჯ 3 Lე + წ 2... 

4 0054 ჯ 8 005? ჯ 8 1 LC ჯ ? 

3) ყ= 6-% ვ10510 6- + II (1 + V 1 –6>); 

4) ყ = მIლ510 6-4 -L 10 (2X |+-V 69X-- 1). 

8.70. 

1) ყ => 10 მICL8 X . 2 /= XV 1 +#2850X»ჯ 
IIIV64 V X?-->1 ? 

ვ) ყ= (1 –- X2)6M%- 1 C05X... 4 / = II (X5I0 X-V 1 –- #18). 

მX0C0059 ჯ 7 #“ C05 X 

8.71. 

) #=XV CC + თ. + 2 %V/ 24 > + + Iი C+V/X+ 25) 

2) ყ == X(მIL0510 X)? –– 2X -++2V 1 – X2 მ(ლ51ი X; 

–-ი-Xჯ 

ვ) #ყ=Iი (თიაგოისდ –“-“–) ; 

  

  

  
  

1 X+1 1 2X –- 1 

) V ვ ა 7292- LLC) L 783 208 V 3 

8.73. 

1) #= იშ 9>-X-X | 2 თიI/ (I 

  
Xმ?მ LX +1 ( 2X + 1 ( –-1 

2) (-MV X 16211, (თი V3. + გიდ -ი-- 

3) ყ = 810005 =1.   

  

X29-L1 

X 2 (1 -L 2ჯ? V3. 1 
4 – – ი... V თ მიი . 

ა) #= 1-<+8ჯ12 + 12 1–- 2X + 42 + ი-9=+ 75 

8.73. იპოვეთ |” (Xი), თუ 

1 /0)=I(1+X+ მილ§10 > ,; X)5=1; 

2 /თ=I0--, + =2; 8) წლი =1ი9იX# X=-- 
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2-1, X=ა; 5) (00 =10(1+ 2), X-=2;   4) 7(X =მჯიI)ი 

§10> 3ჯ 
6) (01 =2 , XC - ., 

6 

874. იპოვეთ / (0) + X | (0), თუ M”(X) = 6-7, 

8.75. იპოვეთ «ე 9(+), თ (ჯ = _ 905X ვეთ ((+-)- 2 (3), თე IC <1: 

8.70. იპოვეთ ყ” და ააგეთ V და ყ” ფუნქციების გრაფიკები, თუ: 

))ყ=|IXI 2)9=X)IXI,; 3)ყ=II (X5+0); 

ი,=L 7 ღო X<9% 5 #„-L აი, როცა #>0, 0-6, როცა X>90; II (1+Xჯ, როცა X>0; 

6) ყ. = (XV – ძა (-- ხე), როც თ<X<.ხ; 

I 0, როცა. X § ი; ხ1); 

მICLC X, როცა |XჯI <1, 
7 = ე" 

) ყ =– 90იX+2=7, როცა |XI >>1; 

1 
ე => |?  , როცა IXI <1), 

–, როცა ||XI>1. 
C 

8.77. იკოვეთ შემდეგი ფუნქციების წარმოებული: 

1) ყ=)(X–-1)7(X+1)9); 2) Vყ = | 5103 X | ; 

ვ) ყ = მL0005   ; 4) ყ = IXI 5II? ჯX. 

ამოხსნა. 1) (X-–1)? და (4-1) ფუნქციები წარმოებადია, ხო–- 

ლო §5!C I (+ 1) ფუნქცია წარმოებადია ყველგან, გარდა X=-–-1 წერ- 

ტილისა. ამიტომ თუ V ფუნქციას გადავწერთ შემდეგი სახით 

ყ = (X –1)1(X + 1)შ519ი(X + 1), 

მაშინ ნამრავლის გაწარმოების წესის თანახმად მიგიღებთ 

ყ' = (2 –- 1) (5#ჯ-–1)IX+ 1, X#X56-–-1. 
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=--1 წერტილში კი გვაქვს 
– 2 (-- : „ ვ V(-1 = IMთ |(– 2 + 4X) (--1 + 4#X + 1)8I 

= 0, 

#4X–->0 4ჯ 

ამრიგად 

ყ” => (X? –– 1) (5X –– 11|I X +1| 
ყოველი X-თვის. 

ანალოგიურად გვაქვს 

  

· · · - 3... · 
2) ყ” = 3510? X 005 ჯ 5Iყი (510 X) = > 510 2X | 5101 # I ; 

ვ) ყლ -- 1 (– 5101 ·) = 5109 X 

1 I XI? | X IV X2––1 
1 ? 

1 

XV XX -–-1 ((XI> I) 

4) ყ” 5> 2X IXI 51 2 X 005 1LX = X IX) 510 21X, 
სადაც X5-/, # მთელი რიცხვია. 

გამოვთვალოთ სყ. (ქ) და VI. (წ) გვაქვს 

I + 4#X) §IIშ1(” + 4») _ 
ი-'''" 

#ტX–->01C #X 

9 2 – (68 + #XI 2? /ბ X =0 

#ტX–->0-L /#X 

მაგრამ, რადგან ყ” (#2) = ჯ L#2) 5II1 2#% =0, ამიტომ საბოლოოდ გვაქვს 

ყ= ჯ IXI 51ი 2ჯXX ყველა X-ისათვის. 

8.78, იპოვეთ /”+ (XI) დღა /.(Xე), თუ; 

2. 9 
1) ”00 = 8(09ი –--–-7#., Xე = 0; 

თ? -L ჯ?ბ 

1 
ბლ13 . 0 

2 ჯიში, როცა #2%V „0, 
0, როცა X=0; 

1 
ჯა), რო X53-0, ვ) /ცე)=1/7 99% ც XXV  = 0, 

0, როცა X=0, 

  

ჯ- Xა= 92. 

2, როცა ჯ = 2; 

93. უმაღლესი მათემატიკა 353 

1 , . 
4) #C0 = რ –- 2) 2ICL 2' როცა X23–-2;



8.მ. დაადგინეთ, რომელ წერტილებში არა აქვს წარმოებული 1 (ი) 
ფუნქციას. იპოვეთ მარჯვენა და მარცხენა წარმოებულები მათი 
არსებობის შემთხვევაში, თუ: 

1) 7(X)= | --5X+4); 2) წ(X1=|)(-–-1)(X-– 21(-––3)1; 

    

  

ვ) 700 =I§IიXჯI; 4) M”(X) = | 005XI; 
. 2 

9) /'თ- ჰი-> კ; როცა X>2“-0, 

0 როცა X=0; 

6) /(თ- თა | როცა. X>C0, 
0 როცა X == 0. 

8.80. იპოვეთ I (X) ფუნქციის ცალმხრივი წარმოებულები, თუ: 

  

წ · 

1) ჯ(CX) == IXI 510 XX; 2) ჯ(X) == ” «ა > , როცა X5<0, 

0, როცა X=0; 

3) წ00 = V9I0 X? ; 4 ”(0 = V 1 სალამ. 

ჯ 

5 0) =IIიIXII, X>0; 6) (60 = 11 + ი. ცა X7C0, 
0' როცა X=0. 

  

ამოხსნა. 1) §5II1ჯ წარმოებადია ყველგან (X) ფუნქციას არა 

აქვს წარმოებული Xჯ=# (#=0, +1, +2,...) წერტილებში. ამიტომ, 

თუ X5-7, გვექნება 

I (X) = I- (X) = /3. (X) = დ (XI 005 ჯIX. 

X=ჩ წერტილებში წარმოებულის განსახღვრის ძალით გვაქვს 

I6 + XI) ყი CCC+ 4X) –- (წ) 80 IX. _ 
  L+ (0= 1IIი 

#ტL->0+ #X 

– ყო Iჩ -L #XI (–- 1)#510 I ჯX _ |(-–- 1) ჩი, 

#X->0-+ ტX ” (-–-1#(6-–- 11%. 

2) ცხადია, ფუნქციას არა აქვს წარმოებული X=0 წერტილში და იმ 

წერტილებში თუ   

2 
ილებში, ს ეეა''–<-_<____-_ წერტილე ადაც C0§ -- ეე რ #=--- 1 

X2-0 და X 3“ X,, მაშინ 
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I (%) == 1) (9) = |” (X) = C0§ = + -“ყIლი C +) -8წე-“ == 
ს #ჯ X X X 

/ 1 2 _. 1 ; ჯ 
== (§9%5-- + _9ი+) 51ყი C +) . 

X X Xჯ X 

ახლა გამოვთვალოთ / (Xგ) და /”“ (X,). გვაქვს 
(-2-- _2. , ა ა  90#+1) | 

  

  

  

    

  

  

ჩ+ (MX) = Iთ 2ჩ -L 1 | 2 + (2ჩ/ -L 1) ტX 
რ#X-–>0-L 

1 2 XC2X+1)  #L(2#/--1) 
= II =---–_ 

ტ>90+- #X #X V 2 +1 + “I” ((+0ა> )+ 

+545) – =1+%) > %(2#+1)1 0» _ | _ 

#ტX->-0-- 23 #ტX 2|2+(2#-L1) ბXI 

2 LI. 1 
= .--(2ჩ 1)? (–+- 1) = + –– (2” 1). 2ჩ 4-1 2 (2ჩ-+- 1) (<1) = C ––=(2#+ 1) 

X=0 წერტილში მიიღება 

    
    

  

ტჯ 008 –-. 

III _ L იჯ = IIი1 იე 1 · ესკიარ არსებობს, 
ტX->0:C #X '” ტX->0+ #X 

3) როცა 510 X2>0 გვაქვს 

, X 005 #2 

I 
მოცემული /| (X) ფუნქციის განსაზღვრის არეა 

V 2MM <| XI < VC2# +11#% (-=-0, 1, 2,...). 

ამიტომ X =V 02ჩნ+ 1” წერტილებში უნდა განვიხილოთ 
მხოლოდ მარცხენა წარმოებული, ხოლო ჯ -. / 27 წერტილებში 

მხოლოდ მარჯვენა წარმოებული. გვაქვს 

  

, (VC2” + 11) = II –-V 51ი (V (26 + 1) 2 + ##)? 
#ტX->0- 

  

= Iთ –“..V--§5ი(2 VC6+ 1) = #X + (829) = –– თ; 
ბI-–0-- #X



I+ (V2MV0= ი –- I §ი (V 264 ტე? = 
ტ1->-0-- 

  

  -V §Iი (2 V 2/9% · ტX + ლოო = –+C. =”  11II1 
ტრX-50+ #რX 

Xჯ=0 წერტილში გვაქვს 

| #X | CI. 
I+ (0) = III) _1. V აი(ბე?= MIწIი –--... - + 

ბX-+-0L #ტX ა-ი #Xჯ 

4) ცხადია, რომ თუ X5-0, მაში5 100= /#/1--C > ფუნქცია წარ- 

მოებადია და ' 

„აოM 

8-2 
I (X) = 

  

X=0 წერტილში გვაქეს 

I+ (0) =. 1II ! იტი ე. 
ტბX--0+ /#X 

–-(ს 3 

: >. 
–-______ 
ბახი რX (4ტ»ჯ?) 

–(4X)? 

= + IIII V 1-2. _ = 41. 
#ტXV–->0-L (ტჯე? 

5) თუ X5-5+1, მაშინ რთული ფუნქცი-ს გაწარმოების წესის გა- 

მოყენებიეთ გვაქვს 

  I (X==59ლ0Iი IX I) · | 1 §(ყიX = -L §(0ი(Iი1 XI). 
X X 

X=2+1 წერტილებში მიიღება: 

=-L1. 

    

/+(1)= I IIიI –II0I1+4XII= Iი. MX IIი Iი(1-+–ტX) 

0: 4# #X->-0-+ #X #X->-0-0 #რტX 

1-–-/ 
/+C-1) =, II –|იI--14+4XI|= სთ III ( X)I _ 

#X->0 ტX->0+ # –+ #სX 

რ ყი | იძ-ბი ს ცე 

  

- = IIთ 

სგჯ--0+- #ჯ #X->-0-C –. MX 
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6) თუ X=§0, მაშინ 

1 __ ი1/X 
1 ჯ 6 

1 -L 01/X + (1 -L 6179)? 

X=0 წერტილში გვაქვს 

  I (X) = 

, . 1 / MX : 1 
ვეეე-”–– თ) = I –_–_.  –=0; 

+ ტX->0+ 4X L 1 + 674 ICI რX->-0-+- 1 - 461/4%X 

, · 1 

I_-(00= Iს – _რX I ) = IIი1 _ 1. _ -– = 1, 
#ტX->0- #(#X 1 -L 61/ბ+ ბX->0.-. 1 ++ (61/რჯ 

ა.81. იპოვეთ |” (ი), თუ #(X)=(X–-ძძ) დ C), სადაც თ (ი ფუნქცია 

უწყვეტია X=0თ წერტილში. 

ამოხსნა. 

  I” (0) = III) C+რX--თიCრ+ბი = Iთო დ(თ-+ 4X) = «(თ. 
#X–>-0 #X ტაX->–0 

3.ევ–. აჩვენეთ, რომ /(ა=|)X-ი|რC0ე ფუნქციას, სადაც თდთ(X) 
უწყვეტია და თ (0)550, არ აქვს წარმოებული X=თ წეოტილში. 

ამოხსნა. გვაქვს 

I+-(0 = IIი “' ი- M-–-იIდთC+-40ი=+ითდლთ. 
ტ:>0+ #X X 

§.831. ააგეთ უწყვეტი ფუნქცია, რომელსაც არ აქვს წარმოებულები 

ძა რძა,..) იე წერტილებში | 

მითითება. აჩვენეთ, რომ ასეთია ფუნქცია 

ICC X–CთI-.IX-–- ძა) ··IX –ი,!. 

8.84. გამოთვალეთ /” (0), თუ 

#(X) =X(X – 11) (C–- 2) ···/(LC-–– II), CM. 

ამოხსნა. წარმოებულის განსაზღვრის ძალით გვაქვს 

I” (C)= III) 4X(6X--1)(6X--2) -+(6X--I) -| ჩს თუ # ლუწია, 

#ტXL–>–-0 #X –#72?! თუ # კენტია; 
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ც.8ა. დაადგინეთ 

ჯ =+X კ როცა X#-=-0, 
Xჯ 

0, როცა ჯ == 0 

ფუნქცია რა პირობებშია: 

1) უწყვეტი X=0 წერტილში: 
2) წარმოებადი X=0 წერტილში; 

3) უწყვეტად წარმოებადი X=0 წერტილში. 

ამოხსნა. 1) განსახღვრით გვაქვს 

|(X) = 

7 (0 +) = II91 (4X)7”5Iი 1. · 
ტX->0-C /#X 

აქედან ცხადია, რომ ეს ზღვარი არსებობს და ტოლია 0-ის მხოლოდ 

იმ შემთხვევაში, როცა #>0. ამიტომ ფუნქცია უწყვეტია X=0 წერ- 

ტილში, როცა #M>0. 

2) ცალმხრივი წარმოებულის განსაზღვრის ძალით გვაქვს 

(ტ)შ §ი--- 1 

#+(0 = მთ ––-“= Iთ (0ი0შ-159ი გ . 
#X->-0-C რტX ტX->0-+ 

ეს ზღვარი არსებობს (და უდრის ნულს) მხოლოდ იმ შემთხვევაში, 

როცა #>1. ამრიგად, | (X) ფუნქციას აქვსს სასრული წარმოებული 

X=0 წერტილში, როცა M>1. 

3) როცა X=5-0 გვაქვს 

.- 1 1 
I (Xა => ” XM-1 31) –“–- –- 9-2 005-––, 

ჯ ჯ 

I” (X) ფუნქციის უწყვეტობისათვის X=0 წერტილში აუცილებელია და 

საკმარისი ადგილი ჰქონდეს პირობას 

I (0“) = I” (0+) = # (0). 

ცხადია, რომ როცა X->0+, რიცხვი |” (0#+) არსებობს მხოლოდ იმ 

შემთხვევაში, როცა ”>2 და ტოლია 0-ის. მეორე მხრივ, |” (0)=0, 

როცა M>2. ამიტომ /” (X) ფუნქცია · უწყვეტია 0 წერტილში, როცა 

#”>2.- 

ვე8



8.80. დაადგინეთ 

  ICე = 83IV სხლუ , როცა #50, თ=>თ 

0, როცა #=0, 

ფუნქციას რა პირობებში აქეს: 

1) შემოსახღვრული წარმოებული 0 წერტილის მიდამოში. 

2) შემოუსაზღვრელი წარმოებული 0 წერტილის „მიდამოში. 

ამოხსნა. 1) X=0 წერტილის მიდამოში გვაქვს 

  

. · · 1 
I” (ე) –ი | X |“ 1. 51ყი ჯ- 51ი –-M| XI 1-M-'აIყიჯ '005-> (X5–<0), 

1 
IX I” 

ხოლო 

| #XI25Iი თი 
”C)= Iთი –--- IX” _ 

#X–>-0 ტX 

. 8-1 C 1 · 
= სო) ( | ბXI5“! §1ი ბას ლ» 51ყი (აი) , 

არსებობს და უდრის 0-ს, როცა #>1. გამომდინარე აქედან /” (X) 

არსებობს 0 წერტილის მიდამოში, როცა #>1. ცხადია, იგი შემოსა- 

ზღვრულია, როცა ჩ-–-M1-–--12>0, ე. ი. როცა #62>/1+1. 

2) | (01) ფუნქცია იქნება შემოუსაზღვრელი, თუ #--1<0 ან 

ჩ–-ი-1<0, საიდანაც #</M1-+1. მეორეს მხრივ |” (0)-ის არსებობი–- 

სათვის აუცილებელია ჩM>1. ამრიგად, საბოლოოდ გვაქვს 1<#07<7+1. 

8.87. აჩვენეთ, რომ, თუ 

I(CX) -“ 
Cა >, როცა X3C0, 

ჩ4   
0, როცა Xჯ=0, 

მაშინ 

1) წ(X) ფუნქციას აქვს სასრული წარმოებული X=0 წერტილში. 

2) X=0 წერტილის ნებისმიერ მიდამოში არსებობს წერტილი, სადაც 

1 (X) ფუნქციას წარმოებული არ გააჩნია. 

ამოხსნა. V#=X2 ფუნქცია ყველგან წარმოებადია ხოლო 

=> ფუნქცია კი წარმოებადია ყველგან, გარდა +=0 და 
ჯ 
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X=%5= ჯე; 6-0 21, 2-2-) წერტილებისა ამიტომჯ/ი) ფუნ- 
ქველის წარმოებულები, როცა X950 და X>-6X, არსებობს და ჩვეულებ- 

რივად გამოითვლება. X=0 და X=ჯ, წერტილებში |” (1) გამოითვ- 

ლება წარმოებულის განსაზღვრის გამოყენებით: 

# X)? | ი0§ –“-- (4 X) 2 
X     / (0) = IIი1 = 0, 

ტX–-0 #Xჯ 

წარმოებადია 0 წერტილში და |” (0)=0. როცა ე. ი. (ა) ფუნქცია 

Xა=X)== _ 2 _ , გვაქვს 

27? -L 1 

2 L | 

“ე 1484 
–ლ- X ») 

#”აX 

X(C2#-L1) XC2L1) X(2ჩ”-L1) 

( 2 +( – |) 

M(2ჩ + 1) _ _ 
0C05 

2 + (26 -L 1) #ჯ   

  

= 'I+X) == IIი 
ტX-3-0-L 

4 . 1 
Iს ––-Iლ005 

“ Cს+1)? 8>>0+#X 2-LC2ჩ-L1) #X 

მი ( X(2ჩ + 1) -.59%10) = +», 
2-+(2ჩ+1) #ჯX 2 

ამრიგად 0 წერტილის ნებისმიერ მიდამოში 

  

4 
= - Iს –– 

(2#”-- 1)? #X->0+ #ტჯ 

ე. ი. #4. (X,) 2“ !- (X). 

არსებობს წერტილი, სადაც |” (X) არ არსებობს. 

8.88, აჩვენეთ, რომ 

'თ –1 

ფუნქცია წარმოებადია მხოლოდ X=0 წერტილმი. 

ამოხსნა. გვაქვს 

MC) = სიო LC, „ =ი0, 
იი #1,, 

სადაც X, არის ნულისაკენ კრებადი ნებისმიერი მიმდევრობა. ცხადია 

  

  

X, თუ X რაციონალურია, 

თუ X ირაციონალურია, 

  

+თ0I+ 2 

_+Xი_ = | Xე |, 

  

  

” 

საიდანაც 

IIIი IC.) = 0, 
ით Xი 
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გ. ი. I (%1=0. როცა X=-0, მაშინ / (0 ფუნქცია წყვეტილია და /” (X) 
არ არსებობს. 
ს.ზი. დაადგნეთ, აქვს თუ არა სასრული წარმოებული ფენქციებს: 

1) /7(XX=111-–– 77) იჯ; 2) M”(X) = 2LC510 (C05 X); 

== · 

–_- 
IXI–- 1, როცა IXI>>1. 

ამოხსნა. 1) ნამრავლის გაწარმოების წესის თანახმად გვაქვს: 

I” (X) = –- 2X 51ფ9 ((? -–-- X2?) 510? X -L | 2? –– X1 | 02 ( IX) >-1ე. 

წარმოებულის განსაზღვრების გამოყენებით, X= +Xჯ წერტილებში მი- 

გიღებთ: 

I+C-7)= II) “1 (| ა1-– (<1 + /MX)? | 51119 (–– დ -I- #X)) = 0, 
ტბX-–>0+ რX 

”+Cი0= III. CI 22 –> (« -+ #X)? (| §Iი" (LC ++ #X)) = 0. 
X–ა-0-L 

ამრიგად, ნებისმიერი X-თვის 

LI (ე) = |ე1–-X” | 5Iი 2X –– 2X აჯი? XაIყი (ი? –- ჯ”). 

2) როცა X5-#X, მაშინ 

–-510 X _ –-511X 

VI – ლ099ჯ. | §1ი X | 

X=#ჩ: წერტილებში გვაქვს 

,' (0.= = –- 51ყი (511X). 

I+ (ჩ”-0 =. III 1. (ელლ51ი0 (C05 #5 “+ #X) –– მI051ე (C05 #1) ) = 
ხტბX->-0+L #რX 

= IIIი = (210519 ( ( ––– 11” 005 /ტX) –– მIC51ი ( (–– 1)1·)) = 
ბX->-0+ #X 

__ მI0510 | 510 #X | _ 

  

#ტX->0-C ბX 

= (1 I გნივ)ი | 510 /X | X | 510 ტX | 

ტX->0+L | 510 /#ბX | #X 

= (– 13#+1 )#თ _ 510 ტXI _ = + ( – 1)#+I, 

#X->04C #X 
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ამრიგად ფუნქციას X=/MX# წერტილებში წარმოებული არ გააჩნია. 

3) ცხადია, ფუნქციას, გააჩნია სასრული წარმოებულები ყველგან, 
გარდა შესაძლებელია X=+1 წერტილისა. შევისწავლოთ წარმოებუ- 

ლების არსებობის საკითხი ამ წერტილებში. გვაქვს 

  

  

ჩი 0ე)= Iთ -11124X-1 -), 
ტX->-0-- #X 

I1- (11) – IIი 1) (–1+4ტX+1)(1+404X 
+177 _. 

ტ.ო->-0-- 4 #X 
· 

ასევე 

IC-–-1) =. IM (-–14+ი-0(-1+4იX+1!. 
_ ე 

+ #X-50-L 4 
#X 

, 

”(C-10= Iთ L- 1+რ6I--1 , ყე 1-რ%-1 , I 
ბX->–0- წთ 4 #0 ჩ» 

ამრიგად, ფუნქცია X=1 წერტილმეი წარმოებადიას, ხოლო Xჯ=--) 

წერტილში არა. 

8.90. გამოიყვანეთ 

1) ჩ,(X)=1+2X+3X#+--+--+7/7:Xჯ29“1 

2) Cა (X) = 1? + 2?1X -L 31X? -L ».–- 2 X9- 

ჯამების გამოსათვლელი ფორმულა. 

მითითება. გამოიყენეთ X-LX? -L ·" + X% ჯამის გამოსათვლელი 

ფორმულა. 

8.01. დაამტკიცეთ, რომ ლუწი ფუნქციის წარმოებული კენტი ფუნ- 

ქციაა, ხოლო კენტი ფუნქციის წარმოებული კი ლუწი ფუნ- 
ქც-აა. 

8.02. დაამტკიცეთ, რომ? პერიოდული ფუასქციის წარმოებული თუ 
ის არსებობს, აგრეთვე პერიოდული ფუნქციაა იმავე პე- 

რიოდით. 

იპოვეთ დიფერენციალი ძV (MM 8.93--8.96): 

  

8.93, 

1) #/=3VX -“; 2) ყ. = 510167», 
ჯ 

1 4 ყ= 005 ჯ 

005X.. ყ == 1--ჯ ი. 
3) ყ=2 , 
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8.04. 

  1) ყთIიდ-“- “6. 
2 510 X 

ვ) ყ =192(00592X --7/ 1--005%); 

8.96, 

1) ყ = Lყ(2მIC005 V1 –- 2X?); 

ვ) ყო==XV4--X?-L4მ8-0ლ§1ი – ; 

  

8.96. 

II IX 1 ჯ? ” 
1 + X“ 2 1+X 

1 
3) ყლ–1ი| X?--1| –– –- ; 

X“––-1 

8.07. იპოვეთ ყ=/ (X) ფუნქციის 

2.1 
2) ყ= გლლ(დ--- 

X 

1 
4 =-მIიC005--–->=--–- 

) ყ V1 -L 2Xჯ2 

2) ყ=X9? მ”0(CV/ X2--1-- /VX>--1 ; 

4) ყ= გი0I ( (C ->- + 1 ) · 

2) ყ=XII II-+-VXL+-3|--VX2-+L3 ; 

4) ყ=3XV X2-–-1-+Iი IX+- MX? 1 IL 

მყ დიფერენციალი ჯე წერტილში, 
თუ: 

1) ყ=. 2XL–-#, Xა=1, #X = 0, I; 

2) ყ == X9)--X2, X=-1) #X=--0, ი; 

3) ყ=VX--2X, X.=-–-- 1, #ტ–6= -–-0,01-V 3; 

4 ყ=2“), X5I) #X= 29. 

8.98, 
ციალის გამოყენებით, თუ: 

1) წ0ე)=VX, #51, 
2) ”(X) = 51)იX, X- == 309, 

3) /(X) = 005X, Xე =3 609, 

4) IX)=მIICX, Xე =1, 

5) /(X) = IიX, X-=21, 

6) #”(X) =-C”, X- == 0, 
7 /7(X0=1იX, Xა =1, 

8) ”(2X) = / X, Xვ == 1, 

იპოვეთ | (Xი+ #X)-ის მიახლოებითი მნიშვნელობები დიფერენ– 

#X 8= 0,004; 

/#სX == 19; 

#X => 19; 

რტX =ი 0, I; 

#ტX = 0, 2; 

#X = 0, 2; 

ტX= = –0,1; 

#X = 0,012. 
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8.09. კვადრატის ფართობი §((ე)=XV2 გაიზარდა ს§ სიდიდით. იპო- 

ვეთ გვერდუს ნაზრდის მიახლოებითი მნიშვნელობა. 

8.100. სფეროს /? რადიუსი გაიზარდა #/# სიდიდით. იპოვეთ სფეროს 

მოცულობის ნაზოდის მიახლოებითი მნიშვნელობა. 

8.101. აჩვენეთ, რომ ყ ფუნქცია აკმაკოფილებს მითითებულ ტო- 
ლობას: 

  

1 
1 = Iი ს) Xყ +-1 =0V; უყ 1+ჯ ყ + ? 

თ #/= 510 ჯ 
  ს) XყV“+ყ=005X;, 

3) ყთ509>+--C, ყ” + 2ყ = 6", 

  4) /-=-“" , ყ--/IთCX=0; 
C05 Xჯ 

2 _ >––=“““4ჟ“9““–“– 

5) ყ =-- + = VX?+L1 +1Iი / X + VX? +1 , 2ყ=XV" +Iი ყ”, 

მLC51M X 
6 = –=--–-=–==) 1 –- ჯ? '-X = 1; )#= უ==5>, 0-9/–M   

7) ყ=ლ=X(C-– სჯ), (X--ყ)ძX+ Xჯიყ =:0; 

8) ყ=V X--იწ, (X# + ყშ ძX>- 2XV ძყ = 0. 

§ ი. მაღალი რიგის წარმოებული და დიფერენციალი 

9... იპოვეთ მითითებული რიგ-ს წარმოებულები: 

1) ყ= 1 --4X +2, ყწ=? 2) ყლ4X –- 3მ-+-2X+6, ყ”=? 

ღეაე..– „” X ” 

3) ყ=XჯV 1+X#, ყ” =7? ი ყ= =>! ყ'=? 

92 

5) ყლ 6 , ყ” =? 5) ყ=005X, ყ“” =9 

7) ყ = LX, ყ”= ? 8) ყ =1ი(X + V1+X?), ყ”=7 

9) ყ=(1-LX')მICICX, ყ–=? 10) ყ=X"Iი», “. =? 

91 .5 ” –X #-– 11) ყ=მ(0CLC(X+ V1+X?), ყ”=? 12) ყ=მ1X0CLC –-======>- 5===+' ყ”=? 

13) ყლIL # (XV), ყ” =? 14) ყ==XL51M(I0X) +-00%1იX)1, /”=? 
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ა 

3) 

5) 

7) 

1) 

9.4. 

1) 

4) 
7) 

10) 

13) 

1) 
პ) 

5) 

9.6, 

1) 

წ) 

5) 

7) 

9) 

იპოვეთ მითითებული რიგის წარმოებულები მოცემულ წერ- 
ტილმი: 

  

“ჯ 2X1 „ 
/=იV “ ) ყ(4)=7? 2) ყ=6 ,; ყჩ(00:=7? 

: 1 ” ყ=მICLCX, ყ””(11=7? 4) ყ=მL0C51L = ს ყ(231=? 

ყ= 5550X ყ«თ0=? 6) ყ=(2X--7)%3X--7)9, VV(X,)=? 
V1--X? 

ყ = X"5Iი 2X, ყ” (0) = 7? 8) ყ=>-65)'M% C05 (510 X), ყ” (0) = ? 

ვთქვათ | (ს) სამჯერ წარმოებადი ფუნქციაა იპოვეთ წ” და 
/// ყ”””, თუ: 

ყ=/IC; 2 #=IL--): ვა ყ = MC9; 4) ყ=/(00X,. 
Xჯ 

იაოვეთ M#-ური რიგის წარმოებულები: 

  

ყ = 017; 2) ყლ=50იX|; 3) ყ-ლ–-005X; 

ყ= XI; 5) ყ=1იX; 6) ყ = 0M; 

ყ =5110X; 8) ყ == 005?0X; 9) ყ == 511?0X; 

1 1 
=. Iი. –M); 11 = ; 12) ყ=-––ძძ); ყ = Iი,(თXჯ-L-6); ) ყ 1-> #-11, 

14+Xჯ 
  ყლ=X-+X+6ი 14) ყ= 1+- ა 

ლაიბნიცის ფორმულის გამოყენებით იპოვეთ მითითებული რი- 

გის წარმოებულები: 

ყ=X20:, ყე) =7? 2 ყ=XVIIX; ყ1=? 

ყ=(VC--1) 2X-I, ყი)? 4) # =2(ჯ2-L 11510 X, ყ(201=–=? 
II Xჯ V 95 (თ) 9 6 =- “ , ქ–წი=9 

ყ=X005X, ყ = ) ყ ; 

იპოვეთ მითითებული რიგის დიფერენციალები: 

ყ=(V-+X+1)6-X, ძძყ=? 2) ყ=0055X, ძ?ყ9=? 

  

  

ყ=V1–X:, ძყ=7? 4) ყ=2X–+CLწ2X, ძ'ყ=? 

IIIIკ 
ყ=ი მIC005X, ძ?ყ = ? 6) V = ძშყ ==? 

ჯ4ტჭ 
ყ'ლ=X>6-X, ქმყ =7? 8) ყ=> ; #ყ=? 

ყ=35)0(2X+5), ძი, ყ=? 10) ყ=C" 995-51ე(ჯ51ე თ), ძლ)ყლ–? 
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ყ.?. იპოვეთ მითითებული რიგ-ს დიფერენციალები მოცემულ 

წერტელში: 

XV 3X+2 1) ყთ- > ,ძე()=? 2 0ყ=- XC. კე(0=73 ა) ყ 3-2 ყ(1) ) ყ 2-2: + 5 ყ (C) 

ი 1 / 
ვე ყლგლ(დ--2+X , ჟიფ)(0)=7? 

2-X 

4 ყ=(X+ 5), ძ1ყ(0)=? 

მ.გ. ვთქვათ ყ=ის + -X. კ) X -= LC. გამოსახეთ ძ?ყ; 
1 + X? 

1) X-ისა და ძჯX-ის საშუალებით; 

2) 1-სა და ძ!/-ს საშუალებით. · 

9.9. · ვთქვათ ყ =2 510 I, #=0, X =V. გამოსახეთ ძ? V; 
1) M-სა და ძII,-ს საშუალებეთ; 

2) X-სა და ძჯX-ის საშუალებით; 

3) ჯ-სა და ძ(/-ს სამუალებით. 

9.10. აჩვენეთ, რომ ყ ფუნქცია აკმაყოფილებს მითითებულ ტო- 

ლობას: 

1) ყ9=0C0050X + თ 5110, ყ” +0?ყ=0, 

2) ყ=0,6% -+L 0.6-%, ყ--იყ=0; 
3) ყლთCთ06%+4+-C0C6M, ყ-- (0 + ჩ)ყ” + თზყ = 0; 
4 ყ#ყ=(00053X +-0:5I1 3X)0-1, ყ” + 2ყ' + 10ყ =:0; 

5) – ყ-ყ= თ 2, 
ჯ X 

6) ყ= 010 მ(ლ5)ი ჯ, (1 –») ყ” + Xყ” _ 100/V = 0. 

9.11. აჩვენეთ, რომ ჩებიშევის“ მრავალწევრი 

71% (X) = 
  ლოდ 005 (/1 2ICC05 X), MCM 

აკმაყოფილებს განტოლებას 

(1 –– X9) 78 (X) –+X1, (X) + I 1 (X) =0. 
9.1?. აჩვენეთ, რომ ლეჟანდრის“” მრავალწევრი 

1 ი 
X, (CV) = 2. I ICC? –– 1)ბ|)ა, #=0, 1, 2,.. 

აკმაყოფილებს განტოლებას 

(1 –-. ჯ?) IX (X) – 2X #/ (X) + ჩ (IM -L 1) #ა (X) = 0. 

« პ, ჩებიშევი (1821-1894) –– რუსი მათემატიკოსი. 

«“ ა, ლეჟანდრი (1752--1833) –- ფრანგი მათემატიკოსი. 
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მითითება: გავაწარმოოთ (I1+ 1)-ჯერ ტოლობა 

სა (X? –– 1)Iს|/ == 2/1XV, 
დაც 

ს = (#2? –- 1)”, 

მ.1ვ. ჩებიშევ-ლაგერის მრავალწევრი განისაზღვრება ფორმულით 

L» (X) = 6” (X_ 6–2)(ი), /.= 0, 1, 2, «- 

იპოვეთ #ა (X-ის ცხადი გამოსახულება და აჩვენეთ, რომ 

Lა (X) აკმაყოფილებს განტოლებას 

X Lა (X) + (1 –– X) ჩე (9) + ჩ, თ) II 0. 

მითითება. გამოიყენეთ ტოლობა 

XV + (L–- 9M)V# = 0, 

სადაც 
ს = XM 6-%, 

9.14. ჩებიშევ-ერმიტის” მრავალწევრი განესახღვრება ფორმულით 

M, C) = (– 1)50% (6-X")(0), გ =0, 1, 2,... 

იპოვეთ წა, (#-ის ცხადი გამოსახულება და აჩვენეთ, რომ 

MI, (X) აკმაყოფილებს განტოლებას 

MI (X) –– 2X I, (X) + 2M.M/, (X) = 0. 

მითით ე ბ.ა. გამოიყენეთ ტოლობა 

" –- 2IX = 0, 

სადაც 

(0 = 6--X1, 

მ... მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით დაამტკიცეთ 

ტოლობა 

((5-1.6I/ი0) = LC-I» 
ჯ”ონ1 · 

შ შ. ერმიტი (1822--1901) –– ფრანგი მათემატიკოსი. 
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9.16. აჩვენეთ, რომ ადგილი აქვს ტოლობას ? 

ჩ 

(რომიეი <7 ( IL X +- 1 X) · 

#-==1 

9.17, იპოვეთ /'"') (ი), თუ 

II)=(ჯ-–-ი დი, 
სადაც თ (X) ფუნქციას ი წერტილის მიდამოში გააჩნია (I1--1) 
ოიგის უწყვეტი წარმოებული. 

მ.13. აჩვენეთ, რომ ფუნქციას 

1 
ა2შლუე 'რ-“ 5111 2 თუ X53“-0, 

0, თუ X=0 

(1 ნატურალური რიცხვია, X=0 წერტილში გააჩნია M-ური რიგის 

წარმოებული და არ გააჩნია (#L+ 1) რეგის წარმოებული. 

9.1ზ. წარმაებულის გაზსაზღვრებას გამოყენებ“თ -ჩვენეთ, რომ ფუნ- 
ქცია 

1 

'თ-L. >» თუ X56C0, 
ლი, თუ X=0 

უსასრულოდ დიფერენცირებადია X=0 წერტილში. იპოვეთ (5) (0), 

LC V. 

§ 10. პარამეტრული და არაცხადი სახით 

მოცემული ფუნქციის წარმოებული 

10.1. იპოვეთ V" =%, თუ V ფუნქცია მოცემულია პარამეტრული 
X 

სახით: 

1 IX=0005(, 2 სარი ი 

Lყ => ხ31)ი?; ყ ლ=0(1 –– C057); 

_ ი”. _- /2. 

ვა C-. ! 4) L-, ” 
ყ5=1; ყ=1!1--/!; 

X= 7611 ჯ # 
5) 1 | ((=ი90 + ), 

ყ= 1-1 . ი I, =1- მი; 
ჯ , 
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X == _ 1_ X= 201 
» 14+1” 8) | 1+/? ” 

აეა““ II ი201-–-#2 
/“ C+I. 7 147 : 
»+= 3ი! 

თ – თ “- (, 

“ “17 , #“ V II 

1-+/? 
X=2 ა, ( 2/ 1) 1 1 12) (იიი ს 

#/= , ყ = 6511; 

13) იხვი 14) (ფილი, 

ყ'-–=0თ()0ი1-–--7/0051); ყ= ხ5Iი?7; 

· /(-ლ./. 
15) 1“ იი 16) ს =2 50% 

ყ=06 ყ =C'0051, 

1 

X =– მ10005 -9---==-» 1 + + 17.” 18) რ (ით; +005 1––51ი /) ' 

ყ = მ1085II1 7 I. > ; ყ5-0თ"(5Iი / + - 0057).. 

10.2. იპოვეთ V, I თუ: 

. X=711ი9ი71, 

ა) IX=00-–ყ9იინ, (.=-- ; 2) ი! #=1; 
Lყ =თ(1––0087), 2 = 1. 

ჯ 
= C' = შუ ვ) IX=0%% ს “ , #) რი(ი 2 )' ; - . 

# , ყ#/=Iი(M-7), 

10.3). იპოვეთ პარამეტრული სახით მოცემული ფუნქციის მითითე- 

ბული რიგის წარმოებული: 

  

#2 

ვ 2 X= ––“–ვს 9 ს (L-. «V ა ” 1+/ ძ?ყ -9 

ყლ, ძX? – ჯე რჯ? 

#- 43#' 

ვა ს =შიას ძ/ ი კ) (+X=ძ005/, _ძყ _, 
ყ=I0ილ052, ძა“ სყ=ხეIსი,, ძჯ) 

24. უმაღლესი მათემატიკა 369



ი 

_ძ9ყ_ 
ძა? 

ს = მILC511 1, 9 
=? 

ყ= I92(1 –-/7, 

CწI7) 

ძე 

X = 6-)005/, _ 
  თ | 

ყ= 6-5 7, 

ძ"ყ 

ძჯ1 

· ( 

(9) + 7? 

ყ=#, 

თ”ყ 

ძა: 
=? 

11 წ <= 0057, 

ყ => 00517, 

/ 
X=---, 

13) (+1 იყ 4 
28+I ძი 

#-- V +172 ' 

10.4. იპოვეთ 70 წერტილში 

= /(/2 ჯ 1) I“ (I? -L 1) C”, /=0; 
ყ =Iბ?C?, 

ვა –– 12 (1 + 72), /,=0, 

ყ=!?, 

მითითება: 

  

|X=01005,!,| _ძშს 
  

  

6) =? 
Lყ = 015107, ძX? 

X= _1_ ი) 
8) |,  ლ0§51” # 9 

ძX1 
ყ 8= IL, 

_ 005-- ეჩ 06% V. ქმ 10 X=0091 ი(X> ) «V _, 

ძ»" 

  

  

ყ=31L7, 

= 2 ჯ” 12) (რ ი9 ,, ძ"ყ =9 

ყ ==ხ5II71, ძX" 

LV) =1”, ძჯ” 

, თუ: 

.- 2 –-/ 
ლ. 

2) # 10=52; 

#ყM=; 1 

IX = II (1 –+– 5121), 12% 
4 · 

· I/=Iი (1--0%20, შბ რ 

3) გაწარმოების ჩვეულებრივი წესით მოცემული 

ფუნქციის წარმოებული 10-=0 წერტილში არ გამოითვლება. მოცემუ- 

ლი ფუნქცია ცხადი სახით შემდეგნაირად ჩაიწერება: ყ=6% -––- 1, პარა- 

მეტრის /7ი=0 მნიშვნელობას შეესაბამება X=0. 

10.5. 

ტოლობას: 

აჩვენეთ, რომ მოცემული ფუნქცია აკმაყოფილებს მითითებულ 

X = 2! -L 3/2, ძყ. ? 2(«%) – . 

VI = 8 +2ი (+) + ძე)” 
1+%1 

X=–3, 

2) ი »#( 
პ 

ად. 
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+) # = 1; 

ძX / ძX



1+1ი1 

  

__.. 

2 

3 L21ი1 ძX X/ ყ-–=”წ”, 

4 თი? ყრო#. »=-0,; ყ=5ჩ2, ძX 
ვ ი501+- ძ"ყ (1 +3 /)) = ;, 

ყ/=-–-#4ტ6+-14040+1, ძX" C))“ 4 2 
ჯ 

2 რ) (რაი, ხია 9 52(+X+>--V); ყ 205107, ძ»X" ძX 
X=5IVL7, 

ძყ ძყ 7 “ყე აჯ – + I8ყ=0; , იი ი ი ი დოი? X= 504, «ყ 9 _ 5, 1-#%) უღ -X=-- 2ყ= 0. 
__ ' ძ»" ძX 

10.06. იპოვეთ %, თუ ყ ფუნქცია მოცემულია არაცხადე სახით: 

_ იის. »ჯ” ყ'"'_.. 1) ყ? = 2/MX; 2 “ა: +“. =1 

3 VX+VVყ=VC09; 4) #3-L ყმ ––- ვიXყ =0; 

5) X“ -+ ყრმ = X2V7; 6) X”/3 -L ყ?მ/ზ = ც7/?; 

7) გლლ(ლ 7”. = I0 VX? + ყ“; 8) ყ5I1 X –-ლ005(C –-– ყე) =0, 
X 

10.7. იპოვეთ ყ” (ჯი), როცა V0= ყ (Xი), თუ: 

1) XX-+- 2ყ–– ყწლ=2X, Xა=2, Vყ-= 4; 

2) 6“+ Xყ/ყ=060 Xა=0, Vყ-=1; 

ვ) 2ყ/=1 +Xყ, Xა=1, ყე =1; 

4 #ყ/+IVყ=1, Xა=1, ყე =6, 

5) ყმ=X+1Iი -#, Xა=1, ყი =1; 

6) V6V =- 6X+I, X.= 00, ყე =1. 

ვ?!



10.8. 

1) 

3) 

5) 

7) 

10.9. 

10.10. 

10.11, 

1) 

2) 

3) 

ტ) 

5) 

6) 

1) 

2) 

11.1. 

11.2. 
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იპოვეთ არაცხადი სახხთ მოცემული ფუნქციის მითითებული 

რიგის წარმოებული: 

გ8--ყბ=0, ყ=79 2) CL-M=X+ყ, ყ”=? 
X) + ყე--3იXყ=0, ყლ? 4) 6++# = Xყ, ყ” = 7? 

X? -L ყ? = ძ?, ყ'”= 7? 6) Xჯზ–.Xყ –+ ყ? = 1 ყ'” = 9 

გილLდ 
ყუ + 2ს1ყ =X, ყ”=9 8) VX? -L ყ? = 04 X, ყ”დ-9 

იპოვეთ არაცხადი სახით მოცემული ფუნქციის მითითებული 

რიგის წარმოებული ჯი წერტილში, ოოცა ყი=V (Xი), თუ: 

Xჯ” + 5Xყ + ყმ-.2X+ყ--6=0, Xა=1, ყი =1, V/ (Xა) = ? 
29) – -L 510 Xყ = 0, X6 = 0, ყი =1, ყ” (X-) =? 

X-ყ + მლი(ყ--X)=1; X)=1, ყე=1, ყ”(Xკ))=2? 

3ფ0-X+ 1) + მ-CLC-% =20, X-=1, ყა=290, ყ” (Xე) თ? 
ჯ 

X+Vყ'5=25, X=3, ყი=4ბ4 ყ””(X-) = 9 

X? + 2XV+ ყ?1 –- 4X + 2ყ-––2=0, X-=1, ყა.=1, წყ” (X-)=? 

აჩვენეთ, რომ არაცხადი სახით მოცემული ფუნქცია აკმაყოფი- 

ლებს ტოლობას: 

ყლ=იიყ+X+-ხ ყ.ყ” = (ყ)?–(ყ”)2?; 

(თ “+- ხX) 6V/7 =თ» X, X9ყ” = (Xყ' –- ყ)?, 

ვთქვათ #=/(X) ფუნქციისათვის ცნობილია |” (MX), |!” (X), და 

I” (M). აჩვენეთ, რომ X=I-! (ყ/) შექცეული ფუნქციის მეორე 
და მესამე რიგის წარმოებულები გამოითვლება ფორმულით: 

ია. ”თ ძი _ 3პI"იL- "თით. 
  

ძე (6) ”. ძ/. II X)15 

§ 11. წარმოებულის ზობიერთი გამოყენება 

გბეომეტრიასა და მეძანიკაში 

იპოვეთ #=5X#3 კუბური პარაბოლის იმ წერტილხე გამავალი 

მხების კუთხური კოეფიციენტი, რომლის აბსცისა X=2. 

იპოვეთ #=X#3 კუბური პარაბოლის ის წერტილები, რომელშიც 

გავლებული მხების კუთხური კოეფიციენტი 3-ის ტოლია.



11.8. 

11.4. 

11.9. 

11.10. 

11.11, 

11.19. 

იპოვეთ #=Xჯბ% კუბური პარაბოლის ის წერტილი, რომელშიც 

გავლებული მხები CX ღერძის პარალელურია. 

იპოვეთ ყლ=2+V-V2 პარაბოლის ის წერტილი, რომელშიც 

გავლებული მხები C0IX ღერძთან ადგენს 45“იან კუთხეს. 

იპოვეთ ყ=3V1 + 4X?.-12X2+ 20 წირის ეს წერტელები, რომელ-– 

შიც გავლებული მხები 0X ღერძის პარალელურია. 

იპოვეთ ყლ–=X2-7X+3 პარაბოლის ის წერტ-ლი, რომელშიც 

გავლებული მხები 5X+ყ--3=0 წრფის პარალელურია. 
იპოვეთ ყ=2X?--3X++1 პარაბოლის ის წერტილი, რომელშიც 

გავლებული მხები 5X-–-/+2=0 წრფის პარალელურია. 

15 ჰიპერბოლის MI(V 3; –.5V 3) წერტილზე   იპოვეთ ყ= --- 

გამავალი მხების კუთხური კოეფიციენტი. 

იპოვეთ ყ=0+-1 წ-რის იმ მხების კუთხერი კოეფიციენტი, 

რომელიც გავლებულია ამ წირ-ს ყ=1 წრფესთან თანაკვეთის 

წერტილში. 

იპოვეთ კუთხე, რომელსაც 0X ღერძის დადებით მიმართულე- 

ბასთან ადგენს ყ=X-–-2X1+5 წირის VI (0; 5) წერტილში გავ–- 

ლებული მხები. 

იპოვეთ X9+ ყმ--Xყ--7=0 წირის (1; 2) წერტილში გავლებუ– 

ლი მხების კუთხური კოეფიციენტი. 

იპოვეთ ყ?=:2X% წირის ის წერტილი, რომელშიც გავლებული 

მხები 4C––3ყ+2=0 წრფის მართობულია. 

შეადგინეთ ყ=/ (X) წირის #10 (ი; წი) წერტილში გავლებული მხე– 

ბისა და ნორმალის განტოლებები, თუ (M#MM# 11.13-–-11.16): 

11.18. 

1) 

პ) 
11.14. 

1) 

ა). 

11.1წ. 

1) 

  

Vყ=V X, VVMIე(4; 2); 2) ყ=X93-+2X1?-+- 4X – 3, /VIი(-– 2; 5); 

ყ=17/X–-1, Mე(1;0); 4) ყ=LIძ2X, ”VVVი(0; 0). 

ყ =80050“--“, Mა(1; 0); 2) ყ = მX0005 3X, # (9. >) ; 

ყ=(X-L1))/ 3--», /VIე(2; 3); 4) ყ=C ”, /M0(-–- 1; 1). 

  

1+1 
X-ს. 

3 /Mა (2; 2); 

9= –ა» +-» 
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, X =1005', ; 2 # 
2) V ==: =>; 
ოი ·(-7. -7=)' 

- 2 

ვ) I-V.“ Mა (1; 9); 

ჯX= 21 -L (2 

4) 1+ ” M (--; >): 
_ 21-# 2” 2 
“ 1 + ” 

11.16. 

1) X +- ყ? + 2X –-–6 =0, Mა(-–1; 3); 

2) X5 -+ ყ5 –- 2XV = 0, 7) (1; 1); 

3). ყრ = 4Xი + 6XVყ, /M/ა (1; 2! 

4 Xყ+-I1Vყ=1, /#V-ა (1; 1). 

რა კუთხით' იკვეთებიან V=)!(X) და ყ=დ(X) წირები, თუ 

(MM 11.17, 11.18): 

11.17, 
1) ყ==IIX და V=0; 2 #=X და X=ყVყ”, 
3) ყ=50X და ყ=005X; 4 ყ=-X და ყ= XI) 

11.18, 

1) #M=(X--2) და ყ=–-4+6X--X2; 
2) Xყ=0ი და X?-- ყშბ= ხ”; 

3) XL + ყე-4X--1=0 და #+ყ+2ყ--9 =90; 
2 

2,2 2. ს 9. · 4) X #/ <5 და 16.1 8 1; 

5 
X=2 --- 0051, 

5) და ყ = X2; 
#ყ= + 50! 

_ ძი? 

8 IX = ძლ0§დ 2-1 + 7 

Iყ,ლ–ჯ-5Iი დ _ #3Vთ> 
ყ= 1 +X# · 

–_–ეე ' 

7“ ორი წირის გადაკვეთის კუთხე ეწოდება მათი გადაკვეთის წერტილში ამ წირები- 

სადმი გავლებულ მხებებს შორის კუთხეს. 
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11.19, 

11,90. 

11.54, 

11.95. 

11.27. 

11.28, 

.· იპოვეთ ყ= 

2 ზ 
აჩვენეთ, რომ 2_ –+ M# = 1 ელიფსის / (62. V0) წერტილზე 

ე? ხ? 

გავლებული მხების განტოლებაა –- + 29 = 1. 

ჯ? ყ? 
აჩვენეთ, რომ ს ?დ 2.1 ჰიპერბოლის /V (Xი, ყი) წერტილ- 

XX 
ზე გავლებული მხების განტოლებაა 5“ _ ფი. = 1. 

.· აჩვენეთ, რომ ყ?=2იX პარაბოლის VVI (ი, ყი) წერტილზე გავ- 

ლებული მხების განტოლებაა ყიყ =/ (X+ ჯი). 

· შეადგინეთ ყ=X?2-2X-+ 5 პარაბოლის იმ მხების განტოლება, 

რომელიც პარალელურია პარაბოლის (1; 4) და (3; 8) წერტი- 

ლების შემაერთებელი ქორდისა. 

· შეადგინეთ #V=-–-/ჯ L 2 წირის ნორმალის განტოლება, რომე– 

ლიც გავლებულია ამ წირისა და პირველი საკოორდინატო კუ- 

თხის ბისექტრისის გადაკვეთის წერტილმი. 

შეადგინეთ ყ=X2--6XV+6 პარაბოლის ნორმალ .ს განტოლება, 

რომელიც მართობულია პარაბოლის წვეროსა და კოორდინატ- 

თა სათავეზე გამავალი წრფის. 

შეადგინეთ #M- +. ჰიპერბოლის იმ მხებების განტოლებებე, 
ჯ 

რომლებიც გადიან კოორდინატთა სათავეზე. 

1 

1+X#? 
ბული მხები პარალელურია აბსცისთა ღერძის. 

  წირის ის წერტილი, რომელზედაც გავლე– 

იპოვეთ C0X ღერძისა და V= 2-1. ფუნქციის გრაფიკის იმ 
X 

მხებების გადაკვეთის წერტილების კოორდინატები, რომლებიც 

0ჯX ღერძთან - X-ის ტოლ კუთხეს ქმნიან. 

იპოვეთ საკოორდინატო ღერძებისა და V= ლ ფუნქციის 
' Xჯ 

გრაფიკის იმ მხებების გადაკვეთის წერტილების კოორდინატე- 

ბი, რომელთა საკუთხო კოეფიციე5ტი 9-ის ტოლია. 
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11,959, 

11.30. 

11.31. 

11.82, 

11.83. 

11.34. 

11,395, 

11.86. 

376 

იპოვეთ 0ყ ღერძისა და ყ--2-1 ფუნქციის გრაფიკის იმ 
X 

მხებებას გადაკვეთის წერტილების კოორდინატები. რომლებიც 

0X ღერძთან + ის ტოლ კუთხეს ქმნიან. 

იპოვეთ X-ის ყველა ის მნიშვნელობა რომლისთვისაც 

ყ=30055X და ყ=50ლ053X+2 ფუნქცეათა გრაფიკების მხებები 

იმ წერტილებში, რომელითა აბსცისაა X, იქნებიან პარალელური. 

იპოვეთ X-ის ყველა ის მნიშვნელობა, რომლისთვისაც Vყ= 

=2--14510ი3X და ყ=65107XV ფუნქციათა გრაფეაკების მხებები 

იმ წერტილებში, რომელთა აბსცისაა X, იქნებიან პარალელური. 

იპოვეთ X-ის ყველა ის მნიშვნელობად რომელთათვისაც 

ყ=0057X+7ი03ჯ ფუნქციის გრაფიკის მხები იმ წერტილში, 

რომლის აბსცისაა X, პარალელური იქნება ამავე ფუნქციის 

გრაფიკის «მ მხებისა, რომელიც გავლებულია წერტილში, რომ- 

ლის აბსცისაა = . 

იპოვეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც „გადის (-- 2) წერ- 

ჯ” , 
ტილხე, M----> +2 ფუნვციის გრაფიკს ეხება და ყ= 

= V4-» ფუნქციის გრაფიკს ჰკვეთს ორ განსხვავებულ წერ- 
ტილში. 

იპოვეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის (1; 3) წერ- 

ტილზე, ყ=8V L – 7 ფუნქციის გრაფიკს ეხება და Vყ= 
=ჯ#2+4X-1 ფუნქცის გრაფიკს ჰკვეთს ორ განსხვავებულ 

წერტილში. 

იპოვეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის (5; 10) წერ- 
9 

ტილზე, ყ=-4-+2#+6 ფუნქცის გრაფიკს ეხება და 

ყ=6+V 8X--ჯ> ფუნქციის გრაფიკს ჰკვეთს ორ განსხვავე– 

ბულ წერტილში. 
19% 

იპოვეთ იმ წრფის განტოლება, რომელიც გადის (+ 0) წერ- 

ტილზე ყ=3 VX--> ფუნქციის გრაფიკს ეხება და V=



11.39. 

11.40. 

11.41, 

11.49. 

11.43. 

11.44, 

11.4წ. 

=X+6X ფუნქციის გრაფიკს ჰკვეთს ორ განსხვავებულ წერ- 

ტილში. 

იპოვეთ მანძილი კოორდინატთა სათავიდან ყ = 6% -L #2 წირი 

C6;1) წერტილზე გავლებულ ნორმალამდე. ს 
5ყ. აჩვენეთ რომ ყ=X?7--X+) პარაბოლის (0;1), (-–-1;3) და 

2.3. 
ერთ წერტილში. 

5 19 ლ 
( ) წერტელებზე გაგლებეულეიე ნორმალები იკვეთებიან 

X-–4 

ჯ–-·2 

ძებთან გადაკვეთის წერტილებში ამ ჰიპერბოლისადმი გავლე– 

ბული მხებები ერთმანეთის პარალელურია. 

1+3ჯ? 
–-––“–– წერის იმ წერტილებში გატარებუ- 

3 ++ X? 

ლი მხებები, რომელთათვისაც V=1, გადაიკვეთებიან კოორდი- 

ნატთა სათავეშე. 

აჩვენეთ, რომ ყ=: –-/:= 42. წირის ნებისმიერი მხები იკვე– 

თება ორდინატთა ღერძთან წერტილში, რომელიც თანაბრადაა 
დაქორებული შეხების წერტილიდან და კოორდინატთა სათა- 

გიდან. 

დაამტკიცეთ, რომ ელიფსის ნებისმიერ წერტილში გავლებული 

ნორმალი, ამ წერტილის ფოკალური რადიუსებით შედგენილი 

კუთხის ბისექტრისაა. 

ჯ?_ ყ , მოცემულია > I =1 ელიფსებ.ს ოჯახი, რომელთაც 20 

  აჩვენეთ, რომ V= ჰიპერბოლის საკოორდინატო ღერ- 

აჩვენეთ, რომ V= 

ღერძი საერთო აქვთ, ხოლო 2ს სხვადასხვა. დაამტკიცეთ, რომ 

ამ ელიფსების იმ წერტილებშმშე გატარებული მხებები, რომელ– 

თაც ერთი და იგივე აბსცისები აქვთ, იკვეთებიან CX ღერძხე 

მდებარე ერთ წეოტილში. 

აჩვენეთ, რომ V = 0”35)07/1X წირის ყ = 6M% და ყ = –- (0% 
წირებთან საერთო ყოველი წერტილი მათი შეხების წერტილია. 

მატერიალური წერტილის 0X ღერძის გასწვრივ მოძრაობის 
განტოლებას აქვს სახე 

X = 31-- #), 

იპოვეთ სიჩქარე დროის /ა=0, /,=1 და (:=2 მომენტში. 
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11.40. 

11.47. 

11.48. 

11.49, 

11.50. 

11.51, 

ჟუ 11.52. 

378 

სხეული მოძრაობს წრფივად ისე, რომ მოძრაობის საწყისი 
წეროტილ:ჯან მისი დაშორება დროის ყოველ ( მომენტში გამო– 
ითვლება ფორმულით 

§ =--#-4+ 1672, 

იპოვეთ: 

1) დროის რა მომენტში იმყოფებოდა სხეული საწყის წერ- 

ტილში? 

2) დროის რა მომენტში იყო სხეულის სიჩქარე ნულის ტოლი. 

3 კგ მასის სხეული მოძრაობს წრფივად შემდეგი კანონით 

§=:1+1+/ § გამოსახულია სანტიმეტრებში, 1 –– წამებში, 

9 
განსაზღვრეთ სხეულის კინეტიკური ენერგია (”-) მოძრაო- 

ბის დაწყებიდან 5 წმ-ის შემდეგ. 

ბორბლის შემობრუნების კუთხის დროზე დამოკიდებულება გა- 

მოესახება ფუნქციით დ=/?+3/--5. იპოვეთ კუთხური სიჩქარე 
დროის 1=5 მომენტში. 

ბორბალი ბრუნავს ისე, რომ შემობრუნების კუთხე დროის 
კვადრატის პირდაპირპროპორციულია. პირველი ბრუნი შეს- 

რულღდა 8 წმ-ში. იპოვეთ ბორბლის ბრუნვის კუთხური სიჩქარე 

დროის (=64 წმ მომენტში. 

ბრუნვის დაწყებიდან (| დროში ბორბლის შემობრუნების დ კუ- 

თხე გამოისახება ტოლობით დ=0/(?“-ნ/+0, სადაც თ, ხ, 6- 

დადებითი რიცხვებია. იპოვეთ ბორბლის ბრუნვის კუთხური 

სიჩქარე. დროის რა მომენტში იქნება კუთხური სიჩქარე ნულის 

ტოლი? 

წერტილი მოძრაობს ყ=8X--X? პარაბოლაზე ისე, რომ მისი 

აბსცისა იცვლება კანონით X= VI. (X იხომება მეტრებში, L-– 

წამებში). იპოვეთ წერტილის ორდინატის სიჩქარე მოძრაობის 

დაწყებიდან 9 წმ-ის შემდეგ. 

0X ღერძზე მოძრაობს ორი სხეული, რომელთა მოძრაობის კა- 

ნონებია X=100+5L და X= --#. C იზომება მეტრებში, /(–– 
წამებში, 7>>0). რა სიჩქარით სცილდებიან ერთმანეთს ეს სხე- 

ულები შეხვედრის მომენტში.



11.53, 

11.54. 

პორიზონტისადმი თ კუთხით Vი საწყისი სიჩქარით გასროლი– 

ლი სხეულის მოძრაობის კანონს აქვს სახე (ჰაერის წინააღმდე– 

გობა არ არის გათვალისწინებული) 

>–> 
X=Vი61005თ, ყ =1Vე15I0ი,თ –- 2. '   

სადაც (| დროა, § –– სიმძიმის ძალის აჩქარება განსაზღვრეთ 

სიჩქარის ვექტორის კოორდინატები და სიჩქარის სიდიდე. 

დედამიწის თანამგზავრის ” დაშორება დედამიწის ცენტრიდან 

გამოითვლება ფორმულით 

–_ 2 _ . 70%) 

”I=0 1- §ლ0(§-210--0) ე 6. ია რ LL --7) ). 

7' 2 / 

11.55. 

11.66. 

19.1. 

1) 
2) 

პ) 

4) 
5) 

7) 

სადაც /-–- დროა, 0 –– ელიფსური ორბ-ტის დიდი ნახევარღერ– 

ძია, 6-- მისი ექსცენტრისიტეტი, 1 –-– ბრუნვის პერიოდი, 70 

არის პერიგეაზე გავლის დრო. იპოვეთ # მანძილის ცვლილე–- 

ბის სიჩქარის სიდიდე (თანამგზავრის ე. წ. რადიალური სიჩ- 

ქარე). 

გამტარის განივკვეთში გასული 0 მუხტის სიდიდე იცვლება 

ძ=3/2+ 2 კანონით. იპოვეთ დენის ძალა მე-5 წამის ბოლოს 

(ი იზომება კულონებში, I! –– წამებში). 

სითბოს ის რაოდენობა, რომელიც საჭიროა 1 კგ წყლის 

0ი0-დან (%-მდე გასათბობად, გამოითვლება ფორმულით 

0=71-+2-10-5/2-L 3.10-7.19, 

იპოვეთ წყლის კუთრი სითბოტევადობა, როცა #=100%0. 

§ 192. როლის, ლაგრანჟის და კოშის თეორემები 

შეამოწმეთ, აკმაყოფილებს თუ არა როლის თეორემის პირო- 

ბებს მითითებულ შუალედში შემდეგი ფუნქციები: 

ყ = Xმ + 4X?1-–-7X –- 10, L–-1; 2); 

ყ=X# +311) (|0;11; 

ყლ=1ი5იX», I< · «+ II 
6 6 _ 

ყ=Cთ-1)Cთ-2X-8), (I; 3); 
ყ=1CX, (0, XII; 6) ყ=IXს L--თ; 0); 
ყლ1-/X, |- 11) 8)ყ=V X»-–-3X+2; (L1;21; 
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19.29. 

18.6. 

12.8, 

აჩვენთ, რომ წ(0 ფუნქც-ა მითითებულ შუალედში აკმაყო- 
ფელებს როლიას თეორემის პირობებს. იპოვეთ ამ ფუნქციის 
გრაფიკზე წერტილი, რომელზედაც გავლებული მხები აბსცის– 
თა ღერძის პარალელურია: 

'0=X-X, |-1; 0) და (0; 1); 

I (X) = (X1–– 1) (C-–-–- 2); L–– 1; 11 და (1; 2); 

აჩვენეთ, რომ ნამდვილკოეფიციენტებიანი მრავალწევრის ორ 

ნანდვილ ფესვს შორის არსებობს მასე წარმოებულის ნამდვი– 

ლ. ფესვი. 
ვთქვთ ჩა (X) = ძეX” + ძე X1- ++ ძ,, (ი02-0) საღაც 
თ, (#=0, 1,.--, /) ნამდვილი რიცხვებია აჩვენეთ, რომ თუ #, (X) 

მრავალწევრის ყველა ფესვი ნამდვილია, მაშინ #2, (X), ჩი (X), ... 
». სMმ8-)) (2) მრავალწევრებსაც აქვთ მხოლოდ ნამდვილი ფეს- 

ვები. 

გთქვათ |! (X) ფუნქცია M-ჯერ დიფერენცირებადია |ძ, ხ) სეგ- 

მენტზე. აჩვენეთ, რომ თუ /(X)) ღებულობს ნულის ტოლ 
მნიშვნელობებს #+1 წერტილში, მაშინ არსებობს წერტილი 

CCI თ, ხ | ისეთი, რომ /(7) (C),= 0. 

ვთქვათ / (X) = 1 + X” (X-–-- 1)“, სადაც /I, /1ICM,. აჩვენეთ, რომ 
I” (::=0 განტოლებას აქვს ერთი ფესვი მაინც 10; 1I| ინტერ– 

ვალში. 

დაადგინეთ, რამდენი ნამდვილი ფესვი აქვს |!” (X)=0 განტო- 

ლებას და მიუთითეთ ინტერვალები, რომლებშიც მდებარეობენ 

ამ განტოლების ფესვები, თუ 

ჯ(X)=ლ X(CX –– 11(–-21(X––3)(X-–-4). 

დაამტკიცეთ, რომ თუ იეX1+CთX%“-1-+ ·« -L ძ„-) X=0 განტოლებას 

აქვს დადებითი X=Xი ფესვი, მაშინ 

7 0ძეXI“ 1 + (8 -–– 1) იე XM“? L..-+ძი-1=0 

განტოლებასაც აქვს დადებითი ფესვი, რომელიც ნაკლებია 

Xე-ზე. 

აჩვენეთ, რომ ჯ3?--3X+6=0 განტოლებას არ შეიძლება ჰქონ- 

დეს ორი სხვადასხვა ფესვი 10; 1| ინტერვალში. 

. აჩვენეთ, რომ X9მ + X–+ ყ=0 განტოლებას არ შეიძლება 

ჰქონდეს ორზე მეტი ნამდვილი ფესვი, როცა ჩ ლუწია და 

სამზე მეტი ფესვი, როცა #ჩ კენტია. 
·



12.11, დაამტკიცეთ, როე X% + თ X58“! -L ძაX"1+ >. + ძი, X –ძე=0 
განტოლებას, სადაც ი,2> 0 ((=1, 2,>-, /-– 1), ძი >>0, აქვს 

მხოლოდ ერთი დადებითი ფესვი. 

დამტკიცება. ვთქვათ /(X)=X#7%-+ძ, 1-1 + ძე ჯ9-8-L... + ძე 1 X–-ძე. 

შევნიშნოთ, რომ /(0) = –– ი, <0. თუ ავიღებთ ჯ# = თ>> / ძი, 
მაშინ /(თი)>0. ამიტომ სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქციის თვისე- 

ბის ძალით 10, ძ| ინტერვალში არსებობს ერთი მაინც Xი წერ- 

ტილი ისეთია, რომ / (X-ე)=0. რადგანაც I (X) == თი ჯ8-1 -L 

–+(II--1)თ გ--5-L + ძიე-|>0, როცა > 0, ამიტომ ჯე არის მო- 

ცეზული განტოლების ერთადერთი დადებითი ამონახსნი, რად–- 

გან წინააღმდეგ შემთხვევაში /” (0) მრავალწევრსაც ექნებოდა 

დადებითი ფესვი (იხ. ამოცანა 12.3), რაც შეუძლებელია. 

მაგალითად, ს+X--ი=0 განტოლებას ნებესმიერი 0>0 

და 0>0 რიცხვებისათვის აქვს ერთადერთი დადებითი ფესვი. 

1%.19, ვთქვათ, / (X)=0ძე-+0; X + ·- -L 0," – (ი,+) XXI -L --+ ძე X"), 
სადაც თ; > 0 ((=1, 2,'·, 1). აჩვენეთ, რომ /”(X) = 0 განტოლე- 

ბას არ შეიძლება ჰქონდეს ერთზე მეტი დადებითი ფესვი. 

დამტკიცება. ვთქვათ 

აგვებებებეეეა“”' 

– (ი4)X +.·+ ძე X”“). 

ცხადია, C (X) და | (I) ფუნქციებს აქვს ერთი და იგივე ნულისაგან 

განსხვავებული ფესვები. დავუშვათ, |! (ა-ს აქს ორი დადებითი 

XI Xი (XI<X-2) ფესვი. მაშინ (ი (VI)=C (X+ი)=0. ამიტომ როლის თეო- 

რემის ძალით არსებობს C>0 რიცხვი ისეთი, რომ 

_ჩძი_ __ (#-–1)თ _  __ ძი-L __ 
ააა თ დ 

– (თ + 20+ 6-6-:+ CV -- ჩ) თ, ეა--!) = 0, 

დ” (C) = 

რაც შეუძლებელია. 

ე. ი. წ ((1=0 განტოლებას არ შეიძლება ჰქონდეს ორი დადებითი 

ფესვი. 

მაგალითად, X9--2V1-#2--5=0 განტოლებას აქვს ერთადართი 

§ამდვილი ფესვი (შეამოწმეთ!). 

ვაI



19.13. ვთქვათ | (MX) ფუნქციას 10, ხ| ინტერვალში აქვს სასრული წარ–- 

მოებული და III წ(X) = IIIი LI”I(X) = 4. აჩვენეთ, რომ. 10, ხI 
X->0-- Xჯ-ახ– 

ინტერვალშ- არსებობს წერტელი C ისეთ”, რომ |” (0) =0. 

მითითება. განიხილეთ ფუნქცია 

ჩი -L (X), თუ XCIთ,ხL . #4. 
თუ X=0ძ და XLCხ. 

19.14, აჩვენეთ, რომ 

1 ძო 

27 #1 | ძა" 
    #, (X) = ( (VII –- 1)" 

ლეჟანდრის მრავალწევრის ყველა ფესვი ნამდვილია და მოთავსებუ- 

ლეა 1-1; 11 ინტერვალში. 

დამტკიცება. V,(X)= (X-- 1)? მრავალწევრს |-––-1; 11 სეგ–- 

მენტზე გააჩნია 2, ნამდვილი ფესვ“ –- X, =Xა 5= > = X, =8 1, Xგ+) = 

=X,4+ი=4 == Xა, ლ –- 1, თანახმად 12.4 ამოცანისა , («) მრავალწევრს 

გააჩნია # ნამდვილი ფესვი, რომლებიც როლის თეორემის ძალით მდე– 

ბარეობენ 1-–1; 11 ინტერვალში. 

19.15. აჩვენეთ, რომ 

7 

  

ძ 
L.(X)ლ=2 დ 

თი = ძა" 
(25 6“7). 

ჩებიშევ –– ლაგერ-ს მრავალწევრის ყველა ფესვი დადებითია. 

მითითება, განიხილეთ ფუნქცია Cდ(X) = X16-”, რადგან .დ(0) = 

= II) დ(X1=0, ამიტომ 12,13 ამოცანის ძალით არსებობს C,C) 0; +- CL 
X-–-“+ლ0 

ისეთი, რომ დ” (0,) = 0. ცხადია თ”(0) = IIი1 დ” (X) = 0. ამიტომ არ- 
X->--% 

სებობს თC10; 0, | და 0ს)C10C,; + CL ისეთი, რომ დ” (C,) =(ი” (Cე)§=0 

და ა, შ. 

19.16. აჩვენეთ, რომ 

ძ (2-7) MM, (X) = ( –– 1)96-" 

ჩებეშევ –ერმიტის მრავალწევრის ყველა ფესვი დადებითია. 

382 )



მითი= ება. განიხილეთ ფუნქცია LL (X) = 0 % ცხადია, რომ 

IIი) ყ(0(X)==0 (#”#=0, 1, 2,..., I), ამიტომ VI) (X) (ჩ0,1,..., 7) 
XL->C 
ფუნქცია აკმაყოფილებს 12. 13 ამოცანის პირობებს 1--=; + ინ- 

ტერვალზე. შემდგომი დამტკიცება ჩაატარეთ ისევე, როგორც 12. 15 

ამოცანის დამტკიცება. 

19.17. შეამოწმეთ, აკმაყოფილებს თუ არა ლაგრანჟის თეორემის პი- 

რობებს მეთითებულ შუალედში შემდეგი ფუნქციები: 

1) ყ=1I9MX, I1; 0); 2 #=-1-, Iთ ხს თხ<20; 
X 

  

- 1 

3) ტ=+51+-, LL 2), 4) ირო» თუ +7V  , კI. 

0 თუ X=90, 

13.18, აჩვენეთ, რომ / (V) ფუნქცია მითითებულ შუალედში აკმაყოფი– 

ლებს ლაგრანჟის თეორემის პერობებს. იპოვეთ ამ ფუნქციის 

გრაფიკზე წერტილები, რომელზედაც გავლებული მხებები გრა- 
ფიკის კიდურა წერტ-ლების შემაერთებელე ქორდის პარალე- 

ლურია: 

1) ყ=X2?, I1; 3); 2 ყ=X#+ +, |? 
X 2 

3--ჯ 
“ვ-ის თუ 0<X<1, 

3) ყ9=მ0ე(9X, (L0; 1); 4) ყ=> 
–-, თუ 1<X<-2. 
Xჯ 

19.19. დაამტკიცეთ, რომ თუ |!” (00=0, XC )ი: ხს მაშინ / (X) = C0115L, 

XC10,ხL. 

19.-0. დაამტკიცეთ, რომ |” (ა-)=/, (XC) ==; +%L) მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ, როდესაც | (ს) არის წრფუვი ფუნქცია: 

,(7X) = ჩX + ხ. 

19.21. რა შეიძლება ითქვას | (X) ფუნქციის შესახებ, თუ |! (X)=0? 

19,995, ლაგრანჟის თეორემის გამოყენებით დაამტკიცეთ უტოლობები: 

1) | Iიჯ–5იყ| <IX–VI;2) 2-ს. ე – 2 დ9--, თუ 0<ხ<თ; 
თ 

პ8ვ



3) ჩყბ(ჯ –– ჟ) დუშ ყელის (I-V), თუ 0ლ–ყ<X და /:>I1; 
თ-–--( – 

ი წ-ს დთ- (6<%-ჩ, თე 0<ჩ<თ<--, 
05“ ჩ 0059 თ 2 

  

  

X 
5) –“ .ლ=I(1 + 1 ც: რო (>0; სოია, (1 + X< X ცა X> 

6) CC>1 + X როცა XCI?; 

მითითება: 2) ლაგროანჟის თეორემის ძალით 

ხ6-I06=-- C-ს, ხ<ხ<ი; 

3) ჯმ ყბლისი 1 (L-- 9), ყლზ<ჯ», MM >1); 

1 
4 (ყთ–1I(9ზ = 

00§? § 
  (–-–ჩ), ზ<%§<თ,; 

5) I1(1+)ს=-+-., . ) 11(1+» (+ 1–=6<Xჯ 

15.94. ვთქვათ დ (»X) და § (%) M-ჯერ დიფერენცირებადი ფუნქციებია 
და აკმაყოფილებენ პირობებს: 

1) დ (+) = (რდ) (§=0, 1,..,M--1); 
2) დ”) (X) >> ყ(5 (X), როცა Xჯ>>Xა; 

დააჰტკ-ცეთ, რომ დ (01>§ (X), როცა X>X%. 

მითითება: განვეხხლოთ ფენქცია | (X)=დCდ (X)-–– ჟ (X). ცხადია, 

რომ. (5-1) (X) = დ(%–1) ე) –– (9-1) (X) აკმაყოფილებს ლაგრან- 
ჟის თეორემის პირობებს IXეა, X) სეგმენტზე. ამიტომ წIი-) (ლ) –- 

–/შ-ი 6) = 700 რ C%-–- X), #< §<X. აქედან /("–960>0 
(X>> Xი). ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ /|((·-? (X)>> 0, როცა 

X>>X- და ა, შ. 

19,9+. ამოცანა 12.23-ის გამოყენებით დაამტკიცეთ შემღეგი უტოლო- 

ბები: 

2 

1) #--+-<0900+9<» როცა X> 0; 

3 

2) #- –- <90X<# როცა X#>>-0; 

ვ84



ვ) CX>X+--, როცა 0<X<->: 

4) (ჯთ -L ყთ1/თ -> (ჯმ --ყნ)!/ჩ, როცა X>>0, ყ>> 0 და 0<თ<ჩ; 

5) XX-–-1>>თ(XL-–-1),, როცა > 2, +X>1; 

6) VX-–=V2<7X–0, როცა -->>1, X>2>>0; 

7) 1+2I)0იX <= X?. 

მითითება. 1) ვთქვათ დთი=#- “+, 9 X)=:I (1 +X%), 

%(X)=–X, X>> 0. ცხადია, რომ დ (0)=ჯV (0)==1% (0) და დ” (X) < 
< VC” (X) < X” (X), X>>0. ამიტომ ამოცანა 12.23-ის ძალით დ (X)<> 

< წ (XX) <V(X), X->0. 

2) ფუნქციებისათვის დ (X) => X ––- 2 ) V6წV(X=5I1X) 10(X)=X, 

X>0 გამოიყენეთ ზემოთ ჩატარებული მსჯელობა. 

ჯ - 
3) ფუნქციებისათვის დ(X) = ICX, §(X) = X + ვ ' როცა 0–Xჯ< 

< 2 გამოიყენეთ ამოცანა 12.23. 

4) (X- -L ყთ)!/თ >> (ჯზ + »ჩ)/ჩ უტოლობა ნებისმიერი ფიქსირებული 

X>0, ყ >0 რა 0 < თ <ჩ-სათვის ექვივალენტურია უტოლობის 
6)" /გ 
(C ”– +ს)“ >((+ X 2 ზ. 3) „ დავუშვათ –– = 7. განვი- 

) ყ ყ 

ხილოთ ფუნქცია დ (2) = ((7-L-1)1/2, როცა 0<2+<= + C. ცხადია, 
რომ 

«თ ძე“ 
2?(1 + 1?) 0 ე“ 

უარყოფითია როცა 0<2<+ CC. ე.ი. დ(თ)>>დCდ,(ზ)) როცა 

0=<თ<ჩზ< + თ. 

7) ვთქვთ დ(X)ლ==1 +2I2X, «(X)=X#. ცხადია დ (1) = ყ«(1) 
და დ” (X) < #”(X), როცა X>>1. ამიტომ ამოცანა 12.23-ის ძალით 

დ(#) < დ XV), როცა X>>1. ახლა ვთქვათ 0<ჯ<1. დავუშვათ 

(15 -L, 1–=1=<+C, მაშინ დთ(X)=1–21ი7= C,(I); 
X 

დ' (2) = 

უჩ 1 
M 9I(X) = “> = თ (). ცხადია დ, (1) =” დ) (1), ხოლლ დ; (0) < 

25. უმაღლესი მათემატიკა 385



<8, როც 1<(:0=<+Cთ. ე, ი. ი(X<წ(0), როცა 
0<X< + თ. 

19.96. დაამტკიცეთ, რომ თუ IX, X+ი#ჩ| სეგმენტზე წ(ი ფუნქციას 
აქვს რ-ური რიგის /(”) (Xჯ) წარმოებული, მაშინ არსებობა 

ისეთი მ, 0<0<1, რომ 

ტე. იფხე = M95!Iთ) C + ზი), 

# 

ტო =>» C0:CII X+ დ – 6/) (4, 
ჩ=0 

დამტკიცება. როცა #=1 დასამტკიცებელი დებულება არის 

ლაგრანჟის თეორემა სასრული ნაზრდის შესახებ და, მაშასადამე და–- 

სამტკიცებელი ფორმულა მართებულია. ახლა ვთქვათ, როცა #<0%, 

ადგილი აქვს ტოლობას 

/#M წ(X) = II” /IM) (X + 0 ”I), 0<-0” <1. 

აქედან გვაქვს 
##+1 წ 0) = #M(46წ(X)) = #./ % + #0 – 001 = 

= MM II" (X + ჩ -L 0” #ჩ) –- (4) (X -L 0” #)I. 

ამ ტოლობიდან ლაგრანჟის ფორმულის გამოყენებით მივიღებთ 

ტ#ტ'+! | (ჯ) = ჩM+! /6+1) (ჯ-L-0" ჩჩ -+L 8” I), 0<9” <1. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

0//7 + 0” – 

M-–+1 

'. 

0, 0<0<1, 

მაშინ 

#ხ+! წ60) = ჩშ / IX +0 (6-+ 1)M1. 

ამრიგად, დავადგინეთ, რომ თუ დებულება მართებულია #-თვის, მა- 

შინ იგი მართებულია (”+ 1)-თვისაც და ამით დებულება დამტკიცე– 

ბულია. 

შედეგი. თუ /|(-7(») უწყვეტია, მაშინ 

წ) 

M–>0 ჩ” 

რ. #1 /(X)-ს ეწოდება / (X) ფუნქციის უო-ური რიგის სხვაობა, 
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13.56. შეამოწმეთ, აკმაყოფილებს თუ არა კოშის თეორემის პირო- 

ბებს მითითებულ შუალედში შემდეგი ფუნქციები: 

1) ”წ(X= XX, დ(X)ლ=X>),, |–-1; 1); 

2) (0 =X, რCდ(X)=7X#- + 1, (L); 2); · 

3) ”(X1 =5I0X, თდ(X)=Xჯ+005X», ს +), 

4 = 005», >... ა /(XX=005X, დ(X) = X | 2 2 | 

19.97. შემდეგი ფუნქციებისათვის შეამოწმეთ კოშის თეორემის პი- 

რობები და დაწერეთ კოშის ფორმულა: 

1) /(X=5X, დ(X) =IიX, (ი; ხ, 0<ძ<ს; 

2) წ(X =6-, რდ(X) = 1 +6”", (ი; ხ). 

§ 13. ლოპიტალის წესი 

გამოთვალეთ ზღვარი (MM 13.1––-13.32) 

I. + სახის განუსახღვრელობა 

  

18.1. 
5. 1 · 3. 22-- 2 

1) I.  #X+–- 1 ; 2) Iთ X –-- 2XI--X+2 : 

X->I 20 --X-–-1 IL>>) XI -–- 7X+ 6 

3“ X. გ-– 

1/ X #/X+2-–2 XL2-2 X-“”ი 
3) ი, ; 4Iოს.ძ”/)>. რ...“ 

V X VX =–=V6.. 6 X-0 /M/X--Vი. 

18.2. 

. . 6-1 
1) III) II ლ05X. . 2 Iთ - >)>–_ –(–; 

X–->0 Xჩჯ საი 51)X 

(3 1 . 2.7: - 44 ვ 
3) I. III (1 + X). ; 4) II) -----–- 

XC>-0 5-2 X–>0 I1ი(1–ჯ 

18.8. 

· ჯ 2X „ . 2X+1 . თ _ 
1) II) 5+2=2!. 2) 110 _6 =-005თX. · 

ჯ»ა0 Iი(1+30ი7X) X-0 C6M-005ჩX 

ვ) სო -I5X--X . 4 სთ -#-=-2:0(6X _ 
X+0 X–5ი0იჯ X–->0 ჯ 

ვვ7



18.4. 

0ი'--ი-X- .2XჯX 

  

  

1) Iთ 
X–>3>-0 1-005ჯ 

კ-V X ._ 

3) 1101 , ( >0; 

Xჯ->-0+ V§5 ი ხX 

18.წ. · 

1) სთ 2-1; 
X> IიXჯ 

L) 

ვ) Iთ -#Iწ6X-–-1 ; 
XX 25107X –“- 1 

X-> 
4 

18.6. 

1) Iთ _5-:2206§X#  , 

->-ით 1ე ( 1 + +) 

Xჯ 

ვე სი -016X , 
ჯ CVC2X 

ჯა 
4 

13.7. 
ჯ%წ 

X–>1 „ზ--1. 

–. ეX 

ვ). II 2-2 ; 
X->-0 XV –- იი 

18.8. 

2 
1) Iთ - 70051... 

Xჯ–>6090 = 810 ჯ? 

2LC5II) 2X –– 2 მL0510 ჯ 

ვ 
3) Iთ 

X–>0 X 

13.9. 

Xჯ მ1C0511) ჯ2? 
1 1ი ––_  ..... 

X->0 X005X –“- 510 ჯ 
IX. _ ვ) სო 066” თ. 

X>0 1წX-–-Xჯ 
388 

. 11 X –– 2) Mთ 6%51I1 X ჯ. 

ღაღეაბებია.... –+ ჯზ 

. IL1C05 CX 
4) სი - __–..., 

ჯ–>-0 ჯ? 

2 IMთ 208X-- 1 ; 

X–>0 X 

10 51ი ჯX 

% (+-- 2X)? 

2 

4) II) 

ეას.” –“–“ 

2 
X#% ( ––- მIL0C005 »X) 

231 IმIი  –-. . ” | 7 ; 
Xჯ–>90 IX1I (1 +X) 

Xჯ· –-1 
4) IIი) 

1ი ჯ X–>1 

ჯმ 0, 
ცხა-- ე” 
იც: - ია. ჯ 

2) 11თ 
X–>-0 

4) 11. 
Xჯ–>-0 ჯ 

XC წ + 1) – 2(0--–-1) . 
2) თ 3 

X–->0 ნ4 

„ეგაგაეიეიXL 

4) 1Iთ _(21+7-ი_ . 
X->+-0 Xჯ 

1 

II. > 
ე1ეIი _–___"-.–.; 

ჯაი X-–--5I1X 

LC X-–-X 

109 (1 +X). 

      

4) III 
X–-3>0



IL -–. სახის განუსაზღვრელობა 

  

  

  

  

  

  

(თ თ) 

13.10. 

1) მთ IX; 
ჯ–-+თი ი+X 

ვ II 11 
X–->-+C0 V X. , 

13.11. 

1) Iთ 90%; 
X->0-- CLC X 

ვ) 1Iთ L9 » ჯ 
# 1თ3Xჯ 

ჯა 
2 

13.19. 

X –ჯ 

1) Mთ C +606. 
Xჯ>-ინ 6'--6-7 

ვ Iთ - 21%9X;, 
XIX1>0-L 2-31ი3იXჯ 

18.13. 

სმო –-9C--2  _. 
X>2L I(2-2--114+>1 

ვ) სთ 102 (1 –– 005 X). . 

X->-0-+L I2 ICჯ 

18.14. 

: ჯ” 
1 1Iთ (>0, ჩ> 0; 
X-–-+C 6M 

=> –- 

3) Iთ 5 (თ> 0); 
X–->0+ 

2) 1II9) ; 
ჯ>ი +X დ

 
5I
9 

4) III) 
X->-0 ისე 29% 

2) IMთ ი 510თჯ 

X>>-0+ 1050 X 
  («->0); 

4 I 0ლ05 X III(X –– ძი) 
(X>.თ). 

X-–->ძ-L 10 (–- – 69) 

ი0 –ი+VV5> 

2 Iი ––ძ=ძ---+I.>ე. 
ლული CLC XX 

უ/“– 
4 სთ / XI0I0ჯ 

X-+ით V2X+3VI02X. · 

  

  

წ; 

იწ. ი( X –+) 
# აა--_- 
5 + LC X 

4 სთ 9260 --4 
ჯ?>თთ I0(360%-L2) 

თ 

2) III (->>0, ჩ>09); 
X-–>+C= ჯჩ 

თ უჩ 
ტ სი 2-1 X. 
X->+C 6VX 

ვ§9



111. 0. ი სახის განუსახღვრელობა _ 

13.15. 

1) IIIი0 X310X; 
X–->0-+- 

3) IIთ0 510 5X-Iი 3ჯ; 
X-–>0+ 

18.16. 

1) IIი) (L<-–-28მXCLC X) 19 X; 
X->-+C 

ვ) IIოთ §0IXჯIი10X, 
X->-0-- 

13.17. 

· . 0 
1) )Iთ X59I––; 

X>–“CC Xჯ 

3) თ ჯი 8 --- (თ>0, ჩ>90); 
X>+Cთ% ჯ 

18.18. 

1) IIთ 11 #11 (X-–1); 
X->1–+ 

1 

ვ) სი ჯ 6“; 

2) II (X-–-2)I12(X-–-2); 
X-–>>2+ 

4) III) 11 (5 -––ე): (ძ 12% · 
X->4 8 

2) III (01-–-ჯ?) L > – 
Xჯ–>ძ 2ძ 

4) III C05 ეტ –X». 
X->1-+- 2 

· 1 
Iი XX I005-–; 2) 

X-+Cთ ჩჯ 

4) Iი1 #-Iი 005-- -. 
X->-–- %ლ X 

2) 1100 XL(201/X –– 1ბ; 
X>+>CC 

4 Iთ უნიზ-- («> 0, ჩ> IV. 
X-–>0 X->0-L 

18.18. 

1) 110 #Iი წ მICLC 3 12) თ («--–-2მICLCV X )V X; 
X->-+9 2ხ X-2-LCC · 

ვ) III) Xჯ პვვქავლლ ; 
190 4 ( V XX2 +1 

4) III XXი#(C=თ >>0, თ5+1). 

X->-+C> 

IV. %--C-% სახის განუსახღვრელობა 

  

  

18.90. 

1) სთ ( 1 – ა) 
ჯ-3VX –3 ჯ-ჯ–-6 

2 Iთ | !, 1. L 
X-–->-1 2(1 –-– VX%) 31-–-V#X) 

390



. · 1 1 
ვ) Iთ (« XX-– --) ; 4) II) (–– – >->) 

X–>-0 Xჯ IX->-0 ს X 6 –“ 1 

18,291. 

· 1 ა · 1 
1) Iთ ( “ეა 1 ) : 2) IIთ %_ _, ) ; 

X–-I ს I ჯ X-–--1 X->1 LX-–-1 10 XჯX 

. 1 · | 1 
ვ) IIთ (–-–-–- - 1 )' 4 II (<5+ – · 

X--0 ს X 511 Xჯ 510? X X->0 X Xჯზ 

18.29, 

1 1 
1 Iთ – --)!; 2 Iი (X98/9 –-- ჯ7/8 ი?) 

X–->0 სX მICLC ჯ ჯ? X->-+C0 

3) II (_+- >>): 4 Iთ 2... _1 )· 
X->-0 V X X(6X +1) X-0 ს X“ 510? ჯ 

13.23. 

        

      

  

  

  

· 1 1 
1) სთ | – 1: 

X>-0L 11 (X+V1 + XX) II (1 +) 

2) IMთ (-“----+-), თზ 2-0, თ=+ჩ; 

  

X->1 ს 1 ჯ” 1 –– ჯჩ 

8 სი 90 + 9-1), 
X–>0 ჯ? ჯ 

4) 1 (XX +2+X4+1 –V> CX I. MC 151, 
Xჯ-->--LC 

X 

მითითება: 4) 

1IIი IV2C+ 28>++1-V7+X+1- 
  01 (21 +ჯ I 

X 

  

  

  

ჯ-–>“+-C 

გ - 10(1 +-X 6-+) ა 
= II) IV 2+I+X+) - VX”"-+X-L1 -(1 +%0+%0) 1 C 

X-–>++C V ჯ 

= ი (1 XმX+X?-+X+1 -- VX? ++ X+ 1) = 
X->-+C= 

= სე # 1+:+08+-ჩ – V1+1+ჯ 
1–>0 ჯ 

V. 19, 09 «9 სახის განუსახღვრელობები 

13.24. 

1 

· X–-I1 
1) II00 (2005 X)<1:6X; 2) IIIი ჯ ; 
X->0 X–>I 

ვე!



L (124 

ვ) Iთ C +) ? ; 
Xჯ–>1 4 

13.25. 

1 

. 2 >ჯ 
1 ყო C მLC005 #) ; 

X–>0 ჟL 

1 

გ: 2 ვ) თი (““–“)” ; 

  

  

X–->-0 X 

13.96. 

_1 1. 
. ზ% #2 . მLლLყ ჯ? 1). II ( 4920) ; 2) 1Iთ (“-+-) ; 

X–3-0 X X-–>0 X 

. 1 X V%C(ხ X . 
3) 110) (1+0_ ; 4) IIო (6 XX”. 

X->0 " 2 X->00 

13.97. 

1) II10) X”; 2) IIი1 X3219X; 
X->0-+- X->0-+ 

_ 3 _ 05-65. 
3) თ ჯII190X . 4 Iოთ (1-X% 82, 

X->0-- X–-1-– 

13.98. 

I . _L 
· · 1LX 

1 მთ ((9.X) Iიჯ. 2) IIთ | (9 +») ჯX 
X-+>0-- X->C 2X -+ 1 

1 

“Iფ დვ». XX%--–1 

ვ Iთ Xჯ Iი5იჯ ; 4 II ჯ 
X->0-L- X–->0-L 

მითითება: 4) 

. ჯი 1 . (X+--1) 1ი ჯ . (01 I9X_ IაIი»ჯ 
I Xჯ = III 6 I0ი 6“ · = 

X->0-+ X->0-L X->0-+ 

IჰიX _ ც = წო 0-1 
2 1ოი X)ი2X- 11 

= Mთი „ა 2 ჩჯI0Xჯ 1–>0-IL = 1. 

X->0+ 

392 : 

4 11თ ( 2 მით ჯ )' 
X-+>ი Lს 1 

1 
1 _–_ 

2 Mი (ი19:.) ”, 
- X->0 C 

წ 2 ი სთ (29+)7, 
X–>0 Xჩჯ 

  

 



18.99, 

1) სი X7#X; 
X->-+C9 

ვ) II (ი X)1/X; 
X->+900 

18.30. 

1) IIი (CC X)55»; 
X->-0-- 

ვ) Iიე1 (3X? ++ 32)1/X; 
X->+C 

18.31. 

1 

1. II0 CI)“; 
X-3-0-L 

3) III |10 XI“; 
X->0+ 

13.39. 

1 

1) სთ (ით+VX+1) V ; 
X–>0 X 

1ი ჯ 

ვ Iთ 4 
X->-+ თ (10 X)% / 

მითითება. 

1) Iთ 
X–->0 

წი! 

1119 1. 

2) IIთ   

1 

(" (X -- VX?-L1 ') ჯ = 
X 

2) Iთ 
1 IწX. 

„I (+) ” 

4) III (LთCX)?X-». 
> 

I 
2 

2 II (LC >)295X; 
# 

1 – 
2 

1 

4 II (მ-ე #6, 
X->-+- თ 

1 

2) III (10ყე (X2–+–2X-L 3)) 2 ; 
X-––-L+% 

1 

4. IM C--“--)”. 
სში (« 2X -L 1 X-++Cლი 

  

1 

2 Iთ –C3% 
X+>0 ს CლიX 

“4 Iთ | თ+თ _– “| 
X--+C% 

ეუ” X+V>მ1+1) ) 
Iთ 2 

X–->0 X 

C05 X 

ლი Xჯ 

005 ჯ XV X- X–>0 ჯ? 
=6 

X->-0 ს CხიX 

ვ93



  

L 
ჰი Xჯ 10. X ჯოი» #X->+ი0 ( ჯ 1ი1იჯ 

  

3. IIთ 
XI -+C (I0 X)?” 

  

1 1 
1“  1+ 

4 I” > - “'“I- 
X-–-+-% 

1 

= II XX |თ+თM“( < + 1 ) აამ I = 
ჯ 

  

  

  

  

  

X->+C 

1. 
= Iი) ჯ/ II XI(C1+-<)” –- I 
“ა-ი X>++C= X __ 9. _ 

# XL(X-L9ძ) 

იჯ? 

1-+ი! 
·. (1+ი)+-- . 1-++1 = სი 1+00)“ -–-L. Iთ IC ი“() Iლ=7, +1%_ 

1->0-- 1 '(C-0+ 04240 MX +001) 

იჯ? 
(077) 2 ი 

_ა,)ი (20 +ი)+ 49! | = ძ. 
1+თ! ' 

13.33, დაამტკიცეთ, რომ თუ 7(ი ფუნქცია ორჯერ წარმოებადია, 

მაშინ 

(- -0 1? 

დამტკიცება. ლოპიტალის წესის ძალით 

ყუ 1X+0+!X-0-210% _ ყი #MX+)ს- I-სა _ 
#- +0 ჯ? 1->0 21 

| I (X+1) – „(ი 1 '(X- 0  – „წთ | =I”თ. 1 · 
==–- Iთ 

2 1 –-1 (1>–0 

13.34. დაამტკიცეთ, რომ თუ წ(9) ფუნქცია სამჯერ წარმოებადია, 

მაშინ 

- 280 + 3 ს-–/),ით წთ = ს #C +230 -–5/C + 20 +9/C+0 –/7თ) . 
1->0 ( 

394



დამტკიცება. ლოპიტალის წესის ძალით 

ცე 1X+30-3%X+20+3X+0 –Iთი _ 
  

  

  

  

  

  

  

(–>0 (3 

= Iო 3I/(X+30--6,(X+2)+3/,X+07ი 

1–>0 3 

წ” · _ ”“„“/ /,/ 

== 3 /” (X -L- 31) 4I X+20+I(X+7 = 

1–-+>0 2 

-1 სი 3 წთ+-36-/V+-20 _ IიCთ+20 –! C+0) = «თ 
2 (30 1 ჯ 

13.85. იპოვეთ 

1 1 
_– კ როცა X5-0 

XჯX 0-1 
ჯ(X) = 1 

–- , რო X=0 
2 8 

ფუნქციის წარმოებული ჯ=0 წერტილში. 

ამო ხს ნ ა. ლოპიტალის წესის ძალით 

· 0ხ-.1-ჯ · 62-–-1 
10 -–- –ა-–---- გ1=- –- - --... =Iი – –- = 
X–>0 6-––- 1 X->60 X(6” –-1) X-+06” –- 1 +XCX 

· 6% 1 
= II ––=  ?" ,„–„ 

XჯX>0 2 6+ + ჯი 2 

წარმოებულის განსაზღვრის ძალით 

1 1 1 
ე.” „. “ი '__ – _– 

I (0) = თ + C0-1 2 _ ყე 20--2-%X-XC _ 
X-–->0 X X-+>0 2X2(6% ––-– 1) 

. 20ღ--1-–-იX- XჯC% . –Xჯ6 
= II) “ოვე = 11) = 

X->0 4X(6% -–- 1)+.2X? დ. X>0 4(6% –- 1) ++8X60%X +-2 26% 

= –- 20-.X-ი _ _1_ 

” 30 126% + 12X6“ -L 2X20% 12“ 

18.80. გამოიკვლიეთ ლოპიტალის წესის გამოყენების შესაძლებლობა 

შემდეგ მაგალითებზე: 

1 . 2 | 
1 Iთ _X-=2510ჯ_ ; 2) I + 2X -L §1I1 2X 

X>>ი 'X+50X იი (2X -L 510 2X) 659 X 
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14.1. 

1) 

2) 

ვ) 

4) 

14.2. 

1) 

3) 

14,3. 

1) 

3) 

14.4, 

1) 

ვ) 

14,ნწ6. 

1) 

ვ) #(X =მ:CIი X, X-=0, ”#=3; 4) /(X)= 

396 

§ 14, ტეილორის ფორმულა და მის0 

ზოგიერთი გამოყენება 

გამალეთ ჩი (+) მრავალწევრი X–-– სხვაობის მთელ დადებით 
ხარისხებად: 

LC) = #ტი-–-5X + -- 3 +4, ძ=4; 

CC) = XX? -–– 2ჯ2 -++ 3Xჯ -L 5, თ= 2; 

L (I) = –– 2 + 5X? + 3ჯ + 1, = =-1; 

L (X) = X1მ – 3ჯ5 -L1, თ =1, 

გაშალეთ | (XX) ფუნქცია ტეილორის ფორმულით ჯი წერტილში 

და ნაშთითი წევრი ჩაწერეთ ლაგრანჟის სახით: 

Iით=-–, Xე == –-1; 2) ”/(01=VX#, Xე =4; 

I(X=X6, X) =0; 4) წ(X9ი= #IIIX, Xე =1, 

გაშალეთ | (1) ფუნქცია მაკლორენის ფორმულით და ნაშთითი 

წევრი ჩაწერეთ პეანოს სახით: 

=> 

(თ =9ი(%++); 2 00 =4 ; 
4 

I(ი=-“'-, 4 ”(=I0(5-–-47). 
2X +3 

გამალეთ | (X) ფუნქცია ტეილორის ფორმულით Xჯი წერტილში 

და ნამთითი წევრი ჩაწერეთ პეანოს სახით: 

IC») =-1, X-== 2; 2) I (X) = 5Iი (2X –– 3), X-ი =4 1; 

X 

ICC=X6C>, Xა= –1; 4) ”(X) =(XX-- 1)6-%, Xე = ––1. 

გაშალეთ / (X) ფუნქცია ტეილორის ფორმულით Xი წერტილ- 

ში ი” რიგამდე და ნაშთითი წევრი ჩაწერეთ ლაგრანჟის სახით: 

ჯ 

X-–-1 
#(X) =   , X-=2, ”M=3; 2) წ(X)=1CX, Xე=0, M= 2; 

  

, Xე= 1, I1=5 ვ. 
1 
VX



14.0. გაშალეთ / (X) ფუნქცია ტეილორის ფორმულით Xი წერტილში. 
Mჩ რიგამდე და ნაშთითი წევრი ჩაწერეთ პეანოს სახით: 

X2--X–-- 1 
1) /(X)=6 + » X.-=-1, #2=6C; 

2) 'თ-=->-->' X=) 71=6 

X-–1 
ვ X)= –-- -___ Xე =7 1 M9M = 8; ) ჯV) 19--2X-C+LC5 “49 , 

ჯ? X-- 1 
4 /ჯ(X= 2 , Xი 2, ჯჯ = 7. 

14.27. გაშალეთ I (X) ფუნქცია მაკლორენის ფორმულით /# რიგამდე, 

და ნაშთითი წევრი ჩაწერეთ პეანოს სახით: 

  ) I00=თ+5C. .=9 2100=1:+7%, ი=2, 

ვ) წ(0 == 10 (1 + », .=4; 4) /() = ––– M=3; 

5) /(X) = მICLCX, 11= 6; 6) /თი - ოლ ვივ' ML = 6. 

14.8. გამოთვალეთ 6 სიზუსტით; 

1) §111შ §86= 10“8; 2) Cლ059,ი0 6= 10>-5; 

ვ #5; §6=10:4; 4) 1C11; 6 = 10-5, 

14.0. გამოთვალეთ ზღვარი (M#MM# 14.9--14.10): 

1 თ V1+2პX-C+X# 

X-–>-0 მLC510 X – 51ი X 
1 2 ოოო. 

· –_Xჯ 2 
2 III ჯეაეუათა. – 

X->0 კი “2 
1-–ჯ 

_“ 1 
II (X + V1+X#) – X + --X 

Xჯ–+>0 ჯ–ხხჯ 

0პICL6 X . . 
  

  

· CLდ ჯ3 
4) IIი) IC05(X6-) –– 11 (1–-X)-–XI 

X–>-0 · 

ვ97



14.10. 

1 

1) Iთ - 
X>0Lს X+50IXჯ 

/ 2IVXჯ )” 

  2 III ( I = 
X->0 L 510 X- მLCLC ჯ 

1 

LC X· 8ILC51I1 X ) / 

–__... CV 1 + 3X+--# 
  

  

3) IIთ ; 
Xჯ–>0 »ჯზ 

4 სო იაიX. V1 2 -  XC05ჯ 
X–53-0 109(1 ––X) 

§ 1წ5. ფუნქციის ზრდადობა და კლებადობა, ექსტრემუმი, 

უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობა 

იპოვეთ ფუნქციის ზრდადობისა და კლებადობის შუალედები 

(#M# 15.1––15.2V: 
16.1, 

1) ყ= #0 3ჯზ1-- 9X -L14; 

ვ) ყ=X#!.–-–6X2 + 15X– 2; 

15.2. 

1) ყ= X5-- 5X + 5X9 + 1; 

3) ყ = XX(X--12)?; 
1წ.8, 

2ჯ 1 ყ=–-–“-; 
) V 1 + X? 

1= 2 

ვ ყC=1-=7#+X.. 
14+Xჯ-+-X#? 

15.4. 

1) ყ=X#V1 –-X?; 

# X 
3) ყ–“ +560 ჯ 

15.წ. 

1) ყ=Xჯ–--05; 

X2--4X 
3) ყლ=26 ; 

.398 

2) ყ == X/7 -–-2X2–- 5; 

4) ყ=2-–-3X –- 6X” –- 5X9, 

2) ყ = (X-- 1)?2(2X + 3)”; 

4) ყ= (X –– 2)7(2X + 1, 

2X9% ––- 1 
2) MM“. ? 

10 
4) ყ= აევუ'“–––. 

41 -- 9X? -+ 6X 

2 ყ =V8X2 –- მ; 

Xჯ 

სა-–“. 

2) ყ = X?26-%; 

Xჯ 

  

4) ყ =



1 

  

  

_ეX-9 . _ XC 1) ყ=2 ; 2) ყ = 22. ? 

–-Xჯ'--5X –-1,5(X--1)? 
ვ) ყ=X726 - 4) ყ=(ჯ– 1)3 6 

15.7 

1 
1) ყ=XI9L; 2) ყ=--ჯIიXჯ-–-X#I2; 

ჯ 
3) ყ.= 4) ყ= X2--Iი X2, 

Iი ჯ 
15.8 

1) ყლ X+851იX; 2) #ყ=Xჯ=-25)X; 

3) ყ=2510X +0052ჯ; 4) ყ=X%-LI 51 2XI. 

15.9 

1) ყ=I1Xჯ –– მწიLსCX; 2) ყ == 0%005X; 

ვ) ყლIC(C+ V 1 +X2?); 

4) (-50/ > იი»). როცა X>>-0, 

0 , როცა #X# =0. 

იპოვეთ ფუნქციის ექსტრემუმი (M#M# 15.10–--15.21): 

15.10. 

1) ყ = 2X9 –– 32; 2) ყ= 2X9--6X + 18+-+7; 

3) ყ == X#--8ჯ?-L 12; 4) ყ = (Xჯ -L 2)?(X =– 3)3. 

15.11. 

1) ყ == 394 –- 4X1; 2 ყ=>(X1-–- 10) (X + 5)?; 

ვ 12 ვ ყლ“ +; 4) ყ=3X+-–“., 
3 ჯ Xჯ 

18.19 

ჯ 1 
1 –“ 2 ყლ; 
)V9= X. + 3 ) XL –-X 

'ჯ?-.2X+2 ჯX 
3 _შრჰპკჰპხპჰ , 4 ==. 

_ 9 თ+4 
15.13. 

(L--2)(8--X) (X –– 1)? 
1 = _-_ უ----_-_-___-–_–ხ 2) ყ= –- –; ) ყ = ყ X+1 
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_ 2-7»). ვ) 
7 (3-–X)? 

16.14. 

1) ყლ XV1–-X?; 

3) #=-<--#V/ 6+=7; 
16.15. 

1) ყ= 1/ XX -- 3X? -L 64 ; 

ვ ყ=--“ 
X+ 8” 

16.16. 

1) ყ == X6”; 

3) ყ= 6 ; 
Xჯ 

  

15.17. 

1) #=X(0,2)+; 
––-ჯ”?2, 

3) ყ == X76 ი91%X ; 
16.18. 

1) ყ#V=Xჯ-–I(1 +; 
3) ყ=ჯXჯIი?X; 

16.19. 

1) ყ=005X + -- ინ§2»; 

ვყ-2-  ; 
“1 +51ი?ჯ 

510 Xჯ . 

2 + 005Xჯ 7 

3) ყ=ლ–Xჯ–251ი7X; 

16.91, 

1) ყ == 

1) #/=Xჯ-–-2810LX ; 

3) ყ=მLXCLCჯX-- ლ (1–+X2); 
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16 –_--__>_ 
, XC4--X2) 

2) ყ == 2VXჯX -–X; 

4) ყ = (X =–– 5) V(X + 1). 

2) ყ= –»ჯV XX+2; 
X 

რ ყ= 5-3. 

2) ყ= X26-%; 

4) ყ= 26” -L 6-7. 

2) ყ = X"”(0,3)%; 
–I,5 -–-113 

4) ყ=(X–-1)36 > ”. 

2) ყ=XჯIიX; 

4) ყო X-–I9(1-+X2). 

2) ყ==2510 2X -L 511.4X; 

4) ყ= 5101ჯ -+ 0053Xჯ. 

2 ყ=Xჯ+8350X; 

4) ყ=10005X-–-005X. 

2) ყ=>(X?-L1)მICLდ _-+ ჯბ-– XI 

4 ყ =C95იX;



5) 

6) 

1 

1 _ M» 
ყ=16 'მ(V2+9ი->-), როცა X#ჯ3“0; 

Xჯ 

0, როცა X= 0. 

” 1 
„042“ = , როცა X53C20, 

ჩჯ 

0, როცა X=0. 

იპოვეთ ფუნქციის უმცირესი და უდიდესი მნიშვნელობა მითითე– 

ბულ შუალედში (Mჰ# 15.22––-15.31): 

15.59. 

1) 

2) 

16.26. 

1) 

3) 
16.26. 

1) 

2) 

ვ) 
4) 

ყ=#---0--60+1, L-- 2; 4); 

  

3 9 
= XX ნ 2 –– 1-1, | –-2; 2); 2 2 I 1 

X»ჯ? -L 3ჯ 3ჯ 
=++%, ( ვ 0, ტჭყ=--“" , (ვ). 

XჯX-–-1 XI + 4X + 4 

LC) Xჯ X 3 
ყლ–-+-, (|1; 7); 2) ყ= –– ; I--3; 0); 

Xჯ 5 3 X-–1 

8 4 
= 1 –-, |“–2; –- 1); 4 = –---“., (0; 5|. ყ=X+-– I 1; 4) Vყ XX 12: L0; 5) 

#=VX00–-X, (0, 10; 2) ყ=V100–X?, (-4; 8); 

ყ=V (X'--2X1?, (0; 3, 4) ყ= I/ X-+1 –- 7 X--1, (0; 11. 

ყ=Xჯ-–-2Iჯ-+3,5, I1:60 2) ყ= –-XIი» +X» I1;:3); 
ი 

ყ=X#?2IX, I1;20); 4) ყ=1I0(1--VIXICC-++1)1), L--2;1I. 

ყ= Xმ-- |X–X2-+X-–-6I (0; 3 

ყ=-2+II+X-1I2I, |--, 3. 

ყლთ2|)I)1--6XI, II:V7); 

ყ=|X +X) +IXX+ 5X+ 6), | 2,5; –-0,51. 

26. უმაღლესი მათემატიკა 401
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(5 – 

1) 

2) 

3) 

4) 

ყM-IM+2-3)+ – ი» LI 

2 

ყლ=IIXI +X--2) ––I12 1, |--. 2) 
X 2 ' 

ააბეუელ. =ი 4); 

V X2IX+1| . (2; 11. 
ყ=16 

  ყ = V 3 Xჯ-LCა5 X, (თ + | ; 
2 2 

ყ= 18 -––5I0X + V 3 005X, = 

>
 

5 IL 

ყ == 0052X –– 4005Xჯ -+-3, Iთ 2” I: 

: : 5 
ყ= 251I1X + 51ი2X, (თ +» |. 

..“– X : ჰა 
ყლ“ –“+35იX, _ I; 

ყ = 55Iი?X + 30052X –– 2X, IC 2 ; 
2 

ყ = V 2 (§)ი?Xჯ + C0531 X)+2, IC + | ; 

ყლ=2IVX--V272V, (თ 3). 

ყ = 005? X + 5IიX, |L<- ; 3. ; 

0) 
ყ ==4 51)ი”X -++ 0052X –– 2X, | თ +1 

ყ=(3--X2)005X -L 2X5I0X, I|0; XI; 

თეხ? · 
ყლ=4+-“- + 31იX, IX; 2XI. 

ჯა... : 

,



15.81. 

1-Xჯ 
1) ყ=მსნC-–––., 0; 11; ) ყ 911, (0; 1) 

  2) ყ=2მLCICX -L მLC511 ,; 1– C; +CI(; 
X? -++1 

ვ) ყ= მCC0LCV IXI(1- 22, I|--1; 2); 

4) ყ=მCCV XXI 1-– XI), I--1; 2); 

_ )ყ? 

59 ყ=I ე როცა X<V (კ; 21; 
20XIC X, როცა X >9, : 

1 + 3X, როცა Xჯ <0, 
5) #=I - ” (-I; 21. 

(ე , როცა X>0, 

იპოვეთ I9იII და 5ს0) მითითებულ შუალედში (M#. 15.32; 
15.33): 

18.89. 

1) წ/(X =-1 +X”, |10; 1); 2) ”(Xლ1იჯX–-X#, 10; +=L; 
X : 

წს 
ვ) /7(I1= 2სწჯX-–--VL22X, I- = +L' 

–-ჯ 

4 ”0)=(024+46 “ , 10, +თL. 
15.33. 

1) (0ე=6C “ 005 #, 1--=<; +CთL; 
, , 

2 Iო=“-62 “, 1თ +თL, 
2 ? 3 

3) I0=X»+(--.). | 2” 5L, 

2 1 
4) #0) = <3 

15.34. აჩვენეთ, რომ 

  კ) I2, + Cთ L ძCI#2. 

1 

/თ-. #7. როცა X5+-0, 
0, როცა #ჯ=0 
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ფუნქციას X=0 წერტილში გააჩნია მინიჭუმი, თუმცა /!”) (0) = 0, 
ჩ#CVM. 

15.35. აჩვენეთ, რომ 

აეებსს–“. 
0, როცა X=0 

ფუნქციას +X=0 წერტილში ექსტრემუმი არ გააჩნია თუმცა 
(2) (00 = 0, იCVM. 
15.36. იპოვეთ IიI9ი | (X), თუ 

I(V = თი2X (2IXIL, |I1 +XI). 

(0 = Xჯ 6 

15.37. მოცემული თ დადებითი რიცხვი დაშალეთ ისეთ ორ შესაკრე– 
ბად, რომ მათი ნამრავლი იყოს უდიდესი. იპოვეთ ამ შესაკრე– 

ბების ნამრავლი, თუ ძ=8. 

16.38. |! სიგრძის მავთულისაგან დაამზადეთ ისეთი მართკუთხედი, რომ 

მისი ფართობი იყოს უდიდესი. იპოვეთ ეს ფართობი, თუ 
L=32. 

15.39. რიცხვი 24 “დაშალეთ ისეთ ორ შესაკრებად, რომ მათი კუბების 
ჯამი იყოს უმცირესი. იპოვეთ ამ შესაკრებთაგან უდიდესი. 

15.40. რიცხვი 81 დამალეთ ისეთ ორ თანამამრავლად, რომ მათი კვად– 
რატების ჯამი იყოს უმცირესი. იპოვეთ ამ თანამამრავლთა ჯამი. 

15.41. რიცხვი 10 წარმოადგინეთ ორი ისეთი დადებითი შესაკრების 
სახით, რომელთა კვადრატების ჯამი უმცირესი იქნება. 

15.49. იპოვეთ ისეთი თ რიცხვი, რომ 40ი--ი? სხვაობა იყოს უდიდესი. 

15.43. იპოვეთ ისეთი დადებითი რიცხვი, რომ ამ რიცხვისა და მისი 

შებრუნებულის ჯამი იყოს უმცირესი. 

15.44. იპოვეთ უდიდესი ფართობი # რადიუსია წრეში ჩახახული 

მართკუთხედისა (9=-3V 5). 

15.45. ყველა იმ მართკუთხედებს შორის, რომელთა პერიმეტრია 36, 

იპოვეთ უდიდესი ფართობის მქონე მართკუთხედის ფართობი. 

15.46, M (2; 4) წერტილზე გავლებული წრფის მონაკვეთი საკოორ– 

დინატო ღერძებთან (X>0, ყ>მ) ქმნის მართკუთხა სამკუთ- 

ხედს. რას უნდა უდრიდეს კათეტების სიგრძეები, რომ სამკუ- 

თხედის ფართობი უდიდესი იყოს. 

16.47. II რადიუსიან ნახევარწრეწირში ჩახაზული ყველა მართკუთხე– 

დიდან (მართკუთხედის ერთი გვერდი ნახევარწრის დიამეტრზე 
მდებარეობს) იპოვეთ უდიდესი ფართობის მქონე მართ– 

კუთხედი. 
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15.48. 

15.49. 

15.50. 

15.51. 

15.64. 

15.55. 

15.50. 

15.57. 

16.58. 

მოცემული პერიმეტრის მქონე ტოლფერდა სამკუთხედებიდან 
რომელს აქვს უდიდესი ფართობი? 

დაამტკიცეთ, რომ ერთი ჯდა იმავე ჰიპოტენუზის მქონე ყველა 

მართკუთხა სამკუთხედიდან უდიდესი ფართობი ტოლფერდა 

სამკუთხედს აქვს. 

2V 2 სმ სიგრძეს ფერდის მქონე ტოლფერდა სამკუთხედებს 

შორის იპოვეთ იმ სამკუთხედის ფუძის სიგრძე, რომლის ფარ– 
თობიც უდეადესია. 

მართკუთხა სამკუთხედის ჰიპოტენუზის სიგრძე 16 სმ-ია, ერთ- 

ერთი კუთხის სიდიდე კი 6097. მასში ჩახაზხულია მართკუთხედი, 
რომლის ფუძე ჰიპოტენუზაზე ძევს. რა ზომის ფუძე უნდა 
ჰქონდეს ამ მართკუთხედს, რომ მისი ფართობი იყოს უდიდესი? 

· მართკუთხა სამკუთხედის კათეტის სიგრძე 12 სმ-ია, ამ კათე–- 

ტის მოპირდაპირე კუთხის სიდიდე კი 30. მასში ჩახაზულია 

მართკუთხედი, რომლის ფუძე ჰიპოტენუზახე ძევს. რა სიგრძის 

უნდა იყოს მართკუთხედის ფუძე, რომ მისი ფართობი იყოს 

უდიდესი? 

· სამკუთხედში, რომლის ფუძეა თ, ხოლო სიმაღლე /, ჩახაზზულია 

მართკუთხედი ისე, რომ მისი ორი წვერო მდებარეობს ფუძეზე, 
ხოლო "დანარჩენი ორი ფერდებზე. იპოვეთ უდიდესი ფართო- 

ბის მქონე მართკუთხედის ფართობი. 

ნახევარწრეში„ რომლის რადიუსი I=14 V 5 ჩახაზულია 

უდიდესი პერიმეტრის მქონე მართკუთხედი. იპოვეთ ამ მართ–- 

კუთხედის დიდი გვერდის სიგრძე. 

ნახევარწრეში, რომლის რადეუსია 7? ჩახახულია უდიდესი ფარ– 

თობის მქონე მართკუთხედი იპოვეთ მართკუთხედის გვერ- 

დები. 

# რადიუსის მქონე წრიულ სეგმენტში, რომლის ცენტრალური 

კუთხეა თ ჩახაზულია უდიდესი ფართობის მქონე მართკუთხე–- 

დი. იპოვეთ ამ მართკუთხედის მცირე გვერდის სიგრძე, თუ 

(<4 1 
I =2 36V5, 00§ >-= 2 7=- 

იპოვეთ იმ უმცირესი მონაკვეთის სიგრძე, რომელიც თ სიგრ– 

ძის გვერდის მქონე ტოლგვერდა სამკუთხედს ყოფს ორ ტოლ- 

დიდ ნაწილად. 

იპოვეთ იმ მართკუთხა სამკუთხედის კუთხეები, რომლის ფარ– 

თობი უდიდესია იმ მართკუთხა სამკუთხედებს შორის, რომელ–- 

თა ჰიპოტენუზისა და ერთ-ერთი კათეტის ჯამი მუდმივია. 

405



15.59. 

15.60. 

15.65. 

16.63. 

15.64, 

16.6წ. 

15.60. 

16.67. 

16.68, 

16.69. 

406 

იპოვეთ ტოლფერდა ტრაპეციის ფერდი, რომლის პერიმეტრი 
უმცირესია იმ ტოლფერდა ტრაპეციებს შორის, რომელთა ფარ– 
თობია 5 და მახვილი კუთხე თ. 

იმ ტრაპეციებს შორის, რომელთა ფერდები და მცირე ფუძე 
0-ს ტოლია, იპოვეთ უდიდესი ფართობის მქონე ტრაპეციის 

დიდი ფუძე. 
„ II რადიუსიან წრეში ჩახახულია ყველა შესაძლო ტრაპეცია, 

ისე, რომ წრეწირის ცენტრე ტრაპეციის შიგნითაა. ტრაპეციის 

ერთ-ერთი ფუძე IIVვ -ის ტოლია. იპოვეთ უდიდესი ფართო- 

ბის მქონე ტრაპეციის ფერდი. 

I რადიუსიან წრეში ჩახახულია ყველა შესაძლო ტრაპეცია, 
ისე რომ ტრაპეციის ერთ-ერთი ფუძე წარმოადგენს დეამეტრს. 

იპოვეთ უდიდესი ფართობის მქონე ტრაპეციის კუთხეები. 

48 ქორდა წრეწირის რადიუსის ტოლია, ხოლო >48-ს პარალე- 

ლური Cს ქორდა გავლებულია ისე, რომ #48Cმ თოთხ- 

კუთხედის ფართობი უდიდესია. იპოვეთ იმ უმცირესი რკა- 
ლის გრადუსული ზომა, რომელიც C#) ქორდითაა მოჭიმული. 

; V'2 
იპოვეთ უმცირესი მანძილი 7VI(2; 0) წერტილიდან ყ= 797 C-–-2- 

ფუნქციის გრაფიკის წერტილებამდე. 

იპოვეთ უმცირესი მანძილი #M (0; 1) წერტილიდან ყ=1 + 

+ ლლ ფუნქციის გრაფიკის წერტილებამდე. 
2 

იპოვეთ უმცირესი მანძილი M (3; 0) წერტილიდან 8 --8=1 

ჰიპერბოლამდე. 

იპოვეთ უმცირესი მანძილი M(2--) წერტილიდან ყ=X? პა– 

რაბოლამდე. 

იპოვეთ #M (1; 2) წერტილზე გამავალი იმ წრფის საკუთხო კო–- 

ეფიციენტი, რომელიც პირველ საკოორდინატო კუთხიდან მოჰ– 

კვეთს უმცირესი ფართობის მქონე სამკუთხედს. 

იმ მართკუთხედების ფართობებს მორის, რომელთა ორი წვე– 

რო 0Xჯ და 0ყ დადებით ნახევარღერძებზე მდებარეობს, მესა– 

მე წვერო კოორდინატთა სათავეში, მეთხე კი #=3--X7 პარა- 

ბოლაზე, იპოვეთ უდიდესი ფართობი.



16.75. 

15.79. 

1 · · 
· M (2. +) წერტილზე გავლებულია წრფე, რომელიც დადებით 

ნახევარღერძებს ჰკვეთს 8 „და C წერტილებში. იპოვეთ იმ 
წრფის განტოლება, რომლისთვისაც 8C მონაკვეთის სიგრძე 
იქნება უმცირესი. 

2 ' ჯ? " 
· იპოვეთ > + 4:=1 ელიფსში ჩახაზული უდიდესი ფართო- 

ბის მქონე მართკუთხედის გვერდები. 

8 
· 2 –+ + =1 ელიფსის რომელ წერტილში უნდა გავატაროთ 

ი? 

მხები, რომ ამ მხებითა და დადებითი ნახევარღერძებით შედ- 

გენილი სამკუთხედის ფართობი იყოს უმცირესი. 

3. იპოვეთ 5 ფართობის მქოზე მართკუთხე დზე შემობახულ ელიფ–- 

სების ფართობება შორის უმცირესი. 

202 -ყზ=18 ელიფსზე აღებულია წერტელები 4 (1;4) და 

8 (3;0). იპოვეთ მოცემულ ელიფსზე მესამე C წერტილი ისე– 

თე, რომ 48C სამკუთხედ ის ფართობი იყოს უდიდესი. 

ყ= /Xჯ ფუნქციის გრაფიკის მხების შეხების წერტილის აბს– 

ცისა C ეკუთვნის C | სეგმენტს. C-ს რა მნიშვნელობისა– 

თვის იქნება იმ სამკუთხედის ფართობი უმცირესი, რომელიც 

შემოსახღვრულია მოცემული «ახებით, 0X ღერძითა ·და X=2 
წოფით. რას უდრის ეს უმცირესი მნიშვნელობა. 

1 
· ყ=-- ფუ§ქციის გრაფიკეს მხების შეხების წერტილის აბსცი–- 

ლ 

სა CCI4; 5). სეგმენტს. C-ს რა მნიშვნელობისათვის იქნება იმ 

სამკუთხედის ფართობი უდიდესი, რომელიც შემოსაზღვრულია 

მოცემული მხებით, 0X ღერძითა ,და X=1 წრფით. რას უდრის 

ეს უდიდესი მ5იშვნელობა. 

· ცელინდრის ღერძული კვეთის პერიმეტრი 60თ-ს ტოლია, იპო– 

ვეთ ასეთი ცილინდრების მოცულობებს შორის უდიდესი. 

· იპოვეთ იმ კონუსის სიმაღლის შეფარდება ფუძის დიამეტრ- 

თან, რომელსაც მოცემული მოცულობისათვის უმცირესი გვერ- 

დითი ზედაპირი აქვს. 

კონუსის მსახველია I. იპოვეთ ასეთი კონუსების მოცულო- 

ბებს შორის უდიდესი. 

40;
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· წესიერი სამკუთხა პრიზმის მოვულობა არის მ. როგორი უნდა 
იყოს ფუძეს გვერდი, რომ პრიზმეს სრული ზედაპირის ფართო- 

ბი იყოს უმცირესი? 
· საჭიროა დამზადდეს მართკუთხა პარალელეპიპედის ფორმის 

ღია ავზი, რომლის ფსკერიც იქნება კვადრატი და რომელიც 

დაიტევს წ მოცულობის სითხეს. რას უნდა უდრიდეს ამ ავზის 
სიმაღლე, რომ მის დასამხადებლად დაიხარჯოს უმცირესი რა- 

ოდენობის მასალა? (9 =108). 

25. კონუსის შლილის ცენტრალური კუთხეა თ. თ-ს რა მნიშვნელო- 

ბისათვის იქნება მოცემული მსახველის მქონე კონუსის მოცუ- 

ლობა უდიდესი? 

3. ტოლფერდა სამკუთხედის პერიმეტრია 20. როგორი უნდა იყოს 

მისი გვერდები, რომ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც მიიღე– 

ბა ამ სამკუთხედის ბრუნვით ფუძის გარშემო, იყოს უდიდესი? 
· ტოლფერდა სამკუთხედის პერიმეტრია 20. როგორი უნდა 
იყოს მესი გვერდები, რომ იმ კონუსის მოცულობა, რომელიც 

მიიღება ამ სამკუთხედის ფუძეზე დაშვებული სიმაღლის გარ- 

შემო ბრუნვით, იყოს უდიდესი? 

· II რადიუსიან სფეროში ჩახახულია ცელინდრი. იპოვეთ უდი- 

დესი მოცულობის მქონე ცილინდრის სიმაღლე. 

· # რადეუსიან სფეროში ჩახაზულია კონუსი. იპოვეთ უდიდესი 

მოცულობის მქონე კონუსის სიმაღლე. 

· 1 რაღიუსიან სფეროზე შემოხასულია კონუსი. იპოვეთ ასეთი 

კონუსების მოცულობებს შორის უმცირესი. 

8. იპოვეთ I? რადიუსიან სფეროში ჩასასული უდიდესი მოცუ- 

ლობის მქონე წესიერი სამკუთხა პრიზმის სიმაღლე. 

· Iს რადიუსიან სფეროში ჩასაზულია ცილინდრი, იპოვეთ ასეთი 

ცილინდრების სრული ზედაპირის ფართობებს შორის უდი- 

დესი. 

# ფუძის რადიუსისა და /# სიმაღლის მქონე კონუსში ჩახახუ- 

ლია უდიდესი მოცულობის მქონე ცილინდრი. იპოვეთ ამ ცი- 

ლენდრის სემაღლე და ფუძის რადიუსი. 

M რადიუსიან ნახევარსფეროში ჩახაზულია წესიერი ოთხკუთხა 

პრიზმა. იპოვეთ ასეთი პრიზმების მოცულობებს შორის უდი- 

-დესი. 

V მოცულობის მქონე სხეული შედგენილია ცილინდრითა და 

მასზე დადგმული ნახევარსფეროთი. როგორი უნდა იყოს ცი- 

ლინდრის მსახველი და რადიუსი, რომ სხეულის სრული ზედა– 

პირის ფართობი იყოს უმცირესი?



15.03. V ქარხნის პროდუქციის 4 ქალაქმი გადასატანად შენდება 

V?2 გზატკეცილი, რომელიც M ქარხანას აკავშირებს # ქალაქ- 
ში გამავალ რკინიგზასთან. ცნობილია, რომ ტვირთის გადატანა 
გზატკეცილით 2-ჯერ ძვირია, ვიდრე რკინიგზით. როგორი უნ- 

და იყოს MVMინ გზატკეცილის სიგრძე, რომ ტვირთის VMV ქარხნი–- 
დან # ქალაქში გადატანის ღირებულება იყოს უმცირესი, თუ 

უმცირესი MV8 მანძილი ქარხნიდან რკინიგზამდე 100 კმ-ია, ხო– 

ლო რკინიგზის 48 მონაკვეთის სიგრძეა 500 კმ. 

16.94. თ სიგანის მდინარის მართობულად გაყვანილია ხ სიგანის არხი. 

რა უდიდესი სიგრძის მქონე მორი შეიძლება შევაცუროთ მდი- 

ნარიდან არხში. 
15.95. დაამტკიცეთ უტოლობა: 

1 
1) XXI II ჯXI=<-–-–-, 0<X#<1, თ>90; 

C(6 

    

  

2) 6" >>6X; ვ) 1--2ქ0X<-'-; 2 

4) ლ%>>1 +IV1 +X); ყ 90% 1. 
X-–-1 V X 

რ) >1 ჯ“ 3 ჯჭ ჯვ ჯ 

C05 ჯ _ , ++ 510 ჯ '_– _ 23 2 ა) < < C +126: 

8) §I11X+LVLVX>>2X, 0<X<--; 

ვ 3 

9) #---< 208X <»X- “+, 0=<Xჯ<1; 

  

· ვ 

10) (––) > 00§X, 0<IXI<--; 
X 

11) XX2-–-1<X(X-1), X>0, 0<0C <). 

§ 10. ფუნქციის ამოზნექილოგა და ჩაზნექილობა, 

გადაღუნვის წერტილი, ასიმპტობები 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების ამოზნექილობისა და ჩაზნექილო- 

ბის შუალედები და გადაღუნვის წერტილები (MI 16.1--16.6): 

10.1. 

1) ყ=ლ=ჯ–--5ს + 3ჯ –– 5; 2) ყ= 19--6X“ -L 12X -L 4; 

ვ) ყ= 2Xბ –- 32 + X-1; 4) ყ= 3X5--5Xმ +-3X-–-2; 

5) ყ=(X+2)მპ +2X-+-2; 6) ყ=X–+7X-+1. 
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16.2. 

1 1) ყთ–-- 
ჟ 1 + Xჯ? 

ე 

ვ ყთ- 
ბ) წ 12 ++ Xჯ? 

16.8. 

1) ყ= V1 + X ; 

3 #/=VX+1-–VX-1; 
  

11 ყ-=–-(X+ 1) +201; 

3) ყ=Iი(1+X9; 

1) ყ=X#ჯ+-31ჯ; 

3) ყ = მIIC-“- ; 
Xჯ 

16.6. 

1) ყ= +, , 
ჯ? 

ვ) ყ _ IXIიIXLს როცა ჯ53“90, 

L 09 როცა X = 0; 

  

1 
2 = · პა ყ 1 >: 

#“ 

4ყლ--–- .. 

, (+ –- 1)? 

2) ყ= VX+3; 

  

VX. 
4 = 117 X + 1 

–_ჯ 

2) ყ=6 : 

4) ყ == 6117, 

2) ყ=ლ=X5109II1X; 

4) ყ= ტ2?!CL6 X. 

IX--1| 
2) ყ= ==- ; 

) XVX;ჯ 

იყ/- წი როცა X986-0, 

0, როცა Xჯ=0. 

16.7. თ პარამეტრის რა მნიშვნელობისათვის აქვს 

ყ=6%-+L იX! 

ფუნქციას გადაღუნვის წერტილები. 

16.8. ი Iდა ხ პარამეტრების რა მნიშვნელობისათვის იქნება 

ყ = 0X90-L ხX? 

ფუნქციის გრაფიკისათვის (1; 3) გადაღუნვის წერტილი. 

16.9. # პარამეტრის რა მნიშვნელობისათვის იქნება 

ჩ 
V% 

– ჩ2ჯმ 
=–=-06 : ჩ8->9 

ფუნქციის გრაფიკის (ალბათობის წირის) გადაღუნვის წერტი–- 

ლის აბსცისა >+6. 

-410 I



16.10. 

16.11. 

16.19. 

16.18. 

16.14. 

16.15, 

10.16. 

16.17. 

16.18. 

16.19. 

16.20. 

აჩვენეთ, რომ 

_ X+1 

- X? -L1 

ფუნქციის: გრაფიკს აქვს ერთ წრფეზე მდებარე სამი გადაღუნ– 

ვის წერტილი. 

აჩვენეთ, რომ ყ=X 510 X წირის გადაღუნვის წერტილები მდე– 
ბარეობს ყ? (4 + 2) =4X? წირზე. 

აჩვენეთ, რომ ყ= 51%   წირის გადაღუნვის წერტილები მდე– 

ბარეობს ყ? (4 + X7)=4 წირზე. 

აჩვენეთ, რომ (0,0) წერტილი არ წარმოადგენს 

ჯ (2+ C05 ->)' როცა #53 ე, 
X 

0, როცა X=0 

ყ = 

  

ფუნქციის გრაფიკის გადაღუნვის წერტელს. 

შეიძლება თუ არა ფუნქციის გადაღუნვის წერტილი იყოს მისი 

ექსტრემუმის წერტილი? პასუხი დაასაბუთეთ. 
შეიძლება თუ არა ყველგან ამოზნექილ (ჩაზნექილ) ფუნქციას 

ჰქონდეს ერთზე მეტი ექსტრემუმის წერტილი? პასუხი დაასა– 
ბუთეთ. 

დაამტკიცეთ, რომ თუ ფუნქცია ორჯერ წარმოებადია, მაშინ 
მის ორ ექსტრემუმის წერტილს შორის არსებობს ერთი მაინც 
გადაღუნვის წერტილი. 

აჩვენეთ, რომ თუ ფუნქცია ორჯერ წარმოებადია, მაშინ მის 
გადაღუნვის წერტილებს შორის ექსტრემუმის წერტილი შეიძ- 

ლება არ არსებობდეს. 
დაამტკიცეთ, რომ კენტე რიგის არაწრფივ მრავალწევრს აქვს 

ერთი მაინც გადაღუნვის წერტილი. 

დაამტკიცეთ, რომ დადებეთკოეფიციენტებიან ლუწ მრავალ– 

წევრს არ შეიძლება ჰქონდეს გადაღუნვის წერტილი. 

ვთქვათ წირი მოცემულია პარამეტრული სახით X=C CI), 
ყ=ყ (1). აჩვენეთ, რომ ( პარამეტრის მნიშვნელობებს, რომ- 

ლისთვისაც გამოსახულება 

დ (0 C” (0 – – 0 ი” (0 
დ (0) 

ნიშანს იცვლის, შეესაბამება წირის გადაღუნვის წერტილი. 
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16.21. იპოვეთ პარამეტრულად მოცემული წირის გადაღუნვის წერ- 
ტილები: 

1) X=ჯ, ყ= 3! +#; 

ვ) ჯ =10!, ყლ=ჯ6-!, 12>>0; 

2) X=6,) ყ=31)07; 

2 (3 

კუ ყლ 4) X= 
L(-–1 (L(--1 
  

  ) 1->2. 

იპოვეთ წირის ასიმპტოტები (MM 16.22-–16.27): 

16.92. 

1) #/=--; 
X 

1 
ვა _ 

ჟ ჯ -–-4X + 3 

10.98 

ჯე? 

1 ყ=-–--–--. 
) 4 ჯ?-–-4 

3) ყ=VX# -–-1; 

16.24. 

1) ყ= 3X-მLCLC 5ჯ; 

3) ყ=#M(4+ +). 
X 

  

მითითება: 4) გვაქვს 

#8= III) 2. 
X>-+C (1 -L X)ჯ 

#I+X 
ხ = Iთ ლო 

X>+C% (1 + XX” 

419 

1 
2 ყ=––-–ძფ–ძ–-; 

  

(X –– 2)? 

1 
ჭბყს=.-ეუ_”“_უუ' 

) ყ უზ-––- 6X + 10 

· – 

2 = ; პყ XI -L 9 

4) ყ. = შ/ X9-–-Xმ?., 

_ VI XX-––31 ; 2 ყ 2 

4) ყ = XC”. 

1 2 ყ=--–--; ა) ყ 1--2> 

ჯ1+X 
რყ=ლ.-–-., 

7 (1 + XX 

1 1 

X->+90 უდეღესეას! 

X 

# 1 
Iი # IC > –_ I = 

თ IL(1+XX; 6



== 1/1 

6? X->--C0 X 6? 1–>0-L 1 · 

1 1 1 1 
=-- IMVი (1 იჩ ს–ე– + იძ ი)=+-; 

6“ სი 0+«ი ((1+ჩხ I? 0+“ი 26 

ე. ი. ასიმპტოტია ყლ:ჯ+ 1, 
6 26 

16.26. 
_“_– 

I XI 
1 1 1 

ვ ყ=1–»ჯი ბს ?. 4 ყ=IX+2|I)6 #., 
16.27. 

  

1) ყ=Xჯ50-; 2) ყ=გმოიდ-“; 
Xჯ X 

  

1 X 
ვ) ყ=მL05ი ––; 4) ყ=–– + მLC0005 

/ ჯ? წ 2 1+X# 
16.28. ვთქვათ წირი მოცემულია პარამეტრული სახით X=დ (0), 

ყ=ჯV (I). აჩვენეთ, რომ თუ: 1) დ ((0-0=Cთ, ხოლო («( (ჯ(0)=0, 

მაშინ ყ=0C წირის ასიმპტოტია; 

2) თ ((ი0.= <, ხოლო დ (ჯ(0)=0, მაშინ X=C წირის ასიმპტოტია; 

3). დ (ა) = V(L)== და ამასთან 11) #7» =7/ Iთ IVC(0 – 
1->1ე დ(ი) (->7 

– #7 (0) ) = ხ, მაშინ ყ=–#X+ხ წირის ასიმპტოტია. 

იპოვეთ პარამეტრულად მოცემული წირის ასიმპტოტები 

(M)დ 16.29; 16.30): 

    
    

16.29. 

1 ჯ , 
1) #=--, ყ= –--, 2) X=', ყ=71-+2მLCLC1, 

2“ (( 2 ჯ? 
3 = ; Lჯ 1 4 Xჯ , =. · 

) X L(--1 ი“) ე / ' 1 / 4 1 –-/ 

16.30. 

_ 30 „C=- CC 
I «- 1 # ' თ 1 + #2 

) ვეტ... _ ე –- 20... 

#M-- ი: #1 17: 
ვა X;=71–-3X, 4) სლ 1 

ყ=სმ--6მXCIC1; ყ =1 -L 0081. 
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16.31. ვთქვათ წირი მოცემულია პოლარულ კოორდინატებში L=I (და. 
აჩვენეთ, რომ თუ: 1) / (დი) C05 იი= 9; ხოლო / (დი) 510 დი=0, 
მაშინ ყ=C არის წირის ასიმპტოტი; 2) /, (დი) 51ი დი=09, ხო–- 
ლო / (დი) C05 დი=6, მაშინ Xჯ=C არის წირის ასიმპტოტი; 

3). I (დი) C05 დი=/ (დი) 510 დი= C და ამასთან 

II0ი. (თ) |59Iოდ –– Iთ დე 00§5დ) = ხ, 
დ–-და 

მაშინ 

ყ=XICთ + ხ 
არის წირის ასიმპტოტი. 

იპოვეთ პოლარულ კოორდინატებში მოცემული წირის ასიმპ- 
ტოტები (M# 16.32, 16.33): წ 

10.39. 

1) ==; 2) # = იღ; 
დ 

ვ) ”7=ძთLწყდ; 4 „= V + · 
დ 

16.33. 

| 2 
1) ”2<=2I|)1 –Iყდ); 2 გლ“; 

| 510 2C | 
= 

ვ ,=--- ი >0; 4) »„=-- 299905979, 

005 3დ 0051 დ + §)ი” დ 

16.34, იპოვეთ არაცხადი სახით მოცემული წირის ასიმპტოტები: 

1) ყე -X =6X”; 2) ჯი. ყვ = 4XშVყ; 

ვ) 4ჯ? -L 9ყზ = ჯ?ყ?; 4) ყბ(4 -– X) = X9. 

§ 17. ფუნქციის გრაფიკის აგება 

გამოიკვლიეთ ფუნქცია და ააგეთ მისი გრაფიკი (M#MM# 17.1-––17.42): 

17.1. 

1) ყ=X)--37ჯ2; 2) ყ = 3X –- #2; 
4 

3) ყ == 3X1--2X” -L 4; 4 ყლ -04+2-->-. 

17,2. 

1) ყ= 9 -- 32 –- 9X; 

3) ყ= # –-– 6(-+9X--2; 
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2 ყ=3+Xჯ-- 3X) 

4 
4) ყ= –-. 31. 4ჯ. აყ ვ 2 ს



17.8. 

1) 

წ) 

17.4. 

1) 

პა) 
17.5. 

1) 

პ) 

1) 

3) 

17.7. 

1) 

ვ) 

17.8. 

ა 

ვ) 

17.9. 

1) ყ 

პ) 

1 = -- ჯრ. ?; 

/ 2 

ყ= –- X98 -L 4Xმ –- 2X2?; 

ყ= (6--1)1-– 3(X--1); 

ყ = (X ++ 2) (4--X94); 

' =1 5. კ, 
5 

ყ= (X –- 1)1(+ + 1); 

ყლ # (7 –– 3; 

ჯ? 

წ“ იავ 

  

2 ყ=Xჯ -–-2ჯ+13; 

2) X · 
ძი ყლ. – -–– –- X. ა) ყ 2 + 3 

2 ყ=X (LC--2X; 

4) ყლ=(X-–-1)1(V +2). 

2) ყ == 6X5 –- 16X4 -L-. 10X2; 

1 
4 ლ –-X1(C1 -=- 5). ) ყ 6%.9 ) 

2) ყ=32X19(X? –-1)პჭ; 

2X 
4) #7 1 ა გ“ 

ჯა
 

ლ
 I 5, +
 

5I
- 
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პ) 

17.11. 

1) ყ 

3) 

17.12. 

1) 

3) 

17.13. 

1) 

პ) 
17.14. 

1) 

3) 
17.15. 

1) 

3) 
17.16. 

1) 

წ) 
17.17. 

1) 

3) 
416 

_ 3-4 
_ (X – 1)3 

Xჯ 
ყ=- (1 +. =X#?” 

ყ = ; 
X-1 

ჯ– 8... 
ყ= კ ; 

  

  

ყ=2X-VX; 

ყ-=XVX+3; 
  

ყ=VX – 4X+6; 

#4=X+V 7-1; 

ყ= V 2X9მ + 9X? ; 

ყ= VXმ8 –– 3ჯ; 

ყ= 1 –X; 

ყ= I/ (X + 1)? + 7/ (X–-1)?; 

ყ= 1/ X/ჭ--4X9 ; 

ყ= / X9 –- 4X ; 

  

  

  

Xჯ XX 
Xჯ4ტ 

4) / = 
) ყ X-–-1 

ა) 6-4 
2 
აი =- I 1 

X 
4 = 

9-1 

ჯუ 

2 ყლ–--– ... 
) ყ (X? =– 1)? 

Xჯ5 4) #V. = აყ 0-- 1 

2) ყ=VX +V4–X; 
4 /=V8+Xჯ-–V8–X. 

2) ყ=V 3X –– 2X ; 

4 ყლ=X–- VX.–– 2X. 

2) ყ= VX? –. Xჯ; 

4) ყლ V X +1–2VX+1. 

2) ყ= V 1 –- X»; 

4) ყ= 7/ (X + 2)? –- # (X =- 2)1?. 

2) ყ= I X2(3 –– X) ; 

4) ყ= IV X(X-–- 1).



17.18. 

(X –– 13? 
1) ყ=4) “>> -1. 

X-=4 

(X -LC 632. ვ) ყ=  >-+ ) ; 

X” 2 
ა #- VI 3 – უჯ! 

ჯ 

17.90. 

, #- VCი+ 2. 
ვა #X9 + 2 
ჰუ“ 

17.21. 

1) #V=IXIV1-X?; 

3) ყ=V |3X -–--X#9; 

1) ყ=)IXI/1+7; 

ვ ,-= VII +XL. 
ყლ-“ძ9–ლ9/წ-–-= 

V X 
17.23. 

1) ყ=6–--X; 

3) (ყ=X6“ X) 

17.24. 

1) ყ=(X-–--1)6%; 
4X--X%1 

პ) ყ=6 ; 
17.52წ. 

_–- ყე ჯ 

1) ყ=23 ; 
–-- X4--ჯვ 

3) ყ= +) 4 · 
2 ? 

27. უმაღლესი მათემატიკა 

29-V -- >“ 
1 Xჯ3 

რ ყ= 3 M »--2 

  

X 
2) ყ-- 7 ი C) 27 

4) ყთ - ----, 
VX-+1 

ჯ? 

2 = –- : 
) ყ M Xმ –- 4 

ჯ 
4 == ა„ეღელ . 

ქ წ მ+11 

2) ყ= XVIXX-–-1|; 

4) ყ=4VIX-–-1I 

ჯ–2 

2) ყ 5= IV X|2-–XI; 

4) ,/= VIXI- 1... 
X–2 

2) ყ =“ X6%; 

4) # =2 X26-%X. 

2) ყ#ყ =5(2X-–-1) 6%; 
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ჯ? 

– 2 
1) ყ=Xჯ6 ; 

X 

3) ყ = 6 (1 

X 

17.97 

1--X 

1) ყ=011%, 

_ 1. 

3) ყ'=(X--2)6 ” ; 
12.98, 

1) ყლ=XჯIიX»; 

ვ) ყ=--” 
11 ჯ 

17.29. 

I) /= Iიჯ#... 

VX."” 
3) ყ=Xჯ?I90X; 

17.80. 
2 ) ყ= 1ი“ X : 

ჯ 

X 
3) ; 

1ი? ჯ 

17.81. 

1 I0 (+? –– 1 ; ) ყ=Iი(Cს ) + 2+1 

VX2 +1 –1 
3 = –-_.–_  .; ა) ყ=Iი 2 

17.89. 

1) ყ=Xჯ–-21Lჯ; 

3) 

418 

ყ=VX+112(X-C VX·+-1); 

9 –ჯ 

2 ყ=(#+2)6 ; 

4) ყლ–––-, 

  

6% ––- 1 

=X 

2) ყ=X#6“; 

1 

4) ყ = X6”" 

I02 
2) ყ = 2 ; 

X 

4) ყ= X–-IიX. 

2 ყ=1I1ი2(ჯX?2+1); 

  

  

4)შ ყ = XIი?X. 

2 

2) ყ = ! 
190 ჯ 

4 = · 
) # IL X –– 1 

2) ყ=19(1 + 6-2); 

1 
4) #ყ==1ი («+--). 

Xჯ 

2 ყლ=12(X+VX+1); 

X–1 6 
4 = · ) ყ ი + + =>;   

  

 



17.88. 

1) 

3) 
17.34, 

1) 

3) 

17.85. 

1) 

ვ) 

17.30. 

1) 

პ) 

3) 
17.38. 

პ) 
17.89. 

1) 

3) 

17.40, 

1) 

3) 

ყ=511X-++C05X, 

ყ=X--250X; 

: 1. 
ყ=510Xჯ +“ 511) 2X ; 

ყ =5I0 X –-–5I0?X; 

ყ=5I1X5I10 3ჯX ; 

ყ=X5IX; 

ყ=2X-IყVX; 
1 

_–-_-_; 

510 X + C05 ჯ 
== 

C05 2X . 

C05 ჯ 

–“%2 5იX 
ყ=6 ; 

ყ = V 005X; 

ყ =V35IიX; 
  

ყ= XმICIწX; 

= 1... 
მICLთ X 

მLC51ი 2X = 

“ “ 1-+ #? 
ვ 1 

ყ=–X%ჯ-–--მ10005––; 
2 X 

2) #V=X#ჯ-+85I1X; 

4) ყ=Xჯ-005Xჯ. 

2) ყ=2005X ––-005?X; 

> 
4) ყ=005X+ –- 50 2ჯ. 

2) ყ=005X005 2X; 

: 1... 1... 
4) ყლ=5I1Xჯ- 2 2X+–->9%ი 3X. 

2) ყ = 51ი2?X -L 0059 ჯ; 
510 X ტ4ყლ=–--–- ““” _ 

: 2; 
510 – (#+ 2) 

M(+-2) 51 X-- – 

აყ>=--> #6ტ7 ; 
9 – 51ი X 

4) ყ= 6V2 005X 

2) ყ = V 005X; 

4) ყ = /35Iი X. 

2) ყ == + მILCLCX ; 

4) ყლ X-–2მLCLCX. 

1-–-ჯ 
2 << მL0005--–--–--– : 

) V 1–-2Xჯ 

, 1--X2 
4) ყ == მXIC005 2 · 1 -LC ჯმ 
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17.41, 

1) ყ ==6-98%I§+X. 

3) ყ = მ#050(1-–- #7 X2); 

17.49. 

1) ყ-=I0თC005X; 

3) ყ = I9(005 ;1–- 510 X) ; 

2) ყ= X მICIყ 1. : 
Xჯ 

4) ყ=- - გილ “7 
2 1 + ჯ? 

2) ყ=5)იX-–)ი3იXჯ; 

4) ყ=1ი0(C005X +51ი7). 

ააგეთ პარამეტრულად მოცემული წირი (M#MM# 17.43--17.45): 

17.43. 
-- 9. 1) == ( 21, 

ყ=ლ=Iბ+2!; 

IX = ძ00§5'1, 

  

  

წ) · (თ>>9"; 
LV = ძ5)ი1, 

17.44, 

1) |X=#-–- ვი, 

Lყ = 19-– 6მICLC7; 

12 

ჩXჯ= : 1--ჯბ' 
3 

) _ 1 
ყ == 1+1I? , 

17.45 

1) |# =<–90052, 

· Iყ/=00C§3!; 

#= 1 

“ #89 #27» ვა 1 1 

ყთ-–“ . ; (2. 1 

= 2 -- # 217 #2, 

  

  

ყ=3!--/; 

” LL... 

LV = 2/ + 6-7, 

ჯ? 

X= , 
2 ი 

#M– 5.11 

X= 111, 

2) : Iი1 . 

  

  

ჯ ? 

2 #= “11, 

4) 
#3 -L 1 

ყ= #2 · 

17.46, არაცხადი სახით მოცემული წირის განტოლება ჩაწერეთ პარა–- 

მეტრული სახით და ააგეთ მისი გრაფიკი: 

1) Xმ + ყ1–-3იXყ = 0 (9>>0); 
3) ჯ?ყზ = X3 –- ყმ; 
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2) X? + ყ? => X -L ყ“; 

4) უჯ –- ყი = 4X?%ყ.



მითითება: 1) შემოიყვანეთ აღნიშვნა #=1X,: 2) განიხილეთ 

შემთხვევა X>0, ყ>0 და შემოიყვანეთ აღნიშვნა #=/»; 3) თუ შემო–- 

ვიღებთ აღნიშვნას V=1»X, მივიღებთ #=-- 1, ყ= - – (#>0); 

  4 თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას # = /X, მივიღებთ X => - “ ; ყ= 

4/ 
= ე I4 –+ 1 · 1 # ( >“ + 1) 

ააგეთ პოლარულ კოორდინატებში მოცემული წირი (MM 17.47, 

17.48): 

17.47. 

1) ”დ =ძ5Iი3დ (თ>>20); 2) # = | 5112დ |; 

3) ”=0(1 + 00§დ) (>>0) ; 4) ი=M +. 

17.48. 

2 
1) ”=2 +Cლ005დ; 2) = --“- --1; 

005 დ 
_ VI. #. 

ვ) „8 =-20”0052ღ; 4) „=V1--#; 
დ = მ051ი ( + V1-–-#?. 

17.40. არაცხადი სახით მოცემული წირის განტოლება ჩაწერეთ პო- 

ლარულ კოორდინატებში და ააგეთ მისი გრაფიკი: 

1) (LI+Vყ)X=V; 2) X" + ყ“ = X" + V”"; 
3) #9 -L ყი = 2Xყ,; 4) (Xბ -L ყ?)ზ = Xყ. 

§ 18. განტოლებათა მიახლოებითი ამოხსნა" 

იპოვეთ მითითებულ შუალედში, შუაზე გაყოფის მეთოდით, გან- 

ტოლების მიახლოებითი ამონახსნი 8 სიხუსტით (MM 18.1, 18.2): 

18.1. 

1) X9X-+- 2X-7=0, |1; 2); 8= 0,0001; 

2 0,1#7 + 0,319 -LX»X--18=0, (2; 3), 6 = 0,000); 
ვე) 32% +C0§X+ჯ=0, | ––2; –-1), 8= 0,0001; 

4) 2-0; 6 + XX =0, I --1; 0ს 8=90,0001. 

? ამ პარაგრაფში მოცემული ამოცანების ამობსნა გათვალისწინებულია ეგმ-ის 

გამოყენეიბთ. 
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18,9. 

1) მICLCX2 +I2 CX L1)--.. 2. X-L1 =0, (0; 1), 8 == 0,0001; 

1 2) მჯ0(8(0იX+ 1)-- –– =0, II; 2), § = 0,0001; ჯ 
, , 

3) 2 + მ IX +Xმ =0, L--1; 0), 8=0,0001; 
4) ტმილვ!ი X + V1 + X?2 + 13 = 0; = 0,9; 01; 6 = 0,0001. 

იპოვეთ მითითებულ შუალედში, ქორდათა და მხებთა კომბინირე– 
ბული მეთოდით, განტოლების მიახლოებითი ამონახსნი 68 სიზუსტით. 
(MM 18.3, 18.4): 
18.3 

1) 0,4XX+3X-––-15=0, (1; 2), 8§=0,001; 
2) 2X" + 3X +6X-95=0, |0; 1) §=0,000); 
ვ) II(% +1)+#X---7=0, |I1,2) C=0,0001); 

4) II(2ჯ –– 1) –   X-1 + X#-–--1 =0, |1; 2), 6=0,0001, 

18.4. 

2 

1) X6” + მIლ10X+2=0, IL-–-0,9; 01), § = 0,0001; 
2 

2) -- + 1იX-20CCX =0; II; 21, 6 = 0,0001; 

3) (1 + X0) მ-(CX+<12X=0, |0,5; 1), 6 =0,0001; 

4) 210510 6+ ++ 10 (1 -+L X?2) + 3X=0, | –-0,9; 0), 8 = 0,0001. 

იპოვეთ მითითებულ შუალედში, იტერაციის მეთოდით, განტოლე– 

ბის მიახლოებითი ამონახსნი 8 სიხუსტით (MM# 18.5, 18.6): 

18.5. 

1) XX+4X-–11=0, |1;2,ე 8=0,0001; 

2 X»+12IX+3X-1=0, |0: 1), 8=0,0001; 

3) XI (4+#)+.X-–-–8=0, I1; 2სე) 8 =0.0001; 

4) 1010 მXCLC 2X ––- 61/X = 0, |1; 2, 6= 0,00C1). 

18.6. 

1) XმLCI0X-+ V1 -–X +3X=0, | – 0,9; 0) 8 = 0,000); 

2) I0(1-C 65 +- მ-CC2X +X =0, L-–- 1; 0), § = 0,0001; 

ვ) 2Xმ8ICLC X–-1I0 (1 + X2) + 5X +1 =0, | -–-1; 01), 8 = 0,0001; 

4) II C--2)-- –- + მI0ICჯ = 0, (2,1; 51, § "> 0,0001. 
X 
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განტოლების მიახლოებითი ამოხსნის შუაზე გაყოფის, ან ქორდა– 

თა და მხებთა კომბინირებული, ან იტერაციის მეთოდით იპოვეთ გან– 
ტოლების მიახლოებითი ამონახსნები 8 სიზუსტით (M#M# 18,7--18.9): 

18.7. 

1) #XX--6X+2=0, 6=0,001; 

2) #9 -- 31 + 8X +-10=0, §8= 105; 

ვ) ჯ1-–- 2 +4X-–-1=0, 6= 10-24; 

4 5 LX+1=0, §5= 10-4, 
18.8. 

1) X--0,1510X=2, 8ხ=10-3 2) X=2+M/X, 8=10-4; 

3) X=060-+2, 8=10-4; 4) C05X =X2?, = 10-31, 

18.9. 

1) 11X=მIიICთX, 8= 10-4; 2) XX +IIX-–-–-4=0, 8=10-4; 

ვ) 10I1X=X#–3 6=10-%-; 4) #1მIC(CX-–--1 ==0, 8=10-4, 

§ 190. სკალარული არგუმენტის ვექტორ-ფუნქცია და მისი გამოყქენება 

ააგეთ ვექტორ-ფუნქციის ჰოდოგრაფი (#M#% 19.1, 19.2): 

19.1. 

1) 7C6/ =(2 ––1)7 +(–3+2)7+ 4IM, !C7; 
1-/2-– 21 

12-70 1 1+/# 

ვ) XV =21+ #/-- #L, IC; 

4 XC) =1(+1/7+1X, !CI2. 
19.2. 

2) 7C) =     ჯ+X#, (67, 

10 4+1 + 21 

7-9. LC + II 
2 (0 =V1--LI+VI+L7, 160; 11; 
ვ) 7060 = 0051: + 510 (7 L IL, 1CI/2 

4) „(ი = 2 0099/./ + 290217, 1C #2. 

19.3. გამოთვალეთ ზღვარი: 

–:- 1 – –/ე0ე ს) თ (1 (771 5101 /- I (1 '6), 

    1) 7600 = 1, (22-–1, 1C7; 
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2) 

პ) 

4) 

18.4. 

1) 

2) 

3) 

4) 

18.5. 

1) 

2) 

3) 

4) 

189.0. 

189.7. 

19.8. 

19.9. 
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 .-. 
Iი ( (+ 7+7 I; 
საა სწ -–- I >ჯ 1 

· '. – ჯ – – 
სი / 1-VI /+C " 7)ე)ი), 
კო ( 1=# 11371 7 

. ლ-ე-“- I. - 
I ( /+27#ჩ/ 1. 
სთ (<+--. +: ) 

იპოვეთ 4» კ თუ: 
თ 

„დტ=59ი!;-- 0977 + –- §ი02/ჩ; 

#7 (0 =7005// + 151017 + (ჩ; 

M8 =( + 00507 + (I + 51 ჩ; 

„»ტ=C;- მXCLCI/ -L 3, #. 

ძიძა : 
ძ! 

” 0 =6I +C05§51/ LC. +1)ჩ, (.=0: 

#70=0:+0+1)/ + VI+1 6, (= 2; 
ჩდ =C6'/ -- 0V-+1)97 +5I02M, 1I.=0; 

#( = IL 2L.; –– ვ! 7+ მICLCLჩ, ჩე = 1. 

იპოვეთ 

იპოვეთ 4; (2, ს), თუ თ=!/:+ჩ0/+40ს, ხ=:+ 

+1!7 + ##. 
ძი – – 

იპო – (V,ხ), თ იძ = ვეთ # I ) უ 

+74+#/%ჩ. 
მოცემულია წერტი ლის მოძრაობის განტოლება ”=3(1 41. 
განსაზღვრეთ მოძრაობის ტრაექტორია „და სიჩქარე. 

მოცემულია წერტილის მოძრაობის განტოლება #”=3ჯ + 

+ (41- /29)/. განსაზღვრეთ მოძრაობის ტრაექტორია და სიჩქარე. 

ააგეთ სიჩქარის ვექტორი 1=0, 1=1, 1=2, 1=3 მომენტები– 

სათვის.



19.10. 

19.11, 

19.19. 

1) 

2) 
: 19.13. 

1) 

19.14. 

19.15. 

მოცემულია წერტილის მოძრაობის განტოლება „=20-–-§107+ 

+2 (1–-–005 07/. განსაზღვრეთ მოძრაობის ტრაექტორია და 

სიჩქარის ვექტორი 1= 2 და /=X2 მომენტებისათვის. 

იპოვეთ / (0) = CI (+ ( + 8)19/ ვექტორ-ფუნქციის პოდოგრა- 
ფის „მხების მიმმართველი ვექტორი, როცა #=0. 

იპოვეთ 200. ე) თუ: 

„ ი) =005(/ +262 / +V2+1)#, (#.=0; 

#(ი = ((+ (0C05/(/ +15I0ი4#ჩ, ჩე = 0. 

მოცემულია ვექტორ-ფუნქცია ჩ =7(0. იპოვეთ: 

ააა“ +” იე, 8 -# I > 2 IL ძ! ძ( ძ ძ1 « 
აჩვენეთ, რომ თუ 6 არის თ ვექტორის მიმმართველი ვექტო–- 
რი, მაშინ 

    

LC, ძთ| 

| 2 
წერტილის მოძრაობის განტოლებაა 

(2, ძ01= 

70 = ძ 510 (( –ძ 00517 + ხ/ბ. კ) (ძლ=00ი05, ხ = ლ0035ხ. 

იპოვეთ სეჩქარისა და აჩქარების ჰოდოგრაფი. 

  

19.16. შეადგინეთ მითითებულ წერტილში წირის მხები წრფისა და 

ნორმალი სიბრტყის განტოლებები: 

X=1--1, (§=45910%, 

1) Iყ=(+1, ”V#ა0(0; 2; 1); 2) Iყ=25102, /Mა(2; 2; 1); 
+ ლ=/) ს = 2005“1, 

Xჯ =--2, 
| 8 Xჯ=ძ0Cხჩხ/, 

3) (ყ. = -ვ- 9, M 2; 3“ 3. 4) Iყ= ძ5ხI, VMა(თ; 0; 0). 

1 2 = VI, 

2 = “+ (ე, 
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პასუხები 

1.1. 1) მართებულია; 2) არა; 3) მართებულია; 4) არა; 5) არა: 
6) არა; 7) არა; 8) არა; 9) არა; 10) მართებულია. 

1) მართებულია მეორე; 2) ორივე. 

1.8. 1) #4=%L(-–-1; 0; 1; 3);; 2) 4 = (1); 3) „1 = (); 2; 3; 4) 

4 4=(–3; –2; – 1; 0; 1; 2); 5) 4=(0; 1; 2); 

6) 4-I+: 30 51. “) 

1.2. 

4” 47474 
1.4. 1) ნახ. 70. 2) ნახ. 71. 3) ნახ. 72. 4) ნახ. 73. 

#) 

2 

მ // .>%, ნაზ, 70 ი /   

ნახ. 71   
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I! ჩი 
+I 

  
 
   

ნახ. 72 

(ა 

  

ნახ. 73 
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1.11. 1) ჭემმარიტია;: 2) მცდარია, 3) ჭეშმარიტია; 4) მცდარია; 

5) მცდარია; 6) ჭეშმარიტია; 7) მცდარია; 8) ჭეშმარიტია; 9) ჭეშმარიტია; 

10) მცდარია; 11) ჭეშმარიტია 12) ჭეშმარიტია; 13) ჭეშმარიტია; 

14) ჭეშმარიტია; 15) მ/ცლღარია 1.15, 1) მაგალითად (2# –- 1) +<--> 

–(C-– 1), (28) «<-– 4, #CM; 2) მაგალითად (2”/ ––- 1) «--> ––2:(”-–-1), 
M20 –<--–- 200, #CM, 3) მაგალითად X <-->+Cხ ––ი)X+ძ, XCL0; 11; 

X 
4) მაგალითად X <-+> ––-–--–_ 

1-–-IXI 
|) XC8. 1.14. 1) 01მX8 =1, 10 =0; 

2) 500 6=1, თინ =-- ვ) 1იI 6=0, §LI0 5 = 1; 4) იემX 8 = –, 

XIII 8 = –-1, 

§ 9, 

9,1, 1) –-1--2/, 5–-4;; 2) 2+24, 4 ––2(; 3) 272, –=2V3X; 

· : : 1 
4) –-2–-4,, 2-– 20. 2.59. 1) 3+ს –– –– L 3, 2) 10, ტრ_.3., 

2 2 5 5 

. 8 6. == V 5 
ვ –-8-–6, – –– + ––1, 4) 3-–-3V 57; --–- LV 2 ; %.ე, 1ე)0; ) 25 + 25 ) V 5 + 5 ჯ ) 

2) 0; 3)=-1; 4) –-/. 9.4, 1) 11. + 3; 2) 125; 23) ი. , 

18. 2ვ 22 5' ლ%-- 90 ეე 43, 0242 _ 2, ; 
ტ 0; > 250. ' #9 ვჯგ “თ ს (-– =) 

“17 8--6V3. 
2 |-, 3 “3: 9-C/> ): 4) (4, 3), (5, 3), ს) (-;-, – --): '(–3 5-7): 4) (49, 6, 3 

ტ, 4), (5, ტ. 9.6. 1) –-1 #7; 2)0, –-+<VXV2+V 27 X= 

=--2, ჟ=--2 და X-2, ყ=--2, 9.8.21)(1, =ოი 2V21-- 
02:> ჭ : 

? 

12% 51 . == თო ვ) 2, <%.; 4) 2,--, 9.0, 1) C0§-- + §Iი--; 2) 2 დ - 2 
) 3 ეყ: 6 2 + 2.“ ( 2)! 

+ 785 ლა) ; 3) #/(თ+ +175 +). 4) 2( ითი: –%)+ 

+151 (– +)) 5) თა; –+1 იი<; 6) თა(-- 2-)+! ( ძი(– 2) ; 

.“. 4ჯ -. / 5 X ,_: მ 
7) 0095–-–- (ში“%, 8 005| – §ნ5II)I ––– 9 ლ0§ -“ 1+/5%>; ) 00§ <”-+(90<- ; მ) (2) (+) ) 005 2 : 
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10) 200§ («ი- + 5); 11) 005(C(–-თ) + 15Iი(–თ); 

> , > | C0§--. - ვე -% 12) C05 (21 ––- თ) + 1510(2+ –– თ; 13) V/V2 | 205 5 8ი -> )X 

ჯ თ ... ჯ თ · – 
X(თ(+ +- )+I(9ი(5++)); 140 C05Cთ -L (510 თ; 

(C05 (თ–– 2) + (510(თ–- 2) ). 9.10). 1) V2 (თა+-” + 

+:9ი 52%), 2 6( თა (– ფუ )34/9ი( – 29% ))' 

8)4(იL(–-“ )+; ში(–+”) I 4) 2V2. რათ ნ ჯ 
12 12 

5) V2. (თა +I9ი >), 7) <- C0(–-7) +/9ი(–თ)); 

  15) 1 
C05 CX 

  

  

3ჯ . 
–_ 

= 11 . 11 _ 
8) V2 | Cლ05| ––-–– დ +(9ი (–+- „ 9.11, 1) /26 ბ ; 

12 12 
5; 

=2თ -–-, ( (=-- CC --) 
ვ 6 – 2 

2) 26 ;ვ)2ტგ .· 4V5240 · 9.19. 1) –- 210; 

2) 220 ვ) – 219 + 219V 3; 441(V/2+00 +0; 5) 0+V 3“ X 

–-1 37): 6) -–– 2;| 7) 2; 8) –– .–––; 9) 1; 10 “ _ V3 ( X ( +V31):; 6) ) ა–6, 9 ა 2 --! 

ა, 2#ჩ 
+ -+ 15Iი თ #=0, 1, 2;   3.13. 1= 40, #ჩC7. 9.18. 1) ლ005 

წ; ... LI4 
2 005 | (2/” -L 1) ა | +I9ი 2+ 04 |» # = 0, 1, 2, 3; 

3) 005 (“+ ჩ)+ (51ი (+ +%ი), #=0, 1; 4) თა – -- +%) + 

+(9ი(–+ +ჩ) ხ=0,1; 5) 009 |X6#+)) C | LC 79ი | (4ჩ -L 

+ 0, ხ =- 0, 1, 2; 6) C§ | +– )%<-I +; ასის. (4ჩ––1) > , 

#=0, 1, 2; 7) / 2. («ია | 6+ 1) 3 |+ ნანი. 6#+1)--| ჩ=0,1; 
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8) ძთ- + (ი- შრ), # = 0, 1, 2; 
12) 

> კ 2ხი - “ე 2ჩი 

წ”) V 2 ეგაეე–დდა ს , #=0, 1, 2, 3; 

10) V2 I თა| 66+ )-C | + (90) C++) < 1 |, # = 0, 1. 

3,10, 1) – 1 +2(; 2) -+V2ა 3 –-2+#ჩწ –3+/ 4) 1+/, 

. . –. . V 2. . 
2-3, 5+:, +2 6 +V/2, +3; უV#2 +V6,, 

V2 _V6 . 8. 1. V2 V2 .. 
–-.... +(/7/ ++ 7ჯ2- ,), + 2.2' 
9.80. 1) წარმოსახვითი ღერძი; 2) ნამდვილი ღერძი; 3) ნახ. 74. 4) ნახ, 75. 

5) ნახ. 76. 6) ნახ. 77, 7) ნახ. 78, 8) ნახ. 79. 9) ნახ. 80. 10) ნახ. 81. 

11) ნახ, 82. 12) ნახ, 83, 

  

    
ნახ. 74



! 

  

) , III II '> 

“I 
  

 





  

 
 

ნახ. 79 
 
 

ყI 

  

ნახ. 80 
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ნაზ. 81 

–2 

(#
.%
. 

  
ნახ. 82 
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ნაზ. 83 

§ 4. 

4.1, 1) Xჯ = 21; 2) X=201+1; 3) Xჯ=3.–1; 4) ჯX, =#?; 

1 ” 1 
5) Xგ= –“- ; 6) Xჯ= ; 7) Xგ = (–- 1)2+I ––; 8) ჯX,=/1?-C1. ) ” ჩ ) M M-–+1 ჩ 25 

4.9. 11 7,4, 1; 2) ––5 10 20; 3) 1 1 1. „ვ 1. ვ. .“ი 15 ქ L) : , 6” 6” 6” 1 ვ”? 7 

4.3. 1) მონოტონურია;: 2) მონოტონურია; 3) არ არის; 4) არ არის; 

5) მონოტონურია; 6) მონოტონურია. 4.6, 1) შემოსაზღვრულია ქვემოდან; 

2) შემოსაზღვრულია; 3) არ არის შემოსაზღვრული; 4) შემოსაზღვრულია; 

5) შემოსაზღვრულია; 6) შემოსაზღვრულია, 4.9, 1) = 2) –-–7; 3) –-- ; 

7 
4 –1. 4.10. 1) 1; 2) –“3; 3) 1; 4) –-2, 4.11. 1) –– ––; 2) 0; 

5 
ვ) თ; 4) + თ. 4.19. 1) 2; 2) 1; 3) ––; 4) 9. 4.18. )–=) 

2 2 1 
2 –--––-; 3) 0;ე 4) –-C; 4.14. 1) ––4; 2 -–-–; 3) უე 4 თ. ) 3 ) ) ; !) ა) = ) 2 ) 

4.15. 1) 1; 2) – –– ჯ 3) 1; 4) –-1, 4.16 1) – +: 23 5, 
2 2 3 
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1 ვა 2! 4) 0. 4.17. 1) :12)1; 3) C; 4) 3. 4.18, 1) 1; _25_ 
V3. 

2 –- 5; 3) 1; 4) 0. 4.19. 1) = 2 0; 3) + <5; 4) –- დ. 

4.90. 1) 2; 2) 2; 3) 0; 4) +-თ. 4.91, )--; 2) ––1; 3) 0; 4)-+C. 

1 1 3 1 
499. 1) -–- ;2) –– ; 3) ––; 4) 0. 4.53. 1 ––1; 2)-=; 3). 1; ) 2: ) 2! ) ) ა) ) 3 ) 1; 

> 

4) –. 494. 1) = 2) == 3) V3; 4) 7V7. 4.95. 1) 0; 
_– 

1 ვ 3 1 1 
2 –--–-–-უ;3 –– უუ 40 ----–. 4,926, 1) 1: 2) 4; 3) ––; 4) ––. 

) 2 ) 2 ) 2 4 4 

1 1 2 
4.97, 11 8; 2) –– –––; 3 –– ; 4) –“., 4.58, 1) 0; 2) +Cთ; 3) 0; ) ) 12723 : 3. ) ) ) 0; 

5 7 

4 +C. 4.99. 1) 69; 2) 6-3; 3) გ 3 ; 4)63 
4 
– 1 

2) 6 3. ვ) #შჭ; 4) 6-2, 4.81, -+-CდC, თუ 0>1;–-თდ, თუ ი<1. 4.89, > · 

4.80. 1) 09; 

ი +2ხ 
  4,ვვ. --. 4.84. –-. 4.85, 3. 4.41, .„ 4.69. 1) 0, 1; 2) –>1, 1 

§ 5 

6.1, 'თ =3, I(--11=4, ”წ(3=24 წ... #თ(11= – 5, 

§(-835=---, ((-+0-%. ნ.8. თდ(3)= – 3, 

დ(– 700) = 0, თ(1,1) = –- 22. 6.4. # (0) = +; M-3)=-–; 

4 1 2 1 – 
X(4)=30, წ.5. I(0)=1, I(<) =---V 3 , I'(–“)= -“–-V3 · 

6.6. დ«(0=--, ი(=4)-2, # ((>)=-2. ნ.7. წ(C=––2)=9, 

#(-–-3) = –- 26, I/0)=--. ნ.8. 1) თ; 2) 2ძიX + ხ+ძჩ; 3) 3ჯ12 -L 

+ 3Xჩ –+- 821; 4) 4X) +- 6X?ჩ -- 4XIM?7 + ჩ/მ 5.9. 1) 20X; 2) 3იX?. 

ნ.195. 1) /(XX=2X-+1; 2) 3-2. 5.13. 1) #(X) = 3X2+- 4X –– 9; 

2 X2+XჯX+-1!1. წნ.16. ”(XX=2X+4+Xჯ–-–-1. 5.17, /I#(X)==XX-–--2. 
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  ჯ? 

_ 1 “ _1 5.19. == ვ 9 6.18. /(00) =-- + # 1+ -> I (X) 0 ენ. 5:99. 

1 
1) X<-1; X>3. 2) X<22; X->>3. 3) X<-–-->, X>2. 4) X<--ქე; 

2 X>- +. 52<+X<5 60 1<X<2; 3<X<4. 7 1 <X<2; 
3<X<4 8) 0=X<1; X>10. 9) –-1<X<0; 1<+X#<2; 

X>2. 10) X53-M%, #C2. 11) #86-+ +796 ჩC7. 12) – + 

4+ 2ხი <Xჯ <-- -L 22ჩ, #C 7. 13) #56 >. + 2, MC 7. 14) X=>I; 

1 1 :L 4 ხ–<-- , ჩნV 15) 290” <X<  –- +22ჩ; –-: 2661 25 27 ) <. <3 2% 320+ 

  

+ 2Xს < X <> + 2»ჩ, #C7. 16) 4ჩ95< <= (1-L2/)9, ჩ=0, 1, 2,... 

თ. , X “2 17 IXI< IV 5: ს/ 2 4-1) CIXI < I/ 2 6ჩ+1), ჩ6V. 

18) –-– 4<ჯდე4, 19) 1<X <-3. 20) 0 <:ჯ<-1. 21) –-<#<> 

1 
22) 0<X<--. 23) დ. 24) –––- <X# <1. 25) – <-+ჩი<XC 

--(4--I) –-#+) 
<> + ჩი, ჩ6C2. 26) 10 <X <10 , MC2. 27) 

X<0, X26- 1, –2,.. 28) 1<X<2 29) X> ი 0,5. 
1 2; 5 

ს|-<-. «I. ვვ) 1 << X <- 100. 34) “<< -- + ჩი, 

#C2. ხ.%1. 1) 5(ყ,)ლ–I--5: 1CI, 2) (V) = (L–-12; 3); 3) 5(ყ) = 
= 3; 15); 4) (ყ) = | –– 11; ––7); 5) 5(ყ)ლ–|–-2; 14); 6) 8 (ყ)= 

=I2; + CI. 7) 8(ყ)= I -–-– 13; +C=IL 8) (49) = |) –– თ; 16); 

ფთ 50) = (1; 3, 1Cთ წC6ფ)=L0; 21; 11) ნთ =|თ--I 

12) 60)=L3, 4, 13) 5(ფ)= (09); 14) 6()=(0;161; 
15) 5თ =| 2+I: 8 5თ=| – ი +; 17) 660) = 
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=1-Cთ; –1(ს(თ))1 +Cს 18) 5(0.=1–13; –-101V 
ს (8 ყI––4; 30 19) 5(ყ)=L-–4; 51; 20) 5(/)=L-–5 –1(ს 
ს(თყ11; 61; 21) 5 (ყ)= (2; +CთC LI 22) 8(601=1–Cთ; --4. 
23) 6 (ყ) = (0; 1, 24) 5თ- | –თ; +II 5.99, 1) 9(/) = #, 

6(C)=|2; +თ ს 2) 95(00=1-–-Cთ; – 110 0; +I=<ჩ 68() = 
(0; + C L; 3) 0(ყ/)= I, 6(0=V0; +C ს 4) 9(0) =L-–-4; 2, 
# (ყ) = 0; 3(, 5) 2(ყ) = 8, (ყ)= I1; + < ს 6) (CI) =1-–-C<; 
0(014; +C=ს 5()=#; 7) 0Cფ00)=1 –-V2; V2L ნ(,)=1) –; 
2); 8) 9(6) =11; 5ნწ 5()=1–თ, Iი 141; 9) #(V) =1–1; 5ჩ 
5((ყ)=1–C; 2); 10) 0(6)=10; 1IV) 1 +Cს 6VCV)= 
= CI: 11) 9(ფ1=#; ნ()) =10; 11; 12) 09(0)= 7, ნ() = 

= |3; +=CI; 13) #9(ყ)=7#, #8(ყ)=I1, –+CL 14) #M(/) =X#, 
ნ()=10; 1) 15) 060) =)– თ; 0(010; + =წ 5(C) = 
= 10; 10111 +Cს 16 M())=# X#5+1, 6())=10, 

–-1ს) 1; +CთL 17) 95(ყ/)=#, X3-–-1, X363, #6 (ყ) = 10; 

-5=1011 +Cთს 18) 9(Cყ)=#, X- –-1, X5-2, 8(ყ) = 

=10, 1 Iს (2; + Cთ (|; 19) X(Cყ)=#, X>250, X>+-4, 5(V) = 11, 

+ C<წ 2თ 0 (/) = #, X=-1, X2+4, 5())=10, 1; 21) #09 (/) = 
=1-–-C; 0 IV10; +=სჩწ 50)=1–C=; 0()) 1; + <(I; 

22) !0 (ყ) =:M%, 16 (V) = = +თ | 23) 0(/) =10; +C=L 
CV)ლ=I|2 + CL 24) 8 თ) = I – C;01VოV)10; –-=ს 6(ყ)ა= 

= 1 თC' –- 2IVიხნ 102 I/ინ, + თ (L; 25) 0 (/)=1--–თ; 0010; 

+ თ ს ჩI))>CMს 26) #9) =)10; 111, +Cთს # (4)=1)–-თ; 
–-21VI2; + «LI, 27) #M0(/) = (1; 41), 6(4):= (0; 1); 28) II(ყ) = 
=|1 3; 243 ს 8(ყ)=1-- C<; 2); 29) 0(ყ)=M, 5) = L –“1; 11); 
30) 0(ყ) = I, 6())=IL-–- V3, V3 1; 31) /2(ყ) = #, #8'(V) = 

>. 1) ვ2) 0 (7) = 9; ნფ) = –= '|! ვვ) 0()=/, X5-ჩი, 
ჩC2, L(ყ)=)-- თ, 01) 2, +=, 34) L(Cყ)=I, X 5“ 20%, #6 (ყ) = 

= I0, + თ I (§C2); 35) 0(V/) = #, #76 + + 7ჩ ნ (,) = # 

(662), 36) IL(ყ)= I #6(ყ)=ს-–5; 5), 37) I(ყ)=#, ”(9) = 
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= I-ს, + I ვ8) 2M% -L +<#<- +%ი #C2, (ყ)=|)–C; 

  
1 3); 39) –– მ-C00§ 1--V95 კ 2”ჩ <X <- მX0005 1=V5_ -L 21, 

5თ- |– C2; 10% + I ხჩC2; 40) 9(ყ)=L--1; 1), 5(). = 

=|თ > |; “) XC =)-- <=; +Cთს LCV)= I> 26 

42) 90 =L--), 1,ქ #6(ყე)=|I0;1,; 43) #X(Cყ)=7, ქვი 

=|+: + ––- |; 44) XXV) = L–-1; 11, ნთ – | #2 (11; 

45) 0 (0) = 8, 50)=(0; თ); 46) #0 () = #, 5თ=|-+ +<,%I. 
ნეივ, 1) I1/=-–2, ი2X/=27; 2) III 7 =--––- 13, ი = 2; 

3) III / = –- 3, ი მXL= 6; 4) IXIII1/ = –- 4, §სი /=5; 5) III 1=0, 

5ს0ი / = 10; 6) XIII / = 0, IიმX/ = 4; 7) III / = 0, ომXI = ---; 

8) II = --, თი მX / = 1; 9) II / =– –, ხ1მX7==1; 10) ი11ი /=0, 

თბXI = --; 11) III /=0, 590 /=1; 12) იი I = --, 50 /=-+C; 

13) 107 = 0, «მX /-=1; 14) III =1, §00 წ = +C; 15) IიI/ = 0, 
ომX /=3; 16) 101 7 =-–- C, 5ს0/ =1; 17) 11(წ/=--C0, 5ს0/=89,; 
18) III წ=- თი, 5ს0|)=+C;, 19) CI / =0, 5ს0ი/= + C<; 

9 · 
20) III) /=–-3, 01მX /==21; 21) I)10 / = – ი1მX /=5; 22) ი)10/ =0; 

თმXI =+ -; 23) თI/=2, 5სიწ= 24; 24) 1” =--1, 

%ჯ 2 (1 · ს წ 

5V = –=–-ე 27 19)I =0, IIმX |1=–--; 28) III1II ლ - –-–, (ემ. I=–-, ხი! 2 ) IიI/ ! 5 I - I - 

§.954. 1) ლუწია; 2) კენტია; 5) არც ლუწია, არც კენტი; 4) ლუყია; 

5) ლუწია; 6) არც ლუწია, არც კენტი; 7) არც ლუწია, არც კე5ტ”; 

8) ლუწია; 9) ლუწია; 10) კენტია; 11) ლუწაა; 12) არც ლუწ-ა, არც 

კენტი; 13) კენტია; 14) კენტია; 15) კენტია; 16) კენტია; 17) ლუწია; 

18) კენტია; 19) კენტია; 20) არც ლუწია, არც კენტი; 21) კენტ-ა, 
4ე9



22) არც ლუწია, არც კენტი; 23) ლუწია; 24) კენტია; 5.95. 1) წ(X)= 

=02+1 + C-2»; 2) ”00=1%-11+I+X+1I კ |+–- 1I-I XII,   

2 2 

/ (VI X §10 6 
3 ელ!IIი(1 +–-ი? -  X. “– .4 ა /-. 

I ბ აძუი 2 ” 2 ათი ( =>+=5)+ 
' 5I0 2X 
„ს“  ''–– I 5.98. 1) არ შეიძლება; 2) შეიძლება; 3) შეიძლება; 

+ წლ 2X -–++ 005 -) . ) არ შეიძლება; 2) მეიძლე ) შეიძლება 

4) არ შეიქლება, 5.97, 1) კლებადია, როცა XCI -- C; 3), ზრდადია, 

როცა XCL3; + %; 2) ზრდადია, როცა XC) -- C; –- 2), კლებადია, 
როცა XC -– 2; ,+-თ L; 3) კლებადია, როცა XCI--=; 1) და XC L3; 51, 

ზრდადია, როცა XCI1; 3) და XCI5; +-დ |; 4) ზრდადია; 5) ზრდადია, 

როცა XCI0; 2), კლებადია,ა როცა XCI2; 4), 6) ზრდადია, როცა 
XCI-–– თ; 0| და XC) 0; +=|; 7) კლებადია, როცა XC) –C; –-1L 
ზრდადია, როცა XC –– 1; + CI), 8) კლებადია; 9) კლებადია, როცა 

XC 10; 2), კლებადია, როცა XC |2; 4|; 11) ზრდადია, როცა XC 1-1; +=L; 
12) კლებადია, როცა X<10; 1, და XC) 1; +-<|; 13) კლებადია, რო- 

ცა #6 –= –+) და X | – >! ი), ზოდადია, როცა #CIთ 2) 

და XC | > 2 ; ი | 14) ზრდადია, როცა #6 | _2. 2 1 ჯ; კლებადია, 
4 3ჯ 

როცა 2365 +C1; 15) კლებადია,, როცა +XCI)- CC; 0 და 

XCI)0; + CI; 16) ზოდადია, .როცა XC6I –-1; 0), კლებადია, როცა 

21 
XC (0; 11. 5.30. 1) <4“, 2) - 3) დ; 4) #X; 5) 21:(; 6) “; 7) 21L; 

8) X; 9) X; 10) 2-; 11) 6:; 12) >: 13) IX; 14) ჯ; 15) 1; 16) XL; 

17) >: 18) 2-; 19) 5: 20) 2; 21) 2: 22) 25; 23) >; 24 თ. 

შ.მა. არა 5.36. 1) 27: 2) 27; 3) თუ 0იხ5- ––1, მაშინ პერიოდია 

21; თუ იხ = – 1, მაშინ პერიოდია ნებისმიერი ნულისაგან განსხვავებული 

«იცხვი;; 4) 37. 5.39. 1) არის; 2) არის; 3) არ არის; 4) არ არის. 

5.41. ი=1, ხ=0 ან თ = ––1., 0C/2. 5.45. თ= +1. წ.48. ი+ძ=0, 

IთI+I)2)220ა თ=ძ550,ხ=0=0. 5.44. ხ=-–1, 0>0 ან 

ხ =1, 0=0. წ.45, ი=0, 8=1 ან ხ=–1, თCI?. 5.46. C=%, ხ=–-–-1. 

0იCIL2 ან 2=X, ხ=1, ძ=0. 5.47. 1) |“ (X) = ი XV -1)=#?; 

2) /-160=--VVX=1, 09V-050=V0; +თC=C(ხ, 3) I-1IC1=VX, 
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50-5= (0; +თ 6 4 I 600 =-71/2-+14, ნ0-5=1 – თ; 
–11Iს10; +C<ს 5) /-1C1=X#+ VX2-–-1, 9CV-90 =I1; +; 
–...-- აა – = _ X?-+1 
9) LI IC0=Xჯ-- VXI--1, 09(- 3) = 1; +C (L ; 7) /-!(0 = >“. 

ჯ" +1 

2X 
ა(0-)=)- 9; – 11: 8) /-1(X) = 7 ნVI-)=L –-1I, 0L 

  

X, როცა XC)-თ; 0), 

9) I“! (X) = ნX(I-!) =Iზ; 10) |“ I(ჯX) = 
–»# როცა XC) 0, +=ს 

' X, როცა ჯ<1, 
= VX., როცა 1<Xჯ<16, 11) I“ C(X) = 2 –- 1098 X, IV -1) = 

Iღ0თა X, როცა X>>16. 

= I)0; + =L; 12) /-1(>) =107-# + 1, 9V ა=ჩ: 13) /-1C00=4)#, 

#9(I“-)=) –-თ; 0 LV) 0; +CთL; 14) /-1(X = ს პიყე- 2. /ო02VI-I)= 
11. 

=10; 1, 15) /-!(X) = I0Cდ (X -- VX2+2), MI“ I)=#; 16) /-100= 

“0, ხნV-ი=)-თ იძ 17) /-00=16--95, 

ხ-ს =1-Cთ; 10 5 | ; 18) /-100= V1 –2I(–ი, ი (0-1) = 

=|L--V 6 ; 0 L; 19) I–1(0)=1-–V1 + 108 X, ხძ-5=|+=; 

  

21) L-1 (X) = მI0510ჯ, I01(I-11=|-–-1; +111 22) /-1(0) =2 5: + 
+ 020050 X, 1I(I- 1) = |L--1; + 1); 23) /“ 1 (X)=–- მLIC005 X, 12(I“ 1)= 

= | –- 1; 1); 24) /-1(X)=>% + მICIC X, XVI“-I)=M 25) I“ (XX) = 

= 2მIC0წV X-- 2, II(I-1) = #; 26) |“! (X) = ხლა >) , 

V-) =I –- 2; 21; 27) /-' ()= 4% –– 28-000§--- ; VI I)=L--2; 21; 

ჯ / მ-C0(თ X –X როცა Xჯ < 0, 
– 29 –1 = 

2ს) /!(0ი = | გILCCLხV X, როცა X>9, 1I'თ 

= + მ10ლ005 (2X –= 1); LV-I)=LI0; 11); პი) I|-1(X)=% – 

=- გხლ005 (2X –“– 1) #VI-.1=|I0;1); 31) /-! (X0= ჯ + 
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1 
+-> მX0005 (2X–--1), L) (I-I)=|0; 1); 32) /–1 (C1=-2%-L2 მ-C51 V X == 

= 21: -L მIC005 (1--2X), #0 (I- 1) = |0; 1); 33) /–1(X) =-–-მL000§ _1. ს 
ჯ 

2VIა)=)- CC; –1(0I1.+C=CL: 34) /–! (CV) = – 005, 

იძ =| თ – LL 35) |“ 1(X) = 005X, IM)(I- 1) = |C. + I: 

36) I“! (X9=0L#X, 0 VI-I) = ) –“ ; = |. X 2-0; 37) |-! (0 = 

= 28 --, ხ-ს =L-2 9; 38) /-1 (0 =§50#X, 1-1) = 

IC XI ვთ) /-1 (9 =–- ი», 00-50 = IC + I 40) /-'00= 

/ 2 2 ჯ I: % 2 ძ ღერ... __-_--·–_”–_. გა „'აე|'ე'– I. §L # 2) V-) | 5 2 |'ს 1 2: 2 | 

5.48. 1) ყ=5)ი»X. 2) ყ= VI92X-L1 ; 3) ყ= მ0(ICVIVX; 4) ყ/ = 

2(X1-–-1), თუ IXI <<1, 

0, თუ |XI>1. 

ხ.4მშ. 1) #ყ=V90, L=3X+1; 2) ყ= 5/, MV == 511X; 3) ყ = IV, 

=V1 + I9?(390 XI) ; 954=1 6) ყ =0. 

ილ=წყის, 0=5X; 4 ყ=VM, M#=X2; 5) ყ = IV, V = 5109, 

უ= V X ; 6) ყ=მIL0005//. ((=129, უც = –- #9 5.50. 1) (წ (>)) = ჯ4; 
2 9 

; 3) /(დ00)=2“ ; 4) დ(MX))=2” ; 5) II (7 (X)) = ჯმ; 
2 2X 44 

6) | (/(ი0(X))) == 2“; 7) /(დ(/((X)))= 2 ; 8) დ (7I(#VC))) = 2“ · 

5.51. 1) ყ = –>005X2, V X < I X | < V2X; 2) ყ=10თ.(2--2%), X<1; 

ჩ»ჯ 2 

2) დ(თდ(X))=2 

3) =- 
X, როცა X >0; 

, 
1 –_ " 

„როცა <0, „კ, 10-+X 0 6589. 1) /; 
X 

  

წ. 2 
2) #, 18; 3) 8; 4) არც /#, არც 8. 8.53. 1) ყ-=X?-#1; 2 <-+% = 1; 

3) (X-– 2)2+ (ყ –– 1)2=9; 4) 3Xჯ = | I (/–– 11 I. 
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ნახ. 84 

არქიმედეს სპირალი 

”„=ძდ C > 0) 

წ.68, 4) 

  

  

ნახ. 86 

ჰიპერბთდლური სპირალი 

ჯ= %- C>თ0)" 
დ 

ნ,68. 9) 

  

ნახ. 88 

კარდიოდი 
#=ძ(1 -L 005 დ) 

ხ.6ყ. 3) 

”
 

  

ნახ. 85 

ლოგარითმული სპირალი 

„=099 

ნ.68, 8) 

ნახ, 87 

სამფურცელა 

”» =ძ35იპდ 

5.68. 10) 

  

ნახ. 89 

ლემნისკატა 

#%-=01 005 2დ 
4/3



5.69. 1) §.70.%3) 

  

# 

სე 

0 ჯ 

ნახ. 90 ნახ. 91 

ნახევრადკუბური პარაბოლა ასტროიდა 

X=I2, X=ძ 00591, 

ყ=1). ყ=ძ510"/. 

  

ხატ. 92 

დეკარტის ფოთოლი 

ვი! 

1--19” 

_ 30/ 
#9“ 14, 

  

  

Cა
 

#44



6.8. 1), 7; 2) 17; 3) -; 4) –1, 6.9. 1) +C; 2) ––=; 3) +; 

4) –– <. 6.10. 1) 0; 2) 0; 3) ++C; 4) +-C. 6.11. 1) +–-=;; 2) 0; 

3) 0; 4) + თლ. 6.12. 1) 0; 210; 3) -- C; 4) +=; 5) + CC; 

6) –-– CC; 7) –-Cთ; 8) -C. 6.13. 1) 0; 2) C; 3) 0; 4) 0. 

1 1 1 2 6.14, 1) 2, 2) –-–– უღ 3) 5; 4) ––-––. 6.16. 1) ––-; 2) –+«-–-; ) ) 3 ) ) < ) 2 ) ; 

7 6) 3 2 
ვ –-.–- 44––- –, 6.16, 11 06; 22 –..-––..( 3) 0; 4) –– --–., ) 9 ა) 2 ა ) 2 ) ა) 5 

1 2 1 
6.17. 1) 6; 2) +=; 3) “––;უ 4) -–. 6.18, 1) 0; 2) 0; 3) -–– -”–; 

2 3 3 

4) ნ. 6.19. 1) 2; 2) 2; 13) 1. 4 1 6.90, 1) 1; 2) 1. -· 6.19. ; ; ვ: ვ. 0.80. ; 2: 

3 M10 49 42 
ვ) LC; 4) 1, C6,91, 1) / –– ; 2) 5050; 3) –““-; 4) -““.. ) '( >) ) ს; 4 

ძ-1 ჩM 1 
6.22, 1) “ვენ! 2) 3X2; 3) + 4) ი -# +). 6.93) 1) 

I(8. - 2) #--#. ვ) #M(1+21) , 4 1(1 –– 1) 

სჩIთ–/”! 2 2 2 

._.  - ... 1. . · 2 , , , 2 · .“9. , 3 , 

  

ფც0შ6-2. 

– 5 
ვ) –-2; 4) –4. 6.96. 1) = 2) 6; 3) ––; 4) 72. 6.27. 1) 0. 

2 
2 –– ; 3) ––1; 4) 1, 12:13) ) 3? 

6.99. 1) 0; 2) 6; 3) 3; 4) 1. 6.8ი, 1) #2, V 2 2) “5”; 3) V 

4) >>. 6.81. 1) 1; 2) 10,5: 3) ––1; 4) + <; 5) 0; 6) 5. 

6.89. 1) 2 2) –– 4; 3) 4; 4) --. 6.38, 1) 0; 2) <; 3) = 

2) + <; 3) +C; 4) +C. 6298. 1) 
“I

 ა
| 

4) 4. 6.34. 1) -+; 2) 4; 8 –-- 4 % 6.86. 1) --, ჟუ V7: 
4 

5 /> 1 ვ 3) –––; 4) =-42V2 ; 59) –---––; 6) ––––. 6.86, 1) 3: 2) ––.; .“ ) 3 ) ) ) > 
2VX > /



1 1 1 5 
3) =–-“––-; 4) C. 6.87. 1) 3; 2) –----– ; 3) ––- ს 4) ..- "” ც.ვვ. 

) 7 ) . 144 :.7 127.) 54 
1 2 2 ვ 3 

1) 3; 2 –– უ; 3 –“–– ; 4) 0. 6.39, 1) –––: 2) -––; 3). --.. ) 2 ) 27 ) 3 ) ) 2 

2V2 ვ ვ 16V 2. 
4) “ვ. 6.40. 1) <5“ 2) –- ვ) ვ; 4) 2. 6.41, 

4 1 1 1 4 7 1 
1) ––;2) –– ; 3) ––––; 4) ––;უ 5) 4 –––; 6) -–––, 6,49, 1) ––: ) ვ ) 9 ) 2 ) 2 ) 27: ) 32 ა) >: 

7 9ჩ-- ხი. ვ) --. +-6. 4 MM. 5 1... 6) 2. 6.43, 1) 0; 
1M MI ჩ II 

2) 0; 3) -+-Cთ; 4) 0. 6.44. 1) –>C; 2) = ვ) –-1; 4) 1, 6.46, 

  

  

ი +ხ 5 5 7 V2. 1 
1 :.2 C; 3) -–-; 4) –-–-––. 6.46, 1) “ '“ : 2) ––; ა) 2 ) + .– ) 2 ) 2 ა) 2 

13 8 1 2 4 
3) 2; 4) –––, 6.47. 1) 0;2) –“–.; 3 ––––-–;4) –; 5) 1; 6) ––. ) 2; ) 2 7.1) ) “3 ) 27 . “2 ) · 3 

1 1 1 V > 1 6.46. 1)--–-– ; 2) “–.; 3 -– ; 4 V2 . 6490, 1) -- .; 
4 ? 2 ' “2 ' – 8 ) 4 

=> C 
2 +290 ““ + ში, ვ) ეთ, 4)211. ცვი, 1) 2; 2) >; ვ 5, 

M 2 3 /” 

5 ვ 1 7 4) 1, 6,ნ1. 1) ––; 21-–.; ვ) ––.; 4) 15, 06.59, 1) 4; 2) –“-; ) 2 .- ) 2 ) ) ) 2 ?! 

5 ვე =.; 4 +. ცივ, 1)-–; 2) 54; 3)4- 4) 2. 6.54, 1) –-; 
4 ვ 5 ” 

ვ 2 -%-; ვ. ”.; 4 -”, 6.95, 1) 7; 2) 5; 3) 2; 4) ––, 656.1) 1; 
8 ” M 2 

1 

6 1 25 1 ვ 
2 : 3) 24; 4) ---, 6.59, 1) -–““––; 2) ––; 3) ––; 4) 0. ს): 8 24 = ს<-: 29-78 4 

1 – 1 
6.60. 1) ––1; 2) =; 3) 1; 4) >. 6.61, 1) 2; 2) 3; 2) +: 

– 1 ვ 4) 4V2. 6.62. 1) 4... 2 .: 3-1, 4) ––. 6.68. 1) «დ; 
> 2 (14 

1 ზ? – – თ? 1 – 1 1 
-_ უვ + “ .. 4 –., ც,64, 1) 6V2; 2) -––; 3) ––; 0); 3) -–-> ) ) 6V2; ს) 1213) ->; 
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4) 0. 6,006. 1) C05X; 2) –- 5990 XX; 3) –-5ა0# 4) –-005X; 

1 251 3 1 2 5) ; 6) –“29X.. ცვ 1) 3; 2) ..: 3 ––=; 4 –--“-, 
005? ჯ ლ053 X 2 3 21 

6.67, 1) 13; 2) == ვ) 2=; 4) --. -__ 

  

3 

9 · 1 
3) ––– ; 4) 4, 6.69. 1) C050C; 2) –– 5100; 3) : 4) -– · 

98 005“ ძ 510? თ 
    

1 ვ 1 
6.70. 1) – უ: 2) 1: 3 –-.;.44––-. 6.71, 1) 8; 2) ––1; 

189 21:L 2: 
  

2 ვე –”–; 4) <–ვ, 6.79. 1) 1; 2) –– ; 3 – “.; 4) 2. 6.73. 1) 4; 31 # # 
ვ = 

2) 8; 3) 2; 4) = 6.74, 1) 3; 2 ––<1; 31 #2; 4) =–22. 6,725, 

2 2 

ღ--->-2–=>>.“.-_-.”““ 
2ჩ 3 

2 
6.77. 1) 69; 2) 04; 3)6 “; 4) 6. 6.78. 1) 64; 2) 6; 3) რ“; 4) (5, 

4 

49.79. 1) 6 ”; 2) 2; 3) 2, 4) 2. 0.80. 1) 6-1; 2) 6-5; 
ტე 3 – 

ვა 6 3 : 4) 6 2 „· 6.81. 1) #6; 2) 6 4 ; 3) 2; 4) 6–2 §6,89, 1) 6“ 1; 

5 5 (თ”–– ზ?) თ _ _ 5 - –“-– ცვვ 1) V2; 21V «; 2 6C 8 ; 3162 ; 4) # 16 

ვას #-%; 4) V 6. 6.84, 1) 1; 2) 0; 3) C; 4) #29; 5) => 6 >. 6 

2 3 _2. __ | 3 
6.85. 1) 6; 2) 63; 3) #4; 4) V 6. 6.80, 1) –7==:2) 61; 3). 6; 

6 

3. 1. 1. 
4) ი. 6.87. 116. 4; 2) 4 2. 3) 6.2 ; 4, «-ს, 6.88, 

1 1 1 

1) 6 19. 2) 6 4; 3) 66%. 4) (0.0 6ც.§9 1) (#-98; 2) 1; 

ვ) ტგ-Iწმი 4) ლიყ2 6.00, 1) 2; 2 --; 3) 2; რ. 

| 1 
6.91. 1) =–2; 2) = 3) –--; 4) 1. 6.99. 1) IIV 3 ; 2) –% 2; 
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1 
3) –-თ 5; 4) –– 2Iი 7. 6.98, 1) 3; 2) +: 3) –-2; 4) 0. 06.94, 

  
  

2 ი 2 ი 5 313 1) –––––; 2) =––––---; ვ) : 4 – 6.05, 1) 1; 2)ლ2; 
) 19 3 ) 2 პ ) ! 

6 2 
  3)   : 4 315. 6.96. 1) 1; 2 --; 83) –I4; 4) 

194 IM 2 

3 1 4 2 
6.97. 1) 2: 2) –– 13; 3) ––; 4 –-–--- ., 6,908. 11 ––; 2) 2; 

“ 1) ) 4 1 2 ) #9 5 ) 3 ) 

8 6 8 256 
ვა =– 16: 4) ––. 6.99, 1) –>-–––-; 2) 12102; 3) –––; 4) =-425, ) ) 3 ოლ ა 13 ) 

75 4 6,100. 1) --, 2 1; 3) -V#2X%95, 4 502, 6.101, 1) 2; 2) 0: 

  

  

  

  

  

    

    

V 3: 2 
ვ) –– 2 ; 4. V3 _. ც.109, 1) 1; 2) 2; 3) I175; 4) II –“-, 

193 21ი 10 5 

5 6. 108. 1) 2; 2) –“–; ვე 1972 4 6104, 
2 4ი5-–31)4 ი3-–1210ი5 

)“:7 --- ბთ .ვ ? : 4) ––21ი3. 6.105. 1 =--1.. 
C) 9Iი- 5 43 2 

2) 1. ვ) 1 · 4) 72 „ 6.106. 110; 2) 1; 
2 16(2––Iი2)124 (8 –– 1ი3)1ი 2 

2 ხ–თძ 27 II 5 
ვ) –““–-;.4 „ 6.107. 1) 1; 2) 2; 3 –““–.–.=.; 4) 21)ი3. ) 515 ა) ა) ) ) 2 ) 

6.108. 1) 0; 2) 2. 3) 3: 4) _ 1 __ 6.109. 1) 2I9 3; 
= , 91 ' 10003”... , 

2 > 21. ვე0; ტ 392  ცეკი 1) -, 2უ2-..1., 
I 2 2 8 6Iი 2 

1 5 
ვა პიპ : 4 „· 6.111. 1) ––; 2) 2073-1022; 3) - -; 

4 ვე? 4 36 

85 1. 
3 წ ჯ5 1 

4) –“–––––, 6.119, 1) § :. 2) 4 ; 3) 9; 4) ––,. 6.113. 
221ი 2 5 

1) 0; 216. “ ; 3) = 4) 6. 6.114. 1) 62; 2) 624; 3) 6; 4) --. 

1 1 
6.115, 1) ––; 21 იXჯIი0; 3) -– –-; 4) იჯIი?ძ. 6.110. 1) 0; 2) 0; 

ჯ X 
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1 
3) X; 4) 4. 0.117. 1) 0; 210; 3) 0; 4) იი 6.118. 1) –-–--–---––-; - 1 + 2 

1 3 #3. 1 1 1 1 
2 --;ე 3) == I2.-: 4 1: 55 ––; 6) ––. 6,119, 1) –– ; 2 -–=; ) 2 ) 2 ) ა 2! ) 2 ) 8 ) 2. ' 

2 _–_ 

8) –-; 4) 4110. 6.190. ) >; 20; 3) Iი?ი; 4) V თხ . 
ი 

6,191, 1) >: 2 4! ვ) ––=2; 4) 1; 5) ––=2; 6) 2, 6,199, 

· 2) 1 +V2. : ქ) ი“Iი 2; 4 0 0.19ვ, 1) იბIოძი; 

ც2-ჩ; ვ) თეა (+) „აჟ... 2. 
#2 

ც.194. 116 ?; 2) 33; 3) (991 > I; 4) IX; 5) 1; 6) 6!<2; 

2 

7) 29 8) –- +. 6,195, 1) ხI/2: 2) 0; 3) 10ძ.3; 4) II8; 5) 0; 

  

რ) არ არსებობს; 7) 1; 8) 0; 9) არ არსებობს; 10) 1. 6.196, 1) => ; 
X 

წ (2 

06 0 1 5Iი ჯ 
2) 6 : 3 –-– : 4 ––; 5) 0#1/; =MVMI1.. ) ) 2 ) 6 ) 6) 2; 

§ 7. 

7.5. 131 ––5) არ არის უწყვეტი, 7.8. 1) /(11=2; 2) / (–+1) =–- –- : 

1 
3) ”(00=1; 4) 7(0)= ––1; 5) / (7) =-1; 6) / (0) 2 

7” ”წ(01=0; 8) /(0) = 2; 9) ჩ”(0) =0; 10) წ/(0)= 6; 11) /(0)=0; 

12) ჯ(0) =0; 7.6, 1) 2=--; 20 C=1; ვ) თ = 1; ი46-=--; 

5) თ= 3; 6) ძ=–-–4; 7) 0 -==0; 8) ძ=1. 7.7. 1) 0=-4, ხ=-=-4; 
2) ი2=3, ხ=2; 3) ი=–1, ხ=1; 4) ძ=1, ხ=0. 7.8. 1) 6=20; 

2) თ =--; 3) არ არსებობს; 4) ძ=–--1. 7.9. 1) თ=2, წხ=>=--1; 

2 თ=1, ხ=-–=1; 3) არ არსებობს; 4 თ=1,ხ=–. 

29. უმაღლესი მათემატიკა 449



§ 6, 

81. 1) Vყ/ყ==500,21; 2) /Mყ =:1; 3) გყ-=--8 4) ტყ = –- 0,5. 

8.2. 1) ტ4X = 0,5, #ყ = 2,25; #MX= – 1,5, #ტ#ყ= –-3,75; 2) #X == 
2 3 1 1 

=–იეც M =ძ-– ტVხლ–--, ტ#Mყ=---. 8.3, 1) #ყ#ყ == წა , 
3 ” 8 ' ვ # 2 )რ/=040» 

2) ტყ = 20X06X +ხიX+0თ(ბX., 3) ტყ =0ი0%+X(ებბ! 1); 4) #ყ = 

=() : 5) იყ – 2თა5( X+ + |ძი <>”; 6) #ყ=– 

უმი (++ 44% ყი “%. 83. 1)) –“.; 2) --6, 8.6, 1) ==3; 
2 2 19 

    

2) –, ვ) 4; 4) 913; 5) => 6) –– 3; 7) 1: 8) –. 8.7, 

11 | (<-21= ––I, //)(–21= 1; 2) / (11= –-–2, /) (11 = 2; 

3) |, 0) = + დ, / (0=– 9; 4) წე (00 =+C, /. (0) = –– თ. 
8.10. 1) 3” –-– 21; 2) 6X9 –-–8X" -- 2X; 3) 2V14--X2 –-– 2; 4) ჯ?-–-X-+-4. 

5 2 

1 2 ვ 
8.11, 1) 2+––––;2) +2X; 3) 7 – 5X +ვ3,; 

V X 3Vჯ. => 
  

      

        

            

  
  

  

  

      

2. _1. 
ვ 2 2 1 1 1 

4) X –6X „ 8.12, 1) _ == -L –. , 2) – უის 

3 4 1 5 

++ ჯის -> #“:0ოი“ 2:5/2 XI 5! . ჯბ/? + 
”. 1 5 ვ 1 9 

ს-ე ლ––--. 813.1) –– + + :2 –- 
წ ჯმ #72 +7/4 7ჯ6/5 ჯექ 

1 4 3 5 4 6 
_ + –1; 3) – + –_ –ე რ) _ 

6X5/5 5ჯ?/5 2Xჯ5/2 Xჯ9/4 ჯე; X11/5 

9 7 2 ) 
აეე - .· 8.14. 1) 30057 -- 4510 #; 3) ––– + – 

ჯ უმ/? 005? X 510? X 

+ 2005X; 3) 2-3 . 4) –– 1 - –-2; 5) 5” 10. 5; 6) 3ჯწ103-– 
V1-- ჯ? 1+ ჯ? 

2 ვ 1 3 2 2 
–_24სეი4- -- -.1; 7 -–– ; _– · 

„) X XII 2 XI0 5 X X#2 

  

<) 815. 1) 200X+350X; 2) –“ თX– –--;3 3596#+ ––) 
2 2Cჩ” X ?X 

4) 2 _ 
ლი? ჯ ვი? X 

“450 

–.-50X. 8.16. 1) 2XIX-+X; 2) 6”(005X---531)ი X);    



  

  

3X – X–-- 4X-+L1 
ვ 5 3ვ3%1I13; 4) (2ჯ – 4)2:00ლ095L-–- _"""IL. _- ა. ა 7 = + VX (4 0#%–4 033 

1 
5) 5XI/ მჯICIV X·II 5-+ –-–--–-–––– |; 6) 190ყაჯ + 7) 0-21C1)0 X+ (აი +–->) ) 106X + –-–- 7 · 

1+0X 
+:86-=> 8) 2XმICICXჯ – 1 ––- 2531იL--2X005X 8.17. 1) XCიX; 

–ჯ“ 

  

  

    

  

  

  

1 2 2 > 9» ; 3) 025 4) 2(00X-C Iბ856ნ#+-– –-“-- 
+ 32: ) ) 021 ) 2200X4+-X56X ვიი?1ჯ 

8.18. 1) CX(C005X –+–-X005X –X5I0X); 2) (2XII X+)2Iიჯ·IIL 3 + X)3“; გ · , 

ვ) 2XმLCL X 10ყე X -L 10ყძ3X -L 21 209%0486+, 4) 6%(II X-L1 + IიX). 
XჯIი 

810 1 1 „ თ -2--=5VX+6VX#_. 
(2X –– ვ)? 2(2--ჯ?V ჯ)? 

ვ #2. >. “05 
ვ) ქპVX#+VX-X ., ეაებეე.-..... 

3X I X(C2VX -+L1) (X? -L 1)? 52 
> 6“ 6I0L ჯX + ლ0ა») . ვ) –- 1. . I0 5-10წყX–-–-1 

005 ჯ ' ჯIი 3-10ყ§ჯ  ” I.5-10დX.... 
8.91, 1) 2 · 2 510) 2X -+L 2005 2X · ვ 1 –- 2XმICIVX . 

1 + 3III 2X 0C0§? X (C05X –– 25Iი X)? (1 –L X-)? 

4 ჰიჯ , 8.99, 1) – 22% _ 2.- 15%Iი5–- I23) · 

»ჯ? (1+ 67)? (3% –– 55)? 

6 6 ' 
2 4 4 093 ჯ 4 10% X ს _ 6Xმ-ლძX-9XX+3. 

: X(I0 #–--2)? ” ჯ? ; 5 (1 -L ;;9? ' 

6) V1–X? + 2Xმგ+C50X . 7) –– წ» · 8) "ჯ . 
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8) 2%-! ც5 005 ( 20X+ %- | : 9) ==29-1 ც5 C0§ ( 22++ 2): 

13; 
5) · 6) (”I0ი0)” ი”; 7) თვი (9X+-X ); 

  

–- 1319“-1. – თ _ 4V 10) (–- 1) (/ 111 ძ - 1) MI . 12) (––1)5 MI . 

(0X -L ხ)" (1 –– ჯ)3L1 (1-+X)7511 

13) ყ” = 3X? + 1 –- 36%, ყ” =6ჯ +-96%, ყ'=6 +27 60%, ყIბ) = 

= 3M 40%, გ > 3; 14) 2 ინ, 1) XC4 60% 2) (== 1)” X 
(1 –- X)#+1 

ჯ9C-4)! ,ა>4 ვ) (I02)7-I 2X-I(I0 261 – 1) + »); 
ჯბგ– 

/ .-/ ხ16/) 
4) (Vწ–-379) 51ი X –– 409X005X; 5) XC0C05 (» +” +/151ი, X+ ლ. 

: ს 

    

    

6) 24 – 129 IX. 9.6. 1) (+"--3X-1)6-XVIV”; 2) –-25 C055Xჯ ძX?: 
უნ, ჯ 

2 Iთ 2 –- XVძთV _ ვ) –– ძX ; პი X ძ»?; 5) X X · 6) 2Iიჯ 3... 

“ (1-- X2)V 510? 2X (1 –-– XV? ჯ“ 

7) ––6-X(ჯ2 - -6X-6) თX23; 8) 52 9) 3.2” აყიაილ რო: 
_– 

  

, , 15... 
10) '2X 9959“ ა)ი (X510 თ + Iთ) ძის. 9.7. 1) “ე 9: 2) 125 6 2. 3) ძX?; 
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4» 4(1 L3X) 
4) 1500ძჯ). 9.8 1) ძბყ= --“ ქვ. ში LX). 9, = 

ჟ ურC-117 (4 –– 1)? ძი 2) ძყ 
4 

=-–- – (I. 9,ი. 1) ძ?ყ = 005//,-ძ?/(| ––- 5 2, 2 ლინ 2/ ) ძყ ს–ზიიძი; 2) ძყ 

= თ" 005 (0“) III0 ძ'X –- იბ Iი?თ (ი%3)ი იბ -- Cლ0505) ძის; 3) თ/= 

  

= ი” Iი იIC05 ი" (61-++9/შ1იი)-- ი! §(0 0, .9Mი1ი იIძ/, 9.19, /(") (0)=0, 

§ 10. 

ხ 1 3 3/შ8ი--.1 1 
10.1, 1) ––––ლ(Cთ/; 2) CIC––; 3) ––#/2; 4) –––-–-- ..· 5)--1: 6) –– ; ა) 2 წ ) CLყ 2 ) 2 ) 2 ) ) 2 ! 

  

2 2 ((2 –/) 2 1 +(/? 
7) – ––––-;უ8) –- : 9 ; 10 ==; 11 ; 

) 1+!/ ) 1--/? ) 1 –– 2/ჰ . 3977 .1(2+3/-- (9) 
ხ ხ 1 –-IC1 

12 –-––-; 13) LC/; 14) ––– (C/, 15) –-26; 16) ---- 5... ) 2 ) Iყ ) ე 8 ) ) 1+VI 

      

  

, – 1, როცა <0 
17) ყ.= , ” (18) 1C/. 10,9, 1) 1; 2) 1; 3) C; 4) 0. ბ 9» | 1, როცა 7>0; ' ) 1ყ ) ) ) ) 

ვ 2 

10,8. 1) =– 2 :9 +(4+1+ >”), 4- ხ : 
9 #4 Iს 2--/ / 005” 2! ც? 0059 1 

ა” 2-LI2 , 7 4 6?(2510 1-–0051) . 
1-=-/” ძთ(0051-–- (5106 7)3 ” (910 1 +– C051)5 

3 4 ჯ ჯუ CIC17 –_.“ §5117(1 +390?) . 

501 0057 L 

11) 25-11; 12) ჟ:=- +, ყIიი=0, ML >1; 13) ყ/ = 2ჯX+1, 

ყ”=2, ყIო) = 0, M>>2: 14) #51”. 10.4. 1) 2; 2) -- 3) 1; 4) --12, 

    

  

10.60, 1) > ; 2 – ხ»X „ ვ 4, V; 4 -9#--X... 
ყ ი?ყ X ყ -––- იX 

5) X _2V–V0-– V . – ჯ/ #; 7 X+VM. მა ყC05 X+50%-=–#) , 

ყ X".--2ყ" X–ყ 510 (+–– ყ)–-51ი X 

10,7. 1) 5. 2) 1. ვ) 1; 4) =-62; 5) 0; 6) -“-, 10.8. 1) 2, 
2· 6 2 ყ 

.._ 20XV_ . კ). ყI(X--– 1))+(ყ –-1)1 , 
(X+ყ+1)1' (ყმა-თიბ ' ჯ(ყ- 1) 

  

3ცე?ჯ 54X 2X"ყ ?ა9 4 · 5) –- : 6)-–=–+>=>-: 7) –--->--/301 ) 2X" (1 –– ყ?) : ) - ) > ენ . დ ქვეს + ყ)+ 1 
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ზა 2( 2201+V). 10.9 )-; ; 2-–--+;, პ) 0; 4 –; 5) –. 225. 
(X –– ყ)? ი 256 4 8 1024 

რ) +. 

§ 11. 

11.1. 60. 11,9, (1: 1), ( –>1; –-1), 11.8. (0; 0), 11.4, 

(-- 2+). 11.5. (0; 20), (1; 15), (– 2; –>12), 11.6, (1; ––3). 

11.7. (2; 3). 11.8. 5, 11.9. 1, 11.10, 45. 11.11, –5-. 11.19. 

1 1 
(<-:-–-> ). 11,18, 1) X-–-4ყ+4 =0; 4X+-ყ--–18=0; 2) ყ–-5=0, 

X+2=0; 3) X--1=0, ყ=0; 4) ყ=2X, ყ=---». 11.14. 1) ჯ- 

_–2ყ--1=0; 2X+ყ--2=0; 2) 6C+2ყ-–-X=0, 2X-–- 6ყ+3%= 0; 

3) ყ=3, X=2; 4) 2X-ყ+35=:0, X+2ყ–1=0. 11.16. 1) 7X--10ყ-L 

–+06=0, 10X+7ყ--34=0; 2) (+--4) X + («+ “-“- 4) ყ-–- =V2. = 0, 

(«C-–– 4)X-=–-(<+ 4) ყ–> V 2 #=0; 3) 3(–ყ-–1=0, X+3ყ--7=0; 
4) 31-–-ყ--4=0, X+3ყ--3=0. 11.16. 1) 5X+6ყ–-13=0, 6X-–5ყ + 

+21=0; 2) X+ყ--2=0, ყ=ჯ; 3) 14X–– 13ყ+ 12=0, 13X+14ყ – 

–-41=0; 4) X+-2ყ>–-3=0, 2X--V--1=0. 11.17. 1) +: 2) = 

გოგ ->-; 3) გLC(C 2 V 2 ; 4) (0; 0) წერტილში ეხებიან, ხოლო (1; 1) 

წერტილში იკვეთებიან 80 – კუთხით 11.18. 1) 8IC –, 2 +; 

3) – ; 4) > ; 5) წირები იკვეთებიან ორ წერტილში კუთხით თCL=Cთ:= 

= მიი – –“.: 6) წირები იკვეთებიან სამ წერტილში. პარამეტრის #=---1 

ს შენელობისათუის თ =თ-- -= კუთხით ხოლო პარამეტრის 1 = თ 

მეიშვნელობისათვის თე=0 კუთხით, 11.99. 2X--ყ+1=0. 11.98. 

2–-– ყ–– 1=0. 11,954, 4C-–--4ყ--21=0, 11.95. X-C5ყ=0, X+ყ=0. 

11,960, (0; 1) 11.97, (8; თ), (0; 0. 11.98. (0; 47), (0; 11) 
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47 
––-) 0) , (–+- ი). 11,509, (0; 21), (0; 1). 11.30. #IL; 

1; L დ : : 
მაკეი ცვ ბიე 40. 1 ე) #0 ყვე რი, 2 ე ჩ6. 
8 4 10 5 4 46 ვ 

5 
11.33. ყ=–--X+ 2 11.31, V# := ==: 2X+ 1. 11.35. ყ=15 –– X. 

1 2 _ : 
11.36, ყ=ჯ– ––-, 1137 –---.. 11.45, 3; 0 –-9 11.40, 

4 V 5 

1) #=:0, (:=:8; 2) /,=0, M.--4, #28. 11.47. 181,5-10? ერგი, 
11.48. 13 ოად/წმ. 11.49, 4 რად/წმ 11.50. თ =(201-–– წ) რად/წმ; 

1= ხ.. 11.51, 1 მ/წმ 11.55. 15 მ/წმ. 11.53, V = (Vალ05Cთ, 
2თ 3 

ფუუააუუვღეაეუ 2:08 ყუ 2XLC/(-––1,) 
V-ი 51(1X –– CI), 'V =- V V2––2Vა თI-+- 21. 11.54, X 

“ი ი 

X( 2. 2+( --7) + 1 I' 11.65. 32 ამპერი. 11.50. 1,013 ჯ/კგ. 
ი 

§ 19, 

195,1. 1) კი; 2) არა; 3) კი; 4) კი; 5) არა; 6) არა; 7) არა; 8) კი. 

1 2 1 1. ჯ 199, |) შე. _ 2 (1) ,(–“-– ,; 2) საძიე- 
ა V3 3 V 5 (> V 3 , -/> 8 

, 2+V7. : 
ბელი წერტილის აბსცისებია –-= ვ“. 19.7. გააჩნია 4 ფესვი, რომ- 

ლებიც მდებარეობენ 10; 1; 11; 26 12; 3; 13; 4| ინტერვალებში. 
19.17. 1) )_ კი; 2) 2) არა; ვ) კი; _ 4) არა არა, 19.18. 1) (2; 4); 2) (1; 2); 

' 1.11 ·( 2. 1. 39 (7// --–) 1: 98 1/ –--), (1.4) (2 8 /' V2; უ>)- 

19,91, წ (X) არის არაუმეტეს. (1-1) რიგის მრავალწევრი. 19,906, 1) არა; 

აI0 ხ –– 5110 

  

2) კი; 3) კი; 4) არა. 19.97, 1) ––--–. . ==005§6, სადაც ძ< 
ჰმ ხ–-Iიძ 

<§<ს; 2) 6 + 69 = 26, სადაც თ<6<ხ. 
§ 13, : 

181, 1) 1 2-'; 3 1: 4-2... I)ვი 1)0; 2)1; 
2 V 6 3M#/0 

3 +: 4) ი. 13,ვ, 1) თ->; 23! 3) 2; 4 –. 

2



  

ძ დ? 1' 
18.4, 1)0; 2) 1: 31--–-–-–- უე 4) –– 13.5, 1) 1; 2) –– -=; 

Vხ. ” 2 ვ ” 
1 1 2 C 

3) –––;უ 4) – -“., 13,ც 1) 2; 2--––; 21) –.1;4) 1 18.7. 1) –– ; 
ვ: 8 01 2:22) > ) გ: 

6 1 1 1 
2 %ის-–-; 3) 1–Iიი 4) –– 1ით. 13.8. 1) –––; 2) ––; 3) 1; 

ძ 6 2 6 

1 
4ი4ეი--. 13.9, 1) –3; 2) 4; 3) 1; 4) –. 13.10. 1) 0; 2) თ; 

C 

3) 0; 4) “–, 13.11, 110; 2) 1; 3) 3; 4) ილაი. 13.12. 1) .1; 2) –2; 

I 1 
ვ) –-) 4) 0. 13.18, 1) 1; 2) 0; 3) 2; 4) 1. 13.14. 1) 0; 2) 0, 

3) 0; 4) 0, როცა »>20, ან, როცა 7ჯ=0 (<0, ჩ ნებისმიერია; 

X«=0, ჩ<0); +C, როცა ჯ<90 ან /=0 (თ>0, ჩ ნებისმიერია; თ=-0, 

ჩ:>0); 1, როცა თ = წ = 7 = 0. 13.15. 1) 0; 2) 0; 3) 0; 4) -=. 
· IL 

2 
18.16. 1) 0; 2) 40 ; 3) 0; 4) 0. 13.17. 1) თ; 2) 0; 3) 0, როცა 

2 
  

ჩ>თ; თ, როცა ჩ:=თ; C=, როცა ზ < თ; 4) 0, როცა თ < 2ჩ, სჩ. 
თ 

როცა თ=2ჩ, – დ, როცა თ > 28წ. 13.18. 1) 0; 2) 1; 3) +C; 4) 0, 

18.19. 1) –- „2. 2) 2; 3) 2; 4) 0, როცა 0<ძ< 1; + Cთ, როცა 

ჯ% . 

1 1 1 1 · 1 
თ > 1. 13.20. 1) ––; 2 : 3) 0; 4) ––, 13.91, 1) ––; 2) -; ) = ) 12 ) ) 2 ) 2 ) 2 

ვ –-1. ტტ . 1. კვა, 1) 2 +თ; 3) 4 1 6 , ვ · L) , ' 3 ო 

1 თ–ჩ 1 
13,98, 1) –- –-; 2) =--C.. ვ) ––-; 4) –---., 1ვ,94, 1) 1; 2) 2 ) 2 ) 2 ) 2 ) ) ა 0; 

2. -2. 1. 1. _ 1 
1 2 წ 0-2 6 6 

3) ––; 4) 6 „ 18,95, 1) 06 ; 2) 6 :3)6 ;4)6 
6 

1 1 

3 3 – 18.96. 1) 6 ; 2)4 : 3) V6; 4) 1, 13,97, 1) 1; 2) 1; 3) 03; 

4) 1, 1ვ3,28, 1) 1; 2) 1; 3) 0; 4) 1. 131,99, 1) 1; 2) 1; 3) 1: 4) 1. 
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18.80, 1) 1; 2) 1; 3) 3; 4) 2, 18.81. 1) ––; 2) I; 3) 1; 4) 1 

1 

6 _ 
18.88, 11.6 ; 2) 6-1; 3) V6; 4) ძ. 18.8წ. –-. 18.86 1) არ 

გამოიყენება; 2) არ გამოიყენება. 

§ 14, 

141), 1) #C(X) = (X-–- 4) -L 11 (X –– 4)3 + 37 ( =–– 4)9? -L 

+21(--4-- 56 2) 9500 = (ჯ=––=2)ქ1 14(-–– 2)? -+-7(X-––2) + 

+11; 3) ”C0 =--2(X+1) +–<+11(X +- 1)? –> 13(ჯX -C 1) -L 5: 

4) CI) = (L-=– 1)? -L 10(ჯ=–– 1)98 -= 45(X –– 1)5 +- 120(X=– 1)7 -- 

–+ 210 (X-–-1)5 -L 249 (X-––1)5 –I- 195 (X––>1)4-I-90 (X-–1)3–I> 15 (X––10)2–– 

=–5(X-1) –-1, 1%,9, 1) –-– 1 –--(X-1)-–– (X-+-1)?-- ·.· <> (X-+1)? + 

საი თ +199 #-4 + (–- 1)5+ (1 + 0C 417155 ' სადაც 0<0 <1; 

_ (X--4) + (X –- 4)3 –– (21 =– 2) ! (+ –– 4)” 

64 512 #1 (L=– 1) | 24M–2 

(–- 1)? (2/) ! (X; –- 4)”+! 

2ხიLIV +041 ,; საღაც 0<0</1. 3) X+ 
ჯი ი-+I 

       

+ 

(0; + ი + 11 6%», სადაც     

როის რმ) 
6 

1; 4 ჯ-– + 3 –- 1)2-- –--– ((=-– 1)1-C -––- – 134 0<0< ) X-–1 2) IX მ'+--(C ,)+>, « )“+ 

  

  

+ .L (–-– 1)%6(X--1)" (–-1)%+1 6 (ჯ –– 1)5+1 

(M –– 3) (2=>2) (/1=–1)/1 ' (/1=–2)(/1-=–1)/! (/1-+ 1)(1-L0 (+–--1)1”– 7” 
”” 

. თ ეუ 1. ჯ 
0<0<)1. 14.8. 1) §I (X+ +)= ) #02 26ჩ+ 1) · X" + 

#==0 

–-X+2 –= გ 1 .-". , 

”): 2 == _ - +. ი”: ვ = _->1 : +-0(X"); 2) 6 / 246190095; ) 2» +3 2“ ) X 

M#:-=0 =0 

” 

” _. 1 / 4 V. „ 2 X + 0 ცო); 4) 10 (5 –– 4#1=10 5 2 .« იL თ) ჯ"-LCX-), 

M=1 

  X 
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, ჩ 2%Vი(””--) ) 
14.4. ი. 1) C - 2)ბ-+0(X- 2)"); 2.» 2 (1-– 

| 2! –_–__ 
#=0 #=-0 

ი. 
–?. ის-1/ნ 

–Iპ+0%X--)უ; 3 –22+5 +242 
#=1 

(X-L 1)ჩ%ჰ+ 0((X+ 1)"); 

L-2 

5) პერ ი-96-2 (X+ 1)"-+-0((X+1)#). 14.ნ6. 1) 2--(X--2) + 

(X –– 2) 
(1+0 თ -2 

1-2 5102? 0Xჯ ჯი 90Xჯ 1601X'. 
_––-–, 0ლ0<1; 3 -=- ,„,- I ა. – 

0051 0X << ) „+4- დი<X 4! "0-– – _62ჯ2)?/?' 

-3.5 ე) 1-3.5-7 
2931 (X–--1)1+ 2-2 

(XV –– 1)4 1 
70 +90C-0/” 0=<0<I. 14.6. 1) > ( I + C + 1)2+ 

(X =–– 1)? ++ C++ < C+10 |) +0C6++ 05; 21+ “+ + 

3 

-L (X –– 2)ზ –– (+; –– 2)9 + , 0=0<); 2 ++“ -X 

0<909<;)X; 

  ბ) ა” X 
  

– 4 =- 1599 == _. 19 30-14 , 5-1) _ (ც- 14); ვე X=1. #--12 
8 ' 16 4 16 

(X--1) _ #-–-17” ( / 1 XV? 
–-"- =- 1)9): 4 2 ( 1-Iი2. –..- > == +ი(C%-- 19; 4 1/ ი2-(X >) + 

იცა ელ 8 6-1)ე+XC-14ჟ 
14.7. 1) 5+11X+ 12% + “- 2#+ი0C0ბ 2) 198 – + =. + 

+     

+ 

    

+-5. X +0(X); 3) X + 1 ა+ 1ი4იდ; 4 1.4 
72 2 3 4 

-– ” X»ჯ... 
+ 7 +0CX), 5 სა – +- – – 0Cთ); 6) #--X# LV –- 

16 ვ 5 

_ 9. +--#4+იცრ. 14.8, 1) 0,01745241; 2) 0,98769; 3) 2,2361; 
6 
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2 5 

7 3 6 4ს 1.041390, I+,9, 1) 2; 2) –- 3) 0; 4) 4 14.10. 1) 6. ; 

2) 1; ვ) 32, კ) 28. 
ვ ვ 

§ 1წ. 

15.1. 1) ზრდადია |-- CC; ––1| და 13; +Cთ L "'მშუალედებში, კლებადია 

1-1: 3 | შუალედში; 2) კლებადია )1-- <; –-1I და | 0; 1L შუალედებში, 

ზრდადია |–– 1; 0( და 1 1; + < | შუალედებში; 3) ზრდადია |-- CC; 

+CთI შუალედში; 4 კლებადია |--ლC; +C2I შუალედში, 15.9. 1) ზრდა- 

დია |“ -–<=; 1 და 13, + თს "შუალედებში. კლებადია 1 1; 3| შუალედ- 

ში; 2) '6დადია | –-იი; –5| და --: + «. შუალედებში, კლებადია 

“.ვ3 
|“ >.–+ | შუალედში; 3) კლებადია I --–- =; 0 IL და | 6; 12L 

2 2 

შუალედებში, ზრდაღია 10; 6 და | 12; +- CI შუალედებში; 4) ზრდა- 

დია | – დ; – = | და _. : +–-CთC | შუალედებში „ კლებადია 

1 11 _. , : 
I ==. ; 18 | შუალედში. 15.3, 1) კლებადია |  -- C; –-–1I და 

11; + <1 შუალედებში; ზრდადია |“); 11 შუალედში; 2) ზრდადია 

I--თ; --1I| და 10; 1| შუალედებში, კლებადია | –“–1; 0 და |1; + CI 
შუალედებში; 3) ზრდადია | -- C; –-1I და 11; + C< | შუალედებში, 

1 
კლებადია | –– 1; 1| შუალედში; 4) კლებადია | ––- C; ი, |; +I და 

+. 1 | შუალედში. 16.4. 1) კლე- 
2 

1 
ბადია (8. 758 | და | 75“ ; 1 | შეალედე ბში “ბზირდადია 

11; + თI შუალედებში, ზრდადია I 

I= 7% ; -5> 2 ა შუალედში; 2) ზრდადია I--2V2; –-2L და 

10; 2 ( შუალედებში, კლებადია 1 –– 2; 0 L და 12; 2V 2 L შუალედებ- 
ში; 3) ზრდადია |-- თ; --50| და 1-- 50; 251 შუალედებში, _კლებადია 

125; +=% L შუალედში; 4) ზრდადია | -- CC; -V3L( და 1V3 ;+თ ( 
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შუალედებში, კლებადია | - V3; – 1 1-1; 1L და I 1; V3L შუა 

ლედებში. 16.6. 1) ზრდადია | -–-–<; 0| შუალედში, კლებადია 10; + IL 
შუალედში; 2) კლებადია | –– თ; 0 | და 12; +თI) შუალედში, ზრღა- 

დია 10; 2(|-ში; 3) კლებადია |--=; 2 | მუალედში, ზრდადია 12; + | 
შუალედში; 4) კლებადია | –-=; 0| და 10; 1I შუალედებში, ზრდადია 

11; + თI შუალედში. 15.6, კლებადია 1-- %; თ და |თ; --·CL 

შუალედებში; 2) ზრდადია | > 2 | შუალედში, კლებადია 
I1I3–-1 

| ;0I და | 2 ეეს; + თ | შუალედში, 3) ზოდადია 
II 3 –– 1 · 

7 7, 
|–თა >I შუალედში, კლებადია |-–- ლ; –-6-6L და I>: + % | 

შუალედებში; 4) ზრდადია 10; 2 | შუალედში, კლებადია 1 ––- C; 0L და- 

12; + თ L| შუალედებში. 15.7. 1) კლებადია | +I შუალედში, 
C 

ზრდადია | 1. -L თ! შუალედში, 2) კლებადია | 0; 2 | შუა- 
(<2 6 

ლედში, ზოდადია I +; + თ| შუალედში; 3) კლებადია |0; 1 | და 
6 

11; 6| შუალედებში, ზრდადია 160; + ლC “შუალედში; 4) კლებადია 

)- ; “1 და )0:;1| შუალედებში ზრდადია | – 1; 0 I და 

I1; –-C<L შუალედებში. 15.8, 1) ზრდადია | –– CC; + CI “შუალედში; 

2) კლებადია ) –- (6 –– 1); -(66+ )| შუალედებში, ზრდადია 

| – (6ჩ + 1); --C66+ 5) | შუალედებმი (# = 0, +1, + 2,:..-); 

3) ზრდადია |– + 21%; – + 2. და | --+27; ა + 2იჩ | 

შუალედებში, კლებადია I> + 22; 2 +29ჩ | და | – +29%#; + 

+2იჩ| შუალედებში (#=0, + 1, +2,...); 4) ზრდადია I , 

#2. + = | შუალედებში, კლებადია I ; <= 'ლ–ი+ | შუა- 

ლედებში (# == 0, + 1. + 2,--). 15.9. 1) ზრდადია 10; + C | შუა- 

ლედში; 2) ზრდადია I + (8” –– 3); + (8”/ -L )| შუალედებში, კლე- 
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ბადია | + (8 + 1); –-(# + 9) შუალედებში (L=0, +1, + 2,...) 
7 

ზრდ ––– ა -L2ჩ 

ჰ) აღია | - %; + თ | შუალედში; 4) ადათ). 12 ;: 

13 
1 – 2X-+L+2ჩ5: | I X+2', – 17 ე ჩი | 

ი შუალედებში, კლებადია | 6"? ; 62 შუალე- 
დებში (== 0, + 1, + 2)...). 15.10. 1) ყოაიჯ ==ყ (0) = 0, ყოIი = 

= Vყ(1)==2=––1; 2) ყოა» == I (–– 11=17; ყოIი5=ყ (3) = –– 47; 3) ყთ3»ჯ 

=V(0)=12; ყო, = ყ (== 2) = ––4; 4) ყიკი ==ყ(ი) =–-108; ყე» = 

=V(–-2) = 0. 15.11. 1) ყი, = ყ(11= –– 1; 2) ყე, = ყM(–-– 5)=20, 

სიIი = ყ(1) = –- 324; პ) ყი, = V(3) == 2, სთა» => ყ(–- 3) = –– 2) 

ბ) ყო == ყ(21=12, ყიეაჯ = ყ(--2)= –- 12. 16.12. 1) ექსტრემუმი 

: 1 
არა აქვს; 2) წიგ» =- "C-;) =–--94; 3) Mოგჯ == ყ(9) =–- 2; ყოი => 

1 1 
=ყწყ(2) = 2; 4) ყოთ – ყC--2)= –->; ყოა» =“ ყ (2) = –-, 

9 - 
16.13. 1) IX ყ(3, 2) = 4C :. 2) ყოა» = V (C– 33=-–-8; ყოს = 

27 : 2 
= 1 << 0; 3 Iი8ა = 5 = ებს-ღ” 4 თაX = უ_–--- = = V (1) ა ყოგჯ == V (5) ; ) ყ /( 5 ) 

–V(- ლი )=- +. ყთიჯ “> # ( => )= >. 2) ყოიჯ = 

2 
=V(1) == 1; 3) ზყოი» = V/ (0) = 0, ყოი == V(1) = ––-–+, 4) ყოთა»ჯ““ 

1 81 · 
= ”(+) = დ: / 18 ; ყოთIი-=V (– 1)=-V(5)=0. 15.15. 1) ყოვ» = 

=ყ(0)=2, ხეა = ყ(2) = 7/ 4 ; 2) ყე.» = ყ(0) = 0; 3) ყ„ა» = 

=ყ(0)=V 2 ; 4) ყ,,„=ყ(–2V 3 )=–V3, ყ.,,=Vყ(2V3) =V3. 
1 _ 4 

15.16. 1) ყოი=#(-1)=–--; 2) ყო: =ყ (9)==0; Vყთაე»=- ყ(2) => = · 

3) ყ,კე = ყ(1)=0; 4) ყუ, = ყ(–1I9/ V 21=2V 2. 16.17. 1) ყV,,,= 

=Vყ(0) = 0, ყიო,; =V( 
408 

  

= –4. 2 = (0) => 0; ოგჯ “== ლ C ) ყოIი ““ყ ყოგჯ



= V 1. = ტ-=92. 3) – (–1)= (6-6; ! _ 7 _ 

10 | ი ყოIი == ყ – , –= 2 )= 
ვი 

· 3 
7 V7 „. 

- (+) 24 4) ყო, = ყ(0) =6“!5, ყიეა => (2) – 6-5, 15.18, 

1 
1) ყთოII=Vყ (0)=0; 2) ყო -. #(-) =-“; 3) ყო:აჯ=ყ (>) == 8 

4 
==) 9ოი = V(1) =0; 4) ექსტოემუმი არა აქვს, 15.19. 1) Vოა»:= 

1 21L –––_–_ამმმეი'' ყ(/X) = (–-1) 2 ყო!ი #/(+– 4 # ) > C 

2) ყიოსი –/) (# == (1. | <= –--V3, ყთეჯ = ყ აეე 

=--V3, #C2; 3) ყოაჯ = Vყ (”5)= 10, ჟი» =#9I (#+--)X | =5, 

ჩC7; 4) ყოს, = ყ (26%) = 16 ” /(2+ -3- 
V2 3 

–. ძოთ = (+) =V( 2თ +323”) = – I, ყოი =- 

V 2 ვ /3. 

2: 
––._____ 

3-- 12 
რო I =+6V3=1# + #Vს ძო =#(23+ჩი) = 

5--6V 33 ––12 
– 54-=6V8 <2, 4) ყოიჯ=: -ყ(2ჩ20) = “1. 15.81, 1) ყთ»= 

=ყC-1)=->--), ყოთ = V(I)=1-–-2>-; 2) ყოს = V(1) = 
ჯ - ჯ 1 

–=>-) ყო: ჯ = V(0) = 0; წ) ყოი» == V(1)=–––– #2; 

  

ჯ 
__ ლ“ 92ჩი 2 

აასს... რდ , წო» = V ( –- 

2 4 

–5' კენი 

+ 2) – X; -X2- , #C2; 5) ყი = ყ(0) := 0; 6) ყოთI!ი ““ 
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= V(0) =8. 16,99, 1) –-44; 4"; 2) 24; 9; ვ) 0; !. 

ვ 26 1 ვ 
–..ეიეეეიიეიიჩი” 

8 5 4 2 49 
16.94, 1) 0; 5; 2) 6; 10; 3) 0; / 9; 4) / 2; 2. 16.96. 1) 5,5-– 
–I024; 4,5; 2) 1; 6; 3) 0:6:; 4)0; 113, 16.96, 1) –– 6; 21; 

89 
2) 56; გ 3) 0; 8V 2; 4) 1,5; 4, 16.97, 1) 0; 21 ++3192; 

V 3. 

2) 0; 4+ 102; 3) –-09; 65; 4) 1; 60, 18.98, 1) 1; 22 #32. ; 

3V3. 1 
2) გ + #M-V V2 ;. 20; 3) 0; 8; 4 0; =X“, 16,99, ა. 

„_>>.___ +. 2 2--ი: 3: 3) 3: 2 2: 4) 0: – კ 46 53-12 %; 3; 3) 3; 2+V2; 4) 0; 1. 

;: 2) 3-–-»; 1; 3) 20051--2 5111; 12---3; 4) 12#--1; >1
თ 15.30. 1) 1; 

13. 16.81. 1) 0; +. 2) ––IX;%; 3) 0; გLასIC 2; 4) 2ჯCL« 2; >! 

3 
5) –– 2; 46102; 6) -––2; 16. 18.89. 1) XC ! +; 2) –-C; –-1; 

3 

4 
ვ –– 5; 1; 4) 0; 4. 15.83. 1) - V2„, ; 1; 2) 0; 1_. 

2 6 

1 
ა როცა ძი <0, 2 

3) 5; + C; 4) 1I9MI/ := §ყი 7=1., 15.36, -“-. 
თ? -L1 ? 3 

7 გ?-L3 , როცა ძ > 0; 

1წ.87, 16, 16.38. 64. 15.39. 12. 15.40, 18. 15.41, 5 და 5, 16.49, 2, 

16.48, 1. 16.44. 90. 16.46. 81, 16.46, 4; 8 15.47, მართკუთხედის 
· 4 

გვერდებია > და => · 15,48, მართკუთხას, 15.60, 4. 15.61, 8. 

15.69. 12, 1ნ.ნვმ, <–, 16.54, 56. 16.55, 2 / 2; –“-, 16.66, 18. 
: 2 V2 

  

  

  16.ნ7. –-=–. 15.58. --; -“, 16.69 / 5. 16.60. 2თ. 16.61, 
V 2 37 6 MV -5თ> 

· 5 ,' 

--_-.---<--_-_--6--_--__ 
9 3' ვ 9 3 12 
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15.60, (2; 1) და (2; –-1), 15.67. (1: 1). 18.68. –-2. 15.09, 2. 

16.70. 2X+4ყ--5=0. 15.71. 2V/2, ხV2. 15.79, C >). 

  

  

  

V2. #2 
I _ _ – 4 

15.78. 2 §. 15.74, C0(--V6 ჯ- V 6). 15.75. C== დ + §= 

= 48 1 7 5 15.76 ი= + .§= 5 _ 15.77. ჯი03 
25” 4 6 3##6 

- #2. ლ - 2: C) = უაისი = = 
15.28. '“ . 18.29, – 60. 15.80. I/ 47; 15.81. 3 15.82 

_2 9 V3 
წ») 3ი.. 4 

2იV/ –- . 15.88. ფუძეა -- ხოლო ფერდი “-“. 15.84. ფუძეა <7 

, 
ხოლო ფერდებია ი. 15.85. 2V3„. 15.80. “3 #. 19.87. ო. 

15.88. >. 15.89. «/ა"(1 L V 5). 15.90. რადიუსი 2, სი- 

ჩ 423 200 
მა –. 15.91. –---. 15.09, I2:-/7- +C2 15,9ვ · 

ღლე. “ვ 3V3 ' V3 

16.94. #/ (1/0.-+ / 21. 

§ 16. 

16.1. 1) ამოზნექილია I– C; “| გეალადში, ჩაზნექილია |5- +=/ 

5 250 
შუალედში, გადაღუნვის წერტილია (>: –- “>2– ) ჯ- 2). ამოზნექილია 

I-– CC; 2| შუალედში, ჩაზნექილია | 2; +-ლ2| შუალედში, გადაღუნვის 

წერტილია (2; 12); 3) ჩაზნექილია 1 – დ, – 2 და I –- +თ| 

შუალედებში, ამოზნექილია 1C+' -- | შუალედში, გადაღუნვი” წე- 

რტილებია (– >: _ და (–:– <): 4) ამოზნექილია 

1 –– C; 1 | შუალედში, ჩაზნექილია | 1; -- I ს ეალედში, გადაღუნვის 
წერტილია (1; – 1); 5) ჩაზნექილია | -- ლ; +CლC “შუალედში; 

6) ამოზნექილია |) –– თ; 0) შუალედში; ჩაზნექილია )0; + თ L 

შუალედში, გადაღუნვს წერტილია (0; 1). 169. 1) ჩაზნექილია 

| –_ 35 : 7> შუალედში, ამოზნექილია | –- თ; –_ “53- 
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და |; +თ | შუალედებში. გადაღუნვის წერტილებია –უ= +) 

1 3 –“-; -= |); 2) ამოზნექილობის შუალედებია 1-- C; --1L და და (--- 2) ) ამოზნექილობის შუალედებია. 1 I 

11; + CL. ჩაზნექილობის შუალედებია |--1; 1, გადაღუნვის წერტი- 
ლები არა აქვს; 3) ჩაზნექილია 1 –– C; –- 6) და 10; 6, შუალედებში, 
ამოზნექილია 1 -–-–6; 0) და )6; + ლC2 | შუალედებში, გადაღუნვის 

წერტილებია, (– 6; –– +) ; (0; 0) და C >) ;. 4) ამოზნექილია 

1-- დ; ––-–2V3 (და 1-2+%V3; 1 I "შუალედებში „ ჩაზნექილია 

1-2-V3; --2+V3 | და )1; +CთL შუალედებში, გადაღუნ- 
ვის წერტილის აბსცისებია -–- 2 + V 3. 10.3. 1) ამოზნექილია 1 ––1; 0| 

შუალედში, ჩაზნექილია | 0; + I შუალედში, გადაღუნვის წერტილია 
(0; 1); 2) ჩაზნექილია |--; –-3( შუალედში, ამოზნექილია 1--3; -L «L 
შუალედში, გადაღუნვის წერტილია (––- 3; 0); 3) ჩაზნექილია |--=; –-1წ 
და 11; + თ" შუალედებში ამოზნექილია |) ––- 1; 1(L შუალედში, 

გადაღუნვს წერტილებია (-–--1; / 2) და (1, # 2); 4) ამოზნექი- 

1 2212 | შუალედში, ჩაზნექილია 2+X3 , +თ| 

შუალედში, გადაღუნვის წერტილის აბსცისა X = 29113, 16.4. 

1) ჩაზნექილია )-- «; + %ლ) შუალედში: გადაღუნვის წერტილი არა 
1 1 

; 2) ჩ ზნე == აეგეაე”ო“““ –<-; “ - აქვს ) ჩაზნექილია | თ 7 > | და I> +Cთ | უალე 

1 1 
დებში, ამოზნექილია |–უ> ; == | შიალედში. გადაღუნვის წერტილებია 

X2  V2/  VV2 V2/ 7...“ ! 
–1( და 11; +C|)! შუალედებში, ჩაზნექილია |-- 1; 1 I შუალედში. 

გადაღუნვისს წერტილებია (– 1; Iი2) და (1; I12), 4) ამოზნექილია 

|– თ; –+| შუალედში, ჩაზნექილია |– -- ი| და 10; +Cნ 

შუალედებში, გადაღუნვის წერტილია (– – ; -. · 16.6. 1) ამო- 
6 

ზნექილია )2#X; (2ჩ” -+ 1)% I “შუალედებში, ჩაზნექილია | (2# -- 1) XC; 

(2ჩ” + 211 | შუალედებში. გადაღუნვის წერტილებია (#X, #0), #C2. 
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| X (8M -L 1) 2 25“ 

2) ჩაზნეილია |60..3%1ი. :6.. 9 შუალედებში. გადაღუნვის 
X(C4L-L 1) 

4 
წერტილების აბსცისებია X-=6 ; #7C2. 3) ამოზნექილია 1-- თ; 

0I “შუალედში, ჩაზნექილია 10; +- თ| შუალედში, გადაღუნვის წერტი- 
1 

ლები არა აქვს. 4) ჩაზნექილია |–თ. 2 | შუალედში, ამოზნექილია 

| 1. , +Cთ | შუალედში, გადაღუნვისს წერტილის აბსცისაა· X = 1... 
2 2 

16.6, 1) ჩახნექილია |--C; 0 |0;1| და 13; + CL შუა- 

ლედებში, ამოზნექილი. | 1; 3) შუალედში გადაღუნვს წერტილია 
(> +) - 2) ჩაზნექილიას | 0; 1| და 15: + CL "შუალედებში, 

ამოზნექილი 11; 5| შუალედში. გადაღუნვის წერტილია ( 5; <7): 

ვ) ამოზნექილა | –– თ; 0| შუალედში, ჩაზნექილია ) 0; + CL შუა- 
3 

ლედში, გადაღუნვის წერტილია (0; 0). 4) ჩაზნექილია (== –ი6. 2 | 
3 3 

და I=+ კო შუალედებში; ამოზნექილია | –6 2-6 2 | 
3 3 

შუალედში: გადაღუნვის წერტილებია (–“ 2, – 2 ) 
და 

_3_ 3 

– 2 
წ 2. 3. I. 6. CI – თ, – | ს 10; +თ L. 

2 6 

16.8. 0 ა 16.14. არ შეიძლებ .-8. == –; ==. ა. == -–- ==. .-M94. ა ი ა, 

2 2 6V 2 შლე 

3. -– X+2ჩ 

16.16, არ შეიძლება, 16.91, 1) (1; 4), (1; ––4); 1C. : V2. )» 
2 

+ 0+) > 
2 V («“ ; –< #2) MC2; 3) (V26V? , 72+C-V? ); 

27 
0C2 “-). 16.99, 1) X=0, ყ=90; 2) X=2, ყ=90; ვ) X=1, 

X=3, ყ=0; 4) ყ:-0. 10.33. 1) X=2+ 2, ყ==1; 2) ყ=X; 3) ყლ==–+X; 

! “კ



4) ყ=X+- -. 16.94. 1) ყ=მX+ >; 2) X=0, ყ= +1; 3) ჯX= 

1 1 
ლ––ყ=ჯX+--, 4) X=20; ყ=X. 16.95. 1) ყ=0; 2) X=0, 

(2 C 

ყ=0, ყ=1,; 3) ყ=0; 4) ყ=-“+- #+ -+. 16.26. 1) X=0, ყ=2X, 
6 

  

26 

=–-2X; 2) #/=1; 3) #/ =Xჯ; 4) X-=0, ყ= –– X-––- 1, ყ=Xჯ-+L1). 

16.27. 1) V-=1; 2) ყ=0; 3) ყ=-0; 4) ყ= 52, 16.29. 1) X=-–-1, 

ყ=0; 2) ყ=X+X; 3) ყ =-X+54 4) _” 10.30. 

1) ყლ –X-–-– თ; 2 ყ=X-–--2; 3) ყ=X+6:, ყ=X; 4) ასიმპტოტი 
არა აქვს. 16.39. 1) ყ = ძ; 2) ასიმპტოტი არა აქვს; 3) X=ძ, X–-0; 

–_ __ 1       

      

; 2) #7= - ე)/=- 
005 თ 0ლ05Cდ 510 Cი 

1 1 1 
_– - , ” = , ',=–- ; 3) ჯუ რ” _. 

§Iი დ ლ0§დ ლ05 დ ვყი + -თ) 

6 C. 

1 
==“ –“:“ ., I == _ე ტე. 4) ად_.-.  – 

ვიკი «2 + დ) 3005დ V25)ი («+ +) 

16.84. 1) ყ=X-C2; 2) ყ==X-–-1, ყ=--X--1; 3) X=3, ჯ=–-–3, ყ=2; 

ყ=–--2; 4) X=4. 

§ 18. 

18.1. 1) 1,33998; 2) 2,01584, 3) –-1,2233; 4) 0,759308. 
18.9. 1) 0,546417: 2) 1,16696; 3) –- 0,556427; 4) –-0,466177. 
18.3. 1) 1,878790: 2) 0,911537; 3) 1,72275; 4) 1,50278. 18.4. 
1) – 0,717325 2) 1,18375 3) 0,533112 4) –- 0,305777. 
18.ნ. 1) 1,28709; 2) 0,261642; 3) 1,68289; 4) 1,39676. 18.0. 
1) –0,354501; 2) – 0,205597; 3) –- 0,208649; 4) 2, 45934. 
18.7. 1) #=-–-2,602, XI. = 0,340, Xე = 2,262; 2) – 0,88677; 
ვ) X = –-2,2340, X.=0,3276; 4) –- 0,7549. 18.8. 1) 2,087; 
2) 3,3532; 3) –-1,4916; 4) +0,824. 18.9. 1) 3,6926; 2) 1,8411; 
3) X, =0,776, X.- = 2,223; 4) 1,0967. 

§ 19. 

19.8. 1) (+–-/7/+#; 2) 7-1 .4+#; ვ –-1+->-I+რ; 
ჟ2L 

464.“



4) 27-74 2ჩ. 19.4. 1)?ლ0§L-(/ –– 5910 2/ ·/ +ლ0052/- #; 2) (C0§/-– 

– #ა0/)7 -L 6)ი/ + (0050 / + ჩ; 3) (1–-50071+7+ თა: #; 
---#; #5. 

ა---.. -#. 19.6. 1 -C3/2.L5/4, 19.7. (3/2-- 

4) 2%/.ჯ-- + ვ/.I0ი3.#. 19.5. 11 ჯ; 2) 12;1-- 2,   

  

  

  

  

  

–.207 +(3”--20/ -–- 2/-.#. 19.8. წრფე M 7 თ == 3; 47, 
2=0; 

19.9. =- (12X-–- ”»–) პარაბოლა ჯიყ სიბრტყეზე.ე V = ვჯ + 

+ 4-- 201, V =3,+4/,V =3+2/,V =3/, 
(1=0 (–1 (L–=2 

V =3(-–-2/, 19.10. X=2C(-–5101), # = 2(1–– 0051) ციკლო- 
(–3 

იდა ჯXიყ სიბრტყეზე,  V = 2(1 -– 0050 (+29იL/,V _ = 
(=> 

· _ – > ძბშ, = 20 +7),V) =24(ჯ. 19.11. 0,667;=–0,8/. 19.19, 1) <2 (0) = 
=-2L 

– – ცკ? ძ – 

=- 1C7+2#ჩ; 2 (ი00=2ჩ. 19.18. 1) 2 ,»” I; +7+2%; 2 –»- (0 ) 2(“” ) 

ძ, 
    2 “1 (7, ი )' ვა LV, “. L 19.16. სიჩქარის ჰოდოგრა- 

    

  

VI/4 /2 

ფია X=ძ00851, ყ=051)ი 1, 2=2ხ! –– ხრახნწირი, აჩქარების ჰოდოგრაფია 

X=-–-ძ05!, ყ=0005!, 2 = 2ს –– წრეწირი, 19.16. 1) > =%-2- 

–კაუუუ3აპფუკუოეი.ი..ეი...ი.იიიიიიიიიიიიიი.“ძე 
3 ყ=2, 1 

8 

ყვ „კ 

2 
  , მ81+6/1+122-–-70=0; 4) I. ყ-+I-2-=0. 

X=->ძ,
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განუსაზღვრელობათა გახსნა. ლოპიტალის წესი 

ტეილორის ფორმულა 
მაკლორენის ფორმულა ზოგიერთი ელემენტარული. ფუნქციისათვის 

მაგალითები მაკლორენის ფორმულის გამოყენებაზე - 

ფუნქციის გამოკვლევა წარმოებულის გამოყენებით 

ი. განტოლებათა მიახლოებითი ამოხსნა 

სიდიდის მიახლოებითი მნიშვნელობა აბსოლუტური და ფარდო- 

ბითი ()დომილება "”'" ე.ი. ა”“"'""'' 
· ფესვთა განცალება 

„ შუაზე გაყოფის მეთოდი 

.· ქორდათა მეთოდი 

„ მხებთა მეთოდი 

· ქორდათა და მხებთა კომბინირებული მეთოდი 

· იტერაციის, ანუ მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდი. 
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16. 

17. 

18, 

19. 

· ქექტორ-ფუნქციის ჰოდოგრაფი · 

· ვექტორ-ფუნქციის ზღვარი და უწყვეტობა. 
· ვექტორ-ფუნქციის წარმოებული და დიფერენციალი 

· ვექტორ-ფუნქციის წარმოებულის გეომეტრიული და მექანიკური აზრი 

· წირის პარამეტრული სახის განტოლება სიბრტყეზე და სიე“–ცეში. სი- 
ვრცითი წირის მხების განტოლება, ნორმალური სიბრტყე 

ამოცანათა კრებული 

· სიმრავლეთა თეორიისა და მათემატიკური ლოგიკის ელემენტები 

„· კომპლექსური რიცხეები – 

· მათემატიკური ინდუქციის მეთოდი. 

. მიმდევრობა და მისი ზღვარი 

ფენქცია 
· ფუნქციის ზღვარი 
· ფუნქციის უწყვეტობა 
· წარმოებული და დიფერენციალი · 

„ მაღალი რიგის წარმოებული და დიფერენციალი 

· პარამეტრული და არაცხადი სახით მოცემული ფენქციის წარმოებული 

· წარმოებულის ზოგიერთი გამოყენება გეომეტრიასა და ა მექანიკაში 

· როლის, ლაგრანჟის და კოზის თეორემები · 

„· ლოპიტალის წესი 

.· ტეილორის ფორმულა და ლ ზოგიერთი გამოყენება 

ფენქციის ზრდადობა და კლებადობა, ექსტრემუმი, ულღიდესი და 

უმცირესი მნიშვნელობა >""""""''"' '' '"'"'' 

ფუნქციის ამოზნექილობა და ჩაზნექილობა, გადაღუნვის წერტი- 

ლი, ასიმპტოტები -წ”'"' 

დუნქციის გრაფიკის აგება 

განტოლებათა მიახლოებითი ამოხსნა. · · 

სკალარული არგუმენტის ვექტორ- ფუნქცია და მისი გამოყენება · 

პასუხები 

ლიტერატურა 
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