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მათემატიკური ანალიზის სახელმძღვანელოს პირველი ტო- 

მი (1IIგამოცემა) განკუთვნილია უნივერსიტეტის ფიზიკისა და 
მექანიკა-მათემატიკის ფაკულტეტების სტუდენტებისათვის. წიგ- 

ნით სარგებლობა შეუძლიათ აგრეთვე პედაგოგიური ანსტიტუ- 

ტების ფიზიკა-მათემატიკის ფაკულტეტების და უმაღლესი 

ტექნიკური სასწავლებლების სტუდენტებსაც. 
სახელმძღვანელოს 1– V და XII-XIV თავები დაწერილია 

ვლ. კელიძის მიერ, ხოლო VI-- XI თავები ეკუთენის ე, წით- 

ლანაძეს. 

წიგნი წარმოადგენს მეორე გამოცემას, 

რეცენზენტები: პროფ. ს. თოფურია 

პროფ. ი. მეცხვარიშვილი 

დ თბილისის უნივერსიტეტის „გამომცემლობა ,1989 

170205000; 
9 M608(06)=88 
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თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის ფიზიკის ფაკულტეტის 

სტუდენტები დღემდე მოკლებული არიან მათემატიკური ანალიზის 

სახელმძღვანელოს მშობლიურ ენაზე. ასეთი სახელმძღვანელოს სა– 

ჭიროება დიდი ხანია მომწიფდა. ამ ხარვეზის შევსებას ვიწყებთ 

მათემატიკური ანალიზის კურსის წინამდებარე IL ტომის გამოცემით. 

ამ ტომის შედგენისას ვგხელმძღვანელობდით უნივერსიტეტის 
“ფიზიკის ფაკულტეტის პირველი ორი სემესტრის პროგრამით მათე– 

მატიკურ ანალიზში. | 

წიგნით სარგებლობა შეუძლიათ აგრეთვე უნივერსიტეტის მექა– 

ნიკა-მათემატიკის, პედაგოგიური ინსტიტუტების ფიზიკა-მათემა–- 

ტიკის ფაკულტეტებისა და უმაღლესი ტექნიკური სასწავლებლების 
სტუდენტებს. .- 

როგორც ცნობილია, კლასიკური მათემატიკური ანალიზისათ- 

ვის ერთ-ერთი ძირითადი გახსაზღვრა არის ორ (ან რამდენიმე) 
ცვლადს შორის ფუნქციონალური დამოკიდებულების ცნება. იგი 

უშუალოდ დაკავშირებულია ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლესთან, 

რომლის სისტემატური თეორია დამუშავებული იყო გერმანელი 

მათემატიკოსების –– დედეკინდისა და კანტორის მიერ. 

ჩვენი სახელმძღვანელოს პირველ თავში განხილულია ნამდვილ 

რიცხვთა თეორიის ის საკითხები, რომლებიც საფუძვლად უდევს 
ფუნქციის ცნებას. 

მეორე თავში -- ფუნქციონალური დამოკიდებულების განსა- 

ზღვრა, დახასიათებულია იმ ფუნქციების ძირითადი სახეობანი, 
რომლებიც გამოიყენება დიფერენციალური და ინტეგრალური აღ- 

რიცხვის თეორიულსა და პრაქტიკულ საკითხებში. 

მესამე თავში განხილულია ნამდვილ რიცხვთა უსასრულო მიმ- 
დევრობები, განსაზღვრულია მიმდევრობის ზღვარი, დამტკიცებუ- 
ლია რიცხვთა მიმდევრობის ზღვართან დაკავშირებული ძირითადი 
წინადადებები. აქვე განსაზღვრულია ნეპერის რიცხვი და ნატურა- 

ლური ლოგარითმი.
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“სახელმძღვანელოს მეოთხე თავი შეიცავს ნამდვილ · რიცხვთა 
მწკრივებს. განხილულია დადებით, ნიშანმონაცვლეობით და აბსო– 

ლუტურად და არააბსბსოლუტურად კრებად მწკრივებთან დაკავში- 

რებული საკითხები. მოყვანილია მწკრივის კრებადობის ზოგიერთი 
კლასიკური ნიზანი და განხილულია ძირითადი ოპერაციები მწკრი– 

ვებზე. 
მეხუთე თავში განხილულია მათემატიკური ანალიზის ორი ძი- 

რითადი საკითხი: ფუნქციის ზღვარი და ფუნქციის უწყვეტობა. 
აგრეთვე ფუნქციის ცალმხრივი ზღვრები, უსასრულოდ მცირე და 

უსასრულოდ დიდი სიდიდეების მნიშვნელოვანი საკითხები. 

მეექვსე თავში გადმოცემულია ფუნქციის წარმოებული და დი- 

ფერენციალი და მათი მოძებნის წესები, განხილულია უმაღლესი 

რიგის წარმოებულები და დიფერენციალები. 

მეშვიდე თავი განკუთვნილია ფუნქციის გამოკვლევისათვის 
წარმოებულის გამოყენებით. შესწავლილია ფუნქციის ლოკალური 
ექსტრემუმის ამოცანა და ფუნქციის გრაფიკის აგების ზოგიერთი 

საკითხი წარმოებულის გამოყენებით. 

მერვე თავი განკუთვნილია განუსაზღვრელი ინტეგრალის გან- 

მარტებისა, ძირითადი თვისებებისა და მისი გამოთვლის უმარტი- 

ვესი მეთოდებისათვის. , 

მეცხრე თავში გადმოცემულია რაციონალური ფუნქციის ინტეგ– 

რების საკითხი. დამტკიცებულია, რომ რაციონალური ფუნქციის 

განუსაზღვრელი ინტეგრალი წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქ- 

იას. ; 

V მეათე თავში განხილულია ზოგიერთი ირაციონალური ფუნქ- 

ციის განუსაზღვრელი ინტეგრალები, რომლებიც ელემენტარულ 

ფუნქციებს წარმოადგენენ, 

მეთერთმეტე თავი დათმობილი აქვს ზოგიერთი. ტიპის ტრანს- 

ცენდენტური ფუნქციების ინტეგრებას. 

სახელმძღვანელოს მეთორმეტე თავი ეძღვნება განსაზღვრული 
ინტეგრალის თეორიას. აქ დახასიათებულია ინტეგრებად ფეუნქ- 

ციათა კლასი ღა დამტკიცებულია ინტეგრალური აღრიცხვის ძირი– 

თადი თეორემა. გამოყვანილია ინტეგრალის საშუალო მნიშვნელო–- 
ბის ფორმულები, განხილულია არასაკუთრივი ინტეგრალი და 

შესწავლილია მისი კრებადობის პირობები. 
მეცამეტე თავი შეიცავს განტოლების მიახლოებითი ამოხსნის 

, საკითხებს და ინტეგრალის გამოთვლის მიახლოებით ფორმულებს-
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უკანასკნელ მეთოთხმეტე თავში თავმოყრილია ინტეგრალის 

გამოყენების საკითხები გეომეტრიაში და ფიზიკაში. 

თეორიული მასალის უკეთესად ათვისების მიზნით ყოველ თავს 

დართული აქვს სათანადო მაგალითები და ამოცანები. გარდა ამისა. 

სტუდენტთა პრაქტიკული ჩვევების გამოსამუშავებლად წავგხში 

შეტანილია მრავალი სავარჯიშო მასალა. 

წიგნის ხელნაწერი წაიკითხა და სასარგებლო შენიშვნები გაა– 
კეთა დოცენტმა არჩილ სულაქველიძემ, რისთვისაც მას მადლობას 

ვუძღვნით. მადლობას მოვახსენებთ აგრეთვე კარლო წითლანაძეს 

და მერი შკუბულიანს, რომლებიც დაგვეხმარნენ წიგნის გამოსაცე- 
მად მომზადებაში. 

ავტორები სიამოვნებით მიიღებენ მკითხველის ყველა საქმიან 

შენიშვნას, რომელიც გათვალისწინებული იქნება სახელმძღვანელოს 
შემდგომ გამოცემაში. 

ვლ. ჭელიძე 
ე· წითლანაძე
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1 ლათინური ა5ბანი 

ა 

ხ-– ბე 

ხ–ცე 
ძ-–-დე 
ბ–ე 
1–ეფ., 
=–– ქე (გე) 
ხ-––-აშ. (ჰა) 

1--ი 

)–– ჟი (იოტი) 
1L--კა 

1–– ელ 
I0-––ემ 

X #1–ენ 

ს-–ო 

· ნ––პე 

ძ–ქუ 
ჯ-ერ 

§--ეს 

ს--ტე 

სუ 
V7–ვე 
V-––დუბლ-ვე 
Xჯ-–-იქს . 

V-––იგრეკ 
2-– ზეტ 

ს გერძნული ანბანი 

თ–– ალფა 

8-–ბეტა 
+–-–გამა 

5– დელტა 
6–-ეპსილონი 

--ძეტა 
თ- ეტა 

3--–-თეტა 

1--იოტა 

%––-კაპა 

#–-–ლამბდა 

ს–--მი (მიუ) 

V-––ენი (ნიუ) 

6 - ქსი 

0––ომიკრონი 

ჯ–პი 

ი–-რო 

C––სიგმა 

<--ტაუ 

ს-–იპსილონი 

დ-– ფი 

ჯ-- ხი 

ს-–ფსი 
თ--–ომეგა



თავი I 

ნამღგვილ ტიცხვთა თეოტია 
მათემატიკური ანალიზის განვითარებასთან დაკავშირებით 

XVII-- XVIII საუკუნეებში ნამდვილი რიცხვები გამოკვლევის ძირი- 

თადი ობიექტი გახდა. XIX საუკუნის მეორე ნახევარში რ. დედეკინ– 

დის, გ. კანტორისა და კ. ვაიერშტრასის მიერ აგებულ იქნა ნამდვილ 

რიცხვთა ფორმალური თეორიები, რომლებიც ერთმანეთის ტოლ- 

ფასია, ამ თეორიების აგებისას ცნობილად იგულისხმება რაციონა- 

ლურ რიცხვთა სიმრავლე. ამ თავში ჩვენ გადმოვცემთ დედეკინ– 

დის მიერ შექმნილ ნამდვილ რიცხვთა თეორიას. 

ჯერ განვიხილოთ ზოგიერთი საკითხი სიმრავლეთა თეორიიდან. 

§ 1. სიმრაგლის ცნება 
წ 

ყოველი მეცნიერება, რომელიც ზოგად თეორიას ავითარებს, 

მეიცავს რიგ საწყის ცნებას, რომლებსაც იგი ეყრდნობა. ყველა 

ძირითადი ცნების განსაზღვრა შეუძლებელია, ვინაიდან „ნების 

განსაზღვრა ხდება უკვე ცნობილი ცნებების საშუალებით, მაგრამ 

ეს პროცესი სადმე უნდა შეწყდეს, მივალთ რა საწყის ცნებებამდე, 
რომლებსაც ზუსტად ვერ განვსაზღვრავთ. საწყისი ცნებების აზრი 

მაგალითებით უნდა გავაშუქოთ. 

მათემატიკის ერთ-ერთი საწყისი ცნებაა სიმრავლის ცნება. ამ 

ცნებას გავეცნოთ კონკრეტული მაგალითებით. შეიძლება ლაპა- 
რაკი იმ სტუდენტთა სიმრავლეზე, რომლებიც თბილისის სახელ– 

მწიფო უნივერსიტეტში სწავლობენ; იმ თევზების სიმრავლეზე, 

რომლებიც შავ ზღვაში დაცურავენ და სხვა. სიტყვა სიმრავლის 
ნაცვლად შეიძლება ვიხმაროთ სიტყვები: ერთობლიობა, კლასი, 
კოლექცია, სისტემა, ოჯახი და სხვა. · 

იმ ობიექტებს, რომელთაგან სიმრავლე შედგება, სიმრავლის 

ელემენტები ეწოდება: ეს ელემენტები შეიძლება სხვადასხვა– 
გვარი იყოს: რიცხვები, წერტილები, ფუნქციები, სამკუთხედები 
და სხვ.
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როდესაც ცნობილი არაა, თუ რა კონკრეტული თვისებისაა 

სიმრავლის ცალკეული ელემენტი, მაშინ სიმრავლეს აბს ტრაქ- 

ტული სიმრავლე ეწოდება. 
მათემატიკურ დისციპლინას, რომელიც შეისწავლის სიმრავლეთა 

თვისებებს იმ ობიექტების ბუნებისაგაჩ დამოუკიდებლად, რომელ-. 

თაგან სიმრავლე შედგება, სიმრავლეთა თეორია ეწოდება. 

ამ თეორიის განვითარება დაიწყო XIX საუკუნის ბოლოს და XX 

საუკუნის დასაწყისში. 

სიმრავლეთა თეორიის ფუძემდებელია გერმანელი მათემატიკოსი 
გ. კანტორი (C. 0800, 1845 –- 1918) ამ თეორიის შექმნის 
საქმეში კანტორის წინამორბედი იყო ჩეხი მათემატიკოსი და ფი- 

ლოსოფოსი ბ. ბოლცანო (8. სცს01ჯ;89ი0, 1781 –– 1848). 
თანამედროვე მათემატიკაში სიმრავლეთა თეორია ძირითადი 

მნიშვნელობისაა. ამ თეორიის იდეები და ცნებები შესულია მათე- 

მატიკის ყველა დარგში, ამიტომ შეუძლებელია სწორი წარმოდ–- 

გენა ვიქონიოთ თანამედროვე მათემატიკაზე, თუ არ გავეცნობით 

სიმრავლეთა თეორიის ელემენტებს. 

სიმრავლეები, ჩვეულებრივ, ლათინური ანბანის დიდი ასოებით 
აღინიშნება, სიმრავლის ელემენტები კი პატარა ასოებით. თუ 4 

არის სიმრავლე, ხოლო « წარმოადგენს რომელიმე ობიექტს, მაშინ 
ჩაწერა 

თC 4 

ნიშნავს, რომ თ არის 4 სიმრავლის ელემენტი და იკითხება „« 
შედის 4 სიმრავლეში“ ან „თ ეკუთვნის 4 სიმრავლეს“ თუკი ი 
არ ეკუთვნის # სიმრავლეს, მაშინ წერენ 

თC 4. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც ჯ არის 4 სიმრავლის ნებისმიერი ელე– 

მენტის ზოგადი აღნიშვნა, წერენ 

4=L2) 

და „-ს ეწოდება მოცემული სიმრავლის ცვლადი ელემენტი. 

თუ შესაძლებელია სიმრავლის ყველა ელემენტის ჩამოთვლა, 
მაშინ ფიგურულ ფრჩხილებში ერთიმეორის მიყოლებით ჩაიწერება 
"სიმრავლის ყველა ელემენტი. მაგალითად, თუ # ოთხკუთხედის 
გვერდთა „სიმრავლეა და ეს გვერდები აღნიმნულია თ, ხ, 0, ძ« 
ასოებით, მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ 

X#=(0თ>, ხ, 06, ძ).



§ 2. ცარიელი სიმრავლე. სიმრაელის ნაწილი 
  

§ 9. ცარიელი სიმრავლე, სიმრავლის ნაწილი 

სიმრავლეთა თეორიაში განიხილება აგრეთვე ეგრეთ წოდებული: 

ცარიელი სიმრავლე, ე.ი. ისეთი სიმრავლე, რომელიც არ შეიცავს 
არცერთ ელემენტს. ცარიელი სიმრავლის შეძოღება სასარგებლოა 

ფორმულირებათა ზოგადობისა და სიმარტივის მიზნით, როდესაც 

ვლაპარაკობთ სიმრავლეზე, ზოგჯერ ცნობილი არაა ეს სიმრავლე 
შეიცავს თუ არა რაიმე ელემენტს. 

განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, 4 არის თბილისში მცხოვრებ 

იმ ადამიანთა სიმრავლე, რომლებიც ერთდროულად არიან როთო- 

გორც მათემატიკოსები და ექიმები, ასევე ინჟინრები და ალპჰინის- 

ტები. მაგრამ ასეთი ადამიანები “შეიძლება თბილისში სრულებით 

არ აღმოჩნდეს. მაშინ #4 იქნება ცარიელი სიმრავლე. 

· ცარიელი სიმრავლე აღინიშნება C5 სიმბოლოთი. ცარიელ სიმ- 

რავლესთან ერთად გვხვდება ერთელემენტიანი სიმრავლეც. საჭი– 

როა განვასხვავოთ ერთმანეთისაგან თ ელემენტი და ერთელემენ- 
ტიანი (თ) სიმრავლე, რომ ავიცდინოთ წინააღმდეგობანი, მაგალი- 
თად, ვთქვათ. 4 სიმრავლე შედგება ძ. ი, თ ელემენტებისაგან. 
განვიხილოთ . | | 

#=L4). 

სიმრავლე. ეს სიმოავლე ერთელემენტიანია: მისი ერთადერთი ელე– 

მენტია თვით 4 სიმრავლე. თუ ერთმანეთისაგან არ განვასხვავებთ 
# სიმრავლეს მის ერთადერთ 4 ელემენტისაგან, მაშინ წავაწყდე- 
ბით წინააღმდეგობას, ვინაიდან, ერთი მხრით, # როგორც ერთ- 

ელემენტიანი სიმრავლე შედგება მხოლოდ ერთი ელემენტისაგან, 

მეორე მხრივ -კი 4 სიმრავლე შედგება სამი ელემენტისაგან. 

განსაზღვრა 1. 4 სიმრავლეს ეწოდება ჯს სიმრავლის ნა–- 

წილი, ანუ ქვესიმრავლე, თუ 4 სიმრავლის ყოველი ელე– 
მენტი 8 სიმრავლეს ეკუთვნის. ამ შემთხვევაში წერენ 

4C8 ანუ 8=4 

და იკითხება: 1 სიმრავლე შედის 8 სიმრავლეში. ანუ 8 სიმრავ- 
ლე შეიცავს # სიმრავლეს. 

C= და = სიმბოლოებს ეწოდება ჩართვის სიმბოლოები. 

თუ ჯ რაიმე სიმრავლეა, მაშინ ჯ და C) სიმრავლეებს ეწო– 

დება #X% სიმრავლის არასაკუთრივი ნაწილები, # სიმოაე- 

ლის დანარჩენ ნაწილებს კი # სიმრავლის საკუთრივი ნაწი- 

ლები.
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მაგალითად, თბილისის სახელმწიფო უნივერსიტეტის ფიზიკის 

ფაკულტეტის ყველა სტუდენტის სიმრავლე საკუთრივი ნაწილია 
ამავე უნივერსიტეტის ყველა სტუდენტის სიმრავლისა, ხოლო ყვე– 

ლა ფაკულტეტის სტუდენტთა სიმრავლე არასაკუთროვი ნაწილია 
ამ უნივერსიტეტის ყველა სტუდენტის სიმრავლისა. 

განსაზღვრა 2. თუ # სიმრავლის ყოველი ელემენტი # 

სიმრავლეში შედის და, პირიქით, 8 სიმრავლის ყოველი ელემენტი 

“4 სიმრავლეს ეკუთვნის, მაშინ 4 და 8 ტოლი სიმრავლეე– 

ბია და წერენ 

4= ს. 

'" დასასრულ შევნიშნავთ, რომ ჩართვის დამოკიდებულებას აქვს 

შემდეგი თვისებები: ნებისმიერი სამი 4, 8 ღა C სიმრავლისათ- 

ვის მართებულია დამოკიდებულებანი: 

1? (CC=4, ე. ი. ცარიელი სიმრავლე შედის ნების–- 

მიერ სიმრავლეში. 

გბ 4C 4. ჩართვის რეფლექსურობა. 

28. თუ 4C=ს და 8=4, მაშინ 4=#. 

49 თუ 4C8 და CC მაშინ 4C0, ჩართვის ტრან- 

ზიტულობა. 

თუ სიმრავლის ელემენტებია სიმრავლეები, მაშინ ვიხმართ 

ტერმინს „სიმრავლეთა სისტემა“ 

§ ე. სიმრავლეთა ეკვივალენტობა. სასრული და უსასრულო. 

სიმრავლეები 

განვიხილოთ რაიმე ორი 4 და # სიმრავლე. თუ 4 სიმრავლის 

ყოველ ჯ ელემენტს რაიმე წესით შეესაბამება 13. სიმრავლის ერთი 

ღა მხოლოდ ერთი V ელემენტი ისე, რომ 8 სიმრავლის ყოველი 

ყ ელემენტი შესაბამებულია 4 სიმრავლის ერთ და მხოლოდ ერთ 
ჯ ელემენტთან, მაშინ იტყვიან, რომ 4 და # სიმრავლეს შორის 

დამყარებულია ურთიერთცალსახა შესაბამისობა. ამ შემთხვე– 

ვაში 4 სიმრავლეს ჯ# სიმრავლის ეკვივალენტური ეწოდება 

და წერენ 24 -–- #. 

მოვიყვანოთ ეკვივალენტურ სიმრავლეთა მაგალითები. 

1 ავიღოთ შემდეგი ორი სიმრავლე: 

4=I!თ, ს, 2 ძ,ე 3=(თ, ს, +, 6). 

თუ « ელემენტს შევუსაბამებთ « ელემენტს, ხ ელემენტს-–--8 ელე– 
მენტს. C ელემენტს კი «+ ელემენტს, ხოლო ძ-ს შეგუსაბამებთ ბ.



§ 4, მოქმედებანი სიმრავლეებზე 11 
  

ელემენტს, ამით 4 და # სიმრავლეს შორის დამყარებული იქნება 

ურთიერთცალსახა შესაბამისობა და, მაშასადამე. 4 –- #8. 

2. განვიხილოთ ყველა ნატურალური რიცხვის სიმრავლე 

#=(1, 9, 3,..., #,---| 
და ყველა დადებითი ლუწი რიცხვის სიმრავლე 

#6 =L2, 4, 6,..., 2M,...L. 

ამ სიმრავლეთა შორის ურთიერთცალსახა შესაბამისობა შეგვიძ- 

ლია ასე დავამყაროთ: V სიმრავლის ყოველ ჯ ელემენტს შევუსა- 

ბამოთ 7, სიმრავლის ელემენტი 2». მაშინ ამ შესაბამისობაში 

მონაწილეობას მიიღებს როგორც პირველი სიმრავლის, ისე მეორე 

სიმრავლის ყოველი ელემენტი. ცხადია,. რომ  –- M#. ამრიგად, V 

სიმრავლე თავისი საკუთრივი # ნაწილის ეკვივალენტურია. 

განსაზღვრა 3. სიმრავლეს ეწოდება უსასრულო, თუ 

იგი თავისი რაიმე საკუთრივი ნაწილის ეკვივალენტურია. 
ამ განსაზღვრის მიხედვით ნატურალურ რიცხეთა სიმრავლე 

უსასრულოა. უსასრულო სიმრავლის ზემომოყვანილი განსაზღვრა 

ეკუთვნის გერმანელ მათემატიკოსს რ. დედეკინდს (LL. ს006ძ6X100ძ, 

1831 –– 1916). 
სასრული სიმრავლე უარყოფის გზით განისაზდვრება. სიმრავლე 

სასრულია, თუ იგი უსასრულო არაა, ე. ი. სიმრავლე სასრუ- 

ლია, თუ არ, არსებობს მისი საკუთრივი ნაწილი, რომელიც მთელი 

სიმრავლის ეკვივალენტურიი. 

ზოგიერთი მეცნიერის აზრით უსასრულო სიმრავლის ზემო- 

მოყვანილი განსაზღვრა მიუღებელია, ვინაიდან უსასრულო სიმრავ– 
ლის ცხება განსაზღვრულია, როგორც პირველადი, ხოლო სასრული 
სიმრავლის ცნებას მიცემული აქვს მეორადი ხასიათი, იმ დროს, 

როდესაც ჯერ სასრული გვაქვს და შემდეგ უსასრულო. ასეთი 
მოსაზრება სწორი არაა, ვინაიდან უსასრულო გვაქვს სასრულთან 

ერთად, მისგან განუყრელად და არა სასრულის შემდეგ. 

' 
§ 4. მოქმედებანი სიმრავლეებზე 

სიმრავლეებზე შეიძლება ვაწარმოოთ სხვადასხვა მოქმედება. თუ 
გვაქვს ორი 4 და 8 სიმრავლე, შეგვიძლია ყველა ისეთი ობიექ- 
ტის სიმრავლე შევადგინოთ, რომლებიც “შედიან ან #4 ან 1ჯ8 სიმ- 

რავლეში. ეს ის სიმრავლეა, რომელშიც გაერთიანდება 4 და 8 
სიმრავლის ელემენტები. ასეთ სიმრავლეს ეწოდება # და „8 სიმ-
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რავლის ჯამი ანუ გაერთიანება და აღინიშნება 4 ს #7. ამრი– 

გად, გვაქვს შემდეგი 
განსაზღვრა 4. ორი 4 და 8 სიმრავლის ჯამი ეწო- 

დება ყველა იმ ელემენტის სიმრავლეს, რომლებიც 4 და #ჯ სიმ- 

რავლეებიდან ერთ-ერთს მაინც ეკუთვ- 

“ნის (ნახ. 1). 

სიმრავლეთა ჯამის ცნება განვსა- 

ზღვრეთ ორი შესაკრებისათვის. ახლა 

ვთქვათ, გვაქვს რამდენიმე სიმრავლე 

4ა 4... ჭე. ამ სიმრავლეთა ჯამი 

ეწოდება ყველა იმ ელემენტის სიმრავ- 

ლეს, რომლებიც ეკუთვნის ერთ-ერთს მაინც მოცემული სიმრავ–- 

ლეებიდან. აღებულ სიმრავლეთა ჯამი აღინიშნება ასე: 

  

ნახ. 1. 

V 

M3 

VIII ჩაე)--.ს 4ი ან ს. 4»: 
ჯ= 

განვიხილოთ სიმრავლეთა ჯამის მაგალითები. 

1. ვთქვათ, 4 არის თბილისში მცხოვრებ ფიზიკოსთა სიმრავ–- 

ლე, 8 კი ამავე ქალაქის ალპინისტთა სიმრავლე. მაშინ 4სXჯ 

იქნება თბილისში მცხოვრებ იმ პირთა სიმრავლე, რომლებიც ფი– 

ზიკოსია ან ალპინისტი. კერძოდ, ამ სიმრავლეში ისეთი ადამიანე– 

ბიც შედიან, რომლებიც ერთდროულად ფიზიკოსებიცაა და ალპი– 

ნისტებიც. 

5. ვთქვათ, 4 ყველა ლუწი რიცხვის სიმრავლეა, 1 – ყველა 

კენტი რიცხვისა, C კი ყველა მარტივი რიცხვის სიმრავლე. „მაშინ 

4ს 8 ს 0 იქნება ყველა მთელი რიცხვის სიმრავლე. 

ჰ. ვთქვათ, 4 ყველა იმ კენტი რიცხვის სიმრავლეა, რომლე–- 

“ბიც სამზე არ იყოფა; 3 კი ყველა ლუწი რიცხვის, ხოლო 0 ყველა 

იმ მთელი რიცხვის სამრავლეა, 

რომლებიც სამზე იყოფა. ცხადია, 

4080 ყველა მთელი რიცხვის 
სიმრავლეა. 

განსაზღვრა 5. 4 და 8 

სიმრავლის გადაკვეთა ეწო- 
დება ყველა იმ ელემენტის სიმ- ნახ. 2. 

რავლეს, რომლებიც ერთდროუ- 

ლად ეკუთვნის როგორც 4, ისე 8 სიმრავლეს (ნახ. 2). 

4 და 18 სიმრავლეთა გადაკვეთა აღინიშნება 4 ი IL სიმბოლოთი. 
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თუ 4 ყველა მართკუთხედის სიმრავლეა, წე კი ყველა რომბის 
სიმრავლე, მაშინ ამ ორი სიმრავლის გადაკვეთა 470 8 იქნება 
ყველა კვადრატის სიმრავლე. 

ახლა ვთქვათ, მოცემულია რამდენიმე სიმრავლე X2,, 4-,..-, 4»: 

ამ სიმრავლეთა გადაკვეთა ეწოდება ყველა იმ ელემენტის სიმრავ– 

ლეს, რომლებიც ერთდროულად ეკუთვნის ყველა მოცემულ სიმ- 
რავლეს. ამ შემთხვევაში სიმრავლეთა გადაკვეთა ასე აღინიშნება: 

4/ი 4:ი...ი 4 ან ი #. 
#=1 

შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ აღებული სიმრავლეთა გადაკვეთა 
ცარიელი სიმრავლეა. მაგალითად, თუ #4 არის 10-წლიან მოსწავ– 

ლეთა სიმრავლე, V კი 12-წლიან მოსწავლეთა სიმრავლე, მაშინ 

4 ი 8 გადაკვეთა იქნება ცარიელი სიმრავლე, ვინაიდან შეუძლე-“ 
ბელია რომელიმე მოსწავლე ერთდროულად იყოს 10 და 12 წლისა. 

განსაზღვრა 6. ორ # და 8 სიმრავლეს ურთიერთარა- 

გადამკვეთი ეწოდება, თუ მათი გადაკვეთა ცარიელი სიმ- 
რავლეა. | | 

განსაზღვრა 7. #4 და 8 სიმრავლეთა სხვაობა- ეწოდება 
4 სიმრავლის ყველა იმ ელემენტის სიმრავლეს, რომლებიც ჯ#8 სიმ- 
რავლეს არ ეკუთვნიან (ნახ. 3 და .4). 

  

ნაზ. 3. ნახ. 4, 

4 და 18 სიმრავლეთა სხვაობა აღინიშნება 48 სიმბოლოთი. 

სიმრავლეთა გამოკლების ოპერაცია არ წარმოადგენს, საზოგა- 
დოდ, სიმრავლეთა შეკრების ოპერაციის მიმართ "შებრუნებულ 

ოპერაციას, ე. ი. საზოგადოდ 

(4 I#8)ს 87 4. 
მართლაც, ვთქვათ, 

4=(1, 2, 3, 4), 1=(1, 2, 5, 6, 7|I.
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ცხადია, რომ 

4 ს 8=(3, 4) 
მაგრამ · 

(4 8)ს 185=:(1, 2, უე, 4, 5, 6, 7). 

§ 5. სიდიდის ციება ... 

სიდიდის ცნება მათემატიკის ერთ-ერთი ძირითადი ცხებაა, 

რომელიც ყოველ ნაბიჯზე გვხვდება ბუნების მოვლენათა შესწავ- 

ლისას. სიდიდის ცნება საწყის ცნებათა რიცხვს ეკუთვნის. სიდადე 

შეიძლება გაიზომოს და გამოისახოს რიცხვით (ან რიცხვებით), 
ე. ი. სიდიდე ისეთი ობიექტია, რომლისადმი შეიძლება რაიმე სა–- 

ხით გამოყენებულ იქნას გაზომვის პროცესი. , 

ბუნებისმეტყველსა და ტექნიკოსს პრაქტიკულ საქმიანობაში 
ხვდება სხვადასხვა სიდიღე, როგორიცაა, მაგალითად, სიგრძე, 

ფართობი, მოცულობა, წონა, ტემპერატურა, სიჩქარე, ძალა და 

სხვა. | 

მათემატიკა არ განიხილავს კონკრეტულ სიდიდეებს. მათემატი– 

კურ ანალიზში მოცემულია ზოგადი თეორია, რომელიც გამოიყე–- 

ნება სხვადასხვა ბუნების სიდიდეზე. ამის მისაღწევად ახდენენ სი–- 

დღიდეთა კონკრეტული ბუნებისაგან აბსტრაჰირებას, ე. ი. მხედვე- 

ლობაში ღებულობენ მხოლოდ მათ რიცხვით მნიშვნელობებს. მათე–- 

მატიკაში სახოგადოდ განიხილავენ აბსტრაქტულ სიდიდეს და ჩვეუ– 

ლებრივ მას აღნიშნავენ რაიმე სიმბოლოთი. რადგან მხედველო– 

ბაში არაა მიღებული სიდიდის კონკრეტული ფიზიკური შინაარსი, 

მათემატიკური თეორიები ერთნაირი წარმატებით გამოიყენება ყო–- 

ველ კონკრეტულ სიდიდეზე სწორედ ესაა მათემატიკის ზოგა- · 
დობა და უნივერსალობა. 

§ 6. რაციონალური რიცხვები | 

მთელ და წილად რიცხვებს, როგორც დადებითს ისე უარყო- 

ფითს, ნულიL ჩათვლით, რაციონალური რიცხვები ეწო- 

დება. ყოველ რაციონალურ რიცხვს აქვს სახე 2», სადაც » და ჯ 
#ჯ 

მთელი რიცხვებია, ამასთანავე » ნულისაგან განსხვავებულია. 
აღვნიშნოთ რაციონალურ რიცხვთა ძირითადი თვისებები. თუ 

«, ხ რა 6 ნებისმიერი რაციონალური რიცხვებია, მაშინ ადგილი 
აქვს არითმეტიკის შემდეგ აქსიომებს:
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თ+ხ ცალსახად განსაზღვრული რიცხვია. 

თ+ხ=ხ+ძ, შეკრების კომუტატიურობის კანონი. 

(თ+ხ)+ი=თ+(ხ+0თ), შეკრების ასოციურობის კანონი 

ძხ ცალსახად განსაზღვრული რიცხ;ვია. 
თხ=ხთი, გამრავლების კომუტატიურობის კანონი. 

(თხ)ი= თ(ხი), გამრავლების ასოციურობის კანონი. 

- თ(ხ-+-ი)=თხ+თძC, დისტრიბუტიულობის კანონი. 

განტოლებას «+>2=ხ აქვს ერთადერთი ამონახსნი. 

თუ თ #90, მაშინ განტოლებას ი:+6=0 აქვს ერთადერთი 

ამონახსნი. 

10. სამი დამოკიდებულებიდან =ს, თ>ს, თ< სხ ადგილი 
აქვს ყოველთვის ერთსა და მხოლოდ ერთს. 

11. თუ თ<-ხ და სხ<-0, მაშინ თ <<“. 
15. თუ თ<ხ, მაშინ თ+ი<ხ+6-––მონოტონურობის კანონი 

შეკრებისათვის. 
18. თუ 6 დადებითია, მაშინ თ< ს უტოლობიდან გამომდინა– 

რეობს იი <ხ0 უტოლობა, ხოლო თუ ძი უარყოფითია, მაშინ 

იი:>ს6-- მონოტონურობის კანონი გამრავლებისათვის, 

თუ თ, ხ და ქ რიცხვები ისეთია, რომ ძითი<0<ხ მაშინ ამბო–- 

ბენ, რომ 6 რიცხვი მოთავსებულია თ„ და ხ რიცხვებს შორის. 

თეორემა 1. ყოველ ორ რაციონალურ რიცხვს შო- 

რის მოთავსებულია უსასრულო სიმრავლე რაციო- 

ნალური რიცხვებისა. 
დამტკიცება. ვთქეათ, ძ« და ხ რაციონალური რიცხვებია 

და თ<ხ. ადვილი შესამჩნევია, რომ ამ რიცხვების საშუალო არით- 

დ
 

ლ 
2«
 

ი 
ჯი
 

ა 
1
 

ლ 

მოთავსებულია თ და ხ რიცხვებს შორის:   მეტიკული ი,=--+- 
თ< თ, <ხ- ამავე წესით მოვძებნით ახალ რაციონალურ თ; რიცხვს, 

რომელიც მოთავსებულია « და თ, რაციონალურ რიცხვებს შორის. 

ასევე, თ და იძ; რიცხვებს შორის ვიპოვით რაციონალურ ძივ რიცხვს 

და ა. შ. თეორემა დამტკიცებულია. 

ზემოდამტკიცებულ თვისებას რაციონალურ რიცხვთა სიმრავგ- 

ლის სიმკვრივის თვისება ეწოდება. 

თეორემა 9. არ არსებობს რაციონალური რიცხვი, 

რომლის კვადრატი ორის ტოლია. 

დამტკიცება. დავ. უშვათ „საწინააღმდეგო, ვთქვათ, არსებობს 

ისეთი რაციონალური, რიცხვი -” –-, რომ
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(=)-, 

ამასთანავე შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ #» და » ურთიერთმარ- 

ტივი რიცხვებია. აქედან 

  

თა” = 2ჯ" (6.1) 

და, მაშასადამე, ი» წარმოადგენს ლუეუწ რიცხვს. ვთქვათ, M=2ჯ. 
სადაც L მთელი რიცხვია. მაშინ (6.1) ტოლობა მიიღებს სახეს 

41= 2უჯბ, 

საიდანაც #2=2#”. აქედან გამომდინარეობს, რომ ჯ» ლუწი რიცხ- 

ვია. გამოდის, რომ ე: და » ლუწი რიცხვებია, რაც დაშვებას ეწი- 

ნააღმდეგება. მაშასადამე, არ არსებობს რაციონალური რიცხვი, 

რომლის კვადრატი ორის ტოლია. თეორემა დამტკიცებულია. . 

დასასრულ შევნიშნავთ, რომ რაციონალური რიცხვები საკმა- 

რისი არაა ყველა სიდიდის გასაზომად. მაგალითად, მე-2 · თეორე– 
·მიდან გამომდინარეობს, რომ კვადრატის დიაგონალი და მისი გვერ– 

დღი უთანაზომო მონაკვეთებია, ე. ი. მათ საერთო ზომა არა აქვთ. 
ასე რომ კვადრატის დიაგონალი და მისი გვერდი ერთი და იგივე 

ერთეულით ვერ გამოისახება მთელი რიცხვებით. ამიტომ, ასეთი 

და მსგავსი საკითხებისათვის შემოღებულ იქნა ირაციონალური 

რიცხვები შემდეგ პარაგრაფში ჩვენ მოგვყავს ირაციონალური 

რიცხვის განსაზღვრა, რომელიც დედეკინდს ეკუთვნის. 

§ 27. ირაციონალური რიცხვის განსაზღვრა 

აღვნიშნოთ #-ით ყველა რაციონალური რიცხვის სიმრავლე 

დღა დავყოთ იგი ორ 4 და # ქვესიმრავლედ ისე, რომ დაცული 

იყოს შემდეგი სამი პირობა: ' 

1. არც ერთი 4 და #8 სიმრავლეებიდან ცარიელი არაა. 

%. 4 სიმრავლის ყოველი რიცხვი ნაკლებია # სიმრავლის ყო- 

ველ რიცხვზე. | 
8. 4 სიმრავლეში არაა უდიდესი რიცხვი. 

ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ გვაქეს რაციონალურ რიცხვთა 

# სიმრავლის განკვეთა და მას აღნიშნავენ 4 | ს სიმბოლოთი. 

“4 სიმრავლეს ეწოდება ქვედა კლაLი, ს სიმრავლეს კი ზედა 

კლასი.“ 

განვიხილოთ რაციონალურ რიცხვთა # სიმრავლის განკვეთის 
მაგალითები.
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მაგალითი 1. ავიღოთ რაიმე რაციონალური #» რიცხვი. # 
კლასში მოვათავსოთ ყველა ის რაციონალური რიცხვი, რომლებიც 
ჯ-ზე ნაკლებია, ხოლო ყველა დანარჩენი რაციონალური რიცხვი 
2 კლასს მივაკუთვნოთ. ცხადია, 8 კლასში მოთავსდება რიცხვი > 
და მასზე მეტი ყველა რაციონალური რიცხვი. ადვილი დასამტკი– 

ცებელია, რომ რაციონალურ რიცხვთა # სიმრავლის ასეთი დაყო- 

ფა ორ 4 და 8 კლასად განკვეთას წარმოადგენს. ამ მაგალითში 

” რიცხვი 8 კლასის უმცირესი რიცხვია და იგი დაახასიათებს გან– 

კვეთას. 
"ახლა ისმის კითხვა: რაციონალურ რიცხვთა # სიმრავლის ყო– 

ქელი განკვეთა იქნება თუ „არა დახასიათებული ერთი რაციონა- 

ლური რიცხვით? პასუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს შემდეგი 

მაგალითი 95. რაციონალურ რიცხვთა /! სიმრავლე დავყოთ 

ორ 4 და ჯ კლასად შემდეგი წესის მიხედვით: 4 კლასში მოვა– 
თავსოთ ყველა უარყოფითი რაციონალური რიცხვი, რიცხვი ნული 

და ისეთი ღადებითი რაციონალური რიცხვები, რომელთა კვად- 

რატი ორზე ნაკლებია, ს კლასში კი დანარჩენი რაციონალური 

რიცხვები. დავამტკიცოთ, რომ რაციონალურ რიცხვთა # სიმრავ- 

ლის ასეთ ორ 4 და #8 კლასად დაყოფა გვაძლევს განკვეთას. 

ცხადია, განკვეთის პირველი და მეორე პირობები შესრულე- 

ბულია. ვაჩვენოთ, რომ შესრულებულია მესამე პირობაც. ავიღოთ 

4 „კლასის ნებისმიერი რიცხვი >> 1. ცხადია, რომ 

(თ+1)> 2, 
აქედან : 2- 

2თ+1 

ახლა შევარჩიოთ დადებითი რაციონალური რიცხვი ჩ “შემდეგი 

პირობით 

  <1. 

რადგანაც #< 1. ამიტომ 

აქედან. მარტივი გარდაქმნების შემდეგ, მივიღებთ 
(თ–- IL)? <- 2, 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ თ+#C 4. მაშასადამე, # კლასში 

არ არსებობს უდიდესი რიცხვი. ამრიგად, გვაქვს. .4198- განკვეთა. 
2 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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თუ მხედველობაში მივიღებთ მე-2 თეორემას, 8 კლასში მო–- 

თავსებულია მხოლოდ ისეთე დადებითი რაციონალური რიცხვები, 

რომელთა კვადრატი ორზე მეტია. დავამტკიცოთ, რომ ჯ# კლასში 

არ არსებობს უმცირესი რიცხვი. ავიღოთ #ჯ# კლასის ნებისმიერი 

რიცხვ ს<2 და განვიხილოთ ისეთი დადებითი რაციონალური 

რიცხვი #, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას: 

აქედან, მარტივი გარდაქმნების შემდეგ, მივიღებთ 

2 <(ხ –– ჩ)”. 

მაშასადამე, ხ ––#C 8, ე. ი. 8 კლასში არ არსებობს უმცირესი 
რიცხვი. 

ამრიგად, გვაქვს ისეთი განკვეთაც, როცა ზედა კლასში არ 

არის უმცირესი რიცხვი. ასეთი განკვეთის შემთხვევაში არ გვექ- 

ნება რაციონალური რიცხვი, რომელიც მდებარეობს ქვედა და ზედა 
კლასების საზღვარზე, ასე რომ ამგვარი განკვეთა ერთი რაქ/იონა- 
ლური რიცხვით ვერ დახასიათდება. , 

განსაზღვრა 7. 4| 7 განკვეთას ვუწოდოთ პირველ გვა- 

რისა, თუ 18 კლასში არსებობს უმცირესი რიცხვი, ხოლი. გან- 
კვეთა მეორე გვარისაა, თუ 7 კლასში არ არსებობს უმცი-. 

რესი რიცხვი. ს · 

ყოველ. პირველი გვარის 4 | განკვეთას შევუსაბამოთ 8 კლა- 
სის უმცირესი # რიცხვი, რომელსაც ვუწოდოთ გამკვეთი რი- 

ცხვი. ამ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ რაციონალური ჯ რიცხვი 

განსაზღვრულია 4|I13 განკვეთით. ცხადია, რომ რაციონალურ 

რიცხვთა # სიმრავლის ნებისმიერი განკვეთა სახოგადოდ არ გან- 

საზღვრავს რაციონალურ რიცხვს. განკვეთა რაციონალურ რიცხვს 

მამინ განსაზღვრავს, თუ იგი პირველი გვარისაა. მეორე გვარის 

განკვეთის შემთხვევაში არ არსებობს გამკვეთი რიცხვი. ამიტთმ 

ყოველ მეორე გვარის განკვეთას შევუსაბამოთ გარკვეული ობი- 

ექტი, რომელსაც ირაციონალური რიცხვი. ვუწოდოთ და რომელიც 

განსაზღვრის მიხედვით მეტია 4 კლასის ყოველ რიცხვზე და ნაკ- 

ლებია 1,8 კლასის ყოველ რიცხვზე.
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ამრიგად, მეორე გვარის განკვეთა განსაზღვრავს ირაციონალურ 

რიცხვს, რომელიც წარმოადგენს 4 და 8 კლასების საზღვრით 
რიცხვს. 

ცხადია, ირაციონალური რიცხვის შემოღების შემდეგ, რაციო- 

ნხალურ რიცხვთა # სიმრავლის წებისმიეო განკვეთას შეესაბამება 

ერთი. რიცხვი, რაციონალური ან ირაციონალური. 

ყველა რაციონალური და ირაციონალური რიცხვის სიმრავლეს 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე ეწოდება და მას, ჩვეულებ- 

რივ, 7X -სიმბოლოთი აღნიშნავენ. ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე 

წარმოადგენს საძირკველს, რომელზედაც აგებულია მათემატიკა. 

ახლა მოვიყვანოთ ირაციონალური რიცხვის მაგალითი. რაციო- 

ნალურ რიცხვთა # სიმრავლე დავყოთ ორ 4 და 8 კლასად შემ- 

დეგი წესის მიხედვით: 4 კლასში მოვათავსოთ ყველა უარყოფითი 

რაციონალური რიცხვი, რიცხვი ნული და ისეთი დადებითი რაციო- 

ნალური რიცხვები, რომელთა კვადრატები ორზე ნაკლებია, ხოლო 

ყველა დანარჩენი რაციონალური რიცხვი მივაკუთვნოთ # კლასს. 

როგორც ზემოთ იყო ნაჩვენები, ამ შემთხევევაში გვაქვს მეორე გვა– 

რის 4|ჯ განკვეთა და ეს განკვეთა განსაზღვრავს ირაციონალურ 

რიცხვს. ეს ირაციონალური რიცხვი აღინიშნება I 2. სიმბოლოთი. 

§ 8. ნამდვილ რიცსვთა ტოლობა და უტოლობა 

იმის შემდეგ, რაც: შემოღებულია ნამდვილი რიცხვის ცნება, 
დავადგინოთ თუ როგორ ნამდვილ რიცხვებს ეწოდება ტოლი და 
რას ნიშნავს, რომ ერთი ნამდვილი რიცხვი ნაკლებია ან მეტია 

მეორე ნამდვილ რიცხვზე. 

განსაზღვრა 8. ვთქვათ თ და თ' ნამდვილი რიცხვები გან–- 
საზღვრულია 4) და 4 I” განკვეთებით შესაბამისად. ტოლობა 
თ-=თ იმას ნიშნავს, რომ თ იგივე ნამდვილი რიცხვია, რაც თ”, 
ე. ი. 4= “4. 

განსაზღვრა მ. თ ნამდვილი რიცხვი ნაკლებია თ ნამდვილ 
რიცხვზე, თუ არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვი ჯ, რომე– 

ლიც ერთდროულად ეკუთვნის თ რიცხვის ზედა კლასს და თ' რი- 

ცხვის ქვედა კლასს, ე. ი. 4 სიმრავლე 4” სიმრავლის საკუთრივი 
ნაწილია. ამ შემთხვევაში წერენ თ< თ. თუ თ<0!, მაშინ ამბო- 
ბენ, რომ თ ნამდვილი რიცხვი მეტია თ ნამდვილ რიცხვზე და 
წერენ თ'>>0.
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თუ თ და თ“ არატოლი ნამდვილი რიცხვებია, მაშინ ადგილი 

აქვს ერთ-ერთს შემდეგი უტოლობებიდან: თ<Cთ' ან თ” <>. 

თეორემა 38. ორ ნებისმიერ ნამდვილ რიცხვს შორის 
მოთავსებულია უსასრულო სიმრავლე რაციონალუ- 

რი რიცხვებისა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია ორი ნებისმიერი ნამდ- 

ვილი რიცხვი თ და თ', რომლებიც განსაზღვრულია 4| 8 და #4 Iჯს 

განკვეთებით შესაბამისად. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგული- 
სხმოთ, რომ «<თ”. იმ შემთხვევაში, როცა თ და თ' რაციონალური 
რიცხვებია, თეორემა ზემოთ იყო დამტკიცებული. ამიტომ განვიხი- 

ლოთ ის შემთხვევა, როდესაც თ ღა თ რიცხვებიდან ერთი მაინც 

ირაციონალურია. ვთქვათ, მაგალითად, რომ თ ირაციონალურია. 

"რადგანაც თ <Cთ', ამიტომ “არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვი 
ჯ. რომელიც ერთდროულად ეკუთვნის ჩ8 და 4' კლასებს, ასე რომ 

თ< 3 < თ. 

მეორე მხოით, რაკი თ ირაციონალური რიცხვია, ამიტომ ჯ# კლას– 

ში არსებობს ისეთი რიცხვი ჯ», რომელიც ნაკლებია ჯ»-ზე. მაშა- 

სადამე. 

თლ. <7”<0C'. 

მაგრამ # და »„ რაციონალურ რიცხვებს შორის არსებობს. უსას–- 

რულო სიმრავლე რაციონალური რიცხვებისა. ამიტომ რთ და თ 

რიცხვებს შორის მოთავსებულია უსასრულო სიმრავლე რაციონა- 

ლური რიცხვებისა. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 4. თუ C- თ, თ“ ნამდვილი რიცხვებია და 

თ<თ'. თ <- თ. მაშინ თ<თ. 

დამტკიცება. ვთქვათ, თ, თ' და თ" რიცხვები განსაზღვრუ- 

ლია შესაბამისად 74|I8, „4'|სMLL და #”| 8“ განკვეთებით. რადგა- 
ნაც თ<C' და თ <თ, ამიტომ 4 არის „”2' სიმრავლის საკუთრივი 

ნაწილი, ხოლო 4' წარმოადგენს. 4” სიმრავლის საკუთრივ ნაწილს. 

მაშასადამე, 4 საკუთრივი ნაწილია #4" სიმრავლის, ე. .ი.. <თ" 

დღა ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

ზემოთ დამტკიცებული მე-3 თეორემა განსაკუთრებული მნიშვ-– 
ნელობისაა, ვინაიდან იგი გვიჩვენებს, რომ ყველა რაციონა– 
ლური რიცხვის # სიმრავლე ყველგან მკვრივია 2; 

სიმრავლეში, ე. ი. ორ ნებისმიერ ნამდვილ რიცხვს შორის 
არსებობს რაციონალური რიცხვი.



, 
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განსაზღვრა 10. თუ თ ნამდვილი რიცხვია და თ>>0, მაშინ 

« რიცხვს დადებითი ეწოდება, ხოლო, თუ თ<0, მაშინ თ უარყო- 

ფითი რიცხვია. 

§ 9. ირაციონალური რიცხვის მიასლოებითი მნიშვნელობები 

ვთქვათ, მოცემულია ირაციონალური რიცხვი თ, რომელიც გან- 

საზღვრულია 4| 8 განკვეთით. დავუშვათ, რომ ც დღა ბ რაციონა- 

ლური რიცხვებია, რომლებიც 4 დღა ს კლასებს ეკუთვნიან შესა- 

ბამისად. თუ · 

ხ–--თ=8%, 

სადაც 6 მოცემული დადებითი რაციონალური რიცხვია, მაშინ ც„-ს 

ეწოდება თ რიცხვის მიახლოებითი მნიშვნელობა ნაკლებობით # 
სიზუსტით, ხ-ს კი თ რიცხვის მიახლოებითი მნიშვნელობა მეტო– 

ბით 6 სიზუსტით. 

თეორემა ნ. თუ თ ირაციონალური რიცხვი წარმოდ– 

გენილაა 4)8 განკვეთით, მაშინ ყოველი დადებითი 

რაციონალური § რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 

რაციონალური რიცხვები CC 4 და ხC#, რომ ხ–296=5. 
დამტკიცე ბა. ავიღოთ #4 და # კლასებში შესაბამისად ძა 

ღა ბე რიცხვები და განვიხილოთ არითმეტიკული პროგრესია · 

60: ძე+5, თი+26,-.. რეი“თრ... (9.1) 

შევარჩიოთ მთელი დადებითი # რიცხვი ისე, რომ ადგილი ჰქონ- 

დღეს უტოლობას 

ხე –– ძი 

C 
# > 

მაშინ 
| ში-I- 126 > ხი 

და რაკი ბაC 18, ამიტომ ძა+ »ნ C 3. ვთქვათ, თძე+#6 არის (9.1) 

პროგრესიის უმცირესი წევრი, რომელიც I) კლასს ეკუთვნის. ასე– 

თი ძე+X6 ოიცხვი უექველად არსებობს, ვინაიდან იე+#M6 რიცხვი 

” კლასს ეკუთვნის და თე C 4! რიცხვი თა+(ს-- 1) ეკუთვნის .1 

კლასს. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

თ=ძეLLსL- - 118, ბ-=ძე-L#6. 

გვექნება ს –– თ=§. „თეორემა დამტკიცებულია. 
შედეგი. თუ თ ირაციონალური რიცხვი წარმოდგე- 

ნილტა #4|ჯს განკვეთით, მაშინ ყოველი ღაღებითი #6
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რიცსვისათვის მოიძებნება 4 და 8 კლასებში ისე– 

თი ორი 6. და ს რიცხვი, რომ ხ–– <6. 

მართლაც, ავიღოთ რაიმე დადებითი რაციონალური რიცხვი 

« <6. წინა თეორემის თანახმად, > რიცხვისათვის არსებობს 4 

და 1 -კლასებში შესაბამისად ისეთი თ ღა ხ რიცხვები, რომ 

ხ–-– =6'. მაშასადამე, ხ –– თ <<8. 

6 10. ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის უწყვეტობა 

ნამდვილ რიცხვთა 27 სიმრავლე დავყოთ ორ X და XI კლასად 

ისე, რომ დაცული იყოს შემდეგი სამი პირობა: 

1. არც X და “არც ჯ» ცარიელი არაა... 

· X კლასის ყოველი რიცხვი ნაკლებია X კლასის ყოველ 

რიცხვზე. 

3. X კლასი არ შეიცავს უდიდეს რიცხვს. 

ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ გვაქვს ნამდვილი რიცხვთა 7 
სიმრავლის განკვეთა და მას აღნიშნავენ XIX სიმბოლოთი. 

მეშვიდე პარაგრაფში განვიხილეთ რაციონალურ რიცხვთა X# 
სიმრავლის ისეთი განკვეთა, როდესაც ზედა კლასში არ არსებობს 

უმცირესი რიცხვი. ამ შემთხვევაში შემოვიყვანეთ ახალი ობიექტი, 

რომელსაც ირაციონალური რიცხვი ეუწოდეთ. ბუნებრივად ისმის 
' კითხვა: თუ მოვახდენთ ნამდვილ რიცხვთა 2 სიმრავლის განკვე– 

თას, შეიძლება თუ არა VI კლასში არ არსებობდეს უმცირესი ' 

რიცხვი? პასუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს დედეკინდის შემდეგი 
თეორემა 6. როგორიც გინდა იყოს ნამდვილ რიც- 

ხვთა 27 სიმრავლის XIX განკვეთა, X კლასში ყო- 
ველთვის არსებობს უმცირესი რიცხვი. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 4 და 8 სიმბოლოებით X და X 

კლასებში შემავალი რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლეები შესაბა- 
მისად. ადვილი დასამტკიცებელია, რომ 4# და #8 კლასები შემდეგ 
სამ პირობას აკმაყოფილებენ: 

1. არც «4 და არც 18 ცარიელი არაა. 

5. 4 კლასის ყოველი რიცხვი ნაკლებია ცხ კლასის ყოველ 

რიცხვზე. _“ 
ზ. 4 კლასში არ არსებობს უდიდესი რიცხვი. მაშასადამე, 

გვაქვს რაციონალურ რიცხეთა # სიმრავლის 41) #8 განკვეთა. ეს 
განკვეთა განსაზღვრავს რომელიმე თ ნამდვილ რიცხვს. 

დავამტკიცოთ, რომ CC IX. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ 
თ C X. რადგანაც X კლასში არაა უდიდესი რიცხვი, ამიტომ ჯ კლასში
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მოიძებნება ისეთი ჟ რიცხვი, რომ >>> თ. ახლა ჯ და თ რიცხვებს 

მორის ავიღოთ რაციონალური რიცხვი „ჯ. მაშინ ეს რიცხვი ერთ–- 

დოოულად უნდა მიეკუთვნოს როგორც 4 კლასს, ისე 8 კლასსაც, 

რაც შეუძლებელია. მაშასადამე, თ C X. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ თ არის XI კლასის უმცირესი რიცხვი. 

დავუშვათ, რომ X კლასში არსებობს ისეთი ყ რიცხვი, რომელიც 
ნაკლებია თ-ზე. ყ/ და თ რიცხვებს შორის ავიღოთ რაციონალური 

რიცხვი 7: 

V <7 <6. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ » ეკუთვნის ერთდროულად “4 და 

#8 კლასებს, რაც შეუძლებელია. მაშასადამე, თ წარმოადგენს » 

კლასის უმცირეს რიცხვს. თეორემა დამტკიცებულია. 
ამრიგად, ნამდვილ რიცხვთა 2 სიმრავლეს აქეს ის თვისება, 

რომ ყოველი XII განკვეთისათვის X კლასში არსებობს უმცი- 

რესი ოიცხვი. ამის გამო ამბობენ, რომ 7 არის უწყვეტი სიმ–- 
რავლე. რაციონალურ რიცხვთა # სიმრავლე არ წარმოადგენს · 

· უწყვეტ სიმრავლეს, ვინაიდან არსებობს # სიმრავლის ისეთი გან–- 

ჯვეთაც, რომლის ზედა კლასში არაა უმცირესი რიცხვი. 

§ 11. ნაგდვილ რიცხვთა გეფთმეტრიული წარმოდგენა 

დიდი მნიშვნელობა აქვს ნამდვილი რიცხვების გეომეტრიულ 

წარმოდგენას. იგი გვიჩვენებს, თუ რითაა გამოწვეული ირაციონა- 

ლური რიცხვების შემოღების აუცილებლობა. ამისათვის ავიღოთ 

რაიმე წრფე და მასზე საწყისი 0 წერტილი (ნახ. 5). წრფის რაიმე 

  

1 
0 0 111.2 § (1მ//1 

4 – –-_-_ > ი –“C > 

' ნახ. 5. 

მონაკვეთი მივიჩნიოთ სიგრძის ერთეულად. მაშინ ყოველ რაციო- 

ნალურ რიცხვს შეგვიძლია შევუსაბამოთ გარკვეული წერტილი. 

ვთქვათ, მაგალითად, მოცემულია რაციონალური რიცხვი > · 

სიგრძის ერთეულად მიჩნეული მონაკვეთი გავყოთ # ტოლ ნაწი– 

ლად და სათავიდან მოვზომოთ ». ასეთი მონაკვეთი 0 წერტილის 

მარჯვნივ, თუ ». დადებითია, ხოლო ი წერტილის მარცხნივ. თუ 

ა უარყოფითია (ჯ იგულისხმება დადებითად). მიღებული მონაკვე–
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თის ბოლო წერტილს შევუსაბამოთ რაციონალური რიცხვი – 

თვით ამ წერტილს რაციონალური წერტილი ეწოდება. 

კერძოდ, 0 რიცხვს შეესაბამება 0 წერტილი. 

რაციონალური წერტილებით ვერ ამოიწურება წრფის წერ–- 

ტილთა სიმრავლე. მართლაც, ავიღოთ კვადრატი, რომლის გვერდი 

სიგრძის ერთეულის ტოლია დღა 0 სათავიდან მოვგზომოთ მარჯვ- 
ნივ ამ კვადრატის დღიაგო- 

ნალი, მივიღებთ 1. წერ- 

ტილსჯ(ნახ. 6). დავამტკიცოთ, 

რომ M წერტილი რაციო- 
ნალური არაა. დავუშვათ 

საწინააღმდეგო, ვთქვათ, # 

რაციონალური წერტილია, 
მაშინ # წერტილს შეესა–- 

ბამება გარკვეული რაციო-- 

  

    
  

  

ნახ. 6. 

ნალური რიცხვი => "ჩვენ 

შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ჯ და # ურთიერთმარტივი რიცხ- 
ვებია. პითაგორას თეორემის –__ 

0#?1=0X#%= 

დს 
მაგრამ მე-2 თეორემის თანახმად, ამ ტოლობას ადგილი არა აქეს. 

მაშასადამე, # არ არის რაციონალური წერტილი. 

ამრიგად, წრფეზე აღმოვაჩინეთ ერთი არარაციონალური წერ- 

ტილი. ადვილად ვაჩვენებთ, რომ წრფეზე არსებობს უამრავი არა- 

რაციონალური წერტილი. თუ განვიხილავთ ყველა ნამღვილი რი- 
ცხვის სიმრავლეს, მაშინ შეიძლება დავამყაროთ ურთიერთცალსახა 

შესაბამისობა ამ სიმრავლესა და წრფის წერტილთა სიმრავლეს 
შორის, მხოლოდ უნდა ვიგულისხმოთ შემდეგი ორი აქსიომის შეს- 

რულება: 
1. წრფის ყოველ ორ წერტილს შორის მოთავსებულია ერთი 

რაციონალური წერტილი მაინც. 
%. თუ წრფის ყველა წერტილის სიმრავლეს დავყოფთ ისეთ 

ორ X%გმ და 7% კლასად, რომ Xჯ" კლასის ყოველი წერტილი ძევს
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XV კლასის ნებისმიერი წერტილის მარცხნივ და X”" კლასში არ 
არსებობს ამ კლასის ყველაზე მარჯვენა წერტილი, მაშინ X" 
კლასში არსებობს ყველაზე მარცხენა წერტილი. 

უკანასკნელ აქსიომას უწოდებენ წრფის უწყვეტობის აქსიომას. 
ახლა შეგვიძლია დავამტკიცოთ შემდეგი | 

თეორემა 7. წრფის ყოველ წერტილს შეესაბამება 

გარკვეული ნამდვილი რიცხვი, ყოველ ნამდვილ 
რიცხვს კი გარკვეული წერტილი. 

დამტკიცება. ჯერ შევნიშნოთ შემდეგი: თუ თი" და ს" წარ- 

მოადგენენ რაციონალური თ და ხ რიცხვების შესაბამის წერტი- 

ლებს წრფეზე. მაშინ ი<-ხ უტოლობიდან გამომდინარეობს. რომ 

ი" წერტილი მდებარეობს ხხ?“ წერტილის მარცხნივ. 

ახლა ვთქვათ, მოცემულია თ ირაციონალური რიცხვი, რომე- 

ლიც წარმოდგენილია რაციონალურ რიცხვთა # სიმრავლის /|# 

განკვეთით. აღვნიშნოთ 4%- და ს? სიმბოლოებით #4 და #8 კლა– 

სების რიცხვთა შესაბამისი წერტილთა სიმრავლეები. რადგანაც 4 

კლასში არ არის უდიდესი რიცხვი, ამიტომ 4% კლასში არ იქნება 

ყველაზე მარჯვენა წერტილი. მაშასადამე, გვაქვს ყველა რაციონა- 

ლური წერტილის სიმრავლის ,4" | 8" განკვეთა. 

აღვნიშნოთ, X%+ სიმბოლოთი წრფის იმ წერტილთა სიმრაკლე, 
როძლებიდან ყოველი მათგანი ეკუთვნის ან #" სიმრავლეს ან 

მდებარეობს „1? ,სიმრავლის რაიმე წერტილის მარცხნივ. წრფის 

„დანარჩენ წერტილთა სიმრავლე აღვნიშნოთ #" სიმბოლოთი. ცხა- 
"დია, რო 

8§1CX" 

დავამტკიცოთ, რომ X" კლასის ყოველი წერტილი მოთავსებულია 

I" კლასის ნებისმიერი წერტილის მარცხნივ. ვთქვათ, თ" C X" და 

/' C XV. ადვილად ვაჩვენებთ, რომ „% წერტილი ძევს ყ" წერტი- 
ლის მარცხნივ. მართლაც, X“ კლასში მოიძებნება ისეთი რაციო-- 

ნალური წერტილი ი", რომელიც ძევს >” წერტილის მარჯვნივ 
ლა რაკი ყ%ს წერტილი მდებარეობს ა? წერტილის მარჯვნივ. აში- 
ტაომ იგი ძევს »” წერტილის მარჯვნივ. 

აგრეთვე ადვილი დასამტკიცებელია, რომ XV კლასში არ არსე– 
ბობს ყველაზე მარჯვენა წერტილი. მაშასადამე, გვაქვს X”" IX“ 

განკვეთა და მეორე აქსიომის თანახმად 7? კლასში არსებობს ყვე- 

ლაზე მარცხენა თ” წერტილი. ეს წერტილი რაციონალური არაა. 

« რიცხვს შევუსაბამებთ თ" წერტილს. ამრიგად, ყოველ ნამდვილ 

როცხვს შეგვიძლია შევუსაბამოთ წრფის გარკვეული წერტილი,
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ახლა ვაჩვენოთ, რომ ყოველ არარაციონალურ ნ" წერტილს 

შეესაბამება გარკვეული ირაციონალური რიცხვი. ამისათვის აღვნიშ– 

ხოთ 24“ სიმბოლოთი იმ რაციონალურ წერტილთა სიმრავლე, 

რომლებიც მდებარეობს C" წერტილის მარცხნივ, #8? სიმბოლოთი 
კი დანარჩენ რაციონალურ წერტილთა სიმრავლე. ცხადია, 4” 

სიმრავლე არ შეიცავს ყველაზე მარჯვენა წერტილს, 8" სიმრავლე 

კი ყველაზე მარცხენა წერტილს. თუ აღენიშნავთ #4 ასოთი /#4" 

სიმრავლის წერტილთა შესაბამის რაციონალურ რიცხვთა სიმრაე– 
ლეს, 8 ასოთი კი ჯ" სიმრავლის წერტილთა შესაბამის რაციო- 
ნალურ რიცხვთა სიმრავლეს, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ ყო- 

ველი რაციონალური რიცხვი ეკუთვნის ან +, ან #8 სიმრავლეს. 

გარდა ამისა, 4 კლასის ყოველი რიცხვი ნაკლებია # კლასის ყო- 
ველ რიცხვზე ღა 4 კლასში არ არსებობს უდიდესი რიცხვი, ხო- 

ლო # კლასში არ არის უმცირესი რიცხვი. მაშასადამე, ჩვენ 

გვაქვს 4|# განკვეთა, რომელიც განსაზღვრავს რაიმე ირაციონა- 

ლურ რიცხვს. ამრიგად, წრფის ყოველ არარაციონალურ წერტილს 
შეესაბამება გარკვეული ირაციონალური რიცხვი და, მაშასადამე, 

წრფის ყოველ წერტილს შეესაბამება გარკვეული ნამდვილი რი- 

ცხვი. თეორემა დამტკიცებულია. 

წრფეს, რომლისთვისაც შესრულებულია 1 და 2 აქსიომები, 

რიცხვთა წრფე ან რიცხვთა ღერძი ეწოდება. 
ზემოდამტკიცებული თეორემის საფუძველზე, ჩვენ არ განვა- 

"სხვავებთ ერთმანეთისაგან ნამდვილ რიცხვს მისი შესაბამისი წერ- 

ტილისაგან. 

§ 19. ნამდვილ რიცსმთა ფუალედები 

“ მათემატიკურ ანალიზში საჭირო ხდება ნამდვილ რიცხვებთან 

ერთად განვიხილოთ ორი „არასაკუთრივი რიცხვი“ –-თ და +Cთ, 
რომლებიც აკმაყოფილებენ, განსაზღვრის მიხედვით, პირობას: ყო- 

ველი ნამდვილი თ რიცხვისათვის 

-- <ძ2< +-9C. 

ამის საფუძველზე ვწერთ. –– ი < +C. 
– თ და +C= ნიშნები იკითხება ასე: „მინუს უსასრულო“ და 

„პლუს უსასრულო“. 
თუ ყველა ნამდვილი რიცხვის 7 სიმრავლეს დავუმატებთ არა– 

საკუთრივ –– C ღა +C რიცხვებს, მივიღებთ ეგრეთ წოდებულ
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გაფართოებულ ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეს. მას აღვნიშნავთ 7 

სიმბოლოთი. 

შემოვიღოთ ახლა ზოგიერთი ცნება, რომლებსაც შემდეგში გა- 

მოვიყენებთ. ვთქვათ, და ს ორი ნამდვილი რიცხვია და თ<-ხ. 

განსაზღვრა 11. „თ და ხ რიცხვებს შორის მოთავსებული 

ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლეს, თვით თ და ხ რიცხვების 

ჩაუთვლელად, ინტერვალი ეწოდება და იგი აღინიშნება )1ით”, ხ( 

სიმბოლოთი. სხვანაირად რომ ვთქვათ, Iთ, ს ინტერვალი არის 

ყველა იმ დ რიცხვის სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტო- 

ლობებს 

თ< დ <=ხ. 

თ და ბ რიცხვებს ეწოდება 10, ბ ინტერვალის საზღე- 

რები. 

რიცხვთა ღერძზე 1თ, ხ( ინტერვალს შეესაბამება თ და ხ წერ- 

ტილებით შემოსაზღვრული მონაკვეთი თ და ს წერტილების ჩა- 

უთვლელად (ნახ. 7). 

0 თ... , 6 
_–“პბ- _ი> –აგაააეედეაღ–ეღენღაეა-დ-–<   

“ ნახ. 7. 

განსაზღვრა 12. მოცემულ ორ თ და. სხ რიცხვს შორის მო- 

თავსებული ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლეს, თ და ხ რიცხ- 

ვების ჩათვლით, სეგმენტი ეწოდება და «იგი LV, ხ) სიმბოლოთი 

აღინიშნება. თ დახ რიცხვებს (XV, §) სეგმენტის ბოლოები 

ეწოდება. 
რიცხვთა ღერძზე (თ, ხ) სეგმენტს შეესაბამება « და ხ წერტი- 

ლებით შემოსაზღვრული მონაკეეთი C და ს წერტილების ჩათვლით 

(ნახ. 8). 

ა
ა
 ლ 

თ
ა
 

  წ 

ნახ. 8. 

განს აზღვრა 13. ყველა იმ ნამდვილი ჯ» რიცხვის სიმრავ- 

ლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობებს თ<ფ–<ხან იძ<ჯ<Lს 

ეწოდება ნახევარინტერვალი (ნახევარსეგმენტი).
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ეს ნახევარინტერვალები აღინიშნება შესაბამისად IV. ს( და 

1, ხუ) სიმბოლოებით. 

განსაზღვრა 14. ყველა იმ ნამდვილი დჯ რიცხვის სიმრავ– 

ლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას დჯ>თ, ეწოდება 

უსასრულო ინტერვალი მარცხენა თ საზღვრით და აღინიშ- 

ხება IV, + <5 სიმბოლოთი. 

ანალოგიურად განისაზღვრება )-- «<; თ, ინტერვალი მარჯვენა 
« საზღვრით. 

განსაზღვრა 15. ყველა იმ ნამდვილი ჯ რიცხვის სიმრავ- 

ლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ „>ით უტოლობას, ეწოდება 
უსასრულო ნახევარსეგმენტი მარცხნიდან და აღი– 
ნიშნება (8, +-C( სიმბოლოთი. 

ანალოგიურად განისაზღვრება უსასრულო 1-თ, ი) ნა ხ. ე - 
ვარსეგმენტი მარჯვნიდან. 

განსაზღვრა 16. უსასრულო 1-–– =, +Cთ( ინტერვალი ეწო–. 
დება ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლეს, ხოლო უსასრულო 

(-–- დ, + <1 სეგმენტი ეწოდება გაფართოებულ ნამდვილ რიცხვთა 

7 სიმრავლეს. 

განსაზღვრა 17. ინტერვალებს, სეგმენტებს ნახევარინ.. 

ტერვალებს, უსასრულო ინტერვალებსა და უსასრულო სეგმენტს 

ჩვენ ვუწოდებთ შუალედებს. · 
“ განსაზღვრა 18. რაიმე CV რიცხვის მიდამო ეწოდება ყოველ 

1თ, 8 ინტერვალს, რომელიც თ რიცხვს შეიცავს (ნახ. 9). 

ბ ; "; დათ, > _– 

ნახ. 9. ს 

  

განსაზღვრა 19. ნამდვილ რიცხვთა #; სიმრავლის რაიმე ქე. 

წერტილს ეწოდება ამ სიმრავლის შიგა წერტილი, თუ არსე– 

ბობს ჯეის ისეთი მიდამო, რომელიც #- სიმრავლეში შედის. 

განსაზღვრა 20. ნამდვილ რიცხვთა #X სიმრავლის რაიმე § 

წერტილს ეწოდება იზოლირებული წერტილი, თუ არსე– 

ბობს ამ წერტილის ისეთი მიდამო, რომელიც არ შეიცავს # სიმ- 

რავლის არც ერთ წერტილს, გარდა § წერტილისა. 

განსაზღვრა 21? . რაიმე თ რიცხვის გაჩხვლეტილი მიდამო 

ეწოდება დ რიცხვის შემცველ ყოველ )«“, წ | ინტერვალს, რომლიდან 

ამოგდებულია ( რიცხეი.
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18. სიმეტრიული რიცხვები 

რაციონალური თ რიცხვის სიმეტრიული რიცხვი ეწოდება –- თ 

რიცხვს. სიმეტრიული რიცხვის ცნება შეიძლება განზოგადებულ 

იქნეს ირაციონალური რიცხვის შემთხვევაშიაც. 
ვთქვათ, მოცემულია თ ირაციონალური რიცხვი, რომელიც 

წარმოდგენილია 4 | 8. განკვეთით. აღვნიშნოთ #4 კლასის რიცხვთა 
სიმეტრიული რიცხვების სიმრავლე M#M' სიმბოლოთი, # კლასის რი- 
ცხვების სიმეტრიულ რიცხვთა სიმრავლე კი „4“ სიმბოლოთი. ცხა- 
დია, რომ 4' და #' კლასები ცარიელი არაა. 

თუ რომელიმე რაციონალური # რიცხვი „4' კლასს ეკუთვნის, 

მაშინ მასზე ნაკლები ყოველი რაციონალური ჯ” რიცხვიც იმავე 

კლასს ეკუთვნის. მართლაც, რაკი ”<#, ამიტომ –– # >> ––„. მაგ- 

რამ რიცხვი –-” ეკუთვნის 8 კლასს და, მაშასადამე, –– „” რიცხ– 

ვიც იმავე კლასს მიეკუთვნება. ამიტომ # C 4. ამის გარდა, 4 
კლასი არ შეიცავს უდიდეს რიცხვს, ვინაიდან წინააღმდეგ შემთხ–- 

გევაში გამოვიდოდა, რომ ჯ# კლასი შეიცავს უმცირეს რიცხვს, 

· რაც პირობას ეწინააღმდეგება. 

აგრეთვე ადვილი დასამტკიცებელია, რომ ჯ8”. კლასი არ შეიცავს 

უმცირეს რიცხვს. მაშასადამე, გვაქვხ 4'|8' განკვეთა, რომელიც 

განსაზღვრავს გარკვეულ ირაციონალურ თ რიცხვს. ამ რიცხვს 

ეწოდება თ რიცხვის სიმეტრიული რიცხვი და იგი აღინიშნება –- Cთ 

სიმბოლოთი: , 
თ =“--თC. 

ცხადია, , თუ განვიხილავთ 4 ლდა #ჯ' კლასების სიმეტრიულ 

რიცხვთა სიმრავლეებს, მივიღებთ შესაბამისად # და # კლასებს. 

მაშასადამე. 

–-(–<–)=თ. 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ თუ თ2>>0, მაშინ -–- თ <:0. 

ამის გარდა, თუ თ და თ' ისეთი ირაციონალური რიცხვებია. რომ 

%«< თ. მაშინ –– თ > ––თ'. 

§ 14, შებრუნებული რიცხვები 

თუ « ნულისაგან განსხვავებული რაციონალური რიცხვია. მა–- 

შინ 85 რიცხვს ეწოდება დ რიცხვის შებრუნებული რიცხვი. 
თ 

ახლა განვსაზღვროთ 4 | განკვეთით წარმოდგენილი ირაციო–- 

ნალური თ რიცხვის შებრუნებული რიცხვი.
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ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ თ>90. განვსაზღვროთ „4, და #' კლა– 

სები შემდეგნაირად: 4' კლასში მოვათავსოთ ყველა უარყოფითი 

რაციონალური რიცხვი, რიცხვი 0 და 8 კლასის რიცხვთა შებრუ- 

ნებული რიცხვები, 8' კლასში კი 4 კლასში შემავალი დადებითი 

რიცხვების შებრუნებული რიცხვები. ცხადია, რომ ”«' და #"” ცა- 

რიელი არაა. ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ რომელიმე რაციონა–- 

ლური „ რიცხვი 4” კლასს ეკუთვნის, მაშინ მასზე ნაკლები ყოველი, 

რაციონალური რიცხვიც იმავე კლასს: ეკუთვნის. ამის გარდა, „' 

კლასი არ შეიცავს უდიდეს რიცხვს, ჯ#' კლასი კი-–- უმცირესს. 
მაშასადამე, ჩვენ გვაქვს მეორე გვარის 4! 8ც' განკვეთა. ეს გახ- 

კვეთა განსაზღვრავს რაიმე დადებით ირაციონალურ თ' რიცხვს, 

რომელსაც თ რიცხვის შებრუნებული რიცხვი ეწოდება. იგი აღი- 

ნიშნება L. სიმბოლოთი: 

' 
თ =-= · (14.1) 

ცხადია, რომ (14.1) ტოლობიდან გამომდინარეობს ტოლობა 
/ 

1 
თდ=–-. 

, 
თ 

თუ ირაციონალური თ რიცხვი უარყოფითია, მაშინ მის შებ- 
რუნებული ეწოდება რიცხვს 

-CX). 
§ 16. ნამდვილ რიცსმთა სიმრავლის ზედა და ქვედა საზღმრები 

  

განვიხილოთ ნამდვილ რიცხვთა რაიმე სიმრავლე. 'შემო– 

ვიღოთ 

განსაზღვრა 21. ნამდვილ ხს რიცხვს ვუწოდოთ XX სიმრავ– 

ლის მაჟორანტი, თუ # სიმრავლის არც ერთი რიცხვი ხ-ს არ 

აღემატება, ხოლო თ რიცხვს ვუწოდოთ I სიმრავლის მინო– 

რანტი, თუ # სიმრავლის არც ერთი რიცხვი ი-ზე ნაკლები არაა. 

განსაზღვრა 22. ნამდვილ რიცხვთა # სიმრავლეს ეწოდება 

ზემოდან შემოსაზღვრული, თუ არსებობს # სიმრავლის 

რაიმე ხ მაჟორანტი, ხოლო # სიმრავლე ქვემოდან შე მოსა- 

ზღვრულია, თუ არსებობს X; სიმრავლის რაიმე ც მითნორანტი.



§ 15. ნამდეილ ოიცხეთა სიმოაელის ზედა და ქეედა საზღვრები პI 
  

განსაზღვოა:23. ნამდვილ რიცხვთა # სიმრავლეს ეწოდება 

შემოსაზღვრული, თუ იგი შემოსაზღვრულია როგორც ზემო– 

დან, ისე ქვემოდან. 

მაშასადამე, თუ # სიმრაგლე შემოსაზღვრულია, მაშინ არსე– 

ბობს ისეთი (თ, ხ) სეგმენტი, რომელიც შეიცავს # სიმრავლის 

ყველა რიცხვს. 
ყეელა დადებითი ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე ქვემოდან შემო– 

საზღვრულია, ხოლო იგი ზემოდან არ არის შემოსაზღვრული, 

ვინაიდან არ არსებობს ნამდვილი რიცხვი, რომელიც ყოველ დადე- 

ბით რიცხვს აღემატებოდეს. 

ყველა უარყოფითი მთელი რიცხვის სიმრავლე ზემოდან. შემო-. 

საზღვრულია, ხოლო იგი ქვემოდან შემოსაზღვრული არ არის. 

ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე შემოსაზღვრული არაა“ 

არც ზემოდან და არც ქვემოდან. 

განსაზღვრა 24. ნამდვილ რიცხვთა # სიმრავლის მაჟო- 

რანტთა შორის უმცირესს ეწოდება ამ სიმრავლის ზედა საზღ–- 

ვარი. # სიმრავლის მინორანტთა შორის უდიდესს # სიმრავლის. 

ქვედა საზღვარი ეწოდება. 

ჯ# სიმრავლის ზედა საზღვარი აღინიშნება 3ს) # და იკითხება 

„სუპრემუმ #%ძ, ხოლო ქვედა საზღვარი აღინიშნება 10L # და იკი- 

თხება „ინფიმუმ #“. 
თუ # სიმრავლე ზემოდან არ არის შემოსაზღვრული, მაშინ 

დავწერთ 
ვ8„სი IM = -+L C. 

ანალოგიურად, თუ # სიმრავლე ქვემოდან შემოსაზღვრული 

არაა, მაშინ დავწერთ 101 #=--= 
ცხადია, თუ # სიმრავლეში არსებობს უდიდესი რიცხვი, მაშინ 

ეს რიცხვი იქნება „ზედა საზღვარი. 

სიმრავლეს შეიძლება არ ჰქონდეს უდიდესი რიცხვი, მაგრამ 

ჰქონდეს ზედა საზღვარი. განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, 

#= 1 2 3. წე | 
-I 2 , 3 , 4 არევ) .+1 , 

ამ სიმრავლეში არ არის უდიდესი რიცხვი, დავამტკიცოთ, ოომ 

X# სიმრავლის ზედა საზღვარია 1. ცხადია 1 არის # სიმრავლის 

მაჟორანტი, ვინაიდან ამ სიმრავლის არც ერთი რიცხვი არ აღემა- 

ტება ერთს. გარდა ამისა, 1 წარმოადგენს მაჟორანტებს მორის 
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უმცირესს. მართლაც, განვიხილოთ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვი . 

ჯ<1. ავიღოთ ჯ«ჯ-სა და 1-ს შორის რაიმე რაციონალური რიცხვი 

» დ<ჯ#< 1, შევარჩიოთ მთელი დადებითი რიცხვი » შემდეგი 

პირობით: | 

% >   

  

  

1 ი. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 
„ლ თ. 

· #-+L1 

რადგანაც დ <- ?'. ამიტომ 

ფ< I) , 

»+1 

მაშასადამე, ერთზე ნაკლები რიცხვი არ შეიძლება იყოს ჯ) სიმრავ- 

ლის მაჟორანტი. ამიტომ რიცხვი 1 წარმოადგენს # სიმრავლის 

ზედა საზღვარს, 

თუ # სიმრავლეში არსებობს უმცირესი რიცხვი. მაშინ ეს 

რიცხვი იქნება ქვედა საზღვარი, 

სიმრავლეში შეიძლება არ იყოს უმცირესი რიცხვი, მაგრამ მას 

ჰქონდეს ქვედა საზღვარი. _ გამვისილოთ მაგალითი, ვთქვათ, 

- _1. -(3, 1,2). 
აძ სიმრავლეში არ არის მცირენი რიცხვი, მაგრამ მოცემული სიმ- 

რავლის ქვედა საზღვარია რიცხვი 0. 
ახლა ისმის კითხვა: ყოველ შემოსაზღვრულ სიმრავლეს აქვს 

თუ არა ზედა და ქვედა საზღვრები? პასუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს 

შემდეგი 
თეორემა 8. ყოველ ზემოდან შემოსაზღვრულ სიმ- 

რავლეს აქვს ზედა საზღვარი. 
დამტკიცება. ვთქვათ, # ზემოდან “შემოსაზღვრული სიმ- 

რავლეა. თუ # სიმრავლეში არსებობს: უდიდესი რიცხვი, მაშინ 

თეორემა ცხადია, 
ვიგულისხმოთ, რომ XL; სიმრავლეში არ არის უდიდესი რიცხვი. 

ყველა ნამდვილი რიცხვის 2 სიმრავლე დავყოთ ორ X და X კლა- 

სად შემდეგი წესის მიხედვით: XI კლასში მოვათავსოთ ყველა ისე- 

თი ნამდვილი რიცხვი, რომლებიც აღემატებიან # სიმრავლის ყო- 

ველ რიცხვს, %X% კლასში კი დანარჩენი ნამდვილი რიცხვები. ცხა · 

დია, #C- 7#. 
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2>X სიმრავლის ასეთი დაყოფა ორ X და X კლასად გვაძლევს 
განკვეთას. მართლაც, 

1. არც X და არც X ცარიელი არაა. 

53. X კლასის ყოველი რიცხვი ნაკლებია IL კლასის ნებისმიერ 
რიცხვზე. მართლაც, ავიღოთ Xჯ კლასის ნებისმიერი დ რიცხვი. X 

სიმრავლე შეიცავს ისეთ ჯ რიცივს, რომ ჯ» >>, ვინაიდან წინა- 
აღმდეგ შემთხვევაში ჟ მიეკუთვნებოდა %V კლასს. აქედან უშუა- 
ლოდ გამომდინარეობს, რომ X კლასის ყოველი რიცხვი ნაკლებია 
X კლასის ნებისმიერ რაცხვზე. 

პ. X კლასი არ შეიცავს უდიდეს რიცხვს. მართლაც, ავიღოთ 

X კლასის ნებისმიერი 6 რიცხვი. მაშინ #-ში შეგვიძლია ვიპოვოთ 

ისეთი რიცხვი », რომ » > C, ვინაიდან წინა ღმდეგ შემთხვევაში 
მიეკუთვნებოდა X» კლასს. რაკი # სიმრავლეში არ არის უდღი- 

დესი რიცხვი; ამიტომ #-ში მოიძებნება ისეთი ჯ' რიცხვი, რომე- 

ლიც ჯ-ზხე მეტია და, მაშასადამე, »' >> §. მაგრამ »ჯ'C X. ამიტომ 
X კლასში არ არსებობს უდიდესი რიცხვი. 

ამრიგად, შესრულებულია განკვეთის სამივე პირობა. მაშასა– 

დამე, გვაქვს XIX განკვეთა. ეს განკვეთა განსაზღვრავს რაიმე 

ნამდვილ I, რიცხვს. აღვილი დასამტკიცებელია, რომ /, წარმოად- 

გენს I სიმრავლის ზედა საზღვარს. მართლაც, ერთი მხრით, I; 

სიმრავლის არც ერთი ელემენტი არ აღემატება L რიცხეს, ე. თ. 

L არის # სიმრავლის მაჟორანტი. მეორე მირით, არც ერთი ნამდ- 

ვილი რიცხვი ჯ</V/, არ შეიძლება იყოს ჯ სიმრავლის მაჟორანტი. 

მაშასადამე, არის # სიმრავლის ზედა საზღვარი. თეორემა დამ-. 

ტკიცებულია. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 9. ქვემოდან შემოსაზღვრულ სიმრავლეს 

აქვს ქვედა საზღვარი. 
თეორემა 10. თუ # ზემოდან შემოსაზღვრული სიმ- 

რავლეა და XC. მაშინ 

ლსხ I) < ყი 1. (15.1) 

დამტკიცება. ცხადია, რომ IL სიმრავლის ნებისმიერი « 
მაჟორანტი წარპოადგენს #, სიმრავლის მაჟორანტსაც. კერძოდ, , 
კიი იქნება #, სიმრავლის მაჟორანტი და რაკი სიმრავლის ზედა 
საზღვარა ამ სიმრავლის მაჟორანტთა შორის უმცირესია, ამიტომ 
მართებულია (15.1) დამოკიდებულება. 

- ისა შილეძიე, ი. წითლანაქი
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ახალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 

თეორემა 11. თუ # ქვემოდან შემოსაზღვრუ-–ლი სიმ- 
რავლეა და #,C=#, მაშინ 

10XL M. > 10L #. 

§ 18. ხებმენტის სიბრძე' 

ვთქვათ, მოცემულია (თ, ზ) სეგმენტი. თუ Cთ ღა ზ რაციონა- 

ლურე რიცხვებია, მაშინ სეგმენტს რაციონალური სეგმესნ- 

ტი ეწოდება, ზ-- თ სხვაობას კი (თ, 81) სეგმენტის სიგრძი 
და აღინიშნება |Iთ, 8)| სიმბოლოთი. 

ახლა დავუშვათ, რომ თ და 8 რიცხეებიდან ერთი მაინც ირა-. 

ციონალურია. როგორც ვიცით თ და ჩ რაცხვებს შორის არსებობს 

უსასრულო სიმრავლე რაციონალური რიცხვებისა. 

აღვხიზნოთ #;, ასოთი ხნ -–- თ სახის რიცხეთა სიმრავლე, სადაც 

თ და ბ რაციონალური რიცხვებია, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

უტოლობებს 

თ<ძ<ხ<ჩ. 

ცხადია, # სიმრავლე- ზემოდან შემოსაზღვრულია და, მაშასადამე, 

ძმას აქვს ზედა სახლვარა. ამ ზედა საზღვარს ეწოდება (თ, ზ) სეგ–- 
მენტის Lსიკრჭე ანუ მანძ.ალი თ და ზ წერტილებს შორის. ამ შემ- 

თხვევაშიც (თ, ზ) სეგმენტის სიგრჭე აღინიშიება |Iთ, 8), თ დაზ 
წეთტილებს შორის მანძილი კი 0(თ, 8) სიმბოლოთი. მაშასადამე, 
განსაზღვრას მიხედვით 

ი (თ, ჩ)=IIთ, 81L 
თუ მოცემულია Iთ, წ, ინტერვალი ან (თ, 8 ან 1თ, 81 ნახევრად– 

ინტერვალი, მაშინ განსაზღვრას მიაედვით 

| II» 8 |==|Iთ, 2L1=| 1>, 8) |= 0 (თ, წ), 

სადაც |1>, 8 სიმბოლოთი აღნიშნულია 1=, 8 ინტერვალის სიგრძე. 
თეორეზა 18. ვთქვათ, მოცემულია ნამდვილ რიცხვ– 

თა ორი X და 0 სიმრავლე, რომლებიც შემდეგ ორ 

პირობას აკმაყოფილებს: 1) 6 ნიძრავლის ყოველი 

რიცხვი ნაკლებია 0სიმრავლის ნებისმიერ რიცხვზე: 

· 2) ყოველი დადებითი 6 რიცავისათვის არსებობს ჯ 

და 0 სიშრავლემი ისეთი ორი რაცივი ჯ ღა თ რომ 

ი(ს, ყ)<8. მაშინ 
· ც0ს ”=I9იL 0- ' (16.1)
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დამტკიცება, ცხადია, რომ X სიმრავლე შემოსაზღვრულია 

ზემოდან, 0 კ9 ქვემოდან. ამიტომ ჩსი X და II 0 სასრული რი- 

ცხვებია. ვთქვათ, 
' თ=8სჩი #, ჩ=IVიI C. 

რომ იყოს ზ<თ, მაშინ 18, თ) შუალედში მოიძებნება წერტილი 

ჯC L, ხოლო (8, >) შუალედში წერტილი ყ C 0 მაშასადამე, გვექ– 
ნებოდა ყ <2, რაც პირობას ეწინააღმდეგება- 

ამრაგად, თ < წ. რომ იყოს «<8, მაშინ » და C სიმრავლეებში 

მოიძებნება ისეთი რიცხვები »C# და #CC0, რომ ((ჯ, ე) >6, 

სადაც 
8=0(თ, 8). · 

ეს კი თეორემის პირობას ეწინააღმდეგება. მაშასადამე, თ=8. თეო- 

„რემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ ნამდვილ რიცხვთა L სიმრავლის არც 

ერთი რიცხვი არ აღემატება წ რიცხეს, მაშინ 8ეაL<V. 
ასევე, თუ # სიმრავლის არც ერთი რიცხვი ნაკლები 

არაა უ რიცხვზე, მაშინ | 

101 ი > 7- 

აღვილი დასამტკიცებელია, რომ თუ ნამდვილი თ რიცხვი წარ- 

მოდგენილია 4|  განკვეთით, მაშინ 

8სი 4=1VიL ,3-=თ. 

§ 19. ნამთვილ რიცსვთა ჯამი 

ვთქვათ, თ და თ” ნამდვილი რეცხვებია, რომლებიც წარმოდგე 

ნილია 4|ს ღა #8 განკვეთებით შესაბამისად. განვიხილოთ 

თ+ი' სახის რაცხეთა » სიმრავლე, სადაც « C 4 და ი'C 4; 0-თი 

აღვნიშნოთ §+ი სახის რიცივთა სიმრავლე, სადაც ხ C #, ხ' C 8”- 

დავამტკიცოთ, რომ 

8ს0 #X=-1I9L (0. (17.1) 

რადგანაც თ<ხ ღა ი'< ი, ამიტომ #” სიმრავლის ყოველი რიცხვი 

ნაკლებია 0 სიმრავლის ყოველ რიცხვზე. ამის გარდა, ყოველი 
დადებითი # რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი რიცხვები ჯC #, 
9 C (),' რომ 

0(ჯ, 90) <= 8.
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მართლაც, მე-5 თეორემის თანახმად მოიძებნება ისეთი რიცხვები 

«ი C 4. ხე C #7. თი C 4”, ხი C ჩხ, რომ 

ვ , , დ 

ხე- %““ა ? ხი“ ძი=--), 

სადაც §' არის -ზე ნაკლები დადებითი რაციონალური რიცხვი. ამ 

ორი ტოლობის წევრ-წევრად შეკრება გვაძლევს: 

(ხე–+ ხი) –– (ძიი+ თი)=C <6. . 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს »=იძე--ძი, #«=ხა-ხი, გვექნება 

ი(#, ყ)<6. 

სადაც »CX, ი C ლ. მაშასადამე, მე-12 თეორემის თანახმად, მარ–- 

თებულია (17.1) ტოლობა. რიცხვს Iს1 0 ეწოდება თ და თ რიცხ- 

ვების ჯამი და იგი აღინიშნება თ+თ' სიმბოლოთი. 

ცხადია, თუ Cთ და თ. რაციონალური რიცხვებია, მაშინ თ+თ' 

ჯამის ზემომოყვანილი განსაზლვრა ემთხვევა რაციონალურ რიცხვ- 
„თა ჯამის ჩვეულებრივ განსაზღვრას. მართლაც, 0 სიმრავლის აგე– 

ბის მიხედვით, ამ შემთხვევაში თ+თ' რიცხვი 0 სიმრავლეს ეკუ- 

თვნის და იგი (0 სიმრავლის რიცხვებს შორის უმცირესია. მაშა- 

"სადამე, · | | | 

თ+თ =1IსI (0- 

დასასრულ შევნიშნავთ, რომ თუ თ რაციონალური რიცხვია, 

მაშინ თ--თ' წარმოადგენს (0ე სიმრავლის ქვედა საზღვარს, სადაც 
რა არის თ+ სხ სახის რიცხვთა სიმრავლე (ს” გაირბენს #' სიმრავ- 

ლის ყველა რიცხვს). მ.ართლაც, X და Cე სიმრავლეები აკმაყოფი– 

ლებს მე-12 თეორემის ყველა პირობას. ამიტომ 

ყსი L=1)სჯ 0ე=თCთ-LCთ”. 

კერძოდ, აქედან გამომდინარეობს, რომ 

0--თ=თ. 

ადვილი შესამჩნევია. რომ მართებულია კომუტატიურობის კა- 

ნონი. ე. ი. 

თ-- თ =Cთ +-თ. 

თეორემა 13. თუ თ, 0, თ, ჩ' ნამდვილი რიცხვებია და 

<8, თ <.წ', მაშინ თ+> <-8+ძტ.
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დამტკიცება. ავიღოთ რაციონალური რიცხვები ჯ, », “ და 
#,, რომლებიც აკმაჟკოფილებენ უტოლობებს 

თ<>”><17<8 თ” <7» <9, < წ. 

ვთქვათ, არის თ-+ი' სახის რიცხვთა სიმრაგლე, სადაც თ ნების- 

მიერი რაციონალურა რაცხვია, რომელიც თ-ზე ნაკლებია. ხოლო 

| თ” წარმოადგენს >“ თრეცხვზე ნაკლებ ნებისმიერ რაციონალურ 

რიცხვს. შემდეგ, აღვნიშნოთ 0 ასოთი სხ+ ს სახის რიცხვთა სიმ- 

რაგლე, სადაც ხ ნებისმიერი რაციონალური რიცხვია, რომელიც 

3-ზე წაკლები არ არის, ხოლო ს ნებისმიერი რაციონალური რი- 

ცხვია, რომელიც მზ8'-ზე ნაკლები არ არის. მაშინ 

ვსი 8=Cთ-+-თ”, 10( 0=3+8'. (17.2) 

თ+ით < >+1 < +, <<. ხ 4+ხ“. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (17.2) ტოლობებს, მე-12 თეორემის 
შედეგის თანახმად გვექნება 

თ4+Cთ < 7+»” <+7; < ზ+8', 

ე. ი. «+თ <:8+3' და ამით თეორემა. დამტკიცებულია: 

თეორემა 14. ნებისმიერი სამი ნამდვილი X,. «, და 

თე რიცხვისათვის მართებულია ტოლობა 

(თ,+ თა)-+ თე=თ, + (თა+- თვ). | (17.3) 
დამტკიცება. აღვნიშნოთ 4, სიმბოლოთი (ჯ1=1. 2, 3) ყვე– 

ლა იმ რაციონალური რიცხვის სიმრავლე, რომლებიც თ; ოიცხვზე 
ნაკლებია, 8; სიმბოლოთი კი ყველა იმ რაციონალური რიცხვის 
სიმრავლე, რომლებიც Cდ;. რიცხეზე ნაკლები არ არიან. შემოვიღოთ 

აღნიშვნები 

ცხადია, რომ 

ლა 

#=((>+ყ)+2), 0=(('+Vყ)++" I 

9§+> C 40 VC 4, #გC 4), „ Cსა V= 8. >" == მშვ. 

დავამტკიცოთ, რომ 

8ს1) I =10L C =(თ,-LCთაე)-Lთკ. (17.4) 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი. ვთქვათ, §' დადებითი 

რაციონალური რიცხვია, რომელიც ნაკლებია #–-ზე. მე-5 თეორემის 
თანახმად არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვები 

დე C 4), 3ი C -42 4 C «4ვ, 2 C 8, ყი C 18,, 2ე'C IM. 

სადაც
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რომ ადგილი ექნება ტოლობებს 

, რ · LI , . 
9“. 9#ი->5-3 ჭი #7“ «ი “==. 

ამ ტოლობების წევრ-წევრად შეკრება გვაძლევს 

(26-C 90) + %ა –– I (=ა-LVა)+ %1==8”. 
თუ შემოვიღებთ აღნიშენებს 

ქნ გ 1ჰ=(#ი-LVი) -L ჩი,- 0 -=(40-L-V0)-L 56 
გვექნეიძა 

ი(», ი)=8'<6, §CX. იCC.- 

მაშასადამე, მე-12 თეორემის მიხედვით. 

ხსი --ჯი( 0. (17.5) 
შემდეგ, რაკი , 

თ+V<თ,-+Lთ, <- თ +ყV, წ< თ <-#, 

ამიტომ მე-13 თეორემის თანახმად 

(თ+ყ)-L 8 <= (თ,-+-თ,)+ თვ < (თ -+Lყ )+#", 

საიდანაც ჯვექ85ება 

900 X <- (თ, +-C;) +თკ <: 10L 0- 

თუ გავითვალისწინებთ (17.5) ტოლობას, უკანასკნელი დამოკიდე– 
ბულებიდან მიიღება (17.4) ტოლობები. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

8ზსი I =თCთ,+(თ:+თა), 

#=სL»2+(ყ+2)), « C #4, "V C 4» #C 4. 

მაგრამ =Xჯ# და "ამიტომ მართებულია (17.3) ტოლობა. ამით 

შეკრების ასოციურობის „კანონი დამტკიცებულია. | 

თეორემა 16. ყოველი ირაციონალური თ რიცხვისა- 

თვის მართებულია ტოლობა 

თ-+-C-– 6)=0. , (17.6) 

დ ამტკიცება. ვთქვით; თ ·.და. -–-თ რიცხვები წარმოდგენი– 

ლია შესაბამისად 41 8 და 4” LI განკვეთებით. შემოვიღოთ აღნი– 

შვნები 

სადაც 

ჯXჯ=,(თ+ი'L 0=(ხ+ს'),
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სადაც 
თC 4. ხC7#, ი C 4”, ხ C #". 

დავამტკიცოთ, რომ #X სიმრავლის ყოველძ რიცხვი უარყოფითია. 

ავიღოთ #X სიმრავლის ნებისმიერი ჯ რიცხვი. ამ რიცხვს აქვს სახე 

«აი+რე ე- ი. . 
| #X–ღ=ძ9აც+6» თე C 4, თა C 4”. 

მაგრამ –ა=--ნე, ხადაც სხე C 133, მაშასადამე, ჯ=ძე–ხ, და რაკი 

ძა“ ხე ამიტომ »ჯ<-0- მაშასადამე, 

9სი 2 <- 0. (17.7) 

ამავე გზით დავამტკიცებთ, რომ 

1” 0 >0. (17.8) 

800 #=10L 0=C-C-(–-თX 

ამიტომ (17.7). და (17.8) დამოკიდებულებათა თანაზმად მართებუ–- 
ლია (17.6) ტოლობა და ამით თეორემა დამტკიცებულია. | 

შემდეგ, რაკი 

§ 18. ორი ნამდვილი რიცსვის სხვარგა 

გამოკლების ოპერაცია წარმოადგენს შეკრების ოპერაციის შებ- 

რუნებულ ოპერაცთას. ამიტომ ნამდვილი თ რიცხვიდან ნამდვილი 

+ რიცხვის გამოკლება თხსეთი. მესამე თ” “რიცხვის მოძებნას ნიშ- 

ნავს, რომელიც თ" რიცხვთან მიმატებული მოგვცემს თ რაცხვს. 

,„ #9ხმის კითხვა: არსებობს თუ არა ზემოაღნიშნულთ თვისების 
რიცხვი? პასუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს შემდეგი 

თეთრემა 16. ნებისმიერი ორი C და 8 რიცხვისათვის 
არსებობს ისეთი რიცხვი, რომ 

თ-5=8- 

დამტკიცება. განვიხილოთ ნამდვილი რიცხვი 

6=8-+C–- თ) 

სადაც --თ არის თ რიცხვის სიმეტრიული რიცხვი. გვაქეს: 

=+6=თLI8+C-თ)-=+L- თ)+წ=(24+(-9))+8=0+8=ს- 
მაშასადამე» ზ-+-C–-თ) არის საძიებელდ რიცხეთ. თეორემა დამტკი- 

ცებულია. 
LLC–თ) რიცხვს ეწოდება 8 და თ რთცხვების სხვაობა და 

იგთ აღინიშნება 8--თ სიმბოლოთი. '
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ამრიგად, 8 –– თ სხვაობის მისაღებად საჭიროა 8 რიცხვს მიგუ- 

მატოთ თ რიცხვის სიმეტრაული რიცხვი. 

'. რადგანაც შეკრების ოპერაციის შედეგად ვღებულობთ მხოლოდ 

ერთ რიცხვს, ამიტომ გამოკლების ოპერაციის შედეგად გვექნება 

იგრეთვე მხოლოდ ერთი რიცხვი. 
დასასრულ, არასაკუთრივი –- თ და +თ რიცხვებისათვის გან- 

საზღვრის მიხედვით გვაქვს: 

(+-თ).“ი=Cთ+(+ %)= + C, 

(– თ)+თ= C+C--თდ)=-– დ, 

სადაც თ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. 

ს | § 19. ნამდვილი რიცსვების ნამრავლი. · 

ვთქვათ, მოცემულია ორი ნამდვილი რიცხვი თ და თ” წარმოდ- 

გენილი 4| სც და 4'| ჯ განკვეთებით შესაბამისად. განვსაზღვროთ 

% და – რიცხვების ნამრავლი. 

"ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ თ>>0 ღა თ" >>0. ამ შემთხვევაში ”« 

და.” კლასები შეიცავენ დადებით რაციონალურ რიცხვებს. 
აღვნიშნოთ #X ასოთი ყველა ფი” სახის რიცხვთა სიძრავლე, სადაც. 

თC 4, თ C 4, თ0->0, > 9, 

დ ასოთი კი ხხ სახის რიცხვთა სიმრავლე, სადაც ხC #, ხ C ჯ. 
ცხადია. X სიმრავლის ყოველე რიცხვი ნაკლებია 6) სიმრავლის 

ნებისმიერ, რიცხვზე. დავამტკიცოთ, რომ 

8§სხ #=IVXI1 (0). (19.1) 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. ჩვენ შეგვიძლია ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ 6 რაციონალური რიცხვია. ვთქვათ, ხე C „#, ხე C 8". 

ცხადია, ბა>>0, ხე->>0. ავიღოთ ისეთი ოთხი დადებითი რაციო- 

ნალური რიცხვი „, ხ, თ, ხ”, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს: 

იორის <V თ < თ < ს <- ხი, 

8 
ხ–-–-თ< ხ– თ < -. 

ლლ ი ხე+ნი 

ცხადია, რომ »C ს, #C0, სადაც ჯ=C6ით””, ძ=ხს”. გვაქვს 

0ი(ჯ»,ე ი)=ხხ –-– ძი” =(სხ –“ თხ )-+(Cთხ” –– იი')= 

  
  

-=ბ (ხ –– 0)+ი(ს –– იე <ხ2. –“-- +ხე · –“ ბა+ხ; .  ხი+ ხი 
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ამრიგად, X და C) სიმრავლეები აკმაყოფილებენ მე-12 თეორემის 

ყველა პირობას და ამიტომ მართებულია (19.1) ტოლობა. რიცხვს 
II CC ეწოდება თ და თ რიცხვების ნამრავლი და აღინიშ- 
ნება თთ' სიმბოლოთი. 

თუ თ და თ” რიცხვები ორივე რაციონალურია, მაშინ თთ' ნამ–- 

რავლის ზემომოყვანილი განსაზღვრა ემთხვევა ნამრავლის ჩვეუ- 

ლებრივ განსაზღვრას. მართლაც, (0) სიმრავლის აგების მიხედვით, 
ამ შემთხვევაში თთ' რიცხვი 0 სიმრავლეს ეკუთვნის და იგი 0 
სიმრავლის რიცხვებს შორის უმცირესია. მაშასადამე, 

თი, =1IVL 0- 

"თუ თ რაციონალური რიცხვია, თ” კი ირაციონალურია, მაშინ 
თ» წარმოადგენს თს” სახის რიცხვთა (0, სიმრავლის ქვედა საზღ- 
ვარს, სადაც სხ” C 1. მართლაც, ადვილი საჩვენებელია, რომ »# და 

C. სიმრავლეები აკმაყოფილებენ მე-12 თეორემის ყველა პირობას. 
ამიტომ 

89ს0 0=1ს1 0) -= რთ“. 

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, რომ თ და თ” რიცხვებიდან ერთი 

მაიხც უარყოფითია. აქ წარმოგვიდგება სამი შემთხვევა: 
ა) «>>0 და თ”'<-0. ამ შემთხვევაში თ» ნამრავლი განისა- 

ზღვრება ტოლობით 

თთ =-- (თ (–- თ”)). 

ბ) თ<-0 და თ” >>0. ამ შემთხვევაში ს 

თთ' =--I(–-თ) თ". 

გ) «<0 და თ” <<0, ამ შემთხვევაში 

თთ =(--Cთ) (–- 0). 

თუ თ=0 ან ძთ”=0, მაშინ განსაზღვრის მიხედვით 

თ0 =0. 

ადვილად მტკიცდება შემდეგი ტოლობები: 
1. «. 1=1. 

2. თთ'=VCთ”Cთ (გამრავლების კომუტატიურობის კანონი). 
3. თუ თ, თ და თ” ნამდეთლი რიცხვებია, მაშინ (თთ') თ" = 

=Cთ(თ” თ) (გამრავლების ასოციურობის კანონი). 
4. თ(თ+თ”)=თთ + თ» (დისტრიბუტიულობის კანონი).
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თეორემა 11. თუ თ ირაციონალური რიცხვია, მაშინ 
' · 2 

თ. -- =1. (19-2) 

დამტკიცება- ვთქვათ, « რიცხვი წარმოდგენილია #I 8 გან– 

კვეთით. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ თ2>0. მაშინ 1 განისაზღვრე- 

ბა ,” |1Xს” განკვეთით (იხ. §. 14). თ' და #ხ ხახის რიცხვთა სითმ- 
რავლეები აღვნიშნოთ შესაბამისად L და C სიმბოლოებით, სადაც 

იC 4 ბC ს, ი C 4, LM CI, ამასთახავე თ და თ დადღებითი 
რიცხვებია. 

ცხადია, X სიმრავლის ყოველი რიცხვი ნაკლებია 0 სიმრავლის · 

ნებისმიერ რიცხვზე. დავამტკიცოთ, რომ # სიმრავლის ყოველი 

რიცხვი ნაკლებია ერთზე. ავიღოთ # სიმრავლის ნებისმიერი რიცხვი 

დ=თაში, თა C «+ ძა C 4“- 

, - 1 
მაგრამ თა -- · სადაც. ბა C #- მაშასადამე, 1= IM და რაკი თგ< ხე: 

. ! 9 
ამიტომ <1. ამრიგად, სიმრავლის ყოველი რიცხზვთ ნაკლუბია 

ერთზე დღა ამიტომაც 

8სხ X <. 1. (19.3 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ 

8სი 0 >1- (19.4) 
შემდეგ; რადგანაც , 

ახ0ს =1)ხL C). 

ამიტომ (19.3) და (19.4) დამოკიდებულებებიდას გამომდინარეობს 

(19.2) ტოლობის მართებულობა. , 
თუ თ<0. მაშინ . | 

  

1 
რ.--=:-: თ). L. 

IV 4 (–-თ) - 

თეორემა დამტკიცებულია. 

დასასრულ, არასაკუთრივი – «9 და -+-9 რიცხვებისათვის, გან- 

საზღვრის მიაედვით, გვაქვს: 

(+ თ) - =0თ - (+ C)=2+ =>» თუ 2«->09, 

(+Cთი) - ძ=თ -(X+ <)=-+ <=, თუ <0.
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| § 30. ორი ნამდვილი რიცსვის განაყოფი 

გაყოფის ოპერაცია წარმოადგენს გამრავლების ოპერაციის შებ- 
რუნებულ ოპერაციას. ამიტომ #« რიცხვის “ რიცხვზე გაყოფა 
(თ” # 0) ისეთი მესამე თ” რიცხვის მოძებნას ნიშნავს, რომელიც თ“ –ზე 
გამრავლებული მოგვცემს თ რიცხვს. 

ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა ასეთი თ“ რიცხვი? პასუხს ამ 

კითხვაზე გვაძლევს შემდეგი 
თეორემა 18. ნებისმიერი ორი თ და 8 ნამდვილი რი– 

· ცხეისათვის, სადაც 8>”#0, არსებობს ისეთი ნამდვი– 

ლი ჟ რიცხვი, რომელიც აკმაყოფილებს ტოლობას 

ზჯ=თ. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

5=თ - 1. 

ს 
თუ გამოვიყენებთ მე-17 თეორემას გვექნება 

ევ. 
მაშასადამე, თ. + საძიებელი რიცხვია. ამ რიცხვს ეწოდება თ და 

ჩ რიცხვების განაყოფი და აღინიშნება + სიმბოლოთი. 

დაბოლოს ხაზი გავუსვათ იმ გარემოებას, რომ რაციონალურ 
რიცხვთა ყველა ძირითად თვისებას, რომლებზედაც აგებულია ელე– 
მენტარული ალგებრა, ადგილი აქვს ნამდვილი რიცხვებისათვისაც. 

' მაშასადამე, ნამდვილი რიცხეებისათვის შენარჩუნებულია ალგებრის 

ყველა წესი, რომლებიც ეხება არითმეტიკულ ოპერაციებს და ტო-' 
ლობებისა და უტოლობების შეხამებას. 

წ 91. ი-ური სარიხსის ფეხვი წამღვილი რი0სვიდას / 

ვთქვათ, მოცემულია დაღებითი თ რიცხვი და მოელი ღადებითი 
რაგცხვი დღ. ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა ისეთი ნამდვილი «ჯ 
რიცხვი, რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

თ2%=ფ6. 

პასუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს შემდეგი
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თეორემა 1ი. მოცემული დადებითი თ რიცხვისათ- 

ვის და მთელი დადებითი ჯ-–სათვის არსებობს ისეთი 

დადებითი «ვ რიცხვი, რომ 

წM=თ. (21.1) 
დამტკიცება. რაციონალურ რიცხვთა # სიმრავლე დავყოთ 

ორ 4 და # კლასად შემდეგი წესის მიხედვით: 4 კლასს მივა–- 

კუთვნოთ ყველა უ რყოფითი რაციონალური რიცხვი, ნული და 

ისეთი დაღებითი რაციონალური რიცხვები, რომელთა ჯ-ური ხა- 
ოისხი თ-ზე ნაკლებია, 8 კლასს კი დანარჩენი რაციონალური რი- 

ცხვები. ადვილი დასამტკიცებელია, რომ რაციონალურ რიცხვთა # 

სიმრავლის ასეთი დაყოფა ორ # და #8 კლასად აკმაყოფილებს 
· განკვეთის სამივე პირობას. მაშასადამე, გვაქვს „-4|)1 განკვეთა, 

რომელიც განსაზღვრავს რაიმე ნამდვილ 6 რიცხეს. დავამტკიცოთ, 
რომ 

ნM=ფ.. 

ამისათვის განვიხილოთ ორი »X და 0 სიმრავლე; ჯ შედგება ი” 

სახის რიცხვებისაგან, სადაც თ>>0 და 0C4,; C) კი ხ" სახის რიცხ– 

ვებისაგან, სადაც ხC 8. ცხადია, X სიმრავლის ყოველი რიცხვი 

ნაკლებია (0 სიმრ ვლის ნებისმიერ რიცხვზე და გარდა ამისა, ყო–- 

ველი ღადებითი 8 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ორი რიცხვი 

იბCX#X და ხ"C0, რომ 

| ხ"–-ი <6, 

მართლაც, 8 სიმრაგვლემი ავიღოთ რაიმე ხე რიცხვი. 4 და 

კლასში ავიღოთ შესაბამისად ისეთი. ორი რიცხვი « და ჯ, რომ 

ხხ–ი<->-–> –-– 
X#0ი 

-- მასთან ხ <- ზა, «.>9. მაგრამ 

სშ-–- ცბ=(ხ –– ი)(ტ5-1.| ცტ8-მ თ-L...+ს ც” ზ-+- 0” 3) < 

| <--. · ხე 1 =6. 
Mხი 

მაშასადამე, მე-12 თეორემის თანახმად 

800 #--1901 C. 

შემდეგ, რაკი 6" < თ <-ხ", ამიტომ 
თ=3სს =191 0.
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მეორე მხრით, 
ცო< ნ) < სხ”. 

Cჩ=8ს)ს0 X=1VI (0 

და, მაშასადამე, 6წ=#7. თეორემა დამტკიცებულია. 

ნ რიცხვს, რომელიც (21.1) ტოლობას აკმავოფილებს, ეწოდება 
ჯ-ური ხარისხის არითმეტიკული თესვი თ რიცხვიდან და 

ამიტომ 

აღინიშნება MI თ სიმბოლოთი. ამრიგად, 

(IV თ)" =«. 
შენიშვნა. თუ C>>0 და ჯ ლუწი რიცხვია, მაშინ § რიცხვის 

სიმეტრიული –- ნ რიცხვიც აკმაყოფილებს ტოლობას 

(–- 6:”=თ. 
მაშასადამე, >22=Cთ განტოლებას, როცა „ ლუწია და თ>0, აქვს 

ორი ნამდვილი ამონახსნი 

» 

ე)= -L I” თ · 

II § 99, ნამვილი რიცსვის აბსოლუტური სიღიდე 

დადებითი თ რიცხეის აბსოლუტური სიდიდე ეწოდება თვით თ 
რიცხვს; თუკი თ უარყოფითია, მაშინ მისი აბსოლუტური სიდიდეა 
–თ რიცხვი. ნულის აბსოლუტური სიდიღე ნულია. თ რიცხვის 

აბსოლუტური სიდიდე აღინიშნება |თ) სიმბოლოთი. მაშასადამე, 

განსაზღვრის მიხედვით 

|ი/=>I თ თუ 2თ> 
–თ თუ თ<-0. 

აქედან გამომდინარეობს შემდეგი უტოლობების მართებულობა 

–თ<C<:|CI. 
| «|=|/“დ7. (22.1) 

ამრიგად, ნულისაგან განსხვავებული რიცხვის აბსოლუტური 

სიდიდე ყოველთვის დადებითი რიცხვია. ნამდვილი თ რიცხვისათ- 

ეის მართებულია ტოლობა 

ცხადია, რომ 

|“-თ|=I|Cთ!.
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თეორემა 80. უტოლობა |6) <9, სადაც C>0, ტოლფა– 

სია უტოლობებისა 

687 <%- (22.2) 

დამტკიცება. ვთქვათ, ადგილი აქვს უტოლობას 
|თ|<-8. _ (22.3) 

თუ 2 >9.-. მაშინ | იI=6 და (22.3) უტოლობა ასე გადაიწერება 

თ<+%. (22.4) 
თუკი <0. მაშინ |თ|=-- ც და ამიტომ გვექნება –- <9. აქედან 

–%<4. · (22.5) 
(22.4) და (22.5) უტოლობების გაერთიანებით მივიღებთ (22.2) 

უტოლობებს. 
ახლა ვთქვათ, მართებულია (22.2) უტოლობები. ეს უტოლო- 

ბები ასე გადავწეროთ 
–ილ-დხ 6<-%. (22.6) 

რადგანაც 1თI=0, როცა => 0 ღა |ი|)=–- ი, ოოცა <0, ამი- 
' ტომ (22.6) უტოლობათა ძალით გვექნება (22.3) უტოლობა. ამრი– 
გად, (22.2) და (22.3) უტოლობები ერთმანეთის ტოლფასია და 
ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

თუ (0ი|C95, მაშინ =2+% დაც. მაშასადამე, მე-20 თეორემის 

თანახმად მართებულია / 

თეორემა 91. თანაფარდობანი 

II <5 და –-65<6<4%, 
ერთმანეთის ტოლფასია. 

თეორემა 99. თუ |0I >6წ სადღაც 5>0, მაშინ ან <6 
ან ი>წ% 

დამტკიცება. თუ 0C>90, მაშინ ი > 6, თუკი 8 <-0, მაშინ 

–ით>9%. აქედან თ<-–-%. თეორემა დამტკიცებულია.. 
მაგალითი 1. ამოვხსნათ უტოლობა 

|დ–7 <3, (22.7) 

ამოხსნა. შე-20 თეორემის თანახმად, ·მოცემული უტოლობა 

ტოლფასია შემდეგი უტოლობებისა 

–3=»ჯ-7-<3.
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აქედან ვღებულობთ 
4 <<ჯ#ჯ< 10. 

მაშასადამე, (22.7) უტოლობას აკმაყოფილებს )14, 10( ინტერვალის 

ყველა რიცხვი. 
მაგალითი 2. ვიპოვოთ ჯ-ის ის მნიშვნელობები, რომელთა– 

თვისაც I” 4-5 გამოსახულება გვაძლევს ნამდვილ რიცხვებს. 
ამოხსნა. მოცემულ გამოსახულებ.ს აქვს ნაძღვილი მნიშვნე– 

ლობა, როცა 4-- ეზ > 0. აქედა5 „1 <4. თუ ვისარგებლებთ (22.1) 

ტოლობით და მე-20 თეორემით, გვექნება 

, 1I2I–C2 ანუ –2< 2742. 

ამრიგად, ამოცანის პირობას აკმაყოფილებს L- 2, 2) "სეგმენტის 
ნებისმიერი რიცხვი. 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ დ-ის მნიშვნელობები, რომელთათვის 

I დპ9--16 გამოსახულებას ექნება ნამდვილი მნიშვნელობები. 
ამოხსნა. ცხადია, დ უნდა აკმაყოფილებდეს უტოლობას 

გ2--16>0. 
აქედან > >16. თუ ვისარგებლებთ (22.1) ტოლობით და 22-ე 

თეორემით, გვექნება 
2თ28>4 დღა 2<--–- 4. 

მაშასადამე, L/ 2%-- 16 გამოსახულებას ექნება ნამდვილი მნიშვნე- 

ლობა ნებისმიერი +-თვის, რომელიც აღებულია 31–-ლC.--4V 4, +CთL! 

სიმრავლიდან. ჟჭ 

თეორემა 938. რამდენიმე რ იცხვის ჯამის აბსოლუ– 
ტური სიდიდე არ აღემატება შესაკრებთა აბსოლუ- 
ტური სიდიდეების ჯამს. ', 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია ნამდვილი რიცხვები 
| ' L2ა -–= რთა 

უნდა დავამტკიცოთ, რომ 

|თ, + +..-+თ.I<|თ,I+1CთI+---+I“.. (22.8) 
– დრი თ, <1 C |, 

– |თ1| < <I%I 

რადგანაც 

_ი.|<თ. <|თ.L
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ამიტომ ამ უტოლობათა წევრ-წევრად შეკრება გვაძლევს: 

–+XIთ,|+Iთ-|+.-·-+|თა | )<C,+თე+-...+თე <- 

<Iთ,|+I)თ2|+----LI თი I- 
მაგრამ ეს უტოლობები ტოლფასია (22.მე) უტოლობისა. თეო- 
ოემა დამტკიცებულია. 

(22.8) დაჰოკიდებულებაში ტოლობას მაშინ და მხოლოდ მაშინ 
ექნება ადგილი, როდესაც ყველა თ; (+=1, 2,..ს #) დადებითია ან 

ყველა არადადებითია. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ნებისმიერი თ და ზ რიცხვებისათვის 

მართებულია უტოლობა 

|(თ--8|<|თI+I8). 
თეორემა 54. ნებისმიერი თ და 8 რიცხვებისათვის 

მართებულია უტოლობა , 

||თI–I.0|I <|თ–-8!I. (22.9) 
დამტკიცება. რადგანაც «=8+(თ7 -–- 8), ამიტომ 23-ე თეო– 

რემის თანახმად, 

|თI<18|+|C--8 I. 

|თ--|ზ|<|Iთ–ჩI. (22.10) 
თუ თ და ს რეცხვებს როლებს შევუცვლით, (22.10) ფორმულის 

თანახმად გვექნება 

აქედან 

18 -–-– | თ|Cდ|)ზ--თ|=|)თ–-/. 22.11) 
(22.10) და (22.11) უტოლობებიდან გამომდინარეობს (22. 4) უტო- 
ლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორგმა %ჯ. რამდენიძე რიცხვის ნამრავლის აბსო– 
ლუტური სიდიდე მამრავლთა აბსოლუტური სიდი- 

დეებისნამრავლის ტოლია. 
დამტკიცება. ვთქვათ, თ და 8 ნამდვილი რიცხვებია. თუ 

=>0, 8>0, მაშინ 
|თ31=თ3=|>თI - 81. 

თუკი თ>>0 და ჩ<-0, მაშინ 

|თ8|=–(თ2)=თ · C–2) =ICI . |8I. 
დასასრულ, თუ «<0 და 8 <0, მაშინ 

|თ3|I=თ8=(–თ)(–-2)=)თI ·|ჩI.
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ამრიგად, თეორემა დამტკიცებულია ორი ნამდვილი რიცხვის შემ- 

თხვევაში. 
საზოგადოდ, თუ მოცემულია ნამდვილი რიცხვები თ, რეა... რ»? 

მაშინ მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით დავამტკი–- 

ცებთ, რომ 

| თ, თ:--. თე |=|C | · | თ: | -·-I თი I. | 

შედეგი. თუ # მთელი დადებითი რიცხვია, მაშინ 

|თ?ი|=|Cთ1”. 
თეორემა 56. ორი·თ და ჩ რიცხვის ფარდობის აბსო– 

ლუტური სიდიდე უ.დრის ამ რიცხვების აბსოლუტურ 

სიდიდეთა ფარდობას: 

რდ |_ ICI (8 #9). (22.12) 
ჩ I/ჩI... 

დამტკიცება. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

  

  

თ 

წაი 
გვექნება თ=8ჯ/. აქედან , 

|თI=I8|I · | 

CI . 
|8I 

ე. ი. მართებულია (22.12) ტოლობა. 
თეორემა 957. ნებისმიერი ორი დ დაყ ნამდვილი რი– 

„ცხვისათვის მართებულია ტოლობა 

მაშასადამე, 

|/|1=---- 

0 (თ ყ)=|თ–%#ყს 
სადაც 0(= ყ) არის მანძილი ; და#V შორის, 

დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 
თ <V და დავამტკიცოთ 

0 (თ, ყ)=ყ -––- 2 
ტოლობის მართებულობა. 

„ ვთქვათ, 4 არის ყველა იმ რაციონალური რიცხვის სიმრავლე, · 

რომლებიც >-ზე ნაკლებია, 78 კი ყველა იმ რაციონალური რიცხვის 

სიმრავლე, რომლებიც თ-ზე მეტია. შემდეგ, 24” იყოს ისეთი რაციო- 
ნალურ რიცხვთა სიმრავლე, რომლებიც ყ-ზე ნაკლებია, ჯ#" კი ისე- 

თი რაციონალურ რიცხვთა სიმრავლე, რომლებიც ყ-ზე მეტია. 

4 ელ. ჭელიძე, ე, წითლანაძე
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აღვნიშნოთ # ასოთი თ – ხს სახის რიცხვთა სიმრავლე, I-ით 

კი ს - თ სახის რიცხვთა სიმრავლე, სადაც 

ჯ«<ხ<თ <ყ, თ C 4, ხC#, თ C “ე ხ” C ჩ. 

  

0 თ ჯ წ ი” ყ 6 
« –ით-2-- .-6--+= > 

ნაზ, 10 

ცხადია, რომ - 
I0( 1 =ყ –-თ. (22.13) 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ 

101 MI =8V00 #. (22.14) 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი # რიცხვი. ამ რიცხვისათვის 

მოიძებნება ისეთი რიცხვები 

თე C 4; ხე C 8, თ: C 4', ხ;C 3) 
რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლთბებს 

ხი –– ძი< –-, ხ-- თ< -ე- თე<: დ < ხე < თ:< ხე. , (22.15). ? 

რადგანაც - 
ხე-– ძე=(ხე –– თე) -CCთე–– ხე)-L (ხე–– თი), 

ამიტომ (22.15) უტოლობების თანახმად 

(დე–- ძე) –– (თ;–– ხ,)= (ხ;-– თ) + (ხა –– ძე) < + --=+ 

რადგანაც ბი-–- ძე და თე– ხე რაციონალური რიცხვებია, ამიტომ 
(სე–– ხე)–(ძ1–– ხე) სხვაობა არის მანძილი იქ (ბე–– თე) და (ძე– ჩე) 

წერტილებს შორის, რომლებიც ეკუთქნიან შესაბამისად # და # 
სიმრავლეებს. 

ამრიგად, ყოველი დადებითი #6 რიცხვისათვის არსებობს MM და 

XM სიმრავლეებში ისეთი ორი წერტილი ხე –– ძე ღა ძენ, რომ 
მათ შორის მანძილი §-ზე ნაკლებია. ამის გარდა, I სიმრავლის 
ყოველი რიცხვი ნაკლებია # სიმრავლის ყოველ რიცხვზე, ამიტომ 
მე-12 თეორემის თანახმად მართებულია (22.14) ტოლობა. (22.13) 
და (22.14) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ | 

8მსი #=V–-დ.
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მაგრამ 

8სი0 1X=0 (თ, Vყ)- 
მაშასადამე, , 

0(თ, ყა=ყ-–– თ 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 8585. მნიფგნელოვანი უტოლობები 

თეორემა 98. თუ მთელი ჯ» რიცხვი ერთზე მეტია, 
ხოლო ი>-–1 და #0, მაშინ მართებულია უტო-- 

ლობა , 
(1-+0თ)2>> 1+ჯი. (23.1) 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ (23.1) უტოლობა მართებუ– 
ლია, როდესაც #=2. მართლაც, 

(1-Lთ)1=1-206-იბ. 

მაგრამ დადებითი თ? რიცხვის უკუგდებით უკანასკნელი ტოლობის 
მარჯვენა ნაწილი შემცირდება და მივიღებთ · 

(1+0)1> 1+L9, 
რაც (23.1) უტოლობას წარმოადგენს, როდესაც »M=2. 

ახლა დავამტკიცოთ (23.1) უტოლობა ნებისმიერი მთელი დადე– 
ბითი ჯ რიცხვისათვის, რომელიც ორზე მეტია. ამისათვის მივმარ– 

თოთ მათემატიკური ინდუქციის მეთოდს. ვთქვათ, (23.1) უტო- 
ლობა მართებულია რაძმე ნებისმიერი =Xჯ რიცხგისათვის და ვაჩვე- 
ნოთ, რომ იგი მართებულია #»=#%+1 რიცხვისათვის. დაშეების 

თანახმად 

(1-+0)">> 1+ჯი. 
ამ უტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ 1+-ც რიცხვზე, გვექ- 
ნება – 

(1--ი)ა#'! > (1-LL8)(1-Cთ)= 1-L(CL-I-1) თ-L-X63. 

მაგრამ ჯე? დადებითია ღა მისი უკუგდღებით მარჯეენა ნაწილი 
შემცირდება, რის გამო. გვაქვს ' 

(1-Lთ)II1>> 1+(ჯ#+1)9, 
რაც (23.1) უტოლობას წარმოადგენს, როცა M«=#+1. მაგრამ 
(23.1) უტოლობის მართებულობა დავამტკიცეთ, როცა 8=2. მაშა- 
სადამე, იგივე უტოლობა მართებულია, როცა M=2-L1=3 და ა,შ. ' 
თირორიმა ოაერსტიისთლია.
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(23.1) უტოლობას ეწოდება ი. ბერნულის (Iიხ, )ს60Lიის1I1) 

უტოლობა, 
შეღეგი. თუ ხ>1, მაშინ ნებისმიერი მთელი დადე– 

ბითი » რიცხვისათვის, რომელიც ერთზე მეტია, მარ- 
თებულია უტოლობა 

_– –- 1 
V ხ _ 1 0-1. (23.2) 

4“ 

  

მართლაც, ბერნულის უტოლობის თანახმად 

ს=|1+()C 37, – 1)'>1+»(M ა –)). 
აქედან მიიღება (23.2) უტოლობა. 

თეორემა 59. თუ მთელი რიცხვი #§ ორხე მეტია, ხო- 

ლო თ დადებითი რიცხვია, მაშინ მართებულია უტო– 
ლოზა 

ჟ+ - LI 

(1+თ)/ > 1+ი6+-%- იბ. (23.3) 

დამტკიცება. (23.3) უტოლობა მართებულია, როცა »=:3. 

მართლაც, 

(1--0)=1+30+301+01). 

მაგრამ დადებითი ც!) რიცხვის უკუგდებით უკანასკნელი ტოლობის 

მარჯვენა ნაწილი შემცირდება და მივიღებთ 

(L+ი)> 1 +3გ-+3ებ > I+30+- 2 , 

რაც (23.3) უტოლობას წარმოადგენს, როდესაც #=3. 

ახლა დავამტკიცოთ (23.3) უტოლობის მართებულობა ნების- 
მიერი მთელი დადებითი » რიცხვისათვის, რომელიც სამს აღემა- 

ტება. ამისათვის მივმართოთ მათემატიკური ინდუქციის მეთოდს. 

ვთქვათ (23.3) უტოლობა მართებულია რომელიმე ნებისმიერი #=# 

რიცხვისათვის, რომელიც სამს აღემატება და ვაჩვენოთ, რომ იგი 

მართებულია #=-X-L 1 რიცხვისათვის. დაშვების თანახმად 

9 

(1-+ი)·> 1+M+4- ებ, 

ამ უტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ 1-+ რიცხვზე. გვექ– 

ხება



§ 24. ზარისხი ნებისმიერი ნამდეილი მაჩვენებლით §3 
  

| 2 

(1+ით)"! > (1+M + ”- “) (1+-6)=1-+#6თ-+ 

2 2 

+ 4 “ იბ+6+M0-+4- იპ. 
2 ' 

მაგრამ 4) დადებითია და მისი უკუგდებით მარჯვენა ნაწილი 

შემცირდება, რის გამოც გვაქვს 

23 · 

(1+ 0)/#1> 1+Mი+4- ცბL6+ჯებ= L-((4-1) «++ 

2 

+4%1% 2>1+0+04+   (L1)" ე? 

4 

რაც (23. ვ) უტოლობას წარმოადგენს, როცა #=#-L1. მაგრამ (23.3) 

უტოლობის მართებულობა დავამტკიცეთ, როცა #=3. მაშასადამე, 

იგივე უტოლობა მართებულია, როცა #=34+ 1=4 და ა. შ. თეო–- 

რემა დამტკიცებულია. 
(23.3) უტოლობას ვუწოდებთ ბერნულის განზოგადებულ უტო- 

ლობას. 

შედეგი. თუ #-X>2 და იყ დადებითი რიცხვია, მაშინ 

კ? 
(1+თ)" > წ –-»“. (23.4) 

(23.1), (23.2), (23.3) და (23.4) უტოლობებს გამოვიყენებთ შემ- · 

დეგში. 

94. სარისსი ნებისმიერი ნამდვილი მაჩვენებლით 

ვთქვათ, თ დადებითი რიცხვია, ხოლო „==>%- წარმოადგენს 
| ო 

რაიმე დადებით რაციონალურ რიცხვს. განსაზღვრის მიხედვით 

თ”=M/ თა. 

თუ #» უარყოფითი რაციონალური რიცხვია, მაშინ 

1 
C7/ =– : 

თ” 

  

ხოლო 6901.
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მას შემდეგ, რაც შემოყვანილია ხარისხის ცნება ნებისმიერი 
რაციონალური მაჩვენებლით, ასეთი ხარისხებისათვის მართებულია 

ის წესები, რომლებიც ცნობილია ელემენტარულ ალგებრაში. მაგა–- 

ლითად, თუ თ და ზ დადებითი რიცხვებია, ხოლო « და ” წარ- 
მოადგენენ ნებისმიერ რაციონალურ რიცხვებს, მაშინ 

, , –” თ, , 0, =CთIV” , რთ! : თ =დთ” (4 · 

(თ )”=თ", (თზ) =>” . 8, 

(0-7 
მარტივად მტკიცდება შემდეგი თვისებები: 

L თუოჯღა” რაციონალური რიცხვებია, ამასთა- 

ნავე «<ჯ#“, მაშინ ერთზე მეტძ ნებისმიერი თ რიცხ- 
ვისათვის მართებულია უტოლობა 

თ” <<” თ”, 

2 თუ დადებითი თ და 8 რიცხვები ისეთია, რომ 

თ<8ზ8, მაშინ ნებისმიერი დადებითი რაციონალური 

”» რიცხვისათვის 
· თ < ს”. 

ახლა განვსაზღვროთ ხარისხი ირაციონალური მაჩვენებლით, ავი– 
ღოთ ნამდვილი რიცხვი C>> 1. "ვთქვათ, თ არის ირაციონალური 
რიცხვი, რომელიც წარმოდგენილია 4| ჯ განკვეთით. განვიხილოთ 

ნამდვილ რიცხვთა ორი წერას 

<6 ) ღა 0=L ნ” |, 

სადაც .C 4, ხC 8. ს მრთებელი, შემდეგი 
თეორემა 80, X სიმრავლე ზემოდან შემოსაზღვრუ– 

ლია; 0 კი ქვემოდან და ადგილი აქვს ტოლობას 
| ცხი X=19 0. (24.1) 

დამტკიცება. ავიღოთ 1ჯ8 კლასის რაიმე ხა რიცხვი. მაშინ 

4 კლასის ნებისმიერი რიცხვისათვის გვექნება 

წმ < 60, 
ე. ი. X სიმრავლის ნებისმიერი რიცხვი ნაკლებია წხი რიცხვზე, ამი– 
ტომ X ზემოდან შემოსაზღვრელია. ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 
0 სიმრავლე შემოსაზღვრულია ქეემოდან,
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დასასრულ დავამტკიცოთ (24.1) ტოლობის მართებულობა. ავი- 

ღოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი და შევარჩიოთ მთელი დადე– 
ბითი # რიცხვი ისე, რომ დაცული იყოს უტოლობა 

ყბი , 5 – 1 –,. (24.2)   

მე-5 თეორემის შედეგის თანახმად, აღებული # რიცხვისათვის მო- 

იძებნება ისეთი რიცხვები თ C 4 და ხC #9, რომ 

· 1 
ხხ<-–. 

#M 

შემდეგ 
_ 1 ისაო, , 

ცხ. ურ-ყნ ები | ლ” |) ლიბა(|) =--1). 
მაგრამ ბერნულის უტოლობის შედეგის თანახმად 

= _ L_ 

”“ C 1<5 1, - 
M»M 

მაშასადამე, თუ გავითვალისწინებთ (24.2) უტოლობას, გვექნება 

ლასე 
8 # _ 

ე. 0. 

0 (§ჰ, ცხ) < წ. 

ამრიგად, შესრულებულია მე-12 თეორემის ორივე პირობა და ამი- 

ტომ მართებულია (24.1) უტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრა 24. § რიცხვის 6% ხარისხი ირაციონალური თ 
მაჩვენებლით ეწოდება 909 (64) რიცხვს. 

” ამ განსაზღდვრიდან გამომდინარეობს, რომ თუ ჯ და „ რაც იო 

ზსალური რიცხვებია და #«<- 6 <7, მაშინ 

= <ხ% <= LM (5> 1). 
თუ 9<6<1, მაშინ §“ ხარისხს ირაციონალური თ მაჩვენებ- 

ლით განგსაზღვრავთ ასე 

სადაც
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ამრიგად, თუ – ერთისაგან განსხვავებული დადებითი რიცხვია, 

მაშინ ყოველი ნამდვილი დუ რიცხვისათვის განსაზღვრულია - ც“ 

ხარისხი. 

თეორეზა 81. თუ დ და V ისეთი ნამდვილი რიცხვე- 

ბია, რომ ჯ<ყ, მაშინ ერთისაგან განსხვავებული 

ნებისმიერი დადებითი ი რიცხვისათვის გვექნება 

ი+ < ი. როცა თ>1, (24.3) 

ი:->>0თV/, როცა <1. (24.4) 

დამტკიცება. ვთქვათ, «>> 1 და ავიღოთ ისეთი რაციონა- 

ლური რიცხვი #, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობებს | 

ჯ<#7<ყ%. 
მაშინ გვექნება 

თ+ <. თ” <. 0V- 

ე. 9. მართებულია (24.2) უტოლობა. 

ახლა ვთქვათ, ი< 1. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას ხ-=--, გვექ– 

ნება 

ხX < ხV, 

ე. ი. 1.1 
ენ თ 75” 

აქედან მიიღება (24.4) უტოლობა. ' 
თეორემა 89. თუ წ რაიმე დადებითი რიცხვია, მაშინ 

ყოველი ნამდვილით დათ” რიცხვებისაპთვის მართე- 

ბულია ტოლობა 

§C , (6 – 6647”, (24.5) 

დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ =>>1, ვთქვათ,: თ და 

თ რიცხეები წარმოდგენილია 4|ს და 4'|# განკვეთებით შმესა-. 
ბამისად. აღვნიშნოთ # ასოთი თ+ ი სახის რიცხვთა სიმრავლე, 

სადაც თ C 4, თ C 4, ხოლო 0-თი ხ+სხ” სახის რიცხვთა სიმრავლე, 
სადაც ხ C 78, ბ” C სც. ცხადია, რომ 

«<0Cთ<ხ, თ <- თ < ხხ”, 

თ+ი <თ-+თ << ს+ს, 
მაშასადამე, ს 

დლ კდ, გ% 9 კ ხხ (24.6) 
=6+247 “დ...” -ხ+ გაო ლიბო? ყე წხ+ხ”, (24.7)
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თუ (24.6) უტოლობებს წევრ-წევრად გადავამრავლებთ, მივიღებთ 

§9%ი თ თ - '+ხ”, 7 < C4.8) 
მაგრამ რაკი წ ო5 

8სჯ (| 6“'4” )=1ი1 ( წწ”), 
ამიტომ (24.7) და (24.8) დამოკიდებულებებიდან მივიღებთ (24. 5) 

ტოლობას. 
ახლა ვთქვათ, <1, თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

ML. 

გვექნება 
თო2 თი = უთ+თ” 

ე. 0. 
1.1 1 
5თ. ' დი 6CCIთ“ ' 

აქედან მიიღება (24.5) ტოლობა, 
დასასრულ, .თუ 6ხ=1, მაშინ (24.50 ტოლობა ტრივიალურია. 

ამრიგად, თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 
ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა გვ. თუძძდახ დადებითი რიცხვებია, ჯ და 

V/ კი წარმოადგენენ ნებისმიერ ნამდვილ რიცხვებს, 

მაშინ მართებულია შემდეგი ტოლობები: 

(იხ)X-=0X.ხ ე (თ-)#V=თMV, (+) ==. 

§ 96. ლოგარითმი 

განვიხილოთ ორი ჩნებისმიერი დადებითი თ და 8 რიცხვი, ამას– 
თანავე თ # 1. მართებულია შემდეგი 

თეორემა 94. არსებობს ერთადერთი ნამდვილი რი- 

ცხვი#/, რომელიც აკმაყოფილებს ტოლობას 

თV =8. (25.1) 

დამტკიცება. ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როდესაც 

თ> 1. თუ არსებობს ისეთი რაციონალური რიცხვი ჯ, რომ თ” =8ჩ, 

მაშინ «. წარმოადგენს საძიებელ რიცხვს. 
ახლა ვიგულისხმოთ, რომ ასეთი რაციონალური რიცხვი არ 

არსებობს. დავყოთ რაციონალურ რიცხვთა # სიმრავლე ორ 4 და # 

კლასად შემდეგი წესით: 4 კლასში მოვათავსოთ ისეთი რაციონა-
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ლური გ რიცხვები, რომელთათვის <8, 8 კლასში კი დანარ– 

-ჩენი რაციონალური რიცხვები. ცხადია, #8-ში შევა ისეთი რაციო- 

ნალური ხ რიცხვები, რომელთათვის თმ > ჩ. 
დავამტკიცოთ, რომ 4 და 8 კლასები ცარიელი არაა. ავიღოთ 

ისეთი მთელი დადებითი რიცხვი #, რომ 

# > ჩ· · 
თ–1 

ბერნულის უტოლობის თანახმად, 

  

ძთი>1+95(თC-–- 1>+(თ-– ს>-– -.(–– 11=8. 
· ი - 

მაშასადამე, თC 8 და ამიტომ · 8 კლასი ცარიელი არაა. ახლა 

ავიღოთ მთელი დადებითი რიცხეი » იმ პირობით. რომ 

  

.»>---. (25.2) 
8(თ-–1) 

მაშინ (25.2) და ბერნულის უტოლობის გამოყენებით მივიღებთ 

თ ი=- 1 –_ < 3. 

მაშასადამე, თიC 4. აქედან გამომდინარეობს, რომ # ცარიელი 

არაა. 

"შემდეგ ცხადდა, რომ 4 კლასის ყოველი რიცხვი ნაკლებია #. 

კლასის ნებისმიერ რიცხვზე. დასასრულ, ადვილად დავამტკიცებთ, 
რომ 4 კლასში არ არსებობს უდიდესი რიცხვი. მაშასადამე, გვაქვს 

“ 4II8 განკვეთა. ამ განკვეთით წარმოდგენილი ნამდვილი რიცხვი 

აღვნიშნოთ ჯ-თი. ხარისხის განსაზღვრის მიხედვით, გვაქვს 

ყი ლთ <თ, სC 4. ხC M. (25.3) 
| მეორე მხრივ 

ცი<ზ<0თხ, თC 4, სC#. 

თუ განეიხილავთ #=- (თი) და 0=Iთხ|) სიმრავლეებს, 30-ე თეო–- 
რემის თანახმად გვექნება 

ვსი =19L 0 
და, მაშასადამე, 

თ! =წ. 

თეორემა დამტკიცებულია, როცა თ >> 1.
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თუ %#<-1, მაშინ 1. დღა ზემოდამტკიცებულის თანახმად, 
« 

არსებობს ისეთი ნამდვილი რიცხვი 7, რომ 

6” 
აქედან თ“”·V=ზ. თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 

განსაზღვრა 25. (25.1) ტოლობით განსაზღვრულ ჯ რიცხეს 

ეწოდება 8 რიცხვის ლოგარითმი თ ფუძით და იგი 190.ც სიმბო- 
ლოთი აღინიშნება. 

§ 36. სიდილის მიასლოებითი მნიშვნელობა, აბსოლუტური და 

ფარღობჯითი ცდომილება 

ყოველი სიდიდე გამოისახება რიცხვით ან რიცხვთა სისტემით 

ტექნიკაში ამ რიცხვს ხშირად განსაზღვრავენ ·დაკვირვებების ან 

გაზომვების შედეგად. 

არც ერთი გაზომვა არ შეიძლება ჩატარდეს აბსოლუტური 
სიზუსტით. ეს იმას ნიშნავს, რომ ერთი და იმავე სიდიდის რამ- 

დენჯერმე გაზომვისას მიიღება სხვადასხვა რიცხვი. გაზომვათა ამ 
შედეგების ერთმანეთისაგან განსხვავების მიხედვით აფასებენ ჩვეუ–- 

ლებრივ გაზომვის სიზუსტეს. ბუნებისმეტყველებასა და საინჟინრო 

საქმეში მათემატიკის გამოყენებისას ყოველთვის საქმე გვაქ>ვს გამო- 

თვლებთან. ცხადია, თუ მონაცემები ზუსტი არ არის. მაშინ მათი 

საშუალებით მიღებული შედეგებიც ზუსტი არ იქნება. 

ყოველი ნაკეთობისათვის არსებობს გარკვეული „დაშვება“, 

ე- ი, პროექტიდან გადახრის ის საზღვრები, რომლის დაცვისას 

ჩაკეთობა ვარგისად ითვლება. სწორედ ამიტომ საქირო არ არის 
ყოჭელი გამოთვლა მაქსიმალურად ზუსტად იყოს შესრულებული 

ზუსტი ფორმულების მიხედვით. პირიქით, შეიძლება ვისარგებლოთ 

ფორმულებით, რომელთა შესახებ წინასწარ ვიცით, რომ ისინი · 

ზუსტი არ არის, აგრეთვე ვისარგებლოთ გამოთვლების წესებით. 
რომლებიც აგრეთვე ზუსტ შედეგს არ იძლევა, მაგრამ დარწმუ5ვე- 
ბული უნდა ვიყოთ, რომ მიღებული შედეგები იმაზე მეტად აო 
არის გადახრილი მოცემული პროექტისაგან. რის უფლებასაც „და- 

შეება4 იძლევა. 

ვთქვათ, 4 არის. რაიმე სიდიდის ზუსტი მნიშვნელობა, ან 

უბრალოდ რაიმე რიცხვი. |
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განსაზღვრა 26. თ რიცხეს ეწოდება 4 რიცხვის მიახლოე–- 

ბითი მნიშვნელობა თ ცდომილებით, თუ 

4-“ ძთ=თ. 

თ ცდომილების აბსოლუტურ სიდიდეს |თ) ეწოდება აბსო- 

ლუტური ცდომილება. 

მიახლოებითი ცდომილების აღსანიშნავად იხმაოება სიმბოლო 

=; ასე რომ 4==ც., , 
თ რიცხვი შეიძლება იყოს ნაკლები ან მეტი „--ზე. პირველ 

შემთხვევაში «> 0 და მაშინ „ წარმოადგენს 4 რიცხვის მიახ– 

ლოებით მნიშვნელობას ნაკლებობით, მეორე შემთხვევაში კი თ<0 

და თ იქნება 4 რიცხვის მიახლოებითი მნიშვნელობა მეტობით. 

მაგალითი 1. ქარხანაში 1572 მუშაა. ესაა მუშათა ზუსტი 

რიცხვი, 4=1572. თუ ამ რიცხვს დავამრგვალებთ 1570-მდე, მაშინ 

ით=1570 იქნება მუშების მიახლოებითი რიცხვი, ხოლო თ= 4–ი= 

=1572 –– 1570=2 არის აბსოლუტური ცდომილება. 

ჩვენს მაგალითში 1570 წარმოადგენს მუშათა ოიცხვის მიახ- 
ლოებით მნიშვნელობას ნაკლებობით, ვინაიდან თ«>>0. 

უფრო ხშირად ცნობილი არ არის 4# რიცხვი, რომელიც გამო- 

სახავს შესასწავლ სიდიდეს ყოველგვარი შეცდომის გარეშე და 

არც აბსოლუტური ცდომილება ვიცით, მაგრამ შეგვიძლია დავა- 

სახეულოთ ისეთი დადებითი 8 რიცხვი, რომელიც აკმაყოფილებს 

უტოლობას · 
IთI <8. (26.1) 

ცხადია, თუ (26.1) უტოლობას აკმაკოფილებს რაიმე დადებითი 8 

რიცხვი, მაშინ მას დააკმაყოფილებს ყოველი წ” ' რიცხვი, რომელიც 

6-ს აღემატება. 

განსაზღვრა 27. მიახლოებითი ც რიცხეის ზღვრული 
აბსოლუტური ცდომილება ეწოდება რაც შე”ძლება ნაკლებ 
6 რიცხგს,რომლის შესახებ გარკვეულია, რომ ეს რიცხვი აბსოლუ– 

ტურ ცდომილებაზე ნაკლები არ არის, ე. ი. |4-– თ» <8. 
დასასრულ შევნიშნოთ, რომ სიდიდის მარტო აბსოლუტური 

ცდომილებისა და ზღვრული ცდომილების ცოდნით, საზოგადოდ, 

ვერ დავახასიათებთ მიღებული შედეგის ღირსებას. მაგალითად, თუ 

რაიმე სიგრძის გაზომვისას დაშვებულია 1 მმ აბსოლუტური ცდო- 
მილება, კიდევ არ შეიძლება იმის თქმა, გაზომვა კარგადაა. ჩატა- 

რებული თუ ცუდად; საჭიროა ვიცოდეთ როგორია თვით გასა- 
ზომი სიდიდე. თუ ზემოთქმული ეხება ორ ქალაქს შორის მან-
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ძილს, მაშინ შეიძლება ითქვას, რომ შედეგი მიღებულია აქამდე 

მიუღწეველი სიზუსტით. თუკი ზემოთქმული ეხება წვრილი მავ- 

თულის დიამეტრის გაზომვას, მაშინ ალბათ ყველა იტყვის, რომ 

გაზომვა არ ვარგა. შედეგის ღირსება გაცილებით უკეთესია ეგრეთ 

წოდებული ფარდობითი ცდომილების მოცემით. 

განსაზღვრა 28. აბსოლუტური |თ| ცდომილებისა და მიახ– 

ლოებითი « მნიშვნელობის აბსოლუტური სიდიდის ფარდობას 

ეწოდება ფარდობითი ცდომილება. 

' თუ ფარდობით ცდომილებას აღვნიშნავთ თ“-ით, მაშინ 

. I9L. 
| | 

მაგალითი 2. საწარმოში 1005 მუშაა. დავამრგვალოთ მუშა–- 

თა რიცხვი 1000-მდე. მაშასადამე, (1=1005. თ=1000. აბსოლუ- 

ტური ცდომილება IთI=| 4-–ი=5. ფარდობითი ცდოძილება 

იქნება 

Iი| 1000 

ჩვეულებრივ, ფაოდობითი · ცდომილება გამოისახება პროცენ- 

ტებში. მაშასადამე. 

თ%=0,5ჰ /. 

განსაზღვრა 29. ზღვრული აბსოლუტური 8 ცდომილებისა 

და მიახლოებითი ც მნიშვნელობის აბსოლუტური სიდიდის ფარ–- 

დობას ზღვრული ფარდობითი ცდომილება ეწოდება. 

თუ ზღვრულ ფარდობით ცდომილებას აღვნიშნავთ გ"-ით. მაშინ 

8 

|CI 
მაგალითი 3. ღეროს სიგრძე გაზომილია სახაზავით, რომეღ>- 

საც მილიმეტრიანი დანაყოფები აქვს. გაზომვის შედეგად: მივი– 

ღებთ თ=25,6 სმ. როგორია გაზომვის ზღვრული ფარდობითი 

ცდომილება? 

8%= 

ამოხსნა. შეგვიძლია მივიღოთ 8=0,1 სმ =1 მმ, რადგან სახა= 
ზავს მილიმეტრიანი დანაყოფები აქვს. ზღვრული ფარდობითი 
ცდომილებაა
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ზღვრული ფარდობითი ცდომილებაც პროცენტებში იანგარიშება.- 

მაშასადამე, 
89 = 0,4"/.- 

კითხვები 

1. რას ეწოდება სიმრავლის ელემენტები? სიმრავლის ნაწილი? 
ცარიელი სიმრავლე? 

2. რას შეისწავლის სიმრავლეთა თეორია? 

ვ. რას ნიშნავს, რომ 4 და 8 სიმრავლეებს შორის დამყარე- 

ბულია ურთიერთცალსახა შესაბამისობა? 

4. როგორ სიმრავლეებს ეწოდება ეკვივალენტური? 

5. როგორ სიმრავლეს ეწოდება უსასრულო სიმრავლე? სასრუ– 
ლი სიმრავლე? 

ნ, როგორ ობიექტს ეწოდება სიდიდე? მოიყვანეთ სიდიღეთა 
მაგალითები. 

7. როგორ რიცხვებს ეწოდება რაციონალური? 

8. რას ნიშნავს, რომ ი რიცხვი მოთავსებულია “ და ს რიცხ–- 
ვებს შორის? 

9. ორ რაციონალურ რეცხვს შორის რამდენი რაციონალური 

რიცხვია მოთავსებული? 

· ჩია როგორ განკვეთას ეწოდება პირველი გვარისა? მეორე გვა- 
ესა? 

11. მოიყვანეთ მეორე გვარის განკვეთის მაგალითი. 

12. როგორ რიცხვებს ეწოდება ნამდვილი რიცხვები? 
13. მოიყვანეთ ორი ნამდვილი რიცხვის ტოლობისა და უტო- 

ლობის განსაზღვრა. 

14, რას ნიშნავს, რომ ყველა ნამდეილი რიცხვის 2 სიმრავლე 

უწყვეტია? 
15. წრფის რა წერტილს ეწოდება რაციონალური წერტილი? 
16. არსებობს თუ არა წრფეზე არარაციონალური წერტილი? 

მოიყვანეთ არარაციონალური წეოტილის მაგალითი. 

17. რას ეწოდება ინტერვალი? სეგმენტი? ნახევარინტერვალი? 

ნახევარსეგმენტი? | 

18. რას ეწოდება წეოტილის მიდამო? 

19. მოიყვანეთ ირაციონალური თ რიცხვის სიმეტრიული რიცხ- 

ვის განსაზღვრა. 

20, მოიყვანეთ ირაციონალური თ რიცხვის შებრუნებული რიცხ– 
ვის განსაზღვრა.



§ 26. სიდიდის მიახლოებითი მნიშენელობა. აბსოლუტური და... 63 
  

21. რას ეწოდება ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის მაჟორანტი? 
მინორანტი? 

22. რას ეწოდება ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლის ზედა საზღ-- 

ვარი? ქვედა საზღვარი? 

23. რას ნიშნავს, რომ # სიმრავლე ზემოდან შემოსაზღვრულია? 

ქვემოდან შემოსაზღვრულია? შემოსაზღვრულია? 
' 24. მოიყვანეთ (თ, 8) სეგმენტის სიგრძის განსახღვრა, როცა C 

და ზ რიცხვებიდან ერთი მაინც ირაციონალურია. 

25. განსაზღვრეთ ნამდვილი თ რიცხვის აბსოლუტური სიდედე. 
რა თეორემები იცით აბსოლუტურ სიდიდეთა შესახებ? 

26. დაწერეთ ბერნულის უტოლობა, ბერნულის განზოგადე-- 

ბული უტოლობა. 

სპვარჯიშო 

L. დაამყარეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობა (0, 11 სეგმენტსა 

და (ი. ხზ) სეგმენტს შო“»:ს. 
2. დაამყარეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობა 10, ჯ( ინტერ–- 

ვალსა და რიცხვთა ღერძს შორის. 

ვ. დაამჟარეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობა (0, 1 და 

(0; +=( სიმრავლეებს შორიხ. . 

4. დაამყარეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობა წრეწირსა და 
წრფეს შორის. | 

5. დაამყარეთ ურთიერთცალსახა შესაბამისობა ერთეულ რადიუ- 
სიან წრეწირსა და (0, 1) სეგმენტს შორის. 

6. დაამტკიცეთ, რომ ყველა კენტი რიცხვის სიმრავლე უსას–- 
რულოა. 

7. დაამტკიცეთ, რომ არ არსებობს რაციონალური რიცხვი. 

რომლის კვადრატი სამის ტოლია. 

8. ვთქვათ, # არის ერთზე ნაკლები ყველა დადებითი რაციო- 

ნალური რიცხვის სიმრავლე. დაამტკიცეთ, რომ #ჯ სიმრავლეს არა 

აქვს უმცირესი და უდიდესი ელემენტი, 
9. ვთქვათ, მოცემულია ნამდვილ რიცხვთა რაიმე სიმრავლე | «I. 

აღენიშნოთ | -–– >») სიმბოლოთი მოცემული სიმრავლის რიცხვების 

სიმეტრიულ რიცხვთა სიმრავლე. დაამტკიცეთ, რომ 

ა) 10(|-––დ)=–--– 8სი (თ); ბ) ვს)|-– =)ლ––-1იწ(თI. 

10, ვთქვათ, (თ-Lყ) არის ყველა >+V ჯამის სიმრავლე, სადაც 
%C (დ) და ყC (IV). დაამტკიცეთ შემდეგი ტოლობების მართებულობა:
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ა) 3ს0ნ(«+ყ)=8ს0 (>1+§90 ( ყ); 
ბ) Iსწ I თდ-+-ყ|)=IიI (I თ)-C1VL IV). 

11. ეთქვათ, (ჯყ) არის ყველა ჯყ ნამრავლის სიმრავლე, სადაც 
ჯ C I) და ყC(ყI,) ამასთანავე > >-0, V > 0. დაამტკიცეთ, რომ 

ა) 10” (თV)-=–10” 12). 10წ (V); 

ბ) 30ს0 | თყ/)=3ს0 1 ჯ) · შსს (ყV). 

12. დაამტკიცეთ უტოლობა 

|თCთ+ხ+იI>|)ი|)–-(|IბI+ICI). 
13. ამოხსენით შემდეგი უტოლობები: 

ა) |+3|<:0,1; ბ) Iთ+5'>10; გ) |22--– 1|<|Iთ-–– 1I. 
პასუხი: ა) ––3,1=<თ<--2,9; ბ) დ<-–-15, <>5; 

2 
ზ) ბ<თლ--. 

14. დაამტკიცეთ იგივეობა 

(295 1+(““,“!)-. 

15, მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით დაამტკი- 

ცეთ ბერნულის უტოლობა 

(1+ი)(1+ი.).--(1+ძიი) >> 1+0თ,+-0ე+.-.+ თი, 

სადაც თა თა,--ა თი ერთი და იმავე ნიშნის რიცხვებია, რომლებიც 
–- 1 რიცხვს აღემატებიან. ს 

16. დაამტკიცეთ უტოლობა 

1 1 ბლ + >3 + +-=>I ”ჯ (#22). 

 



თავი I, 

ფუნძცია 

§ 1, ცვლადი და ნუღვივი სიდიდეები 

თუ დავაკვირდებით რაიმე მოვლენას ან თვალყურს ვადევნებთ 

ტექნიკური პროცესის მსვლელობას, შევნიშნავთ რომ ამ მოგლე- 
ნაში ან პროცესში მონაწილე სიდიდეები სხვადასხვანაირად იქცე- 

ვიან, ზოგიერთი არ იცვლება, ზოგი კი განიცდის ცვლილებას. მა– 

გალითად, ჰერმეტულად დახურულ ჭურჭელში მოთავსებული გაზი 

გათბობისას მუდმივ მოცულობას ინარჩუნებს; მუდმივია აგრეთვე 

მისი მოლეკულების რიცხვიც, მაგრამ გაზის ტემპერატურა და 

დრეკადობა იცვლება. | | 

ვინაიდან მათემატიკა მოქმედი იარაღია ზუსტი ბუნებისმეტყვე- 
ლებისა და ტექნიკისათვის, ამიტომ მან უნდა შექმნას აპარატი. 

რომელიც საშუალებას მოგეცემს სისტემატურად შევისწავლოთ 
ბუნებასა და ტექნიკურ პროცესებში მონაწილე სიდიდეთა ცვალე–- 
ბადობა. ასეთი აპარატია სწორედ მათემატიკური ანალიზი. 

მათემატიკური ანალიზის პირველი ძირითადი ცნებაა ცვლადი 

სიდიდის ცნება. ცელადის შემოღებამ მათემატიკაში გადამწყვეტი 

გავლენა მოახდინა მის შემდგომ განვითარებაზე. 
განსაზღვრა 1. ცვლადი. ეწოდება ისეთ სიდიდეს, რომე- 

ლიც მოცემული საკითხის პირობებში ღებულობს სხვადასხვა რიც- 

ხვით მჯიშვნელობას. მუ დმივი ეწოდება ისეთ სიდიდეს, რომელ- 
საც მოცემული საკითხის პირობებში აქეს ერთიდაიგივე რიცხვითი 
მნიშენელობა. 

თუ რაიმე სიდიდეს აღვნიშნავთ დჯ ან თ ასოთი, ეს არ გვაძ- 
ლევს არავითარ მითითებას” იმაზე, ცვლადია ეს სიდიდე თუ მუდ- 
მივი, ამიტომ სიდიდის ცვლილების ხასიათი ყოველთვის განსაკუთ– 
რებით უნდა იყოს აღნიშნული. 

ერთი და იგივე.სიდიდე ერთ შემთხვევაში შეიძლება იყოს. მუდ- 
მივი, მეორეში კი ცვლადი. ასეთ სიდიდეს პარამეტრი ეწოდე- 

ა. მაგალითად, თუ # რადიუსიან წრეს მისი რადიუსის შეუცე- 

5 ელ, პელიძე, ე. წითლანაჭე
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ლელად ვაგორებთ წრფეზე, ამ წრის ცენტრის მდებარეობა შეიცვ- 

ლება, ხოლო ფართობი XX», მუღმევი დარჩება. თუკი წრის ცენტრს 

უძრავად დაგტოვებთ და # რადიუსს შევცვლით, წრის X2 ფარ- 

თობი შეიცვლება. ამრიგად, წრის ფართობი ერთ შემთხვევაში მუდ– 
მივია, მეორეში კი–-ცვლადი, დღა რაკი ორივე , შემთხევევაში წრის 

ფართობია X;9, ამიტომ # არის პარამეტრი. 

არსებობს ისეთი მუდმივი სიდიდეები, რომლებიც თავის მნიშვ- 

ნელობას ნებისმიერ პირობებში ინარჩუნებენ. ასეთ სიდიდეებს აბ- 

სოლუტური მუდმივი სიდიდეები ეწოდება. მაგალითად, 

სამკუთხედის შიგა კუთხეების ჯამი ღა წრეწირის სიგრძის ფარ- 

დობა დიამეტრთან აბსოლუტურად მუდმივი სიდიდეებია. აბსოლუ– 
ტურად მუდმივია აგრეთვე ზოგიერთი ფიზიკური სიდიდეც, მაგა–- 

ლითად, გრავიტაციული მუდმივი. 

ცვლადი სიდიდეები ჩვეულებრივ აღინიშნება ლათინური ანბა–- 

ნის უკანასკნელი ასოებით ჟჯ, V,. 2, ყ, ფთ: 1, ს მუდმივი სიდიდეე– 
ბი კი პირველი ასოებით თ, ჩ, თ.. 

§ 5. ფუნქციის ცნება 

ფუზქციის ცნება მათემატიკური ანალიზის ერთ-ერთი უმნიშე– 

ნელოვანესი ცნებაა. ფუნქცია მათემატიკური ანალიზის მთავარი 

ობიექტია. ფუნქციონალური დამოკიდებულების ცნების გამოყენე- 
ბით შეგვიძლია ავსახოთ მატერიალურ სამყაროში არსებული და- 
მოკიდებულებანი. ბუხებასა დღა ტექნიკამი არსებული რაოდენო- · 
ბითი დამოკიდებულებების განხილვისას ყოველთვის საქმე .გვაქეს 

ფუნქციონალურ დამოკიდებულებებთან. ბუნების ერთ და იმავე 

მოვლენაში მონაწილე თითქმის ყველა სიდიდე ერთმანეთისაგან 
დამოუკიდებლად არ იცვლება; ჩვეულებრივ ერთი მათგანის შეცე- 

ლა იწვევს მეორის შეცვლას. 

სხვადასხვა სიდიდეს შორის წარმოშობილ დამოკიდებულებათა 

შესწავლას მივყავართ ფუნქციის “ცნებამდე. შეიძლება აღმოჩნდეს, 
რომ გარკვეულ პირობებში ·ორი სიდიდე ერთმანეთთან დაკავში– 
რებული იყოს ისე, რომ ერთი სიდიდის ყოველ მნიშვნელობას შეე– 

საბამებოდეს მეორე სიდიდის გარკვეული მნიშვნელობა. თუ გვაქვს 
ასეთი შესაბამისობა, მაშინ ამბობენ რომ მეორე სიდიდე პირველი 

სიდიდის ფუნქტიაა. 

„ განვიხილოთ მაგალითები; 

1. სხეულის ტემპერატურის შეცვლა იწვევს მისი მოცულობის
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"შეცვლას, მაშასადამე, სხეულის მოცულობა ტემპერატურის ფუნქ- 

ციაა. ას 

2. ჰაერის ტემპერატურა დღის სხვადასხვა დროისათვის სხვა- 
დასხვაა, რის გამოც ჰაერის ტემპერატურა დროის ფუნქციაა. 

3. სხვადასხვა რადიუსიან სფეროს სხვადასხვა მოცულობა აქეს. 
ამიტომ სფეროს მოცულობა არის რადიუსის ფუნქცია. | 

ახლა მოვიყვანოთ ფუნქციის ზუსტი “განსაზღვრა, რომელ „, 

დირიხლეს ეკუთვნის. 

განსაზღვრა 2. თუ ნამდვილ რიცხვთა X სიმრავლის ყო– 

ველ თ» რიცხვს შეესაბამება რაიმე წესით ერთი Vყ ნამდვილი რიც- 

სვი, მაშინ იტყვიან რომ ყ არის #-ის ფუნქცია. თვით X: სიმ- · 

რავლეს ფუნქციის განსაზღვრის არე ეწოდება. 

ის ფაქტი, რომ ყ არის თ-ის ფუნქცია, ჩაიწერება ასე: 

, ყ-= /(2) , 
და იკითხება: ყ უდრის ეფ იქსს. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ « 
და ყ ცვლადებს შორის არსებობს ფუნქციონალური დამოკიდებე- 

ლება. ჯ-ს ეწოღება დამოუკიდებელი ცვლადი ანუ არგუ- 
მენტი, ყ-ს კი დამოკიდებული ცვლადი. 

აქ / აღნიშნავს არა სიდიდეს, არამედ დამოუკიდებელ და და- 
მოკიდებულ ცვლადებს შორის შესაბამისობის კანონს. კერძოდ / 
შეიძლება აღნიშნავდეს მათემატიკურ იმ ოპერაციათა ერთობლიო- 
ბას, რომლებიც უნდა ვაწარმოოთ «-ზე, რომ მივიღოთ ყ-ის მნიშ- 

ვნელობები. 
მაგალითად, ვთქეათ მოცემულია #=2#%9 ფუნქცია. იგი ჩაწვ- , 

რილია V= /(») სახით. აქ / აღნიშნავს შემდეგს: ძოცემული „ 

მნი შვნელობის შესაბამისი ყ მნიშვნელობის მისაღებად საჭიროა „ 
ავახარისხოთ კუბში და გავამრავლოთ 2-ზე. ყ=0082ჯ ფორმულა- 
ში ნიშანი C0§ არსებითად იმავე როლს ასრულებს, რომელსაც / 
ნიშანი #= /(») ფორმულაში, განსხვავება აქ მხოლოდ იმაშია, რომ 

008 ნიშანი შემოღებფლია გარკვეული ფუნქციის აღსანიზნავად, 'იმ 
დროს, როდესაც # შეიძლება ვიხმაროთ ნებისმიერი ფუნქციისათ- 
ვის. ცხადია, მოცემული ფუნქციის აღსანიშნავად · /-ის ნაცვლად 
შეგვიძლია გამოვიყენოთ ნებისმიერი ასო, მაგალითად დ. 

თუ ერთდროულად განვიხილავთ რამდენიმე სხვადასხვა ფუნქ: 
ც იას, მაშინ აუცილებელი ხდება სხვადასხვა აღნიშვნის შემოღება. 

რგალითად, # თ; დ(თ), # (2), დ (») სხვადასხვა ფუნქციას აღნიშ. 
ავ · ·
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თუ 7 (2) ფუნქცია განსახღვრულია # სიმრავლეზე და «ე არის 

# სიმრავლის რაიმე ელემენტი, მაშინ, #(-ე) წარმოადგენს «ე-ის · 

შესაბამის რიცხვს და მას ეწოდება #(ჯ) ფუნქციის მნიშვნელობა 

2. წერტილში. 
' #(7),ფუნქციის ყველა მნიშვნელობის სიმრავლეს ამ ფუნქციის 

ცვლილების არე ეწოდება. 
შევნიშნავთ, რომ ფუნქციის განსაზღვრაში აუცილებელი არაა, 

რომ ჯ არგუმენტის სხვადასხვა მნიშვნელობას "შეესაბამებოდეს ყ 
ფუნქციის სხვადასხვა მნიშვნელობა, ასე რომ ყ-ის ყველა მნიშე- 
ნელობა შეიძლება იყოს ერთიდაიგივე ღა მაინც ყ/ იყოს ჯ-ის 

ფუნქცია. ასეთი ფუნქციაა მაგალითად, V=3910? დ+ 6059 დ, რომე– 

ლიც ერთის ტოლია დ-ის ყველა მნიშენელობისათვის. ასევე, ნე–- 
ბისმიერი # მუდმივი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ჟ-ის ფუ5- 

ქცია, რომელიც ინარჩუნებს ერთსა და იმავე დფ მნიშვნელობას 

არგუმენტის ყველა ძნიშვნელობისათვის. 

§ 8. ცალსახა და მრავალსასა ფუნქცია 

ფუნქციის ცნების განსაზღვრის მიხედვით, V არის დ-ის ფუნქ- 

ცია, თუ დ-ის ყოველ მნიშვნელობას მოცემული .არიდან შეესაბა- 
მება ყ-ის ერთი გარკვეული მნიშვნელობა. მაგრამ ზოგჯერ მიზან- 

შეწონილია განვაზოგადოთ ფუნქციის ცნება ისე, რომ არგუმენ- 
ტის მოცემულ მნიშვნელობას შეესაბამებოდეს არა ერთი,. არამედ 
რამდენიმე მნიშვნელობა (უსასრულოდ ბევრიც კი). ამ შემთხვევაში 

ამბობენ, რომ ყ = #(თ) წარმოადგენს ჯ«-ის მრავალსახა ფუნქციას. 
როდესაც არგუმენტის ყოველ მნიშვნელობას ფუნქციის განხაზ- 

ღვრის არიდან შეესაბამება ფუნქციის ერთი გარკვეული მნაშვნე- 

ლობა, ამბობენ, რომ მოცემული ფუნქცია ცალსახაა. 

მაგალითი 1. ვთქვათ; ჯ და ყ ცვლადები შეკავშირებულია 
განტოლებით 

ჟ8+V=9. 

მაშინ უდ სიდიდის ყო მნიშვნელობა -3, 3( ინტერვალიდან 
შეესაბამება ყ-ის ორი მნიშვნელობა ს 1- ' ოე ქალებ 

ყ=+სV/ 9-?მ, ყლ=-- ს წებ, 
ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ #2-LVყ?1=9 განტოლება განსაზღვრავს 
ყ-ს, როგორც დვ-ეს ორსახა ფუნქციას. 

ჩვეულებრიე, მრავალსახა ფუნქცია შეგვიძლია დავყოთ ცალსა- 

ხა ფუნქციებად, ანუ როგორც იტყვიან, მოცემული მრავალსახა 

ფუნქციიდან შეგვიძლია გამოვყოთ მისი ცალსახა შტოები...
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მაგალითად, თუ შევთანხმდებით · განვიხილოთ ყ-ის მხოლოდ 
დადებითი მნიშვნელობანი, რომლებიც აკმაკოფილებენ ჟ/?-+L+Vყ?=9 

განტოლებას, მაშინ ჩვენ მივიღებთ 1–-3, 3, ინტერვალში გან–- 

საზღვრულ ცალსახა ფუნქციას. 

შემდეგში ჩვენ განვიხილაეთ ცალსახა ფუნქციას, თუ საწი- 
ნააღმდეგო არ იქნება ნათქვამი. 

§ 4. ფუნკციის გრაფიკი 

ვთქვათ, X შუალედზე განსახღვრულია 

V= /(2) (4.1) 
ფუნქცია. ჯ-ის ყოველ მნიშვნელობას X შუალედიდან შეესაბამება 

ჯ-ის გარკვეული მნიშვნელობა. ამ გზით მივიღებთ (ჯ, V) წყვილე– 
ბის სიმრავლეს ავიღოთ 

სიბრტყეზე მართკუთხა კო– V 

ორდინატთა 0ე:ყ სისტემა 

(ნა. 11). ზემოაღნიშნულ 

ნამდვილ რიცხვთა ყოველ 
(= ყ) წყვილს შეესაბამება 

სიბრტყი“ გარკვეული M ! 
· წერტილი, რომლის აბსცი- 0| · X > 

საა ჟ, ორდინატა კი ყ. ამ– 

გვარად, სიბრტყეზე მივი- 

ღებთ წერტილთა სიმრავლეს, რომელსაც /#/(თ) ფუნქციის გრა- 
ფიკი ეწოდება. ' | , 

#(თ) ფუნქციის გრაფიკს, ჩვეულებრივ, წ ირი ჰქვია, (4.1) გან– 
ტოლებას კი––წი რის განტოლება. 

ახლა განვიხილოთ განტოლება 

რომელიც ერთმანეთთან აკაგშირებს ორ „ და V ცელადს. ეს გან– 

ტოლება, საზოგადოდ, განსაზღვრავს თ ცვლადის ერთ ან რამდე- 
იმე ფუნქციას. მაგალითად, · 

_ 3ყ– 5 I#+7=0 
განტოლება განსაზღვრავს ერთ ფუნქციას 

7 

52-3 
სადაც =#--, ხოლო განტოლება 

M 

# 

    
ნახ. 11. 

V=
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ჟბLყმ--4=0 

ყლ“+M/ბ- წ, ყ=--IM/4-ე. 
რაიმე ყ= #(თ) ფუნქციას, რომელიც გარკვეულ არეში (4.2) 

_ განტოლებას იგივურად აკმაყოფილებს, ეწოდება ამ განტოლებით 
განსაზღვრულაუ არაცხადი ფუნქცია. 

ყველა იმ («, ყ) წერტილის სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფი- 
ლებენ XL», V)=0 განტოლებას, ეწოდება ამ განტოლებით გან- 
“საზღვრული წირი, ხოლო თვით ამ განტოლებას––წი რის გან– 
ტოლება არაცხადი სახით. 

შენიშვნა. წირის ცნება მათემატიკის ერთ-ერთი ურთულე- 
სი ცნებაა. წირის ხოგადი განსაზღვრა მოცემულია მათემატიკის 
სპეციალურ დარგში–-ტოპოლოგიაში. ამ წიგნში წირის განსაზღვ– 
რა არ მოგეყავს მისი სირთულის გამო. წირზე წარმოდგენას გვაშ– 
ლევს მოძრავი წერტილის მიერ აღწერილი გზა.. 

ორ ფუნქციას 
  

§ წ. ფუნქციის მოციმის სერსები 

' თუ ცნობილია წესი: რომლის მიხედვით არგუმენტის ყოველ 

მნიშვნელობას ფუნქციის ·-განსახღვრის არიდან შეესაბამება ფუნქ- 
ციის გარკვეული მნიშვნელობა, მაშინ ეს ფუნქცია თეორიულად 
ცნობილად ითვლება. მაგრამ პრაქტიკისათვის მნიშვნელოვანია, 
რომ ფუნქციის მოცემის წესი იყოს შეძლებისდაგვარად ყველაზე 

მოხერხებული. ამ მიზანს ვაღწევთ სხვადასხვა საშუალებით; ყოველ 

მათგანს აქვს თავისი ღირსება და თავისი ნაკლი, ყველაზე მეტაღ 

იხმარება ფუნქციის მოცემის სამი, ხერხი: ცხრილური, გრაფიკული 
და ანალიზური. 

“1. ფუნქციის მოცემის ცხრილური ხერხი. ამოწერენ დამოუკი- 

დებელი ცვლადის მთელ რიგ მნიშვნელობას და ფუნქციის შესა- 
ბამის მნიშვნელობებს. ამით შედგება გარკვეული ცხრილი: მაგა- 

ლითად, კარგადაა ცნობილი ლოგარითმების ცხრილი,. ტრიგონო- 
მეტრიული ფუნქციების ცხრილი და, სხვა. ფუნქციის მოცემის 

ცხრილური ხერბი განსაკუთრებით გავრცელებულია · ბუნებისმეტყ- 
ველებასა და ტექნიკაში. 

„ცხრილური ხერხის ღირსება იმაში მდგომარეობს, რომ არგუ- 

მენტის რიგი მნიშვნელობისათვის იგი მაშინვე გეაძლევს ფუნქციის 

შესაბამის მნიშვნელობას (ზუსტს ან მიახლოებითს მოთხოვნილი სი- 
ზუსტით). ცხრილური ხერხის ნაკლი იმაში გამოიხატება, რომ 

ცხრილი ხშირად არ შეიცავს არგუმენტის საჭირო მნიშვნელობებს,
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დღა მაშინ ან უნდა დავკმაყოფილდეთ არასაკმარისი სიზუსტით, ანდა 
ვაწარჰოოთ დამატებითი გამოთვლები. | 

2. ფუნქციის მოცემის გრაფიკული ხერხი, ვთქვათ, სიბრტყე- 

ზე აღებულია კოორდინატთა 0»ყ სისტემა და ამ სისტემის მიმართ 
მოცემულია 48 წირი, რომელსაც 0ყ ღერძის ყოველი პარალელუ– 
რი წრფე ან არ კვეთს; ან კვეთს ერთ წერტილში (ნახ. 12). ეს წი– 

           L) 
    - «- >> 

0 იძ %ე ნ, 7 X 

ნახ. 12. 

რი განსაზღვრავს #= / (>) ფუნქციას (ი, ბ) სეგმენტზე. მართლაც, 
ავიღოთ (თ, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი «ე წერტილი და .მასზე გა- 

· ვავლოთ 0ყ ღერძის პარალელური წრფე; წრფის გაღაკვეთის წერ- 
ტილი 48 წირთან აღვნიშნოთ #-ით. ამ წერტილის წე ორდინა- 

“ტა იქნება ფუნქციის მნიშვნელობა ჯე წერტილში... 
ფუნქციის მოცემის აღწერილ ხერას ეწოდება ფუნქციის. მოცე- 

მის გრაფაკული ხერხი. _ | 
ფუნქციის მოცემის” გრაფიკულ ხერხს ხშირად მიმართავენ ექს- 

პერიმენტულ შრომებში და განსაკუთრებით იქ, სადაც საშუალება 

გვაქვს გამოვიყენოთ თვითჩამწერი ხელსაწყოები. | 
ვ. ფუნქციის მოცემის ანალიზური ხერხი, ეს ხერხი იმაში 

მდგომარეობს, რომ შესაბამისობა , არგუმენტსა და « ფუნქციას 
შორის მოცემულია ფორმულით ან ფორჰულათა სისტემით. მაგა– 
ლითად, ფორმულა | 

_ 27--6>7-+1 

L 7 ჟ/ზ+3 

განსაზღვრავს ყ-ს, როგორიც ჯ-ის ფუნქციას. 
მოქმედებანი, რომლებიც ფორმულაშია "ნაჩვენები, რიგ შემთხ- 

ვევაში საშუალებას იძლევა მივიღოთ ფუნქციის ზუსტი მნიშვნე-
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ლობები არგუმენტის ყველა მნიშვნელობისათვის ფუნქციის გან–- 
საზღვრის არიდან; რიგ სხვა შემთხვევაში ფორმულით შეგვიძლია 

მივიღოთ ფუნქციის მიახლოებითი მნიშვნელობები ნებისმიერი სი– 

ზუსტით. 

ანალიზური ხერხის ნაკლი ისაა, რომ არ გვაქვს თვალსაჩინოე- 

ბა და ხშირ შემთხვევაში დამქანცველ გამოთვლებთან გვაქვს საქმე. 

მათემატიკურ ანალიზში უპირატესობას ანიჭებენ ფუნქციის მო- 

ცემის ანალიზურ ხერხს. 

განსაზღვრა 3, ანალიზურად მოცემული ფუნქციის განსაზ– 

ღვრის არე ეწოდება არგუმენტის ყველა იმ მნიშვნელობის სიმ- 

რავლეს, რომელთათვის შესაბამის ფორმულას აზრი. აქვს. 

მაგალითი 1, ვიპოვოთ ყ=ჯ/ 1-–-,? ფუნქციის განსაზღვ- 
რის არე. 

ამოხსნა. ყ=სV” 1–-ე2 ფორმულას აზრი აქვს ყველა. ჯ-ისათ- 

გის, რომ ლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას 
, 1 2> >0 

აქედან ე2<. 1. მაშასადამე, | თ | <1. ეს უტოლობა ტოლფასია 
უტოლობებისა 

–1<27:2<- 1. 

ამრიგად, მოცემული ფუნქციის განსაზღვრის არეა (--1, 11 სეგ– 
მენტი. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ ყ#= –-; ფუნქციის განსაზღვრის 
2; · 

არე. 

ამოხსნა. მოცემული ფუნქცია განსაზღვრულია #«-ის ყველა 

მნიშვნელობისათვის, გარდა ჯ= 2 მნიშვნელობისა, ვინაიდან ნულ– 
ზე გაყოფა არ შეიძლება. ამიტომ ფუნქციის განსაზღვრის არე იქ- 
ნება 1--თ, –-2ს 1--2, + თL სიმრავლე. 

მაგალითი 3. ყ ფუნქცია მოცემულია ფორმულით 

=V/ თ–-3+ს“8--თ. 

ვიპოვოთ ამ ფუნქციის განსაზღვრის არე. 

ამოხსნა. ს” დ-–-3 გამოსახულებას აზრი აქვს, როდესაც 

თ>31, I 8-2 გამოსახულებას კი, როდესაც თ <- 8. მაშასადამე» 

მოცემული ფუნქციის განსაზღვრის არჟა I3,81 სეგმენტი. 

 



§ 6. რაციონალური ფუნქციები #4 
  

მაგალითი 4. ყV=ს/ –Iთ! ფუნქციის განსაზღვრის არე შედ–- 
გება მხოლოდ ერთი წერტილისაგან, სახელდობრ ჯ=0 წერტილი- 
საგან. 

§ 4. რაციონალური ფუნკციები 

ფუნქციათა უმარტივეს კლასს მრავალწევრები შეადგენენ. მრა–- 

, ვალწევრი ეწოდება . · 
. V=ძა+თ,თ-L ცე ფბ+...+იც დ? ი. (6.1) 

სახის ფუნქციას, სადაც > დამოუკიდებელი ცვლადია, თე; C6ჯ; ძა, 
ჯ.-ს» ი, წარმოადგენენ ნამდვილ რიცხვებს (მრავალწევრის კოეფი– 

ციენტებს), ხოლო # არის ნებისმიერი არაუარყოფითი მთელი რი–- 
ცხვი. ამ ჯ» რიცხეს ეწოდება (6.1) მრავალწევრის ხარისხი. 
ხშირად მრავალწევრს მთელ რაციონალურ ფუნქციას ან პოლინომს 

"უწოდებენ. 
მრავალწევრის კერძო სახეებია: წრფივი ფუნქცია 

ყ=ით+ხ (თC #9), 
კვადრატული ფუნქცია ე 

ყლ=ი.მ+-ხ2+ი (თ #9). 

ფუნქციათა შემდეგი უფრო ფართო კლასია რაციონალურ ფუნ- 
ქციათა კლასი. ორი მრავალწევრის ფარდობას ეწოღება რაციო- 

ნალური ფუნქცია: 

_ მი+0ი2+ძეთ+L.--+ძიით"“ 

ხი+ხ,თ-+ხადბL...+ხოი დ” 

აქ იგულისხმება, რომ მრიცხველსა და შწიშვნელს არა აქვთ საეო- 
თო ფესვი. 

  

ასეთი ფუნქციის განსაზღვრის არეს შეადგენს ჯ-ის ყველა მნიშ- 
ვნელობა, რომლებიც მნიშვნელს ნულად არ აქცევენ. ცხადია, მთე- 
ლი რაციონალური ფუნქცია წარმოადგენს რაციონალური ფუნქ. 
ციის კერძო შემთხვევას. 

რაციონალურ ფუნქციას 

_თ2წ2+ხ 

0+9” 
სადაც იძ, ბ, C, ძ მუდმივები აკმაყოფილებენ პირობებს 6 #0 და 

  (6.2)
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<–# 4, ეწოდება წილადურ-წოფივი ფუნქცია. ამ ფუნქ 

ციის ანაზლერის არეა (--თდ, + თ) – (– == სიმრავლე. 
C 

რაციონალური ფუნქციისათვის დამახასიათებელია ის, რომ ამ 

"ფუნქციის მნიშვნელობის გამოსათვლელად საკმარისია არგუმენტზე 
შევასრულოთ სასრული რაოდენობა ოთხი არითმეტიკული მოქმე– 
დებისა, როგორიცაა შეკრება, გამოკლება, გამრავლება და გაყოფა. 

ახლა განვიხილოთ ორი ცვლადის მრავალწევრი. დჯ და Vყ .ცვლა– 

დების XX», ყ) მრავალწევრი ეწოდება თ,» 2'ყ" სახის წეერთა 'ჯამს, 

სადაც თკ, ნამდვილი რიცხვებია, ხოლო ჯ და # მაჩვენებლები–– 

არაუარყოფითი მთელი რიცხვები. ი, ჯ! ყ# გამოსახულებას ეწოდება 

X (>, ყ) მრავალწევრის წევრი, +-+# რიცხვს კი თ, დ'/" წევრის ხა- 
რისხი ან რიგი. 

' XC, ყ) მრავალწევრის ხარისხი ეწოდება მისი წევრების ხა- 
რისხებს შორის უდიდესს. მაგალითად, 

#XL(Cთ, ყ):=2 ეზყ"--41ყ+8 მზ ყ+3ე--ყ-+1 

მე-17 ხარისხის მრავალწევრია. 

თუ X(თ, ყ) მრავალწევრში ყ-ის უდიდესი ხარისხია # რიცხვი, 
მაშინ იგი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ასე: 

#X(თ, ყ)= X#ი-(2)+L,(თ)ყ-L.. ·+ ჩი (თ)ყ", 

სადაც ჯა(თ), L, (2#.- 

ვალწეერებს. 
მაგალითად, თუ 

” 1ი (9) წარმოადგენენ 2ჩ2 ცვლადის მრა– 

#(თ, Vყ)=- 297 9+2 „% ყმ-L3 დყბ+>+5 ყ-+4. 
მაშინ იგი შეგვიძლია გადავწეროთ ასე ! 

წ #LC=, V)=(=-+4)+(5+219 ყ+2 „% ყბ.| ვ უყ. წ 
· ამ შემთხვევაში 

#ა(2)==>+4, X,(2)=5+2, 1,(თ)=2 2%, 
- 1, (2)=3 2. 

ორი ცვლადღის რაციონალური ფუნქცია ეწოდება 

ორი ცვლადის ორი მრავალწევრის ფარდობას.,
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§ 2. ცხადი და არაცსადი ალგებრული ფუნკციები. ტრანსცენდენტური 

ფუნქციები 

განსაზღვრა 4. შეკრებას, გამოკლებას; გამრავლებას, გა- 

ყოფასა და ფესვის ამოღებას ალგებრული ოპერაციები ეწოდება. . 

განსაზღვრა 5. ყ= #(თ) ფუნქციას ეწოდება ცხადი ალ- 
გებრული ფუნქცია, თუ ყოველი ჯ-სათვის, ფუნქციის გა5- 

საზღვრის არიდან, მისი შესაბამისი ყ-ის გაძოსათვლელად საჭი- 

როა ჯ-ზე ვაწარმოოთ მხოლოდ სასრული რიცხვი ალგებრული . 

ოპერაციებისა. | 

მაგალითად, 

3 7ეზი62,-1 
ყ=M/ 1 +>-/ 2-32+45>- 72+5 
  

არის ცხადი ალგებრული ფუნქცია. > 

შეიძლება დამტკიცდეს, რომ თუ #=7/ (») არის ცხადი ალგებ- “ 
რული ფუნქცია, მაშინ იგი აკმაყოფილებს #L(>, V)=-0 განტოლე– 

ბას, სადაც X'(=თ, V) წარმოადგენს ჯ და ყ-ის მიმართ რაიმე მრა- 

ვალწევრს. : 
განსაზღვრა 6. ყ-ს ეწოდება ჯ-ის არაცხადი ალგებ- 

რული ფუნქცია, თუ იგი ამონახსნია XX, ყ)=0 განტოლებისა. 

„ სადაც XI (დ, ყ) მრავალწევრია ჯ და ყ-ის მიმართ. 

შეიძლება ვიფიქროთ, "რომ ყოველი არაცხადი ალგებრული ყ 

ფუპქცია იქცევა ცხად ალგებრულ ფუნქციად, თუ (>, ყ)=0 
განტოლებას ამოვხსნით ყ-ის მიმართ რადიკალების საშუალებით. 
მაგრამ ალგებრული განტოლება, საზოგადოდ, ვერ ამოიხსნება რა– 

დიკალების საშუალებით. მაშასადამე, არაცხად ალგებრულ ფუნქ- 
ციათა კლასი უფრო ფართოა, ვიდრე ცხად ალგებრულ ფუნქცია- 
თა კლასი, | ' 

მაგალითად, ყწ+Vყ+ფ=0 განტოლება ყ-ის მიმართ ვერ ამოიხს– 

ნება რადიკალების საშუა ლებით. მაშასადამე, ეს განტოლება გან– 
საზღერავს ყ-ს როგორც ჯ#-ის არსებითად არაცხად ალგებრულ 

ფუნქციას, 

დასასრულ შევნიშნავთ, რომ რაციონალური ფუნქცია ცხადი 
ალგებრული ფუნქციის კერძო შემთხვევაა, ხოლო ცბადი ალგებ– 

რული ფუნქცია არაცხადი ალგებრული ფუნქციის კერძო სახეა. 
' განსაზღვრა 7. ალგებრულ ფუნქციას, რომელიც რაციონა– 
ლური არაა, ირა ციონალური ფუნქცია. ეწოდება,
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ფუნქცია, რომელიც ალგებრული არაა, ტრანსცენდენ- 

ტური ფუნქცია ეწოდება. · მაგალითად, 3910 7, 0082, ხთ, 09 => 
ტრანსცენდენტური ფუნქციებია. 

§ ბ. ზრდადი და კლებადი ფუნკციები 

მათემატიკური ანალიზის ერთ-ერთი უმნიშვნელოვანესი ამო– 
ცანაა ფუნქციის ცვლილების ხასიათის შესწავლა. ფუნქციის ცვლი– 
ლების უმარტივესი შემთხვევა გვაქვს მაშინ, როდესაც ფუნქცია 
მხოლოდ იზრდება ან მხოლოდ კლებულობს. 

განსაზღვრა 8. რაიმე X სიმრავლეზე განსაზღვრულ / (2) 

ფუნქციას ეწოდება გრდადღდი ამ სიმრავლეზე, თუ ამ სიმრავლის 
ნებისმიერი „, და >” რიცხვისათვის 

/ფ0</ 6, როდესაც თ <2”, 
ხოლო /(თ) ფუნქცია კლებადია X სიმრავლეზე, თუ ამ სიმრავ– 

ლის ყოველი >” .და დ” რიცხვისათვის 

#C070> /# (>), როდესაც თ <>“ 

მე-13 ნახაზზე მოცემულია ზრდადი ფუნქციის გრაფიკი, მე-14 

ნახაზზე კი კლებადი ფუნქციის გრაფიკი. 

შ 71. 

  
    0| ი ჩ 0I_9.. ,» 

ნახ. 13. ნახ. 14. 

განსაზღვრა 9. X სიმრავლეზე განსაზღვრულ # (2) ფუნქ– 

· ციასს ეწოდება არსებითად ზრდადი ამ სიმრავლეზე,.თუ ამ 
სიმრავლის ყოველი ჯ„' და დ” რი/კხვისათვის 

I .C)</(>” ს, როდესაც თ” <>», 

ხოლო / (2) არსებითად კლებადია XX სიმრავლეზე, თუ ამ. 
სიმრავლის ყოველი > და დ” რიცხვისათვის 

"#/(22>/C”ჩ, როდესაც > <7”.
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მე-15 და მე-16 ნახაზებზე წარმოდგენილია შესაბამისად არსები– 
თად ზრდადი და. არსებითად კლებადი ფუნქციების გრაფიკები. 

LI : 4 
'8 ! 

    ჯ ! 
0 L7 წ LL 0ი| ძ § Xჯ 

ნახ. 15. · ნას. 16. 

  
      

განსაზღვრა 10, X სიმრავლეზე. განსაზღვრულ / (2) ფუნქ- 

ციას ეწოდება მონოტონური ამ სიმრავლეზე, თუ იგი ზრდა- 
დია ან კლებადი, ხოლო ფუნქცია არსებითად მონოტონუ- 
რია, თუ იგი არსებითად ზრდადია ან არსებითად კლებადია. 

მაგალითი, 1. #(,)=»> ფუნქცია არსებითად ზრდადია 
(0. + –( შუალედში, ხოლო იგი არსებითად კლებადია )–თდ. 0 

შუალედში. L-3, 21 სეგმენტზე მოცემული ფუნქცია არც ზრდადია 

და არც კლებადი. 
მაგალითი 2. #(თ)=ე?“! ფუნქცია არსებითად ზრდადია ნე- 

ბისმიეერ X შუალედზე, ხოლო დ(2)= 2! ფუნქცია არსებითად 
კლებადია ნებისპშპიერ X შუალედზე. 

§. 9. შემოსაზღვრული და ფეზოუსაზღვრელი ფუნქციები 

X სიმრავლეზე განსაზღვრულ /#(ი) ფუნქციას ეწოდება შემო- 
საზღვრული ამ სიმრავლეზე, თუ არსებობს ისეთი დაღებითი // 
რიცხვი, რომ ამ სიმრავლის ყოველი ჯ წერტილისათვის მართებუ- 

ლია უტოლობა · 

| / (2) | <M. (9.1) 
(9.1) უტოლობა ტოლფასია. უტოლობებისა 

– 71<#(0< M 

X»(თ) ფუნქციას ეწოდება შე მრ უსაზღერელი X სიმრაელეზე, 
თუ ყოველი რაგინდ ღიდი დადღებითი /4 რიცხვისათვის მოიძებნება 
აქ სიმრავლის ისეთი «ა: წერტილი, რომ · 

| # (>) | >>4. !



78 თავი II. ფუნქცია 

  

მაგალითი 1 7#(2)=ლ009.,7 ფუნქცია შემოსაზღვრულია 
1- თ, +=I შუალედში, რადგან ამ შუალედის ყოველი დ წერტი–- 

ლისათვის | 6097 | «<1. 

მაგალითი 2. , ვთქვათ, /#0=-- ფუნქცია განსაზღვრულია 

#9, 1) შუალედში. ეს ფუნქცია შემოუსაზღვრელია ამ შუალედში. 
მართლაც, ავიღოთ ნებისმიერი რაგინდ დიდი დადებითი რიცხვი #4 

და ავიღოთ ჯ-ა= >; რიცხვი. ცხადია; ჯე C 10, 1). მეორე მხრით 

# 6)= <-=24 >4. 

ამრიგად, მოცემული /(>)= – ფუნქცია შემოუსაზღვრელია 10, 11 

შუალედში. 

§ 10. ლუწი და კენტი ფუნკციები 

ამ პარაგრაფში განვიხილავთ ისეთ ფუნქციებს, რომლებიც გან– 
საზღვრულია კორრდინატთა სათავის მიმართ სიმეტრიულ შუალე- 

დებზე. 
განსაზღვრა 11. /(ჯ) ფუნქციას ეწოდება ლუწი, თუ ნე– 

ბისმიერი «-ისათვის ფუნქციის განსაზღვრის არიდან მართებულია 
ტოლობა · 

#(-–9=/(7)- 
ლუწი ფუნქციების მაგალითებია: 

„V=2?% 9= | ჯ | , ყ/=0087, #=810" >. 

ლუწი ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია ორდინატთა ღერძის 

მიმართ. ამიტომ ლუწი ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად საკმარისია 
ავაგოთ ფუნქციის გრაფიკი მხოლოდ 2>90 მნიშვნელობებისათვის 

და შემდეგ მიღებული გრაფიკი სარკისებრად გადავსახოთ ორდი- 
ნატთა ღერძიდან. 

განსაზღვრა 12. /(თ) ფუნქციას ეწოდება კენტი, 9 თუ ნე– 
ბისმიერი «-სათვის ფუნქციის განსაზღვრის არიდან მართებულია: 
ტოლობა 

#(–2)= – / (წ).
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კენტი ფუნქციების მაგალითებია: 

ყ=ე, ყVყ=8ჰ02თ, ყ=Lხყ2>. 

კენტი ფუნქციის გრაფიკი სიმეტრიულია კოორდინატთა სათა- 

ვის მიმართ. კენტი ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად საკმარისია ავა–- 
გოთ ფუნქციის გრაფიკი >>90 მნიშვნელობებისათვის. შემდეგ 

ორმაგი გადასახვით კოორდინატთა ღერძებიდან მიიღება გრაფიკის 

მეორე ნაწილი. 

შენიშვნა. სიმეტრიულ შუალედზე განსაზღვრული ფუნქცია 
შეიძლება არ იყოს არც ლუწი და არც კენტი. მაგალითად, ყ=2-+23 · - 

და =ი% ფუნქციები არც კენტია და არც ლუწი. 
ლუწი ღა კენტი ფუნქციების მიმართ მართებულია შემდეგი 

თეორემები: 
თეორემა 1. ორი /(?) და #(2) ლუწი ფუნქციის ჯამი 

და სხვაობა: ლუწი ფუნქციაა. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

#(თ2)= 1 (=)-+9 (). 

1 (--2)= # C-2)+ 9 (--თ)= / (თ)+9 (თ)= L (2). 
ანალოგიურად მტკიცდება, რომ #(:)–ყ/(თ) სხვაობა. ლუწი 

ფუნქციაა. თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 2. ორი კენტი ფუნქციის ჯამი და ს სხვაობა 

კენტი ფუნქციაა. 
დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 
თეორემა 38. ორი ლუწი ან ორი კენტი. ფუნქციის 

ნამრავლი ლუწი ფუნქციაა. 

დამტკიცება: ვთქვათ, მოცემულია /(თ) და (თ) ფუნქ- 
ციები. შემოვიღოთ "აღნიშვნა 

(2) = /() ყ(2): 
თუ /(2) და ყ(,) ლუწი ფუნქციებია, მაშინ 

# (–-2)= # (––-) 9ძ(–:)= / (=) ე (თ). 

თუკი / (თ) და ე (2) კენტი ფუნქციებია, მაშინ 

#(C-2)=/ (–-თ) 9(–2)=L-–- / (=)) L––ყ (2))= / («) ყ(2) 
და, ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 4. ყოველი /() ფუნქცია, რომელიც გან-' 

საზღვრულია სიმეტრიულ შუალედზე, შეგვიძლია 

მაშინ
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წარმოვიდგინოთ ლუწი და კენტი ფუნქციების ჯა- 
მის სახით. 

დამტკიცება. განვიხილოთ შემდეგი ორი ფუნქცია: 

ცხადია, დ(თ) არის ლუწი ფუნქცია, % (2) კი ენტი ფუნქციაა. 
ამასთანა ვე» 

»X (თ)=დCდ(?)-+V (თ). 
თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 11. პერიოდული ფუნკცია 

გახსაზღვრა, რაიმე არეში განსაზღვრულ /(»თ) ფუნქციას ეწო- 

დება პერიოდული პერიოდით თ, ან მოკლედ თ-––პერიოდული ფუნქ- 

ცია, სადაც თ >0, თუ ამ არის ყოველი X წერტილისათვის X -L თ 

წერტილები ეკუთვნის ფუნქციის განსაზღვრის არეს და მართებულია , 

ტოლობა 

MIC+V)= #(V). 

მაგალითად 610 > და 003> პერიოდული ფუნქციებია და მათი 
· პერიოდია 2%#. ასევე, სთ > და ას. დ ფუნქციებიც პერიოდულია და 

მათი პერიოდია +. 

თუ #(თ) ფუნქციის პერიოდია თ, მაშინ –ი რიცხვიც იქნება 
პერიოდი, ვინაიდან 

# (C–ი)= | I(თ-–ი)+ი1= / (თ). 
გარდა ამისა, თუ თ არის / (>) ფუნქციის პერიოდი, მაშინ + »თ, 

სადაც » ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია, იქნება აგრეთვე / (თ) 
"ფუნქციის პერიოდი. 

ჩვეულებრივ, ფუნქციის პერიოდს უწოდებენ ყველა დადებით 
პერთოდს შორის უმცაირესს. 810» ფუნქციას ეწოდება 2X პერიო- 

დის ფუნქცია თუმცა მისი პერიოდებია აგრეთვე 2XX, სადაც 
#ხ=>+1, +2,... შევნიშნავთ, რომ ფუნქციის პერიოდთა შორის 
შეიძლება არ არსებობდეს უმცირესი. მაგალითად, #(2)=1 ფუნქ- 

ცაა პერიოდულია და მისხ პერიოდია ნულისაგან განსხვავებული 
"ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვი თ, ვინაიდან 

XVXთდ+თ)=1=/ (2). 
თ)-პერიოდიანი ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად საკმარისია ავა- 

გოთ იგი ერთი პერიოდის ფარგლებში, ე. ი. >-ის ნებისმიერი 
მნიშვნელობისათვი თ+.ი მნიშვნელობამდე. შემდეგ, აგებული
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გრაფიკის გადაწევით მარჯვნივ და მარცხნივ თ; 20, 3 თ,... მან– 
ძილით, მივიღებთ ფუნქციის გრაფიკულ წარმოდგენას მთელ. შუა- 

ლედზე (ნახ. 17). 

მაგალითი. ავაგოთ #=Cთ-–-(>) ფუნქციის გრაფიკი, სადაც 
M#L(C>) წარმოადგენს უდიდეს მთელ რიცხვს, რომელიც არ აღემა– 

# 

4 

    

  

, 

ნახ. 17. 

ტება დ რიცხვს, ადვილი შესამოწმებელია,: რომ ეს ფუნქცია პე–- 

რიოდულია და მისი პერიოდი არის 1. ამ ფუნქციის გრაფიკი წარ- 

მოდგენილია მე-18 ნახაზზე. 

„V 
! 

      

  

C
C
 

-
-
-
-
.
 

  
ნახ. 18. 

: § 13. ფექცეული ფუნქცია 

ვთქვათ, ნამდვილ რიცხვთა X სიმრავლეზე განსაზღვრულია 

' _ ყ=/C) (12.1) 

ფუნქცია. ამ ფუნქციის ცვალებადობის არე აღვნიშნოთ X ასოთი. 
ავიღოთ X სიმრავლის რაიმე V/ რიცხეი. მას შეიძლება შეესა–- 

ბამებოდეს დ არგუმენ4ის რამდენიჭე მნიშვნელობა. ვთქვათ, / (ჟ) 

ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია მე-19 ნახაზზე, #=0/ მნიშვნე- 
ლობას შეესაბამება #-ის 0», 0»: და 0/ვ მნიშვნელობა. 

თუ /#/(7) ფუნქცია არსებითად ზრდადია ან არსებითად კლება- 

დი X სიმრავლეზე, მ-ში5 ფუნქციის ზრდადობის გამო X სიმრაე- · 

6 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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· ლის ყოველ Vყ რიცხვს შეესაბამება ჯ არგუმენტის მხოლოდ ერთი 

- მნიშვნელობა (ნახ. 20). მაშასადამე, თუ ყ-ს განვიხილავთ როგორც 

დამოუკიდებელ ცვლადს, მაშინ დ იქნება ყ-ის ცალსახა ფუნქცია 

· #%=C LV), 
რომელიც განსაზღვრულია X» სიმრავლეზე. 

(12.2) 

დ(ყ) ფუნქციას ეწოდება /(თ) ფუნქციის შექცეული ფუნქ- 
ცია, #/(>7) კი პირდაპირი ფუნქცია. შექცეული ფუნქციის 
განსაზღვრის არეა I, ხოლო „ცვალებადობის არე არის 7. 

» 
M, II M. 

“ 

XMვ 
  

  
  

”ს 0 7712   
ნახ. 15. 

ვთქვათ, / (თ) ფუნქცია არსებითად ზრდადია Xჯ შუალედში. 

მაშინ შექცეული დ(ყ) ფუნქციაც აგრეთვე არსებითად ზრდადია: 
ეს უშუალოდ გამომდინარეობს 

არსებითად ზრდადი ფუნქციის 

განსაზღვრიდან. თუ დავუშვებთ, 

რომ /#/(», "არსებითად კლებადი 

ფუნქციაა Xჯ მუალედში, მაშინ 

მისი შექცეული ფუნქცია იქნება 
არსებითად კლებადი. 

თუ X შუალედში განსაზღევ- 
რული | (თ) ფუნქცია არსებითად 

'· მონოტონური არ არის, მაშინ 

საზოგადოდ არ არსებობს ამ ფუნ– 

| 
L წ 

ი 

'§ 

  

    
    

ნახ. 20. 

ქციის მექცეული ფუნქცია. მაგრამ ბევრ “შემთხეევაში ხერხდება 

X შუალედის დაყოფა უბნებად ისე, რომ ყოველ მათგანზე _, (2) 

იყოს არსებითად მონოტონური. „ახლა თუ /(ჯ») ფუნქციას განვიხი- 
ლავთ ერთ-ერთ უბანზე, მაშინ შექცეული / (თ) ფუნქცია იქნება 

ცალსახა. ·
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მაგალითი 1. ეთქვათ, ყ=2>2+5 ფუნქცია განსაზღვრულია 

L-თ, +=< შუალედში. ვიპოვოთ ამ ფუნქციის შექცეული ფუ5ქ- 

ცია. ამისათეის ყ=227+5 განტოლებიდან ვიპოვოთ ჯ. გვაქვს 

ყ–5 
ალოდი, 

ეს არის მოცემული ფუნქციის შექცეული ფუნქცია, რომელიც გან- 

საზღვრულია 1--თ, + შუალეღში. ..· 
მაგალითი 2. ყ=7ჯ»? ფუნქცია განსაზღვრულია )– თ, +C=I 

შუალედში და ამ შუალედში იგი მონოტონური არ არის. მისა ცვლი- 
ლების არეა (0, +=თ. შუალედი. ყ-ის ყოველ მნიშვნელობას 
0, +თ) ინტერვალიდან შეესაბამება ყ=დ»ბ? ფორმულის მიხედე: თ 
ჯ-ის ორი მნიშვნელობა. მაშასადამე, შექცეული ფუნქცია არის 
ორსახა. იგი გამოისახება ფორმულით. 

თ=+-VVი (00<ყ<+თ). 
ახლა დავყოთ )-=%, + თ. შუალედი, რომელშიაც იცვლება 

ყ= ბზ ფუნქციის არგუმენტი ორ შუალედად )--თ, 0) და |0,+ თL. 
ყოველ მათგანში ყ=ე? ფუნქცია არსებითად მონოტონურია და, 
მაშასადამე, შექცეული ფუნქცია არის ცალსახა. I--თ, 0) შუა- 

ლედში ყ=ჯ271 ფუნქციის შექცეული ფუნქცია გამოისახება ფორ- 

უღათ 

2= 

ა=-VVყ (0<9ყ<+თ), 
ხოლო (0, + I შუალედში შექცეული ფუნქცია: იქნება. 

თ=+VV (0<Vყ<+თ). 
კოორდინატთა ერთ და იმავე 0»ყ სისტემაში (12.1) და 

(12.22) განტოლებები გამოსახავენ ერთ და იმავე წირს. (12.1) 

ფუნქციისათვის არგუმენტის მნიშვნელობები აღებულია 0» ღერძ- 

ზე, (12.2) ფუნქციისათვის კი 0ყ ღერძზე. 

თუ (12.2) ფორმულაში არგუმენტს #-ით აღვნიშნავთ, ისე რო– 
გორც (12.1) ფორმულაში, ფუნქციას კი ყ-ით, მივიღებთ 

ყ=ფდ(=). (12.3) 

ჩ ვეულებრივ, დ(თ) ფუნქციას ეწოდება /(7) ფუნქციის შე ქ- 
ცეული ფუნქცია, / (თ) კი პირდაპირი ფუნქცია. ! 

ახლა როგორც პირდაპირი, ისე შექცეული ფუნქციისათეის არ- 
გუმენტის მნიშვნელობები აიღება ერთ და იმავე 0» ღერძზე, ფუნ- 
ქციის კი 0V ღერძზე,
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შევნიშნოთ, "რომ თუ #(ი) ფუნქცია არსებითად მონოტონე- 

რია, ხოლო. დ(ჯ) წარმოადგენს მის მექცეულ ფუნქციას, მაშინ 

/ I(თ(2))=> და დL/ (თ))=>- 
მაგალითად, #(თ)=23? ფუნქციის შექცეული ფუნქცია არის დ(თ)= 

=V 2 · ამიტომ 
ვ _ ვ __ 

# Iდ(თ))=(V თდ)).=ჯ ლდა დ(/(>))=V 2. =დყ. 

თეორემა 5. პირდაპირი და შექცეული ფუნქციების 

გრაფიკები სიმეტრიულად არიან განლაგებული 

პირველი და მესამე საკოორდინატო კუთხეების ბი– 

სექტრისის მიმართ. | 

დამტკიცება. ვთქვათ, ყჯ= / (დ) ფუნქციის შექცეული ფუნ- 
ქციაა ყ=დ(2). ვიგულისხმოთ, რომ როცა ჯ=0, მაშინ #= /(0ი)=ხ. 

, 2 ცხადია, M (თ, ხ) წერტილი 
წ , შეს ყ=ჯ/(») ფუნქციის 

MI§ : გრაფიკზე (ნახ. 21). მაშინ 

“რ (ხხ, ი) წერტილი ძევს 

რს შექცეული ყ=დ() ფუნქ- 
/ ა ა M/V.4) "ციის გრაფიკზე, ვინაიდან 

ყV თ=დ(ჩხ). მაგრამ #(თ, #) 

0 კ და V(ხ ი) წერტილები 
სიმეტრიულია V=27 წრფის 

მიმართ. .· 

ნაL, 21. ამრიგადდ პირდაპირი 

„ ფუნქციის გრაფიკის ყოველ 
წერტილს შეესაბამება შექცეული ფუნქციის გრაფიკის წერტილი. 

ეს წერტილები სიმეტრიულად არიან განლაგებული პირველი და 

მესამე საკოორდინატო კუთხეების ბისექტრისის მიმართ. მაშასა– 

დამე, თუ მოცემულია რაიმე ფუნქციის გრაფიკი, მაშინ მისი შექ- 

ცეული ფუნქციის გრაფიკის მისაღებად საჭიროა ნახაზი გადავკე– 

ცოთ პირველი და მესამე საკოორდინატო კუთხეების ბისექტრი– 

საზე. 

  
    დ 

§ 18. რთული ფუნძცია 

ვთქვათ, ს შუალედზე განსაზღვრულია ს ცვლადის ფუნქცია 

V= CV), |
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სადაც # თავის მხრივ წარმოადგენს X შუალედზე განსაზტვრულ 
ჯ ცვლადის დ(თ) ფუნქციას. ვიგულისხმოთ, რომ დ(>) ფუნქციის 
მნიშვნელობები მოთავსებულია VI შუალედზე, მაშინ ამ ორი ფუნქ- 
ციის საშუალებით შეგვიძლია ავაგოთ ახალი ფუნქცია შემდეგნაი- 

რად: თუ ჯ ნებისმიერი რიცხვია Xჯ შუალედიდან, მაშინ მას #=%(;) 
ფუნქცია. შეუსაბამებს გარკვეულ „ ნამდვილ ოიცხვს, რომელსაც 

თავის მხრივ #= / (#V) ფუნქცია შეუსაბამებს გარკვეულ V რიცხვს. 
ამრიგად, V არის ყ-ის ფუნქცია: 

· ყ= XL). 
ასე განსაზღვრულ X(,) ფუნქციას ეწოდება V= / (9), #=თCთ(<2) 
ფუნქციებით განსაზღვრული რთული ფუნქცია. მას აღნიშნავენ 
აგრეთვე ასე: 

V= IV (4)! 
და ამბობენ, რომ ყ ფუნქცია აგებულია /() და '"დ(2) ფუნქციე–- 

ბის სუპერპოზიციით. 

მაგალითი .1. გთქვათ, ჯ=19აV ფუნქცია განსაზღვრულია 

19, +=( შუალედში. მაშინ Vყ=1წ0, « და «=1C > ფუნქციების სუ- 

პერპოზიციით მივიღებთ ყ=)16იხ§2 ფუნქციას. . · 

მაგალითი 2..#/=Vყ3 და #= (-5>1 ფუნქციების სუპერპო– 

ზიციით მივიღებთ V#= 5 უ–-1 ფუნქციას. 

რთული ფუნქცია შეგვიძლია შევადგინოთ არა» ორი ფუნქციის 

სუპერპოზიციით, არამედ რამდენიმე ფუნქციის სუპერპოზიციით. 
ვ 

მა გა ლ ითი 3. V#=სVV, 4= V თ და ყ=27+ 1 ფუნქციების 

სუპერპოზიციით მივიღებთ რთულ ფუნქციას 

ვ 

ყ= LI 2თ+1. 

I) 

კითხვები 

· როგორ სიდიდეებს, ეწოდება ცვლადი და მუდმივი? მოიყვა– 

ფთ ცვლადი სიდიდის მაგალითები. 

2. როგორ სიდიდეს ეწოდება პარამეტრი? აბსოლუტურად მუდ- 
მივი სიდიდე? 

3. რას ეწოდება ფუნქცია? 
4. რას უწოდება ფუნქციის განსაზღვრის არე? ფუნქციის (ევლი–- 

ლეზის არე? 

გო წ. ფუნქციათა წარმოდგენის რამდენი ძირითადი წესი არსე–-
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6. როგორ ფუნქციას ეწოდება ზრდადი? კლებადი? არსებითად 

ზრდადი? არსებითად კლებადი? მონოტონური? არსებითად მონო- 
ტონური? 

1. როგორ ფუნქციას ეწოდება შემოსაზღვრული? რას ნიშნავს, 

რომ ფუნქცია შემოუსაზღვრელია? 

8, როგორ ფუნქციას ეწოდება კენტი და ლუწი? 

9. როგორ ფუნქციას ეწოდება პერიოდული? რას ეწოდება 

ფუნქციის პერიოდი? ყოველ პერიოდულ ფუნქციას აქვს თუ არა 

უმცირესი პერიოდი?  . 
10. როგორაა განსაზღვრული შექცეული ფუნქცია?- ყოველი 

ფუნქციისათვის არსებობს თუ არა შექცეული ფუ5ქცია? მოიყვა- 
ნეთ საკმარისი პირობა იმისა, რომ არსებობდეს მოცემული ფუნქ- 

ციის შექცეული ფუნქცია. 
11. როგორ არიან განლაგებული პირდაპირი და შექცეული 

ფუნქუეიების გრაფიკები? 

12, მოიყვანეთ რთული ფუნქციის განსაზღვრა. 

სავარ დი შო 

1. მოცემულია /(7)=2?#4თ-1 ფუნქცია. დაამტკიცეთ, რომ 
'# (ფთ+ჩ)––/ (თ)=(2 ჟ-L4) #-LCM". 

2. მოცემულია / (2)=ფ%-9 დ-L14 ფუნქცია. დაამტკიცეთ; რომ 
MIVXთ+1)=თ"-70+5. 

3. მოცემულია / (თ)=3მ –-10,1+31 >--30. დაამტკიცეთ. რომ 

#(3)=/(5)..... 
4, მოცემულია ფუნქცია დ(ჯ)=თ”“. დაამტკიცეთ, რომ 

დ(X+V)=დ დ) დ (V). 

1+>?%. 

–თ 

5, ვთქვათ. 

  თ(9=16 – 

დაამტკიცეთ, რომ | ' 

. დC)+დ(,)=დ ი). 
' '1+თყ 

6. მოცემულია 
ჯ –I “უუ –»I 

დ(2)=% +5 , სთ-%5--4“, 
დაამტკიცეთ, რო9 

    

დ (=+ყ)=დ (2)დ (V)+8 (2)% 6), 
ს (21-+-V)= დ (2) 8 (9)-L დ (ყ) დ (2). ·
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7, მოცემულია / (2)= 608 თ, დაამტკიცეთ, რომ 

# (თ+#)-–-/ (თ)= –2 819 + 810 (« + 4) · 

8. მოძებნეთ შემდეგი ფუნმციების განსაზღვრის არეები: 

ა) Vყ=IM თ-1; ბ) #ყ= (C>+1; წ. ყ=Vს“ დებ; 

"-3თ>+2. 
თ-L1 

პასუხი: ა) (1, +C(; ბ) )--თ, +Cთ(; გ) (0,1) ს )-– <<, · ––1); 

დ) 1-2, +2ც ე) 1-1, 1C0 12, +=L 
9. მოძებნეთ ყ=ს”/ §Iი 2თ ფუნქციის განსაზღვრის არე. 

  

დ) #=18 822 ე) ყ=1დ =- 

პასუხი: (თ, ულევ) #=0.- + 1, +2,... 

10, 'გამოარკვიეთ, ქვემოთ მოყვანილი ფუნქციებიდან რომელია 

კენტი და რომელია ლუწი: 

ა) /#(თ)–ი:+თ.; ბ) #(:)=0+-ი #;-. 

  

ვ ვ 

ბ) #(2)=M 1–-ჯ-+- 2? –-I/ 1+თ+27; 

დ) / (2) =16 + 1+ %. ე) #(2)=1წ (თ-+ IV 1+თ3). 
–272 

  

ტ ბასუხი: ა) ლუწია; ს კენტია; გ) კენტია; დ) კენტია; ე) კენ– 
ია. 

11, გამოარკვიეთ, 'შემღეგი ფუნქციებიდან რომელია პერიო- 

დული და იპოვეთ უმცირესი პერიოდი: 

810 22 ყი ვთ . 
ა) 7 (ფე)=31ი თ+ 2 + 3 

ბ) #(თ)= 4 008 X>-C 8 31ი 2; 

  

ბ) #(20=VIიხღთ); ღ) #C)=6 --+%--: 

ე) წ#(>)=0608%>: ვ) # (თ>)=%ყ ჟ2. 

პასუხი: ა) პერიოდულია, 0=2X; ბ) პერიოდულია, 0 = – ;
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გ) პერიოდულია, C0თ=%#; დ) პერიოდულია, თ =6X; ე) პერიოდულია, 

თ=X; ვ) არაპერიოდულია, 

12. ააგეთ შემდეგი ფუნქციების გრაფიკები: 

ბ + = 2+)%I. : )Vყ 2 

ე) #=(თ), სადაც #(2) არის უდიდესი მთელი რიცხვი, რომე– 

ლიც არ აღემატება «> რიცხვს. 

13, ყ–58თი დ ფუნქცია განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

–1, თუ 2<290, 

ვფი თ= 

ა) ყ=|>21, გ) ყ=თ|თ)I დ) ყ=|თ+1I: 

ლ, თუ ჯ=0, 

1, თუ 2: ->>90. 

· ააგეთ ამ ფუნქციის გრაფიკი. დაამტკიცეთ, რომ 

ჯ9ოითდ=|დთIL. 

14. მოძებნეთ # IV (თ), თუ: 
· · · 1 

ა) /#(თ)=-თ?, ძ(თ)=:2:; ბ) #(>)=5წს X., #(თ2)=-–; 

0, როდეს 0, 0, როდეს 0, ბ) /თ-| გოლზე აც თ< -თ)=| · ოდე აც თ <. 

თ. როდესაც >«>>90, –- ეზ, როდესაც ჯ>-9. 

დ) / (/ C)) და #4 #(/2)I, თუ #(9)= +--. 
1-2 

ფუფუ--1 
პასუხი: ა) 4; ბ) ყყი თ (#- # 0); გ) 0; დ) ; «(> #90, 

ჯ # 1).. 

” 15. იპოვეთ /#(2), თუ /# (==+)2+ , I 
8 

პასუხი: (; + ) 
_–_27 

  

 



თავი III 

რიცხვთა მიმდევრობა. მიმდევრობის ზღვარი 

§ 1, მიმდევრობის განსაზღვრა 
L) 

თუ რაიმე წესით ყოველ მთელ დაღებით ჯ რიცხვს გარკვეუ- 

ლი «გ ობიექტი შეესაბამება, მაშინ ვიტყვით, რომ მოცემულია 

ობიექტთა მიმდევრობა 

მყ ქუათა., მწე)..- (1.1) 

თ,--ს ეწოდება მიმდევრობის პირველი წევრი, თე-ს––მიმდევრობის 

მეორე წევრი და "ა. შ. თ-ს მიმდევრობის #-ური წევრი. #%ე-ს 
უწოდებენ აგრეთვე მოცემული მიმდევრობის ზოგად წევრს (1.1) 
მიმდევრობას მოკლედ აღვნიშნავთ («ი)გ>) სიმბოლოთი. თუ მო- 

ცემული მიმდევრობის წევრები რიცხვებია, მაშინ მიმდევრობას 
რიცხვთა მიმღევრობა ეწოდება. ჩვენ განვიხილავთ ნამდვილ 
რიცხვთა მიმდევრობებს. 

რა წესით შეიძლება მოცემულ იქნას მიმდევრობა? მიმდევრო– 
ბის მოცემის ბუნებრივი წესია ანალიზური წესი, რომელიც ცხა– 
დად გვიჩვენებს, თუ რა მოქმედებები უნდა ვაწარმოოთ »-ზე, რომ 

მივიღოთ მიმდევრობის ზოგადი ჯი წევრი. 
მიმდევრობა შეიძლება მოცემული იქნეს რეკურენტული დამო- 

კიდებულებით. ეს წესი გვიჩვენებს, თუ რა მოქმედებებია საჭირო 
მიმდევრობის გამოთვლილ ჟჯ,, წ-.. თე წევრებზე, რომ მივიღოთ 

შემდგომი თ,,, წევრი. გარდა ამისა, დამოკიდებულების ხასიათის 
მიხედვით მოცემული უნდა იყოს რამდენიმე პირველი წევრი – საწ–- 
ყისი მონაცემები. 

განვიხილოთ მიმდევრობის რამდენიმე მაგალითი. 
1. ვთქვათ, მიმდევრობის ზოგადი წეერი მოცემულია ფორმუ- 

ით 
ა ჯა=3%M-+L1. 

დავწეროთ მიმდევრობა. ცხადია, რომ 

#,=4, %:=7, თ9გ=10,..., «%ე=61,...
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მაშასადამე, გვექნება შემდეგი მიმდევრობა: 

4, 7, 10,.... 3#+1,... 

2, ვთქვათ. მიმდევრობის ზოგადი წევრი მოცემულია ფორმუ- 
ლით .. 

1I+C-1/.. 
2 

დავწეროთ მიმდევრობა. ცხადია, რომ 

მ?გ= 

«,=0, თა=1, თკ=0, თ,= L,... 

მაშასადამე, გვექნება შემდეგი მიმდევრობა: ' 

0, 1, 0, 1.) -+C-IX. 
– 2. 

ჭ. დავწეროთ მიმდევრობა, თუ მისი ზოგადი წევრია 

  

გვაქვს: - 

მაშასადამე, გვექნება შემდეგი მიმდევრობა 

“1 4 3 2» 
2. 7.5" წ 11" 

4. არითმეტიკული პროგრესია განისაზღვრება რეკურენტული 

"დამოკიდებულებით | “ 

  

ძიკე-–ძა=ძ (4=1, 2...) 

“ საწყისი მონაცემით «თ,=თ. ბროგრესიას აქვს სახე 

8. თ, +ძ, ი+2ძ,.-., +(ი--1)9,... 
MC ღავწეროთ მიმდევრობა, თუ ი,=1, თეკ,=თა+3. ცხადია, 

! ძვ=4, ძვ=7, თ,=10.... ს 

მაშასადამე, გვექნება შემდეგი მიმდევრობა 

1, 4, 7; 10,..., 
განსაზღვრა 1, რიცხვთა (თი) მიმდევრობას ეწოდება 

ზემოდან შემოსაზღვრული, თუ არსებობს ისეთი ჯX რიცხ- 

ს 
L)
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ვი, რომელიც მიმდევრობის ყოველ წევრზე მეტია, ხოლო მიმდევ– 
რობა ქვემოდან შემოსაზღვრულია, თუ მოიძებნება ისეთი 
| რიცხვი, რომელიც ნაკლებია მოცემული მიმდევრობის ყოველ 

წევრზე. 
თუ მიმდევრობა შემოსაზღვრულია როგორც ზემოდან, ისე ქვე– 

მოდან, მაშინ მას შემოსაზღვრული მიმდევრობა ეწოდება. 

ცხადია, თუ მიმდევრობა შემოსაზღგრულია, მაშინ არსებობს 
ისეთი სეგმენტი, რომელიც შეიცავს მიმდევრობის ყველა წევრს. 

განსაზღვრა 2. რიცხვთა (თ), >1 მიმდევრობას ეწოდება 

ზრდადი, თუ 2, < =ი<...<თე«<-... და კლებადი, თუ => 
=>_>9ა>-..:> რი>.. 

განსაზღვ რა ა, მ. რიცხვთა (ჯე)გ>|. მიმდევრობას ეწოდება 

არსებითად ზრდადი, თუ 2,< თ <...< თ <... და არსე- 

ბითად კლებადი, თუ 2,>> ე: >---> შე >... 

განსაზღვრა 4. რიცხვთა (ჯ«გ),») მიმდევრობას ეწოდება 

მონოტონური მიმდევრობა, თუ იგი ზრდადია ან კლებადი, 

ხოლო მიმდევრობა არსებითად მონოტონურია, თუ იგი 

არსებითად ზრდადია ან არსებითად კლებადი. (7ი)გ>1 მიმდევრო– 

ბას, სადაც ჯ.=Cთ(»= 1. 2,...· ეწოდება სტაციო ნარუ ლი მიმ- 

დევრობა. ' 

გ 9. რიცსვთა მიმდევრობის ზღვარი 

შემოვიღოთ რიცხვთა მიმდევრობის ზღვრის ცხება. ზღვრის ცნება 
მათემატიკური ანალიზის ერთ-ერთი ძირითადი ცნებაა,. რომელსაც 

დიდი მნიშვნელობა აქვს არა მარტო მათემატიკური ანალიზისათვის, 

არამედ ბუნებისმეტყველებისა და ტექნიკის სხვადასხვა დარგისათვის- 
განსაზღვრა 5. რაიმე ც რიცხვს ეწოდება (თე)„>1 მიმდევ- 

რობის ზღვარი, თუ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებ-. 

ნება ისეთი მთელი დადებითი რიცხვი V, რომ როგორიც გინდა იყოს 

მთელი რიცხვი 8 >> #, აღგილი ექნება უტოლობას 

1იი--თ| <6. 

ის ფაქტი, რომ აღებული მიმდევრობის ზღვარია ფთ რიცხვი, 

ბაიწერება ასე 

110 თგ:-=# 

ან შემოკლებით ა 
)1IXი –-გე=V
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და იკითხება: ზღვარი « თ-ისა, როცა გ მიისწრაფვის უსასრულო– 

ბისაკენ, არის ჟ#. 

აღნიშვნა 110 წარმოდგება ლათინური სიტყვისაგან 110009, რაც 
ზღვარს ნიშნავს. 

მიმდევრობის ზღვრბს ცნებას შეგვიძლია მივცეთ შემდეგი გეო– 

მეტრძული ახსნა. ვთქვათ, რიცხვთა (თი)გ>1 მიმდევრობის წევრე 

ბი გამოსახულია ღერძზე წერტილებით (ნახ. 22). ც წერტილი იქ- 

“- 
0 Xვ. რწ იძ თ+-8 X, 2 
  წ.

 

ნახ. 22. 

ნება აღებული მიმდევრობის ზღვარი, თუ ყოველი დადებითი 6 

რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი მთელი ღდაღებითი რიცხვი, 

რომ მიმდევრობის ყოველი დ, წერტილი, რომლის ნომერი 2 =>, 

მოთავსდება 16-95, +-6( ინტერვალში. 

რიცხვთა (წ+ე)>) მიმდევრობას ეწოდება კრებადი, თუ მას 

აქვს ზღვარი, წინააღმდეგ შემთხვევაში მიმდევრობას განშლადი 

ეწოდება. : 
მაგალითი 1. განვიხილოთ მიმდევრობა. (თე), · სადაც. 

  

დაგ M. 2 დავამტკიცოთ, რომ ამ მიმდევრობის ზღვარია რიცხ- 

ი 1. 

· დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი. დადებითი ოიცხვი 6-- 
რადგანაც 

1 

# + 1 M+1! 

ამიტომ თ-ის იმ მნიშვნელობების მოსაძებნად, რომლებიც 'აკმაყო– 
ფილებენ უტოლობას 

I“ -–-II= -.11= 

  

  

    

| ჟე–1 | <6. · 

საკმარისია ამოვხსნათ უტოლობა 

აქედან გვაქვს 
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მაშასადამე, წა რიცხვად შეგვიძლია ავილოთ +“ 1– "+. 1, სადაც | > | 

  არის 1 " რიცხვის მთელი ნაწილი. მაშინ |თი -–– 11<-5 უტოლობა 

შესრულდება ყოველი »-სათვის, რომელიც აკმაყოფილებს უტო- 

ლობას # >> V. თუ აღმოჩნდა, რომ ' –   3 დადებითი არაა, მა- 

შინ V რიცხვად. შეგვიძლია ავიღოთ რიცხვი 1. რაკი 6 ავიღეთ 

ნებისმიერად, ამიტომ რიცხვი 1 წარმოადგენს მოცემული მიმდევ– 

რობის ზღვარს. 

მაგალითი 2. დავამტკიცოთ რომ (ჯა),>| მიმდევრობას, სა- 

დაც თგ=(--1), ზღვარი ·არა აქვს. 

დამტკიცება. მოცემულ მიმდევრობას აქვს სახე 

– 1, 1, –-1,..., (=-1)/,... 
დავუშვათ, რომ ამ მიმდევრობას ზღვრად აქვს რაიმე. ც რიცხვი. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის, კერ- 

ძოდ C=-- რიცხვისათვის, მოიძებნება ისეთი მთელი დადებითი 

რიცხვი M რომ 
1 

|დი–– თ |<- ი. როდესაც M#>M. 

რადგანაც თე "თანმიმდევრულად ღებულობს –1 და +1 მნიშვნე- 

ლობებს, ამიტომ უნდა იყოს 

' 1 ა ((–=1)-- ; 1. |1-«I–-- დ (C– 1) თ) <- 

მაშინ გვექნება 

2=IC1--თ)--I(-1)-ი< | 1--თ |+I(--1) – ი<4-+ ==), 

ე. ი. 2<1, რაც შეუძლებელია. მაშასადამე, მოცემულ მიმდევ– 
რობას ზღვარი არა აქეს. 

მაგალითი 3. დავამტკიცოთ, რომ («,),> | მიმდევრობა, სა– 

დაც 
_. 1+(--1#-1 

ი.“ << , 

კრებადია ნულისაკენ.
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დამტკიცება. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

1+(-1)1| კ 2. 
» ოგი | დგ-.-0 | – 

  

ნებისმიერი დადებითი #C რიცხვისათვის ავიღოთ მთელი დადე- 
ბითი #7 რიცხვი იმ პირობით, რომ 

2 
· M#> ყო 

აქედან 
2 –, 
წ 

და, მაშასადამე, ჟოველი ჯ-სათვის, რომელიც აკმაყოფილებს უტო- 

ლობას #> M, გვექნება | 

| «გ––0 | <8. 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ III ჯე, =0. : | 

განსაზღერა 6. ვიტყვით, რომ (ჯ,),„>1 მიმდევრობას ზღვრად 

აქვს + თ (პლუს უსასრულო), თუ ყოველი დადებითი # რიცხვი-- 

სათვის მოიძებნება ისეთი მთელი დადებითი რიცხვი #, რომ 

> ქ. როდღესაც «>>. 

ამ შემთხვევაში წერენ 

IდC ჯგ=+Cთ. 

განსაზღვრა 7 ვიტყვით, რომ (დ,),..1 მიმდევრობას ზღვარი 

აქვს – თ (მინუს უსასრულო), თუ ყოველი უარყოფითი 4 ,რიცხ-- 

ვისათვის არსებობს 'ისეთი მთელი დადებითი რიცხვი V, რომ | 

თა <4, როდესაც #M#>>X. 

და წერენ 
რ“ კი ჭუ=--Cთი. 

თეორემა 1. თუ,ძ> 1, მაშინ 

1110 /9= 4-თ, | (2.1) 
ხოლო · 

1Iთი ყ0ჩ=0, როდღესაც 0<ძ<1. (2.2) 

დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ 9 > 1. ბერხულის 
უტოლობის თანახმად, 

#M=(L+Mბ>1+ის,
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სადაც #> 0. ნებისმიერი დადებითი 4 რიცხვისათვის შეგვიძლია 

ვიპოვოთ ისეთი მთელი დაღებითი რიცხვი V, რომელიც აკმაყო- 
ფილებს უტოლობას 

_ #M 
აქედან 1 +M#>> 4. მაშასადამე, 

1 + MM-> 4, როდესაც »#> X», 
ე· ო. 

ყლე> 4, როდესაც #>M.. 
ეს კი იმას ნიშნავს, რომ მართებულია (2.1) ტოლობა. 

ახლა ვთქვათ, რომ # ერთზე ნაკლები დადებითი რიცხვია. შე–- 

მოვიღოთ აღნიშვნა «=--, მაშინ 

1 
ააა. 

სადაც თ>> 1. მაგრამ ზემოთ დამტკიცებულის მიხედვით 

– 1100 თბ= +-C. 

მაშასადამე, · ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება 

ისეთი მთელი დაღებითი რიცხვი MV, რომ, ადგილი ექნება უტო- 
ლობას 

1 
ი >- როდესაც #>2>X. 

აქედან ვღებულობთ 
1. <5, 
ფთ” 

ე. ი. : 
0" <4, როდესაც # > XV. : 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ მართებულია (2.2) ტოლობა. 

მაგალითი 4. დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი დადებითი 6 
რიცხვისათვის მართებულია ტოლობა 

” 

1Iთ: წ” ი =1. ი (2-3) 
ჩ--თ 

დამტკიცება. ჯერ განვიხილოთ «ის “შემთხვევა, როდესაც 
«>> 1. ბერნულის თეორემის შედეგის თანახმად 

ჩM –_–_ 

Mი–-1<1 1. – (2.4)  
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სებისმიერი დადებითი 6 რიცხეისათვის მოიძებნება ისეთი მთელი 

დადებითი რიცხეი XV, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას “ 

თ--1 
> =. 

6 
  

მაშინ 

თ–-1 

# 
  <6 

და, მაშასადამე , 
, .„- 

# 

1 
<%, როდესაც »->I.   

ამრიგად, (2.4) უტოლობიდან ვღებულობთ 

ი 
MV 8 =–=1<6, როდესაც #>> I. 

მაშასადამე, მართებულია (2.3) ტოლობა. 

ახლა ვთქვათ, რომ C<1' და შემოვიღოთ აღნიშვნა ხ= 3. 
რაკი ხ> 1, ამიტომ ზემოდამტკიცებულის თანახმად 

M 

IC ს ტ =1. 
ჩათ 

, მაშასადამე, ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებნება ისე–. 
თი დაღებითი რიცხვი #, რომ უტოლობა 

ი 

/ ხ-1<. 
შესრულდება ყოველთვის, როდესაც #>> XV. მაგრამ 

  

8 , 

V თ _1<., როდესაც »#> I»,   

ე. 0, (2.3) ტოლობა მართებულია იმ შემთხვევაშიაც, როცა თ<I. 
· „თუ «=1, (2.3) ტოლობა ცხადია.“
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მაგა ლითი 5. ვიპოვოთ (ჯგ)>) მიმდევრობის ზღვარი, სა- 

დაც 
2ჩ 

გალულოს 

ბერნულის თეორემის თანახმად 

24=(1+1)/>1+#>%- 
ახლა ნებისმიერი დადებითი #6 რიცხვისათვის ავიღოთ ისეთი მთე– 

ლი დაღებითი რიცხვი X.„;· რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას '· 

#> +. მაშასადამე, 

  

1 
2M> # >> ს 

აქედან 
1 
ღა 

ამიტომ 

= <6, როდესაც 1->VM. 

ამრიგად, ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის,.. მოიძებნება ისეთი 

ნატურალური რიცხვი V, რომ როგორც კი» გადააქარბებს M 

რიცხვს, შესრულდება უტოლობა · 

  

1 
–- <6. 
2” 

შემდეგ, რადგანაც 

' 1 1 1- –.= –- 
% 2-8-+ 1 <. 2#ი 

ამიტომ 

| თე––1 | <5, როდესაც »M => XV. 
მაშასადამე, 

/, 110 დგ=1. 

მაგალითი 6. დავამტკიცოთ, რომ 

11 I“ > =1. / (2.5) 
” დამტკიცება. I თავის (23.4) უტოლობის თანახმად, 

1 „I + ს>>- >” (ი – ). 

ელ. ქელიძე, ე. წითლანაძე
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აქედან 
= I 

(; ”»- L)<“, 

საიდანაც 

ა 2 
0=VM-I<-- (>2), (2.6) 

” » 

ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი მთე– 

ლი დადებითი რიცხვი V, რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

_2._ <6 

VV. 
მაშინ (2.6) უტოლობის თანახმად 

L) · 

0=VM -1< 90, როდესაც »> I, 

ე. ი. მართებულია (2.5) უტოლობა. 
უ 

მაგალითი 7. ვიპოვოთ Iდ ჯ,, სადაც თე=“- და თ>>1, 
# 

X>90. 
: 

შემოვიღოთ აღნიშვნა ხ=ს” ი, ცხადია, ხ >> 1. IL თავის (23.4) 

უტოლობის თანახმად 

ა? 

ხ/=I1 +(ნ--1)1 >> (ხ–- 13. 

  

აქედან 
_ 1 

» > (6-ს (2) 
, ყ 4 

და, მაშასადამე, 

119) "რ. (2-7) 
ი–-თ » 

ამიტომ არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი XV, რომ 

X- 1 როდესაც #>> I». 
ჯჩ 

ამის გამო 

  

იჩ უჩ ა წ.-ს წ) 2-(C2 )= +) >”, როდესაც M=>X, L>1-
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ამ შემთხვევაში, (2.7) ტოლობის თანახმად 

10თ “ =+Cთ. (2.8) 
იჩ. თ X 

ახლა ვთქვათ, #<-1, მაშინ 

” თ" „გ=2, 3...) 
„ ი · 

აქედან გამომდინარეობს (2.8) ტოლობის მართებულობა. ამრიგად. 
(2889) ტოლობა მართებულია, როცა >>> 1 და #>>0. 

§ 8. სობიერთი თეორემა სღვართა ფესასებ 

თეორემა 2. ყოველ კრებად მიმდევრობას მხოლოდ 

ერთი ზღვარი აქვს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (>) >) მიმდევრობა კრებადია თ 
რიცხვისაკენ ავიღოთ იც რიცხვისაგან განსხვავებული რაიმე # 

რიცხვი. ვაჩვენოთ, რომ ჩ არ შეიძლება იყოს მოცემული მიმდევ– 

რობის ზღვარი. თუ დავუშვებთ, რომ 

11Iი ჯგ=V#, 
ი--თ 

მაშინ მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი #, რომ ადგილი. 

ექნება უტოლობებს 

| IC! 
2 ვ 

როდესაც »> X». ახლა ვიგულისხმოთ, რომ »>>X. მაშინ (3.1) 

უტოლობების თანახმად გვექნება 

| –––ხ | = | (85–“ე)+(თე--ჩხ) | <<. | თ–თე | + |თი–ხ)< 

Iთ–-ჩხ| , |0-#) _ 
2 + 2 

რაც შეუძლებელია. მაშასადამე, მოცემულ მიმდევრბას არ შეიძ- 

ლება ჰქონდეს თ რიცხვისაგან განსხვავებული ზღვარი. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
ზემომოყვანილი თეორემა იმას არ ამტკიცებს, თითქოს ყოველ 

მიმდევრობას ზღვარი ჰქონდეს, არამედ იმას გვიჩვენებს, რომ თუ 

|თ--ჩ| 
სსეს'ესბსბბრ“6/“რვე 

2 
I მი–-–თ | < | წ„–– ნ | < (3.1) 

<   =I|თ–-ჩI
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მიმდევრობას ზღვარი აქვს, ასეთი ზღვარი შეიძლება მხოლოდ ერ– 
თადეოთი იყოს. | 

განსაზღვრა 8. ვთქვათ, მოცემულია რაიმე ობიექტთა მიმ–- 

დევრობა 
თი შეს... მცა... (3.2) 

და განვიხილოთ ნატურალურ რიცხვთა არსებითად ზრდადი მიმ- 

დევრობა 
მ, შე. ..< შხ<.. (3.3) 

მიმდევრობას .. 
ში, რივ თბ მიცემა 

ეწოდება (3.2) მიმდევრობის ქვემიმდევრობა. ცხადია, რომ 
სს 2> L- 

თეორემა ვ, თუ რიცხვთა (იაკ მიმდევრობა კრება- 
დია ც რიცხვისაკენ, მაშინ მოცემული მიმდევრობის 

ყოველი ქვემიმდევრობაც კრებადია იმავე თ რიცხ- 

ვისაკენ. | 

დამტკიცება. ვთქვათ, (ჯ„, )L 1) არის მოცემული მიმდევ– 

რობის ქვემიმდევრობა. რადგანაც (ჯა)ი>1 მიმდევრობა კრებადია 

ი რიცხვისაკენ, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი C რიცხვისათვის მო– 

იძებნება ისეთი მთელი დადებითი რიცხვი V, რომ 

| «.––თ | <6, როდესაც # >> XV. 

ახლა ავიღოთ ისეთი მთელი დაღებითი რიცხეი V, რომ ადგილი 

უქნეს უტოლობას ჯ” >> #. მაშინ 

| 2», -––ი | <5, როდესაც 7 >>V. 

მაშასადამე. («„,, />1 მიმდევრობა კრებადია 6 რიცხვისაკენ. თეო- 

რემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 4, ყოველი კრებადი მიმდევრობა შემო- 

საზღვრულია. 

დამტკიცება. ვთქეათ, (თა),»)ე მიმდევრობა კრებადია თ 

რიცვხვისაკენ, 6=1 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი მთელი დადე–- 
ბითი რიცხვი V, რომ 

| ”ი– თ | <1, როდესაც ი ->V. 

ახლა ავიღოთ ისეთი დადებითი რიცხვი #, რომელიც აღემატება 
შემდეგ რიცხეებს: 

1 |რო–იძს | თ–––ის..ს» | 2ა–თI.
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მაშინ ადვილი შესამჩნევია. რომ »-ის ყველა მნიშვნელობისათვის 

' | თი––ი (| < #. 

მაგრამ ეს უტოლობა ტოლფასია შემდეგი უტოლობებისა 

ი L<ია<თ+# (1=1, 2, 3,...). 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ (თა), ) მიმდევრობა შემოსაზღვოულია. 

თეორემა დამტკიცებულია. , 

ამ თეორემიდან · გამომდინარეობს შემდეგი: მიმდევრობას რომ 

ჰქონდეს სასრული ზღვარი, აუცილებელია მისი შემოსაზღვრულო- 

ბა, მაგრამ მიმდევრობის შემოსაზღვრულობიდან, საზოგადოდ არ 

გამომდინარეობს მიმდევრობის ზღვრის არსებობა. 

თეორემა 5, ვთქვათ, მოცემულია როიცხეთა ისეთი 

სამი მიმდევრობა («ა)ი)) (ყი)გკ) და (2 )ი.): რომ 

თ, < მი <ყ, როდესაც V>>V, “. (3.4) 

სადაც V რაიმე მთელი დადებითი რიცხვია. თუ (თა)ი» I 

და (წიე) მიმდევრობებს აქვთსაერთო ი ზღვარი, 

მაშინ („)გ–კ მიმდევრობასაც იგივე ზღვარი ექნება- 

დამტკიცება. პირობის თანახმად, 

ითვლი, III ყ,=V- 

ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი მთელი 
დადებითი რიცხვი M >>V, რომ ყოველი მთელი #» რიცხვისათვის.. 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას # > #, გვექნება 

ი-ნლ<თ.ი<6+5, თ–-6ხ< ყა, < 6-++#%. 

მაგრამ რაკი 2, < ჩა < ყი, როდესაც #2 ამიტომ 
" ძი-ს<ძი<60თ+6, როდესაც »>XX. 

მაშასადამე, · (2) მიმდევრობის ზღვარია C რიცხვი და ამით 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა ნ. თუ (–„,,გკ) მიმდევრობის ზღვარია 

რიცხვი, მაშინ (თა ი>1 მიმდევრობის ზღვარი იქნე- 

ბა |)თ|)| რიცხვი. 

"დამტკიცება. რაკ" (თი)8გ>1) მიმდევრობა კრებადია ს რიცხ- 

ვისაკენ, ამიტომ ნებისმიერ დადებით § რიცხვისათვის მოიძებნება
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ისეთი მთელი დაღებითი რიცხვი V, რომ ადგილი ექნება უტო- 

ლობას 
და | <§%. როდესაც =>>M. 

მაგრამ, როგორც ვიცით, 

L (თი |-–I თ |< |თი–ი L 

|| =.I--III-<<ც როდესაც »>> M- 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ 

მაშა სადამე, 

1IMI 1 თი |==| თI - 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 7. თუ (თი)ი>1 და (ყიბიგ>| მიმდევრობების 

ზღვრებია შესაბამისად იც და ჩ რიცხვები, მაშინ 

მართებულია ტოლობები 

Iთ (ჩ7,„-I--Vყი)=0-+V, (3-5) 

100 (თ-–ყV)=ძ0თ–-- (3.6) 

დამტკიცება. რაკი (ჯ«ი)ი>1 და (ყ,)ე>1 მიმდევრობები კრე– 

ბადია შესაბამისად ც და # რიცხვებისაკე5 , ამიტომ ყოველი დადე– 

ბითი § რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი მთელი დადებითი რიცხ- 

ვები MV, და #ე, რომ 

|თი–-ი|< = როდესაც =>, 

Iყი-პI< - როდესაც => #:- 

თუ აღვნიშნავთ V-ით უდიდესს XV, დღა M, რიცხვებს შორის, მა– 

შინ ერთდროულად ადგილი ექნება უტოლობებს 

|=--ი|<5- სყ,-ხპ|<2> როდესაც #>>XV. 

შეორე მზრივ, როდესაც ა >> #, გვექნება 

|(=+წი)-–-(0+ხ)| <1 თ„--ი |+19„--ჩ | < + +-=+. 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ მართებულია (3.5) ტოლობა. 

ანალოგიურად მტკიყდება (3.6) ტოლობის მართებულობა.
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თეთრემა 8. თუ (7) >1 და (ყსეი>| მიმდევრობების 
ზღვრებია შესაბამისად # და –ჩ, მაშინ მართებულია 

ტოლობა 

11 (თი ყი) =06ხ. (3.7) 

დამტკიცება. რადგანაც (ჯ«ი)ე>»> 1 მიმდევრობა კრებადია, ამი– 

ტომ იგი შემოსაზღვრულია და, მაშასადამე, არსებობს ისეთი ღა–- 
დებითი რიცხვი 4, რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

| თი | << 4 (#=1, 2,...). 

აღვნიშნოთ /#/-ით /” და |ჩ|I რიცხეებს შორის უდიდესი. 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. მაშინ ზღვრის განხსაზღე–- 
რის თანახმად არსებობს ისეთი მთელი დადებითი რიცხვი V, რომ 

ნ 

I -ი|<--- (ყი ნI<-- ე როდესაც »> XV. (3.8) 

შემდეგ, რადგანაც 

ჯი Vა––იხ =XჯXMი (Vი _ ნ)+ჩხ (ლი–ი,ს 

ამიტომ 

| თიყი--ინ I < I 2 | · |ყი–ნ) +|ხ|-|თ2ი-–“) < 
< 4 | ყი-ხ|+|ხნ I - | თ-––თ|< M | ს--სნ|I +M I 2-2) 

თუ გავითვალისწინებთ (3.8) უტოლობებს, გვექნება 

( წიგყა–-იჩ | <--+ =% როდესაც » > IM. 

მაშასადამე, მართებულია (3.7) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებუ- 

ლია. ! 

თეორემა 9. თუ (თე)ა»1 მიმდევრობას ზღვრად აქვს 

ნულისაგან განსხვავებული გ რიცხვი, მაშინ მართე– 

ბულია ტოლობა 
1 17 

„Iთ (>) –. (3.9) 
C- თ 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვი §, რო- 
იძ · 

მელიც 12 რიცხეზე ნაკლებია. რაკი (| > )„>1 მიმდევრობა კრე- 

ბადია | თ| რიცხვისაკენ, ამიტომ არსებობს ისეთი მთელი დადები- 
თი რიცხვი V, რომ ადგილი ექნება უტოლობებს 

|თ)--L<IIჯ7)<|12ი| +6 როდესაც > MV. (3.19)
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მაგრამ 
| 

| #1I--8 > 141 ! 

ამიტომ (3.10) უტოლობებიდან გვაქვს 

  

  

  

|”! >> 1, როდესაც #» > 3. (3.11) 

თუ. გავითვალისწინებთ (3.11) უტოლობას, გვექნება 

1 1 | თი--- | | რი 2 “I =-) = =–- | ა“ რთ) თ. 96%) 12.) (19 2 
როდესაც M> I. 

შემდეგ, რაკი III 7გ--ე, ამიტომ აღებული § რიცხვისათვის 

მოიძებნება ისეთი მთელი დადებითი რიცხვი 17" > V, რომ ადგი- 

ლი ექნება უტოლობას 
  |თა-–-ი|< > ნ, როდესაც #>VMV“ 

მაშასადამე. 

1 1 2 ფთ? · 
ეღ- -.<.––-.- §=0, როდესაც #>M79, 
%ი თ ც? 2 

  

  
” 

ე. ი. მართებულია (3.9) ტოლობა. 

შედეგი. თუ (ჯი)ი-,) და (ყი) ე მიმდევრობები კრებადია შე– 

საბამისად ი და 9 რიცხვებისაკენ. ამასთანავე ჩხ #0, მაშინ მარ- 

თებულია ტოლობა | 

1Iთ (წ '.)= #. 
V, ხ 

მართლა/), მე-8 და მე-9 თეორემის თანახმად 

. · 5 1 
)/Iი (=)– (=> , – სიბ -)1თ –)- „.=-= 6 , 

ყი 7, V ყი ხ ხ 

§ კ. მონოტონური მიმდევრობის კრებადობა 

თეორემა 10, ნამდვილ რიცხვთა ზრდადი და ხემო– 

დან შემოსაზღვრული მიმდევრობა კრებადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ. ნამდვილ რიცხვთა ზრდადი («„)ი>) 
მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვრულია. მაშინ (ე, ჟე... ია. ს| 

ს
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სიმრავლეს აქვს ზედა საზღვარი და იგი აღვნიშნოთ “ ასოთი. და- 

ვამტკიცოთ, რომ 

1100 ჯგ = რდ. (4.1) 

სიმრავლის ზედა საზღვრის განსაზღვრის მიხედვით, ნებისმიერი 

დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ჯა რიცხვი, რომ 

%V > თ--, 

რაკი მოცემული მიმდევრობა ზრდადია, ამიტომ 

ჯი => თ--წ. როდესაც 4->V. 

ანუ ! 
| თა-- | <6წ6, როდესაც #>>V. 

ეს კი იმას ნიშნავს. რომ ადგილი აქეს (4.1) ტოლობას. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
ადვილი მისახვედრია, · რომ თუ ზრდადი მიმდევრობა ზემოდან 

არაა შემოსაზღვრული, მაშინ 

1110 > = + C. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 

„ თეორემა 11. ნამდვილ რიცხვთა კლებადი და ქვემო- 
დან შემოსაზღვრული მიმდევრობა კრებადია. თუ 

კლებადი მიმდევრობა ქვემოდან შემოსაზღვრული 
არაა, მაშინ 

11I0 ჯგ = –– თ. 

§ ი», თავმოურილ სეგმენტთა მიზდევრობა 

განვიხილოთ სეგმენტთა მიმდევრობა 

(თ, ჩხ), ძე, ხეს.. “ IC. ხ,I.. . (5.1) 

რომელიც შემდეგ ორ პირობას აკმაყოფილებს: 

1) (თ, ხ,)=Lი:;, ხ)=ლ=-..=L0ძი, ხ,)=..., ე- ი. ყოველი სეგმენტი 

დაწყებული მეორედან, მოთავსებულია წინა სეგმენტში. 

2) (თ», ჩა) სეგმენტის სიგრძე ნულისაკენ მიისწრაფვის, ოოცა · 

#->C, ე. ი. 

1) (ნა–ძიე)=0. (5.2) 

ს სეგმენტთა ასეთ მიმდევრობას ეწოდება თავმოყოილ სეგმენტ- 
თა მიმდევრობა (ნახ. 23).
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თერრემა 12 (კანტორა) თუ (5.1) მიმდევრობა წარ– 
მოადგენს თავმოყრილ სეგმენტთა მიმდევრობას, 

მაშინ არსებობს ერთადერთი რიცხვი §, რომელიც 

ეკუთვნის ყველა LV», ჩა) სეგმენტს. 
დამტკიცება. რადგანაც (5.1) წარმოადგენს თავმოყრილ 

სეგმენტთა მიმდევრობას, ამიტომ როგორიც გინდა იყოს თ. გვექნება 

ძი < 0. <ხჩის «ხი. 

ამრიგად, რიცხვთა (თ,),„+) მიმდევრობა ზრდადია და ზემოდან შე–- 

მოსაზღვრულია, (ნი)„>) მიჭდევრობა კი კლებადია და ქვემოდან 
შემოსაზღვრულია. ამიტომ არსებობს IIთ თე და 1IV ხა. (5.2) ტო– 

ი >>> –- 
რო რ:->XV წ 2 თ 

  

ნახ. 23. 

ლობის თანახმად ეს ზღვრები ტოლია და ეს საერთო ზღვარი აღვ- 

ნიშნოთ § ასოთი. ცხადია, ყოველი ფ-სათვის 

თ, <6 <ხ,, 
ე- ი· ნ CIი„: ჩა) (+=1, 2,...). 
'” ამრიგად, არსებობს 5 რიცხვი, რომელიც ეკუთვნის ყველა 

(თე, ნ.) სეგმენტს. · 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ § ერთადერთი რიცხვია, რომელიც. 

ეკუთვნის ყელა Iი,, ჩე) სეგმენტს. დავუშვათ საწინააღმდეგო, 
ვთქვათ წ რიაცხვის გარდა არსებობს სხვა რიცხვი 6”, რომელიც 

ყველა (თა, ჩე1 სეგმენტს ეკუთვნის. აზრას გარკვეულობისათვის 

ეიგულისხმოთ, რომ L<-L?”, მაშინ ყოველი ჯ„-სათვის · 

ხაე--თე > ნ" --წ. 
ეს კი შეუძლებელია, ვინაიდან ხ,ე-- გ, სხვაობა რაგინდ მცირეა, 
თუ „-ს ავიღებთ საკმარისად დიდს. „მაშასადამე, ჩვენით დაშვება 

სწორი არაა და ამიტომ 6%=წ. თეორემა დამტკიცებულია. · 

შენიშვნა. კანტორის თეორემაში (იი, ჩ,|1 სეგმენტები, საზო– 

გადოდ, არ შეგვიძლია შევცვალოთ 16, ჩი ინტერვალებით. მართ– 
ლაც, განვიხილოთ თავმოყრილ ინტერვალთა შემღეგი მიმდევრობა
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1 1 
10, 1C #, ლ ნი1I0-- წ... 

ადვილი შესამჩნევია, რომ არ არსებობს ისეთი რიცხვი, რომელიც 

ეკუთვნოდეს მოცემული მიმდევრობის ყველა ინტერვალს. 

§ 4. ჯოლცანო-მამიერშტრახიხ თეორემა 

ქვემოთ განვიხილავთ ერთ მნიშვნელოვან თეორემას, რომელსაც 
დიდი გამოყენება აქვს მათემატიკური ანალიზის ზოგიერთი თეო- 

რემის დამტკიცებისათვის. 

ჯერ შემოვიღოთ შემდეგი განსაზღვრა: ორ (თი, ხ) და (თ, ძ) 

სეგმენტს ვუწოდებთ ურთიერთ კონგრუენტულს, თუ მათი სიგრ- 

შეები თანატოლია, ე-.0, ხ–--=ძ-–-ი- 

თეორემა 13. ნამდვილ რიცხვთა ყოველი შემოსაზ- 

ღვრული (თ=ა)ა>) მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოე– 

კოთ კრებადი ქვემიმდევრობა. 

დამტკიცება. რადგანაც (თ,)ი>) ს მიმდევრობა შემოსაზღვ– 

რულია, ამიტომ არსებობს ისეთძ (ი, #|) სეგმენტი, რომელიც შეი- 

ცავს მიმდევრობის ყველა წევრს. გავყოთ (ი, ხ) სეგმენტი ორ კონ– 
გრუენტულ სეგმენტად: მაშინ ამ სეგმენტებიდან ერთი მაი5ც შეი- 

ცავს მოცემული მიმდევრობის წევრთა უსასრულო სიმრავლეს. ეს 
სეგმენტი აღკნიშნოთ (ი, #,)1. ვთქვათ, თი, არის მოცემული მიმ- 

დევრობის რომელიმე წევრი, რომელიც ეკუთვნის (იჯ, #,) სეგმენტს. 
შემდეგ, Lთ,, ჩ,) სეგმენტი გავყოთ ორ კონგრუენტულ სეგმენ– 

ტაღ და ამ სეგმენტებიდან ის, რომელიც შეიცავს («,)„>1 მიმდეე– 

რობის წევრთა უსასრულო სიმრავლეს აღვნიშნოთ (თ:/ ბე) სიმბო- 

ლოთი. აღვნიშნოთ «, სიმბოლოთი მოცემული მიმდევრობის რაი- 

მე ელემენტი, რომელიც მოსდევს თი, ელემენტს და ეკუთვნის ი. ' 
ხუ) სეგმენტს. 

ასეთი პროცესის L-ურ საფეხურზე გამოვყოფთ (იჯ, #.) სეგ- 

მენტს, რომელიც შეიცავს (წიბი>1 მიმდევრობის წევრთა უსასრუ- 

ლო სიმრავლეს. აღვნიშნოთ ჯ,, -თი მიმდევრობის ნებისმიერი წეე– 

რი, რომელიც მოსდევს თა, _, წევრს და ეკუთვნის (ი ხ.) სეგ- 
მენტს. ეს პროცესი უსაზღვროდ განვაგრძოთ, მივიღებთ სეგმენტ- 

თა მიმდევრობას 

I; ხ1=Iთ,, ხ,ქ=(0;, ხე|ლ...=|თჯ, M»1=...- (6.1)
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ამასთანავე 

ძL< ხი, <-ჩ., ხ.– 0ს= 4   (L=1, 2,...). 

აქედან ჩანს, რომ 

1110 (სს –– თ,)=0. 

მაშასადამე, (6.1) მიმდევრობა წარმოადგენს თავმოყრილ სეგმენტთა 

მიმდევრობას და ამიტომ მე-12 თეორეძის თანახმად არსებობს ერ- 

თადერთი რიცხვი §, რომელიც ეკუთვნის ყველა IV,, ხ») სეგმენტს, 
ე ი, 

ი, <. ნ << ხM (#=1, 2,...), 
საიდანაც ცხადია, რომ 

1100 #»=1I0 ხჯ=C. 

შემდეგ, რაკი ძ.M< თი, <%, ამიტოძ 

' 
IIIი “იჯ =წ 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 7. მიმდევრობის კრებადობის კოშის ნიშანი 

თუ. მოცემულია რიცხვთა მიმდევრობა (თა)„>)1 და დასახელე-- 

ბულია რაიმე ნამდვილი რიცხვი ი, ჩვენ შეგვიძლია ზღვრის გან- 

სახღვრის საფუძველზე გამოვარკვიოთ, გ რიცხვი არის თუ არა 
მოცემული მიმდევრობის ზღვარი. ამ გზით მიმდევრობის კრება- 

დობის გამოკვლევა მოუხერხებელია, ვინაიდან ყველა ნამდვილი 
რიცხვისათვის ზემოთ აღ5იშნული გარემოების შემოწმება, საზოგა– 
დოდ, შეუძლებელია. ამიტომ ისმის კითხვა. როგორი აგებულების. 
უნდა იყოს მიმდევრობა, რომ იგი იყოს კრებადი? სანამ ამ კითხ- 
ვას ვუპასუხებდეთ, შემოვიღოთ 

განსაზღვრა 9. რიცხვთა (ჯ,),») მიმდევრობას ვუწოდებთ 

ფუნდამენტალურს, თუ ყოველი დადებითი გ რიცხვისათვის 
მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი X, რომ 

აფო–-თი| < 65, როდესაც #» > I, »#>M. 

ლემა. რიცხვთა ყოველი ფუნდამენტალური მიმ- 
დევრობა შემოსაზღვრულია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (2გ)„>1 მიმდევრობა ფუნდამენტალუ– -
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რია. მაშინ §=1 “რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური 

რიცხვი V, რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

ს – «| <1, როდესაც > >V, =>V. 
ამ უტოლობაში ვიგულისხმოთ, რომ 1=V+1. მაშძნ გვექნება 

(თაა ––-თი | < 1, როდესაც » ->>V. 
აქედან გვაქვს == 

|Iი|<-- + | როდესაც # > V. · 

ახლა I»), |2,I,->--, Iთა, 1-+Iაკ,) რიცხვებს შორის უდიდესი აღე- 
ნიშნოთ- #-თი, მაშინ #-ის ყველა მნიშვნელობისათვის გვექნება 

L«» | < # 

და ამით "ლემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 14. რიცხვთა (ჯ«,),,) მიმდევრობის კრება- 

დობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ მო- 
ცემული მიმდევრობა იყოს ფუნდამენტალური. · 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. 

ვთქვათ, მოცემული მიმდევრობა კრებადია თ რიცხვისაკენ. მაშინ 
ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალუ– 

რი რიცხვი #, რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

(> '('“ს –– ძ| <- როდესაც ჯ+> #. 

ახლა ვთქვათ, » და ჯ ნებისმიერი ნატურალური რიცხვებია, რომ- 
ლებიც აკმაყოფილებეჩ უტოლობებს „1 > X# M> M#. მაშინ- 

Iდი –თ|< -ე) (,--ი<- – 

მაშასადამე. : 

|სწთ – თ,|=!I(ფფ –– თ) +CC –თი)| <1 თი – 0L+|თ –– თი| <- 

C C 

·ლ 21 2. 6, 

ე. 0. («მგ») მიმდევრობა ფუნდამენტალურია. ამით პირობის 

აუცილებლობა დამტკიცებულია, 
ახლა დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, 

(რის>1 მიმდევრობა ფუნდამენტალურია. ლემის თანახმად ეს მიმ- 

დევრობა შემოსაზღვრულია და ამიტომ მისგან შეგვიძლია გამოვ-
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” ყოთ ქვემიმდევრობა (2, #>), რომელიც კრებადია. რომელიღაც წ. 
რიცხვისაკენ. 

დავამტკიცოთ, რომ ! 
1IIი ჯგ =წ. (7-1) 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. მაშინ (თ), მიმდევ- 
რობის ფუნდამენტალურობის გამო მოიძებნება ისეთი ნატურალუ–- 

რი რიცხვი #, რომ 

Iთ-2ი<-, როდესაც თ :> XV, => XV. (7.2) 

"შევარჩიოთ ჯ ისე, რომ ერთდროულად დაცული იყოს პირობები 

თ,ა-წ<->- და >X. 

მაშინ, თუ (7.2) უტოლობაში ვიგულისხმებთ #-= XML, გვექნება. 

ხია, – თი | <. = როდესაც ა > IM. 

მაშასადამე, ყოველი »-სათვის, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლო– 

ბას » > X, გვექნება 

(ი _ §|=Iთი –%ია) + (ჯი, –_ 6)| < LX “- XI), L+ 

8 8 
+), ნ) < + -2=% 

ე. 9. მართებულია (7.1) ტოლობა და ამით თეორემის პირობის 
საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

ზემოთ დამტკიცებულ თეორემას ეწოდება კოშის თეორემა რიცხ- 
ვთა მიმდევრობის ზღვრის არსებობის შესახებ. ამ თეორემას დიდი: 

მნიშვნელობა აქვს მათემატიკურ ანალიზში. 

6.8. « რიცსვ0, ნაბურალური ლოგარითმი 

უმაღლეს მათემატიკაში დიდი მნიშვნელობა აქვს ერთ განსა- 
კუთრებულ რიცხვს, რომელიც ნეპერის მიერ“ იყო შემოღებული. 

განვიხილოთ რიცხვთა მიმდევრობა (თა), 1, სადაც 

=> 
ეს მიმდევრობა არსებითად ზრდადია, მართლაც, თუ # > 2, გვექ– 
ნება
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-0++>)' ადათი 
წია > 293 (1 თ) 

ბერნულის უტოლობის თანახმად 

1 MM 1 #–--1 
1- -–-– 1 – . -–--= 

( 2) > ” უ) » 

=>%-., ი) 
ში- ჯჩჯ %-–-- 1 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ჯ, >> თ, ,. ამრიგად, (თ«ა)გკ) მ9მ- 

დევრობა არსებითად ზრდადია. 
ახლა განვიხილოთ (ყი), >) მიმდევრობა, სადაც 

· 1 VII #-(1+2) 
# 

ეს წელთ ჟკლებადია. მართლაც, თუ »>2, გეექნება 

V (14.3) (1++>) – 

-C–). == 
მაგრამ ბერნულის უტოლობის თანახმად, 

უა 54 1 «ი+1 
=L 1 

(> –1, ( + გ?--1 

მაშასადამე, _M--1-> 1, ე. ბ. ზი <<. ყი. ამრიგად, (ყისგა1 მიმ- 
ი 

დევრობა არსებითად კლებადია. 

შემდეგ, რაკი თა <- ყა (#=1, 2,...) და (Vია)ე>) მიმდევრობა 
არსებითად კლებადია, ამიტომ ყოველი ნატურალური ჯ რიცხვა- 
სათვი 

  

      
    

  

  

მაშასადამე, 

  

  

  
  

                  

1 VI. 

მაშასადამე, (თი)გე) მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვრულია
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. 
( 1+ -–) რიცხვით. ამიტომ მე-10 თეორემის თანახმად (თი)გ>1 

შიმდევრობას აქვს სასრული ზღვარი. ამ ზღვარს ეწოდება ნეპე- 
რის რიცხვი და აღინიშნება # ასოთი. ამრიგად, განსაზღვრის 

მიხედვით 
1. %ი 

' სთ (1+-;) =ტ, 
ჩ-.თ ჯ”ჯ 

დ რიცხვის შეფასებისათვის შევნიშნავთ, რომ რაკი 

ნ 

2<><(1+-) , ი >2, 

ამიტომ 2 < 6< ქ, | 
მტკიცდება, რომ ტ ირაციონალური რიცხვია და მისი მიახლოე- 

ბითი მნიშვნელობა ათი ათწილადი ნიშნის სიზუსტით შემდეგია 

ი=2,7182618284. 
ახლა დავსვათ ასეთი კითხვა: რა ფუძით უნდა ავიღოთ ლოგა- 

რითმები, რომ მათი გამოყენება უფრო მოხერხებული ·იყოს? პრაქ- 

ტიკულ გამოთვლებში უმეტეს შემთხვევაში ათობითი ანუ ბრიგის 
(ზოე) ლოგარითმებით სარგებლობენ. მაგრამ მათემატიკური ანა- 

ლიზის სხვადასხვა საკითხის შესწავლისას უფრო ხელსაყრელია 

ვისარგებლოთ ნატურალური ანუ ნეპერის ლოგარითმებით, რომელ- 

თა ფუძედ აღებულია ნეპჰერის 4 რიცხვი, 
თუ დ რაიმე დადებითი რიცხვია, მაშინ ამ რიცხვის ნატურა- 

"ლურ ლოგარითმს აღნიშნავენ 10 > სიმბოლოთი. 
ეიბოვოთ დამოკიდებულება ლოგარითმების სხვადასხვა სისტე- 

მებს შორის, ვთქვათ, მოცემულია ლოგარითმის ორი დ და ხ ფუძე 

და რაიმე დადებითი # რიცხვი. ვიპოვოთ დამოკიდებულება 1წიMV 

და 1-'IM რიცხვებს შორის. ლოგარითმის განსაზღვრის თანახმად, 

· >X=016-M, 1 =გ1წხM 
და, მაშასადამე –_ 

=. | „180M – )15ხM 

თუ ამ ტოლობას გავალოგარითმებთ ს ფუძით, გვეჟნება 

' 1–ს”M ·)თ.თ=1C.ხM. 

აქედან 
1 

I =–-- 1ე,.V. 8.1). 

რი I · 9 ! (
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ასეთია დამოკიდებულება აღნიშნულ ლოგარითმებს შორის. კერძოდ, 
თუ ხ=6, სადაც 6 ნეპერის რიცხვია, მაშინ (8.1) ტოლობიდან 

გვაქვს 
  1C.M =- = +1იX. (8.2) 

0თ 

  როგოოც ვხედავთ, ის მუდმივია, რომელზედაც უნდა გავამ- 

რავლოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვის ნატურალური ლოგარით– 

მი, რომ მივიღოთ იმავე რიცხვის ლოგარითმი ც ფუძით. 

  რიცხვს ეწოდება « ფუძიან ლოგარითმთა სისტემის მო– 

დული ნატურალური სისტემის მიმართ. თუკი თ=10, მაშინ (8,2) 
ფორმულა მიიღებს სახეს ' 

  16#=- ! ·1ი V. (8:3) 

_ ლლ მოდულს ამ შემთხვევაში აღნიშნავენ ##--ით. მისი მიახ- 

ლოებითი "მნიშვნელობა ასეთია: | 

M =0,43429448. 
მწკრივთა თეორიაში განვიხილავთ ფორმულებს, რომელთა სა– 

შუალებით შევძლებთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვის ნატურალუ- 
რი ლოგარითმის გამოთვლას. 

მაგალითი. განვიხილოთ +(ჯ7ე)„») მიმდევრობა, სადაც 

1 1 1 
=1-L----L-–-+.. + · 9ი + 2 + 3 + ე MI 1» 

დავამტკიცოთ, რომ მოცემულ მიმდევრობას აქვს სასრული ზღვარი. 
დამტკიცება. როგორც ვიცით, 

1 "- 
( 1 + +) < #6. 

” 

თუ ამ უტოლობის ორივე ნაწილს გავალოგარითმებთ #4 ფუძით, მი- 
ვიღებთ 

1 

საიდანაც 
8 ვლ. უელიძე, ე. წითლანაძე
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II( 1 + 2) <1 · (8.4) 
7 წ 

შემდეგ, 
1 M59-1I 

( 1+- > 6. 
# 

აქედან გვაქეს | 
1 თ+Iსა( I + >)> I 

· ”» 

საიდანაც 

1 1 
I( 1 + 2)> –- (8.5) 

7L 

(8.4) ღა (8.5) უტოლობათა გაერთიანებით მივიღებთ 

1 ' 1 1 
_„–ი ( 14 +) <-–-, 
თ-L1 (7 LI 

საიდანაც 

1 1 
 _ <-10(7L--1) – ი» <–- · 
>#-+1 ჩი... 

თუ ი-ს მივცემთ მნიშენელობებს 1, 2,.-., #, გვექნება 

-– < 10 2–I090 1<-1, , 

I 1 
– <სიპ3–-)ი2-–, 
3 : ა 

  <1ი(ი+-1)––-I09%<- = 
M+1 4 

ამ უტოლობათა წევრ-წევრად შეკრება გვაძლევს 

  

- 1 1 - 1.· 1 
–+-–--+... I 1)ლ14+-–-+ ·--.+-, 213 +.) აითი )<1+ --+ +” 

1+-+-+4.. +-> - 10თ+1)> 0. 
# 

მაშასადამე, = >0 (#=1,2,.-..). ამრიგად, (ჯი)გ-) მიმდევრობის 

ყველა წევრი დადებითია.
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ახლა დავამტკიცოთ, რომ (ჯე), 1) მიმდევრობა კრებადია. (8.5) 

უტოლობის თანახმად გვაქეს: 

1. 1 _ 1 ==. -L -–– ს<0. 211 სირ )+1ი == =+1 I( 1 L – –)< 

ამიტომ ჯა, < ჯგ. ამრიგად, (თი)გ>ს) მიმდევრობა კლებადია და 

ქვემოდან შემოსაზღვრულია. ამიტომ არსებობს (11თ დგ. ამ ზღვარს. 
აღნიშნავენ 0 ასოთი და მას ლ. ეილერის (L. #ს16L) მუ ღდმივა ეწო– 
დება. ეილერის მუდმივას შემდეგი მიახლოებითი მნიშვნელობა აქვს 

0 =0,5772156649. 
ცხადია, შეგვიძლია დავწეროთ 

1 1 1 
1+-- +. –-- ... +---= · +-+%->-+4+..4--=00+60+ჩთ» (8.6) 

  

დისა“ მნა == 

სადაც ი, ნულისაკენ მიისწრაფვის, როდესაც M->თ. 

| § 9. უშტოლცის თეორემა 

თეორემა 1წ. ვთქვათ, მოცემულია ორი მიმდევრობა 
(«აა >1 ღა (#ი)ე>). ამასთანავე მეორე მიმდევრობა არ– 
სებითთადღ ზრდადია. თუ 1იყა=+Cდა 

_ 1პე- მ-ში 4. (9.1) 
V. "სა-I 

საღაც 4 სასრულია, მაშინ არსებობს =- ფარღობის 

ზღვარი და 

1დ ==“ = 4. (9.2) 
1 : Vი 

დამტკიცება, (9.1) ტოლობის თანახმად, ნებისმიერი დადე– 
ბითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება .ისეთი ნატურალური რიცხვი 7, 

რომ ადგილი ექნება უტოლობებს 

ბ –- #98) <4 + -–, როდესაც L > V. 
2 MM." “VყM- 2 

აქედან
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(4 _ 23) (ყი -–ყI-)) < თს-–-9%- <( 4+ +) ფი--ყI-ი, 

როდესაც M->V. ახლა X-ს მიეცეთ. მნიშვნელობები #=V-L1, 

V-L2....,1, მივიღებთ 

(4 – +) C,,,–V) <5», –რ<( 4+ ->) (ყია V, 
ძა. 6 · 

(4 _ +) (9ა+2-–– Vა+I)) < წას -– 94 <( 4 + +) (92 -– ყX+I) 

6 6 
(4 – +) (ძში-–ყი-) < ში –- ში, < (4 + >) (ყი–ზი-,) 

თუ ამ უტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, გამარტივების შემდეგ 
მივიღებთ 

(4 – +) ფა–/) < თ,–“< («. + +) ფ»– ყა, 
საიდანაც 

  

  

  

ტ4-+-ი29%244+-“- 
2 ყი“ V 2 

მაშასადამე, როდესაც # > V, „გვაქვს : 

2. = –4<+ (9.3) 
ყი“ 2 _ 

თ _#= -=---4იე (|  9/(თ->- 4). 
ყი ყი 7სყი“-ყ - 

ახლა შევარჩიოთ ნატურალური რიცხვი # >>V ისე, რომ ადგილი 

ჰქონდეს უტოლობას 
– 4V 

ყი 

მაშასადამე, თუ მხედველობაში ს მეილებთ (9.3) და (9.4) უტოლო- 

ბებს, გვექნება ს 

< –-, როდესაც # > M. (9.4) 

  

  –.- "-4<- 4+--=5, როდესაც # > XV, 

ე. 9.  ვართებულია (9.2) ტოლობა. ამით შტოლცის თეორემა დამტ– 

კიცებულია.
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19 + 29+ ,.. უც? 
| მაგალითი, გამოვთვალოთ 11Xი ;   

  

ჩ–თ ჯჩ 

ამოხსნა. შტოლცის თეორემის თანახმად 

ვ | ოვ ვ 
თი 1121-1417 ს), ში სე). 

4 #62 2. ა (გ 1) 4 თ. თით #” 

§ 10, ნამღჭილ ტიცსვთა ზიმდევტობის «იდა და ქპიდა 
ჭღვარი 

განვიხილოთ ნამდვილ რიცხვთა მიმდევრობა 

9 შეს ი... მცე... (10.1) 

შემოვიღოთ აღნიშენები 

ძ«გე= 3სLს ( 2» თის .. 4, #გ= 10L (თი) რიჯქთა, · 

თუ (10. 1) მიმდევრობა %ზემოდან შემოსაზღვრული არაა, მაშინ ყო- 
ველი » რიცხვისათვის ჯ„„=+C%, ხოლეა თუ მოცემული მიმდევრო- 

ბა ქვემოდან შემოსაზღვრული არ არის, მაშინ ყოველი ჯ-თვის 

Xი ლ–ოლი” 

ვიგულისხმოთ, რომ (10.1) მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვრუ- 
ლია, მაშინ 

თ => თ >-.. >97ი >... 
ეს მიმდევრობა კრებადია, ვთქვათ 

II9ი დგ = წ. 
ა–ლთ ' 

წ სასრულია, ან §=–-თ,. ამ § რიცხვს ეწოდება (10,1) მიმღევ– 

რობის ზედა ზღვარი და აღინიშნება 171 ჯა, სიმბოლოთი, 
ჩ- ო 

თუ (10,1) მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვრული არაა, მაშინ 

11Iთ ჩძგ=-+Cთ»ა 

”.-- თ 

შემდეგ თუ (10.1) მიმდევრობა ქეემოდან შემოსაზღვრულია, 
მაშინ - 

თ, = თე < ... = თე ლ... 
ეს მიმდევრობა კრებადია, ვთქვათ 

10 თ.ა=7». 
.– თ
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უ სასრულია, ან უ=+Cთ: ამ უ რიცხვს ეწოდება (10.1) მიმდევრობის 

, ქვედა ზღვარი და აღინიშნება 1III ჯგ სიმბოლოთი. .· 
”–ია 

რადგან ყოველი 1-სათვის ჯი ლი, ამიტომ , 

110 გ 11 დი. 
ჩ–-ო ”- თ 

„ თუ (10. 1). მიმდევრობა ქვუმოდან შემოსაზღვრული არაა, მაშინ 

11Iს დგ= – Cთ. 
#-თ 

ცხადია, თუ (10.1) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, მაშინ 119) «გ 
ი” თ L- 

და 11თ 2, სასრულია. 
ი თ 

თეორემა 16. ნამდვილ რიცხვთა ყოველი (წი)გ>1 მიმდევრობისა- 

თვის მართებულია შემდეგი ტოლობები: 
ოთ, = –-Iთ C–-ჯ,). (10.2) 
ით ჩ–თ 

11თ ფგ=–11 (–2>,). (10, 3) 
იჩ-–თ ჩათ 

დამტკიცება, შემოვიღოთ აღნიშვნები 

წაგ= მსხ Iთი, თიჯ|ა""")ს წი = )ს! (–-თი, – რე)... , 

დავამტკიცოთ, რომ 
ხა=-–- ჟი, (4=1, 2,..)...· (10.4) 

რადგანაც 
– 28 > წ”. ში = “27, (6=9, #+1,...), 

ამიტომ 

–ნი <5 9 –შე> > (M=1 #M+1, ·--). 

მაშასადამე, 

–წ<შს =-ში > (დი 

აქედან გამომდინარეობს (10.4) ტოლობის მართებულობა, მაშასადამეკ 

1Iთ აა= – 11 ში, 
გ-–თ #ჩ- თ 

ე. ი. ადგილი აქვს (10.2) ტოლობას,
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ანალოგიურად მტ კიცდება (010.3) ტოლობის მართებულობა. 

თეორემა 17. თუ IIთ ჯ.=0, მაშინ არსებობს (წია>I 

'" მიმდევრობის ისეთი ქვემიმდევრობა, რომელიც კრე- 

ბადია ც-კენ. 

კრებადია –-თ საკენ, ვინაიდან ყოველი #-სათვის თ <: თ. ამ შემ- 

თხვევისათვის თეორემა ტრივიალურია. 

_ ახლა ვთქვათ, =-+- თ. ამ შემთხვევაში ყველ» #-თვის გვექთება 

–=+C. მაშასადამე, (ჯ7,),>1 მიმდევრობა არ არის ზემოდან შე- 

მოსაზღვრული. ამიტომ მოცემული მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოე– 

ყოთ ქვემიმდევრობა ლიეჯ>), რომელიც კრებადია +=% -საკენ. 

დასასრულ ვიგულისხმოი , რომ ც სასრულია. ამ შემთხეევაში ყოველი 

ჯე, სასრულია. რიცხვი 1-თვის ”შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ინდექსი 
ჯი, რომ · 

შემდეგ, რიცხვი 2-თვის მოიძებნება ისეთი ინდექსი », > #,, რომ 

9-2 ბადრი 
საზოგადოდ, # რიცხვისათვის არსებობს ისეთია ინდექსი », > »M»-, 

რომ 
_. 7 == 
თ <>, < დგ (10.5) 

თუ ამ პროცესს უსაზღვროდ განვაგრძობთ, მივიღებთ რიცხვთა მიმ- 

დევრობას 2, ,, თ, --ა ში, ა-ს რომელიც (=>) მიმდევრობის 
ქვემიმდევრობაა. (10.5) უტოლობებიდას გამომდინარგობს, რომ 

11I) შე, = 0. 
#-= " 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 18. თუ 11 ”.-=ს, მაშინ არს ებ ობს (+ი).> I 

ჩი-- < 

მოიომდუვრობის ისეთი ქვემიმდევრობა, ოომელიც კლუე- 

ბადია ზ-კენ.
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მე-17 და მე-18 თეორემებიდან გამომდინარეობს 
შედეგი. (2,),>I) მიმდევრობის ზედა და ქვედა ზღვრები წარ- 

მოადგენენ შესაბამისად ამავე მიმდევრობის ყველა კრებადი ქვემიმ- 
დევრობის ზღვართა შორის უდიდესსა და უმცირესს, | 

თეორემა 19. თუ (2,),„>1 მიმდევრობა კრებადია V«-კენ, 

რომელიც სასრულია ან უსასრულოა, მაშინ 

,110) დგ = 1102, 
.-8 წ თ 

დამტკიცება. რადგანაც (#,),>1 მიმდევრობა კრებადია თ-კენ! 

ამიტომ აღნ იშნული მიმდევრობის ყოველი ქვემიმდეგრობა კრებადია 

ძ#-კენ და, მაშასადამე, მე-17 და მე-18 თეორემების თანახმად 

1IIს დ.გ = 11თ დგა=0. 
ი== ო”–თ 

თეორემა 250. თუ (თ,),+|) მიმდევრობის ზედა და ქვედა 

ზღვრები ტოლია, მაშინ ეს მიმდევრობა კრებადია ამ 

ზღვრების საერთო მნაშვნელობისაკენ, 

დამტკიცება, მართლაც, რაკი ყოველი #-სთვის მართებულია 

უტოლობები თე «ეთი <. თა, ამიტომ 

1IიI თ„=1IV დე = 110 ჯი. . 
ჩათ იჩ/+თ იჩ-–-თ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 9. თვლადი და არტათვლადი სიმტავლიები 

რაიმე IL სიმრავლეს ეწოდება თვლადი, თუ იგი ეკვივალენტურია 

ყველა ნატურალური რიცხვის სიმრავლისა. 

თვლადი სიმრავლის განსახღვრა ტოლფასია შემდეგი განსაზღვ- 

რისა: სიმრავლეს თვლადი ეწოდება, თუ შესაძლებე- 

ლია ამ სიმრავლის ელემენტთა დანომერა, 

სიმრავლის ელემენტების დანოშვრა იმას ნიშნავს, რომ სიმრავლის 

ყოველი ელემენტისათვის შეიძლება რაიმე ნატურალური რიცხვის დასახე- 

ლება, როგორც მისი ნომრისა იმგვარად, რომ ყოველ ელემენტს ჰქონდეს
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მხოლოდ ერთი ნომერი და ყოველი ნატურალური რიცხვი იყოს ნო- 

მერი სიმრავლის მხოლოდ ერთე ელემენტისა. 

ამრიგად, თუ /7 თვლადი სიმრავლეა, მაშინ იგი შეგვიძლია ასე 

ჩავწეროთ | 

XM#=(6, რე... შია... 

თეორემა 91. თელადი სიმრავლის ყოველი უსასრულო 

ნაწილი აგრეთვე თვლადი სიმრავლეა. 

დამტკიცება, ვთქვათ, 4 რაიმე თელადი სიმრავლეა, რაკი .1 

თვლადია, ამიტომ მისი ელემენტები შეგვიძლია დავალაგოთ მიმდექ- 

რობის სახით 

თე თვა, რე... (11,1) 

ვიგულისხმოთ, რომ 8 არის # სიმრავლის რაიმე უსასრულო 

ნაწილი. მაშინ 8 სიმრავლის ელემენტები დაიკავებენ გარკვეულ ად- 

გილებს (11. 1) მიმდევრობაში. დავუშვათ, რომ «„, არის (11.1) მიმ– 

დევრობის პირველი ელემენტი, რომელიც 7) სიმრავლეს ეკუთვნის; 

იგი ბ,-ით აღვნიშნოთ. რი, იყოს (11. 1) მიმდევრობის მეორე ელე– 

მენტი, რომელიც ჯს სიმრავლეს ეკუთვნის; იგი ს;:-ით აღვნიშნოთ. 

ასე შემდეგ, თ„, იყოს (11.1) მიმდევრობის ჯ;-ური ელემენტი, რომელიც 

ეკუთვნის # სიმრაელეს; იგი აღვნიშნოთ ბ,-თი, ეს პროცესი შეგვიძ- 

ლია განვაგრძოთ უსაზღვროდ; ასე რომ, ცს სიმრავლის ელემენტები 

შეგვიქლია დავალაგოთ მიმდევრობის სახით 

ხი ხუ: ბიც... 

ეს კი ამტკიცებს, რომ ს თვლადი სიმრავლეა და ამით თეორემა 

დამტკიცებულია, : ! 
„ თეორემა 995. ყველა რაციონალური რიცხვის 7: სიმ. 

რავლე თვლადია. “ 
დამტკიცება, ჯერ დავამტკიცოთ, რომ ყველა დადებითი რა 

ციონალური რიცხვის #. სიმრავლე თვლადია. 

რადგანაც ყოველი დადებითი რაციონალური რიცხვი შეგვიძლია 

ჩავწეროთ + წილადის სახით, ამიტომ ცხრილში
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შეხვდება ყველა დადებითი რაციონალური რიცხვი. მაგრამ ამ ჟცხრი- 
ლის ელემენტები შეგვიძლია დავალაგოთ ერთი მიმდევრობის სახით 

1 2 1 1 2 3 4 3 2 1 
7 წწესაი. 17 1” 2” 3” 2” 1” 1” 2'"' 3 

მაშასადამე, # სიმრავლე თვლადია და ამიტომ შეგვიძლია ლავ- 
წეროთ 

M#=წI, მვა ით თა წვა. + 

შემდეგ, თუ აღვნიშნავთ #. სიმბოლოთი ყველა უარყოფითი რა- 
ციონალური რიცზვის სიმრავლეს, მაშინ ცხადია, რომ 

XI = (–” ლქ წევით ოა ==. 

ახლა # სიმრავლე შეგვიძლია ასე წარმოვადგინოთ 
#=10, «ას იე ფია ია, –'' ---# 

მაშასადამე, # სიმრავლე თვლადია. თეორემა დამტკიცებულია. 
/ უსასრულო სიმრავლეს, რომელიც თვლადი არაა, არათვლადი 

სიმრავლე ეწოდება. 
თვლადი სიმრავლის ცნებას აზრი და მნიშვნელობა "მხოლოდ მაშინ 

ექნება თუ არსებობს არათვლადი სიმრავლეებიც, თვლადი სიმ- 
რავლე უსასრულო სიმრავლის გარკვეული სახეა. წინააღმდეგ "შემთხ–
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ვევაში თვლადი სიმრავლის ცნება იქნება მხოლოდ "უსასრულო სიჰ- 

რავლის. ცნების მოდიფიკაცია. 
ამრიგად, თვლადი სიმრავლის ღირებულება იმაზეა დამოკიდებული, 

არსებობს თუ არა არათვლადი სიმრავლეები. დავამტკიცოთ არათვლა- 
დი სიმრავლის არსებობა. 

თეორემა 38. +=(0, 1) სეგმენტი არათვლადი სიმრაე– 

ლეა. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, #. თვლადი 
სიმრავლეა. მაშინ 4 შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ასე 

#ტ6= (>, დ > შუ, "თ" |. 

გავყოთ # სეგმენტი სამ კონგრუენტულ სეგმენტად #0), ტო, ტო), 

ამ სეგმენტებიდან ერთი მაინც იქნება ისეთი, რომელიც არ შეიცავს 

ჯ. ელემენტს. ეს სეგმენტი აღვნიშნოთ #, სიმბოლოთი. 

ახლა #4, სეგმენტი გავყოთ სამ კონგრუენტულ სეგმენტად, 4!0, ბ%), 
ტა. ამ სეგმენტებიდან ერთი მაინ/ჯ იქნება ისეთი, რომელიც არ შეი–- 

ცავს «კ ელემენტს, ეს სეგმენტი აღვნიმნოთ 2; სიმბოლოთი. 

თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ უსაზღვროდ, მივიღებთ სეგმენტთა 

მიმდევრობას 

ხ–=86,=4ეც= ... =4#ე= ... (11.2) 

ცბადია, რომ 

(ბ =-1. II = -----1ტ,| = <-, 

მაშასადამე, (11.2) მიმდევრობა წარმოადგენს თავმოყრილ სეგმენტთა 

მიმდევრობას. ამიტომ არსებობს ერთადერთია წერტილი §, რომელიც 

ეკუთვნის (11.2) მიმდევრობის ყველა სეგმენტს. კერძოდ =C4 და 
ამიტომ = უნდა იყოს რომელიმე ჯე. მაგრამ „გ C ბგ და, მაშასადამე, 

ნ C#ტე. ამრიგად, ერთდროულად გვაქვს. 

- §”C ბა და §C#ტ,. 

მივიღეთ წინააღმდეგობა, ამიტომ ჩვენი დაშვება სწორი არაა. მაშასა- 
დამე, # არათვლადი სიმრავლეა, თეორემა დამტკიცებულია,
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კითხვები 

1. რას ეწოდება ობიექტთა მიმდევრობა? რიცხეთა მიმდევრობის 
მოცემის რა წესები იცით? 

2. როგორ მიმდევრობას ეწოდება ზემოდან შემოსაზღვრული? ქვე- 

მოდან შემოსაზღვრული? 

ვ, როგორ მიმდევრობას ეწოდება: ზრდადი მიმდევრობა? კლებადი 

მიმდევრობა? არსებითად ზრდადი? არსებითად კლებადი? მონოტონუ- 

რი? არსებითად მონოტონური? სტაციონარული? | 

4. რას ნიშნავს, რომ (ჯაგ)ი>1 მიმდევრობის ზღვარია. ი რიცხვი? 

5. სტაციონარულ მიმდევრობას აქვს თუ არა ზღვარი? · 

6. შემოსახღვრულია თუ არა კრებადი მიმდევრობა? 

7. კრებადია თუ არა ყოველი შემოსახღვრფლი მიმდევრობა? 

8. შეიძლება თუ არა კრებად მიმდევრობას ორი ზღვარი ჰქონდეს? 

9. ნამდვილ რიცხეთა ყოველ ზრდად მიმდევრობას აქვს თუ არა 

სასრული ზღვარი? 

10. ნამდვილ რიცხვთა ყოველ კლებად' მიმდევრობას აქვს თუ არა 

სასრული ზღვარი? 

11. სეგმენტთა როგორ მიმდევრობას ეწოდება თავმოყრილ სეგ- 

მენტთა მიმდეერობა? 

12. რაში მდგომარეობს კანტორის თეორემა თავმოყრილ სეგმენტ- 

თა მიმდევრობის შესახებ? 

13. რაში მდგომარეობს ბოლცანო-ვაიერშტრასის თეორემა? 

14. როგორ მიმდევრობას ეწოდება ფუნდამენტალური? 

15. შეიძლება თუ არა, რომ ფუნდამენტალური მიმდევრობა არ 

იყოს შემოსახღერული? 

16. რამი მდგომარეობს კოშის თეორემა მიმდევრობის ზღვრის 

არსებობის შესახებ? 

17. რას ეწოდება ნეპერის 6 რიცხვი? 

  

სავარჯიზო 

1. გამოთვალეთ 1II)ჯ,, თუ თა=-XM-, პასუხი: 1 
”ჩ-თ X1I-1 . 

" | “ მ2ს– 1 
2. გამოთვალეთ I1I)ს თე, თუ თე = –“–. პასუხი: .1+.. 

ს-თ 2”
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ვ. გამოთვალეთ I LI Xგ. თუ ვ,= 911... პასუხი: 2. 
წთ ” “+-1 M 

_ , წ -|- 441–- გამოთვალეთ IIIს თ,, თუ თა = --- “““–, პასუხი; 0, ით ,ბ-–- 71 + 2. 

1+L "" -L 

წ. გამოთვალეთ III X <5M 1-1+I > პასუხი: თ. 
ს- თ 1-6)” + 2# + 3 
  

2უს-- 31 -L 1 
6. გამოთვალეთ 1LI) 2<1-:#11, პასუხი: 2. 

I-ლი 3)? -L 2) –7 3 

მ მ · 

7. დაამტკიცეთ, რომ IC (I +1-I/ »)=90. 
უთ. ოთ 

ჯაჯ -–- თ 

| 
8.: გამოთვალეთ III დ, თუ თ.-( 1 + ==) + . პასუხი: ტ. 

ჯ I 

9. დაამტკიცეთ. რომ (>,),„>) მიმდევრობას, სადაც ჯ, = 008)) ჯ. 

ზღვარი არა აქვს. 

10. ააგეთ არაკრებადი (X,)7>I და (V„,)”>1 მიმდევრობები, ისეთი, 

რომ (»X, +ყ,)ი »I მიმდევრობა იყოს კრებადი. 

11. დაამტკიცეთ, რომ 

12. დაამტკიცეთ, რომ 

  
  

1 1 
11 -– –+46... =0. 

”-+თ 121 (2 +1)? რო+ (2ჯ) | 
13. დაამტკიცეთ, რომ 

  

  

! I 1 1 
1111 == ... == |= Cდ. ი+= ( ი იიი ს ==) I 

14. დაამტკიცეთ, რომ
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'“.1 1 1 
11 + ------)=1ა 

წია (7+(1 VI »?+2 რო+ >>) 

15. მოცემულია რიცხვთა მიმდევრობა (თ,),”>1) საღაც დგ = 

_ 1+-1" 
ა « იპოვეთ 1II0 თ, და1ICთ თ.ა პასუხი: 0 და1. 

16. იპოვეთ III «გ და სსს დე, თუ დ. =ლიზს წა 
პასეხი: –1 და I



თაჭი # 

რიცხვთა მწკრივი 

მათემატიკური ანალიზის ერთ-ერთი ძირითადი ნაწილია მწკრ ივ– 
თა თეორია. მწკრივების საშუალებით შეიძლება ვიპოვოთ მიახ- 
ლოებითი მნიშვნელობები ფუნქციების, ინტეგრალებისა და ა. შ. ამ 
განყოფილებაში ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ რიცხვთა მწკრივებს. 

§ 1. ნამდვილ წევრებიანი რიცსვთა 8§წკრივი. 

კრებადობა და ბანფლადობა 

განვიხილოთ ნამდვილ რიცხვთა მიმდევრობა (ყი)>ი. თუ ამ 

მიმდევრობის ყველა წევრს შევაერთებთ + ნიშნით, მივიღებთ სიმ– 
ბოლოს : 

ძა+-M,--+%2 ++ -.-+Vხი+--., (1.1) 

რომელსაც რიცხვთა მწკრივი ეწოდება. ყ„ რიცხვს მწკრივის ფ-ური 

წევრი ანუ მწკრივის ზოგადი წევრი ეწოდება. 

აღებულ მწკრივს ხშირად ეწოდება მწკრივი ზოგადი «გ წევრ ით 

ან მოკლედ (Vი) მწკრივი. | 
1.1) სიმბოლო არ შეიძლება განვიხილოთ როგორც ჯამი ჩვეუ- 

ლებრივი აზრით, ვი5აიდა5 არითმეტიკაში ჯამის ციება განსაზღვ- 
რულია შესაკრებთა სასრული სიმრავლისათვის. რომ ვილაპარაკოთ 
(1.1) მწკრივის ჯამხე, საჭიროა გავავრცელოთ» ჯამის ც5ება შესაკ- 
რებთა უსასრულო სიმრავლის შემთხვევაში. 

ჯამს 

3, = Mე ++ «ს + ·.. + Vი 

ეწოდება (1.1) მწკრივის »-ური კერძო ჯამი ან უბრალოდ – კერძო 
ჯამი. როდესაც ჯ» გაირბენს მნიშვნელობებს 0, 1, 2,.... მივიღებთ 
კერძო ჯამთა მიმდევრობას 

83, 83 - >". ზავი
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განსაზღვრა 1, (1,1) მწკრივს ეწოდება კრებადი § რიცხვი- 

საკენ, თუ 
1IIივც =- §. 
8-თ | 

ამ შემთხვევაში ვ რიცხვს ეწოდება მოცემული მწკოივის ჯამი და 

წერენ 
§=%ე+V-+- ·.. +9გ+..., 

ან მოკლედ | 

თუ სროკი არ არსებობს ანდა იგი უსასრულოა, მაშინ აღებულ 
მწკრივს გან შლა დი ეწოდება, | – 

მაგალითი 1. განვიხილოთ ლაიბნიცის მწკრივი 

  

ვიპოვოთ ამ მწკრივის ჯამი. გვაქვს: 

1 1 1 1 
ბელ“. –-–-+. 12231 ა0+CI0)  CI-C1IC+-2) 

1 1 1 1 1 =L(1---- –--- IC... ესეა + 0-+)+(-–<5)1.+(C-- 251 
1 1 1 + -- შა ს =1. , 

(–- + :) #+2 

აქედან ვღებულობთ, რომ IIIი §, =1. მაშასადამე, აღებული მწკრივი 

კრებადია · და მისი ჯამი §=1. | | 

  

  

      

მაგალითი 2. განვიხილოთ მწკრივი 

1 1 1 
1+-.+ . – +... +--.L+.,. 1.2 + 2 + 3 + + 2 + (1.2) 

ამ მწკრივს ჰარმონიული მწკრივი ეწოდება. დავამტკიცოთ, 

რომ ეს მწკრივი განშლადია. წინა თავის მე-8 პარაგრაფში დაფვად- 

გინეთ, რომ 

„1, 1 1 _ 
ვა=1+-+-+ ა. +-->1ით+1) (#=1,2, ---)-
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რაკი 1IVი 19(» -L 1)= +- თ, ამიტომ 1 კი=+ თდყ მაშასადამე, (1.2) 
ით იჩ თ 

მწკრივი განშლადია. 
თეორემა 1. თუ მწკრივში რამდენიზე წევრს ახალი 

წევრით მევცვლით, ან თუ მას ჩამოგაშორებთ (და 
ვუმატებთ) რამდენიმე წევრს, ამით ·მმწკრივის კრება– 

დობა ან განშლადობა არ დაირღვევა, 
დამტკიცება. განვიხილოთ (1.1) მწკრივი და მისი რამდენი– 

შე წევრი, მაგალითად, #M,, ს» გს ··ს V,, შევცვალეთ ახალი 2,,, 
შე, ა შა, წევრებით (#, <. M < --.< XI). ვთქვათ, 

რა, + მ, + ..+ ჭ?,, )– («,, + ი. +..+ %ხ; )=0. 

თუ პკ წარმოადგენს (1.1) მწკრივის ,»-ურ კერძო ჯამს, ხოლო §, 
არის ამ მწკრივის წევრთა შეცვლის შედეგად მიღებული მწკრივის 

კერძო ჯამი, მაშინ 

8 –– პე=0, როდესაც # >. 

· აქედან, თუ # >X#,, გვაქვს 

8ი-= 3გ + ძ. 

ცხადია, რომ თუ (1.1) მწკრივი კრებადია, მაშინ 10 ვე არსებობს 
და, მაშასადამე, იარსებებს 110 §ე. ამიტომ (1.1) მწკრივის წევრთა 

შეცვლის შედეგად მიღებული მწკრივი აგრეთვე კრებადია. თუკი 
(1.1) მწკრივი განშლადია, მაშინ არ არსებობს 110 §,„ ლდა, მაშასა- 
დამე, არ იარსებებს აგრეთვე 110 ჯე . ამიტომ (1.1) მწკრივის წევრთა. 

შეცვლის შედეგად მიღებული მწკრივი აგრეთვე განშლადია. 
მწკრივის რამდენიმე წევრის ჩამოშორება ამ მწკრიეის სათა–- 

ნადო წევრის 0-ით შეცვლის ტოლფასია. ასე რომ არც ეს ოპერა- 
ცია დაარღვევს მწკრივის კრებადობას ან განშლადობას, თეორემა 

დამტკიცებულია. 

§ 2. მწკრივის პრეგადღობის აუცილებყლი და საკმარისი პირობა 

თეორემა 2 (კოში). («,) მწკრივის კრებადობისათვის 

აუცილებელი და საკმარისია ყოველი დადებითი ჩ 

რიცხვისათვის არსებობდეს ისეთი ნატურალური 
რიცხვი #, რომ როდესაც »>XM და ნებისმიერი ნა-' 
ტურალური. უ რიცხვისათვის ადგილი ჰქონდეს 
უტოლობას 

9 ელ. ჰელიძე, ე წითლანაბძე
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|ე++Mე+ა + ·. + ხევი | <6. (2.!) 

დამტკიცება. განვიხილოთ მოცემული მწკრ ივის კერძო ჯამ- 

თა მიმდევრობა 

4ე, მე ამე!“ ', (2.2) 

(«,) მწკრივის კრებადობისათვის, აუცილებელი და საკმარისია 

(2.2) მიმდევრობა იყოს ფუნდამენტალური, ე. ი. ყოველი დადებითი 

8 რიცხვისათვის ისეთი ნატურალური » რიცხვი მოიძებნებოდეს, 
რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

(წი, –– ზე| <5, როდესაც # -> M, » > IM. / (2.3) 

თუ ავიღებთ #»#=/#+ 2, სადაც # ნებისმიერი ნატურალური ორიცხ- 

ვია, მაშინ (2.3) პირობა ასე გადაიწერება 

|ზი+ი – მი| <5, როდესაც #.> XV. 
ეს კი ტოლფასია (2.1) პირობისა, ვინაიდან 

ზსი+ი -–- მი=%ივ)16+ზეკი + · + ზი+ ი: 

თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 3. (#.) მწკრივის კრებადობისათვის აუცი- 

ლებელია, რომ მისი ზოგადი «, წევრი მიისწრაფვო- 

დეს ნულისაკენ, როდესაც »->Cთ. 
დამტკიცება. ეთქვათ, (V«,) მწკრივი კრებადია, მაშინ მე-2 

თეორემის პირობა შესრულებულია ყოველი ჯ-თვის, კერძოდ, რო- 

დესაც »=1. მივიღებთ, რომ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის 
არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი M#, რომ |V,კ3,|<- 6, რო- 

დესაც » >> M, ეს კი იმას ნიშნავს, რომ 

IIIთ «V,,=0. 
ით 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ისმის კითხვა: თუ ზოგადი წევრი ნულისაკენ მიისწრაფვის, მა- 

შინ კრებადია თუ არა მწკრივი? საზოგადოდ არა. მართლაც, ჰარ- 

მონიული მწკრივის ზოგადი წევრი #, =-- ნულისაკენ მიისწრაფ– 

ვის, როდესაც M -–> დ, მაგრამ მწკრივი განშლადია. 

თეორემა 4. გეომეტრიული პროგრესია 

თ+ით0+00"+ .·-- +0თ0” + ·.· (0=#0) (2.4) 

არის კრებადი მწკრივი და მისი ჯამია
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  ვ=-“ (2.5) 
1-ძ 

როდესაც |ი9I<1, ხოლო ეს მწკრივი განშლადია, რო– 

დესაც |I>1. 
დამტკიცება. ვთქვათ, I) -I. გეომეტრიული პროგრესიის 

წევრთა ჯამის ფორმულის მიხედვით 

  

  

–- M+1 +1 

„8ი=თ+ძ0+0ი + ·-· +ძ0"= « ძი ით 9 · 
1-–- ყ 1– ძ 1-– ძ 

მაგრამ 
11. 05)11=0, 

· · ჩ-თ 

ამიტომ · 

: ||წ!!! 8.ი= ' 

»”–- თ –ძ 

ე. ი. მწკრივი კრებადია და მისი ჯამი · მოცემულია (2.5) ფორ- 

მულით. 
ახლა ვთქვათ, | V| > 1. მაშინ ყოველი »-თვის | თე“ | >|ძთI და, 

მაშასადამე, (2.4) მწკრივის ზოგადი წევრი არ მიისწრაფვის ნული- 
საკენ, როდესაც ა» –> თ, ამიტომ მე-3 თეორემის თანახმად მწკრი– 

ვი განშლადია. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 8. მწკრივის კირითადი თვისებები 

თეორემა წ. თუ კრებადი (V,) მწკრივის წევრებს მა– 

თი რიგის შეუცვლელად ისე დავაჯგუფებთ, რომ 
ყოველი ჯგუფის წევრთა რიცხვი სასრულია და ამ 

ჯგუფების ჯამებისაგან მწკრივს შევადგენთ, მიღე- 
ბული მწკრივი კრებადი იქნება და მისი ჯამი თავი- 
დან აღებული მწკრივის ჯამის ტოლია. 

დამტკიცება. განვიხილოთ ნატურალურ რიცხეთა მიმდევ- 
რობა #ე <- წ) <- ა <- ...< ი) < ... და შევადგინოთ (V) მწკრივი, 
სადაც 

ზმი= Mი+V%,-+ ·.. +%ია: , 

Vწ,=%იე +I L%ზიეს +292 + ·-- +ყგის 

რ რ. 0 წ საქ. იიიუიიცეიაიი ი" 

წ MM. 4 + რი, 491 .+9%ი, , 

ში... ... ·
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აღვნიშნოთ §, და §) სიმბოლოებით შესაბამისად (#,) და (სე) 

მწკრივების V-ური კერძო ჯამები. ადვილი შესამჩნევია, რომ ნების- 

მიერი X-თვის გვექნება 

3; აა, · 

ეს იმას ნიშნავს, რომ (§,) მიმდევრობა წარმოადგენს (§,) მიმდევ– 
რობის ქვემიმდევრობას. მაშასადამე, რაკი (:„) მიმდევრობა კრება–- 
დია გარკვეული § რიცხვისაკენ, ამიტომ (§,) მიმდევრობაც კრება–- 
დია § რიცხვისაკენ, ე. ი. თუ (V,) მწკრივი კრებადია § რიცხვისა–- 

კე5, მაშინ (9;) მწკრივიც კრებადია იმავე რიცხვისაკენ. თეორემა 

დამტკიცებულია, 
შენიშვნა. (ჯ,) მწკრივის კრებადობიდ დან, საზოგადოდ არ გა- 

მომდინარეობს («,) მწკრივის კრებადობა. მართლაც, განვიხილოთ 

მწკრივი · 

1-1+1-- 14+ ...+(--10+ ... 
ეს მწკოივი განშლადია, რადგანაც ზოგადი წევრი არ მიისწრაფვის 

ნულისაკენ, მაგრამ მწკრივი 

(1 –– 1)+(1 –– 1)+(1––1)+L... 
კრებადია. 

თეორემა ნ. თუ (#,) მწკოივი კრებადია 8 რიცხვისა- 

კენ, მაშინ ნებისმიერი /. რიცხვისათვის (XI) მწკრი–- 

ვი კრებადია 21§ რიცხვისაკენ. 
დამტკიცება. თუ შემოვიღებთ აღნიშგნებს 

5 =მშიიბ · +V) 

თე ==7M0-L7%X, + ..+ MM, 

გვექსება : 
MI =2.8წე. 

პირობის ძალით 1II §,=§ და, მაშასადამე, 1II ძე ==2-. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრა 2, (V,) და (ს,) მწკრივების ჯამი ეწოდება 
(I, +წე) მწკრივს, ხოლო მათი სხვაობა არის (V, –- შ,) ძწკრივი. 

თეორემა 7. თუ (V,) და (ს,), მწკრივები კრებადია შე– 

საბამისად § და თ რიცხვებისაკენ, მაშინ (4, +ზ,) 

მწკრივი კრებაღია და მისი ჯამია §-+-თ. ასევე (#«,–ში) 
მწკრივიც კრებადია და მისი ჯამია §–9. 

დამტკიცე ბა, შემოვიღოთ აღნიშცნები
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ზე=%-ე+L%,-L ·. +ზ%ზე, 

თი=%-+V,+ ·-. +წ,, 

(ს –=(% + შე)+(%,+9%,)+ .·.- + («, +ს,)- 

თეორემის პირობის თანახმად 

1) Iს ვა=§8, I1IIII თგ=თ0. 

ამიტომ 

1Iთ ,(ე=11თდ (§+თე):=110 §გ+II0ი ძგე=8-+ძ. 

ამრიგად, («„+ი,ც) მწკრივი კრებადია და მისი ჯამია §-Lთ. 

ანალოგიურად მტკიცდება (V.–%,) მწკრივის კრებადობა. 

შენიშვნა. შეიძლება, რომ (V.„+სა) მწკრივი იყოს კრე- 

ბადი, («.) და (სგ) მწკრივები კი განშლადღი. მართლაც, ვთქვათ, 

–1 
(M4=1, 2,...), ცხადია, (V- +სე) მწკრივი   

“« =-1, ყა» == 
I » 

კრებადია, მაგრამ (ჯა) და (ზი) მწკრივები განშლადია. 

განსაზღვრა 3. («ა მწკრივის ნაშთი »-ური წევრის შემდეგ 

ეწოდება მე+-IL%ე+2 +· . მწკრიეს. 

ცხადია, მწკრივი და "მისი ნაშთი ერთდროულად კრებადია ან 

ერთდროულად განშლადია. 

§ 4. დადებითი მწკრივები 

(«,) მწკრივს, რომლის ყოველი წევრი დადებითი რიცხვია, და- 

დებითი მწკრივი ეწოდება. მართებულია შემდეგი 

თეორემა 8. დადებითი მწკრივის კრებადობისათვის 

აუცილებელია და საკმარისი, რომ კერძო ჯამთა 

მიმდევრობა იყოს ზემოდან შემოსაზღვრული. 

დამტკიცება. ავიღოთ რაიმე დადებითი (V,) მწკრივი. აღ- 

ვილი შესამჩნევია, რომ კერძო ჯამი 

ა = ძე+-%-L- ·. ·+L+Vყე 
იზრდება »-თან ერთად, 

“თუ («ა) მწკრივი კრებადია, მაშინ კერძო ჯამთა მიმდევრობა 

(მი)გ>0 ზემოდან შემოსახღვრულია და ამით პირობის აუცილებ-– 

ლობა დამტკიცებულია. პირიქით, თუ კერძო ჯამთა მიმდევრობა 

(8ი1>0 ზემოდან შემოსაზღვრულია, მაშინ იგი კრებადია, ე. ი. (M ) 

მწკრივი კრებადია. თეორემა დამტკიცებულია,
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ამ თეორემის თანახმად მწკრივი 1-+2-+ ... +» -L... განშლადია, 
ვინაიდან კერძო ჯამთა მიმდევრობა ზემოდან არ არის შემოსაზღვ– 

რული. 

თეორემა 9, ვთქვათ, V > %ი <> Vვ > · .. >%, > ... > 9. 

მწკრივი (ს,) კრებადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც მწკრივი 

2,2პM+=9)+29:+44+ჩM –- ... (4.1) 

109 

კრებადია. 
დამტკიცება. ვთქვათ, 

ზა=M,+V2+ „თ. ში 

0ჯ=%L2% => + 2Vეს. 

როდესაც » < 2", გვაქვს 
მე +(%+ «უე)-L (+ M5+ 9გ-L M;)+..-+-(Vა# + -·.. +62ს+I ,) <- 

« #ს+2V:+ 4M-+ .. . + 2ბიყეჯ=9Lს, 

ასე რომ 
ზი <0. (4.2) 

მეორე მხრივ, როდესაც # > 21%, გვაქვს 

3 > %,+V9+(M3-+ Vა)-- (Mყ +Mგ-+ IM1+ ვ) .,. > 
1 · 

–+(თეL-1-+L «ეს-),, + -·· + 2) 2--0+-+XC+ 2Vკ – 

+4ყვ+ ... 42 =-- ძის. 

ასე რომ 

8: > ოსა (4.3) 

თუ («,) მწკრივი კრებადია, მაშინ (4.3) უტოლობის ძალით 

(4.1) მწკრივიც კრებადია, ხოლო თუ (ყს,) მწკრივი განშლადია, 

მაშინ (4.2) უტოლობის თანახმად (4.1) მწკრივიც განშლადია. თეო–- 

რემა დამტკიცებულია. 
1 

თეორემა 10. მწკრივი (+) კრებადია, როდესაც 

თ > 1, და განშლადია, როდესაც თ<:1.
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დამტკიცება. თუ თ <0, მაშინ მოცემული მწკრივის განშ- 

ლადობა გამომდინარეობს მე-3 თეორეჰპიდან. თუ თ2>0, მაშინ 
შეგვიძლია გამოვიყენოთ მე-9 თეორემა. ჩვენ შემთხვევაში (4,1) 
მწკრივი ასე გადაიწერება: 

თ თ 

ჯ 2 = => 2, 20-–ძ)L:. 

§ხ5=50 #50 

მივიღეთ გეომეტრიული პროგრესია, რომლის მიიშვნელია 21%, ეს 
პროგრესია კრებადია მაშინ და მხოლოდ მაში5, როდესაც 21-9<1, 

ე. ი, როდესაც თ >> 1. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 11. თუ C>1, მაშინ მწკრივი 

2, –- თ) 

კრებადია, თუკი თ<-1, მაშინ ეს მწკრივი განშ- 

ლადია. 

დამტკიცება. მიმდევრობა (ეუ) 
| 20 2)“ 7ი > 2 

ტომ შეგვიძლია გამოვიყენოთ მე-9 თეორემა. ამას მივყავართ მწკრი- 

ვამდე 

  

კლებადია და ამი- 

  
  

% 1. 5951 
ი; = „უ„ღუეღ= „–- 

2, 2# ლ 2M)> > 11” 2 (102)« #L> (ს 

მაშასადამე, ეს თეორემა მე-10 ”თეორემის შედეგია. 

§ ნ. მწკრივთა შედარების ნიშნები 

ვთქვათ, მოცემულია ორი დადებითი მწკრივი («,) და (სი). 

მართებულია შემდეგი 

თეორემა 12 (შედარების პირველი ნიშანი). თუ «ა << სგ (X=0. 

2,...) და (სი) მწკრივი კრებადია, მაშინ (ს) მწკრი- 

გიც კრებადია. 

დამტკიცება, ცხადია, («,„) მწკრივის კერძო ჯამები არ აღე- 
მატება (ყე) მწკრივის სათანადო კერძო ჯამებს, და რაკი (დ,) 
მწკრივი კრებადია, ამიტომ (V,) მწკრივის კერძო ჯამთა მიმდევ- 
რობა ზემოდან შემოსაზღვრულია, მაშასადამე, მე-8 თეორემის თა- 
ნახმად (V,) მწკრივი კრებადია.
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შედეგი. თუ («,) მწკრივი განშლადია და V, <7 
(#«=0, 1, 2,...), მაშინ (ა) მწკრივი განშლადია. 

მართლაც; (სი) მწკრივი კრებადი რომ იყოს, მაშინ მე-12 თეო–- 

რემის თანახმად (V,) მწკრივიც კრებადი იქნებოდა. 
შენიშვნა. შედარების პირველი ნიშანი ძალაში რჩება, თუ 

ე შე პირობა შესრულებულია არა ყველა -თვის, არამედ 

ჯ-ის გარკვეული მნიშვნელობიდან დაწყებული. 

თეორემა 13. ვთქვათ, (V«,) და (ყი) დადებითი მწკრი- 
ვებია, თუ არსებობს ნულისაგან განსხვავებული 

ზღვარი 

IMIთ “ი=7, 
ჩი-თ ში 

მაშინ (ძ,) და(ზი) მწკრივები ერთდროულად კრებადი 
ან განშლადი არიან, 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვი § <- I. 

ზღვრის განსახღვრის თანახმად მოიძებნება ისეთი ნატურალური 
რიცხვი V, რომ როდესაც #» > V, გვექნება 

1-6<29%%ი <1--8. 
ზა 

აქედან გვაქვს 
(L-– ზ)ხე < MI, << (I+2)სუ, როდესაც #=V--1, V+2,... 

თუ (#«,) მწკრივი კრებადია; მაშინ მე-12 თეორემის ძალით 

კრებადი იქნება აგრეთვე მწკრივი ბ, (ფ( –- ია)დე და, მაშასადამე, (VI) 
ი5=V+L 

მწკრივი კრებადია. 

პირიქით, თუ («,) მწკრივი განშლადია, მაშინ მე-12 თეორემის 

შედეგის თანახმად განშლადი იქნება აგრეთვე მწკრივი 

თ 

2 ((4+-ი)ს„ და ამიტომ (ჭე) მწკრივი განშლადია. თეორემა დამ- 

”=ა+1 

ტკიცებულია, 
თეორემა 14 (შედარების მეორე ნიშანი), ეთქვათ, («ე) ღა 

(,) დადებითი მწკრივებია. თუ (ს) მწკრივი კრება- 
დია დამართებულია უტოლობები
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4ი+ კ მშ. (=0, 1, 2, ...), (5.1) 
მია წყ» 

მაშინ (V,) მწკრივი კრებადია. 

დამტკიცება, (5,1) უტოლობებიდან გვაქეს 

  

4“ L) ჟუ %# ზი 
1 <-1, 22 252 (L68-) ად · 
ბე % თ“ წ, რი-( ში4 

თუ ამ უტოლობებს წეგრ-წევრად გადავამრავლებთ, მივიღებთ 

# ## რ სეს M თ. 
"თ %, %ი-4 % " წი- 

სათანადო შეკვეცის შემდეგ გვექნება 

აქედან 

რაკი (>  ) პწკრივი კრებადია, ამიტომ მე-12 თეორემის თა- 
% 

ნახმად («,) მწკრივი კრებადია. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეზი. თუ (ძ,) მწკრივი განშლადია და შესრულე– 
ბულია (53.1) პირობა, მაშინ (იე) მწკრივიც განშ- 
ლადია. 

მართლაც, (შე) მწკრივი კრებადი რომ ყოფილიყო, მაშინ მე-14 

თეორემის თანახმად (V,) მწკრივიც კრებადი იქნებოდა. 
შენიშვნა. შედარების მეორე ნიშანი ძალაში რჩება, თუ (5.1) 

პირობა შესრულებულია არა ყველა #-თვის, არამედ ჯ-ის გარკვეუ– 

ლი მნიშვნელობიდან დაწყებული: 

მაგალითი. დღავამტკიცოთ, რომ მწკრივი 

თ 
1 

ბანი ო=0 

  

კრებადია. თუ შემოვიღებთ აღნიშენებს 

1 _ 1 

2ი-L„ _ ი 
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გვექნება «გა<ზი (#=9, 1, 2,-...), მაგრამ (სგ) მწკრივი კრებადია, 
გინაიდან იგი წარმოადგენს უსასრულო გეომეტრიულ პროგრესიას, 

რომლის მნიშვნელია +. მაშასადამე, მე-12 თეორემის ძალით მო– 

ცემული მწკრივი კრებადია. 

§ 6. ნიშანმონაცვლეობითი მწკრივი. ლაიბნიცის თეორეჭა 

ახლა შევისწავლოთ მწკრივები, რომელთა წევრები ნებისმიერი 

ნამდვილი რიცხეებია, 

განსაზღვრა 4. ნიშანმონაცვლეობითი მწკრივი ეწოდება ისეთ 

მწკრივს, რომლის წევრებს “რიგრიგობით დადებითი და 'უარყოფი- 
თი ნიშნები აქვთ. 

ნიშანმონაცვლეობითი მწკრივი შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ 

Mე-–- VI-V –– ყვუ- ·-.. +C-- 1წყა + ..., (6.1) 

სადაც %ე, «, ძVე,.·-%ე,--. დადებითი რიცხვებია. 

თეორემა 15 (ლაიბნიცი) ნიშანმონაცვლეობითი (6.1) 
მწკრივის კრებადობისათვის საკმარისია, რომ 

(საგი მიმდევრობა იყოს, არსებითად კლებადი და 

1)თ ყე =0,. 
დამტკიცება. (6.1) მწკრივის პირველი L წევრის ჯამი აღვ– 

ნიშნოთ §,-თი. მაშინ #=2#+1 რიცხვისათვის გვაქვს: 

808+1= (%ე –– %I)+(%გ–– V8)-L- ·-· + (%ვი“– M2ი+ჯ). 

პირობის თანახმად ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულებანი 

არაუარყოფითი რიცხვებია, ამიტომ §,,,, იზრდება თ-თან ერთად. 
მეორე მხრივ შეგვიძლია დავწეროთ 

841 %ე -– (+ –– Mე)–– (ყვ –– M,) –“– . –– (ბიე –“ შეი) –- მია +)“ 
აქედან ჩანს, რომ ყოველი »-თვის 

შიგ +( + %ე- 

ამრიგად, (ფიკ,>ი მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღერულია და 

ზრდადია, ამიტომ არსებობს 

11Iთ ჭაი+კ=-§. 
ჩ– თ 

ახლა შევნიშნოთ, რომ 

ზუ = მი, I+%ი. 
მაშასადამე,
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1100 ზეც = §., 
M-+00 

აქედან გამომდინარეობს, რომ (6,1) მწკრივი კრებადია და მისი ჯა 
მია 3. ამით ლაიბნიცის თეორემა დამტკიცებულია, 

ზემოდამტკიცებული თეორემიდან ჩანს, რომ ჭ§,,,, ჯამი მიის- 

წრაფვის თავის § ზღვარისაკენ ისე, რომ იგი მუღამ მატულობს. 
ამრიგად, მიკ წარმოადგენს §-ის მიახლოებით მნიშვნელობას ნაკ- 
ლებობით. პირიქით, წე არის ვ-ის მიახლოებითი მნიშვნელობა 

მეტობით. მართლაც, ტოლობებიდან 

8:ე= ზი: 

§:= % ( –%) 

8გ == Mე –– (M, –– 92) –– (43 -– #ჯ), 

ჩანს, რომ 8ე.> 8: >8, >... 

ამ რიგად, ჯე, მიისწრაფვის 8-კენ ისე, რომ იგი მუდამ კლებუ- 
ლობს. 

უტოლობებიდან ჯ§, < § <- ჭე გამომდინარეობს, რომ 

0 << §< ზე: 

მაშასადამე, ჩვენი მწკრივის ჯამს აქვს პირველი წევრის ნიშანი და 
აბსოლუტური სიდიდით ნაკლებია ამ წევრზე. 

(6.1) მწკრივის #7, ნაშთი «-ური წევრის შემდეგ არის. 

! (–-1 აას ოლ %ი4+2“L ზი+ვ ი... 

ეს მწკრივი იმავე ხასიათისაა, რაც (6.1) მწკრივი, ამიტომ ამ ნაშთს 
აქვს (–-–1)4+1 ნიშანი და 

IMჯი| < ო-ს, 
თუ გავიხსენებთ, რომ 

§=3ი“++#ი, 

ყველაფერი ზემოთქმული შეგვიძლია ასე ჩამოვაყალიბოთ: თუ (6.1) 

მწკრივში უკუვაგდებთ ყველა წევრს თ-ურის შემდეგ. და კერძო 
კა | 

ვ8ა=ზ%ზ – ს +ხე–– -..+(– 1/”Vა 

მივიჩნევთ 8 ჯამის მიახლოებით მნიშვნელობად, მაში5 მივიღებთ 
გადახრას, რომელსაც ექნება იგივე ნიშანი, რაც პირველ უკუგდე– 
ბულ (–-1). 19. წევრს, ხოლო აბსოლუტური სიდიდით მასზე 
ნაკლებია, ე. ი.. 

,
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|§-–- 5,1 < %ი+/ 

ეს თვისება შეგვიძლია გამოვიყენოთ მწკრივის «ჯამის მიახლოებით 

გამოთვლებში. 
მაგალითი 1. მწკრივი 

1. 1 1 I იბ L(C-1)ი -- LC... 2 + 3 +(C–1) 2; + 

კრებადია. ვინაიდან 

11. 1. - 1 
11 ას --> ..2- ქ... > 2“ 3 > 2 > 

და 

1119 == , 
ჩ-–თ 7 

შენიშვნა. მე15 თეორემა ძალას კარგავს, თუ მოვხსნით 
ძე-ის კლებადობის პირობას. მაგალითად, ნიშანმონაცვლეობითი 

მწკრივი 

  

განშლადია. მართლაც; გვაქეს 

1 1 1 1 1 1 „=(14+-“-+ LC... -- I - + -  +..LC “I, თ=(1+5-+- + L-->) (++++ +> 

პირველ ფრჩხილში მოთავსებული გამოსახულება უსასრულობისა–- 
კენ მიისწრაფვის, როდესაც » -> თ, ხოლო მეორე ფრჩხილში 

მოთავსებული გამოსახულება ნაკლებია -.--ზე. მაშასადამე, 

ოვე =-+Cთ. ე. ი. აღებული მწკრივი განშლადია, 
#ი-–იი 

§ ?. აბ ოლუტურად და არააბ-ოლუტურადღ პრებადი მწკრივები 

განსაზღვრა 5, («ე) მწკრივს ეწოდება აბსსოლუტურად კრე- 
ბადი, თუ კრებადია ამ მწკრივის აბსოლუტური სიდიდეებისაგან 

შეღგენილი მწკრივი 

(MI + | + ···+I%.I + ... (7.1) 

თეორემა. (ნ, აბსოლუტურად კრებადი მწკრივი 

კრებადია.



§ 7. აბსოლუტურად დღა არააბსსბოლუტურად კრებადი მწკრივები 14! 
  

დამტკიცება. ვთქვათ, (და) მწკრივი აბსსოლუტურად კრება- 
' დია. ე. ი. კრებადია (7.1) მწკრივი. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ი.= IროLL%, ხა= (41 “ი, 

ცხადია, რომ ძე > 0, ხე > 0. ამის გარდა, 

რ» <IV%ი ხი <= I%ი| 

| Vაი=6ი ხე (#1=0, 1, 2,...). 

რაკი (7.1) მწკრივი კრებადია, ამიტომ მე-12 თეორემის თანახმად 
(თი) და (ხე) მწკრივებიც კრებადია, მაშასადამე, მე-7 თეორემის 

თანახმად (ძ» –– ხ„) მწკრივი კრებადია, ე. ი. კრებადია (,) მწკრი- 

ვი და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა, მწკრივი შეიძლება კრებადი იყოს, მაგრამ არ იყოს 

აბსოლუტურად“ კრებადი. მართლაც, ავიღოთ მწკრივი 

და 

ა – ს – –... –1ი-- 7.2 1 +“ +C-1ქე-- +. (7.2) 

როგორც ზემოთ იყო ნაჩვენები, ეს მწკრივი კრებადია, მაგრამ მისი 

წევრების აბსოლუტური სიდიდეებისაგან შედგენილი მწკრივი 
1 1-1. 11-14. 

2 ვ % 

განშლადია, 
განსაზღვრა 6. თუ (თა) მწკრივი კრებადია, ხოლო (| #») 

მწკრივი განშლადია, მაშინ («„) მწკრივს პირობით კრებადი 

მწკრივი ეწოდება. 
მაგალითად, (7.2). მწკრივი პირობით კრებადი მწკრივია. 

· ცხადია, რომ ყოველი, 'დადებითი' "კრებადი მწკრივი აბსოლუტუ- 
რად კრებადია. 

ახოგადოდ, თუ რაიმე კრებადი მწკრივი («,) შეიცავს უარყო- 
ფით წევრთა მხოლოდ სასრულ სიმრავლეს, ის აბსოლუტურად 
კრებადია, 

მართლაც, თუ V, წარმოადგენს იმ უარყოფით წევრს რომელ- 
საც უდიდესი ნომერი აქვს, მაშინ მწკრივი 

+! L %ა+2 L ... 
კრებადია და დადებითი. მაგრამ მაშინ კრებადია (სი) მწკრივიც. 

ასევე, თუ (VI) მწკრივი შეიცავს დადებით წევრების მხოლოდ 
სასრულ სიმრავლეს, მაშინ ამ მწკრივის წევრების (–1)-ზე გამ- 
რავლებით ისეთ მწკრივს მივიღებთ, რომელიც შეიცავს უარყოფით



142, თავი IV. რიცხვთა მწკრიეი 
  

წევრთა სასრულ სიმრავლეს, და ამიტომ, თუ ასეთი მწკრივი კრე– 
ბადია, მაში5 (ყა) მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია. 

შევნიშნავთ, რთმ ყოველი პირობითი კრებადი მწკრივი შეიცავს 

როგორიც დადებით, ისე უარყოფით წევრთა უსასრულო სიმრავლეს. 

§ 8. კრებადობის კოშისა და დალამბერის ნიშნები 

თეორემა 17 (კოშის ნიშანი) თუ (ყე) მწკრივისათვის 
არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი «<1, რომ ჯ-ის 

გარკვეული მნიშვნელობიდან დაწყებული მართე- 
ბულია უტოლობა 

ი 

V II <V, (9.1) 
მაშინ აღებული მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია; 
თუკთი თ-ის გარკვეული მნიშვნელობიდან დაწყებული 

წ 

M |" > 1, (8.2) 

მაშინ მწკრივი განშლადია. 

დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ შესრულებულია (8.1) 
პირობა, მაში5 

| თი | <0", როდესაც #=V+1,-.V+2,. 

სადაც V გარკვეული ნატურალური რიცხვია. რაკი ძ<1, ამიტომ 

მწკრივი ჯ ი“ კრებადია ღა მე-2 თეორემის თანახმად 
უო=V+1 

თ 

2, I«| მწკრივიც კრებადია. მაშასადამე, («„) მწკრივი აბსოლუ– 
#5V+1 

ტურად კრებადია. 
თუ შესრულებულია (8.2) პირობა, მაშინ 

IV. | > 1, როდესაც #=V+1, V-2,... 

აქედან ჩანს, რომ «ა, არ მიისწრაფვის ნულისაკენ, როდესაც 8->Cთ. 
მაშასადამე, («ის მწკრივი განშლადია, 

შედეგი. თუ არსებობს ზღვარი 

ჩ 

იი I/ თი <1, (8.3) 
ო--თ
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მაშინ (ყი) მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, რო– 

დესაც1<1 და განშლადია, როდესაც 1>1, ხოლო თუ 
ჯ=1, გვაქვს საეჭვო შემთხვევა, ე,ი. ამ შემთხვევაში 
გაურკვეველი რჩება კრებადია თუ განშლადი, (ფი) 

მწკრივი. 

საჭიროა აქ გამოვიყენოთ კრებადობის ან განშლადობის სხვა 
ნიშნები. 

მაგალითი 1. განვიხილოთ ჰარმონიული მწკრივი 

1 1 1 
1 –_-+–+..–-+-–-)+... ,1+ 2 + 3 +.-..+ -+ 

აქ 

, MI L=   
სო 

სთ II I. | =1. 
#ჩ=თ 

აქედან 

გვაქვს საეჭვო შემთხვევა, მაგრამ როგორც იყო ნაჩვენები, ჰარმო– 

ნიული მწკრივი განშლადია. 
მაგალითი 2. ვთქვათ, მოცემულია მწკრივი 

როგორც ვიცით, ეს მწკრივი კრებადია. ახლა გამოვიყენოთ კოშის 

ნიშანი, აქ 

  

    

1 ჩ 1 1 რ-ი VII ა. 

, IC V » 
მაშასადამე, 

ჩ 

III I“ |%ი| :=1. 
.8-თ 

გვაქვს საეჭვო შემთხვევა. ამიტომ კოშის ნიშნის მიხედვით ვერ 

ვიტყვით კრებადია თუ განშლადია მოცემული მწკრივი. 

ამრიგად, არსებობს როგორც კრებადი, ისე განშლადი 'მწკრი- 

ვებიც, რომელთათვის 1=1. 

თეორემა 18 (დალამბერის ნიშანი). თ უ («ე) მწკრივისათ- 
ვის შესრულებულია პირობა
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| 
40+I :Cც (8.4) 
Mი I ·   

იის გარკვეული მნიშვნელობიდან დაწყებული, სა- 
დაქ) ჟე ერთზე ნაკლები დადებითი რიცხვია, მაშინ 
(იე) მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, ხოლო თუ 
ო-ის გარკვეული მნიშვნელობიდან დაწყებული მარ- 

თებულია უტოლობა 

%ი+ >1. (8.5) 

  

  “იე 

"მაშინ მწკრივი განშლადია, 

დამტკიცება. განვიხილოთ მწკრივი 

1+ი0+ებ+''/ჭ+ი0"+... (8.6) 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას წგ =ე", მაშინ 

I ში+) 

, წი 

მაშასადამი, (8.4) პირობის თანახმად გვექნება 

ი4ი+1 L< 

(9 

  

  

შო+1 

LI 

  

      
ჯ-ის გარკვეული მნიშვნელობიდან დაწყებული, და რაკი (8.6) 
მწკრივი კრებადია, ამიტომ მე-14 თეორემის თანახმად (ჯა) მწკრი– 

ვი აბსოლუტურად კრებადია, 

ახლა ვთქვათ, შესრულებულია (8.5) პირობა. მაშინ. გვექნება 

IMი+4 I > IM» ს 21= =V-L1, V-+2,.. | 

სადაც V გარკვეული მთელი დადებითი ი რიცხვია. აქედან ჩანს, ოომ 
მწკრივის ზოგადი წევ-ლ არ მიისწრაფვის ნულისაკენ და ამიტომ 

აღებული მწკრივი განშლადია. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ არსებობს ზღვარი 

2X9M+I I 1 (8.7) 

  

  %» 

მაშინ (,) მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, რო- 

დესაც 1<:1 და განშლადია, როდესაც 1>1, ხოლო თუ 

1=1 გვაქვს საეჭვო შემთხვევა.
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§ 8. კრებადობის კოშისა ღა დალამბერის ნიშნები 

მართლაც, ვთქვათ, L<- 1 და ავიღოთ რაიმე ი რიცხვი, რომე– 
ლიც აკმაყოფილებს უტოლობებს 1 <0 <1. თანახმად (8.7) ტო- 

ლობისა არსებობს ისეთი ნატურალური V რიცხვი, რომ 

  
_48+I | < 0. როდესაც #->V». 
 : 

მაშასადამე, ზემოდამტკიცებული თეორემის თანახმად (#,) მწკრი- 
ვი აბსოლუტურად კრებადია. 

თუ 1>>1, მაშინ (8.7) ტოლობის თანახმად არსებობს ისეთი 
ნატურალური V რიცხვი, რომ 

24ი+1 > 1. როდესაც » > X. 
    4) 

ამიტომ იმავე თეორემის თანახმად («„) მწკრივი განშლადია. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც 1=1, გვაქვს საეჭვო შემთხვევა, ე. ი. 
დამტკიცებული შედეგი საშუალებას ვერ იძლევა გავარკვიოთ 
აღებული მწკრივის კრებადობა თუ განშლადობა. ამ შემთხვევაში 
საჭიროა გამოვიყენოთ კრებადობის ან განშლადობის სხვა ნიშნები. 

შენიშვნა. არსებობს როგორც კრებადი, ისე განშლ: დი მწკრი-- 

ვებიი რომელთათვის 1L=1. ამისათვის საკმარისია განეიხილოთ 

მწკრივები (+) და (-») თითოეული მათგანისათვის გვაქვს 
L2 4 · 

%იაLL | 
1110 =1/; ი | გდ   

მაგრამ პირველი განშლადია, მეორე კი კრებადი. 
მაგალითი 3. დავამტკიცოთ, რომ მწკრივი 

L" ") 
ჯ12ჩ 
  

M=1 

კრებადია. ამ შემთხვე>ვაში 
31) 24 

უმ 
  M#Mგ= 

ცხადია, რომ 

«ი+. _ (M+1)! 2" „! 2ჩ 

რ (+159. „ი "(++ 7 

  

აქედან
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სფ 6 -2 < 1 (« ნე ქრის რიცხვია). 

მაშასადამე, მოცეჭმული მწკრივთ კრებადია. 

მაგალითი 4. დავამტკიცოთ, რომ მწკრივი 

გი”   
  

  

#51 M 

, 1 ვი 

განშლადია. ამ შემთხვევაში ყა= ”- გვაქვს 

%ი+ (#-L1)) 3411 · „!ვ” 3 

თი Cთ+114 წ. ფი (C' + +) 
8 

აქედან 

სფ -“ +. 35 1. 
»ა»-თ %ი 4 

ამიტომ აღებული მწკრივი განშლადია, 

მაგალითი 5. განვიხილოთ (ყა) მწკრიეძ, სადაც 

: 9ჩ, როდესაც #» ლუწია, 

ა, როდესაც თ კენტია, 

წოლო 0 ერთზე ნაკლები დადებითი რიცხვია. გაშლილი სახის ეს 

მწკრივი ასე ჩაიწერება 

1+თ+09+0პ-+L0? 10% 0-+...+ი+-+-ი+“1-IL0M.1-ი0L+... 
ადვილი შესამჩნევია, რომ 

%ვგ 

  

1 
“| +” როდესაც თ» კენტია, 

“რ 0), როდესაც » ლუწია. 
აქედან ჩანს, რომ 4-2 ფარდობა შეიძლება იყოს როგორც ერთზე   

ნაკლები, ისე ერთხე მეტი. დალამბერის ნიშანი ამ მწკრივის კრე– 

ბადობას ვერ არკვევს. 

ახლა აღებული მწკრივისათვის გამოვიყენოთ კოშის ნიშანი. 

გვაქვს: 

წლი _ | V/ 94, როდესაც რ ლუწია, 
“ი ითო1+9:#%, როდესაც «» კენტია.
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აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ჩი 
10თ. I ს, = |/ ი <1. 
ჯი. C 

მაშასადამე, კოშის ნიშანი არკვევს მწკრივის კრებადობას. ამ მაგა- 
ლითის მიხედვით კომის ნიშანი ·დალამბერის ნიშანზე ძლიერი 
აღმოჩნდა. · 

ქეემოთ დავამტკიცებთ, რომ თუ მწკრივის კრებადობის გასარკ- 
ვევად გამოდგება დალამბერის ნიშანი, გამოდგება აგრეთეე კოშის 
ნიშანიც. მაშასადამე, შეგვიძლია ვთქვათ, რომ კოშის ნიშანი და–- 

ლამბერის ნიშანზე ძლიერია. ჯერ დავამტკიცოთ 
თეორემა 19. თე («იაკი მიმდევრობა დადებითია 

და არსებობს ზღვარი 

ჰეე + 7, (8.8) 
.- თ ზი 

სასრული ან უსასრულო, მაშინ იარსებებს აგრეთვე 
ჩ 

სთ MI. და მართებულია ტოლობა 
#--თ 

9 
II IV 9, =!. (8.9) 
ჯა თ 

დამტკიცება. ვთქვათ, 1 ნულისაგან განსხვავებული სასრული 

რიცხვია და ავიღოთ ერთზე და 1-ზე ნაკლები ნებისმიერი რიცხვი 

# > 0. (8.მ) ტოლობის თანახმად არსებობს ისეთი ნატურალური 
რიცხვი V, რომ ადგილი ექნება უტოლობებს 

C <-%ი+ <1+L-+-, როდესაც » > . 
3 რ 3 

  

მაშასადამე, შეგვიძლია დავწეროთ 

_ ' 
----<%9%2<+->- 

“ 3 

1-- -<-#"6 ++, 
%M+ჯ ვ 

' რი ხა ი 95 რფ პ.ბ ა” 2" 

1 ხდ ში უე ტი.   

+) Mი -) ვ
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„თუ ამ უტოლობებს წევრ-წევრად გადავამრავლებთ და მოვახდენთ 
სათანადო გარდაქმნებს, მივიღებთ 

6 »”“V “ი _%. 5-M 

(– 5) <1<(+ 3) 
აქედან გვაქვს 

1.6. ”“ აას ააიას აილა 
ს) 6 ბ» 

: / 1-5 (.10) XI MM 1) 

შემდეგ, რაკი 

ი”. -% ი/ / 8 XV 
Iი ჯრ ეარ... 2 89- ათ. M (! –) 1, წავე %ს (+ 3 1, 

6 

3(L+1) 
რიცხვი # > V, რომ ადგილი ექნება უტოლობებს 

<0“ «იC- +)”, 

V“ (+ 9)  <1+-- 
·( +) <1+ ვს)” 

როდესაც » > XV. მაშასადამე, თუ #>X#, (8.10) უტოლობებიდან 

გვაქვს: 

C-5) ი |)</%<(/-%)| +++ | 
სათანადოდ გარდაქმნის შემდეგ გვექნება 

ჩ 

L- ნ< I «„<-1+წ, როდესაც #>I. 
„მაშასადამე, მართებულია (8.9) ტოლობა. 

_ ანალოგიური მსჯელობით დავამტკიცებთ (8.9) ტოლობის მარ– 
თებულობას, როდესაც 1=0 ან 1= +-C. თერრეძა დამტკიცებულია. 

ამრიგად, თუ მწკრივის კრებადობა დადგენილია დალამბერის 
ნიშნით, მაშინ კრებადობის დადგენა შეიძლება კოშის ნიშნითაც. 
მაშასადამე, თუ მხედველობაში მივიღებთ მე-5 მაგალითს, შეგვიძ– 
ლია ვთქვათ, რომ კოშის ნიშანი უფრო ძლიერია, ვიდრე დალამ- , 

ბერის ნიშანი. 

  

ამიტომ რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური   
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§ 0. კრებაღობის აბელის ნიშანი 

ლემა 1. ვთქვათ, მოცემულია.რიცტცხვები ყი, #„-.»V,, 

რე, შე. ყი. მაშინ 

ს) #-1 

2, %ხV, = 2, მხ(შს-ზჩხ+I)+3იზი, (9.1) 

#=0 #=0 

სადაც 

§0=%ე+%ჯ+...+ზი. 

დამტკიცება. თუ L>1, მაშინ ყ„=§,–9, ,, ხოლო «ე =3ჰა- 

ამიტომ 

2, "ს; =8ეზა -I- (§,-– §ეა)ჯ-L (80-– ვ,ქმე–+...+LCზი-კ--58ი- აი, 
#50 

+ (მი––3ი-/ი = ვე(შე–– წ) +5,ს,–-თ)+ .. +ვი. (სიკ –7ია)+ 

#-–1 

+პაბა= ბ 5 (-–-იკ+8იხი- 
M=0 

ლემა დამტკიცებულია. " ' 
(9.1) ფორმულას ეწოდება ნ, აბელის (M. II. #ტს61) გარდაქძნა. 

ლემა 5. ვთქვათ, მოცემულია რიცხვები (X(«, «..-, #ი- 
თუ მე > 9, > ··· > >0 და 1<3<IL (#=0,1..... ”»), სადაც 

“,=%+%+--.-+-ზ% მაშინ 

1 <1. 9,9; 5 ზი. (3.2) 
#50 

დამტკიცება. აბელის გარდაქმნის თანახმად 

ი- 1, 

2, CV, = 2, 8. (იგივ) +მეზი- 
#59 #50 

აქედან 

» ი--4 

?, %MI.V >! (2, (სა -––ს,+I))+ ზე)= ი, 

#50 L=0 

„ ი” 

%გ9, < X (2, (სს ---9M+))+შე)= სსზა. 
.„ #50 #=9
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მაშასადამე, მართებულია (9.2) უტოლობები. 

_ მს ლემა შეგვიძლია ასე ჩამოვაყალიბოთ: თუ (4, | < <= 4 (=0,1, 

·-M) და უე. >59, >... .->9 >0, მაშინ 

ი 

2 "" 
ჯომ 

  ეღე_---” 

«49, დღ.3) 
  

  

ამ უტოლობას ეწოდება აბელის უტოლობა. 
განსაზღვრა 7. ჩვენ ვიტყვით, რომ მწკრივი («„) აკმაყოფი– 

ლებს აბელის პირობას, თუ 

ტ»" 
ჯოი 

თეორემა 20 (აბელი). თუ მწკრივი (ყე) აკმაყოფი- 

ლებს აბელის პირობას და (უჟ,)„კი მიმდევრობა კლე– 

ბადია და ნულისაკენ კრებადი, მაშინ კრებადია 
მწკრივი 

<<. 4 (4=0,1,2,...). 

    

2 Mსწ,. · (9.4) 
#59 

დამტკიცება. რადგანაც III ა, =0, ამიტომ ნებისმიერი 
ით 

დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხ- 
ვი თა, რომ · 

§ 
იჯ) - 24: 

მაგრამ 

თ=აკ» + 

2#I<| 1 ,.I++I<% 
“ სჯ=ო“1   

ჯ-ს ვველა მთელი დადებითი მნიშვნელობისტთვის: მაშასადამე» 

აბელის უტოლობის თანახმად, 

თ+ჯ 

2 99 
ხოთ+1 

ჯ-ს ყველა მთელი დადებითი მნიშვნელობისათვის. მამასადამე, 
მე-2 თეორემის თანახმად (9.4) მწკრივი კრებადია. თეორემა დამ–- 

ტკიცებულია. 

<. 249) <8 
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შედეგა ნიშანმონაცვლეობითი (ე) მწკრივის 
კრებაღობისათვის საკმარისია, რომ („ეკი მიმდევ- 

რობა იყოს კლებადი და III ფ,=-0. 
83-00 

მართლაც, ვთქვათ, «ა=(-–-1) (1=0,1,2,...)- ცხადია, რომ («,,) 
მწკრივი აკმაყოფილებს აბელის პირობას, ვინაიდან 

IX M«, | = (IX IC-M<1 (რL=0,1,...)X- 

L-ძ #=0 

მაშასადამე, აბელის თეორემის თანაწმად კრებადია მწკრივი 

? «ჯია ““ ?, (--1#>- 
ჯ-თ L=ტ 

ასე, რომ ლაიბნიცის თეორემა წარმოადგენს აბელის თეორემიL 

შედეგს. 
მაგალითიძ, დავამტკიცოთ,რომ თუ. 49, > 9 > --:>9.: >--- და 

1990 ი„=9, მაშინ კრებადია მწკრივები 
ჩ-.თ 

?, მ,51ი L> (>--ნებისმიერია), ?, 9; 608 LX (2 #” 2L1X)- 

»5=1 #=L 

დამტკიცება, შემოვიღოთ აღნიშენა 

„=510 >-L 319 2ჯ-L-. --810 >. 

ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ 2 810-უ- გამოსახულებაზე- 

გვექნება 
- 3: /# 3 

თ. .2 ძი C-- (თია -C- იი§> | («+ >   «+ )+ + 

. V 1 
+Iთ03( «----- ) დფ –-იივ| ++) =005-- “აიმ(ა+ –|> 

აქედან, თუ >უ62#, „გებქეს 
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თუკი >=2L>, მაშინ ძ,გ=0. მაშასადამე, ყოველი ფიქსირებული, 
ჯ-სათვის მწკრივი (810 ჯჯ) აკმაყოფილებს აბელის პირობას. ამიტომ 

კრებადია მწკრივი 

> 
2, 9; 819 #2. 

#51 

კერძოდ. კრებადია მწკრივები 

სა 610 #> , ჯ 9.0 %.» 

11. # დ 10X 

ახლა შემოვიღოთ აღნიშვნა 

თე =008ჯ7-+0092ჯ+... +605 #2». 

ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ 2 8Iი-> გამოსახულება– 

ზე, გვექნება 

ში. 2ვ(ი--= (აა > -8ი2-)+ («ი –---ე)ი <3 )+ + 
4 

/ 

4 ( §1ი (»+ =2. – 810 ("– 2) ჯ) =აი(»+ 1) ჯ– პახ-ე-- 

აქედან, თუ 2 # 2#1X, გვაქვს: 

1 

  

Iთ|< 

  

310 –– 
2 

მაშასადამე, ყოველი ფიქსირებული ჯ-სათვის, ჯ 52 ##, მწკრივი 
(005 Lჯ) აკმაყოფილებს აბელის პირობას. ამიტომ კრებადია მწკრივი 

თ 

? 0აა05 2, თ 2# 2L#. 
ი=1 

კერძოდ, კრებადია მწკრივები 

  

-« თ 
+, C03 21» V C058 212 

· 

–“–“”)ი 
„ო”1 M ი5=1ჯ I
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§ 10. მწკრივის წევრთა გადანაცგლება 

როგორც ცნობილია, სასრულ ჯამში წევრების ურთიერთგა- 
დანაცვლებით ჯამი უცვლელი რჩება. ბუნებრივად ისმის კითხვა: 
თუ კრებად მწკრიეში მოვახდენთ წევრების ნებისმიერად გადანაც–- 
ვლებას, მაშინ იქნება თუ არა ახალი მწკრივი კრებადი? ზოგიერთ 
კრებად მწკრივში შეიძლება წევრების ისე გადანაცვლება, რომ 

მიღებული მწკრივი განშლადი იყოს ან იყოს კრებადი, მაგრამ მისი 
ჯამი განსხვავდებოდეს აღებული მწკრივის ჯამისაგან. მოვიყვანოთ 

მაგალითი. განვიხილოთ კრებადი მწკრივი 

1 1 1 1 1 1 1 
1–-–-I.I –.–---. –---  .--.–-----. .... 10.1 

2 + ვ 4 + 5 6. 7 8 + ( , 

ამ მწკრივის ჯამი აღვნიშნოთ §-ით. ცხადია, §#-0. (10.1) მწკრივ– 
ში წევრების გადანაცვლებით შეიძლება მივიღოთ მწკრივი 

1.1 1 1 1 1=-- 2 აა... IL... 
( 2 2)+(< 6 -)+ წ 

1 1 1 
–_ – ... 10.2 

+(–--; 4-2 >)+ ს ) 

მიღებული მწკრივი კრებადია ღა მისი ჯამია = მართლაც, მისი 

  

კერძო ჯამისათვის ვ:,, რომელიც შეიცავს 3# წევრს, გვაქვს 

, 1 1 1 1 1 ელ–ლ|?!?-–--“– -– – L/- . ე) ... 33 ( 2 ) 4 +( 3 6 ) 8 + + 

1 1 1 11, 1. 1 აა-ალა აწი ა + ..+ 
+(+--, ==) ი 2 46 §. 
  

  

1 1 1 1 1 1 

4-2 4 :(1--; ვიგებთ + 
1 1 1. 

+ ეა  = –“– თ, 
2 –-1 >) 2.“ 

სადაც ჯა: არის (10.1) მწკრივის კერძო ჯამი. ამიტომ 

- . 1... ვ 
1100 ყვეგ=–– 1110 ჭე =–-. 
ჩი. თ ჩ–ი 2 

აქედან და (10.2)-დან გამომდინარეობს, რომ
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110) ვვგ-, = I1თ («+ თ“ C 
ჩ–> თ ჩათ 

1II9ი ჯე„-ვ = 10 («+ 15-53 
| უაით · თ-.თ 

მაშასადამე, 

1100 ვ, =-“-. 
»ჯ-თ 2 

ამრიგად, მწკრივის წევრთა გადანაცვლებით მივიღეთ კრებადი 
მწკრივი, რომლის ჯამი განსხვავდება აღებული მწკრივის ჯამი–- 

საგან. 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა 21. პირობით კრებადი (ყ,) მწკრივის და– 

დებითი წევრებისაგან შედგენილი (5) მწკრივი და 
უარყოფითი წევრებისაგან შედგენილი (ყი) მწკრი- 
ვი ორივე განშლადია. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ ჭი და §; სიმბოლოებით შესაბა- 
მისად (თ) და (#2) მწკრივების იმ წევრთა ჯამები, რომლებიც 
შედიან (ძ,) მწკრივის ვ კერძო ჯამის შემადგენლობაში. მაშინ 

ჭა=88 -+L 30 - (10.3) 
რაკი (ძ,) მწკრივი კრებადია, §, მიისწრაფვის გარკვეული სასრული 

ზღვრისაკენ, როდესაც ი->თ. ამიტომ (10.3) ტოლობიდან გამომ- 
დინარეობს, რომ თუ ვაგ და §, ჯამებიდან ერთ-ერთს აქვს სას- 

რულია ზღვარი, როცა „თ, მაშინ შეორესაც ექნება ზღვარი. 
მაგრამ ამ შემთხვევაში 

„ზგ-- 5 =I%0I + | «,)+ -.- XI «ა, | 

გამოსახულება მიისწრაფვის სასრული ზღვრისაკენ, როდესაც »->= 

და, მაშასადამე, («.I)ს) მწკრივი კრებადი იქნება, რაც პირობას 

ეწინააღმდეგება. ამრიგად, §- და ვ„ სიდიდეებს არ შეიძლება ჰქონ–- 

დეს სასრული ზღვრები, როდესაც »-+>Cთ, ე-9- (თ) და (2) მწკრი- 
ვები განშლადია. თეორემა , დამტკიცებულია. 

თეორემა 22 (რიმანი). თუ («,) მწკრივთ პირობით კრე- 

ბადია, მაშინ მწკრივის წეგრთა სათანადოდ გადა- 

ნაცვლებით შეიძლება მივიღოთ როგორც განშლა- 

დი, ისე ნებისმიერი § რიცხვისაკენ კრებადი 

მ წკრივი.
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დამტკიცება. განშლადი მწკრივის მისაღებად (V,) მწკრივის 
წევრები შემდეგნაირად დავალაგოთ. ავიღოთ (თ,) მწკრივის” იმდე– 
ნი დადებითი წევრი, რომ მათი ჯამი ერთზე მეტი იყოს, რაც 
ყოველთვის შეიძლება 21-ე თეორემის ძალით, და ამ ჯამს მივუმატოთ 
(,) მწკრივის პირველი უარყოფითი წევრი. მიღებულ ჯამს მივუმა– 
ტოთ (ა) მწკრივის იმდენი შემდგომი დადებითი წევრი, რომ 
ახლად მიღებული კერძო ჯამი ორზე მეტი იყოს. ამ კერძო ჯამს 
მივუმატოთ («,) მწკრივის მეორე უარყოფითი წევრი ღა მიღებულ 
ჯამს კი იმდენი შემდგომი დადებითი წევრიდ რომ ახლად- 

მიღებული კერძო ჯამი სამზე მეტი იყოს. 21-ე თეორემის თა- 
ნახმად, ეხ პროცესი უსაზღვროდ შეგვიძლია განვაგრძოთ, ამას–- 
თანავე (#,) მწკრივის ყოველი წევრი ადრე თუ გვიან იპოვის თა–- 

ვის აღგილს ახალ მწკრივში. ადვილი შესამჩნევია, რომ ახალი 
მწკრიედს ჯამია -+ Cი. 

ანალოგიური მსჯელობით შეგვიძლია ვაჩვენოთ, ტომ (4ი) მწკრი– 

ვის წევრები ისე შეგვიძლია გადავსვათ, რომ მიღებული მწკრი- 

ვის ჯამი იყოს –-თ. 

ახლა (V.) მწკრივის წევრები ისე გადავანაცვლოთ, რომ მივი– 

ღოთ წინასწარ დასახელებულ § ჯამისაკენ კრებადი მწკრივი. აზ- 
რის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ § >0. ავიღოთ («,) 

მწკრივის დ»ღებითი წევრები ბუნებრივი რიგით მანამდე, სანამ 
მათი ჯამი მეტი არ გახდება ჭ რიცხვზე როგორც კი გადააჭარ– 

ბებს ეს ჯამი § რიცხეს, მას მივუმატოთ (V.) მწკრივის უარყოფითი 
წევრები მათი ბუნებრივი რიგით მანამდე, ვიდრე მთელი ჯამი ვ 

რიცხვზე ნაკლები არ. გახდება. ამის შემდეგ, კვლავ მივუმატოთ 
მიღებულ ჯამს («,) მწკრივის დაღებითი წევრები, რომლებიც არ 

გვქონდა აღებული, მანამდე, ვიდრე ჯამი არ გახდება §-ზე მეტი 
ღა ა. შ. -ამგვარაღ, მიღებული (ი,) მწკრივის წევრები იქნება (V,) 
მწკრივის წევრები, მხოლოდ სხვა რიგით დალაგებული. ვთქვათ, 

თა=%+9,+..+9ზა (ო=0,1.-.--» 

რაკი წიგ. 0, როდესაც -=-–>>C ==, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი #6 
რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი IM, - რომ 

|9თი|<-5, როდესაც #>> M. 

განვიბილოთ რომელიმე თ, ჯამი, საღაც => V. თუ § მოთავსებუ– 
ლია თა_, ღა თ, რიცხვებს შორის, მაშინ
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| – §| <| თი–თი-,| = | ძი | <8. 
თუკი ძე და ძე, რიცხვებიდან ან ორივე მეტია ან ორივე ნაკ- 

ლებია §-ზე, მაშინ თე უფრო ახლოსაა §-თან, ვიდრე თე_,. ამრიგად, 
ძე დაშორებულია §-დან C-ზე ნაკლები მანძილით, ანდა ძ„ უფრო 
ახლოსაა 8§-თან, ვიდრე თე _,. აქედან გამომდინარეობს, რომ დაწყე– 

ბული გარკვეული ნომრიდან, თ, დაშორებულია §-დან 6-ზე ნაკლე– 
ბი მანძილით. მაშასადამე, თ„–->§, როდესაც #->ითი. რიმანის თეო- 
რემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 23 (დირიხლე). აბსოლუტურად კრებად მწკრი– 

ეში წევრთა გადანაცვლებით მწკრივის ჯამი არ 

იცელება. 
დამტკიცება. ვთქვათ, (თ,) მწკრივი აბსსოლუტურად კრება- 

დია და მისი ჯამია §, ხოლო წევრთა რაიმე გადანაცვლებით მიღე- 
ბული მწკრივია (ს). დასამტკიცებელია, რომ ეს მწკრივიც კრება– 
დია და მისი ჯამია §. 

ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როდესაც (#„,) მწკრივი დადე– 
ბითია, ავიღოთ (§,) მწკრივის პირველი » წევრის ჯამი თ. შეგ- 
ვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი >, რომ ყველა 9: 

სი... რიცხვი იყოს #ე, V,, ··· თ რიცხვებს შორის. ამიტომ 

ში+%,+L ·..4+წ% «ა ზ%ე+#M+L...+ ული 

«ჭო <§, 

სადა/ ჯუ არის (V,) მწკრივის #-ური კერძო ჯამი. ამრიგად, ყო- 
ველი »-თვის 9, <-§ და. რაკი ძეგ არ კლებულობს, როდესაც » 
იზრდება, ამიტომ 

ე. 0. 

110 ძგ=თ <-§, . (10.4) 
ჩ-.8 

ე. ი. (ს) მწკრივი კრებადია და მისი ჯამია თ. 
შემდეგ, თუ (ზი) მწკრივს ჩავთლით გამოსავალ მწკრივად, მა– 

შინ (9,) მწკრივი მიიღება (ს) მწკრივიდან წევრთა გადანაცვლე– 
ბით. ამიტომ ზემოთ დამტკიცებულის თანახმად გვექნება 

§ <0. (10.5) 
(10.4) ღა (10.5) თანაფარდობებიდან ვღებულობთ §=თ და: ამით 

თეორემა დამტკიცებულია იმ შემთხვევისათვის როდესაც (#«,) 

მწკრივი დადებითია. 
ახლა ვთქვათ, რომ (თ,) მწკრივი დადებითი არ არის და აბსო- 

ლუტურად კრებადია. განვიხილოთ. დადებითი მწკრივები
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21%» და 2,(14%I+ Mი). 
„50 ო»=0 

ეს მწკრივები კრებადია და, მაშასადამე ჭზემოდამტკიცებულის 

თანახმად მწკრივები 

ოთ თ 

უთ) და 2) (I9ი | + «) 
ი=0 ' M=0 

კრებადია და აქვთ შესაბამისად იგივე ჯამები, რაც (V.ს) და 

(IIVI+Vე) მწკრივებს, აქედან გამომდინარეობს (ი) მწკრივის კრე- 
ბადობა და ადგილი აქვს ტოლობას 

2, == 2. (თI+9)–; | I= 
უო50 

=2 ?, (IV, I+«,)– 72, II„I= 3) ში. 

„გ-0 M5=0 #=0 

თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 

§ 11. მწკრივეგის გამრავლება 

როგორც ვიცით, ორი ჯამის გასამრავლებლად საჭიროა სამ–- 

რავლის ყოველი წევრი გავამრავლოთ მამრავლის ყოველ წევრზე 
და ყველა მიღებული ნამრაგლი შევკრიბოთ. ისმის კითხვა: აქვს 
თუ არა ადგილი დისტრიბუტიულობის ამ კანონს უსასრულო მწკრი- 
გებისათვისაცმ? პასუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს ქვემოთ მოყვანილი 

თეორემა. ჯერ შემოვიღოთ 
განსაზღვრა 8. ვთქვათ, მოცემულია ორი (V,) და(ს,) მწკრი- 

ვი. (+) მწკრივს, სადაც “ 
#ხი=% ისა “+Iსი-კ+---+Vე შეი (#=0, 1, 2,.-.), 

ეწოდება მოცემული ორი მწკრივის ნამრავლი კოშის "აზრით, ან 
უბრალოდ ორი მწკრივის ნამრავლი. 

თეორემა 24 (მერტენსი), თუ (V,) და (ს) მწკრივები კრე- 
ბადია შესაბამისად ვ და ძი რიცხვებისაკენ, ამასთა- 
ნავე («,) მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, მაშინ 
ფია) მწკრივი კრებადია % რიცხვისაკენ.
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- დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშენები 

ყ.=%) 7. =V #,=3' რ“ 
ს=0 'ლ ა·= 

ადეილი მისახვედრია, რომ 

M= %ეში-L (Vეშა -I-Mმე) + (თემა -L მ, + თუში) L ...-L 

-L(თინ+ფ,სი /-L9ვნი- + --· Lე.) ლ–ხე(ხე-L9,+-.-+დთა)+ 

+ყჭიაL+თი,+-.---+ ნი ,)+%(9-+9,+-..+სზწი ვ)+L...+ 

+ძ%.-ჭ9-+L9,)+-სეხაე= 9/წ უთ +VIM/თ- I+C-Iწ»-3+-.-+ 

+Vი-(V,+9ი”ა= 2) ყ Mა ს. 

ო. 

რადგანაც - 

VM»ი»-|=9 + (წ. –_ მ), 

ამიტომ 

ს”ა=V,.+მ0ია, (11.1) 

სადაც 

0„= 1. 9) (წია) –– 0). 

15 
დავამტკიცოთ, რომ 

სთიი = 0, (11.2) 
ჩ--თ , 

რაკი (ი„) მწკრივი კრებადია, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი + 
რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი =>, რომ 

IM» --9| < შონ როდესაც ი» > #%, (11.3) 

სადაც 

ა“ 
ია 

რადგანაც (V,) მწკრივი აბსსბოლეტურად კრებადია, ამატომ არსე– 
ბობს ისეთი ნატურალური რიცხვი V > #5, ' რომ 

, 

  ?, IMI< 2კ> , (11.4)
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სადაც 

#"= ნხი | 7, ––თ|. 
0<ჯ<-თ 

ახლა ვთქვათ, რომ =>2V. მაშინ (11.3) და (11.4) უტოლობათა 
თანახმად გვექნება 

IიიI <1, II-I წი, – წ+ ?, IM 1 - | ა-ს თ|< 

150 §=V+1 

8 ხი · 8 
< –- V III + #7“ | 9 <-- + –-=%. 

ამრიგად ! 

| (0-| <-5, როდესაც თო > 2V, 
ე. 0. მართებულია (11.2) ტოლობა. მაშასადამე, თუ (11.1) ტოლო– 
ბაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც =«->Cთ, გვექნება 

110 Mი =3830, 

ით 

ე. ი. (გე) მწკრივი კრებადია და მისი ჯამია §თ. მერტენსის თეო– 

რემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 25. თუ (ყ,) და (სი) მწკრივები აბსოლუტ უ- 

რად კრებადია, მაშინ (იი) მწკრივიც აბსოლუტურად 

კრებადია. 

დამტკიცება. განვიხილოთ მწკრივი 

» ლი", (11.5) 

სადაც 

«რია =I) ია | + | «ს, | + ·-- +I%იში L. 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემის თანახმად (11.5) მწკრივი კრება– 

დია. შემდეგ, რაკი IMV„| < ჯი” და (11.5) მწკრივი კრებადია, ამი– 
ტომ (თ) მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია. თეორემა დამტკი- 

ცებულია. 
შენიშვნა. თუ (ძ,) და (9,) მწკრივები პირობით კრებადია, 

მაშინ («ი„) მწკრივი შეიძლება განშლადი აღმოჩნდეს. მართლაც, 
განვიხილოთ კრებადი მწკრივი
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1 1 “1 
    

    

  
  

აქედან ; 

IV.I> –-“ '! კუტი 4 
” V .+1. | M »+1. MI M+1 ' M M+1 – 

+ 1... · “1. .), 

M»ო+! IM თ.+1 
მაშასადამე, («%,) მწკრივის ზოგადი წევრი არ მიისწრაფვის .ნული– 
საკენ და ამიტომ (ჯ„) მწკრივი განშლადია. 

კითხვები 

1. რას ეწოდება რიცხვთა მწკრივი? რას ეწოდება მწკრივის ზო- 

გადი წევრი? 
2. რას ეწოდება მწკრივის ჯამი? მოიყვანეთ კრებადი და განშ- 

ლადი მწკრივების მაგალითები, 
ვ. რაში მდგომარეობს მწკრივის კრებადობის აუცილებელი 

პირობა? 
4. რაში მდგომარეობს ორი დაღებითი მწკრივის შეღაოების 

პირველი და მეორე ნიშანი? 
5. რაში მდგომარეობს კოშისა და დალამბერის ნიშნები? 

ნ. მოიყვანეთ მწკრივის ისეთი მაგალითი, რომლის კრებადობას 
დალამბერის ნიშანი ვერ არკვევს! კოშის ნიშანი კი არკვევს. 

7. როგორ მწკრივს ეწოდება ნიშანმონაცვლეობითი? რაში მდგო– 
მარეობს ასეთი მწკრივის კრებადობის ლაიბნიცის ნიშანი? დაამტ- 

კიცეთ ეს ნიშანი. 

8. როგორ მწკრივს ეწოდება აბსოლუტურად კრებადი? პირო. 

ბით კრებადი? მოიყვანეთ აბსოლუტურად კრებადი მწკრივის მაგა- · 
.· ლითი; პირობით კრებადი მწკრივის მაგალითი.
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9. რაში მდგომარეობს რიმანის თეორემა? რაში მდგომარეობს 

დირინლეს თეორემა? 
10. რომელ უტოლობას ეწოდება აბელის უტოლობა? ჩამოაყა– 

ღიზეთ მწკრივის კრებადობის” აბელის ნიშანი. 

11, ჩამოაყალიბეთ მერტენსის თეორემა. შეიძლება თუ არა ორი. 
აბსოლუტურად კრებადი მწკრივის ნამრავლი არ იყოს აბსოლუტუ- 

რად კრებადი? 

12. მოიყვანეთ მაგალითი ორი კრებადი მწკრივისა, რომელთა 

"ნამრავლი გა5შლადია. 

ხა ვა რ დი ყო 

ქვემოთ მოყვანილი ყოველი მწკრივისათვის იპოვეთ ჯური კერძო 

ჯამი, უშუალოდ დაამტკიცეთ მწკრივის კრებადობა და გამოთვა- 

ლეთ მწკრივის ჯამი. 

  

  

  

  

  

I 1 + 1 1 1... 

1.1 ვ5 (2--1)(2ი-+1) 
1 1 1 

პასუხი: ვე.=---– -–-  .· ყლ--, ასუხი: ჭე 2 219 L) 2 

ასას '.ა.დ..-რ– + 
1.4 4.7. ' (34-- 2X1+1) 

: 1 1.  _ 1. 
პასუხი: თ–5  ვევ3. §= 3 

1 1 1 
ვ ... + “ი... 

112.3 ' 2.3.4. M(6-+1) (M-L-2) 

171 1 1 
პ ს ხ : ==!” ,'ე– : ვ=–-. ასუხი: §ი 2!) 2 7 4 

  

1 ! 

4. გობსწ--4-აო0ნ6--- +... +810 +.. 
2უ“ 

  პასუხი: ვე ა= გაისც-- ; §=--. 

5. 2 (((+2 –-2M(X+1 + 1“ ჩ). 
M51 

პასუხი: 1--I/ 2. 

11 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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«ედარებათა ნიშნების გამოყენებით გამოიკვლიეთ შემდეგი მწკრი– 

კების კრებადობა: 

  

1 1 1 
6 „გეა–-· + ... _––=""” ო! !”. 

“1.9 3.21!" L რი 1)2>ი-! 
პასუხი: კრებადია, 

= 1 1 1 
–-–-+ + · 2.5 3.6 იიი ი)თნ4ი4 ი 

პასუხი: კრებადია. 

ვ ყე!) კ! სყ. 
102 1ი3 1X(V-+-1) 

პასუხი: განშლადია. 

      

თ 1 

9. 2, წ--49+5 · 

#51 

პას უხი: კრებადია. 

1 1 1 ! 
10. –- +... ა. 

M 1.3 +235 | რი ანისი. 

პასუსი: განშლადია. 

    

დალამბერის ნიშნის გამოყენებით დაამტკიცეთ შემდეგი მწკრი- 
ვების კრებადობა: 

_–_” “ეს ნებისმიერი ნამდვი– · 315912 თ. ყადაც თ ჩხეიხისძიერი ხაძდვ 

  

  

ილი რიცხვია. 

19 2.2 5... 1. 2:5---.ფი--1) 

1 5 1.5...(44-=–2) 

IL 1.32. ?· 1.3,.(2:--1) 
11 – -- –----L.. -L 

3 LM. 6. + ვი. „I ' | 

2.1) 21.2 23, 3! 24 , ფ! 
| +..+--- 

1 + 2 ვ? + ჯი 
  

ჯ X ჯ 
15. 91)-–– +481 ––- +... ? 910-––-L-... 3 + 3 +..4+ი 22 +
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2 (-+1): 

2 20, ჯ! 

კოშის ნიშნის გამოყენებით დაამტკიცეთ შემდეგი მწკრივების . 

კრებადობა: 
I 1 ! 1 

17, ა“ ,..-"" "'... 
+ '_ 10/(;-+1) 1 ჰი2 113.” 

18. ვიი251ს 1 + გახვსიბ-- +. + მიამ ირლ +... 

2 3 M 4 M ჩჯ·+1 MVჩ - 
19 - –_– –- | +... ქ... 1+(5)+(§)+"+CC-+) + 

I 291. / 3 M ა» V5ჩ-1 
20. –– _– –_ ... ... 29(<)+(6)+ +) + 
გამოიკვლიეთ შემდეგი მწკრივების კრებადობა: 

1 1 1 
+... – 

21072 3)ა23 ები 

  

2.33 16. რაკი ... +211 ..4 + 

  

  

  

    

პას უხ ი: კრებადია. 

1 1 1 
„ა.ი... 

31ივ3 . მიი3 4(04. 1იIი4 #IV0# · მისით ს 

პასუხი: განშლადია. 

  

93. 2ო() + +) 
»”=1 

ჰასუხი: განშლადია. 

ლ 1 
4. · 

2 2, 16 11(1 10 7)” 
  

პასუხი: კრებადია. 

–> 9CL 

25. M (C' –- 005 +) 
““ » 
ია! 

პასუხი: კრებადია. 

– I 
96. წ'ვი " –--. 

2 ' 4 # 

-ასუხი: კრებადია...
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თ ”. 

27. დაამტკიცეთ. რომ დადებითი 2, თ, მწკრივის კრებადო- 
”ო1 

ოთ 
· . 1 = ბიდან გამომდინარეობს სასუიორ მწკრივის კრებადობა. 

» ჩM-1 

28. ვთქვათ, დადებითი მწკრივი (თი) განშლადია. დაამტკიცეთ, 
რო , 

  

თ 

ვ) მწკრივი V' –-ა ანშლადია: კოივ 2 1+ა, გახ ძლადია; 

თ 

ხ) მწკრივი 1, <2. განშლადია, ვ, = ძი-L6V-L..-+ რთი; 
» 

ი=0 

== 

ტუ მწკრივი სანა. კრებადია. 
”=ო0 "/ 

29. ვთქვათ, დადებითი მწკრივი (ი,„) კრებადია. დაამტკიცეთ, 

რომ მწკრივი (>) განშლადია, ( 2 ) მწკრივი კი კრებადია, 
” M რ 

სადაც 
”ა=ძმე+რწია,, +... 

დაამტკიცეთ შემდეგი მწკრივების კრებადობა და იპოვეთ მათი 
ჯამები: · 

  

პასუხი: 1 2. 
გამოიკვლიეთ შემდეგი მწკრივების კრებადობა და აბსოლუტუ- 

რად კრებადობა: 

« – LV 

ვი, V,-L-» ' 
4 

  

ი”1
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პასუხი: აბსსოლუტურად კრებადია, როდესაც თ>1; პირობით 

კრებადია, როდესაც 1 >თ > 0. 

ვვ, სა _C- 1». 
თ+1/»ჩ 

იე51 

პასუხი: აბსოლუტურად კოებადია, როდესაც თ> 1: პირობით 

კრებადია, როდესაც 0 <<.თ <1. 

L-- 1». ვ4. სა 10 | L+ -- 4-2% I, 
M=2 · 

პასუხი: აბსოლუტურად კრებადია, როდესაც თ > 1: პირობით 

კრებადია, როდესაც 1 >7ი- >-- 

35, %)I. (–1/. 
ო=1 ი7+% 

"პასუხი: პირობით კრებადია, როდესაც 2 არ უდრის მთელ 

უარყოფით რიცხვს. 

  

თ .. 

MX ა ს5 # 
36, დაამტკიცეთ,. რომ მწკრივები 06 _ დ)  6ა§ #2 დაამტკიცე ვე “ყვი ა 3– L 

აბსოლუტურად კრებადი არაა )10,>( ინტერვალში. 

37. იპოვეთ 2,2 ”+(--1)03“7) მწკრივის ჯამი, 

ი5=51. 

პასუხი: 8 

38. დაამტკიცეთ, რომ 

დ 

+-X. 
> გ! -  “_ =1, 
ოო0 ი=ი 

თ 5 
39, დაამტკიცეთ, რომ კრებადია ჯა». 

»“% ჩო 

(თ > 9) დღა
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ს 22 (8-:>>09) მწკრივების ნამრავლი კრებადია, თუ თ+8 > 1 
ოო=1 

და განშლადია, როდესაც თ+წ<: 
40. მოცემულია ორი განფლადი მწკრივი 

-3ც)+36” “ჯი 
დაამტკიცეთ, რომ ამ მწკრივების ნამრავლი არის აბსოლუტურად 
კრებადი მწკრივი. 

 



თავი V 

ფუნქციის ზღვარი ღა უწყვეტობა 

მე-3 თავში ჩვენ განვსაზღვრეთ კერძო სახის ფუნქციის, სახელ- 

დღობრ, ნამდვილ რიცხვთა მიმდევრობის ზღვარი და დავამტკიცეთ 
ზოგიერთი თეორემა ზღვართა შესახებ. ამ თავში დაწვრილებით 

განვიხილავთ ფუნქციის ზღვარს და მის თვისებებს. ფუნქციის 

ზღვრის ცნება, თეორემები ზღვართა შესახებ და მათი გამოყენე– 
“ბანი კარგად უნდა ავითვისოთ, რომ შესაძლებელი გახდეს დიფე- 

რენციალური და ინტეგრალური აღრიცხვის საფუძვლიანი შესწავლა. 

§ 1. ფუნქციის ზღვრის ცნება 

' ეთქვათ, #C) ფუნქცია განსაზღვრულია ჯ) წერტილის გაჩხელეტი 
„მიდამოში, შემოვიღოთ დ 

| განსაზღვრა 1. 4 ოიცხვს ეწოდება. / (>) ფუნქციის 

„ზღვარი ჯა წერტილში, თუ ნებისმიერი დადებითი გ რიცხვისათ- 

"ვის არსებობს ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

|/()-–- 4|<6, როდესაც 0<|“–-ძი)<ჯ. ·-(1.1) 

სამბოლურად ეს აღინიშნება ასე: 

, 1IIი -/ (>) = „4 
' XჯX–-+X 

ან #(2)-> 4, როცა > -> თე. 
შევნიშნავთ, რომ »უ რიცხვი დამოკიდებულია #-ზე, ამასთანავე. 

საზოგადოდ, იგი მცირდება 8=-თან ერთად. 

გამოვარკვიოთ ფუნქციის - ზღვრის ცნების გეომეტრიული შინა- 

არსი. როგორც ვიცით, ყ= #(2) განტოლება დეკარტის 0+ყ კოორ- 
დინატთა სისტემის მიმართ გამოსახავს გარკვეულ წირს (ნას. 24). 

0ყ ღერძზე ავიღოთ 4 წერტილის 14 -–V, 4+0 მიდამო, 
სადაც 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია. იმ შემთხეევაში, როფა 

ადგილი აქეს (1.1) უტოლობას, 0> ღერძზე არსებობს „, წერტილის



168 თ აე 9 V. ფუნქციის ზღვარი და უწყვეტობა 
  

ისეთი |”ა-- 7. 2ე+"”L მიდამო, რომ ამ მიდამოს ყოველი ჯ წერ- 

ტილისათვის, რომელიც განსხვავებულია ჯე წერტილისაგან. ”(თ) 

ფუზქციის მეიშვნელობა მოთავსდება 4 წერტილის )4 –-6, 4+V9( 
მიდამოში. მაშასადამე, ყ= /(ჯ) ფუნქციის გრაფიკი, რომელიც 

  III თ 2 ,: 

2II 22 

ე) X, 9. Xც Xე? X 
ნა, 24. 

  

  

    
            

  

შეესაბამება 1 –– უშ; ?ა +- VI ინტერვალს, აო გამოვა დაშტრისული 

ზოლის გარეთ (ნახ. 24, გარდა შესაძლებელია, გრაფიკის ერთი 
წერტილისა, რომელიც შეიძლება შეესაბამებოდეს % წერტილს. 

§ 5. ფუნკციის უწყვეტობა და წყვეტა 

ბუნების სხვადასხვა მოვლენის რაოდენობითი, კანონზომიერების 
შესწავლისას ხშირად გეხვდება პროცესები, რომლებშიც ფუნქციო- 

ნალური დამოკიდებულებით დაკავშირებული სიდიდეები იცვლე- 
ბიან ისე, რომ ერთის „საკმაოდ მცირე“ ცვლილებით მეორის „შე- 

უმჩნევლად მცირედ“ შეცვლა ხდება. ყველასათვის ჩვეული წარ- 
მოდგენა ფუნქციის „თანდათანობით! ცვლილების შესახებ ლოგი– 
კურად დაკავშირებულია რთულ მათემატიკურ ცნებასთან, სახელ– 

დობრ, ფუნქციის უწყვეტობის ცნებასთან, რომლის მკაცრი დასა-· 
ბუთება მხოლოდ გასულ საუკუნეში მოხერხდა. პირველ წარმოდ- 

გენას უწყვეტობის შესახებ გვაძლევს მთელი რიგი ფიზიკური მოვ- 
ლენებისა, მაგალითად, ლითონის ღეროს გახურებით მისი სიგრძის 

ზრდა, დროის. „მიმდინარეობის პროცესი“ და სხვ. მათემატიკური 
ანალიზი საშუალებას იძლევა უწყვეტობის ცნებას მივცეთ ზუსტი 

მათემატიკური განსაზღვრა, 
განსაზღვრა 2. ჯე წერტილის მიდამოში განსაზღვრულ /(4) 

ფუნქციას ეწოღება უწყვეტი ჯა წერტილში, თუ /(თა) სასრუ- 
ლია და წი წერტილში ფუნქციის ზღვარი და ფუნქციის მნიშენე- 

ლობა თანატოლია:
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1100 #(თ)= /(თე); 
X-6ე 

ე. ი. ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადე– 

ბითი უ რიცხვი, რომ | /(2) –– /(თე)|<- 8, როდესაც | თ--ჯა | < უ- 
გავაშუქოთ გეომეტრიულად /(თ) ფუნქციის უწყვეტობა «ა: 

წერტილში. როგორც ვიცით, V#= /(თ) განტოლება კოორდინატთა 

0»ყ სისტემის მიმართ გამოსახავს გარკვეულ წირს. თუ /(7) ფუნქ– 

ცია უწყვეტია თ». წერტილში, მაშინ, როგორც ზემოთ იყო აღნიშ- 
ნული, ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 

%>0, რომ ჯ-ის ყველა მნიშვნელობისათვის. რომლებიც აკნაყო– 
ფილებენ პირობებს ვედ მ –შ ' 

  

თ“ 7 <=9<7ა+7, 
მართებულია უტოლობები 

#LC>7ი) –– 6 <– /(2) <- /(თე)-++-6. 

განვიხ ილოთ 02 ღერძის პარალელური ორი წრფე, რომელთა 

განტოლებებია 
· ჭ=1(თი)-6 და #= /(თა)+6. 

მივიღებთ ზოლს, რომლის სიგანეა 26 (ნახ. 25). 

რადგან /#(თ). ფუნქცია უწყვეტია ჯე წერტილში, ამიტომ როგო- 

რიც გინდა იყოს 25-ე ნახაზზე დამტრიხული ზოლი, ყოველთვის, 

      

     

    

   
LI =#(XჯXა) ' 

1 დ 

სჯასასსაასსაასს სა. 
0 X-7 Xი Xა” 

  
      

  

    
ნახ, 25, 

პოიძებნება ჯე: წერტილის ისეთი |)თე –– ო, თა+» მიდამო, რომ 

#- #(თ) წირის ყველა წერტილი, რომელთა ანსცისები აღებულია 
მ მშიდამოდან, მოთავსდება დამტრიხულ ზოლში. 

შენიშვნა. თუ #(;) ფუნქცია განსახღგვრულია ნამდვილ 
რიცხვთა რაიმე # სიმრავლეზე და ჯე წარმოადგენს X; სიმრავლის
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იზოლირებულ წეოტილს, ამასთანავე #(ჯა) სასრულია, მაშინ /(>) 

ფუდქციას ჩვენ ვთვლით უწყვეტად თე წერტილში. 
ახლა ვთქვათ, #(=) ფუნქცია განსაზღვრულია (თ, ს) სეგმენტზე, 

გარდა, შესაძლებელია, ამ სეგმენტის რაიმე % წერტილისა. შემო– 
ვიღოთ 

განსაზღვრა 3. ჯე წერტილს ეწოდება /(თდ) ფუნქციის 
წყვეტის წერტილი, თუ შესრულებულია ერთ-ერთი შემდეგი 
პირობებიდან: 

ა) ყე წერტილში ფუნქცია განსაზღვრული არაა; 

ბ) 1Iთ /(თ>) არ არსებობს; 
X-#%ე 

გ) «ე წერტილში ფუნქცია განსაზღვრულია, არსებობს IIთ (>), 
ჯL--XL 

მაგრამ 1 (2) # / (თე) ე. ი. ფუნქციის ზღვარი არ უდრის ფუაქ- 
X--Xე 

ციის მუიშვნელობას ჯე წერტილში. 

ფუნქციას, რომელსაც (ი, ხ1 სეგმენტზე აქვს წყვეტის რაიმე «ე 
წერტილი, ამ სეგმენტზე წყვეტილი ფუნქცია ეწოდება. 

მაგალითი 1, დავამტკიცოთ, რომ #(>)=თ»+სხს ფუნქცია 
უწყვეტია ნებისმიერ ჯ=ჯე წერტილში. 

დამტკიცება. ცხადია, რომ 

1(9%)==თ=ა+-ხ- · 
განვიხილოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი და უ' რიცხვად ავი–- 

ღოთ + , ე. თ ==. · მაშინ ყოველი თ-სათვის,, რომელიც 
თ 

აკმაყოფილებს უტოლობებს 0-<1=2-–- | < უ,; გვექნება · 

| #(2)–– #(2ა) |==|(თ=-+Lხ) –– (–ჯე+-ხ) |= 
==|C | · |=– «ა|< | თI · უ=6. 

130 #1(+)= /(>ა)» 
X-X 

ე. ი. /(თ) უწყვეტია თე წერტილში. 
კერძოდ, #(2)=» ფუ?პქცია უწყვეტია ნებისმიერ == ჯა წერ– 

ტილში. 

მაგალითი 2. ვთქვათ, /(2) ფუ5ქცია განსაზღვრულია ახე: 

/თ-| თ როდესაც 2C< 2<7%ა 
ი, როდესაც ძა <-2-<-, 

მაშასადამე, 

1)
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სადაც 2 რაიმე რიცხვია. თე წერტილში /(2) ფუნქცია განსაზღვ- 
რული არაა. დავამტკიცოთ, რომ 

IIIVი /(=>)=0, (2.1) 
X-+>X 

ე. ი. მუდმივის ზღვარი იგივე მუდმივია. 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი გ რიცხვი. 

მაშინ 

|I(დ)-––-ი=I-–-ი=9<5, როდესაც ჯ # «ე. 

მაშასადამე, ყოველი დადებითი წ»უ რიცხვისათვის გვექნება 

|/(თ) --ი|<6, როდესაც 0<|)>-–-ჯ9ა|<7», 
ე. ი. მართებულია (2.1) ტოლობა, 

თუ /(9ი)=0. მაშინ მოცემული ფუნქცია იქნება უწყვეტი. თი 
წერტილში. 

მაგალითი 3. ვთქვათ, მოცემულია /(2)=-- ფუნქცია. ეს 

ფუნქცია განსაზღვრულია თ-ის ყველა მნიშვნელობისათვის, გარდა 

%=0 მნიშვნელობისა. 2=0 წერტილში ფუნქცია” განსაზღვრული 

არაა, მაშასადამე, «=0 არის მოცემული ფუნქციის წყვეტის წერ- 

ტილი. 

§ 8. ფუნქციის ცალმსრივი ზჯლვრები. ფუნქციის უწყვეტობა 

მარჯვნილან ლა მარცსნილდან 

განსაზღვრა 4. 4 რიცხეს ეწოდება 1ჯ., ხ( ინტერვალში 
განსაზღვრული, #(2) ფუნქციის მარჯვენა ზღვარი ჯე წერტილში, 

თუ ყოველი ღდადღებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი უ> 0, 

რომ 8 

III -– 4|)<6, როდესაც 0<თ7-–-7ჯა<უ- 

ამ შემთხვევაში წერენ 

· 1100 /(ჯ)= 4. 
X-·Xა+ 

#(თ) ფუნქციის მარჯვენა ზღვარს ჯა წერტილში აღნიშნავენ 

#(=-L) სიმბოლოთი. 

თუ /(2) ფუნქციას განსაზღვრულია „კ წერტილშიც და 
#(#ა+)= /(თი,ც ე. C. ფუნქციის მარჯვენა ზღვარი ძი წერტილში 
და ფუნქციის მნიშვნელობა ამ წერტილში თანატოლია, მაშინ /(ჯ) 

ფუნქციას ეწოდება მარჯვნიდან უწყვეტი ჯე წერტილში.
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განსაზღვრა 5. 4 რიცხვს ეწოდება 1Iთ, დ ინტერვალში 

განსაზღვრული /(») ფუნქციის მარცხენა ზღვარი ჯე წერ- 
ტილში, თუ ყოველი დადღებითი § რიცხეისათვის არსებობს ისეთი 
დადებითი უ რიცხვი, რომ 

|/I(2)-- ჭ|< ს როდესაც 0<2--- თ </. 

სიმბოლურად ამ ფაქტს ასე ჩავწერთ 
1100 /(თ) => 4. 
X-+-Xე–- 

#6) ფუნქციის მარცხენა ზღვარი „ე წერტილში აღინიშნება 
#(თი–) სიმბოლოთი. ; 

თუ /#(თ) ფუნქცია განსაზღვრულია ჯა: წერტილშიც და 
#(თი ––)= /(თე); ე. ი. ფუნქციის მარცხენა ზღვარი ჟა: წერტხზლში 

და ფუნქციის მნიშვნელობა ამ წერტილში თანატოლია, მაშინ /#(ჯ7) 

ფუნქციას ეწოდება მარცხნიდან უწყვეტი ჯე: წერტილში. 
ფუნქციის მარჯვენა და მარცხენა ზღვარს ფუნქციის ცალ- 

მხრივი ზღვრები ეწოდება. 

ზღვრის განსაზღვრიდან გამომდინარეობს, რომ თუ /(2) ფ უნქ- 

ციას აქვს ზღვარი „კ წერტილში, მაშინ არსებობს 
ფუნქციის მარჯვენა და მარცხენა ზღვრები ჯ წერ- 

ტილში და ეს ზღვრები #C) ფუნქციის ზღვრის ტო– 

ლაა. აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ /(ჯ) ფუნქციას ჯა წერ- 
ტილში არა აქვს რომელიმე ცალმხრივი ზღვარი. ან · ორივე ცალ- 

მხრივი ზღვარი არსებობს, მაგრამ ისინი ერთმანეთისაგან განსხვავ– 

დებიან, მაშინ დე წერტილში ფუნქციას არ ექნება ზღვარი. 

თეორემა 1. თუ /(»7) ფუნქციას აქეს მარჯვენა და 

მარცხენა ზღვარი თ, წერტილში დაისინი თანატო- 
ლია, მაშინ ფუნქციას ექნება ზღვარი ჟე წერტილში 

და იგი ცალმხრივი ზღვრების საერთო მნიშვნელო- 

ბის ტოლია. 
დამტკიცება. ვთქვათ, 

X#(5ი+ ) = /(თე ––)=.4. 

ამ ტოლობების თანახმად, ყოველი დადებითი # რიცხვისათვის 

არსებობს ისეთი დადებითი წუ რიცხვი, რომ 

|/(თ  – 4|<ფყ როღესაც 0<თ-– თ. <4, 

)I(0-- 4|<6, როდესაც 0 <:« –– თ < უფ.
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აქედან გამომდინარეობს, რომ ! 

| (დ) – 4 <5, როდესაც 0<|თ.--2%.ა|<ოუ-· 
მიშასადამე, #(>) ფუნქციის ზღვარი ჯე: წერტილში 4 რიცხვია. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ამრიგად, #(-) ფუნქციის ზღვრის არსებობისათვის 

«თ წერტილში აუცილებელია და საკმარისი, რომ /(ი) 

ფუნქციას ჰქონდეს თანატოლი მარჯვენა და ძარც–- 
ხენა ზღვარი. 

ანალოგიურად, /(2) ფუნქციის უწყვეტობისათვის «: 
წერტილში აუცილებელია და საკმარისი, რომ ადგი- 

ლი ჰქონდეს ტოლობებს 

#(“ა-++L)= /(თა ––) = / (თა)- 

განსაზღვრა 6. /(თ) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი თ, ხ( 
ინტერვალში, თუ იგი უწყვეტია ამ ინტერვალის ყოველ წერ- 
ტილში, ხოლო /(2) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი (თ, 61 სეგმენტზე, 
თუ იგი უწყვეტია 1ი, ხს ინტერვალში და, გარდა ამისა, თ წერ- 

ტილში უწყვეტია მარჯვნიდან, ხ წერტილში კი –– მარცხნიდან. 

მაგალითი 1. ვთქვათ, (0, 2) სეგმენტზე განსაზღვრულია /(2) 
ფუნქცია ასე 

(2) = თ, როდესაც 0<:2<:1, 
| სი”. როდესაც 1<2?7<:2. 

დავამტკიცოთ, რომ /#(1––-–)=1 და /(1+)=2. 
დამტკიცება. ვიგულისხმოთ, რომ 0<2:<1. მაშინ 

| /(თ) –– 1|=| 1 –– 1I=| დ+1 |. დ“–11<2)დ7-––1 |ლ==2(1– 2)- 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი #6 რიცხეი და ოუ რიცხვად ავიღოთ 

–, ე..ი. უ=--- მაშინ ყოველი ჯ-ისათვის, რომელიც აკმაყოფი– 

ლებს უტოლობებს 0<1 – ჯ< ჟუ, გვექნება „ 

| /(თ) –– 1| <6. 
მაშასადამე, 11Iს /(>)=1. 

L-.1-- 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 1Iთ /(2)=2. ამრიგად,, მოცე– 
Xჯ-1+ 

მული /(თ) ფუნქციის მარჯვენა და მარცხენა ზღვრები ჯ=1 წერ– 

ტილში ერთმანეთისაგან განსხვავებულია (ნახ. 26). მაშასადამე, 
#(თ) არაა უწყვეტი ჯ=1 წერტილში.
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L2 მაგალითი 2. ვთქვათ, #(2)= 142“, როდესაც ჯუ960, ხოლო 

  

ჟ=0 წეოტილში ფუნქცია განსახღვრული არაა. ვიპოვოთ ამ ფუნქ- 

ციის მარჯვენა და მ,რცხენა ზღვარი დ=0 წერტილში. : 
ამოხსნა, თუ §>9 მაშინ 1თ|=« 

| "V დღა ამიტომ #()= 1. მაშასადამე. 

#/(0+)=1. თუკი => მაშინ /(დთ)= . 

= 1 და ამიტომ #(0-––)=–1). 

ამრიგად, /(დ>) ფუნქციის მარჯვენა 

და მარცხენა ზღვარი »=0 წერტილში 
ერთმანეთისაგან განსხვავებულია (ნახ. 
27). მაზასადამე, მოცემული ფუნქცია 

წყვეტილია «=0 წერტილში." 
! თეორემა 3. თუ |Iი.ბL ინტეორ- 

ა > ვალში ზრდადი #7) ფუნქცია 
ყ ზემოდან შემოსაზღვრულია, 

წაL. 26. მაშინ არსებობს #(ხ--). 
დამტკიცება. პირობის მიხედ- 

ვით. #(C2) ფუნქცია ზემოდან შემოსაზღვრულია 10თ“, ხ( ინტერვალში. 

ამიტომ ამ ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლე ზემოდან ”შემო- 
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ნახ. 27. 

საზღვრულია, ამ სიმრავლის ზედა საზღვარი აღენიშნოთ 4 ასოთი, 

მაშინ ყოველი დადებითი # რიცხვისათვის მოიძებნება 19, ხ| ინტერ- 

ქალის ისეთი ჯე წერტილი, რომ 

#(2ი)-> . 1-–§%. 

რაკი »ჯLC) ფუნქცია ზრდადია მოცეზულ ინტეოვალში, „ამიტომ 

#(თ) >» 7(=) როდესაც დ >> ჯა. მაშასადამე.
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7(9):>> 1-6, “როდესაც თ >> თე. 

მეორე მხრივ 1თ, სხ ინტერვალის ნებისმიერი ჯ წერტილისათვის 

#(2) <- 4. ამიტომ _ 

4-%< #/(თ< 4+5, ოოდესაც თ> «ა; თ C)ი, ხნ 
. 0. 

| (თ) – 4|<-6, როდესაც 0<ხ–თ»7<უ. 

სადაც უ=ხ “– თ). ეს კი იმას ნიშნავს, რომ 

IIIი #(>)= 4, 
ჯ--ხ-– 

ვ. ი. არსებობს #(ს-–-) და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 3. თუ 1. ს ინტერვალში კლებადი /(ე) 

ფუნქცია ქვემოდან შემოსაზღვრულია, მაშინ არსე– 
ბობს #(0-L). 

§ 4. ფუნქციის ზღვარი, როდესაც X-+++ => 

აქამდე განვიხილავდით იმ შემთხვევას, როცა «ე იყო სასრული 
რიცხვი. მაგრამ ხშირად საჭირო ხდება განვიხილოთ ფუნქციის 
ზღვარი, როდესაც #ა= 4 თ ან ჯა=-– თ. 

განსაზღვრა 7.' თუ /(2) ფუნქცია განსაზღვრულია 10, + «( 
შუალედში, მაშინ ვიტყვით, რომ #/(>) ფუნქციის ზღვარია «# 
რიცხვი, როდესაც ჯ->+=%, თუ ყოველი დადებითი 6. რიცხვისა–- 
თვის არსებობს ისეთი დაღებითი V რიცხვი, რომ 

(X(0 – 4)<6 როდესაც => XV. 
ამ შემთხვევაში წერენ 

; 1IIM0 /(>)= 4. 
Xჯ-–-+თ 

განსაზღვრა 8. თუ /(ჯ) ფუნქცია განსაზღდერულია 1-–=, ი( 
მუალედში, მაშინ ეიტყვით, რომ /(>) ფუნქციის ზღვარი 4 რიცხ- 
ვია, როდესაც «-+>–- თ, თუ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის 
არსებობს ისეთი დადებითი MV რიცხვი, რომ 

I(თ) -– 4| <5, როღესაც თ><-–- I, 

ამ ფაქტს სიმბოლურად ასე ჩავწერთ 

· 10 #(2)= 4. 

ჯ.-–თ
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„მაგალითი 1. ეთქვათ, /თ)=--, როდესაც «#0. ხოლო 

X=0 წერტილში ფუნქცია განსაზღვრული არაა. დავამტკიცოთ, 

რომ 
| 1Iთ /(2)1)=0 და 1I0-/(თ)=0. 

X--+Cთ ჯL-–თი 
I) 

დამტკიცება., ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. 

ვთქვათ, #=“+-. ცხადია, თუ თდ>> M, მაშინ + < -+. ამრი- 

გად, ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადე-- 

ბითი X» რიცხვი, რომ 
“ 

1 
II 0 – 0I=--<4, როდესაც 2>VX. 

მაშასადამე, , 
110 #(9)=9- 

ჯL-+თ 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ 

( 1Iიი /(თ)==0, 
ჯვა.–თდთ 

1 
მაგალითი 2. მოცემულია ფუნქცია /ფ=X 24, დ8>#%C 

დავამტკიცოთ, რომ 

' თ /(09=1, 1101 /(თ)=-- 1. 

  
  

L-+თ ჯ.–.–დ 

"დამტკიცება. ვთქვათ, >>> 0. მაშინ მარტივი გარდაქმნების. 

შედეგად მივიღებთ 
ს თ: +I 1 , 

/თი-I=X21I1 ე) ?ჰ?", 
წლ თ ( // 89+1+27) 

რადგანაც «> 0, ამიტომ 

1 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი და განვიხილოთ 

1 
რიცხვი V# =--. მაშინ , 

I#(თ) –– 1| <%, როდესაც თ> VM.
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მაშასადამე, 

1IIს /(თდ)=1. 
ჩ-+ო 

· ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

1ჭი /(თ)ლ=--1. 
ჩათ 

§ 5, ფუნძციის წყვიტის წერტილთა კლასიფიკაცია 

ვთქვათ, /(დ2) ფუნქცია განსაზღვრულია ჯა წერტილის რაიმე 

გაჩხვლეტილ მიდამოში. ვიგულისხმოთ, რომ არსებობს ამ ფუნქციის 

მარჯვენა და მარცხენა ზღვრები /(«ე+) და 7/(7ე–). 

გავარჩიოთ სხვადასხვა შემთხვევა: ი 

1? არსებობს სასრული ზღვრები #(ჯ+) #(-9ა-–) და ეს 

ზღვრები თანატოლია: 

#(7ი-L) = /(თი––). 

2", არსებობს სასრული ზღვრები 

/(2+) და #CVწი--) 

მაგრამ 

#C-+) # #(6ი--). 

ვ9, არ არსებობს ერთ-ერთი მაინც /(X+ა+) ღა /(ჯა-) ზღვრები- 

დან, ასეთია, მაგალითად, /(>)= 514 1. ფუნქცია, რომლისთვისაც არ 
( · ჯ 

არსებობს #(0–+) და #(0–). 

12 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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49. მარცხენა და მარჯვენა ზღგრებიდან ერთ-ერთი მაინც უსას- 

რულოა. 

განსაზღვრა 9. /(დ) ფუნქციის წყვეტის «ე წერტილს ეწოდება 
პირველი გვარის წყვეტის წერტილი, თუ ადგილი აქეს 1? ან 29" შემ– 

თხვევას, ხოლო. 3“ ან 4? შემთხევევაში უა: მეორე გვარის წყვეტის 

წერტილია, 

თუ ჯე არის წ.წ ფუნქციის პირველი გვარის წყვეტის წერტილი 

და /(ჯე+) = /(«ა–-), მაშინ ჯე წერტილს ასაცილებელი წყვე- 
ტის წერტილი ეწოდება. ეს სახელწოდება სავსებით გამართლე- 

ბულია, ვინაიდან ამ შემთ5ვევაში„ თუ ფუნქციის მნიშენელობად «ე 

წერტილში ავიღებთ ფუნქციის ზღვარს ჯე წერტილში, მაშინ /(ჯ) 

იქნება უწყვეტი მოცემულ წერტილში. 

§ მ. ფუნქციის ზ%ღჭრის არსებობის აუცილებელი და საკმარისი 

პირობა ' 

ვთქვათ, /(თ) ფუნქცია განსაზღვრულია თე წერტილის 1ი, ბ 

მიდამოში. მართებულია შემდეგი | 

თეორემა 4. /(:) ფუზმქციას ზღვგრად აქვს 4 რიცხვი 

თ წერტილში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 
1, ს ინტერვალის წერტილთა ყოველი («)..| მიმ- 

დევრობისათვის (2. #->ე, M=1, 2,...), რომელიც კრება- 
დია „ა წერტილისაკენ ფუნქციის მნიშვნელობათა 

მიმდევრობა 

#(7), /(თე),.· #(თი),--- 

კრებადია 4 რიცხვისაკენ. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. 

ვთქვათ, 

1IიL #/(თ>)= 1L- 
X-Xა
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მაშინ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადე– 

ბითი უ რიცხვი, რომ 

| #M(თ)-– 4|<ბ, 

როდესაც 

0<|).2-- თე|<უ-· 

განვიხილოთ 1”, სჯ ინტერვალის წერტილთა ნებისმიერი მიმ- 

დევრობა (თი)გ>) (თ. # თი, 9M=1, 2,...), რომელიც კრებადია ჯა, 

წერტილისაკენ. ჩვენ შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ნატურალური · 
რიცხეი V, რომ 

|თი–– ა|<<97, 

როდესაც 
| #> M. 

მაშასადამე, 

I/M(ლია-- ჭ4|)<. _ 

' 
როდესაც » > I, 

ე. 9% 

110 /(თი)ლ= 4. 
მიი 

ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. , 

დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, 10, ხL 

ინტერვალიდან აღებული წერტილთა ყოველი (>ა),>1 მიმდევრო– 
ბისათვის (ჯა 6 თ, #=>1, 2,...), რომელიც კრებადია ჯე წერტილი- 

საკენ, რიცხვთა მიმდევრობა #(C,), #(თ),-- #(თი),... კრებადია #
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რიცხვისაკენ. დასამტკიცებელია, რომ /(») ფუნქციას > წერტილში 
ზღვრად აქვს # რიცხვი. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, /(27) 
ფუნქციას არა აქვს ზღვრად # რიცხვი. მაშინ არსებობს ისეთი 

დადებითი 8, რიცხვი, რომ. ყოველი დადებითი : უ რიცხვისათვის 
მოიძებნება |)ი, ხL ინტერვალის ისეთი ჯ” წერტილი, რომ 

(MI) – 4>6წ ღა 0<)თ ჯე) <უ-· 

კერძოდ. ყოველი ნატურალური #» რიცხვისათვის არსებობს 1ი, ხ( 

ინტერვალის ისეთი დ, წერტილი, რომ 

0 1 
< | ში“ ჯი |< ოს , 

სოლო 

| (თი) –– 1 <> %:· , 

თუ #/-ს მივანიჭებთ მნიშვნელობებს 1, 2,..., მივიღებთ 1თ, სL ინტერ- 

გალის წერტილთა (თი)ი>1 მიმდევრობას, რომელიც კრებადია «ა 

წერტილისაკენ, ამასთანავე /(>,), /#(თ2),---, #(თ,),--- მიმდევრობა 

კრებადი არ არის 4 რიცხვისაკენ. ეს კი პირობას ეწინააღმდეგება. 

მაშასადამე, /(2) ფუნქციას «ე წერტილში ზღვრად აქვს 4 რიცხვი: 

და ამით პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. | 

შენიშვნა. თეორემა მართებულია იმ შემთხვევაშიც, როდე– 

საც #-=X დ. ღამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 

ეს თეორემა მთელ რიგ შემთხვევპში. საშუალებას გვაძლევს 

დავადგინოთ /(ჯ) ფუნქციის ზღვრის არსებობა ეკ წერტილში.“ 

. 1 , 
მაგალითი. ვთქვათ, I#C2)=310 -–, როდესაც «#0, ხოლო 

ჯ=0 წერტილში ფუნქცია განსაზზდვრული არაა. დავამტკიცოთ, 

რომ 2«=0 წერტილში არ არსებობს /(») ფუნქციის ზღვარი... ' 

დამტკიცება. განვიხილოთ წერტილთა (თი)გ>1 მიმდევრობა, 
2 , 

(2M#-+1) X 

ნულიხაკენ. ამის გარდა, 

სადაც «ე = (M#=1, 2,...). ეს მიმდევრობა კრებადია 

7#(თი)=81ი –-=იიმ M%=(–--) (#=1, 2,...).
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მაგრამ /(»ჯ,), /(>,), ·.. #(თ,),... მიმდევრობა კრებადი არაა, მაშა- 

სადამე, არ არსებობს 110 იIი--, ვინაიდან ეს ზღვარი "ტომ. არსებობ- 
X-0 

დეს, მაშინ «ემოდამტკიცებული თეორემის თანახმად იარსებებდა 

თ #(თ,). 
იჩ-.თ 

ახლა დავამტკიცოთ კოშის თეორემა ფუნქციის ზღვრის არსებობის 

შესახებ. ვთქვათ, /(თ) ფუნქცია განსაზღვრულია ჟე წერტილის. რაიმე 

I, ხ( მიდამოში, გარდა, შესაძლებელია, თვით ჯკ წერტილისა, მარ- 

თებულია 

თეორემა § (კოში). #(ჯ>) ფუნქციას აქვს ზღვარი ჟე: წერ- 
ტილში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ ყოველი დადე- 
ბითი § რიცხვისათვის არსებობს „ე წერტილის ისეთი 

გაჩხვლეტილი მიდამო XL" C/)ი, ს, რომ ამ მიდამოს ორი 

"ნებისმიერი „7 და »” წერტილისათვის ადგილი აქვს 
უტოლობას 

| #(თ”)– #7) | <5. 

დამტკიცება. ჯერ დავაპტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. 

ეთქვათ, #(ჯ) ფუნქციას ჯე წერტილში ზღვრად აქვს 4 რიცხვი. მა- 

შინ ყოველი დადებითი წ რიცხვისათვის არსებობს თე წერტილის 

ისეთი გაჩხვლეტილი მიდამო CV CI)თი, ბ(, რომ 

| #(თ)–– 4 | <+. როდესაც « C II, 

ავიღოთ VI მიდამოს ორი ნებისმიერი წერტილი ჟ' და წ”, მაშინ · 

”,.., L4 /,: | # 

| 7Cთ)-–4 | რ–– | /(დ )– 4 | < 2“. 

ამ უტოლობათა საფუძველზე გვაქვს: 

| /(23) –/ დ) | =(/00-–-41+I/ 2) –.4I | < 

< | #9) – 4 + | /C)–4 | < ++ +-=V. 

ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია.
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ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა, ვთქვათ, · ყოველი და- 

დებითი § რიცხვისათვის არსებობს ჯე წერტილის ისეთი გაჩხვლეტილი 
მიდამო V =|1ი, ბ|, რომ ამ მიდამოს ყოველი ორი თ. და ჯ' წერტი- 

ლისათგის მართებულია უტოლობა 

| #(თ”)––/CV”) | <6. (6.1) 

განვიხილოთ 1ი, ბ( ინტერვალის წერტილთა მიმდევრობა (+), >, 

თგუენთი, #=1, 2,..., რომელიც კრებადია თე წერტილისაკენ. მაშინ 

მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი XV, რომ 

თე CV, როდესაც # > X». 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (6.1) უტოლობას, გვექნება | 

| #(დო)–– #(C7,) | <6, როდესაც IM >XV, #>M. (6.2) 

ამრიგად, ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატუ- 

რალური M, რომ მართებულია (6.2) უტოლობა, მაშასადამე, #(ჯ)), 
#C), ·..ა #(თე),... არის ფუნდამენტალური მიმდევრობა და ამიტომ 
იგი კრებადია რაიმე 4 რიცხვისაკენ: 

10თ. (>) = 4. (6.3) 
”ჩ-თ 

ახლა ავიღოთ 10, ს( ინტერვალიდან წერტილთა ნებისმიერი მიმ- 
დევრობა (> „)გ>1(='#19%, #=1, 2,...), რომელიც კრებადია 90 წერ– 

ტილისაკენ. დავამტკიცოთ, რომ I. 

Iს. #(თ:)= 4. (6.4) 
ჩ-–თ 

ავიღოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი #,>M, რომ >: C დ, როდესაც 

M>XM,. მაშინ (6.1) უტოლობის თანახმად, 

| /(–,)-– /(თ,) | <§, როდესაც #>X#,. (6.5) 
შემდეგ, თუ გავითვალისწინებთ (6,3) ტოლობას, შეგვიძლია ვიპოვოთ · 

ისეთი ნატურალური რიცხვი #?ს > X,, რომ 

| #(2,)– 4 | <5, როდესაც # > XX. (6.6) 

მაშასადამე, (6.5) და (6.6) უტოლობების თანახმად ყოველი #-სათვის, 

რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას #> XV, გვექნება, 

| | /(60–4/C | /თე–/თ)1+L/C6,)--41| < 
< | /(თ)–/Cთი) | + | /თ,)– 4 | C<«+6=2..
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ამრიგად, ყოველი დადებითი § რიცხვისთვის არსებობს ისეთი ნა-. “ 

ტურალური რიცხვი »V9?%, რომ 

| (თი) 4|<26, როდესაც » > XV". 

ეს კი იმას ნიშნავს. რომ მართებულია (6,4) ტოლობა. მაშასადამე, 

მე-4 თეორემის თანახმად 

1I0ი /(>7)= „1 
X-X% 

და ამით თეორემის პირობის საკმარისობა დამტკიცებულია. 
ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 

თეორემა წ. (ი, +თ) შუალედში განსაზღვრულ /”/() 
ფუნქციას აქვს ზღვარი, როდესაც 2-–>+თCთ მაშინდა 

მხოლოდ მაშინ, თუ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისა– 

თვის არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი IV, რომ 

I, – =C( შუალედის ნებისმიერი ორი ჯ' და დ” წერ- 

ტილისათვის ადგილი აქვს უტოლობას. 

I#(თ> ე) – /(> )) <8, როდესაც » >> #, თ" < M. 

§?:. უსასრულოდ მცირე და უსასრულოდ დღდიღი სიდიდეები 

მათემატიკური ანალიზის ძირითად ცხებებს, როგორიცაა წარ- 

მოებული და განსაზღვრული ინტეგრალი, საფუძვლად უდევს უსას- 
რულოდ მცირის ცნება, რის გამოც საინტერესო და მნიშვნელოვა- 

ნია უსასრულოდ მცირე სიდიდეთა შესწავლა. 
განსაზღვრა 9. ჯე წერტილის მიდამოში განსახღერულ /(2) 

ფუნქციას ეწოდება უსასრულოდ მცირე ჯე: წერტილში, თუ 
მისი ზღვარი ნულია; 

1II0 /(+)=0. 
X-X- 

შენიშვნა. ჯა შეიძლება იყოს +თ ან –-დ. თუ 9#ე=+C, 

მაშინ ამ არასაკუთრივი წერტილის მიდამოა ყოველი )თ, + CI 

შუალედი, ხოლო თუ ჩჯა=-- =, მაშინ მისი მიდამოა ნებისმიერი 
1-- <9, ი, შუალედი. 

უნდა გვახსოვდეს, რომ ძალიან მცირე სიდიდე არ არის უსას- 
რულოდ მცირე სიდიდე, ვინაიდან უსასრულოდ მცირე სიდიდე 

ცვლადი სიდიდეა, ძალიან მცირე სიდიდე კი მუდმივია. 

თუ 1:10 /(>)= 4, მაშინ /(ჯ)-- 4 სხვაობა უსასრულოდ მცი- 
X–-+X%ი 

რეა ჯე წერტილში. ეს გამომდინარეობს ფუნქციის ზღვრის განსა- 
ზღვრიდან. 

-
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პირიქით, თუ /#(:)ლ–-4+0ით(ჯ), სადღაც თ(დ) უსასრულოდ მცირეა 

«ე წერტილში, მაშინ 7 იქნება /#(27) ფუნქციის ზღვარი ჯა წერ–- 

ტილში. | | 

განსაზღვრა 10. „ე წერტილის მიდამოში განსაზღვრულ 

#(Cთ) ფუნქციას ეწოდება დადებითი უსასრულოდ დიდი სიდიდე «ე: 
წერტილში, თუ ყოველი დაღებითი 4 რიცხვისათვის არსებობს 
ისეთი დადებითი »”) რიცხვი, რომ 

#C) > 4: როდესაც 0 <| თ -- თა | <უ-, 
ამ შემთხვევაში წერეზ 

110 #(7)= + C<. 
_ X-–-Xი 

გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, რომ /#(თ) ფუნქციის გრაფი- 
კის ყველა წერტილი, რომელთა ჟყ აბსცისები აკმაყოფილებენ უტო– 

ლობებს 0<| »– #,| <უ, მდებარეობენ #= 4 წრფის ზემოთ. 

განსაზღვრა 11. /(–/) ფუნქციას ეწოდება უარკოფითი უსა- 

სრულოდ დიდი სიდიდე «ე წერტილში, თუ ყოველი დადებითი 4 
რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი წ» რიცხვი, რომ 

MC) <-–- 4, როდესაც 0<I§9 – ჯა| <7», 

რაც სიმბოლურად ასე ჩაიწერება 

110 /(2)=–- თ. 
X-X 

გეომეტრიულად ეს იმას ნიშნავს, რომ #(ჯ) ფუნქციის გრაფი- 
კის ყველა წერტილი, რომელთა „ აბსცისები აკმაყოფილებენ 

0 <|2–#2)<უ უტოლობებს, მდებარეობენ ყ=-- 4 წრფის ქვე- 
მოთ. სადაც 4 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია. 

განსაზღვრა 12. /(:) ფუნქციას ვუწოდებთ უსასრულოდ 
დიღს ჯე წერტილში, თუ ყოველი დადებითი # რიცხვისათვის არსე–- 

ბობს ისეთი უ>>0, რომ | 

| /()| > -4, როდესაც 0 < | თდ–– თა| <-უ- 
ამ შემთხვევაში ·დავწერთ 

11I1I /(თ)= თ. 
X-X 

L 
მაგალითი, მოცემულია ფუნქცია #(0)=- –- დავა– 

მტკიცოთ, რომ 
იკიცით, 1სთ /(2)= + თ. თ, 1) 

2-1
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დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი # რიცხვი ღა 

ამოვხსნათ უტოლობა 

–! >4, =#1I1. (7.2) 
(დ –- 1)“ 

აქედან 
1 

თ-- 1))-–<-––, 1, ( I<-ა «# 
საიდანაც 

1 
9<|2--1|< ==. (7-3) 

ამრიგად, ყოველი #«>-სათვის, რომელიც აკმაყოფილებს (7 3) 

უტოლობას, მართებულია (7.2) უტოლობა, მაშასადამე, ადგილი 

აქვს (7,1) ტოლობას. · 

თეორემა. ? უსასრულოდ დიდი სიდიდის შებრუნე- 
ბული სიდიდე უსასრულოდ მცირეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, /(დ) უსასსრულოდ დიდი სიდიდეა ჯე 
წერტილში. დავამტკიცოთ, რომ + უსასრულოდ მცირეა იმავე 

2 

წერტილში. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. რაკი 

IIIი | /(თ)|I=+C, 
#-X#ა 

ამიტომ მოიძებნება ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

· 1 
I#(0)| > --, როდესაც 0<|2-–- ა|<ფ- 

აქედან ვლებელობთ 

  <წ, როდესაც 0 < | თ–- თ) | <7. 
-3 

=0   110 
X +X6 7 (2) 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა მ. დადებითი უსასრულოდ მცირის შებრუ- 

ნებული სიდიდე დადებითი უსასრულოდ დიდია, 

უარყოფითი უსასრულოღ მცირის შებრუნებული 
სიდიდე კი უარყოფითი უსასრულოდ დიდია.
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დამტკიცება. ვთქვათ, /(>) დადებითი უსასრულოდ მცირეა: 
ჯა წერტილში. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი #4 რიცხვი. რაკი 

#(9):>9 და 
1IIს /(2)=0, 

X-Xე 

ამიტომ არსებობს ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

7. 1 
9</(2<-. როდესაც 0<I|V -- თ)| <უ· 

აქედან ვღებულობთ 
1 : 

· 70“ 4 როდესაც 0 < |>--ჯა| <7,   

  

ანალოგიურად მტკიცდება თეორემის შეორე ნაწილი. 

§ 8. თეორებები ,ზღვართა შყეხასებ. უწყვეტ ფუანკციათა უმარტივესი 

თვისებები 

თეორემა 9. თუ #C) ფუნქციას ჯა წერტილში აქვს 

ზღევრად'დადებითი 4 რიცხვი, მაშინ არსებობს ისე-" 

თი დადებითი რიცხვები # და უ, რომ 

XC) >#, როდესაც 0<)თ>-–-ჯე|<5ო: 
დამტკიცება. ფუნქციის ზღვრის განსაზღვრის თანახმად, 

2 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

4 ' 
II 0 – 4|(<-“ როდესაც 0<)|თდ–7ა|<» 

ანუ 
4 , 4 

4--</0<4+5” როდესაც 0 <| <-––- >-ა|<ფ. 

აქედან 
/#(2) > > =#>0, როდესაც 0<|) <–-7ა1<უ- 

თეორემა დამტკიცებულია.
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ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი ·· 
თეორემა 10. თუ 1Iი /(21)<:0, მაშინ არსებობს ისეთი 

X--Xი 
დაღებითი რიცხვები X# და უ, რომ 

#( <-#, როდესაც 0=|თ–»ჯ)|<უ. 
მე-9 და მე-10 თეორემებიდან გამომდინარეობს შემდეგი 

შედეგი. თუ (თ) ფუნქცია უწყვეტია ჯა წერტილში 
და /(თ)#9, მაშინ „ა წერტილის გარკვეულ. .მიდა- 
მოში /(თ) ფუნქციას ექნება /(თ) რიცხვის ნიშანი. 

თეორემა 11. თუ (თ) ფუნქციას აქვს ზღვარი ჯე: წერ- 
ტილში და (2) >0, 2# ე, მაშინ წ 

| 1110 (2) > 0. (8.1) 
ს”-.X 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, 

( 1Mი /(2) <0. 
| §<-X 

მაშინ, მე-10 თეორემის თანახმად, არსებობს ისეთი დადებითი წ» 

რიცხვი, რომ /(>)<0, როდესაც 0<|თ.-––- თა|<5ფ. ეს კი ეწინააღმ– 

დეგება თეორემის პირობას. მაშასადამე, მართებულია (§,1) უტო- 
ლობა. 

თეორემა 19. ვთქვათ, «თ წერტილის მიდამოში გან–- 

საზღვრულია /(ჯ), დ(ჯ2) ღა #(2) ფუნქციები და 
11I00 დ(2) = 110 IVC>) = 4. (8:2) 
#-–#ა X-–-X 

თუ „ა წერტილის აღნიშნულ მიდამოში ადგილი 

აქვს უტოლობებს“ 
_ დ(2) <> /(=) <«- V(2), (873) 

მაშინ არსებობს (>) ფუნქციის ზღვარი და იგი 4 
რიცხვის ტოლია. · 

დამტკიცება. (8.2) ტოლობების თანახმად, ნებისმიერი და– 

დღებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

4-5<C(:)< 4+5, 

4-–-– 5 << %(2) < 4-+8%, 

როდესაც 0<|თწ--ჯე|<უ. მაშასადამე (8'3) უტოლობების თანახმად 

4-8< /(>)<4+4%, როდესაც 0 <|თ – თ«ა|<7,
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|/(2)–– 4|<-9, როდესაც 0<)|თ– თა |<ფჟ- 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ /#(C2) ფუნქციის ზღვარია #4 რიცხვი ჯა 
წერტილში. 

შედეგი. თუ თ(2) და I2) უსასრულოდ მცირე სიდი- 
დეებია და ადგილი აქვს უტოლობებს 

| თ(2) <- /(=>) <- წ(), 

მაშინ «(თ) იქნება უსასრულოდ მცირე სიდიდე. 
თეორემა 18. თუ სთ /(2)=4, მაშინ 

““ი 

ჩაო I#C2)| =| 4I. (8.4) 

დამტკიცება. თეორემის პირობის თანახმად, ყოველი დადე– 

ბითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი რიცხვი წუ, რომ 

| (9) -– 4|<-4, როდესაც 0<|თ– თ) | <უ. 
შემდეგ, რაკი 
ამიტომ II/თI–I4I1I<I/(2) – 4 

II /(2)|–– | #||<=8, როდესაც 0< |) თ––ა|<უ, 
ე. 9. მართებულია (მ,4) ტოლობა. 

შედეგი. თუ /(2) ფუნქცია უწყვეტია ჟე წერტილში, 
მაშინ | I()| ფუნქციაც უწყვეტია იმავე წერტილში. 

შენიშვნა. თუ არსებობს 1Iთ | /(2)|, აქედან საზოგადოდ არ 
X-–Xა 

გამომდინარეობს /(ჯ7) ფუნქციის ზღვრის არსებობა ჯ, წერტილში. 
მართლაც, ვთქვათ, #(>) ფუნქცია განსაზღვრულია ასე: 

· 1, თუ დ რაციონალურია, 
/თ-| 

–1, თუ ჯ ირაციონალურია. 

ამ ფუნქციას არც ერთ წერტილში ზღვარი არა აქვს. მაგრამ ნების– 

მიერ «კ წერტილში 1IV | /(თ)|=1. : 
X-I : 

თეორემა 14. თუ.არსებობს #C) ფუნქციის სასრული 
ზღვარი ჟე: წერტილში, მაშინ /(2) შემოსაზღვრულია, 
ძ= წერტილის რაიმე გაჩხვლეტილ მიდამოში · 

დამტკიცება. ვთქვათ, _ 
I #(თ>)= 4, 
X#--ე
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სადაც 4 სასრული რიცხვია, მაშინ C=1 რიცხვისათვის მოიძებნება 

ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

| (2) –– 4|I<1, როდესაც 09<| დ – 2ა|<-», 

4-1</()<4-+1, როდესაც 0 <|>-- თ) |ლო: 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 1ნ. თუ თ() უსასრულოდ მცირეა ჯე წერ- 

ტილში, ხოლო /#/(,) ფუნქცია შემოსაზღვრულია «ა: 

წერტილის გაჩხვლეტილ მიდამოში, მაშინ თ(ჯ2) /(ჯ) 
ნამრავლი” უსასრულოდ მცირეა ჟე წერტილში. 

დამტკიცება. ვთქვათ, #(2) ფუნქცია შემოსაზღვრულია 2): 
წერტილის გაჩხვლეტილ #(ჯე, თ») მიდამოში. მაშინ არსებობს 
ისეთი დადებითი # რიცხვი, რომ 

| #(თ=) |<- #, როდესაც 0<- 2 – «ა| <». 
შემდეგ, რაკი 11Iი თ(>) =0, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხ- 

X-–X6 
ვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი უ < »”, რომ 

| (თ) |<-. როდესაც 9<|ჯ – თა) << უთ. 
· 

მაშასადამე, როდესაც. 0<|)თ– თა) <7, გვექნება 

| 2) /(2)|=|V2) ·I7(0)|<-წ-· #=5, 
ე. ი. თ(თ) /(დ) ნამრავლი უსასრულოდ მცირეა თე წერტილში. 

თეორემა დაჰტკიცებულია. 

შედეგი. თუ თ(2) ღა 8() უსასრულოდ მცირეებია, 
მაშინ თლ») 3) ნამრავლიც უსასრულოდ მცირეა. 

თეორემა 16. თუ არსებობს /#(,) და «(2) ფუნქციების 

ზღვრები ჯე წერტილში, მაშინ იარსებებს /(დ)+დ(ე) 

და #2) -დ(2) ფუნქციების ზღვრები ღა მართებულია: 
ტოლობები: 

11I0 | /(ჯ)--დ(თ))=:1I10 /C2) +1Iი ჯ(თ), (8.5) 
X-–Xი X-–Xი X-+·Xე 

1IMი L,/(თ) –– დ(2)1=III9 LC) –– 1100 დ(2), (8.6) 
X-–·X9 X-–X6 X-X- 

ე. ი. ალგებრული ჯამის ზღვარი შესაკრებთა ზღვრე- 
ბის აღგებრული ჯამის ტოლია.
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დამტკიცება. ვთქვათ, “ 

1IIი #(თ)ლ= 4, . 11ი დ(>)= #. 
3--Xე X-+Xე 

ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი 

უ რიცხვი, რომ ადგილი ექნება უტოლობებს 

| /(2) –. (LI <>, | დ(თ) –– 4|< – როდესაც 0<| “თა |<უ. 

ვიგულისხმოთ, რომ, შესრულებულია უტოლობა 0 <!|7–27ე|<7», 
მაშინ 

|LI()+დ(9)1-– (4+28)1=|(/(2) –– 4)+IV(2) –– 18)|< 

< (თ – 4I+I90 – 8|< + +-+ 

მაშასადამე, მართებულია (8.5) ტოლობა. (8. რ) ტოლობის მართე– 

ბულობა. მტკიცდება ანალოგიურად. 

ზემოდამტკიცებული თეორემა ძალაში რჩება, როცა შესაკ- 

რებთა რიცხვი ნებისმიერია, მაგრამ სასრული. თუ “შესაკრებთა 
რიცხვი უსასრულოა, მაშინ თეორემა საზოგადოდ მართებული 

არაა, 

შენიშვნა. შეიძლება არსებობდეს 1IIXი (/ (>) -- დ(თ)), მაგრამ 
X-X 

არ ' არსებობდეს 1IIი /(2) და 190 დ (დ). მართლაც, ვთქვათ, 
თ--Xე შალ 

»(C2)= ძი--, როდესაც =#0 და /(0)=0, ხოლო დთ(2)=-- /(დ). 

როგორც ზემოთ იყო ნაჩვენები, 1IC /(2) არ არსებობს და, მაშა– 

სადამე, 1Iისდ(2) აგრეთვე არ არსებობს, მაგრამ 

” 11თ L/(თ)+ დ(2)1=0. 
X–0 

შედეგი 1. თუ მოცემულია სასრული რი ცხვი 
უსასრულოდ მცირეებისა თ/:), თა(ე),.--, თუ(თ), მაშინ 
მათი ჯამი, თ,(2)+რთ:(დ)+-...+თა (დ) აგრეთვე უსასრუ- 

ლოდ მცირეა. 

'' შედეგი 2. თუ //2), / (2), /ით) ფუნქციები უწყვე- 
ტია ჟე წერტილში, მაშინ მათი ალგებრული ჯამი 

აგრეთვე უწყვეტია იმავე წერტილში.
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თეორემა 17. თუ არსებობს /(ჯ) და დ() ფუნქციების 
ზღვრები 95 წერტილში და 

111 (>) >> 1110 დ(>), 
X-+·Xე X-X5 

მაშინ არსებობს ისეთი უ>>0, რომ V 

#(თ)>%(), როდესაც 0<|თ–ჯთე|<». 
დამტკიცება. პირობის თანახმად, 

11ი) (/ (>) –– დ(2)1) > 0. 
ჯ–IXი 

მაშასადამე, -მე-9 თეორემის მიხედვით არსებობს ისეთი ,>0, რომ 

X#C)-–თდ(თ) > 0, როდესაც 0<)თ=–- ჯა |< 7, 

X#X(თ) > წ(თ), როდესაც 0<|=-–-2|< 7»: 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 18. თუ არსებობს /(ჯ) და დ) ფუნქციების. 

ზღვრები ჟ. წერტილში და /(:)<-დ(2), «3627, მაშინ 

·11I0 / (თ) <- 110) დ(2). (8,7) 
X-+X6 X-X 

ე. 0. 

დამტკიცება. პირობის მიხედვით, 

დ(დ) –– /(2) > 0, თ # «ი· 

მაშასადამე, მე-11 ოეორემის თანახმად 

,. 110ი (დ(თ)–– #(2)) > 0. 
X-–X- 

აქედან მიიღება (7.2) უტოლობა. 

თეორემა 19. თუ /(თ) და დ(7) ფუნქციებს აქვთ ზღვა- 

რი ყე წერტილში, მაშინ არსებობს /(ჯ)დ(თ) ნამრავ– 
ლის ზღვარი და. 

1100 (/ (დ) დ(ჯ)1=11Xი /(2) · 1100 დ(>), (8.ც) 
X-·X6 #-% X-–Xა 

ე. ი. ნამრავლის ზღვარი ზღვართა ნამრავლის 
ტოლია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

110 /(თ)= /#, 110 დ(:)=78. 
XX-XX” #-–-X
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აქედან | 

X#C=)= 4+თით(თL დ(თ)=718-+ჩ(2), 

სადაც თ(თ) და 3(») უსასრულოდ მცირეებია ჯა წერტილში. შემდეგ. 

XC) დ(2)=(+#-LC(2)| L8-L8(თ))= 48 + -48(»)-L 8თ(=)+ თ(2)8(2). 
მაგრამ მე-15 თეორემისა და მე-16 თეორემის 1-ლი შედეგის ძალით 

, თ(2)=- 48 (=)+ 8თ (2)-LC (<) %%) 
უსასრულოდ მცირეა ჯე წერტილში. ამრიგად, 

#(თ) დ(ჯ) –– 48 =V(») 

უსასრულოდ მცირეა ჯე წერტილში, რის გამოც 

1IVს (/(2) დ(>)1= 48, 
#->+7ე 

ე. ი. მართებულია (8.8) ტოლობა. · 

ზემოდამტკიცებული თეორემა მართებულია მაშინაც, როდესაც 
თანამამრავლთა რიცხვი ნებისმიერია, მაგრამ სასრულია. ! 

შენიშვნა. შეიძლება არსებობდეს 1II (/(») დ(თ)), მაგრამ 
ჯ–წა 

არ არსებობდეს III /(27) და 1II დ(თ), 
X–>Xი X–+X#6 

შედეგი 1. თუ /,(თ), /Xთ#.-» /(2) ფუნქციები უწყვე- 
ტია ყე წერტილში, მაშინ მათი ნამრავლი აგრეთვე 

უწყვეტია «ე წერტილში. 
შედეგი 58. თუ არსებობს #(2): ფუნქციის ზღვარი ჯე: 

წერტილში, მაშინ ყოველი ნატურალური ·» რიცხვი- 

სათვის არსებობს (/(7)# ფუნქციის ზღვარი და 

1Iთ (/(თ)1მა= IIIIს /(C>)1”, 
X#-X, X-Xე 

ე. ი ხარისხის ზღვარი ზღვრის ხარისხის ტოლია. 

მართლაც, 

  

ჩ”-ჯერ , 

LM (/(დ)I1= 10 /(დ)1+ 1 /(>)...IIIი. / (>) => (10 /(<))”. 
XX X-–Xი X-X X--X6 X-–X 

შედეგი ზ. თუ /(2) ფუნქციას აქვს ზღვარი ჯა: წერ- 
ტილში, მაშინ ყოველი ნამდეილი /4 რიცხვისათვის 

არსებობს 4/(2) ფუნქციის ზღვარი «დ, წერტილში 
და მართებულია ტოლობა
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III00 („4 /(2)1= 4 11 /(«), 
X-–Xა X--X5 

ე. ი. მუდმივი თანამამრავლი შეგვიძლია გავიტა- 
ნოთ ზღვრის ნიშნის გარეთ. 

თეორემა 20. ყოველი მრავალწევრი 

#XXთ)=თძთე="+ თ, 1+-.--4+ ძი ,2+ძი, 

უწყვეტია ნებისმიერ ჯე წერტილში, 

დამტკიცება. გვაქვს: 

110 #X>) = 11 (თეთ )+III (თ,თ?-!) + ...-LI1IIი(თა  კთ)+1110(თ,) = 
X-XI X-X X-–Xს) X--Xა X-–Xა 

= ძეთი+ თ,ჯი“! +... –რი-Iში+ძთა= XX), 

ე. ი. #C.) ფუნქციის ზღვარი „კ, წერტილში უდრის ფუნქციის 

მნიშვნელობას «ე წერტილში. ამიტომ XX) უწყვეტია ჯა წერტილ- 
ში. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 21. თუ არსებობს /#/(ჯ2) და დ(2) ფუნქციების 
სღვრები ჯე წერტილში და I1IIი დ(2)#0, მაშინ არსე- 

  

X--#ე 
/ 

ბობს 22 წილადის ზღვარი და ადგილი აქვს ტო– 
ჯ(წ7, 

ლობას 

110 /(თ) 

სთ (2) –-“% ; (8.9) 
X-+Xე წ(თ) იო რდ(7) 

X--Xი 

ე. ი, წილადის ზღვარი მრიცხველისა და მნიშვნელის 
ზღვრების ფარდობის ტოლია, თუ მნიშვნელის ზღვა- 
რი ნული არ არის... 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ, რომ 

1 1 
  1IV = · 

X-+# დ() 100 დ) (8.10) 
XჯX>--X 

ვთქვათ, = 
110 დ(დ)= 4. 
X-–X 

13 ელ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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პირობის თანახმად, 470. ამიტომ მე- თეორემის 'თანახმად არ–- 

სებობს ისეთი დადებითი რიცხვები # და »', რომ 

|დ«(2)| > #, როდესაც 0 <- |2–- თა | <7». 
ახლა ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. მაშინ მოიძებნება 

ისეთი დადებითი რიცხვი თ <7, რომ 

(4 –– თდ(2)|<2 XIს როდესაც 0< | თ–#ა|<#. 
მაშასადამე, თუ >» აკმაყოფილებს უტოლობებს 0<-| 2 -–– თ)| <7, 

გვექნება 
| : _11-I4-92) - <X.I4L_ 

|4|I- #C)| .I4,-.# 
    

დ(2) 4 

ე. ი. მართებულია (8.10) ტოლობა. 

შემდეგ ცხადია, რომ 
. M#(თ) . | 1 სდ 267 =1 · ყი I0X | / (ე) 22)     | = I /#(თ) · ათ 

  

L-Xა წის IX-X. X–-X) X-X დ(შ) 

| სი /(თ) 

= თ /(2) ·- –– =25-% 
X-X IIი დ(2) II დ(2) 

#--X6 Xჯ-Xი 

თეორემა დამტკიცებულია, " 
შედეგი. თუ M(>) და თ) ფუნქციები უწყვეტია «. 

წერტილში და დ(>ე)ჯ#0,მაშის 25 
(ჯ 

უწყვეტი ფუნქციაა «ა წერტილში. 
მართლაც, #(2) და (>) ფუნქციების უწყვეტობის გამო 

ფარდობა აგრეთვე: 

  

L I! ე /თ ში _ თ ა) / 
IX-X წ) '1Iდ დ() დ(2ე) ” 

ჩXჯ–->Xა 

ე. ი. ფუნქციის ზღვარი უდრის ფუნქციის მნიშვნელობას. 
თეორემა 22. თუ ჯ, წერტილის მიდამოში /(21>0 და 

არსებობს 1Iთ (/(2)/, სადაც # რაიმე ნატურალური 
X--X 

რიცხვია, მაშინ არსებობს აგრეთვე 1IIი /(2). 
ჯ–ჯა 

დამტკიცება, ვთქვათ, 

110 (1 (2))” = 4 (8.11) 
X–-Xჯ-



§ გ. თეორემები ზღვართა შესახებ. უწყვეტ ფუნქციათა... 195 
  

ღა დავუშვათ, რომ არ არსებობს 1Iთ /#(თ) მაშინ იარსებებს ჯა 
X-Xი 

წერტილისაკენ კრებადი ისეთი ორი მიმდევრობა (>)#-.; და 

(>) რომ 

სთ #Cთ)=%ი სი #(თL)= XL, 

სადაც L, და ერთმანეთისაგან. განსხვავებული რიცხვებია. (8,11) 
ტოლობის თანახმად გვექნება 

1II0 ( #(=.C)12=Xჯ1= 4, 
ჩ- თ 

III (/ (თ; )1 == 172 = 4, 
L- 

აქედან გამომდინარეობს, რომ L,=1IL.. მივიღეთ წინააღმდეგობა, ს 
მაშასადამე, ჩვენი დაშვება არაა სწორი. · 

თეორემა 23. თუ თ. წერტილის რაიმე მიდამოში 
#(2) >>0 და არსებობს /#/(>) ფუნქციის ზღეარი ჟაწერ- 
ტილში, მაშინ ყოველი ნატურალური # რიცხვისა- 

თვის იარსებებს წV/ #C) ფუნქციის ზღვარი ჯა წერ- 

ტილში და მართებულია ტოლობა 

  სთ MC 76) = | 100 7(2). · (8.12) 
X--Xა XI-X 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშენა 

» 

IV #7 Cთ =9%Cთ. 

7#(2) =I4(თ))”- 

პირობის მიხედვით არსებობს 1IIთ (დ«(2)I. და, ამის გარდა, XI წერ- 
#-%ე 

ტილის მიდამოში დ(თ) >.0. ამიტომ 22-ე თეორემის თანახმად, არ- 
სებობს 10 დ(ვ). მაშასადამე, 

Iს /(>) = IIIთ ჯ(2)1”, 
X-X#ი +-MX 

აქედან 

საიდანაც
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ი 

IIIს დ(2) = V/ 1II / (2) , 
X-Xე X->Xი 

ე. ი, მართებულია (8.12) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ I») ფუნქცია უწყვეტია დე წერტილში 
და ამ წერტილის: რაიმე მიდამოში #(21>9, მაშინ 

» 

V 7 (=) ფუნქცია უწყვეტია ჯე წერტილში. 
შენიშვნა. თუ,110 #I(2)<.0 და # კენტი რიცხვია, მაშინაც 

X-X 
მართებულია (8,123) ტოლობა, 

§ მყ. ზოგიერთი მაბგალითი ზღვრების მოძებნაზე 

#(თ) ფუნქციის ზღვრის განსაზღვრისას ფუნქციის მნიშვნელო– · 
ბის შესახებ CX წერტილში არაფერი იყო ნათქვამი. როგორც ვი– 

ცით, #(>) ფუნქციას «ა წერტილში ზღვრად აქვს 4 რიცხვი, თუ 
ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი უ 

რიცხვი, რომ 

1#7(2)-– 4|< 98%, როდესაც 0 < 1 თდ-– თა | <-ჟ. 

აქ მოთხოვნა ,2->ე არსებითია, ამ მოთხოვნის გარეშე შეუძლე- 

ბელია, საზოგადოდ, ფუნქციის ზღვრის მოძებნა. მართლაც, ვთქვათ, 

საძიებელია ' 

დყზხ--9 

დავ. 
  დ(ჯ)= 

ფუნქციის ზღვარი X=3 წერტილში. თუ ვიგულისხმებთ, რომ თ 
არგუმენტი მიიღებს >=3 მნიშვნელობას, მაშინ ამოცანის ამოხსნა 

2.2, 

. - წილადის მრიცხველი და მნიშე– 
ჯჯ.- 

ნელი ·ნული ხდება. თუ » # 3, მაშინ წილადი შეგვიძლია შევკვე– 

ცოთ «--3 გამოსახულებაზე და ამ შემთხვევაში გვექნება 

_ დ(=თ-+3. 

  შეუძლებელია, ვინაიდან 

ცხადია, რომ ! 

IIი დ(თ)=6. 
ჯ–-3 

ამრიგად, თკ წერტილში /(2) ფუნქციის ზღვრის გამოთვლისას 

მხედველობაში არ უნდა მივიღოთ ფუნქციის მნიშვნელობა ჟე წერ–



§ 9, ზოგიერთი მაგალითი ზღვრების მოძებნაზე 197 
  

ტილში. როგორც ზემოთ დავინახეთ, /(>) ფუნქციას შეიძლება 
ჰქონდეს ზღვარი «ე წერტილში იმ შემთხვევაშიაც, როდესაც იგი 

განსაზღვრული არ არის ჯე წერტილში. 

მაგალითი 1, გამოვთვალოთ 

_ „?8+0თ9 

/თ ჯ+იძ 

ფუნქციის ზღვარი >=-–--ძც წერტილში. 

ამოხსნა, გვაქვს 

2 2 
IIიI /(2) = 1IV («+0X> –-თ2+0) _ კე (ბ თ+Lიზ=3წე?. 
I I---მ ჯ+ი X--ძ 

დვ -–3:+2 

ჟი -4:+3 

  

  

მა გალითი 2. გამოვთვალოთ ფუნქციის ზღვარი. 

2=1 წერტილში. 

ამოხსნა. გვაქვს 

ცე 2 --3თი+2 _ ცე _ (#-- 1; (>+2) _ _ 
' X-I ტე – 44631 ჯ-.1 (დ-–1)?(თ?-++2ჯ-L3) 

· ჯ+2 
= 110 –--–--–--– 

X--1 თ'პ3+2;4+-3 

  

_ 1 

2. 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ IIთ =-42, სადაც » ნატურალუ– 
ჯ-ძ 

რი რიცხვია, ხოლო „#0. 

ამოხსნა. თუ ვისარგებლებთ ბეზუს თეორემით, გვექნება 

  

–ეჩ ,' 1Iთ 2 = დ (146524. + ეშ-მMი4 ემ) = თეი“. 
--ი 2 წ- X–-0 8 

კერძოდ, თუ თ=1, გვექნება ' ი. 

1თ =%. 
ჯა 2. 

LI 

მაგალითი 4. ვიპოვოთ 1Iთ _-- =1 · სადაც 2, ძ, ო ჭ 
ა X-1 ო... X >7- 1 

ნატურალური რიცხვებია. 

§ 

ამოხსნა. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას ყ=V > გვექნება
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LI უ_ 

თ=Vყ?, V/ თნ -- 1=ყ --1, I თ 1=ყV--1. 
ცხადია, რომ როდესაც თდ->1, მაშინ ყ->1, ამიტომ 

  ცდ > 1 ე #1 - ცი (+--- : 1“) 
| V“-I ყ-1 

  

» 

"მაგალითი 5. ვიპოვოთ 1) V#1+2-1 , სადაც # ნატუ– 
#--9 LL , 

/ 
რალური რაცხვია. 

· L 

ამოხსნა. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას V 1-+ე; = ყ, გვექნეხა 

ჯ=ყVბ -- 1. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ როდესაც >-–> 0; მაშინ V-> 1 და, მაშა- 

სადამე, 

  

§ 10 შაჩვენებლიანი ფუნკცია 

ც+ ფუნქციას, სადღაც თ თდაღებითი რიცხვია, მაჩვენებლიანი 
ფუნქცია ეწოდუბა. ამ ფუნქციის განსაზღვრის არეა 1-- C, -+- იი 

9. 
გფ ფუნქცია არსებითად ზრდადია თავის განსაზღვრის არეში, 

როდესაც 2 > 1, ხოლო არსებითად კლებადია, როდესაც თ <1. 

მართლაც, თუ ი > 1, მაშინ კოველი >, და ჯ. რიცხვისათვის, 
საღაც «<7, გვექნება თ=ი<.0%+, ხოლო თუ თ <1, მაშინ 

გფ" > 66%. ' 

ლემა, თუ 6 დადებითი ოიცხვია, მაშიხ 

სთ ც-=1. (10.1) 
ჯ-0 

დამტკიცება. ავიღოთ ნულისაკენ კრებადი ნებისმიერი მიმ-
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დევრობა (თი)გ>: და ვიგულისხმოთ, რომ თ0>1, როგორც 

ვიცით, 

1 

ცგრ--1< ით -–-1   
6. 

და ამიტომ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებნება ისე- 
თი ნატურალური რიცხვი », რომ აღგილი ექნება უტოლობას 

1 

წ) #7 _ 1 <-§. 

შემდეგ, რაკი (ჯი)„>1 მიმდევრობა კრებადია ნულისაკენ, ამიტომ 

არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი #. რომ 

1, = 

1=.„|I < -;, როდესაც # > X. 

მამასადამე, როდესაც # > M, გვექნება 

IX») 
თმ -–-1<28, 

მაგრამ ) 

IXი. 

(0-1) <6. 1. (10.2) 

მართლატ, თუ თი > 0, მაშინ (10.2) დამოკიდებულება ცხადია. თუ- 

კი თე <0, მაშინ 

1–ი “ი | ფ?5ი –- 11= 1 _კჟ =)1-0 "I  ეი= 
· ც-”ი წუვიქ. 

' 
=ეგოი 1 ე 1. 

ამრიგად, ' 

|0 5 –– 1|<-§, ოოდესაც > 7, 

ე. იძ. მართებულია (10.1) ტოლობა, როდესაც 20> 1. თუ «=1, 

ლემა ცხადია, 
აზლა ვთქვათ, თ < 1. მაშინ 

1 1 
6=-, ს =–>1. ძ 12” აღაც ბ > > 

მაგრა "ზემოდამტკიცებულის თანახმად 11თ ბ+=1. ამიტომ 
#--0 

(9.1) ტოლობა მართებულია მაშინაც, როცა <1, ლემა დამტკი- 
ცებულიბ.
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თეორემა 24. მაჩვენებლიანი ენ ფუნქცია უწყვეტია 

1-- თ, +, შუალედში. 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისჰიერი C რიცხვი და განვიხილოთ 
წ რიცხვისაკენ კრებადი ნებისმიერი მიმდევრობა (თი)გ>1- გვაქვს 

,„. ' ცი =ი.ც“ი ნ, 

ლემის თანახმად 110 თ“ ”“წნ=1. ამიტომ 
იჩ--% 

II თ ჩ=ი0წ. 
' ჩ-თ | · 8 

მაშასადამე, ტ/X ფუნქცია უწყვეტია C წერტილში. თეორემა დამტ- 

კიცებულია. | 
გამოვთვალოთ 

III ით და IIთ თ”, თ >0. 
L-+-+CთC · თ 

1, ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როდესაც თ<-1. რადგანაც 
იღ: ფუნქცია არსებითად კლებადია და ყოველი ჟ-სათვის ც7»X > 0, 

ამიტომ არსებობს 110 ითა. ეს ზღვარი აღვნიშნოთ 1 ასოთი. რაკი 
Xჯ-+თ 

ც:1=იX.0V, 

ამიტომ, თუ ამ ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც დ>–> + თ. 

მივიღებთ | 
L=L. თ. 

აქედან 1(1--ც)=0. მაგრამ 1-0#0, ამიტომ 1=0, ე. ი. 

110 0X+X=0, როდესაც ი <1. 
ჯ.I+–თ 

ახლა ეთქვათ, თ > 1. მაში5 

1 1 
| სანის ბო, სადაც ხ=-–- < 1. 

მაგრამ ზემოდამტკიცებულას თანახმად 1Iი ბX=0. ამიტომ 
X+-+თ 

1Iთ ც:= +-დ, როდესაც თ >1. 
-+-+თ 

9. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას დ=-–-/, გვექნება . 

C-- 
ც'
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და, მაშასადამე, 

. · –_ 1 
II0 თი5ა = II –“–-= 

XL---თ 1--+თ თ 

| 0, თუ თ>1, 

+თდ, თუ <1, 

დასასრულ შევნიშნავთ, რომ ი%2 ფუნქციის გრაფიკს აქვს 28-ე 
ნახაზზე ნაჩვენები სახე. 

  

  

  
ნახ. 28. 

§ 11, რთული ფუნკციის უწყვეტოგა 

თეორემა 25. თუ Vყ=/0) ფუნქცია უწყვეტია ILთ, 2! 
სეგმენტზე, =დ(ჩ») ფუნქცია კი (ი, ხ) სეგმენტზე და 
თ<დ%2)<8, მაშინ რთული ფუნქცია ყ= ”IL#(2)) = XVL2) 
უწყვეტია (ი, ბ) სეგმენტზე. 

დამტკიცება. ავიღოთ (თი, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი ჯა წერ- 

ტილი და ვთქვათ, (7) =%ე. რაკი დ(») უწყვეტია თა წერტილში, 
ამიტომ 

#7 1IიI §=11ი) დ«(>)=Cდ(+ჯა) =ყე. 
IაIე X--Xე | 

მეორე მხრივ, #/(V) ფუნქციის უწყვეტობის გამო Vე წერტილში, 

გვექნება 
1100. /(%)= I(Vე) 

M-Mა 
და, მაშასადამე, 

II. X#>=)=1IVი /Iდ(>)|= 10. /(V) => /CVე) => /(დ(«)1= XL). 
X-Xა5 X-–+IXა ი#ძ–-Mნ 

ამრიგად, რთული XV=)= /Iდ(2)) ფუნქცია უწყვეტია «კ წერტილში. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. უწყვეტი ფუნქცია წყვეტილი ფუნქციიდან შეიძ-
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ლება იყოს უწყვეტი ფუნქცია. განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, 

ს(თ) ფუნქცია განსაზღვრულია ასე: 

აღ)=I ჯ, როდესაც 0«<-2< 1. 

| 0, როდესაც ჯ=1. 

ეს ფუნქცია განსაზღვრულია |0,1) სეგმენტზე და წყვეტილია მხო- 

ლოდ ჯ=1 წერტილში. ახლა ავიღოთ (0,1) სეგმენტზე უწყვეტი 
ფუნქცია დ(ს)ლ–V%"-ი. ცხადია, რომ დ(0)=დ(1). 

განვიხილოთ ფუნქცია /(>)= დ(V(2)), ე. 9. უწყვეტი ფუნქცია 
წყვეტილი ფუნქციიდან. რადგანაც V1--)=1, /(1)=%(0), ამიტომ 

„/(1–)=§ Mთ დ(თ)1=დ(M1 ––))=> დ(1)=4%(0)= /(1). 

ამრიგად, /(თ) ფუნქცია უწყვეტია «=1 წერტილში. შემდეგ, რაკი 
ღ(2) ფუნქცია უწყვეტია (0,1( შუალედში, ამიტომ /(ჯ) იქნება უწყ- 
ვეტი იმავე შუალედში. მაშასადამე, #(თ>) ფუნქცია უწყვეტია (0,1) 

სეგმენტზე, ე. ი. უწყვეტი ფუნქცია წყვეტილი ფუნქციიდან შეიძ- 
ლება უწყვეტი იყოს. 

§ 12-. ვაიერშორახის თეორემები 

თეორემა 26. თუ /I(») ფუნქცია უწყვეტია (ით, ხ1 სეგ– 
მენტზე, მაშან იგი შემოსაზღვრულია ამ სეგ- 
მენტზე. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქეათ, #(2) ფუნქ- 
ცთა არ არის შემოსაზღვრული (თ, ბ) სეგმენტზე. მაშიჩ რიცხვი 
1-სათვის მოიძებნება (თ, “ზ1 სეგმენტში ისეთი », წერტილი, რომ 

I#(2) | >1- 

ასევე, ,რიცხვი 2-სათვი” არსებობს (თ,ბ) სეგმენტში ისეთი 2, 

წერტილი, რომ 
| /I(=) | > 2 

და ა, შ., რიცხვი »-სათვის მოიძებნება (თ, ხ) სეგმენტში ისეთი «„ 

წერტილი, რომ 

· I#(=ი)| >>#- 

ეს პროცესი შეგვიძლია განვაგრძოთ უსაზღვროდ. მივიღებთ 

რიცხვთა მიმდევრობას ჯ=ი),>I. ეს მიმდევრობა შემოსაზღვრულია 
და ამიტომ ბოლცანო-ვაიერშტრასის თეორემის თანახმად ამ მშიმ–
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დევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ ქვემიმდევრობა (9ი,.)ნ>1, რომე- 

ლიც კრებადია (თ, ბ) სეგმენტის რაიმე C წერტილისაკენ: 

11 თის = 5. 

ჩ-–თ 

რაკი თ< თეკ <. ხს (#=1, 2,...), ამიტომ 

თ< ნ <ხ. 

შემდეგ § წერტილში ფუნქციის უწყვეტობის გამო, გვექნება 
IIთ #2, )= /(5. (12.1) 
#-თ 

მეორე მხრივ | / (=,„) | > 1#. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

11I0 | / (–.„)I=+C=C 
ჩ-.თ 

და, მაშასადამე, (12.1) ტოლობის "თანახმად გვექნება 

· |#(C65))C+Cთ, 

რაც შეუძლებელია. ამიტომ /(ჯ) ფუნქცია შემოსაზღვრულია (V, 6) 

სეგმენტზე. ვაიერშტრასის თეორემა დამტკიცებულია. 

ამ თეორემას ეწოდება ვაიერშტრასის პირველი თეორემა. 

თუ /(თ) ფუნქცია უწყვეტია ინტერვალში, იგი „შეიძლება არ 
იყოს შემოსაზღვრული. მართლაც, ვთქვათ, 10,1( ინტერვალში მო– 

1 ! 

ცემულია #(2)=-- ფუნქცია. ეს ფუნქცია უწყვეტია 10,1( ინტერ- 

ვალში, მაგრამ ამ ინტერვალში იგი შემოუსაზღვრელია. 
ახლა ვთქვათ, რომ /(>) ფუნქცია განსაზღვრულია X შუალედ- 

ში (ეს შუალედი შეიძლება იყოს სეგმენტი, ინტერვალი, ნახევრად–- 

სეგმენტი). აღენიშნოთ #-თი /(>) ფუნქციის მუიშვნელობათა სიმ- 
რავლე. ამ სიმრავლის ზედა საზღვარს ეწოდება #(>) ფუნქციის 

ზედა სახღვარი X შუალედზე და აღინიშნება ვან #(თ), ხოლო I; სიმ- 
XჯC · 

რაგლის ქვედა საზღვარს ეწოდება #(>) ფუნქციის ქვედა საზღვარი 

X-ზე და აღინიშნება 10, #(2)- 
· #C · 

თუ /(თ) ფუნქცია არ არის ზემოდან შემოსაზღვრული X შუა- 
ლედზე, მაშინ: §სი /(2)= +თ, ხოლო თუ /(>») ქვემოდან არ არის 

X 
შემოსაზღვრული, მაში5 სამ #(თ)=–-–თ. 

XC · 

4,
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ვიგულისხმოთ, რომ /#(ე) ფუნქცია შემოსაზღვრულია X შუა- 

ლედხე, თუ X შუალედზე არსებობს ისეთი ნ, წერტილი, რომ 

#(§)= ზსი /(), 
XCX 

მაშინ ამბობენ, რომ #(ჟ) ფუნქცია აღწევს X “შუალედზე თავის 

ზედა საზღვარს. ასევე, თუ X შუალედზე არსებობს ისეთი §, წერ- 
ტილი, რომ 

I(6)= IიL 7(თ), 
XCX 

მაშინ /(თ) ფუნქცია აღწევს თავის ქვედა სახღვარს X ”მუალედზე. 
თეორემა 27. თუ I() ფუნქცია უწყვეტია Lი, ბ) სეგ– 

მენტზე, მაშინ იგი მიაღწევს ამ სეგმენტზე თავის 

ქვედა და ზედა საზღვრებს. 

დამტკიცება. რადგანაც /(ჯ) ფუნქცია უწყვეტია Lი, ხ) სეგ– 
მენტზე, ამიტომ ზემოდამტკიცებული თეორემის თანახმად /(თ) 
შემოსაზღვრულია სეგმენტზე. ამ ფუნქციის ზედა” და ქვედა საზღვ– 

რები აღვნიშნოთ შესაბამისად # ლდი თ»: ასოებით. 

განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა მიმდევ–- 

რობა (წე)ე>)- ფუნქციის ზედა სახღვრის განსაზღვრის თანახმად, 

ყოველი 6, რიცხვისათვის არსებობს (თ, ბ) სეგმენტის ისეთი ”:, 

წერტილი, რომ 

#(ფი) > M –– ბა (#=1, 2...). (12.2) 

მივძღლეთ წერტილთა მიმდევრობა (თა)>»1- რადგანაც ეს მიმდევ– 

რობა შემოსაზღვრულია, მისგა5. შევიქლია გამოვყოთ ქვემიმდევ–- 
რობა (თი, )ხ>1 რომელიც კრებადია (თ, ხ) სეგმენტის რაიმე 

წერტილისაკენ. ! 

პირობის ძალით #(თ») უწყვეტია C წერტილში, ამიტომ 

სი /(თ)< /(6. (12.3) 
მეორე მხრით, (11.2) უტოლობის თანახმად 

#Cწის) > # – ნის. 

აქედან, თუ გადავალთ ზღვარზე, როდესაც #-> დ. (11.3) ტოლო–- 

ბის თანახმად 

| X#(6) > M. (12.4) 
მაგრამ
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X(6) <> I+#- 12.5) 

მაშასადამე, (12.4): და (12,5) დამოკიდებულებებიდან ვღებულობთ 

XXLნ)=M. 
ამრიგად, /(თ») ფუნქცია აღწევს თავის ზედა საზღვარს > წერ–- 

ტილში. 

ანალოგიურად მტკიცდება (თ, ხ) სეგმენტის ისეთი C" წერტი- 
ლის არსებობა, რომ #(6”)=». ვაიერშტრასის მეორე თეორემა 

დამტკიცებულია. 
შენიშვნა. შეიძლება, რომ /(თ) ფუნქცია შემოსაზღვრული 

იყოს სეგმენტზე, მაგრამ მან ვერ მიაღწიოს თავის ზედა ან ქვედა 
საზღვარს. მართლაც, განვიხილოთ /#(ჯ) ფუნქცია, რომელიც (L90,1 | 

სეგმენტზე განსაზღვრულია ასე: 

«თ, თუ 0<27<1, 

#7) 1 
-ვს როცა ჯ=0 და ჯ=4. 

ეს ფუნქცია შემოსაზღვრულია (0,1) სეგმენტზე: 

0< /(7) <1. 
ცხადია, 

ყიი /(7)=1, 1სL #(თ)=0. 
0<:X<1 0<X<1 

მოცემული ფუნქცია ვერ აღწევს ვერც ზეღა ღა ვერც ქვედა საზ- 
ღვარს. ამის მიზეხი ისაა, რომ /(თ) ფუნქცია წყეეტილია 0 და 1 

წერტილში. 

ასევე, თუ ფუნქცია უწყვეტია ინტერვალში, მაშინ საზოგადოდ 

ვაიერშტრასის მეორე თეორემა მართებული არ არის. მართლაც. 
ავიღოთ /(თ)=ჯ ფუნქცია, განსაზღვრული 10,1( ინტერვალში. ამ 
ფუნქციის ზედა და ქვედა საზღვრებია 0 და 1, მაგრამ ამ საზღვ- 

რებს იგი ვერ მიაღწევს )0,1( ინტერვალში, 

განსაზღვრა-13. თუ /#(ჯ) ფუნქცია განსაზღვრულია X რუა- 

ლედში, მაშინ #(-––-» სხვაობას, სადაც # = 3900 /(თ), M#= 19იL (2), 
XCX ჩXჯCX 

ეწოდება ზემოაღნიშნული ფ უნქციის რხევა Xჯ შუალედში ღა 

აღინიშნება თ სიმბოლოთი,
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§1ე. ბოლცანოსა და კოფის თეორემები 

თეორემა 28 (ბოლცანო). ვთქეათ, I(7) ფუნქცია უწვ- 

ვეტია (ი, ხ) სეგმენტზე. თუ #0) და #ხ) რიცხვებს 
სსვადასხვანიშნები აქვთ, მაშინ ამ სეგმენტში მოი- 

ძებნებაერთი მაინც ისეთი § წერტილი, რომ /#(6)=:0. 

დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვისს ვიგულისხმოთ, 

რომ /(ი)<-9 და /(ს) > 0. რაკი /(2)<-0, ამიტომ მე-:0 თეო- 

რემის შედეგის თანახმად (თ, ბ) სეგმენტში არსებობს «სეთი 0 
წერტილი, რომ 

#(2) <0, როდესაც თ < 21<-. 0. 

ყველა ასეთი დ წერტილის სიმრავლე აღვნიშნოთ # ასოთი. # 

სიმრავლე ზემოდან შემოსაზღვრულია და ამიტომ მას აქვს ზედა 
საზღვარი. იგი აღვხიშნოთ C “ასოთი, ცხადია, თ<- 5 < წ. 
დავამტკიცოთ, რომ 

#(C)=0. (13.1) 

ადვილი საჩვენებელია, რომ /(6) არ შეიძლება იყოს ' დადებითი. 
მართლატ, თუ დავუშვებთ, რომ /(6) > 0, მაშინ C წერტილში /#(>) 
ფუნქციის უწყვეტობის გამო არსებობს |თ, ხ) სეგმენტში ისეთი 

I(§--2, §+898) სეგმენტი, რომლის ყოველ თ წერტილში /(თ) >0, 
კერძოდ, #M(C –- 2) > 0. მეორე მხრივ, რაკი ნ–– 6 C 7, ამიტომ 

#(§-–– 2) <0. 

მივიღეთ წინააღმდეგობა. მაშასადამე, #(6) არ შეიძლება იყოს და- 
დებითი. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ /(65) არ შეიძლება იყოს უარყოფითი. და- 

ვუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ ჯ#(§5)< 0. მაშინ მოიძებნება (თ, #1) 

სეგმენტში ისეთი (ნ–»ჯ, ნ+უ|) სეგმენტი, რომლის ყოველ თ წერ– 
ტილში /(2) < 0. მაშინ ნ+»უ წერტილი მიეკუთვნება # სიმრავ- 

ლეს და წ არ იქნება # სიჭჰრავლის ზედა სახღვარი. მივიღეთ წი–- 

ნააღმდეგობა. მაშასადამე, /(6) არ შეიძლება იყოს უარყოფითი. 

ამრიგად, /(წ) არც დადებითია და არც უარყოფითი, ამიტომ 

მართებულია (13.1) ტოლობა. ბოლცანოს თეორემა დამტკიცე- 

ბულია. | 

ამ თეორემის გეომეტრიული შინაარსი შემდეგში მდგომარეობს; 

თუ უწყვე ხი ყ=/(=) წირის 4 და #8 ბოლოები მდებარეობენ 0» 

ღერძის სხვადასხვა მხარეს, მაზინ ეს წირი გადაკვეთს 0ჯ ღერძს 

ერთ წერტილში მაინც (ნახ. 29). ,
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ამ ნახახზე /(,) ფუნქცია ღებულობს ნულის მნიშენელობას 

(თ, ბ1 სეგმენტის წ, C” და C“ წერტილებში. 
თ-ის იმ მნიშვნელობას, რომელზედაც. /(თ) ნული ხდება, ეწო- 

დება #(2) ფუნქციის ნული ანუ /(2)=0 განტოლების 
ფესვი. 

მეორე დამტკიცება. გავყოთ |თ, ს) სეგმენტი შუაზე « 

წერტილით, მივიღებთ ორ სეგმენტს Iთ, «) და (2, იძ). თუ /(6)=0, 

თეორემა დამტკიცებულია. 

() 

2 

–_ იძ => 6 · 
0 ”/ 3 ხო. 2C ჯ 

# 
ნახ. 29. 

ვთქვათ, #(0)#0. იმ შემთხვევ ში როდესაც /(0)2>0, შემო–- 

ვიღოთ აღნიშვნები თ,=თ C- ხ,=0. ხოლო როდესაც #(თ <0, 

მაშინ თ,=2, ხ,=–ხ. ორივე შემთხვევაში V,<1ბ, და. _, 

#(მ8ა) < 0, #(ხაე) =>0:·. 

ცხადია. (იც ხ,) C (ი, ხ) და · ' 
· ხ-–-თ 

  

  

  ხ.–-ძ,= 

ახლა გავყოთ (თ, ხ,) სეგმენტი შუაზე C, წერტილით, მივიღებთ 

ორ სეგმენტს (თ,, თ) და (6C,, ხ,) თუ /(თ)=0. თეორემა დამტკი- 
ცებულია. 

ვთქვათ, /(C,)#0. თუ /(0,) > 0, მაშინ იყოს თ:=ი0, ღა ხა=0, 
ხოლო როცა /#(0,) <0, ვიგულისხმოთ, რომ ძე=0, და სა=-> ხა. 

ორივე შემთხვევაში გეექნება ძი; <: ხე: და 

#(ძ:)<-0, /(ბ.) > 9. 

ცხადია, (თა, ხ2) = (თ, ხე) და 
სა ი.= ხ,–- ძ, _ხ–- 06. 
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ასეთი მსჯელობა რომ განვაგრძოთ, მივიღებთ სეგმენტთა მიმდევ- 

რობას 

(თ, ხ)= წია ხე=Lთე, ხე)ლ=·..=თის ხიე)=... (13.2) 

შემოვიღოთ აღნიშენა ძგ= 41 ი, თუ /(იი) რიცხვებიდან ერთ- 

ეოთი ნულია, მაშინ თეორემა დამტკიცებულია. 

_. ახლა განვიხილოთ ის შემთხეევა, როდესაც ჟველა #-სათვის 

#(თ) <90, #(ხე) >9. 

== 
რადგანაც 

  ხი –– ძი= 
–ძ 
2 » (#=1, 2)...), 

ამიტომ 

110 (ხს, – ძთი)=0. 
ჩ”- თ 

მაშასადამე, (13.2) წარმოადგენს თავმოყრილ სეგმენტთა მიმ- 

დევრობას და ამიტომ კანტორის თეორემის თანახმად არსებობს 

ერთადერთი § წერტილი, რომელიც ეკუთვნის მოცემული მიმდევ- 

ოობის ყველა სეგმენტს, ე. ი. | | 

რი<ნ<ხ (#=1,2....). 

დავამტკიცოთ, რომ #(§5)=0. რაკი /(>) ფუნქცია უწყვეტია § 
წერტილში, ამიტომ 

1III /(თ,)=110 /(ხი)= /(6).' 
იჩი- თ „,- თ 

მაგრამ /(თი,)<- 0 ყოველი «-თვის. მაშასადამე, 

”–თ 

ასევე, რადგანაც /(ხი)>>0 ყოველი »-თვის, ამიტომ 

#(59= 11 /(ხი) >9. (13.4) 
ჩ-თ 

(13.3) და (13.4) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს, რომ 

#(6ე)=0 და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 29 (კომი), თუ #(=) ფუნქცია უწყვეტია სას- 

რულ ან უსასრულო შუალედზე და ამ ყუალედის 

ორ ძი და ს'წერტილში /(ი)#/(ხ), მაშინ მოცემული 

ფუნქცია მიიღებს ყველა მნიშვნელობას /(ი) და #() 
შორის.
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დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, 
რომ თ < ხ და /”(თ) < /(ხ). ავილოთ /(თ) და /(ხ) რიცხვებს შო- 
რის რომელიმე Xჯ რიცხვი: #(თ) <– <<. #(ხ). განვიხილოთ ფუნქცია 

დ(2)= /(თ)-–L. 

ეს ფუნქცია უწყვეტია I ხ) სეგმენტზე. ამის გარდა, 
%(ი)= /(ლი)– <0, დ(ხ)= /(ხ)-–#L > 0. 

ამიტომ, 28-ე თეორემის, თანახმად Lიე დხ) სეგმენტში მოიძებნება 

ერთი მაინც ისეთი § წერტილი, რომ დ(§)=0, ე. ი. 

#(0-- #0. 
აქედან /(6ე)=ჯ და ამით კოშის თეორემა დამტკიცებულია. 

ამ თეორემის გეომეტრიული შინაარსი შემდეგში მდგომა- 
რეობს: 0ფ ღერძის პარალელური V=# წრფე კვეთს V= /#(თ) 

წირ ერთ წერტილში მაინც 
(ნახ. 30). ამ ნახაზის მიხედვით V 8 

#(თ) ფუნქცია ღებულობს , X რი–- 
ცხვის მნიშვნელობას IV, ხ) სეგ-. 
მენტის წ წერტილში. ტ# 

შენიშვნა. ხემოდამტკიცე– 

ბული თეორემები საზოგადოდ 
მართებული არ არის, როდესაც 
#(C,) ფუნქცია წყვეტილია (ი, ხ) ნახ. 30, 
სეგმენტზე. მართლაც, ვგთქვათ, . 
L-1, 11 სეგმენტზე /#/(2) ფუნქცია განსაზღვრულია ასე 

7(2)=%L, როდესაც 2560, /(0)=3. 

ეს ფუნქცია წყვეტილია ჯ=0 წერტილში. ამის გარდა, 

#(--11=-–-1, #C+1)=1.. 

· ცხადია, მოცემული ფუნქცია არ ღებულობს არცერთ მნიშვნელო- 

ბას, რომლებიც მოთავსებულია --1-სა და +1-ს შორის. 

შედეგი 1. თუ /(2) ფუნქცია უწყვეტია სასრულ ან 
უსასრულო7X შუალედზე და მუდმივთარ არის,მაშინ 

გისი მნიშვნელობათა სიმრავლე წარმოადგენს 

გარკვეულX შუალედს. 
მართლაც, ეთქვათ 1 და ჯL წარმოადგენენ #(თ) ფუნქციის ქვე- 

14 ვლ. ჰელიძე, ე. წითლანაძე 
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ღა და ზედა საზღვრებს X შუალედზე. ავიღოთ ნებისმიერი ნამდ–- 
ვილი რიცხვი ყ, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 1<-ყე < V#. 
სიმრავლის ქვედა და ზედა საზღვრის განსაზღვრის თანახმად, /(:) 

ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავლეში არსებობს ისეთი რიცხვები 

#(ძ) და /(ხ) რომ 

აზოს გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ თ<-ხ. რაკი 

(თ, ხ)C X, ამიტომ ზემოდამტკიცებული თეორემის თანახმად არ–- 

სებობს ისეთი წერტილი წC(ი, ხ), რომ #(6)=ჯყე. ამრიგად, /(7) 
ფუნქცია ღებულობს X შუალედზე ( და L შორის მოთავსებულ 

ნებისმიერი რიცხვის მნიშვნელობას. 

შედეგი 8. თ უ » და # წარმოადგენენ (ი,#M) სეგმენტზე 
უწყვეტი #(2) ფუნქციის უმცირესსა და უდიდეს მნწი– 

შენელობებს, მაშინ ფუნქცია მიიღებს ყველა მნი– : 

შმშენელობას „თ და # შორის. : 

მართლაც, 27-ე თეორემის თანახმად (თ, ხ) სეგმენტზე არსე- 

ბობს ისეთი თ; და 2, წერტილები, რომ /(თ2ა=თ», /(=:)= M. 
· ვთქვათ, თ,< თ: და <- ჯ < M. მაშინ 29-ე თეორემის თანახმად 
(თ, თა) სეგმენტზე არსებობს ერთი მაინც ისეთი § წერტილი, რომ 

#(6ე=X 

§ 1), შუნქციის თანაბარი უწყვეტობა 

ვთქვათ, /(თ) ფუნქცია უწყვეტია X შუალედღზე. შემოვიღოთ 
განსაზღვრა 14. ჩვენ ვიტყვით, რომ /(ჯ) ფუნქცია „თა-· 

ნაბრაღ უწყვეტია Xჯ "შუალედზე, თუ ყოველი დადებითი 6 
რიცხვისათვის არსებობს XჯX შუალედის წერტილებზე დამოუკიდე- 
ბელი ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ X შუალედის ყოველი ჯ” 

ღა »” წერტილისათვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 

| თ –– თ | < უ, მართებულია უტოლობა 

| /(ფწ–- (27) | +. 
თუ /(თ) თანაბრაღ უწყვეტი არაა X შუალედზე, მაშინ არსე– 

ბობს ისეთი დადებითი §ე რიცხვი, რომ ყოველი დადებითი უ რი- 

ცხვისათვის მოიძებნება X შუალედში ისეთი ორი წერტილი ჯ“ და 

ჯ”, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას | თ” – თ |< 7» და 

1775-7201 >%
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თეორემა 30 (კანტორი). სეგმენტზე უწყეეტი ფუნქ– 
ცია თანაბრად უწყვეტია ამ სეგმენტზე. 

“ დამტკიცება. ვთქვათ, /(დ) ფუნქცია უწყვეტია (თ. ხ) სეგ- 
მენტზე. დასამტკიცებელია, რომ #(დ) თანაბრად უწყვეტია მოცე- 

მულ სეგმენტზე. დავუშეათ საწინააღმდეგო, ვთქეათ, /7(თ) ფუნქ- 
ცია თანაბრად უწყვეტი არ არის (ი, ხ|I სეგმენტზე. მაშინ არსე- 
ბობს ისეთი დადებითი §.ე რიცხვი, ოომ ყოველი დადებითი უ რი- 

ცხვისათვის მოიძებნება (თ, ხს) სეგმენტზე ისეთი ორი წერტილი 
> და თ“, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 1 თ” –-ჯ/| <- უ, 

ხოლო 

| /(თ'')–– /(=') I> ზა· 
ახლა განვიხილოთ ნულისაკენ კრებაღი დადებით რიცხვთა მიმ- 

დევრობა რე)ც>1. აღებული უ„(M#=1, 2,...) რიცხვისათვის მოიძებ- 

ნება (თ,ნ)(უ„) სეგმენტზე ისეთი >, და „გ წერტილი. რომ 

|თი–თ“ი|< ში (X=1, 2,..-), (14.1) 

ხოლო ! წ · 

| |#(22)-- /(>2)| >> 5ე (#=1, 2...-). (14.2) 

წერტილთა მიმდევრობა (§8),>1 შემოსაზღვრულია ,და ამიტომ მის- 

გან შეგვიძლია გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა (>ი , 11. 

ვთქვათ, 
110 თ, = თე: 

L- თ » 

ცხადია, თალ (თ, ხI. 

(14, 1) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

ჩააზემი ჩხ... =2% )=0, 

რის გამო 

„ათ «%, = ქმ (CV, –-2ი,) + წე=%ი 

(14,2) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

| /(თი,)–– #Cი,)| > % (C:=1, 2,...). (14.3) 

შემდეგ, რაკი /(თ) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტზე, ამიტომ 
იგი უწყვეტია «ა წერტილში. მაშასადამე, 

110 #(6,)=, Mთ ი /(თი, )= I(თი)- 
#–-თ 

,
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ახლა თუ გადავალთ ზღვარზე (14.31 უტოლობაში, როდესაც 

L->- დ, მივიღებთ 

| 7(9ი)–– „/ (თი) | > 6ი; 

ე. ი. 0 > ზე, რაც შეუძლებელია. ამრიგად, ჩვენი დაშვება იმის 

შესახებ, რომ /(თ) ფუნქცია არათანაბრად უწყვეტია Lი, ხ1 სეგ- 
მენტზე, არ არის სწორი. მაშასადამე, 7(თ) ფუნქცია თანაბრად 

უწყვეტია (ი, ხ) სეგმენტზე, და ამით კანტორის თეორემა დამტ- 

კიცებულია. 
შენიშვნა, თუ /(») ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია ინტერ- 

ვალზე. იგი უწყვეტი იქნება იმავე ინტერვალზე, მაგრამ ინტერ- 

ვალზე უწყვეტი ფუნქცია შეიძლება არ იყოს თანაბრად უწყვეტი 

იმავე ინტერვალზე. განვიხილოთ 

მაგალითი. ეთქვათ, )0,1| ინტერვალზე განსაზღვრულია 
ფუნქცია ფორმულით 

· 1 
#(7)=-– · 

ეს ფუნქცია უწყვეტია |0.1( ინტერვალზე. დავამტკიცოთ, რომ მო- 

ცემული ფუნქცია არ არის თანაბრად უწყვეტი. დავუშვათ საწი- 

ნააღმდეგო, ეთქვათ, /(თ) ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია მოცემულ 
ენტერვალზე. მაშინ C=1 რიცხვისათვის არსებობს 10,1( ინტერვა–- 

ლის წერტილებისაგან დამოუკიდებლად ისეთი დადებითი წ» რიცხვი, 
რომ 10,1| ინტერვალის ყოველი ჯ»” და ი” წერტილისათვის, რომ- 

ლებიც აკმაყოფილებენ პირობას | »” -- >) < უ ადგილი აქვს 

უტოლობას . ' 

| / (თ”)–– /(თ')|<-1.. (14.4) 

ჩეენ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ უ<-1. ავიღოთ ·)0,1| ინტერ- 

ქალის ორი წერტილი თ =-%, გ =-L. ცხადია, რომ 

| თ" წელის | <7. 

შემდეგ 

I /(თ”)–– /(თ')| = 
  

1 
»“ 

  

) 1 I3. 2 
ჯ” # "თ » 

რაც (14,4) უტოლობას ეწინააღმდეგება. მაშასადამე, ჩვენი დაშვე– 

ბა სწორი არ არის და ამიტომ /(თ) ფუნქცია არ იქნება თანაბრად 

უწყვეტი )0,1( ინტერვალში.
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§ 15. ფექკცეული ფუნჟციის უწყვეტობა 

თეორემა 31. თუ V= /#(2) ფუნქცია არსებითად მონო- 

ტონურია და უწყვეტია X შუალედზე, მაშინ მისი 

შექცეული ფუნქცია ჯ=%(ყ) არსებითად მონოტონე- 
რია.და უწყვეტია თავის განსაზღვრის არეში. 

დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, 

რომ ყ= /(7) ფუნქცია არსებითად ზრდადია Xჯ შუალედზხე. აღვ- 

ნიშნოთ X»-ით /(>) ფუნქციის ცვლილების არე. 29-ე თეორემის 

პირველი შედეგის თანახმად, » წარმოადგენს შუალედს. რაკი 

V#=/(თ) ფუნქტია არსებითად ზრდადია X სიმრავლეზე, ამიტომ 
არსებობს ამ ფუნქციის შექცეული ფუნქცია ჯ=დ (ი), რომელიც 

განსაზღვრულია. X» შუალედზე. 
დავამტკიცოთ, რომ «#(ყ) ფუნქცია უწყვეტია » შუალედზე. 

განვიხილოთ X» შუალედის ნებისმიერი შიგა წერტილი ყი- მაშინ 

არსებობს » შუალედის ისეთი ორი ტ და ძი წერტილი, რომ 

9 < ყი <0. ვთქვათ, 
დ(ი)=ძ, დ(ძ)=ხ,-დ (თა)=%ი· 

ცხადია, რომ თ < დ: < ხ. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი 

ღა შევარჩიოთ ორი ნებისმიერი 

       
    

ჩ, და 2, რიცხვი ისე, რომ შეს- .L I  ____ # 
რულდეს პირობები (ნახ. 31): წL---------- 

თ <9, <- ე < თა: <.ხ და ი L –ალლა---- / I ' 

0ლეს–-თ, < წ. V,------ '! ! 

შემოვიღოთ აღნიშვნები CL- --% : ! ! ! 
1) ' ' 

= /(>,). Vყ>= (ი). :I1I 1 > 
რადგანაც #, <-ყი, ამიტომ 29-ე მ « % %X% 6 

თეორემის თანახმად, ყ-ის ყოვე- ნახ, 31. 

ლი მნიშვნელობისათვის (Vყ/, V-:) 
სეგმენტიდან თ-ის სათანადო მნიშვნელობა მოთავსებულია ყდ,-სა 

და #,-ს შორის და, მაშასადამე, |ფ–-თა) <-6, ე. ·ი. 

|დ(ყ)-– დ(ყი))<-5, როდესაც V; <- ყ <- V. 

ამრიგად, თ=დ(ყ) ფუნქცია უწყვეტია ჯ=ყა წერტილში. 
თუ 7 შუალედს აქვს ბოლოები, მაშინ ანალოგიურად მტკიც- 

დება = დ(ყ) ფუნქციის ცალმხრივი უწყვეტობა შუალედის ბო- 

ლოებზე.
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თეორემა 32. თუ (ი, ხ) სეგმენტზე არსებითად მონC.-. 
ტონური /#/:) ფუნქციის მნიშვნელობათა V(წთ, წ)) 
სიმრავლე სეგმენტია, მაშინ /(2) ფუნქცია უწყვე- 

ტია (თ, ხე) სეგმენტზე. | 
დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, 

რომ /(>) არსებითად ზრდადია (თ,ხ) სეგმენტზე; მაშინ 

#(Iთ,ხ))=L/LCთ); /(6)I1. 

დავამტკიცოთ, რომ. /(») ფუნქცია უწყვეტია (ი, ხ1 სეგმენტზე. 
ვთქვათ, « არის (ი, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი შიგა წერტილი. 

ცხადია, I#(0თ)<= /(6) < /(ხ) ავიღოთ ნებისმიერი დაღებითი L 
ოიცხვი იმ პირობით, რომ დაცული იყოს უტოლობები 

, I(ი)< #(0)–-6< /(0)+6 < /(ხ). 

(თ, ხ) სეგმენტში მოიძებნება ისეთი ი, და ი: წერტილები, რომ 

X#(თ)= (6) – 8, # (თ:)= #(ძ)+%, | 

ამასთანავე “თ, <.6<- 2. თუ აღენიშნავთ უ-თი უმცირესს «-–-, 

და #-–- 6 რიცხვებიდან, მაშინ ყოველი „-სათვის, რომელიც აკმა- 

ყოფილებს უტოლობებს 6-– უ < დ <6+უ, გვექნება 

#(თ) –– 5 < /(თ) < #(C)+6. 
მაშასადამე, #(თ) უწყვეტია წერტილში. 

(თ, ნ) სეგმენტის ბოლოებში /(») ფუნქციის ცალმხრივი უწყ- 

ვეტობა ანალოგიურად მტკიცდება. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 16. ლოგარითმული ფუნკცია 

განვიხილოთ 1-საგან განსხვავებული ღდადღებითი თ რიცხვი. 

ვთქვათ, = წარმოადგენს ყ ცვლადის მაჩვენებლიან ფუნქციას 

“ი ფ=ი". (16.1) 

მე-9 პარაგრაფში ვაჩვენეთ, რომ იV/ ფუნქცია უწყვეტია და არსე– 

ბითად მონოტონურია I- თ, +Cთ( შუალედში, ამასთანავე თ” 

მიიღებს 0 და +თ შორის მოთავსებულ ყველა ნამდვილი რიცხვის 

მნიშვნელობას, ამიტომ 31-ე თეორემის თანახმად (16.1) ტოლობა 

10, +CთL შუალედში განსაზღვრავს ყ-ს როგორც თ-ის არსებითად 

მონოტონურ უწყვეტ ფუნქციას. ეს ფუნქცია ასე აღინიშნება: 

V=1წეთ.
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ამ ფუნქციას ეწოდება ლოგარითმული ფუნქცია თ ფუძით. იგი 
არსებითად ზრდადია, როდესაც «თ > 1, ხოლო იგი არსებითად კლე– 

ბადია, როდესაც თ< 1, ვინაიდან #V ფუნქცია პირველ შემთხვე– 
ვაში არსებითად ზრდადია, შეო–- 

    

რე შემთხვევაში კი არსებითად 7 – 
ღა 

კლებადია. ა 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 2 

1I1თ 1-.,თ=+>Cთ, უვ? 
X-+თ სა 

· “ X 
· 11თი 160>=--–- <, როდესაც ი >>1, 
«--0+ „ი / 
ხოლო 

)IIი 1თ,თ=–თ, ნახ, 32. 
X- +თ 

სი 10->= +, როდესაც ძი <1I. 
ჯ-0-L 

დასასრულ აღვნიშნოთ, რომ 1” ფუნქცია მუდმივია.. ამიტომ 

§=1MV ტოლობა არ განსაზღვრავს ყ-ს, როგორც «-ის ფუნქციას, 

რის გამო, ჩვეულებრივ, არ განიხილავენ ლოგარითმს ერთის ფუძით... 
რადგანაც ლოგარითმული და მაჩვენებლიანი ფუნქციები ურთ- 

იერთშექცეული ფუნქციებია, ამიტომ #=1ყკ ფუნქციის გრაფიკს 
აქვს ისეთი სახე, როგორც ეს წარმოდგენილია 32-ე ნახაზზე. 

მაგალითი. განვიხილოთ რიცხვთა მიმდევრობა (თი)გ>Iჯ, სა- 

ღაც 
1 1 1 რააცნაცბო სჯ 

ვიპოვოთ IIთ თ. (8.6) ფორმულის მიხედვით 
– „თ 

  

1 1 
1+-+ ... 1“ 1I(2)-+C+ 2; 

  

I 
1+--+ .-. + =1II –“– 1)1+C+ძიი-ა ,ა--! 

სადაც II ი„=0, ბზოლო C ეილერის მუდმივია, მაგრამ 
ჯზ-–. უდ · 

1 1VX 1: 1 „ლ 1 -'+--––- .. L+-- LI 1 ->- --. CC... = # ( 2+ +) ( + 2 I +–-) 

2» 

  

“ =10(2%) –– #0(» –-1)+- 0, –- 2, -,=–1ი 

  

#- ჯაზი“ ჩი
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თუ ზღვარზე გადავალთ, როდესაც M»+>თ და გავითვალისწინებთ 

თე-ის გამოსახულებას, გვექნება 

· 1 1 1 
MI | -- + ... +-–-– |=1ი 2. უთ L- +. ++) | 

თეორემა 33. თუ V(>) და V:) ფუნქციებს აქვთ ზღვა- 

რი ყე წერტილში და, ამასთანავე, 1IIი V(2):>0, მაშინ 
X+Xი 

არსებობს (V(7))ი ფუნქციის ზღვარი და მართებუ- 

ლია ტოლობა 

  

0. ILIICC)1I9)= =Cთ2, 
X–Xი 

სადაც 

თ= III VC=), 3= 10 (თ), 
X-Xე ს X-Xე 

დამტკიცება. რადგანაც 

IV4(ჯ))ზიი =– ტალი ს(X), 

ამიტომ 

| 1I0I( ხცი10 (>) 

1II0 ((ფ)149= ე“ 29 = გ8L02-ფ8, 
X–·Xე 

თეორემა დამტკიცებულია. 

1 MX · 
წ 12, ც + -; ფუნქციის ზღვარი, როღესა, |XI – + > 

III თავის მე-8 პარაგრაფში დავამტკიცეთ, რომ ნამდვილ რიცხვ– 
თა მიმდევრობას (თა)გ>1, სადაც 

თი -( 1 + +), 

»ჯ 

აქვს ზღვარი და ეს ზღვარი აღვნიშნეთ ტ ასოთი. ახლა დავამტ– 

კაცოთ შემდეგი 
თეორემა 84. ( 1 + +) ფუნქციის ზღვარია § რიცხ- 

ვი, როდესაც || ++თ: 
1 MX 

! 1 – = ტ. ამ (1++) ““ „07.
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დამტკიცება. ჯერ განვიხილოთ ის “შემთხვევა, როდესაც 

ჯ->+-+L+Cთ. მაშინ თ-ის ნებისმიერი მნიშენელობისათვის, » > 1, მოი-- 

ძებნება ისეთი მთელი დადებითი რიცხვი ჯ, რომ 

  

#<- 2ჯ< 9-L1. 

აქედან 
„> “> 1 

#+-1. 

თუ ამ უტოლობების ყოველ წევის დავ უარით 1-ს. გვექნება 

1 
1 --–-–- >1 1 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

1 V985+1 1 MX 1 ჩ ელაი   

  

რადგანაც 

, 1 »M+1 1 ი M 

III0 1+ >) = I10 ( 1 + +) · 10 ( 1 + +)=“ 
»ჟ““.თ ?L ისთ »” იჩი თ ჩ 

1 1 1 იLI · 

, 100 | 1 + –-) 
სთ (1 + -–--; /_ I5( # + 1 

”-თ #+1 სთ (1+--) 
M”-თ ჯ 

ამიტომ მე-12 თეორემის ძალით 

1 XX 
ი () + >) =6. 

X-+თ « 

ახლა ვთქეათ, »ჯ< 0. შემოვიღოთ აღნი”შენა 

დ= –-(1+1)- 
მა'შინ 

02-02) -6 5)” 
-0-09060-:9 

აქედან ვღებულობთ 

სთ (1++) = სთ (1+--) · Iთ (1+ = 
–Cთ # (--+თ ჯ '.-+-თ ჯ
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ამრიგად, მართებულია (17.1) ტოლობა. 
1 

ახლა გამოვთვალოთ 1I1თ (-Lთ) 5. შემოვიღოთ აღნიშვნა 
თ--0 

–-=”. ცხადია, რომ როდესაც თ->0,,მაშინ («| > +თ და, მაშა- 

სადამე, 
· _1. = 

თ (1+თ) 9 = სთ () + +) =ჯ. 
C–0 IX ++თ % 

ამრიგად, 

1 

IIII (1-Cთ) წ = 
ფ--0 

დასასრულ განვიხალოთ ზღვრები, რომლებიც დაკავშირებულია 

იტ რიცხვთან. , 

მპგალითი 1. დავამტკიცოთ, რომ 

ს. 1C0+49 
0-0 თ 

დამტკიცება. რადგანაც 1წ.= ფუნქცია უწყვეტია 10, - იL 
შუალედში, ამიტომ 

( სთ 1წ6ი(1+თ) 

თ--0 თ 

კერძოდ, თუ =5 გვექნება 

= 1წაე6 (თ >0, თ#1). 

_1. _1. 

=10. 16” (1+6თ) 1. =1წი L #8 (1 + თ) 41= 1წიტ- 

11თ IXX1+9) +თ) 
თ–0 თ 

=1. 

მაგალითი 2. დავამტკიცოთ, რომ 

წ ც–--1 
110 –-–––-–=I0ი0ი (9-#1, 9 >9) 
X+0 L == 

დამტკიცება. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას ც5--1=თ, _ გვემ- 

ნება ცხ= 1+თ და, მაშასადამე, 

ჯ100=1V(1-L-თ!. 

აქედან 
_1ი(1+თ) _ 

2 | ირ 

«+
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როდესაც +X->0, მაშინ «->0. ამიტომ 

  

, +-–-1 , 
თ. - = 1Iი. – ი აგ 1II# (1 
»ჯ»0 2 6-0 Iს(1+ი) ალლ, (6 

    == «. 

  

. / · . „_- 

კერძოდ, თუ 0=, გვექნება 1IXI “ 
Xჯ-0ი > 

” 

1 
მაგალითი 3, ვიპოვოთ III" 

რი) ცევ-ბ 
2 

  

ამოხსნა. მემოვიღოთ აღნიშვნა 1--ჯ =: 2V. აქედან 

  

2 
დჯლ1 -–-- –“– ყ. , ცხადია, რომ როდესაც თ->1, მაშინ ყ-+0. მაშასადამე, 

- 1 

თ _ = II 295 =-- 1III - ---= 2. 
X-+I აეე» V-ს «8 2-( 1-–-- ) % ყალიშშიყ 23 

მაგალითი 4. დავამტკიცოთ, რომ IIთ თ, =)722; რე «რა 
ს-თ 

სადაც 

M M 
ჩ · ჩM 

M” ძ, + MI იავ + .. + იი 

-L | 5 2 კ) 2, >0 ((=1, 2....»),  
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დამტკიცება, გვაქვს 

  

ს 

» » _ I (7 _ · I)| 
, =- (I ი,– 1) + (M/ ი, – 1)+-...--(M/ ი,,–1) +1 |! 

თუ მემოვიღებთ აღნიშვნას 

  

0-0) + 022-)C.40262ე – 1) _ 
(7 

გვექნება 

- =-.// ი. 

ჩ#გ=(1-+-თ,)? =(1 + ჯ,)რჩ 

ცხადია, რომ )1ი თე =0 და, ამის გარდა, 
ჩ-თ 

თ (CI %,) =–- 1I7) 301 ოლი. =1 
ა”ა–+ თ '/ ჟჟ_>I.–-–-+_– ” ,– თ 

+ «CC –! +..+ « .- L = 
7 „ჩ 

1. · ”M 
= –_ ძი ი,)+1ი ძ.--...-1I) რი„)=1სM“ თ, ივა. + 

მაშასადამე,
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სულელი ”» 

1100 ე, =61V თ) ძა ით M თში ··.იო. 
ჯა თ 

მაგალითი §5. დავამტკიცოთ, რომ 

1 (1+=2X--- _ , 
X–-0 

დამტკიცება. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას (1-+ჯჟ)>=1-Lჯ, 

გვექნება თ1V(1-C 2) = 1#(1–+7). მაშასადამე, 

სფ (+292 ფე დ: ყო რ9019 · · თრ. 

X--0· 62 (–-.0 10(1+ჯL) X-–+0 ჯ% 

§ 18. ხარისხოვანი ფუნკცია 

'“ ხარისხოვანი ფუნქცია ეწოდება ყჯ=»?2 ფუნქციას, სადაც თ 
ნამდვილი რიცხვია. 

1. ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა როდესაც თ=ჯ»ჯ: მთელი 

დადებითი · რიცხვია. ამ შემთხვევაში, 

თ-ჯერ 
ყ= X . დ....ქ2 

“აქედან ჩანს, რომ ფს ფუნქციის გახსაზღვრის არეს წარმოადგენს 

1-თ, +CთL შუალედი. ამ შუალედში ეს ფუნქცია უწყვეტია, ვი- 
ნაიდან იგი წარმოადგენს ნამრავლს უწყვეტი ფუნქციებისას, რო- 

მელთა რიცხვი სასრულია. თუ #». ლუწია, მაშინ ».» ფუნქცია 

არსებითად ზრდადია (0, + თ. შუალედში, ხოლო არსებითად 
კლებადია |1-– <, 0) შუალედში. თუკი # კენტია, მაშინ დ” წარ- 
მოადგენს არსებითად ზრდად ფუნქციას 1-%, I-თ( შუალედში. 

დავამტკიცოთ, რომ 

11თ 2ი= -+C, (18.1) 
X--+თ 

სადაც » მთელი დადებითი რიცხვია. რადგანაც «++ თ, ამიტომ 

შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ „> 1. ბერნულის უტოლობის თა– 
ნახმად 

ერ=I1-14+-(2--1))თრ>1--(თ-–-1)ჯ. (18.2) 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი M#M რიცხვი. თუ ვიგულისხმებთ 

დ> M#-1 31, 
”
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მაშინ 

1+(7-–1)1 > # 

და, მაზასადამე, (17.2) უტოლობის თანახმად 

დი > #. 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ მართებულია (17.1) ტოლობა. 
33-ე ნახაზზე მოცემულია ყ=ჯ”/ ფუნქციის გრაფიკები იმ შემ– 

თხვევისათვის, როდესაც #XM=1, 2, 3. 

( 

    

  

ნახ. 3ვ3. 

2. ახლა განვიხილოთ ხარისხოვანი ფუნქცია .1/(თ>)= 72, როდე- 

საც თ= –– თ მთელი უარყოფითი, რიცხვია. ამ შემთხეეგაში, გან–- 

საზღვრის მიხედვით, ' 

–- 
#Cთ) = + “ 

ეს ფუნქცია უწყვეტია ყოველ ==ჯე: წერტილში, სადაც თა#9. 
მართლაც, / ' 

1. 1 
110) = 110 –-= --= #L(თე), 

10 #7 X-Xე 2 დი V 

ე. ი. ფუნქციის ზღვარი უდრის ფუნქციის მნიშვნელობას ჟჯა წერ- 

ტილში, ამიტომ /(ჯ2) უწყვეტია ჯე წერტილში. ==0 წერტილში 

#(C2) ფუნქცია წყვეტილია. ამის გარდა, თ+ ფუნქცია, თ ლუწია თუ · 

კენტი, 10, +C( შუალედში არსებითად კლებადია. თუ თ ლუწია,
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მაშინ ჯი ფუნქცია I-თ, 0. შუალედში არსებითად ზრდადია, 

ხოლო როცა თ კენტია, ეს ფუნქცია არსებითად კლებადია იმავე 
შუალედში. 

როდესაც «<9, ადვილი დასამტკიცებელია შემდეგ ტოლო- 
ბათა მართებულება: 

· 1II0 :თ=.-4+CთC, 110 დ-=0, 
X-0+ IMXI–>+თ 

10 დ%=-+C, როდესაც თ ლუწია, 
X-+0-– 

100 დუ2= ––- C, როდესაც თ კენტია. 
Xჯ-..0- : 

3 ახლა შევისწავლოთ ხარისხოვანი »« ფუნქცია იმ შემთხვევი– 

სათვის, როდესაც თ ნებისმიერი რაციონალური რიცხგია. 

ჯერ განეიხილოთ ის შემთხვევა როდესაც თ დადებითია. თ 

რიცხვს შეგვიძლია ასეთი სახე მივცეთ: «=->, სადაც » და 0 

ურთიერთმარტივი რიცხვებია. ამ შემთხვევაში ეწ“ ფუხქცია გა- 

ნისაზღვრება ტოლობით 

დფ ჩ/9 = ხდე · 
თუ ძყ ლუწია, მაშინ უ/“ ფუნქციის განსახღვრის არეა |0. +C 

შუალედი, ხოლო თუ ი კენტია, მაშინ ე” ფუნქციის განსაზღვრის 

არეა1-–-დ, + თ.ე შუალედი. 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ თ/« ფუნქცია უწყვეტია და არსები- 

თად ზრდადია (0, + <= | შუალედში როდესაც ძ ლუწია. მართლაც, 
4, 

ფ ხი შეგვიძლია ასე წარმოგიდგინოთ ოლი მაგრამ V თ. 

ფუნქცია უწყვეტია და არსებითად ზრდადია (0, შუალედში. მა- 
შასადამე, ფ'/9 ფუნქცია არსებითად ხრდადია და უწყვეტია (0,+ «L 
შუალედში. · 

ადვილი დასამტკიცებელია აგრეთვე, რომ 

' 1) «თ /# = =-(.-C< 
ჯ-+თ 

თუ » და « კენტი რიცხვებია, მაშინ თ/« ფუნქცია უწყვეტია დღა 
არსებითად ზრდადია 1–<, + ( შუალედში. თუ ჯ ლუწია და 

ძ კენტია, მაშინ თ”/9 ფუნქცია პრსებითად კლებადია 1-0, 0) 
მუალედში და არსებითად ზრდადია (0, -LCL( შუალედში,
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„ იმ შემთხვევაში, როდესაც -- უარყოფითი რიცხვია და მასთან 

ი ლუწია, 279 ფუნქცია უწყვეტია 10, +( შუალედში, ხოლო 
თუ 4 კენტია, მაშინ 29 ფუნქცია უწყვეტია 1, + %( შუალე- 
ღის ყოველ წერტილში, გარდა »=0 წერტილისა. 

4. დასასრულ, ვთქვათ, რომ თ ირაციონალური რიცხვია, ხოლო 

წე ღებულობს მხოლოდ დადებით მნიშვნელობებს. ცხადია, რომ 

უჯ%= გVIი+, | 

სადაც #4 ნეპერის რიცხვია. გ 9 ფუნქცია უწყვეტია და არსები- 

თად მონოტონურია |0, +-თI შუალედში. ამრიგად, > ფუნქცია 

უწყვეტია და არსებითად მონოტონურია 10, +=I შუალედში, 
ამასთანავე «« არსებითად ზრდადია, როდესაც თ>2>0 და არსები- 

თად კლებადია, როდესაც თ<- 0. ამის გარდა, ცხადია. რომ 
ე = ' +Cთ, როდესაც თ >0, 

ჯ-+6თ 0, როდესაც #6 < 0, 

1100 5 = | 0» როდესაც თ >0, 

რ “ #-0L + დ, როდესაც თ<ბ.. 

§ 1. ნაზდვილკოეფიციენბებიანი ალგებრული განტოლება. 

რაციონალური ფუწქციის ზღვარი, რრთდესაც X+-+-Cთ 

1. როგორც ვიცით, ფუნქციას 

X)=ძეთ +ით,თ? 1-+L...-L თიხ–-( ჯ-+L თ”. 

სადაც ჯ არაუარყოფითი მთელი რიცხვია, ხოლო თუე, 9,);---, ძი- ი 6ი 

ნამდვილი რიცხვებია და ამასთანავე თე#0 ეწოდება »-ური ხა- 

რისხის ნამდვილკოეფიციენტებიანი ზრავალწევრი ანუ პოლინომი. 

ზემოდამტკიცებული იყო“ (თეორემა 20), რომ ჯ#(Cთ) მრავალ- 

წევრი უწყვეტია 1-თ, + LC შუალედში. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ ?” 

, 

10ი | X(C=)| =+Cთ. (19.1) 
IM--+თ 

გვაქვს: =. , 
ე ო თ M-1I 98». #C)=2 ( რი+ ++ + 94-22 |. (19.2) 

რადგანაც 

11 (თ«+5 +4+... 4959-+ + 9? )=4) (19.3) 
M++= 1 თ 

და
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IX|–+-+-თ 

ამიტომ მართებულია (19.1) ტოლობა. ამის გარდა, » კენტია 
თუ ლუწი, (19.2) და (19.3) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

110) #C2)= +Cთ, თუ თ: ->0, 
X---+თ 

“100 #C)=-–-თ; თუ ი-<9, 
ჯ---+.>ი 

ხოლო თუ Xჯ კენტია, მაშინ 

1Iთ #XC>)=--, როდესაც «ძა: >0, 
თ 

11I0 #.)= + CC, როდესაც ძი <0. 
> – 9 

ამ ტოლობათა საფუძველზე ვღებულობთ შემდეგ დებულებას: 

#=) მრავალწევრს აქვს იე” უფროსი წევრის ნი- 
შანი, თუ #-ის აბსოლუტური სიდიდე საკმაოდ დიდია. 

თეორემა 35. ნამდვილკოეფიციენტებიანი ყოეელი 
კენტი ხარისხის ალგებრულ განტოლებას ერთი ნამ- 

დვილი ფესვი მაინც აქვს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია კენტი ხარისხის ალგებ- 

"რული განტოლება 

#(თ)=ძთედ!1+-ი,M+-..+- ძაით“+ რთი =0. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ძ0>0 

ზემოთ მიღებული დებულების თანახმად არსებობს ისეთი დადები– 

თი თ რიცხვი, რომ 

XC-თ>) <0, #L(Cთ) > 0. 

ბოლცანოს თეორემის თანახმად, ––თ და თ-ს შორის არსებობს 

ერთი მაინც ისეთი § რიცხვი რომ XM6)=0. თეორემა დამტკი- 
ცებულია. 

2· მეორე თავის მეექვსე პარაგრაფში აღნიშნული იყო, რომ 

ლთ ფუნქცია, სადაც XC) და C(») მრავალწევრებია და არა 
აქვთ საერთო ფესვები, რაციონალური ფუნქციაა. რაციონალური 

ფუნქცია უწყვეტია ყოველ წერტილში, გარდა იმ წერტილებისა, 
სადაც 0(თ) ისპობა. ვთქვათ, Cდ(>) მრავალწევრის ფესვებია თ, 

; #,- ჩვენ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ეს ფესვები ერთმანე– 
დოსაგან განსხვავებულია და, ამის გარდა, ადგილი აქვს უტოლობებს 

15 ელ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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თ, 1 მგ <<დი. 

მაშინ -“ ფუთ ფუნქციის განსაზღვრის არე იქნება 

1-Cთ, 9ს IV თნ---ჰდი,; + «L 
ინტერვალთა ჯამი 

1–-თ, თL ს 1ა მი წ -.-.-ს 127ი) +CთL. 

თუკი C(ჯ) მრავალწევრს არა აქვს არცერთი ნამდვილი ფესვი, 

მაშინ =- ფუნქციის განსაზღვრის არე იქნება )|--«, +CL( შუა- 

ლედი და ამ შუალედში იგი უწყვეტია. ' 
ახლა გამოვთვალოთ ზღვარი 

. XXI). 
90 
უთ 0(თ) ” 

#X)= ძემ +-თთი1-+L... +იი ,თ+ძი 

0(2)=სა,” +ხ,ფო-1-+-...+ ხთ ,თ+ხთ- 

აქ შეიძლება წარმოგვიდგეს სამი შემთხვევა. 

ა) M-=#M. ამ შემთხვევაში 

, კ % თი-I | თი 
ით %. >» ++ 2 1 28 

ით ა, + +... 1:94 %. 
აქედან ვღებულობთ 

სადაც 

  

  

  

#XC) _ % , 

ჯა ყჯდ C0(7) ხი 

ბ) # <- M. ამ შემთხვევაში ი ასე წარმოვადგინოთ: 
ჯ 

ძედ ილოს, L9. !! LI ყი 

  

IX>) _ 

C(7) ხ ხე ეხი ა+ · + +“ 

აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ «ე და ხე ერთნაირი ნიშნისაა, მაშინ 

7 ი 259- 

მიუხედავად იმისა #– ლუწია თუ კენტი, ხოლო 

სთ X2) =| –-თ, თუ M-- კენტია. 

»ჯ--თ (CX2) +Cთ, თუ M-ის ლუწია. 
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6 22 წარმოვადგინოთ ასე 

იი + –ე'+ იი 

  გ) ოსს > ». ამ შემთხვევაში 

XX=) _ . 

C(2) ხედ” ი--ხდოი“ი-1 + ... ჯხნთ 
ეჩ 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

10. 2621 = 

X-13ი 6X27) 

  

0. 

§ 90. ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 

ფუნქციებს -§10>, 603», სწ–თ, CC-თ, 300თ და ილ0800თ ეწოდება, 
ტრიგონომეტრიული ფუნქციები. მათემატიკურ ანალიზში 
ტრიგონომეტრიული ფუნქციის არგუმენტი არის რიცხვი, რომელიც 
შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც რაიმე კუთხის რადიანებში გა- 

მოსახული ზომა. ჩვენი მიზანია შევისწავლოთ ამ ფუნქციების 
თვისებები მათი უწყვეტობის თვალსაზრისით. 

1. 810 თ და 0098: ფუნქციების განსაზღვრის არეა )– თ, +C>L 

შუალედი. ამ ფუნქციების პერიოდია 2». სანამ შევუღგებოდეთ 

8102 და C08> ფუნქციების შესწავლას 
„მათი უწყვეტობის თვალსაზრისით, და–- » 

' ვამტკიცოთ შემდეგი. · , 8 

ლემა. თუ ი<Iთ|<-,მაშინ 

მართებულია უტოლობები 

|9ით|<|თ|<| წი. (20.1) რ) 
დამტკიცება. განვიხილოთ. # 

რადიუსიან წრეში მახვილი კუთხე, 

408, 48 ქორდა და 47 მხები (ნახ. 

34). ვთქვათ, +108 კუთხის რადიანული ნახ. 34, 
ხომა არის დ» დღა ვიგულისხმოთ, რომ 

ჯ->0..მაშინ 47 რკალის სიგრძე იქნება #2, ამიტომ 40 სექ- 

ტორის ფართობი ტოლია 2, გარდა ამისა, 

: 1 
ფართ. (4018= ი # 81I 2,
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ფართ. /407' =-- 7 · 4 =-- #"L8 დ. 

ნახაზიდან ჩანს, რომ 

ფართ. #4 408 < ფართ. სექტ. 40% < ფართ. „ა 407, 
ე. ი. 

=- #?29ი დ < – IX < –- #?Iწ დ. 

ამ უტოლობების ყველა წევრი გაეყოთ = #”-ზე, მივიღებთ 

ა)სთ< 2< სწ 2, 0<2<>-. (20.2) 

ახლა ვთქვათ, ჯ უარყოფითი მახვილი კუთხეა: –--<2<90. მა– 

შინ 0< -2<> და, მაშასადამე, (19.2) უტოლობების თანახ- 

მად გვექნება ! 
5)0ი (–-დ) < – დ << Iო(–), 

| 310 «| < | თ| << 1 §§ 21 - 
მაშასადამე, ყოველი #-სათვის, რომელიც აკმაყოფილებს უტო- 

ლობებს 

ე· ი. 

0<|,<–”., – || < + 

მართებულია (20.1) უტოლობები. ლემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 36. 0092 და 80 > არის უწყვეტი ფუნქციები 
1-თ, +დ|) შუალედში. 

დამტკიცება. ავილოთ ნებისმიერი ნაბდვილი რიცხვი ' ჯე. 

ტრიგონომეტოიის ერთ-ერთი ფორმულის თანახმად · 

  

    

  

  

C08 დ –– 608 #ე= –– 281ი 200. > 29, 

მაგრამ 

კე 63 რ) = |. 
2 

ლემის ძალით, თუ 0 < –-=-% | <>, გვექნება 

I 

810 ზ2-–– % < თ.--–- 22% 

2 2 
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მაშასადამე, 

თ -–-–- ჯ 
| 05» –– C05ჯე | <– 2 = ი =|ს,–- თა. 

  

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

1I0ი C05 2= 008 ჯე. 
X-X#ე | 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 

11იI 310 >= 310 ჯი. 
X-Xა 

თუორემა დამტკიცებულია. 

810 > და 605 ჯ ფუნქციების გრაფიკები მოცემულია შესაბამისად. 
35-ე და 36-ე ნახაზებზე. 

  

  
ნახ. 35. 

5910 დ და C08თდ ფუნქციების გრაფიკებს ეწოდება შესაბამისად 
სინუსოიდი და კოსინუსოიდი. 

       
ნახ. 36. 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი მნიშვნელოვანი 

  თეორემა 37. -95 ფუნეციის ზღვარია 1, როდესაც 

ს->0, ე.:9.
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  თ 95% --1, (20.3) 
Xჩჯ-0 ? 

დამტკიცება. ვთქვათ, 0<2<->. მაშინ ლემის ძალით 

910 2 <. 2< სწ 2. 

ამ უტოლობათა ყოველი წევრი გავყოთ §19 თ-ზე, მივიღებთ 

    

აქედან გვაქვს 

  

თუ ამ უტოლობებში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც 2-–9+ 

მე-12 და 36-ე თეორემების ძალით, გვექნება 

=1.   

სთ 810 ჯ 
X-.0-L ჯ 

ახლა ვთქვათ –+> < ჯ<-0.თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას ჯ= ––-7,, 

გვექნება 

  

სი 91% ცე 310 (–4)_ _ სე 990 1. 

ჯ-.-0- 2? 1-.0-+ –ჯ (--0-+ ჯ 

ამრიგად, # ფუნქციის მარცხენა , და, მარჯვენა ზღვრები   

ჯ=0 წერტილში. ტოლია ერთისა. მაშასადამე, მართებულია (19.3) 
ტოლობა. 

8. განვიხილოთ ახლა ხთ თ და ტხი დ ფუნქციები. როგორც ვიცით. 

_ 910 2. C05»ჯ 
ძვ= – 

„ 8Iიჯ 
      

რადგანაც > წარმოადგენს ორი უწყვეტი ფუნქციის ფარდობას. 
ამიტომ იგი უწყვეტია ყოველ წერტილში, რომელზედაც “09 > გან- 

სხვავებულია ნულისაგან. მაგრამ 605 » ნული ხდება ჯC=(2#+ 1) =- 

წერტილებში, სადაც # ნებისმიერი მთელი რიცხვია. ამიტომ ხთქ; 

ფუნქციის განსაზღვრის არეა ყველა ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე, 
გარდა ჯთ=(2L+ I) (X=0,-+1,21-2,...) 'მნიშვნელობებისა.
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ადვილი შესამჩნევია, რომ 

1I0I ს+X> =+4+C=, ჰსს წხყ2=-C. 
#-0L+-1)5- #+0M+)) + 

მაშასადამე, თ=(2+1) –- წერტილებში როგორი მნიშვნელობაც 

გინდა მივანიჭოთ L-ჯ ფუნქციას, იგი წყვეტილია და მასთან წყვეტა 
უსასრულოა, ხოლო დანარჩენ წერტილებში სთ; უწყვეტია. ამრი- 

გად, IC, უწყვეტია თავის განსაზღვრის არეში. 

რაც შეეხება ლL« თ ფუნქციას, იგი უწყვეტია. ყოველ წერტილში, 
გარდა >«=#X წერტილებისა, სადაც # ნებისმიერი მთელი რიცხვია. 

ით ფუნქციაც უწყვეტია თავის განსაზღვრის არეში. 

L-თდ და ლთ ფუნქციების გრაფიკები წარმოდგენილია შესაბა- 
„მისად 37-ე და 38-ე ნახაზებზე. 

    

    

       
ნახ. 37. ნას. 38.. 

98თ და §დჯ ფუნქციების გრაფიკებს. უწოდებენ შესაბამისად 

ტრანგენსოიდს და კოტანგენსოიდს, 

562 ფუნქციას წყვეტის წერტილებად აქვს იგიეე წერტილები,, 
რაც L-ჯ ფუნქციას, ხოლო 90866 თ ფუნქციის წყვეტის წერტილები 
იგივეა, რაც ისთ» ფუნქციის წყვეტის წერტილები. 

§ 21. ფექცეული ტრიგონომეტრიული ფუნქციები 

ამ პარაგრაფში ჩვენ შევისწავლით ტოიგონომეტრიული ფუნ1- 

ციების შექცევის საკითხს. 0 

1. განვიხილოთ განტოლება 

– · 810 V= >. (21.1) 

ცხადია, რომ --1-სა და +1-ს შორის მოთავსებული დ-ის ყოველ 

მნიშვნელობას შეესაბამება ყ-ის უამრავი, მნიშვნელობა, რომელიც 
გამოიხატება ტოლობით
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ყ=(--1)თ--##, (21.2) 

სადაც თ არის (21.1) განტოლების ფესვი, მოთავსებული –- –სა და 

ს შორის, ხოლო # ნებისმიერი მთელი ოიცხვია. მაშასადა- 

მე, ყ შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც «-ის მრავალსახა ფუნქცია 

განსაზღვრული (––-1,11 სეგმენტზე. ამ შემთხვევაში წერენ 

ყ#= 4XC510 დ. 

ამრიგად, 2XC510დ წარმოადგენ )ვაიჟ-ის შექცეულ ფუნქციას. 

510 თ-ის შექცეული ფუნჯცია რომ განვსაზღვროთ ცალსახად, 

საჭიროა (21.1) განტოლებაშზი ყ-ს თვის ავიღოთ ისეთი სეგმენტი. 

რომელშიაც §10 ჯ არსებითად მონოტონურია. მაგალითად, ასეთ 

: 2 
უწყვეტია დღა არსებითად ზრდადია, ამიტომ იგი მხოლოდ ერთხელ 

მიიღებს ყოველ მნიშვნელობას, რომელიც მოთავსებულია –1 და 

+1-ს შორის. მაშასადამე, –-1-სა და +1 შორის მოთავსებული 

ყოველი ჯ» რიცხვისათვის არსებობს I- > -. | სეგმენტში ერ– 

სეგმენტად შეგვიძლია ავილოთ -- #2. +) ამ სეგმენტში §Iი ყ 

თი და მხოლოდ ერთი #ყ რიცხვი, რომლის სინუსი აღებული ი 
რიცხვის ტოლია. ამ შემთხვევაში ყ არის ჯ-ის ცალსახა ფუნქცია 

და მას ასე აღნიშნავე5 

ყ=8მ103510 ე;. 

ვI6C§1L თ ფუნქციას ეწოდება #10310 2; ფუნქციის მთავარი 

შტო. რადგანაც პიყ უწყვეტი და არსებითად ზრდადია 

|–+ 51 სეგმენტზე, ამიტომ გმXC§Iი თ ფუნქცია უწყვეტია და 
არსებითად ზრდადია (–-1,1) სეგმენტზე. 

თუ მხედველობაზი მივიღებთ (21.2) · ტოლობას, შეგვიძლია 

დავწეროთ · 
470510 2= (– 1)” გ»0510 ;–+ XX, 

სადაც X ნებისმიერი მთელი რიცხვია. თუ #=0, მაშინ 

4#X051ხნ დ= 80510 >. 

განსაზღვრის თანახმად
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910(#IC5IC დ) =ჯ- 

აქ იგულისხმება, რომ | »| <: 1, ცხადია, რომ 

0 < მXი510 2 <“ = როდესაც 0 < დ <1. 

ლი = <-8X051ი 2 <0. როდესაც –-–1<7<9 

და, ამის გარდა, 

” 
იL221ი 0=0. »აო085Iჩ 1 = = 2X08)ი (––<11=–- = 

მაშასადამე, 

– > «<-8X6 810 2 <-- როდესაც -– 1<2<1. 

ადვილი შესამჩნევია. რომ 
8მX6 510 (––2)= ––მXC 8(0 >. (21.3) 

მართლაც. მ16 510 (–2) და –-მXC5)0 > კუთხეების რადიანული 

ზომები მოთავსებულია I–5. +) სეგმენტში. ორივე კუთხეს 

აქვს ერთნაირი სინუსი 

51იIგI6 910 (––>))= –-ჯ, 

810(– 8-0510 >) =-–– 510(მI70§10ე:) = –--ჯ. 

აქედან გამომდინარეობს (21.3) ტოლობის მართებულობა. 

#= #X051სთდ ფუნქციის გრაფიკია სინუსოიდი (ნახ. 39), ხოლო 

ყ= მ1051ი დ ფუნქციისა 48 რკალი. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ 

სი 2XIC 581 ჯ _ 1. 

LჯX-0 

თუ შემოვილებთ აღნიშვნას 

გი 51ი =#, 

გვექნება თ=81ი ყ. (ცხადია, რომ 

თ გჯ0 §1ი ჯ= 8X6 510 09=0. 
9". 

მაშასადამე, 

- ' მწი91ი 
I)Iი 42:6911% - 
ჯ-0 ზ?7 ყ-0 §104V 
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9, განვიხილოთ განტოლება 

ი08 V=>.. (21.4) 
თ-ის ყოველ მნიშვნელობას, რომელიც მოთავსებულია –-1-სა და 
+1-ს შორის. შეესაბამება ყ-ის უამრავი მნიშვნელობა, სახელდობრ, 

ყ=-+-თ+2#X, (21.5) 

სადაც # არის 0-სა და »-ს შორის მოთავსებული (21.4) განტო- 
ლების ფესვი, ხოლო ჯ ნებისმიერი მთელი რიცხვია. ამრიგად, ყ 

შეგვიძლიია განვიხილოთ როგორც #«-ის მრა- 

  

      

M2 'ვალსახა ფუნქცია, განსაზღვრული (L-–-1, –++1| 

სეგმენტზე. ამ შემთხვევაში წერენ 

ს V= #IL6 003 ე:. 

წ 4XCC605 წარმოადგენს (058 ჯ-ის შექცეულ 

უუ V ფუნქციას. ეს შექცეული ფუნქცია ცალსახად 
ნ რომ იქნეს განსაზღვრული, საჭიროა. ავიღოთ 

ყ-სათვის ისეთი შუალედი, რომელშიც 2005 # 

0| + არსებითად მონოტონურია. მაგალითად, ასეთ 

#I-.1# · შუალედად. შეგვიძლია ავიღოთ (|0, X») სეგ- 
ს“ მენტი. ამ სეგმენტში 00§ყ არსებითად კლე- 

უჯ ბადია და იგი მხოლოდ. ერთხელ მიიღებს 

წა ყოველ მნიშვნელობას, რომელიც მოთავსე- 
?.” ბულია –- 1-სა და +1-ს შორის. ამიტომ 

! 4 ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის, რომელიც 

ეთ: მოთავსებულია -- 1-სა და +1-ს შორის, 

ნახ, 39. არსებობს (0, ») სეგმენტში ყ-ის ერთი მნიშე– 
ნელობა, რომლის კოსინუსი #-ის ტოლია, ამ 

შემთხვევაში ყ არის «ის ცალსახა ფუნქცია და მას აღნიშნავენ 
ასე - · 

V=მ8Xლ 0082. , 

2X6 608 დ ფუნქციას ეწოდება #X6 008ჯ-ის · მთავარი შტო. 
„რადგანაც 006Vყ უწყვეტია და არსებითად კლებადია (0,XI) სეგ– 

მენტზე, ამიტომ ვი 609 > არის უწყვეტი და არსებითად კლებადი 

L--1,)1) სეგმენტზე. 

თუ გავითვალისწინებთ- (21.5) ტოლობას, გვექნება 

#X6 608 დ=:+8X6 008 2 + 2 #X, 

სადაც # ნებისმიერი მთელი რიცხვია.
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განსაზღვრის თანახმად, 

0C08(#X6 608 X)= 72, 

ამასთან იგულისხმება, რომ | დ | <1. ცხადია, რომ 

0 ს1'C 005 2 <-> როდესაც 0 <2 <1, 

–- <4. 6052 «XX, როდესაც – 1 <:.<. 0. 

მაშასადამე, · 

0 < 3X06003827<-%, როდესაც –-1 <2<ე1. 

ამის გარდა, 2ჯ 

8I6 0605(–-–>)=#%–-მ8X0 005 2. (21.6) 

მართლაც, არკკოსინუსისს განსაზღვრის ( 

თანახმად, 2X0 C09(––) კუთხის რადიანული 8L- 

ზომა მოთავსებულია (0, ») სეგმენტში, ხო- 

V 

/ 

ჯ 

» 

ლო «-–მ8XL2 008 > კუთხის რადიბნული ზომაც 

იმავე სეგმენტშია მოთავსებული. ორივე M 

კუთხეს აქვს ერთნაირი კოსინუსი 2 / X 

რქ 

  

605(მX0005(––თდ))=––-2) 

6098(X-––- მლტ 009>)= –- 005/3L0 005 7ე)=-–-ჯ. 

აქედან გამომდინარეობს (2100 ტოლობის 

მართებულობა. 

#= #106ტ03 დ ფუნქციის გრაფიკი წარმოად–- 
გენს კოსინუსოიდს (ნახ. 40) ხოლო ყ= 
= მXC008 დ ფუნქციის გრაფიკია 418 რკალი. ნახ. 40. 

#. ვთქვათ მოცემულია განტოლება 

6 9-2. (21.7) 

ადვილი შესამჩნევია რომ თ«-ის ყოველ მნიშვნელობას შეესაბა- 

მება ყ-ის უამრავი მნიშვნელობა, სახელდობრ, 

ყ=თ-+#X (21.8) 

სადაც # წებისმიერი მთელი რიცხვია, ხოლო თ არის (2|),7) გან- 

ტოლების ფესვი IL– IM 2| ინტერვალში. მაშასადამე, ყ შეგ- 

ვიძლია განვიხილოთ როგორც «-ის მრავალსახა ფუნქცია, რომელიც 

განსაზღვრულია )–– თ, -L თ( შუალედში. ამ შემთხვევაში წერენ 
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#= „სL6ს§ დ. 

პი” ფუნქციას ეწოდება «>» ფუნქციის შექცეული ფუნქ- 
ვია. ეს ფუნქცია რომ ცალაახდ განვსაზღვროთ, საჭიროა 

(21.7) განტოლებაში ჯ ტც1ულაღი გამვიხილოთ ისეთ ინტერ- 

ვალში, რომელშიაც LC ყ არსებითად მონოტონურია. მაგალითად, 
ჯ ჯX 

ასეთ ინტერვალად შეგვიძლია ავიღოთ I– “2 51“ ამ ინტერ- 

ვალში ი ყ/ არსებითად ზრდადია და იგი მხოლოდ ერთხელ მიიღებს 
ყოველ მნიშვნელობას, რომელიც მო თავსებულია |-=0, + თ შუა- 

ლედში. ამიტომ „-ის ერთ მნიშვნელობას |C,+ CC), შუალედიდან 

შეესაბამება ყ-ის ერთი მნიშვნელობა |–+> <| ინტერვალში, 

რომლის ტანგენსი შ-ის ტოლია. ამ შემთხვევაში ყ არის თ-ის ცალ– 
სახა ფუნქცია და მას აღნიშნავენ ასე: 

Vყ=8X6ს8 დ. 

ეს ფუნქცია უწყვეტია 1-, -+-%L შუალედში. 8Xიხთ ფუნქ- 
ციას ეწოდება #IიL.ჯ ფუნქციის მთავარი შტო. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (20.8) ტოლობას, გვექნება 

' 5Lა6L დ= მL6L6 დ-+V: >, 

სადაც # ნებისმიერი მთელი რიცხვია. 

გXCLწ დ ფუნქციის განსაზღვრის თანახმად 

| §ფ(#76ხფ დ)=. 
ცხადია, 

––“< 8X6 ხთ თ < => როდესაც -– C <7 <-+ :C. 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ 

2ICსყ(––- >) =––-ვ2ჯX0Lწ დ. (21.9) 

მართლაც, 3X0(0(––-“) და გეს თ კუთხეებს აქვს ერთნაირი ტან–- 

გენსები: 

L9I8I16 სC (–-თ))=-–-/, 10C--8I6CLფ დ)= ––- მI6 ნწ დ. =: ––ჯ. 

აქედან გამომდინარეობს (21.9) ტოლობის მართებულობა . 

' Vყ=#10 LC 2 ფუნქციის გრაფიკია ტანგენკოიდი (ნახ. 41), ხოლო. 

ყ=8IXLL§8 > ფუნქციისა- 48 წირი. ' 

ცხადია,
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  · ჯ . ჯ 
თ. 8108 <=-–ს 10 2X06სწ::= -–- ––. 

X--+ თ L--< 2 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ 

216 ხთ ჯ 
1I)) == 1 
ჯ-0 ჯ2# 

რადგანაც მI'C ს თ ფუნქცია | უწყვეტია 1-2, “I-C შუალედში 

ამიტომ 

III 8C(C თ2= 9ბL6L-0=0. 
»ჯ-0 

მაშასადამე. 

თ 2გ1'Cხ6C 2; = ჰეი -#4-=1, 

ჯე 2? ყ–0 სწ V 

4. დასასრულ განვიხილოთ განტოლება 

ისფყ=>. (21.10) 
რადგანაც "(CV ღებ”ლობს ყოველ მნიშვნელობას -თ და -+ 9 

მორის და, ამის გარდა, იგი პე- 

რიოდული ფუნქციაა X» პერიოდით, 17 
ამიტომ დ-ის ნებისმიერ მნიშვნე–- 

ლობას შეესაბამება ყ-ის უამრავი 

    

  

  

  
  

    

2 

მნიშვნელობა, სახელდობრ ” #« 

ყ=%+LX%, (21.11) – _ 

L რ 81: სადაც « არის (20.10) განტოლე- 2" _ 

ბი ფესვი 10, თ ინტერვალ- >) » 
ში, ხოლო 7; ნებისჭქიერი მთელი #_ 

რიცხვია. ცაადია, -ყ არის ჯ-ის -7 

მრავალსახა ფუნქცია. ამ შემთხ- 2. –“. 
ვევაში წერენ „–“ 

V= #I6ტსყ8 2. , 
-L37# 

სI6იხეთ ფუნქციას ეწოდება - I 2 

ისთ ფუნქციის შექცეული ფუნქ- წხ. 41. 
ცია. ეს შექცეული ფუნქცია რომ 
ცალსახად იყოს განსაზღვრული, საჭიროა (21.10) განტოლებაში ყ 
განვიხილოთ ისეთ ინტერკალმი, რომელშიაც 6C'.ყ ფუნქცია არსე- 

ბითად მონოტონურია. მაგალითად, ასეთ ინტერვალად შეგვიძლია
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ავიღოთ )0, »I. ამ ინტერვალში «ს. ყ არსებიძთად კლებადია და 

იგი მიიღებს ყველა მნიშვნელობას -–-= და +Cთ შორის. ამიტომ 
დ-ის ერთ მწიშვნელობას, რომელიც მოთავსებულია ––% და +Cთ 

შორის, შეესაბამება 10,=( ინტერვალში ყ-ის ერთი მნიშვნელობა, 
რომლის კოტანგენსი «-ის ტოლია. ამ 

შემთხვევაში ყ არის #«-ის ცალსახა 

ფუნქცია და მას აღნიშნავენ. 

  

ყ=82X6 60Lწ 2. 

V 
> - 

ეს ფუნქცია უწყვეტია 1-- ი, + თ-( ას, უწყვე 

==: 

  

  
0 შუალედში. 8ICCIწ > ფუნქციას ეწოდება 
+ #1X6016 ყ-ის მთავარი შტო. თუ გა- 

ვითვალისწინებთ (21.11) ტოლობას, 

შეგვიძლია დავწეროთ 

#Lი იხ დ= 8-0 6Lყ ჯ2+ #X. 

  

  

  

ნახ, 42, სადაც # ნებისმიერი მთელი რიცხვია. 

განსაზღვრის თანახმად, · 

6Lთ(ხL6CCხC ჯ )= 27, 

ე. ი. #L6C იხ- თ ისეთი კუთხეა, რომლის კოტანგენსი თ-ის ტოლია. 

თუ გავითვალისწინებთ ვL6C60ხეჯ-ის განსაზღვრას, გვექნება 

0< 3I6 6 დ < X, 
ამასთანავე 

IIდ ეXC 0 2«=-0, 110 2L0C სთ 2=%. 
1>+თ L--თ 

ადვილად დავამტკიცებთ, რომ | 

8X6 იხ9(––2) =>X-–--მX6 0Lც დ. (21.12) 

მართლაც, 86 0ხC(–– 2) და X-- 8X0 6(წ > კუთხეები მოთავსებულია 

10, »( ინტერვალში. ორძვე კუთხეს .აქვს ერთნაირი კოტანგენსი: 

ისთ (8-6 CLC(-->))=- 2, (06ნხ6(=”-- 8XC იესფ თ)==-––- «. 

აქედან გამომდინარეობს (21.12) ტოლობის მართებულობა. 

ყლ=47601წ > ფუნქციის გრაფიკია კოტანგენსოიდი (ნახ. 42), 

ხოლო ყ=83XC 0 > ფუნქციის გრაფიკია „48 წირი.
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§ და. შეკცეულ ტრიბონომეტრიულ– ფ5ნქციათა შორის 
დამოკიდებულებანი 

ანალიზის მრავალი საკითხისათვის საჭიროა ვიცოდეთ დამოკი- 

დებულებანი შექცეულ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებს შორის, 

1. დავამტკიცოთ შემდეგ ტოლობათა მართებულობა. 

მაც 810 C+ გX 605 2=->-, –1<:2954<21, (22.1) 

3X6 (8 +206 სყ 2= ->, – <<2?7< + C. (22.2) 

დამტკიცება. პირობის თანახმად 

ჯ , · ჯ 
–> <« 2L6 310 > < CV 0 <- მL6 2008 ჯ <- X». 

თუ მეორე უტოლობების ყველა წევრს გავამრავლებთ (–-1)-ზე, 

მივიღებთ 
| –Xჯ#< –-8X6003 2 <- 0. 

· ჯ 
· ამ უტოლობების ყველა წევრს მივუმატოთ -2' გვექნება 

_ ი. კლაბ. –- გაი ი057ჯ < >». 
2 .2 2 

.“ ამრიგად, 3X6 810 ჯ და 5: – I ლიძ> კუთხეები მოთავსებულია 

  |– 2, | სეგმენტზე. ამის გარდა, 

810(8X6810 ჯ) = დ, 

.-/ 2. 
თი( - –-ვგX 008 #) =008(8I6 0608 23:)= 2. 

ამიტომ მართებულია (22.1) ტოლობა. , 

ანალოგიურად მტკიცდება (22.2) ტოლობის მართებულობა. 
2. გამოვსახოთ არკსინუსი არკტანგენსით. ვთქვათ, 

  

C Vყ=8V0C510 >. | 

მაში 

8. 810 (8I6 310 >) ჯ ' ' 
ვაცის უ)ლ–––-- ე) _ ' ––, 1 <1, 

6 : ი08 (2XC 810 2) |/ 1-2?” <. 9 < 1. (22.3)
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(2 „· % ჯI .. 
8Xისლ IC 1-2 კუთხე მოთავსებულია I–+ 5) ინტერვალში 

« 

და ამ კუთხის ტანგენსია 5-> ხოლო (22.1) ტოლობის მიხედ- 

=-- . მაშასადამე,:   ვით 210 აი 2 კუთხის ტანგენსია 

  

_–-ე:! 

მI6C6 581ი დ=8Lლ სას –1<7<1. (22.4) L8 | 1-- დ? 

8. გამოვსახოთ არკტანგენსი არკსინუსით. რადგანაც · 

სთ(8გLტLდ ე) 
სყ უე)=-– ისი თ? _ თ. 

ფირის თ L/ 1-+-6,%8X0ნწ2) წელ 14 თ“ 
ამიტომ 

–- << %X+<C- +Cთ. (22.5)   3L6LVC დ=810310 წვლილი 

4. გამოვსახოთ არკკოსინუსი არკკოტანგენსით. ტოლობიდან 

თLთ(86605>) = 005 (0X60ის «) _ __ თ 

· 910 (8IC009 >) სV/ 1-7. 

ვღებულობთ , 

მXC C05 7 = მჯ60სC –> წლ >» 

§ 98. ჰიპერბოლური ფუნქციები 

– 1<ჯ:<1.. (22.6)   

ჰიპერბოლურ ფუნქციებს გამოყენება აქვს მათემატიკური ანა- 

ლიზისა და ტექნიკის მრავალ საკითხში, 

ფუნქციებს , 
იხ-ი' C+ი. «თ«-ი. ლი«-:48 

2.” 2 ” კი” უნ. + 

"ეწოდება პიპერბოლური ფუნქციები დღა მათ აღნიშნავენ 

შესაბამისად შემდეგი სიმბოლოებით: 3M 2, 0ხ 2, ხხ ყ, 0Lხ ჯ: 

    

    

ი.“ , „> –X 

ყ9თ=+--, თ– ი=-+" : I 

2 _ (23.1) 
LL ა L 1 _X» 

სს ფ=– - ახხიდC=--+5“ · ( 
"დლ+4 1 ჟბფ--ტი >



§ 23. ჰიპერბოლური ფუნქციები 24) 
  

11. §ს თ ფუნქციას, რომელიც უწყვეტია 1->, + | შუალედ- 
ში, ჰიპერბოლური სინუსი ეწოდება. ჰიპერბოლური სინუსი 

არსებითად ზრდადია თავის განსაზღვრის არეზი, ვინაიდან 4 არ- 

სებითად ზრდადია, 6“ კი არსებითად კლებადია 1-–-%, + CI შუა- 

ლედში ცხადია, რომ 

MI §IIთ =-+-C, 1I0 50>86= –C. 
X-·-+C< · ა. -- თ 

მაშასადამე, §0 ჯ ფუნქცია მიიღებს ყველა მნიშენელობას, რომე- 

ლიც მოთავსებულია |-– <=, + =C შუა- 

ლედში. , | 
ადვილი მისახვედრია, რომ 

ვხ(––2)= –-58ს.,, ღ 

მაშასადამე, §ი თ კენტი ფუნქციაა. ამ “V 
ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია 43-ე 0 ჯ 

ნახაზზე. 4 

2. ის » ფუნქციას, რომელიც უწა- ' 
ეეტია 1- თლ,+=ლ,. შუალედში, ჰი- 

პერბოლური კოსინუსი ეწოდე- 

ბა. ეს ფუნქცია არსებითად ზრდადია 

10, –- თ | შუალედში.-მართლაც, ვთქვათ ნახ. 43, 

0 < »,<- ყე. გვაქვს 
605 +606 % 01 -+6 

CI ჟე ––ისთ,= – = 

წყ 

  

  
  

= -- ( 91% –-1)(4ტ1-- ა-ი) -> 0. 

ხა
ფ'
” 

ამრიგად, 6ხ დ ფუნქცია არსებითად ზრდადია (0, + C( შუალედში. 

შემდეგ. ცხადია, რომ 

იხ(-–-–ჟ)=0ხ 2, · 

ე. ი. CL >» წარმოადგენს ლუწ ფუნქციას. ამიტომ იგი არსებითად 

კლებადია 1--თ, 0) შუალედში. 

V=6ს > ფუნქციის გრაფიკს ჯაქვწირი ეწოდება, ამ წირის 

"გრაფიკი მოცემულია 44-ე ნახაზზე, 

ახლა დავამტკიცოთ შმემდეგი ტოლობის მართებულობა: 

იხ"თ-–ვხ1=1. (23.2) 

გვპჭეს 
16 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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20%. I 2-+-გ-1+ ტ'თ _ 2-2. 23% 

4 4 
  00”თ>--50ბპ,= =1. 

ადვილად მტკიცდება აგრეთვე შემდეგი ფორმულები: ' 
5ხ(>-+ყ)=5ხ დიხ ყ +-ის ჯ50 ყ,, 

ვს(>––V)=5ი დის ყ-–იხნთა§ხყ, 

ის(ჯ>-LV)=ლხ 260 #+8ხ ჯ;53ხყ,, 

Cხ(დ-––ყა)–ლხცხთიLVყ-–-–3ხთვხყ. 

3. ხით ფუნქციას, რომელიც უწყვეტია )|--=, + თ შუალედ- 
მი, ჰიპერბოლური ტანგენსი ეწოდება. ეს ფუნქცია არსე- 
ბითად ზრდადია |, +თC, შუალედში. მართლაც, ადვილი შე- 

სამჩნევია, რომ 

ღვ.ვ) 

  

–-> 

ხხფ=1- 2 1 ს ·2 
ი +646 ი" +1 

საიდანაც ჩანს, რომ სხ დ არსებითად ზრდადი ფუნქციაა (0, --=) 

შუალედში. შემღეგ,,რაკი · 

ხს(––>)=-–-სხს თ, 
ამიტომ 1ხდ არსებითად ზრდადია I-C, „01 შუალედშიაც ამ– 
რიგად, ხხთ არსებითად ზრდადია 1--<,+ CL შუალედში. 

  

  

        

4 ' >. 

ა” « 
წ 5C ', 0 LL) , 

ა. 4– : 
> 

I + | 

–_ ი “-4=-V 

' ნახ. 44, ნახ. 45. 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ 
Iდთ ხხთ=1, ჰ))I)I ხხ>=--1. 

· ჯ-ინთ L--–-თ 
ასე რომ 

–- 1-ს დ< +-1, როდესაც ––თ <ჯ< +Cთ. 

V#=Lს დ ფუნქციის გრაფიკს წარძოადგენს 45-ე ნახაზზე მოცემული 

წირი. ” 

4. შევისწავლოთ ახლა 6ხხ > ფუნქცია, რომელსაც ჰიპერბო-
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ლური კოტანგენსი ეწოდება. იგი განსაზღვრულია «-ის 

ყველა მნიშვნელობისათვის, გარდა ჯ=0 მნიშვნელობისა. ეს ფუნ- 

ქცია უწყვეტია. თავის განსაზღვრის არეში. ცხადია, რომ 

1 იახჯ=+თ, 1Iთი 6ხხ>=- ლე, 
ჯ--0-+ X1-+360-– 

მაშასადამე, თ=0 წერტილში იხ დ ფუნქცია განიცდის უსასრულო 
წყვეტას. · | 

შემდეგ, , „ შ 
1Iი იხხთ>=1, IIით იხხიფდ==--1. 

X-+თ ' ჯა–თ 
  

ადვილი შესამჩნევია, რომ CLხ >» 
    
  

ფუნქცა კლებადია 1-C, 0L( ე X 
და 10, +=( შუალედებში, მასთან ზVყ=-ჯ 

-- << იხ, < –-1, როდესაც. > 

–-თ<თ»ჯ<0, | 
  

1 <იხს «< + თ, როდესაც 

0<>ჯ< + თ. 

ყ=ლი0სსჯ, ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია 46-ე ნახაზზე. 

დასასრულ, (22.1) ტოლობებიდან ადვილად მიიღება ფორ- 

მულები 

ხსა= ბ, ახ დ=-“-95<, (სთ .ისთ=1. 
· 

იხ 2 §ხიჯ 

ამრიგად, ჰიპერბოლური ფუნქციები ენათესავება ტრიგონომეტ– 

რიულ ფუნქციებს. 

ნახ: 46. 

  
  

§ #I).: შექვეული პიპერბოლური ფუნკჰციები 

1. განტოლება ჯ=8ხყ# განსაზღვრავს შექცეულ ფუნქციას, რო– 

მელიც უწყვეტია და არსებითად ზრდადია I-C, + თ შუალედ- 

ში. ეს ფუნქცია აღინიშნება გჯვხ ჯ სიმბოლოთი, ასე რომ 

ყ=8X3ს , 

ვიპოვოთ ეL§0 > ფუნქციის გამოსახულება. რადგანაც 

"ტი, ტ#9--1 

002. 9V 
  2 , 

ამიტომ "გვაქვს: '
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კბმ -2ეტ/--1=0. 

აქედან · ს 
((=1ჯ>2+ VI” >:+1 , 

რაკი ა :>0, ამიტომ რაღიკალის წინ ასაღებია –- ნიშანი, ასე, 

რომ 

0M=2ჯ + V >2+1. 

თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს ' გავალოგარითმებთ გ ფუძით, მი–- 

ვიღებთ · 

V#= I9(2:+V/ +-+L1), 
ანუ , 

იX8ს :=1ი (2: |/ 22-1). (24.1) 

2. განვიხილოთ განტოლება 

–_ ფ=0LსVყ. (24.2) 

როგორც ვიცით, ლსყ ფუნქცია უწყვეტია |--თ, + ი შუალედში, 
მასთან იგი არსებითად ზრდადია (0, + =<( შუალედში, ხოლო იგი 

არსებითად კლებადია 1-- C, 01) შუალედში. ამის გარდა, იხ ყ ფუნ- 
ქცია მიიღებს ყველა მნიშვნელობას (1, +C, შუალედში. (24.2) 
განტოლება განსაზღვრავს ყ-ს როგორც «თ-ის ფუნქციას და მას 

ასე აღნიშნავენ 

ყ=მXCს >. 

ვიპოვოთ 3ICხ დ ფუნქციის გამოსახულება. გვაქეს: 

“თ+-ი” _ ე%+L1 
“2” 2.“ 
  

აქედან 
კ 2» LI =0. 

თუ ამოვხსნით ამ განტოლებას #M-ის მიმართ, მივიღებთ 

კს-=დ+V/ 3-1. | (24.2) 

ჯერ განვიხილოთ რადიკალის წინ -+- ნიშანი: 

ტ,=დთდ+ IV ე8 –1 · 

ამ ტოლობის ორივე ნაწილი გავალოგარითმოთ 6 ფუძით, მივიღებთ 

ყჯ=10ი(=+I/ 2-1), 

ანუ
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8)'Cს დ=10(2–+ L/ თ'–-1). (24.4) 

ახლა (24.3) ტოლობაში რადიკალის წი5 ავიღოთ – ნიშანი, 

გვექნება 
ი9=თდ- VI 7-1. 

აქედან 
#=1MC2--M თ“--1), 

ანუ : 

_–- 1 
21'6ხ =1იX(– ჯ«---1)= 1Iს –-–==>=>- = 

V“ , თ-+ IM გ?--1 

=-–-19M(C+ / :2--1). (24.5) 

ამრიგად, თუ გავითვალისწინებთ (24.4) და (24.59) ტოლობებს, 
შეგვიძლია დავწეროთ 

ზ-ს თდ=+1ს(>-L ს თ -1), 1 <-:=+Cთ. (24.6) 

როგორც ვხედავთ (24.6) ტოლობაში ორი ნიშანია. ეს მოსა- 

ლოდნელიც იყო, ვინაიდან ლი ყ ფუნქციის ერთ მნიშვნელობას წშე- 
ესაბამება ყ არგუმენტის ორი მნიშვნელობა, რომლებიც აბსოლუ- 

ტური მნიშვნელობით ტოლი არიან. 

3. რადგანაც დ=1ხყ ფუნქცია უწყვეტია და არსებითად ზრდა- 

დია 1--თ, + დ შუალედში, ამიტომ არსებობს ამ ფუნქციის შექ- 

ცეული ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია 1-1, +1( ინტერვალ- 
მი. ეს ფუნქცია აღინიშნება ეLხIს დ სიმბოლოთი: 

V=2I'LL თ. 

ეს ფუნქცია უწყვეტია და არსებითად ზრდადია 1-1, +1( ინტერ- 

ეალში. 

ვიპოვოთ მXLხ ე: ფუნქციის გამოსახულება. გვაქვს 

6V-–C _ ი 1 

იმძ+-ს იV+1.. 
  

აქედან 
  

  

" 

- ე“ 19%, –-1<878<+1. 

ან ტოლობის ორივე ნაწილი გავალოგარითმოთ § ფუძით, გვექნება 

1 1 
V=-–I 11%. 

2 1-2
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  მXხხ ფ=-)ი 1 12 · (24.7) 
2 1-–წ7 

4. განვიხილოთ განტოლება 

ჯ=ცხს ყ. 

როგორც ვიცით, იხხყ ფუნქცია არსებითად კლებადია )-C=, 0L. 
და 10, -+ თ( შუალედებში და ამ შუალედებში უწყვეტია. ამასთა- 

ნავე ხხ ყ ფუნქციის ცვლილების არეა 1--=ლ,--1( ს 11)4+>( სიმ- 
რავლე. ამიტომ არსებობს ამ ფუნქციის შექცეული ფუნქცია, რო- 
მელიც განსახღვრულია 1--–=,–-+1(| ს )1,+C=( სიმრავლეზე. ეს ფუნქ- 
ცია აღინიზნება ვ3X2ჭს თ სიმბოლოთი: 

' V= მL6ხხ დ. 

ახლა ვიპოვოთ ვIახხ დ ფუნქციის გამოსახულება. გვაქვს 

„ 9+6 7 0M+1 
0 -–- ე" წ”! –.1 ' 

  

აქედან 

6M= #4+1- LI >), 
დჯ.--1 

საიდანაც 

_ 1 ჯ-L1 
= 219 2-1 

ე. ი _ 
1 ' 

2-ს =––19 211. |Iთ | >1. (24.8) 
/, 2 ჯ–-1 

§ აი. ელემენტარულ ფუნქციათა კლასი 

ფუნქციათა იმ სიმრავლიდან, რომელსაც მათემატიკურ ანალიზ– 

ში განიხილავენ, გამოყოფენ ეგრეთ წოდებულ ელემენტარულ 

ფუნქციებს. ძირითადი ელემენტარული ფუნქციებია 

შემდეგი: : , 

1. ყ=C, სადაც 0 არის მუდმივა. 

2. ყ=ჟ%?%, სადაც Cთ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. ' 

3. ყ=ი” (თ >9, თ #1). ! 

4. ტრიგონომეტრიული ფუნქციები ყ= 3102, /=603», V=სწ1, _ 

V#=6ხყთ, ყ=360თ, V= 605662.
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ბ. შექცეული ტრიგონომეტრიული ფუნქციები წყ =30310 2, 
V= მL0008 >, V=8I0C> თ, #V=8I601წ თ, #=89X0866 >», #= მM06096C(ე;. 

განსაზღვრა 15. ყ=/(ჯ7) ფუნქციას ეწოდება ელემენტა- 
რული ფუნქცია, თუ იგი წარმოიდგინება ერთი ფორმულით, 

რომელიც შედგენილია ძირითადი ელეპენტარული ფუნქციებისაგან 
მათზე არითმეტიკული ოპერაციებისა და სუპერპოზიციათა სასრულ 

რიცხვჯერ გამოყენებით. 

ელემენტარული ფუნქ (კიებია, მაგალითად, _ 

V= 10 0052, V=06ხი წ , მL6Lფ 2, /=2%”, 

ხი%1ი 2)+10 5(0(++სL/ თ -L 1) 
M/ =?+ 20510 დ + ი(973ყ; 

არაელემენტარულია ფუნქცია V=X#(დ), სადაც X(>) აღნიშნავს 

· უღიდეს მთელ რიცხვს, რომელიც არ აღემატება ჟ-ს. 

#= | <1 ფუნქცია ელემენტარულია, ვინაიდან იგი წარმოიდ- 
გინება ასე 

· /= ->-. 

თეორემა 38. ნებისმიერი ელემენტარული ფუნქცია 

უწყვეტია თავის განსაზღვრის არეში. 

დამტკიცება, წინა პარაგრაფებში დავადგინეთ, რომ ყოველი 

ძირითადი ელემენტარული ფენქცია უწყვეტია თავის განსახღვრის 

არეში. "შემდეგ, ნებისმიერი არეომეტიკული ოპერაცია უწყვეტ 

ფუნქციებზე გვაძლევს ფუნქციას, რომელიც უწყვეტია თავის გან– 
საზღვრის არეში. 

დასასრულ, 25-ე თეორემის თანახმად, უწყვეტი ფუნქცია უწვყ- 

ეეტი ფუნქციიდან კვლავ უწყვეტი ფუნქციაა. მაშასადამე, რაკი 
ყოველი ელემენტარული ფუნქცია შედგენილია ძირითადი ელემენ- 
ტარული ფუნქციებიდან მათზე არითმეტიკული ოპერაციებისა და 

სუპერპოზიციათა სასრულ რიცხვჯერ გამოყენებით, ამიტომ იგი 

უწყვეტია თავის განსაზღვრის არეში. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 39. ვთქვათ, (ი, I და (0,9) სეგმენტებზე გან- 
საზღვრულია შესაბამისად ელემენტარული ფუნქ- 

ციები დ(2) და M(>). თუ Cდ(0)=%(0), მაშინ /() ფუნქცია, 
რომელიც განსახღვრულია ტოლობებით 

    

#(ჯ7) = | დ(ე), როდესაც ი < 7<0, 

, დ(%). როდესაც ი< 21<-X,
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წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას (ი, ს) სეგ– 

მენტზე. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

#%(ი)=”ს(C2):- 4. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

' – 
' 1(თ)=დ 

  

"“"(სწწდ– ოუ–I1-- 6 | 
ხს ალ. 

2 

  

2 

მართლაც, თუ თ< ი < (2, მაშინ 

/თ-ი(ი ს–- ი-–ჯ–( )+V(++ დ-ი –- 271+0 )-4- 

++ (2- თ+I2--0| I– 4. (25.1) 

    

2 

== დ(X)+4%(ოე _ -4 5= დ(2), 

ხოლო თუ 2< .წ<-ხ, მაშია 

/C)=5 («+ 2-6 | (+ 4:0+2 =5) _ 4= 

(=დ(0)+-9(2) – #4 = 6(%)- 
ამრიგად, I(ჯ) ფუნქცია წარმოდგენილია ერთი ფორმულით და 

ამიტომ იგი ელემენტარული ფუვქციაა. | 

განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, 

ა)“, როდესაც –-> «ე<<0, 

#(4)= ჯ» 

ხთ ეე როდესაც 0 <>”: <-ვ- · 

ამ შემთხვევაში ყ(2)=35109, #ს(>)=ჯდ«%, C=0. რადგანაც 

«(0)=IM(0)=0.. ამიტომ (24.1) ფორმულის მიხედვით 

(ეი - 24%. §( 295) ჯა = 9? 2 )+4( 2 · 

' , - ჯ · 

მაშასადამე, /(2) არის ელემენტარული ფუნქცია I-5> <| 

სეგმენტზე. .
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§ 20. უსასრულოდ მცირეთა შფედარება. ეკვივალენტური 

უსასრულოდ მცირეები 

„ ვთქვათ, რომელიმე საკითხის გამოკვლევისას ერთდროულად 
განიხილება რამდენიმე უსასრულოდ მცირე თ, 83, «, ... მრავალ 

შეთხვევაში საჭიროა აღნიშნულ უსასრულო მცირეთა ერთმანეთ- 
თან შედარება მათი ნულისაკენ მისწრაფების ხასიათის მიხედვით. 
ორი %« და ზ უსასრულოდ მცირის შედარებას საფუძვლად უდევს 
მათი ფარდობის ქცევა. 

განსაზღვრა 16. თუ « და 8 უსასრულოდ მცირეთა ფარ- 
% 

8 
დობა უსასრულოდ მციოეა, მაშინ თ-ს ეწოდება მაღალი რიგი 

უსასრულოდ მცირე §-ს მიძართ, 

მაგალითად, ვთქვათ, თ:=ე 9 დ, 8=377, ეს ფუნქციები უსას- 
რულოდ მცირეებია, როდესაც ჯ->0. რადგანაც | 

„ვ 
ჩ>I92 _ც 

LI 

  

.- % . 
11II –– = IIIი 
X5–0C :3 ჯახი ჭე; 

' 

ამიტომ <= მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა 8-თან შედარებით. 

განსაზღვრა 17. თუ «დღდა8 უსასრულოდ მცირეთა > ფარ- 
· ღ 

დობა უსასრულოდ დიდია; მაშინ თ-ს ეწოდება დაბალი რიგის 

უსასრულოდ მცირე წ-ს მიმართ. 

მაგალითად, ვთქვათ თ=1–-ი8 თ, ჩ=27:), ეს ფუნქციები უსას- 

რულოდ მცირეებია, როდესაც ფ->+0. რაკი 

=> 2 ფე?“ 
1–-– 205» 3032 , თ . · 

1) –– = I) ი –--–- --- = Iი იაე– = 
X-–0 IL XჯX--0V წა X-0 ჯ 

. ე თ. დჯ..M 1 
= IIVI || 5910 –– : >) 2321=+ CC, 

X–0 2 2 2ე,?' ' 

ამიტომ 1---C0§ ე: არის დაბალი რიგის უსასრულოდ მცირე ჟჯ3-ის 
მიმართ. 

განსაზღვრა,18. თეთ დაზ უსასრულოდ მცირეთა 3 ფარ- 

დობის ზღვარი ნულისაგან განსხვავებული სასრული რიცხვია, მა- 
შინ თ და ჩ-ს ეწოდება ერთი და იმავე რიგის უსასრუ- 
ლოდ მცირეები. '
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მაგალითად, თ=81)ი > და 8=§5)02; ეოთი და იმავე რიგის უსას- 
რულოდ მცირეებია, როდესაც დ->0, მართლაც, 

. თ . 9027 . ხი» §1ი27ჯ 1. 1 
ი –– = ით = 1191 :---,. -–-| ==. 
X-0 ჩ 7-0 5)ს2; X--0 ჯ 24 2 2 

ზოგჯერ საქიროა ზუსტად დახასიათება ერთი უსასრულოდ 
მცირის ნულისაკენ მისწრაფებისა მეორესთან შედარებით. ამისა. 
თვის შემოვიღოთ 

განსაზღვრა 19. 8 უსასრულოდ მცირეს ეწოდება #; რიგის 

უსასრულოდ მცირე თ უსასრულოდ მცირის 'მიმართ, თუ ჩზ და თ" 

უსასრულოდ მცირეები ერთი და იმავე რიგისაა. 

    

მაგალითად, თუ თ უსასრულოდ "მცირეა მაშინ თ?, თ9!, V თ 

არიან შესაბამისად მეორე, მესამე და = რიგის უსასრულოდ მცი- 

რეები თ-ს მიმართ. 

განსაზღვრა 20.'თ და ს უსასრულოდ მცირეებს ეწოდება 

ეკვივალენტური, თუ სთ, =1. 
მაგალითად, §1ი დ და დ; ეკვივალენტური უსასრულოდ მცირეე- 

ბია, როდესაც #->0, ვინაიდან | 

წი. 81ი >» 

X-+60 , ჯ? · 

თუ თ და ს ეკვივალენტური უსასრულოდ მცირეებია, მაშინ წერენ 

თ -–ჩ ცხადია, რომ თუ თ-, მაშინ ჩ –– თ, ხოლო თუ თ––8 და 

ბ წ, მაშინ თ-– 
თეორემა 40. ორი «დაჩ უსასრულოდ მცირის”, ეკვი- 

ვალენტობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, 
რომ თ–--8 სხვაობა იყოს მაღალი რიგის უსასრულოდ 

მცირე, როგორც თ, ისე 8-ს მიმართ. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა, 

=1..   

  

       

ვთქვათ, თ--ჩ. ·გვაქვს | , 

1100 თ-ს 110 ( – +) =0, 
I 

ასევე 
მთ “--წ= 'თ (8 – 1 )=9. ' 

ზ 
ამრიგად, C-–-ჩ არის მაღალი რიგის უსასრულოდ "მცირე ოო-
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გორც თ, ისე ზ-ს მიმართ ღა ამით პირობის აუცილებლობა დამტ- 
გიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, თ–-ჩ მა- 

ღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა თ-ს (ჩ-ს) მიმართ. დასამტკიცე– 

ბელია, რომ თ -–– 8. პირობის თანახმად 

2-ჩ ია 
თ 

     

შემდეგ, რაკი 
  

ამიტომ 

044, 
ე. ი. თ--ჩ. პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

თეორემა 41. ორი უსასრულოდ მცირის ფარდობის 
ზღვარიარ შეიცვლება, თუ ამ უსასრულოდ მცი- 

რეებს შევცვლათ მათი ეკვივალენტური .უსასრუ- 
ლოდ მცირეებით. 

დამტკიცებ? ვთქვათ, თ და 8 უსასრულოდ მცირეებია და 

”, წ”. დასამტკიცებელია, რომ თუ არსებობს 0--, მა– 
ჩ 

“მინ წ არება მათ გ და მართებულია ტოლობა 

თ თ 
110 –- = 1II0 

1 ,. ჩ 
გვაქვს , 

თ” « ზ თ. 
წ « წ” ჩ 

აქედან ..“ , 

მთ რ = სთ “-.ქ)თ--.1ყი-“ =10ი-- . 
8 თ სჩ ზ ზ 

თეორემა დამტკიცებულია. . 

ამ თეორემას გამოყენება აქეს ორი უსასრულოდ მცირის ფარ– 

დობის ზღვრის გამოთვლის დროს. 

შენიშვნა. ორი უსასრულოდ მცირის შედარება ზოგჯერ არ
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შეიძლება, ვინაიდან ორი უსასრულოდ მცირის ფარდობას შეიძლება 
არ ჰქონდეს ზღვარი. მაგალითად, ვთქვათ, 

.- 1 
თ=277910-–, ჩ =27, 

ეს ფუნქციები უსასრულოდ მცირეებეა, როდესაც »->0. მაგრამ 
1 

--=510-- არ მიისწრაფვის არავითარი ზღვრისაკენ, როცა «-+>+ე. 

| ახლა მოვიყვანოთ ზოგიერთი ეკვივალენტური "უსასრულოდ 

მცირის მაგალითები. 

1. 5910 -–– თ, როდესაც დჯ->0, ვინაიდან 

=1.   

. 802? 
III 
ჯი 

2. ხთდ–.ჟ, როდესაც ,,–>0. მართლაც, 

· სთ » წ 8)ს დ 1 
I = 11Cთ · =1, 
#-0 . «7 X+0 ჯ« 0053 « 

3, (1+- დ)+– 1 –-Xღ, როდესაც თ-+0, სადაც 7 ნამდვილი რიცს– 

ვია. მართლაც, რადგანაც 

      

X.. 

ცდ (I+-“ 
, Xჯ-0 # 

ამიტომ 

#. 
“I (1-+L7) (5= 
X-.0 #2? 

4. ეფე--1--ფ7106, როდესაც 2 –> 0. მართლაც. 

ფო--1 1 X--1 
სკიერთ->:= . ,. Iი” 
ჯ-0 თი 1თით »-ი = 1? ძ 

  

  

კერძოდ, 6-1 –+ 7, როდესაც დ -> 9. 

8. 1ი(1+თ)-–თ, როდესაც თ->0, ვინა იდან 

00 1MI1I+თ) ,_ : 
იი +, 

6. ვჯიეით– თ, როდესაც =->0, ვინაიდან 

მIXC 510 ჯ 
1)ი –––-–-– =1. 
#-+0
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7. მიის ჯ-–– ფთ, როდესაც თ«–+0. მართლაც, თუ შემოვიღებთ 
აღნიშვნას მ»ის ჯ=Vყ, გეექნება 

სო 062 სიე V# ==), 
ჯ0 2 .ყ.0 1§V 

თეორემა 42. თუ თ, თ, თ.,..ს თ უსასრულოდ მცირეე- 

ბია, ამასთანავე თ წარმოადგენს დაბალი რიგის 
უსასრულოდ მცირეს თია თე,...,-, უსასრულოდ მცირე- 

თა მიმართ,მაშინ” 

. 0) -I-თ + თაი ...+თფით. 

დამტკიცება. გვაქვს: 
რო+თ,.-Cთა+-...+ რ%, =13ი 1 -C «I 1 წჰ +L ... +=ი = 

თ თ.ა“ 

  

1"   

' #% თ%ია» C, 
=1+))ი-.+--)1უო––-L--· LL II ეე “=1 | -IIო-- ' 10 -> + LI თ , 

ვინაიდან 
თ 

1179 --=0 (#=>1, 2,..-.2#). 

თეორემა დამტკიცებულია. 

აქედან გამომდინარეობს პრაქტიკული წესი უსასრულოდ მცი- 
ოეთა ჯამის გამარტივების შესახებ. 

ვთქვათ, მოცემულია უსასრულოდ მცირეთა ჯამი 

თ“+თ+-თ.ა+..-+რთი, 

რომლის შესაკრებთა რიცხვი სასრულია. თუ ამ ჯამის როომე- 

ლიმე შესაკრები დაბალი ოიგის უსასრულოდ მცირეა დანარჩენ 

შესაკრებთა მიმართ, მაშინ ზღვრულ თანაფარდობათა განხილვისას 

შეგვიძლია უკუვაგდოთ მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეები, 
ქინაიდან აღებული უსასრულოდ მცირეთა ჯამი ეკვივალენტურია 

აღნიშნული დაბალი რიგის უსაარულოდ მცირისა. აქვე შევნი%ნოთ, 
რომ დაბალი რიგის უსასრულოდ! მცირე შესაკრები უნდა იყოს 

მხოლოდ ერთი, ვი5ზაიდან, თუ დაბალი რიგის უსასრულოდ მცირე 

რამდენიმეა, მაშინ მათ შეიძლება ერთმანეთი გააბათილონ და ამ 

შემთხვევაში აღნიშნული წესი არ გამოდგება. 
მაგალითი 1, ვთქვათ, 8=(1-–008 თ)+-2სთ თ-+-3თ1C  5თ), სა- 

დაც თ უსასრულოდ მცირეა. დავამტკიცოთ, რომ 8 ––2ათ>თ. 

დამტკიცება. რადგანაც 1 –-(0§ C=2§1ც" == ფე წთ--თ, 

ამიტომ მოცემულ ჯამში დაბალი რიგის უსასრულოდ მცირე იქნე–- 
ბა 2Lყ თ. მაშასადამე, ზ ––2'დთ.
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» »» 
მაგალითი 2. გამოვთვალოთ. 110 / (თ), სადაც #(2)ლ=5% – ხ , 

–0 

ი>9, სL>90, თ#1, ხ#1. 

ამოხსნა. რადგანაც ი9+-1 ––10-Cთ, როდესაც => 0, ამიტომ 

ფო X- . რო -–1 

III /(2)= ს. (“ – 1. ბ -)- თ C 1__ თ > 1= 

  

        

    

  

  

XჯX-0 X-0 ჯ ჯ-–0 ჯ« ჯ–.0 ჩჯ 

= 1ICთ 210თ __ სთ 21. =ჰით–16=1ი5“. 
ჯ-ია Xჯ-0 ხ 

· ეა! უყ/წ6X 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ 1IIს /(თ), თუ #(თ)= “–_. 
· ჯ-–>0 

ამოხსნა. რაკი ე! 1. ვი თ)იი, ხ'8%-- 1 -ათ.:1იხ, 

ამიტომ 

, ზი 1 IყC__ 1 

1100. /(თ)= 1IIი (” _ჯ ) = 
Xჯ-–0 Xჯ-.0 % #9 

§'MX 1 IX . 1 

= I – დ = სფ 255:199 __ 
ჯ-0 Xჯ-0 Xჯ--0 % 

1100 #6 =.Iიხ =106 –I0იხ=1ი -“. 
ჯ–-0 ჯ 

მაგალითი 4, ვიპოვოთ 11) (7), სადაც 
X-0 

  

ჯე) = 100 481054293). 
. Vთ?» 

ამოხსნა. ოადგანაც 1IM1+თ)--%, როდესაც თ->0 და §წ,--2, 
როდესაც დ –> 0,, ამიტომ ', 

    

  

=> 8 
110 /(2) =1I#ი 311 212 =1, 
ჯა Xჯ+0 ” ;/ 

მაგალითი 5. ვიაოვოთ 11 #(თ), სადაც 
ჯ–0 “ 

1 +1თCთ.7--M/ 1-- (2) MI” 1 ++ §- V/. Lთ = . 
  

ყეთ 

ამოხსნა. რადგანაც M 1 + თ- => , როდესაც თ-+ 0, ამიტომ 

, 
7
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(«1+M+- ! #)-წთ-–) 

  

  1100 /(0;:) = 1100 

  

    

#-.0 X-0 510 ჯ 910 დ , 

ყი LC ჯ 

' . 2 1 1 
= III -– – Iი - ლ. –-=1. 

X-–+0 810 X# ჯL-0 39027 2 2 

კითხვები 

1. ჩამოთვალეთ ძირითადი ელემენტარული ფუნვგციები. 

2. მოიყვანეთ ელემენტარული ფუნქციის განსაზღვრა. 

3. მოიყვანეთ არაელემენტარული” ფუნქციის მაგალითი. 

4.#--1, +11 სეგმენტზე განსახღვრულია #(დ) ფუნქცი. შემ- 
დეგნაირად: : 

005 3, როდესაც –-– 1 <27=<0, 
#(2)= მოსი როდესაც 0<272<1. 

არის თუ არა ეს ფუნქცია ელემენტარული? 

5. რას ნიშნავს, რომ ”/(თ) ფუნქციის ზღვარი ჯე: წერტილში 

არის #4 რიცხვი? 

6. მოიყვანეთ განსაზღვოა /(+X) 'ფუნქციის. ცალმბრივი ზღვრე- 

ბისა ჯე წერტილში. 

7. აქვს თუ არა ნებისმიერ ფუნქციას ზღვარც რაიმე ჯა წერ- 
ტილში? მოიყვანეთ მაგალითი, როღესაც თფეხქციას ზღვარი არა 
აქვს. 

8. რას ეწოდება უსასრულოდ მცირე სიღიღე ჯა წერტილში? 

9. როგორ სიდიდეს ეწოდება დადებითი უსასრულოდ დიღი 

სიდიდე? უარყოფითი უსასრულოდ დიდი სიდიდე? 

(0. რა დამოკიდებულება არსებობს უსასრულოღ მცირესა და 

უსასრულოდ დიდ სიდიდეებს შორის? ' 

11. თუ IIო /(>)=4X, მაშინ” #(ე:) – „+ სხვაობა როგორი სიდღი- 
X-X7X) 

დეა თა წერტილში? 
12. ვთქეათ, /(თ7)= 4 +–-(დ), სადაც თ(ჯ) უსასრულოდ მცირეა 

ჯე წერტილში, ხოლო 4 მუდმივია. რას წარმოადგენს მაშინ /(დ) 

ფუნქციისათვის # რიცხვი? 

13. ჩამოაყალიბეთ და დაამტკიცეთ თეორემები ზღეართა 
შესახებ.
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14. რას ნიშნავს, რომ თ უსასრულოდ მცირე მაღალი რიგის 

უსასრულოდ მცირეა 8 უსასრულოდ მცირის მიმართ? 

15. რას ნიშნავს, რომ თ და 8 უსასრულოდ მცირეები ერთი და 

იმავე რიგის უსასრულოდ მცირეებია? 

16. მოიყვანეთ ეკვივალენტური ორი უსასრულოდ მცირის გან- 

საზღერა. 
17. შეიძლება თუ არა ორი უსასრულოდ მცირე ყოველთვის 

შევადაროთ? 

18. როდის ეწოდება C-ს ჯ-ური რიგის უსასრულოდ მცირე 8 

უსასრულოდ მცირის მიმართ? 

19. რაში მდგომარეობს ორი უსასრულოდ მცირის ეკვივალენ– 

ტობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა? 

20. შეიძლება თუ არა ორი უსასრულოდ მცირის ფარდობის 

ზღვრის გამოთვლისათვის მრიცხველი და მნიშვნელი შევცვალოთ 
მათი ეკვივალენტური უსასრულოდ მცირეებით? 

21. რას ნიშნავს, რომ #(ჯ) ფუნქცია უწყვეტია ჯა წერტილში? 

უწყვეტია მარჯვნიდან? უწყვეტია მარცხნიდან? 

29. რას ნიშნავს, რომ /() ფუნქცია უწყვეტია (ი, ს) ინტერ–- 

ვალში? |ი,ხ) სეგმენტზე? 

23. რას ნიშნავს რომ /(«) ფუნქცია წყვეტილია და წერტილში? 

24. შეიძლება თუ არა ფუნქცია განსაზღერული არ იყოს «ე: 
წერტილში, მაგრამ იყოს უწყვეტი? იყოს წყვეტილი? 

25. როგორ წერტილს ეწოდება ფუნქციის პირველი · გვარის 

წყვეტის წერტილი? მეორე გვარის წყვეტის წერტილი? 
26. ორი უწყვეტი ფუნქციის ჯამი, ნამრავლი და ფარდობა 

შეიძლება თუ არა წყვეტილი იყოს? 

27, რაში მდგომარეობს ბოლცანოს და კოშის თეორემები? 

28. რაში მდგომარეობს უწყვეტ ფუნქციათა შესახებ ვაიერშტ- 

რასის თეორემები? 
29. რა, პირობებშია რთული ფუნქცია უწყვეტი? 

30, შეიძლება თუ არა უ წყვეტი ფუნქცი- წყვეტილი ფუნქფლი- 
იდან იყოს უწყვეტი ფუნქცია? 

31. რას ნიშნავს, რომ /#(2) ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია შუა- 

ლედში? 
ვ9, რაში მდგომარეობს კანტორის თეორემა?
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სა ვა რ დი შო 

1. მოძებნეთ ქვედა და ზედა საზღვრები შემდეგი ფუნქციებისა: 

ა) #(თ)ლ––_– 1 1-- თ, + C1 შუალედზე. 
1+ 7? 

1 ! 
ბ) #(2)=-- + თ. )10, +=ნ( შუალედზე. 

გ) /(თ)=91ი =+-ი09§> |0,2X) სეგმენტზე. 

დ) #(თს=»-–-#(C>) |0,1) სეგმენტზე, სადაც X#(თ) არის ჟ-ის 
მთელი ნაწილი, 

, პასუხი: ა) 0 და 1; ბ) 2 და +; გ)-––I/ 2 და IM 2; 

დ) 0 და 1. 

1 უ=·=“·'“” 
2, ვთქვათ, #C)=->–V ტე? + 1, თ#0, დაამტკიცეთ, რომ 

1Iი /(თ)ლ2, 110 #(6)=-– 2. 
ჯL-+-+თ ჯა თი 

გამოთვალეთ ზღვრები 

    

  

  

  

· 4 2 

3. 1109 2 123. პასუხი: ––- 8, 
Xჯ-I დ---3დ-+2 

4, 11თ C-62+0 პასუხი: 2. 

ჯ-4 თ-52+4 3 

· 1. 
5. 19 პასუხი: –-1. 

ჯ-1I I1I---.> => L 

5 

6. ჩით C 1-3! –M# 1-2 · პასუხი: –-6,. 

სსაღლლლლ- 

7. 110 (I>I+I- ). პასუხი: 0. 
LL 9 

8. 1Iთ _#-L519 დ _ პასუხი: _2.. 
X+0 ვ + 2810: 34 

17 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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9. 1Iთ _V 1--ბივთ?_ | პასუხი: V 2, 
X-0 უდ · 2 

ა08 -“-  8)ი-= 

10 სთ 2 2. პასუხი: V- 
ჯ–9წ/2 003 > 

II. სთ(-111”. პასუხი: «მ. 
ჯ-.-თს.--1 

I2. სთ (1 + სდდ)“ ა6 X პასუხი: ც. 
XჯX–-0 

L3. 1Iთ («ია 2): პასუხი:,1. 
ოთ-თ ” 

14. 1110 (86 (01/” ––- 1). პასუხი: 1ით. 
1->- 2 

».ე –/. ე ი. 
+ 15. 1Iთ “თ 2). პასუხი: / 5. 

ით 2 ხ 

–-გ8L 16. 1§ც----? პა სუხი: თ--8. 
ჯი” 2=>· 

17. 110 დ-ი · პასუხი: 1 
X-0380ი6თ-–-წი82. 

18. შტოლცის თეორემის გამოყენებით 'გამოთვალეთ შემდეგი 
ზღვრები: 

  

9210? Lვ2 2 8) ე? _ MM 111+-28-.6-32.L...--#M ბ) 1. 1 12 –+..-+(21–-1) 
  

  

  

2. ა) 1I0 ; ; 

' ჯ–-თ - ” ი–>თ ე) 

1.” Mი.L.., I) “ 

ბ) II +2 1. 1» , საღაც »ჯ მთელი დაღებითი 
გ.თ უო 

რიცხვია; 

1რ-3ი 2-1 
დ) 19 13ჩ+.: =21 8-ს , ჯა მთელი დადებითი რიცხ 

„”- > თუ" 

ვია. 
) 4 | 

წ : – ბა ––; – ) · პასუნი: ა) 3 ) გ)– 2+1
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19. დაამტკიცეთ, რომ /(2)= | თ | ფუნქცია უწყვეტია) -- C0, 
– CI შუალედში. ააგეთ ამ ფუნქციის” გრაფიკი. 

20. ·მოცემულია ფუნქცია #(9)=“-2, როღესასც 32452 და. 

/(21=0. დაამტკიცეთ, რომ ეს ფუნქცია წყვეტილია ჯ=2 წერ– 

ტილში, ააგეთ ამ ფუნქციის გრაფიკი. 

21.. /(>) ფუნქცია განსაზღვრულია ასე: 
1 · 

“| ჯ 8910 -> 7 როდესაც ჯ7#90, 

XI(2)= 

დაამტკიცეთ, რომ მოცემული ფუნქცია უწყვეტია 1-- C>. + ( 
შუალედში. ააგეთ ამ ფუნქციის გრაფიკი. 

22. #( )=+--5992 ფუნქცია განსაზღვრულია: თ არგუმენტის 
დ 

0, როდესაც ჯ«=0. 

ყველა ' მნიშვნელობისათვის, გარდა ;=0 მნიშვნელობისა. რა მნიშ- 

ვნელობა უნდა მივანიჭოთ /(თ) ფუნქციას ==0 წერტილში. რომ ეს - 

ფუნქცია იყოს უწყვეტი ამ წერტილში? 
28. . XX) ფუნქცია განსახღვრულია ასე: 

| »6)= L 9, თუ = რაციონალურია, 

I 1, თუ დ ირაციონალურია. 

ხი) ფუნქცის ეწოდება დირიხლეს (ხILIIC0I000) ფუნქცია. 
დაამტკიცეთ რომ დირიხლეს ფუნქცია წყვეტილია ე:-ის ყველა მნიშე- 

ნელობისათვის, 

24. ააგგვთ ისეთი /(თ) ფუნქცია, რომელიც , წყეეტილია დ-ის » 

ყოველი მნიშვნელობისათვის, | /#(2) | კი უწყვეტია 1- «%, + CL 
შუალედში. , | 

25. /(თ) ფუნქცია უწყვეტია (0, +-( შუალედში და აქვს სას-. 
რული ზღვარი )Iთ /#(ჯ). დაამტკიცეთ, რომ ეს ფუნქცია შემო–- 

X---+>% 

სახღვრულია მოცემულ შუალედში. 

26. ვთქვათ; 1)--თ, +-თ( შუალედში /(თ) და ე(დ) ფუნქციები 
უწყვეტია და არიან პერიოდული. დაამტკიცეთ, რომ თუ 

„სი თ – #C2=0,
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მაშინ ყ-ის ყველა მნი მენელობისათვის «(3:) = #(X). 

27, ააგეთ ისეთი ფუნქცია, რომელიც უწყვეტია მხოლოდ ერთ 

წერტილში. ' 

28, დაამტკიცეთ, რომ სეგმენტზე მონოტონურ ფუნქციას შეიძ- 

ლება ჰქონდეს მხოლოდ პირველე გვარის წყვეტის წერტილი, | 

29. დაამტკიცეთ, რომ თუ /(«ს ფუნქცია უწყვეტია |, MI სეგმენ- 
ტზე, მაშინ 

II(თ) = -II1 „VCთე) და #(თ) = §სს | /(,)| 
ძ<1%<Xჯ 

ფუნქციები უწყვეტია ი, #)-ხე. 
30. დაამტკიცეთ, რომ თუ /#(ჯ) და ყი) ფუნქციები უწყვეტია 

X შუალედში, მაშინ 

თე) = Iს L/(X), #/(თ)) და (>) = 1I9X IL / (>), ი«(2)) 

ფუნქციები უწყვეტია X შუალედში. 
31. ვთქვათ, /(») ფუნქცია არსებითად მონოტონურია (თ, ხ) სეგ- 

მენტზე. დაამტკიცეთ, რომ თუ 

II) /(M,)=/(0ი) (თ <: ჯგ < ხხ), 
”ჩ-.თ=თ 

მაშინ 1IIი თ„=თ. 
”ოია თ



თა8ვგი VI 

ფუნქციის დატმოებული და დიფერენციალი 

წინა თავებში გადმოცემული მასალა დიფერენციალური აღრიც- 

ხვისა და მათემატიკური ანალიზის სხვა განყოფილებათა ლოგიკუ- 

რი ფუნდამენტია. 

დიფერენციალური აღრიცხვის წარმოშობის მთავარი წყარო 

იყო ორი ამოცანა, რომლებიც წამოყენებული იყო მე-17 საუკუნე- 
ში მეცნიერებისა და ტექნიკის მოთხოვნილებით. ამ ამოცანებს 

ქვემოთ განვიხილავთ. 

§ 1. არბუმენტისა და ფუნქციის ნაზრდი 

ვთქვათ, მოცემულია X» შუალედში განსაზღვრული ყ=- /(>) 
ფუნქცია. X შუალედში ავიღოთ «თ არგუმენტის ორი ჯა და თ, 
მნიშვნელობა. სხვაობას თ,––- ჯე ეწოდება დ არგუმენ ტის ნაზ- 

” რდი და მას აღნიშნავენ #ე; სიმბოლოთი: | 

! ყე –– თე= #2. 

აქედან 
ძჟ,=ქა+ბყ. 

ტე: სიდიდეს ეწოდება ყჯე-ის ნაზრდი. შევნიშნავთ, რომ #ე; მთლია– 

ნი სიმბოლოა და არა #ტ და.ჟ–-ის ნამრავლი. 

ახლა განვსახღლვროთ #= (>) ფუნქციის ნაზრდი. ვთქვათ. ჯ 

წარმოადგენს არგუმენტის მნიშვნელობას X შუალედში და შემდეგ 
ჯ ღებულობს ტჯ ნაზრდს. მაშინ არგუმენტის ახალი მნიშვნელობა 
იქნება დ+ #ტ». სხვაობას #(2+4რ2) –– /(2) ეწოდება #(დ) ფუნქ- 

ციის ნაზრდი და აღინიშნება ტყ ან ტ4/ სიმბოლოთი: 

= /(დ+42)-– /(თ). (1.1)
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მაგალითი. ვიპოვოთ /#(7)=>7? ფუნქციის ნაზრდი, როდესაც 
თჯ=1, #=90,1. 

ამოხსნა: გვაქეს: 

ჯ+ბთ=1,1; /(1)=1, /(1,1)= (1,1)3= 1,331. 
მაშასადამე, ' 

–აყ= /(1,1)–– /(1)=:1,331 –– 1=0,331. 

ახლა ვაჩვენოთ ფუნქციის ნაზრდის გეომეტრიული მნიშვნელობა. 
როგორც ვიცით, ყ= /(2) განტოლება გამოსახავს 02:ყ კოორდი- 
ნატთა სისტემის მიმართ გარკვეულ წირს (ნახ. 471. ! 

ვთქვათ, არგუმენტის ჯ მნიშვნე- 

ლობას შეესაბამება 0»ჯ ღერძზე L 

IC წერტილი, მაშინ MM თორდინატა 

M არის ფუნქციის მნიშვნელობა 
(2. ჯ წერტილში. ახლა თ#-ს მივცეთ 

0 ტე ნახრდი, მაშინ არგუმენტის   

ახალი მნიშვნელობა იქნება დ#-+4ე; 

    კ! 12X ჯ»ჯ და მისი შესაბამისი წერტილი 07 

0 ? ”ს :·თ ღერძზე აღვნიშნოთ ჯ#” სიმბოლო- 

თი. ორიენტირებული ჯX#” მონაკ- 

ნახ. 47. ვეთის სიდიდე იქნება ტთ. ტცხა- 

დია, რომ | 

ს M#M = /(თ+ბ«) 
და 

4)/-> /(>–-42) –– /(2:1= L M' -–-- #.1L. 

ახლა. #. წერტილზე გავავლოთ 0;ე; ღერძის პარალელური წრფე. 
მივიღებთ სL”0C # მართკუთხედს, რადგანაც ს 09=##M, ამიტომ 

–აყ=0# , 

მაშასადამე, მოცემული ფუნქციის აყ ნაზრდი გეომეტრიულად გა- 
მოსახავს მიმართული 0 #/” მონაკვეთის სიდიდეს. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (1.1) ტოლობას, /#(::) ფუნქციის 

უწყვეტობა შეგვიძლია განვსაზღვროთ ასე: 

ყ= /(2) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი « წერტილში, 
თუ არგუმენტის 7 მნიშვნელობის უსასრულოდ 

მცირე ტჯ ნაზრდს შეესაბამება ფუნქციის უსასრუ- 

ლოდ მცირე 42ყ ნაზრდი, ”
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§ 9. ამოცანა წირის მხების მოძებნის შესახებ 

ელემენტარულ გეომეტრიაში მხები განსაზღვრულია მხოლოდ 
წრეწირისათვის, როგორც წრფე, რომელსაც წოეწირთან მხოლოდ 
ერთი საერთო წერტილი აქვს. სხვა წირებისათვის ელემენტარულ 
გეომეტრიაში მწები განსაზღვრული არ არის. 

ვთქვათ, M# არის მოცემული წირის რაიმე წერტილი (ნახ. 48). 
ავიღოთ წირზე მეორე უე, წერტილი 

ღა გავავლოთ /7/ #” მკვეთი. როდესაც 
IM” წერტილი მოძრაობს წირზე და უაზ- 

ლოვდება # წერტილს, მკვეთი იცვლის 
თავის მდებარეობას. 

მოცემული წირის მხები # წერ- 

ტილში ეწოდება #74 მკვეთის ზღე- 
ოულ მდებარეობას, როდესაც M' წერ- 
ტილი მიისწრაფვის # წერტილისაკენ 

წირის გასწვრივ. უფრო ზუსტად: 

#7 წრფეს ეწოდება წირის 
მხები ”# წერტილში, თუ ამ 

წ რფესა და MI" მკვეთს შორის 
კუთხე ნულისაკენ მიისწრაფ- 

  

ნას. 48. 

ქის, როდესაც # და წერტილებს შორის მან- 

ძილი ნულისაკენ მიისწრაფვის. ) წერტილს ეწო- 

  

ნახ. 49. 

ლი მიისწრაფვის “/#/ წერტილისა 

დება შეხების წერტილი. 
შევნიშნოთ, რომ წირს შეიძ- 

ლება არ ჰქონდეს მხები ზოგიერთ 
წერტილში, მაგალითად, 49-ე ნა- 
ხაზზბ წარმოდგენილ წირს არა 
აქვს მხები. მართლაც, მხების გან- 
საზღერიდან გამომდინარეობს, 

რომ ყოველი MM” მკვეთი უ5და 
მიისწრაფოდეს გარკეეუულ MX 
წრფისაკენ, როდესაც M' წერტი- 
კე. მაგრამ 49-ე ნახაზზე მოცე- 

ზული წირის შემთხვევაში, მკეეთი უახლოვდება MX მდებარეობას, 
როდესაც MI, წერტილი უახლოვდებ M წერტილს მარჯვნიდან, 
ღა უახლოვდება IV. მდებარეობას, როდესაც I” წერტილი 
უახლოვდება # წერტილს მარცხ 
არა აქეს მხები M# წერტილში. 

ხიდან. ასე რომ მოცემულ წირს
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ახლა ვთქვათ, უწყვეტი წირის განტოლებაა #V= /(დ). ავიღოთ ამ 
წირზე #(>,V) წერტილი და ვიგულისხმოთ, რომ არსებობს #7” 
მხები, რომელიც 0ყ ღერძის პარალელური არაა (ნახ. 50). ვიპოვოთ 
მხების კუთხური კოეფიციენტი. ამისათვის წირზე ავიღოთ ნების- 

მიერი #/ (2+462>, ყ+4პყ) წერტილი და #/ და M წერტილებზე 
გავავლოთ M უ/' მკვეთი. აღვნიშნოთ #-თი კუთხე რუ ღერძსა და 

7#7 მხებს შორის, ხოლო 0» ღერძს, და MM. მკვეთს შორის 

კუთხე კი დ ასოთი, ცხადია, დ კუთხე მიისწრაფვის # კუთხისაკე5, 
როდესაც XI” წერტილი მიისწრაფვის # წერტილისაკენ, ე. ი. 

თ= III დ. 
4X-+0 

მაგრამ რაკი #--, ამიტომ 

  

        

; წ 
# , 7 

M – 
M 

M M 

' 

ბ. VI? _ 
0 –“ V# + ->+#4X X 

ნახ. 50, 

LC «= III 1C დ. 
1, ქX 0 

ნახახიდან ჩანს, რომ 

_ ტV _ /(ჯX+42) –– #(2)   

  

(89 ტთ ბათ 

აქედან 

(დთ= 1Cთ #(2-- ბდ) –– (2). 
#4;-0 ტწ 

' 

ამრიგად, მხების კუთხური კოეფიციენტის მოძებნის ამოცანამ მიგ- 

, ვიყვანა ფუნქციის ნაზრდისა და არგუმენტის ნაზრდის ფარდობის 

“ ზღვრის მოძებნამდე. |
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§ ვ. ამოცანა ნივთიერი წერტილის სიჩქარის მოკეგნის შესახებ 

ქთქვათ, ნივთიერი (/ წერტილი მოძრაობს (0; ღერძზე (ნახ. 

51). დროის ყოველ L მომენტში // წერტილის ე; აბსცისას ექნება 

გარკვეული მნიშვნელობა, ასე, რომ ჯგ წარმოადგენს #§ დროის 

ფუნქციას 

თ=- MI). (3.1). 
(3.1) განტოლებას ეწოდება # წერტილის მოძრაობის განტოლება, 

დროის ფიქსირებულ #L მომენტს მივცეთ ნებისმიერი #ჯ ნაზრ- 

დი, მაშინ დ მიიღებს სათანადო სფ ხაზრდს. 7! წერტილს თანაბ- 

0 X M 4X  M” 
„>. – M- 
  

  

ნახ. 51. 

რად რომ ემოძრავა დროის Iს L+4ტრ1) შუალედში, მაშინ მისი სიჩ- 

ქარე იქნებოდა =2 რომელიც მუდმივ სიდიდეს წარმოადგენს. თუ 

-M# წერტილი თანაბრად არ მოძრაობს, მაშინ 53 ფარდობას ეწო- 

დება საშუალო სიჩქარე დროის (LI, (+241) შუალედში, ხოლო 

1101 > ეწოდება 77 წერტილის სიჩქარე ჯ მომენტში. 
4-9 6L · 

ამრიგად, ნივთიერი წერტილის სიჩქარის მოძებნის ამოცანამ 
მიგვიყვანა ფუნქციის ნაზრდისა და არგუმენტის ნაზრდის ფარდო- 

ბის ზღვრის მოძებნამდე. 

§ 4. ფუნძციის წარმოებულის განსაზღვრა 

ვთქვათ, #= #(დ) ფუნქცია განსაზღვრულია უკ. წერტილის რაიმე 
მიდამოში. თ-ს მიგცეთ ისეთი ტე; ნაზრდი, რომ „ე.ტ წერტილი 
ეკუთვნოდეს «ე წერტილის აღნიშნულ მიდამოს. ფუნქციის ნაზრდი 
იქნება 

' ჩაყ= /(20+627) –– / (%ი). 
თუ არსებობს სასრული ან უსასრულო ზღვარი 1II) L4 ანუ, რაც 

4X--0 #62 
იგბვეა, 

  

ი _#(2-+ტ6თ) –– / (თ) , 

ეX--0 ტ2
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მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება V= /(»X) ფუნქციის წარმოებული 
ჯა წერტილში და აღინიშნება ყ ან /7”Mჯე) სიმბოლოთი. ჯე ასო 
ფოჩხილებში აღნიშნავს იმ წერტილს, რომელშიაც განხილულია · 

წარმოებული, ზოგჯერ ყ' სიმბოლოს ნაცვლად წერენ ყ.; ამით 
ხაზგასმულია, რომ წარმოებული აღებულია ე; ცვლადით. 

ამრიგაღ, ფუნქციის წარმოებული არის ფუნქციის 

ნახრდისა და არგუმენტის ნაზრდის ფარდობის 

ზღვარი, როდესაც არგუმენტის ნაზრდი ნებისმი- 

ერად მიისწრაფვის ნულისაკენ. 

თუ ეს ზღვარი სასრულია, მაშინ წარმოებულს სასრული ეწო- 

დება, ხოლო თუ იგი უსასრულოა, წარმოებულს ეწოდება უსას- 
რულო. ' 

ამრიგად. მოცემულ წერტილში წარმოებული წარმოადგენს . 

რიცხვს. თუ რაიმე შუალედის ყოველ წერტილში აოსებობს სას- 

რული წარმოებული, მაშინ ეს წარმოებული წარმოადგენს ჯ-ის 

ფუნქციას მოცემულ წუალედში, | 
#(7) ფუნქციას ვუწოდებთ წარმოებადს ჟჯ-გწერტილში, თე 

არსებობს სასრული ან უსასრულო /# (ჟე) წარმოებული. 

ფუნქციის წარმოებულის გამოთვლის ოპერაციას გაწარმოება 

ეწოდება. | 
მაგალითი 1. რაიმე X შუალედში მოცემულია. ფუნქცია 

V=7/(2)=C0, სადაც C მუდმივია. ვიპოვოთ ამ ფუნქციის წარმოე- 
ბული...“ 

ამოხსნა. ავიღოთ X შუალედის შიგა თ წერტილი. ტფ ნაზრ- 
დი იმდენად მცირე შეგვიძლია ავიღოთ, რომ დ4+ #8» მიეკუთვნოს 

აგრეთვე X შუალედს. ამიტომ 

აყ= /(დ-+- 62) -– /(2)=0 

ტყ _ CC 1): ტყ 
მაშასადამე, ––-=0. აქედან IIIო –-”- =0, ე. ი. X შუა ის ღა თ ასადაზე, ა. ლმ. ქედ სირა =9 მ უალედ 

ყოველ შიგა ჯ« წერტილში...) 
#'(თ)=90. - ! 

ამრიგად, მუდმივის წარმოებული ნულის ტოლია, 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ ყ=2 ფუნქციის წარმოებული. 

ამოხსნა. აღვიიშნოთ ჯ-ის ნაზრდი რ#ჯ»-ით, V-ის კი #ყ-ით, 

ს 
გვაქვ ყ+ბყ= =5+ ბთ.
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აქედან #ყ=რ4ე:, „საიდანაც > 1. ამრიგად, თ-ის ნებისმიერი 
2 

მნიშვნელობისათვის 

მაშასადამე, იმ ფუნქციის წარმოებული, რომელიც და– 
მოუკიდებელი ცვლადის ტოლია, უდრის ერთს. 

მაგალითი 3, ვიპოვოთ #=„8 ფუნქციის წარმოებული. 

ამოხსნა. ნებისმიერი ფიქსირებული ჟ„-თვის გვაქეს 

ყ+ბყ=(დ+ტ»), 
საიდანაც , 

7–აყ=(თ-+#4ე)ბ –– 79=3უჯზ4ჯ-L3წ7(6ფ)ზ–- (ტე). 

აქედან 8. 
ბყ 9 > =ვებ+3ე .· ტთ-L(C#თ?. 
ბთ 

თუ ზღვარზე გადავალთ, როცა #X->0, მივიღებთ 

სე “7 =ვაბ, 
4X-.0 #2 

ე. ი 

(„9 = 327. 

მაგალითი 4. ვიპოვოთ /(2)= 7 > თ ფუნქციის წარმოებუ- 
ლი ჯ=0 წერტილში. 

ამოხსნა. X=0 მნიშვნელობას მივცეთ #: ნაზრდი, მაშინ ყ-იც 

მიიღებს სათანადო #ყ ნაზრდს: 

ტVყ= /(0-- #62) –– /(0) = #(ი4თ)=Vგბდ . 
აქედან 

ხყ _ 1 

ბე 2 _ 
V” (ბებ 

და, მაშასადამე, 

#“0)=- III ბV = IIთ უე. =-L თ. 
4X-.0 გ» 4X-0 49 · 

ს/ (ბჯ)? 
საძიებელი წარმოებული უსასრულოა. 
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§ ი. ფუნქციის ცალმსრიჭი წარმოეგულები 

(CV) ფუნქციის წარმოებული «ა წერტილში განსაზღვრული 
#(7+46X) –– #(9%) 

აჯ 

Lაც რჯ» ნებისმიერად მიისწრაფვის ნულისაკენ. ზღვრებს 

11 #(თა+ #2) – #2) და სთ #(2---ტბთ)––- /(>ე) 

44-0+ ტჯ 4L-5-0- გჯწ 

გვქონდა როგორც ფარდობის ზღვარი, როდე-   

    

ეწოდება შესაბამისად მარჯვენა და მარცხენა წარმოებუ- 
ლები ჯე: წერტილში. ეს წარმოებულები აღინიშნება შესაბამისად 
I Iთა+) და / (ჯ-–-) სიმბოლოებით. 

ადვილი შესამჩნეეია, რომ /(») ფუნქციის წარმოებადო- 
ბისათვის ჟ წერტილში აუცილებელია და საკმარი– 

სია „»» წერტილში მარჯვენა და. მარცხენა წარმოე-. 
ბულების თანატოლობა. 

დასასრულ, ფუნქციას ეწოდება წარმოებადი (ძი, ხI)I სეგ- 
მენტზე, თუ იგი წარმოებადია ამ სეგმენტის ყველა შიგა წერ- 
ტილში, ხოლო გ წერტილში ფუნქციას აქვს მარჯვენა წარმოებუ- 
ლი, ხ წერტილში კი––მარცხენა. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ /#/(2)=V > ფუნქციის მარჯვენა 
წარმოებული ჯ=0 წერტილში. 

ამოხსნა. არგუმენტის 0 მნიშვნელობას მივცეთ დადებითი #« 
ნაზრდი, მაშინ ყ-იც მიიღებს ტყ ნაზრდს: 

ტც= /(0+რ#) –– /(0) =V ბ2: 
აქედან 

გადავიდეთ ზღვარზე, როდესაც #4» ->0, გვექნება 

ბ» 1 
197 –- = III =-+Cთ, 

44-04 ბი 4+-0+ V ბ»2. 

#X0ო+)=+Cთ. 

მაგალითი 2. ეიპოვოთ /(2)= | დ) ფუნქციის მარცხენა და 

მარჯვენა წარმოებულები ფ=0 წერტილში.
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ამოხსნა. ვთქვათ, «<0, მაშინ #(>)= -- თ და, მაშასადამე, . 

#VXC42)--- /(0) _ –– ტთ 

ბჯ ტე; 

აქედან გამომდინარეობს, რომ //(0–)= –1: 

ანალოგიურად მივიღებთ /”(0-I)=1. 

=–--1. 

§. 0. წარმოებულის გეომეტრიული მნიშვნელოგა 

პირველ პარაგრაფში დავამტკიცეთ, რომ უწყვეტი V#= #(ჯ) წი- 

რის IM/(ჯ>, ყ) წერტილზე გამავალი იმ მხების # კუთხური კოეფი- 

ციენტი, რომელიც 0V ღერძის პარალელური არაა, გამოისახება 

ტოლობით 

#= 10 #(«++#42) ა (2) ' 

4X-0 4» 

  

თუ მხედველობაში მივიღებთ წარმოებულის განსაზლვრას, გვექჩება 

#= #/ (ჯე). ' “ (6.1) 

ამრიგად, თუ V#=/(») წირს აქვს M(თ, ყ) წერტილში მხები, რო- 
მელიც 0/ ღერძის პარალელური არაა, მაშინ არსებობს სასრული 

წარმოებული /”(ჯ). 

პირიქით, ადვილი დასამტკიცებელია, რომ თუ /(ჯ) ფუნქციას 
აქვს სასრული წარმოებული ე წერტილში, მაშინ ჯყ= /(ჯ) წირს 

სათანადო // წერტილში აქვს მხები, რომელიც 0Vყ ღერძის პარა- 

ლელური არაა და მხების #L კუთხური კოეფიციენტი განისაზღვრება 

(6.1) ტოლობით. 

თეორემა 1. თუ უწყვეტ /(2) ფუნქციას თ«=ჯა წერ- 
ტილში აქვს წარმოებული 

#+2?))-=5, 

მაშინ ყ=/(7) წირს აქვს სათანადო #ე წერტილში 04 
ღერძის პარალელური მხები. 

დამტკიცება, რადგანაც /(») ფუნქცია უწყვეტია ჯა წერ- 
ტილში, ამიტომ არგუმენტის უსასრულოდ მცირე 5აზრდს აჯ= 7/ა 
შეესაბამება ფუნქციის უსასრულოდ მცირე ნაზრდი #V=X7/#., მა- 
შასადამე, MM -+0, როღესაც ბ» –++0 (ნახ. 52). პირიქით, 'უსას- 

რულოდ მცირე მანძილს MM შეესაბამება უსასრულოდ მცირე 
ნაზრდი #2. '
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გავავლოთ MM წერტილზე 0, ღერძის პარალელური Mა» 

წოფე და 3-თი აღვნიშნოთ მახვილი კუთხე #M/ეIM# მკვეთსა და #ა7' 
წოფეს შორის. ცხადია, რომ 

პირობის თანახმად III 3-6, რაც ტოლფასია ტოლობისა 
ქX--0 2ჯ , 

IV 59 =ი, ანუ 10 --=0. 
Mა)M--0 ჩვ M)M-0 ბყ 

მაშასადამე, 
1ო (Lთვ8=0 

· M#M–-0”' , 
აქედან გამომდინარეობს, რომ )1II 9=0. ეს კი იმას ნიშნავს, 

: #MაM –-:0 % 

, 7 MC რომ #7 არის ჯ=”/() წირის 
# 8 მხები თეორემა დამტკიცებულია. 

” ი წ მართებულია აგრეთვე შებრუ- 
  

ნებული თეორემაც: თუ ყV= /(2) 

წირს აქეს 0V ღერძის პა- 

წ) ( რალელური მხები' )/ე წერ- 

ტილში, მაშინ /(:) ფუნკჟ- 

ცია უწყვეტია ჟე: წერტილ- 
ნახ, 52, ში და #'(ჯე)= თ. : 

ამრიგად. ფუნქციის წარ- 
'"მოებული გეომეტრიულად წარმოადგენსამფუნქცი- 
ის გრაფიკის მხების კუთხურ კოეფიციენტს. · 

        

§ 7. წარმოებულის მექანიაური მნიშვნელობა 

მეორე პარაგრაფი წერტილის მოძრაობის ჯ= /#(1) განტოლების 
მიხედვით დროის (ჯ მომენტისათგის მოვძებნეთ წერტილის დ» სიჩ- 
ქარე, როგორც ზღვარი ! 

#(L+24/) –– 1(,) . 
  ჯ= IIIი 

0(-.0 ბ! 

თუ გავიხსენებთ წარმოებულის განსაზღვრას, გვექნება 

თ=/ჩხ. 

ამრიგად, თ= /(I) ფუნქციის წარმოებული ძექანიკუ- 
”
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რად წარმოადგენს იმ წერტილის სიჩქარეს (ჯ მო- 

„,მენტში, რომლის მოძრაობის განტოლებაა ჯუ= /(0, 

რასაც მოკლედ ასე გამოვთქვამთ: სიჩქარე წარმოადგენს 
მანძილის წარმოებულს დროით. 

დასასრულ განვიხილოთ კიდევ ერთი ინტერპრეტაცია –– სიმკე– 

რივის ფიზიკური ცნება. ვთქვათ, 4# წარმოადგენს ნივთიერ მო–- 

ნაკვეთს და მასზე აკიღოთ რაიმე M წერტილი (ნახ. 53). 478 
მონაკვეთის #IM ნაწილის სიგრძე აღვნიშნოთ §-ით, შასა კი »-ით. 

ცხადია, §-ის ყოველ მნიშვნელობას შეესაბამება „ჯ-ის გარკვეული 
მნიშვნელობა, ასე რომ მასა წარმოადგენს ჯ-ის ფუნქციას · 

1 = დ(§).' 
, 

ჯი
 «X 2 X
 LL
 

  

4 
  

ნახ, 53. 

ამბობენ, რომ მასა თანაბრად განაწილებულია „(8 მონაკეეთზე, 
თუ მონაკვეთის ორა ნებისმიერი ნაწილი, რომლებსაც 'თანატოლი 

სიგრძე აქვთ, შეიცავენ” თანატოლ მასებს. ამ შემთხვევაში #7» 
მონაკვეთის ნებისმიერი ნაწილის მასის ფარდობა ამავე ნაწილის 
სიგრძესთან მუდმივი სიდიდეა. იგი რიცხობრივად იმ მასის ტოლია, 

რომელიც აქვს ნიეთიერი მონაკვეთის ერთეული სიგრძის ნებისმიერ 

ნაწილს. ამ ფარდობას ნივთიერი #I მონაკვეთის სიმკვრივე 
ეწოდება. თუ მასა თანაბრად განაწილებული არაა, მაშინ საჭირო 
ხდება შემოვიღოთ სიმკვრივის ცნება წერტილში. 

განვიხილოთ 478 მონაკვეთის # #7 ნაწილი ღა მისი სიგრძე 
'აღვნიშნოთ #4§ სიმბოლოთი, მასა კი #ტV-ით, ცხადია, 

რტ»:=CV(§+ 45) - – C(§). 

წი ფარდობას ეწოდება „საშუალო წრფივი სიმკვრივე, 

ხოლო ამ ფარდობის ზღვარს, როდესაც 4§-+9 ეწოდება 417 მო- 

ნაკვეთის სიმკვრივე # წერტილში და იგი აღინიშნება ი 
ასოთი. ასე რომ 

4» 
მ= 10) –––, 

5 ჰაი 4§ 

2 =დ”(ჯ).
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§ 8, ფუნქციის ღიშერენციალი 

თუ ყ=/(2) ფუნქცია განსაზღვრულია ჯ წერტილის მიდამოში 
და ამ ფუნქციის ტყ ნაზრდი შეიძლება წარმოვადგინოთ როგორც 
ორი შესაკრების ჯამი 

–“აV/--.4ტე--თ ბ თ, (8.1) 

სადაც. 4 სასრული რიცხვია და დამოუკიდებელია რე; ნაზრდისაგან, 

ხოლო თ უსასრულოდ მცირეა, როდესაც #4.+0, მაშინ /(ჯ) ფუნქ- 
ციას ეწოდება დიფერენცირებადი თ წერტილში. 

თუნქციის- ნაზრდის #44ჯ შესაკრებს, რომელიც წრფივია არგუ- 

მესტის #ტჯ ნაზრდის მიმართ, ფუნქციის დიფერენციალი 

ეწოდება. 
თეორემა 2. V=/() ფუნქციის დიფერენცირებადო- 

ბისათვის წერტილში აუცილებელია და საკმარი- 

სი, რომ / ფე) ფუნქციას გ წერტილში ჰქონდეს სასრუ- 

ლი წარმოებული. | 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. 

ვთქვათ, #V= /(X) ფუნქცია დიფერენცირებადია დ წერტილში, მაშინ 
ტყ წარმოგვიდგება (8.1) ტოლობით, გავყოთ ამ ტოლობის ორივე 

ნაწილი #ტჯ-ზე, გვექნება 

აქედან 

ე. ი. 4 = # და ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 
ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ეთქვათ, /”(X) სას- 

რულია. მაშინ 

აყ , 659 _ თ 2 7 (თ)+თ, 

' სადაც « უსასრულოდ მცირეა, როდესაც ტჟ->0. აქედან 

ტყ= / (თ) ბჭ + თატე:. ს 

ამ გამოსახულების მარჯვენა ნაწილით ორი შესაკრების ჯამია. 

სადაც / (214 წრფივი ნაწილია, ხოლო /”"(თ) ღამოუკიდებელია 

ტთფ-ისაგან. ეს იმას ნიშნავს, რომ ყ ფუნქცია დიფერენცირებადია. 

თეორემის პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია.
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V= /(C2) ფუნქციის დიფერენციალს აღნიშნავენ ძყ ან ძ/(2) 
სიმბოლოთი და იკითხება ასე: „დე ძგრეკ“ ან „დე ეფ იქს“ ამრიგად, 

ძყ= / (ჯ)ბთ, (8.2) 

ე- ი. ფუნქციის დიფერენციალი ფუნქციის წარმოე- 
ბულისა და არგუმენტის ნაზრდის ნამრავლის ტო- 
ლია, 

კერძოდ, თუ Vყ= ”(თ)=ა;, გვაქვს / (თ)=1, რის გამოც ბუნებ- 
რივია დავწერთ 

ძ»=#ტჯ. 

ამიტომ (8.2) ტოლობა შეგვიძლია ასე გადავწეროთ 

ძყ= / (7) ძ», (8.3) 

ე. ი ფუნქციის დიფერენციალი უდრის ფუნქციის 
წარმოებულისა და არგუმენტის დიფერენციალის 

ნამრავლს. 

(8.3) ფორმულიდან გვაქვს 

„ე 9 
#C ძჯ 

მაშასადამე, ფუნქციის წარმოებული უდრის ფუნქციის დიფერენ- 
ციალისა დღა არგუმენტის დიფერენციალის ფარდობას. 

სიმბოლო დ იკითხება ასე; „დე იგრეკ დე იქსით“". 
2 

თეორემა 3. თუ ყ= (2) ფუნქციას ჯ წერტი ლში აქვს 

ნულისაგან განსხვავებული სასრული წარმოებული, 

მაშინ (თ) ფუნქციის ტყ ნაზრდი ეკვივალენტურია 
ძ#ყ=//() ბთ დიფერენციალისა, როდესაც #427-+0. 

დამტ კიცება. ვთქვათ, #. უსასრულოდ მცირე სიდიღეა. 
მაშინ 

ბყ –- / (თ) ბთ=ბყ-–ძყლ–თ», 
რაკი I "(თ)#0, ამიტომ #ყ ეკვივალენტურია ძყ დიფერენციალისა, 
როდესაც #2» –>0. თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. თუ /”(ჯ7)=0, მაშინ ძყ =0, მაგრამ =0, ძაგრამ ტყ როგორ 
წესი, ნულისაგან განსხვავებულია. მაშასადამე, ბყ დღა ძყ ს სიდიდე- 

თა ეკვივალენტობა ირღვევა, როდესაც /”(2)=0. 
„48 ელ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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§ 9. შუნქციის დიფერენციალის ბეომეტრიული მნიშვნელობა 

ვთქვათ, ყ= I(დ) ფუნქცია დიფერენცირებადია თ წერტილში. 
გამოვარკვიოთ რას წარმოადგენს გეომეტრიულად მოცემული ფუნქ- 

ციის დიფერენციალი, ავაგოთ ყ= /#(თ) წირი (ნახ, 54), ნახაზიდან 
ჩანს, რომ 

#ჯ=»IM, რბი=ჯის= Mს, #ტუყ=თ»ბ M ი ა=XM', /”(თ) = CC. 

ფუნქციის დიფერენციალი ასე წარმოგვიდგება 

ძყ= / (ე:)ბთ=Lე თ . MX#. 

I 
V 

M# 
  

    >“ _. 
    –. 0 ი”. 71 X 

| ნან. 54. · 

მაგრამ #7#0 სამკუთხედიდან გვაქვს L 

ML. (თთ=7ჯ0. 
მაშასადამე. 

ძყ=IL0C. 

ამრიგად, #= /(თ) ფუნქციის დიფერენციალი გეოპეტ- 
რიულად წარმოადგენს მხების წერტილისს ორდინა– 

ტის: ნაზრდს. 

§ 10. კავშ”რი დიზერენცირებადობასა და უწყვეტობას ფორის 

თეორემა 4. თუ Vყ=I() ფუნქცია დიფერენცირება- 
ღია «თ წერტილში,მაშინ იგი უწყვეტია ამავე წერ- 

ტილში. 

დამტკიცება. რაკი ყ=/(ჯ) ფუნქცია დიფერენცირებადია 

ჯა წერტილში, ამიტომ მართებულია ტოლობა 

ტყ = /'(თ.)აბ2+თ . ბ,
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სადაც თ უსასრულოდ მცირეა #4>-თან ერთად, ხოლო /”(ჯე) სას- 

რული რიცხვია. აქედან ვღებულობთ 

110. #ტყ=0, 

4X-0 

რაც ამტკიცებს /(თ) ფუნქციის უწყვეტობას ჯე: წერტილში. 
შენიშენა. შეიძლება ფუნქცია იყოს უწყვეტი წერტილში, 

მაგრამ დიფერენცირებადი არ იყოს. მართლაც, განვიხილოთ /(>) 

ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია ასე: 

ჯ 816 1. როდესაც დ#9;- 

#(2)= · 
9 , როდესაც «ჯ«=0. 

ცხადია, რომ /(თ) ფუნქცია უწყვეტია თ-ის ყოველი მნიშვნელობი- 
სათვის. დავამტკიცოთ, რომ მოცემული ფუნქცია ღიფერენცირება- 
დი არაა დ=:00 წერტილში. ავიღოთ დ არგუმენტის 0 მნიშვნელო- 

ბისათვის #4” ნაზრდი, მაშინ V= /(თ) ფუნქციის ტყ ნაზრდი ასე 

გამოისახება: 

ბე=4თ510-“-. 
ტბ» 

აქედან 

ჯ 

მაგრამ 1 §Iი არ არსებობს, ამიტომ /(») ფუნქცია დიფე- 
ქX-0 ტბ» 

ოენცირებადი არაა ჯ=0 წერტილში. 

“დასასრულ შევნიშნოთ, რომ არსებობს ისეთი. უწყვეტი ფუნქ–- 

ციები, რომლებიც არც ერთ წერტილში დიფერენცირებადი · არ 
არიან, ასეთი ფუნქციის მაგალითს განვიხილავთ მეორე ტომში. 

კითხვები 

· რას ეწოდება წირის მხები მოცემულ წერტილში? 

. რას ეწოდება ფუნქციის წარმოებული? 

„ რა გეომეტრიული მნიშვნელობა აქვს ფუნქციის წარმოებულს? 
.· რა მექანიკური მნიშვნელობა აქვს ფუნქციის წარმოებულს? 

5. რას უდრის მუღდმივისს წარმოებული? არგუმენტის წარმოე- 

ბული? 
ნ. რას ნიშნავს ფუნქცია წარმოებადია? ფუნქცია დიფერენცი- 

რებადია? 

=>
 

ან
 

ჯ
 
=
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7. რას ეწოდება ფუნქციის დიფერენციალი? 

8. როგორ გამოისახება ფუნქციის დიფერენციალი? 

9. რა გეომეტრიული მნიშვნელობა აქვს ფუ5ქციის დიფერენ- 
ციალს? 

სა ვა რ ჯი ფო 

I. იპოვეთ ყ=-- ფუნქციის წარმოებული. 

, 1 
საასუხი:, ყ ==: ა 

2. მოძებნეთ ყ=>2:: პარაბოლის მხების კუთხური კოეფიციენ- 

ტი, თუ შეხების წერტილია (1.2). 
პასუხი: X#= 4. 

ვ. წერტილის მოძრაობის განტოლებაა ჯ= 2/“-1-I I. იპოვეთ 

წერტილის სიჩქარე ჯ=2 მომენტისათვის. 

პასუხი: 6. · 

4. მოცემულია ფუნქცია V= | დ | . 'დაამტკიცეთ, რომ ეს ფუნქ- 
ცია «=0 წერტილში წარმოებადი არ არის. 

§ 1). შარმოებულისა ღა დიფერენციალის უმარტიმესი თვისებები 

თეორემა 5. თუ (2) ფუნქცია წარმოებადია »;» წეთრ- 
ტილში, მაშინ ყ= 4/(ჯ) ფუნქციაც, სადღაც -4 მუდღმი- 

ვია, წარმოებაღის და მართებულია ტოლობა 

L44 /(=)1) = 4 / (თ). (11.1) 

ე. ი. მუდმივი მამრავლი შეგვიძლია გავიტანოთ წარ- 

მოებულის ნიშნის გარეთ. 

დამტკიცება. მივცეთ «-ს ნაზრდი #4, მაშინ ყ-იც მიიღებს 

ტყ ნაზრდს, ამიტომ გვექნება . 

ბყ=4/(2+ბ) –– #/(9)= #L/(C+ბი) –– /(2)|. 
აქედან ვღებულობთ 

აყ _ 4 #(7+ ი.) – 7(3). 
აჯ ' ტ? 
  

თუ ამ ტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როდესაც #ტ7->0, მივიღებთ 

ქ11.1) ტოლობას. · 

თეორემა 6. თუ #= /(2) ღა ყ=ყ() დიფერენცირებადი 
ფუნქციებია გ წერტილში, მაშინ «+» ფუნქციაც დი-
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ფერენცირებადია იმავე წერტილში და მართებე- 

ლია ტოლობა | 

I (%+თ) =% +V%”, (11.2) 

ე. 0. ჯამის წარმოებული წარმოებულთა ჯამის ტო- 

ლია. ! 
დამტკიცება. ვთქვათ, ყჯ=V+ფ. თუ დ მიიღებს ტ» ნაზრდს, 

მაშინ –V, – და #V მიიღებენ შესაბამისად #4V, #ტს და ტყ ნაზრდებს, 

რის გამო გვექნება 

ყ+-#4ყ=(%+#ყV)-L (9 +ტს). 
აქედან 

აყ=#406%+ რჯ. 

შა შასადამე, 

ბყ _ ტი, ტა (11.3) 
ტბ» ბ: #ჩ2 · 

მოცემულობის თანახმად არსებობს სასრული ზღვრები IIთ წი 
ქ+--0 

და II ტი“ ამიტომ იარსებებს წია ტყ. ე- ი. #V ფუნქცია წარ- 
4X-–50 რტ». 0 427 

პოებადია დ წერტილში. ახლა თუ (11.31 ტოლობაში გადავალთ 

ზღვარზე, როდესაც ტდ» -> 0, მივიღებთ (11.2) ტოლობას. თეორემი 

დამტკიცებულია. 
(11.2) ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ დ» არგუმენტის 

·რ:· დიფერენციალზე, გვექნება 

_ (4++§%)ძთ=V%V ძ»ჯ-+-Vსძე.. 

აქედან 
ძ(M--ზ)=–ძV+ძა, (11.4) 

ე.ი. ჯამის დიფერენციალი დიფერენციაღთა ჯამის 

ტოლია. 
(11.2) და (11.4) ფორმულები ი მართებულია შესაკრებთა ნების– 

მიერი რიცხვის შემთხვევაშიც. 

§ 19, ფუნკციათა ნამრავლის წარმოებული და დიფერენციალი 

„ თეორემა 7. თუ «= /(2) და –=ე() ფუნქციები დიფე- 
რენცირებადია დ წერტილში, მაშინ «ცს ნამრავლიც 
დიფერენცირებაღია იმავე წერტილში და მართე- 
ბულია ტოლობა
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(ის) =%”M+V” V, (12.1) 

ე. ი ორი ფუნქციის ნამრავლის წარმოებული უდ- 

რის პირველი ფუნქციის წარმოებულს გამრავლე- 

ბულს მეორე ფუნქციაზე, პლუს მეორე ფუნქციის 

წარმოებული გამრავლებული პირველ ფენქციაზე. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა #=ყს. ეთქვათ, ##, ტს 

და ტყ არიან ყ, დ და V ფუნქციების ნაზრდები, რომლებიც შეე- 

საბამება >» არგუპენტის #ტჯ» ნაზრდს. გვექნება 

ყ-+ბყ=(ს+#4ტბ.)დ+-ტთ=ყს+ბ" .ს+4რი .V+-#ჩM% . 4“). 

აქედან ! 
ტყ=ტ% . ყ+ტს . «+ ტს · ტა», 

საიდანაც | 

_ –წ · 

ბა: რტ: რტ». · ტბ» 

მაგრამ III #9 =0. მაშასადამე, 
4-0 

ბყ _ ყ=1თი “== წს+V V. 
-4X-–-0 ბთ 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ახლა (12.1) ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ » არგუ– 

მენტის ძ> დღიფერენციალზე, მივიღებთ 

(«0) ძ>=-V”ძთ · ი+ სძ; . «. 
აქედან 

ძ(ის)=ჯზძთ%--Vძა, (12.2) 

ე. ი. ორი ფუნქციის ნამრავლის დიფერენციალი 

უდრის პირველი ფუნქციის დიფერენციალის ნამ- 
რავლს მეორე ფუნქციაზე პლუს მეორე ფუნქციის 
დიფერენციალის ნაზრავლი პირველ ფუნქციაზე. 

სამი დიფერენცირებადი ფუნქციის ნამრავლის შემთხვევაში 

გვაქვს ' , , , M /, , 

(Mიაე)” ==I(V9) « 101 = (#9) % -L- («2)10” = (M ი -L ი %M0-L+%0 «წ, 

ანუ 
(9216) = « 90 -+ #0” ზი + #98”. 

საზოგადოდ, # დიფერენცირებადი 4პევ %2ა "." ია ფუნქციისათვის 

გვექნება -
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(M%(:%ე ».» შა I) == %,%%M3 «>> ზი 1 -L MIM2Mვ ·. Mი კწი+· -.·.+ 

–+V%)M2%ვ ·-· ი -) გ. (12.3) 

კერძოდ, თუ 

%1-=%ა= .·.. =%=Vდ, · 

გვექნება : 
#1==%7 => ... =შ9ე = 1 

და (11.3) ფორმულა მიიღებს სახეს 

(თ“” =ეი მხები 13... ებ! 

_ თ-ჯერ 
  

ახუ 

(დ?) – თ”), (12.4) 
L 

§ 13. წილადის წარმოებული და დიფერენციალი 

თეორემა 8. თუ V=V(>,) და »=ყV(2) ფუნქციები დიფე 

რენცირებადია თწერტილში და V(»)#9, მაშინ -- 

წილადიც დიფერენცირებადია თ წერტილში და ი მარ- 
თებულია ტოლობა 

(+) – Vთ- IC , (13.1) 
I „–“ 

ი. წილაღის წარმოებული უდრის მრიცხველის 
წარმოებულის ნამრავლს მნიშვნელზე მინუს მნიშ- 
გნელის წარმოებულის ნამრავლი მრიცხველზე და 
ეს სხვაობა გაყოფილი მნიშენელის კვადრატზე. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშენა ყ=-“. რადგანაც V(2) 
(4 

უწყვეტი ფუნქციაა და 9(თ)#0, ამიტომ ჯ არგუმენტს შეგვიძლია 

მივცეთ იმდენად მცირე #» ნახრდი, რომ შესრულდეს პირობა 
ს. ტყე60. ამრიგად, 

აქედან 

%9+#4ტ" _%ი ბი ზ -ტუ-« 

ს+ტის XX (ი+ ბს) 
  

საიდანაც 

ზ
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ბთ. (ი+ტბა)ს 

ღა თუ გადავალთ ზღვარზე, როდესაც 49 -> 0, მივიღებთ 

„/= სთ MM - 5%--95%, 
! 4-0 ბთ გ“ 

ე. 9. მართებულია (13.1) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 
· , · 

მაგალითი. ვიპოვოთ ყ=“ ფუნქციის წარმოებული, 
,ჯ- 

ამოხსნა. (13.1) ფორმულის მიხედვით _ 

,_ (დ2+1)(თ2-–1)–(დ––1)(დ21+1)_ _ 2>2(2-–1)-(2-+1)_ _. 

(დ––1)? (თ––1)1 
  

უზ 2ჯ-1 
ლ=-უ–ს (>#71). 

! («–– 1) 7 
ახლა (13.1) ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ არგუმენ– 

ტის ძ>» დიფერენციალზე, გვექნება 
ი( «შნ - 42 , (13.2) 

წ ც? 

ე. ი წილადის დიფერენციალი უდრის მრიცხველის 
დიფერენციალის ნამრავლს მნიშვნელზე მინუს 

მნიშვნელის დიფერენციალის ნამრავლი მრიცხ- 

ველზე და ეს სხვაობა გაყოფილი მნიშვნელის კვად- 
რატზე. 

§. 14. ტრიგგონომეტრიული ფუნქციების წარმოებულები 

1. ვიპოეოთ #=31ი 2 ფუნქციის წარმოებული. ყოველი ჟ-თვის 

გვაქეს 
.. .. ბდ V . #ტთ 

#ტV=810 (<+ 42) –– 8310 <=2 005 («+ 5 ეტი ყოს 

აქედან – 
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რადგანაც ! 

. ტე 
' ბ» მ1ნ –––. 

IIი 203 (2 +- <5” )=თა«, 110 –-----=L. 
4+-+9 2 ყი #2. 

2 

ამიტომ 

III 84 _ აივ 9 
#9 #4» 

ე. 9. ყოველი #-თვის 

(810 დ)” =008 დ. (14.1) 

„ასევე 
ძ(ვ10 თ)= 0082 ძ». · (14.2) 

2. ვიპოვოთ ყ=008 > ფუნქციის წარმოებული. ამ ფუნქციის 

აყ ნაზრდი ასე გამოისახება 

| ტ 
რყ= 6058(7+#427) –– 6098 >= –– 2510 (> + “ათ „42. 

  

2 

აქედან. 

ტყ 74 ბ» 910 –> 

ბა. > _ ვი 2 ტი 

' 2 

თუ ზღვარზე გადავალთ, როდესაც #» ->0,; გვექნება 

11.0 MM - – 310, 
ქX-0 ბდ.” 

ე. 9. ყოველი ჯ-თვის | 

(009 ჯ)/= –– 310 დ. (14.3) 

ასევე 
ძ (009 2)= –– 510 -ძ2. (14.4) 

3. ვიპოვოთ ყ=Lწყ >» ფუნქციის წარმოებული. გვაქვს: 

_ 90“ 
_ ლ08თ.. 

აქ. იგულისხმება, რომ თ#%--4+M (#=0,+1,<+2,..).. წილადის 
წარმოებულის წესის თანახმად | 

რ
თ
.
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,_ (3IV ჟ) 608 თ –– (008 ჯ)”51ი 2; _ 008“ჯ-L 5107» _ _1 

0081» 00982» 0089» 
" ამრიგად, | 

1 
LC ”= · 14.5 (სდ თ) ული (14.5) 

აქედან 
ძა ძ(ს >)= –“- (14.6) 

- 0082» 

4. მოვძებნოთ #5==0ს9 > ფუნქციის წარმოებული. გვაქვს: 

  

კ= 5992 (242, X=0,+1, –+-2,...). 

  

  

  

810 ჯ 

” = (598 თ)” 310 დ –– (810 2: 608 _ –- 9105» –– 00892 ___ _ 1 _ 
91027 810-2 9510“ თ 

ა. ი 

, 1 
(იხფ 2) = –– –>–. (14.7) 

! : 8107ე: 

აქედან 

| ძ (იხ>)= – 22 · (14.8) 
§1უ22 

წ 
§ 16. რთული ფუნქციის წარმოებული 

თეორემა 9. ვთქვათ, Vყ= /(V), სადაც #=ყქ(2). თუ არგუ- 
მენტის რაიმე » მნიშვნელობისათვის #=ყ(2) ფუნკ- 

ცია დიფერენცირებადია, ხოლო ჯ-ს სათანადო მნწიშ- 

გვნელობისათვის ყ=”() ფუნქციაც დიფერენცირება- 
დია, მაშინ რთული V=/I0(თ)) ფუნქციის წარმოებუ- 

ლი არსებობს და მართებულია ტოლობა 

9V 9 .ძ«, (15.1) 
ი» ძა ძთძ> 

ე. ი. რთული ფუნქციის წარმოებული უდრის მოცე- 

მული ფუნქციის წარმოებულს დამხმარე ცვლადით, 

გამრავლებულს დამხმარე ცვლაღის წარმოებულსე 

დამოუკიდებელი ცელადით.,
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დამტკიცება. რადგანაც ყ= (CV) ფუნქცია დიფერენცირე- 
ბადია. ამიტომ 

ბყ=/ (ს) ტბV+Cთ4ს, (15.2) 

სადაც თ უსასრულოდ მცირეა, როდესაც ბთ –>0, 

ახლა «-ს მივცეთ #42 ნაზრდი, მაშინ ყ მიიღებს #ც ნაზრდს და, 

მაშასადამე; ყ მიიღებს ტჭყ ნაზრდს. ყ(.:) ფუნქციის უწყვეტობის 
გაო #9ი->0, როდესაც #ტ»->0, ამასთანავე #ყ ნაზრდმა. თავისი 
ცვლილებისას შეიძლება ნულის მნიშვნელობაც მიიღოს. ამ შემ–- 

თხვევაში (15.2) ტოლობით მოცემული თ განსაზღვრული არ არის. 
ვიგულისხმოთ თ ნულის ტოლად, როდესაც იბVს=0. მაშინ (15.2) 
ტოლობას ადგილი აქვს, როცა #«=0. 

თუ გავყოფთ (15.2) ტოლობის ორძვე ნაწილს ტჯ-ზე, გვექნება 

ტყ ,, ს ტყ ტყ 
200=5- _ ირ ––-. : # ფი : 

მაგრამ, როდესაც #ტ., + 0, მაშინ =“ -> 9(თ) ღა თ->0 ამიტომ 

უკანასკნელ ტოლობაში ზღვარზე გადასვლით მტკიცდება, რომ 
არსებობს მარცხენა ნაწილის ზღვარი. მაშასადამე, მართებულია 

(15.1) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

დასასრულ შევნიშნოთ, რომ (15.1) ფორმულა შეიძლება გა- 

გავრცელოთ იმ შემთხვევაზეც,; როდესაც ფუნქცია წარმოდგენილია 
არა ორი, არამედ რამდენიმე ფუნქციის ერთობლიობის საშუალე- 
ბით. მაგალითად, თუ 

>“ ყVყ= /(M), #=დ(9), ს=წ(თ), 

მაშინ“ – 

9ძ წყ 0 ძე. . (15.3ა) 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ ყ= (იმ; ფუნქციის წარმოებული. 
ამოხსნა. ყ არის -; არგუმენტის რთული ფუნქცია და იგი 

არაცხადი სახით ასე წარმოგვიდგება: 

ყ=”"ა #«#=Lწ. 

რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის მიხედვით 

მ# _ მყ  ძ« 
ძთ ძყ ძჯ» 

მაგრამ
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ძყ _ ვ», ძM – 1 

ძM ით ილია?» 
მაშასადამე, 

მ9ყ.ვი 1. 2627 · 
ძ2 ილია? ლია“ 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ ყVყ=00§%1 +.) ფუნქციის წარმოე- 

ბული. 

ამოხსნა. არაცხადი სახით ეს ფუნქცია ასე წარმოგვიდგება: 

პყ=+ #«=008, #»=1-L2741. 

ოთული ფუნქციის გაწარმოების წესის თანახმად 

მყ _ძყ ძი ძია 
ძო ძი ძის ძი. 

მაგრამ 

9V _ვ,», «+  _ ყიდ; ძი „უჯ 
ძV ძა ჯ 

მაშასადამე, 

21 _ვ · (––91ი წ) . 4ე%= ––-12ლ008%1-I- 4) 510 (1 +-დშ)დ?. 

შენიშვნა. წარმოებულების გამოთვლაში ძირითადი როლი 
მიეკუთვნება რთული ფუნქციის გაწარმოების წესს, რთული ფეუნქ- 
ციის გ.-საწარმოებლად შემოგვაქვს დამხმარე სვლადები. მაგა- 
ლითად, _ 

ყ=V/ Lწ5თ. (15.4) 
რთული ფუნქცია ჯ და ს დამსძარე ცვლადების საშუალებით ასე 

· წარმოვადგინოთ: 
1 

ყ=V", #=ხის, »=52, 

რაც საშუალებას გვაძლევს გამოვიყენოთ რთული ფუნქციის გაწარ- 
მოების (15.3) ფორმულა. , | 

სტუდენტმა უნდა მიაღწიოს ამ წესის გამოყენების სრუ= გაგე- 

ბას, ამის შემდეგ დამხმარე ც1ლადების შემოღება საჭირო აო არის 

და ამ ცელადების შემოუღებლად უნდა შევძლოთ ფუნქციის წარ- 

მოებული» მოძებნა. ,
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ახლა (15.4) ფუნქცია ასე გავაწარმოოთ: 
1 1” 1 

მV _ ( «5 2)+) = “CV 5თ)+“ ბ „((=5ფ)7/= 
ძ» 2 

1 5 
= =:2== "თ. - (57 ”= –– 

2M/ 55 00575, 2M V-X (0575თ 

§ 10. რთული ფუნკციის დიფერენციალი. დიფერენციალის ფორმის 

ინვარიანტობა 

    

თუ ყ= /(2) ფუნქცია დიფერენცირებადია ჯ წერტილში, მაშინ 

ძყ= / (X) ძთ- - · (16.1) 

ამ ფორმულის გამოყვანისას ნაგულისხმევი იყო, რომ დ დამოუკი-. 

დებელი ცვლადია. 
ახლა, ვთქვათ, დ თვითონ ჯ ცვლადის დიფერენცირებადი ფუნქციაა 

ჯ=დ(1), 

მაშინ ყ წარმოადგენს ( ცვლადის რთულ ფუნქციას. ისმის კითხვა: 
გამოისახება თუ არა რთული ფუნქციის ძყ/ დიფერენციალი იმავე 
(16.1) ფორმულით? რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის თა–- 
ჩახმად 

9V 
ძ 

ამ ტოლობის ორივე ნაწილი გავამოავლოთ ძ!-ზე, მივიღებთ 

” ძ9ყ= # (2) 02. (16.2) 

მა. წა გარეგნულად იგივე (16.1) ფორმულაა. რომელიც უკვე 
ონდა, : 

ბჰ ამრიგად, ფუნქციის დიფერენციალის ფორმა უცევ- 

ლელი რჩება იმ შემთხვევაშიც, როდესაც « წარ- 

მოადგენს რაიმე ( ცვლადის ფენქციას. 
ამ თვისებასს ეწოდება ფუნქციის დიფერენციალის 

ფორმის ინვარიანტობა. 
შევნიშნოთ, რომ (16.)) და (16.2) ფორმულებჰი ძჯ» სხვადა- 

სხვაა. პირველში ძჯ იგივეა, რაც #9, მეორეში კი ძ;=დ”(()VL. 

„აემ» 
=#CX · 

§ 17. ლოგარით8ული ფუნქციის წარმოებული 

განეიხილოთ #=10 ჯ ფუნქცია. იგი განსაზღვრულია 1, + CL 
შუალედში. დ არგუმენტს მივცეთ #ტჯ ნაზრღი; მაშინ ყ ფუნქცია 
მიიღებს ნაზრდს
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ბVყ=1ი(2:+ 437) -–-I08 -=10 –––––––_ 514 =1იხ .(! +452 

აქედან 

მაგრამ 

ა» რტ. 
ს(1 11 -2?8 _, 5+L · 

ჯ»# 

თუ გამოვიყენებთ თეორემას ეკვივალენტურ უსასრულოდ მცირეთა 
შესახებ, გვექნება 

1 სთ % = 1. (+ ' ათ )= –, 
.ქ1I-0 4ტ4X--09 «% 

00 2” =--. (17.1) 

ესა ლოგარითმული ფუნქციის წარმოებეუ 
ახლა ადვილია 1თე» ფუუქციის გაწარმოება (> 0, 27). 

მართლაც, რადგანაც 

  

  

195 > 
1ყაჯ= ,' 

10 თ 

აპიტომ 

(1ფე2)” = (17.2) 

თჰიი 

თუ (17.1) და (17.2 ტოლობების ორივე ნაწილს გავამრავლებთ 

· ძთ-ზე, გვექნება 
ძით=%ი, “I,,.=.%ი  . | 

% დჯ)ი თ 

„ მაგალითი 1, ვიპოვოთ ყ -=10(თ–? +ხ»+ი ფუნქციის წარ- 

მოებული. 

ამოხსნა. გვაქვს 

ძყ/_ _ 1. 2 (ი>ზ-++ნდ-L+6) = _ 209216, 
ძი თუბ--ხ2+6 ძთ ძ2?1-+ხ»X+-% 

  მაგალითი 2. ვიპოვოთ ყ=1ი-> 112 %“ ფუნქციის დიფერენცია- 

ლი. სადაც |თ|<> 1,
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ა მოხსნა. გვაქვს 

ძყ=ძ10 (1––- დ) –-– ძ1ი(1-+->)=– ძჯ _ ძ2» _ 2 ,ძ» · 

1-2 12 ე232-1. 
  

მაგალითი 3. ვიპოვოთ 19 || ფუნქციის. დიფერენციალი. 

ამოხსნა. თუ დ>2>0, მაშინ |თ>|=2 და, მაშასადამე, 
15 | თ|I=197 თ, ამიტომ, როცა ჯ>>0, გვაქეს 

პ1IიI2|=-%”. 

თუ დ <0, მამინ | ჯ|= –– > და, მაშასადამე, 

ძჰი||=01ი(-გ)=-+--9)- 92 · 
–ჟ” I) 

ამრიგად, ჯ-ის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის, რომელიც განსხვა- 

ვებულია ნულისაგან, გვექნება 

'ძ10Iდ1)=%”, (17.3) 

მაგალითი 4. (. ვიპოვოთ V=1I) CL >» ფუნქციის წარმოებული. 
ამოხსნა. გვაქეს 

ძყ/ _ (იხთთ” _ _1 / _1 "%_ 1 7 92 

ძ2 ისთ > აითი 80% 0052 5810 ჯ 810 2:; 
  

  

§ 18. ლოგარითმული წარმოებული” 

თეორემა 10. თუ «=/(2) ფუნქცია დიფერენცირება- 
დია რაიმე დ წერტილშიდა ამავე წერტილში /#(+)>9, 
მაშინ Vყ=106 /(2) ფუნქციაც დიფერენცირებადია ;, 
წერტილში და მართებულია ტოლოზბზა. · 

#”თ. 
L )| ლ––-“ 18.1 V /(2)I 72) ( ), 

დამტკიცება. რადგანაც V=10V, ამიტომ რთული ფუნქციის 
გაწარმოების წე"ის თანახმად 

„9V _მყ ძი %V _ /(თ) 

'ძთ მს ძი 4" #2) ” 

ე. ი. მართებულია (18.1) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია.
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წო ფარდობას ეწოდება #(ჯ») ფუნქციის ლოგარითმული. 

წარმოებული. 

მაგალითი 1, მოცემულია ფუნქცია 

(ჯ--2)ზ = “ი?  (>2), (18.2) 
წ (+1)%2--3)1) 

1 ვიპოვოთ ამ ფუნქციის წარმოებული. 

ამოხსნა, როღესაც ჯ»>2, მაშინ ყ ფუნქციის მრიცხველი და 
მნიშვნელი დადებითია, ამიტომ შეიძლება (18.20ე ტოლობის გა- 

ლოგარითმება. გვაქვს 

Iი ყ/=3 10(>--2)–--210 (>+1) –– 1010(«+3). (18.3) 

(18.3) ტოლობის გაწარმოება გვაძლევს 

V _ 3 _. 2 10 

ყ ვ-2 2+1 თ+3 

· -X ვ 2. ” 10 
, წ. 2 „+ 3) 

თუ V-ის ნაცვლად ჩავსვამთ მის გამოსახულებას, მივიღებთ 

,_(ფ–2)“--935-L20+„-L 41) | 

(თ+L1)31 (დ+3)'! 

თუ «<2, მაშინ (18.3) ფორმულა აზრს კარგავს, ვინაიდან 
V- -ის მნიშენელობა5ი არადადებითია, მაგრამ (18.4) ფორმულა ძა- 
ლაში რჩება, როდესაც 2=#-–1 და დჯე6–--3. ამისათვის საკმარისია 

(18.2) ფორპულა შევცვალოთ ფორმულით 

(ჯ+-- 2" 
(«+ 1)X2+3ე)9 

  

აქედან 
  

(18.4)   

  IM#I = 

აქედან 
ს)ი|/.=C318 |«– 21––<210|თ+ 1|--1010I2+3I. 

(18.3) ფორმულის თანახმად ამ ტოლობის გაწარმოება გვაძლევს. 

V _ _ 3 2 _ 10.” 

”V 2-2 +) »თ+63 ' 

აქედან მიიღება (18.4) ფორმულა. 
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§ 19. მაჩვენებლიანი ღა სარისსოვანი ფუნქციების წარმოებული 

განვიხილოთ მაჩვენებლიანი ფუნქცია 

ჯ=ი (თ>90, 6#1). 

ეს ფუნქცია უწყვეტია ჯ-ის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის. ვი- 
პოვოთ ამ ფუნქციის წარმოებული რაიმე ჯ წერტილში. ამისათვის 
2 მნიშვნელობას მივცეთ. რუ ნაზრდი, მაშინ ყ-იც მიიღებს #ყ 

ნაზრდს: · 

აქედან | 
გ 4 _ ა | 
3-=თ « = (19.1) 

როგორც ვიცით 

სი + –1 - 
“ 4X-0 “ #ტ>» 1L« 

ახლა (19.1) ტოლობაში გადავიდეთ ზღვარზე, როდესაც ტი –>0, 
მივიღებთ 

99 _ ი”19ი- ძი, 
ძ» · 

ე. 9. , 
(ი5/=051ი0ც. (19.2) 

კერშოდ, თუ 4=4, მაშინ (19.2) ფორმულა მიიღებს სახეს 

(65)/=65, (19.3) 

ე. ი. + ფუნქციის წარმოებული უდრის თვით ამ ფუნქციას. 
ახლა განვიხილოთ #=ჯ% ფუნქცია, სადაც თ ნებისმიერი ნამდ- 

ვილი რიცხვია. ამ ფუნქციას ეწოდება ზოგადი ხარისხოვანი ფუნქ- 
ცია. როგორც ვიცით, როდესაც თ მთელი | დადებითი რიცხვია, 
მაშინ 

(უთ) =თCთ ე“ 1, (19.4) 

ქვემოთ დავამტკიცებთ, რომ (18.4) ფორმულა მართებულია ნების- 
მიერი ნამდვილი თ-თვის. 

ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ >>>-0; მაშინ ყ=2:4 ფუნქცია შეგციძ- 
ლია ასე წარმოვიდგინოთ 

ყ= ჯი», 
·(19.3) ფორმულისა და რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის თა= 
ნახმად გეექნება 

19 ვლ. პელიძე, ე. წითლანაძე 

«
ძ
რ
ა
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ძV _ იი». /= --%. მი», –. ა თ კუ # (თ19 2) 2 წ. 2 იV 2 2. 

აქედან მიიღება (19.4) ფორმულა. 
ახლა, ვთქვათ, «<0, მაშინ „ი საზოგადოდ განსაზღვრული 

არაა ყველა თ-სათვის, მაგრამ ყეელა იმ თ-სათვის, რომელთათვის 
ჯრ განსახღვრულია ჯ-ის უარყოფითი მნიშვნელობებისათვის, მარ– 
თებულია იგივეობა 

ი „,თდ%=(–--დ)” ( –– 1)4 
და, მაშასადამე, ფეგეიძლია, გამოვიყენოთ (99. რ) ფორმულა, რის 

საფუძველზე გვექნება 
“ფ5,=(--1)%(-2)%-+(--1) = (–-1)%(--1)#-#(- გენ = თ გა-), 
ე. ი. (19.4) ფორმულა მართებულია ამ შემთხვევაშიც. 

დასასრულ განვიხილოთ ის ”შემთხვევ,ა როდესაც ჯ=0. თუ 
თ=1, მაშინ > =1 ნებისმიერი ჯ>-სათვის და, მაშასადამე, (19.4) 
ფორმულა ძალაში რჩება, თუ ჩავთვლით 090 ერთის ტოლად. თუკი 

«>1 და ჯ=0, მაშინ 

  

(ტჯ)« 
  =0 

4 
' V'(0)= „ი 

–0 

და, მაშასადამე, (19.4) ფორმულა ; მართებულია ამ უკანასკნელ 
შემთხვევაშიაც. თუ თ<1, მაშინ 09. 4) ფორმულა აზრს კარგავს, 
როდესაც ჯ=0. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ ყ=2 56% ფუნქციის წარმოებული: 

ამოხსნა. (19.2) ფორმულისა და რთული ფუნქციის გაწარ- 
მოების წესის , თანახმად 

9 _ MM , რ (9) = 26%. 202. 2 069- 
ძ» ძთ ' 

1: _Lს>»X_ . ეხი . · =921 3 ვტცმჯ ჩე; =2§M . 2%>» = 2 21-+ხწ >> =2 სთ თ 800ჩი;   

მაგალითი 2. ვიპოვოთ #= (თ თვ ფუნქციის წარმოებული. 

ამოხსნა. მოცემული ფუნქცია წარმოვადგინოთ ასე: 

V=“(6ხწ თ) ა, 

(19.4) ფორმულისა და რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის თა–- 

ნახმად–
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ძი_ 1. ს -% ძი) _ 1. 1 #_ ')- 
2 3 89) 1 თ--> ვ (62) ( 8ჭე?2 

  

  

ა 

V 72 
38102 

6 8380. ხარისსოვან-ნაჩვენებლიანი ფუნძციის წარმოებული 

ხარისხოვან-მაჩვენებლიანი ფუნქცია ეწოდება ყ=ჯხ 

სახის ფუნქციას, სადაც « და ფ არის დ არგუმენტის ფუნქციები. 

თეორემა 11. თუ V(ჯ) და +) დიფერენცირებაღიფენ- 
ქციებია რაიმე შუალედში და ამასთანავე ამ შუა- 
ლედში V(>2)>0,მაშინ აღნიშნულ შუალედშიV=:-IV2))ი) 
ფუნქცია დიფერენცირებადია და მართებულია ტო- 
ლობა 

9V . ა კი-19M , თშეყ, იი. (20.1) 
ძ ძ2 

დამტკიცება. მოცემული ყ ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვად- 
გინოთ ასე: | 

ს I“ · ყ=4ტ 

(19.3) ფორმულისა და რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის თანახმად 

ძ კიიი მ. (ფი V) = თი“ 1 ი L -- ძი V_ 
“(> ძ» ძ2 « ძ0+ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

მას შემდეგ, რაც დამტკიცებულია #=%; ფუნქციის დიფერენ- 
ძირებადობა, საკმარისია ვიპოვოთ ყ ფუნქციის ლოგარითმული 
წარმოებული და სათანადო გამარტივების. შემდეგ მივიღებთ (20.1) 
ფორმულას. 

მაგალითი, ვიპოვოთ ყV=(Iდ2) 810 X ფუნქციის წარმოებული 
იმ « წერტილებში, სადაც (LC >- >> 0. 

_ ამოხსნა. მოცემული ტოლობის გალოგარითმების მედეგად 
“მივიღებთ ' 

L10იყ=:819 თI0 (დ თ. 

გავაწარმოოთ ტოლობის ორივე ნაწილი, გვექნება 

ს
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V _ – (Lე: _ . 
წ =008ჯ · 10 სთ >--510 ჯ. – 82 „= 0038»7."19ი სთ >-L ხი8 2 · 

აქედან ' 

V =(Lდ 2)5სX(იი8 კ · 10 სდ თ-L8602) · 

§ 91. შექცეული ფუნქციის წარმოებული, ფეკცეული ტრიბონომეტრიული 

' ფუნქციების წარმოებულები 

თეორემა 19. გთქვათ, (თ, ხხ) სეგმენტზე არსებითად 

ზრდადი და უწყვეტი ყ=/(,) ფუნქცია წარმოებადია 
სეგმენტის შიგა ჯე წერტილში. თუ' ჯ2=C(ყ) „არის /() 
ფუნქციის შექცეული ფუნქცია, მაშინ იგი წარმოე- 

ბადია შესაბამის % წერტილში და მართებულია 
ტოლობა 

  დ(ყ) =-, (21.1) 
წა : თე) · 

დამტკიცება, თუ #”(«,)=0, "მაშინ (21.1) ფორმულაში უნდა 

ვიგულისხმთთ, რომ დ”(ყე)=<, ხოლო თუ /'(ჯე)= C, მაშინ · 

დ”(ყა)= =0, 

პირობის თანახმად, დ=დ(V)) ფუნქცია ღებულობს ჯა მნიშვნე- 
ლობას ყე წერტილში. ახლა ყ არგუმენტს მივცეთ #Vყ ნაზრდი. 

მაშინ დ ცვლადი მიიღებს სათანადო #ჯ ნაზრდს: 

| #ტ»=Cთ(ყა+ )V)–წ(ყი). 
ადვილი შესამჩნევია, რომ #ტჯ#0, თუ ტყ #0. ამიტომ შეგვიძლია 

დავწეროთ 
–-=1:-=, (21.2) 

რაკი თ=დთ(ყ) ფუნქცია უწყვეტია, ამიტომ ბთ + 0. როდესაც. 
ტყ –> 0. მაშასადამე, | 

11 49 - IC). 
4ყ-.0 ბ. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

„ბპ80)– 1... (21.3). 
წუთ ა» ღთთი 

(21.2) და (21.3) ტოლობიდან გამომდინარეობს
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ტდ _ _ 1 
100) –-–= –. 

4ყ-0ი ბს /" (თა) 

ეს ტოლობა ნიშნავს, რომ დ(/) ფუნქციას აქვს ყე წერტილში დ”(ყა) 

წარმოებული, ამასთანავე მართებული, (21.1) ტოლობა. თეორემა 
დამტკიცებულია. 

1. ვიპოვოთ ყ=8-05310 » ფუნქციის წარმოებული. ეს ფუნქცია 

ჯანსაზღვრულია |--1, 1) შუალედში, ამ ფუნქციის შექცეული 

ფუნქციაა 

  

თ=8)ს9, –“-<Vყ <--. (21.4) 

ვთქვათ, 
' ჯ. 

>%C1I–1, 1, მაშინ #6) -_ , “2 ს 

რის გამო, 008 ყV> 0. მაშასადამე, 

მძ» - 
2 08 = (/ 1 –– §Iი?ყ = L/ 1--ე1, 

(2L:1) ფორმულის. თანახმად 

  

· 

(8X6 810 >)” = LC 1-- >. (21.5) 

თუ ––1<2<1.. : 
ახლა ვთქვათ, ჯ არის ერთ-ერთი საზღვრითი წერტილი, მაგა- 

ლითად ჯ= – 1. მაშინ ჩეენ უნდა განვიხილოთ V=8-08310 > ფუნ- 

ქციის მარჯვენა წარმოებული «= –1 წერტილში. მაშინ 5, +Cთ, 
ჯ 

როდესაც თ2= –- 1. _ 

2. ვიპოვოთ V=87X4ტ 009 «.ფუნქციის წარმოებული, ეს ფუნქცია 
განსაზღვრულია |-––- 1, 1) შუალედში. როგორც ვიცით 

8Xტ 810 >+3X0 608 ჯ» = > · 

მაშასადამე, 

7,6. , ,___ 1 
(8X6-C08 >)” =( 2 მX6 810 წ) 7-2 · (21.6) 

  

3. ვიპოვოთ ყ=8+6ხყ დ ფუნქციის წარმოებული, ეს ფუნქცია 
განსაზღვრულია ნებისმიერი ჯ-სათვის. გვაქეს:
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(21.7) 

. ჯ# ჯ 
=L % · აას აასს, == 4 ჯ7=ს8ყ 2 <Vწ< 2 

აქედან 

1 ი ძ>2 _ =ცც(ე2 =1-+სეზყ=1+2”. 
· ძე ი05% 

ამრიგად 
1 

8X6 სფ თ) =–– (თი (62 =---, 
4. ვიპოვოთ ყ==3>ლლხ- > ფუნქციის წარმოებული. როგორც 

ვიცით 

მX6 ს თ>–- 11066L6 თ =–. 

მაშასადამე, 

' 1 
(3+60L8 >)” = (+ – ეისი 2) =- (1+» (2).ზ) 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ ყ=8ი:606-=- ფუნქციის წარმოებუ– 

ლი (=>C). 
ამოხსნა, გვაქვს: 

_ ლ : 
  იდ 1-6. 

  

  

“=> 
' 2-3 

მაგალითი 2, ვიპოვოთ #=381LCLწ ფუნქციის 
' 

ფერენციალი. 

ამოხსნა. გვაქვს: , 

2-3 2 

, ( 5 ) _ ფ3 10 
  

  

ძV = - 2 3% _ ძა 
1+(“ 3 V 1+(“–“) 4უზ--12ჯ-|-34
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ყდ პირდაპირი და ფექციული პკიპერბოლური ფუნძციების წარმოებული 

1. ვიპოვოთ ცხ > ფუნქციის წარმოებული. გვაქვს: 

ცხ „=(- = –) =0ხ>.   

2, ვიპოვოთ იხ დ ფუნქციის წარმოებული. გვაქვს: 

' რს თ” -| “-+-“--) =858% 2. 

3. ვიპოვოთ სხჯ ფუნქციის წარმოებული. გვაქვს 

  

  

რათ”-( 8ხ თ ) = (ყი დ) ინ2–ვს (სჯ) 

ინ თ იხ?» 

_ “იხპ--ვხბთ _ 1 

ტხ2» ტხ2ჯ 

4. ვიპოვოთ იხხ ჯ ფუნქციის წარმოებული. გვაქვს: 

  

  

(იხხ თ)” -( ხხ ) _ _ დს” ახთ-–ის2(59ს თ” _ _ 

3ხ > 5ხ2>7 

5ხ, –– ისთ _ __ _ 1 

802» 
ვხ2»ჯ 

5. ვიპოვოთ ეჯვხ დ ფუნქციის წარმოებული. როგორც ვიცით, 

ვ-8ს თ=10ი(>+IM/ დ9 + 1). 
ამიტომ მ. 

თ+V 2=+1” _ _ 1... 
თ+ს/ ფშ+1 V >1+1 

6. ვიპოვოთ §»6Cს დ ფუნქციის წარმოებული, როგორც“ ვიცით, 

2L იხ -=–+1ს(ჯ+Iწ/ 22–-1). 

  (8+8ხ ჯ)' = 

  

მაშასადამე. 

(ი-ის დ) =(+1ი (>+|/ 22-11 = + (2+IC 2-1 _ 
თ-+-IM ებ 

· 1 
= “+ 

. 

“MI 2-1 
7. ვიპოვოთ 3L სხ > ფუნქციის წარმოებული. რადგანაც
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3XLხ დ = => 1+%9 (ა <I, 

ამიტომ | 

(§L6ხს ჯ) =-- ნი(1+9) – IX(I-თ/= +/ 1 + 1. )= 
+ თ 1–- დ = 

== 1. 
11-ე 

8. გიპოვოთ §I0სს > ფუნქციის წარმოებული. რადგანაც 

ბაასს თ=-- Iდ5+- (Iდ|I>>1), 

ამიტომ 

1 1 (ა»ა ხხ) = -- (III თდ+1| II 2--1I1=- | –-–– 1“ /= 1 სიI+1| I>-1|I=3(-+-- 
–-1_ 

1– ე? 

§ 38. ზობიერთი ელემენტარული ფუნკციის წარმოებულებისა და 

- დიფერენციალების ცხრილი 

IL. (0CV7I=9, ძ0=0. 

2. (05) =0X1ი თ, ძ(ით”)= 0:19 6 · ძ2. 

ვ. (=)=#6”, ძ(-=-)=6”ძ» 

1 
4 0წყა>, =-Iწას, ძ(16ა2>)= «16 ძა. 

: თ 

- წ. ძი» = –, ძცო გ) =57. 
თ თ 

ძ. (910 >), =0608 თ, ძ(5ი 71=009 >» ძ». 

  

  

7. (C08 თ) =– წ) თ, ძ(ი08>)=–- 81ი დ ძ». 

1 ძ2 

8. (2) _ ცსგბი ძ(% 6)" 

, _ 1 _ => ძ» _ 

9. («2 =-– 8101 ! «(06 2) 81227.
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1 
10. (ყIიმIსთ) =->---, ძ(სX6 310 2) =- 92 _ 

I 1--აპ” IM 1-2 

1. (9:ც0608 7) = >=> ძ(8IC 605 >)=-- _ 92 _ (CI-2 
0 1 . = _ ძ2>» 

12. (8Lი წყ თ) აო, ძ(გLC ხთ >) = 124   

    

1 , 
13. (3”ტ0((ლა) =-–- · ძც =- (გIL60Lლ») 1-2 _ ძ(სX60Lწ დ) 

14. (კს »”=0ხს ე, ძ(§5ს დ)=0ხ 2. 

15. (ახთX=3ხ2, ძ(ის 2)=3ხ ჯ ძ2. 

ძ?» 

იხ?» 
  16. 0Iთ/=-+-, ·ძ(ნსთ)=- 

ახ? > 

ძუ: 
–-. ძ(ისს ჯ)=– 

) ვი?» 
17. (ხს ი) =.–     

ფხმე; 

ძ>» 

I” 22+L V/ თბ1+1 

, 1 ძა 
19. (1 %ს 2) =<2+–->5-ჯ ძ0+0სთ=2-C>C58-+- 

–- იას 2= 

    

  18. (8»X 8ხ >)” = ძ(8X 8ხ >) = 

    
  

20. (81 ხხ თ)” =   
  

ძ2 
  

–ე? 
21. (8Xიჭხ თ=- ძ(8IL6Lხ >) = 

სავარ დმ შო 

იპოვეთ შემდეგი ფუჩქციების წარმოებულები: 

1. /(=)=5ჯ?2-+-6:2-- 1. 2. ე(დ)=7ემ –- ზეზ+.-L5. 

1 1 
3. თ(7)=67ჯ(5;-L5). 4 /(=) =--გ-- + 

„+ => + = ეზ-L ჯ-L2. 

5. ე(თ)=(22 -–- 1). 6. /(()=(3/1 –- 4)ბ.



298 - დავი VI. ფუნქციის წარმოებული და დიფერენციალი 
  

7. #(I(1=1%( 9-1). 8. /(()=5 ი1ი 3/. · 
9. იპოვეთ /#(თ>)=(2თ>+9) ფუნქციის წარმოებული »=- 1 წერ- 

ტილში. 
10. იპოვეთ /(ჯ()=-4 8)0% ფუნქციის წარმოებული #-- –– « წერ-, 

ტილში., 

(1. მოცემულია 9(,)= 0 –– 3ე%-+5ე3?, იპოვეთ ყჟI(20ძკ). 

12. მოცემულია /ფ=--2' – სე. იპოვეთ /#”(2ხ). 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების წარმოებულები: 

1.9 3 

13. I(2)=-ვ-M/ X» + თ--222, L4. “როი. == 2. 

  

    

”>) 

1§. დ(2)=522+-“- –- 10. 16. /(>)=-_ +. 
ვ სიო, სთ. 

7. /(V) =-+ <+I. · 18. ე(>)=(წV/ 3 – IM, 2 MX. 

1 8 : 1 · 
19. = 1 –_ · 20. = 

”თ ( >) «თ (თჯშ+ს»ჯ-LC)” 

21. მოცემულია ფუნქცია /(2)=|/-> , გამოთვალეთ X#M8)- 

22. მოცემულია ფუნქცია ჟ(ფ)=22 -–- 33. გამოთვალეთ 

9(-–-2). 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების წარმოებულები და 
დიფერენციალები: 

93. /(2)=M 1 + I” 14-52. 34. «(0 =იიგბ-- –- ვნებ X-. 
  

1 1 8 

თი-ვი #49-(53X>). 
27. /(21=810%2» + იიპ“2ჯ. 28. ყ(თ>)= -1-8 სებ · 

ჯ დ 35102 –– 2003> 
«= თა% -– 2 ) · 30. ყ= >: .



· 
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ვ3I. მოცემულია–ფუნქცია #0)=I/ 1+910:13ჯ, იპოვეთ 

”(+): 
ვ2. მოცემულია #()= M/ 1 + 810V, ფუნქცია. იპოვეთ 

”. #«- ) ·   

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების წარმოებულები: 

ვვ, ყ=-291+ 1. , ვ4. ყ-ც/ 1+ ! 
ფვზ --1 1-2 

3წ. ყ- =(ჟბ3-L4ფ –- 3)(დ1-– 5>-L1). 
36. 3=(3#-L1)" (ჯ-–– 119. 

3 · 

ვ7. წ§= (M/ #0+1. ვ8. ვ=((--1)ს/ ტ+1 . 

  

  

  

  
  

ვი. ს|-M.<+1. 40. ყ–---2-, 
V , M ე. + 

უ4 

41. გ=-- %X 42. #=თჰ1ი 2» . ლ00% . 

43. ყ= ჟე . 44. ყ=5+9, 

(22-+L1)) 2-თ 

4. ,.კ=>-- 9... 46. ,-" +1 . 
2 M (ცზ-+L,წბ 1 

«2 C08 2 
47. V- ამ. · 48. ყ=(იბ-+ხთ+0თ|/ თ2--) . 

  49. მოცემულია ფუნქცია /#(0) = „ იპოვეთ /"ხ). 
იხ 

(6+#) 
–- --"M 

80. მოცემულია ფუნქცია /(0)= “2. იპოვეთ / (5): 6-2. ვ 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების წარმოებულები: 

  

57+1 
_ 51. ყ=1ი25ე2. წ2. V=Lდ" 5+ · 

10 ა _ წვ. გა%5ი წ4. §=წ/ ი (1-+C0! . 

წწ. ყ=2ლ(-% _  _ 598 <_ §6. ყ= “632 _   

3 8103 1– ეპ 3.
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57. ყ=1ი(თთ-L-ბ). ნ8. ყ=1და(4–-––2). 

წმ. ყ=1»ი V-2-- 60. ყ=1Iი(32პ–– 5თ + 6). 

61. V=1ხ 810 =. 62. #=1ა ძი --- +). 

63. ყ=1ი(M// >+ი + M »). 64. ჯ=1V9(1Iი დ). 

65. =>; )ფეთ. 66. ყ= 2თ+1. 
· 1წ:> 

67. ყ=>"ი =–– 008. 68. ყ= დიის >, 

ბმ. ყ-/ 5 -). 70. ყ=2(1 +4)M/ 1 =2. 
ჩჯ-- 

„1 MM 71. ჯ= დ0%წ6> , 72. –( 1+ –) , 
“V წ თ 

73. « == -510X. 74. #=ჯ6->". 

7წ. თ=2"'. 76. Vყ= , 

1+0“ 
X 

· 

77. ყ=ტ95 იი8--- 78. ყ=2 >" (ი08 >-L810 ჯ)- 

1 
79. ყ=1ი(2 M-L>ი »). 80. ყ=“ +“ 

ს 8- 1. 

81. ყ = გზამ), 82, ყ=(გთ+.  გ--თX)3, 

83. იპოვეთ ყ= =1IX1+ი %) ფუნქციის წარმოებული «=0 წერ– 
ტილში. 

92. 

· V– მიის 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების დიფერენციალების 

V=> 810810 > (თ >-0). 

1) 
  

· V#=87X0681V(3, –– 1). 

  

| 

ჯ-– 

· V= 8იინ-- · 

· I 1+6თ. 1. 
V= 28X6LC “>>> 

8წნ. 

87. 

89. 

81. 

  

ჩ2 
V= 8X0სდ 9 

#V=8L00608 · 
თ-–1 

V=8X06008 '( 1 +) 

=- ლ 2 /
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მგ. ყ=38Xტ81)ი --+ M ი –- 2. 

L) 

84. ჯ=--M/ ი აგ <- 8X6C08 > 
  

4 81ი > 
9წ. ყ=-8ჯისი --–--–-- ' 

, (6 3+5 208 თ 

96. ფყ=> იX08(0 > + / 1 -- 23. ი) 

97 V=8100კ6 (// 1 თა 2) 

  

98. ყ=-- 1 –- 2 -(–- 2) 1 =>” 

99. ყ=8X6C 008(/ 1 –– 22 + L/ 2თ--4ე1 +)თიიზ 32. 

100. V=(8XC 810 >». 29+L   101. #- იძ >> 

102. /= >= ==” ს( 212 + / 210214) #>9 

103. მოცემულია I(>)= = 806 –. _ 10( 26 ენ. –ე . იპოვეთ 

#"(2ძა. 
-85 

104. დ(თ)=4 4ი08 –-. დაამტკიცეთ, რომ დ(0)-Lცჯ”(0)=0-. 

! 8 ' 
10ნ. #(>)= _508 2 დაამტკიცეთ, რომ 

· 1-+8103ჯ · 

(9--/C+ | 
' 4 84. ფუნქციის მიასლოებითი მნიშვნელობის ბგამოთვლა 

ს დიფერენციალის ხაშუალებით 

ვთქვათ, #= #(თ) ფუნქცია განსახღლვრულია დ წერტილის მი- 
დამოში და დიფერენცირებაღდია თ წერტილში. მაშინ, როგორც 
ვიცით, 

ტბყ=ძVყ+ძთ, 
სადღაც თ უმაღლესი რიგის უსასრულოდ მცირეა #» უსასრულოდ 

· მცირესთან შედარებით. მაშასადამე, შეგვიძლია დავწეროთ მიახ- 
ლოებითი ტოლობა
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#(C+ ბთ) => /(2)+ /'(თ)ბთ.. (24.1) 
მაგალითი 1, მოცემულია ფუნქცია /(2)=(1 + თ), სადაც თ 

ნულისა და ერთისაგან განსხვავებული ნამდვილი რიცხვია. ეიპო- 
ვოთ (14 .დ--#2)#2 გამოსახულების მიახლოებითი მნიშვნელობა. 

ამოხსნა. რადგანაც /”'(თ)=თ(1-+ 2)“, ამიტომ (24.1) ფორ- 
მულის თანახმად გვექნება 

(1+თ»+#ტე)==(1-+2ი)2+თ(1+ ჯ)“ ტე, 

კერძოდ, თუ >=0, მაშინ 

(1-–ტთ)/ => 1-+თგბ». 
1 

თუ «= >, გვექნება 

ანუ 

V 1+ 62 =1+ 45”... ს (24.2) 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ მიახლოებით (L/ 1,004. 
ამოხსნა. თუ (24.2) ფორმულაში ეიგულისხმებთ X#=2 და 

სტ» =0,004, გვექნება 

0,004 
V/ 1,004.=M/ 1+0,004 = 1 +--- = 1,902... 

მაგალითი 3, ვიპოვოთ §Iი(=+ტთ) გამოსახულების მიახ- 

ლოებითი მნიშვნელობა. 
ამოხსნა. (24.1) ფორმულის. ძალით” გვაქვს 

810(ჯ-L ტჯ) => §10 «+006 > . ტთ. (24.3) 

კერძოდ, თუ დ=0, მაში5 (24.3) ფორმულა გვაძლევს 

810 ტთ == #2, 

მაგალითი 4. გამოვთვალოთ მიახლოებით 810 319. 

ამოხსნა. თუ (24.3) ფორმულაში ვიგულისხმებთ თდ=-–– 

#ჯ 
== ნება ბ. 150 გვექნე 

· % X 
_ს_ 

8103 19= 610 (309-L 19 = 8Iი (=+ - 25)= ინი” +608”. ი = 

=0,5 +%> 3. 001745 ==0,5151..
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მაგალითი 5. გამოგთვალოთ მიახლოებით §1CLყ 1,1. 

ამოხსნა. #I(:)=8Lის-თდ ფუნქციისათვის გამოვიყენოთ (24.1) 
ფორმულა, სადაც ვიგულისხმოთ ჯ=1, 4>=0,1. გეექნება 

_ 9% 1,1 == 8+6Lდ 1-L(C8ICLC «) „-., · 0,1 = 

0,1 =– 0,785+-0,05=0,835. 

++C3> სილ _ 
მაგალითი 6. გამოვთვალოთ მიახლოებით I9ი 1,2. 

ამოხს ნა. განვიხილოთ ფუნქცია #(თ)=1I9 დ. რადგანაც 

101,2=1»(1+-0,2), ამიტომ დ=1, ტ>=0,2 და (24.1) ფორმულის 
თანახმად გვექნება | 

101,2-ლ– 1 1+(019 2) >-+ · ი2-(1) · 0,2=0,2. 

§ 96. პარამეტრულად მოცეყული ფუნქციის ბგაწარმოება 

ავიღოთ ს ცვლადის ორი ფუნქცია 

თ=ყ9(), V=/0M), (25.1) 

რომლებიც უწყვეტია (თ, ჩ) სეგმენტზე. ვიგულისხმოთაჯრომ ჯ= ყ(I) 
ფუნქციას აქვს შექცეული ფუნქცია ჯ=დ(ე), მაშინ ყ შეგვიძლია 
განვიხილოთ როგორც «ჯ-ის რთული ფუნქცია: 

V= #ICდ(2))- 

ცხადია, ეს რთული ფუნქცია უწყვეტია >» ცვლადის მიმართ. ამრი– 
გად, (25.1) დამოკიდებულებათა მიხედვით, ყ წარმოგვიდგება რო- 
გორც ჯ-ის ფუნქცია # პარამეტრის საშუალებით. ასეთ შემთხვევა– 

ში იტყვიან, რომ გვაქვს ფუნქციის პარამეტრული წარმოდგენა. 

ახლა ისმის კითხვა: როგორ მოვძებნოთ პარამეტრულად მოცე– 

მული ფუნქციის 54. წარმოებული, ისე რომ (25.1) ტოლობებიდან 

არ გამოვრიცხოთ ჯ პარამეტრი? პასუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს 

შემდეგი 
თეორემა 13. თუ არსებობს ჯ- 70) და V=/() ფუნქციე- 

ბის სასრული წარმოებულები.რაიმე შუალედში, 
რომელშიაც ჟ9X() ნიშანს არ იცვლის, მაშინ არსე–
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ბობს სასრული % წარმოებული და მართებულია 
წ» 

ტოლობა 

ძი _ IC) (25.2) 
ძღდღ ყ თურ | 

დამტკიცება. რაკი ყ#'(I)) ნიშანს არ იცვლის მოცემულ შუა- 
ლედმი, ამიტომ ჯ=/(I|) ფუნქცია არსებითად მონოტონურია. 

მაშასადამე, არსებობს ამ ფუნქციის შექცეულა ფუნქცია #=თ(თ) 
და ეს ფუნქცია დიფერენცირებადია. ამრიგად, გვაქვს რთული 

"ფუნქცია ყ= #(დ(2)|. რთული ფუმქციის გაწარმოების წესის თა- 
ნახმად 

ძყი_ძყ ძ, ძი. _V _ /IV) 
ძი თ ძთ ძი 2 /(ი0) 

თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი, ფუნ1ცია მოცემულია პარამეტრული სახით შემ- 

დეგი განტოლებებით: 
ჯ=0((–81ი 1), ყლ=ი(1 –- 608 1). 

მოვძებნოთ ამ ფუნქციის წარმოებული. 

ამოხსნა. (25.2) ფორმულის თანახმად 

. 1 ჯ 
2810 -–- 008 –- 

2 
  

9 V ი919ჯ – 2 აყ 8ნი. 

ძთ » იVთ(1 –– 0084) 2 =%2 2 

სავარჯიშო 

1. დიფერენციალის გამოყენებით მიახლოებით გამოთვალეთ შემ” 

დეგი სიდიდეები: 
LI 

ა) V/ 1,012. პასუხი: 1,004. 

ბ) 107, თუ 102=0,6931 ღა 103=1,0986. პასუხი: 1,9584. 

მოძებნეთ პარამეტრულად შოცემული შემდეგი ფუნქციების 

წარმოებულები:
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2. ფუ=»7003!, ყ=»8618L(. პასუხი: 9V _ _ ათ. 
ჯ 

ვ. უ= 2 ს» ყ= 1. პასუხი: 9V _ _ I 
1-LL -1+#L ძი 

4. =008#-#310), V=3101 –– (0091. პასუხი: ლებ 
2 

  

  

  

გიე99 ( 8109#ჯ 
, ძყ 

5. ჯ= –- -–==ე ==–=––----,. პასუხი: == –- ვ/. 

V“ 0082L ” ს” 0092+ უ უი ხთ 

6 6 008L Cთ83)0# 

–- ს) V= . 
1 +-ხიი3ჯ 1-ხი081 

, 

პასუხი; 2. _ 9=(6+008 1), 
ძთ 0510L.. 

1 | ჩ 
” 

7. დლ=8X0008 –=–-–-–---, ყ=3+030-> „· პასუხი: =1. 

ახ” თ+ხ 
. ·  ,+ხ 

8. თ=(თ-Lხ) ი0091-–– თ 008 –-6 V=(0+ხ)310ჯ–თ 910 22, 

პასუხი: C#- ცლ20+ბ, 

2. 2ი 
, _ ა 20. 

9. უ=30- 2 , V#= (თ ს , 

თL 
ცბჯ? 

– #92 

პასუხი: -#- 19 -- 0 (22+0 
ძ2ჯ 

3–2% 

10. 2=206003L% -– 0092L, #=2510 ( –– 810 2L, 

პასუხი: + = ხ8--/. 
თ 

§ 90. უმაღლესი რიგის წარმოებულები 

ვთქვათ, ყ = /(თ) ფუნქცია დიფერენცირებადია 16. ხ( ინტერვალში, 
მაშინ ყ#'= #Mთ) წარმოებული წარმოადგენს ჯ ცვლადის ფუნქციას, 
რომლის განსაზღვრის არეა Iთ, ხ( ინტერვალი. თუ /”(თ>) წარმოე- 
ბულს აქეს წარმოებული, მაშინ ამ წარმოებულს ეწოდება /(ჯ) ფუნქ- 
ციის მეორე რიგის წარმოებული ან მეორე წარმოებული. V= /(>) 

ფუნქციის მეორე წარმოებული აღინიშნება ყ' ან /”(თ) სიმბოლოთი · 
ანალოგიურად, /” (თ) წარმოებულის წარმოებულს, თუ იგი 

არსებობს, ეწოდება #(თ) ფუნქციის მესამე რიგის წარმოებული ანუ 
მესამე წარმოებული და აღინიშნება ყ” ან /#"/(ჯ) სიმბოლოთი. 

20 ვლ. ჭელიძე, ე, წითლანაძე
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საზოგადოდ, V -= /(0) ფუნქციის „-რი რიგის წარმოებული ეწოდება 

ამ ფუნქციის »-1 რიგის წარმოებულის წარმოებულს და აღინიშ- 
ნება ყო) ან /() სიმბოლოთი, 

ფუნქციის უმაღლესი რიგის წარმოებულები გამოიყენება ბუნე- 

ზისმეტყველების, ტექ?მიკისა და მათემატიკის სხვადასხვა დარგში. 
განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, ღერძზე მოძრაობს რაიმე ნივ- 

თიერი # წერტილი და მისი მოძრაობის განტოლებაა § => /(#). 

როგორც ვიცით, => #IVს) წარმოადგენს ML წერტილის ყ(ჯ) სიჩ- 

ქარეს ჯ მომენტში. მეორე წარმოებული <> # “(), ე. ი. სიჩქა–- 

რის წარმოებული არის სიჩქარის ტელილების სიჩქარე. ამ სიდიდეს 

ეწოდება / წერტილის აჩქარება | მომენტში. “მრიგად, ნივთიერი 
#- წერტილის ჯი აჩქარება არის ჯ მანძილის ძეორე რიგის წარ- 

მოებული ჯ დროით: 

წარ 

ძე. 
უმაღლესი რიგის წარმოებულის მოსაძებნად საჭიროა გამოვიჟფე- 

ნოთ გაწარმოების ჩვეულებრივი ოპერაციები. განვინხილოლთ მ.გა- 

ლითები, 
მაგალითი 1. ავიღოთ ჯ ხარისხის მრავალწევრი 

  10 == 

V ოლესუეე ი · "+ იგიცა დ ”/ი. 

ვიპოვოთ ამ მრავალწევრის უმაღლესი რიგის წარმოებულები. 
გაწარმოების ძირითადი წესების, თანახმად 

წ =ძესე ი 1. L თ)» _. 1),ო“1-+ .. .-+ 20 :LX+ 0.-#” 

= Cე14(1 + 1გ8-8-+ (8 1X –– 2).სრ“ მ 1... 2თა- 2, 

ყი) =:0ე1ა(M% –- 1)(1–– 2)...2.-.1 => თემა! 

უკანასკნელი ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ყო19 == ყ(M+9 == 

=აი..= =0. 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 4#= 2 ხარისხოვანი ფუნქციის ი» რი- 

გის წარმოებული. სადაც თ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. 

თანდათანობით გაწარმოება მოგვცემს 

ყ =Cჯ6“ 1, ყ” =0(C -- 1),2-3 
და ა. ფშ.
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დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი »„»-რი რიგის წარმოებული გა–- 

მოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

ყI0 = თ(თ –– 1)...(თ –- » + 1)ჯ““», (26.1) 

ეთქვათ ეს ფოოპულა მართებულია რაიმე » რიცხვისათვის. (26. 1) 
ტოლობის გაწარმოება მოგვცემს 

ყრ+)) = თ(თ –- 1)...(თ –– #-+ 1Xთ –– »)ფ>–თ+ა, 
მაშასადამე, თუ მართებულია (26.1) ტოლობა, მაშინ იგი მართე–- დაძე, თუ ებულ ტოლ გ 
ბულია აგრეთვე M#+1 რიგის წარმოებულისათვისაც. ეს კი იმას 

ნიშნავს, რომ (26.1) ფორმულა მართებულია წებისმიერი ნატურა–- 

ლური უ რიცხვისათვის. 

შევნიშნავთ, რომ როცა თ= –1, მაშინ განხილულ ფუნქციას 

აქვს ყ=-- სახე და (26.1) ფორმულა მიიღებს სახეს: 

VI) = (+) აღსაშსო–აი , 
ჯ ერ1 

თუკი თ= –5) მაშინ (26.)) ტოლობიდან მივიღებთ 

1 რი (2 –– 1)! 
(0) == –- == =(– 1)” ___ 

, (> CL ) 2ჰგი+3- 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ ყ:-=Iი 2» ფუნქციის „-ური რიგის 

წარმოებული. მარტივი გამოთვლები გვარწმუნებს, რომ 

_ე(4 –– 1): (ი)==(1ს)ლ)=( –-– 117.1. -.“., ყ ის) ( ) 

მაგალითი 4. მოვძებნოთ ყ=ი“> ფუნქციის ი-ური რიგის 

წარმოებული. 

გვაქვს: 

ყ :=C5ი (ს ყ =CMLIII თ)“...., ყი = ი'(1ი ი)". 
კერძოდ, თუ ყ=C”, მაშინ ყI”)=: 0» 

  მაგალითი 5. ეიპოვოთ #= - თუნქციის »-ური რიგის, 

წარმოებული. ეს ფუნქცია წარმოვადგინოთ ასე: 

_ 1 –--1) 

# 20L>-ი თ+-ი/. 
  

  

აქედან
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,_ – 22) 1 _ 1 

' 2თ L(2 –- თ)" CI | 

  

„ 2L 1 1 | 

შემდეგ 
  

”/,.._ 2) 1 _ 1 | 

ე. 2ი(თ-ი" (+ი 
და ა. შ. თუ გავაგრძელებთ ანალოგიურ გამოთვლებს დავრწმუნ- 

დებით, რომ ნებისმიერი ნატურალური ჯ რიცხვისათვის მართებუ- 

ლია შემდეგი ტოლობა: 

I 1 ' 1 
ის=(-–-1V 2” – · 

V ( ) ი) (დ –– ც)”+1 (თ -L ც)”11 | 

მაგალითი 6. ვიპოვოთ ყ=8910 2 ფუნქციის ა-ური რიგის 
წარმოებული. ' 

გვაქვს 

V'=008 ==810 (« + +) ყ'= –- 310 >= 6)ი (5+ 2. +) , 

  

ყ''= – 208 ჯ1=819 (§+1 · + ყლ) =81ი დ =8ჰი («++ >) 

ამის შემდეგ კი ადვილი მისახვედრია, რომ 

ჭი) = 810 («+ +». +) · 

სრულიად ასევე მივიღებთ, რომ თუ V=008 2, მაშინ 

#VI)=- იიბ( >» +) · 

§ ჯ/.. ლაიბნიცის ფორმულა 

ცხადია, ალგებრული ჯამის გაწარმოების წესი უცვლელად გა- 

დაიტანება ნებისმიერი რიგის წარმოებულებზე, მაგრამ საყურად- 

ღებოა ორი ფუნქციის ნამრავლის მიმდევრობითი გაწარმოება. მარ– 

თებულია შემდეგი 
თეორემა 14. თუ რაიმე ჯX შუალედში «=Vლ2)და0=0(ი) 

ფუნქციებს აქვს ყველა რიგის წარმოებული » რი-
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გამდე ჩათვლით, მაშინ ყ=Vყ0 ნამრავლსაც აქეს ჟყვე– 

ლა რიგის წარმოებული » რიგამდე ჩათვლით და 

მართებულია ტოლობა 

( ყი) = ასი + ასი სე'-L თ-ს ყრუ” L...-L 

M(Mს-––-1) ..- (1 ––#+1) 

XI 

დამტკიცება, გავაწწარმოოთ მოცემული ყ=V0 ფუნქცია ორი 
ფუნქციის ნამრავლის გაწარმოების წესის მიხედვით, გვექნება 

  

+ ფო სც ...- ყე (27.1) 

| ყ=V 0-+V"V- 

ამ. გამოსახულების ხელახლა გაწარმოებით მივიღებთ, 

ყწ=V“ ს+2V წს +0“ თ" 

სრულიად ასევე გვექნება ! 
ყ'=V ი+3Vყ ს + 3V 0” -+Vხ””. _ 

აქედან ჩანს, რომ ნებისმიე რი #-სათვის გვექნება 

ყო) = „აე + 4, ეო )-L ქც ყრ“ მ) | ...+ 

+4,ა ყრა + 4, (27.2) 
სადაც ე, 4 4... ,4ი-ს 4, მუდმივები დამოკიდებული არ 

არის V« და სყ ფუნქციების სახეზე. მოვძებნოთ ეს მუდმივები. ამი- 

სათვის ყ« და უ ფუნქციები ასეთი სახით ავიღოთ «=046" და #=06%, 

სადაც თ ნებისბიერი ნამდვილი რიცხვია. მაშინ 

კ) =>, ფ(5)= თშგ“5, 
V= 61+0X, ყI)->(1 -Lთ)ჩე(1+6)+X 

და (27.2) ფორმულა გვაძლევს 

(1-+თ)რე1+9%= 4,ტ.1X L 4,თგი+2X | 4,დბ00%2M-... + თში +)», 
საიდანაც 

(1+-თ/=4ა + 4,C-- 4:C"-+-...-+- 4 რჩ. 

ამ ტოლობიდან გამომდინარეობს, როჰ /#ა:, 4,, 4-ს 4 

არის (1+6) ბინომის გაშლის კოეფიციენტები და, მაშასადამე, 

ადგილი აქვს ტოლობებს
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4:=0,ბზ=), ,,=0,1=», 4=01=52--), „=01=1, 

თეორემა დამტკიცებულია. 

(27.1) ფორმულას ეწოდება ლაიბნიცის ფორმულა. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ V=27351ს ი» ფუნქციის »-ური 
რიგის წარმოებული. 

ამოხსნა. ლაიბნიცის ფორმულაში ავიღოთ #»=91ი იდ და ს =%. 

მაშინ VI)= ცი სი( «++ ) , ი =1, სუ” =ფ =...=ფე00=0, ამიტომ 

(27.1) ფორმულის თანახმად 

ყIს= ცი“ 1 +“ თა( «> + 3) “L #81V (« + თ-%) | · 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ყ =69%§1ი ხნ; ფუნქციის ჯ-ური 

რიგის წარმოებული. | 
ამოხსნა. ლაიბნიცის ფორმულაში ვიგულისხმოთ #=6% და 

უ=3)0 ხ>, მაშინ #0) = ცMტ05,უ) = ხჩ 510 ( სთ»-+ =. 7 

ამიტომ (27.1) ფორმულის გამოჟენებით მივიღებთ 

–1 
ყია=6% (თ-ი-) «" ხზ+L... |. ხ2+( თი -X%-- 

_ #L –– 1)(იო –2) 

3! 
  ი” 3ხ?L... ) თა ს) · 

/ 
მაგალითი 3. მოვძებნოთ #V=: –– ფუნქციის »-ური რი–- 

–_ი 

გის წარმოებული. 
ამოხსნა. მოცემული ფუნქცია წარმოვადგინოთ ასე: 

1 1 
ყი 

1-2; 1-2 

შემოვიღოთ აღნიშვნები:
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მაშინ მარტივი გამოთვლები გვარწმუსებს, რომ 

_(–- 1)7»!_ თო 
, ეთ.= - 

(1-L: ყერო1 (1 –– ეეი11 

ამის შემდეგ (27.1) ფორმულის თანახმად გვექნება 

წელ 1. არ ი” _ ალლა | ” 1 –- ებ 2 | (+ -ეი+1 1 (1 ვეი! 

მაგალითი 4. ვიპოგოთ ყ= 5“ ფუნქციის „-ური რიგის წარ 

2! 
1,'რ) =>   

    

მოებული. 

ამოხსნა, თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

1 
#=->., უ=Iლ0 2, 

გვექნება 1. _. 

(7) =- (1 : ერ = (–-1)” “'(-––1): ! 

ფი! · ვნ 

ლაიბნიცის ფორმულის თანახმად 

ყო. (1) MI (' + 1ე1 – 82 –ი») _ 

ეო 2 3 ” 

მაგალითი §. დავამტკიცოთ, რომ ყ=-მL6(9:: ფუნქციიხათ- 

ვის მართებულია ტოლობა , 
(1<+= ეფი!) L- 2)7)//) -L (ს –– 1)ყი“)=0. 

დაიტკიცე ბა, ვინაიდას V == 118 , ამიტომ. (1-ს ზ)ყ”:< 1. 
· -L ებ 

ჯა იკანასკწელი ტოლობის ორივე ნაწილი მიმდევროაით გავა- 

წურმოვ არ. წოჯებ, ამასთან მარცხენა ააწილხს გაწარმოებისათვის 

  

სიმმიცხს ფორმულა, რომელშიც #”. V და დ:    ვედები, დასამტკიცებელ ტოლობას. 
ბ ქე, შეება თი2IXI ოი0წIL. დიფერენციალები ღა მათი კჰავდიტი 

წატეოებულებთან 

გინვერლრი, #= 0: ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია რაი- 
=% „> წეს იაში ი აყ მფალელდში აქვს ყველა რიგის სასრული 

სდახსც ფე სუები ი რასგანიე ჩათვლით. როგორც ვიცით, 

, 090. I უძ», 
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რომელსაც შემდეგში ვუწოდოთ #=/(თ>) ფუნქციის პირველი 
რიგის დიფერენციალი. პირველი რიგის დიფერენციალი 
დამოკიდებულია ჯ-ზე და ძჯ;-ზე. მაგრამ ძა» არ არის დამოკიდებუ- 

ლი „-ზე. ამიტომ აზრი აქვს #=/(თ) ფუნქციის პირველი რიგის 
დიფერენციალის დიფერენციალს. მას ეწოდება ამ ფუნქციის მეო- 
რე რიგის დიფერენციალი და აღინიშნება ძ?ყ სიმბოლოთი, 
განსაზღვრის თანახმად 

ძ'ყ=ძ(ძყ)=ძL/ (=)რ>)=(L/ (=)ძთძთ= I (თ)ძი?, - (28.1) 

სადაც ძ.?-ით აღნიშნულია (თ2>). 

ამ ტოლობიდან ჩანს, რომ როცა არსებობს მოცემული ფუნქ- 
ციის მეორე რიგის წარმოებული, მაშინ არსებობს აგრეთვე ამ 
ფუნქციის მეორე რიგის დიფერენციალი. ასევე განისაზღვრება და 
გამოითვლება მოცემული ფუნქციის მესამე რიგის დიფერენციალი. 
სახელდობრ, მეორე რიგის დიფერენციალის პირეელი რიგის დი- 
ფერენციალს ეწოდება მესამე რიგის დიფერენციალი და აღინიშნება 
იყ წოლითი თუ გამოვიყენებთ (28.1) ფორმულას, გვექნება: 

იპყ=ძ(ძ“ყ) =ძI/''(>)ძ>»“) = #(ჯჟ)ძ?. 

საზოგადოდ, #-ური რიგის დიფერენციალი არის » –- 1 რიგის 
დიფერენციალის დიფერენციალი და აღინიშნება ძ”V სიმბოლოთი. 

ამასთან ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობას: 

ძ"ყ =ძ(ძი" 1ყ)= /IMXჯ)ქ2”, 

რომელიც მარტივად გამოიყვანება ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით. 
უკანასკნელი ტოლობიდან შვილით. 

(ო) =- #IMთ)= 21. 

მაშასადამე, ფუნქციის ჯ-ური რიგის წარმოებული უდრის ამავე 

ფუნქციის ჯ-ური რიგის დიფერენციალს, გაყოფილს არგუმენტის 
დიფერენციალის ჯ–ურ ხარისხზე. 

§ 950, რთული ფუნქციის უმაღლესი რიჭის დიფერენციალი 

როგორც ვიცით, ფუნქციის პირველი რიგის დიფერენციალს 

აქვს ინვარიანტული სახე, მაგრამ ეს თვისება ძალაში არ რჩება 

უმაღლესი რიგის დიფერენციალებისათვის. მართლაც, ავიღოთ V= 

700 ფუნქცია, სადაც # დამოუკიდებელი ცვლადია. მაშინ 

ძბ/ყ = /' (#%)თM?, (29.1)



§ 30. პარამეტრული სახით მოცემული ფუნქციის უმაღლესი რიგის... 313 
  

ახლა ვთქვათ, რომ დ არის ჯ-ის ფუნქცია: ი=დ(>), მაშინ ძ>8§= 

“(>)ძთ. მოვძებნოთ მოცემული რთული ფუნქციის მეორე რიგის 

დიფერენციალი ჯ« ცვლადით. გვაქვს: 
თ?) = ძL / («)თM)=L / ' (M#)თM)IძC-- / '(%)თბ2V. (29.2) 

აქედან ჩანს, რომ განსახილველ ორ შემთხვევას შორის განსხვავება 
არის. როცა « დამოუკიდებელი ცვლადია, მაშინ გვაქვს (29.1) ტო- 
ლობა, თუკი ს დამოკიდებულია »-ზე, გვექნება (29.2) ტოლობა. 

§ 80. პარამეტრული სასით მოცემული ფუნძციის უმაღლესი რიგის 

წარმოებულები ღა ღდიფერენციალები 

ვთქვათ, » ცვლადის ყ ფუნქცია მოცემულია პარამეტრული 

სახით: “ 

2«=XLI), V#=ყ(CI). 

როგორც ვიცით, გარკვეულ პირობებში 

სადაც > და V!, სიმბოლოებით აღნიშნულია ჯ ღა ყ ფუნქციების 
წარმოებულები L ცვლადით. 

თუ «() და V(I) ფუნქციებს აქვთ საჭირო რიგამდე უმაღლესი 
რიგის წარმოებულები ჯ ცვლადით, მაშინ ყ ფუნქციის უმაღლესი 

რიგის წარმოებულები ; ცვლადით შესაძლოა გამოვსახოთ ( პარა– 

მეტრის საშუალებით. მართლაც, 

928+- 4(#)- 24(#) 1 _ იყ -ყი 1. 
სუ? ძ»;სL თ» ი! LV თ 2 ვდ. "+ 

ჯ 
92 
ძ 

ფთ? /.,, _ წე 9ზყ _ თ ყი" . 
ძე? “დ 

ახლა ეს ტოლომა გავაწარმოოთ ისეე ჯ ცვლადით, გვექნება 

ძპყ _ + ( თს” = ყ'დ” ) _ > ( თ –VყVთ" _1. 

ძლ ძ2 დზ ძ უფ! ძი 

"თ 
საიდანაც
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ძყ _ თ'(თV" ყვ წ) 3» (თყ ეყ) 

ფჯ! დ 

ასეთივე წესით გამოითვლება მეოთხე რიგის წარმოებულა 

და ა. შ. 

  

§ 81. რთული ფუნქციის უმაღლესი რიბის წარმოებულები 

ვთქვათ, მოცემულია რთული ფუნქცია #= /(), #=დ(ე), სა- 
ღაც თი<8<.ხ, C-<V<7909. ვიგულისხმოთ, რომ (ი, ხ) სეგმენტზე 
არსებობს «== ჯ(ე) ფუნქციის სასრული წარმოებულები საჭირო რი- 

გამდე თ ცვლადით, ხოლო (ლ, ძს) სეგმენტზე არსებობს #V= /(V) 

ფუნქციის წარმოებულები საჭირო რიგამდე # ცვლადით. როგორც 

ვიცით, ამ პირობებში ადგილი აქეს შემდეგ ფორმულას: · 

9მყ_ძყ ძ« 
ძთ იძ. ძთ 

გავაწარმოოთ ეს ტოლობა დ ცვლადით და ამასთან გავითვალის- 

წინოთ, რომ > თანამამრავლი თვითონ წარმოადგენს » ცვლადის 
%. 

რთულ ფუნქციას, მიმ მ 

>-C 51 ( 2 თ+4 9. 44, (31.1) 

ძM 

ახლა სვარრმიოი (31.1) ალების ასევ ორივე ააწილი 

ცვლადით, გვექნება 

. 
ძმაი იაპ სთ» ძი ძა ძო» ძი ფე) 

ანალოგიურად დავრწმუნდებით შემდეგი ტოლობის მართებუ- 

“ ლობაში ; 

02ძVყ_ ძყ (<) 16 9V 0« 2 =1C (I) წ 

ძა! ძ» ძა ძთ ძი,” V«: ი?) 

4 1 „49. 9% «+ მყ 9% 
ძთ ძუ ძა უში 

ასევე მივიღებთ რთული ფუნქციის მომდევნო რიგის ფარიისე. 

ბულებს.



§ 32, მეორე რიგის წარმოებულის ერთი ფიზიკური გამოყენება 315 
  

-. § 89. მე–01რე რიბის წარმოებულის ერთი ფიზიკური გამოჭენება ი 

ცნობილია, რომ დედამიწის გრავიტაციის ველში ნივთიერი M 

წერტილი, რომელზეც მხოლოდ სიმძიმის ძალა მოქმედებს (მხედ– 

ქელობაში არ არის მიღებული ჰაერის წინააღმდეგობის ძალა), ისე 
მოძრაობს, რომ მისი ფჟ აჩქარება მუდმივი სიდიდეა და მოგეზულია 
ვერტიკალურად ქვევით. შევადგინოთ IM წერტილის მოძრაობის 

განტოლებები. ამისათვის მოძრაობის დასაწყისში მივიღოთ, რომ 

დრო Lჯ=0, ხოლო საწყისი ში სიჩქარის მოდული შე--ით აღვნიშ– 

ნოთ, I წერტილის საწყის მდებარეობაში ავიღოთ მართკუთხა 

კოორდინატთა სისტემის 0 სათავე, 0; ღერძი გავავლოთ დედა– 
მიწის ჰორიზონტის გასწვრივ, 07 ღერძი მივმართოთ ქვევიდან 

ზევით ისე, რომ »0#/ სიბრტყემ გაიაროს ლ ვექტორზე. კუთხე % 

ვექტორსა და 0» ღერძს შორის იყოს თ, ამ პირობებში საწყისი 
საჩქარის კოორდინატები იქნება: | 

შე» = ე 005 თ, შეკ =9, ში”»=შე 510 თ. 

მოძრავი #I(თ, ყ, 2) წერტილის ვექტორული ჯი” აჩქარების კომპო- 

ნენტებია: 

  

  

L 

ნაზ. 55 

„955 - თ=9%V= «=99- ე 
თია“ იჯ? “/ 

აქედან ვექტორული ს სიჩქარის კომპონენტებისათვის მივიღებთ:
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საიდანაც მივიღებთ 

8 

2=0#+0ა #=0თM+0, += – -+0+VX. · (32.2 

0 0. 0, მ. ს; და 7 მუღმივების გამოსათვლელად გამოვი– 
ყენოთ საწყისი პირობები: როცა #=0, მაშინ თ>=V=ჯ/=-0, საე„= 
=უ:009თ, წეკ=0, 9ე,=Vი 519 თ. ამ მონაცემებით (32.1) და (32.2) 

ტოლობებიდან მივიღებთ: 

CL=%0ი (03 თ, C:=0, Cვ=%ა0510თ, #),= 70: = ჯვ=0 

და წერტილის მოძრაობის განტოლებები მიიღებს შემდეგ სახეს: 
! 1 _ 

ჯ=ჯხი 003თ, Vყ=0, 8=-- -- 9 +რი31ი თ · (32.3) 

როგორც ვხედავთ წერტილის მოძრაობა ხდება «08 სიბრტყეში. 
თუ (32.23) განტოლებებიდანნ გამოვრიცხავთ ჯL „ცვლადს, მივი- 
ღებთ ტრაექტორიის განტოლებას დეკარტის კოორდინატებში: 

=- წ კ თხთ 
” 276 60325 Cთ. · 12%6) 

რომელიც წარმოადგენს «07 სიბრტყეში მოთავსებულ პარაბოლას. 

ამ პარაბოლის წვერო მოთავსებულია # (L 0,,) წერტილში, სადღაც 

_ თ2351ი 2თ თ8 5102 თ 
I » #= 

2ყ 2ყ.. 

პარაბოლის ღერძი მიმართულია ვერტიკალურად ქვევით. # რიცხვს 

მოძრავი წერტილის ფრენის სიმაღლე ეწოდება, ხოლო 21-- 

(32.4) 

ფრენის სიშორე. როგორც ეხედავთ, მოცემული საწყისი ში 
სიჩქარისათვის, უდიდესი ფრე5ის სიშორე მიიღწევა მაშინ, როცა 

თ=45”, | 

სავარჯიშო 

1. მოცემულია ფუნქცია · 
8 

"> (=“– ·-3) («–.) (22ი+: ) . „დაამტკიცეთ რომ #9= 
I 

=24192. 

2. მოცემულია ფუნქცია #=(თ-L7) (2>3-L3) (3>-L1):. დაამტკი– 

ცეთ, რომ #§ყI9=0.
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3. ყ=წ7ზ819 ». დაამტკიცეთ, რომ ყ'” =ჟ72(6010 2:-L 47). 

თ Cს-L1) C+2) Cს+3)« 
უთ? 

5. ყ=უფ%2%. დაამტკიცეთ, რომ ყ!I)= 164% (ე2-| 4:-L3). 

6. ყ=დ1%1ი ჯ. დაამტკიცეთ, რომ ყი == 2450 910 2–+ 

+1 00ჯ 008 დ–– ე? 810 დ. 
7. დაამტკიცეთ, რომ V= C ი -+თ 22 ფუნქცია, სადაც C, 

და 0, ნებისმიერი მუდმივებია, დააკმაყოფილებს სყ” +3)ყ'+-2ყ-=0 
გან ტოლებას, | 

8. დაამტკიცეთ, რომ V=C,§10ი 2»-+C5008 22 ფუნქცია, სადაც 
0, ღა 0, ნებისმიერი მუდღმივებია, დააკმაყოფილებს ს” –+4ყ=0 

განტოლებას. | 

9. დაამტკიცეთ, რომ თუ V=0- 510 >, #= 46” 008 2, მაშინ ყ'=292#/ 

და ც”=- 2ყ. 

10. ღაამტკიცეთ, რომ ყ=310 ((M9IX691ი) დააკმაყოფილებს 
'(1-– თშ) ყ” =თყ-- იყ განტოლებას. 

11. ყლ=ითი. დაამტკიცეთ, რომ ყI)= იჰ (7-1) (M3 ––2).-. (I –– 

– M#+1) დ” ”. 

  4. ყ=--. დაამტკიცეთ, რომ ყI9) = 

  

  

12. ყ=591+ჩ , თზ-––= 87 #0. დაამტკიცეთ, რომ 
+2+6 

ყI0)=(-– 1)” 1 (06 –– 81) ი! _ · 
(ჯთ+ბ)”!! 

_ __ (3 ხ)(8 –– 1)! 
13. ყლ=10(ი=-ხ). დაამტკიცეთ, რომ ყრ)=-––- ლ C>- ნე? 

14. ყ=(0?-L 22) მი Lწ (<=) . დაამტკიცეთ, რომ 

ყრ _ 4. 

ყრის თხებს 
15. დაამტკიცეთ, რომ ყ=(თ-+V/” 1+2)” ფუნქცა აკმაყო- 

ფილებს (1 +?) ყ + დ -–ჯყ=0 განტოლებას. 

16. ყ=+, «=9ჯ;19-L12ჯ-+-1.ა დაამტკიცეთ, რომ 

    

_ცკშყ  _ _648(2-+32)(7-L12>-L92) 

„ ძე ' ყტ · 

17. ყ=04, 4=ქ72. დაამტკიცეთ, რომ 

ყ(90=4ყ (4ჟ%-L12ჯ2 L3),
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18. თ=60 – 8) 9), ყ=-C(1-- C058ჯ). დაამტკიცეთ, რომ 

  

  

თყ _ 1 
–-” , 

ძ> 4Cთ ვ1ც“ (>) 
2 

19. 2=CC0081, ყ=Cთ310 წ. დაამტკიცეთ, რომ 

ძშყ _ __ 30051 

ფე! ცშ ვეი" 

20 = · _ : / 

+» «=0 0608 21, #/=ხ 510?/. დაამტკიცეთ, რომ --L =0. 
ჯ



თავი V)II 

ფუნქციის გამოკვლევა წარმოებულის გამოყენებით 

§ 1. შერმახ თეორემა _ 

თეორემა 1. თუ რაიმე შუალედში განსაზღვრული 
#Mდ ფუნქცია წარმოებადია შუალედის შიგა § წერ- 
ტილშმი ღა, ამასთანავე, ამ წერტილში მას აქვს თავის 

უღიდესი ან უმცირესი მნიშვნელობა, მაშინ /(6=0. 
ა«ამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხშოთ, რომ 

#(ლ<ე) ფუნქციას აქვს ნ წერტილში უდიღესი მნიშვნელობა. მაშინ 
საკვაოდ მცირე დადებითი # რიცხვისათვის გვექნება 

#M(6+67)-/დფ <0 /(წ-7)--/(6) <0. 

#6+M)-/8თ „ა #წ-)-/რ >+0, აქედან 

· , ჩ – 

რაკი C წერტილში არსებობს #/ (2 ფუნქციის წარმოებული, ამიტომ 

ღკანასკლელი უტოლობებიდან მივიღებთ 

_ #8 =)სი #(+#)--/ 5 <0, 

ჩ–->9 " 

#(5 =1)%! #6-#-7C > ი, 
–+0 – 

ამ ორი დამოკიდებულებიდან ვღებულობთ "#7 (0 =0 და ამით ფერმას 

(ს. L სოიას) თეორემა დამტკეცებულია. 

_ § 9. როლის თეორემა 

თეორემა 5. თუ Iი, ბ) სეგმენტზე უწყეეტი /() ფუნქ- 
ცია წარმოებადია 70, ბ ინტერვალში და, ამასთანავე, 
7C01)#(C), მაშინ I, ბ ინტერვალში არსებობს ერთი 
მაინც ისეთი §5 წერტილი, რომ /7(5)=0.
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დამტკიცება. თუ /(ჯ) ფუნქცია მუდმივია (თ, ბ) სეგმენტზე, 
მაშინ 1ი, ხ( ინტერვალში #”(ჯ) =0. ამრიგად, არსებობს ნწ წერტილი. 

ეს არის 10, ხL ინტერვალის ნებისმიერი წერტილი. მაშასადამე, ამ 
შემთხეევაში თეორემა დამტკიცებულია. ! 

ახლა ვთქვათ, #(») ფუნქცია მუდმივი არაა (თ, ხI) სეგმენტზე. 

ვინაიდან #(») ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხI სეგმენტზე, ამიტომ მას აქვს 
ამ სეგმენტზე უმცირესი და უდიდესი მნიშვნელობები. ვთქვათ, ესე– 

ნია » ღა M. რადგანაც 

თ< M და / (2) = /C), ამი- 
ტომ #(ჯ) ფუნქცია მიიღებს 
ერთ-ერთს » ან ## მნიშვნე- 
ლობას 1თ, ხL ინტერვალის 

რაიმე § წერტილში. ფერმას 

თეორემის თანახმად #”(C) =0 

და, მაშასადამე, როლის (Iსი)- 
-) წას. 56. 18) თეორემა დამტკიცებულია. 

როლის თეორემის გეო- 
მეტრიული შინაარსი შემდეგია: თუ Vყ=/(ჯ) წირს ყოველ წერტილში 

აქვს მხები, ხოლო. 4 და, 8 წერტილებს, რომლებიც IX, ბ1 სეგმენ– 
ტის კიდურა წერტილებს შეესაბამებიან, თანატოლი ორდინატები აქვთ, 
მაშინ მოცემულ წირზე არსებობს ერთი მაინც ისეთი წერტილი, 

რომელზედაც გავლებული მხები აბსცისათა ღერძის პარალელურია 

რახ. 56). 
შენიშვნა. როლის თეორემას ვერ გამოვიყენებთ, თუ დარღვეუ- 

ლია ერთ-ერთი პირობა, რომლებსაც უნდა აკმაყოფილებდეს ფეუენქ- 

ცია. განვიხილოთ ფუნქცია /(2) = 
=| ვჯ|, განსაზღვრული |-–-1,11 სეგ- 

მენტზე. ეს ფუნქცია უწყვეტია სეგ– 
მენტზე, / (––-1) = /(11=1 და წარ- 
მოებადია 1-1, 1| ინტერვალში, 53 0 1 > 

გარდა კოორდინატთა სათავისა. 

მაშასადამე, დარღვეულია 1-–-1, 1| ნახ. 57. 

ინტერვალში ფუნქციის წარმოება– 

დობის პირობა. როლის თეორემას აღებული ფუნქციისათვის ვერ 

გამოვიყენებთ. მართლაც, # (2) =1, როდესაც «>0 და # (2) =--1, 

როდესაც ჯ« <0, ხოლო 27=0 წერტილში /(») ფუნქციას არა აქვს 

წარმოებული. ამრიგად 1–-1, 1( ინტერვალში აღებული ფუნქციის 

წარმოებული არსად ნული არ არის (ნახ, 57). 
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§ ე, ლაბრანშის თეორემა სასრული ნაზრდის შესახებ 

როლის თეორემის გამოყენებით შეგვიძლია დავამტკიცოთ შემ–- 
დეგი მნიშვნელოვანი 

თეორემა 8. თუ (ი, ს) სეგმენტზე უწყვეტი /C) ფუნქ- 
ცია წარმოებადია )ი,ს, ინტერვალში, მაშინ ამ ინტერ– 

ვალში არსებობს ერთი მაინც ისეთი § წერტილი, რომ 

#C)--/(0)=(ხ-–ი) /”(6). (3.1) 

დამტკიცება. განვიხილოთ დამხმარე დ(») ფუნქცია 

დ(2)=I/ (2)-– /(0)1) (ხ––ი)––I/ (ხ)-– / (9)1 (>––ი). 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

_ «#(0)=0, დ(ხ) =0. 

ამის გარდა, დ(») ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტზე და წარმოე- 
ბადია 10, ხ ინტერეალში. ამრიგად, დ (ჯ) ფუნქცია აკმაყოფილებს 

როლის თეორემის ყველა პირობას და, მაშასადამე, 10, ხ ინტერ- 

ვალმი არსებობს „ერთი მაინც ისეთი წ წერტილი, რომ დ”(5 =0. 

მაგრამ 

დ “თ =/ (თ) (ს––ი)––(/ (8)-–/ (ი)). 

# (6) (ზ-–ი)––1/ 6)–– 7 (9)1=9. 
აქედან მიიღება (3.1) ტოლობა. ლაგრანჟის (C. IL,გწI8ილგ) თეორემა 

დამტკიცებულია. : 
რადგანაც (3.1) ფორმულაში შედის /(0)--/(ი) ღა ბ–-ც ნაზრ- 

დები, ამიტომ ამ ფორმულას სასრული ნაზრდების ფორ- 

მულა ეწოდება. ეს ფორმულა ასე გადავწეროთ 

#()–#() = #'(8. (3.უ 

ხ–“ 

მაშასადამე, 

ამ ფორმულის მიხედვით ფუნქციის ნაზრდისა და არგუმენტის ნაზრ- 

დის ფარდობა უდრის ფუნქციის წარმოებულს რაღაც „სამუალო“ ნ 

წერტილში. ამის გამო (3.1) ფორმულას უწოდებენ აგრეთვე ს ა'მ უა- 

ლო მნიშვნელობის ფორმულას. 

“ შემდეგ, ვინაიდან (3.1) ფორმულაში <6 <%, ამიტომ თუ შემო- 

ვიღებთ აღნიშვნას 

C-ძ 
  =0, · უდი (3.3) 

2) ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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გვექნება თ <-ს< L და, მაშასადამე, (3.3) ტოლობიდან ვღებულობთ 
§=6-L8 (ხ-–ი)- 

ახლა. დ.I) ფორმულა. შეგვიძლია ჩავწეროთ ასე 

#C)-–ჩC61=C6––-ძ) /'(თ+0M(6--ი)!. 

კერძოდ, თუ: ხ,=C-+-#, გვექნება 
#C+სა-- წ(6)=LსხI (C+ მ), 0<090<1. 

სასრულთ ნაზრდის. თეორემის ასეთი. სახით ჩაწერას სასარგებლო 

გამოყენება აქცს. 
_ ლაგრანჟის, ფორმულას აქვს მარტივი გეომეტრიული შინაარსი. 
მართლაც, გადავწეროთ, (3.1) ფორმულა რ.2) სახით. უკანასკნელი 

| ტოლობის მარცხენა ნაწილი წარ- 

: რ მოადგენს იმ 4,8 ქორდის კუთხურ 

კოეფიციენტს, რომელიც აერთებს 

წერტილებს (ნახ. 58). რაც შეეხები 
(3.2 ტოლობის მარჯვენა ნაწილს, 
იგი წირის X 5, #7CC)) წერტილში 

გავლებული მხების კუთხური კოე- 
ნახ. 56. ფიციენტია. ამრიგად, როცა შეს- 

" ტულებულია ლაგრანჟის თეორემის 
პირობები,, მაშინ §.= /(თI წიორზე, არსებობს ერთი მაინც ისეთი # 
წერტილი, რღმელზედაც, გავლებული მხებთ 48 ქორდის პარალე–- 

ლურთა., 
დეორემ» #. იუ IV, სI სე.გმ-ენ ტ,ხე უწყვეტი #/თ) ფუნქ- 

ფთთს. #/“თ> წარმოებული, ნულის ტოლია 1)1თ, MI ინტერ- 

გალის. ყოველ. წერტილში, მაშინ #C) ფუნქცია მუდ- 
მთვიი.ა. (თ, ბ)! სეგმენტზე, 

დ.ამტ,კ:ი ც;ე,ბ-ა. ავიღოთ 1თ, ხL ინტერვალში. ნებისმიერი თ წერ- 

არრა დავწეროთ, ლაგრანჟის ფორმულა Lთ, «1 სეგმენტისათვის, 
გვექჩეის | 

  

    

  
ჩ#C)-- #ჩCდ)=(ჯ-–-ი) # CC), თ <-6<+#- 

ვინაიდან, პირთბის თანაჩმალ, /#წ(5)=0., ამიტომ; აქედან მივიღებთ 

#C),= /(6)-. უკინასკზელი, ტოლობა ამტკიცებს თეორემას. 
შედეგი თ.ე, (6, მს საგჭ“ენტზე უწყვეტ #0» და დღ) 

ფუეუხქციებს IM მ თსტერფალის უთ.ვე,ლ. წერტილში»
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თანატოლი წარმოებულები აქვთ, მაშინ ეს ფუნქციე- 

ბი მხოლოდ მედმივით განსხვავდებიან. 

დამტკიცება. განვიხილოთ (ი, ხ) სეგმენტზე უწყვეტი #2) = 
=#(ე–ჯ(:ი) ფუნქცია. პირობის თანახმად, 1V, ჩხ ინტერვალის ყო- 

ველ წერტილში , 
X#' (2) = /“(ჟ)––დ” (2) =0. 

მაშასადამე, - მე-4 თეორემის თანახმად #L(C») ფუნქცია მუდმივია §ი, ხ1 - 

სეგმენტზე: 
X#(X)= /(თ)-–დ(2) =0. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი. განვიხილოთ ფუნქციები #(ჯ) = 8X6Cს. დ და დ(2) = 

=გაიზსი == ორივე ეს ფუნქცია განსაზღვრულია (<=, + თ) 

შუალედში. გვაქვს 
    

  

, _ 1 
/თრ--- > 7რ= 

მე-4 თეორემის შედეგის თანახმად 

. 2; 
= = აეაეუ'––– · · (3.4 2X6 Lდ > ზი0810 35210 (3.4) 

ვიპოვოთ 0 მუდმივი. ამისათვის (3.4 ტოლობაში ვიგულისხმოთ 
თ=0. მაშინ გვექნება 0=0C0. მაშასადამე, (–-–«, + თ) შუალედში 
მართებულია შემდეგი იგივეობა: : 

  2XC LC 2=> გამას გით, +-5“ 

ანალოგიურად შეგვიძლია დავამტკიცოთ, რომ )--1, +-1( ინტერ– 

ვალში მართებულია იგივეობა 

  მIL6C 810 X=8XC6 თ   

ჯ7 

IM 1-1 

6 4. კოშის თეორემა 

წინა პარაგრაფში დამტკიცებული თეორემა ფუნქციის სასრული 
ნაზრდის შესახებ შეიძლება განვახოგადოდ. ორი ფუნქციის სასრული 
ნაზრდებისათვის, 

თეორემა წ. ვთქვათ, (ი, ხ) სეგმენტზე უწყვეტი /() 
და დ() ფუნქციები წარმოებადია 10, სხ ინტერვალში.
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თუ /'(2) და (თ) წარმოებულები ერთდროულად ნული 
არ ხდება 19, ნ, ინტერვალის არცერთ წერტილში და, 

ამასთანავე, «(ნ) # დ(ი), მაშინ 1ი, ხ ინტერეალში არსე– 

ბობს ერთი მაინც ისეთი წ წერტილი, რომ მართებუ- 
ლია ტოლობა 

  #0)-#() _ #5). რს 
დრ) დი) «”() 

დამტკიცება, განვიხილოთ დამხმარე #L(Cჯ) ფუნქცია: 

– IX(C=) =(7(6)--დ(თ)) /(2)––I/ (ნ)–-– / (0)) დ(2)- 

ცხადია, XIC>) უწყვეტია (თ, ხ1 სეგმენტზე, წარმოებადია )თ, ხL ინ- 
ტერვალში და XI"CV) = XI (ხ). მაშასადამე, #(C>) აკმაყოფილებს როლის 
თეორემის ყველა პირობას და ამიტომ 1ი, ხ( ინტერვალში არსებობს 

ერთი მაინც ისეთი წ წერტილი, რომ XC) =0. მაგრამ 

| #"(ნ) =Iთდ(ხ)––დ(0)) / (0-–MC)-–-/ (9)1 «(9)- 
მაშასადამე, 

Iდ(6)––%(0)) /”(6)-–(/(0)-–/ ()დ'ი=0. , (4.2 

ადეილი შესამჩნევია, რომ დ”(5) # 0. მართლაც, თუ დ«”/(§)=0, მაშინ 
(4.2) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ #”(60 =0, .რაც თეორემის 
პირობას ეწინააღმდეგება. (4.2) ტოლობიდან მიიღება (4.1) ტოლობა. 
კოშის თეორემა დამტკიცებულია. 

„კოშის თეორემა საშუალო მნიშვნელობის თეორემის განზოგადებაა 
რი ფუნქციის შემთხვევაში. -ამ თეორემას მნიშვნელოვანი გამოყე–- 

ნება აქვს მათემატიკურ ანალიზში. 

§ ნ. თარბუს თიორემზა 

როგორც ვიცით, თუ /#(») ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტზე, 
მაშინ იგი· მიიღებს ყველა მნიშვნელობას, რომელიც მოთავსებულია 

#(ი) და /(ნ)-ს შორის. დარბუს (C..ნგ»ხ0V0X) მიერ აღმოჩენილი იყო, 
რომ ანალოგიური თვისება აქვს ფუ5ქციის წარმოებულსაც. სახელ- 
დობრ, მან დაამტკიცა შემდეგი 

თეორემა 0. თუ #/(» ფუნქცია უწყვეტია და წარმოე- 

ბადია (ი,ჩ) სეგმენტზე, მაშინ /X2 მიიღებს ყოველ. 

მნიშვნელობას, რომელიც მოთავსებულია #I (9) და 

#6) რიცხვებს შორის.
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დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

· I (0 </ (ხს). ავიღოთ # (0) და /#'(ხ) რიცხვებს შორის რაიმე X» 
რიცხვი: 

#” (თ << /"' (ხ). 

წარმოებულის განსაზღვრის თანახმად მოიძებნება ისეთი #>90, 

რომ 

#C+I)–/(თ <1 < /ხ–ი)ს–-/დთ . 
· ჩ – 

ახლა განვიხილოთ ფუნქცია ' 

ცხადია, XC) ფუნქცია უწყვეტია Iთ, ხ--») სეგმენტზე და ამიტომ 
(5.1) უტოლობათა ძალით |Iთ, ხ– ს. ინტერვალში არსებობს ისეთი 

თე წერტილი, რომ X”Cჯე) =4., ე. 0. 

#Cა+M-/C) _, 
' ჩ. · თ · . · 

ლაგრანჟის თეორემის თანახმად 1“, =+#L ინტერვალში არსებოზს 

ისეთი: (3 წერტილი, რომ 

ჩ 

სადაც თ < § <ხ. დარბუს თეორემა დამტკიცებულია. 

  (5.1) 

  

  

  

მაშასადამე, 

§ 8, ფუნქციის სრდადობისა და კლებადობის ნიშნები 

თეორემა 7. თუ #() ფუნქცია წარმოებადი და ზრდა– 
დია (2,8) სეგმენტზე, მაშინ ამ სეგმენტის ყოველ 2 
წერტილში 

/ (2) >9. (6.1) 

. დამტკიცება. ვთქვათ, თ მოცემული სეგმენტის წერტილია და 
განსხვავებულია ხ-საგან. ავიღოთ დადებითი რიცხვი 8 იმდენად მცი- 

რე, რომ »+8 ეკუთვნოღეს Lი, ხ) სეგმენტს... /(»7) ფუნქციის ზრდა- · 
დობის გამო ყოველი დადებითი #ჯ რიცხვისათვის, რომელიც არ აღე– 
მატება 8-ს, გვექნება
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#(თ+ი2)--/7(2) > 9. 

#(+ 462) /() >0. 
წ - >» 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როდესაც ბ»2-–>0, მივიღებთ (6.1) უტო- 
ლობას, _–” | 

თუკი «=ხ, მაშინ ავიღოთ უარყოფითი #ტთ. ამ შემთხვევაში 

#C+ტ62)–-/(2) 0 

#C+ბ)-/თ - ი, 
#“ 

თუ ზღვარზე გადავალთ, როდესაც #ტთ.>->0, მივიღებთ (6.1) უტო- 
ლობას. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი, , 
თეორემა 8. თუ (0, ხ) სეგმენტზე კლებადი /() ფუნქ- 

ცია წარმოებადია ამავე სეგმენტზე, მაშინ აღნიშნულ 

სეგმენტზე /”C) <0. 
ამრიგად, ფუნქციის მონოტონურობის შუალედში. წარმოებული 

მაშასადამე, 

  

და, მაშასადამე, 

  

“ ნიშანს არ იცვლის. , 

თეორემა 9. თუ (ი, ხ) სეგმენტზე #7: >-0, მაშინ #(2) 

ფუნქცია ზრდადია აღნიშნულ სეგმენტზე. 

დამტკიცება. ავიღოთ (თ, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი ორი წერ– 

ტილი «, და დ:, ამასთანავე თ, <. წე. ლაგრანჟის თეორემის · თანახმად 

' თ) /ფა) =(ფ–თ) 8, თ,<ხ<V.. 
პირობის ძალით /”(0 > 0, ხოლო თ», >> 0, ამიტომ /#(»ე)-- · 

–/თა>0 ანუ /(2) < /(Cთ). მაშასადამე, /(C2) ფუნქცია ზრდა- 
დია (თ, ხ) სეგმენტზე. თეორემა ღამტკიცებულია. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი ორი თეორემა: | 

თეორემა 10, თუ (ი, ხ) სეგმენტზე /”(2) <:0, მაშინ /(2) 

“ ფუნქცია კლებადია ამავე სეგმენტზე. 
თეორემა 11. თუ Lი, ხ) სეგმენტზე უწყვეტ /(ჟ) ფუნქ 

ციას აქვს 1,ხI ინტერვალის ყოველ წერტილში დადე- 
ბითი (უარყოფითი)წარმოებული, მაშინ #(,) ფუნქცია 

არსებითად ზრდადია (კლებადია). 

თეორემა 18. ვთქვათ, /6) ფუნქცია (ი, ხI სეგმენტზე 
უწყვეტია და წარმოებადი. თუ ამ სეგმენტზე /”ფა #20,
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მაშინ #/(ე ფუნქცია იქნება არსებითად მონოტონური 
ამავე სეგმენტზე. 

დამტკიცება. ადვილი საჩვენებელია,: რომ (თ, #) სეგმენტზე 
/'(2) დადებითია ან უარყოფითია. მართლაც, ეთქვათ, 1», 6) სეგ- 

მენტის რაიმე თ, და თ, წერტილებში /”(თე <0 და #Iთა->9, 
მაშინ დარბუს თეორემის თანახმად #”(ჯ) წარმოებული მააღუბს ყველა 

მნიშვნელობას, მოთავსებულს #7/(>) და #/”(ჯე) შორის. კურძოდ, არსე– 

ბობს თ, და «კ წერტილებს შორის ისეთი C წერტილი, რომ 760 =9, 
რაც პირობას ეწინააღმდეგება. ამრიგად, /”(2) წარმოებულია ზიშანს 

ინარჩუნებს (ი, ხ) სეგმენტზე და ამიტომ /(ჯ) არსებითად მოსოტო- 
ნური ფუნქციაა. თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ Vყ=3»-–-6»-+1 ფუნქციის მონოტო- 
ნურობის შუალედები. 

ამოხსნა, რადგანაც ყ =6ჯ--6, ამიტომ ა +-<M შეჟალუდში 

ყ'->>0, ხოლო 1–-C, 1( შუალედში ყ <0, ამიტომ )1, +<C5-L შუა- 
ლედში მოცემული ფუნქცია არსებითად ზრდადია, სოლო 1--ია, 1 

შუალედში არსებითად კლებადია. 

§ 7. ბანუსაზღგრელობათა ბახხნა 

ვთქვათ, #(C2) ფუნქცია განსახღვრული არაა >=თ წერტილში, 
მაგრამ ზღვარი აქვს, როდესაც ჯ ->ც. ასეთი ზღვრის მოძებნას 
განუსაზღვრელობათა გახსნა ეწოდება. 

19, C სახის განუსაზღვრელობები. დავამტკუცოთ შემდეგი 

თეორემა 18. ვთქვათ, /(2) და ყფ) ფუნქციები დიფე- 
რენცირებადია „ი წერტილის რაიმე გაჩხვლეტილ 
მიდამოში, ამასთანავე ამ მიდამოში იე'(0 #0 და 

1IIთ / (>) =0, 1IIს #(ჯ)=0. თუ არსებობს ს სასრული ან უსას- 
ჩჯ-ი ჯი 

რულო ზღვარი 1 2 ლ), მაშინ არსებობს აგრეთვე   

X-–96 9 LX) 

ზღვარი 1Iი –--- #თ და მართებულია ტოლობა 
X-+ი ძ(27) 

I|ფ #0 ე #0. თ.ა) 
X+·+-თ წის X–-იე 'ოთ 

დამტკიცება. რადგანაც სყი/Cთ= =0 და IIთ #(2) =0, ამიტომ 
ჯ-ძ 

შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ. # (ი)=0, თ«(ი)=0. ამ პირობებში
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#C) და ყ(2) უწყვეტია თ წერტილში. თ წერტილის აღნიშნულ მიდა– 
მოში ავიღოთ რაიმე ჯ წერტილი, კოშის ფორმულის თანახმად 

#თ-–-/VCფ) _ #Cდ , 

ყ(ე)–- ეე. #95 

სადაც 6 მოთავსებულია ც და ჯ წერტილებს შორის. რაკი /#(თ) ==0, 

ჟ9(0) =0, ამიტომ გვექნება 

#”თ _ #% დ. 

, ყი '”. 
ცხადია, თუ თ -+ 0, მაშინ § -> თ. პირობის თანახმად არსებობს 

  

ტფ.» 

ამიტომ, · | 

აა. 
წ–თ 9'(6) ხით 9'(თ) 
  

და (7.2) ტოლობის თანახმად მართებულია (7.1) ტოლობა. თეორემა 

დამტკიცებულია, 
ეს თეორემა ცნობილია ლოპიტალის (C. I I0801L81) თეორემის სა– 

ხელწოდებით. 
| შენიშენა. შეიძლება (7. 1) ტოლობის მარცხენა ნაწილის ზღვა– 
რი არსებობდეს და არ არსებობდეს მარჯვენა ნაწილის ზღვარძა 

- მართლაც, · 

უზე 1. 
თ 

1IV =0, 
Xჯ-60 810 # 

მაგრამ წარმოებულთა ფარდობა არის 

  

  

2»810ი 1. – 208 1 
თ ჯ 

, 

< 0608 > | 

რომლის ზღვარი არ არსებობს, როდესაც « > 0. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

| 1 Iთ 1 ( : +272) . 

ჯიმი 981.2
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ამოხსნა. როდესც 2-0, მაშინ მრიცხველიც და მნიშვნე– 

„ ლიც ნულისაკენ მიისწრაფვის. . მაშასადამე, გვაქვს -. სახს განუ- 

საზღვრელობა. ლოპიტალის თეორემის თანახმად 

1 

1 სიმო 1+9 ე 119 _ 
ჯ-0 მთ” ჯ,0 0092 

  

თეორემა 14, ვთქვათ, /() და ყC) ფუნქციები დიფე- 
რენცირებადია (ი,+C=( შუალედში, ამასთანავე ყ'(2)#0 
და IIი /(21=0, 110 0(101=0. თუ არსებობს სასრული ან 

X-–+-+I+Vთ. · X--+თ 

უსასრულო ზღვარი Iს. +), მაშინ არსებობს აგრე- 
»X--+თ ე” (2) ” 

თვე ზღვარი I1Iი M#”თ. და მართებულია ტოლობა 
X---+თ 9(27) 

სი #9 - ყი რთ, ფ.3) 
X->--+თ ქძ(2) #-+თ წ თ. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშენა 2=-- . როდესაც >დ->-+ 

+ თ, მაშინ ჯ-+0 და 
1 19 /C= თ /(--)-“. 

დ (--0 

1) =1 =0. 10 ქ(7) 'IთV(-- | 
ჯ--+თ 

ლოპიტალის თეორემის თანახმად გვექნება 

_ /C)  #ი0)C+»). #6) 
იდე იო ი “თ მაგ , 

ჩ(+) შა 01 
წებას თ(--) I-++Cთ L/| 'თ) 

”L 

  

  

ამრიგად, მართებულია (7.3) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია.
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ანალოგიურ ფორმულას მივიღებთ იმ შემთხვევაშიაც, როდესაც 

თ–>-–-თ. 

მე-13 თეორემის რამდენჯერმე გამოყენების საფუძველზე შეგვიძ- 

ლია ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი ზოგადი წესი: თუ 

11VI / (2) =11I0 / (7) =-..=11IIი /IMI/(,) =0, 
ჯX-–-ძ ჯ–ი 2-0 

1I9ი ძ(თ) =IICთ ი ”(») =...= 110 #7) =0 
ჯ-–-აძ ჯ-0ი XჯX-9ი 

· (IM) | 
და არსებობს ი 2-9, მაშინ არსებობს IIთ 79. 

ჯ-ძ ყრ)(2) XჯX-ი ყ(თ) 

და მართებულია ტოლობა 

/(თ – ო. ხი “ე , 

L-ი 90) X#»-ი ე!) 

ჟ% 

( , _ იგლმ 
მაგალითი 2. ვიპოვოთ Iთ 19608 დ. 

X--0 61-27 

ამოხსნა. აქ ჩეენ გვაქვს + სახის განუსაზღვრელობა. გამოვი– 

ყენოთ ლოპიტალის თეორემა. გვაქვს 

“" 1-–იი9მ:ე . 3ლ6ივ?2:915 2 
1 ნს ------–ს----- ... ..=. 
ჯ#-.0 6“-–-!.»?“ «;--0 ტ%- 1 

81) > ყით -. 
    =311თ 00ც12 · 11 =3 10 

Xჯ-0 ჯი გო--1 X-–>0 6%–-1 

როგორც ვხედავთ, ლოპიტალის თეორემის ერთხელ გამოყენებამ ვერ 
მიგვიყვანა ამოცანის ამოხსნამდე. ლოპიტალის თეორემა კიდევ გამო– 

ვიყენოთ, გვექნება 
1 –– დი83 ჯ 

110 –––---–--=3)თი 
X-0 ლ--1--დ2 · XX-.0 C6 

  

ცი, = სახის განუსაზღვრელობები. მართებულია შემდეგი 

თეორეზა 16. ვთქვათ, /(2) და ეყ() ფუნქციები დიფე- 

რენცირებადია თ წერტილის რაიმე გაჩხვლეტილ მი- 

დამოში და IIი |/ დ 1I=+Cთ, 1IIთ|I#/(21|=+C, თუ არსე– 
#--7 ჯ–-ი 

I
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ბობს I #1 C „IL თ) (სა სრული ან უსასრულო), მაშინ იარ– 

  

#--.# ეწ (.) 

სებებს აგრეთვე სთ ლ. და ადგილი ექნება ტო- 

ლობას ი «ი - 

''ვ!!! #ჯთ) =110 #Cთ) (7.4) 
X-6C 9(2) X-9 9 (2) 

დამტკიცება. ვთქვათ, # =1IV 7#Cთ #) არის სასრული რიცხ- 
X-2V9ყ9(0 

ვი. მაშინ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 

დადებითი 6 რიცხვი, რომ გ ცვლადის ყოველი მნიშენელობისათვის, 
რომელიც აკმაყოფილებს ი-ბპ<თ7<0თ+6, 2#თ პირობას, გვექ–- 

ნება 

#0) 
9'(2) 

ავიღოთ რაიმე («,. 0) სეგმენტი, რომელიც ძევს 1ი, თ+2| ინტერ–- 

ვალში. ამ სეგმენტზე #(C>) და ყ(») ფუნქციები აკმაყოფილებენ კო–- 
შის თეორემის ყველა პირობას და ამიტომ 

#7თდ-70 _ #86 

ყლთ–ეტე V”XC) 

საიდანაც მივიღებთ 

=X+თ,, სადაც |თ,| <-6. (7.5) 

, ჯლნ<ი”, '   

_ ყი . 

#0) = #C ე(2) . (7.6) 

ყთ 490) ,_ /ი. 
ი (ოთ 

  

რადგანაც 

_ /ი · 
ამიტომ არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი უ <8, რომ ჯ ცვლადის 

ყოველი მნიშვნელობისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს თ< 2 < 6+უ 
“ პირობას, ადგილი ექნება ტოლობას:



” 
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–+ი = 1-C-თე, სადაც I თ» | <-6. (7.7) 

7Cთ) 

ამის შემდეგ, (7.5) და 0.7) ფორმულების ' დახმარებით (7.6) 
ტოლობიდან მივიღებთ 

  

  

20 _ L-= XC,+ი, 0+ძ), - 
9(>) / 

საიდანაც 

#Cთ) _ ჯ <L(I#I+6+1)-, თ<.<6+უ-· 
9(2) =. 

აქედან კი ჩანს, რომ მართებულია ტოლობა 

/ „მო 
! 19 9ყ(2) 

ამით თეორემა დამტკიცებულია, როდესაც # სასრულია. 

ახლა გადავიდეთ იმ შემთხვევის განხილვაზე, როცა 

1 > 
Xჯ- ყ9/(»X) 

დავამტკიცოთ, რომ (7.4 ტოლობა. კვლავ მართებულია. მართლაც, 
უკანასკნელი ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

#+-4 #”თ ' ' 

ამრიგად, უკანასკნელი შემთხვევა მიიყვანება · უკვე განხილულ შემ– 

თხვევაზე, რომლის თანახმად გვექნება 

სფ 90 ე 7 ი, 
ჯ-+-ი #(თ) X#–-9ი I (2) 
  

აქედან კი მივიღებთ 

L 1 თ” #(>) - 

»Xჯ-–0 9(2) 

ამით თეორემა დამტკიცებულია მთლიანად. ს.
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თუ III | / (დ) |=+C, 1Iთ | 7 (2) |=+თ, მაშინ უნდა განვი– 
ჯ–ძ X+0 

' 

ხილოთ 7; (2 2 ფარდობა იმ დაშვებით, რომ /"(–) და ეყ'(თ) ფუნქ-   

ციები აკმაყოფილებენ ზემოდამტკიცებული თეორემის პირობებს. "მაშინ 

თუ არსებობს 110 # C 2, იარსებებს 110 -“–““. წ16I) და მართებულია 
X–-0 9 () Xჯ–-206 ჟ9(») 

1 0 ე #0, 
| ჯ-ძე) »–-ძიყ /). | 

საჭიროების შემთხვევაში შეგვიძლია განვიხილოთ მესამე რიგის 
წარმოებულების ფარდობა და ა. შ. 

დასასრულ შევნიშნოთ, რომ თუ )11თ | /(21|=–+C, 1IX | /(2) |= 
ჯLჯ-თ ჯ_თ”– 

  

ტოლობა, 

  

=+0C= და არსებობს 11 # #62, , მაშინ მართებულია ტოლობა 
X-+·თ ჟე (2) 

X+თ ყი). , წეიააბ 9 სულო 

  

მაგალითი 3. ვიპოვოთ 

+. 1095)? 

X-0+ 10 510 2“ 

"ამოხსნა. აქ გვაქვს = სახის განუსაზღვრელობა. წარმოებულ– 

თა ფარდობის ზღვარია 

მი 802 _ (+025 : 2608 2? V _ 

„საი სვით” 810 27 
  IC - - 

X-0+ (10510 22)” 

=)სო 2082- 810 2ჯX –=)თ 810 2? _) 

' თ 02608 2C. 8I0თ> X-+0 250?“ 
  

მაგალითი 4. ვიპოვოთ 

4) << 
ამოხსნა. აქ გვაქვს = სახის განუსაზღვრელობა. ლოპიტალის 

წესის გამოყენება გვაძლევს
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ჰი 1 =Iი '= Iთ ---=+თ. 
L>+თ 2. X-თ 27 X-+თ 

ვმ. 0. დ სახის განუსაჭღლვრელობა. ვთქვათ, /(») და ყ(7) 

ფუნქციები ისეთია, რომ 11%) / (>1=0 და 109 0= ით. მაშინ 
ჯ-0 

#(2) ყ(») ნამრავლი ჯ= « წერტილზე მოგვცემს · 0. C სახის განუსა- 

ზღერელობას. ასეთი სახის განუსახლვრელობის გახსნა ხერხდება ისევ 
ლოპიტალის წესით. მართლაც, გვაქვს 

)იი VICდ ით) =IIი თ, 
X–-ძ X–-–+ძ 

აქედან ჩანს, რომ 0. ი სახის განუსაზღვრელობის გახსნა დაიყვანება 

+ სახის განუსაზღვრელობის გახსნამდე. შესაძლოა 0 · სახის განუ- 

საზღვრელობის გახსნა დავიყვანოთ = სახის განუსაზღვრელობაზეც, 

ამისათვის საჭიროა გამოვიყენოთ შემდეგნაირი გარდაქმნა: 

1100 (# (2) 90)1= 9Mი -9თ_ 
X#--ძ 

უკანასკნელ განუსაზღვრელობას კი გავხსნით ისევ ლოპიტალის წესითა 

მაგალითი 5. ვიპოვოთ | 

IMIთ I“ – ოჯა 
Xჯ-ძ. 2თ 

ამოხსნა. აქ გვაქვს 0. სახის განუსაზღვრელობა. თუ გამო– 

ვიყენებთ ლოპიტალის წესს, გვექნება 

  

, ტგმ- -გX სი თ-ს ყვ რ-ს 
XჯX--9 2“ ჯარ ,„, 29 

ლხწ –– 
2C 

2თ .. 8 20469 
=“ფ%. Mთ = > 

# XL-2 1 
6038C
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„ მაგალითი 6. ლოპიტალის წესის გამოყენება გვაძლევს 

ოტო რში 
= – – 1ი (ვ-2- )I=+ LL ს -აბ--2 CL“) 

LL– 

2 => 

  

1... 27-–– 332 1... 
=-–Iთი 2C>–-"" _ 1 (2X-––3) =0.. 

4. , 3 2=–3 4.5 
2 

ჯ_-._ 

49 თდ-თ სახის განუსაზღვრელობა, ვთქვათ, 1IIს /(–)=<Cთ და 
X-6 

10 2(>X1= <=. გამოვთვალოთ ზღვარი 110 1 /(2)--VყC))- თუ აქ უშუა–- 
X-0 Xჯ-0ძ 
ლოდ გადავალთ ზღვარზე, მივიღებთ C– სახის განუსაზღვრელო– 

ბას. ადვილი შესამჩნევია. რომ ამ შემთხვევაშიც ზღვარის გამოთვლა 

შესაძლოა დავიყვანოთ + სახის განუსაზღვრელობის გახსნამდე. მარ– 

    

თლაც, 
1 __ _1 

IIთ (/C) – ყთ))=სდი 20 _ /(9 , 
«-ძ 

XჯX-ძ 1 

#00) 9(თ 

მაგალითი 7. ლოპიტალის წესის გამოყენება გგაძლევს 

  
  

. 1 5 , "ჯ–-2, 1 1 
1)1თ =11თი =IIIM =-–-. 
X–52 თ–=92 ფხ-L ჯვ -–– 6 L-72 უჯ 6 ჯ–-2 22-–-1 5 

მაგალითი 8. თუ გამოვიყენებთ ლოპიტალის წესს, გვექნება 

    

  

სთ ( დ ს 1 V ს. თ.დ თ+-1_ 

#-1 სდ--1 )1ი თ Xჯ-I (>-–- 1)Iი> 

1 1 =სთ ჯ2)ი > –ი +1ით _ 1. 

Xჯ-. 2:1ითდ---–1 X-) 2+1VCX 2
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მაგალითი 9. ლოპიტალის წესის თანახმად გვექნება. 

  

  

. /(/დ-.2--1 1... 1 ) 
III – = 
ჯ-1 სდ! -–- 2ჯ-+1 ჰით 9102(7-–-1) 

21 _ 

–)Iთ ( 65 წ? 1 _1კე1 1... = 

L-1%სე2-2ჯ:“-. უდთ'-2ჯ!.1 I): 31ი2(>–-1) 

    

1 1 –I თ _ 1 _ = 

რას. ( დ! 2) 8102 (7–-–1) (ფ––1)2 ) 

    

1 ) ი (6--1ე)შ––31ი? (>––1) _ )Iთ ( 92 _ 1. 
ჯ.1სდ--1 ი 2/ ჯ-.) (+--1)ზ810? (1––1) 

_ I «+LI,თ 2('ფ--1)--8)ი 2(7–1) 

2 ო+M 2(ჯ––1) 31ი? (დ––11 + (თ––1)2 915 2(»-1).· 
  

1-––-0608 2 (ჯ––-1) #1: 
  

2 
2+Iი 85 

Xჯ--1 (=>) 009 ს, (> 1)+1+4(2--1)C(C(=–-1). · 
5II) (+-––-1) 

  

წ 1 

2 29 8102(2--1) -+2 (>-–-1) 810 2(X--1)--(ჯ––1)? 608 2 (ჯ––1) 

ნწ9. 1თ სახის განუსაზღვრელობა. ვთქვათ, #(7) და ძ(ი) ფუნქ- 

ციები ისეთია, რომ 1IIი / (2) =1 და 1(0 9(ჯ) = «. მაშინ ყ=I/ თ)ით) 
ჯ–ძ ჯL-ი 

ფუნქცია, როცა ჯ=თ, მოგვცემს 1= სახის განუსაზღვრელობას. მისი. 

გახსნისათვის წინასწარ ყ გავალოგარითმოთ: 

19 ყ=ქ/(») ჯი #7. 

და შეენიშნოთ, რომ ი ყ, როცა ჯ=0C გვაძლევს 0 =« სახის განუსა- 

ზღვრელობას. ასეთი განუსაზღვრელობის გახსნა ზემოთ შევისწავლეთ. 

მაგალითი 10. გამოვთვალოთ 

ყლ |, 2)“ 
1100 / = 1110 («ია 21. 
ჩა«„<-.-თ. #.-თ
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ამოხსნა. გვაქვს 

1ი #=>;1ი ი08 ს/ 20». 

  

  

საიდანაც 

1Iთ 10 #=11II («19 C08 |/ 2ჯ 1) = 
ჯ–- · I –.თ 

=ICთ» I 6081/ 2ი= 1 = L. (ე _ CV” _ 
X-თ ვ 2 ++ 66 I/ 20, 

1 :.9 –=–“– : 2:2=L V9 
=- 1 ყვ მი ს” 2ი=> –- გყთ ( 817 |“ 267 ) == 

ჯ+თ ფუ“ ჯ-თ M 20, ! 
ამრიგად, ' 

II 1 #/=10 1I1Iი ყ= –-. 
«„–-=თ X-თCთ 

აქედან 

IსIIი ყ=0 5, 
ჯა თ 

1II0 (თია კ” 2) =ჟტ-ი, 
ჯ-თ 27 

მაგალითი 11, გამოვთვალოთ 

ხწ-- 

სთყ- სთ (2---C ) 2მ 
I L-ძ თ 

ამოხსნა. გვაქვს 

ჯ 
110 10 V=11I | (C -–IX 2- > )- 
Xჯ-#ი » თ X2; ( თ 

    

„.? 
I 2 < ) ვჭე? -= 

. 2C 2C 2 
=)! = -- II.) –-–---..=--, 
X->8 > ჯX2 % LL. 2-7 X# 

2“ 

ამრიგად, 
2+1 

1100 ყ/=0Xჯის (+ ) · · 
L-ძ 

ცმ, ცემ და 09 სახის განუსაზღგრელობები. ვთქვათ, 1IIი / (2) = 
X-6 

IIIს #(>) =0, მაშინ (L#/(2)14() ფუნქცია >=ც წერტილში გვაძლევს ლშ 
წი 

სახის განუსაზღვრელობას, რომლის გახსნა დაიყვანება = სახის (ან 

  

1 იჯ” #(+)-=2,'4). 

22 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე



პაზ თავი VII. ოუნქციის გამოკვლევა წარმოებულის გამოყენებით. 

  

0 , აკი 
< სახის ) განუსაზღვრელობის გახსნამდე შემდეგი გარდაქმნის დახ– 

შარებით: 

IICV L, (2ე)149=6ჯი (სა _I #(2). =0X9 ( სის – #ი 

X--6 ჯი 1:92) + 1:12 #(2 

თუIII7/(2:=0, 110) #(>)=0, მაშინ (7) ფუნქცია ==თ თერ. 

X-ძ ჯ-ძ 

ტილში გვაძლევს 09 სახის განუსაზღვრელობას, რომლის გახსნა ხდება, 

იმავე ფორმულით. 
როგორც ვხედავთ 1=, Cდ9, 0% სახის განუსაზღვრელობათა გახსნა 

ზდება ერთი და იმავე წესით. საჭიროა ამ ”შემთხვევაში წ#C))#?») 

ფუნქცია წინასწარ გავლოგარითმოთ და შემდეგ ვაწარმოოთ განუ– 

საზღვრელობის გახსნა ზემოთ მოყვანილი ფორმულის მიხედვით. 

· მაგალითი 12. ლოპიტალის წესის თანახმად 

„ #1 აგი _ LX თ ა) 
110 თ.“ =0Xნ > – = 
ჯ-.0C % < X--0 1 (184022 

=თი( სთ.“ :)=თC0=1. 
ჯაი 2? #X-0 

მაგალითი 13. ლოპიტალის წეხი გვაძლევს 

. 1 X95X _ 10 
9#თ (+) =ძ2X0 –Iთ = 
#ჯ-0% % # - LL X»-0 08 2-7 

–თი(ს ყწ)იჯ2 ... )=4=!. 

“–ას ჯე LC 

მაგალითი 14. ლოპიტალის წესის გამოყენებით მივიღებთ. 

_ 1010 (1-–->) –“ –_ 
სს ხს ( #M თი X-60 1:1:(1--7) /„ 

  

        

  

           

=:6%0 (–- 1) 1» (1-––ჯ) 1=-2%=1I. წი მგა0–ი)-: 
ნაგალით- 15. თუ გამოვიყენებთ ლოპიტალის წესს, გვექნება 

· 

სო (ი ა-ღი( სთ 5455). 
+ -. ”-ა იდ > 

ჯე (–-ჰკძია (დ ი) = 2ბ=1. 
' LIL-–-9
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სავარჯიშო 

1. შეამოწმეთ როლის თეორემა #(>2)= 2კ1--9:+10 ღა ყ(»X)= 
=(>–-1) (7+2) (=––4) ფუნქციებისათვის. 

2. / (თ) წარმოებულის რომელი ფესვია მოთავსებული /(:)= 

ლ=4ჯზ-სდბზ-42-1 ფუნქციის >=1 და დ=--1 ფესვებს შორის? 
3 

ვ. რატომ არ აქვს ფესვი #(2)=ს/ 22-74 ფუნქციის წარმოე–- 

ბულს ჯ=8 და დ=--8 ფესვებს შორის? | 

4. შეამოწმეთ კოშის თეორემა (1; 41 შუალედში /(2) = ფზ--2ჯ-L3 

და დ(»ა)=ებმ--7.+20:-5 ფუნქციებისათვის, გააკეთეთ გამომდი» 

ნარე დასკვნა. 

ნ. გამოიყენეთ ლაგრანჟის თეორემა /(„)ლ–უბ+5ჯ-2 ფუნქციი- 

სათვის (1; 4) შუალედში, 

6. დაამტკიცეთ, რომ + 

–_ 236810 --- + X=4ეIL6 LC ეი +7, 
თ არ --ჯ 

  

სადაც | =| < თ. 
7. მოძებნეთ (+ ფუნქციისაგან განსხვავებული ისეთი /(X) ფუნქ- 

ცია, რომლის წარმოებულია ისევ /#(«). 

ლოპიტალის თეორემის გამოყენებით გამოთვალეთ ზღვრები: 

8. Iი ათი აიბი პასუხი: ცი“ 1. 
ჯ–ძ ჯ;–--– 1 

9, 1 (“––ეშ-–(ი–იოე)ი :. პასუხი: (V-მ. 

X-–-06 | +–-ძთ 

10. სთ 2 -321+2 . პასუხი: 3. 

ჯ--) ჟ--4ებ+-3 4 

  

ა 10»? 2 
I. ) „2 102-+ჩ6.. პასუხი: =-. »_” 

„-.2 ქდშმ--6ჯ+ 4 

ცებ 200ჯ+იC” . პასუხი: 62. 
  

  

“12... Iთი 
ჯ-C ხეზ-2ხიჯ-+- ხი! 

I3. ს > 200-1+9ი%, კასუხი - “ 
X-ძთ ეჩ--კცი #M(M%--1) ცი? 

„მ ა ემ». L3 4 

14. I0+–-- +2 07 12 : პასუხი: 2ც. '   

Xჯ-ძ დჯშ--ე?
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15. 

16, 

I7, 

, 18. 

19, 

20. 

21, 

_ 22. 

23. 

24. 

28. 

26. 

27. 

  

    

  

  

  
  

  

  

: ჩაღ-ე 1Iიე >“ ; პასუხი: ლივ? ეი. 
თი წიხლი. იბ 2996 

110 1-V 1-2. პასუხი: 1 
Xჯ+0 ყვ 

ე = LM =-+L9. პასუხი: 1. 
ჯ-9 IM დ1+28= MV 26 

Iთ (2 ; პასუხი: 2ძ. 
«თბ ც-- წ ეზ 

» 

VI» ი-V ით. პასუხი: · · 
»ჯ>+-9 · + თე?! 

19 M ('-თ” პას უხი: 70, როცა X»X>0: ლ, 

იი M” (თ–ი)ა” როცა #<0. 

IIXთ V C+=–V 26. პასუხი: 2 V/3+. 

3 

. M 203 ფ--ებ-- ი I თბი 
IV ჯ _–   ; პასუხი: => 

  

  

  

X–ძ თ–M ით. 

სთ შაი“ . კასუხი: 1. 
#--0 8016 > 

,_ 05-11 ' ' 
11თ ; პასუხი: 1იV. 
ი ჯი” 

CL 
ცო 216 --2C . პასუხი: 1,---, 
„აე 1”V(1--2) თხ 

ი _ 52-4 . პასუხი: -1, 
1-4, 81(5თ––4) 

1 (C+2%--2)9%7 . პასუხი: 1. 
ჯ-50 დ) 

910 (2+-–-7) 1 
1თ –=-“  .-““.: პასუხი: -–- –-.. 

Xჯ-0 22 შუ 2 
8IC LC 

1-- ე 
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2. 1. “> ; პასუხი: ---. 
X-0 ს 1 –– აი8(ეპ–- 29)” ასუპი: 2თ» ' 

· ! CI. +. 
30 1 2 %11-6+–-–. კასუხი I. ' ალო 2M-1 პ ასუხი: 1. 

ვშ. 1 5982--802+1  კასუხი, 1. 
MC. 603 >4+- 2810 2--1._ 
“2 

ვ. ), თ” ი1ს თთ>––ხ5 819 ხ? _ პასუხი: იხ.” 

X-–0 ი" 810 ტ.–-ძ" 81ი ძთ · იძ 

ვვ. 1» 1+260§5 2 –-3 ს” ი082ჯ7 . პასუხი: 9. 

Xჯ-0 810" > / 

: -1-2 
3ვჭ. 1» ; პასუხი: C. 

X--1 10(1––2) 

36. სუ 1ბპC-თ . კასუხი: 1. 
Xჯ–-თ. 10 (6-––29) : 

· ჯ | 

I 2>. 8 

36. ი – რ7 ;. პასუხი –-. 
ჯ--0 იხდ == 8 

.-.2 

პპ... სთ 10 თ_ ; პასუხთ: --; 
ჯ-–0 თ+ხI80?> ხ 

38. ჯი 10(++ხ0) ; პასუხი: +. 
„. თ C+02?2 რ 

მშ. ცი ს8§(2თ- 1) 9. პასუხი: (ოს––მთელია). 
, ჯ (+. 2 –– 
L--– , 

2 

40. ცუ 9ა6-M 2). კასუხი: 0. 
ჯ-აჟ »- 1 

' ჟუ 

“44. Iთ (თაი ---. > ; პასუხი: «თ. 
X-4 თ 26
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1IX L 
ტX –-)ა.--- 

“ბ. თ 2 1ი 8IC სდ > 19 2 · 
– 1. Lჯ-0 (ტ-თ· 18 8XC LC 11> %(2--«) 

IM ი , 8 
პასუხი: ლლ. 

III (8X0 310 2 0L8 <); პასუხი: 1. 
ჯ– 

43 

44. თ I(1-––2) 10 (1––თ)); პასუხი: 0. 
Lჯ- 

  

  
  

    

  

45. 1აი-1608 6710 (1––)): პასუხი: –-1. 
ჯ-0 

46. 16 ( აიი =-1ი –- ), პასუხი: -“., 
X-I 2 ჯ97/ ჯ.ს 

47 ფი ი(2- =)V2> I. პასუხი: 2. 
«--ი L C) 2- ჯ 

4. ცი (2 XV > +»): პასუხი: 1. 
#L 4 2 

>> : 

49 I თ-ოს> პასუხი 2ც4:2 

Xჯ-6 2“ - ჯ 

1 
50 Iთ _ 5 ): პასუხი 1 

ჯ-2 სდ--2 >ზ+დ--6 

51 თ (>-თ%); პასუხი: 
ჯ–0 

59. სთ! 4“ ა: პასუხი: -%.. 
ჯ-1 ზ% 1ი 2 ვყირ–1 2 

§3. სთ | 1 _ 2ე 3. : პასუხი: --. 
+868 | Iო(1––) ჯ ი«--- 1 

54. 
  

_ კთ–თ-1. -1 1. _ ' 5 11 _ ; პასუხი – 
ხალ L (2––-1)? +ვი | აშ? რ 

1 !| 1 
!| _----აგსგას –.. –– – |. პასუხი: --1. 

ჯ-09 M -- 4ჯ? >) საა 

- = 8  
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=- 8 
56. 1Iთ |--> 1 + > კ პასუხი: =.. 

ჯ-0| 22 7(22X>+--1) 6 

5. IC ლე?) პასუხი: 2. 
; ჯან(სვ?: 2>(20-#+1) 8 

58. 1” (–)' ს პასუხი: 1. 
ჯ X-9 L   

59. )ე (დვ)ხწ% პასუხი: 1, 
X-+-0 

ნი სი დ1ი დ) მ5X; პასუხი: 1, 

#5 

61. III IIM (1=–,))ი1-–X) პასუხი: 1. 
X-0 

60 110 + პასუხი: 1» 
ჯ_თ 

· ” 

63. I» IC >) : პასუხი: 1. 
19 IL I 2 პები 

ნ. ყი (VI 2) ; პასუხი: დ“შ. 
L X=<Cთ დ . 

65. ი ც- 2)“ 1 პასუხი: I. 
ხLC- ი 

ჯა IX 
#5. 

ინ. თ სთ (2–->-) “; პასუხი: დ2/» 
ჯ–0 

ი7 10 (3) X პასუხი: 0. 
ღეეეას– 

68 |). «<= | პასუხი: 1 
#ჯ.ს V
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§ 89. ტეილორის და მაკლორენის ფორმულები 

ვთქვათ, (6, 9) სეგმენტზე განსაზღვრული /(2) ფუნქცია #-+1-ჯერ. 
დიფერენცირებადია მოცემულ სეგმენტზე. ავიღოთ ამ სეგმენტზე ნების. 
მიერი ორი « და «დ წერტილი, ი <:თ, და განვიხილოთ # რიცხვი, 

რომელიც განისაზღვრება შემდეგი ტოლობიდან 

_ : 

/თ–-/ 6) 5 -%/თ – (6-9 //დ)– 

= ილია #C0)(8) = M (0>-–ი)”, (8.1) 
ო 

სადაც ჯ რაიმე მთელი დადებითი რიცხვია. 

ავაგოთ შემდეგი სახის დამხმარე ფუნქცია: 

_ მ 
დრ=/თ-/6ი- –-“ /რ – (>-9) წყლი 

– 8-6 /ით-–-M#Cთ-–-ტი, '(8.ფ 
» 

საიდანაც ადვილად მივიღებთ 
დ'მ)=MიC-- ენ. ==--9 "ს(ე. (8.3) 

· #X 

დ() ფუნქცია (ი, თ) შუალედზე ღიფერენცირებადია ღა როგორც 
(8.1) და (8.2 ტოლობებიდან ჩანს, 'დ(>) =დ(ი)=0. ამრიგად, დ() 

, ფუნქცია აკმაყოფილებს როლის თეორემის ყველა პირობას და ამი– 

· ტომ როლის თეორემის თანახმად არსებობს იც და დ» წერტილებს 
' შორის ისეთი L წერტილი, რომ დ'(6) =0. მაშასადამე, თუ მხედველო- 

ბაში მივიღებთ (8.3) ტოლობას, გვექნება 

MC ცია 6-0" ად -ი. 
L1 

აქედან | 
#+ Xდ · 

ახლა (8.1) ტოლობა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

#C) =/ 0) + -C თ =- = /თ)+ -C--თ". 25--0I, /”Cთ)+..-+ 

#=- 4-0) 20 
ი! აი 

+ C» /სთ)+ ათ), 6.4 
# /„“



  

§ 8. ტეილორისა და მაკლორენის ფორმულები 345 

სადაც 
(თ>––თ)აჩ (–– ე. 211 

MI წ) 

(8.4 ფორმულას ეწოდება ტეილორის ფორმულა, »ჯ»ა(4)-ს 

· კი– ტეილორის ფორმულის დამატებითი წევრი. 

ვინაიდან თ <-L <7, ამიტომ § რიცხვი შეიძლება ასე წარმოვად- 

გინოთ: 6=0+8მ (ჯ--იე), სადაც 0 <0 <1. მაშასადამე, I. (2) დამა– 

ტებითი წევრი მიიღებს სახეს 

(2--––ც)”11! (1---0)”“ი+1 

#იათ)-ს, რომელიც განსაზღვრულია (8.5) ფორმულით, ეწოღება ტეი- 
ლორის ფორმულის დამატებითი წევრი შლემილზის (80ს1წIV1I6L) 
სახით. 

თუ ჯ=1, მივიღებთ დამატებით წევრს კოშის სახით 

X#ი () =   #0სდ, თ<ნ<2>. 

1MMი-(>) =   - #0ი+) (ც-L-0(C–-ი)) I(9.5) 

  ! #::(თ) = C ი” 0-0) #606+(2--0(>-–-ი)I). 
#.: 

თუ ჯ=»ი+1, (8.5 ფორმულა მიიღებს სახეს 

(>––ე)ი+1 

”·თ “ თ-I) > +1)! 

ეს არის დამატებითი წევრი ლაგრანუჟის სახით. 

ფუნქციას /C)+“-%//რ)+-.-+ <-0" „ოფ ეწოდება ტე9- 
ლორის „-ური ხარისხის მრავალწევრი (აქ იგულისხმება, 

რომ /VXთ) # 0). 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას თ«-ი=7, ტეილორის ფორმულა მი– 

იღებს შემდეგ სახეს 

XLCC+/I)= /60)+4%-//9 +414 -/”თ)+- +- – /თა6)+7%, 

სადაც დამატებითი წევრი ა ღმალნის სახით იქნება 

+1 /1_ ტხსი–ი>1 
#.= ტე1) (1 : ც)”–ი /0+სC-+-8I), 

# 

კოშის სახით იქნება ? 

3ა.= ის /ი ა C6+ზ)), »M« 

/ა+ს (6-C0(ჯ–-ი)I- 
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ლაგრანჟის სახით კი . 
ჯიმ. 

თ +1)! 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ (|, ძ) სეგმენტი "შმეიცავს ნულს და 

ვიგულისხმოთ, რომ გ=0. მაშინ ტეილოოის (8.4) ფორმულა მიიღებს 
სახეს 

'1 

/თ=/თ++ /0+3#/6 +..+ /ოთფ+ში 6.6 

რომელსაც მაკლორენის ფორმულა ეწოდება. ამ ფორმულაში 
დამატებითი წევრი კოშის და ლაგრანჟის სახით შესაბამისად ასე ჩაი- 

წერება 

#იC+ს (თ –=ჩI). 
  

გ“ 

+1 
Mა= =0ძ0- ს #0+) (8), 

MI 
ჟგო+1 

#C-+-- ჯ/რ+) (მე): 
C+1)I #90» 

იმ შემთხვევაში, როცა # თ=ჯთ არის „ ხარისხის მრავალწევრი 

#XC)=ძა+ი,თ+ძიაეებ–+..-+ძ დ”, 

მაშინ ელემენტარული გამოთელები გვარწმუნებს, რომ მისი დაშლა 

ჯმ სხვაობის ხარისხების მიხედვით იქნება 

XL) 1X) (9) 
ი ჩო=ნC0) +“ თ-თ+...4+ თი). (8.7)   

კერძოდ, თუ 8=0, მაშინ 

”, ' ჩ) 

25, + 42.0 2. ს.ს 200), 
2! ”! 

ღოკანასკნელ (8.7) და (8.8) ფორმულებს, შესაბამისად, უწოდებენ 

ტეილორის და მაკლორენის ფორმულებს მრავალწევრებისათვის. 
' 

§ 9. ზოგიერთი ელემენტარული ფუნქციის დაფლა 

' მაკლორენის ფორჯულით 

#C)= #C0)+ (8.8)   

„ მოგიყვანოთ ზოგიერთი ელემენტარული ფუნქციის დაშლა მაკლო- 

რენის ფორმულის გამოყენებით. 

I. /(3=-« ფუნქციის დაშლა. ვინაიღან ჯ”(»X) = #”(>)= 
=... = 7/M,უ1=C, ამიტომ # (IC) =/'” (ა) =. ,.= / M(–თ =1 და, თანახ- 

მად (8.6) ფორმულისა, გვექნება |
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სი+1 
თC=1+“- .– + 4%+ 2 

Cთ+1ა)! 

აქ დამატებითი #”»ა ფერი აღებულია ლაგრანჟის სახით. 8 დამოკიდე– 

ბულია აგრეთვე ჯ-ზე. 
2. /M(ე=9891 2 ფუნქციის დაშლა. აქ #(01=0, /”'(0ე)=1, 

#”(C0)=0, I” ”C)=--1, #6) =ძ,..., /0C) =5)0 -> , 

  ტ0X, რ.1) 

#V0+9C) =81ი «+ (M +1) 2. | , 

#9 1(8>) =810 (++თ+ 1 XI · 

მაშასადამე, (8.60) ფორმულა გვაძლევს 

3)0თ=წ--..4+-<- – ვი, 10 ჯ=2ჯ7 ვ198597ვ§> + + 

+1 

(1+1)! 

თუ # კენტია, ე. ი. #=2L+-1, მაშინ 

  310 |(თ+ს > +%) ! 

  

  

  

080 > (<)+--” სათ, რ. 610 2:=> 9 ვდ 'ვ).' ღააეაგბეგ. .+ ) (0ს+ 1)! 9იჩ.114), · 

სადაც | ! 

154I(თ) =(--1)+"! რL+2! 91ი 02. 

თუკი » ლუწია, ე. ი. #=27, მაშინ 

ვIი 0095:2+2 “სასი C1)..! 52 +XIV2(), (9.3) #ჯ 2! ' § ... (2/--1)! 2 , 

სადაც ტო 
-– 0C8 07». შია 0=C- ბ =--;უ   

ვ. #C) = 605 > ფუნქციის ჩოი ამ ფუნქციისათვის გვაქეს: 

#/(თ=1, //0ე)=0, /”(0)=–.),..., /ლოდ) =0იზი >, 

#0+M(2) = 008 | (C-+1) + 2) , #I7811M0ე:) -= 609 | CL+1) + 3 ·
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შევიტანოთ ეს მნიშვნელობები (8.6) ფორმულაში, მივიღებთ 

, 4 

ბ038>7=1– =+ >. .4+ «+ ა08M--- + 
4! -#MI 2 

  + 008 |(თ+ა 5 + · 

თუ M=2V/, მაშინ 

ჟი%1 

C+-1)! 

დ 2 ჯ"» =1-5- +“. _ 13” 008 2 +5 ··+C–1) MI   + 

  LC 2" 
თუკა %= 2L-L1, მა შინ ' 

დ ე | =1 – – 608 > + 3 ··+(-––1) 29.1 

_1 ად .- . +C–1) ლები 

4, /(7)=19 (1+ე) ფ ლა დაშლა, ვიპოვოთ მოცემული 

ფუნქციის წარმოებულები: -· 
#(2) =19 (1 +2), #(Cთ =9, 

  

  

  

/თ=:' »'C)=1, 

” 1 ”“ 

# თ-– ა !' #”C)=-–-), 

_.2! 
#"Cთ)= 112)” #”''(0) =2!, 

#ასთფ=– => , #()(0) = ––3!, 

მ... ა. ი.  .„........... 

თ ხღარესს, /ორ = C-1)74 თ), 
M #I 

(+1) “ქუ  .“. (ი+1) =(–19) ----- # თ=ლ-ია ე, ა 09 =>.
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თუ გამოთვლილ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (8.6) ფორმულაში, გვექნება 

)სი (1-++-)=ჟ7–– 2, .LC 12, 
2! ი · 

+1 
LX ! დ.9 

(ო-L1)(1 +მე)”! 

აქ დამატებითი წევრი #ა აღებულია ლაგრანჟის სახით. 

5. #(21=(1+2)%5 ფუნქციის დაშლა, როდესაც თნების- 
მიერი ნამდვილი რიცხვია. ელემენტარული გამოთვლები გვარ- 

წმუნებს, რომ 

'·. (01 =(1+%)%, #(0) =1, 

IV C)-=თ0 +272, X»X (0 =თ, 

#"C)=თ(თ--1) (1+ 7)“, /“”(0)=თ(თ--1), 

  +C-1” 

#I)) = თ(=––1)...თ–-–(M-––:)1 (1–+ –)თ“”, 

#70 ლ =თ(.-1)...(=-- (M-–1)), 

#Vთ+სC დ) =თ(თ--1)...(თ-–») (1++X)=-ჩ11, 

/V+)6ჯ) =თ(თC--1)“''(C–-») (1-+0ჯ)4-ი"), 

თუ. ამ მნიშვნელობებს შევიტანთ (8.6) ფორმულაში, გვექნება 

_ თ თ(თ––1) 
(1+ჯ)%=1+--2+-ფ 2+ 

თ(თ--1) ... (თ-– (უ--1)) + 
  

  

+...L 
I 

თ (C--1)..-(თ––) ი41 (1 L ცეეთ–ი+1, 96 
+– C+CI)I დე'1 (1 +ც:) (9.6) 

6. /(–ა=8--სთდ ფუნქციის დაშლა. მისი ·გაწარმოებით 
· მივიღებთ 

=- ნ. 1 ,(2) =1. #" თ –- ანუ (1+?2 #“(2) 

მიღებული ტოლობის ორივე ნაწილი »«-ჯერ გავაწარმოოთ მიმდევრო- 
ბით, ამასთან მარცხენა ნაწილის გამოსახულების გაწარმოებისათვის 

- გამოვიყენოთ ლეიბნიცის ფორმულა, გვექნება
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(1-2) #17) + 2,ჯ #2) + #(I|–-1) / რ-ვე ». 0 

თუ ამ ტოლობაში ჩავსვამთ ,-=0 მნიშვნელობას, მივიღებთ შემდეგი 

სახის რეკუ რენტუ ლ ფორმულას 

#/ M+M(0) :: ---(ჯ––1) //-))(0). (9.7) 

27 

(1 – „2? 
ლიდან მივიღებთ. რომ /(+) = =: ეჯი Lწ 4: ფუნქციის ყველა ლუწი 
რიგის წარმოებულები >=0 წერტილზე ნულის ტოლია: /(%9(0) ==0. 
გარდა ამისა, ვინაიდან /”(0)=1, ამიტომ მოცემული ფუნქციის კენტი 
რიგის წარმოებულებისათვის მივიღებთ 

ვინ-იდან “(0 =-–-   , ამიტომ /#”'(01=0 და (9.7) ფორმუ- 

1 შიი+V(0) = –– 2))(2M(–-1) /6თ–))(0), საიდანაც #09 +0() <= (–-1)M(2ჯ»:)! 

ამის შემდეგ მოცემული ფუნქციის დაშლა 9 დაიწერება 

ნ = 724 +“ +(–-1ათ-1 LM –“ ––+I)ხი- >), (9.8 21 “8 2-1 +.)ია- (2), (9-8) 

სადაც 15»-,(X), თუ C-> 0, უფრო მაღალი რიგის უსასრულოდ მცი- 

რეა, ვიდრე ჯ%. 
თუ (8.6) ფორმულაში უკუვაგდებთ დამატებით წევრს, მივიღებთ 

7თ ფუნქციისათვის მიახლოებით ფორმულას 

  

, ” წ) 

/თფლ=/ფ..ი „ე, რა, /შრ0ი » რთ 
1! 2! ი 

რომლის ღირსება იმაში მდგომარეობს, რომ მოცემული ფუნქცია 
(მიახლოებით) შეცვლილია მარტივი “ფუნქციით – »ჯ-ური ხარისხის 

მრავალწევრით, ამასთან ცდომილება ტოლია უკუგდებული დამატე- 
ბითი წევრისა. მაგალითად, თუ #(>) ფუნქციის ყველა ოიგის წარ- 
მოებული შემოსაზღვრულია რაიმე //V# რიცხვით, მაშინ 

უ/ეი+! 

(M+-1)! 

და #Mე(ჯ») ნულისაკენ მიისწრაფის, როცა ი –-> თ. 

ზემონათქვამის გამო. /(2) =8I0 > ფუნქციისათვის გვაქვს 
ებ უჯ ვი“! 

9)სჯლ.- – + “- -....L 13M-1 ' 

“ 3” 5 რ“ რა+II 

| ა (თ I <4 

 



5... >. § 9 ზოგიერთი ელემენტარული ფუნქციის დაშლა მაკლორენის... 
  

    

  

    

ხოლო 

(1) |= აჯი 0ა+1) -+ს» | დ 12" I 
· 3 +1)! 0ი1+-1)!. 

#(2ა =608ე: ფუნქციის მიახლოებითი მრავალწევრი: იქნება 

ეტ. დი 
=1- –- –“...4+--(–-1)5 , 

5052 –ოაოსაიიაასაას 

სადაც დამატებითი წევრის შეფასებას აქვს შემდეგი სახე: 

|თ=“""| · =| (–-1ეო+1 _ 

(შიათ) 1=) C-ს)” (24:74! 508 02 საუოთა 

სავარჯიშო 

დაშალეთ მაკლორენის ფორმულით შემდეგი ფუნქციები: 

    

1 ! 

I. #C)= 1142, ს 8. #(C(0= 1+> 10 (1 -L /)- 

2. 7ფ)=VC1 + ჯ- შ /(2)=§109 #- 

ჯ% 

3. #(21=73#. II. #6) = - 1 

1 
რ. #(ა=1ი 5252 

12. /(2)=(1-Lჯ)რ. 

5. X#(21=58X0008 >- 

  

6. _. „მჯი სდ X., 13. /(2)=+ · 
#(2)=4 8-3 

7. #(7) -.> ჯი X . 

ჟ
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14, /(=)=Lდ 2. 19, /()=ლივპ ,. 

15. /(ჯ) =8+ი8ჯ0 “. 20. #(>)=ჯებთ. 

16. /(>) = 8-იხდ 2. 1. 9I. /C6) = 4993, 

17. /(თ) = -მი031ი X , 20, /#() = #46 X, 

18. /C6)=1ი (1+91ი 2). 23. #(>)=1ი («+ I/ 1+5). 

§ 10. ფუნქციის ლოკალური მაქსიმუმი და მინიმუმი 

მათემატიკის, ფიზიკის, ტექნიკისა და სხვა მეცწიერებათა მრავალი 

ამოცანა დაკავშირებულია ფუნქციის მაქსიმუმისა და მინიმუმის მოძებ– 

ნასთან. ასეთი ამოცანების ერთი ნაწილი შეისწავლება დიფერენცია- 

ლური აღრიცხვის მეთოდებით. 

ვთქვათ, მოცემულია (|, 61) სეგმენტზე განსაზღვრული / (2) ფუნქ- 
ცია, ვიტყვით, რომ #(2) ფუნქცია (თ, ხ1) სეგმენტის შიგა დ=ე წერ- 
ტილში აღწევს მაქსიმუმს, თუ ნებისმიერი #ტ> ნაზრდისათვის, 

რომლის აბსოლუტური სიდიდე საკმარისად მცირეა, ადგილი აქეს 

უტოლობას 

„7 თ6ი+ 462) -–,/ (თა) <- 0. 

თე წერტილს ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილი ეწოდება, 
ასევე ვიტყვით, რომ /(2) ფუნქცია (თ, ხ) სეგმენტის შიგა ==, 

| წერტილში აღწევს მინიმუმს, თუ ნებისმიერი #2 ნაზრდისათვის, 

რომლის აბსოლუტური სიდიდე საკმარისად მცირეა, ადგილი აქვს 

უტოლობას 
| #თ,+ბთ)–/Cა) > 9. 

თ, წერტილს ფუნქციის მინიმუმის წერტილი ეწოდება. 
მოყვანილი განსაზღვრიდან გამომდინარეობს, რომ ფუნქციის მნი- 

შენელობა მაქსიმუმის >, წერტილში უდიდესია იმ მნიშვნელობებთან 

შედარებით, რომელიც მას აქვს «ე წერტილის გარკვეულ მიდამოში, 

ასევე ფუნქციის მნიშენელობა მინიმუმის 2, წერტილში უმცირე- 

სია იმ მნიშენელობებთან შედარებით, რომელსაც იგი მიიღებს >, 

წერტილის გარკვეულ მიდამოში, წ 
,
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როგორც ვხედავთ, ზემომოყვანილი ფუნქციის მაქსიმუმისა და მი- 
ნიმუმის წერტილების განსაზღვრა · 'ედარებითია და, რათქმა უნ- 
დღა, იმასს არ ნიშნავს, რომ ფუნქცის მნიშვნელობანი მაქ– 

სიმუმის 9% წერტილში და 

მინიმუმის თ, წერტილში, შე-. 
საბამისად, ამ ფუნქციის უდი- 

დესი და უმცირესი მნიშვნე- 

ლობებია მთელ LV, ხ) სეგ– 
მენტზე. 

იმ წერტილებს, რო- 

მელზედღაც: 7 (2) ფუნქციას 
მაქსიმუმი და მინიმუმი აქვს, 0 

ეწოდება ამ ფუნქციის 

ექსტრემუმის წერტი- ახ, 59. 
ლები, ხოლო თვით ფუნ- | 

ქციის მნიშვნელობებს ექსტრემუმის წერტილებში ეწოდება ამ ფუნ-. 
ქციის ექსტრემალური მნიშენელობანი. 

59-ე ნახაზზე გამოსახულ ფუნქციას თ=>ჯე და 2:=27, წერტილებში 

აქვს მაქსიმუმი, «=72>, და დ=1უჯკვ წერტილებში კი მინიმუმი. 

ცხადია, ფუნქციის ექსტრემალურე მნიშვნელობანი და ექსტრემუ- 

მის წერტილების განლაგება (ი, ჩ1) სეგმენტზე ერთგვარ დახასიათებას 

გვაძლევს ფუნქციის ქცევის შესახებ ამ სეგმენტზე, 

ახლა შევისწავლოთ წესი იმ წერტილების მოძებნისა, რომელზე– 

დაც ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი ან მინიმუმი. 
თეორემა 16. თუ დ წერტილში წარმოებად /”(:) ფუნქჟ- 

ციას ამავე წერტილში აქვს ექსტრემუმი, მაშინ 

# (2) =0. 
ეს თეორემა ფერმას თეორემის შედეგია. 

ამრიგად, წარმოებადი ფუნქციის ექსტრემუმის არ- 

სებობის აუცილებელი პირობაა პირველი რიგის წარ– 

მოებულის ნულთან ტოლობა. 

გეომეტრიული თვალსაზრისით წარმოებადი ფუნქციის ექსტრემუ- 

მის არსებობის აუცილებელი პირობა იმას ნიშნავს, რომ ფუნქციის 

გრაფიკის მხები ექსტრემუმის შესაბამის წერტილში 0 ღერძის პარა- 

ლელურია. 
ფუნქციას შეიძლება ჰქონდეს ექსტრემალური მნიშვნელობა აგრე– 

თვე იმ წერტილში, რომელზედაც წარმოებული არა აქეს. მაგალითად, 

23 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე 

    

  

_
_
-
-
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«V#=!72| ფუნქციას თჯ=0 წერტილში წარმოუბული არა აქვს, მაგრამ ამ 

წერტილში მას აქვს მინიმუმი (ნახ. 6თ. 

განსაზღვრა 1. დ წერტილს, რომელზედაც /#”(>) =0, ფუნქ– 
ციის სტაციონარული წერტილი ეწოდება. 

მაშასადამე, ფუნქციის ექსტრემუმის წერტილები უნდა ვეძებოთ 

სტაციონარულ წერტილებსა და იმ წერტილებს შორის, რომლებზე– 
ჩ დაც ფუნქციას წარმოებული არა 

აქვს. 

ქვა განსაზღვრა 2. წერტილს, 

რომელზედაც უწყვეტი /(ჯ) ფუნქ– 
ციის წარმოებული ნულია ან არ 

არსებობს, ფუნქციის კრიტიკე– 

ნახ. 60. ლი წერტილი ეწოდება. 

თუ მხედველობამი მივიღებთ 

ფუნქციის კრიტიკული წერტილის განსახღვრას შეგვიძლია ვთქვათ, 

რომ ფუნქციის ექსტრემუმის წერტილი უნდა ვეძებოთ კრიტიკულ 
წერტილებს შორის. . 

ისმის კითხვა: აღებული კრიტიკული წერტილი არის თუ არა ექს- 
ტოემუმის წერტილი და თუ არის, რომელ ექსტრემუმთან გვაქვს საქმე, 

მინიმუმთან თუ მაქსიმუმთან? პასუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს ექსტრე- 

მუმის ორი კრიტერიუმი, რომლებსაც ქვემოთ დავამტკიცებთ. 
თეორემა 172. თუ კრიტიკული LX წერტილის რაიმე 

გაჩხელეტილ მიდამოში 

#IXC) >მ, როდესაც «<>, (10.1) 
#I(2 <0, როდესაც 232>Xა, 1 

მაშინ /V») ფუნქციას 92% წერტილში აქვს მაქს იმუმი, 

ხოლო თე 

  

# დ) <0, როდესაც ჯ><Xე, (10.2) 

#2) > 9,, როდესაც >3>Vი, · 

მაშინ /0) ფუნქციას «„: წერტილში აქვს მინიმუმი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, ჯე წერტილის რაიმე გაჩხვლეტილ მიდა– 

მოში შესრულებულია (10.1) პირობა. მაშინ ამ მიდამოში 2ე წერტი- 
ლის მარცხნივ ფუნქცია ზრდადია, მარჯვნივ კი კლებადი. მა შასაღამე, 

#C) ფუნქციას ჯა წერტილში აქვს მაქსიმუმი. 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ თუ ეკ: წერტილის რაიმე მიდა– 

მოში შესრულებულია (10.2) პირობა, მაშინ #(7) ფუნქციას ჯე წერ- _ 

ტილში აქვს მინიმუმი.
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შენიშვნა. თუ ჯ-ის წერტილზე გავლისას /#”(ჯ) წარმოებული 
ნიშანს არ იცვლის, მაშინ /() ფუნქციას „ე, წერტილში არა აქვს 
ექსტრემუმი, ვინაიდან ამ წერტილის რომელიღაც მიდამოში /(7) 
იქნება ზრდადი ან კლებადი. _ 

დამტკიცებულის საფუძველზე შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ ექსტრე– 
მუმის მოძებნის შემდეგი წესი: 

1) ვიპოვოთ /”(ჯ) წარმოებული და ამოვხსნათ /'(:1=0 განტო– 

ლება. ამონახსნები გვაძლევს სტაციონარულ წერტილებს. ამის გარდა, 
მოვძებნოთ ის წერტილები, რომლებშიაც ფუნქციას წარმოებული არა 

აქვს; 

2 შევამოწმოთ წარმოებულის ნიშანი თითოეული კრიტიკული 

წერტილისათვის ამ წერტილის მარცხნივ და მარჯვნივ; 

3) წარმოებულის ნიშნების მიხედვით მე-17 თეორემის საფუძველზე 
ირკვევა ექსტრემუმის საკითხი. | 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ /C=-5-29---ბ+6--) ფუნქ- 

ციის ექსტრემალური მნიშვნელობები. 

ამოხსნა. ჯერ მოვძებნოთ მოცემული ფუნქციის წარმოებული. 

გვაქვს: | 
# (დ) =თ'--5დ1+ 6. 

ეს წარმოებული გავუტოლოთ ნულს 

| უ?--5ჯ-1-6=0. 

აქედან »,=2, თ:=3. ' 

· ამრიგად, მოცემულ ფუნქციას აქეს მხოლოდ ორი კრიტიკული 

წერტილი. გამოვიკვლიოთ ახლა /”(თ)= (>--2)(>–--3) წარმოებულის 

ქცევა კრიტიკული წერტილების მცირე მიდამოში. 

ავიღოთ კრიტიკული წერტილი ჟჯ,=2. თუ ჯ ნაკლებია .ორზე, 

მაშინ წარმოებული დადებითია, ხოლო თუ «დ მეტია ორზე. და ნაკლე– 

ბია სამზე, მაშინ წარმოებული უარყოფითია. მაშასადამე, როცა > 

ცელადი მარცხნიდან მარჯენიე გაივლის ჯ=2 წერტილს, მაშინ 
ფუნქციის წარმოებული დადებით 5იშანს იცვლის უარყოფითი წნიშ- 

ნით. ეს იმას ნიშნავს, რომ დ=2 არის მოცემული ფუნქციის მაქსი– 

მუმის წერტილი და 

1 5 2 
=–-,2  _ 22)6.2-1=3--, XიმX / (73) 3 2 L 3
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ახლა ავიღოთ კრიტიკული წერტილი ე:=3. თუ ჯ მეტია ორზე 

და ნაკლებია სამზე, მაშინ წარმოებული უარყოფითია, ხოლო თუ ჯ 

მეტია სამზე, მაშინ წარმოებული დადებითია. მაშასადამე, როცა > 

მარცხნიდან მარჯენივ გაივლის 2=3 წერტილს, მაშინ ფუნქ- 

ციის წარმოებული უარყოფით ნიშანს იცვლის დადებითი ნიშნით. ეს 

იმას ნიშნავს, რომ დ=3 წერტილი არის მოცემული ფუნქციის 'მინი– 

მუმის წერტილი და 

· 1 5 1 
010 /(ჯ)ლ– –-- ქმ. ვ? 6.3. .1=3 --., ”თ 3 2 3+ - 

მაგალითი 2, ვიპოვოთ /#(2)= ზმ –- 6ებშ--4ე?ზ + 9ე?-12::+ 4 

ფუნქციის ექსტრემალური მნიშვნელობები. 

ამოხსნა, მოვქებნოთ მოცემული ფუნქციის წარმოებული, გვაქვს: 

# თ) =6(ფპ-4 791251 -+-3:9-2) =6(2?--1)(დ--11? (2+2). 

ეს წარმოებული გავუტოლოთ ნულს 
6(უე?–--1) (ფოლ 1)? (დ–+ 2) =0. 

ამ განტოლების ერთმანეთისაგან განსხვავებული ფესვებია: ფ,=-1, 

თძე=--1, თვკ=--2. ამრიგად, ფუნქციას აქვს სამი კრიტიკული წერ- 

ტილი. 

ახლა შევისწავლოთ წარმოებულის ქცევა კრიტიკული წერტილე- 
ბის მცირე მიდამოში. 

ავიღოთ კრიტიკული წერტილი 2,=1. თუ თ მეტია ნულზე და 
ნაკლებია ერთხე, მაშინ /”(უ) <0, ხოლო თუ დ მეტია ერთზე, მაშინ 

#”(2) >>0. მაშასადამე, თ,==1 არის მოცემული ფუნქციის მინიმუმის 

წერტილი და IIIი /(2)=1%--6 . 1944 1819 .12--12.1-+4=0, 

ასევე დავრწმუნდებით, რომ ჟე=-–1 არის მოცემული ფუნქციის 

მაქსიმუმის წერტილი და IL3X /(თ)=16. 

დაბოლოს ქფდვ= -- 2, არის ფუნქციის მინიმუმისს წერტილი და 

I0Iიხ / (7) =0. 

მაგალითი 3. ვიპოვოთ / (>) = (თ=–-1) (> ფუნქციის ექსტ- 

რემალური მნიშვნელობები. ! 

ამოხსნა. მოვძებნოთ მოცემული ფუნქციის წარმოებული და 

გავუტოლოთ იგი ნულს 

/ც ნ %-2 ი. 
1-6
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, 

აქედან გვაქვს, რომ ==-- და, გარდა ამისა, ,/:=0 წერტილში არ 

არსებობს სასრული წარმოებული. მაშასადამე, მოცემულ ფუნქციას 

აქვს ორი კრიტიკული წერტილი: თ,=-- და ჟ#=0. შევნიშნოთ, 

რომ როცა „დ ნაკლებია ---ზე, მაშინ /#”(> <0, ხოლო როცა 

ი: მეტია ---ზე, მაშინ # თ) > 9. ამრიგად, ფ=-- არის მო– 

ცემული ფუნქციის მინიმუმის წერტილი და 

ვ 374 
I0I1C #(თ) = =–- 5. 257 

2=0 კრიტიკული წერტილის მარცხნივ /”(212>>090 (ნახ. 61), 

ხოლო, თუ ჯ მეტია ნულზე და ნაკლებია <--ზე, მაშინ /”(2) <0, 

როგორც ვხედავთ ჟე=0ი არის 
მოცემული ფუნქციის მაქსიმუმის 

წერტილი და I08X / (2) =0. 
„ თეორემა 18. თუ «ე არის ' 

/#/>თფ ფუნქციის სტაციო- / 
ნარული წერტილი და 9 

#”თ)<0, მაშინ ჯ„. წერ- “ 7. 2 
ტილში /(ჟ) ფუნქციას აქვს 
მაქსიმუმი, ხოლო თუ 

# (>) ->0, მაშინ აქვს მინი- 
მუმი. 

დამტკიცება. მეორე რიგის წარმოებულის განსაზღვრის თა- 

ნახმად 

“I
M 

  

  
ნახ. 61. 

ხე = სი 0-7 თ), 
X-–X6 თ–––X 

მაგრამ პირობის თანახმად /”(ჯე) ==20. ამატომ 

/ო. # (თე) =1II0 –– 
IX «0 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ /#”(ჯ)) >> 90. მაშინ არსებობს ჯე წერ–- 

ტილის ისეთი ·გაჩხვლეტილი მიდამო, რომელშიაც 

,
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/”თ _ ი 
ქ–-25 

აქედან გამომდინარეობს, რომ #IC0 >0, როდესაც > ჯე და 

· # (06) <9, როდესაც თ < დე. მე-17 ოეორემის თანახმად /(27) ფუნქ- 

ციას «ე წერტილში აქვს მინიმუმი. 
ანალოგიურად მტკიცდება, რომ თუ I” (2) <<-0, მაშინ /(») 

ფუნქციას წ2 წერტილში აქვს მაქსიმუმი. თეორემა დამტკიცებულია. 

ამრიგად, ვღებულობთ ფუნქციის ექსტრემუმის მოძებნის მეორე 
წესს ორჯერ წარმოებადი ფუნქციებისათვის. 

შენიშვნა. თუ #” Iა)=0 და ჟე წერტილში #Cა ფუნქციას 

არა აქვს უფრო მაღალი რიგის წარმოებულები, მაშინ ექსტრემუმის 

საკითხის გამოკვლევა უნდა ჩავატაროთ პირველი წესით. 

მა გალითი 4. ვიპოვოთ /(>2) = -- ებ -ვებ+5-–-1 ფუნქციის 

ექსტრემალური მნიშვნელობანი. 

ამოხსნა მოვძებნოთ მოცემული ფუნქციის წარმოებული და 

გავუტოლოთ იგი ნულს: 
# Cა =ჟ?-67+5=0. 

აქედან შივიღებთ ფუნქციის სტაციონარულ წერტილებს: »7,=1, #:=5. 

ახლა გამოვთვალოთ მოცემული ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებული 

#”(21=27--6. 

გამოვარკვიოთ უკანასკნელის ნიშანი ჯ,=1 წერტილში: , 

#/”0)=2.1--6<0. 
ეს იმას ნიშნავს, რომ ჯ»,=1 არის ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილი 

და ამასთან ' 

1 | 4 
იმX /(I)ლ–-.19--3 11565-1--1=-. 

3 · 

ახლა 'მევამმოწმოთ ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებულის ნიშანი 

#:=5 წერტილში. გვაქვს: , 
7#”(5=2.5-6>0. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ #.= 5 არის მოცემული ფუნქციის მიწიმუმის 

წერტილი და ამასთან 

1ი10 =-- ,54--3.52+5 5-1=- 9.1, (ი /() 3 3



§ 11, ფუნქციის ექსტრემუმის გაომკელეჟქა ტეილორის ფორმულის... 259. 

  

მაგალითით 5. ვიპოვოთ /(7,= 2) 22>0, >9, ფუნქ- 

ციის ექსტრემალური მნიშვნელობანი, 

ამოხსნა. მოცემული. ფუნქცია, წისასწარ გავალოგარითმოთ: 

«(+>)=1ი: #/(>),= 2110 თ––10 ჯ) 

და შევნიშნოთ, რომ /(») და დ(2) ფუნქციები ექსტრემალურ მნიშე- 
ნელობებს მიიღებენ დ ცვლადის ერთი და იმავე მნიშვნელობისითვის. 

მოვძებნოთ. დ(ჯ), ფუნქციის ექსტრემუმი. ამისათვის გავაწარმოოთ იგი 

და წარმოებული გავუტოლოთ ნულს: 

დდ) =1სთი–-)ი 2-1 =0. 

აქედან მივიღებთ, რომ' 2=->-. ამრიგად, დ(7) ფუნქციას და, მაშა- 

სადამე, / (ჯ). ფუნქციასაც აქვს, ერთადერთი სტაციონარული: წერტი– 

ლი. ახლა მოვძებნოთ დ(თ) ფუუნქციის. მეორე, რიგის: წარმოებული: 

დ” დ)ლ= – –. ვინაიდან: დ (+ -)– –--<0, ამიტომ დ=-> აროს. 

მოცემული ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილი და 

თ8X /(2) = დ. 

8 1IL, ფუნქციის ექსტრევუშის ბგამოკვლევა ტეილორის 

ფორვულის, გამოჟშყენუბით: 

თეორემა 19. ვთ.ქვა თ, #(>): ფუნქციას აქვს »+1 რიგის 

წარმოებული ჯა წერტილის რაიმე მიდამოში და ეს 

წარმოებული უწყვეტია ჟი, წერტილში, ამის გარდა, 

ვიგულისხმოთ, რომ 

# (>ე)-= / (ჯ.) =... = ,/9(და) =0, /ირო)დე) 960. (11.1) 
თუ: #+1 ლუწია და #Lრ+IV>) <-0, მაშინ #C) ფუნქციას. 

ეე წერტილში. აქვს ლოკალური მაქსიმუმი, და მას 

აქეს ლოკალუ,6რი მინიმუმი, როდესაც #91) > 0. თ( 

#+1 კენტი რიცხვია, მაშინ ფუნქციას არა აქვს ექს. 

ტრემუმი „. წერტილში. 

დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ »ჯ+I ლუწი რიცხვია 
X»=წ7ე წერტილის. მიდამოში. დავშალოთ. M(ჯ) ფუნეციი ტეილორი! 
ფორმულის მიხედვით და გაეითეალისწინოთ (11.1) ტოლობები 
გვექნება.



300 თავი VII. ფუნქციის გამოკვლევა წარმოებულის გამოყენებით 

  

(ჯ“– > 315+1 
(2) = რდა“. თ+I)(C), # 7 (% (<-+1)! / წ)! 

სადაც წ მოთავსებულია ჯე და დ შორის. აქ დამატებითი წევრი დაწე– 
რილია ლაგრანჟის სახით. მიღებული ტოლობა ასე გადავწეროთ 

_ #”6)=-(2--%)"'ბ „ი+) 1.9 #C)–/ CV) CI+1) # რ. (11.2) 

რაკი /M+M(C) უწყვეტია „კ, წერტილში და #6) #0, ამიტომ 
არსებობს ჯე წერტილის ისეთი მიღამო, რომელშიაც V#(00+9(,) წარ- 
მოებულს ექნება #8+M(ჯე) რიცხვის ნიშანი. ამიტომ, თუ #V+X( +) >0» 
მაშინ #V+X(Cე0 >>0, როდესაც თ საკმაოდ ახლოსაა ჯე-თან. მაშასა– 
დამე, (11.2) ტოლობის მიხედვით /(>)--#/ (>) >0, როდესაც დ საკ- 
მაოდ ახლოსაა ჟჯე-თან. ეს კი ამტკიცებს, რომ #(>) ფუნქციას «ა 

წერტილში აქვს ლოკალური მინიმუმი. 

ანალოგიური მსჯელობით დავრწმუნდებით, რომ თუ /C.5+M(ჯე) <0, 

მაშინ «ე წერტილში MC) ფუნქციას აქვს ლოკალური მაქსიმუმი. 
ახლა ვთქვათ, რომ »+1 კენტი რიცხვია, მაშინ არ არსებობს ჯა) 

წერტილის ისეთი მიდამო, რომელშიაც (11.2) ტოლობის მარცხენა 

ნაწილი ნიშანს ინარჩუნებდეს. მაშასადამე, ამ შემთხვევაში #(>) ფუნქ- 
ციას ჯა წერტილში არა აქვს ექსტრემუმი. 

მაგალითი. მოვძებნოთ '/( 2 =4+-+6+-L2 00982 ფუნქციის ექს– 

ტრემუმი. 

ამოხსნა... ვიპოვოთ მოცემული ფუნქციის · წარმოებული: 

XV CC) =0%--46 #--2 810 თ. 
ამ წარმოებულის ერთადერთი ფესვია დ=0. შემდეგ, 

#(ე)ა–ლ=თ+46-+-26088:, /”(0)=90, 

# (2) =ლ0--ი #+ 2 ჩ!ითჯ, # (0) =, 

# (აე =0-'+ყ6ი-+X++20082, /(0X0)=4 > 0. 

მაშასადამე, მოცემულ ფუნქციას აქვს ერთადერთი ექსტრემუმის წერ– 
ტილი ჯ=0: ამ წერტილში მას აქვს მინიმუმი და 

I010 / (=) = / (0) =4. 

1§ 19, ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები. 

უკანასკნელ ორ პარაგრაფში ჩვენ შევისწავლეთ ფუნქციის ლოკა– 

ლური მაქსიმუმისა დღა მინიმუმის ამოცანა. ახლა გავეცნოთ ფუნქციის 

უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობების საკითხს.



§ 12. ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მჩიშვნელობები 3ტ1 
  

ვთქვათ, /C) არის Iთ, ხს) სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია. რო- 
გორც ვიცით, ამ ფუნქციის უღიდესი მნიშვნელობა (ი,ხ) 

სეგმენტზე ეწოდება მის ყველა მნიშვნელობას შო- 

რის“ უდიდეს რიცხვს. ასევე /(2) ფუნქციის უმცირესი 
მნიშვნელობა Iთ,ხ) სეგმენტზე ეწოდება მის ყველა 
მნიშვნელობას შორის უმცირეს რიცხვს. 

ცხადია, / (2) ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა IIთ, ხ1 სეგმენტზე 
შესაძლოა არ უდრიდეს ამ ფუნქციის რომელიმე ლოკალურ მაქსიმუმს 

ამ სეგმენტზე. ასევე, /C) ფუნქ... ,ც 
ციის უმცირესი მნიშვნელობა (თ, ხ) ჯ 

სეგმენტზე შესაძლოა არ უდრიდეს 
ამ ფუნქციის რომელიმე ლოკალურ 

მინიმუმს ამ სეგმენტზე (ნახ. 62). 

ამ ნახაზზე გამოსახულ ფუნქციას 

უდიდესი მნიშვნელობა აქს თ 

წერტილში, ხოლო უმცირესი მნიშე– 

ნელობა წ წერტილში. ისიც ცხა- ი 

დიას, რომ თუ / (>) ფუნქციას 

აქვს უდიდესი მნიშვნელობა (ი,ხ · 
სეგმენტი შიგა წერტილში, მა- 

შინ ეს წერტილი მისი ლოკალური მაქსიმუმის წერტილიც იქნება. 

ასევე), თუ /#( ფუნქციას აქვს უმცირესი მნიშვნელობა (ი, ხ1 
სეგმენტის შიგა ' წერტილში, მაშინ ეს წერტილი მისი ' ლოკალური 

მინიმუმის წერტილიც იქნება (ნახ. 

63). ამ ნახაზზე გამოსახული ფუნქ- 
ცია უდიღეს მნიშვნელობას ღებუ- 

ლობს ლოკალური მაქსიმუმის –> 

წერტილში, ხოლო უმცირეს მნი– 

შენელობას ლოკალური მინიმუმის 

#; წერტილში. 
დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ თუ 

XC) არის (თ, ხ) სეგმენტზე უწყვე-- 
Cას. (63. ტი და ზრდადი ფუნქცია, მაშინ / (0) 

და #(ხ) იქნება შესაბამისად · მისი 
უმცირესი და უდიდესი მნიშვნელო– 

ბები ამ სეგმენტზე (ნახ. 64), პირიქით, თუ /#(2) არის (თ, ხ1 

სეგმენტზე უწყვეტი ღი კლებადი ფუნქცია, მაშინ #(ი) და /(ხ) იქ- 
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ნება შესაბამისად მისი უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები ამ 

სეგმენტზე (ნახ. 65). 

ზემონათქვამიდან გამომდინარეობს მოცემული ფუნქციის უდიდესი 

და უმცირესი მნიშენელობების მოძებნის წემდეგი წესი: 

ყ 8. · 

(4 Xჯ - 
ი თ # ი) “? ნ 

  
    

ნახ. 64. ნახ. 65. 

იმისათვის, რომ მოვძებნოთ (ი, ხ| სეგმენტზე 

უწყვეტი #2) ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი მნი–- 
შვნელობები, საჭიროა გამოვთვალოთ მისი ყველა 

ლოკალური მაქსიმუმები, ყველა ლოკალური მინიმუ- 

მები და ფუნქციის.მნიშვნელობები სეგმენტის ბოლო 

წერტილებზე. მოცემულ ყველა რიცხეს შორის უდი-– 

დესი იქნება #/() ფუნქ- 
ციის უდიდესი მნიშვნე- 

/! ლობა, ხოლო უმცირესი – 

49 18 უმცირესი მნიშვნელობა. 
მაგალითი. მოვძებნოთ 

#M(C2 =2--32 

ფუნქციის უდიდესი და უმცირესი 
' მნიშვნელობანი (0; 31 სეგმენტზე. 

მოცემულ ფუნქციას (0; 3) სეგ– |I 7 
' XIX, 3 > მენტზე აქვს ერთადღერთი ლოკა- 

ლური მინიმუმის წერტილი თფ=1 

და I01# # (2)=--2. ახლა მოეძებ- 

ნოთ ფუნქციის მნიშვნელობანი 

ჯ=0 და თდ=3 წერტილებზე: /(0)/=0, #(31=18. ამის შემდეგ 
2, 0, 18 რიცხვების შედარებით ვრწმუნდებით, რომ მოცემული 

ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობაა 18, უმცირესი კი.--2 (ნახ. 66). 

      
ნახ. 66.
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§ 18. ფუნქციის გრაფიკის ამოზნექილობა და ჩაზნექილობა 

ფუნქციის თვისობრივი გამოკვლევისათვის, შესაბამისი გრაფიკის 

აგებისათვის, დიდი მნიშვნელობა აქვს მისი ამოზნექილობისა და ჩაზ- 

ნექილობის უბნების გამოყოფას, გადაღუნვის წერტილებისა და ასიმპ- 
ტოტების მოძებნას. 

განვიხილოთ (ი, ხ1 სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია V#= /#(7). ავი- 
ღოთ ამ ფუნქციის X გრაფიკის რაიმე ჯე წერტილი, რომლისთვისაც 

# (ჯი) სასრულია. ეს იმას ნიშნავს, რომ ჯე აბსცისის შესაბამის 2 

წერტილზე გამავალი ჯ წირის მხები 0ყ ღერძის პარალელური არ არის. 

ვიტყვით, რომ ჯ, წირი Mა წერტილში ჩაზნექილია, თუ არსებობს 

L წირის ისეთი MM; რკალი, რომელიც შეიცავს M,; წერტილს და 
მდებარეობს #,ე წერტილზე გამავალი მხებიდან 0ყ მიმართულების 

| 8 

     
  

#_ 

L თ ( 
ძ “ ი :·X2 XX X.   

' ნახ, 67. · 

მხარეს (ნახ. 67). ასევე ვიტყეით, რომ ჯL წირი 775 წერტილში ამო- 

ზნექილია, თუ არსებობს ჯL წირის ისეთი #,1I. რკალი, რომე– 

ლიც შეიცავს Mა წერტილს და მდებარეობს 7/ე' წერტილზე გამავალი 
მხებიდან 0ყ მიძართულების საწინააღმდეგო მხარეს (ნახ. 68). 

ადვილი შესამჩნევია რომ წირის ჩაზნექილობისათვის #/ე წერ- 

ტილში (ნახ. 67) აუცილებელია და საკმარისი 2 წერტილის გარ- 

კვეულ მიდამოში შესრულებული იყოს უტოლობა 

' ბყ–იყ >0, 

სადაც «თ: არის 31, წერტილის აბსცისი, 4V და (ყ არის მოცემული 
V=/(C2) ფუნქციის ნაზრდი და დიფერენციალი ჯე წერტილში. მართ- 

„ლაც. გვაქვს
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ტბყ=XსM, ძყ= 90, 0ყ–-იყ > 90. 

სრულიად ასევე, წირის ამოზნექილობის აუცილებელი და საკმა– 

რისი პირობა Mე წერტილში (ნახ. 68) იმაში მდგომარეობს, რომ ჟე: 
წერტილის გარკვეულ მიდამოში შესრულებული იყოს უტოლობა 

  

    

ბყ–იყ <0. 

/ ი“ 

7 M.. () 
Mა 4-7 89% I I 

M, I | I 

4 : I I 
> L II I ! > 

–0 თ Xი IX 6 « 

ნახ. 68. | 

თუ # წირი ჩაზნექილია (ამოზნექილია) რომელიმე შუალედის 
ყოველ წერტილში, მაშინ ვიტყვით, რომ იგი ჩაზნექილია (ამოჭზნე- 
ქილია) ამ შუალედში. მაგალითად, 69 ნახაზზე წარმოდგენილი #, 

წირი (თ, 0) შუალედში ჩაზნექილია, ხოლო LC, ხ) მუალედში ამო– 

ზნექილია. 

! 4 

    
  

X ლ 
-
-
-
-
-
-
-
-
 

  ო
 
=
=
.
 

–
-
-
.
-
 

ნახ. 69. 

თეორემა 50. თუ ყ= /() ფუნქციას „ა წერტილში აქვს 
მეორე რიგის წარმოებული და I" CV) >90, მაშინ Xჯ
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წირი „ე წერტილში ჩაზნექილია, ხოლო თუ /"'(ჯე) <0, 

მაშინ წირი 77. წერტილში ამოზნექილია. 

დამტკიცება. ვისაიდინ /” (ჯე) არსებობს, ამიტომ /(>) ფუნქ- 
ცია «ე წერტილის გარკვეულ 1>ე--9, «ე+0| მიდამოში დიფერენცი- 

რებადი იქნება. ლაგრანჟის ფორმულის თანახმად 

ბყ= /(I7ა+ტ2)-–-/(+”)=–462/ (2ე+042), 0<-8<-1. 

ამავე “დროს ! 

ძV= /' (ჯა) ბჯ. 

  

მაშასადამე, 
ბყ-–ძელ– ტბ, (ჯე+ 047) -– /”(თე)) = 

=6(ჭ,)ბ ” (+ 0397 C0 , (13.1) 
- ' სათ 

ვინაიდან /'(>)'> 0, ამიტომ საკმარისად მცირე რჯ»-სათვის გვექნება 

| #'(2+სბ2)– / LC”) 
ნტ» 

და (13.1) ტოლობიდან მივიღებთ · 

ბყ–ძყ>0. 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ # წირი XV, წერტილში ჩაზნექილია. 

სავსებით ასევე დამტკიცდება, რომ თუ /”'(თ)) <0, მაშინ L წირი 

M# წერტილში ამოზნექილია. 

„ მაგალითი 1. მოვძებნოთ V=ე?) წირის ჩაზნექილობისა და 

ამოზნექილობის შუალედები. 

· „ ამოხსნა. ვინაიდან ჯ”=6ჟჯ, 
- ამიტომ როდესაც თ2>0, მაშინ 

>0   

  " 

  

_ – 
0 
      

ნახ. 70, ნახ. 7L. 

ყ” >0 და, მაშასადამე მოცემული წირი ჩაზაექილია |0, CL შუა- 

ლედში. თუკი «<0, მაშინ ყ”<0 და მოცემული წირი ამოზნექილია 
|-– დ, 0| შუალედში (ნახ. 70).
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მაგალითი 2. გამოვიკულიოთ ყ= 2" წირის ჩაზნექილობასა და 

ამოზნექილობაზე. | 

ამოხსნა, რაკე ყ'”=4%, ამიტომ ყ'2>>0 მთელ |–- თ, 4+CთL 

· შუალედში. მაშასადამე, ' მოცემული წირი ჩაზნექილია 1-– თ. “+ =L 

რმუალედში (ნახ. 71). 

ს 

§ 14. ფუნქციის გრაშიკის გადაღუნვის წერტილები 

ვთქვათ, V#= /(>) ფუნქცია უწყვეტია (ი, ხ) სეგმენტზე. ვიგუ– 
ლისხმოთ, რომ ამ სეგმენტის შიგა ჯე წერტილში /#(») ფუნქცია წარ- 

მოებადია, ი. ი. არსებობს მოცემული ფუნქციის გრაფიკის მხები 775 

წერტილში, სადაც M§ წერ-. 
' 8 ტილის კოორდინატები”. ჟე) 

L დღა (27). 
%. განსაზღვრა. Mე წერ- 

ტილს ეწოდება ყ = / (დ) ფუნქ- 
4 ციის გრაფიკის გადაღუნ- 

· ვის წერტილი, თუ რაიმე 

> რკალი, რომელიც M-ე წერ- 
წ) X ტილს შეიცავს, ამ წერტილზე 

გავლებული მხებიდან სხვა- 

, ნაზ. 72. დასხვა მხარეს მდებარეობს. 
ამ განსაზღვრიდან უშუა- 

ლოდ გამომდინარეობს, რომ თუ MI წარმოადგენს გრაფიკის გადა- 

ღუნვის წერტილს, მაშინ მოიძებნება რაიმე 419 რკალი, რომლის 

4Mე ნაწილი ამოზნექილია, MI .)8 ნაწილი კი ჩაზნექილი, ან პირი- 

ქით (ნახ. 72). | 

თეორემა 91. თუ 7ა- წერტილი, რომლის აბსცისაა ჯე, 

წარმოადგენს ყ= /() ფუნქციის გრაფიკის გადაღუნ- 
გის წერტილს და არსებობს /#/'(ჯ), მაშინ /”(ჯე))=0. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, /#” (ჯე) # 0; 

მაშინ არსებობს 1/ე წერტილის შემცველი გრაფიკის ისეთი რკალი, 

რომლის ყველა წერტილი მოთავსდება Mა წერტილზე გავლებული 
მხების ერთ მხარეს და ამიტომ ჯ.კ არ წარმოადგენს გადაღუნვის წერ- 
ტილს, რაც პირობას ეწინააღმდეგება. თეორემა დამტკიცებულია. 

ამრიგად, ყ=- /(7) ფუნქციის გრაფიკის გადაღუნვის წერტილის 
აბსცისა ჯ-ის ის მნიშვნელობაა, რომლისთვისაც მეორე წარმოებული 

არ არსებობს, ან ნულის ტოლია. 
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თეორემა 92. თუ #2) ფუნქცია დიფერენცირებადია' 

ძი წერტილში, ხოლო ამ წერტილის რაიმე მიდამოში 

#"C) წარმოებულს აქვს სხვადასხვა ნიშანი =:>ჯე და 

თ<»”ე მნიშვნელობებისათვის, მაშინ ყ=/V) ფუნქციის 

გრაფიკის Mე წერტილი გადაღუნვის წერტილია. 

დამტკიცება. პირობის თანახმად, არსებობს თე წერტილის ისე 

თი მიდამო 17ე–-8, «+808, რომ /” (ს) წარმოებულს აქვს სხვადასხვა 

ნიშანი, როდესაც ქე--ზხ < თ < თ და თა< ძ< თა+ 8. ახლა ვაჩვე- 

ნოთ, რომ · 

ტბყ–--იყ=(/(წე+0თ) / (თე)1–– / (ჯე) –> 

გამოსახულება ნიშანს იცვლის #ტჯ ნაზრდთან ერთად, ამასთანავე 

ა.) <8. მართლაც, ლაგრანჟის თეორემის ორჯერ გამოყენების შედე- 

გად გვაქვს 
ბყ–ძყ=ტ>27/ ((-+8ს4ტ6თ)– / (7) ბდ = 

= ბთL/ (+042) -- /”(თ))1 = (ტი)? 0 /”/”(ჯე+9მ, ტუ), 

სადაც 0<0<1. აქედან ჩანს, რომ ტბყ–--ძყ სხვაობის ნიშანი იცვლება 

ტგჟ ნაზრდის ნიშანთან ერთად. თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი 1. მოვძებნოთ V=06 #7 ფუნქციის გრაფიკის გადა- 

ღუნვის წერტილები, ჩაზნექილობისა და ამოზნექილობის შუალედები. 

ამოხსნა. გვაქვს 

"წყ =--2ჯ0“ #1, ჯ” =2(2ებ%--1) 6“ »). 

როგორც ვხედავთ, არსებობს მეორე რიგის წარმოებული არგუმენტის 

2. 
ყველა მნიშვნელობისათვის და იგი ნულის ტოლია =+ 2 დ 

შა=–- L2 წერტილებში, რაკი 

  ს” = 2(221--1) 2 <0, როდესაე 0<ჯ2< «? ' 

ხოლო 

V >0, როდქსაც >>! 2 : 2.”
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ამიტომ, 22-ე თეორემის თანახმად + («2 ; ლაა) წერტილი 
4 

  

ყ=6 >» ფუნქციის გრაფიკის გადაღუნვის წერტილია. 

  შემდეგ, რადგანაც Vყ”>>0, როდესაც 2 <ჯ7< :LCდ, ამიტომ 

2 _))” “ს +თC | შუალედში მოცემული გრაფიკი ჩახნექილია. 

ახლა დავადგინოთ ყ“ წარმოებულის ნიშანი ე, წერტილის მიდა- 

'მოში. ცხადია, რომ ყ”' >> 0, როდესაც ჯ< =- «2, ხოლო ყ” <0, 

  ! 2. 2 .L 
როდესაც 0>2> _M 2. მაშასადამე, M# (– 2: , 6 1) წერ- 

ტილი არის აგრეთვე #=4“#-? ფუნქციის გრაფიკის გადაღუნვის წერ- 

ტილი. გარდა ამისა, რაკი ყ”>0, როდესაც –-თ <2 < _M?2. · 

ამიტომ  –თ, _M12 | შუალედში მოცემული გრაფიკი ამო- 

ზნექილია. 

ღაბოლოს ცხადია, რომ V' >> 0; როდესაც ჯ<-0 და, მაშასადამე. 

1--თ, 0) შუალედში მოცემული ფუნქცია ზრდადია. გარდა ამისა, 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 10, | შუალედში მოცემული ფუნქცია 

კლებადია. · - 
შემდეგ, რადგანაც /”(01=0 და /”(0) <0, ამიტომ ჯ=0 არის 

მოცემული ფუნქციის მაქსიმუმის წერტილი და თ8X /(21=1. თუ 

· გავითვალისწინებთ ყ=«-“ ფუნქციის ზემოთ შესწავლილ თვისე- 
ბებს, დავრწმუნდებით, რომ მის გრაფიკს აქვს 73-ე ნახაზზე მოყვა– 

„ნილი სახე. 

მაგალითი 2. მოეძებნოთ ყ=(->+ ფუნქციის გრაფიკის 

გადაღუნვის წერტილები, ჩაზნექილობისა და ·ამოზნექილობის შუა- 

ლედები. 
ამოხსნა. მოცემული ფუნქცია უწყვეტია (- თ, + თ) შუა- 

ლედში, ცხადია, რომ ყ.-,= +C, ზოლო თუ ჯ #1, გვექნება
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1 ” 2 1 

ვ=ა”ს წ ზვ. __.) =-- 9 ვ _ __” 

II («-–– 1) MI (დ-–-1)წ 

რადგანაც 9” 2>>0, როდესაც «<1, ამიტომ მოცემული ფუნქციის 

გრაფიკი ჩაზნექილია 1–-თ, 1(| შუალედში. შემდეგ ყ“ <-0, როდესაც 

  

  

  
ნახ. 73. 

ჩჯ> 1. მაშასადამე, გრაფიკი ამოზნექილია )1, + CC( შუალედში. ამრი- 

გად, (1, 001 წერტილი არის გრაფიკის გადაღუნვის წერტილი. გარ– 

და ამისა, ვინაიდან ყ'(11= +, ამიტომ გრაფიკის #I#ა(1, 0) წერ– 

ტილზე გავლებული მხები 0ყ ღერძის პარალელურია. 

სავარჯიშო | 

მოძებნეთ შემდეგი ფუნქციების ექსტრემუმი: 

სს #(2)=ებ--25+3; 

2. 

პასუხი: როცა დ=1, IIIი /(2)=2. 

# (2)= - ყბპ--2ეზბ+-32+1; 

პასუხი: როცა ჯ=1, 

XI2X /(6)=–-; როცა ჯ=ქ, თIი /(თ)=1. 

' ( 

24 ელ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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ვ, #(C)=ფბ--ზებ+L2; პასუხი; როცა ჯ=0, I0§X /(თ)=2; 

როცა დ=+2, II19 /(2) =--14. 

4. (თა =თ(ლ(-–-») პასუხი: როცა თ«=--, თიX/ფ)=--- 

  

  

  

  

5. #C)=>(იბ- 3; პასუხი: როცა =>, XI3X / (თ=)= 

3. 2 #3 
= 2 4 3 ეა; როცა 2=- > IეIი IC=-- ა-ი. 

ნ. /(=თ+ხ»+ა,; პასუხი: როცა <=- + და 2 > 0, 

· C ! 
4-- ი 

თ10 / (2)=--“ · ; როცა თ2-->- და <0, C8X /(2:)= 
(1 

_ 4--ხ? = 2 

_ » ვ2 კვ 
7- #(ეე)=–C1 2)0---–- 29; როცა #-=, I08X /(6)=>--7 ; 

როცა დ=-–-„, 1010 /(2)=0. 

8. #(,)=ჟზ--6ებ--4ეზ+-9ებ?-- 12:44: პასუხი: როცა 1=1„. 

M010 #(>)=0;. როცა დ=--2, 010“ /(2) =0; როცა დ=-), 

018X # (2) =16. | 

მ. /()==(6+-2)1 (6-ს პასუხთ როცა თ==->, 

128 
X06X / (თ) => 229 ცე როცა თ=–-ი, XI8X / (თ) =0, როცა 

=- 5. 'ი1 =-. 27, 6 თ=---, #10 / (2) თეი 

10, ვ 3 
# (თ)=ს/ ცდზ –- ებ; პასუხი: როცა §=-–-ძძ. 

  

ვM 3 
ში: = 2X #(2) 16 

მაქსიმუმი, არც მინიმუმი. 

იმ, როცა ჯ>=0, ფუნქციას არ აქვს არც
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I. /(2=ს/ (ა–იXს-თ(-+»-ი): პასუხი: როცა 

თ=ჯ- >, თბX /(9)=-2-/ ი (2--ი). 

1-- დევ 1 . 2 ლ: პასუხი: როცა 2=--, Iს (2) = 12, MIთ=- –   

თ
ი
 

  13. #თ=--- პასუხი: როცა >=0, თIხ / (2)=0, 

როცა ჯ7=- თ, 18X /(თ)=1. 

2 +%--% პასუხი: როცა ჯC--., 
ი-–-თ ჯ 2 

IიIს (2) = 2, 

    4 #Cთ= 

15. /#Cა=(თ>-ი)+C-ი)"+...-+(Cთ-- იე); პასუხი: როცა 

  = ი,+ძ:+.-·+ძი , ფუნქციას აქვს მინიმუმი. 
# 

ი /(გ)=ს/ ამ+-2ხთსწოთმ ო. პასუხი: ფუნქციას აქვს 
  

ხ ” 0" --ხ 
მაქსიმუმი >= –- ყო + + ყ/ “#6 წერტილში, თუ 

| ხ # 3 2 
2. ლ„აეს––ს_„ე'აე'ა–.–_ XMM8 ––9 _ თ». > ო»; ფუნქციას აქვს მინიმუმი დ > თ ოღლი 

წერტილში, თუ თ >72?; როცა თ <-#M?, მაშინ ფუნქციას არ აქვს 

ექსტრემუმი. 

“ ' · 1. 

17, #(თა=ე#X; პასუხი: როცა ჯ=4ტ, IXსI8X /(თ)=VC . 

18. #(2) =ე:1 -)ი»; პასუხი: როცა ჯ=I/ #4, LII6X /(2) = 

| – “>. 
I1შ, #(ე=-- ; პასუხი: როცა დ=4, I0Lი /(>7)=6. 

I. ·
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20. /თ-(+-) პას ფჟხი: როცა უ=-%., თ8X /(=)=6”. 

%« LC 
· 1ი > ი” · 1 21. –_10:2. ! _ _1. #= «ოგ, პასუხი: როცა თ V, 6 , 1010 70) 22 

22, /თ--+-, პასუხი: როცა >=1, ი1ი /(2)=6-6-7, 
ჯ : 

>. 1 
23. #/(თ)=5)0 2008 2; პასუხი: როცა 2=+ M8X #2 =>! 

: 1 
როცა 2=---, ო10 / (1=“– ––, 

2 
24, #(თ>)=00858 >2005(თ–-2),: პასუხი: როცა 2 = 25+2, 

ფუნქციას აქეს მაქსიმუმი. 

ბწ. /() =810პ 2 005 დ, 0<5<--I პასუხი: როცა თ= 

ჯ 3// 3. 
=3- )ი0X / (0=–––-, 

26. /(21=358(ი დ 005? დ–– 5103 თ, 0<თ<--; პასუხი: როცა 

თ=-+-, II 2X # (21=1. 

27. /(>)=819 ჯ(1 -L008 2); პასუხი: როცა ==” I08X / (2) = 

_ 3V- 3. 

· 4 

' I 
28, #(თ)=81020082:; პასუხი: როცა ჯ= (2. –1-) 

ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი; როცა 2-(X+--) X, ფუნქციას აქვს 

მინიმუმი. აგრეთვე, == -გჯC §10 IM > არის ექსტრემუმი” წერ- 

ტილი. · 

  2მშმ /(>ა=0 810 «+ ; პასუხი: თუ C>0 და ხ<ძ, 
8319 დ 

მაშინ: ა) როცა 2=(%++) ჯ, ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი.



სავარჯიშო 373 
  

30. 

31. 

32. 

8ვ., 

ვ4ძ, 

ვ5. 

36. 

ბ) როცა >=(%---) =, ფუნქციას აქვს მინიმუმი. 

ბ) როცა §1) დ= | 2, ფუნქციას აქვს მინიმუმი. დ) რო– 

.7?7 

ცა I 2=-1/– +, ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი, 

#()=თს > + ხის», თ«>90, ხ > თ. პასუხი: როცა 

: 
«2-(+-)", ფუნქციას აქვს მინიმუმი; როცა (== 

1. 

=-(+). ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი, 

#(2)=(თ–-31ი 2)Iხ+9Iს თ. პასუხი: თუ 2-9” 1, 

ფუნქციას აქვს მინიმუმი, როცა C09>=0, ხოლო როცა 

ხ, ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი,   

· (72 
810 2= 

L-X-2 # : #()= -5--, პასუხი: როცა დ=--, ფუნქციას აქვს 
სწ 3; 8 

მაქსიმუმი, 

6 

810 2 
  

5 
/Cფ)= პასუხი: როცა 2-(2++-) ჯ, ფუნქ- 

ციას აქვს მაქსიმუმი; როცა ჯ= (> ++) », ფუნქციას აქვს 

მინიმუმი. | 

#(=2)=25+40“ §+2 6082. პას უხი: როცა >=0, IიIს /(2)=4. 

#(თ)ლ–810რ ჯ9)0(–- ქც პასუხი: როცა თ=>-+ 

  

+ – გX6 519 (–- 910 ) , ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი. 
თ-+# 

#(2) =608 =+008 2ჯ +008 3. პასუხი: როცა ჯ=0, ფუნქ-
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ციას აქვს მინიმუმი,: როცა თ=2#M%X+ მოტ 008 # == · 

ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი. 

37 /(თ) <> „პასუხი: როცა ფ=1, I0I3X / (თ) = 

  

–ი. 
  

როცა ჯ=0, I9I0 /(+)=-–--1. 

38. #(2)=>»ჯ3X0ჯ0 თ --10 |/ 1+ე2. პასუხი: როცა ჯ=0, 

Iი10 #(9)=90. 
I 

39. /(0=ჯ8-68I0თ+I/ 1-2. პასუხი: როცა ჯ=0, 

თ)1ხი /(2)=1. 

40, მოცემულ წრფეზე მოვძებნოთ ისეთი IM წერტილი, რომ–- 

ლის მანძილების ჯამი ორ მოცემულ # და 8 წერტილამდე უმცირესია, 

პასუხი: 47 და 177 მონაკვეთები მოცემულ წრფესთან უნდა 

შეადგენდეს თანატოლ კუთხეებს, ე. ი. < 4170=<-0M X (ნახ. 74 .).. 

4 იმ მართკუთხა სამკუთხე- 
დებს შორის, რომელთა კათეტების 

ჯამი უდრის 29, მოვძებნოთ უდი- 

დესი ფართობის სამკუთხედი. 

| პასუხი: საძიებელი სამკუთ- 

ხედის კათეტებია: თ=§ და ხ=-ყ. 
42. იმ მართკუთხა სამკუთხე- 

ნახ. 74: დებს შორის, რომელთა პერიმეტ- 
რია 2», მოვძებნოთ: 

ა) სამკუთხედი უმცირესი ჰიპოტენუზით. 

ბ) სამკუთხედი, რომლის ჰიპოტენუზისა და მართი კუთხის წვე-. 

როდან გავლებული სიმაღლის ჯამი უდიდესია, 
გ) სამკუთხედი, რომლის კათეტებისა და მართი კუთხის წვეროდან 

გაქლებული სიმაღლის ჯამი უდიდესია. 

პასუხი: ა) საძიებელი სამკუთხედი ტოლფერდაა. 

ბ) თუ სამკუთხედის ერთ-ერთ მახვილ კუთხეს «-ით აღვნიშნავთ, 

საჭიროა მოიძებნოს /(2= 100 29012 ფუნქციის მაქსიმუმი. 
+81ი ჯ-L 009 ჯ 

„ გ) საძიებელი სამკუთხედი ტოლფერდაა. 

, 

  

  

ხ
ს
წ
ა
=
-
=
-
-
-
-
 

– 
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43. დაამტკიცეთ, რომ იმ პარალელოგრამებს შორის, რომლებ– 

ხია ტოლი კუთხეები და პერიმეტრები აქვთ, რომბის ფართობი უდი- 

დესია. 
44. იმ სამკუთხედებს შორის, რომლებსაც მოცემული # სიმაღლე 

და 2ჯ/ პერიმეტრი აქვთ, მოძებნეთ უდიდესი ფართობის სამკუთხედი. 
პასუხი: სამკუთხედი ტოლფერდაა. 
45. # რაღიუსიან წრეში ჩახაზეთ მოცემული კუთხე ისე, რომ 

მისი გვერდებითა და რკალით, რომელსაც იგი ეყრდნობა, შემოსა- 

ზღვრული ფართობი იყოს უდიდესი. 

პასუხი: ქორდები, რომელთა შორის მოთავსებულია მოცემული 
კუთხე, თანატოლია. 

46, მოცემული წრის შიგა M წერტილზე გაავლეთ უდიდესი 
სიგრძის ქორდა. 

პასუხი: 1), წერტილზე გამავალი დიამეტრი. · 

47, მოცემული კვადრატის შიგნით მოძებნეთ ისეთი წერტილი, 

რომ კვადრატის გვერდებამდე მისი მანძილების კვადრატების · ჯამი 

იყოს უდიდესი. 
პასუხი: დიაგონალების გადაკეეთის წერტილი, 
48. მოცემულ კონუსში ჩახაზულ ცილინდრებს შორის იპოვეთ ის, 

რომლის! ა) მოცულობა უდიდესია, ბ) გვერდითი ზედაპირის ფართობი 

უდიდესია, გ) სრული ზედაპირის ფართობი უდიდესია. 

პას უხი: ა) ცილინდრის მოცულობა მოცემული კონუსის მოცულო- 

ბის %/ე-ის ტოლია, ბ) ჩახაზული ცილინდრის გვერდითი ზედაპირის ფარ- 
თობი ისეთი ცილინდრის გვერდითი ფართობის 1/,-ის ტოლია, რომელსაც 

_ მოცემტლი კონუსის განზომილებანი აქვს. გ) საძიებელი ცილინდრის 

რადიუსი 

_ 

2C0-––- #) 

სადაც # კონუსის ფუძის რადიუსია, #--მისი სიმაღლე და #> #. 

49. მოცემულ სფეროში ჩახაზულ ცილინდრებს შორის იპოვეთ 
ის, რომლის:, 

ა) მოცულობა უდიდესია. 

ბუ) გვერდითი ზედაპირის ფართობი უდიდესია,
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გ) სრული ზედაპირის ფართობი უდიდესია. 
პასუხი: ა) სფეროს რადიუსი და ცილინდრის სიმაღლე ისე შე- 

ეფარდება ერთმანეთხ, როგორც |“ 3 : 2. 
წია ცილინდრის სიმაღლისა და სფეროს რადიუსის ფარდობა უდრის 

I 2. 
ბ) ცილინდრის სიმაღლისა და სფეროს რადიუსის ფარდობა უდღ- 

+/:C ჯი. 
50, მოცემულ სფეროში ჩახაზხულ კონუსებს შორის იპოვეთ ის, 

რომლის; 

ა) მოცულობა უდიდესია. 

ბ) გვერდითი ·ზედაპირის ფართობი უდიდესია. 

გ) სრული ზედაპირის ფართობი უდიდესია. 

პასუხი: ა) კონუსის სიმაღლე ისე შეეფარდება სფეროს რადიუსს, 

როგორც 4:32; 

ბ) კონუსის სიმაღლე ისე შეეფარდება სფეროს რადიუსს, როგორც 

4:3; 

გ) კონუსის სიმაღლე ისე შეეფარდება სფეროს რადიუსს, როგორც 

(23–– წ/ 17): 16. | 
51, სფეროს გარშემო შემოხაზეთ უმცირესი: მოცულობის კონუსთ 

პასუხი: კონუსის წვეროსთან მდებარე კუთხის კოსინუსი .უდ- 

რის +. 
9 

59. მოძებნეთ უმცირესი მანძილი მოცემული ლთა, 90) წერტილი- 

დან 4თ+8ყ+0=0 წრფემდე. 

4%ი-L8Vი+ C 
V 4+ 71 

53. მოძებნეთ უმცირესი მანძილი მოცემული («ი Vი) წერტილი- 

დან დ=»/(დ–– 8Iს დ), #=#(1 –– 0088) ციკლოიდამდე. 

54. მოცემულ X (ჯა, ყი) წერტილზე გავლებული წრფე 02 ღა 

იყ ღერძებს კვეთს 4 და 8 წერტილებში. იპოვეთ. ამ წრფის მდე- 

ბარეობა, როცა: , 

პასუხი: -+
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ა) 48 მინიმალურია; ბ) 40+0 85 მინიმალურია; ეგ) 40-08 

მინიმალურია; დ) 40+08+ 48 მინიმალურია; ე) 40 08 48 
მინიმალურია; ვ) 405+08" მინიმალურია, სადღაც # ნატურალური 

რიცხვია. 

55. იმ ელიფსებს შორის, რომელთა ღერძების ჯამი თანატოლია, 
იპოვეთ ის, რომლის ფართობი უდიდესია. 

პასუხი: წრე. 

56. მოცემულ პარალელოგრამზე შემოხაზეთ უმცირესი ფართო- 
ბის ელიფსი. 

პასუხი: ელიფსისა და პარალელოგრამის ფართობები ისე შე- 

ეფარდება ერთმანეთს, როგორც +: 2. 

57, ყბ=2ი, პარაბოლის 4(>, ყ) წერტილზე გავლებულია მხე- 
ბი, რომელიც დირექტრისას კვეთს #8 წერტილში. განსაზღვრეთ 4 

წერტილის მდებარეობა ისე, რომ 47 მონაკვეთის სიგრძე იყოს უმ- 

ცირესი. 

პასუხი: 4(1. >-#->). 
(7 2. 

58, -ელიფსში ჩახაზულია უდიღესი (ფართობის) მართკუთხედი, 

ამ მართკუთხედში ჩახაზულია უდიდესი (ფართობის) ელიფსი, უკანას- 

კნელ. ელიფსში. ჩახაზულია უდიდესი მართკუთხედი და ა. შ. უსასრუ- 

ლოდ. განსაზღვრეთ ყველა მართკუთხედის ფართობთა ჯამი. | 

პასუხი: ყველა მართკუთხედის ფართობთა ჯამი უდრის მო- 

ცემულ ელიფსზე შემოხაზული მართკუთხედის ფართობს. 

59, ცილინდრული ძელისაგან საჭიროა გამოიჭრას მაქსიმალური 

გამძლეობის კოჭი. განსაზღვრეთ მართკუთხა კუეთის სიგანე და სი- 

მაღლე. , 

პასუხი: "კვეთის სიგანეა =59' 

ზი 

  

2V2#» 

კეეთის სიმაღლე კი –---–--, 

  

სადაც » ძელის ფუძის რადიუსია.



378 თავი VII. ფუნქციის გაზოკელევა წარმოებულის გამოყენებით 
  

ნი. · ვერტიკალურ სიბრტყეში მოძრაობს ორი სხეულია, ერთი 

მათგანი ჰორიზონტალური მიმართულებით და მუდმივი სიჩქარით, 
ხოლო მეორე თავისუფლად ვარდება. სხეულებმა ერთდროულად დაი– 

წყეს მოძრაობა. საწყის მომენტში ტრაექტორიების გადაკვეთის წერ– 

ტილიდან პირველი სხეული ი მანძილით იყო დაშორებული, ხოლო 

მეორე სხეული ხ მანძილით. მათი მოჭქრაობის დაწყებიდან რამდენი 

წუთის შემდეგ იქნებიან სხეულები ერთმანეთისაგან დაშორებული 

უმცირესი მანძილით? 

პასუხი: საჭიროა მოიძებნოს ჯ-ს ისეთი მნიშვნელობა, რომე- 

ლიც მიანიჭებს მინიმუმს შემდეგ ფუნქციას: 

  1 წ) 
ძ= / თ – თი+( ხნ“ >) , 

2 

სადაც ქ--სიმძიმის ძალის აჩქარებაა, ხოლო ძ არის მანძილი მოძრაე 

სხეულებს შორის. 

61. რა სიმაღლიდან უნდა ჩამოვარდეს დრეკადი ბურთი, რომ 

დაცემის შემდეგ მოცემულ # სიმაღლეზე ასხლტეს უმცირეს დროში, 

პასუხი: საძიებელი სიმაღლე #=- #. 

ნ2 ქ და 8 წერტილებში მოთავსებულია სინათლის ორი წყარო, 

რომელთა სინათლის ძალები ისე შეეფარდება ერთმანეთს. როგორც 

ო»: M. იპოვეთ 48 წრფეზე წერტილი, რომელიც ყველაზე ნაკლებად 
იქნება განათებული. 

პასუხი: საძიებელი წერტილი #4#/# მონაკვეთს გაყოფს 

Vთ : VI» ფარდობით. 

ნ3. პარაბოლის რომელ წერტილში უნდა მოვათავსოთ სინათ- 

ლის წყარო, რომ წერტილი, რომელიც ღერძზე მდებარეობს და წვე- 

ღოდან დაშორებულია 2 მანძილით, ყველაზე მეტად იყოს განათე- 
ი. 

პასუხი: თუ პარაბოლის განტოლებას ავიღებთ კანონიკური სა- 
ხით ყ'=2ჯუ»ი, მაშინ სინათლის წყარო უნდა ავიღოთ პარაბოლის იმ 
წერტილში, რომლის აბსცისაა ' “რ 

დ=-- (2 (C– ი)+M4 (C- ჯ)ბ+- 5 | , 

64, წრეწირის რომელ წერტილში უნდა მოვათავსოთ სინათლის 

ყარო, რომ წრის წერტილი, რომელიც წრეწირიდან დაშორებულია 

“ემული 6 მანძილით, ყველაზე მეტად იყოს განათებული.
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65. ყ= / (1) წირის რომელ წერტილში უნღა მრვათავსოთ სი- 
ნათლის წყარო, რომ (,ჯ ღერძზე მდებარე ღა კოორდინატთა სათა- 

ვიდან C მანძილით დაშორებული მოცემული წერტილი ყველაზე მე–- 
ტად იყოს განათებული. | · · 

პასუხი: საძიებელი წერტილის კოორდინატები უნდა აკმაყოფი–- 

ლებდეს მოცემული წირის ყ= #(ჯ) განტოლებას და, ამის გარდა, 

განტოლებას 3 (თ –– 00 ს – (> –– დ?2-– 2ყ?) ყ”=0. ! 

მოვძებნოთ შემდეგი წირების გადაღუნვის წერტილები და ამო- 

ზნექილობისა და ჩაზნექილობის ინტერვალები: | 

66. ყლე! პასუხი: როცა ჯX<90, წირი ამოზნექილია; როცა 

ჩჯ» > 9, წირი ჩაზაექილია; #=0 არის წირის გადაღუნვის წერტილი, 

67. V#=ჯ1. პასუხი: წირი ყველგან ჩაზნექილია. 

, 8 
წ ჩი V=2 – MI თხ) პასუხი: წირს არ აქეს გადაღუნვის 

ეოტილები. ' 
მ 

69. ყლ=თ- 2-–-ხ. პასუხი: 2=წ არის წირის გადაღუნ– 
ვის წერტილის აბსცისა. | 

§ 16. ფუნქციის ბრაფიკის ახიმპტოტები 

ვთქვათ, M არის #=/(X) ფუნქციის გრაფიკის წერტილი. თუ ამ 
წერტილის ერთი კოორდინატი მაინც აბსოლუტური სიდიდით უსას- 

რულობისაკენ მიისწრაფვის, მაშინ ვიტყვით, რომ M წერტილი უსას- 

რულობისაკენ მიისწრაფვის. ამ შემთხვევაში ძხელი წარმოსადგენია 

გრაფიკის სახე, მაგრამ მაინც ხერხდება ამ სიძნელის დაძლევა გრა- 

ფიკის შედარებით რომელიმე ცნობილ გრაფიკიდან. უმარტივესი შე– 

სადარებელი გრაფიკია წრფე. გრაფიკის იმ შტოს ფორმის შესწავ-. 

ლა, რომლის წერტილის ერთი კოორდინატი მაინც "უსასრულოდ: 

იზრდება, ხდება ასიმპტოტის საშუალებით. 

განსაზღვრა, გრაფიკის ასიმპტოტი ეწოდება წრფეს, 

რომელსაც ის თვისება აქეს, რომ მანძილი გრაფიკის M (X, ყ) წერ-- 

ტილიდან ამ წრფემდე ნულისაკენ მიისწრაფვის, როდესაც M წერ- 

ტილი უსასრულობისაკენ მიისწრაფვის. 

გრაფიკის ასიმპტოტს, რომელიც 0ყ ღერძის პარალელურია, ვე რ- 

ტიკალური ასიმპტოტი ეწოდება, ხოლო გრაფიკის ასიმპტოტს,
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რომელიც 0ყ ღერძის პარალელური არაა, დახრილი ასიმპტოტი 

ეწოდება, ჯერ განვიხილოთ ვერტიკალური ასიმპტოტები. ამ შემთხვე –- 

ვაში |V|I->თ, როდესაც ჯ -+ ჯა. 

! ცხადია თ=ჟე წრ მოცემული # 0 ფე ცემულ 
გრაფიკის ასიმპტოტია. 

მართლაც, მანძილი გრაფიკის 

# წერტილიდან >=ჯე წრფემდე 
ჯ არის ძ=|ჯ–-ჯ»ჯე) (ნახ. 75). ცხა- 

2 რ დია, როდესაც თ -> ჯე, მაშინ ძ-+0. 

ა ეს კი იმას ნიშნავს, რომ თ=>თე 
ნახ. 15, წრფე ასიმპტოტია. 

ამრიგად, ყ= / (2) ფუნქციის 
გრაფიკის იმ ასიმპტოტის მოსაძებნად, რომელიც 0ყ ღერძის პარა–- 

ლელურია, უნდა მოიძებნოს აბსცისის ის მნიშვნელობა, რომლისთვი- 

საც ყ/ უსასრულოა. თუ ასეთია ჯა, მაშინ ასიმპტოტი იქნება თ=25ე 

წრფე. · 
მაგალითი 1. მოეძებნოთ ყ=L%ყ თ ფუნქციის გრაფიკის ასიმპ- 

ტოტები. | 
ამოხსნა. უშუალოდ ჩანს, რომ |V|-> C, როდესაც თ ->(2L-I- 

+ 1) C=0, 2+1, 2+-2,...) ამრიგად, ყ=%წ თ ფუნქციის გრაფიკის 

  

    
    # 

ახლა განვიხილლოთ დახრილი ასიმპტოტები, ასეთი ასიმპტოტის 
კუთხური კოეფიციენტი სასრული რიცხვია და ამიტომ ასიმპტოტის 
განტოლებას ექნება შემდეგი სახე 

V#=რთ>»-Lხ. > (15,1) 

მოვძებნოთ « და ჩხ. ვთქვათ, #(X, XI) მოცემული გრაფიკის რაიმე 
წერტილია, მანძილი IM წერტილიდან (15.1) წრფემდე გამოისახება» 
ფორმულით 

ასიმპტოტებია 2=(2+1) -- Cთ=0, +1, + 2,...) წრფეები, 

=-- 9X--I +ხს. 
“' წ ე02+1 

ასიმპტოტის განსაზღვრის თანახმად 

ი 

III (<#-–X +) =0, (15.2) 
IXI-თ
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ანუ 

11=% _–- 
IXI ი (ი- > + X >)-9. 

რეთ + · (15.3) 

აქედან 

ამგვარად, ც მოძებნილია. 
აქ ცალ-ცალკე უნდა განვიხილოთ შემთხვევა X->+Cთ, X->-––თა 
ახლა (15.2) ტოლობიდან შეგვიძლია განვსაზღვროთ ჩხ: 

' ხ=1IM (V–იX). (15.4) 
IXI-–-თ 

ამრიგად, მოძებნილია „ და ხ და, მაშასადამე, მოძებნილია ყ=ი0ჯ-Lხ 

ასიმპტოტიც. 

მაგალითი 2. მოეძებნოთ ს= = 1291. ფუნქციის გრაფი- 
ჯ# ჟ 

კის ასიმპტოტები. 
ამოხსნა. რადგანაც 

და 

3.L2:--1 
110 ყ =11-ი 23 +44 =+C> 

ჯIია0- X-0- ჯ 

3.1 2-1 
110 ყ = 11Iი 2127 =-თ, 
იი L---+0 ჯ 

ამიტომ დ =0. წრფე, ე. ი. იყ ღერძი, არის მოცემული გრაფიკის 

ვერტიკალური ასიმპტოტი. 

მოეძებნოთ ახლა გრაფიკი დახრილი ასიმპტოტები. თანახმად 

(15.3) „ტოლობისა 

| 2ე:––1 
თ=1IIი -”- = 1IIი 21+22-1 _ კ. 

I -თ.:. IXI>თ ჟა. 

ხოლო (15.4) ტოლობის ძალით. 

3.L 2უ--–1 
ხ= 110 (ყ–2)= 11თ (““.-– –>)=2. 

IXI–- თ IXI--თL > 

მაშასადამე, ყ=ჯ-L2 წრფე არის მოცემული წირის დახრილი ასიმპ- 

ტოტი. ამასთან, ვინაიდან 

_ 1 21221 – (X+2)=----, 
#2 7
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ამიტომ, როდესაც 2>>0, მოცემული გრაფიკი #V=.დ +2 ასიმპტოტის 

ქვემოთ მდებარეობს, ხოლო როდესაც «<0, მოცემული გრაფიკი 

ამ ასიმპტოტის ზემოთ მღებარეობს (ნახ. 76). , 

' ! 

  

  

  
ნახ. 76, 

სავარჯიშო 

მოძებნეთ შემდეგი წირების ასიმპტოტები: , 

  

  

  

1. ყ= 1 პასუხი: X=-1; ყ=0, 

თ-–--1 

1 ! 
= პასუხი: თჯ=--?2; V#=-0. 

2 წ მებ ' 

ი პასუხ ხ 
· =6 + ხდოი ასუხი: ჯ=ხ; V=-0. 

ვ. ყ=6 C= ნ! | 

4 _ თპ+1 , პასუხი »=--1; ყ=2ჯ--1. 

| , თ,-+ 1 « - 

,. §. ყმლ=ცვ –- ე. პასუხი: ჯ+ყ=0. 

ნ. ყ=თ+6“.· პასუხი: ყ=2. 

§ 186, ფუნქციის ბრაფიკის აბების სქემა 

ბუნებისმეტყველებისა და ტექნიკის სხვადასხვა საკითხის შესწავ– 

ლისას დიდი მნიშვნელობა აქვს ფუნქციის გრაფიკის აგებას, გრაფი- 

კის აგების ის ელემენტარული ხერხი, რომელიც ემყარება წერტილე-
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ბის აგებას და შემდეგ მათ შეერთებას უწყვეტი წირით, სრულიად 
იუღებელია ნებისმიერი ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად, 

დიფერენციალური აღრიცხვის მეთოდების გამოყენებით შეგვიძლია 

საკმაოდ ადვილად ავაგოთ ფუნქციის გრაფიკა. , 

გრაფიკის აგება დაკავშირებულია ფუნქციის გამოკელევასთან. 

ფუნქციის გამოკვლევისათვის შიზანშეწონილია ვისარგებლოთ შემდეგი 

სქემით: | 

1. ვიპოვოთ ფუნქციის განსაზღვრის არე და წყვეტის წერტილები. 

2. ვიპოვოთ ფუნქციის გრაფიკის კოორდინატთა ღერძებთან გადა- 

კვეთის წერტილები. 
„8. ვიპოვოთ ფუნქციის ექსტრემუმის წერტილები და ფუნქციის 

უდიდესი და უმცირესი მნიშვნელობები, თუ ისინი არსებობენ. 

4. ვიპოვოთ ფუნქციის ზრდადობისა და კლებადობის უბნები. 

5. ვიპოვოთ ფუნქციის გრაფიკის ამოზნექილობისა და ჩაზნექილო- 
"ბის უბნები, გადაღუნვის წერტილები. 

6. ვიპოვოთ ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტები. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც ფუნქცია ლუწია, საკმარისია ფუნქციის 

გრაფიკი ავაგოთ არგუმენტის მხოლოდ დადებითი მნიშენელობებისა– 

თვის. გრაფიკის ის ნაწილი, რომელიც არგუმენტის უარყოფით მნი- 

შვნელობებს შეესაბამება, აიგება ისე, რომ მთელი გრაფიკი განლაგე– 

· ბული იყოს სიმეტრიულად 0Vყ ღერძის მიმართ. 

სრულიად ასევე,. კენტი ფუნქციის გრაფიკის ასაგებად საკმარისია 

ავაგოთ მისი ის ნაწილი, რომელიც შეესაბამება არგუმენტის დადებით 

მნიშვნელობებს. არგუმენტის უარყოფითი მნიშვნელობებისათვის გრა– 

ფიკი ისე უნდა დაიხახზოს, რომ მთელი გრაფიკი სიმეტრიულად იყოს 

განლაგებული კოორდინატთა სათავის მიმართ. 

ჩ 12 ფუნქცია და ავაგოთ მისი   მაგალითი. გამოვიკვლიოთ #= 

გრაფიკი. 

მოცემული ფუნქციის განსაზღვრის არეა |--თ, თ) ინტერვალი. 

შევნიშნავთ, რომ როცა 2 >>0, მაშინ #>>0 და გრაფიკის სათანადო 

ნაწილი მოთავსებულია 07 ღერძის ზემოთ. როცა ჯ< 70, მაშინ V<9 

და, მაშასადამე, გრაფიკის სათანადო ნაწილი მოთავსებულია (0 ღერ– 
ძის ქვემოთ. როცა ჯ=0, მაშინ #=0. ამრიგად, მოცემული ფუნქციის 

გრაფიკი გადის კოორდინატთა სათავეზე. ეს ფუნქციას განსაზღვრის 

მთელ ინტერვალზე უწყვეტია. 
ახლა შევისწაელოთ მოცემული ფუნქციის ექსტრემუმი. ამისათვის 

მიო წარმოებული გავუტოლოთ ნულს:
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L- 
, 1-–-ჯ 

მეუღლეს 
· აქედან მივიღებთ, რომ #«,=–1 და #«.=1 არის ფუნქციის ლოკალუ- 

რი ექსტრემუმის წერტილები. 

ვინაიდან ე:კ,=–-1 წერტილის მარცხნიდან მარჯვნივ გავლისას ყ” 
წარმოებული უარყოფითი მნიშვნელობებიდან გადადის დადებით მნი- 
შენელობებზე, ამიტომ 2,=--1 არის აღებული ფუნქციის ლოკალური 
მინიმუმის წერტილი და 

. –1 1 
10 ყC=---–---=-–---. 

'1-LC– 1)? 2 

შემდეგ, რაკი ჟე:=1 წერტილის მარცხნიდან მარჯვნივ გავლისას 
ყ წარმოებული დადებითი მნიშენელობებიდან გადადის უარყოფით 

მნიშვნელობებზე, ამიტომ #>:=1 მოცემული ფუნქციის ლოკალუ- 

, : 1 1 
რი მაქსიმუმის წერტილია და #)§3X V-++ 2. 

ახლა შევისწაელოთ მოცემული ფუნქციის ზრდადობისა და კლე- 
ბადობის უბნები, ვინაიდან ყV <0, როცა · –-–-თ<ჯ7< --1, ამიტომ 
1-Cთ, –-1( ინტერვალზე ფუნქცია კლებადია, ხოლო. რადგანაც V'>9, 

როცა –--1<7ჯ<-L1, ამიტომ 1--1, 1( ინტერვალზე ფუნქცია ზრდა- 
დია. დაბოლოს, ვინაიდან ყ”<0, როცა 1<2<+C, ამიტომ )1, + თL 

ინტერვალზე მოცემული ფუნქცია. კლებადია. 
გამოვიკვლიოთ მოცემული ფუნქციის გრაფიკის ამოზნექილობისა 

ამისათვის მოვძებნოთ მოცემული ფუნქციის მეორე რიგის წარმოებუ- 

ლის «ფესვები. გვაქვს: 

  

„9 _ 
, , _ 22X(ჯ"-–3) =0, 

(1+ 2 

საიდანაც თ,=-V 3, ჟ:=0, თე=VIM/ 3. ვინაიდან ყ”<- 0, როცა 

თ <ჯ<-V/ 3, ამიტომ მოცემული ფუნქციის გრაფიკი 1-- თ, 

–M 3( ინტერვალში ამოზნექილია. შემდეგ რაკი ყ” >0, როცა 

–V 3. 3 <ჯ<0, ამიტომ მოცემული ფუნქციის გრაფიკი |“ 3, 0(
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ინტერვალში ჩაზნექილია. დასასრულ, სყ“ <0, როცა 0<ჯ<ს“ 3, 

ამიტომ 10, |” 3) ინტერვალში გრაფიკე ამოზნექილია,ა ხოლო 

ყ >0, როცა I მზ-<,ვ<+თ და ამიტომ | / 3, +C( ინტერ– 
ვალში ფუნქციის გრაფიკა ჩაზნექილია. 

ცხადია, მოცემული ფუნქციის გრაფიკას გადაღუნვის წერტილები 

იქნება #(-V/5, -V2) M,(0, 0) და M(/ 5, C 3 · 
4 

მოცემული ფუნქციის გრაფიკის ასიმპტოტების მოსაძებნად შევნიშ– 

ნოთ, რომ 
7; 

Iიყ=)იდ –-––-=0 
წაი L.-+46თ 1+272 

და M : 
სიყ=1 ––--=0. 

წასან 4 I-.-თ 1 +272 

ამრიგად, ფუნქციის გრაფიკს აქვს ერთადერთი "დახრილი ასიმპ- 

  ტოტი ყ=0, ე.ი. 07 ღერძი. ვინაიდან Vყ= ფუნქცია, როცა ჯ 
1+ჟ 

მიისწრაფვის რაიმე სასრული მნიშვნელობისაკენ„ არ მიისწრაფვის 

უსასრულობისაკენ, ამიტომ გრაფიკს არ აქვს ვერტიკალური ასიმპ– 

ტოტები: გავითვალისწინებთ რა ზემოთ ნათქვამს, დავრწმუნდებით, 

რომ გრაფიკს აქეს 77-ე ნახაზზე ნაჩვენები სახე. 

7 

-V– 9, “ს M სა 

ნაზ. 77. 

    

    
25 ელ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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სავარჯიშო 

გამოიკვლიეთ შემდეგი ფუნქციები და ააგეთ მათი გრაფიკები: 

  

  

–1+ 67 
= 1. 2. = “ 1. ყ=6 L) 1-2 

გ ! 
3. V= -> 4. ყ=76 "ს. 

· ჯყ=ფ%“ ნ. ჯ=>--1V (=-+1). 
7  V=>ფ-+3510 2. ვ. ყ=10(1+29. 
ბ V=2310 2. „0. ყ=თ“+Xვ1ი ქ. 

11. V#=10 319 2, 12, ყ=5=.



„ თავიVIII 

ზანუსაზღვრელი ინტებრალი. ინტებრების ძირითადი 
მეთოდები 

როგორც ვიცით, დიფერენციალურ აღრიცხვაში შეისწავლება 

შემდეგი ძირითადი ამოცანა: რაიმე X შუალედში მოცემულია # (2) 
ფუნქცია და უნდა ვიპოვოთ მისი წარმოებული, განუსაზღვრელ ინ- 
ტეგრალთა თეორიაში შეისწავლება შებრუნებული ამოცანა: რაიმე 

X შუალედში მოცემულია / (») ფუნქცია და უნდა ვიპოვოთ ისეთი 
XX (თ) ფუნქცია, რომლის წარმოებულია / (#). 

ასეთ ამოცანამდე დაიყვანება ტექნიკასა და ბუნებისმეტყველების 

მრავალი საკათხი. მაგალითად, მექანიკაში გვხვდება შემდეგი ამოცანა: 
მოცემულია წრფეზე მოძრავი ნივთიერი წერტილის სიჩქარე დროის 

ყოველ # მომენტში: »=/ (,); საჭიროა ვიპოვოთ #» წერტილის მო- 
ძრაობის კანონი, ე. ი. დამოკედებულება გავლილ ვ§ მანძილსა და გავ- 

ლილ L დროს შორის. ჩვენ ვიცით, რომ 8= / (ჯ) სიჩქარე იმ §= XVI) 
ფუნქციის წარმოებულია, რომელიც გამოსახავს # წერტილის მო– 

ძრაობის კანონს. ამრიგად, მოცემულია უცნობი I" (I) ფუნქციის წარ- 

მოებული XX" () =/ (I); საჭიროა #()' ფუნქციის მოძებნა. ეს კი 
არმოადგენს დიფერენციალური აღრიცხვის ძირითადი ამოცანის შე- 
რუნებულ ამოცანას. 

§ 1. პირველყოფილი ფუნძცია და განუსაზღვრელი ინტეგრალი 

ვთქვათ, X შუალედში განსახღვრულია / (დ) ფუნქცია. ამ ფუნ- 
· ქციის პირველყოფილი ფუნქცია ანუ ინტეგრალი ეწოდება ისეთ 

X (2) ფუნქციას, რომლის წარმოებული X შუალედის ყოველ წერტილ- 
· ში / (1) ფუნქციის ტოლია: #"” (ჯ) = / (ჯ). მაგალითად, §1ს დ ფუნქ- 

ციის პირელყოფილი ფუენქციაა 008 «. | 

ადვილი შესამჩნევა რომ თუ /#/(თ2) ფუნქციას აქვს ერთი პირ- 

ველყოფილი ფუნქცია, მაშინ მას ექნება უამრავი პირველყოფილი 
ფუნქცია. მაგალითად, თუ X (2) არის / (7) ფუნქციის "რაიმე პირ- 

ველყოფილი ფუნქცია, მაშინ X (1+C, საღაც C ნებისმიერი მუდღმი– 

ვია, აგრეთვე წარმოადგენს / (2) ფუნქციის პირველყოფილ ფუნქციას.
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ღეორემა 1. თა) ჯX (0 არის მოაცემელი /(00 ფუხსქ- 

ციის პირველყოფილი ფუნქცია, მაშინ Xჯ'(C2)+060, სა- 
და) 0 ნებისშიერი მუდმივია, ზოგადი სახის პირ. 

ველყოფილი ფუნქციაა, 
დამტკიცება. ვთქვათ, C (1) არის # (ს) ფუსქტილს რაიმე 

სხვა პირველყოფილი ფუნქცია. მაშინ იგივყერად 

| # (ეე) =Cთდ“ (თ. 

მაგრამ როგორც ვიცით, თუ ორი ფუნქციის წარმოებული იგივტო:დ. 

თანატოლია, მაშინ ეს ფუნქციები ერთჭა5ეთესაგან მუდმივი სიდიდით. 

განსხვავდებიან, ე. ი. თდ (>1= #C0 +C. თეორემა დამტკეცებულია. 

ამ თეორემის მიხედვით საკჰარისია მოიძებნოს მოცემული ფუს- 
ქციის ერთი პირველყოფილი ფუნქცია და მაშინ ყოველი სხვა პირ- 

ვქელუოფილი ფუნ ქცია. წა არმდ იგვიდგება მოძებნილი პირველყოფილი 

ფუნქციისა და გარკვეული მუდმივის ჯამის სახით. ' 

მოცემული ფუნქციის პირეელყოფილი ფუნქციის ანუ ინტეგრალის 

მოძებნას ფუნქციის ინტეგოება ეწოდება. თუ ინტეგრებას გახვი- 

ხილავთ როგორც ფუნქციის წარმოებულიდან თვით ამ ფუნქცეაშე 

გადასვლის ოპერაციას, მაშინ ინტეგრება წარმოადგენს გაწარმოების 

შებრუნებულ ოპერაციას. ახლა შემოვიღოთ შემდეგი 

განსაზღვრა. მოცემული / (>) ფუნქციის რაიმე პირველყო- 
ფილი # (,) ფუნქციისა და ნებისმიერი (7 მუდმივის (2) --0 "ჯამს 

ეწოდება #C) “ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეგრალი და 

' აღინიშნება 

„|7 0)ძ«= # თ)-C0. (1.1) 

ეს ტოლობა ასე იკითხება: განუსაზღვრელი ინტეგრალი /(2)ძ04 
დიფერენციალისა ტოლია XI (> პლუს ნეზასშიერი მუდმივი. C. 

0.1) ტოლობაში 7 (») ფუნქცია ინტეგრალქვეშა ფჯ) > 
ყიაა, / (7) ძ» დიფერენციალი კი ინტეგრალქვე მა გამოსა. 

ხულებაა. სიმბოოოს | ეწოდება ინტეგრ ალის ნიშანი. 

ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა (ით, სI სეგმენტზე განსახლვ- 

რული ნებისმიერი I (X) ფუნქცაის პირველყოფილი ფუნქცია? პასეხს 
ამ კითხვაზე გვაძლევს "შემდეგი 

„  თვორემა. 2. სეგმენტზე. ყოველ უწყვეტ ფუნქციას 
აქვს პირველყოფილი ფუნქცია. 

ამ თეორე მას დავ.მტკიცებთ განსაზევრულ ინტეგრალთა თეო- 

რიაში.



5 2. LX -ნუსახღვრ ხყლი ინტეგრალის · ილს, იდი რაგ (თსებები 2452 

თუ /#/ (2 ფუნქციას აქვს პირველყოაფილი ფუნქცია, მაშინ ამბო- 

ბენ; რომ #(ჯ) ინტეგრებადლი ფუნქციაა. 

დასასრულ შევსიშნოთ, რამ ელემენტარული ფუნქციის წარ- 

მოებული არის ელემენტარული ფუნქცია, მაგრამ ელემენტარული 
ფუნქციის პირველყოფილი ფუნქციაა შეიჰლება არ იყოს ელემენტა- 

რული ფუნქცია. მაგალითად, 

ძო: 81ი 12 ძა 
I ლლ) =C _– ძა 

არ წარმოადგენენ. ს ლემენტარელ ფუნქციებს. იხენი წარმოადგენენ 

ეგრეთ წოდებუ– უმაღლეს ტრანსცენდენტუეით ფუწნკ- 
კიებს · 

“ § 2. ბანუხადღვტელი ინტებრლის კირდხთადსი თვინებები 

თეორემა 3. თუ /() ფუნქციას ჯერ გავაწარმოებთ 
და შემდეგ მოვახდენთ ამ წარმოებულის ინტეგრებას, 
მივიღებთ /(2)+-C ფუნქციას, სადაც) C, ნებისმიერი 

მუდმივია, ე. ი. 

| I # (0ძ2;=# (0 +117 (2.1) 

დამტკიცება. რაკი /(0--6C ფუნქციის წარმოებულია #' (ო. 

ამიტომ მართებულია: (2.1) ტოლობა. 

ეს ტოლობა ”შეჯეიჰლია აგრეთვე ასე ჩავწეროთ: 

19/(00=/(ი+C. 
თეორემა 4. განუსაზღვრელი ინტეგრ:ალის დიფე- 

რენციალი ინტეგრალქვეშა გამოსახულების ტოლია. 

“დამტკიცება. ინტეგრალის განსაზღვრის მისედვათ, I7/თ ძჯ; 

ისეთი ფუნქციაა, რომლის წარმოებულია #(ჯ), უ- ი. 

<= (7 თძ»|=/ თი. 

აქედან 
ძ. I #6) ძჯ:=/ (2) #X. 

თეორემა დამტკაცებულია. 
თეორემა §. ორი ინტეგრებადიფ; უნქციის ჯამი ინ- 

ტეგრებადია და ამ ფენქციათ. ჯამის განუსაზღდვ- 

რელი ინტეგრალი ულრის აღნიშნ ლი ცყუზქციების 

განუსაზოვრელი ინტეგრალების ჯამს.
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დამტკიცება, ვთქვათ, / (>) და ყ რ ინტეგრებადი ფუნქ- 
ციებია. დავამტკიცოთ, ·რომ 

I LI (თ) + 9(9)1ძ2= I #/()ძ« + I 9 (2) ძი. (2.2) 

აღვნიშნოთ / (დ) და 9 (თ) ფუნქციების რაიმე პირველყოფილი · ფუნქ- 

ციები # (თ) და C (–)-ით. მაშინ 

(7 C0)4»+ IC ძ>-=IX C)+0)+I0 თ+თCთ)= 
=1 (თ2)+C (2)+(0C,+C)),1: | 

სადაც 0, და 0) ნებისმიერი მუდღმივებია. მაგრამ #L(C7.)-+-C (თ) არის 

#(+ 97 (2) ფუნქციის პირველყოფილი ფუნქცია. მაშასადამე, მარ- 

თებულია (2.2) ტოლობა, 

თგორემა ნ. თუ #(>) ინტეგრებადი ფუნქციაა, მა- 

შინ 4/(),'სადაც 4 მუდმივი სიდიდეა, აგრეთვე ინ- 

' ტეგრებადია ღა მართებულია ტოლობა 

| 47 C)ძ2=4 | / C) ძ». 
დამტკიცება. ვთქვათ, # (2) არის / (ჯ) ფუნქციის პირველ– 

ყოფილი ფუნქცია, მაშინ 

49 (4 C))=4/Cი. 
| ძ>2 · 

მაშასადაშე, 

I 4#(თ)ძ»= 4#(2)+ 40= 4 I#(2)+C0)= 4 I # (2) ძი. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ორი უკანასკნელი თეორემისა და მათემატიკური ინდუქციის მე– 

თოდის გამოყენებით შეგვიძლია დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა 7. თუ #.Cთ), #2: (თ)... /„(2) ინტეგრებადი 
ფუნქციებია, ხოლო #4, 4,..., 4, მუდმივებია, მაშინ 
მართებულია ტოლობა 

| ა 4./, 6) ძ2= – 4, MV. (თ ი». 
ა.1 L=1 

§ 9, უშუალო ინტეგრება 

თუ ინტეგრალქვეშა გამოსახულება ცნობილი ფუნქციის დიფე– 

რენციალია, მაშინ ამ ფუნქციისათვის ნებისმიერი მუდმივის დამატე–
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ბით მივიღებთ საძიებელ განუსაზღვრელ ინტეგრალს. მაშასადამე, 
უმარტივესი ფუნქციების დიფერენციალთა ცხრილის მიხედვით ”შედ- 

გება განუსაზღვრელი ინტეგრალების შემდეგი ცხრილი: 

  

CX+ 1 

I. | 8-ძ> = _1+9 («#–-)). 
> !| 

2. |-=I»I+0, ვ. | «"ძ> = +“ +C («.>0, 6#I), 
ჯ 10 6 

4. | «ძ»=4“+0. §. | გი§=ძ2= 8Iი ჯ+C. 

8. | წითძ2=--იი§ 2+C,            

  8. | ძ» =–იი»ჯ+C. 

  

  

81ც2» 

9. I 2). ოთარი ოთოით , 

10. =მ1XCინC>+C=--მX0 60LC >+C“, 
=> 

· 
" 

11. | თა =ძ4»-=8ხ ჯ+LC, 12. |5ხსთძ2=ის >+0, 

'/ ძ 
13. =სხ'»ჯ C. , 

'იიშთ. “+ 
       ძ> =--ტLI) თ–+C- 

>» 
= 

§ #. დაშლის სერს0 

ეს ხერხი გამოიყენება, როდესაც ინტეგრალქვეშა ფუნქცია ძი- 
რითადი ელემენტარული ფუნქციების წრფივ კომბინაციას, წარმოად- 
გენს. მაშინ მე-7 თეორემის თანახმად ამგვარი ინტეგრალი შეგვიძლია 

წარმოვადგინოთ ინტეგრალთა ჯამის სახით. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1=| (38 –– 4910 7-+-5 “> ჯ)ძე. 

ამოხსნა, მე-7 თეორემის თანახმად 

1I= | 32ძ2– (43% =9#+/ 5M-28»=3|224>--4 | §Iი >ძ>+ 
ვ გ 

+5| I =<ძ9>=2” -+L 46082 + +” M »-+თ. 

სა
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მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

5 · 1 _ 
I= | (+ +ლძ/, –ბM  ) «. 

/.”.: 3Mთ 

„, ამოხსნა. მე-7 თეორემის ·თანახმად გვაქვს: 

  

_ 8 170 + ი 6 ვ __ 
I=5 | 'ძი++| + “ძ2- | უ1% ძუ = 15M/ 2 + 

4! 2 _ 2 
„+-- IM 2 34 IV თ +0C. 

ხშირად დაშლის ხერხი მაშინაც გამოიყენება, როცა ინტეგრალ– 
ქვემა ფუნქცია არ წარმოადგენს ალგებრულ ჯამს. ამ "შემთხვევაში 

ინტეგრალქვეშა ფუნქცია წინასწარ უნდა მივიყვანოთ ალგებრულ 

ჯამზე და შემდეგ გამოვიყენოთ მე-7 თეორემა. 

მაგალითი 3. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1= I თ'ძ2 · 

1+ 2? 
  

„. ამოხსნა. გვაქვს: 
· __ ' ! 

I1- C19- 7, I(()- –-)4= | შ>– | + = 

=ჯ-– მI2C LC 2-L C. 

მა გალით ი 4. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

| _. 7= | ისთ?» ძა. 

ამოხსნ ა. გვაქვს: 

1=| (00900-7--1)0> = | C05001>0>-– | ძ>= –ისყდ-თ+-Cთ.. 

    

§ წ. ნაწილობითი ინტებრება 

ვთქვათ, «=%V%(თ) და უ=V(»ჯ) არის ორი დიფერენცირებადი 

ფუნქცია როგორც , დიფერენციალური აღრიცხვიდან ცნობილია, 
„არსებობს სა ნამრავლის დიფერენციალი და მართებულია ტო- 

ლობა - 

ძ (1-სხ)= სძIM+Vძ». 

ვაინტეგროთ ამ ტოლობის ორივე ნაწილი და შედეგი ასე ჩავ-- 

წეროთ
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| «ძი=9ი –| ფი". (5.1) 

უკანასკნელ ტოლობას ეწოდება ნაწილო ბითი ინტეგრების 

ფორმულა. ეს ფორმულა საშუალებას გვაძლევს I იძუ ინტეგრა- 

ლის გამოთვლა დავიყვანოთ ახალ ინტეგრალამდე I »ძV, რომელიც 

შეიძლება უფრო მარტივი აღმოჩნდეს ვიდრე პირველი, 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ I თი10ი ჯ ძი, სადაც თ # –- 1. 

ამოხსნა. შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

«=10ფ და მცი=ფ%ძა. მაშინ ძ-=47 

  

უჯთ+1 ს 

და ს= I « ძ» = L ამის შემდეგ (5.1) ფორმულის გამოყენება 

    

თ+ 
მოგვცემს 

2+1 +11- MX 

| თ-1ითძი =- 102 __ 1 | თ"ძ _ 92% ჰით _ უჯ% +0 

თ-+L1 თ –+1 თ-L1 (თ-L1)1 

როგორც ვნახეთ, წ=9 (ჯ) ფუნქცია უნდა მოვძებნოთ ძა) დიფე- 
რენციალის ინტეგრებით. მაგრამ, ინტეგრება ამ დიფერენციალისა 

წარმოქმნის ნებისმიერ C მუდმივსაც. ეს მუდმივი წ ფუნქციის გამო- 
თვლისას ჩათვლილია ნულის ტოლად, ვინაიღან იგი საბოლოო შე- 

დეგში არ მიიღებს მონაწილეობას. ' 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ I ჯ310 > ძ». შემოვიღოთ აღ- 

ნიშვნები #=ჯ და ძა=3510 «01; მაშინ იყ=ძჯ და ფ=-––008 2. ახლა 

გამოვიყენოთ (5.1) ფორმულა, გვექნება 

| =310=ძ>2=--» ი082-L | 005 C0ძ2=-– თ 008 >+810 >+C. 

როგორც ვხედავთ, განხილულ მაგალითში, ნაწილობითი ინტე- 

გრების ფორმულის გამოყენებას მივყავართ ახალი მარტივი I 008 2 ძ» 

ინტეგრალის გამოთვლამდე. 

თუ ავიღებთ #=81ს და ძხ=+XVთჯ», მაშინ ძM=06082ძ2 და- 

” =_ 29 და იმავე (5.1) ფორმულის გამოყენება მოგვცემს 

. უბე თ 1 
| დ8)ითი0== <> > | 28608 2ძ”.
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ნათლად ჩანს, რომ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულამ, ამ შემ- 
თხვევაში, არა თუ გაამარტივა საძიებელი ინტეგრალის გამოთვლა, 

არამედ იგი მიიყვანა უფრო რთული I დბ09 ძ» ინტეგრალის მო- 

ძებნამდე. ეს გამოწვეულია იმით, რომ « და ძს მოხერხებულად არ 

იყო შერჩეული. 

მაგალითი 3. გამოვთვალოთ I 8>XCV+9 თ ძ». ამისათვის მივიღოთ, 

  რომ ყ=53X6L. >, ძი=ძ2. მაშინ 9«=:+2 

მულიდან მივიღებთ 

| 36% >ძ>2= თ მXC სწ თ –- | 

: 9=27 და (5.1) ფორ- 

ჯ«ძ27 

1-2 

–-1I0+259+0. 

  =28%0 წთ .ჯ-–-– 

მაგალითი 4. მოვძებნოთ I ფ2ბ-Lხ»-+V 008#= მ», სადღაც 

ი, ხ, 6, X#0 ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია. 

ამისათვის ვიგულისხმოთ ს=622-Lხჯ-L9ი, ძი=008M>ძ2; და გამო- 

ვიყენოთ (5.1) ფორმულა. მაშინ ძ9V=(20»-Lნ) ძ»თ, 9=-- 8Iი #ჯ და 

! I (თ+ზ-Lხჯ -L 6) C08 #ჯ 92=– (ი>'-+ხთ-LC) 810 #2 –– 

–+ | (2ი3+-ნ) 810 X> ძ>. 

ახლა, ხელახლა გამოვიყენოთ (5.1) ფორმულა უკანასკნელი ინტეგრა- 
ლის გამოსათვლელად, რომელშიც აღენიშნოთ %#= 20ჯ2+წნ, ძუ = 

=810 X>ძ»2, მაშინ ძახ=2თ ძუ, თ==-- + 008M#>. გეექნება 

. 1 26 
I (2თჯ-1ხ) 81ი #> ძთ=---- (2თჯ -L.ხ) C03 #= -+L + I 508 #» 092 = 

= –“0ი>+ ხ) იი8X> +L => ხIო #>- 

ამრიგად, საბოლოოდ მივიღებთ 

I (ი»'-Lხ2-L4) 608 L» ძჯ = + (ფე?-Lხ>ჯ-Lი) 810 #>-L
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  1 
+ # (2თჯ + ხ) C03 #> –2 810 #X>+C. 

მ აგალითი 5. გამოვთვალოთ I ვამე. აღვნიშნოთ ფ = 2”, 

ძუ =4“ძჯ>. მაშინ ძა=:2272ძ>», უ= ი”. თანახმად ნაწილობითი ინტეგრე- 

ბის ფორმულისა, გვექნება 

I ჯი ძX+= 27%“ -- 2 I დ40” ძ2. 

გამოვთვალოთ უკანასკნელი ინტეგრალი ისევ ნაწილობითი ინტეგრე- 
ბის ფორმულით, ამასთან აღვნიშნოთ «=27, ძ0=64” ძ». მაშინ ძია=ძ2, 

აფ=დ05, ამის გამო გვექნება 

თ0 ძღ= 26“ | -"ძთ2=(თ -- 1) თ”. შევიტანოთ მიღებული გამო– 

სახულება ტოლობაში, საბოლოოდ გვექნება 

I დბა ძჯ=(ჟ718 -- 2ჯ-L2) 2--LC- 

მაგალითი 6, გამოვთვალოთ I თ9%-098 ნჯძ., სადაც თ #9 და 

ხ #0 ნამდვილი რიცხვებია. 

აღვნიშნოთ «=:ლ%, ძე=008 ხდძია. მაშინ ძი«=006- ძ:, 

1 
ფ =--810 ნფ. გამოვიყენოთ (5.1) ფორმულა, მივიღებთ 

· 1 . რი · 
I გ9X 608 ხ2 ძ:= + 7 90 ხთ. ჯ | «“ «სი ნთ ძი. 

უკანასკნელი ინტეგრალი გამოვთვალოთ ისევ ნაწილობითი ინტეგრე- 
ბის ხერხით. ამისათვის, ვთქვათ #«=24%, ძხ=8981ი 02 0». მაშინ 

ძი=00%ძ2, ზ=-- > 006 ხჯ. მაშასადამე, 

: ' 1 ძ 
, I 69% 810 ხX ძუ; =--– წ<52ი ბ09 ხX-L = I 49% 005 ხჯ ძი. 

თუ ამ გამოსახულებას შევიტანთ წინა ტოლობის მარჯვენა ნაწილში, 

მივიღებთ 
ჯ 

| «-აი§ხ= ძ>= 1 +ვი ხ>+ M ტ9Xლ08 ხთ –- 2I ძ“+ტიყ ხთ >, 

ხაიდანაც საბოლოოდ გვექნება: 

I ტ9%ი608 ხძ= 30 005052 ნ22: +0C0. (5.2)  
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ანალოგიურად დავრწმუნდებით, რომ. 

_ (8) ხ;-–ხ 008 6+) 494 

ი" +ხ1 

მაგალითი 7 გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

2 L- ((–-“--- 
280 X+ 0082» 

წინასწარ იგი გარდავქმნათ შემდეგნაირად: 

1= I ჯ 2009 LX ძX _ 

0082 (2310 2 + 008 2)? 

ახლა გამოვიყენოთ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა. ამისათვას 

აღვნიშნოთ 

I 6% §10 ხე: ძჯ   +C. (5.3). 

  

  

  

თ:005 292 
%= ––, =– . ==, 

ბ08 > (2510 ჯ -L 009 2)? 

მაშინ 

009 2-L 2919 ჯ ჩ7008 Xჯ2VX 
ძV%= ი08>-L «2911 > - ჯუ= ( - “ე 

| 008“თ “ (დვI)0 დ + 0082) 

· 
') 

= | 4C552170 2) _ 1 , 

(ჯ3Iი ჯ-L608 7)? დ 910 თ-- 608 ე; 

ამის შემდეგ საძიებელი ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

_ დ I ძ» , 

C- ი089თ(თ5ი თ–+ი08 «) 00822 
  

ამრიგად, საბოლოოდ მივიღებთ 

_ 110თ–– თიი9= 
ბ037+-–= 8) ჯ 

1 +C. 

§ 0. ინტებრება ცვლადთა გარდაქმნის სერხი?) , 

ხშირად, განუსახღვრელი ინტეგრალი, რომელიც საკმარისად რთუ- 

ლი ინტეგრალქვეშა გამოსახულებიდან არის გამოსათვლელი, შმესაძ-



§ 6. ინტეგრება ცვლადთა გარდაქმნის ხერხით 397 
  

ლოა გავამარტივოთ ინტეგრების ახალი ცვლადის შემოღებით. ვთქვათ, 

# (2) ფუნქცია უწყეეტია (თ, ხI სეგმენტზე და ამ სეგმენტზე 
| /Cძ«=#Cთ)+0. C-ს) 

განვიხილოთ ჯ=დთდ() ფუნქცია, რომელიც უწყვეტად წარმოებადია 

IC, 81) სეგმენტზე და «თ < C(0) «<-ხ, როღესაც 6 << 8 როგორც 
ვიცით, ასეთ პირობებში რთული ფუნქცია XI Iდთ(/)) განსაზღვრულია: 

Iთ, MI სეგმენტზე და 
ძI” LC (I)1:= L” (4 (1)) დ” (1) CL. 

რადგანაც #" Cე=/ (2), ამიტომ 

ძ#X" (დ (I)1= / LC (,)1 დ” (I) ძL- 
მოვახდინოთ ამ ტოლობის ორიეე ნაწილის ინტეგრება, მივიღებთ 

#XIC(01+0= | / IC()) თ (0) ძL. C.7 

მაგ რამ X (დ ()1= XC, ამიტომ (6.1) და (6.2) ტოლობების ძალით 

გვექნება 
| / თ)ძი =| / IდC(019/ (0 %. (6.3) 

ეს არის ინტეგრალქვეშა ცელაღის გარდაქმნის ფორმულა. ინტეგრე- 
ბის ამ ხერხს ჩასმის ხერხს უწოდებენ. 

როგორც ამ ფორმულიდან ჩანს, მარჯვენა ნაწილში ინტეგრა- 

ლის გამოთვლა მთლიანად დამოკიდებულია დ (I) ფუნქციის შერჩევი- 

საგან. ჩასმის ხერხის ნაყოფიერება იმდენად უფრო ეფექტურია. რამ- 

დენადაც მოხერხებულად არის შერჩეული დ (I) ფუნქცია. 
შენიშენა. ზოგჯერ, ნაცვლად ჯ»ჯ=დ CI) ჩასმისა, უფრო მიზან- 

შეწონილია გამოვიყენოთ ( =% (X) ჩასმა. მაგალითად, თუ გამოსათვ- 

ლელია, ინტეგრალი 
ს” (თ) ძჯ 
ა“) ” 

'ჟკეთესია გამოვიყენოთ ს I ს ჩასმა, საიდანაც გვექნება #7ჯ= 6' (7) ძჯ 

და ს (2) «+ (2) ძჯ _ ი III _ - 
–-= 'I=+C=1)ს)თ(21|+C. 

წწოლუთ 162) · # ! VI 
მოვიყვანოთ მაგალითები ჩასმის ხერხის გამოყენებაზე. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ I M §Iსთ 0082ძ>». გამოვიყე-
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1 3 

IV 31ი თ 00827 ძ2= | CL" «= –.0+0= 

== .>V 89)ს > + C. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ( 25+%., 

ავიღოთ 1ი ჯ=1 ჩასმა მაშინ % =ძ!. და გამოსათვლელი ინტე– 

გრალი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

I 103?» ძჯ 
= | + = –-#+0=--)იბ2+0, 

ჯ 
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ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია. ” 
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ძ» 1 ძ! 1 ლ ირ კს (+0= 
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– ლითა ხდ (+ თ)+თ. 

  სადაც ი > 0, ს. > 0. მაგალითი 4. გამოვთვალოთ I ლ=2>-) 

თუ ავიღებთ ჩასმას 2: =+, გვექნება ძუ = + %- მაშასადამე, 

I _ მძ _ 1, # ._ _ იჯტ 811 #+C= V ც-ა).ა აბ1/1 ი სჯა 
1 

– + 8ოც 810 ბ” _ იც,
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1 14, 

2იხ 

თ >. 

  

    ს )0I1-+I+0= 

1 
C = 1 

+. ა 2იხ · 

თ+ხ= 

თ–ხ. 
      +0.   

    

3102 კ 

ა0ვ9მ7 
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იიცმ» 008" > 

ახლა ავიღოთ 005 დ =(L ჩასმა, მაშინ 80 თძ»=–-ძ! და საძიებელი – 

ინტეგრალი მიიღებს მარტივ სახეს და ამოიხსნება უკვე დაშლის ზერ- 

ხით შემდეგნაირად: 

1=- 02-21 - –| ("კ + 3 I“ – 3 ( Lძ(+ 

  მაგალითი 6 გამოვთვალოთ ინტეგრალი I= I 

  
  

1.1 3 1 
+I/" => უკ +31I4 – ++ “+090. 

თუ დავუბრუნდებით # ცვლადს, საბოლოოდ მივიღებთ 

IL= 

  

3 , 1 
3)ი)|ტიმთდ|–– –– (08 2-+-–08მ 24+C. ოალუ +319! I 2 + 3 +
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  მაშინ ძი=ძა, 9= II >==> = – I 0?-- დ. 
თ“ ეზ 

მაშასადამე, 

_ თ? ა ა/მ. “ეზ –- 2 ქი; IX>-> - თV თ! 22+ | V/” თ თ" თ; 
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IV დ -–-2 -–- ეზ ძუ=ფ“ 8XC ვი > | თ ცბ-- დ – თ '-I წ ც?-- ჯ-ძე, 

საიდანაც საბოლოოდ მიგიღებთ 

' იიი? . 

IV > – ძი = 5“ მI6 ვი =8 -L > ” ც“ -- ფთ? LV. 
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თე” -L ხთ -L 6 

სადაც 6 #0, ხ, ი ნამდვილი რიცხვებია. 
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გბ+ხთ+6=--- I(2თთ-+ხ)? –– (ხ? -– 4ძ20)1!. 
თ 

მაშინ (7.1) ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება 

ჯ1=4 I თ» . 

(2თფ-Lხ)?–– (ხ? –– 402) 
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. ძ 
ტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

ძ2 
I=2) -–--–------. 

I ჟ?მ-- (ხბ– 4თ8) 
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2 I=- + 4+0. 

ვთქვათ ახლა, ხ” –– 4ი->0. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას ხ?-- 

–- 406 =V#", გვექნება 
თ2 1 

=2 =- 

წ I გ-ი 1 
დაბოლოს თუ ხ1––-400<0, მაშინ §?მ -–- 4ცი=-–- #9? და 

2 
7=2| ძ _?2 მX6C(თ -” LV. 

ვეს X # 

დავუბრუნდეთ ისევე ჯ ცელადს, საბოლოოდ მივიღებთ 

  19   

  

  

  

20თ + ხნ –– I ხ?– 42 +თ 

2ით>+ს+ს/ ხზ –- 406. 

თუ ხზ-4თ0>90, 

2 20ჯ-+ხ 
–-–– == 810 ასი -----–--==> 

IM 406 –- ხხ! #6 MV 402 ხზ 

' თუ ხ! -–-406<0. 
ამრიგად, როცა თთ?-+-ხ»ჯ-+ 6 სამწევრის დისკრიმინანტი ნულის 

ტოლია, მაშინ ინტეგრალი წარმოადგენს რაციონალურ ფუნქციას. 

როცა იგი დადებითი რიცხვია, მაშინ ინტეგრალი არის ლოგარით- 
მული ფუნქცია; ხოლო როცა დისკრიმინანტი უარყოფითი რიცხვია, 

ინტეგრალი გამოისახება არკტანგენსით. 

2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

· _ ძა» 

I I >>> 

    

  I _ მ _ _ 
თ»? -Lხ7-L6 

+თ       

· 26 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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V 2+X V 
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ძი _ ძყ 
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· Mძ90> _ ძ=+ძხ _ «ძ(თ-LV) 
  

V V+« §#+VყV 
მაშასადამე, 

_ „მთ _ „9(+#) _ 1= | წ =|“ წ - =10|თ+VI+C. 
ამრიგად, , 

· ძ2 “ეი – 

8. გამოვთვალოთ ინტეგრალი - 

ძ. 

აა - კაიი 
ამ ინტეგრალის მოსაძებნად განვიხილოთ ორი შემთხვევა. 

ა) თ>>0. ამ შემთხვევაში კვადრატული სამწევრი თ»ზ4+ხ72+C 
ასე წარმოვადგინოთ 

  

  

  

იინLბი+ი – 0%02+0ბ+6ი: “ახი. 
(/# 

მაშასადამე, 

ჯ= I 2 V თ ძი. _ 

V. (72 + ხ)ზ1+C406 – ხ% 
” ავიღოთ ჩასმა “ 

: 20ი>–+სხ=%#. 
| აქედან ძე:=ძL: 2ღ. შალს, 

L-M,% | სდა V ს დაუთ =>> 61,M/ ჩ+რიძ –ხ5 
მაგრამ (7. 7 ფორმულის თანახმად 

  
  

  

(=5ს.=ფ 964 V ჩირ«ი- 25 )+0.
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==1ი (2თთ-+ ხ+ L/ 4C(02 + ხთ + 0) +0= 
  

  

  

  

->- 

= =>-1ი 2 246- 402+ხ +V ა2'+-ნ2+ი) + 0= 

= >> III (>> + –” 

სადაც = 

1 – 
0=0+–-=1ი(2V «). 
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ბ) «<0 და ხზ–-460>>0, ამ 'შემთხვევაში ით +ხ2+ი სამწევრი 
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(1 -- 400 – რით+გ". 
-–4ც 
  ცე"-Lხთ-+ი6= 

მაშასადამე, 

_–_ ძი IX=2(=8I)------4% · 
V- I VI (§1-- 460) –– (20ჯ-+-ხ)? 

ავიღოთ ჩასმა 2ით+ხ=#. აქედან ძთ=ძL: 2ც. მაშასადამე, 

  

  1= =9 | --2>---> =- 22-ე 0001 - 42 

–(20ჯ+ხ) 

    

  

  

+0= > 8XC 31» წე: თაკსტ 

ამრიგად, 

3=X (2/-' +V522+ნ2+ი )+ 

(9 +0, როდესაც ი>0, C) 

დააა ა 
| +0, როდესაც 6 <9.  
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38... I ეჯი §1ეზდ ძი; პას. 2(370 51012 –- 68I6 51 «) + 

-LC3ე»X0 §1ი?» –– 6) I/ 1–– 2+C. 

276 9810 ჯ “ გჯტ 81 2 /1 -C # 
39. I (1-- ჟე? რX; პას “ფუ. V 1 +606 

40. | 25055. ძო; პას. 229105109 __ 1 გივი ჟბა+(C" 
(1- ფენ. M 1+» 1--ებ. 

' ' 1 5Iი ჯ ' 

41. |“... პას. _> 4<0---+> 150 25+0. 

0 დე)? 2 

42. სც 265102 81ი ჯ _ 1 101 + 7, ც. 

  

ძო; პა 
  

I თმეჯ681ი ჯ 

კვ. (სავალი ჟ: პას. -M1-2 მL6წ1ი «-C. 

ე?
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8 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

§2. 

· (2:9592კ პას. 4 |/ 1-7 -L2 I/ 1428-6810 2+0. 

1 1 

I წ 1-- ე მI2C51ხ 2ძ2; პას. 2 95- 5 2თ– 

8 

_ 1. (1-–- ფ?)? ვ»ცპ1ი >--C. 
ვ 

% 2» პას. (1–– 27) 806510 / L- + აიმი L/ბ--” 11» 

+V 2 მXC16 I/ 1 1-–ე:+6. 

| 226 99 V/ თძი; პას. («– ჯ) მI6C810 V/ 2 + 

  

  

++ V თ-2840. 

| ჯა ხთ ს” თ ძ2; პას. (დ+1) მL6 L§ I/ ჯ-–M/ ჯ+C. 

1 1 
| 2%%X6L8 292; პას. გ. 2 მ20182 -- გ 2L 

+-+>1ი0+29+0. 

(06%%,, 2; კას. #8წ% ე Lე 4) 
ი1ი ჰ- 2 

_ + 10(1 +2ე-ა-იაი ხთ 2+C0. 

  

  > - ძე; პას, ს” 1“ 27?2+C( == V 1-–-=ე10დ– 

აა 

– (I +|/ 1-2 +0. 

)1ითძი _ 192ძი? .· კას. 4 სV(1-თ» +2(1- 9671-2910 >2 
I 5» ქ , 

–41ი(1+წ1–2)+0C.



4)მ თავი VIII. განუსაზღვრელი ინტეგრალი, · ინტეგრების ძირითადი... 

  

  
  

    

ჯ7008თ -–--91ს >. ყი ჯ 58, I - ძი; პას. +C. ! 

2 
2ლ--+3-VM/ 5 

608%; ძ2 2 651 54. |–“"X0C- ; კას. 1» 
(2+35)9 ე)? ზუ -2:ა--ე)ევ 5 

2 

_ _ 9982  _.1 კ80 
3(2+381ი >) 9 

56, (-%---, 

(3–+ თი ე)? 

008 2 306 5-+1 
პას. 

ს 8 + ი). 172 უა „უაუღუანე–– /+C. 
 



თავი IXჯ 
' ჩ 

რაციონალუტი ფუნქციების ინტებრეიბა 

§ 1, უმარტივესი რაციონალური ფუნძციები და მათი ინტებრება 

როგორც ვიცით, დ ცვლადის რაციონალური ფუნქცია ეწოდება 

22) სახის ფუნქციას, სადაც # (>) და თ(დ) მრავალწევრებია. შემ– 

დეგში ვიგულისხმებთ, რომ ფთ არის ნამდვილი (ვლადი, ხოლო / (ჯ) 

და ყ (თ) მრავალწეგრების კოეფიციენტები ნამდვილი რიცხვებია. ამის 
გარდა, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ /#(ჯ) და 7(2) ურთიერთ- 
მარტივი მრავალწევრებია, ე. ი. მათ არა აქვთ საერთო ფესვები, ვი 
ნაიდან თუ / (ჯ) და 0 (თ) მრავალწევრებს აქვთ საერთო მამრავლები, 

მა შინ #2). = წილადი შეგვიძლია შევკვეცოთ ხსენებულ საერთო მამ–- 

რავლებზე. 
ჩვენი მიზანია გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

I #C. ძა. 
9 (2) 

  თუ 12) არაწესიერი წილადია, ე. ი. #(7) მრავალწევრის ხარისხი 

ჟყ (თ) მრავალწევრის ხარისხზე ნაკლები არ არის, მაშინ მრიცხველის 

მნაშვნელზე გაყოფის შედეგად გვექნება 

#Cთ = #C)+93 5, 
9 (2) 9 (თ) 
  სადაც # (2) მრავალწევრია, 12 კი წესიერი წილადია, ე. ი. დ(2>) 

მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია წ (თ) მრავალწევრის ხარისხზე. ამ 
შემთხვევაში გვექნება 

#/ თ) .._ დ(2). თ. ძჯ= | #C)ძი + | თ ძ
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მაგრამ ინტეგრალი I X#(თ ძღ უშუალოდ გამოითელება, ამრიგად, 

რაციონალური. ფუნქციის ინტეგრება დაიყვანება წესიერი წილადის 

ინტეგრებამდე. 
შემდეგ პარაგრაფში დავამტკიცებთ, რომ ყოველი წესიერი რა–- 

ციონალური წილადი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ უმარტივესი წილა–- 

დების ჯამის სახით. 

უმარტივესი წილადები ეწოდება შემდეგი სახის წილადებს: 

IL.   4 ' სადაც 4 მუდმივი სიდიდეა. 
–თ 

  

ჯ 

2. 4 , სადაც # ერთზე მეტი ნატურალური რიცხვია. 
(ჯ–- 6» 

ვ. _ 44+98 _ , სადაც 4 ღა 8 მუდმივებია, მნიშენელს კი: 
ებ-+ »თ + 9 

ტომპლექსური ფესვები აქვს» 
#ჯ»+0 , , __-ა.წ'..-, სადაც # ერთზე მეტი ნატურალური რიცხ– 

(28-L ხთ + 0X» 
ვია, მნიშვნელის ფესვები კი კომპლექსურია. 

გამოვთვალოთ უმარტივესი წილადების განუსაზღვრელი ინტეგრა– 

ლები, გვაქვს: 

  

  

  

  

I / 4%=#I=-6I+0. _ 

4 ძა 8 (0 –– ი)“ #11 2, = ასკ - კ ს-თ“ სიე. IC 4| თ ი)“ 'ძ;= 4 –:3 +0 

4 = C 
ი (C- 1-1. 

4» 
წ 1. | 4=+8 4918 ძა 2. 2 (>+»)+(8-“» კ 

აწირი თ'+ითდ+0ძ · 

_ 4 29+XIX , (ცუ _ 42) | ძი 

1. 2 ე) თ+ით+ძ 2 V ) 2+»2+ი 
) # 

= 2 MI2+X+49|+(8 4 2XC ძნა წ, 
ი) +XC-5). 
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4 28–4»ი 2»>-+ჯ 
= -=- 19 | '+ ი2-Lი | + -----= > 8I6 L6 –> + 

2 ” V 4-– V 4ი–ჯ? 
გადავიდეთ 4 სახის ფუნქციის ინტეგრებაზე. ამისათვის საჭიროა 

შევადგინოთ რეკურენტული ანუ დაყვანის ფორმულა. გამოვიყენოთ 

შემდეგი გარდაქმნები | 

# / #» 
–-! 2 – -L წ -( 2 ( #+#2)+(0 2) = 24 _ (2თ-L ჯ) ძვ + 

(თ1-+- დთდ+0)! ”- (2+ ჯთ»-+თ)" 
L» ძი ჯ ( 58) _ 47 ს)| _ #79  _ 4 #ე/(ე- #:ჩ)/, 

+(4 2 )I ფეი 2 IL 2) 
სადაც 

_ 26ი _ ძ. 
= “ 1 V = __ 

0 ღლე თ'+ი>+თ! ” '" I (თ'+#9+თ" 
ამ ინტეგრალთაგან პირველი მარტივად გამოითვლება. მართლაც, 

ვთქვათ, დზ+ ჯ.ჯ-49=/, მაშინ 

/= | 651 70%_ _(2»-+»)ძ2_ 

(21+ უ2+0# 
1 1 “ " +02- +ძ0- 

(1––-#) წლე, (1-– #) (–”-L ჯთ-I-9)" “1 

ახლა გამოვთვალოთ /, ინტეგრალი. გვაქვს 

'-| მღთულრე - I I + ი %( (-#)! 

გამოვიყენოთ (=21--5- ჩასმა მაშინ ძ>= ძ/. ამასთან გავიხსენოთ, რომ · 

  

  = I 2 "ძვ= 

  

8 
ძყ- 2 >9 დღა ამიტომ შეგვიძლია შემოვიღოთ აღწიშვნა 0-– 

= =;2, ამის შემდეგ V,, ინტეგრალი ასე გარდავქმნათ: 

_ ძს  _ 1 „(0+)–#ჩ.._ 
თილ 2) შაოლუბი 
= _L (2. –- | „ძ! , 

2) ცია 2) კბ 
  (1.2)
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უკანასკნელი ინტეგრალი გარდავქმნათ ნაწილობითი ინტეგრების ხერ– 
ხით, გვექნება 

II LL =(IL ან). 1I/, ს, 9(8+1) _ 
სწ) ჯან: ფჯ 21" 0! 
  

  
  

1 ჯ =- მ. I. – 
2-ი (+=-5=) 26-11) (04-51). 

+ 
  

(C-ს) ტი 
  

_ 1 L _ I თ: | 

2(--1)L V'--ე)ბ1 (ბ--ჯებ1 

ჩავსვამთ რა უკანასკნელ გამოსახულებას (1.2) ტოლობაში, მივიღებთ 

  
=!-- -“ –_ L 1 ' 

I (#1-L ა): ” I (ჯ9-L ჯ2)#-–1 1 2ეზ (X––1) | (,2-L;-2)#“1 

(ტალებ) 28C66--1) 0ბ4+/9#-1 
+ 2-3 ძL 

23C0L-1) 1. (9-+-/3#4-1 

  

  

ანუ · 

ჯ ს 2-3 
2,9 (L –– 1) (0-4 2)#-1 ' 2:8(L -–- 1). 

როგორტ ეს ტოლობა გვიჩვენებს, #, ინტეგრალის გამოთვლა დაი- 
ყვანება იმავე სახის ინტეგრალის გამოთვლამდე, რომელშიაც ს ხარის–- 

ხის მაჩვენებელი ერთი ერთეულით არის დაწეული. 
(1.3) ფორმულას ეწოდება რეკურენტული ანუ დაყვანის 

ფორმულა, 
დაყვანის ფორმულის მიმდევრობით გამოყენება მიგვიყვანს ინტე– 

გრალამდე , 

V.=   წა. (1.3) 

თ 1 “ ჯ 
9/,კ= (აც – კბ ხიიLგ --+-0. 

ამის შმემღეგ საჭიროა # /„ყვლადისა და # მუდმივის მნიშვნელობანი 

შევცვალოთ დ ცვლადით და ჯ, 0, ი, # მუდმივებით და V, ინტე– 
წლი ბოლომდე გამოთვლილი იჟნება. 

  

>
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მაგალითი. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

#= /2219C>_ _(>+2) 9» _ 

( 

    

' ემ L2-L4)3 

გვაქვს: 

| 2 2 0>+2+1 2>-L2 

=> 3 22+21 2ძჯ= I (3'4-22+ 4) 471 

ძთ 1 ძ 
+ : == · 

I (2მ8-+-2დ-+4)1 რმ 22+4 LI (2-+L22+4) 

თუ უკანასკნელ ინტეგრალში მოვახდენთ ჩასმას (=2+1, გვექნება, 

  
  

I ძჯ = | ძ» = | მ: , 

(#?+-27+ 4)? LI(C--1)1+-3|13 (1-3)! 

ახლა რედუქციის (1.3) ფორმულა გვაძლევს 

ძ! ჯ 82 = კინი 2 + L I 
I ცმ+3ვ) 6014+3) 6. ე/4+3 6((+3) 

თ2+) 1 + I1+I 

+ ! გLC% 200 + 8L0 18-->–> 
673 "73 6(2:+29+44) 6 I/ 3 7 8   

ამრიგად, საბბოლოოდ გჯვაქეს! 

  

(«+ 9)ძ» 2-2 | – 
= - 

L 1. , 

II (უ1+ 22 -+-4ე 6(უ1-+-2ჯ-L4) + ტ წვივები 62310
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§ 8. წესიერი რაციონალური წილადის დაფლა უმარტივეს წილადებად 

განვიხილოთ წესიერი რაციონალური, წილადი თ. .· ვიგულის- 

ხმოთ, რომ #(ჯ,) და #L(>) ურთიერთმარტივი ნამდვილი კოეფი- 
ციენტებიანი მრავალწევრებია, ამასთანავე #' (ჯ) მრავალწევრის უფროსი 
წევრის კოეფიციენტი ერთის ტოლია. დავამტკიცოთ, რომ ყოველი 
წესიერი რაციონალური წილადი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ უმარ–- 

ტივესი წილადების ჯამის სახით. ამისათვის დაგვჭირდება ქვემოთ მო– 
ყვანილი ორი ლემა. 

#C ლ ლემა 1. ვთქვათ. წუთი ესიერი წილადია და . #(>) = 

=(--ი# IC), X" (თ) #0. მაშინ 22 

  

შეიძლება წარ- 

მოვადგინოთ ასე: 

ყთ. 4, #თ თა 
თ) (თი (–ი# 'X, (თ) 

სადაც პირველ შესაკრებში 4 ნულისაგან განსხვბავე- 

ბული მუდმივია, ხოლო მეორე შესაკრები წესიერი 
წილადია. 

დამტკიცება. განვიხილოთ იგივეობა 

# (2) _ 4 #0 – 4X, (ჯ).. ,, (2.2) 

XC (ი (>+--ი)"7”, (2) 

ეს ტოლობა მართებულია 4 სიდიღის ნებისმიერი მნიშვნელობისა– 

თვის. შევარჩიოთ 4 ისე, რომ / (ჯ)-–,1#”, (თ) გამოსახულება გაიყოს · 

თ სხვაობაზე. ამისათვის, ბეხზუს თეორემის თანახმად,- აუცილებე– 
ლია და საკმარისი შესრულდეს პირობა 

#() –- 4#, (9) =0. 

რაკი #·) # 0 და 7,(ი) # 0, ამიტომ ამ ტოლობიდან გვაქვს: 

_ IC #0. 

სწ (9) 

ასეთი 4 რიცხვი აღვნიშნოთ / ა“ით. მაშინ 

# (094: (2)= (2 –- თ) /#, (2), ს (2.3) 
სადაც /, (თ) არის მრავალწევრი, რომლის ხარისხი ნაკლებია 

(თ–– ი)" 1 #, (ფ) მრავალწევრის ხარისხზე. 

თუ (2.3) გამოსახულებას ჩავსვამთ (2.2) გამოსახულებაში, მივი– 
ღებთ (2.1) ტოლობას, 
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1) (9) 

(2–– 0)! 1-#) (2) 
  ახლა წესიერ 

მულა, გვექნება 
#1(2) = 4, #თ 

(თ–- ი)“ წლე (ი)! ' (<-- ი)-მ IC) 
თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ; საბოლოოდ მივიღებთ 

#თ.) 4ი · 4, 4, #LL(2) I = .. , (24 
#VCთC (.–ი! (ჯ–თ#M 1 + სეოთლოსას > () (2.4 

წილადზე გამოვიყენოთ (2.1) ფორ– 

  

  

სადაც #. (თ ესიერი წილადია, LC წ ერი წილად 

როდესაც XL (>) მრავალწევრს აქვს სხვა ნამდვილი ჯერადი ფეს- 

უები, მაშინ ით წესიერი წილადის დასაშლელად შეგვიძლია გამო–- 

1ს(ჯ 
ვიყენოთ (2. 4) ფორმულის ანალოგიური ფორმულა. 

ლემა 2. ვთქვათ, > წესიერი რაციონალური წი 

  

  

ლა დი ა დ ა 

#(თ.)=(27?-+L ჯჯ-L90)” XI, (2), 
სადაც ჯ2?+X»XX+6ი სამწევრის ფესეები კომპლექსურია 

და #, ()-არ იყოფა ამ სამწევრზე. მაშინ 2 შეიძლე- 

ა თარმოვადგინოთ ასე;“ თ. · 

#Cთ _ _ M5=+M“ -ჩ-თ „05 
X# (თ) („'-+აL + თ)" (დ1+ უთ-+0)" 1 (2). ' 

სადაც პირვულ შესაკრებში M და M#' გარკვეული მუდ-· 

მივებია. ხოლო მერრე შესაკრები წესიერი წილადია. 

დამტკიცება. ჯშევნიშნოთ, რომ ნებისმიერი M და V რიცხვე- 

ბისათვის ადგილი აქვს იგივეობას 

#C) _ _ #»=+IM #(20-(M2+M#) 11 6). (2.6) 
Xთ (თ-+ჯა»+ ს (თ1-+ ჯთ -L ი) XI (2) 

განვსაზღვროთ ახლა # და V რიცხვები „ისე, რომ /(ჯ) 

–-(M>=-+XI) X, (თ) მრავალწევრი გაიყოს თდბ+ უ»-L9 მრავალწევრზე. 

ამისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ ჟბმ ჯ+V მრავალ- 

წევრის ფესვები იყოს / (2)--(M>+IM)1) თ) მრავალწევრის ფეს– 
ვებიც. 
27 ვლ. ჰელაძე, ე წითლანაშე 
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ვთქვათ, «+ »თჯ-+4ი მრავალწევრის ფესვებია თ 4178. მაშინ ად.- 
გილი ექნება ტოლობას 

X (++) –– I# (=+18) + XV) #ს (თ-L2ჩ) =9, 
„საიდანაც 

ი #8. 
“ #,I (თო+18) 

/ (თ-L1ჩ): აქ მარცხენა ნაწილში ––-– . .'', 

ქ ას წ ა 13 (თ-L1 8) 
რომელიც ასე აღენიშნოთ: 

/6+:წ _ 
#.(+18) 

მაშინ წინა ტოლობიდან მივიღებთ 

M#Mთ+I#=VთV, სწM=8', 

=(Mთ+M#)+418 M.- 

ფარდობა კომპლექსური რიცხვია, 

თ” -L1ჩ'. 

საიდანაც 1. 

M=L , #=M-–ჩ2, (2.7) 
: ზ – . 

ამრიგად, 'თუ M# და I რიცხვებს (2.7) ტოლობებით შევარჩევთ, 
"მაშინ / (2) –– (Mთ-+ M) X, (7) მრავალწევრისათვის თ–+:ჩ8 იქნება 
ერთ-ერთი კომპლექსური ფესვი. მაშინ თ -–-– 18 რიცხვიც იქნება იმავე 

მრავალწევრის ფესვი. მაშასადამე, # (თ) –– (Mთ>-+M)#(2) მრავალ– 
წევრი გაიყოფა |= -- (თ+1ი)I (თ –– (თ--78)) =2+ ჯ>-L9 მრავალწევ– 
რხე. ეთქვათ, | 

#თ-–-(M>2+) IL, დ) 
ს 2+ჯ2?+0 
  =/, (2:), 

ე: ი- · IL 

X (2) -–(<M>თ-IX) X, (თ) -=(2?-+ ჯჯ-L9) 11, (2), 

მაშინ (2.6) ტოლობიდან მივიღებთ (2.5) ტოლობას, ამასთან /, (>) 
მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია მნიშვნელის ხარისხზე, ლემა დამ– 

ტკიცებულია. | 
ვინაიდან (2.53 ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მეორე შესაკრები 

არის წესიერი რაციონალური ფუნქცია, ამიტომ მასზე შეგვიძლია გა- 
ვიმეოროთ ანალოგიური მსჯელობა. ეს იმას ნიშნავს, რომ / (თ) მრა– 
ვალწევრის # ჯერადი თ=თ + §8 კომპლექსური ფესვებისათვის მარ- 
თებულია შემდეგი სახის დაშლა: |
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# (7) + M#>?+V #M,თ+ I, , 
-L ... 

თ) (=?+ჯ»»+0) (72+ იდჯ+ თ)“ ! 

_ Mა.-- I 9+M#M.- CL L17/9თ თ). 

' ჟ”ზშათ+ძ“ +X, ფთ). 

ცხადია, როცა # (ჯ) მრავალწევრს, გარდა -2=C + 8: კომჰლეჟ- 
სური ფესვებისა, აქვს სხვა კომპლექსური ფესეებიც, მაშინ ამ ფესვე– 

ბის მიმართაც _ შეგეიძლია გამოვიყენოთ დამტკიცებული დაშლის 

ხერხი. ' 

ზემოთ დამტკიცებული 1-ლი და მე-2 ლემების საფუძველზე გვექ- 
ნება შემდეგი დასკვნა: 

72C > წესიერი წილადის მნიშვნელს აქვს სახე 

ს (2) =(ფ–ი)" (დ –- ხ)"2?,,, (3 ით-- თ)" ,.. (23-L-->-L9)ბ, 

(2.8) 

მაშინ -” (2). წილადი ასე წარმოგვიდგება: 
#(7) | 

    

    
  

  

ჯ 4; 4 4, 18 

ჯო სააათი უოთლოვლთ შო12 ა ი თ-ეი 
8, – ჰი #ეი-+M, Mე:დ-+ Iვ3 

(თ––ხაჩ>–1 "'ი-–-ხ (ზპ+-იი+ი' (218+ჯ»-+ძ)"“! 
1 აე #Mად+LM# ე Mა+85.  , _. 10:2+% 

' ჟზ+ ჯი +9ძ (=?-L;2-Lვ)“ (ფჟბზ+/=-L3)+-1 

XMXთ-+58). .. ?. +... +–3:-> (2.9) 

4ა 40, ... 4. #, X#%:, .... IM, Mი M,, ჰ#2:, #;ე, .... #M#Iს: 

ს ს 5, 10 9...) ს 5. კოეფიციენტები შეგვიძლია სხვა–- 
დასხვა ხერხით გამოვთვალოთ. ერთ-ერთ ასეთ ხერხს წარმოადგენს 

კოეფიციენტთა გატოლების ხერხი, რომელიც შემდეგში მდგომარეობს: 
(2.9) ტოლობის მარჯვენა ნაწილი უნდა დავიყვანოთ საერთო მნიშე-- 

ნელამდე, მიღებული ტოლობის ორივე ნაწილის მრიცხველები დავა– 

ლაგოთ თ-ის ხარისხების მიხედვით და «-ის ერთნაირი ხარისხების 

კოეფიციენტები გავუტოლოთ ერთმანეთს, მივიღებთ უცნობი კოეფი– 

ციენტების მიმართ წრფივ განტოლებათა სისტემას, რომლის ამოხსნა 

მოგვცემს საძიებელ კოეფიციენტებს. ·
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დაშლის კოეფიციენტები შეიძლება გამოვთვალოთ აგრეთვე შემ– 
დეგი მარტივი მოსაზრების გამოყენებითაც. როგორც ზემოთ შევნიშ- 

ნეთ, (2.9) ტოლობის საერთო მნიშვნელზე მიყვანისა და მიღებულ- 

ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა ნაწილებში მრიცხველების გატოლე- 
ბის შემდეგ, მივიღებთ 2 „ცვლადის მიმართ ორე მრავალწევრის იგი- 

ვურ ტოლობას. თუ უკანასკნელ იგივეობაში % ცვლადს მივანიჭებთ 

სხვადასხვა კერძო რიცხვით მნიშვნელობებს, საძიებელი დაშლის კოე– 
ფიციენტების: გამოსათვლელად, მივიღებთ · სათანადო წრფივ განტო- 

ლებათა სისტემას. | 

8. რაციონალური ფუნქციის ინტეგრება 

ვთქვათ, გამოსათვლელია ინტეგრალი 

-| 90. ძ2, 

# (თ) 

სადაც დ (2) და #(>) არის სათანადოდ ”Lს და # ხარისხის ნამდვილ- 

კოეფიციენტებიანი მრავალწევრები. როცა #»L > #, მაშინ გვექნება 

(3Cთ ა, (სთაძი+ | #75 ა-= (ს თიი+ 

  

  

  

ჯ (2) # (2) 

თჯ ძე; # ძ2 

+4 I > ახ +4| (თ–– ცა"! შიო 4 | წლის 

+8, | %-+8, | რ +..+8 I ძლი ) კ 
(2––ხ)ჩ? (დ––ხსი) . რ. 7ვ-ხ 

| M#M,7+IM, მ» I #7 ე»-+ MX ძთ-+L = + 

(+ ით + 0 (2?--+ჯ»თ+ძ)"““ 

M#ას>+X)Vს M#M2+85, 

92 ჯთ +4« + +| C62+-თ- ნფ) 

1ათ-L8 #.ჯ9-+5). ! + ი. კეს ე / 1451; ძი, (3.1) 
I (დ"+#»დჯ-L5)+ 1 ითი +I ემ+->»-L8 ” 

სადაც # (ჯ) არის მრავალწევრი. 

ამრიგად, რაციონალური ფუნქციის ინტეგრება მიიყვანება მრავალ– 

წევრისა და უმარტივესი რაციონალური ფუნქციების ინტეგრებამდე. 

მრავალწევრის ინტეგრება შესრულდება უბრალოდ დაშლის ხერხის 

7ყენებით, უმარტივესი: რაციონალური ფუნქციების ინტეგრალები
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კი გამოთვლილი გვქონდა § 1-ში. როცა ჯ) <-ჯX, მაშინ (3.1) ტოლო–- 

ბის მარჯეენა ნაწილში არ გვექნება პირველი შესაკრები. 

განვიხილოთ რამდენიმე მაგალითი. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

(85+--” 24-67 -- 1 –I 

ქვე. 1“ 

ვინაიდან ინტეგრალქვეშა ფუნქციის მნიშენელს აქვს მხოლოდ ნამ– 

დვილი ფესვები, ამიტომ იგი დაიმლება შემდეგი სახით: 

2>+- ჯ– 1 4, 24 43 #, 15 

–_-6-.. + , 
ეე(დ-- 1)? წ) უჟ? + თ 1 თ-I)! დ-1 

საიდანაც, მარჯვენა ნაწილის გაერთმნიშვნელიანების შემდეგ, მივიღებთ 

ე2+თ.– 1 =(4ვ-L შე) დ%-L (4ე –– 24კ+ 7, – #8.) წ) -L 

| +(4ე –- 24+ 4ვ) 21 -+- (42-24) დ+ 4, 
ამ იგივეობის მარცხენა და მარჯვენა ნაწილების დ ცვლადის თანა- 

ტოლი ხარისხების კოეფიციენტები გავუტოლოთ ერთმანეთს, მივიღებთ 

განტოლებათა შემდეგ სისტემას: 

43+798:0=0, 4-–-243+718, – 8:=0, 1,-–- 24:+/4=1, 
4--– 24,=1, 4=-–-I. 

  

აქედან 
4.=-–-1, 4ა=-–1, 43=0, #,=1, 1: =9. 

ამრიგად, ინტეგრალქვეშა ფუნქციის დაშლას აქვს შემდეგი სახე: 

ჟზLე 1. _ 1 1 + 1 

თმ (თ –- 1)? უკ) 2 (:-- 1)? 

გავამრავლოთ უკანასკნელი ტოლობის ორივე ნაწილი ძუ დიფე– 

რენციალზე და შედეგი ვაინტეგროთ, უდო 

/ 26>-L ლ-I§ =ს რ...) 
ჟმ(დ-- 1)? (დ-))ბ 272? 

  

    

       

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

II ჯი. 

(9-1). 
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ჯერ გამოვიყენოთ ნაწილობითი ინტეგრების ხერხი, გვექნება: 

2263 _ _ 1 1 _ __ 1. ჯ 

(წო ე”). 4 I 2 (>) 4 286--1' 

' 1 ძ– | 

41 11 4 21121 (»-L1) ( დ–- 1)(22-+1). · 

  

    

      

ახლა კი შევნიშნოთ, რომ ღკანასკნელ ინტეგრალში ინტეგრალქვეშა 

ფუნქციის მნიშვნელს აქვს, როგორც ნამდვილი, ისე კომპლექსური 

ფესვები და, ამიტომ იგი დაიშლება შემდეგნაირად: - 

_ 1 = 4 , 8 , M+# 
(თL1)(«--1)(22+C 1) 24+-1 დ-–1 »2#+1 ” 

საიდანაც მივიღებთ 

#=(4+8+7)22?4+(08-4+17)ეზ+(44+ც8-1)თ+138-4-. 

დაშლის კოეფიციენტების გამოსათვლელად გვექნება განტოლებათა» 

შემდეგი სისტემა 

4+8+M=0, 8–#+I#=0,'4+,8-M=0, 8-4-X#=1. 
აქედან მივიღებთ 

  

    

  

    

42-44, 8=4+, M=0, #=- + 
4 4 · 2 

მაშასადამე, 

I ძ» _. 1. ძ» + 3 ძთ _ 

(>+1)(>– 11(27 -L1) 4)ჯ.+1 4. ფუ,-! 

1 ძა: 

, _2 უბ-L 1 

' საბოლოოდ მივიღებთ - 

თ ძი 3 1. თდ-–1 71. ' 
I (ფბ 1)? · თლ). 4C 1 211: “0 96 ხთთ-+L0. 

მაგალითი 3. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 
#=| უბ-L4ე3-L 119. 12ჯ-18 

(თ=-+L1) (2მ--2ჯ-1-3)? 
ვინაიდან აქ ინტეგრალქვეშა ფუნქციის მნიშვნელს აქვს ორჯერადი 

  თუ.
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კომპლექსური ფესვები და მარტივი ნამდვილი ფესვი, ამიტომ იგი 
დაიშლება ასე: 

ჟშ-L4ებ+L11ბპ+-12+8ზ8 4 M#ით-+VI, Mად-+ M#ე. 

(=+1) (7%+2=+3ბ“ თდ+1' (2+2.+-ვ)? ' გ2+22+3 
დაშლის კოეფიციენტების გამოთვლის შემდეგ მივიღებთ 

–44=1, #,=1, M,ლ=-–X1, #:=0, M,=0. 

ამის შემდეგ გამოსათვლელი ინტეგრალი წარმოგვიდგება შემდეგი ორი 

ინტეგრალის ჯამის სახით: 

  

  

–-1 
#= 2 ძ I ++ I სლოოოუუბაა 

მარტივი გამოთვლების შემდეგ, მივიღებთ · 

27+2 _ 

2 (ფჟ1+2ჯ-L3) 

2 (511) , 
4 8IC I8 I 2 +C. 

§ 4. ერმიტრისა და ოსტრობრადსკის სერხი 

დავუბრუნდეთ, კიდევ ერთხელ, წესიერი რაციონალური ფუნქციის 
ინტეგრების საკითხს. როგორც ზევით ვნახეთ, ინტეგრალქვეშა #2 2 

ფუნქციის დაშლა: უმარტივესი- წილადების. ჯამად, როცა #L(დ) მრა- 

ვალწევრს აქვს ნამდვილი და- კომპლექსური: ჯერადი · ფესვები; საკმა– 
რისად რთულია. არსებობს. მეთოდი; რომელიც საშუალებას გვაძლევს 
არ ვაწარმოოთ ინტეგრალქეეშა ფუნქციის დაშლა უმარტივესი წილა– 

დების ჯამად და უშუალოდ გამოვყოთ ინტეგრალის რაციონალური 

ნაწილი, შემდეგ კი ვაინტეგრებთ რაციონალურ ფუნქციას, რომლის 
მნიშვნელს აქვს მხოლოდ მარტივი: ფესვები. ეს მეთოდი პირველად 

დამუშავებული: იყო ერმიტისა და ოსტროგრადსკის მიერ. 

/ (2) ამრიგად, ვთქვათ გამოსათვლელია· ინტეგრალი I ე ბ” სა– 
ჯ 

ჰ =1ი|I >+1|-– 

  

  

რ) იერი, წი ი» ა დაც ერერა წილადია დ 

, XX>) =(8-–0)M (2––ხ)4 ... (=1-+-72+3)2,. 
ამასთანავე“ #, >.1,. >> 1; ტ· » > 1“



6ი 

” 424 თავი 1X, რაციონალური ფუნქციების ინტეგრება 
  

ამ ინტეგრალის გამოთვლა დაიყვანება უმარტივესი რაციონალური 

ფუნქციების ინტეგრებამდე. როგორც ვიცით, როცა #. >> 1, მაშინ 

4ძ2 _ 4 

(„ს (დ-ი) ” 

მაშინ I _ #თ1+8 _ ძ»ჯ ინტეგრალი წარმოადგენს  _X»+8 _ 

  სადაც 4 და 4. მუდმივებია. როცა #>>1, 

! (4 /თ+ჯ1 (დბ-+77-Lვ)X 
სახის რაციონალურ ფუნქციებს და 

II ვ ძე; 

ფ'+22-+8 

სახის ინტეგრალის ჯამს, სადაც #, 8, 7, 8, §" მუდმივებია, ხოლო 

ნატურალური რიცხვი I. <#-–-1, 

თუ შევკრებთ ზემოაღნიშნულ ყველა რაციონალურ ფუნქციას, 

მივიღებთ < სახის წესიერ რაციონალურ ფუნქციას, სადაც 

0=(-–- ი)“ 1 (7-- ხეM “1 ...(4 „თ-+ვ)X14, , (4.1) 
ხოლო XI” ისეთი მრავალწევრია, რომლის ხარისხი ერთით ნაკლებია 0 

მრავალწევრის ხარისხზე. შემდეგ, : თუ შევკრებთ ყველა დანარჩენ ინ–- 

ტეგრალს, მივიღებთ ინტეგრალს წესიერი რაციონალური, > ფუნქ–- 

ციიდან, სადაც 
#ჯ=(დ-–- 6) (დ –– ხ) ·..(27-+7#2?4+23), 

ხოლო X მრავალწევრის ხარისხი ერთით ნაკლებია X მრავალწევრის 
ხარისხზე. 

ამრიგად, მოცემული ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

(2) L 4.) 
მელე 2 08) ს (4.2) 

უკანასკნელი ტოლობის სარმოდ. გვაძლევს 

#თ) _ 0; 0X 
: # (თ) C' _. 

საიდანაც გვექნება, · 
#თ=XL(9 »”»” #”””ძალ”L» ”L()X - 9 თენ 
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გინაიდან X” (2) = 0, ამიტომ უკანასკნელი ტოლობა ასე გადაიწერება: 

#ფ0=#X 502 +CL (4.3) 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ #60” ნამრავლი იყოფა 0 მრავალწევრ– 

ზე, ამისათვის (4.1) ტოლობა გავალოგარითმოთ და შემდეგ „; (ყვლა– 

დის მიმართ გავაწარმოოთ, მივიღებთ 

  

“=#M--1)ე 6-1; '0-–1) 02+7) 
გ-ი თხ ჟბ+/.თ+§ 

თუ ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში წილადებს საერთო მნიშვნელზე 

” მივიყვანთ, მივიღებთ. 3 სახის „ფარდობას, რომელშიც 42? მრავალ- 

წევრია, რომლის ხარისხი ნაკლებია X მრავალწევრის ხარისხზე. მაშა– 

სადამე, (4.3) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მეორე შესაკრები შემდეგ– 

ნაირად გარდაიქმნება: 

, 

ს95 »7=ს-“»=7X 
0 ჯ 

და თვით (4.3) ტოლობა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

# (01=ჯXI' – 7X +CX. 

გავუტოლებთ რა ღკანასკნელი ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა ნაწი– 
ლებში ჯ ცვლადის თანატოლი ხარისხების კოეფიციენტებს, მივიღებთ 

წრფივ განტოლებათა სისტემას, საიდანაც განისაზღვრება X და X 

მრავალწევრების კოეფიციენტები, 
მაგალითი. გამოვთვალოთ ერმიტ-ოსტროგრადღსკის მეთოდით 

ინტეგრალი 
ქმე 1 

I უპ (LI) 

: ამისათვის შევნიშნოთ, რომ ამ შემთხვევაში 

. XL C=)=ეზ9(>1-+1)ბ, X (–)=7(7ჰ-L1), 0 («)=>ზ(დ3-L1). 

მაშასადამე, X და ” წარმოადგენენ შესაბამისად მეორე და მესამე 
ხარისხის მრავალწევრებს. ამის გამო (4.2) ასეთ სახეს ღებულობს:
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(7-1, /42ზL 8:2-L0» +0 
_____--__-ეაე_ 2 = 

დ) (2-1)? თ" (>”-L1) 

I Mებ+M»,.+# 

ჯ(7'+1) 

გავაწარმოოთ ამ ტოლობის ორივე ნაწილი, მივიღებთ 

ეშ--1 

  + 

  ძა. (4-4) 

ფთ (დზ-+1)1..· -. 

_ – ქემ 2103:პ+(54 –- 30) დმპ+(48 –47) =?+302+27 
C ვ? ე 1% + დ (;"-+1) 

Iებ+ #თ-+ M 

დ (დ1-L1) | 
ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილი მივიყვანოთ საერთო მნიშენელზე და 

შემდეგ ტოლობის ორივე ნაწილის მრიცხველები ერთმანეთს გავუტო- 

ლოთ, გვექნება ე 
ემ 1 = Mეზ- (L-- 4) ჟზ--(M + 9 --218) 6%4+(54-- 30+ X) თ?1+ 

+(48--40-+V9) 22+307+2X-. 
ეს ტოლობა უნდა იყოს იგივეობა. ეს კი მაშინ შეიძლება, როცა 

ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა ნაწილში კოეფიციენტები ჯ ცვევლა–- 

დის თანატოლი ხარისხების წინ თანატოლია. ამრიგად, კოეფიაციენ- 

ტების მოსაძებნად გვექნება განტოლებათა შემდეგი სისტემა: 

#=0, L-4=0, M#+V-28=0, 54--330C+X#C=290, 

48-4ი+#M=1, 30=0, 20=--1, 
საიდანაც მივიღებთ 

1 1 1 
-4=9, 8=-->-, C=0, 0=->-. M=0, #=0, 9-– უფ. 

  

  

მაშასადამე, (4.4) ტოლობა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

1 1 

(-5-) „3 2 -1/ «-. 
ემ (12-L1)ბ ჟზ(2+-I) 34 დC(02+-1), 

დაგვრჩა მოსაძებნი მარჯვენა ნაწილის ინტეგრალი. ვინაიდან 

” 1 8 1. ჯ 

თეი) 2 „1+-I 
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ამიტომ 

ძუ 1 ' ჯ 
=1) თ-–- – 1ი (>–-–+1)=1ი · (გვე ოი 9 რიალი > 3 

ამრიგად, საბოლოოდ გვექნება 

2-1 _ ჟბ+-3 1 # _- "კ პუვ=– – –'' »" I C. 
(ელო “ ნ2თბ+I) 3 7241. 

სავარდგიშო 

გამოთვალეთ ინტეგრალები: 

ს) (/ (2312--%)ძ” _ კას 101ი(>- 6) 1 211ი(=-+3)+C- 
ებ მ. -–-18 

(>––-3) ძთ 1 #1 2 |_“ 70%). პას –-1):+41–- “-1+6. 2 | ევ ბახ 1060-44-26 -+0 

ჟზ..4:+7 6) 
:..” (1. პას. -–-1 1 (> ა C-ფ ” ას. > ი (თ+1)+ 

+ ჰით 3) I (დ–– 11+C- 

კ. (==-80> -–- 4%+8მი ს. პას, IC ეშ– 
(2?-- 09) (7 -– 40") 2 

21 “2, ე, 
ჯ-+L2თ 

5:1+302+90 კას, “ 1 თდ--171ი(>-– ი)+ 
ჟა -ვ3ი1+-201? ' 2 

4-3 19 დ – 20)+0. 

'72ჯ 1 6. (–– “ლ. პას. Iით– -– I(22+V+1) – 
»ჯ(თ'–+2+1) 2 

27ჯ-L1 

–->> ეამა. >> 10.
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1 – 2 
7. I 3-L 6ე: 27 

10. 

II. 

12. 

(3. 

14. 

15. 

  „· პას. –-11)--– 

თათას“ აარა) 
2ჯ + 5 

= _Iი (ფ2--5ჯ; + 111–+ 1219 აღე LC 21 +თ. 

ძე. პას. -ი თ+I)--11იC-#+0)+ 

  

  

  ძი. პას. “ უმ 37-LIი(2-- 1)-+ 
ეზ–-თ7 3 

+210 ,ჯ-+-0C. 

  

(12-11, 
+ 23 შ98 ყ(39 “თ. 

    

ჟ1ბ–-1 3 (წ... პას. -- 1 21+C. 
I (++2)? ძი პა LC >21= > ით+20+ 

,- 9 ! პას. -) =კერ ე I+თ. 
(დ +: ჟებ 3 IC დ-ი (დ-ი) >-იV 
    

8.:) 
6ე?– ნ-+-- 

(«-+1)3? ძ> _ თ –-1 I ა 1ებ ! ას. C- 1.3 +1ს (X–-1)+C- 

  

(64 1)პ2-#9 ლლ” 43 ფბ. 
  

/2--5> –პალეეუ6 პას 1--2? 

+219 <-+2 9თ+2 =+1 C+1)+0.
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16. 

I 7. 

19. 

20. 

23. 

25. 

  +   

|| ძ.: პ 2:-–-1 1 
“ ას. _ – 

27 (27 –-2)?(ე; ––1)3 2(2-–--1)) 2(7-––2) 

1 7 
+2 (7 -– ს სი 11 Cრ-2+0. 

I-C. (28+321+327+2) , 1 

28 (თ-L1) 
ძი. პას. – > --+2102- 

– 10(>+1)+C. 

  

(>-C1) ძ» · 1 1 : 
· პას. –-) –I)-- – 12(22?+1 

(ს-ით; თი არისო ორს +, 
1 

+ ! 1 იი+0. 
2(71+1) 2 

1 

4.1 
(/–<1+0)2. პას, ი 1/ 1+5 +5 –იწთ---+6. 

დვე(ფ! 1) 

  

  

! ძთ «თ 
2216. პას. არი=, 

  +0.. 
დვ (ე?ზ-+1) 

(5 სპ ას. >-(–”- : 
უზ (ე? -L 1)1 დ? +1 ევ 

  

· ძთ ი --). 

| (სუა... 2! "2 

  

  ა). 19 L2 +C- 
ჟ1+1 

/ 41:22)5ძ2, პას. 1 იგი +ს0+0 +. 
1-- ვ) 

  

"უძ 1 1 
· პას, -– + – I ას, > 8X0L6 22 + 5 .- 

დზ-- 

თ. ძთ» 

I>-. ' 

პას. => 

  

“ე ლ! 
  «ლივე 

ექ–1 
1. ვ 

აა გოელუთთის 2V/ 3 წ > 
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2. (თი ას. გ 5310 

28. (2158 პას, არიცი >>> +0. 

29. ლლ, პას. - Iი (დ! –– ვეშ-L9) + 

–- 
ვი. (+. ას – »(--+ ბა ბ)+0 

2) (დ%-I-1) 2 

3I. (წლუოუბ პას. –- ---- – > გაი (627+0. 

:ვ2, (> პას, –– –, –--80(§29+0. 

ვ4. (> ას, წია –V 2? 

––_–_” 
36. I Cთ'+1)ძ» => 29 

ფზ ვშ 5მ+1 8 1-- დ? 

ვ7. (“04% (ჯ"+1) ძჯ · 

2-1 

ვყ. I-302% : 
ჯზ-+L1 

  

პას. 1 
3 

        
ჯ 2 

-+ 23 2X6წV ჩX-L CL.



  

  

·“ე+ჯ მ10)8 –– –- 

  იორ. | ––, : ““”ფ 

  

  

      

  

  _ 2. 9L 
9 წი შეშას „216 + 

(ითა :(+Lა2)X · ი(2 +-:?) 
+ – “ი9C ' 

    

26 ” · თით.) 

LI+ 2გ,412+2 . , 1 > L ·   

1+ 2 1-2 > იზ ი +2) 

  ·სიე+ 1-2 231 21ხ == I ილC თნ(L-–- 2): 

2 
LI#-> (L- 9, ,4)+ 2 

-ე+ - ს 5-9 , 
LI+--(I+ 2,4) -– 2 

  

რ6,ი009_ შნ. 1:25 + #9. ' 

  

I 

თხ (L-–- თ) ჯ 

I 

2,492 | ჯ9 (L+ დ) 

ბუ. _ 1+ე? I 
დი (L–“– დ) 

I თ ლთ 
+0+ი%--–-რ+04%+ “ი9C 

    

  

-'Iნ 

'0ხ ლ 

  

IC თცი1ფდინლი
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48. I 
ჯ (დბ-L1)ზ ძე 

(„ბ-+L 222+ 2). 

(თ–-1)1ძ» . 

(2?8+2>-+2)3. 

პას. _ _ (8+1) __ + 
4(ფ1-L2თ2-+2) 

+ + 10 (ჟ1-4-2>%L 2) + 0. 

53. L15ჯ%-L187 -L8 
8 (თ2--27-- 2)? 

პას. ––   

3 
–+ 8 2X6Cხ9 (ჯ-1)+ C-



თავიX 

ზოზიერთი ირაციონალური შფუნძციის ინტებრება 

| -§ 1. ზოზაღი შენიშვნები 

ვთქვათ, #(>, ყ) და C(>, ჯ) წარმოადგენს მრავალწევრებს > 
და ყ ცვლადების მიმართ. განვიხილოთ რაციონალური ფუნქცია , 

XC, #) , ი.) 
0 (>, ყ) 

ვიგულისხმოთ, რომ (1.1) ტოლობაში ყ ცვლადის მაგივრად ჩას- 
მულია 

#L(თ, Vყ)= 

ჩ#ა(თ)ყ +, (2) ყი + ... +X, ,(აყ+ს,(ე=0 (1.2) 
განტოლების ამონახსნი, სადაც #ე(>), #,(7), ·-·, L,-)(თ), X, (2) 

არიან დ ცვლადის მრავალწევრები. ამ პირობებში ინტეგრალს 

, IX (თ, Vყ)ძ» (1.3) 

აბელის ინტეგრალი ეწოდება, საზოგადოდ, აბელის ინტეგრალი 

არ ამოიხსნება ელემენტარულ ფუნქციათა კლასში. იგი „უმაღლეს 

ტრანსცენდენტურ ფუნქციას წარმოადგენს, თუმცა არსებობს (1.3) 
ინტეგრალების ზოგიერთი კერძო შემთხვევა, როცა იგი წარმოადგენს . 

ელემენტარულ ფუნქციას. ჩვენ შევისწავლით (1.3) სახის ინტეგრა- 
ლებს მხოლოდ იმ. შემთხვევებში, როცა იგი ელემენტარული ფუნქ- 

ციებით გამოისახება. 

ცხადია, რომ (1,2) განტოლება განსაზღვრავს ბრტყელ ალგებრულ 
წირს, რომლის წერტილის მიმდინარე კოორდინატებია ჯ და ყ, სადაც 
#= /(თ) არის (1.2) განტოლების ამონახსნი. ჩავწეროთ იმავე წირის 

განტოლება პარამეტრული სახითაც: 

ჯ=დ(), V=V%(M. (1.4) 

რო გორც ცნობილია, ერთი და იგივე ალგებრული წირის პარამეტ- 
რული განტოლება შესაძლოა მრავალი სხვადასხვა სახით ჩაიწეროს. 

28 ვლ. პელიძე, ე. წითლანაძე
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თუ ( პარამეტრი ისეთია, რომ დ (,) და ს (ე) რაციონალური ფუნე- 
ციებია, მაშინ (1.4) განტოლებებით განსახღვრულ წირს უნიკურ- 

სალური წირი ეწოდება. აღვილი შესამჩნევია, რომ ამ შემთხვე - 
ვაში (1.3) ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციას წარმოადგენს. მარ- 

თლაც. 

I#C0 #9ძ2= | #IC(ი, ს თ)დ (0 ძL, (1.5) 

სადაც ინტეგრალქვეშა ფუნქცია # (დ (I), V C)1 დ (1) არის # ცვლადის 
რაციონალური ფუნქცია როგორც წინა. თავში ვნახეთ (1.5) ინტე- 

გრალი ელემენტარულ ფუნქციას წარმოადგენს. 

ქვევით ჩეენ შევისწავლით (1.5) ინტეგრალის რამდენიმე მნიშვნე- 
ლოვან კერძო "შემთხვევას. 

§ 2. წრფივი ირაციონალობის ინტეგრება 

განვიხილოთ ინტეგრალი 

L8C, ყაძდ = | #(=> <4), (2.1) 

».” თ. 21. 

სადაც # არის ფ და ყ=: –“.- არგუმენტებს რაციონალური 

ფუნქცია. ვინაიდან (2.1) ინტეგრალში ფესვი შედის წილაღწრფივი 
21, ფუნქციიდან. ამიტომ ინტეგრალქვემა ფუნქციას წრფივ 

+ 

ირაციონალურ ფუნქციას უწოდებენ. ვიგულისხმოთ, რომ 

ნებისმიერი ნამდვილი თ, 8, +, თ რიცხვები აკმაყოფილებენ C6 # 87 

  

  პირობას, თუკი თC=წ/ყ, მაშინ 21) ფარდობა მუდმივი სიდიდეა და 
+2; 

(2.1) ინტეგრალი წარმოადგენს ინტეგრალს "რაციონალური ფუნქცი- 

იდან. · 

შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

ია.   = ! (2.2) 
· “ჯ+წ 

მაშინ “· 

_ 988. · (9.3) 
- თ--%//ე 

როგორც ვხედავთ, > და ყ ცვლადები გამოსახულია რაციონალურად
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( პარამეტრის საშუალებით. ამრიგად, (2.2) 'და (2.3) განტოლებებით 

წარმოდგენილი წირი "უნიკურსალურია და (2.1) ინტეგრალი იქნება 

ელემენტარული ფუნქცია. მართლაც, გვაქვს 
_M#(C65--ზიე! ი! 

(თ –– Xჯ”) 
და 

ჯ +. |, _) _ გ. (1 ) ჯი 

I # (= M 7218 ძშჯ=» (96 ჩი L»# თ #/! ჯ I (C--/ჯ9)? ძ!- 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია არის § 

პარამეტრის რაციონალური ფუნქცია და მისი ინტეგრალი ელემენტა- 

რულ ფუნქციას წარმოადგენს. , | 

მაგალითი.. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

(12+) « 
ჯ-1 27“ 

ძI   

  

  

თანახმად (2.2) ტოლობისა, "აქ უნდა გამოვიყენოთ ჩასმა 

ჯ + 1 
ჯ= V .>--1” 

#41... 4: 
ი )' #1 ი კე: 

  

აქედან მივიღებთ 

  2X= 

მაშასადამე, 

ცყი 2+12=_ II. _ ( 1 1 –) _ 

I ჯ--1 ა=-4I- 1=I (LL (1 #ტ+1 %= 
1) ” 

52 | 296 (+0 = ჯ+ ვ/ თ-|- 
LL“ 

– 28X0Lჟ (# 25 1)+-C. 

§ 3. ზობადი ხასის ირაციონალობის ინტებრება 

    

  

  =)0 

    

  

ახლა ჩვენი “მიზანია შევისწავლოთ შემდეგი სახის ინტეგრალი: 

I# I= (=+; რ, (21. I. (3.13 
+2+-2/ V>-I-0 
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სადაც, # არის თავისი არგუმენტების რაციონალური · ფუნქცია, 

, #», რაციონალური რიცხვებია ხოლო თ, წ, «, ბ ნამდვილი 

რიცხვები აკმაყოფილებენ თ8 # 8 პირობას. როცა უკანასკნელი პი- 

რობა შესრულებული არ არხს, ე. ი როცა თხ= 8». მაშინ ინტე- 
გრალქვეშა ფუნქცია არის > ცვლადის რაციონალური ფუნქცია და 

(3.1) ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციას წარმოადგენს. 

დავამტკეცოთ, რომ (3.1) ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციას 
წარმოადგენს მაშინაც, როცა თ8 # 8. მართლაც, ვთქვათ, X» არის 

  

?ი ს ს რაციონალური რიცხვების საერთო მნიშენელი, მაშინ 

MI... XX, მთელი რიცხვებია. გამოვიყენოთ შემდეგი ჩასმა 

თჯ+8 =# 

+.-+6 

აქედან 
»· –_ »-. : „- მბ–ზ კ 2(26-–წი 1 

თ--V! (თ –– /ჯ#»? 

და (3.1) ინტეგრალი მიიღებს შემდეგ სახეს 

1 ; 
IL # I< (+. – (=-9) "| ძ;= 

+746 1თ7-+4+6/. 

X 

=2+(თ6–- 8+) (§(+--L, #22). ... ა გ» | 4! 
თ-–V? 

  

ამ. ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია წარმოად- 

გენს # ცვლადის რაციონალურ ფუნქციას და, მაშასადამე, მისი ინტე- 

გრალი იქნება ელემენტარული ფუნქცია, 
მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი ' 

–| (დ–– 2) ძ; 

/ პჯ -––1 + V 3.ვ-1 

შევნიშნავთ, რომ აქ Xს=--, ხ=-- და ამიტომ X=6, მაშასა- 

  

დამე, საჭიროა . ვისარგებლოთ. შემდეგი ჩასმით: 3»--1 =7პ. აქედან 
გვექნება 

1 
8=-- (პქ+I1) ძთფ= 2ჯ"ძს.
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ამის შემდეგ მოცემული ინტეგრალი შემდეგნაირად წარმოგვიდგება: 

I აული ”. 

= მოოოთილის ით). 
ჯ1+1 

2 ––უ– 13 = -“. 82 –-1)ბ > IV ვუ. 1)4 ეფ 1)? ;I/“ (2 ) 12 (3ე-– 1)ბე + 2 6 )' + 

+ 5) 62-11 --1 1 (2 02-),- 3 I/ 1%+-1+ 

0 4 = 8 უ 2 უ <1C%- I > I >- “ მვ, 1+1)- + 3 2-1 9 (2 (+837 % +!) 

ჩჯ 
“3 +C. 

  

  

„ინტეგრალებს წრფივი ირაციონალური ფუნქციებიდან მიეკუთვ- 

ნება აგრეთვე ·ინტეგრალი 

221. 
== · 3.2 |8Cთ V) ძ– (»L #7 + IV <=), (3.2) 

სადაც # “არის თავისი არგუმენტების რაციონალური ფუნქცია, ”» 

და # ნებისმიერი ერთზე მეტი ნატურალური რიცხვებია, 4 მნების- 

მიერი ნამდვილი რიცხვია, რაც შეეხება თ, წ, ჯ, 8 ნამდეილ რიცხ- 

ვებს, ისინი იმავე პირობას აკმაყოფილებენ, როგორსაც (2.1) ინტე- 
გრალის შემთხვევაში. (ქ.2) სახის ინტეგრალი ამოიხსნება აგრეთვე , 
ელემენტარულ ფუნქციებში. მართლაც, ავიღოთ ჩასმა 

1, ” _თ8+ჩ_ (3.3) 
“/ 4+. 79+86. 

ჩ-ბაი–-/ , თრი 0რარეძ 
70-ე. M (”-- 4)ბ-- თ! 

  

  
  

  

პადა 
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მაშასადამე, (3.2) ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

” ”/ 
| # (. V/ 4+ “ 251) ძ-= 

+ დმ. 
8 8 MI ... ” IL-1 

=#7(თC0--84) I» ” CL -- 4, 1 I 2 
I ქ”, ს (L”-–- 4)” -– თ 

მარჯვენა ნაწილში ინტეგრალი აიღება რაციონალური ფუნქციიდან 
ცვლადის მიმართ და, ამიტომ, იგი წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნ- 

ქციას. 

  

  

მაგილითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

(/.+V(6-+- « 
თანახმად (3.3) ჩასმისა, გვექნება 

რ/ა M -- ! ,' 

  

  

  

  

  

  

  

საიდანაც 

1 4 (1-– 1))სი =-  “ / ძეუ–=- -.! :7/10 
· = თ კმა)” (2 1) 1/ 

მაშასადამე, 

2«+1 ,. _ 0 –- 1)ძ( 

(/ +“ > ძ.=-4|) გი 2) 

და ვინაიდან 
გეა 1! 1 /2- 1 

ტ(მ- 2. 16 (+I/2 /. 16 ++V2 

+141 1 _ #-2_ 1 1 _1. 

160- 2” 16 (2 4 
ამიტომ | ს 

“II-ს” _1 1 1... 
( ((%-– 2)? ჯ 4 (+M2 4 
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+ : –> + «2 »6-/ 2)+0. 

თუ დავუბრუნდებით ძველ ცვლადს, საბოლოოდ მივიღებთ 

I/ '+V“ 2, M2 > 0031 1+VC)- 

  

  

  

  
  

§ 4. კვადრატული ირაციონალობის ინტეგრება, ეილერის ჩასმები 

განვიხილოთ ინტეგრალი 

I# ( # (> I/ ი:+ ხ++ი6) ძთ. (4.1) 

რომელსაც ხშირად უწოდებენ ინტეგრალს კვადრატული ირაციონა- 

ლობიდან. აქ 77; აღნიშნავს > და I/ ი»-+ ხ2+6 ცელადების რაცი- 
·რნალურ ფუნქციას. გარდა ამისა, იგულისხმება, რომ ცჟ. ჩ, ც ნამდვი- 

ლი რიცხვები აკმაყოფილებენ შემდეგ ორ. პიოობას: 

ხ?-4იი #0 და ი #90. 

შევნიშნოთ, რომ როცა ამ პირობათაგან არ არის შესრულებული 

პირველი, ე. ი. როცა ხ?-–-400=0, მაშინ (4.1) ინტეგრალში # 

ფუნქცია გადაიქცევა რაციონალური არგუმენტების რაციონალურ ფუნ- 

ქციად რაციონალური ფუნქციის ინტეგრალი კი შესწავლილი იყო 

წინა თავში. იმ შემთხვევაში, როცა ით =0, / ფუნქცია 'მეიცავს 

წრფივ ირაციონალობას, რომლის ინტეგრალი წინა პარაგრაფში იყო 

განხილული. 
ცხადია, რომ (4.1) ინტეგრალი აბელის ინტეგრალების ერთ-ერთი 

კერძო სახეა. მისი ამოხსნა. ინტეგრების ახალი ცვლადის შემოღებით, 

ყოველთვის მიიყვანება რაციონალური ფუნქციის ინტეგრებამდე. ამი- 
სათვის გამოიყენება ე. წ. ეილერის ჩასმები. აქ საქიროა განვიხილოთ ” 

სამი შემთხვევა. 

I. ვთქვათ, >> 0. ამ შემთხვევაში უნდა გამოვიყენოთ ეილერის 
პირველი ჩასმა:
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---_-_ 
ხ/ ი>--+ ხ+6 = ი + M/ ი! (4.2) 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ფესვის წინ ავიღოთ, მაგალითად. 

ნიშანი ++ და ტოლობის ორივე ნაწილი ავახარისხოთ კვადრატში. მარ- 

ტივი გამოთვლების შემდეგ მივიღებთ 

  

თუ ჯ ცვლადის მნიშვნელობას შევიტანთ (4.2). ტოლობის მარჯვენა 

ნაწილში, გვექნება 

"ე 62 :2= M 6 2>--ხ2+LV თ(6 . 

ხ--2M თ#7/ 

როგორც ვხედავთ, უკანასკნელი სამი ფორმულით, ინტეგრების ძველი 
ჯ ცვლადი, მისი დიფერენციალი და კვადრატული ირაციონალობა. 

გამოსახულია ინტეგრების ახალი ჯ ()ვლადის რაციონალური ფუნქ- 

ციებით. ამის შემღეგ (4.2) ინტეგრალი შემდეგნაირად წარმოგვიდგება 

( 8 CV C2+ 6>+0 მ»= – 2 | ,(-–“ 2 

  

  

ხ–-2M თ#” '_ 

ს/ თ”--ხ+VLVM 2) II თი:-ხ.+XI თ” კ 
– 3 თ. 

ხ–--2M «”/ (ხ– 2M ი:) 
ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენს ინტეგრალს /# ცვლა- 

დღის რაციონალური ფუნქციიდან და, მაშასადამე, იგი ამოიხსნება 

' ელემენტარულ ფუნქციათა კლასში. 

მაგალითი 1. „გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1=- !! ძ2 · 

V/ დ1+ > +1 
თანახმად (4.2) ჩასმისა, გვექნება 

MI 28+7+1=„-L2, 
საიდანაც მივიღებთ | 

“ილ 2. #+1 თ=“ “, ქ=-2” #”“ კ, 
1-2.” (1-–– 2,2?
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" ჯ» + 2>11= 29 -=9+1.. 

           

, (1 _ 22)? 

ამრიგად, მოცემული ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

! ძ2 
#=2 = 2 C. I 1-2 #)+ 

ვინაიდან #=I/ უბპ+2:+1 –– თ, ამიტომ საბოლოოდ გვექნება. 

ძ2» _ 99 _ _ _ჰუ/ – 2,2 11+0- I 2-1 0(1+22-–-2I/ 27+ დ +1)+0 

LL. ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ი <0 და 6>>-0. ამ შემ-: 

თხეევაში (4.1) ინტეგრალის გამოსათვლელად მიზანშეწონილია გამო- 

ვიყენოთ ეილერის "მეორე ჩასმა 

II თ:1+ ხ>+26=22 + ს/ § . 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ფესვის წინ ავიღოთ, მაგალითად, 
+ნიშანი. ტოლობის ორივე ნაწილი კეადრატში ავახარისხოთ და გამოე– 

სახოთ ჟ, ძ:, MI ძუ?+ ხ+0 ინტეგრების ახალი # „ცვლადით, გვექ– 

  

  

ნება · 

2M/ ი9>–-ხ _ ლ --ხ6+CM 6 .. 
== 7 ქ «#22 ს ცუ: % 

M ი2?+ხჯ +6= V ი"? =2:-9:14 

თუ გავითვალისწინებთ ამ ფორმულებს, (4.1) ინტეგრალი ასე წარ- 

' მოგვიდგება _. 
· I#C IM თჯ'+ხ> + (0) ძ2= 

-2|»( 2 V 0 2--ხ. V“ 08 --ხ74+0MV « ი )C+C2-VIიM «კ, 
თ- 7? ცე (ც –- 21 

ამ ტოლობის მარჯვე5ა ნაწილში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია არის 2 

ცვლადის რაციონალური ფუნქცია და ამიტომ თვით ინტეგრალი 0ქ- 

ნება ელემენტარული ფუნქცია. 
| მაგალითი 2, გამოგოვალოთ ს ბგრლ 

  

1= I>=, წღლლლლს
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გამოვიყენოთ ეილერის მეორე ჩასმა 

I-2>-=22= =>+V> 
ამ ტოლობის ორივე ნაწილი ავახარისხოთ კვადრატში და მიღებული 

შედეგიდან გამოვთვალოთ ჯ ახალი ჯ (ვვლადის საშუალებით. გვექნება 

1-2M27ჯ 
1 +2? ' 

ძXLჯ=2 გ-მ 2 თ. “იანი 
შევიტანოთ ჯ (ცვლადის მნიშვნელობა ჩასმის მარჯვენა ნაწილში, გვე- 

ქნება 

აქედან 
  

  

6– ო" IV 2 2.–,-I/2 

მაშასადამე. | 

ძ2 
1=-2 -–-–– –- 2116, უ +C. (3, 290087 + 

თუ ღავუბრუნდებით ინტე რების ძველ ცვლადს, გვექნება 

» 
  

ძ+» “ _–2 I ==> გაის (. 

1II. განვიხილოთ ახლა შემთხვევა. როცა თ<0 და <0, ხოლო 

ი»'-+-ხ.+ი სამწევრს აქვს ნამდვილი თ ღა ზ ფესვები. ამ შემთხვე- 

ვაში უნდა ავიღოთ ერთ-ერთი, მაგალითად, თ ფესვი და გამოვიყენოთ 

"ეილერის მესამე ჩასმა, რომელსაც. აქვს შემდეგი სახე: : 

IM ძვ. “ხ»+6=(72 –“- თ) 7. 
აქედან | 

  

M თ(–თ) თ-ზ=Cთ-–თ„». | 

უკანასკნელი ტოლობის · ორივე ნაწილი ავახარისხოთ კვადრატში. მი- 

ვილებთ 

თ(C–ჩს)=(ჯX–-თ)77, 

საიდანაც 

თზ-––- თვე? კ.=2% (ზ-–თ) > 
ჯ#%= ი” 23 

თ 2“ (თ –“– 2“) 
ძ/.
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შევიტანოთ თ ცვლადის გამოთვლილი მნიშენელობა ჩასმის მარჯ- 
ვენა ნაწილში: გამარტივების შემდეგ გვექნება 

(22102 1:-=%--9%# 
დე 

მაშასადამე, (4.1) ინტეგრალი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

I II (თ, I/ თეზ-+ ხC-L6) ძ–თ= 

2ი6-თ | (1-7 58922) 50%   

თუ 
ცხადია, რომ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ინტეგრალქვეშა 'ფუნქცია 
არის „ ცვლადის მიმართ რაციონალური ფუნქცია და ამიტომ მისი 

ინტეგრალი არის ელემენტარული ფუნქცია. 

შენიშვნა. ეილერის მესამე ჩასმა გამოსადეგია არა მარტო 

მაშინ, როცა <0 და #<290, არამედ მაშინაც, როცა «>>0, «<0. 

არსებითი მნიშვნელობა იმას აქვს, რომ ცუზ+ხჯ-L0 სამწევრის ფეს- 

ვები უნდა იყოს ნამდვილი რიცხეები. 

მაგალითი 3, გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

, 
თ თ? 

ძვ 

'–-I>=5-85-% 
აქ 01-- 496=) > 90, ფესექვეშა –- 2%-L 52 –– 6 სამწევრის ფესვებია 

თ=2, ჩ=3. ამიტომ ეილერის მესამე ჩასმა შეიძლება ავიღოთ ასეთი 

სახით: 

. MV – ქენ, -–-6=M (ე; –– 2).(––3) = (ჯ ––2) 7. 

ავახარისხებთ რა ამ ტოლობას კვადრატში და გამოვსახავთ ინტეგრე– 

ბის თ ცვლადს ახალი ჟ„ ცვლადით, გეექნება 
_ 22:-L3 

რითი 

  

7 

საიდანაც 

ძა» = 2992 M – 22+52-6= --“ 
_ 0 + გზ L1. 

შევიტანოთ ეს მნიშვნელობანი მოცემულ ინტეგრალში, მივიღებთ 

  

ძ?: 
=- „„გა––=–2 · 2| 1 + 8ICL6 #+C
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ახლა ისევ თ ცელდს დავუბრუნდეთ, მივიღებთ 

–=%  _ 2000 (M == =+52 6 , I>= 2 8-გ ი ( 2. )!” 
' IV. განვიხილოთ (4.1) ინტეგრალის ერთი. მნიშვნელოვანი კერძო 

სახე 

  

  

I XL” (2) იჯ 

M ით?+- ხ>–+ა ' 

სადაც # (დ) მრავალწევრია. ცხადძი, რომ იგი შეგვიძლია შემდეგნაი- 

რად წარმოვადგინოთ: 

(4.3)   

ა 55-ე წა ძ "ჟჟ_ჟ__ იი = ,' 

2" | თთ“+-ხთ-+ი 2 რ““ი4 

სადაც XL არის X (>) მრავალწევრის ხარისხი, ით„,(X=0, 1, ..-., ი) 
ამ მრავალწევრის კოეფიციენტებია, ხოლო : 

თ'ძ» 
  X,.= · (4.4) 

' I I” ით»:+ხ» +6 

რა თქმა უნდა უკანასკ-ელი ინტეგრალი შეგვიძლია ეილერის ერთ- 
ერთი ჩასმით ამოვხსნათ, მაგრამ ამ მეთოდის გამოყენება, ხშირად. 

დაკავშირებულია მომქანცავ გამოთვლებთან. ამის გამო, სასურველია 

მისი გამოთვლა ქიცოდეთ კიდევ სხვა, უფრო მარტივი, ხერხითაც). ამ 

მიზნით ქეევით ჩვენ გამოვიყვანთ X, ინტეგრალის რეკურენტულ ანუ 

დაყვანის ფორმულას. 

გვაქვს: 
("ა I/ ი:2+ხ2 +C”= 

(ს–– 1) დ," ?(ი2ზ-ხ»+0)+ –- უ"ო-1(26>2-L+ ხ) 

IM თ2ბ+ ხთ–+ი 
თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს ვაინტეგრებთ, გამარტივების “შემ- 

დეგ მივიღებთ | 
», ==“ 'M 22 +ხ»> +060 _ (2L-- 1)ხ. 

„. ძ. : თ?L# 

  

  ი 

– X-; , (4.5) 

თ«
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უკანასკნელი ტოლობა წარმოადგენს X, ინტეგრალის დაყვანის ფორ- 
მულას, სა“ 

როგორც ვხედავთ X, ინტეგრალის გამოთვლა მიიყვანება ამავე 

ტიპის ორი ინტეგრალის გამოთვლამდე, რომლებშიც »ჯ რიცხვი შემ- 

ცირებულია სათანადოდ ერთით და ორით. (4.5) ფორმულის მიმდევ– 
რობითი გამოყენება: მიგვიყვანს ; 

ძ>» 

2ი- | --> 
ინტეგრალამდე, რომლის ამოხსნა ჩვენთვის ცნობილია. 

  

მ ა გ ა ლ ითი 4. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

I=I წ5ქინ- 

(” 22+2+1 
გამოვხყენებთ რა დაყვანის (4.5) ფორმულას, მივიღებთ 

––-–- 3 205 1 ძ2 I= == 1 –= (. 25 - ”, "“2ძ>7 2 I” =+=>+ > 2 2+C>=2 I ==: 

იმავე (4,5) ფორმულის ძალით გვექნება 

თი» ი: ძ» · 

“1 2241 ილი" (>>> >>)" 
მაშასადამე, 

  

+I->--–--=-თ-9 I-232+1 – 

–)0(1+2»ჯ–2M ე”4+ 2;:+1)+C. 

V. X, ინტეგრალის სახემდე დაიყვანება 

ძ> 
ჯუ= – 

ღ I (დ–– თ)" I ი» + სთ+24 

'სახის ინტეგრალი, რომელიც აგრეთვე (4.1) ინტეგრალის კერძო სახეს 
წარმოადგენს. ამ ინტეგრალში ი1 არის ნულზე მეტი მთელი რიცხვი, 

ხოლო თ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. გამოვიყენოთ შემდეგი ჩასმა 

  

1... , 
ჩ2.–-რ6ი6-–-. 

ჯ
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აქედან 

ძი= --%, V 62ბ+ ხC-Cი = + თ, + ხ,§+9ძ,. 

სადაც თ,, ხ, 0, გამოისახება ი, ხ, ი, თ მუდმივების საშუალებით, 

ამის შემდეგ I» ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

ი, 
Mა=- · 

I 0,I:+ხ,L+ი, 

როგორც ვხედავთ უკანასკნელი ინტეგრალი არის X, ,ც ინტეგრალი. 

  

VI. ახლა შევჩერდეთ ისეთ დიფერენციალის ინტეგრებაზე, რომე- 

ლიც შეიცავს ორ წრფივ ირაციონალობას. ასეთი ინტეგრალების ზო- 
გადი სახეა ' 

  

L#C MI თ»+8, ს” I>-+6)ძდ, (4.6) 

სადაც # არის თავისი არგუმენტების რაციონალური ფუნქცია, თ, 8,. 

+. 8 ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია და აკმაყოფილებენ პირობას 

თ8 –– 8 # 0. 

“დავამტყიცოთ, რომ (4.6) სახის ინტეგრალის გამოთვლა დაიყვა- 

ნება ისევ (4.1) სახის ინტეგრალის გამოთვლამდე, მართლაც, გამოვი- 

დეთ შემდეგი სახის ჩასმიდან 

V თ=«+ზ=LV V2+8. ” (4.7 
(4.7) ტოლობის”ორივე ნაწილი ავახარისხოთ კვადრატში და მიღებული 

შედეგიღან გამოვთვალოთ >» ცვლადი, გვექნება 
_ ნჯბ–ჩ –<-- ი (4.8) 

საიდანაც 

მნას ლლ იი 4 · (4.9) 

და 

· MV თ8–მXჯ VI” თნ – ჩბ V თნ -–-9I#L ზ=-------. V თ»>+ზ= -2- 86 ' V X=+8 + გოლით 

უკანასკნელი ორი ტოლობა გვიჩვენებს, რომ. (4.7) ჩასმის დახმარებით 

MV თ» +8 და IM 47+8 ირაციონალობანი ერთი M თ -- (8 ირა-
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ციონილობით გამოისახებიან. რაც შეეხება ჯ ცვლადსა და ძჯ დიფე- 
ღენციალს, როგორც (4.8) და (4.9) ფორმულები გვიჩვენებს, ისინი 

"ახალი L ცვლადის რაციონალური ფუნქციებია. ამრიგად, .(4.6) ინტე- 

გრალი ასეთ სახეს მიიღებს: 

1 9C, M თ.+8ზ, I I2+მბ)ძჯ= 
/ 

–ზ M თაჩი: M 26--ზV | Lი! =Cთ(თნ – ჩ.) I# # |“ = 
M თ-ს" IV ა-ი (ით / 1 (თ--//? 

=თ(26-- ჩი) |, C, I თ– 78) ძ 

სადაც #, არის # ცვლადის ხ/ თ-- > ირაციონალობის რაციონა- 
ლური ფუნქცია. ცხადია, უკანასკნელი ინტეგრალი არის (4.1) სახის 

ინტეგრალი, 
მაგალითი 5. გმოვთვლოთ ინტეგრალი 

1= 
I L» >; V“ 2-+ 

თანახმად (4.7) ფორმულისა, აქ უნდა ავიღოთ ჩასმა 

ს დ-- 1=1M 22+1. 

ამ ტოლობის ორივე ნაწილი ავახარისხოთ კვადრატში და გამოვთვა- 

ლოთ X, გვექ ქნება 

  

  

  

  

  

  

საიდაწაც 

  

გარდა ამისა, ადვილად გამოვსახაგთ # ცვლადით ინტეგრალქვეში ირა- 

· ციონალობებს ერთი ირაციონალობის საშუალებით: 

მაშასადამე, - 

_ წ/. “ 
1=2 | –-==2208 1+C.
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დავუბრუნდეთ აა სელდ, გვექნება 

= 2ვგXიხCთ 1 ,7 2-1, 
I –-->== 2თ-L1 4 221117C 

დასასრულ შეენიშნავთ, რომ თუ (4.1) ინტეგრალის ნაცვლად 

განეიხილავთ ინტეგრალს 

#8 C. MI LC))ძ. 

სადაც #(») ორზე მაღალი ხარისხის მრავალწევრია, მაშინ ინტე- 

გრალი,„ საზოგადოდ, არ ამოიხსნება ელემენტარული ფუნქციების 

კლასში. 

  

§ ნ. ბინომური დიფერენციალის ინტეგრება 

ამ პარაგრაფში შევისწავლით 

I >M(C-ხუმ)ჩ ძ> (5.1)- 

სახის ინტეგრალს, სადაც », #. ჯ არის რაციონალური რიცხვები, 

ხოლო « და ხ ნამდვილი რიცხვებია. ინტეგრალქვეშა ე”! (თ-ნფე)ჩძე' 

დიფერენციალს ეწოდება ბინომური დიფერენციალი. თ დახ 

კრეფიციენტები გავლენას არ ახდენს ბინომური დიფერენციალის ინ- 

ტეგრების სირთულეზე, არსებითი მნიშვნელობა აქვს მხოლოდ #, I, » 

პარამეტრების რიცხვით მნიშვნელობებს. იმ შემთხვევაში, როცა ”. 

», ჯ რიცხვები (ან მათი ნაწილი) ირაციონალურია, (5.1) ინტეგრალი, 
საზოგადოდ, წარმოადგენს უმაღლეს ტრანსცენდენტურ ფუნქციას. თუ 

თ“, ი, ა პარამეტრები რაციონალური რიცხვებია, მაშინ არსებობს 

სამი შემთხვევა, როცა (5.1) ინტეგრალი ელემენტარულ ფუნქციებში 

ამოიხსნება. 

რუსმა მათემატიკოსმა პ. ჩებიშევმს დაამტკიცა, რომ მხოლოდ 

ხსენებული სამი შემთხვევით ამოიწურება ბინომური დიფერენციალის 

ელემენტარულ ფუნქციებში ინტეგრების საკითხი. 

თეორემა. თუ თ, #, » რაციონალური რიცხვები აკმა- 

ყოფილებენ ერთერთს შემდეგი სამი პირობიდან: 1) წ 

მთელია, 2) 2? #1 მთელია, 3) სა 2უ მთელია, მაშინ 

ბინომური დიფერენციალის ი ინტეგრება ელემენტა- 

რულ ფუნქციებში შესრულდება. ·
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წინასწარ დავამტკიცოთ შემდეგი 

ლემა. თუ (5.1) ინტეგრალში ჯ და აი რიცხვებიდან 
ერთ-ერთი, ან ორივე წილადია, მაშინ გარკვეული 

ჩასმით შესაძლოა ინტეგრალქვეშა დიფერენციალი 

მივიყვანოთ ისეთ ახალ ბინომურ დიფერენციალა- 
მდე, რომელშიც #» და რიცხვების როლში“მთელი 

რიცხვები იქნება... 

მართლაც, ეთქვათ ». დღა » რიცხვების საერთო მნიშვნელია 1., 

მაშინ, ი» და #2 მთელი რიცხვებია. გამოვიყენოთ შემდეგი ჩასმა 

278= #ბ, 

მაშინ ' 

ძო=).(X 1 ძL 

და (5.1) ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

| 2” (–+ხთ”)/შთ=1. | #-211-1 (6 +ხჯიჯჩ ძთ. 

როგორც ვხედავთ, ტოლობის მარჯვენა ნაწილში გვაქეს ინტეგრალი 
ისევ ბინომური დიფერენციალიდან, რომელშიც »71#+#-–1 და თ» 

მთელი რიცხვებია და ლემა დამტკაცებულია. 
ახლა დავამტკაცოთ თვითონ თეორემა. განვიხილოთ პირველი 

შემთხვევა. ეთქვათ, » მთელი რიცხვია. ამ' შემთხვევაში, ზევით დამ- 
ტკიცებული ლემის ძალით, 7 და » რიცხვების როლში შეგვიძლია 

ეიგულისხმოთ მთელი რიცხვები და, ვინაიდან » მთელია, ამიტომ 

ინტეგრალქვეეშა ფუნქცია იქნება რაციონალური ფუნქცია. მისი ინტე- 

გრალი, როგორც ვიცით, ელემენტარულ ფუნქციებში ამოიხსნება. 

კერძოდ, თუ ჯ მთელი დადებითი რიცხვია, მაშინ (5.1) ინტე- 
გრალის გამოთელა უფრო გამარტივდება. მართლაც, დავშლით რა 

(თ+ჩნეი)? ფუნქციას ბინომის წესით (5.1) ინტეგრალის გამოთვლა 

ხარისხოვანი ფუნქციების ინტეგრებაზე მიიყვანება. 
| #-LI 

» 
  განვიხილოთ ახლა მეორე შემთხვევა, ვთქვათ, მთელი რიცხ- 

ვია. გამოვიყენოთ ჩასმა 

აქედან 
  დლ=–“–– (სხ–– 6)   

29 ვლ. ჭელიძე, ე, წითლანაძე
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1 31 
ძოულ=-–-–(-–-0)# ' ძI. 

#ხი 

შევიტანოთ ეს მნიშვნელობანი მოცემულ ინტეგრალში, გვექნება 

' I თ+! _ 
| ლ”რ+ხთო? ძე. == –აა- I" CVC-–ი) ი "თ. 

ყხ. . 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ინტეგრალი აღებულია ისევ ბინო- 
მური დიფერენციალიდან, რომელშიც ჯ რიცხვის როლს ასრულებს 

უკმე (8+1 –1. გავითვალისწინებთ რა ზევით განხილულ "პირველ 
« 

შემთხვევას. შეგვიძლია გთქვათ, რომ (5.1) ინტეგრალი არის ელე- 
-L. 1 

მენტარული ფუნქცია, თუ -%+--. –1 მთელი რიცხვია, მაგრამ 
2 

#X+1 
#7 

  8+ს) |) მთელი რიცხვია, როცა მთელია. ამრიგად, (5.1) ინ- 
(3 

ტეგრალი ამოიხსნება ელემენტარულ ფუქციებში, როდესაც თ +!   

მთელია. 

განვიხილოთ მესამე შემთხვევა. ვთქვათ, XII ა მთელი რიცხ- 
I 

ვია. გვაქვს შემდეგი ტოლობა 

I ეM(თ=თ-+ხთ»")წძთ= I ურ (ნ-+- ით“ მ) ძ–. 

შევნიშნავთ, რომ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ინტეგრალი აღებულია 
ისევ ბინომური დიფერენციალიდან, რომელშიც » შეცვლილია »L+»ჯ 

რიცხვით, ხოლო ჯ» შეცვლილია -–- ჯ-ით. თანახმად მეორე შემთხვე–- 

ვისა, აქედან გამომდინარეობს, რომ (5.1) ინტეგრალი ელემენტარული 
1 1 

ფუნქციაა, თუ 56991 =-+   +ჯ მთელი რიცხვია. 

მა გა ლითი 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

  

ძვ 
1 –| 10. __ § __ _ 

– V ='(1 + V” თ") 
ეს ინტეგრალი წარმოვადგინოთ ასე: 

–I () 

1= LI> + V +21) ძა.
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როგორც ვხედავთ; აქ ი2=–1 "მთელი რიცხვია, ავიღოთ ჩასმა 

ჯ5==ჯM, 
აქედან 

_.1. 3. 
ძ2= L0ჯ? ძხ 2 )ი = L7, ჯ; =ჯწ. 

მაშასადამე, 

  

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

ე 
1= | ჯი. 

ს” 1-2. 

ჯერ იგი წარმოვადგინოთ ასე: 

1= I თ) (1 -- 2)– + კე. 

  აქ თ»=3, X#=2, ი=- “+. ამ შემთხვევაში =-LI =2 მთელი 

რიცხვია. ავიღოთ ჩასმა 

1–7=/ნ 

აქედან 
1 1 –4 

ჯ=(1 --I)1, ძთ= ““> 11-ე) 20/. 

ინტეგრალი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

1 2 IL 
=- (4 10-ი# 

ახლა კი ვისარგებლოთ ჩასმით: ჯ= 27; მაშინ 

1 
“რფ . =/ჟყ“1 ძ(=229ძ%, ჯ 

და მოცემული ინტეგრალი ასეთ სახეს მიიღებს: 

1=| (6-– I)07+0=+#-–7+0=+3M 0-2 IM 1-2+C
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მაგალითი 3. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

MI) = |–>-“--- (3 

; V/ 01 +-თა3 
გვაქვს 

725 L0 + დ) ?ძი. 

  აქ -ი=0, .==2. ,=->-. ამ შემთხვევაში + 1 +ი=–-I მთელი 
2ბ 

რიცხვია. მოცემული ინტეგრალი ასე წარმოვადგინოთ: 

1= IL. (ფ-?2L1)-+ ძი. 

აზლა კი გამოვიყენოთ ჩასმა 

ჯ ?-+1 =ჯ. 
აქედაზ 

–-1 1 =7 3 
ჯ=(0-I1) ?, შ2= - -- (#--1) 95 ძ,. დ. %9=(L--1)?:. 

მაშასადამე, 

1 50LI 6= ჯ 
=- - |L 1? 9«=Lს !+–0ი0==––'–ღ'ღ'„ 

7 ! 2 I + V 1-+ჯ? LC 

სავარჯიშო 

გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

IL. | 1+X%-- ძი, პას. –-თ--4( დ --41ი(|/ 2-I)+0. 
_– ჯ 
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დ-ი 
0! 

-0+ რ0+28:6 9) # – – იძ '=>“ 9 
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+ თ0+9 „2 "შიი9C თი 15 24I 

'ე+(ლ-ლ01 +ა296+ 
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I 

L4 
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  15 (IM 2-- <= ძი, პას. – 1// 20-20 -–თ>+ 

  

    

  

  

11 C2--C-> 1 2 –+0, 

4 ს 2+9ფ+VსM1-- 

16. (--“--. პას. –- 4 –>++0. 
ს“ 9 (დ-- 1)5. · ჯ 

3 3თდ+5 1#;--1 ი» I7, | , პას. –- 12I=-),0. 
I/ (=--1)ბ(=+1)? )0>2+) · =+) 

. 2 წმრლი _ “ _ კას, 
'ა. (>> ' “ვ C- +C. 

'9. IVIC9 ძი, პას. – (5+7) I/ “ 

1 => · 
” + - ი. ” 

თ 

  

  
  

  
  

  

  

90. | 219211. ძი, პას. თ+1-L4. ს C+1+ 
> 

+21ი (<– IM თ«+1)+ 
წელი 2/ 2+1-1-–V 5 +C. 
ა 2M 2+1-1+I)75 

· კ პას. 2სM/ 27:4+1+2M 2+2+ 21, I>>-– >> ას. 2 V/ 2> V 

ახლა 22+1-M3- , ღე, + 85+92- V2. 

  

  

  

  

  
  

  

+0. 
4 22+1+V” 3 LI –+2+V/ 2. 

2 52. 2 2 
22. , პას. – (41) 2 21. +C. 

I V“ =-5--- ჯ I 3 წ 3 

ძ» 

23 (წიგ =კოთოფი=> 

+M1-2თ01(თ7M1-ი +იV 1- 2+0. 

ს ,პას. თ3ლი810ი +   
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24. 

25, 

26. 

27. 

28. 

29. 

ჭ0. 

პI. 

32. 

33. 

ვ4. 

I2 (3>?-+ 2ი"V/ იზ + «)ძი, პას. >? I/ იბპ-+>+0. 

  

(#2+V-++. 
' M.- 

6 6 ე __ __ 3 6 

+-V 2 +3M 22 +2M თ +6M 2+6/ 2 + 

6 6 
+9)ი (IX 2» –– 1)+314 (I/ >» +1)+C. 

  

  

  

(>>> ბას. => I0 (34+2»+ 

+V/ 2 V/ 2:8+6>++7)+C. 

I>=-=>_>+' + –– მ”083)08 ->+-+0. 

(V955-> საარი “2 +0 

I 5-5 პას. 10 (1+>+I“ 22+ 22 -- 3)+ C. 

(>=--. პას. + –– | რ:+ VI ნ I 6+ 62)+0. 

(23 პას. –->> ვწლ51ს (/2-7)+C 

(==. ==: ჰას, – >> გI6 510 <5, C. C>0.   

IC 2+ ხ2ძი, პას. IV + ხნ + 

  

ძ 
1-6 > Iს ხX+I/” ხ M/” C+სხ>)+ 0. 

IV თ –– ხ»' ით, პას. >V იე–ნჯ--- 

  

· ძ 

2V 9 
8LC 51ი (V ხ #)+ C. 

„თ 

ეყ/. · ზტ 
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5 –. 
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  35. IV 2ცთ+ თ21ძ2, პას. <1%, 2იფ-+ფ2 –- 

42 

– ო. ჯი (თ+6+V 20=+ ი) +C- 

36. IV 2ძდ-– ებძდ.. პას. # 

ც? . თ 
– –- ე1091ი 

2 

  სმით 3-- 

=%, 0, 
  

37. | 2V 2იფუ--ებძთი, პას. (–- + –-3-)/ 2%2-2+ 

3 

++ ვალი C--- Lძ.   

დმ ძ»ჯ 2 

38. პას. ლ. – “% #-6+ხ2 +0. > +" ”არრიაი ი. (24
%) 

    

  

  

  

  

  

ვძ. !-5==33 პას. – ბიტიანი -2.+0. 

რ. I-ი 22535 

ჰას –»= 870517 XC 1 +C- 

4I. (72 პას. –– 3>0510 --+0. 

42. |--=---> =-=? პას. –- ეXC510 5==+ 

43. I->. => პას. სანათი +0C. 

4 I >>3 XI" 
ი+ხთ+VM/ ი I“ 60 + 2ხ2 + იჯ +0 

ჯ 
  

1 
პას, +.
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45 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

I 

I 

/ 
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I 

– > 

ძე 
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+ (თ–-I) I ,4406+299-“-ეთნ „1 CL „4 ს; 50” 2 
(«–--L) (6 4-6+2თწ-2: 1 = ე. 
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-90+ 
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თავი II 

ხოგიერთი ტრანსცენდენტური ფუნქციის ინტებრება 

ტრანსცენდენტური ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეგრალი, საზო- 

გადოდ, ელემენტარულ ფუნქციას არ წარმოადგენს, ხშირად იტყვიან, 

რომ ტრანსცენდენტური ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეგრალი არ 

აიღება. სასრული სახით. მიუხედავად ამისა, არსებობს მეტად მნიშე– 

ნელოვანი გამონაკლისები, როცა ტრანსცენდენტური ფუნქციის ინტე- 

გრალი წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას. ქვევით ჩვენ განვი– 

ხილავთ მხოლოდ ისეთ მნიშვნელოვან ტრანსცენდენტურ ფუენქცი-. 

ებს, რომელთა განუსაზღვრელი ინტეგრალი სასრული სახით აიღება. 

§ ML. ზობიერთი ტრიგონომეტრიული დიფირენციალის ინტებრება 

19. განვიხილოთ ინტეგრალი 

I # (§Lი თ) 605 «ძი, (1.1) 

სადაც # არის §I0თ არგუმენტის რაციონალური ფუნქცია. ადვილ 
შესამჩნევია, რომ (1.1) ინტეგრალი ელემენტარული ფუნქციაა. მარ- 
თლაც, გამოვიყენოთ ჩასმა: 8(ი >თ=ჯ, მაშინ 6006>ძ»X=ძL( და ინტე- 

გრალი მიიღებს შემდეგ სახეს: | 

I # (510 2) 003 2ძთ= | 71 (0) თ". = 

როგორც ვხედავთ, ტოლობის მარჯვენა ნაწილში გვაქვს ( ცელადის 

რაციონალური ფუნქციის ინტეგრალი, რომელიც ელემენტარულ ფუნ- 
ქციებში ამოიხსნება. | 

სრულიად ანალოგიურად ამოიხსნება აგრეთვე შემდეგი ინტეგრალი 

I #2 (009 >) 510 ჯძ=, 

სადაც # არის 608თ არგუმენტის რაციონალური ფუნქცია.
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მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

_ 1= | 95592. 605 > ძ» 

1 + 81027 

თუ ავიღებთ ჩასმას 310 ჯ=ჯ, გეექნება 

  

#4 _ : 
I=| 1 გ CX8(1C=8იისწ ლი ჩჯ2)+C.- 

წ 

ი 2პ, ახლა განვიხილოთ მშტეგორლი. 

I # (99) , (1.2) 
ი0 2: 
  

სადაც # არის ხთ 2 არგუმენტის რაციონალური ფუნქცია. მისი გა- 

მოთვლა ადვილად მიიყვანება ახალი ჯ (ქექლადის რაციონალური ფუნქ- 

ციის ინტეგრებამდე და, მაშასადამე, ამოიხსნება ელემენტარულ ფუნ- 

ქციებში. ამისათვის საკმარისია გამოვიყენოთ ხCთ=% ჩასმა. მაშინ 

ძ» 

0082, 
  =VL და (1კ2) ინტეგრალი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

– 

  (806; –“ -=|7Cთ ძL. 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილი ს ურმოაღგენს ინტეგრალს რაციონალურC= 

ფუნქციიდან. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

L=| §Iევ %კ 

ლეკ ე; 
  

გვაქვს 
  

LI=| სფმე 

«08? დ. 

ავიღოთ სწ ჯ=L, ჩასმა, მივიღებთ 

' 1 1 
= ( ჯექ, – =--- (უჭ · I=| (ი! -6ი+0 - 8 თ+0 

ვ9, ზევით განხილული (1.1) და (1.2) ინტეგრალების გამოთვლა 

გვარწმუნებს, რომ ჟოველი ინტეგრალი 

I # IC (2)) დ” (2) ძ=, (1.3)
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სადაც # არის უწყვეტად წარმოებადი დ (ჯ) არგუმენტის რაციონა- 
ლური ფუნქცია, მარტივად ამოიხსნება დ (2)=1 ჩასმის გამოყენებით. 

მართლაც, პირდაპირ ჩანს, რომ ეს ჩასმა (1.3) ინტეგრალის გამო- 
თვლას მიიყვანს ჯ ცვლადის მიმართ რაციონალერი ფუნქციის ინტე- 

გრალის გამოთვლამდე. 

მაგალითი 3. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1= (<> 2+19% კ 

თ)ი?ჯ 

21102 
  'ფ=+. დ(>)=1ი 2, 7 IC (2)1= 

ავიღოთ 1) >«=L# ჩასმა. აქედან %-V, მაშასადამე, 

2+1+ ძი „თ... _ 1= I“, 4=2| 21 I, 

2 
_ 2 ძ=ჰიIი დღა +C. 

L 1ი 2 

49%. ახლა განვიხილოთ შემდეგი სახის ინტეგრალი: 

I (510 თ, 008 2) ძ», (1.4) 

სადაც # არის 58102 და 6052 არგუმენტების რაციონალური ფუნქ- 

ცია. ეს ინტეგრალი 

L --=! (1.5) 

ჩასმის სამუალებით მიიყვანება # (ქვლადის რაციონალური ფუნქციის 

ინტეგრალის გამოთელამდე ან, როგორიც ხშირად ამბობენ, (1.5) ჩასმა 

მუდამ ახდენს (1.4) ინტეგრალის რაციონალიზაციას. მართლაც, გა- 

მოესახოთ §I)ი » და 005 » ფუნქციები ჯ ცვლადით. გვაქვს: 

. 2? ჯ9 ი” .#. · 
2310 > ლ08 > 2ხ> 2 2, 

1+“' 
  

  810 X= > 2 = თ 

ნ109მ –- Lლევეწ.-- 14-00 
2 + 2 +% 2
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თ ა > 2 
0088 –- –- ვ)ე? 1 –- (ფ2-> 

2 § 2 1-- MM 
005 ჯ= 2 -- = –= შლ 

810“ –– -+C0§2 –– 1+სხო? 
2 + –. 2 +% 2 

"გარდა ამისა. (1.5) ჩასმიდან მივიღებთ ჯ2=2განც სხ # და, „ამიტომ 

_ 2“ 

1-+I#/? 

ამრიგად, თუ გამოვალთ (1.5) ჩასმიდან, მაშინ §10ი >, 008თ და 

ძჯ გამოისახება ინტეგრების ახალი ჯ ცვლადის რაციონალური ფუნქჟ- 
ციებით და (1.4) ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

2ჯ 1– 2) “ 

  ძვ (3 

  

L+## " 14 671440“ 
ცხადია, რომ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში გვაქეს ინტეგრალი ჯ ცვლა- 

ღის რაციონალური ფუნქციიდან და, მაშასადამე, ამოიხსნება სასრული 

სახით. 

| #6 ი, იაა) ძ>=2 | #( 

მ აგალითი 4. გამოვთვალოთ ინტეგოალი 

ძ» 
 1= –-–---–--. 

I 1 –+-§1I1 > 

გამოვიყენოთ (1.5) ჩასმა, გვექნება 

' 2 2 L=2 | ძ/ –=-, L0=- –-- ი 
(1+1#) 1+ჯ 1+სხC == 

2 

  

მაგალითი 5. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1= I _ ძთ _ , 
რ-ნ 005? 

სადაც თ და ხ ნებისმიერი მუდმივებია. ავიღოთ (1,5) ჩასმა, მივიღებთ 

  

    

  

142 ძ! 
1= =2 3 

1 >> 1-L | წულთუოუთთი ჯ 

ვიგულისხმოთ, რომ თ+6>>0, შემოვიღოთ აღნიშვნა თ+ხ =თ? და
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განვიხილოთ ორი შემთხვევა: 1) თ–ხ2>90, 2 ი––ხ<90. "პირველ 

შემთხვევაში გამოვიყენოთ # –– ხ=წ! აღნიშვნა. მაშინ გვექნება 

1= მIააიი ს MC ()+0– 

  

  

  

= ––====- მ «( ხ 2) => ნ 52 /+6 
მეორე შემთხვევაში შემოვიღოთ 6-–-ნ= -- მწ აღნიშენა, მივიღებთ 

ძL. 1 თ-M 
1=2 | ეეე“ +C.' 

|წლო– თს თ–I | 

ჩავსვათ თ და 8 რიცხეების მნიშენელობანი და თანაც დავუბრუნდეთ 

ინტეგრების ძველ ცვლადს, გვექნება 

, M +ხ +M 62165 
LI= 1 +C. 

ხზ? –- ც? ჯ 
M თ+6+ნ – MV ხ–ი1%ნ62> 

(1.5) ჩასმა ყოველთვის ახდენს (1.4) ინტ ეგრალის რაციონალიზა- 
ციას, მაგრამ არის ამ ინტეგრალის ისეთი კერძო შემთხვევები. როცა 

მის რაციონალიზაციას შესაძლოა მივაღწიოთ და ბოლომდე გამოვთვა- 

ლოთ უფრო მოხერხებული გარდაქმნებით. 

წინასწარ შევნიშნოთ, რომ ორი ცვლადის ყოველი რაციონალური 

# (9 ს) ფუნქცია, რომელიც კენტია დ არგუმენტის მიმართ. შეიძ- 

ლება წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

#LCV, ყ)=Vს#, (V, ხს). (I.6) 

სადღაც #, არის V და ს? არგუმენტის რაციონალური ფუნქცია. 

სრულიად ასევე, თუ XL(#V, 0) კენტია MV არგუმენტის მიმართ, 

მაშინ, იგი შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ 

X#L(V, ს)ლ=%X):(V”, ხ). (1.7) 

სადაც #7 არის «LC და ყ არგუმენტების რაციონალური ფუნქცია. 

თუკი რაციონალური #(V, CV) ფუნქცია ლუწია V« არგუმენტის 

მიმართ. მაშინ იგი შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი სახით: 

#ი", ყ)= ვ (V”, ს), (1.8) 

სადაც #ვ არის V' და V არგუმენტების რაციონალური ფუნქცია. 
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ანალოგიურ ტოლობას აქეს ადგილი როცა 7#(V, ს) არის ლუწი 

ფუნქცია ს არგუმენტის მიმართ. 

ახლა გადავიღეთ (1.4) ინტეგრალის კერძო შემთხვევების გან- 
ხილვაზე... 

შემთხვევა. 1. გთქვათ, ინტეგრალქვეშა ფუნქცია კენტია 008 

არგუმენტის მიმართ: 

ს ტ1(83107, –– ი09დ7)=–#(89(0ი 7, 00572). 

თანახმად (1.6) ტოლობისა, ამ შემთხეევაში, გვექნება 

ML(81ი ჩ, ა08 2;) = 0608  1,4510 >. 0092») 
და 

I XML(C5Iს თ, 0609 >) ძჯ=> I# (518 თ, 1–– 510322) ძ (510 ჯ). 

“ამის შემდეგ ცხადია, რომ თუ ავიღებთ §10 >ჯ=(ჯ ჩასმას, ამ ტოლობის 

მარჯვენა ნაწილი მიიყვანება . ჯ. ცვლადის რაციონალური ფუნქციის 

ინტეგრებამდე. 
შემთხვევა 2. ვთქვათ, ახლა (1.4) ინტეგრალში რაციონალური 

# ფუნქცია კენტია §)0ი >» არგუმენტის მიმართ: 

M(–-50 2, 2095 >)= –-72 (510 ჯ, 003 >). 

ამ შემთხვევაში, 'თანახმად (1.7) ტოლობისა, დავწერთ 

#C81ი0ჟ, 005?) = §10 ჯ 7: (პ1ი”ჯ, 003 ჟ)- 

ჩაშასადამე. (1.4) ინტეგრალი ასე წარმოგვიდგება: 

I # (910 V., 0605 (0) ძდ= –| Iა(1-- 00517, 005 «) ძ (003 ჯ). 

თუ გამოვიყენებთ 005 2=ჯ ჩასმას, მაშინ ღკანასკ?ი ხელი ინტეგრალი 

გამოსათვლელი იქნება ჯ (ევლადის რაციონალური, ფუნქციიდან. 

შემთხვევა 3. ვთქვათ, 12(515 თ, 005 >) ფუნქცია ლუწია ან 
კენტია ორივე არგუმენტის მიმართ ერთდროულად, ე. ი. 

MXC–- 8027, –-ი0032)= (810 თ, 008 დ). (1.9) 

წარმოვადგინოთ # ფუნქცია ასე: 

  # რი თ, ბ038>7)= -ს( 3104 005 «თ, 609 1) 
608 ჯ 

რ. 3Iი ჯე. 
უკანასკნელი გამოსახულება შეიძლება განვიხილოთ როგორც –- ლათ 

"და. 008 » არგუმენტების რაციონალური #”ჯ ფუნქცია, ე. ძ.
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810 ჯ 01.+- 
#( (6082, C0327 | = 13) –– ––, 6082 I. 

0082 

  

  

გამოვიყენოთ (1.9) პირობა, მივიღებთ 

  

608 ჯ 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ჯ#. ფუნქცია ლუწია მეორე არგუმენტის 
მიძართ და, მაშასადამე, თანახმად (1. 8) ტოლობისა, შეგვიძლია დავ- 

წეროთ 

#8 ( 3114 « 003 2)= = ML (- 112 , იი: ) , 
C03 2 608 >» 

სადაც #M, არის 

XსL(CიIი თ, 0203 7)=71(–ვ310 დ, –- 608 >)= #5 (<5, იმ ) 

    

  % და 0081: არგუმენტების რაციონალური ფუნქ- 
C0§8 2» · 

ცია. ამრიგად, 

I 86 თ, C057)ძL>= (%(> 
005 ჯ 

1 · 

= | X, (+. 3 ) 4(52) · 

1+ ყ1თ/ 1-+LC?ჯ 

ახლა პირდაპირ ჩანს, რომ თუ გამოვიყენებთ LC დ=ჯ ჩასმას, მი- 

ვიღებთ 

  , იი" | ძთ= 

  

  

1 ძL 
(7# (91ით, 0082) ძთდ= IL7. (- >») 1 გ 

აქ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია არის (ჯ 

ცვლადის რაციონალური ფუნქცია. ' 

მაგალითი 6. გამოეთვალოთ ინტეგრალი 

1= I 810“ ჯ 6083, ძჯ 
_–____ის- ე) 

2-–– 6082» 

შევნიშნავთ, რომ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია წარმოადგენს კენტ 
ფუნქციას 008 ჯ არგუმენტის მიმართ. ამიტომ, საჭიროა გამოვიყენოთ 

910 7=>ჯ ჩასმა, გვექნება 

  

1=| ნ101 დ (1 –– 9102») ძ (519 2) =| (ჰ(1--/) ძნ _ 

1-+8102ჯ 1+7/ 
30 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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== I (“– 2ჯ%-+ 

  

   
1 2 

=----ტბ+- #- %X+ 
5.3 

       

+2ეჯისწ §+C. 

დავუბრუნდეთ # ცვლადს, საბოლოოდ მივიღებთ 

1... 2... , ' 
=–--- წის 2+-- 810მე:--–25)იჯ-+22ჯX0Lსდღ (310 თ) + CC. 

მაგალითი 7. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

8)ი317ჯ (059 %ძ 
1= 
-I ;- ინ» 2–-– 5)0ი7> 

როგორც წიზა მაგალითში, ინტეგრალქვეშ გვაქვს - 90 ჯ და 6052 

არგუმენტების რაციონალური ფუნქცია, რომელიც კენტია 8) დ არ– 
გუმენტის მიმართ. თუ გამოვიყენებთ ლC0§ ჯ=# ჩასმას, მივიღებთ 

  

ბ. 1 4 6_ _,4 ჯ= |(909552 )C05 24 (0019) _ (1? ,' = 

10082. (-L 1 

= I (“ ლი”. 

+23X0ლLC L-L C. 

დავუბრუნდეთ ჯ ცვლადს, გვექნება 

     
2 1 2 

თ ა -–  ტ-–--. 8-+2Xჯ >) - 2 + 

1 2 
LI= = რ0§ზფ-- 3 6093ჯ--2005 2-+ 28Iიხ9 (0606 თ)+C. 

მაგალითი 8. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

' ძ2» 
1= --–__ _-.. 

I 5103ჯ 6039 ჯ 
აქ ინტეგრალქვეშა ფუნქცია არის რაციონალური 802 და 608 > 

არგუმენტების მიმართ და ამასთან ლუწია ამ არგუმენტების მიმართ 
ერთდროულად. მაშასადამე, საჭიროა გამოვიყენოთ Lდ >2=%# ჩასმა, 

მივიღებთ 

  

_ L(1-+6Cწ?»)?ძ (ხდ თ) _ (-+1)?ძL _ 
I=|I ხცმ =| ჩL 1 

ი 2, 1 1. 1.1 = “ L-- = –- 2უ(-–-–--–-- -–-+06= ICC -+>) ი 2 წ+210(- 2 + 

  1 2, _– == +2)ი2L · 2 062 )ი სწ > 2 2=+0C
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§ 2. ზოგიერთი კერკო სახის ტრანსცენდენტური ფუნქციის ინტეგრება 

19. განვიხილოთ ინტეგრალი 

I= | 89”2 008" ჯ ძთ, (2.1) 

სადაც # და » რაციონალური რიცხეებია ცხადია, როცა = და = 

მთელი რიცხვებია, მაშინ (2,1) ინტეგრალი წარმოადგენს წინა ,პარა– 

გრაფში შესწავლილი (1.4) ინტეგრალის კერძო სახეს და, მაშასადამე, 
ელემენტარულ ფუნქციებში ამოიხსნება. როცა #L და # წილადებია, 
მაშინ, საზოგადოდ, (2.1) ინტეგრალი უმაღლეს ტრანსცენდენტურ 
ფუნქციას წარმოადგენს; გარდა სამი კერძო შემთხვევისა, როცა იგი 
ელემენტარულ ფუნქციებში ამოიხსნება. 

განვიხილოთ ეს „შემთხვევები. 
წარმოვადგინოთ (2.1) ინტეგრალი შემდეგნაირად 

1 თ. - ი#-1 
=- I (89102) ? (-05?2) ? ძ(5101») = 

2 

1. -თ-L. –_-_ 
<> I (810?დ) 9? (1 ––- 310?) ? ·თ(5101 2) 

და გამოვიყენოთ. ჯ= §1უ“ ჩასმა, მივიღებთ 

I -1 »ჯ-I 

1= I ჯ7 (11-03 ძის (2-2) 
2 

ამრიგად, (2.1) ინტეგრალის გამოთვლა მიიყვანება ბინომური დიფე– 

რენციალის ინტეგრებამდე. როგორც ვიცით, ღკანასკმელი ინტეგრალი 

ელემენტარულ ფუნქციებში ამოიხსნება, როცა შესრულებულია ერთ- 

ერთი მაინც შემდეგი სამი პირობიდან: 

–_ –2 
1) 51! მთელი რიცხვია, 2) == მთელი რიცხვია, ვეთ1 ი “5 

მთელი რიცხვია, 

ცხადია, ამ შემთხვევებს მხოლოდ მაშინ ექნება ადგილი, როცა 

15 » კენტი რიცხვია, 2”) » კენტი რიცხვია, 30) თ+ი ლუწი რი- 

ცხვია. 
განვიხილოთ 1”) შემოხვევა: == 2-1. გვაქვს 

1I=–- I (1 –– იივ9 ჟ)” 608” ჟძ («08 2) 

ავიღოთ ჯ1= 008 > ჩასმა, მივიღებთ 

I=- | (1- ობ ძ.
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თუ (1 – (3)! გამოსახულებას დავშლით ბინომის ფორმულის მიხედ- 
ვით, IL ინტეგრალის გამოთვლა მიიყვანება რაციონალური ფუნქ- 

ციების ინტეგრებამდე. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 
ვ)" ძჯ 
–:==>- 

I 95» 

აქ შესრულებულია 1) პირობა და, მაშასადამე. საჭიროა გამოვიყე- 

ხოთ #>2C603 ჯ ჩასმა, მივიღებთ 

0 ==" _ _ | თ” 9 _ 25 +(25) #= 

  >) 

  

ა 1 1 ' 1 
= –83MV თ.ბ თ | - ლევა», –-ლ0092+-–-- I+C. 

14 4 : + 2 + 

განვიხილოთ ახლა 2) შემთხვევა ვთქვათ, #=2M#+1. ავიღოთ 

ჯ=810 დ. ჩასმა, მივიღებთ 

I= | §10”თ 609%"! დ ძთ= (510 (1-– 80%)” ძ (510 2) = 

= L”თ – ე)" ძI. 

როგორც ვხედავთ ინტეგრალის ამოხსნა ისევე ჩატარდება, რო 

გორც: წინა შემთხვევაში. 

მაგალითი 2.“ გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

· 7 6055 დ ძX 
1= |––––=–. 

I L# 3027 

ცხადია, საქმე გვაქვს 2) შემთხვევასთან, გამოვიყენოთ #=810 ჯ 

ჩასმა, მივიღებთ 

    
_ (1 –– 31032)% (310 დ) _ – ' _ 2 > 

7-| V/ 510 > =|-> ააა. 

· · ; _ 2 
== +> (-+0= M/ 310 ჯ 2 ვედ“ ვიში +“ ყყ% )+0. 

5 5 3 5 9
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ავიღოთ ახლა 3”) შემთხვევა. ვთქუათ, #-+#=2#. გვაქვს: 

1 = I 810” თ 005.0 M ე ძუ= | 9ი”» 6032” ვ; ძა= 

= | ყი = | ხთ” 7ძ (ხდ >) : 

“ძ თღუთ (1-LCყ2 დ)! 

  

ვთქვათ, ო=- სადაც უდღა4მ მთელი რიცხვებია, გამოვიყვნოთ 

+- ჯ=% ჩასმა, მაშინ ძ (LC თ)=V19 1 ძჯ და 

––__-–_. (9910! 
1= I 38 XC05“ დძ>ჯ=ძ (წუოლიუს 

როგორც ვხედავთ ჯ ინტეგრალის გამოთვლა მიიყვანება რაციონა- 

ლური ფუნქციის ინტეგრებამდე. 
მაგალითი 8. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

თ» 
ჯ= –აუუეკ„უეუეაეე= 

I M” 310 "ჯ ლ0ა3წ» 

3 
აქ იწლ––-–, "=-> .-+#= 4. წარმოვადგინოთ ინტე- 

ა
 

7 _ 2 
1I->I ხყ 2? თ(1--ხი22) ძ (სწ 2). 

+ 

ავიღოთ LC 9 ფ=ჯ ჩასმა, მაშინ თ((C 7)=2(0L და 

  ჯ-2| (10+064== 72 – == 10. 

ეი განვიხილოთ ახლა შემდეგი სახის ინტეგრალი: 

IL თ. გრX,..., 22, 10 თ,თ,.--, 310 რუთ, 

ს ლიც ჩ,2, -.., C0წ ზც 2) ძ», | (2.3) 

სადაც ს არის თავისი არგუმენტების მრავალწევრი; M,.-., M, 

რა... წას ჩი -·-, წ, ნამდვილი რიცხეებია, ხოლო #, თ» და X ნა– 

ტურალური რიცხვები. 

(2.3) სახის ინტეგრალი წარმოადგენს ელემენტარულ ფუნქციას„»
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მართლაც, ვინაიდან X თავისი არგუმენტების მრავალწევრია; ამი– 

ტომ მის ყოველ წევრს აქვს შემდეგი სახე: 

4.9 (45)... (624MX)/ჩვვერ რთ, ჯ... 1უჩოთ,, თ 00898,» ... 0087-ც,თ-- 

(#171-L ... + 47») X. . 0) _ მო ძ ძი 
ტ 9)ს თ,იჯ...9)სი რთეი7ჯდი009 8,თ>...008 ჩ8.>, 

  

= ქს 

სადაც #, წ”,---, V, რიცხვებია, 4, თე... მეს მ.ა ...9,, კი ნატუ- 

რალური რიცხვები. 

ამრიგად, (2.3) ინტეგრალის გამოთვლა მიიყვანება 

(2.4) 
#X 

I ვტ 910 'თ,თ ..8 ი ძი? 009 ჩ,= ... იი 8.2 ძ2» 

სახის ინტეგრალების გამოთვლამდე, სადაც #= 1) L ... + 

მაგრამ, ინტეგრალქვეშა ფუნქციის ის ნაწილი, რომელიც ტრიგო. 

ნომეტრიული ფუნქციების ნამრავლია, მუდამ შეიძლება წარმოვადგი- 

გინოთ შემდეგი სახით: 

- 1 · 
810 თათ... 51% 

= 3) 4, 510 6, + 4) 8, 6089, X; 

ჩი. “ ძი 
თ, თლ005 81,2..-.005 ჩზე2= 

; ამიტომ (2.4) ინტეგრალი დაიშლება 

0 I > ი წყი ნ ვ. ძე და » I2" ი ი0§5) დ 0> 

ხაზის ანტეგრალების ჯამად, სადაც C, #7), 4,. 9; მუდმიეებია. 
უკანასკნელი ინტეგრალების გამოსათვლელად გამოვიყენოთ აღ- 

ნოშვნები 

I.= | ებ იხ ს C დ ძ2, 

I = | 2+იM» ისზუ დძ». 

გარდავქმნათ 1,» ინტეგრალი ნაწილობითი ინტეგრების ფორმუ- 

ლღთ, ამასთანავე აღვნიშნოთ =>", ძც=60+ §)ი ნ დძთ, აქედან 

#2X (1810 6>-–– ნ 008C ე: 
ძი=,სთჯ"'1ძ., ყ= 28 C 
  

მაშასადამე, 

ემ ებX (X9Iი 6 თ –– C C08 60: MX 
-– 7 +- - :8+C »·. Mჰ= ჯ-C 
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სწ - + 128+C IL" 1 46M ლი5 6 > ძ»X. C.5 

ასევე მივიღებთ 

წვ ვ" 6M (2605 უ თ+Lუჟ3)იუ7>) _ MM .» __ 
« 13 +უ“ 12+უ! “M-. 

>ღა··--"-"“"'”” 
უკანასკნელი ორი ფორმულა წარმოადგენს #ს და I ინტეგრა- 

ლების დაყვანის. ფორმულებს. ვინაიდან 7: და IL ინტეგრალები 

ჩვენთვის უკვე ცნობილია, ამიტომ მათი დახმარებით I და IL . ინ- 

ტეგრალები ბოლომდე გამოითელება ნებისმიერი ნატურალური ს რი- 
' ცხვისათვის. 

სავარჯიშო 

1 I 
L. | 510?» იი§% ძი, პას. 2 30 %- 80 7>+0. 

1... 2... 
2. | 51012 აავ'2 ძ», პას. _ 90%-- 30 %+6. | 

  

  
  

3. 1 

ვ, ჯL-"“ პას. –– -– 91?” --1ი ი05>+C. 
608 ჯ 2 

. 6 I 
4. 509.9. ძო, ჰას. 0082» –- –- 008“, –– 10 0082+C. 

008 2 4 

იპ 

5. (წალ ძი, პას. C0§+ +C. 
ტ03?» 2052 

1 
ნ. | 50% ძა. პას, – 60052+- 0ლ051»-LC. 

ა 

MI 1 
7. I იი97ძა. პას. 008 2+ (00517 > ლ0§3 2+--008 + C. 

“1 
8 | 1629». პას. –- XI 0082+C.
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3102 _ 1... 
9. (წოოთე თ. პას. 2 18 ჯ-+C0. 

  

–_ 
I0. (“<= კ. პას. + (8%+ძ. 

    1 : Lაომა+C (# ნატურალური 

(2 | %.., პას. 10(§2+C. 
80 ჯ008ჯ 

  

Iვ. | ძთ ვას. Iი 66 -+0. 

  14. .- პას. 1იL (5. #) ი. 
(<= იწ 212 )+ 

#2 1 (6. ==“  „ პას (ით,-- 2ეთა– –0:012+C0. 
| წოელოლი | : 3 

  

- 5 1 - 

(6. შხ პას. - ყით-–- 1 '+ 5102, > 

  

0095 ჯ : 2 1“ 502? 

818“ 1... , 
7. ML 59 7. პას, –-–-- 9) იზჯ-- ით 

ლ062 ვ 

18. (/%%5კ თ. პას. 1 (კ 9ი>– ათი) 
0059. 0052” 

-7MM(> ++ )+0თ. ' 

19. | ძი პას, მ-ე =++. 
თ ტ08 

. , 

ჯ-Lხ ჩIიჯ რთ 2 

  
  

  

სადაც წ37'4 «=+-,
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20. 

2!. 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

  I ძ? 

თაი03ჯ + ხ5Iს >+0C | 
C=072-+ჩ?, 

პას. 1 ივ ითდ–ხიი82 
  

“ თ:09»+ხ5102+ი 

  

  

  

(– %.., პას –- რ“ 1, 6(-.+ 
810%ე; 6085; 3(ხყდ LV” 

+“ ბე+" (ი+C 3 8 5 წ · 

ვ. 
| 5. , პას. (0-7 -L-  (6ბ-L310(.>- 

6103» 60§'ჯ 4 2 

_ 1 

2 სფ, 

1 1 I მთ პას – ითთ-- -  0912-- -- ცი'2+0. 
810 97ჯ ვ 5 

| 1 
I 995., პას. – 1 სღეეაი 

81ი5თ ისის? ვხ. 2 
ხ 2 წ 2 

3 1 1 
+-ის + >+>- 2 +0 

  

  

1 
I. “8 ვას, LV >+:0%+- I 2+-- 8 2+0.   

ტ0989ჯ 

  

' 

ძვ 1 1 1. გ 
პ ს. დღ – 19 – C, I , პა ათ + გ 1 C 

ტიაპ; 

სადაც ყ=(დ (++ 

  

ძ» 
· 7 

81))91 0081» 

5 ჯ 
+ # ხთ 21 თ. 

პას 

2) 
1 2 C08 2 
  , სL– 
36099: ლხმ 235)0?ჯ
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ძ2 1 1 
28, –  “, პას, –---–-1+ 211 (თ»+--ს01:+6. 

I 910? 0059%ე; 2ხფ9ჯ: § 15 §>2+ 

1 
29. (95. > ძა, პას. დდ“, +-– 5 2005>2-C. 

26069» 2 2 

LLC. 

30. LL" - ძი, პას. აღვღვლე ი (++ =)+2თი++ 
0083; 2 ლ08?ჯ 

+-–ვსპ.:--C 

- 1 2... 
ვ!. | 50% ლ05 ძე, პას. – 9)იმდ -- ნებ -L 

9 11 

1 
–- §1ეჰე LC. 

143 > + 

1 1 _ წყვეშთ ცვ? ს. =>.“ ცემ .L “ ცეყ10 . 39 I თი09თძი, პა =- 6052 -L- > ლ08 თ»თ+0 

.· 
5 

ვვ. | 3ი% ლიყმუძდ, პას. –- 005 2   · ( 8107 + ” 510 52-L 
10 

7 7 7 /1 
– 8109: + 2 30 7 –--( – 810 თ–ი059ჯ7.L 

11% 13 )+ 512 L 3 

+434 8) დ005თ7 + – => |+0. 
2 2 , 

'”“'_ 02. 2. 
ვ4. აწევა. პას. –– = ლ089 დჯ-LC. 

35. 

3 გეუღეა_ , 

| =%== პას. 3 I/ =+0. 
V 6ნ1C ზე; ც08%ე; 

4 _·ჰ”_” 
36. IVI §Iსპ2 Cივ დ ძა. პას. – > V 80 თ 005% + 

  

9 შე1+MV 262+12 1 IM 2წ2,ც 

0)7-2 1 26C+I6თ 4)/2 1-ს 
“ვ 

37. (+. მაირა. 
V/”/ 610 009572
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38. 

39. 

40. 

4!. 
" 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

| 
I 

ძ2: 

ხ/ 81037 ლ085ე; 

ხთზდ ძე, 

  

| C6'>ძი, პას. –– + 06 >+0(§X+X+0. 

პას. – 2 +2 ს9 .+0 
ეე MVC>2 3 | 

1 1 
პას. წე (7-4- 3-– – ხდ –– 10 608 =-LC. 

1 სე 1+M 2-62++>2 
  

  

  

  

, ას. =1ი =--- + 
(IX <C> 2/2 1-/ 2 2+Lწ2 

1 I/ 2-2 (თ თ 
== 3L6L +C. 11>9 8L6Lფ 1-7. 

ძ> _ ვ! ყ 3 -L1 
| –/25– =. ე. პას. გე + რ 3 1ი ყ'+VV 3+ + 

V ულ ყ--ყI/ 3 -+1 

+ 1 აო6 –-,+0 ყ=I/ LL 2: 
ი“ 

-1 ./ 9. ) 

__ა,ას ს. -––– ვLი(C “– 
| ოლოლ» აი 2096. (V? Iწ2)+0 

ძ2 8)უ 2003 > 

I (3-L ყ1ცმ1)? ” 
ა ს. აეეეეეეგებგბი 

#24 (3-L61ი1?ჯ) 

2L 2 
თ- ფლ მX0CL8 (2>5)+ C. 

I 

( 

I 

ძთ 

2-–I(ყთ 
  

ძ>» 

1+2831ი 2 | 

815 27 7ჯ 

(1 –– 3„ი8 2)? ” 

M _ 
1 6 3-+2-V 3 
  

V 3. 6 –+2+I// 3. 

1 
“_ 6(1-–3 ტიყ ე)? +0 

, პას. <2 – +-1ი (2 0082 –- (ს 2)+0. · 

+C-.
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48.   
1 1 

; ას. -–– ყ+–10(1-––.3 
(1 – ხოლო 18 VI2; ( ი+ 

, ს =Lხ9--. ღთღოლთებე ადაც ყ=%8-> 

  #2) 

(2+ი08 ე)" _ 2(2+008 2)? 

1 ვით · 
_– =– ვIC –- |+C. 
3 2+ლ03» 23 # (>> % 2), 

ძ: _ 905 2ძ2 _ 12 „ პას. 1 ე MI 2 +9)ი2» + 
811) ჯ-+C0§51» _ 4MV2 MI 2 –-ყი 2, 

1 1 
უუეაე–-ეღე–= 1თ „ეღეღაელ= 2 · +2= 29 (=> M „)+0 
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+ 

49. ფაი გას  530297-–-1 
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I §0.   

  

| II (ი8 2 ”ჯ პას 1 ე 1+591ი 22 
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· 009 >-+§510 ჯ 
(ჯი, პას. დ“–Iი(1+წV2)-LC- 

1 1 1 შვ. | აი2ი2 , კას " „I“ )იი092> -- 
მი თ–– 209 > 2 4 

1 ჯ 
ლ<- 1 LC (++ #)+0. 

ძ» ა _ 1 10 1-+810 2 ––/ 2. ძ.. 
· -ეოსმძვმჰხას, , ას. =- 

54 (წული ' · 2V” 2 1+80თ+V 2 

65. | 27იი8 თი” ძ2», პას. – 6“ I(21 ––- 1) C09 >+ 

  

+(2-––- 1)1 31ს თ1+C. 
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თავიXII 

ბანსაზღვრული ინტებრალი 

განსაზღვრული ინტეგრალის ცნება მათემატიკური ანალიზის ერთ- 

ერთი უმნიშვნელოვანესი ცნებათაგანია, რომლის წარმოშობა ისტო- 
რიულად დაკავშირებულია რკალის სიგრძის, ფიგურის ფართობისა 

და სხეულის მოცულობის გამოთვლის ამოცანებთან, ელემენტარული 

გეომეტრიიდან ცნობილია .მ0ხოლოდ ისეთი ბრტყელი ფიგურების 

ფართობთა გამოთვლა, რომლებიც შემოსაზღვრულია წრფეთა მონა- 
კვეთებით და წრეწირების რკალებით. ნებისმიერი წირით წშემოსაზ- 

ღვრული ბრტყელი ფიგურის ფართობის გამოთვლა შეიძლება ინტეგ- 

რალური აღრიცხვის გამოყენებით. 

„ ინტეგრალური აღრიცხვის შემქმნელებია ისააკ ნიუტონი და გოტ- 

„ფრიდ ლაიბნიცი. პირველის ნაშრომებში განხილულია განუსაზხღერე- 

ლი ინტეგრალი, მეორისაში კი განსაზღვრული. 

§ 1. მრუდწირული ტრაპეციის ფართობი 

განვიხილოთ –0ყ სიბრტყეზე რაიმე #) ფიგურა, რომელიც შე- 

მოსაზღვრულია 0+X# ღერძით, ჯ«=ი, თ=ხ წრფეებით («<ხ) და ყ= 

= / (+) წირით, სადღაც #C+) ფუნქ- 
ცია უწყვეტია და დადებითია IV 
Iთ, ხ) სეგმენტზე (ნახ. 78) ასეთ '5 
ფიგურას მრუდწირულიტრა- 

პეცია ეწოდება. 

ბუნებრივად ისმის კათხვა: რას 

ვუწოდოთ /#) ფიგურის ფართობი 0 MLს X 

და როგორ ვიპოვოთ ეს ფართობი? + წ 
ამ მიზნით დავყოთ LV, ხ) სეგმენტი 

თ ნაწილად წერტილებით 

ძ - -ე< 20 <2 < ...<თგ-1< 27 =ხ, 

მივიღებთ სეგმენტებს 

IV,. «)), I, 22), ·. ა (ა-ს ხ). (1.1) 

      
ნაზ, 78,



კ78 თავი XII, განსახღერული ინტეგრალი 

  1 

აღვნიშნოთ X#-თი #ტ#,, #ჯე,..., #2, რიცხვებს შორის უდიდესი. 

სადაც 
ტთ, =29, - 7, (ხ=1, 2,.:.. #). 

სეგმენტთა (1.1) სისტემას ვუწოდებთ (თ, ბ) სეგმენტის X-დანა- 

წილებას. ცხადია, რომ ყოველ » რიცხვს შეესაბამება უამრავი, 7» 
დანაწილება. 

განვიხილოთ (1.1) სისტემის ნებისმიერი I>,.,, 2.) სეგმენტი და 

მასზე ავიღოთ ნებისმიერი §, წერტილი. ჯ=C, წრფე გადაკვეთს ყ= 

= /(>) წირს II, წერტილში. 

ყ :ც რომლის ორდინატის /(წ.) 

2 (ნახ. 2). მაშინ 79-ე ნახაზზე 

% დამტრიხული მართკუთხე- 

2 დის ფუძეა ტწ,, სიმაღლე კი 

#(წ,). მაშასადამე, აღნიშნუ- 
1 622 - ; ჯ ლი მართკუთხედის ფართობია 

/და #,. 
თუ ასეთ კონსტრუქციას 

ჩავატარებთ ყოველ IX. -. ჯLI 

სეგმენტისათვის, მაშინ დაშტრიხული მართკუთხედების ჯამი კიბურ 

ფიგურას წარმოადგენს (ნახ. 80). ცხადია, ამ ფიგურის ფორმა და- 

  

            
ნახ. 79. 

  

  

  

  

  

                      
  

L ! 

7 %ა 92, 29 ? 
=22 

2222 აბაააბლ22C222 

ბეე XV XV აჯ სჯ ას ას 
0 თხX, –აირწMV ჰ#+ეწი ხნ IX   

ნახ, 80. 

მოკიდებულია (ი, ხI სეგმენტის დანაწილებაზე და წ, წერტილების 

შერჩევაზე. და მტრიხული კიბური ფიგურის ფართობი აღვნიშნოთ §" 

სიმბოლოთი, იგი გამოისახება ფორმულით:
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8'= ბ. #(წ)42,. 

#51 

ახლა თუ განვიხილავთ (ი, ხI სეგმენტის უფრო და უფრო მცირე 
დანაწილებებს და ყოველი ასეთი დანაწილებისათვის გამოვთვლით 

დაშტრიხული კუბური ფიგურის §' ფართობს, მაშინ ბუნებრივია 

ვიფიქროთ, რომ ამ პროცესში §" ფართობი მიისწრაფვის გარკვეულ 

5 ზღვრისაკენ და ამ ზღვარს ვუწოდოთ #) ფიგურის 8 ფართობი: 

§=1თ §“=I)ხი 3. /(6)4,. 
#51 

მაგრამ რას ნიშნავს, რომ §" ფართობის ზღვარია 5 რიცხვი? შო- 

ვიჟვანოთ 
განსაზღვრა. § რიცხვს ვუწოდებთ §" ფართობის ზღვარს, 

თუ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი 

ზ რიცხვი. რომ (თ, ხI სეგმენტის ყოველი X#-დანაწილებისათვის, 

» <8, და ნებისმიერი §, წერტილისათვის (2,_, X.I სეგმენტზე, მარ- 

თებულია უტოლობა 

|8-– §"| <+. 
მაშასადამე, § რიცხვი ჩ ფიგურის ფართობია, თუ ყოველი და- 

დებითი § რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი 6 რიცხვი, რომ 

(თ, ხ) სეგმენტის ყოველი X-დანაწილებისათვის #<-8, და ნების- 

მიერი ნ, წერტილისათვის (>,-, 2. სეგმენტზე, მართებულია უტო- 

ლობა 

  

  
1, #(წ)ხ+ს –– §| < 6. 
#51 

ამ შემთხვევაში დავწერთ 

ი» 

8 =)Iთ (წ)ტ»,. (1.2 სი,>, / რაბი. 
ამით პირველი ამოცანა ამოხსნილია, ე. ი. დავადგინეთ მრუდწი- 

რული ტრაპეციის ფართობის ცნება. რაც "შეეხება მეორე ამოცანას 
-– ფართობის გამოსათვლელი აპარატის შექმნას, იგი პრინციპულად 
ამოხსნილია, ვინაიდან (1.2) ფორმულა გვიჩვენებს ამ მიზნისათვის



ეაეაეასა|_ –_უ 

480 თავი XII. განსახღვრული ინტეგრალი 
  

ყველა აუცილებელ ოპერაციას. მაგრამ აღნიშნული მეთოდი პრაქტი- 
კულად დამაკმაყკოფილებელი არ არის, ვინაიდან 8?“ გამოსახულების 

ზღვრის მოძებნა ფაქტიურად ხერხდება მხოლოდ უმარტივეს შემთ- 
ხვევაში, ამიტომ ზემოაღნიშნული აპარატი ბევრ კონკრეტულ ამოცა- 

ნაში ვერ პოულობს უშუალო გამოყენებას. 

§ 9. ნივთიერი წერტილის მიერ გავლილი მანძილი 
I 

ვთქვათ, ნივთიერი M# წერტილი არათანაბრად მოძრაობს 07» ღერ- 

ძზე ს სიჩქარით (ნახ. 81). ეს სიჩქარე წარმოადგენს § დროის ფუნქ- 

ციას. 

»=2(). 

ეიგულისხმოთ, რომ »() უწყვეტია. ვიპოვოთ M წერტილის მიერ 

გავლილი § მანძილი #ჯ=-Vთ მომენტიდან ჯ=ხ მომენტამდე. 

0 M IV _ 
+ 

  

ნაზ. 81. 7 

ამისათვის დავყოთ (უჟ, ხ) სეგმენტი „ ნაწილად წერტილებით 

(74 =ჯ <= 1, <<. 1:< ..·.< 8, |) <7. =ხ 

და ვთქვათ, X უდიდესია 4/,, #4, ..., 8, რიცხვებს შორის, სადაც 

ბსI!, = # _ (2 -“( 

(+M=1,2, .-.- ,»). 

ყოველ C,.., #I სეგმენტზე ავიღოთ ნებისმიერი +, წერტილი. ს() 
ფუნქციის უწყვეტობის გამო მისი მნიშვნელობანი V/,_,, #,) სეგმენტ- 
ზე, როდესაც # საკმარისად მცირეა, მცირედ განსხვავდება ზC,) 

მნიშვნელობისაგან, რის გამოც »(,)) ფუნქციის მნიშვნელობად IIM-,, #1 
სეგმენტზე შეგვიძლია ავიღოთ თ«(+). მექანიკის თვალსაზრისით ეს 

იმას ნიშნავს, რომ დროის II, _,, L.I შუალედში # წერტილის მოძ- 

რაობა მიჩნეულია თანაბარ მოძრაობად. მაშინ დროის ამ 'მუალედ- 

ში // წერტილის მიერ გავლილი მანძილი იქნება Vთ(2,)4/,, ხოლო 

მთელი გავლილი მანძილი დროის LV, ხ) შუალედში იქნება 

5) არ,)M,. (2.1) 
M=1



§ 3. განსაზღვრული ანტეგრალის ცნება 48) 
  

ცხადია, მიღებული გამოსახულება წარმოადგენს #/. წერტილის მიერ 

დროის წი, ხ) შუალედში გავლილი ვ მანძილის მიახლოებით მნიშე–- 
ნელობას» 

/ #=1 

ამიტომ // წერტილის მიერ გავლილი მანძილი გამოისახება ფორმუ- 

ლით: 

§=11თ » იC,)42ხ,. 

--0 15 

დასასრულ შევნიშნავთ, რომ (2.1) ჯამს ისეთიეე აგებულება აქეს, 
რაც მრუდწირული ტრაპეციის განსაზღვრისათვის შედგენილ ჯამს. 

§ 8. განსაზღვრული ინტეგრალის ცნება 

ზემოთ ჩეენ განვიხალეთ ორი ამოცანა –- ერთი გეომეტრიიდან. 
მეორე ფიზიკადან თუ მხედველობაში არ მივიღებთ ამ ამოცანების 

კონკრეტულ შინაარსს და ყურადღებას მივაქცევთ მათ ანალიზურ 
სტრუქტურას, მაშინ ისინი ზუსტად ერთმანეთს ემთხვევა. ორივე 

შემთხვევაში ამოცანის ამოხსნა მოითხოვს გარკვეული სახის ჯამის 
ზღვრის: გამოთელას. 

გეომეტრიის, ფიზიკის, ქიმიის, ტექნიკისა და მეცნიერების სხვა დარგ- 

ში და კაცობრიობის საქმიანობაში წარმოიშობა უამრავი ამოცანა, 
რომელთა ანალიზური სტრეჭქტურა ემთხვევა ზემოთ განხილულს. 
ამიტომ ზემოთ აღწერილი ტიპის ზღვარზე გადასვლა იმსახურებს 
ყოველმხრივ შესწავლას და მათემატიკური ანალიზის მნიშვნელოვან 
ამოცანას წარმოადგენს. 

ვთქვათ, LC, ხ1 სეგმენტზე განსახღერულია /() ფუნქცია. დავ- 
ყოთ ეს სეგმენტი ნაწილებად წერტილებით 

თ=%ე < ძე <. წგ ლა < თე, <. თე =ხ, 

მივიღებო (ი, ჩI სეგმენტის ქვესეგმენტებს. 

Iთ, ჯ,I, I, რ), ..., ზი ხ). (3.1) 

აღვნიშნოთ 7» ასოთი უდიდესი #2, რჯ, ..., ბ», რიცხვებს შორის, 

სადაც #>,=2, “ა. (L=1, 2, ..-, 7). სეგმენტთა · (3.1) - სისტემას 
ვუწოდოთ Iთ, ხ) სეგმენტების X-დანაწილება. 

31 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე



4ვ2 თავი III, განსაზღვრული ინტეგრალი 
  

ახლა ყოველ II. 2,1 სეგმენტზე ავიღოთ ნებისმიერი წ. წერ– 
ტილი და შევადგინოთ ჯამი 

წ 

თ=ბ?) #(050ბ».. (3.2) 
გო1 , 

აძ ჯამს ეწოდება ინტეგრალური ჯამი. იგი დამოკიდებულია 
ოოგორც §, წერტილების შერჩევაზე, ისე (თ, ხI), “სეგმენტის დანაწი- 
ლებაზე. 

როდესაც X-– 0, მაშინ თ ჯამს შეიძლება ჰქონდეს გარკეუეული 
ზღვარი, რომელიც დამოუკიდებელია როგორც LV, ხ) სეგმენტის დანა- 

წილებაზე, ისე §, წერტილების შერჩევაზე. თუ არსებობს 

1100 თ2=7, (3.3) 
#-0 

მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება /(») ფუნქციის განსაზღვრული ინტეგრა- 

ლი (ძი, ხ) სეგმენტზე და აღინიშნება 

ხ 

| #7 თი», (3.4» 

რაც ასე იკითხება: ინტეგრალი თ-დან ხ-მდე #(ჯ)ძ». · 
როგორც ზემოთ იყო აღ5იშნული, (3.3) ტოლობის ზუსტი განსაზ- 

ღვრა ასეთია: I რიცხვს ეწოდება ინტეგრალური თ ჯა–- 

მის ზღვარი, თუ ყოველი დადებითი § რიცხვისათ- 

ვის არსებობს ისეთი 8 >0, რომ (თ, ნ) სეგმენტის ყო- 

ველი ჯ»დანაწილებისათეის, X<-§6, და ნებისმიერი X, 
წერტილისათვის (+-ს 2თ,) სეგმენტზე, მართებულია 

უტოლობა 

|თ–-- II <§. 

ამრიგად, #C) ფუნქციის განსაზღვრული ინტეგრალი წარმოად- 

გენს (3.2) ინტეგრალური ჯამის ზღვარს: 

1 2: /ნაბი –I7თ ძ». 
9015 

თ და ხ რიცხვებს ეწოდება შესაბამისად ინტეგრების ქვედა 

და ზედა ზღვრები, (Iი, ხ1) სეგმენტს კა; ინტეგრების შუა- 

ლედი. თ ცვლადს ჰქვია ინტეგრების ცვლადი.
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იმ შემთხვევამი, როდესაც არსებობს (3.4) ინტეგრალი, იტყვიან, 

რომ #() ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით (ი, ს) 

სეგმენტზე. შემდეგში, თუ ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით 

(თ, ხ) სეგმენტზე, სიმოკლისათვის ვიტყვით, რომ /(ჯ) ფუნქცია ინ- 

ტეგრებადია (ი, ხ1 სეგმენტზე. 
' ს 

დასასრულ შევნიშსოთ, ოღმ ინტეგრალი I /(ჯ)ძჯ დამოუკედებე- 

|”. 

ლია ინტეგრების ჯ ცვლადზე. ამიტომ .შეგვიძლია დავწეროთ 

'ხ ხ სჯ ხ· 

I #C) ძ2= I #C) ძ:= | / Cჰძს. 

§ 4. დარბუს ჯამები. ინტებრალის არსებობის აუცილებელი და 

საკმარისი პირობა | 

განვიხილოთ (თ, ხ) სეგმენტზე შემოსაზღვრული /(42) ფუნქცია. 

ავიღოთ Lთ, ხI) სეგმენტის რაიმე დანაწილება» 

(თ, 27), I, თ), ... წწე-ი ხ) (4.1) 

და აღვნიშნოთ 7/, და », სიმბოლოებით /(ჯX) ფუნქციის ზედა და 

ქვედა საზღვრები (ი, ხ) სეგმენტზე. ჯამებს 

2=% #, 62, 9=2; თრი, 
ხ=1 

ეწოდება შესაბამისად /(ჯ) ფუნქციის ზედა და ქვედა ჯამები, 

ანუ დარბუს ჯამებით 

ლემა 1. ვთქვათ, (4.1) დანაწილებისათვის /() ფუნქ- 

ციის ზედა და ქვედა ჯამებია თღათ. თუ (ი, ხე) სეგმეხ- 

ტის დაყოფის ძველ წერტილებს დავუმატებთ და- 
ყოფის ახალ წერტილებს და ხელახლა შევადგენთ 

ზედა და ქვედა ჯამებს C' და თ", გვექნება 

, თ<თ<7<7, 
ე. ი. დაყოფის ახალი წერტილების დამატებით ქვე– 

და ჯამი არ შემცირება, ზედა ჯამი კი ა» გადიღ-- 

დება.
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დამტკიცება. საკმარისია მსჯელობა ჩავატაროთ იმ შემთხეევი-. 

სათვის, როდესაც შემოგვაქვს დაყოფის მხოლოდ ერთი ახალი წ წერ– 
ტილი. _ 

გთქვათ, თ ,<ნ<7%. მაშინ ახალი ზედა ჯამი თ“ მიიღება ძვე–- 

ლი ზედა'თ ჯამისაგან, თუ Mას თ ა. შესაკრებს შევცვლით ორი 
შესაკრების. ჯამით 

#სნ–> ა+M” სთ –ხ. 

სადაც M” ღა #", წარმოადგენენ შესაბამისად #(>) ფუნქციის ზე- 

და საზღვრებს 1», ჯ, 6) და (:, #1 სეგმენტებზე შესაბამისად. ყველა 
დანარჩენი შესაკრები ორივე თ და თ" ჯამში ერთნაირია. ცხადია, რომ 

V M#', < M,, M# , < M,- 
მაშასადამე, 

#,ნ–- რ )+M”,C, 6 < M#M,I –- თ. ა+C,–01)=M,ბ, 

ამიტომ დ” «9, 
ანალოგიურად მტკიცდება, რომ ქვედა ჯამი არ მცირდება, როდე- 

საც წი, ს) სეგმენტის დაყოფის ძველ წერტილებს დავუმატებთ დაყო- 
ფის ახალ წერტილებს. 

ლემა 8. არცერთი ქვედა ჯამი არ აღემატება არც- 

ერთ ზედა ჯამს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, გვაქვს L0თ, ხ) სეგმენტის დაყოფის რაი–- 

მე ორი წესი (#0) და (7),). აქვნიშნოთ თ, და თე-ით შესაბამისად და- 

ყოფის (#2) და (#0) წესთა შესაბამისი ქვედა და ზედა ჯამები. ”შე- 
ვადგინოთ (ით, ხ) სეგმენტის დაყოფის (72) წესი ისე რომ მისი. და- 

ყოფის წერტილები იყოს ორივე (/),) და (#0) დაყოფის წესის წერ- 
ტილეზი. აღვნიშნოთ თვ და თძე-ით (/#)ვ) დაყოფის შესაბამისი ქვედა და 

ზედა ჯამები. მაშინ 1-ლი ლემის თანახმად 

თ, <- ძვ, თვ <- შე- 

შეორე მხრივ, თკ <- თკ. მაშასადამე, თ, < თ და ამით ლემა დამტკი– 

ცებულა. ' 
ახლა თუ განვიხილავთ ინტეგრალურ ჯამს . 

9=3' /(6აათ 
"1
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სადაც თა, < წ < «2, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

> < თ «თ. 

შევნიშნოთ, რომ LV, ხ) სეგმენტის ყოველ დანაწილებას შეესაბამება გარ– 

კვეული ქვედა და ზედა ჯამები. რაც შეეხება თ ჯამს, იგი განსაზღვ- 
რული არაა, ვინაიდან 6, წერტილები ნებისმიერად შეგვიძლია ავიღოთ 
სათანადო სეგმენტებზე. თუ (თ, 6) სეგმენტის დანაწილებას უცვლე- 

ლად დავტოეებთ, ხოლო ყოველ I#2,-,, თ.) სეგმენტის შიგნით 
ვცვლით 6, წერტილს ისე, რომ 1IV /(2,)= I, მაშინ 1I00 თ=C.. 
ანალო გიურად, 6, წერტილების შერჩევით თ ჯამი შეგვიძლია რაგინდ 

მიეუახლოვოთ თ ჯამს ამრიგად, თ და თ ჯამები რომლებიც 

შეესაბამებიან |, ხ) სეგმენტის რაიმე დანაწილებას, წარმოადგენენ 
ინტეგრალურ იმ ჯამთა სიმრავლის ზედა და ქვედა საზღვრებს, რომ- 

ლებიც შეესაბამებიან (თ, ხ1 სეგმენტის იმავე დანაწილებას. 

ამ 'შენიშვნიდან ადვილად დავასკკ)ნით, რომ (თ, ხ) სეგმენტზე 

შემოუსაზღვრელი ფუნქცია ინტეგრებადი არ არის, მაშასადამე, / (2) 

ფუნქციის ინტეგრებაღობისათეის (I, ხ) სეგმენტზე 

აუცილებელია მისი შემოსაზღვრულობა. 

თეორემა 1. (ი, ხ) სეგმენტზე /(») ფუნქციის ინტეგ- 

რებადობისათვის, აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

ყოველი დაღებითი #6 რიცხვისათვის არსებობდეს 

ისეთი დადებითი 2ე რიცხვი,' რომ (0, I სეგმენტის 

ნებისმიერი X-დანაწილებისათვის, #<X, ადგილი ჰქონ- 

დეს უტოლობას ' 

თ-ძ< ნ. (4.2) 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. 

ვთქვათ, არსებობს ინტეგრალი 

· ს 

1= I # (2) ძ2- 
9 

მაშინ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადე– 

ბითი Xე რიცხეი, რომ (ი, ხე) სეგმენტის ნებისმიერი X»-და– 

ნაწილებისათვის, »X <- ჯა, ადგილი. ჰქონდეს უტოლობებს 

, (2 2 
I- – <9< I+53 ,
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სადაც თძ-თი აონიმნულია აღებული დანაწილების სათანადო ინტეგ- 

რალური ჯამი: მაშასადამე, | 

აქედან გამომდინარეობს (4.2) უტოლობა, ამით პირობის აუცილებ- 

ლობა დაპტკიცებულია. . 
ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ნებისმიერი 

დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი 2” რიცხვი, 

რომ (ი, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი Xდანაწილების, » <- Xე, სათანადო 

ზედა და ქვედა ჯამებისათვის მართებულია (4.2) უტოლობა. ამ შემ- 

თხვევაში, ცხადია, ' 

, 10 ( თ)==5სი (თ). 

ეს საერთო მნიშვნელობა აღვნიშნოთ 1 ასოთი. რაკი 

| 9=<I<0, თ<თძ<C0, 

ამიტომ | 0–-I | <--, ე. ი. 

1110 თძ=7. 
#-0 

თეორემის პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ #(თ) ფუნქცია ინტეგრებადია (Lთ, LხI სეგ- 
მენტზე, იგი ინტე გრებადი»ა მის ნებისმიერ ქვესეგ- 

მენ ტზე. ' 

მართლაც, ვოქვათ (L«, ძ) = IV, ხ). მოვახდინოთ (Lი, ხI სეგმენტის 

დაყოფა წერტილთა ისეთი სისტემით, რომელთა შორის შედის 6 და 

ძ წერტილები. აღვნიშნოთ თ, და თ,-ით # (2) ფუნქციის დარბუს 

ჯამები (ი, ძ) სეგმენტისათვის, ხოლო 2 და C -თი ასეთივე ჯამები 

Iთ, ხს) სეგმენტისათეის. ცხადია, რომ 

თ–-თფ<5-თ 
ამიტომ, თუ / (>) ინტეგრებადია (ი, ხ) სეგმენტზე, მაშინ 19% 

თეორემის ძალით ჯკანასკიელი უტოლობა მოგვცემს 

“ 110 (0,––თ,) =0. 
#--9 – 

ეს კი'ამტკიცებს შედეგს- ,
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§ ნ, ინტეგრებად ფუნქციათა კლანი. განსაზღვრული ინტეგრსჯლის 

გეომეტრიული მნიშვნელობა 

თეორემა 9. სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია ინტეგრე- 
ბადია ამ სეგმენტზე. | 

დამტკიცება. ვთქვათ, /(7) ფუნქცია უწყეეტია |, LI სეგმენტ- 
ზე. კანტორის თეორემის თანახმად იგი თ:ნაბრად უწყვეტია მოცეზულ 

სეგმენტზე. მაშასადამე, ნებისმიერუ, დადებითი § რიცხვისათვეს არსე- 

ბობს ისეთი დადებითი «(6) რეცხვი, რომ («, ს) სეგმენტის ყოველი 
ე” და თ” წერტილებისათვის რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 

| «'–-%" | <7 გვექნება | 

| / («)-–/ (239 | < ' 
C 
  

–ძ 

ახლა განვიხილოთ (თ, .ხ) "სეგმენტის ნებისმიერი ,#-დანაწილება 

IC. 71, (თ, ?ა),.--,Iთი _,, ხI1, ·სადაც 7» < »- მაშინ 

C 
M.-ის < (L=1, 2...- ,1),   

, ხ–იძ 

სადაც M და XI, წარმოადგენენ შესაბამისად / (თ») ფუნქციის უდი- 
დესსა და უმცირეს მნიშვნელობებს (2, ,, 2.) სეგმენტზე. მაშასადამე. 

თ –-წ = 2(M. –თ,ე)აX,, < 2, ხ–თ 
#51 :M-1 · 

  42», =6. 

აქედან, 1-ლი თეორემის თანახმად, გამომდინარეობს /'/(ჯ) -ფუნქციის 

ინტეგრებადობა (ი, #1) სეგმენტზე და ამით თეორემა დამტკაცებულია. 

ამ თეორემის თანახმად, მრუდწირული ტრაპეციის 95 ფართობი, 

რომელიც მოცემულია (1.2) ტოლობით, შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ: 

დხ 

:9=I #'ფ)ძჯ. 

ამრიგად, განსაზღვრული ინტეგრალი / (2) ფუნქციისა. 
გავრცელებული (|V, ხ) სეგმენტზე, გეომეტრიულად გამოსახავს იმ 
მრუდწირული ტრაპეციის ფართობს, რომელიც შემოსაზღვრულია 

'0 .ღერძით, თ=ც/, ფ=ხ 'წროფეებით და V= / (2) წირით. 

თეორემა 4. თუ (ი, ს) სეგმენტზე შემოსაზღერულ
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# თ ფუნქციას აქვს სასრული რიცხვი წყვეტის.წერ- 
ტილებისა, მაშინ იგი ინტეგრებადია. 

დამტკიცება. სიმარტივისათვის 'ვ”გულისხმოთ, რომ 7(7) 

ფუნქციას (6 ხ) სეგმენტზე აქვს წყვეტის მხოლოდ ერთი 6 წერტილი. 
ვთქვათ, ი < ი< ჩხ და ავიღოთ ი: წერტილის ისეთი (2-8, C-+ბ8| 
მიდამო, რომელიც (ი, ხ) სეგმენტმია მოთავსებული. განვიხილოთ 

IC, ხ1 სეგმენტის ჯ#-დანაწილება (V, თ, (თ, <1, · „(თი ხI, სადაც 
X <8 და შევადგინოთ / (7) ფუნქციის დარბუს ჯამების სხვაობა 

/ თ--ძ= 2) (Mა–იე)ბდ (5.1) 

#ხ=1 · 

9 '6 სხვაობის იმ შესაკრებთა ჯამი, რომელთა შესაბამისი I>»ჯ-_,, თ») 

სეგმენტები მოთავსებულია (თ, C-2) სეგმენტზე, აღვნიშნოთ ჯ-თი, 
ხოლო 0 იყოს იმ შესაკრებთა ჯამი, რომელთა შესაბამისი (»ჯ ,, თ.) 

სეგმენტები მოთავსებულია (C+565, ხ) სეგმენტზე. (5.1) · ტოლობის 
მარჯვენა ნაწილში კიდევ გვექნება ისეთი შესაკრებები, რომელთა შესა- 

ბამისი ქვესეგმენტები (-–-§ იC+ 8) სეგმენტშია მოთავსებული. მათი: 

ჯამი )1I>-ით აღვნიშნოთ. შესაძლებელია გვქონდეს კიდევ ორი შესაკ- 

რები, რომელთა შესაბამისი ქვესეგმენტები შეიცავენ თავის შიგნით 

62-65 და ი-+ 6 წერტილებს. 
თუ აღვნიშნავთ M და »: ასოებით / (2) ფუნქციის ზედა და 

ქვედა საზღვრებს (ი, ხ1 სეგმენტზე, გვექნება 
#=26(# –ი) 

აგრეთვე, თუ უკანასკნელად აღნიშნული ტიპის ორი შესაკრები გვაქვს, 
მათი „ჯამი არ აღემატება 2X( M -–– თ) გამოსახულებას. ამიტომ“ , 

9-თ<#+0+206(M –»თ)+ 2>LM-–ია<+0 + 48 (#1 –-)" 
ატლა 6 რიცხვი ისე შევარჩიოთ, რომ 

ი 
6(M–იი) 

წ) 

მაშინ გვექნება 

თ-ძ<L+0+ +. (5.2) 

შემდეგ, რაკი (ი, C--8) და (2+7, ხ) სეგმენტებზე # (დ) ფუნქცია 
უწყვეტია, ამიტომ ამავე სეგმენტებზე იგი თანაბრად უწყვეტია. მაშა–
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სადამე, L=უ რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი რიცხვი 

„უ" (6), რომ 

  

”“ < I/რრ–/თ)1<-: 

როდესაც | თ –-– თ” | <»!, სადაც დ”, –“ C16, 0-–-6I ან 
#», თ C IC-+6, ს). 

    

  

  

ახლა აღვნიშნოთ უ-თი უმცირესი ჟუ" და დ რიცხვებს შო- 

რის. თუ 7» <უჟ, მაშინ გვექნება 

C 
#+C0< (6-8 –– თ) + (ხ––6--8)= 
საულ ეულ 

ხ-- –-2თ, 

, “ვ 2 რ-ი 
ე. 9 

6 
, #+ 0 < 3. · 

წ 
მაშასადამე, (5.2) უტოლობიდან ვღებულობთ 

თძ--0 < 5 2, 
– ვ3ვ'ვ3 “ 

აქედან, 1-ლი ·თეორემის თანახმად, გამომდინარეობს / (2) ფუნქციის 
ინტეგრებადობა (თ, ხ) სეგმენტზე. თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ (ი, ხ) სეგმენტზე შემოსაზღვრული /(თ 
ფუნქცია ყველგან ნულია, გარდა წერტილთა სასრულ 
სიმრავლეზე, მაზინ 

, · 
L/ თ ძ»=9. (5.3). 

მართლაც, პირობის მიხედვით / (2) ფუნქციას აქეს სასრული 
რიცხვი წყვეტის წერტილებისა და ამიტომ მე-3 თეორემის თანახმად 

X# თ) ინტეგრებადია (ი, ხ) სეგმენტზე. შემდეგ, თუ (LV, ხ1 სეგმენტის 
ყოველი დანაწილებისათვი” 6, წერტილებს ისე ავირჩევთ, რომ 

ისინი განსხვავებული იყენენ / (თ) ფუნქციის წყვეტის წერტილები- 

საგან, მაშინ ინტეგრალური ჯამი თ=0 და, მაშასადამე, მართებულია 

(5.3) ტოლობა.
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განსაზღვრა. (ი, ა) სეგმენტზე შემოსაზღვრულ ფუნქციას 
ეწოდება უბან-უბან უწყვეტი, თუ ამ სუგმენტზე მას აქვს 

სასრული რიცხვი წყვეტის წერტილებისა. 

ახლა მე-3 თეორემა შეგვიძლია ასე ჩამოვაყალიბობ» სეგმენტზე 
უბან-უბან უწყვეტი ფუნქცია ინტეგრებადია ამ სეგ- 

თეორემა 4. სეგმენტზე მონოტონური ფუნქცია: ინტე- 

გრებადია ამ სეგმენტზე. 

დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

(თ, ხ) სეგმენტზე მოცემულია ზრდადი ფუნქცია. განვიხილოთ (ით, ხI) 
სეგმენტის ნებისმიერი 1-დაზაწილება (თ, 2, (29, თი. თი, ხ)- 

ცხადია, რომ 

#/ თი--ა << / (2) <. / დ» 

როდესაც მსა. აჯ ლე (:=1. 2,..:ემბ). ამიტომ 

9თ=%)# (:”)ტთ,, 9=2)/ თ, აბი, 
ხ=1 L=1 

მაშასადამე, , 
LM 

ით =>, L/ (ფ)–/#/ («-.))42» < 
#51 

<7 VI L/ (ფ)–-# > )1=XL/ (6)--/ (თ))' 
#5=1 · 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის 

მოიძებნება ისეთი X>- - " რიცხვი, რომ Iთ. ჩ) სეგმენტის 
#(ხ)–– / (ი) 

ყოველი X-დანაწილებისათვის, X<-2ე; გვექნება 

თ-თ<წ6. 

შ. 

მაშასადამე, /(») „ფუნქცია ინტეგრებადია (თ, ხ) სეგმენტზე» თეო- 
რემა დამტკიცებულია. ; 

მაგალითი 1, განეიხილოთ / (ე) ფუნქცია, რომელიც განსა- 
ზღვრულია (0,1) სეგმენტზე ასე, „/ (>1=0, როდესაც თ ირაციონა- 

ლურია და # თ=--, როდესაც # წარმოიდგინება უკვეცი +
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წილადით. დავამტკიცოთ, რომ / (>) ფუნქცია ინტეგრებადია (0, 11 
სეგმენტზე. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ ეს ფუნქცია წყვეტილია ყოველ რა- 
ციონალურ წერტილში და უწყვეტია ყოველ ირაციონალურ წერ- 
ტილში. მაშასადამე, / (>) ფუნქციის წყვეტის წერტილთა სიმრავლე 
ყველგან მკვრივია (0,1) სეგმენტზე. 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 2 , ოცხვი და შევარჩხოთ ისეთი 

ნატურალური რიცხვი V, რომ +< = ცხადია, რომ (0,1) სეგ- 

მენტზე იქნება მხოლოდ სასრული სიმრავლე ისეთი რაციონალური 

რიცხვებისა, რომელთა აკვეც წილადად წარმოდგენისათვის მნიშვნელი 
ნაკლებია V-ზე. ასეთი რიცხვების რაოდენობა აღვნიშნოთ »ჯ-ით. ცხა- 

დია, (0, 1) სეგმენტის ნებისმიერი X-დანაწილების შემთხვევაში, სულ 
დიდი, ჯ ქვესეგმენტი შეიძლება შეიცავდეს უკანასკნელი სახის რა- 
ციონალურ წერტილებს და ამიტომ ასეთი ქვესეგმენტების შესაბამისი 

შესაკრებების ჯამი ზედა "თ ჯამში არ აღემატება თ» ნამრავლს. ყეელა 
სხვა ქვესეგმენტი შეიცავს მხოლოდ ისეთ რაციონალურ წერტილებს, 
რომელთა მნიშვნელობები მეტია ან ტოლი სი. მაშასადამე, ასეთ 

ქვესეგმენტებზე # (თ) ფუნქცია არ აღემატება –- “-– რიცხვ. ამიტომ 

აღნიშნული ქვესეგმენტები შესაბამის შესაკრებთა ჯამი სთ-ში ნაკლე- 

ბია, ვიდრე = ამრიგად, 

უთ 2 
- ძ––თ< “– +X).. 

, - 

მეორე მხრივ, ყოველი #-დანაწილებისათვის ძ=0, ვინაიდან ნების- 

მიერი ქვესეგმენტი შეიცავს ირაციონალურ წერტილებს, რომლებშიც 

# (2)=0. მაშასადამე, | 

თ-თ< --+7) 

სადაც ი დამოკიდებულია მხოლოდ გ-ზე. თუ <>, გვექნება 
” 

– 6 C 
Lე _– =-5=6. 

§< 2 + 2
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აქედან გამომდინარეობს /#(,) ფუნქციის ინტეგრებადობა (0,11 სეგ– 
მენტზე. ამგვარად, ჩვენ ავაგეთ ისეთი ინტეგრებადი ფუნქცია, რო- 

მელსაც აქვს წყვეტის წერტილთა უსასრულო სიმრავლე. 
მაგალითი 2. ახლა მოვიყვანოთ არაინტეგრებადი ფუნქციის 

მაგალითი. განვიხილოთ დირიხლეს ფუნქცია: 

» თ- (1 როდესაც ჯ ირაციონალურია, 

0, როდესაც დ რაციონალურია. 

თუ განვიხილავთ რაიმე (ი, ხ) სეგმენტის ნებისმიერ Xჯ-დანაწილებას, 

ყოველ ქვესეგმენტზე # (თ) ფუნქციის ზედა საზღვარი იქნება 1, ქვე- 
და საზღვარი კი 0, ამიტომ 

= 51. ტთ,=ხ–-ი. , == 510. 8», =0. 

მაშასადამე, 1 (თ--თ)=ხ-–თ, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 7 (2) 
1-0. – ' 

ფუნქცია არ არის ინტეგრებადი (თ, ხ1) სეგმენტზე. 

§ ი. განსაზღვრული ინტებრალის თვისებები 

თვისება 1. თუ (ით, ხ) სეგმენტზე #/(»)=ძ0, სადაც C« 

მუდგივის, მაშინ ' 

ხ 

I X (თ)ძთ=0 (ხ––ი). (6.1) 

მართლაც, Iთ, ჩხ) სეგმენტის ნებისმიერი დანაწილებისათვის და 
ნებისმიერი წ, წერტილისათვის გვექნება 

ჯ / (CC) ბთ, =+ პებრი=ი (6-–ი), 
#5=1 

აის გამოც მართებულია (6.1) ტოლობა. , 

თვისება 5. თუ /() ფუნქცია ინტეგრებადია (Lი, ხI) 

სეგმენტზე და 4 მუდმივია, მაშინ 47(+) ფუნქცია აგ– 

რეთვე ინტეგრებადია დღა მართებულია ტოლობა 
“- 

ხ ' ხ | 

I 4/ ()ძ»= 4| / (2)ძ».
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მართლაც, გვაქვს 

ხ ი ! ი ხ 

I -(4#/() ძთ = ეთ. 2 4#/ 6) ბ2,= 4 წი სან, (6) ტ2,= 4 I ”C)ძჯ. 

ამრიგად, მუდმივი მამრავლი შეგვიძლია გავიტანოთ განსაზღვრული 
ინტეგრალის ნიშნის გარეთ. 

თვისება მ. თუ / (2) და #() ფუნქციები ინტეგრებ» 
დია (თ, ხ) სეგმენტზე, მაშინ #(ჯ)+ყ(7) ჯამიც ინტეგ- 
რებადია ამ სეგმენტზე და მართებულია ტოლობა 

ხ ხ "ხ 
I V თ+9 თ)ძ2= | / 6) ძ»+ | დ (ძი. 
ძ ი ('I 

მართლაც, გვაქეს: 

ხ ი. 

| ” თ+”Cთ)ძ»-–)თ 2,L/ (6)+(/ 6)142= 
ი. “თ L=1 

»ი იჩი ხ ხ 

=Iთ საწყის ბი, + IIთ MX (§,)ტთ, = I ჯCთძ. + I 9 (2)ძი. 

ეს თვისება ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით შეიძლება. გავავრ- 

ცელოთ შესაკრებთა ნებისმიერ რიცხვზე, ე. ი. თუ /,(2), #2), ··,/ »(2) 
ფუნქციები იატეგრებადია Lი, ხ1) სეგმე5ტზე, მაშინ /, (>)+ /:(თ)+..- 

·-+/ი (2) ჯამიც ინტეგრებადღია ამ სეგმენტზე და 

(') 

'I სს (+ /1C)+.-·+/ი (9))02= 

= I# (2)ძ»«+ წრით ძთ+-.. + წ ათი» 

შედეგი, Iთ, ხ) სეგმენტზე ინტეგრებადი /,7, / (>), ... 
"ა /.„(2) ფუნქციების წრფივი კომბინაცია (//,(2)+ 

+Cთ 7) C.. ·-+0თი/ი (ე, სადაც CI. თუ. ან» მუდმივ ებია, 

ინტეგრებადია და 

(IC (2)+C:/5 (00 + ··"+Cი/ი (2>))ძთ=
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ხ ხ ხ 

=0, | / თ)ძთ +0; | /ა(2)ძ» +.-.-+0ი | /» (თ ძი. 

ეს ტოლობა გამოსახავს ინტეგრალის წრფივობის თვისებას ინტეგ- 

რალქეეშა ფუნქციის მიმართ. 

თეორემა ნ. თუ / (2) და #(2) ინტეგრებადი ფუნქციე- 
ბია (თ, ხს სეგმენტზე და ამ სეგმენტზე /#()<ყ(ი), 
მაშინ | , 

ახ ხ 

17 დამი < | 9 Cფძი. (6.2) 
8 ი 

დამტკიცება. (თ, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი X-დანაწილებისათ–- 

ვის გვაქვს 

2,7 (6)4ტ9,< 2,9 (6) #42. 
#=1 #=1 

თუ ამ უტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როცა 2.->0, მივიღებთ (6.2) 
უტოლობას. | « 

თეორემა 6. თუ '/(2) ფუნქცია ინტეგრებადია (Lი, LI 

სეგმენტზე და ამ სეგმენტის ყოველ წერტილში »< 
<. / (დ) < M#, სადაც ით და # მუდმივი სიდიდეებია, მა- 

შინ 

ხ 

'თ (ხ-––ი)< I # (–)ძჯ;< IM (ხ–-6)- (6.3) 

დამტკიცება. მე-5 თეორემის თანახმად 

ჩ ხ ხ 

I» ძი < | # ()ძ>» < | M#ძთ- (6.4) 
LC) ძ ” 

მაგრამ 1-ლი თვისების თანახმად 

– ბ : 
| „ძ2=» (ხ–– ძ), | #ძ== M (ხ––თ). 

თუ ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (6,4) ”უტოლობებში, მივიღებთ (6.3) 
· უტოლობებს, რომლის მარცხენა და მარჯვენა ნაწილებით მოცემულია 

ინტეგრალის შეფასება ქვემოდან და ზემოდან,' · 
”
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თეორემა ?. ორი ინტეგრებადი ფუნქციის ნაწრავლი 
"აგრეთვე ინტეგრებადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, /, (დ) და „ა (2) ფუნქციები ინტე- 
გრებადია (0, ხ) სეგმენტზე და | /)Mჯ).| < 4, | /ვ (2)| <8. 
განვიხილოთ (ი, ხI) სეგმენტის ნებისმიერი #-დანაწილება 

IV, თ) (2. თი)... 2გ- ნ) 

და აღვნიშნოთ MI, და II, MI, და »თ%, M, და თ, სიმბოლოებით, 

შესაბამისად ზედა. და ქვედა საზლერები #, (თ, 7 (თ) და /”(თ) 
ფუნქციებისა (> 2 "სეგმენტზე, სადაც 

# (2)= /| (9) „7 (თ). 

ხლ” 9 სეგმენტის ორი ნებისმიერი ჯ და დ” წერტილისათვის 

გვაქვს 

| /(თ')-– / (29 | = | / ,(<”) #7 )-––0(79/:(X) | = 

=| (ჩ95– ტიე)ტ05+ 65-60) ჩთ)|«< 
< 8 | / (თ )-– 0) | +4 | /V) – /ჯი) | < 

< /89(M,-–-თ)-L 4(0M, <7). 

მაშასადამე, 

აქედან ' 

> (Mგ– თაბი < 8 სა (ML, –-ი,)ბ=+ 
-'"1 

ი 

+4 %(M,-–თ.)ტია: 
#=1 

ორი უკანასკნელი ჯამი ნულისაკენ მიისწრაფვის, როდესაც 1-0, 

ამიტომ პირეელი ჯამიც მიისწრაფვის ნულისაკენ, როდესაც 2.->0 და, 

მაშასადამე, # (თ) ფუნქცია ინტეგრებადია თეორემა დამტკიცებუ- 

ლია. 

' თეორემა ზ. თუ /#(ჯ) ფუნქ ცია ინტეგრებადია (ი, ხI 

სეგაეჩდ ე. და ამ სეგმენტის ყოველი «დ წერტილისა- 

თვის I! #I(2 | >თ2თ, სადაც თ დადებითი რიცხვია. მა- 

შინ +. ფუნქციაც ინტეგრებადია, 
#„ (თ)
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დამტკიცება. განვიხილოთ (ი, ხI სეგმენტის რაიმე 21.-დანაწი- 

ლება IC, თ, (დ, 2.),-.-ა თი ხ). „აღვნიშნოთ MI, და ·% სიმბო- 

  

1 I 
ლოებით #C2 ფუნქციის ზედა და ქვედა საზღვრები წთ, თ«·I სეგ- 

მენტზე. ცხადია. რომ 

Mს – თ; =3ს0 
1 1 

, /ფ) #75!” 
სადაც თ და დ” წარმოადგენენ (>. თ,I სეგმენტის ნებისმიერ წერ- 

ტილებს. მაშასადამე, 

#– თ: =500-) IIM(> )– (> )-/ 6) | კ 
| 7(=”)/ (=””) | 

  

  

–- ვსი | / C0– –#/ (7 ))= 

1 
= თ (77 ,–-,). 

სადაც M, და “თ, აღნიშნავენ შესაბამისად / (თ). ფუნქციის ზედა და 

ქვედა სახღვრებს (თ,·-იც თ.) სეგმენტზე. ამრიგად, 

ს» (M, ჯის ატი» დ. 22. (M. ვ-ის) ტა?,. 

ტ01 

# (თ) ფუნქციის ინტეგრებადობის გამო ამ უტოლობის მარჯვენა ნა-“ 
წილი ნულისაკენ მიისწრაფვის, როდესაც #-+>0 და ამიტომ მარცხენა 

ნაწილიც მიისწრაფვის ნულისაკენ. მაშასადამე, +C ფუნქცია ინ- 

ტეგრებადია. 
თეორემა 9. თუ /(ი) და #(თ) ფუნქციები ინტეგრება- 

·დია (ი, ხ) სეგმენტზე და, ამის გარდა, ამ სეგმენტის 

"ცოველი «სათვის | ყ(!) | >თ, სადაც თ დადებითი რი- 
ცხვია, მაშინ > ფუნქციაც ინტეგრებადია. 

დამტკიცება. ეს თეორემა წარმოადგენს მე-7 და მე-8 თეორე- 

მების შედეგს. მართლაც, –> ფუნქცია ინტეგრებადია მე-8 თეო- 
| 9127 , · 
რემის ძალით, ხოლო მე-7 „თეორემის ძალით ნამრავლი 

.1 /თ.-1-= 70 
ყი) ყი) 
  

აგრეთვე ინტეგრებადია.
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თეორეზა 10. თუ /(2) ინტ ეგრებადია §ი,ხ) სეგმენტზე, 

მაშინ I|/(2)| ფუნქციაც ინტეგრებადია და 

|/ (თი |< II/ თI2> (6.5) 

დამტკიცება. განვიხილოთ Lი, ხI) სეგმენტის ნებისმიერი 2- 

დანაწილება Lთ, «,), (თ,, თეI,..ა(თ„ ს ხ). თუ აღვნიშნავთ XM#Mჯ და 

#; სიმბოლოებით | /(»X) | ფუნქციის ზედა და ქვედა საზღვრებს 

I=გ-- 2-1 სეგმენტზე, გვექნება. · 

M#:–-თ:=თ7 | |7 69 | – I #Cთ9 II 
რეას ლებს მაგრამ წარმოადგენენ (თ-ს 2) სეგმენტის ნებისმიერ 

II #/თC)| – |#7CთC) || < | 76 0-/ თე I. 

M-ის, << #, 7ბხ) ' 

სადაც 7/, და -,, სიმბოლოებით აღნიშნულია / (თ) ფუნქციის ზედა 
და ქვედა საზღვრები. მაშასადამე, 

ამიტომ 

"ო 

ჯ (M1– თები, < 9 (M,-–#) ბთ, 
#=1 #1 | 

#(27) ფუნქციის ინტეგრებადობის გამო, ამ უკანასკნელი უტოლობის 
მარჯვენა ნაწილი ნულისაკენ მიისწრაფვის, როდესაც X->0. ამიტომ 
მარცხენა ნაწილიც მიისწრაფვის ნულისაკენ. მაშასადამე, | / (ჟ:) | 
ფუნქცია ინტეგრებადია. 

ვაჩვენოთ ახლა (6.5) უტოლობის მართებულობა. გვაქვს: 

ს = 18. I2/6ა4» |< 

< თ ი მI/6)(ბ%, -| I/ თ) | ძ.. 
2-0 151 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშენა. შეიძლება | / (თ)| ფუნქცია იყოს ინტეგრებადი, 

# (2) კი არა. მართლაც, განვიხილოთ ფუნქცია 

1 
#7C0=ნთ–-->, 

32 ელ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე



498 თაეი X11. განსაზღვრული ინტეგრალი 
  

სადაც 0 (1) წარმოადგენს დირიხლეს ფუნქციას. ცხადია, / (>) არა- 
ინტეგრებადი, ფუნქცია ნებისმიერ I|(#, ხ) სეგმენტზე. მაგრამ 

· 1 , , , 

| #7 C) I =-,- ყოველ 2 წეოტილში და ამიტომ | / (2) | ფუნქცია 

ისტეგრებადია. - ს 

თეორემა 11. თუ (|, ნ) სეგმენტზე შემოსაზღვრული 

#0 დ ეა 9ი(2) ფუნქციები ერთმანეთისაგან განსხვაევ- 

დებიან წერტილთა სასრულ სიმრავლეზე, მაშინ /#(>) 

ფუნვციის ინტეგრებადობიდან გამომდინარეობ!, 

9(0 ფუნქციის ინტეგრებადობა დ. 

ხ >» 

I #7 (+)0ძ»-= | 9 დ)4X. (6.6) 

დამტკიცება. განვიხილოთ ფუნქცია 

დ (4) =>: / (2)––ყ (2)- (6.7) 

ცუადია, # LI) ფუნქცია (თ, ხ) სეგმენტზე ნულისაგან განსხვავდება 

წერტილთა | მხოლოდ სასრულ სიმრავლეზე, ამიტომ იგი ინტეგრებადია 

და მე-3 თეორემის "შედეგის მიხედვით 

ხ 

I დ (2); -.:C. (6.8) 

(I 

შეძდეგ, (67) ტოლობიდან გვაქვს V(1)=/ (2)--დ (>). მაშასადამე,- 

9 (2 თუნქც.ა ინტეგრებადია. ახლა (6.8) ტოლობიდან გვაქვს 

II თ–/თ!ძ»- / # ფ)ძა II 4 (2)02=0. 

აქედან ძიიღება (6.6) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 7. ბანსაზღვრული ინტებრალის ადღიტიუოობა 

ზხემოთ ჩვენ შევისწავლეთ LC, #1) სეგმენტზე შემოსიხღვრული /(2) 

ფცუნქციის ინტეგრალის ცხნეკბა. ცხადია, აქ იგულისხმება, რომ ი<ხ. 

ახლა განვსაზლეროთ ინტეგრალი, ოოთესაც თC>»ხ.. 

განსაზღვრა 1. თუ «=ჯ, მაშინ 

IV («)ძ25:0.
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განსაზღვრა 2. თუ თ>>ხ და /#(2) ფუნქცია ინტეგრებადია 
Iხ, ძ) სეგმენტზე, მაშინ 

(#7თ ძა=- | /(ფი». 

ძ ხ 

ადვილი შესამჩნევია, რომ მე-6 პარაგრაფში დამტკეცებული თეორე- 

მები იმ შემთხვევაში, როდესაც ინტეგრალის ქვედა ზღვარი ნაკლებია 

ზედა ზღვარზე, მართებულია მაშინაც, როდესაც # > ხ. მაგალითად, 

დავამტკიცოთ, რომ თუ ჯ#(თ) და ყ(7) ინტეგრებადი ფუნქციებია 
IC, ხ) სეგმენტზე, მაშინ 

ხ ხ ხ 

IV (თ)-L9(?%)| ძთ = I/ («)თ;-+ (თ ძ2- (“7.1) 
” 

ეს ტოლობა ცხადია, როდესაც თ=ხ. თუ თ>ხ, გვექნება 

(IV თ+იC7) ძ»= | / (ძი + | ი (დ-ი. 
ხ I) ხ 

აქედან 

– I (/ თ +9(9)ძ2=-– | / თ)ძი -– | « C)ძ5. 
ხ ხ ხ 

ეს კი წარმოადგენს (7.1) ტოლობას. : 

თეორემა 198. თუ /(27) ფუნქცია ინტეგრებადია (თ, ზ) 

სეგმენტზე და ი, ხ, « ნებისმიერი რიცხვებია ამ სეგ- 

მენტიდან. მაშინ 

ხ C · ხ 

(7 (Cთ9>= ჯ# თძ>+ |/ C)ძ.. 0.2) 
4 მ დ 

დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ ი<ი<ნ. შევადგინოთ 

#(თ) ფუნქციისათვის ინტეგრალური ჯამი რომელიც შეესაბამება 

IC, ხ1 სეგმენტს. რადგანაც ინტეგრებადი ფუნქციის ინტეგრალური 
ჯამის ზღვარი არ არის დამოკიდებული (Lი, ხ) სეგმენტის დაყოფის 

წესზე, ამიტომ დაყოფის ერთ-ერთ წერტილად შეგვიძლია ავიღოთ 0 

წერტილი. ინტეგრალური ჯამი, რომელიც შეესაბამება (ით, ხ1 სეგმენტს, 

ასე წარმოვადგინოთ 
9=თს)+თ,, (7.3)
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სადაც თ, და თე ინტეგრალური ჯამები შეესაბამება წთ, ი) და (ი, სI 
სეგმენტებს. თუ (7.3) ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც 

1->0, მივიღებთ (7.2) ტოლობას. 
ახლა განვიხილლოთ ის შემთხვევა, როდესაც ძი<ხ <4. ზემოდა- 

მტკიცებულის თანახმად შეგვიძლია დავწეროთ 

| #/თ)ძი= (/თ42+ | / 4. 
ი 8 დ 

აქედან 

I/თ ძ2ჯ= I #C) ძთ – (7 თი» = I” ფბ» + | / თაი. 
ხ ი წუ 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ინტეგრალის (7.2) თვისებას ეწოდება ინტეგრალის ადიტიუ- 

რობა ინტეგრების შუალედის მიმართ. 

§ 8. ინტებრალის თვისებები, რომლებიც უტოლოგბებით გამოისახებიან 

თეორემა 1მ. თუ #(2) არის არაუარყოფითი ინტეგ- 
რებადი ფუნქცია (თ, 8) სეგმენტზე, ხოლო ი და ხნე- 

ბისმიერი რიცხვებია ამსეგმენტიდან, მაშინ 

· ხ- 

(7C92=>0, როდესაც « <ხ, 

ხ 

I7 (თ)ძთ <0, როდესაც ძ > ხ. 
ძ 

ხ 

დამტკიცება. თუ თ<-ხ, მაშინ უტოლობა I # (9)ძთ >9 

უშუალოდ გამომდინარეობს მე-5 თეორემიდან. თუკი 6 > ხ, მაშინ 

–წ/თაძი= | / C)9>>0 
ძ ს
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საიდანაც 

ხ 
I # (თ) ძჯ <0. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 14. თუ (თ, ხ) სეგმენტზე არაუარყოფითი 

უწყვეტი ფუნქცია იგივურად ნული არ არის, მაშინ 

ხ 

I7Cთ ძ» >>0. (8.1) 

დამტკიცება. რაკი / (7) იგივურად ნული არ არის, ამიტომ 

Iთ, ხ1) სეგმენტში არსებობს ისეთი § წერტილი, რომ / (§) >0. მო- 

ცემული ფუნქციის უწყვეტობის გამო, არსებობს (ი, ხ1) სეგმენტში 

მოთავსებული Iთ, 8) სეგმენტი, რომელიც შეიცავს წ წერტილს და 
# (2) >>0, როდესაც თ<-თ < წ. აღვნიშნოთ »-ით #(2) ფუნქციის 
უმცირესი მნიშვნელობა |თ, 8) სეგმენტზე. ცხადია, რომ >> 0. შეგ– 

ვიძლია დავწეროთ 
ხ « ჩ ხ 

| / თ ძ-= | / თძი+ | / 0)ძი+ | / (ფძ2> | / (ფ4», 
C) წ) თ !'| ი

–
ლ
ლ
 

ვინაიდან მე-13 თეორემის თანახმად 

« ხ 

I#Cთ42>90, | / დ)ძ«>9. 
2 მ 

შემდეგ, მე-6 თეორემის ძალით 

ჩ 
|I#თძ«>».=0–ი9ი. 
თ 

მაშასადამე, მართებულია (8.1) უტოლობა. 

შედეგი. თუ არაუარყოფითი უწყვეტი #() ფუნქ- 

( 
ციისათვის I # თძი=9, მაშინ /(2) იგივურად ნულის 

LI 

ტოლია §ი, ხ) სეგმენტზე. 

,
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§ 9 ბანსაზღვრული ინტეგრალი როგორც ჭედა ზლევრის ფუნქცია. 

პირველყოფილი ფუნქციის არსეგობა 

ვთქვათ, / (2) ფუნქცია ინტეგრებადია Iთ, ხ1 სეგმენტზე. 1–-ლი 
თეორემის შედეგის ძალით, ეს ფუნქცია ინტეგრებაღია ყოველ LC, 2 
სეგმენტზე, სადაც თ <. თ <-ხ. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

#C)= | / (CI, თ < 2-<ხ. (9.1) 

ცხადია, # (2) წარმოადგენს ჯ-ის ფუნქციას. მართებულია “შემდეგი 

თეორემა 1ნ. (9.1) ტოლობით განსაზღვრული # (2) 

ფუნქცია უწყვეტია (19, ხ1) სეგმენტზე. 
დამტკიცება. რადგანაც /(») ფუნქცია ინტეგრებადია LV, ხ) 

სეგმენტზე, ამიტომ იგი შემოსაზღვრულია ამ სეგმენტზე. ვთქვათ, 

| #C0) | <#, როდესაც თ <--( <.ხ. 
ავიღოთ (ი, ხI) სეგმენტზე ორი ნებისმიერი წერტილი ჯ” და «”, 

ვიგულისხმოთ, რომ კ” <>“, მაშინ 
ჯ' 

| # (> )-–X# დე I. –II #თძ4%-- / 7000 = 
” 

ჯ" ” 

- I , (იძ < I I/ (0 | ძი MC, –-2!). ! 
ჯ' »' 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ყოველი დადებითი, ნ რიცხვისათვის 

| # ა) – # (თ) | <6, 

როდესაც. | თ=”-- თ” | < > ამით დამტკიცებულია # (>) ფუნქციის 

თანაბარი უწყვეტობა («, ხ) სეგმენტზე. 

თეორემა 16. თუ #(») ფუნქცია ინტეგრებადია I, ხ) 

სეგმენტზე და უწყვეტია ამ სეგმენტის #, წერტილში, 
მაშინ (901) ტოლობით განსაზღვრული #L(7) ფუნქცია 

დიფერენცირებადია ჯე წერტილში და 

L" (თი) = / (თი) 

დამტკიცება. მივცეთ «ე-ს ნაზრდი # ისე, რომ თა+-#თ C Lი,ხ!. 

(9,1) ტოლობის თანახმად
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Xე--/IX 

#Cა+4რ62)= I /(0V/. 
ძ 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

  

_ 7 Xა+-0X # (ფე+ ტთ)–– X (ჯა) _ IL I / (იძ. დ.) 

ტჯ» ტჯ % 

1 Xა-+4X 

#(C7ი)= –– # (2) ძ§. რ.3) 
ტდ. ) 

თა (9.2) ტოლობას გამოვაკელით წევრ-წევრად (9.3) ტოლობა, გვექ- 
ება 

ტე.) 1 3014 

2C01:49 #6) _ „ცე + ( (I(0– / თ). C-4) 
ტთ ტბ» # 

; ი 

მემდეგ რაკი # (I) უწყვეტი ჯა წერტილში, ამიტომ ყოველი დადე- 
ბითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი რიცხვი უ > 0. რომ 

| #(0-/C) I <6, 

როდესაც თია, <თ2 +) ღა თ-<1<ხ. მაშინ, თუ გავითვალის- 

წინებთ (9.4 ტოლობას, ნებისმიერი #>-სათვის, რომელიც აკმავო- 

ფილებს უტოლობას | +» | <-ჟ, გვექნება 
# (ჯე+ ტე ('V) 

! უი 

  

-– #(%ა) | <= 6.   

· #- X (204413) -– #” (Xი) =/ (ჯე). 

0ძX-0 ტ» 

მაშასადამე, I" (ჯე) = / (თი) და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 17. სეგმენტზე უწყვეტ ფუნქციას აქეს 
პირელყოფილი ფუნქცია. ' 

დამტკიცება. ვთქვათ, # (2) ფუნქცია უწყვეტია (თ. ხI სეგ- 
მენტზე. მაშინ მე-16 თეორემის თანახმად, ფუნქცია 

  

#C)=| /(ი V"'
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დიფერენცირებადია (ი, ხ1) სეგმენტის: ყოველ დ წერტილში და 
#” (2)= / (თ). 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 10, ინტებრალური ალრიცხვის ძირითადი თეორემა 

თეორემა 18. თუ /(2) ფუნქცია ინტეგრებადია (თ, ხ) 
სეგმენტზე: და არსებობს ამ ფუნქციის პირელყოფი- 

ლი #() ფუნქცია, მაშინ 

ჩხ 

| / თ)22=X C)-––X (ი). (10.1) 

დამტკიცება. განვიხილოთ (Iით, ხ1) სეგმენტის ნებისმიერი X- 
დანაწილება IV, თ,1, (X,, 9-1,..Iთ. კ, ხ1. ლაგრანჟის თეორემის თა– 

ნახმად · 

# (თ) (თ«.--ა = (თ.– თაა) ჯ” (6) =(თდს–-?, _,) # (6), 

სადაც თ.- კ < 39 < და: მაშინ | 

# (ხ)––X (ი)= =X (ICთ,)-- XXV, )1= 2; 7 (ნა) C„-–ში-))- 
#M1 

, 

აქედან 

# (ხ)–– 7 (თ)= სთ . 2; # (8) დ, – თ, -ა= I # (2)9:; 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია, 

(10.1) ფორმულას ეწოდება ნიუტონ-ლაიბნიცის ფორმულა. ამ 

ფორმულას ხშირად ასე წერენ: 

II # (91ძჯ=(XVLC>V)|ზ. 

ამგვარად, / (>) ფუნქციის განსაზღვრული ინტეგრალის გამოთვლა 
დაიყვანება იმავე ფუნქციის განუსაზღვრელი ინტეგრალის მოძებნამდე. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1 

I (22+3ფ-––1)ძე:.
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ამოხსნა. ჯერ მოეძებნოთ ჯდ2-+3»--1 ფუნქციის ერთ-ერთი 

პირეელყოფილი ფუნქცია. გვაქვს: 
: უმ 2 

I (21+3,--1)ძ02= =4+-- –ჟ. 

ნიუტონ-ლაიბნიცის ფორმულის მიხედვით 

; (5, 22 I1 1 ვ 5 
37–-1 ==!) – _–– =–- _- == |თ+% 1.  - + 3 -+%---1=+> 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი IC 9ჯ ძე. 
მ 

ამოხსნა. გეაქევს: 

· VI · · 
I ი057ძ2:=L85I1C 9), =391უ # ––310 0=0. 

თ ძ> 
ს) 

1 +2ე3 

  მაგალითი 3. გამოვთვალოთ ინტეგრალი II 

ამოხსნა. ნიუტონ-ლაიბნიცის ფორმულის თანახმად, 

ჯ 2ძ. 1 1 
=–-– 10(1+2.131=-––-18შ. 

ა 1-+2ე:9 6 6 
=|- | 

ი 

# 
მაგალითი 4. გამოვთვალოთ ინტეგრალი | 810 MI> C08 12 0», 

წ 

სადაც თ და # მთელი რიცხვებია. 

ამოხსნა, როგორი ვიცით, 

810 იე: 608 17 == – (81ი (ო1--1)2:+–81ჟ (MI -––11)+X)- 

ამიტომ 

„%წ 1 LI4 

I 810 თ 009 =ძთ= --- I (ი1ი (ML-- 7)X-L 810 (იL––ო)»)ძთ= 
–Xჯ –» 

„1. 2თ 1.C 
2 I 89 (თ+»)თძ2+ -- |§)5 0M––-M)ჯძჯ=0, 

–ჯ –ჯ
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Xჯ 

მაგალითი 5. გამოეთვალოთ ინტეგრალი I 810 IX §10 თ» ძ!, 

სადაც თ და # მთელი რიცხვებია. 

ამოხსნა. თუ თ15=>X 2-0, გვექნება 

  L 1.» 1 810211? # 
I 810" 2ძთ= --- I (1 ––- ი0§ 27) ძ27:-= =--| ჯ – –““ = 
+ 2 + 2 2» = 

თუ «#7, ML # –-#, გვექნება 

: 1.7» · 
| ფა თდმით9ი2თ=--- I (208 (იბ––ჯ)თდ– -603 (271 -L-1)X»XIთ2 = 

  

– ხივე5 

_ =) 811) (ML––)დ_ __ _ 310 (2-Lთ)ჯ | % ი. 
2 ი #M-+X» –ჯ 

დასასრულ, თუ #=–#7#%0, მაშინ 

+ ჯ 
8 თ.დ510 9200 == –– | §1ი?»თძთ = –– თ. , 
«% –ჯ 

ამრიგად, 

ჯ | 0, როდესაც 12#Xჯ და #5 -–-- 
I 8ჯი თთიბო) #, როდესაც თ1=ჯ#ჯ # 0, 
“+ --X, როდესაც #=-–-»ჯ # 0. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, "რომ 

= ·0, როდესაც თ#M და X#–, 
| ათ თი 008M>ძ2= ! X, როდესაც I1=#97#0 ან თ=- #9. 
– 2, როდესაც »L=»ჯ=0. 

§ II. ძგლადღის ბარდაქმნა ბანსაზღვრულ ინტეგრალმი 

ხ 
ვთქვათ, მოცემულია ინტეგრალი I #(ე)ძფ. ამ ინტეგრალის გა- 

მოსათვლელად ზოგჯერ ხელსაყრელია თ ცვლადი შევცვალოთ ახალი 
( ცვლადით, რომელიც «-თან გარკვეულ დამოკიდებულებაშია. მარ- 
თებულია შემდეგი



§. 10. ინტეგრალური აღრიცხვის ძირითადი თეორემა 507 
  

თეორემა 19. ვთქვათ, /(თ) ფუნქცია უეწყვეტია Lი, ხ) 
სეგმენტზე. თუ თ=თდ() ფუნქცია უწყვეტად წარმო- 
ებადია Iთ,ჩ) სეგმენტზე, ამასთანავე:7<:დ(0<-ხ, როცა 

თ<1<8 და დ(თ)=თ, თ(8)=ჩ, მაშინ 
ხ ჩ 

? 1# C)ძი= | #Iდ თ), (0 «I. (11.1) 

დამტკიცება. განვიხილოთ # ცვლადის ორი ფუნქცია 
დი ' 

#C)= | / თ)ძი, დ(0=| / ICC) 1<” («)ძს. 

მე-16 თეორემის თანახმად 

დ” (0= / (დ (0) I (, 
#" (0=/ (თ (0)დ (ჩ- 

აქედან გამომდინარეობს, რომ. · 
მაშასადამ #” (0=9%' (ტ. 

· #C)=C(0)+0, (11.2) 
სადაც C მუდმივია. თუ L=თ, მაშინ X#(თ)=0, დ (თ)=0 და ამიტომ 

(11.2) ფორმულა გვაძლევს 0=0-LC, ე. ი. C-=-0. მაშასადამე, 

X#C)=თC, =<§#<8. 
კერძოდ, თუ ჯ=8, მივიღებთ (11.1) ტოლობას. 

მაგალითი 1. გამოეთვალოთ ინტეგრალი IV-ი-= 29, თ->0. 
ი 

ამოხსნა. თუ შემოვიღებთ აღნიშენას >=თ31Vი §, გვექნება 

ს ც1-- ფბ = |L/ იც'--იმ 51ი”(=0 003ჯ, ძ>=0 (031 0/. 

როდესაც ჯ»ჯ=0, მაშინ (=0, ხოლო, როდესაც «=თ, მაშინ (==. 

მაშასადამე, (11.1) ფორმულის თანახმად 

  

- 

· %/ | სი 2 

I ც'--ე.ძთ= I იიი8(-6 0050 = დ! | “+--X 
· 0 

4 

  –_ 2“ L+ 819 2! რ/ა _ 901. 

2 I 4
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მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი: 

1 _>– 

1=| თ V/ 1-+ი? ძი. 
0 

ამოხსნა. შემოვიღოთ აღნიშვნა 1-+-თ%=ჯ. აქედან 

უ–– LძL 
თფ=V/ ბ), ძ>2= (22 I 

· როდესაც თ=0, მაშინ ჯ=1, ხოლო, როდესაც თ=1, მაშინ (=V 2 , 
მაშასადამე, 

V2 
1= | /X– |” |Lი- 2#%-2>), 

  

მაგალითი 3, გამოვთვალოთ ინტეგრალი: 

1 1= - თე” 1) (1 + 2). კ 

1--ე2 

ამოხსნა. თუ შემოვიღებთ ჩასმას »«=LC1, გვექნება 

ძ2= რ · 
C05“ L 
  

ინტეგრალის ახალი საზღვრები იქნება 0 და + „ მაშასადამე, 

#/, ; 
_ | შე360 | ძ! 

1+Vყ?. ტ0ი5- 

“/ს 

= | 10(1+ხC#)ძი:= 
0 

  

ძჯ 
008L -გ 0608L 

#7, %/ს 

= | 10 I/ 2 9, + L» 008 (+ )«- I წი 6084 ძL. 
0 

  

– % 

-/, : "ი M-2003 (+ –!) 
= II 50314+3)91? ., _ 19 4 ძმ! 

0 

ახლა დავამტკეცოთ, რომ ორი უკანასკნელი ინტეგრალი თანატო-. 

ლია. ამისათვის პირველ მათგანმი მოვახდინოთ ჩასმა -+-+4=# აქე– 

! ! - 

დან 0(=-- ძე, ხოლო ინტეგრალის ახალი ზღვრები იქნება -- და 0. 

მაშასადამე,



§ 12. ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა 509 
  

წ/, · ი წ, 
I 10 იია(-> –!) ძ(= I 10 609#20#/ = | 10 608 / ძი. 
ი 4 9 X/ ' 

ამიტომ 

§ 19. ნაწილობითი ინტებრების ფორმულა 

თუ CC) ღა V(») უწყვეტად წარმოებაღი ფუნქციებია (ი, #) 
სეგმენტზე, მაშინ მართებულია ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა 

ხ ხ 
I #06 ძჯ= LV (ე)ც (2))ბ– I ყM ძ2. (12.1) 
ი 

მართლაც, როგორც ვიცით 

(ის) =ფს +V0" 

თუ მოვახდენთ ამ ტოლობის ორივე ნაწილის ინტეგრებას თ-დან- 

ხ-მდე, გვექნება 
ხ ხ ხ 

I (სთ) ძ2 = I ხს 9თ+ I 0 თ. (12.2) 
4 ძ (+ 

მაგრამ 

ხ 

| დთ” ძთ=VC) 9 (6)––V(9) (2) = IV (2)ხ თ). 
ძი 

ამიტომ (12.2) ტოლობა ასე გადაიწერება: 

ხ ხ · 

I ძ»+I ხს”ძთ= (ს (2) ს დ)". 
ძ (“| 

აქედან მიიღება (12.1) ფორჭულა. 
ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა ზოგჯერ საშუალებას გვაძლევს 

რთული სახის ინტეგრალის გამოთვლა დავიყვანოთ უფრო მარტივი 
სახის ინტეგრალის გამოთვლამდე. (12.1) ფორმულა მოკლედ ასე 

ჩავწეროთ: | 

ხ 

| «ძი= (V0I, –– | 00V. (12.1) 
(') ძ
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მ ა გ ა ლ ითი 1 · გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

V1% 

1= | დვIი ჯ ძე. 

0 

ამოხსნა. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

«=7, 0ძ0=358|ი ძუ. 

აქედან ძით=ძX, შე=-–-08 2. მაშასადამე, (12.1) ფორმულის მიხედვით 

# · 

#1=L(-––- 608 ჟI. + I Cა§ Xძჯ=X. 
0 

მ აგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

: ჯ% 

1= | 27008 2ძდ. 
ი 

ამოხსნა. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

«=2ჯ7". ძუ=005 ჯძ2, 

გვექნება 
ძი=2ქუძთ, 7=510 >. 

ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის ძალით 

| · # ჯ 

1=(დ181ი ჯე –292 I2 59იძ:უ=–2 I ჯ 510 -ძთ= -–-2L. 
0 0 

მა გალითი 3. გამოვთვალოთ ინტეგრალი : 

1 
" ჯგჯისთC დ... + 

#1=-===>-ძ:. | 
1132 

ამოხსნა, შემოვიღოთ აღნიშვნები 

· თჯ02> / 
8 = ე1LილL ძ ლლ=გეასა”” –_. «#=8VცსდC 2, ხ CC) -2 

აქედან 

ძა=- %% , უ=|/1:-21. 
1-+ე? 

მაშასადამე, ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის გამოყენება გვაძ- 

ლევს 
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ით _V 2» _ 

32 4 

  

  ILI=II/ 1-2 გ)'6L8 > |, –– 

“ –იი(9+ IV 1+99). -V2X# ი + I 2). 

ახლა განვაზოგადოთ ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა. ვთქვათ, 

«(თ) და ც (2) ფუნქციებს აქვთ. LV, ხ) 'სეგმენტზე უწყვეტი წარმო- 
ებულები #-L1 რიგამღე ჩათვლით. ნაწილობითი ინტეგრების ფორ- 

მულის მიხედვით 

ხ ხ 
ხ 

| «ირა ძა = (ასი), –– I“ ხშ ძუ, _ ს 
ი (II 

სა 

ხ ს 

– | % 09 ძე;=-–- (ფიცრის + I ფთ ყი-სძუ, 
თ“ მ 

ხა, „ 

(–-I)” | «Mი ძთ=(--1)/ (659), – (–-1)2?1/ «2 ”მიძ. 
L:) 4" 

თუ ამ ტოლობებს წევრ-წევრად შეეკრებთ, მივიღებთ 
V 

: ხ 
I ცერ? ქფ= (ულ) კეი) L...+-LC--1)ჩVI) I + 
წ/ 

„ს 
+(-))4 | ყელს ძე. (12.2) 

ჟ 

ეს არის ნაწილობითი ინტეგრების განზო გადებული ფო რმულა. " 

§. 18. საფუალო მნიშვნელობის პირველი ფორმულა 

თეორემა, რომელსაც ქვემოთ დავამტკიცებთ, ერთ-ერთი მნი- 

შვხელოვანი თეორემათაგანია მათემატიკაში, 

თეორემა 90. თუ /() და ქყ(2) ინტეგრებადი ფუნქ- 

ციებია (ი, ტ) სეგმენტზე და ყჟ (+) ამ სეგმენტზე ნიშანს არ იცვლის, 

მაშინ 

ი ხ 

I #7 (5) ძ(2)ძჯ =L I ყ(2)ი2.
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სადაც „< MM, ხოლო «და M# წარმოადგენენ /() 

ფუნქციის ქვედა და ზედა საზღვრებს (ი, ხ) სეგ- 
მენტზე. 

დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის, ვიგულისხმოთ რომ 

9(«2) > 0. თუ გავამრავლებთ 

2 <. I (2) <- M# 

უტოლობებს ჟ/ (;) ფუნქციაზე, მივიღებთ 

თაყ («) <- / (2) 9 (თ) <- M9 (>). 
მე-5 თეორემის თანახმად გვექნება 

', ხ ხ 

ის | ყ (თ) ძ= < | / (თ) ი (>) ძ» <: M | 9 (თ)მთ. (13.1) 

რაკი (თ) >0, ამიტომ 

ხ 

| 9(თძთ >9. 

თუ ეს ინტეგრალი ნულის ტოლია, მაშინ 

ხ 

I / თ) 9 თ)ძ«=0 

ხ 

და თეორემის მართებულობა ცხადია. ახლა ვთქვათ, IV (თ)ძჯ > 9. 

- · ძ 

მაშინ (13.() უტოლობებიდან მივიღებთ 

ხ ხ 

თ < | / თ)ყ დ)ძთ: | ყ (ფ)ძ2< M. 
ი ' ძ 

ამრიგად, ამ უტოლობათა შუა წევრი მოთავსებულია » და M 

რიცხვებს შორის. თუ ამ წევრს აღვნიშნავთ (L-თი, გვექნება 

ხ ხ 

L#7თით ძ>=ს | ე (თ)ძ=. : (13.2) 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თუ / (2) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტზე, მაშინ არსებობს 

ამ სეგმენტში ისეთი ნ წერტილი, რომ / (6)=( და (13.2) ფორმულა 

მიიღებს სახეს:
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ა ხ · 

| # თ) ძ2= / (დ | (2) ძ«. (13.3) 

(13.2) და (13.3) ფორმულებს ეწოდება საშუალო მაიშვნელო- 
ბის პირველი ინტეგრალური ფორმულა. 

შედეგი. თუ #C) უწყვეტია Lი, 6) სეგმენტზე, მაშინ 
ამ სეგმენტში არსებობს ისეთი § წერტილი, რომ 

ს 
| / 00192=C6–ი)/ (0. (13.4) 

ეს ტოლობა მიიღება (13.3) ტოლობიდან, თუ (ი, ხ) სეგმენტზე 

9 (თ)=1. · 
(13.4) ფორმულის გეომეტრიული შინაარსი შემდეგში მდგომა- 

რეობს: ყ= / (>) წირზე მოი- 
ძებნება ისეთი წერტილი, რომ / ყ 8 
მრუდწირული იხ84 ტრაპე– ” ი ი 

ციის ფართობი ტოლია იხ)C ! 

მართკუთხედის ფართობისა 

(ნახ 82). მაგრამ ასეთი წ 4 
წერტილის მოძებნა პრაქტი- : – = 
კულად საზოგადოდ არ ხერ- ი თ , 

ხდება. ნაზ. 82, 

§ 14. საშუალო მნიშვნელობის მეორე ფორმულა 

თეორემა 91. თუ #(1) და #() ფუნქციები ინტეგრე- 

ბადია (ი, ხ|) სეგმენტზე, ამასთანავე ყ(ჯ) კლებადია 

და ყ()>0, მაშინ ამ სეგმენტში მოიძებნება ერთი 

მაინც წერტილი, რომ 
3 L4 

| / თ ი ()ძ9=ყVI) | / C)ძ>- 
ძი 0 

  

          

დამტკიცება. განვიხილოთ (ი, ხ) სეგმენტის რაიმე დანაწი– 

ლება · 

(თ 4), (>, დე), ·· ა (თი- თი) («ა=0, ჯი =ხ). 

შევადგინოთ ჯამები 

ი=ჯ #C>.-ა ყ (ა) ბჟა, 

33 ელ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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»M » 

§= M) M>» 9 (ია -ააბრი §3=2. "9 (>, )ბ.,, 
ტ=1 ტდ=1 

სადაც Mჯ და ი, წარმოადგენენ შესაბამისად. „/ (თ) ფუნქციის ზედა 
და ქვედა საზღვრებს LV, 8) სეგპენტზე, ხოლო 

ბი =რ”ომა 

რადგანაც (თ, ხI სეგპენტზე 9 (2) >0, ამიტომ , 

, 8<:04<3. (14.2) 

ადვილი შესამჩსაევია, რომ 

§--ვ= ბქ, -- აყ (თ )ბ>, <9 (2) 2, (MM, – ო) ბ8, 
დL:-1 #51 

და რაკი #/ (თ) ფუსქცია ინტეგრებადია (თ, ხ) სეგმენტზე, ამიტომ 

პაი (ა–)= =0, (14.3) 

სადაც 
#=M)9M>+ (პია ტჯ;,. · საათი). 

(14.2) უტოლობებისა და (14.2) ტოლობის თანახმად 

ტხ 

)10) §= III 3=10 | C= | / (29 (2) ძჯ. (14.4) 
#0” 4-0 4 ' 

საშუალო მნეშვნელობის პირველი თეორემის თანახმად 

ი. 

I #/ (ფ7)პჯ=სგბთ, ს <- IM» < M#,. 

%.. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ 

34090" < §, 

სადაც 

ფძ.= 2, IM # (>, -კ) ტი». 
გაი. გ 

თუ გავითვალისწინებთ (14. 4) ტოლობებს, გვექნება 

1. თ “| /თა თ
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შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

ჟ”V, =ს,იბ=“,, ბ.,=9იმ (2 ს. 8მ=%“+-V+-..+Vა. 

, #7 ·+ 

4= თI)ი I # (0MძI!, 8= თიმX, I #(ეძI. 
თ<X< ხე 0ი<L< 

მაშინ 

ი» 

თ,= ?, მ. 
XI 

რადგანაც 

X. / 

§.=| /(00(/ (=1, 2,...ი), 
6 

ამიტომ · 
4<3პ23.<.V#. 

მაშასადამე, აბელის უტოლობის თანახმად 

! 40, <0" <- ყა,, 
ე. ი. 

“440 (თ) <= 9" <- ჰმე (ი). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ხ 

49 (ი) < | / (თ ი დ)ძ»<-89(V), 

  

ანუ 

კ ხ 

4<- -// თ)იფ)ძ.< წ. 
ყია... 

შემდეგ რაკი 
ხ 

4<7თძ2< 9 

და I #Vთი/ უწყვეტი ფუნქციაა L, §) სეგმენტზე, ამიტომ იგი 

მიიღებს ყველა მნიშვნელობას „4 და 18-ს შორის. მაშასადამე, (ი, ხI) 

სეგმენტში არსებობს ერთი მაინც ისეთი § წერტილი, რომ
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ხ ნ 

შო) # (01 ყ(2ძჯ= I / თძი. 

აქედან 

ხ ( 
I # (=)9(=10თ=ყ9 (0) I # (თ) ძ. (14.5) 
LL") (+) 

თეორემა დამტკიცებულია. 

(14.5) ფორმულას ეწოდება ბონეს (სიი0ი6კ)) ფორმულა. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
"თეორემა 85. თუ /(») და ყ(,) ინტეგრებადი ფუნქცი- 

ებია (0. 0) სეგმენტზე, ამასთანავე ე(თ) ზრდადია და 
9#(ი) >0, მაშინ ამ სეგმენტში მოიძებნება ერთი მაინც 
ისეთი ნ წერტილი, რომ · 

ხ · ხ 

I # (თ19(თ)ძჯ=ყ (ს) I X Cთ)ძი. (14.6) 
ძი § , 

თეორემა 98. თუ #M(») და #(2) ინტეგრებადი ფუნქციე- 
ბია I0, ხ) სეგმენტზე, ამასთანავე ე(/X მონოტონურია. 
მაშინ ამ სეგმენტში მოიძებნება ერთი მაინც ისეთი 

§ წერტილი, ოომ 

ხ I3 ხ 

I # დ) 9()ძ»=ყ(9)| / (თ) ძთ+ყ(ხ) | / (დ)ძთ. (14.7) 
ი “ ძი ნ 

დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

ძ(>) კლებადია §ი, ხ) სეგმენტზე. განვიხილოთ ფუნქცია 

დ(თ)=ყ (2)-–ე (6). 

ცხადია, რომ დ (>) ფუნქცია კლებადია Lთ, ხI სეგმენტზე და დ (თ).>0. 
ბონეს თეორემის თანახმად (თ, წხ) სეგმენტში მოიძებნება ერთი მაინც 

ისეთი წ წერტილი, რომ 

ხ ნ 

I # (თ)დ (თ)ძთ=C (06) I #(2)ძ=, 

ანუ 
ნ ს 

I/ თIი თ-–ი (6))ძ==19(9)-––ი()) | / (ფ)ძ«.
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აქედან | 

ხ ' § ხ წ · 
| # (9 თძ=-–- (ს) | / (2) ძ» –– ი () | / (<0ძ«=ყ(V)| / (2)ძ« 
რ ძ ნ · 

წ 
–ი 0) | /თ ძთ»; 

საიდანაც მიიღება (14.7) ტოლობა. 

თითოეულს (14.5), (14.6) და (14.7) ფორმულებიდან ეწოდება 
საშუალო მნიშენელობის მეორე ფორმულა. 

§ 15. ტეილორის ფორმულის დამატებითი წევრის ბგამოხასულეგა 

ბანსაზღვრული ინტეგრალით 

ვთქვათ, /(7) ფუნქცია უწყვეტია Lი, ხ) სეგმენტზე და აქვს 
უწყვეტი წარმოებულები =-L1 რიგამდე ჩათვლით. (12.2) ფორმულაში 
ვიგულისხმოთ 

M#= /L2), 0=(ნ –– 2). 

გვაქვს: 
„ ი=–-ჯ»(ს ეე, ი“=M(M-1)(ხ--ფ)" 3... 

ცი )= (--1)7-1 (--1)...მ.2 (ხ––ჯ), ც0)=(–-1)ჩც!, ყო+ს=0, 
ამიტომ (12.2) ფორმულა შეგვიძლია ასე გადავწეროთ: 

0=I(–-1)/ა! / (2)--(--1)/ "1 (M-–-1)...3.2 (ხ--2) /” (2)+ 

' +(--1)/-1ი (»--1):.:3(ხ-–თ)ზ /” (<)-–... +(-–1)9 (6-–)9/ 5 (2)15+ 
ხ 

+(–-1)5+1 I (ხ–- ფა" #06+) (C) ძ–. 

აქედან, ჩასმის შესრულების შემდეგ მივიღებთ 

0=(-–-1)/ L»! / (ნ)––»I # (6)-–» (8-–1)...3.2 (ხ–-ი) /' (0)-– 

–ი”(8--1)...3 (ხ--6)3 /” (თ)-–...--(6-–ი)” /II (ი)1+ 
ხ 

+(-1).1 | (ხ–– ეი #/რ5+I) ()ძი. 

საიდანაც გვექნება „ 

/თ0=/60)+# 06 თ + ი ს-ი)+ + 

გრრ გ ანაა 
ჩ#
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სადაც 

  

ხ - 

#,=-+ I (ხ–-– ე)? #91 (–)ძვ-.- 
”I 2 

უს არის ტეილორის ფორმულა დამატებითი წევრით განსაზღერული 

თძნტეგრალის სახით. 

' თუ ს აღვნიშნავთ >-ით, «-ს კი ჯე)-ით, გვექნება 

220. (თ– თ +749 
#X(თო=ქ1()+--“–_- ასე (შე +- -.-4+ 

##”" წი) 4-2 ( 

ს! 
– თ)ბ+- 7. 

ში -4/ (ფ/შ /V01ა თ. 
% 

რადგანაც ჭ#ნხ–თ)ი ფუნქცია ნიშანს არ იცვლის Lი, ჩ) 'სეგმენტზე, 

ამატომ თათვის მეგვიძლია გამოვიყენოთ საშუალო მნიშვნელობის 

მირეელი თეორემა, რაც მოგვცემს 

ქ . 
ა =-- თად | (ნ--2)8ძთ, თ<< ხ- 

წ. #4 

აქედან 
: _ (ს–-დი)51! 

“სალ -__ (ი+1) , ლე რად 

უხ „გამოსახულება წარმოადგენს დამატებით წევრს ლაგრან · 

ჟის სახით. 

§ 160. ზობიერთი ბანხაზღგრული ინტეგრალიხ გამოთვლა 

მაგალითი 1 · გამოვთვალოთ "ინტ ეგრალი. 

, -/გ 

I.= I 8ჯი" დი». 

ზადაც # მთელი დაღებითი რიცხვია, 
ამოზს ნა. ვიგულისხმოთ, რომ 

, 

80 “9უ=ყ, 8: თძთდ-=“ი.



§. (6. ზოგიერთი განსაზღვრული ინტეგრალის გამოთვლა §:9 
  

მაშინ 

ძ9«=(ჯ–-1) 31)" ზე ცინ 2ძჯ, უ)=---ტ08 თ. 

ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულა გეაძლევს 
ჩ/. 

1»=–-90"“ 1 208212, %CLC-.) 1 910”“? ე; 008“ უც: =-, 

წ/, ი ' %% 

=თ–-IM) I 81ერ–3 ი (1--91ი" ჯ)ძუ;=%X# –– 1) I ვ1ცა“?. თძუ– 
წ) 

” 

%/, 

– თ-- ა) | 810" 2ძი. 
ბ. 

მაშასადამე, - 
1.=(--1)1,-ა-– (CL –1)L. 

აქედან. ' 
  

1 
11-ე: (16.1) 

ამ ფორმულის საშუალებით II ინტეგრალის გამოთელა დაიყვანება 

I»- 3 ინტეგრალის გამოთელამდე. საა 1გ ინტეგრალის რედუქციის 
ფორმულა. 

(16.1) ფორმულის ი მმდევრობითი გამოყენებით მივიღებთ X#ე ას 

1, 9ნტეგრალს, იმისდა მიხედვით, # ლუწია თუ კენტი. 
თუ # ლუწია,, #=2/#, მაშინ. (16.1) ფორმულის თანახმად გვუქ- 

  

  

მიღებული. ტოლობების წევრ-წევრად გამრავლება მოგვცემს 
' (2-1) 06»-–-ვ)...31. # 

2 (2M–-2)..42 2 
  ს.= (16.2)
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„ თუ # კენტია, LX=2„ +1, მაშინ (16.1) ფორმულის მიმდევრობით 

გამოყენება, ანალოგიურად წინა შემთხვევისა, მოგვცემს 

| 2» (2––-2)-..4.2 

0M-L1)(0ი--1)...3.1 
ვალე-პუსენის მიხედვით შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშენები: 

2»!1=92»ჯ (2»-–2)..,4.2, 
(2ი,-+1)!1=(2ი-–L1პ (2ჯ-–1)...3.1 

მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ: 

  

12ი+ჯ|= (16.25) 

  

_ 13II 
#/ე აა 1! „ როდესაც ი კენტია, 

| 80” თძ-= (| 1) 
გ 
“ა “ 8 , როდესაც თ. ლუწია. 

X/» 

ახლა განვიხილოთ ინტეგრალი I ლივი ჯძი. თუ წშშემოვიღებთ 

ჩასმას 2=-- --!, მაშინ ძთ=-–-ძ!. ინტეგრალის ახალი ზღვრები 

იქნება < და 0. მაშასადამე, 

#7 0 · ჯ 73 · 

„| ივ” თძთ=-- | იყ” (> –“ )თ–”| 810” დძდ.. 
ი %/, 2 9 | 

უკანასკნელი. ინტეგრალის. გამოთელა ვიცით. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 
: ' 

”/, 

1თ,ი= I 510” 603” დძ2, 

სადაც ML და X მთელი დადებითი რიცხვებია. 

ამოხს.ნა. ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის ძალით 

X/, 

1»,თა= I სსრ თ (ია? > 60 2)4>=–- +L 

“0 

  

ლით“ ხე; 6099+1ე, IC 

#-+1 ,
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== %/ე _ X/ 

+ I ყჭცო-ზ ე ტ0ვი'? „ძი =” I 8100 31 603ჩ ჯძ2 -- 
M+I1 (V) მ 

_ 15 

= | | მი”გიითთძი 
M+1 

ამრიგად, 
«”-–I 1 

. პთა= ე 1თ-9,ი > 1 1თ,» 

აქედან გვაქვს: 
7-1 

1ო,ი= წ როლი (16.4) 

7%+X%# 

ანალოგიურად მივიღებთ 

27?–-1 
Iაა= ; იიი” 16.5 

», -+# I,9M1-2' ( ) 

(16.4) და (16.5) წარმოადგენენ დაყვანის ფორმულებს. 
თუ ჩავატარებთ ისეთივე მსჯელობებს, როგორც პირველ მაგალით- 

ში, გვექნება 
(28-–-1)!! („--1)!L _%. #%/, 5 , როდესაც # და ი 

I 810” დ 005” »ძდ= (თუ! ლუწია, 
ი (1--))! (1–-1)!! 

„ როდეს ან ორი 
(თ-Lი!! . ლიტე კენტია. 

თუ თ და ჯ» ორივე კენტია: ა =2»+1, 5=24ძ+1, მაშინ „კა- 

| ნასკ–ელი ფორმულა მარტივდება: 

«-/ 

| §სი%“გ (0§%1,22= -- „.- 7 ' _ 

2 (24941)! 

მაგალითი 3. დავამტკიცოთ, ტომ 

1 9ჰ5- დესი _ 

1+06052 > 4 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ ინტეგრალი | 555 

1+6081 > 

არ მოიძებნება ელემენტარულ ფუნქციათა კლასში. მიუხედავად ამისა, 

მოცემული LI ინტეგრალი მარტივად გამოითვლება ხელოენური გხით. 

მართლაც,



522 თავი XI L განსაზევრული ინტეგრალი 
  

(15 · 
1= 2ჯ:51ი 2 ” §5102 _ _ 

(59% 1-+-06088 დ ++ | 1+2008“ დ M 
2 

უკანასკნელ შესაკრებში მოვახდინოთ ჩასმა ჯ=#--წ, მაშინ #ჯ= –-ძL 

და ჯ იცვლება - “დან 0-მდე. ამიტომ 

  

X ჯ 
1= , თ 8910 ი) | თ--ხა!ი: მ = I 290 დ ძუL 

1 -+0083 > ჯ/ 1+0039L გ 140092? 
: 2 

%/ : %/» · V/, ">: 1 

+951! ი- | 99 ა-ა ბ ს -- 
გ 1+ბინ”/ # 1+005“# 1 1-L0ივბჯ -4 

მაგა ლ ითი 4. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

LI ჯი ()-––-ე)?ძ2, 

სადაც დ და თ მთელი დადებითი რიცხვებია. 
კმოხსნა. თუ შემოვიღებთ ჩასმას ჯ= 9109, გვექნება 

2/გ ” 

1=2 I უ)ცბი!1 გ ცცვ%V+1 „ქ, = _ 2. 
9 (ს-ხ-ი-+1X» 

§ 12. მალისის ფორმულა 

ვთქვათ, # მთელი დადებითი რიცხვია და 0< ჯ<-. მაშინ. 

810”5%1 ცუ <2 891 ც27 დ «ლ 91024“ ჯე. 
მაშასადამე, 

X/, 2 %/, გ –#/, 3 

I გ1ცში იჯ < L 8102” ჯძჯ<- I 810“! 1 ვძ9- 
ი 9 (4 

თუ ინტეგრალებს, შევცვლით, მათი. რიცხვითი. მნიშვნელობებით, გვექ- 
ნ ბა, 

: · 

7 (2»)! (2უ–-1X!! IX _ (2»–-2)!! 

რი+1) დ: რი, .2? ” (0-1). 
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ამ უტოლობებიდან გვაქვს: 

| რაM #4 _1 2 ტე)! 17 1 

| (2»--1)!! |  ვე<7< გეი | '%. 
მაშასადამე, 

_ (2)! 11 
1. 2 ა) 2+რთა 

სადაც 9 <= თა <1. აქედან ეღებულობოთ . 

8=)Iი ს ოლეგ | >) 
2=თ1 (2=1)! 1 # 

ეს არის ვალისის #«XV01II8) ფორმულა. 

§ 18. ლუწი -და კენტი ფუნქციების ინტეზრჭმგბ6ა 

  

  

ა
თ
 

ვთქვათ, თ ნებისმიერი დადებითი რიცხვია და I-ი, 0) სეგმენტზე 
# (თ) ფუნქცია ინტეგრებადია. მაშინ / (ჯ) ფუნქცია ინტეგრებადია 

აგრეთეე |-–თ, 01 და (0, თ) სეგმენტებზე. ამიტომ შეგვიძლია დაე- 
– წეროთ 

ი ძ 

. / # C)ძ2= | /C) 42 + | / თ). 
“ი -ა 0 

თუ ტოლობის მარჯეენა 'ნაწილის პირველ ინტეგრალში მოვახდენთ 

ჩასმას დთ= ––/, გვექნება 

( #Cთ)42= = (/--0#+I/ C42= 
იძ 4 4 

= I/(–7)2ი+I / თ, 
» ი 

თუ #(2) კენტი ფუნქციაა, გვაქვს 

I/ 42)ძჯ=9, (18,1) 

ხოლო. თუე #4) ლუწი ფუნქციაა, მაშინ 

.· ი 
1 / (2)ძი=2 I # (34ძ». (18.2) 
-ი ა
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მაგალითი ) 1. გამოვთვალოთ ინტეგრალები: 

#/. 

ა) I თქი: ბ) M თმ ძ»; გ) | §წი"თძ2., 

“%/ 
ამოხსნა. ა) §)0ი'> ფუნქცია კენტია, ამიტომ (18.1) ფორმუ- 

ლის თანახმად 

9. 

I 510? 2 ძჯ=0. 
–-X 

ბ) L/ ცბ--ე? ფუნქცია ლუწია და ამიტომ (18.2), ფორმულის 

ძალით 

(V(->- >2=2 | თ-მძი= “ი” 

გ). 510” » ფუნქცია ლუწია, ამიტომ 

%/გ 2/ა · · 
5.3.1 5 

'| ვთ" §09=2 | ჯი" ჯძუ=2. -–-–-–-–, 2-2. 
6.4.2 2 16 -ი/, 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 
«/) 

I= I (0089 ;-L3452 81ი 5>) ძ2. 
' M/ 

ამოხსნა. 7 ინტეგრალი ასე გადავწეროთ 

M/ %/გ. 

I ტ08' >ძ2+23 I დო? 510 5ძჯ. 
“ /ა “7” 

რადგანაც 0605“ თ ლუწი ფუნქციაა, 6» 810.5» კი კენტი, ამიტომ (18.1) 

და (18:2) ფორმულების თანახმად 

(I. 3.1 · · # 

1=2 | 2081ჯ ძ»=2595 .-.-= 
I 4.2“ 2 

3X 

8 
  

კითხვები 

1. რა ამოცანებს მივყავართ განსაზღვრული ინტეგრალის დლხე- 

ბამდე? 

9“ „ რას ეწოდება მოცემული ფუნქციის განსაზღვრული ინტეგრალი 

(თ, ი) სეგმენტზე?
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8. რას ნიშნავს, რომ #(>) ' ფუნქცია ინტეგრებადია (4, ჩხ) სეგ- 

, მენტზე? 

4. ჩამოაყალიბეთ ინტეგრალის არსებობის აუცილებელი და საკ- 

მარისი პირობა, 

ნ. რა თვისებები აქვს განსაზღერულ ინტეგრალს? 

64. როგორ გამოითქმის საშუალო მნიშენელობის პირველი თეო- 

რემა? მეორე თეორემა? 

სავარ დი შო 

გამოთვალეთ ინტეგრალები:. 

· 2 7 
1. I > –-27ჯ-+3)ძ». პასუხი: ყოს 

1 

ი 1 
2. I(I(25+V > 7 ) მ» პასუხი: 3. 

მ 

8. (I-C2-2ძ პასუხი: 10. 
ვ 3 

4. ? პასუხ თ 2 ასუხი: ვXCწ --.. 
(ლორს 9 

L ძჯ; 4 
ა |–=–”=”". პასუხი: 10 -––. ა (2-3 

3 

6 / ძი _ –- პასუხი: >. 
| ს>8--- 2 2 

?. _ წV პასუხი: --თ(+V/ 2). 

7 (+1. 
ცელადრთა გარდაქმნის გამოყენებით გამოთვალეთ ინტეგრალები: 

ა 

_ 9. პასუხი: 4--2103.
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8 __ ტაშს 1 
8, (_ლლეუე | პასუხი: 8+ _–” #. 

  

  

  

  

3 +(8--2) / V 3 

109. ' 

10. IV –-1 ძვ. პასუხი:, 2--+. 

# ყ/. 

11. 15 LV... .ა პასუხი: ღლ, 
ხა 3. 2009ჯ V 5 

#%/> ' 
18. (- %--. პასუხი: - ” .. 

გ 1-+-V0V72610“ჯ , 2M-1-+ი!? 

18. (+, პასუხი: კე 114, 
გ 2ჯ7+I/ 3(60-+L1 "5 

„14. | ძ2 · პასუხი: IL 212 MX. 7. 

1 217 22+5XL1. 9 

18. I #4» · პასუხი: 2+% 

4 0+დ5! 4 

16. |თ/ს=74 პასუხი: >%. 
გ 16 

1 

17 I“ 9» –-- პასუხი: “გ”0ს6 -- 

(27?1-+1)1(7/ დ?:+1 | 2 

18. დაამტკიცეთ, რომ |0, 11 სეგმენტზე უწყვეტი / (+) ფუნკცი- 
ისათვის მართებულია ტოლობები 

#/ X/, დ 

ა) | 7 სათძ= I / (608 თ)ძ=; 

#.. : 
ბ) I #7/CIს 2)ძი= / #(8IV #) >. 

LI 0 

" 
'
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10. დაამტკიცეთ, რომ თუ ,/ (2) ლუწი და ინტეგრებადმ ფენქციაა, 
ჯL , 

მაშინ ინტეგრალი I # სი! წარმოადგენს კენტ ფუნქციას, ხოლო 

მ 

თუ / (>) კენტია, მაშინ აღნიშნული ინტეგრალი ლუწი ფუნქციაა. 

2 

აი. ინტეგრალში | / 60009 =9» მოახდინეით (კკლადთა გარ- 

ზ 

დაქმნა ჯ= 310 C. 

ჯ 
პასუხი: IV# (8-ტ810 2) –– / (C––ვX0810 #)| 0, + 

0 

8 
- 

+ I L/ (2=-+ვX0510 ()––- / (X6---–- 810810 #)1ძ/. 

ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის გამოყენებით გამოთვალეთ 

"შემდეგი „ინტეგრალები: 

  

  

  

! 2? 
951, | 2-+ძ>- _ პასუხი: საა–, 

მ 

X/2 · 

82. | იის 2. პასუხი: 1. 

I. : 9.4 I/ 3 
8. | 202 , პასუხი: =(00-“4XV 5) 

_უ, 8109 > ! 36 
/+ მ 

=-)ი) –-. 
2 2 

54, | ჯბ“)ი Iძ2 პასუხი:.»2?--6ჯ. 

მ 

34 II ბ08>ძ2. ასუხი: -- 

V3. 2 8 
90, | დგხ6 24% პასჟხი: => %5,
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17% 35» 
92. | «იჯ” ჯძ=თ. პასუხი: · 

შ 125 

%/, 
| ნი? 2ძ2. პასუხით 'C-, 
2 35 

სხვადასხვა 'მაგალითები 
99. მოძებნეთ: 

ძ? ; ძ 
ა “–- I იივჯ?ძით: ბ) –--––-–-. 

ძი I ძთ I-ი +/ 

პასუხი: ა)--(ტ09'0?; 32 22 ბ). · 
) V 1 -L წ) M 1-+ი 

ვი. დაამტკიცეთ, რომ 

1%# .” 
1100 ––- I 810 (291=0. 
ჯ-0 2 ი 

31. დაამტკიცეთ, რომ 

810 ჯ %C Xჯ 

სთ I ს L–LVI; I V“ 810 7 ძ,1=1, 
ჯააL9= 0 

38. ვთქვათ, / (თ=) უწყვეტი დაღებითი ფუნქციაა. დაამტკიცეთ, . 
რომ ფუნქცია 

წთ=| #/ V) # (70% 
| ი 

ზრდადია, როდე საც თ >0. 

88. ვთქვათ, # (2) უწყვეტია (0, +- =( შუალედში და 10 »/ (2)= “4! 

დაამტკიცეთ, რომ ' 

1IIC. –I #(0)ძL= 4. 
ჯ.-Lთ X»95% 

34. ვთქვათ, , 
L--1 

#(2)= , 810 L"ძLა 

2 

დაამტკიცეთ, რომ | /# (თ) | <-–, როდესად ჯ> 0.
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მითითება. შემოიღეთ აღნიშვნა (1=V და გამოიყენეთ საშუალო 

მნიშვნელობის მეორე თეორემა. 

§ 10, ინტეგრალები უხახრულო ზღვრებით 

მათემატიკური ანალიზის მრავალი საკითხის შესწავლისას საჭიროა 

ინტეგრალის ცნების განზოგადება იმ შემთხვევისათვის, როდესაც 
ინტეგრების ზღვრებიდან ერთი მაინც უსასრულოა, 

ვთქვათ, / (თ) ·ფუნქცია განსაზღვრულია (ი, +CL შუალედში 
ღა ინტეგრებადია ყოველ Lთ, (| სეგმენტზე, სადაც # ნებისმიერი 
ი-ზე მეტი რიცხვია. თუ არსებობს სასრული ზღვარი 

Iთ I” (ჯ)ძ=, (19.1) 
ჯ(–-+თ ე · 

მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება /(თ) ფუნქციის არასაკუთრივი ინტეგ- 

რალი «#-დან + C-მდე დღა აღინიშნება სიმბოლოთი 

+თ 

I # (თძვ. (19.2) 

ამ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ (19.2) ინტეგრალი კრებადია, ხოლო 

# (თ) ფუნქციას ვუწოდებთ ინტეგრებადს (თ, + L( შუალედში. 
თუ (19.1) ზღვარი არ არსებობს ანდა უსასრულოა, მაშინ ვი- 

., +თ 
ტყვით, რომ ინტეგრალი I # (ფ)ძ» განშლადია. 

თუ (ი, +«<( შუალედში განსაზღვრული /(7) ფუნქცია 
ინტეგრებადია ყოველ (Lი, 1) სეგმენტზე და არსებობს 

ამ ფუნქციის პირველყოფილი წრ ფუნქცია (თ,+Cთ| 

შუალედში, მაშინ ინტეგრალის |. # ფ)ძ> არსებობის.» 

თვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ არსებობდეს 

#L(+Cთ), ე. ი. არსებობდეს ი XCLV ამ შემთხვევაში გვაქვს 
ჯL--თ 

| # ფ9-=X(+=)--# C)=I# C)1 ” (19.3) 

34 ვლ. ჭელიძე, ე, წითლანაძე
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ახლა ვთქვათ, რომ 1--C, ი) შუალედში განსაზღერული / (7) 
ფუნქცია ინტეგრებადია ყოველ · II, თ) სეგმენტზე, სადაც 1 ნების–- 
მიერი „-ზე ნაკლები რიცხვია. თუ არსებობს სასრული ზღვარი 

IC (/ თა» (19.4) 
I--- თ 

მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება / (+) ფუნქციის არასაკუთრივი ინტეგრალი 

–- ლ-დან ი-მდე და აღინიშნება სიმბოლოთი 

LI # თ)ძ». (19.5) 

ამ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ (19.5) ინტეგრალი კრებადია, ხოლო 

# (2) ფუნქციას ვუწოდებთ ინტეგრებადს 1--%, თ) შუალედში. თუკი 
(19.4) ზღვარი არ არსებობს ან უსასრულოა, მაშინ ვიტყვით, რომ. 

ინტეგრალი IL / ფ)ძ2 განშლადია- 

დასასრულ, ჩვენ ვიტყვით, რომ 1-- დ, + =<LI შუალედში განსა– 

ზღვრული / (7) ფუნქცია ინტეგრებადია ამ შუალედში, თ, კრება– 
დია ინტეგრალები 

0 +C 

I #/თ)ძ. და I #(თდძი. 
თ 0 

მათ ჯამს ეწოდება ინტეგრალი –-–=5-დან + C-მდე / (7)ძ>-დან: 

+თ 9 +თ 
| 7თძ«= | #/C «+ | #(თძ». 

_–თ _–თ 0 
, 

+თდ 

მაგალითი 1,კ გამოვთვაელოთ ინტეგრალი I >" სადაც. 

2 >0, 6->9. 

ამოხსნა. როგორც ვიცით, >> ფუნქციის პირველყოფი- 

ლი ფუნქცია (0, -+-CI "ილი არის 

#» -_ სარინი (თ)= 2 თ=1 >:
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  ადვილი შესამჩნევია, რომ 

  

#L(0)=0, #(C+თ)=–“ 
208 

მაშასადამე, 

+თ 

  

II ძა _. # 

შ კცბ+Lხე? მ2ი0ხ 

+ ! 
მაგალითი 2. დავამტკიცოთ რომ ინტეგრალი I ი%ძე განშ- 

ლადია, თუ თ > 90. 

დამტკიცება. გვაქვს: 
+თ ( 1 , 

| «”ძ«= )Iთ | (?“ძუ= 1) |“ | = 

ტ (--+თა (-+-+თ | « 9 

მაშასადამე, მოცემული ინტეგრალი განშლადია. 

· 1+შპ. 
· მაგალითი 3. დავამტკიცოთ, რომ ინტეგრალი I =>. სადაც 

ი 

«>0, კრებადია, როდესაც თ >>1 და განშლადია, როდესაც თ <1. ” 

წამალმეაბ თუ თ #1, მაშინ 

ძო _ |%>- 5 5+- I _ 

(–+-ნთუ #% მისა 1-რ ა 

/-“ კმ-“ +C, როდესაც «<1, 

= IM ლ – )= 
(+-+თ 1--Cთ 1--რ 

1-თ 

თუ «=1, მაშინ 

  

    

  

  

–ლ” როდესაც Cთ>>1. 

+თ 

95 11თ (10ჯ1-–I0იი)= +თ. 
ჯი (–+თ 

მაშასადამე, მოცემული ინტეგრალი კრებადია, როდესაც თ >! და 

განშლადია, როდესაც Cთ <- 1. 
მაგალითი 4. გამოვთვალოთ პუასონის (L0Iყ50»ი) ინტეგრალი
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თ 

71= I გ კე. 
0 

ამოზსნა. ჯერ დავამტკიცოთ ამ ინტეგრალის კრებადობა. ამი- 

სათვის განვიხილოთ -ფუნქცია 

#75=0+#6+4 
ადვილი დასამტკიცებელია, რომ ამ ფუნქციას აქვს უდიდესი მნიშე- 

ნელობა §=0 წერტილში. ცხადია, # (01=1. მაშასადამე, თუ »#0, 

გვექნება 

#/თა=0+თა>+"<), ჩC-59=(1-750+< I. 
აქედან ვღებულობთ ' 

1-9 ლე < == (19.6) 

ცხადია, ნებისმიერი დადებითი ჯ რიცხვისათვის გვაქვს 

    

1 __ : ძ 1Cთ კ 

I“ '#%< | “–-< L L2 =>. 

აქედან გამომდინარეობს » ინტეგრალის არსებობა. 

ახლა გამოვთვალოთ #7 ინტეგრალი. ამისათვის (19.6) ფტოლო- 
ბების ყველა წევრი ავამაღლოთ ჯ ხარისხში („--მთელი დადებითი 

რიცხვია), გვექნება 

1 
  (ს ლიე ელიას, ალ ' (19.7) 

(1-- 2” 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

+თ +თ , _ 

I ძა = V » | 6 რ% ძ»X>V/ # | 6” ძა. 
0 0 LM 

მაშასადამე, (19.7) უტოლობათა ძალით 

დ _ 4 
| «<“ ძ>V/ »I|(1--3/ძი. (19.8) 

0 9 

- ინტეგრალში (0-»" ძფ მოვახდინოთ ჩასმა «=81ი #, გვექნება 
; > 1.
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57 (2)!! 
(ი ი2= I იიყშბი+1ჯ ქჯ= _ "“ . 

(2#-L1)!) 

ამრიგად (19.8) უტოლობის თანახმად 

  

    

+თ 
_ –- (2»)! 
+ძ – 19.9 

!,, 2>V>» (2»-L1)!! 02.9) 

ახლა ინტეგრალში | ი 22 მოვახდინოთ ჩასმა «== Lწ (, გვექნება 

-Lთ %/) 

I - LC = | იივ?-?(ძ(= "მი 3) ი. ც9ჰთ 
' რი--2)!! “2 კ (1+7" 

(19.9) და (19.10) თანაფარდობათა ძალით, (19.7) უტოლობებიდან 

გვაქვს 
“> (2»)!! = ობა. იჯ. (0-3)! _X#. 

0 

  

  

  

(24-L1)!! (2-2) 2 

აქედან 

” (2უ)! _1 1.5 =-. 
2:+1 ლოლ >>1< | I4 ძი» < 

2 | (2-1)! ,–-) 2 19.11 
–ლი-1 | (2ი»)!! V MI. (17.1) 

ვალისის ფორმულის თანახმად 

, (2ჯ)!! 

ჩააგა | 0ი-1). V == V 5 
' (2:--1)!! თ 1. (19.12) 

)Iთი |–-–-–-––-–- “-–-I/ #» |=–-––. 
ით | (2ჯ)!! V/ » 

თუ (19.11) უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც M–>თ და 

გავითვალისწინებთ (19. ი ტოლობებს, გვექნება 

  I ირ. -L-" (19.12) 
0 

ამ ინტეგრალს გამოყენება აქეს აპათია თეორიაში.
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§ 90. არასაკუთრივი ინტებრალის კრებადობის ს%ოგიერთი ნიშანი 

როგორც ზემოთ ენახეთ, თუ პირველყოფილი ფუნქცია ცნობილია, 

მაშინ არასაკუთრივი ინტეგრალის კრებადობის ან განშლადობის სა- 

კითხის შესწავლით ადვილია მაგრამ, როდესაც პირველყოფილი 

უმაღლესი ტრანსცენდენტური ფუნქციაა, მაშინ არასაკუთრივი ინტეგ- 
რალის კრებადობისა და განშლადობის საკითხის “შესწავლისათვის 

უნდა მივმართოთ სხვა გზებს. ამ პარაგრაფში შევისწავლით რამდე- 

ნიმე კრიტერიუმს, რომლებიც საშუალებას მოგვცემს გამოვარკვიოთ 

არასაკუთრივი ინტეგრალის კრებადობა ან განშლადობა. 

თეორემა 94. ვთქვათ, (ი, +თC შუალედში განსაზღევ- 

რული /(2) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით 

+თ 

ყოველ (ი, I) სეგმენტზე,,ჯ1>ი. ინტეგრალი | / (ძ+ 
ი 

კრებადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ ყოველი და- 
ღებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთ რიცხვი 

ჯ>0თ, რომ 

" 

|| / თ ძთ|<C როდესაც >> LI“ >7. 
/ | 

დამტკიცება. განვიხილოთ ფუნქცია 

: 
XLC0= | / ()ძ. 

პირობის თანახმატ XC) ფუნქცია სასრულია L ცვლადის ყოველი 

მნიშენელობისათვის (ი, +=C შუალედში. როგორც ვიცით, # (L) 

ფუნქციის ზღვრის "არსებობისათვის, როდესაც #-++Cთ, აუცილებე- 

ლია და საკმარისი, რომ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსე– 

ბობღეს ისეთი რიცხვი >” > 0, რომ 

| LC ე-–X (3 | <5, როდესაც I > 7) L' >1. 

მაგრამ 

I , ””... 

XV0)--XC)= | / (201 ძთ– | # CIღ92= | # (დპ». 
წ ძ· წის
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მაშასადამე, 
წაი! 

I #ჯ (დ ძ» I<«5 როდესაც L >>, (“ > 71. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

· თეორემა 56. ვთქვათ, (ი, +თ(| შუალედში განსაზღე- 

რული /() და ყC) ფუნქციები ინტეგრებადია რიმა- 
ნის აზრით ყოველ (ი, 7) სეგმენტზე, ამასთანავე /(ჯთ) 

კლებადია IC, +თ. შუალედში ღა IIთ/I(2)=0. თუ 
X++თ 

ჯ 
ინტეგრალი | 9§(იძ“ შემოსაზღვრულია (Iი, +თ! შუა- 

ძი 

+თ 

ლედში, მაშინ კრებადია ინტეგრალი | /(თ9C)ძ5. 

(7 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

4-1) II (თ |. 

რადგანაც სთ /(>1=0, ამიტომ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის 
ჯ–>-+თ 

მოიძებნება ისეთი დადებითი რიცხვი V > თ, რომ 

#() <:> –-, როდესაც 2 > X#. 

განვიხილოთ ახლა ორი მ ნააასმაერი რიცხვი M>>V და!'>X, 
სადაც L' <<”. ბონეს თეორემის თანახმად 

" - 
I # (2«9(994= | / 09 / 9 (2ძ4| = 

-/რ/არ- /(თ+|< 2#/ 6) <%. 

+თ 

მაშასადამე, 24-ე თეორემის თანახმად ინტეგრალი I #/ თ 9()ძ» 

კრებადია და ამით თეორემა დამტკიცებულია.
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მაგალითი 1. დავამტკიცოთ, რომ ინტეგრალი · I 817 
უთ 

  ძ», 

| ი 

სადაც თ->>0, კრებადია, თუ თ >0. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშენები 

# (ა=-1, 9(2)=51)” დ. 
უჯ?" 

რადგანაც 

II 9(2)ძ= | = | –005#+00§6 | <: 2. 

ამიტომ 
) 

„58 || «თა«|<2. 
ამის გარდა, / (თ) ფუნქცი კლებადია Iთ, +=) შუალედში “და 

II / (1C=0. მაშასადამე, . 25-ე თეორემის თანახმად ინტეგრალი-· 
-თ »--+ 
  

4+=თ 810 თ 
I ძე; კრებადია. 

დჯ% | ძ 

წ · +ლთეაიყ 2 / 
ანალოგიურად მტკიცდება, რომ ინტეგრალი I ძთ კრება- 

> 

თ 

  

დია, როდესაც თ>>0. 
თეორემა 96, ვთქვათ, (ით, +თ=|I შუალედში განსაზღევ- 

რული #/(ჯ და ყ(#) ფუნქციები ინტეგრებადია რიმა- 
ნის აზრით, ყოველ (ი, I) სეგმენტ.ზე, ამასთანავე ძ«() 

მონოტონურია და შემოსაზღვრული (Lთ, +C! შეუა- 

–თ 

ლედში. თუ ინტეგრალი | #7 თძ კრებადია, მაში6 

ი 

+თ 

კრებადია აგრეთვე ინტეგრალი | /(2)9(2)ძთ. 
(71 

და მტკიცე ბა. მე-18 თეორემის თანახმად
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”! ,' , 

I / დ) 9 დ) ძთ=ყ9(C') I /თთიაირ) #ჯCთი-. (20.1) 

სადაც თ < 1 <6 <1“. ვთქვათ, 

#= ვსი | 0(2) | - 
იდX<--წ-თ 

, +თ 

რადგანაც ინტეგრალი I ' #(2)ძჯ კრებადია, ამიტომ ნებისმიერი და- 

თ 

დებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი რიცხვი, V > ი, რომ 

1" 

| !! #თ ძ2|<--, როდესაც # > X, (“>M. 

ასეთი ჯ და 2. რიცხვებისათვის, (20.1) ტოლობის თანახმად გვექ- 

ნება 

('" 

| (/ აიიი )9C)I· / # C)ძ> |+ 

+C 

მაშასადამე, 24-ე თეორემის თანახმად, ინტეგრალი ( #თ9( ძი 

კრებადია. თკორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 957. ვთქვათ, (თ, +დ| შუალედში განსაზღე- 

რული არაუარყოფითი /(#) და #(7) ფუნქციები ინტე-. 
გრებადია რიმანის აზრით ყოველ (0, 1) სეგმენტზე 

#თ. 
და /მა<ელსი<«<+თთუეუ ინტეგრალი” | ეყ()ძ 

ძი 

+თ 

კრებადია, მაშინ კრებადია ინტეგრალიც | #(თპჯ. 

დამტკიცება. განეიხილოთ ფენქტიები
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ჯ I 

#(0=| # (2)ძთ, 6(0= | ყ ძა, ი=:<+Cთ. 

ცხადია, რომ 

# თ) <<CთLC), თლჯL<+%. 

ამის გარდა, XI (I) და CC) ფუნქციები ზრდადია (თ, +=( შუა- 

ლედში. პირობის ძალით არსებობს I11თ C ), ამიტომ იარსებებს 
(–-+თ 

19% XL C), ე. ი. კრებადია ინტეგრალი | / თძ2. თეორემა დამ- 
(--თ 

ტკიცებულია. 
: +თ% 

შედეგი. თუ ინტეგრალი | #(-)ძ>» განშლადია, მა- 

ძ 

შინ განშლადია ინტეგრალიც | 9 დაძ». 

მაგალითი 2. დავამტკიცოთ, რომ ინტეგრალი 

I თ» 

ჯ თ%1+2%) · 

კოებადია თ-ს ყველა მნიშვნელობისათვის. 
დამტკიცება. ცხადია, თუ » > 1 და თ >»0, მაშინ 

LI 1 
2+(1+25 

. >) 
რადგანაც ინტეგრალი I M კრებადია, ამიტომ 27-ე თეორემის 

1 

თანახმად კრებადია I ინტეგრალიც. 

ახლა ვთქვათ, თ <0. ტეილორის ფორმულის თანახმად 

2)” 1ი 2)” · ე» --.იმ? 1) „ი2+ (21902. 292. ა? +. 1 თ 12 +. 

სადაც
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მაშასადამე, 

1 => (I = 

ჟი(1+25) ”ჯ«(ჯ1ი2)ბ” 
ავიღოთ ისეთი #, რომ #+თ>>1. მაშინ ინტეგრალი 

+თ ძი 

I თ“ (ჯ 19 2)” 

კრებადია და, მაშასადამე, კრებადი იქნება / ინტეგრალიც. ამრიგად, 

კრებადია I ინტეგრალი #-ს ყველა მნიშვნელობისათვის 

მაგალითი 3. დავამტკაცოთ, რომ ინტეგრალი 

  

  

  

I1= „ ჟჭ ე 

უჯ ვ IV 2 

განშლადია» 

დამტკიცება. ადვილი შესამჩნევია, რომ 
' .. 

2+ძ" 1. 

ჟპM/ თ VI > , 

მაგრამ მე-18 პარაგრაფის მე-3 მაგალითის მიხედვით ინტეგრალი 

თ 

I -2=- გან შლადია, ამიტომ 1 ინტეგრალიც განშლადია. 
ჯ 

1 

  

§ 91. აბ ოლუტურად კრებადი ინტეზრალები 

თეორემა 98. თუ (0, +თ( შუალედში განსაზღვრული 

# (თ) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით ყოველ 

(ი, I) სეგმენტზე და ინტეგრალი | |/(2)| ძი კრება- 
ი 

ჩ +თ 

დია, მაშინ კრებადია აგრეთვე ინტეგრალი | /( თძ« 
| ი 

( 
და მართებულია უტოლობა 

+C +თ 

| | /თძ«|< | I/ თ 14. (21.1) 
4 ძ
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დამტკიცება. რაკი | /(თ) | ფუნქცია ინტეგრებადია LV, -L %I| 
მუალედღში, ამიტომ 24-ე თეორემის თანახმად ნებისმიერი დადებითი C 

რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი რიცხვი XV >>თ, რომ 
წის 

| LI/ დ) | ძთ |<% როდესაც #' >, L" > ს. 
, 8 

მაგრამ 
”' ” 

| | / თძჯ1<| | I/ თ | ძთ |. 
I.) · ,' 

მაშასადამე, ჩოდესაც LC , 1 => I, გვექნება 

I” 

| | / თძთ | <4. 
ჯ 

აქედან, 24-ე თეორემის თანახმად, გამომდინარეობს / (ჯ„) ფუნქციის 

ინტეგრებადობა (თ, +- თ| შუალედში. შემდეგ, თუ უტოლობაში 

|| / თძი|<| I /თ IC · 

გადავალთ ზღვარზე, როდესაც L>-+C, მივიღებთ (21.1) უტოლო- 

ბას. თეორემა დამტკიცებულია. 

18 ყე- 
მაგალითი 1. დავამტკიცოთ, რომ ინტეგრალი I   ძლ, 

>ჯ 
(4 

სადაც თ >> 90, კრებადია, ხოლო 

+თ |... 
კ=C და +C. 

ძ ჯ 

დამტკიცება. მოცემული ინტეგრალის კრებადობა 'ხემოთ და- 

| 510 დ 1 
შვათ, რომ ინტეგრალი - “.კვკრე- 

ვამტკიცეთ. ახლა დავუშვათ, რომ ინტეგრალ 1 2 თკ 

ბადია, მაშინ 27-ე თეორემის ძალით კრებადი იქნება ინტეგრალიც 

ძ2, ვინაიდან | §91ი თ I > ყი? დ. ხოლო 

  

7 §Iი” ჯ 

თ 
თ
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· ძ ძ 

ტოლობის ორივე ნაწილ მივუმატოთ კრებადი ინტეგრალი 
+თ 

1 ბ08 27 
2 I “ კ “4> გვექნება 

ი 

  
+თ ·_- ი 

ვIხი »ჯ 1 1 
I ღეაღ“ შა +- –--> ძ» => I ოგ. 

ძ ი. ი 

მიღებული ტოლობის მარცხენა ნაწილი სასრული სიდიდეა, მარჯვენა 

ნაწილი კი უსასრულოა. მივიღეთ წინააღმდეგობა, მაშასადამე, ინტეგ- 
+თC) 

რალი I 18102 IL. ძუ განშლადია. 
M 7ჯ 

“თ +თ 

განსაზღვრა. თუ | #/ ფი» და | / ი“ ინტეგრა– 

ი | (4 

–-00 

ლები კრებადია, მაშინ იტყვიან, რომ ინტეგრალი I #Cთ)ძა აბსო- 

ლუტურად კრებადია, ხოლო /(2) ფუნქციას ეწოდება აბსოლუ- 

ტურად ინტეგრებადი (ი,+- | შუალედში. თუ ინტეგრალი | / თ ძ» 

კრებადია, მაგრამ იგი არაა აბსოლუტურად კრებადი, მაშინ ამბობენ, 
რომ ინტეგრალი პირობით კრებადია. 

მაგალითი 2. დავამტკიცოთ, რომ ინტეგრალი 

  

  

აბსოლუტურად კრებადია. = 

1 C) ბა. რაღიან _|60821 _ _ 1. _ =>“, დამტკიცება. რადგანაც 2 112 1 142 2 

ამიტომ 27-ე თეორემის თანახმად # ინტეგრალი აბსოლუტურად კრე- 

ბადია. : 

თეორემა %9, თუ |Iი, +C( შუალედში განსაზღვრული 

#6) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით ყოველ 

(თ, ყ სეგმენტზე და მართებულია უტოლობა 
| დი /(20 |< 4, როდესაც 6<.თ<+Cთ, (21.ფ 

ძო “”»X 

თ
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სადაც 9>9, თ>1, ხოლო # დადებითი რიცზხეია, მაშინ 
'” თ 

ინტეგრალი I #C) ძდ აბსოლუტურად კრებადია. 

ძ 
დამტკიცება. (21.2) უტოლობიდან გვაქვს 

| /ფ)|<-4.. 
ჯრ 

+Cთ 

მაგრამ ინტეგრალი (4 კრებადია, როდესაც თ>1. მაშასადამე, 

ი 
–+თ 

კრებადია ინტეგრალი I #6) | ძთ ღა ამით თეორემა დამტკიცე– 

რ“ ი 
ბულია. 

თეორემა 80. ვთქვათ, Iი, +, შუალედში განსაზღე- 

რული /() და ე() ფუნქციები ინტეგრებადია რიმა- 

ნის.აზრით ყოველ Iი, 1) სეგმენტზე და (თ, +Cთ შუა- 

ლედის ყოველ დ წერტილში | /(,)| <I#72) |, თუ ინტეგ- 
+თ 

რალი | 9(7) ძ» აბსოლუტურად კრებადია, მაშინ ინ- 

ი 

+თ 

ტეგრალი | #/Cმ> აგრეთვე აბსოლუტურად კრე- 
(/4 

ბადია. 

ეს თეორემა წარმოადგესს 27-ე თეორემის უშუალო შედეგს. 

§ 59. არასაკუთრივი ინტეგრალი რაციონალური ფუნკციიდან 

ვთქეათ, # (2) ღა 0(.:) არიან შესაბამისად »ჯ ღა # ხარისხის 

მრავალწეევრები. -ვიგულისხმოთ, რომ 0 (ჯ) მრავალწევრს არა აქეს 

ნამდვილი ფესვები და, ამის გარდა, # <.#--2. ამ შემთხვევაში არსე- 

ბობს ინტეგრალი 
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შემოვიღოთ აღნიშვნები 

· 1 ფე= > 41. =1., ჯ7თ ყ(თ 

  

სადაც 1<რთ<2. ცხადია, რომ 

ვსი | (21 |=–#<+Cთ. 
1<X<--+თ 

ჯო 

0თ) 

30-ე თეორემის თანახმად ჯ,; ინტეგრალი კრებადია. ანალოგიუ- 

რად მტკიცდება I, ინტეგრალის კრებადობა. ამრიგად, L ინტეგრალი 
ქრებადია. 

ახლა გამოვთვალოთ I ინტეგრალი. ვთქვათ, 

ა თ,.=0,L2ჩ, (L=1, 2... ხ 

წარმოადგენენ 0(თ) მრავალწევრის სხვადასხვა ფესვებს. 2. ფესვის 
ლ შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ასე: 

“ : 

მაშასადამე, 

=|/თით|<4%. 
უჯ”   

  ჯერადობა იყოს თ,. მაშინ 

  

#ჯთ) _ 1 (24 + 40... 4" I (22.1) 
ით = LL“, (თ–-თ,)? (2–-თ,)“ 

სადაც 4რ! საზოგადოდ კომპლექსური რიცხეებია. თუ ჯწ>1, მაშინ 

  

  

+თ 

I ძთ _ე, 
თ (თ-–თ,) 

მაშასადამე, 

+თ I! I 18) 

I 20%) კ =% I 4 კ, 
თ 0(თ) #51 (--+თ > ი 

მაგრამ 

1 1 – (>–ი,)+Vსხ, = 
  

ით | (თ–-ი,)–ჯ, (თ––ი,)"+ნ: 

– _ი ჯ ხ (7 · 

(«––თ,)ბ-+Lხ1 (2–ძ,)+ხ! 
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მაშასადამე, 

ჯ ! ' 
I ძ2: -| ქო-თ, ძ2+: | ხ, “ძ.= 

2-2, (თ–-თ,)+ხ; +, (თ-–ძ,)?+ხ; 

  

1 _ ( 
= –– (10 | (--ი,)?+ხ1| )” „+? (აია “ რ = 

2 L ხ. I1I-, 

    

_ ი ა? ნ? 

= ს კე-რ-თ)ა 1M _, | XC -> 29% 55 1“ ): 
2 (L+-თ,)+ხ; ხ ხ 

თუ გადავალთ ზღვარზე, როდესაც (->-+C, მივიღებთ 

  

= '. ძთ =( 2, თუ ხ.>90, 

(–-+თ 2, თდ--თ, –ჯი, თუ ხ,<90, 

ამრიგად, 

/ჯ წთ. -2C6) კ.-ს » + 40), (22.2) 
ა» 0() #51 

ამასთანავე 4007 რიცხვის წინ ასაღებია ნიშანი +, რუ ხ»>0, ხოლო 
ნიშანი –-, როდესაც Mჯ < 0. 

ახლა (22.1) ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ „-ზე და 

შემდეგ გადავიდეთ ზღვარზე, როდესაც თ-+ C, მივიღებთ 

აწი =0. 
#>1 

მაშასადამე, ი) 
I) კი) (–) კ(1) __ 40+%I) 40=0, (22.3) 

2 2, 

სადაც ჯ. კ" და 2. ) ჟა სიმბოლოებით აღნიშნულია იმ /4ი) 

; 

რიცხვების ჯამები, რომლებიც შეესაბამება შესაბამისად ხ# >>0 «და 

ხ; <0 რიცხვებს. 
(22.3) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 

(4) კეი) __ ლო ი),
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მაშასადამე, (22.2) ფორმულა შეგვიძლია ასე გადავწეროთ 
+თ 

_XC. (+ კრ). 
ძთდ=2) 4, 22.4 _1L+%თ ი) “” 2 (22 

თუ ყველა დ; ფესვი მარტივია, მაშინ 40” კოეფიციენტებისათვის 
მართებულია შემდეგი ტოლობა 

კუ ჯრ)_ 
ითა 

მართლაც, ამ შემთხვევაში გვექნება 

(#=1, 2,..5 »)- (22.5) 

  · 
LC) = X /4ი) 

0() 0651 92-97 

ამ ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ (=-––2,)-ზე, მივიღებთ 
M-+ ი) ჩ 1) 

_ #თC გას თთ) > 4ი + 4 | , 

00)–იCდ,) რ2–თთ? ,რ თით 

. 

  

თუ ზღვარზე გადავალთ, როდესაც თდ-–>=,, მივიღებთ (22.5) ტო- 

ლობას, 
+თ უო 

მაგალითი. გამოვთვალოთ ინტეგრალი I იი 9თ, სა- 

დაც »ჯ და # მთელი დადებითი რიცხვებია, ამასთანავე ო<2ი 

როგორც ცნობილია, 1-L„2? მრავალწევრის ფესვებია 

+ 2#--1 
2», = 008 -2+190%. 1) +ჯ80 -C<ჩ+9 #. 10% (=0, 1,..., 2ო– + 

: #2 #2 ' 

(22.5) ფორმულის მიხედვით, გვაქეს 

  

401=-> 2 2" = 2 = _ %- 
ულ“ 2121” 28 

1 3+1 1 

ლ=––-| ლ08 ოი. = –- – უჯ.!)ო, 
25 2ი 2 25 

სადაც 
ჯ ... % 

ჩჯ0ი=008 –“– --4 31 -–– . 
2#ჯ 2», 

35 ელ. ჰელიძე, ე. წითლანაძე
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შემოვიღოთ” აღნიშენა 

  

(2L-L1) # . 

2% 

ცხადია, რომ ხ. -2> 0, როდესაც #=90, 1, 2,..., #--1. მაშასადამე, 

ხს» =381V 

ი კი) 11% იხ). _ 2-2" _ ჯოკია 25» 
» 2# 2 

  

  

  

  

  
  

2M(1--ჯ8”) 

_ _ 2 (1-- თი) _ _ % (1-–-–(თ2) =) _. 

29 (1 –– „) 2#(1--21”) 

= 26 11--C-1)) _ __ 1--C-1)< _ · 
! 2%(1 –– ჯგ) 2#(ჯე '–- ჯი) 
მაგრამ' 

22=6ტ4608 რიე აიი, თ2:8-=ტი8 => –5 31 =9-%- 
2X 2 2» 2» 

აქედან 

წიე მლ=--28%8)0 85%. 
თ 

მაშასადამე, , 1 CC 

საა 400= ა". 

- L 4:18 810 "ი 
2» 

· ამრიგად, (22.4) ფორმულის ძალით _ 

” ფოი 0, თუ M» ლუწია, 

ძა = L 
–% 1+ ყი X – , თუ წ) ჟენტია. 

#910 –- 
2ჯ 

კერძოდ, + 

> 2 

I . = 2. 1 (+< #) 2 1-+-- დი ძი (2»-+-1) % 

- 2» 

აგრეთვე ცხადია, რომ 

+თ 

| ძი – ა თ<ი. (26 
0 1+>" 2M 919 ხა 2 

%
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98. ინტეგრალი ფემოუსაზღვრელი ფუნქციიდან 
ჟზ 

ვთქვათ, /(2) ფუნქცია სასრულია (ი, ხ( შუალედში, ამასთანავე 
იგი განიცდის უსასრულო წყვეტას ხ წერტილში. ამის გარდა, ვიგუ- 
ლისხმოთ, რომ /(2) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით ყოველ 
Iთ, (| შუალედში, სადაც თ<L<ხ. 

( 
თუ არსებობს სასრული ზღვარი 1IICთ I #C)ძ», მაშინ აშ ზღვარს 

! (--ხ– 1. 

ეწოდება არასაკუთრივი ინტეგრალი /(C) ფუნქციისა ი-დან ხ-მდე და 
ხ 

აღინიშნება ( #(7) ძე:: 

ხ -! 

| /C)ძ2= Iსთ | / დ) ძ». 
: (–ხ-1 

ხ 

ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ ინტეგრალი I #(9) ძჯ არსებობს ანუ 

9 

კრებადია, ხოლო /(«) ფუნქციას ეწოდება ინტეგრებადი (ი, ხI სეგ- 
ჯ ხ 

მენტზე. თუ არ არსებობს 1Iთ I #(9) ძჯ, მაშინ ინტეგრალი | /თ რ. 
! 3 ი –ხ-- 

განშლადია. 

როდესაც /(2) ფუნქცია განიცდის უსასრულო წყვეტას (ი, ხ| 
სეგმენტის მარცხენა ბოლოში, მაშინ განსახღვრის თანახმად, 

ხ 
III I #(8) ძე. 
–ი+ ჯ 

ხ 

I /(9) ძ.= 
2 ( 

დასასრულ, ვთქვათ, /(2) ფუნქცია განიცდის უსასრულო. წყვე- 
ტას (ი, წ) სეგმენტის შიგა « წერტილში. თუ არსებობს არასაკუთ- 

C ხ 

რივი ინტეგრალები I7თ ძე: და I7თ ძI, მაშინ ჯამს 

" 
< ხ 

L#თძი+ I თი»
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ხ 

ეწოდება არასაკუთრივი ინტეგრალი | #(2) ძ». 

ი 

| #Cფ) ძთ= | #(7) + | #C) ძა, 

“თ ძ»ჯ= ხათ II /თ #2+ | #(9) (>) · 
§'-.0 C+§წ' 

C ხ 

თუ I #(დ1ძ» და I #(თ) ძთ ინტეგრალებიდან ერთი მაინც განშლა- 

ი C 

· , 

დია, მაშინ ინტეგრალი L#7Cთ ძ>» განშლადია. 

9 

მაგალითი 1. გამოვიკვლიოთ კრებადია თუ არა ინტეგრალი 

  

(+ 

, სადაც თC>0, თ:>0. 

I 2-2” სადაც 
; 1 ! 

ინტეგრალქვეშა ფუნქცია #0=--=> განიცდის უსასრულო 

წყვეტას «=ძთ წერტილში, ამიტომ განსაზღვრის თანახმად, გვექნება 

სრა /არი ბთ 11Iი ეეს” აეეე = 

უთთთლობე ჩუბ ა (რებ ი 1--თ ი 

  

ი!“ 

1--#% 
  კ როდესაც თ<1, 

  

= ! 1101 ((თ–--ჯ)!-თ.  ც1-თ) = 

თ--1 1-8–ი- 

  

–“–-თC, როდესაც თ>1. 

თუ თ=1, ინტეგრალი განშლადია. მაშასადამე, მოცემული ინტეგრა- 

ლი კრებადია, როდესაც «<1, ხოლო განშლადია, როდესაც თ >>1. 

! ძთ. I 
მაგალითი 2. დავამტკიცოთ, რომ ინტეგრალი I წი გან-' 

შლადია.
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დამტკიცება. გვაქვს: 

აქედან 

მაშასადამე, მოცემული ინტეგრალი განშლადია. 

თეორემა 81. ვთქვათ, (ი, ხ( შუალედში განსაზღევრუ- 

ლი /#(1) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით ყო– 

ველ 2, I) სეგმენტზე, სადაც ი<-ჯ< ხხ: ამის გარდა, 

- ვიგულისხმოთ, რომ წხ არის /(2) ფუნქციის უსასრულო 

წყეეტის წერტილი. თუ #2) წარმოადგენს /(უ ფუნქ- 
ციის პირველყოფილ ფენქციას (ი, ხხ, შუალედში და 

ხ 

არსებობს 110) X(C/X= #(ხ–), მაშინ ინტეგრალი | #7 C9ძ> 
(–-ხ– 1 

კრებადია და მართებულია ტოლობა 

ხ 

| #(6) ძ2=1(ს–)––#VიV). (23.1) 

დამტკიცება. რადგანაც /(2) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმა- 

ნის აზრით ყოველ (Lთ, II სეგმენტზე, თ<-ჯ<-ხ და X(ჯ7) არის (2) 

ფუნქციის პირველყოფილი ფუნქცია (ი, ხI შუალედში, ამიტომ 

# 

I #C)0X=X%) –- XXV. 

თუ ამ ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც (++ ხ–., მივიღებთ 

(23.1) ტოლობას. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 89. ვთქვათ, (ი, ხ) სეგმენტზე განსაზღვრულ 

#C) ფუნქციას აქვს უსასრულო წყვეეტის ა წერტილი, 
სადაც თ<0ი6<ხ, და ყოველ Iი,1) და (,ხ) სეგმენტზე 
(ი«=L#<0, C<.1<ხ) /(ჟ) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმა- 

ნის აზრით. თუ /#(1) ფუნქციის პირველყოფილი XLI)
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ფუნქცია უწყვეტია (ი, ხ) სეგმენტზე, ·მაშინ არასა- 

ხ · 

კუთრივი ინტეგოალი IL#Cთ 9» კრებადია და მართებუ– 

« 

ბულია ტოლობა 

(4 

1 7(თ ძთ=XC)-–- #9). 

1 

მაგალითი 3. გამოვთვალოთ ინტეგრალი | ტ)192წ>ჯძ>. 
L) 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 18 თ ფუნქციის პირველყოფილი ფუნქ-– 
ციაა თ1ს >--ჯ. ცხადია, რომ 

1Iთ (2:10 ჯ––თ) =0. 
X-0-+L 

მაშასადამე, 

1 

II თჯძთ=(თ10 =-- 21 =--1. 

თუორემა პპ. ვთქვათ, (თ, ხ შუალედში განსაზღვრე- 

ლი /C) ფუნქცია ინტეგრებადღია რიმანის აზრით ყო–- 

გელ IV". I) სეგმენტზე, სადაც თ<:%< 8, ამასთანავე ხ 

არის /() ფუნქციის უსასრულო წყვეტის წერტილი, 

ხ 

ინტეგრალი |7/C ძ2 კრებადია მაშინ და მხოლოდ მა- 

წ, 

შახ, თუ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის არსე- 

ბობს ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

I/ # (2)ძ» (<« როდესაც ხ-–უ<+1ჯ <ხ, ხ–<1+ჯ”<ხნ. 

დამტკიცე ბა. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

#C)= -I /Cთ)ძთ, თ+<-L<-ხ. § 

როგორც ვიცით, XVI) ფუნქციის ზღვრის არსებობისათვის, როდესაც 

ჯ->ხ–, აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყოველი დაღებითი #
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რიცხვიხათულს არსებობდეს ისეთი ·დადებითი უ რიცხვი, რომ ადგილი 

ჰქონდეს უტოლობას 

_ 1705-X#005|<6, როდესაც ხ–უ<# <ხ. ხ–უ<4"<ხ. 
მაგრამ – 

XV )--#I0= | 7 თ ძი. 
მაშასადიმე, ” 

” 

| #7Cძ» 
+ 

  

<6, როდესაც ხ–უ<! <ხ, ხ-–-უ<1"<ხ. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 84. ეთქვათ, (CV, შუალედში განსაზღერუ- 

ლი /() ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით ყო- 

ველ ICთ, (|) სეგმენტზე, თ<#<ხ, ამასთანავე ხარის #(2) 

ფუნქციის უსასრულო წყვეტის წერტილი. თუ არსე- 

ჩხ 

ბობს ინტეგრალი IIX#CთII>, მაშინ არსებობს აგრეთ- 

ძ 

ხ 

ვე ინტეგრალი. | თმ» და მართებულია უტოლობა 

L” | 

ჯ 

C+4 I | #C2 | ძვ. (23.2) 
    

I # (თ) ძ= 

დამტკი ცეზა. 33-ე თეორემის ძალით, ნებისმიერი დადებითი #6 

რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

” 
1 

    

  

  

I | /თდ) |ძთ <6, როდესაც ხ–უ<L<ხ, ხ–უ<1 <ხ. 
" 

მაგრამ 
აგ ა | I" ” 

||/თ«< I I/თIძა. 

მაშასადამე, +“ , 

”' 

| I #/(თ) ძთ I<« როდესაც. ხ––უ<LI<ხ, ხ–-შ9<1 <ხ. 
,
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აქედან, 33-ე თეორემის თანახმად, გამომდინარეობს კრებადობა ინტე–- 
· ს 

გრალისა I #(2) ძვ. 

L/ 

შემდეგ, რაკი 

  
II #(თ) ძ» 

  

ჯ 

< I I#თ|ძ, 

ამიტომ, თუ ამ უტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როდესაც (–>ხ-–-, 

მივიღებთ (23.2) უტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

ხ ხ 

განსაზღვრა 1. თუ ინტეგრალები I #7თ ძ» და I I/თIძ= 

ხ 

კრებადია, მაშინ ამბობენ, რომ ინტეგრალი I #7თ ძი. აბსოლუტუ- 

8 

რად კრებადია, ხოლო /(») ფუნქციას, ეწოდება აბსოლუტურად 

ინტეგრებადი (თ, ხ1 სეგმენტზე. 
ინტეგრებადი ფუნქცია შეიძლება არ-იყოს აბსოლუტურად ინტეგ- 

რებადი. მოვიყვანოთ | 

მაგალითი 4. ვთქვათ, 10, 1) შუალედში 'განსახღვრულია 

ფუნქცია ' ' 
#თ =–- 810 ყო 

ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის გვაქვს: 

1 1 1 1 1 1 
I L 810 -–- ძთ= | ჯ («ა +) პ»-| ტ08 > == 

ჯ ჯ 4 ჯ «ჯ« 

– – = –-C _– >. 

8 სპ 

! 1 ! 
–_ რსებობს, ამიტომ იარსებებს რადგანაც ინტეგრალი 1 08 -– ძვ არსებობს, ამიტომ იარსებე 

' 

1 | 1 
1II0I 008 –“– ძვ. 

8-0-- % #
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შემდეგ ცხადია, რომ 

1 
1II0 6 0093 --=9. 
§-0 

მაშასადამე, 

1 11 თ : 1 
I» ი- ძთ= 0081-- | 609 –– ძი. 

1... 1 ო ამრიგად -–- ი -- ფუნქცია ინტეგრებადია |0, 11 შუალედში. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ ეს ფუნქცია არ არის აბსოლუტურად 

ინტეგრებადი 10, 11 შუალედში. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ ნებისმიერი მთელი დადებითი ჯ რიცხ-- 

ვისათვის, უტოლობებიდან 

ჯ 1 ჯ 
2უ%L+ -- < –-<20)+- 7 + 4 საა წ» + 2 

    

  

  

  

  

  

' გამომდინარეობს 

მში–– > მი = 1. 
2 4 #2. 

მაშასადამე, ყოველი მთელი დადებითი » რიცხვისათვის გვაქვს 

ხი ხი ' 
· 1 ძი _ 1 ხა 

I 810 –-– ძ2> >> | > =>: Mა, ; 

სადა ადაც | - 

(1 = ჯX ) ხგ= 

205+-- 2:X+-–- 

ცხადია, რომ 

ხი ე! , 
8-1 ამრიგად, წი I1-+ 

I. ძი 1 კ>- +- +)>უ=ს(1+ 1 (> >> ( მ+1)“” I/ 2. ( 

++ )>7%, 
შო ე 

სადაც # არის ო-ზე დამოუკიდებელი დადებითი რიცხვი»
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რადგანაც ჰარმონიული მწკრივი განშლადია, ამატომ ყოველი 
დადებითი M#M რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი #, რომ 

    

  

  

ი წხ 

ბ, =–-ზი-–- ძო=”>” 
#8ხ=1 ც 

და მით უმეტეს , 

I ა.მ) (02. >M 
გ |) 2 ე; 

ეს იმას ნიშნავს, რომ ინტეგრალი | –- იი -- ძ». განშლადია. 
ი)     

ამრიგად, /#(თ>) ფუნქციის ინტეგრებადობიდას |თ, ხ) სეგმენტზე 
საზოგადოდ არ გამომდინარეობს მისი აბსსოლუტური ინტეგრებადობა 

იმავე სეგმენტზე. 

, ხ 
განსაზღვრა 2. თუ ინტეგრალი I#თ ძა» კრებადია, ხოლო 

· L”) 

ხ სა |) 

ინტეგრალი I |#(2) ) ძო» განშლადია, მაშინ ინტეგრალს I #(9) ძ» 
ი. ი 

ეწოდება პირობით კრებადი ინტეგრალი. სა 

თეორემა 35. ვთქვათ, )ი, ხ) შუალედში განსაზღვრულ 

#/თ ფუნქციას აქვს სახე: 

«თ 
(2) =----“–– 

/ (თ-–ი)6 ” 

სადაც თ დადებითი რიცხვია, ხოლო ყ(.) რიმანის 
აზრით ინტეგრებადი ფეუენქციაა 10, ხ) შუალედში. თუ 

«თ წერტილის რაიმე მიდამოში |ეიე(2)| >ჯ, სადაც ჯ არის 
2დ-ზე დამოუკიდეზელი დადებითი რიცხვი, მაშინ 

ბ 
ინტეგრალის I#7Cთძ> კრებადობისათვის აუცილეზე- 

L”) 

ლია და საკმარისი, რომ თ იყოს ერთზე ნაკლები. 
დამტკიცება, აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

თ წერტილის რაიმე მიდამოში 14, 2+%(, | #(თ) | > #- საშუალო მნი- 
შვნელობის პირველი თეორემის ძალით, ყოველ # და «თვის, რომ-
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ლებიც აკმაკოფილებენ უტოლობებს 6<-(<-6+5, თ<L(' <6-4, 

გვაქვს: 

  

” სქ 

| 720 22-#/ შდთლ 

  სადაც | # | > ჯ. მაგრამ ინტეგრალი I ; <- არსებობს მაშინ და 
დ–-ძმ)” 

ძ 

მხოლოდ მაშინ, როდესაც თ<1+.- თეორემა დამტკიცებულია, 

შედეგი 1. ვთქვათ, )ი, ხ) მუალედში განსაზღვრული 

#თ) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით ყოველ 

I, ხე) სეგმენტზე, ი<ჯ<ნ. თუ არსებობს ისეთი დადე– 

ბითი თ რიცხვი, რომ 

! | (6-–ი)რ /CC) = § # 0, 
ჯ–6ძ 

ხ ' 
მაშინ ინტეგრალის 17092 ჟკრებადობისათვის აუცი- 

LI 

ლებელია და საკმარისი, რომ თ იყოს ერთზე ნაკლები. 

ადვილად მტკიცდება აგრეთვე შემდეგი 
თეორემა 86. თუ 19, ხ1| შუალედში განსაზღვრული /(ჟ) 

ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით ყოველ LI, §) 

სეგმენტზე, თ<1<ხ, და 

1990 (C-–თ)- /(თ)=0, 
X-6+ 

L-პ 

სადაც 0<თ<1, მაშინ ინტეგრალი ჯL7თ9» კრებადით» 

LI 

ანალოგიური თეორემები შეგვიძლია დავადგინოთ იმ შემთხვევაში, 

როდესაც (თ--ი)> გამოსახულების ნაცვლად გვექნება (ხ--გ)“ გამო– 
სახულებაი» 

7/2 
მაგალითი 5 დავამტკიცოთ, რომ ინტეგრალი | 020- ძი 

0 

აბსოლუტურად კრებადია. 

დამტკიცება. ინტეგრალქვეშა ფუნქცია განიცდის უსასრულო 

წყვეტას ==0 წერტილში. რაკი
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III (.9259 =0, 
Xჯ--0+ V თ 

ამიტომ 36-ე თეორემის თანახმად მოცემული ინტეგრალი აბსოლუ– 

ტურად კრებადია, 
2 

მაგალითი 6. დავამტკიცოთ, რომ ინტეგრალი (1 გან– 
(ჯ% 

1 

  

  

  

შლადია. 

დამტკიცება. აქ /(2)= = , თ=1, ხ=2. ადვილი მისახ- 

ვედრია, რომ , 

–_-_ 
35 ე თეორემის შედეგის თანახმად აღებული ინტეგრალი · გან– 

შლადია. 

§ 94, არასაკუთრივი ინტებრალის თვისებები 

ამ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ ფუნქციებს, რომლებიც განსა- 

ზღვრულია 1ი, ხ| შუალედში, სადაც თ და ხ არიან არა მარტო სას- 
რული სიდიდეები, არამედ ისინი შეიძლება იყოს აგრეთვე + Cთ. 

ადვილად შეიძლება დამტკიცდეს ინტეგრალის შემდეგი თვისებები: 

1. თუ /(თ) ფუნქცია ინტეგრებადია Lთ, «) და I, ხ1) შუალედებ- 
ზე, თ<ი6<ხ, მაშინ /(დ) ინტეგრებადია IC, ხ, შუალედზედაც და 

მართებულია ტოლობა 

ხ 

I #Cთ 2 = | #(,) 22+ | #(9) ძთ. 

2. თუ /(თ) ფუნქცია ინტეგრებადია Iთ, ხ) მუალედღში, მაშინ 

ყოველი 4 რიცხვისათვის ჯ8 /(:) ფუნქცია ინტეგრებადია იმავე შუა- 
ლედში და ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ I ხ 

I 4 #Cდ) ძთ= 4 I #(2) ძ2.. 

გ. თუ /(7) და ყ(თ) ფუნქციები ინტეგრებადია |Lთ, ხ) შუალედ- 

ში, მაშინ 4 /(>)+.8 (>) ფუნქციაც, საღაც 4 და # მუდმივებია, 
ინტეგრებადია იმავე შუალედში და მართებულია ტოლობა
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ხ ხ ხ 

| C(4/Cთ+849CთL02=4 | /C)ძთ+7 | #2) 0». 
ძი 

ამ თვისებების დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ, ' 
, ღეორეზა 82. ვთქვათ, /(2) და ი(2) ფუნქციები ინტეგ- 
L ებადია (ით,ხ) შუალედში. თუ /(2) შემოსაზღვრულია, 
ოლო ყჟ() ნიშანს არ იცვლის (ი, ხ) შუალედში, მაშინ 

#(თ) (2) ფუნქციაც ინტეგრებადია ამ შუალედში. 
დამტკიცება. ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგული- 

სხმოთ, რომ ყჟ(2) >0. ცხადია, რომ 

|/(თ) ით) | < # ით), 
სადაც 

წ M=3სს | /(თ)|, თ<-.ჯ:-< ხხ. 

ადგანაც 9#(2) ფუნქცია ინტეგრებადია, ამიტომ ჯ#(თ) (თ) ფუნქციაც 
ინტეგრებადია. 
, შენიშვნა. თუ /(თ) ფუნქცია ინტეგრებადია, მაგრამ შემო- 

აზღვრული არაა, მაშინ /#(თ) (თ) ფუნქცია შეიძლება არ იყოს 
ინტეგრებადი აღებულ შუალედში. მართლაც, ვთქვათ, 

/6) =46)=:>=, ძ=0, ხ=1.   

| 
ინტეგრალ ები II #(თ) ძთ და I ყ(2) ძღ კრებადია, მაგრამ ინტეგრალი 

0 9 
ჯ 
I #C) ე(თ) ძთ განშლადია, ვინაიდან 

0 

' =/97- LCთ. | /თაით«–| · +თ 

თეორემა ქ8. თუ #2) აბსოლუტურად ინტეგრებადია 

Iთ, VI სეგმენტზე, ხოლო /4(I) შემოსაზღვრული ინტეგ- 

რებადი ფუნქციაა, მაშინ /(2) ე() ფუნქცია აბსოლუ- 

ტურა: ინტეჯრებადია იმავე სეგმენტზე. 

დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ, 

§ 8წ. არასაკუთრივი იწტეგრალის მთავარი მნიშვნელობა 

C_ ვთქვათ, (ი, ხ1 სეგმენტზე განსაზღვრული /(2) ფუნქცია ინტეგ“ 
"რებადია რიმანის აზრით ყოველ LX, §) და IX, ხ) სეგმენტზე, სადაც 

თ<1<6<1<ხწხ, ამასთანავე 6 წერტილში /(თ) ფუნქცია განიცდის 

უსასრულო წყვეტას. როგორც ვიცით, არასაკუთრივი ინტეგრალი 

ძ-დან ხ-მდე /(თ) ძფ-დან განისაზღვრება ტოლობით
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I/თ ძდ= იი ი | /თ 42+I #(2) “ი · 
2-9 0+ე! 

აქ იგულისხმება, რომ ეს ზღვარი არსებობს, როდესაც 6 და §” ერთ- 

მანეთხე დამოუკიდებლად ნულისაკენ მიისწრაფვიან, შეიძლება ეს 

ზღვარი არ არსებობდეს, მაგრამ არსებობდეს ზღვარი 

სთ | ( /თ ძთ+ L 7Cთ 3, 
6-0 

„ამ ზღვარს, თუ იგი არსებობს, ეწოდება მთავარი მნიშვნელობა არა- 
ხ , ხ 

საკუთრივი ინტეგრალისა I #(2) ძთ და აღინიშნება I. ი. I #(0)ძ» 

სიმბოლოთი. ამრიგად, განსაზღვრის მიხედვით 

V. ი. I #0) ძთ=IIთ ი / I #C) ძთ+ I #C გი · 
6C+4 

| ბ ა 

ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ ინტეგრალი I "#(ფ) ძდ არსებობს კო- 
ძ 

“მის მთავარი მნიშვნელობითა 
“ 

მაგალითად, არასაკუთრივი ინტეგრალი I 4 განშლადია, მაგრამ 
=1 

მისი "წავარი ? მნიშვნელობა ნულია. მართლაც, 

(++I9% -- ტციი Iი 1)+C(0ი 1–-–10ი §5ე)=0. 

მაშასადამე, · ე, 

· ამავე წესით მივიღებთ, რომ 

    

- ხ 
I. ჩ | ძთ 19 ხ-+ 

ჯ–ი
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ხ 
კანვიხილოთ ინტეგრალი IX რ. -, სადაც ი<ი< სჯ, ხოლო » 

უ (თი 

ერთზე მეტი მთელი რიცხვია. როგორც ვიცით ეს ინტეგრალი გან- 
შლადია. გამოვარკვიოთ, არსებობს თუ არა ეს ინტეგრალი კოშის 
მთავარი მნიშვნელობით. გვაქეს: 

  

    

-" ძუ ძთ.._. 1 1 

I (დ–-იი +I ფთ »M-1 | (ი–თ)"“! C+6 

_ 1.1 +627. 
(ხხ ე)” -I “ი-1 დჩ-1 · 
  

თუ M=M კენტი რიცხვია, მაშინ 

9 : 1 1 1.” I % კ | % - | 899- => 

- 7 (–ი 2 (––ი ი-1 |ლ–ი–ი (ხ– ო 

და, მაშასადამე, 

  

  

L ძი 1 1 1 

”” I (თ–თ" »-1 | ხუცისა (ულ I· 
  

ხ 
ძ 

თუკი » ლუწი რიცხვია, მაშინ ინტეგრალი I –-- არ არსებობს 

|. 

  

კოშის მთავარი მნიშვნელობით. 
დასასრულ ვთქვათ, #(თ) ფუნქცია განსაზღვრულია )-- თ, +CთI 

შუალედში და იგი ინტეგრებადია რიმანის აზრით ყოველ I-ს. 1) 

სეგმენტზე. თუ არსებობს სასრული ზღეარი 
I! 

110 I #(2) ძ2, 
1->-+თ –, “ 

ოთ + 

მაშინ ამბობენ, რომ ინტეგრალი · I #(29) ძდ არსებობს კოშის მთა- 

ვარი მნიშენელობით, ხოლო. აღნიშნულ ზღვარს ეწოდება ინტეგრა- 
+თ 

ლის I #(2) ძფ მთავარი მნიშვნელობა და აღინიშნება 
–თო +თ 

V. ი. | /0C)ძ2.
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§ 98. ფრულანის ინტებგრალი 

ვთქვათ, /(=) ფუნქცია უწყვეტია (0, +-თL შუალედში და არსე- 
ბობს სპ.რული ზღვარი 

III #(>)= /(-LC). 
ჯა. +“ თ 

1 #(ფ) (ხი) I „20097 7L0X) – თ, 
(II 

ინტეგრალს 

მ 

სადაც თ და ნ დადებითი რიცხვებია, ეწოდება ფრულანის (IMMე11801) 

ინტეგრალი. 

ქვემოთ დავამტკეცებთ ამ ინტეგრალის კრებადობას და, ამის 

გარდა, გამოვთვლით მის მნიშვნელობასაც» · 

ავიღოთ ორი ნებისმიერი დადებითი რიცხვი თ და 8, სადაც თ<8, 

ადვილი მისახვედრია 'ემდეგი ტოლობების სასთებულობა: 

I# (ით)-- /(ნთ) . ( #6თ #(9თ ა. _ჯ/რი (ხ2) . ==. „იკ, 

# ა ? ეი ბ 

ხი ხთ ს ხს –| #თ «= | #C) «- | #0 კ, 

ხთ ( ით იზ ჯ 

ვიგულისხმოთ, რომ თ<ხ. საშუალო მნიშენელობის პირველი 

თეორემის ძალით, 

ად · |440.V- #/Cდ (%+-/8ი+, ით <6<ხ. 

ხ 
| 29 #= /დეი ბ, «8<C <ხ8. 
იზ 

ცხადია, რომ 

–0 –--–+-ი 

მაშასადამე, ი = ჯ 

სთ / 70 კ,= /(0)1ი ნ (26.1) 
თ-0 L 

> #=I#/CL თ) 2 > ღ6.2)
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მაგრამ 
+ 

| 9069 -/6ი #6ი-/6ი ა, სთ II (40 "/თკ (-/ 40). 
ე ით , 

თე გავითვალისწოებთ (26.1) და (26.2) ტოლობებს, გვექნება 

0 

ასეთია – ინტეგრალის მნიშვნელობა. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც /(>) ფუნქცია უწყვეტია (0, -+LC( 

, 19 თ 
შმუალედში და თ #C) არ არსებობს, მაშინ I --- ქ ინტეგ– 

ჯა იმთ 
L 

რალის არსებობიდან, სადაც V რაიმე დადებითი რიცხვია, გამომდინა– 

რეობს ინტეგრალის 

+თ _ 
I #(თ2) #(62) ,. 

მ ჯ 

არსებობა და მართებულია ტოლობა 

თ „ე 
I "#Cთ)-- #69 კ. დ) I ნ, (26.4) 

ჯ# თ 
0 

ამ ფორმულას მივიღებთ იმავე გზით, რა გზითაც მივიღეთ (26.3) 

ფორმულა, მხოლოდ. ზ-ს ნაცვლად უნდა ავიღოთ -LCი. 

მაგალითი I. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

აქ '/(ფ) = #ტ-X, /(0)=1, /(+ თ)=9. მაშასადამე, (26.3) ფორმულის 

ძალით 
1=12. 

მაგალითი 2. · გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

  LI ბიის” ით-- 80006 0“ კ >0, ხ>0, – ' 
0 

36 ვლ. ჭელიძე, ე, წითლანაძე
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აქ /(2)1=83X0Lწ თ, /(01=0, /(+Cთ)=-- მაშასადამე, (26.3) ფორ- 

მულის ძალით 

ჯ=-- 19 ხ., 
2 I) 

მაგალი თი ვ. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

19ვე გდ 81 ხ 
1= I 2049% -%1ვ, ი2>0, ხ>0. 

თ 

ამ შემთხეევამი #(>)=81» 2, #(01=9% ცხადია, 110 510 დ არ არსე- 
X-+თ 

  

+თ 

ბობს, მაგრამ ინტეგრალი I % ძა კრებადია, როდესაც ზმ 2>>0 

ამიტომ (26.4) ფორმულის თანახმად I =0. 

მაგალითი 4. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1 „ხ-1 „0-1 
1= =|, = ძი, ძ>0, ხ>90. 

გ 10 «> 

თუ მოვახდენთ ჩასმას «=(V”7, გვექნება 

თ გ-ი! გ-ხ 
1-9 გ=1+. 

ბ « 

§გ 97. მწკრივის კრებადობის ინტეგრალური ნიშანი 

მწკრივის კრებადობის კოშისა და დალამბერის ნიშნები დამყარე– 

ბულია მოცემული მწკრივის: გეომეტრიულ პროგრესიასთან შედარე- 
ბაზე. ამიტომ ეს ნიშნები წარმატებით შეიძლება გამოყენებულ იქნეს 
მხოლოდ ისეთ მწკრივებზე, რომელთა წევრები უფრო სწრაფად კლე– 
ბულობენ, ვიდრე რაიმე გეომეტრიული პროგრესიის წევრები. ასეთ 

მწკრივებზე ამბობენ; რომ ისინი: სწრაფად კრებადია. რაც უფრო 
სწრაფად კრებადია მწკრივი, მით უფრო მოხერხებულია იგი პრაქ- 

ტიკული გაანგარიშებისათვის,. რადგანაც წევრთა უფრო ნაკლები 

რიცხვის შეკრება დაგვჭირდება მოცემული სიზუსტით მწკრივის ჯამის 

გამოსათვლელად. 

მწკრივებისათვის, რომლებიც უფრო ნელა კრებადია, ვიდრე ნე- 
ბისმიერი გეომეტრიული პროგრესია, კოშისა და დალიმბერის ნიშ-
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"ნები უკვე ვერ გამოიყენება. ამიტომ საჭიროა ვეძებოთ უფრო ფაქიზი 
ნიშნები. ნელა კრებად მწკრივთა რიცხვს ეკუთვნის დიდი პრაქტი- 
კული მნიშვნელობის უამრავი მწკრივი. 

ახლა მოვიყვანოთ დადებითი მწკრივის კრებადობის უფრო ძლი– 
ერი ნიშანი, 

თეორემა 39.(კოში) თუ /(2) დადებითი და კლებაღი 
ფუნქციაა (I, +თ. შუალედში, მაშინ 

#(0)+/(თ+1)+..-+#(6+ი) +... (27.1) 

მწკრივის კრებადობისათვის აუცილებელია და საკ 
+თ 

მარისი, რომ ინტეგრალი I #Cთძ» იყოს კრებადი. 

ი 

დამტკიცება. რადგანაც #(2) ფუნქცია კლებადია, ამიტომ 

#(0C–+ი) <- /(თ) <. /(თ+»-–1), 

როდესაც თ4+5--1 <2<606+XM# თუ მოვახდენთ ამ უტოლობების 

წევრ-წევრად ინტეგრებას (62+»--1)-დან (+»)“მდე, გვექნება...” 
| #7 

#(0-+#) <- I /თძი< #(C+#»-–-!). 
იჯი-1 

ახლა #-ს მივანიქოთ მნიშვნელობები 1, 2,..., თ, გეექნება 

ი+! 
7(0+1) < | /(2) ძი < /(ი), 

(| 

0+2 

_ 7(0+2) < | /C)ძ2< /(ი+1), 
იე+1 

-#7(თ-+%#1) <- I  /ფ)ძთ < #(+7-–-1). 
იჯო-1 

ამ უტოლობათა წევრ-წევრად შეკრების შედეგად მივიღებთ: 
ი+. 

2 /ი+ხ< / 7თ06<2 /64ხ. 
#51
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- ი+ი! 

რადგანაც /(თ) ფუნქცია დადებითია, ამიტომ ინტეგრალი I #(თ) ძ» 

LI I 

+თ 

იზრდება »-თან ერთად. მაშასადამე თუ ინტეგრალი I # (თ) ძთ 

ძ 
ჟრებადია, მაშინ მწკრივი (27.1) კრებადია, ვიწაიდან ყოველი უ#-–თვის 

ჯ» #C6-+M) <- /(თ)+ IL /თ“ ძ>. 
#8=0 

+თ 

პირიქით, თუ ინტეგრალი I #(თ) ძთ განშლადია, მაშინ უტოლო–- 

ბიდან 7 

»I-1 ი+7 

· 2, #6+#% > I /C) 22 
#50 

გამომდინარეობს (27. 1) მწკრივის განშლადობა. თეორემა დამტკიცე“ 

ბულია, 

ამ თეორემაში მოყვანილ ნიშანს ეწოდება დადებითი მწკრივის 
კრებადობის ინტეგრალური ნიშანი. 

მაგალითი. განვიხილოთ მწკრივი 

1 1 1 
+ ჩი...მრ.. + 20ი2)2 . 3003) »ძი »)“ 

გამოვარკვიოთ, თ პარამეტრის რა მნიშვნელობებისათვის არის მწკრი- 
ვი კრებადი? (2, ++ C( შუალედში. განვიხილოთ ფუნქცია 

#C)= 1 
თ(ი0 2)« ' 

  

  ჟრებადია, 
| + 

ადვილი საჩვენებელია, რომ ინტეგრალი I 
| 2 თ(იჯ) 

<: როდესაც «თ>1 და განშლადია, როდესაც თ 

კითხვები 

+თ 

1, რას ნიშნავს, რომ ინტეგრალი I #ჯCთ)ძთ.თ კრებადია? გან- 

შლადია?
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+თ 

2. რა ნიშნები იცით ინტეგრალის I #(9) ძფ კრებადობისა? 

ვ. როგორ არის განსაზღვრული არასაკუთრივი ინტეგრალი შემო- 

უსაზღვრელი ფუნქციიდან? 
4. როგორ არის განსაზღვრული არასაკუთრივი ინტეგრალის მთა- 

ვარი მნიშვნელობა? 

სავარ დი შო 

გამოთვალეთ არასაკუთრივი ინტეგრალები: 

+ ძ» 1 
· –. პასუხი: ––. 1 I „პასუზი: =–., 

  

  

  

  

  

' , პასუხი: V--, 2 IL 31-22 ასუხი =% 

+თ 

ვ. I 99 პასუხი: –-102 
უა თ თ–-2 

97თ" კ, 4L 
4. რაბირლლლ პასუხი; –--–--–- 

_I თნი+I. შ% ვე/ვ3 
+>თ 

5. ძი პასუხი: _ #- 
1+71 3V 3 

+თ 0,1 8 პასუხი: ==. 6 I 6-1 9 ასუზი: => 

+თ · 1 2 
პასუხ –) (+=5) 

7 ! 21-26 9.. ი” '( V/ 3 
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+თ 

10. | «%იიაჩთძ» («>0)ა პასუხი: ლა   

დაყვანის ფორმულების საშუალებით გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგ– 
რალები (––მთელი დადებითი რიცხვია): 

+თ 

11. 'ო=I თბ “I! ძე. პასუხი: 7გ=»! 

+თ 

= L ს ლლუთე +C)” 
  (96–ხბ1->0). 

– 3VI 8-1 პასუხი: #.„= ლ0ი–ვ)!ს _ჯგ” 8წი თ , 
(285 –– 2)!! (ი-–-ხზი+;- 
  

  

ჯ-I ჯ(დ+ 1. -(+ი) 

– 
პასუხი: 7გ=V! %) (–-1)M+! CM10 (#-L1), 

  

  

  

#51 

სადაც 
ცხო. _#(M-–-1).. :თდ--#+1) . 

1. 2..-.ჯ , 

წა (ფ––-1)) #XჯX 
14. I,=| --- ქი პასუხი: 7..= . 

"1,012. ო 92. თ 2” 

თუ » ლუწია, ღა 1გ= იუ889, თუ » კენტია.   

გამოთვალეთ ინტეგრალები: 

ძე ' ჯ 
1წ. II · პასუხი: ––-. 

1 0–-ი2M#/1=2 ი” 2 
  

  

#X/2 ჯ ' 
16, | 1 ზი თძი, პასუხი: –ე-102-. 

0
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2/2 -ჯ 

17. | 10608 2ძ=. პასუხი: ლე M2. 

  

    

მ 

; 1+ 2 2 L- 18. (/ +“ პასუხი: >“. 

1 1 3 

19. I(M>) ძე“ პასუხი: 2. 

ბ · 1 
20. „ პასუხი: -–-–- ––. | 22% ასუხი 3 

დაამტჟიცეთ შემდეგი ინტეგრალების კრებადობა: 

    

  

  

  

  

· +თ 8 დმ ძ» ჩ7ძ>» 
.· _------–., 22. ' 21 I უმი ე3-L1 : I V =5+! 

+თ +თ 
ევ, | კი 24 | 2++ი (>ძ. 

1 დM2L1 9 

+თ 

25. I C2ი ძთ (C:(>0, #9>--1, M“–->1).“ 
გ 1+>” 

+თ 

2გ, ( 2456%კ, (#0, 1<6<2). 
!! ; 

იჟ ( 190+9კ, ც –6<2. „(501 
-გ . 

1 #X/2 · 
1ი 2 10 (89)ი ჯ) 

28. ძ2>. 29. –-–- ძე. 
(0-2 I V = · 

  

30. (იC>1, ძ<-1). 
IL ძი 

1 10792
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  ვ). IL ძ9 ! 
- 7. თი, (00) ფ-- ფე |41.. | თ–-თი |. 

(M, < 1, M:< 1,... ჩე«<-1, M.+%24-..+#ი >1). 

დაამტკიცეთ შემდეგი ინტეგრალების აბსოლუტური კრებადობა: 

+თ 

  

32, I ჯი 910 (ჯ9) ძჯ (–' <5+ <0). 
მ ძ 

+თ . 
ვვ. X? 810 X კ - 2, 1), I 112 ჯ (» ძ0>ჯ#+1) 

–+თ 

34, ვთქვათ, ინტეგრალი I #(Cთ ძდ კრებადია და /(თ>) მონო- 

თ... 

ტონურია. დაამტკიცეთ, რომ არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი M, 

რომ | თ #(თ) | <2 #, როდესაც <-X<+Cთ. 
35. დაამტკიცეთ, რომ თუ /(») მონოტონურია (0, ი) ინტერ–- 

ვალში და არსებობს ინტეგრალი 

  

  

| #7C9ი ძ»X, 
9 

მაშინ 

1100 დნ+1 ((დ) =0. 
L-0+ 

–თ ძ 
ვნ. დაამტკიცეთ, რომ I. # | X 0. 

გა 1-X- 

„ს 4თ,. 
37. ღაამტვიცეთ, რომ I. ჯ- I 1+2% ძჯ1=Xჯ 

თ 1+2?



თავი IIII 

განტოლებათა ფესვებისა და ბანსაზღვრული ინტებგრალის 

მიახლოებითი ბამოთვლის მეთოდები 

§ 1. განტოლებათა ფესვების მოძებნის მიასლოებითი მეთოდები 

რუფინისა და აბელის მიერ დამტკიცებულბ იყო, რომ მეოთხეზე 
მაღალი ხარისხს ალგებრული განტოლებები, საზოგადოდ, რადიკა– 
ლებში ამოხსნადი არ არის, მაგრამ არსებობს სპეციალური კლასი 

მეოთხეზე მაღალი ხარისხის განტოლებებისა, რომლებიც რადიკალებში 

ამოხსნადია, ეს საკითხი ზოგად შემთხვევაში გალუამ შეისწავლა. 

უნდა აღინიშნოს, რომ ალგებრული განტოლებების რადიკალებში 
ამოხსნა, როდესაც ეს შესაძლებელია, ხშირად რთულ გამოთელებ- 
თანაა დაკავშირებული. კიდევ უფრო რთულ გამოთვლებს მოითხოვს 
ტრანსცენდენტური განტოლებების ამოხსნა, ამიტომ ჩვეულებრივ მი- 

მართავენ განტოლების ამოხსნის მიახლოებით მეთოდებს, რომლებიც 
განსაკუთრებით გამოიყენება რიცხვითი  კოეფიციენტებიანი განტო- 

ლების შემთხვევაში. 

ქვემოთ ჩვენ შევისწავლით განტოლებათა ნამდვილი ფესვების 

მოძებნის მიახლოებით მეთოდებს, როგორიცაა სინჯვის, ქორდების, 
მხებთა. კომბინირებული და იტერაციის მეთოდები, განსაკუთრებით 
მნიშვნელოვანია ამ მეთოდების გამოყენება ისეთი განტოლებების 

შემთხვევაში, რომელთა ზუსტი ამოხსნა ვერ ხერხდება, ანდა რთულ 
გამოთვლებთანაა დაკავშირებული. მოძებნილი ამონახსნის პრაქტიკაში 

გამოსაყენებლად უნდა ვიცოდეთ, თუ რამდენად ახლოსაა ეს ამონახსნი 
· ფესვის ზუსტ მნიშვნელობასთან. 

19, სინუჯვის მეთოდი. ეს მეთოდი შემდეგში მდგომარეობს: ეთქვათ, 

(თა ნ) სეგმენტში მოთავსებულია / (თ)=0 განტოლების მხოლოდ 
ერთი «ა ფესვი, ჩვენი მიზანია ვიპოვოთ «ა ფესვის მიახლოებითი 

მნიშვნელობა ნებისმიერი სიზუსტით. ამისათვის გავყოთ (ითა, ჩე) სეგ–



570 თავი XIII. განტოლებათა ფესვებისა და განსაზღვრული... 
  

მენტი შუაზე » წერტილით და გამოვთვალოთ ფუნქციის /(ი) მნიშვ–- 

ნელობა. მიღებული (თა, 01 და (ი, ხ) სეგმენტებიდან ავირჩიოთ ის, 

რომლის ბოლოებში / (ე) ფუნქციას აქვს სხვადასხვა ნიშანი. ცხადია, 

თა) ფესვი მოთავსდება ამ სეგმენტში. ამორჩეული სეგმენტი აღვნიშნოთ 

Iთ, ხე და ეს სეგმენტი გავყოთ შუაზე. თუ ამგვარად გავაგრძელებთ 
სეგმენტების გაყოფის პროცესს, მივიღებთ ერთმანეთში ჩალაგებულ 

'სეგმენტთა მიმდევრობას ' 

(თი, ხი, Iთი ხკ,-..,IC») ხი)... - 

ამ მიმდევრობის ყოველი სეგმენტი შეიცავს მოცემული განტოლების 

თე ფესვს. 
თუ სეგმენტის გაყოფისას შუა წერტილი აღმოჩნდა / (თ) ფუნქ- 

ციის ფესვი, მაშინ სეგმენტების გაყოფის პროცესი შეწყდება და 

ამით მოძებნილი იქნება / (>1=0 განტოლების ფესვის ზუსტი მნიშვ- 

ნელობა. ამ შემთხვევას შემდეგში გამოვრიცხავთ. 

ცხადია, იი, ხ„I სეგმენტის სიგრძეა 

ხა––რი 

ეი 

ამ ფორმულის საშუალებით შეგვიძლია გამოვთვალოთ დე ფესვი ნე- 
ბისმიერი სიზუსტით. 

სინჯვის მეთოდით განტოლების ჯე ფესვის დიდი სიზუსტით მო- 

ძებნა მოითხოვს უამრაე გამოთელას. ამიტომ ეს მეთოდი პრაქტი- 

„კულად ნაკლებად გამოსადეგია. 
სინჯვის მეთოდი გულისხმობს / (>) ფუნქციის მხოლოდ უწყვე– 

ტობას (ძი, ხი) სეგმენტზე. 

29 ქორდების მეთოდი. ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 

| „#C)5=0, 
სადღაც /# (თ) ფუნქცია უწყვეტია რაიმე შუალედში. ვიგულისხმოთ 
რომ ამ შუალედში მოძებნილია ისეთი (ი, ხ1 სეგმენტი, რომელშიც _. 
# დ) ფუნქცია მონოტონურია, ხოლო / (თ) და / (ნ) სხვადასხვა ნიშ- 

ნისაა აზრის გარკვეულობისათვი” ვიგულისხმოთ, რომ /#(თ)>0, 

/# (6) <9 (ნახა 83). რადგანაც # (2) ფუნქცია უწყვეტია Lი, ხI 
სეგმენტზე, ამიტომ ყ-= / (7) წირი გადაკვეთს 02 ღერძს (ით, ხ) 

სეგმენტის რაიმე ჯე: წერტილში, რომელიც წარმოადგენს მოცემული 
განტოლების ფესვს. 

„ახლა ყ=/ (7) წირის 4(ი, /(ი)) და 8(ხ, / (ხ)) წერტილებზე 
გავავლოთ 48 ქორდა. ამ ქორდისა და 0>თ ღერძის გადაკვეთის დ, 

  ხა-–-–ძი=
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წერტილი იქნება თკ ფესეის მიახლოებითი მნიშენელობა. ჯე ფესვის. - 

მიახლოებითი თ, მნიშვნელობის მოსაძებნად დავწეროთ 49 ქორდის ' 

განტოლება; 

V- IC) _ =–ი. 
#/()–-/ ი) ხნ–ი 

როდესაც ჯ=თ,, მაშინ ყ=0 და ამიტომ ამ უკანასკნელი განტოლე– 

ბიდან გვაქვს: 

  

  

  

       

, –”“ით _ 9-6. 0.1) 7 

#0ხა--#/() ხ–ძ | 

აქედან , 
(ხ–-ი) /(თ) 

=ც)------_“_. (1.2) ! 

+282 6) /C) გ (1 
ჯე ფესვის თ, მიახლოებითი 

მნიშვნელობა შეგვიძლია სხვა 
სახხთაც წარმოვადგინოთ. 

(1-1) განტოლებიდან გვაქვს 
–/ (ხ)+(/(ხ)-–1 (თ)) _ ფრი. 

ნახ, 83. 

  

== #(0)-–-/ ი) ხ–ი 

“–ა8 2 =6-– (0--9)# (0). (1.3) 
'' #(ხ)--/ (0)! 

დე: ფესვის უფრო ზუსტი მნიშვნელობის მოსაძებნად გამოვთვალოთ 

#Cა. თუ 1(2)<0, მაშინ გამოვიყენებთ იმავე (1.2) ფორმულას 

(0, «11 სეგმენტისათვის. გეექნება 

(თ,––ი) # (9) · 0.4 

# (ფა-–/ (9) 

თუკი #(>) >0, მაშინ გავიმეორებთ იმავე ხერხს და გამოვიყენებთ 

(1.3) ფორმულას (>,, ჩ1) სეგმენტისათვის (ნახ. 84). გვექნება 

= (ხ-2)/ () . (1.5) 

/ 6)–/ (თ) 

თუ ამ ხერხს რამდენჯერმე გამოვიყენებთ, მივიღებთ ჯე ფესვის მიახ– 

ლოებით მწიშვნელობებს 

==6- 

2, 2ვყ...ა რი, .. 

რომლებიც თანდათანობით უახლოვდებიან ჯე ფესვს.
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ახლა ვთქვათ, / (თ) ფუნქციას აქვს უწყვეტი #” (2) წარმოებული 
Iთ, ხ) სეგმენტზე და ეს წარმოებული ნიშანს ინარჩუნებს. ამ შემ- 

თხვევაში შეგვიძლია ვიპოვოთ | თ,–-თას| ცდომილება. მართლაც, 
ს , ლაგრანჟის ფორმულის მი- 

# ' ხედვით 

# (თი)–– / (თა) =(თ„––») # დ, 

სადაც 6 მოთავსებულია ჯე 

და თ. წერტილებს შორის. 

რადგანაც / (თე)=0, ამიტომ 

# (“ი)=(თი–-–ჯი) #VX5), 

ნახ. 84. საიდანაც 

# (თ). 

+ (95 

თუ | /” (თ | ფუნქციის უმცირეს მნიშვნელობას (თ, ხ) სეგმენტზე 

აღვნიშნავთ «--ით, | 2.„–“ა | ცდომილებისათვის მივიღებთ ფორ–- 

„მულას 

ხს
..
. 

.-
--
 

       
  დი“-დთე == 

| თ»-– 29 | <. 
| #(თ-) | · (1.6) 

L//) 

ეს ფორმულა საშუალებას გვაძლევს შევაფასოთ | >,–თა ) (კდომი- 

ლება / (თ,) მნიშვნელობის საშუალებით. 
39, მხებთა მეთოდი. ვთქვათ, მოცემულია განტოლება 

X#(C2)=0, წ 

სადაც #(2) უწყვეტია რაიმე შუალედში. ღავუშვათ, რომ ამ” შუა- 
ლედღში მოძებნილია ისეთი (თ, ნ) სეგმენტი, რომელშიაც მოთავსებუ– 

; ლია მოცემული განტოლების მხოლოდ ერთი ფესვი. ვიგულისხმოთ, 

რომ /# (თ) ფუნქციას აქვს (თ, ხ) სეგმენტში მეორე რიგის უწყვეტი 
წარმოებული, ამასთანავე #” (=) და /#” (>) წარმოებულები ინარჩუნე- 

ბენ მუდმივ ნიშანს. მაშასადამე, / (>) ფუნქცია (თ, 6) სეგმენტზე 
მონოტონურია და, „ამის გარდა, #= /(თ) წირი ამავე სეგმენტში ამო– 

ზნექილია ან ჩაზნექილი. 
აქ წარმოგვიდგება შემდეგი ოთხი შემთხვევა: 

1) /”(22> 9, /” (21 >9; 2 / (6) > 9, /” თ) <0: 
3) #” (თ) <0, /” (2) <0; 4) /”(თ)<0, /”(თ)>0 

(ნახ. 65, 86, 87, 88)-
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მოცემული განტოლების ჯე ფესვის მიახლოებითი მნიშენელობის 

მოსაძებნად გავავლოთ მხები 4) რკალის იმ ბოლოზე, რომელზედაც 
# 7) და /” (7) ერთნაირი ნიშნისაა. ამ მხებისა და (02 ღერძის გა- 

დაკვეთის ვ, წერტილი იქნე–- 

  

ბა თე ფესვის მიახლოებითი « 

მნიშვნელობა. ახლა აღვნიშ- , 

ნოთ თ-თი დ და ხ რიცხეე- 4 

ბიდან ის, რომელზედაც 7 (2) ი “ 

და /” (ჯ) ერთნაირი ნიშნი- ( | –– ==. 

საა. (თ, / (თ)1 წერტილზე გა– # 

მავალი მხების განტოლებაა: ნახ, 65. 

V––-/ (თ)= /'(6) (=––თ» 

როდესაც ჯ=2:), მაშინ ყ=0; ამიტომ უკანასკნელი განტოლეზიდან . 

გვექნება 
–/0=/ 004. 

  

  

საიდანაც 
, ჯ0თ 

2 .= –- LM (1.7) 

1. თ 
თუ თ=ი (ნახ. 86 და 88), მაშინ (1.7) ფორმულა მიიღებს სახეს 

” ჩ7|=68 წ (ი) ' ( ) 

  

, „წ ხოლო თუ თ=ხ (ნახ. 85 და 

=–=. 87), მაშინ (1.7) ფორმულა 
: IM) ასე დაიწერება ი 

0 I % X 

' #' (ნ) 

· შევჩერდეთ პირველ შემ- 
წას. ჩ6. თხვევაზე. 89-ე ნახაზიდან 

ჩანს, რომ ჟ; მოთავსებულია 

ჯა და ხ წერტილებს შორის, ჯე კი (თ, თ”) სეგმენტზე. თ”, წერტი- 
ლიდან გავავლოთ 0+>» ღერძის მართობი „47 რკალის გადაკვეთამდე, 

მივიღებთ 8, წერტილს და ამ წერტილიდან გავავლოთ მხები, 
მხებისა და 0= ღერძის გადაკვეთის 2 წერტილი იქნება ჯე ფესვის 
ახალი მიახლოებითი მნიშვნელობა, (1.9) ფორმულის თანახმად 

, , #ჯVCI) 

+“ (””)
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>“ მოთავსებულია: თე და 2”, წერტილებს შორის. ახლა თუ განეი– 

ხილავთ წი, «1 სეგმენტს, ვიპოვით ახალ თ”ვ მიახლოებას და ს. შ. 

L 

V# 7 

  

    

  

ნახ. 87. ნას. 88, 

ამგვარად, მივიღებთ ჯა ფესვის უფრო და უფრო უკეთეს მიახ- 

ლოებებს 

  

  

  

ნახ. 89. 

ხ->თ>, >=თ% > „.. >თიგ >... > შა, 

ამასთანავე , 

, , (=”») =უ,- 197, (1.10) 

შენიშენა 1. თუ მხებს გავავლებთ რკალის. იმ ბოლოზე, სა– 

დაც #(თ) ღა /” (დ) სხვადასხვა ნიშნიანია, მაშინ ჟჯ', წერტილი 
შეიძლება გავიდეს (თ, ხ1 სეგმენტიდან და ამით მიახლოება გაუარეს- 

დება (ნახ. 90). 

შენიშვნა 2. თუ /”(:) ნიშანს არ ინარჩუნებს (თ, ჩ1I სეგ- 
"მენტში, ე. ი თუ ყ= /(თ) წირს აქვს "გგადაღუნეის წერტილი, მაშინ
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რკალის ორივე ბოლოში გავლებულმა მხებებმა შეიძლება გადაკვეთოს 

0ჯ ღერძი (თ, ხI) სეგმენტის გარეთ. ' 

ახლა. გამოვიყეანოთ ფორმულა, რომელიც საშუალებას მოგვცემს 

შევაფასოთ მიახლოების ცდომილება, თუ ფესვის მნიშენელობად 

აღებულია ჯი. ტეილორის ფორმულის მიხედვით 

წ) 

  

  

ლ8
%-
--
--
--
-ჩ
ა.
 

  
ნაზ. 90. 

| 1 ” , / (ი) = /(='„)+ /” (2 „X#წი--2”ი)+ --- / (0 ი– > „, 

„სადაც C მოთავსებულია ჯე და თ”, წერტილებს მორის. 

რადგანაც. / (70) =0, ამიტომ 

/თა _ _ “დ, 
# (თ”) 2/”(=',) 

თუ გავითვალისწინებთ (1.10) ფორმულას, (1.11) ფორმულიდან 
მივიღებთ ; , 

ა-ი სა #0 
0 +1 2/ CC.) 

ეს ფორმულა საშუალებას გვაძლევს შევაფასოთ (#-L1)-ე მიახლოების 

ცდომილება, თუ ცნობილია #-ური მიახლოების ცდომილება: 

აა 

თე–-2 „)“. (1.11)   თი–-7 ი + 

(წი–-წ2 ' „), 

M# 
–.“ ა (თეთ ი), (1.12) L თი: % + <2 CI) 0' 

სადაც ჟ/ არის | /” (2) |) ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა (V, ხ) 
სეგმენტზე. 

ამრიგად, ახალი მიახლოების ცდომილება კლებულობს წინა მიახ- 

ლოების ცდომილების კვადრატის პროპორციულად, რაც უზრუჩველ- 

ყოფს ფეხვის მიახლოებით მნიშვნელობათა სწრაფ დაახლოებას მო- 

ცემული განტოლების ფ ესგთან.
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4. ქორდებისა და მხებთა კომბინირებული მეთოდი. თუ (ი,ხI 

სეგმენტზე ერთდროულად გამოვიყენებთ ქორდებისა და მხებთა მე– 

თოდებს, მივიღებთ >, და =., წერტილებს, რომლებიც მდებარეობს 

საძიებელ ფესვის სხვადასხვა მხარეს (ნახ. 91). 

ვთქვათ, # (9) და #” (ე) ერთი და იმავე ნიშნისაა. აზრის გარ- 
კვეულობისათვის ვიგულისხ- 

მოთ, რომ /(ი)>>0 და 

#" (თ) >90. 
როგორც ვიცით, «2, და 

თ, გამოითვლება (1.2) და 

(1.8) ფორმულებით: 
  

  

  

(ხ––ი) #(თ) კ=ა-9ი--0/თ (0.2) 
– % დფ) /C) 

ნახ. 91. , “/თ . 1-8 
იარი სეი 

ცხადია, /( თა) და #” (ა) ერთი და იმავე ნიშნისაა. ჩეენ შემთხვე– 

ვაში ორივე დადებითია (ნახ. 91). მაშასადამე, I», «,) სეგმენტზე 

შეგეიძლია გამოვიყენოთ (1.2) და (1.8) ფორმულები, რომლებშიაც 

გ უნდა შეიცვალოს ჟ,-ით, -. 3 თით, მივიღებთ მეორე მიახლოებას 

, - _(ფ–2))# (თ)   

22696 #თ)-/Cთა 
,სს. # თ) . 

M M „.#/ (დ) 

თუ ამ პროცესს განვაგრძობთ, მივიღებთ 'ჯე ფესვის მიახლოებით 

მნიშვნელობას ნებისმიერი სიზუსტით. 

ნმ. იტერაციის მეთოდი. იტერაციის მეთოდს ვიყენებთ #(თ)=0 
განტოლების ნამდვილი და კომპლექსური ფესვების მოსაძებნად. ეს , 

განტოლება შევცვალოთ შემდეგი სახის ეკვივალენტური განტოლებით 

ჯ=V (თ), (1.13) 

სადაც V (თ)=ჯ+/ (ჟ). | 
ვთქვათ, I (>) ფუნქცია, განსაზდვრულია X შუალედში. ავიღოთ 

X შუალედში რაიმე დე წერტილი და ავაგოთ წერტილები 

#,1=VI (თი), >=V («)),..· 28გ+(ჯ=% (თი). -- (1.14).
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ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ (თ,)„>ი მიმდევრობის ყველა წერტილი 
ეკუთვნის X შუალედს. კერძოდ, თუ წ (>ა) =დ,, მაშინ (თ„)გ,ი მიმ.:“'' - 
დევრობის ყველა წევრი ემთხვევა თე წერტილს- 

წ რიცხვს, რომლისთვისაც VI (50=§ ეწოდება (/ (2) ფუნქციის 
უძრავი წერტილი, ანე (1.14) იტერაციის ცენტრი, ხოლო VI(2) 

ფუნქციას ჰქვია მაიტერი რე ბელი ფუნქცია. 

თუ ()ი>0 მიმდევრობა კრებადია § წერტილისაკენ და LI (2) 
ფუნქცია უწყვეტია წ წერტილში, მაშინ ეს წერტილი იქნება წ (ჯ) 
ფუნქციის უძრავი წერტილი. მართლაც, თუ თი,,=V (2) ტოლო- 
ბაში გადავალთ ზღვარზე, როცა .->თ, მივიღებთ 

9VC)=L· 

შევნიშნოთ, რომ (2-,),–ი მიმღევრობა როდია ყოველთვის კრე- 

ბადი. ამ მიმდევრობის კრებადობის საკმარის პირობას გვაძლევს , 

· შემდეგი 
თეორემა 1. გთქვათ, V(ჯ,) ფუნქცია განსაზღვრულია 

X=LIთე--6, თა+6) სეგმენტზე და ვიგულისხმოთ, რომ ეს 

ფუნქცია აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1) ჯ#X სეგმენტის ყოველი ჯ«” და »” წერტილისათვის: 

. IIთ)-ეითე| «თ”-”I, (1.15) 

სადაც თ ერთზე ნაკლები დადებითი რიცხევძა; 

2 შესრულებულია ტოლობა 

ზნ, (1.16) 
1-თ 

სადა) 0= | ჯ-–V/(თ) | . მაშინ X სეგმენტში არსებობს 

9 (2) ფუნქციის ერთადერთი უძრავი წერტილი. 

დამტკიცება. ადვილი მისახვედრია, რომ X სეგმენტის ნების– 

მიერი ჯ წერტილისათვის 9 რდ) იქნება იმავე სეგმენტის წერტილი. 

მართლაც, თუ გავითვალისწინებთ (1.15) და (1.16) უტოლობებს, 

გვექნება _ 
| თე–– (2) | <- | >ი–-0 (ჯა) | +I 0 (=)––VL2) | <60+ 

+თ | – თ|)<0+ძ5<-6(1--თ)--თ8=6. 

ამრიგაორ, X სეგმენტის ნებისმიერი » წერტილის შესაბამისი LI (») 

წერტილი ეკუთვნის იმავე სეგმენტს. 

  

“ 

ვქ7 ვლ. პელიძე, ე. წითლანაძე
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ახლა ავიღოთ წერტილთა მიმდევრობა 

2თ2:= L (ჯი), ზა= 'ე (თა), .- ".. ქ.=V (იი), . 

დავამტკიცოთ, 4ომ ეს მიმდევრობა  ფუნდამენტალურია. თუ # >1 

გვექნება 

| #ა-,– 5» | = | I (')–V თგ- ა) | <6 | =„– ” 

აქედას გამომდინარეობს, რომ 

| “ი+I-– თე | «რწ | დ,–-თე | «თებ. (1.17) 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი ნატურალური »ჯ და » რიცხვები და 

აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ » > ». მაშინ 

| თ,–– ი | < | 1 ში | + | რი. –რი+: | + ...L | წა (თუ! 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (1.17) უტოლობას, გვექნება 

|თგე–წე | < თ65+-თ9ე'16-L... + თო“ 16 -- 

ჟჩ 

  =თ/6(1 + თ+...+ ფოჩი“) < 6 (1.18) 
! 1--თ 

და რაკი თ< 1, ამიტომ 

110) | ჯი–- ჩა | =0. 
თ,--% 

მაშასადამე, (წ„)გ-, ცე მიმდევრობა ფუნდამენტალურია და იგი კრება- 

დია გარკვეული § წერტილისაკენ, რომელიც ეკუთენის X სეგმენტს» 
დავამტკიცოთ, რომ 

დ (6). 8. (1.19) 

'9 (ლ00–-7ი | => = | ') (2 )-–– VL(Cთი-.,) | <- თ | ნ თი. ' · 

აქედან | _ · 

სი თი=V (5). 
ჩხ. თ 

გეაქვს: 

მაშასადამე, მართებულია (1.19) ტოლობა. 

| ახლა დავამტკიცოთ, რომ წ (2) ფუნქციისათვის არსებობს მხო- 

ლოდ ერთი უძრავი წერტილი. ეთქეათ, C არის LI C>) ფუნქციის 
მეორე უძრავი წერტილი და დავამტკიცოთ, რომ C'--ნწ. თუ მხედვე- 

ლობაში მივიღებთ (1.15) პირობას, გვექნება 

(60-65 =|0 6ე-VC) | <>«|C 5 | 
და რადგანაც «<1, ამიტომ | -I--6|=0, ე. ი. > წ.
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ამრიგად, VI (თ) ფუნქციას აქვს ერთადერთი უძრავი წერტილი. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. ვთქვათ, X=თა–-, თი+6) სეგმენტზე მოცემუ- 
ლია წარმოებადი V(2) ფუნქცია და შესრულებულია 
პირობები: 

1) | #V”(2) | <თ, საღაც თ ერთზე ნაკლები დადებითი 

რიცხვია; 

2) შესრულებულია უტოლობა 

-.- <9, (0'16) 

  

სადაც §0= | თა––წ (ი) | · მაშინ Xჯ სეგმენტში არსებობს 

მთ (თ) ფუნქციის ერთადერთი უძრავი წერტილი. 

დამტკიცება. მოცემულ სეგმენტზე ავიღოთ ნებისმიერი თ” და 

ჯ” წერტილი. ლაგრანჟის ფორმულის მიხედვით 

| 02 ა –0ხთ)|=!,0' (0) :|I#>–-”I, 

სადაც 6 მოთავსებულია > და >” შმორის, თუ მხედველობაში მი– 

ვიღებთ 1) პირობას, გვექნება 

| 7 (თ )-–-V CC) | <თ| =”–2% I. 

მაშასადამე, ს (დ) აკმაყოფილებს 1-ლი თეორემის ყველა პირობას 
ღა ამიტომ X სეგმენტზე არსებობს I (>) ფუნქციის ერთადერთი 

უძრავი წერტილი. 

ახლა (1.18) უტოლობაში გადავიდეთ ზღვარზე, როდესაც თ->თ, 

მივიღებთ 

  % აა (=1, 2,..). 
–რთ 

ამ ფორმულით შეგვიძლია შევაფასოთ ჯ,-ის გადახრა 6 წერტი- 

ლისაგან. 

§ 3. ბანსაზღმრული ინტეგრალის მიასლოებითი გამოთვლა 

19 ინტეგრალიხ მიახლოებითი გამოთვლის ამოცანა, როგორც 

ვიცით, თუ /(თ) ფუნქცია უწყვეტია (ი, ხ) სეგმენტზე ღა ცნობილია 
მისი პირველყოფილი XI) ფუნქცია, მაშინ /(«) ფუნქციის განსაზღვ-
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რული ინტეგრალი იც-დან ხ-ლმღე გამოითვლება ნიუტონის. და 

ლაიბნიცის ფორმულით 

ხ 

|/ თძ2= #C)–-X C). 

მაგრამ ხშირად პირველყოფილი XL>) ფუნქცია ვერ მოიძებნება ელემენ– 

ტარულ ფუნქციებში ანდა X (>) ფუნქციას ძალიან რთული ანალი- 

ზური გამოსახულება აქეს. ამიტომ განსაზღვრული ინტეგრალის 

გამოთვლა ნიუტონისა ღა ლაიბნიცის ფორმულით ძნელია ან პრაქ- 

ტიკულად განუხორციელებელი. ამის გარდა, პრაქტიკაში ინტეგრალ– 

ქვეშა / (თ) ფუნქცია ხშირად ცხრილითაა მოცემული და მაშინ თვით 

პირველყოფილი ფუნქცია აზრს კარგავს. ამიტომ დიდი მნიშვნელობა 

აქვს განსაზღვრული ინტეგრალების გამოთვლის მიახლოებით და პირ- 

ველ რიგში რიცხვით მეთოდებს. 

ფუნქციის რიცხვითი ინტეგრების ამოცანა იმაში მდგომარეობს, 

რომ ინტეგრალქვეშა ფუნქციის მნიშვნელობათა მიხედვით გამოვთვა– 

ლოთ ინტეგრალის მნიშვნელობა, განსაზღვრული ინტეგრალის გამო- 

თელას ფუნქციის მნიშვნელობათა მიხედვით ზოგჯერ მექანიკური 

კვადრატურა ეწოდება. მექანიკური კვადრატურის ჩვეულებრივი 
ხერხი იმაში მდგომარეობს, რომ მოცემულ / (თ) ფუნქციას განსა- 

ხილავ (CV, წ) სეგმენტზე ცვლიან მარტივი სახის მააპროქსიმირებელი 

LC) ფუნქციით (მაგალითად, მრავალწევრით) და შემდეგ მიახლოე 

ბით ღებულობენ 

ხ ხ 

I #(0 ძ-= I ჯ თაძთ. 

თვით XL L(7) ფუნქცია "ისეთი უნდა იყოს, რომ უშუალოდ შეიძლე- 

ბოდეს გამოთვლა ინტეგრალისა 

ხ 

I #ს(თ ძი. 

(თ, 61 სეგმენტზე განსაზღვრული /(თ) ფუნქციის მააპროქსი მი- 

რებელი #C,) ფენქცია ეწოდება ფუნქციას, რომელიც მოცემული 
დადებითი 6 რიცხვისათვის აკმაყო ფილებს უტოლობას 

| /(დ–#თ) | <L:'
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ჯ-ის ყველა მნიშვნელობისათვის (ი, 6) სეგმენტიდან. ასეთ შემთხვე- 

ვაში ამბობენ, რომ »# (2) იძლევა / (–) ფუნქციის მიახლოებას #8 სი- 

ზუსტით. | 

ქვემოთ ჩვენ შევისწავლით ინტეგრალის მიახლოებითი გამოთვლის 

ზოგიერთ ხერხს. ! | 

§9, მართკუთხედების ფორზულა. ვთქვათ, / (დ) ფუნქცია ინტეგ– 
რებადია რიმანის აზრით (ი, 9) სეგმენტზე. განვიხილოთ განსაზღვ- 

ს · 

რული ინტეგრალი I #(თ)ძთ ღა გამოვთვალოთ იგი მიახლოებით. 

4 

ამისათვის (თ, ხ) სეგმენტი დავყოთ IX ტოლ ნაწილად წერტილებით 

თ=27ე <= 9, <...· < ჰგ=წჩ4 

ცხადია, რომ 

ხ-4 (L=1, 2, ... ,7)-   

დმს“ 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

#(7)=Vყ. (L=0, 1) 2...) 

რადგანაც / (2) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით (ი, ხ| სეგ– 

მენტზე, ამიტომ 

ხ–ი 
  

· , 
I7 თძ>=თ (4ი+V+-'-+Vა-ი, 
ძ 

გ-თ 1? 

  

  

: . ხ–ძ 
| #C42=IIთ (V,+V.+L.-.-LVი) 
9 ჩ- თ #7 

მაშასადამე, 

ს –ი. 

17 თძ«= . „ ს სფა+V+-+Vი-ი, (21.1) 

ჯ ხ–იძ _ 
|#Cთ9=-–-“ (V/+ყ9:+---+%ი). (2.2) 

» 

(2.1) და (2.2) ფორმულებს ეწოდება მართკუთხედების ფოთ- 

მულა, ცხადია, თუ / («) არის დადებითი ზრდადი ფენქცია LX, ნ) 

სეგმენტზე, მაშინ (2.1) და (2.2) ფორმულები გამოსახავენ კიბური
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ფიგურების ფართობებს, ერთი წარმოადგენს განსაზღვრული ინტეგ– 

რალის მიახლოებით მნიშვნელობას ნაკლებობით, მეორე კი მეტობით. 

თეორემა 83. თუ #(2) ფუნქციას (Lი, 8) სეგმენტზე აქვს 
უწყვეტი /'(2) წარმოებული, მაშინ ადგილი აქვს შე- 

ფასებას 

სხ –- იM 

| ( #() ძი 5-ს ++. .4+#)< 2%-თ. , (2.3) 

სადაც 

M#=X2მ»X | // (291 | . 
82<L<ხ 

დამტ კიცე ბა. ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის თანახმად 

XI. XL 

'/I თ–“.-ა I”()ძთ = / და) ფ–“ ა) –– | #Cღ)ძია, 

  

  

  

  

ი.ი“)  _ 2X§-1 

ანუ. 

X ხ–თ (0) 
I (>–- 2“ ,) /” (თ)ძთ= 00–- | / თი» (L=1, 2,...,»). 

XI-I X§--1 

აქედან 
XL ძ 

| | /თძ2-– ყა | < 
XL- 1 

Xჯ» – | 2 

< I 1#/” (2)(თ–-2,) | წელთა 232900 » 

XI 2 

ე. ი 

5 XL = _ იM _ M#MCდ–თ) < | #/ფვეა-.." 2, < #C-თ 

2უ? X-ს) # 2ჯ; 

(=1, 2, ...,%). 

თუ ამ უტოლობებს წევრ-წევრად შეეკრებთ, გვექნება 

_ #დ–-თ"ზ _ჯ –თ<C #6. 2. <I/ი.- - 2M< .
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ეს უტოლობები (2.3) უტოლობის ტოლფასია. თეორემა დამტკიცე– 

ბულია. 

ანალოგიურად მიიღება შეფასება 

ხ--ძ 

# 

M (ს§-–ძთ)? აო. 
»# 

(Vი+#+-.+ჯი-ი < (2.4)   |//თძ.– 

89, ტრაპეციის ფორმულა. თუ მიახლოებით (2.1) და (2.2) -ტო- 

ლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ' და მიღებულ მიახლოებით ტოლობის 

ორივე ნაწილს გავყოფთ ორზე, გვექნება 

  

ხ #-L 
! „_ ხ–6 აო<9+M+_ |/თ%= ი ტ 2 

> “+ (ყეL2(V,+ყა+..-+V,-)+ყის 
I, 1 

  

ანუ 

ხ –_–_ 

IV (თ) ძჯ => ლვ ულევი. ი (2.5) 

ამ ფორმულას ტრაპეციის ფორმულა ეწოდება. 

ეს სახელწოდება წარმოიშვა იმის გამო, რომ 

ხ–ით ყ.+M,. 
– 2 

შესაკრები იმ ტრაპეციის ფართობს წარმოადგენს, რომლის ფუძეებია 

ძი 

V, და V,+/ სიმაღლე კი ––“––». 

თეორემა 8. თუ #(2) ფ უნქციას Iი, ს) სეგმენტზე აქვს 

მეორე რიგის უწყვეტი /“() წარმოებული, მაშინ 

ადგილი აქვს შეფასებას 

; ' 
|| / თი - 4 (9რიი + -+#-V)I< 
ძ 

  

M (ხ-–ი)" 
< –_ ?; (2.6) 

ს 12ჯ2 , 
  

სადაც 
ს # =0Cთ3X | /” (2) | 

ძ<L<ხ I
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დამტკიცება. ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის მიხედვით 

IV" (00) (სL-–– ი) ძ1= /'(თ) (დ – თ-I/ (თ)ძჯ= 
ს) ' ე 

=/ (2) (თ--თ)-–-I/ (2)-– / (4). 
აქედან · 

| #' (თ) (C––0)––L/ (2)–– / (ი)) | < 

3 2 

<| |/“თი–თ|დ M--9, 

ახლა მოვახდინოთ ამ უტოლობის ინტეგრება „-დან ჯ-მდე, გვექნება 

/ 
_ აზ 

LI” (0 ს –– ი) 0 –– | 7 დ ძი+/ (თ თ–«) < #C თ) · 

4 რ 

თუ ამ უტოლობაში ავიღებთ =>, , თ«=2,, მაშინ 

XL 

| I #6) 6– თეს – 
XL-1 | 

#C(ხ–თ)". XL | , 

– | /თრთი+ი% სთ-ით“) <–->, 
XIL-1 

(2.7). 

მაგრამ 

#. X 
| ”/ დ0-”,-ათ=1 (დაფ–თ-ა– | 7 06= 

XL-1 ' XIL- 

ხ–6ი ჯ =--ყ- I 70 « 
» 

XL-1 

ახლა (2.7) უტოლობა ასე გადაიწერება 

  

  
  ხ–იძთ M (ხ––ი) , 

= – 
XL 

ხ–ძ ყე 2 | /(0ძ+ V- <-“ «ა 
ჯ» 

XL-4 

აქედან 

  

XL 8 
8 ხ–ძი V·.-4++V) M#CVCს-–ი) . I #7თ4 _, 950: 1 < 12 მ. 

52
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თუ ამ უტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, მივიღებთ (2.6) შეფა- 
სებას. თეორემა დამტკიცებულია. 

(2.00 უტოლობის მარცხენა ნაწილი წარმოადგენს ინტეგრალის 

„ცდომილებას. 

4? პარაბოლების ფორმულა. დავამტკიცოთ შემდეგი 

ლემა. თუ / (=)= ტ4ეპ+#8>»+0, მაშინ 

“ | / (0ე)+4/ ( 9) +/0) | (0-8)     

ხ 

– ხ– I#თ ძა = % 

დამტკიცება. აღვილი შესამჩნევია, რომ 

' #/C0)=4ი'+89+0, / (6)= 40-+78ხ+0. 
  ი+ხბ_ 40 ++ 8 /( 2 )= 2 C+ხ+ 2 9-+0)+-. , 

შემდეგ 
4 ხ 

“I7თ ძ2= | (42ბX+8=+Cძ2= 4:ში4თ) = 
4 · ი 

= 4 (დ? ი9+ 4 (ტ'- იი+0(6–ი)= 

  

=> ' 
2 

= %-I (40-+86+C+ (401+ 8ხ+Cთ+4 4 ( 22 ) + 

+87. 4104 ი II. 

თუ გავითვალისწინებთ (2.9)  ულობებს, მივიღებთ (2.8) ფორმულას. 

ამრიგად, ჩვენ გამოვთვალეთ იმ მრუდწირული ტრაპეციის ფარ- 

თობი, რომელიც შემოსაზღვრულია V=7#ე2+ 982+0 პარაბოლით, 

(0, ხ) სეგმენტით, >=თ და «=ხ წრფეებით. 
ახლა ვთქვათ, ჩ#(Cთ>) ფუნქცია ინტეგრებაღია რიმანის აზრით 

(თ, ხ) სეგმენტზე. დავყოთ მოცემული სეგმენტი 2» ტოლ ნაწილად 
წერტილებით 

  

თ=7ჟ7ე <- 9, < ·.-.-- თლ =ხ. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

#თ,)ა=ყV, (L=0, 1, 2,...,2#).
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განვიხილოთ სეგმენტები 

წ7ი: 9%I, (ჯე, 29 რეთ ოლი 41 

და ამ სეგმენტების შესაბამისი მრუდწირული ტრაპეციების შემომ- 

საზღვრელი ყ= / (თ) რკალები შევცვალოთ ყ= 4:+89-+C0 სახის 
პარაბოლების რკალებით. მაშინ ლემის თანახმად გვექნება 

I #/თძი= M-“+ ცა+4,+Vა, 
Xა- 

  

  

2. 

I #(თძუ– – 

%5ი-3 

თუ ამ მიახლოებით ტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, მივიღებთ 

(Vვი- 2-L 4ჰი (-L ყია). 

ზ _–_ 

(/ თძი=%-“ (V+V)+ 
8 6» 

+4 C//,+V+---+ჯიი-)-L2 (ყ-+ VI +L..·-LV:ი- .))- (2-10) 

ეს არს პარაბოლების ფორმულა. ამ ფორმულას ეწოდება 

აგრეთვე სიმპსონის ფორმულა. 

თეორემა 4. თუ / (2) ფუნქციას (ი, ხ) ი სეგმენტზე აქვს 

მეოთხე რიგის შემოსაზღვრული 70ოფ) წარმოებული, 

მაშინ ადგილი აქვს შეფასებას 

ხ · 

||/თა>- წ=“ (C+-Vა+404+#+ + -ა + 

# (ხთ) 
26801 ” (2.11) 

C 
+9 00+V,L-.--+ყი ა) < 

სადაც M# =8სჯ | /VIVIV).| . 
6<Xჯ<ხ 

დამტკიცება. განვიხილოთ დამხმარე ფუნქცია 

თდი=”7Cთ-- (+) #ფა),
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სადაც 

“ 295ს 1+I ჯ 

#თ0= | /0ლ:ძ.- ->ICა--ი+ 
"0 

+4/ (=,-)+/ (=»-,+ხ), 
ხოლო 

ა=V-%, 0<1<9. 
25 

დ დ) ფუნქციის სამჯერ გაწარმოება გვაძლევს 

  

, 2 

„დ 0=--I/ (ლ, +121 («გ-)+/ 6,0) – · 

_ LV( +ი–/( – ე) #7) 3 42L -4 “2L-ჯ შ , 

1 
დ” 01= ყო LI (2 I+0-–-/ (გ-–- 0 

2 
– + I თ» +0+/" თაი 2 #VI), 

1 60 
დ“ თ0=---ჰI თას +ი–-, წას ი-ს # IV). 

ლაგრანჟის ფორმულის თანახმად გვექნება 

ა”ფ--:- |/ორ +X ჯრ, ,0.1ფ 

სადაც თა ს--პ<ხ<წ9,ც4ყ4სL 
რადგან თ (01=0, დ (M)=0, ამიტომ როლის თეორემის ძალით 

არსებობს (0, M) ინტერვალში ისეთი რიცხვი (,, რომ 

თ” ტ)=9. 
შემდეგ, რაკი თ” (0)=0, ამიტომ როლის თეორემის თანახმად (0, (,1 

ინტერვალში არსებობს ისეთი წერტილი ჯე, რომ 

დ” 0,)=0. 

დასასრულ, რადგანაც #” (0) =0, ამიტომ (0, CI, ინტერეალში არსე– 
ბობს ისეთი წერტილი ჯვ, რომ 

თ” (ა=0.



, 
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ახლა (2.12) ფორმულაში ჩავსვათ ჯL=ჯე, მივიღებთ 

X (ს)=– L #0IX6. 
90 

მაშასადამე, 

%9 , + M ს 

#Cლ0ძ. -– 3. LI (ლა-ე––I)+4/ (თ»-,)+ 

ბეხ.1 -–- M 
წ 

+/ რ ,+1))=– => #0 დ. 
მაგრამ, რადგანაც 

თის კს = თას გ, თეს. |+-% = თა, 

  

  

ამიტომ 

2 ხ–ი 
(ხ––ც)აზ 

_ 4 -– _ M ი 7 V“იV) ე - 
. 17 (თ) ძ« ნა (ყ2ჯ-- 2>-L 492; + 99) 2660:წ #VM დე 

აქედან ვღებულობთ 
X9 

ხ--4 , M (ნ–– ი)! 
L I 7 (2) ძთ –– 6 (V»-2 + 492ს- + V2) I< “ 2880." (2.13) 

(2.13) უტოლობებში X-ს მივანიქოთ მნიშვნელობები 1, 2,..-,#M, 

მივიღებთ უტოლობებს და მათი წევრ-წევრად შეკრება მოგვცემს 

(2:11) უტოლობას. თეორემა დამტკიცებულიაა 

შევნიშნაეთ, რომ თუ / (>) არის მრავალწევრი არა უმეტესი 

მესამე ხარისხისა, მაშინ /(1V (11=0 და სიმპსონის ფორმულა წარ– 

მოადგენს არა მიახლოებით, არამედ ზუსტ ფორმულას. | 

მაგალითი. ვთქვათ, 2#=4 და სიმპსონის ფორმულით გამოვ–- 

თვალოთ ინტეგრალი 
1 

თ» 

11+>" 
გამოვთვალოთ ინტეგრალქვეშა / (2) = 

  

ფუნქციის მნიშენელო–   

1+ჟ7? 
ბები >ა=0; თ»,=0,25; თ,:=0,5; თკ=0,75 და #,=1 წერტილებშიი 
თუ შევიზღუდებით ხუთი ნიშნით მძიმის შემდეგ, გვექნება 

Vყი= 1,00000; 4ყ,=3,76471; 2ყე=1,60000; 4ყვ=2,56000; 
#,=0,50000.
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ეს დოლობები წევრ-წევრად შევკრიბოთ და 'მემდეგ გავყოთ 12-ზე, 

ზვექნება 

           
21 

მეორე მხრივ 

  

1 

ძჯ ჯ , 

(წოლები 
მაშასადამე, X C– 3,14156. 

სავარ ჯიშ ო 

1. დაამტკიცეთ, რომ დ«პ--ვთ1 1 6თ--1=0 განტოლებას აქვს 
ცრთაღერთი მარტივი ნამდვილი ფეხი, რომელიც მოთავსებულია 

(0,1) „სეგმენტში და გამოთვალეთ ეს ფესვი სინჯვის მეროდით 0,1 
სიზუს ტით. 

პასუხი: თე=0,1875 ნაკლებობით, სიზუსტით 0,1-მდე; თე=0,25 
მეტობით, სიზუსტით 0,1–მდე. 

9. ქორდების მეთოდებით მოძებნეთ «39-21 L3>--5=0 განტო- 
ლების ნამდვილი ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელობა სიზუსტით 

- ე· ს 

ა პასუხი: თე=1,75 ნაკლებობით, სიზუსტით 0,1-მდე; «ე=2 მე- 

ტობით, სიზუსტით 0,1-მდე. 
8. ქორდების მეთოდით მოძებნეთ დ%–--62+2=0 განტოლების 

ნამდვილი ფესვების მიახლოებითი მნიშენელობები. 
4, მოძებნეთ დ9--271--4>--7=0 განტოლების ნამდვილი ფესვის 

მიახლოებითი მნიშვნელობა მხებთა მეოოდით. 
პასუხი: თ, =>3,68; თ',– ქ,6ვვ. 

ნ; მოძებნეთ ფბ 2თ?--6თ>-L2=0 განტოლების ნამდვილი ფესვების 

მიახლოებითი მნიშვნელობები კომბინირებული მეთოდით. 

პასუხი: ფ=--) ფ=--; 2: C==0,401; 21 C=0,385. 

6, იტერაციის მეთოდით იპოვეთ კ„მ--429.1 10.--10=0 განტო- 

ლების ფესვი, რომელიც მოთავსებულია (1,2) სეგმენტზე, 

7. მართკუთხედების ფორმულის გამოყენებით მიახლოებით გამო- 

თვალეთ ინტეგრალი 
2თ 
| 310905 (1=10) 

·
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და შედეგი შეადარეთ ზუსტ პასუხთან. 

პასუხი: 6,2832. 

ტრაპეციის” ფორმულის საშუალებით გამოთვალეთ ინტეგრალები 

და შეაფასეთ მათი (სდომილებანი: 

  

  

ძე: 8. / =8), პასუხი: 0,69315. 11+> (11=8) ასუხი: C 

«/9 ძი 
(ჯ=12). პასუხი: 0,83566, 

11+2 
თს „' 

10. IM 1 – -კ ზი? დ ძთ (ი:=6) პასუხი: 1,4675, 
ი 

სიმპსონის ფორმულის საშუალებით გამოთვალეთ ინტეგრალები: 

  

ია 
11- IV” 3+იიზ= ძთ (M#=6)" პასუხი: 5,4024, 

მ 

ვით | 19, I ძო (#=10). პასუხი: 1,37039. 
0 # ' 

+ ფძთ 
18. |“. (:=6). პასუხი: 0,2288, 

ჩიი+2 შუ 

  

14. (555945 ძთ (#=10). პასუხი: 0,915966' 

ს



თავი XIV 

ბანსაზღვრული ინტებრალის ზობიერთი გეომეტრიული 
დღა ფიზიკური გამოქეწება 

§ 1. მარტივი წერი 

ვთქვათ, დ (,), თ (0) ღა X(() ფუნქციები უწყვეტია |თ, 3) სეგ- 
მენტზე. „ამ ფუნქციების ჯ არგუმენტს შემდეგში ვუწოდებთ პარა- 

მეტრს. თუ განვიხილავთ ჯ პარამეტრს როგორც დროს, მაშინ აღ- 

ნიშნული ფუნქციები განსაზღვრავენ იმ 1/ წერტილის მოძრაობის 

კანონს, რომლის კოორდინატებია 

დ=C CI), ყ=Vთ(I)), 2=X(,), C<-1 <8. (1.1) 

იმ M წერტილთა სიმრავლე, რომლებიც შეესაბამება ჯ ჰარამეტ- · 

რის ყველა შესაძლო მნიშვნელობას (თ, წ) სეგმენტიდან შეგვიძლია 
განვიხილოთ როგორც (1.1) კანონით მოძრავი M# წერტილის კვალი 
(ნახ. 92). | 

შევნიშნოთ, რომ 1/ წერტილთა 7 

სიმრავლე, რომელიც წარმოადგენს 

მოძრავი წერტილის კვალს, შეიძ- 

ლება არ გვაძლევდეს თვალსაჩინო ? 

წარმოდგენას ' წირზე. ამიტომ ბუ- 

ნებრივია გამოვყოთ # წერტილთა ო # 

ისეთი სიმრავლე, რომელიც გვაძ- ;) 

ლევს თვალსაჩინო წარმოდგენას « % 

წირზე. 
განსაზღვრა 1. ყველა იმ ნახ, 92. 

# წერტილის სიმრაელეს, რომელ– 
თა დ, ყ და # კოორდინატები განსაზღვრულია (1.1) განტოლებებით, 
ეწოდება მარტივი სივრცითი XL წირი, თუ ჯ პარამეტრის სხვა- 

დასხვა მნიშვნელობას |თ, 3) სეგმენტიდან ”შეესაბამება ამ სიმრაელის 
სხვადასხვა წერტილი, 

M # 
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(1.1) განტოლებებს ეწოდება L წირის პარამეტ რ ული განტო- 
ლებანი. თ და 8 რიცხვების შესაბამის წერტილებს L წირის ბოლო 

წერტილები ეწოდება. 
თუ გვაქვს განტოლებები 

#=დ CI), V/V=ს ი), 

მაშინ L წირს ბრტყელი წირი ეწოდება. 

შევნიშნავთ, რომ ერთი ღა იგივე მარტივი L წირი შეგვიძლია 

წარმოვადგინოთ სხვადასხვა პარამეტრული განტოლებებით. მაგალი- 

თად, განტოლებები 

თ=თ009514, ყ=ხ9)CI, 0 <-#<. 2%X 

წარმოადგენენ ელიფსის პარამეტრულ განტოლებებს. განტოლებები 

_ 2თ1 _ ხ(1-–+<59 

1-+4+1? , V 144 

წარმოადგენენ აგრეთვე იმავე ელიფსის პარამეტრულ განტოლებებს. 

მარტივი წირის მაგალითს წარმოადგენს (IC, 8) სეგმენტზე უწყვეტი 

ყ=/ (>) ფუნქციის გრაფიკი. მართლაც, ეს გრაფიკი შეგვიძლია გან- 

ვიხილოთ როგორც 

  , – თ<%< +959 

«=L, #V=/ (0), =<1<8, 
კანონით მოძრავი M "წერტილის კვალი, ამასთანავე ჯL პარამეტრის 

სხვადასხვა მნიშვნე.:·ობას შეესაბამება გრაფიკის სხვადასხვა წერტილი. 

განსაზღვრა 2. ვთქვათ, L, და I ისეთი მარტივი ბრტყელი 

წირებია, რომ L, წირის ბოლოები ემთხვევა I» წირის ბოლოებს, 

ხოლო I, და მ, წირების დანარჩენი წერტილები ერთმანეთისაგან 
განსხვავდებიან. მაშინ IL=L" ს L,, წირს ეწოდება მარტივი შეკ- 
რული ბრტყელი წირი. 

ფრანგიგ თემატიკოსის ჟორდანის (ჰიიშას, 1338 -- 1922) მიერ 

დამტკიცებული იყო, რომ ყოველი მარტივი შეკრული 
ბრტყელი წირი ყოფს სიბრტყეს ორ,ნაწილად–- შიგა 
და გარე ნაწილებად. | . 

§ 9. წრფევადი წირი. წირის ხიგრძე · 

ვთქვათ, მოცემულია სივრცითი L წირი, რომლის განტოლებებია 

ჯ=დ (CI), ყ=% (1), 2=X(1), (2.1) 

სადაც დ (0), ·V (0), X(0 უწყვეტი ფუნქციებია (თ, 8) სეგმენტზე. ვიგუ–
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ლისხმოთ, რომ როდესაც ჯ იცვლება თ-დან წ-მდე, მაშინ M (დ(/, 
(0, XC)) წერტილი აღწერს L წირს გარკვეული მიმართულებით 
თ და 8-ს შესაბამისი წერტილები L წირზე აღვნიშნოთ #4 და #8 

ასოებით. დავყოთ I, 8) სეგმენტი წერტილებით 

%X=ზ%ზე <V <..< ხი- < (.=წ 

„ და L წირში ჩავსახოთ ტეხილი, რომლის წვეროები შეესაბამებიან 

§ პარამეტრის ჩე; წყ) ·“>-ე წგ მნიშვნელობებს. ამ ტეხილი წირის სი 

გრძე აღვნიშნოთ Xჯ ასოთი. ამრიგად, (თ, 8) სეგმენტის ყოველ დანა– 
წილებას შეესაბამება სათანადო დადებითი რიცხვი #. ასეთი X რი. 
ცხვთა სიმრავლის ზედა საზოვარს ვუწოდებთ L წირის სიგრძეს და 
აღვნიშნავთ ჯ ასოთი. თუ L< +Cდ, მაშინ L წირს ეწოდება 

წრფევადი წირი. 

ლემა. ნებისმიერი იცხია ნი 6ე, ხ; C ნამდეილი რიცხ- 

ვებისათვის მართებულია უტოლობა 

IV 29 ხზ 62 – M/ 21+ ხ1 +2 | < | C,– 0: I+ 

, + ხ, –– ხ1|+ თ, –– CI. (22) 

დამტკიცება. თუ თ, ხ, 6, 6» ხ» 0; რიცხვები ყველა ნუ- 
ლია, მაშინ ლემა ცხადია. ახლა ვთქვათ, რომ ეს ასე არ არის. შემო- 

ვიღოთ აღნიშვნები 

„=IV ი + ხ+თC, (=I/ ი1+ ხ1 +C: 

  

გვაქვს 
| = I1-- 7) _ |(091-- ი)+(ხ1-–ხ,)+(0-–-C)| << . 
” = = 

ს : 7 LX ”+1 

Iთ,+ძთა| |ხ,+ხ:|) => „I9%+C65I | |ხ.– ხ),111::2! . 
<-| თკ –– ძI ”+ი |ხ, | ოლოდ, 

LC +თL .- IC I+I0:| 
+ _ „I .:-21:.<:L ძ–« “6 + 

Lძ, თ | +” <0, 2 ”+წ5 

|ნ,I+)ხ:| LIC,1+I თ|I 
+Iხ-–- წ). 9.19) ს, | თ). 0906 < 

Iხ, ნ; | ”+რ . | 1 2 ს+ორ ოსა 

« |ი,–- თ; )+|ხ,–- ხ:|+|ფთ–Cთ IL 

ლემა დამტკიცებულია. 

ე6 გლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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თეორემა 1. თუ (ე), V(), XC) უწყვეტად წარმოებადი 

ფუნქციებია LC, წ) სეგმენტზე, მაშინ I' წირი წრფევა- 

დია და 

  

წ.) 

L= | V/ CI (0)1+ LL (012+ IX თე)ზძ. (2-3) 
C 

ჭგ 

დამტკიცება. განვიხილოთ LICთ, წ) სეგმენტის ნებისმიერი X#- 

დანაწილება Iწი, ს) (Iს ში.» (ჩკ, ბი სადაც #ე==C, Lე =8. 

ყოველ 1, წერტილს შეესაბამება L წირის M#M, წერტილი (#=9, 

1,.-., #) ჩავხახოთ I-ში MI, .:. M/, ტეხილი და მისი სიგრძე 

აღვნიშნოთ #-თი. ცხადია, 

  

#= % | დ(ხა–დ 0, )11+| ს 0,)–% 0, 0ჩ+I1XC,) – XC, ინ 
X=1 

ლაგრანჟის თეორემის თანახმად 

დ) დს )=CICს –,, )დ (6), 

ს (L) – ს C,.-) = CL; –ს იე) ს” (ი,), 

# (I) –-#» (1) = C, _ L.) » (CC), L. 

სადღაც ნ, ის, ხ, გარკვეული წერტილებია (I„.,, #,) სეგმენტში 
(L=1, 2, ·-. , XI). მაშასადამე, 

  

#= 2. V/ IC" C,))? + IV" თ;))? + IX” რ)? 4, 
#51 

სადღაც #1,=1!, –- 1, შევნიზნოთ, რომ ჟ,, უ, და C, რიცხვები 

საზოგადოდ განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან. განვიხილოთ ჯამი 

== 2, V ICI C§,)წ+ IC” დ)? + 0X და)" ტ.- 
. #=1 

  

დავამტკიცოთ 

| 1Iთ (ს –– თ =0. (2.4) 
4-0 

ლემის თანახმად გვაქვს 

Iნ-თI <2) (| ბ ო)–“ (§)1 + IX (6) –– XX§,)) ბი. 
X5=1
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რადგანაც დ () და X”C) ფუნქციები თანაბრად უწყვეტია (თ, 8) 
სეგმენტზე, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება 

ისეთი დადებითი რიცხვი 8 (6), რომ (თ, 8) სეგმენტის ნებისმიერი ჯ” 

და 1” წერტილებისათვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას 

|” –– | <8, გვექნება 

  

, XV LV” –XV)I< 

8-თ ა)“. :ც–ე 

ვიგულისხმოთ, რომ X<- 6, მაშინ | (,–-/, ,|I<-8 და, მაშასადამე, 

|” დC”)–– 6001 <   

C 6 8 
(ნ–თ)< | + #6, = 8. 

ბ 2(ვ9-თ)ს 2(8-–») , 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ მართებულია (2.4) ტოლობა. 

თუ გავითვალისწინებთ ტოლობას ს=თC-+(იჩ-თ შეგვიძლია 

დავწეროთ 

  

  

)Iს0 #= III თ=- 9-L (ს? (1X12-+ IV” 01? ქ Iთჯ–სი I V” IC (02+-I(V თII--X თ)“. 

ადვილი მისახვედრია, რომ L წირში ჩახაზული ნებისმიერი ტეხი- 

ლის სიგრძე არ აღემატება ინტეგრალს 

  

' ! 
I V/ (7 I(6)1+ 0” 0))2+(X (0) «I. 

მაშასადამე, L წირი წრფევადია და მისი ჯ სიგრძე გამოისახება 

ფორმულით 

  

(I 

L= | I IC” თ)? + 5 C01"+ IX” 001" ძL-. 
თ ' 

ეს ფორმულა შეგვიძლია ასე დავწეროთ: 

-IMწაცოფი. “ს 

კერძოდ, თუ L ბრტყელი წირია, რომელიც მოთავსებულია ჯ0ყ 

სიბრტყეზე, მაშინ X(ჯ) = 0. ღა (2.5) ფორმულა მიიღებს სახეს: 
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წ _“ _ ს. 

ს= | (2) 49). 2.6 
2 V თ + CL ძL! (2.0 

ახლა ვთქვათ, ბრტყელი L წირის განტოლება მოცემულია ცხადი 

სახით ყ=/ (2), თ<თ<ხ. ეს განტოლება შეგვიძლია შევცვალოთ 
განტოლებებით 

  

- X=%, Vყ=/ (ს), თ<-#<-ხ. 

მაშინ (2.6) ფორმულა ასე გადაიწერება 

ხ –--'ე'ხე565ე5 

= || VI + (+) ძი. რ.7) 
ძ» 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 

    
    

–ჯ 

| , V=06ხ 2= (29107. 
ა–. < 2 

: ჯაჭვწირის რკალის ჯ# სიგრძე «=0 

/ ! ჯ. და ჯ-=ფთ შორის (ნახ. 93). 

0 თ · XI „XX 

რადგანაც ძყ =8ხთდ = 9 (6 , 
ნახ. 93. ძთ 

ამიტომ 

ძყ V 3 
1+( + = ს” 1–+ 5ხპ»= 6ხ ;.. 

ჯ7 · 

მაშასადამე, (2.7) ფორმულის თანახმად 

- |0+C9
) 1+( > ”) გ»= | ის თძი (ას = ასგ=“ იი, 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ თ=თ (L--310ჯ), #ყ=9ძ (1 –-2031ჯ) 

ციკლოიდის 1 ერთი თაღის L სიგოშე. (ნახ. 94). 

გვაქვს: 

  

2 "მყ 
–-=ძთ(1 --205,), –“–-= 2 ( ) 

1 ციკლოიდა ეწოდება ბრტყელ წირს, რომელსაც შემოხაზავს 0 რადიუსიანი 

იმ წრეწირის წერტილი, რომელიც უსრიალოდ გორავს წრფეზე. 

თ51ი #.
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5 : 

ძ» M? ძყ " უე! –_>- _–. =2 –_ 

MV(V)+(49) 
9 510--, 

() 

  

აქედან 

  

L) 

  
  

0 2ჯ 
ნაზ. 94. · 

მაშასადამე, (2.6) ფორმულის თანახმად, 

2 L 

L= | 20C6IL –– ძ(=8ი. 
ბ 2 

მაგალითი პ. გამოვთვალოთ ჟჯ=C6008(, ყ=ხ3510ი1 ელიფსის 

რკალის სიგრძე. 
ოუ მეოთხედი რკალის სიგრძისათვის გვექნება 

-/, - 

=%8= 2. | (4) (+) ძI = I V (–ით 810 ()2+- (ხ C0981)" ძჯL= 

  

  

(3 

  

ხ" სივ! ძL.   

#/, _ 

=(| M/ ცზ -- (გ? -- ხმ) 609% ძ( == | /-“ წია 
0 

რომ ცნობილია, ნ-- 

ფთ? 

სადაც # ელიფსის ექსცენტრისიტეტია. მაშასადამე, 
«/ 

L=4ი | ს” 1 –– ლიივ?, ძI. 220 

=0ქ,  
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ამ ინტეგრალს ელიფსური ინტეგრალი ეწოდება. იგი ვერ 

გამოითვლება ნიუტონისა და, ლაიბნიცის ფორმულის უშუალო გამო- 

ყენებით, ვინაიდან განუსაზღვრელი ინტეგრალი I ს” 1 –– ი? ციყ? ჯ 0! 

ელემენტარული ფუნქციებით ვერ გამოისახება. ელიფსის სიგრძის 

გამოთვლა ხდება მიახლოებითი მეთოდების გამოყენებით. 

კერძოდ, თუ ხ=თ=7#, ელიფსი გადაიქცევა # რადიუსიან წრე– 

წირად, ამ შემთხვევაში =0 და (2.8) ფორმულა მოგვცემს 

%/> 

ს=47 I ძ!=2XX. 
ხ 

მივიღეთ ელემენტარულ გეომეტრიაში ცნობილი ფორმულა წრეწირის 

სიგრძისათვის. 

მაგალითი 4. გამოვთვალოთ 

L) თ=V 0083, #=0 510 'ჯ ასტროიდის 
Xჯ სიგრძე (ნახ. 95). 

ასტროიდის პირველი მეოთხედის 

მისაღებად ჯ უნდა ეცვალოთ 0-დან 

  

  
– ჯ# 

-მ თ ი > “ე “მდე. გვაქვს: 

92. =-–- 3ე 008181 #, 
თ 

#ძ6V გას: 
ნახ. 95. ჰ =3ც 8107?1605L. 

თუ გამოვიყენებთ (2.6) ფორმულას, გვექნება: 

-/, 

« = I I” 9ი0%098%/ §10ი%-L-9ი”ყ))“ C08?/ 0L= 
0 

  

9-/5 %/ 3თ 

=34 | M” ლ08? L510?1 | = 38 I ი05 65)0ჯ იL=->-. 
8 ბ 

მაშასადამე, #,=6V. 

§ 8. წირის რკალის სიბრძე პოლარულ კოორდინატებში 

ვთქვათ, ბრტყელი წირის განტოლება მოცემულია პოლარულ კო- 

ორდინატებში 90= / (3), სადაც / (3) უწყვეტად წარმოებადია LC, 8)
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სეგმენტზე. ვიპოვოთ ამ წირის რკალის სიგრძე როგორც ვიცით, 

„პოლარულ და დეკარტის კოორდინატებს შორის არსებობს შემღეგი 

დამოკიდებულება 
თ=00084, ყ=05)ი3. 

აქედან 

ძ2 =-008 9: 00 –– 0910 %ძ4, ძყ=8!0 ძ0+ 0 008 9 CI... 

საიდანაც 

ძეზ-L ძყმ=ძეი”+ე"ძა?. 
მაშასადამე, 

სა (4) +- თა(4) 
(2.6) ფორმულის თანახმად საძიებელი რკალის # სიგრძე გამოისა– 

ხება ფორმულით 

წ წ"”·"·"=”=·=“"”' 5 
X#= | V „+ (+) ქმ, 6.1) 

სადაც თ და წ პოლარული კუთხის ის მნი შენელობებია, რომლებიც შე- 

ესაბამება რკალის ბოლო წერტილებს. 

მაგალითი 5. გამოვთვალოთ 

0=თ(1+009 9) კარდიოდის რკალის 

სიგრძე (ნახ. 96). 

ამოხსნა. კარდიოდის მოხაზუ- 

ლობა მოცემულია 96-ე ნახაზზე. თუ 

8. კუთხეს ვცვლით 0-დან »-მდე, მი- 

ვიღებთ საძიებელი რკალის სიგრძის 

  

  

  

ნახევარს, (3.1) ფორმულის თანახმად, ნახ. 96, 

# 8. . > ექ 

# IV + (4) ა - / 204 მამიიი «0 - 
2 ძა» წ. 

L 

წუ „ _ # §. 

= 2+2 +იე>= 2 –-ქმ-=4ყკ. «IV 2+ 008 > ძ 6 | იი§ ---ძ ძ 

ი 

აქედან #=8ძ.
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§ 4. რკალის დიფერენციალი , 

ვთქვათ, თ=დ (), #ყ=C C), 6=XC) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქ- 
ციებია (თ, ჩ) სეგმენტზე, ამ შემთხვევაში, ცვლადი §(L) რკალი წარ-. 

მოიდგინება ფორმულით 

  

(1 

§ 0)= | V IC” რ))"+ Iს” C))? + IX” C)1 ძ+. '(4.1) 

რაკი ინტეგრალქვეშა ფუნქცია უწყვეტია (თ, 8) სეგმენტზე, ამიტომ 
8§(კს) ფუნქცია წარმოებადია და 

§' (()= V/“ ICთ" (1)1?+ (C” (§))?+ IX” (#11. (4.2) 
  

აქედან ; | 

I§“ (#))?2= (დ” (§))ზ-+- LL" ()1ბ+ IX” (§)11. 
ამ ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ «I?ზე, მივიღებთ რკალის 

დიფერენციალისათვის თათ გამოსახულებას: 

ვ"=ძა"-+L+ძყ"-I+- ძი. (4.3) 

თუ პარამეტრადღ კალებ ცვლად კ რკალს, მაშინ (4.3) ფორმული–- 

' ი. 
თეორემა 8. ვთქვათ L ფირის განტოლებები მო- 

ცემულია პარამეტრული სახით 

-X=ყ%(I), ყ=%(I), 7=XC), 

სადაც §(0), VI) დაX60) უწ ყვეტად წარმოებადი ფუნჟ- 
· ციებია, თუ CდX.0, VI) და XC) წარმოებულები ერთ- 
'" დროულად ნული არ ხდება, მაშინ წირის რკა- 
ლის სიგრძისა დღა მისი მომჭიმავი ქორდის 
სიგრძის ფარდობის ზღვარი, როდესაც რკა- 
ლის ერთი ბოლო მიისწრაფვის მეორე ბოლო- 
საკენ, ერთის ტოლია... 

დამტკიცება. ავიღოთ L წირზე რაიმე M (2, ყV, #) წერტილი. 
აღვნიშნოთ L წირის ერთი ბოლო წერტილი /4-თი, 47 რკალის 
სიგრძე კი ყკ-ით. ახლა L წირზე ავიღოთ მეორე წერტილი M#' (თდ-+ტთ, 
ყი ბყ. + ტი). მაშინ 4M”/ რკალის სიგრძე. იქნება §+ ტვე, სადაც #§ 

წარმოადგენს IM” რკალის სიგრძეს, ორ წერტილს "მორის მანძილის 
ფორმულის თანახმად



§ 4. რკალის ღიფერენციალი: <01 
  

  

| M#MM”)=V/ (ბ»)"-C (ხ4)1+ (ბ ჯ)". 

M# და #”' წერტილების შესაბამისი პარამეტრის მნიშვნელობები აღვ– 

ნიშნოთ ჯ და L+ტჯ. განვიხილოთ M IM რკალის 45 სიგრძისა და 

MM” ქორდის | #//”| სიგრძის ფარდობა,   

    
  

ბე _ ბა _ 

IMM I VI C62ე)პ+(ბ)?+(ტე?. 
ტვ 

#M 
  
  

ტფ Mბ/ ტყ V" ტვ. M 

V/(XI(X)+C>) 
თუ #L->0, მაშინ M'-> M და ამ უკანასკნელ ტოლობაში ზღვარზე 

გადასვლით, როდესაც ტჯ 49, მივიღებთ 

+ "ძა. 

ძ 

აეცელლ 
თეორემა დამტკიცებულია, 

  =1. 
  

სავარ ჯიშო 

. მოძებნეთ ყ'=ე) წირის რკალის სიგრძე "კოორდინატთა სათა– 

ვიდან წირის იმ წერტილამდე, რომლის აბსცისაა -–- 

112 
  პასუხი: 

ა 
2. გამოთვალეთ წყ = ––- პარაბოლის იმ რკალის სიგრძე, 

რომლის ბოლოები ძევს 0ჯ ღერძზე. 

პას უხიე / 6 +1ი (/ 2 +(V“ 3). 

3. მოძებნეთ #=ქ)V (319 2) წირის იმ რკალის სიგრძე, რომლის 

ბოლო წერტილების აბსცისებია => –- და <2, , 

პასუხი: I»93.
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4. გამოთვალეთ 5ყმ=გ? წირის იმ რკალის სიგრძე, რომელიც 

მოთავსებულია ჯ2+ყ?2=6 წრეწირის შიგნით. 

8 26 
პასუხი: 422 

5. მოძებნეთ ჯ=C0051(+1#510 1, /=51ი 1–-/005ჯ წირის იმ რკალის 
სიგრძე, რომლის ბოლოებს შეესაბამება # პარამეტრის შემდეგი მნი– 

შვნელობები: ჯ=90, #=2%. 

პასუხი: 272. 
: 6 4 

6. გამოთვალეთ ჯ = + , ყ=2– + წირის იმ რკალის სიგრძე, 

რომლის ბოლოები ძევს კოორდინატთა ღერძებზე. 

პასუხი: 4, (3). 

7. გამოთვალეთ 2=ფ 0089, ყ=თ 519"! წირის სიგრძე. 

1 
პასუხი: 5ძც 1 2 3) I. ასუ · საუწვისი, +V 1 

§ ნ. ბრტყელი ფიბურის ფართობი 

  

ამ პარაგრაფში მოვიყვანთ მარტივი შეკრული L წირით შემოსა- 

ზღვრული ბრტყელი # ფიგურის ფართობის ცნებას. L წირს ეწო- 

დება # ფიგურის საზღვარი. · 

ჩვენ ვიტყვით, რომ მრავალკუთხედი ჩახახულია # ფიგურაში, 

თუ ამ მრავალკუთხედის ყოველი წერტილი ეკუთვნის # ფიგურას ან 

მის საზღვარს, თუ ბრტყელი ფიგურისა და მისი სახღვრის ყველა 

წერტილი ეკუთვნის მრავალკუთხედს, მაშინ ვიტყვით, რომ აღნიშ- 

ნული მრავალკუთხედი შემოხაზულია # ფიგურის გარშემო. 

X#M ფიგურაში ჩახაზული ნებისმიერი მრავალკუთხედის #8, ფარ- 

თობი არ აღემატება # ფიგურის გარშემო "შემოხაზული ნებისმიერი 

მრავალკუთხედის §, ფართობს. 

აღვნიშნოთ /(„-ით ყველა 5, რიცხვის სიმრავლე, #%-ით კი 

ყველა 5, რიცხვის სიმრავლე. ცხადია I სიმრავლე ზემოდან შმემო– 

საზღვრულია, I" კი ქვემოდან. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

8,=ვსი #,, §5%=10L/ I". 

5, და 5" რიცხეებს ეწოდება შესაბამისად # ფიგურის შიგა და გარე 

ფართობები. შევნიშნოთ, რომ შიგა 9, ფართობი არ აღემატება 

გარე 5" ფართობს, ე. ი. 5, < 6". ,
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ახლა შემოვიღოთ შემდეგი 

განსაზღვრა. ბრტყელ # ფიგურას ეწოღება ფართობადი, 

თუ .ამ ფიგურის შიგა 5. ფართობი ტოლია გარე 89 ფართობისა, 

ამ შემთხვევაში =8-= 83" რიცხეს ეწოდება # ფიგურის ფართობი. | 

თეორემა 3. ბრტყელი # ფიგურის ფართობადობისა- 

თვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყოველი და– 

დებითი 6 რიცხვისათვის არსებობდეს #-ის გარშემო 

შემოხაზული და ჩახაზული მრავალკუთხედები, რო- 

მელთა ფართობების სხვაობა 5) 3, იყოს §-ზე ნა- 

კლები: 

9.5; <8. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკოთ პირობის აუცილებლობა. 

ვთქვათ. # ფიგურა ფართობადია, ე. ი. 

5.=5"'=8. 

რადგანაც 5. და 8" წარმოადგენენ შესაბამისად #/ და. #" სიმრავ- 

ლეების ზედა და ქვედა საზღვრებს, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი, § 
რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი 5, C M, და 5) C XII”, რომ 

8-8<+, 9-3<-+. 
2 2 

თუ ამ უტოლობებს შევკრებთ წევრ-წევრად, მივიღებთ 

8. –_ 8; < C. · 

ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ყოველი და- 

დებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 39, C ა და 5. C MI", რომ 

8. – 9, <6. რადგანაც 

53,508 <- 95, 

ამიტომ §“ -- 5, <8. აქედან, §-ის ნებისმიერობის გამო, ვღებულობთ 

§.=58'. ამრიგად, # ფიგურა: ფართობადია. თეორემა დამტკიცე- 

ბულია, 

შენიშვნა. ადვილი შესამჩნევია, რომ პირველ პარაგრაფში მო- 

ყვანილი მრუდწირული ტრაპეციის ფართობის განსაზღვრა ტოლფასია 

ფართობის ზემოთ მოყვანილი განსაზღვრისა.
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'§ გ ფართოგის გამოთვლა, როდესაც წირის განტოლება 

მოცევულია დეკარტის კორრდინაპებში 

ოოგორც ვიცით, თუ ყ=/ (2) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ1 სეგ-. 
' ხ 

მენტზე და ამ სეგმენტზე / (თ) >0, მაშინ ინტეგრალი I #Cთ9ძ> 
4 

გამოსახავს იმ მრუდწირული ტრაპეციის 8 ფართობს, რომელიც შე- 

„მოსაზღვრულია წირებით V#=0, «=ი, ==ხ და· ყ=/ () (ნახ. 78), 
ე.- ი. 

ხ · 

8= I # (2) ძ;. (6.1) 

ხ 

თუკი (ი, ხ) სეგმენტში /(თ)<20, მაშინ I #(2)ძ><0 და ეს ინტე– 

გოალი“ აბსოლუტური სიდიდით შესაბამისი მრუდწირული ტრაპეციის. 

8 ფართობის ტოლია (ნახ. 97). | 

     
ნახ. 97. · “ნახ. 98. 

იმ შემთხვევაში, როდესაც. / (თ) ფუნქცია ნიშანს იცვლის Lი, #) 

სეგმენტზე, მაშინ ამ სეგმენტს ვყოფთ ქვესეგმენტებად ისე, რომ ყო- 

ველ ასეთ ქვესეგმენტზე / (თ) იყოს არაუარყოფითი ან არადადებითი 

(ნახ, 98). ცხადია, , 

C C ხ 

I /თძ»->0, | /თძ><0, | /(00=>-9. 
“ CI ლ 

ხ 

მაშასადამე, I #Cთ)ძ» გამოსახავს იმ მრუდწირული ტრაპეციების 

ძ | –_ | 

ფართობთა ალგებრულ ჯამს, რომლებიც მდებარეობენ 0>»“ ღერძის 

"ზემოთ და ქვემოთ. | · | 

0» ღერძის ზემოთ მოთავსებული ფიგურის ფართობს იღებენ 

დადებითად, 0» ღერძის ქვემოთ მოთავსებული ფიგურის ფართობს 

, 
! '
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კი უარყოფითად. მაშასადამე, რომ მივიღოთ ფართობთა ჯამი ჩვეუ- 

ლებრივი აზრით, საჭიროა ვისარგებლოთ ფორმულით 

C1 (2 ხ 

5= I #7Cთ)ძ.- | #თძი+ | # (20 92. (6.2) 
თ C თ 

ანუ, რაც იგივეა, 

ხ .· 

§= | | / თ)Iძ2. (6.3) 
4 · 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც 

' 2 8. 
შემოსაზღვრული ელიფსით “+ 4-=1. თ 2 

ამოხსნა, საძიებელ ფართობს ვუწოდოთ ელიფსის ფართობი 

და იგი აღვნიშნოთ #§ ასოთი. ელიფსის განტოლებიდან გვაქვს 

ყ= + - ნით. 

I 
ჯ 

  

  
· 

ნახ. 99, – 

რადგანაც ელიფსი სიმეტრიულია კოორდინატთა ღერძების მიმართ 

(ნახ. 99), ამიტომ § ფართობი გამოითვლება ფორმულით 

§=4+ | MI ცბ–- ე? ძა. 
მ
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მაგრამ. როგორც ცნობილია 

ე =–= ჯე? 
| V >- 224 2 

  

მაშასადამე, 5=%ცძხ. 

კერძოდ, თუ ი=ხ=X7, მაშინ ეთღიფსი გადაიქცევა # რადიუსიან 

წრეწირად და ამიტომ წრის 95 

ფართობი გამოისახება ფორმულით, 

5=XXL". 

ახლა ვთქვათ, ფიგურა შემო- 

საზღვრულია ჯ=ი, დ=ხ, ყ= /(2), 
#=49(»7) წირებით, სადაც / (XI და 

9 (>) ფუნქციები უწყვეტია Lთ, ხ1 
სეგმენტზე და #(>7)>> 4 (>) (ნახ. 
100). მაშინ § ფართობი გამოით- 

ნახ. 100. ვლება "ფორმულით 

    

  

ხ 

5= | L/ (თ)–– (9)1 ძ». (6.4) 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც 

შემოსაზღვრულია წირებით 

ყ=2--2, ყ=I/ გ. (6.5) 

ამოხსნა. ავაგოთ ყ=2-- 2 და Vყ= I” ეჭ წირები, (ნახ. 101). 

მოვძებნოთ ინტეგრების საზღვრები. ამისათვის ამოვხსნათ განტოლე– 

ბათა (6.5) სისტემა. თუ ამ სისტემას ამოვხსნით «>-ის მიმართ, გვექ– 
ნება X+,=–1, დე=1. მაშასადამე, (6.4) ფორმულის თინახმად 

მაგალითი პ. გამოვთვალოთ ყ1=2ჯ»ჯ და = =2ჯ/ პარაბოლე- 

ბით შემოსაზღვოული ფიგურის 8 ფართობი (ნახ. 102). 

ამოხსნა. ვიპოვოთ ამ პარაბოლების გადაკვეთის წერტილების 

აბსცისები. ამისათვის ამოვხსნათ განტოლებათა სისტემა
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ყ”=2ჯა2, > =2ჯყ- 
გვაქვს: 

  =M   ას 
ა
ა
 

-5<924ვ 

  

ნახ. 102. 

  

§ 1. ფართობის ბამოთვლა, როდესაც წირის განტოლება 

მოცემულია პარამეტრული სასით 

ვთქვათ, წირი მოცემულია პარამეტრული სახით 

თ>=#(), #=რ(M), (7.1) 
სადაც დ 0) უწყვეტია, ხოლო დ() უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა 
(თ, 81 სეგმენტზე. ამის გარდა, დ(თ)=V, დ(6ნ)=ხ. დავამტკიცოთ, რომ 

ჯ=ი0ი. თ=ხ წრფეებით, 0ჯ ღერმითა და მოცემული წირით შემო–- 

საზღვრული: ფიგურის 8 ფართობი გამოითვლება ფორმულით 

ხ 

8= | თ I) თ (0 ძL. (7.2) 

თუ (7.1) სისტემიდან გამოვრიცხავთ L ცვლადს. მივიღებთ (ი. ხ1 

სეგმენტზე უწყვეტ #= / (თ) ფუნქციას და, მაშასადამე, მრუდწირული 
ტრაპეციის წ ფართობი გამოითვლება ფორმულით 

8-–- (7/თრ»- ( #4 

მიღებულ ინტეგრალში მოჟახდინოთ ჩასმა დ=C(I). რაც მოგვცემს 

(7.2) ფორმულას.
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მაგალითი 1. გამოვთვალოთ იმ ფიგურის # ფართობი, რომე- 

ლიც შემოსაზღვრულია 027 ღერძითა და 

»ჯ=თ(წ–31ი #), 7=C(1 –– 2051) 

ციკლოიდის ერთი თაღით (ნახ. 103). 

I 

L.     
  

ნახ, 103. 

ამოხსნა. (7.2) ფორმულის თანახმად 

2 2% 

§= | თ (1 –– (0810 (1-– 0081) #(=0? | (1-––ლ008/)მ ძL=3»Xი". 
0 

I 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ იმ ფიგურის § ფართობი, რომე- 

ლიც შემოსაზღვრულია 

2»=6C 00591. #=ხ 981011 

ასტროიდით. 7 

ამოხსნა რადგანაც ასტოოიდი სიმეტრიულია კოორდინატთა 

ღერძების მიმართ (ნახ. 104), ამიტომ (7.2) ფორმულის თანახმად § 

ფართობი გამოითვლება ფორმულით | 

  

  

ნახ. 104, 

%/ი 
0 · . · 

5=4 | ხ3)ი%- ვი 005“ (––5IVI I) ძ(=12იხ | 5)0"/ 606“ ძL= 

X%/,



§ 8. ფართობის გამოსახულება პოლარულ კოორდინატებში 609 
  

%/, 

=12იხ | (810 '(––910-/) ძჯ=120 ინ(>- 1 >-– 5-3.1 7)” 
6 4.2 2 

  

ვ 
= –-ჯფცხ. 

8 

§ 8, უართობის გამოსასულება პოლარულ აშორდინატებში . 

ეთქვათ, #. წირი მოცემულია პოლარულ კოორდინატთა სისტე- 

მაში განტოლებით 

სადაც /# (4) არაუარყოფითი უწყვეტი ფუნქციაა (თ, 81 სეგმენტზე. 
განსაზღვრა. ბრტყელ # ფიგურას, რომელიც შემოსაზღვრუ- 

ლია ჯ წირით და 8§=თ, 43-=8ჩ სხივებით, ეწოდება მრუდწირული 
სექტორი, 

თეორემა 4, მრუდწირული # სექტორი წარმოადგენს 
ფართობად ფიგურას და მისი 95 ფართობი გამოითე- 

ლება ფორმულით 

1 8 
§5= > | (მ) ძა. (8.1) 

თ 

დამტკიცება. დავყოთ .(თ. 8) სეგმენტი »# ქვესეგმენტად 'შემ- 
დეგი წერტილებით · 
თ==მა<3, <... <9, =8. 

ყოველი LM, ,, 1). სეგ- 
მენტისათვის ავაგოთ წრიული 

სექტორები რომელთა რა- 

დიუსები ი, და ი, წარმოად- 

გენენ 0 (8) ფუნქციის უმცია- 
რესსა და უდიდეს მნიშვნე- 
ლობებს (8, 9,1 სეგმენტზე 
(ნახ. 105). მივიღებთ ორ ·# 

# ფიგურას. 
ცხადია, რომ ნახ. 105. 

  
  

  39 ელ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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# და # ფიგურების ფართობები აღვნიშნოთ "შესაბამისად 5, და. 

5, სიმბოლოებით. ადვილი შესამჩნეეია, რომ 

1 
ჯ“–_ 92 > 01C, –% ა “4. 

შეენიშნოთ, რომ 8, წარმოადგენს - ი? (8) ფუნქციის ქვედა თ_ ჯამს 

IC, 8) სეგმენტის აღებული დანაწილებისათვის, #, კი იმავე ფუნქციის 

ზედა თ ჯამს. რადგანაც -- 0?(4) ფუნქცია ინტეგრებადია (თ, წ) სეგ- 

მენტზე, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის შეგვიძლია 
(თ, 81 სეგმენტის ისეთი დანაწილება ავიღოთ, რომ ადგილი ჰქონდეს 

| უტოლობას 

ძ-- 84 <>. 

მაგრამ 9ძ=8,, 9=9.,. მაშასადამე, 

| C 
5. 5,< ვ · 

# "ფიგურა წრიული სექტორების ჯამია და რაკი ყოველი წრიული 

სექტორი ფართობადია, ამიტომ ფართობადი იქნება # ფიგურაც. 

ასევე, # ფიგურაც ფართობადია, 
ახლა # ფიგურაში ჩავხაზოთ ისეთი 9 "მრავალკუთხედი, რომლის. 

5; ფართობისათვის 

8,-8/<-- 

ხოლო #-ის გარშემო შემოეხახოთ ისეთი 0 მრავალკუთხედი, რომ– 

ლის 8,” ფართობისათვის 
, _ #6. 8, – %<კვ 

ცხადია, რომ 0C=# =0. რადგინაც 

ჭზ, -9/ =(9, ,“-5)+(9 – 9)+(9, – 8, ჩ< 

_–_ ” –=წწ 

<2+:+3 ”



§ 8. ფაოთობის გამოსახულება პოლარულ კოორდინატებში 011 
  

ამიტომ, მე-3 თეორემის თანახმად, # ფიგურა ფართობადია. შემდეგ 
ცხადია, რომ 

, 1.7 . 'ფლ<ლ– ზა ძ38- < 8.'. 5 <>14%/ <8 

აქედან მიიღება (8.1) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი 1, გამოვთვალოთ 

01=ძ2008 29 ბერნულის ლემნისკა- 

ტით შემოსაზღვრული ფიგურის 

ფართობი. 

ამოხსნა. ლემნისკატის მოხა- 

ზულობა მოცემულია 106-ე ნახაზზე. 

რადგანაც მოცემული ფიგურა ოთხი 
სიმეტრიული ნაწილისაგან შედგება, ამიტომ საკმარისია გამოვთვა- 

ლოთ საძიებელი 8 ფართობის ერთი მეოთხედი. 

  

ნახ. 106. 

  

როდესაც 3-0, მაშინ C=0, ხოლო როდესაც, §= >. მაშინ 

0=0. მაშასადამე, აი ფორმულის თანახმად 1: 

“/, 
8§ §10 2 ძ 
–=- 28- ქს = –– =-–-. 
4 ა თი0523ქ 23) 2 |" 4 

საიდანაც 8 == ე? 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ 0=თ(1+-ი05 დ) კარდირდით. შე– 

მოსაზღვრული ფიგურის ფართობი. 

ამოხსნა. კარდიოდის მოხახულობა 

მოცემულია 107-ე ნახაზზე. რადგანაც მო– 

ცემული ფიგურა სიმეტრიული ნაწილი- 
+ , საგან ”შედგება, ამიტომ საკშარისია გა- 

მოეთვალოთ საძიებელი ფართობის ნახე- 

ვარი. 

როდესაც 9#:=0, მაშინ 0=2თ, ხოლო, 

ნახ. 107. როდესაც #=X, მაშინ §=0. მაშასადამე, 

(8.1) ფორმულის მიხედვით 

2+-- I ც2(1 +-008 9)? იყ.
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აქედან 

8=ე? I 0 +200§ 8-+ 00§28) ძ9-=1,5XV3. 
0 

სავარჯიშო 

1. გამოთვალეთ იმ ფიგურის ფართობი,. რომელიც ”შემოსაზღვ- 

რულია პარაბოლებით ყზ=ი27, 22=60ყ, სადაც თ -> 0. 
2 

პასუხი: თ 

2. გამოთვალეთ იმ ფიგურის ' ფართობი, რომელიც შემოსაზღვ- 

რულია ყ= 24-22 პარაბოლითა და 027 ღერძით. 

პასუხი: 10<. 

3. იპოვეთ ყ2=27 პარაბოლითა და თფ?+91=4ჯ წრეწირით შემო- 

საზღვრული ფიგურის ფართობი. 

! პასუხი: 2(”- 3): 

4. იპოვეთ ყ/=2»ჯ-–– »” და თ+V=0 წირებით შემოსაზღვრული 

ფიგურის ფართობი. 

პასუხი 4.5. 
ვ 

8. იპოვეო #=-“ ცისოიდითა და 1=24ი წროფით შემო– 
თ-–27 

საზღვრული ფიგურის ფართობი, სადაც თ>>0. 

პასუხი: 3»X0ძ?. 

6. იპოვეთ #ყ=(>ჯ-L1)2, თ=810 Xყ და #V=0 წირებით შემოსაზღვ- 

რული ფიგურის ფართობი' (0 < ყ < 1). 

პასუხი: 112 · 
· 3 ” 

7. იპოვეთ »=-2ჯ -- ბ, ყ=2#M-- წირით შემოსაზღვრული ფი- 

გურის ფართობი. 

8 
პასუხი: 15: 

8. გამოთვალეთ ჯ=>V (005 L+LL 510 :), #=9 (810 #––# 008 ჯ) წირითა 

და დ=48 წრფით შემოსაზღვრული ფიგურის ფართობი, თუ 0<%1<:2, 

V <0.



§ 8. ფართობის გამოსახულება პოლარულ კოორდინატებში 613. 
  

პასუხი: < (4X1? -+3»). 

9. გამოთვალეთ »ჯ=VCთ(2008#––-–005 24), ყ == ფ (231ს (–- §18 2ჯ) კარ- 
დღიოდით შემოსაზღვრული ფართობი. 

პასუხი: რ6»;ებ. 

თ დ IL” .. 
10. იპოვეთ 2=-- 6083, ყ=“- 510 (ი'=ცყზ –- ხშ) წირით შე- 

მოსაზღვრული ფიგურის ფართობი. 
4 

პასუხი: 3X%2   

8იხ 

· იპოვეთ. –=« §10 33- სამფურცელას ფართობი. 

პასუხი: 50, M 

12. მოძებნეთ = # ს პარაბოლით 8-ს § _”, 
მეთ 1–-იი03 + ღილლ გ ” 2 

სხივებით შემოსაზღვრული ფიგურის ფართობი. 

პასუხი: 2 6+4 ს 2). 

13. მოძებნეთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვრუ- 

ლია 0= თ(1+59Iი223) და 0=Cთ წირებით. 

პასუხი: 1,37Xი”. 

14. იპოვეთ. დეკარტის თვ +V – 3იიყ-0 ფოთლის მარყუჟის 

ფართობი. 

ვე? 
პასუხი: –-. ასუხი: 2 

15. გამოთვალეთ ემ ყშ == ებ (ე?-+-ყ) წირით "შემოსაზღვრული 

ფიგურის ფართობი. 

პასუხი: «იზ 2 . 

16. გამოთვალეთ (ჯ2-LყV?)2=20ი”»ყ ლემნისკატით შემოსახღვრული 

ფიგურის ფართობი. | 

პასუხი: , თ”. 

მითითება. 14--16 მაგალითებში წირების განტოლებები დაწე– 

რეთ პოლარულ კოორდინატებში.
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17. გამოთვალეთ უ1-C#91= ია” / წირით შემოსაზღვრული ფიგურის 

ფართობი. ' 

მითბთ ება. შემრიღეთ აღნიშვნა V=L(:. 

ჯე? 

8M/-2 

§ 9. სსეულის მოცულობის ბამოთვლა, როდესაც ცნობილია 

განივი კვეთების ფართობები 

პასუხი: 

ნებისმიერი სხეულის მოცულობის გამოთვლა "შეიძლება მხოლოდ 

ჯერადი ინტეგრალების საშუალებით, მაგრამ მრავალ კერძო შემთხვე– 

„ვაში სხეულის მოცულობა შეგვიძლია გამოვთვალოთ ერთმაგი ინტე–- 

ბრალით. 

| განვიხილოთ რაიმე სხეული და 0ჯ ღერძი!. ამ ღერძზე ავიღოთ 

(თ, ხ) სეგმენტი და ვიგულისხმოთ, რომ ჯ»=06 და ჯ=ხ სიბრტყეები 
კვეთენ მოცემულ სხეულს. აღვნიშნოთ 1”-თი მოცემული სხეულის ნა– 

წილი, რომელიც მოთავსებულია »,=(6 და თ=ხ სიბრტყეებს შორის 
#ნახ, 108). 

(3 .·
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ნახ, 108. 

კვხადია, Iთ, ხ1 სეგმენტის ნებისმიერ თ» წერტილზე გავლებული 
69% 'ღერძის მართობი სიბრტყე გადაკვეთს # სხეულს. თუ ქვეთის 
ფართობს აღვნიშნავთ C-თი, იგი დამოკიდებული იქნება «-ზე, „ე. ი. 

კყქიის ფართობი “-ის გარკვეული 0 (თ) ფუნქციაა. 

M ასზე :ეწოდება ·სივრცის ნაწილს, რომელიც შემოსაზღვრულია 'არაგადამ- 

კიზი შეკრული ზედაპირით, 

   



§ 9. სხეულის მოცულობის გამოთელა. როდესაც ცნობილია. 615 
  

დავყოთ Lი. ხ) სეგმენტი ჯ ნაწილად წერტილებით 

თ=2ი< 01 <-..< თა.) <- 2, =ხ. 

ამ წერტილებზე გავავლოთ (0ჯ ღერძის მართობული სიბრტყეები, 

მაშინ 7 სხეული დაიყოფა # ნაწილად. განვიხილოთ ერთ-ერთი ქვე- 

სეგმენტი (=,., თ, ამ სეგმენტზე ავიღოთ ნებისმიერი §, წერტილი 
და ავაგოთ ცილინდრული სხეული, რომლის მიმმართველი წირია 

ჯ=წ, სიბრტყისა და 7” სხეულის გადაკვეთით მიღებული წირი, ხოლო 

მსახველი 0; ღერძის პარალელურია, ცხადია, ასეთი ელემენტარული 
ცილინდრის ფუძის ფართობია 0(5,), ხოლო მოცულობაა 0 (5,) 4, 
სადაც #2>,=თ, – თ. ყველა ელემენტარული ცილინდრის მოცუ- 
ლოზათა ჯამია | 

/.ა= 2, 0 (6,) ტ2,- 
#=1 

თუ არსებობს XIX, მოცულობის ზღვარი, როდესაც ყოველი რ“, 

ნულის აკენ მიისწრაფვის, მაშინ ამ ზღვარს ვუწოდებთ ჯ7 სხეულის V 

მოცულობას. ცხადია, თუ 0 (ჯ) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტზე. 
მაშინ 

სხ 

#= I 0 (თ) ძე». (9.1) 

, ჟყჯ? 2 
მაგალითი 1. გამოვთვალოთ სამღერძა –_+97+ 28 =) 

ელიფსოიდის მოცულობა. 

ამოხსნა. 0; ღერძის მართობული X =2 სიბრტყე (––-6<ჯ<68) 

ელიფსოიდთან გადაკვეთაში მოგვცემს ელიფსს, რომლის განტოლე- 

ბებია 

  

  

ამ ელიფსის ფართობია 

? 
0 თ =»ხი() _ +). 

წა 

თუ ვისარგებლებთ (9.1) ფორმულით, გვექნება
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თ 
4 

V = I „6(1- 5) #2=--“ X0ხი. · 
თ 

“ 

კერძოდ, როდესაც თ=ხ=6= 1, მივიღებთ სფეროს მოცულობას 
4 · 

= –- XIX, 
3 

§ 10. ბრუნვითი სხეულის მოცულობა 

განვიხილოთ ყ= /# (დ) წირი, სადაც # (თ) უწყვეტია Iთ, ხ) სეგ- 
მენტზე. მრუდწირული ტრაპეცია თ.4,8ხ (ნახ. 109), რომელიც ”შემო– 

საზღვრულია ყ= /(2) წირით და #=0, «=თ, თ=ხ წრფეებით, ვაბ- 
რუნოთ 02 ღერძის გარშემო, 

მივიღებთ ბრუნვით სხეულს. 

ვიპოვოთ ამ სხეულის მოცუ– 
ლობა, 

(თ, ხ1) სეგმენტის ნების- 
მიერ თ წერტილში 0» ღერ- 
ძისადმი მართობულად გავ- 

ლებული სიბრტყე, ბრუნვით 

მიღებულ სხეულთან კვეთაში 
მოგვცემს წრეს, რომლის ფარ- 

ნახ. 109, თობია 

0 (21=% L /(>))?. 

რაკი /(C) ფუნქცია უწყვეტია (თ, ხ) სეგმენტზე, ამიტომ, (9.1) ფორ- 
მულის მიხედვით, ბრუნვითი სხეულის X მოცულობა გამოისახება ფორ- 
მულით ' 

  

  

  

7 =X | ყ”ძ2». (10,1) 

სავარჯიშო 

“1. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც "შემოსაზღე– 

2 8 

რულია ელიფსური პარაბოლოიდით თ= ურ 27 ღა 29=ძ სიბრტყით. 

პასუხი: ჯც? M/ ჯმ.
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2, გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, “რომელიც შემოსაზღვ- 
2 2 

# #-) და 8=0 და 
”. ხ“ 

                           

2:=# სიბრტყეებით. 

პასუხი: Xინხ ( + 22) · 
ვებ 

3. „მოძებნეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსაზღვრუ- 

ლია ე2-L8ზ=ე? და Vყ?4-2?1=- 0? ზედაპირებით. 

· 16 
პასუხი: 2 ი). 

4. ფიგურა, რომელიც შემოსაზღვრულია ჯ "ე. ყ ,I13=ც%2 ასტრო– 

იდით, ბრუნავს 0» ღერძის გარშემო. მოძებნეთ ბრუნვით მიღებული 

სხეულის მოცულობა. | 

პასუხი: 2 ჯი). 
5 

  

5. ფიგურა, რომელიც შემოსაზღვრულია ჟ?--ყზ=4 ჰიპერბოლით 

და ყ=+2 წრფეებით, ბრუნავს 0Vყ ღერძის გარშემო. მოძებნეთ 

ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცულობა, 

პასუხი: 64» ·   

6. ფიგურა, რომელიც შემოსახღვრულია ყ=310 > სინუსოიდის 

ნახევარი ტალღითა და 04 ღერძით, ბრუნავს 0, ღერძის გარშემო. 

გამოთვალეთ ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცულობა. 

8 
პასუხი: -“. 

| წირით. და   7. ფიგურა, რომელიც შემოსაზღვოულია #=ჯ 12 

»ჯ=4+1, /=0 წრფეებით, ბრუნავს 0» ღერძის გარშემო. გამოთვა– 

ლეთ: ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცულობა. 

პასუხი: 0,25%(X--2). 

8. ფიგურა, რომელიც შემოსაზღვრულია V=27" და თჯ=ყ2? პარა- 

ბოლებით, ბრუნავს 0ჯ ღერძის გარშემო. გამოთვალეთ ბრუნვით მი- 

ღებული სხეულის მოცულობა. 

პასუხი: ' 0,3».
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9. იპოვეთ 2=თ(L-=––- 81), ყ=თ(1–- 0051) ციკლოიდის ერთი 

თაღის 0» ღერძი გარშემო ბრუნვით მიღებული სხეულის მოცუ- 

ლობა. 

პასუხი: 5ჯ?ცბ. 

10. ფიგურა. რომელიც შემოსაზღვრულია (ყ” -- ნმ) =ც"ჯ წირით 

ბრუნავს 0Vყ ღერძის გარშემო (–-ხ <=. ყ <-ხ). გამოთვალეთ ბრუნვით 

მიღებული სხეულის მოცულობა. 

=6-ჩ 
პასუხი; 2 >5- 

315ც" 
  

§ 11. ბრუნვითი ჭედაპირის შაროობი 

მრუდე ზედაპირის ფართობის ცნების ზოგად განსაზღვრას მოვი- 

ყვანთ მე-2 ტომში. ახლა ჩვენ შევჩერდებით მხოლოდ ბრუნვითი ზე- 

დაპირის შემთხვევაზე. 

ვთქვათ, ა:()ყ სიბრტყეზე "მოთავსებულია წრფევადი IL წირი, 

რომლის განტოლებებია 

თდ=2წ”(§0)) V=VLV9), 

სადაც § ამ წირის ცვლადი რკალის სიგრძეა. ცხადია, თ(8) და V(3) 

წარმოადგენენ #-ის უწყვეტ ფუნქციებს (0, L) სეგმენტზე, სადაც. # 
არის L წირის სიგრძე. ვიგულისხმოთ, რომ (0, X,) სეგმენტზე #(2)>>0. 

განსაზღვრი. L წირის 02» ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღე– 

ბული ზედაპირის ფართობი ვუწოდოთ ზღვარს, რომლისაკენაც მი- 

ისწრაფვის წირში ჩახაზზული ტეხილის ბრუნვით მიღებული ზედაპი- 
რის ფართობი, როდესაც ტეხილის ყოველი გეერდის სიგრძე ნული- 

საკენ მიისწრაფვის. · 

' აღენიშნოთ L წირის ბოლო წერტილები “4 ღა ჯს ასოებით (ნახ. 

110). დავუშვათ, რომ პარამეტრის §=0 მნიშვნელობას შეესაბამება 

4 წერტილი, §=#, მნიშვნელობას კი 8 წერტილი, 

დავყოთ L წირი „ ნაწილიდ წერტილებით 

4=4თ 4ს 427-'., 4ი-ს 4,„=7,, 

რომლებიც დალაგებულიი L წირზე "4-დან ,8-საკენ, ე. ი. მათი შესა– 

ბამისი პარამეტრის მნიშვნელობებია 

§ე=0.< §, < 6: <<“. <- წი. 4-8 =#-
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განვიხილოთ ტეხილი, რომლის გვერდებია .4ე 4, 4, 4 --· , 

“4,.ს| 4, მონაკვეთები. ყოველი 4.4 მონიჟკვეთი 027 ღერძის გარ- 

შემო ბრუნვისას მოხაზავს წაკვეთილ კონუსს, რომლის გვერდითი 

“ზედაპირის „ფართობია 

იჯ 9M-! + MI I, 

სადაც M წარმოადგენს #,,., 4, მონაკვეთის სიგრძეს, ხოლო ყ, პრის 

4, წერტილის ორდინატი. 

4, #, 

     

   

      

   
„
 

=
=
.
 

- 
–
.
_
 

· 
- 

.
–
.
-
 
L
-
-
“
 

  
ჩკ

 
–
_
–
 

  
   

“ნახ. 11C. 

მთელი ტეხილის შიერ შემოხაზული ბრუნვითი ზედაპირის ფართობი. 

·ტქნება 

2, 
8, =2» V%. “I ILM 7. 

ჯ=1 2 

·ეს ჯამი შეგვიძლია გადავწეროთ ასე: 
= ი 

8,=2ი %) ია1 2 ტკ, - 22%) ეაველი ა, X11.3) 
დხო1, :6=1 

“სადაც #§8,=3ს –- მყ 

განვიხილოთ ჯერ „ტოლობის მარჯვენა 'ნაწილის მეორე. შესაკრები. 
რადგანაც ყ (8) ფუნქცია უწყვეტოა (0, X) “სეგმენტზე, ამიტომ. არსე- 
"ბობს ისეთი დადებითი რიცხვი M#, “რომ 

ყ(ვ)<- #, 0<:6<- L- 

„ამის "გარდა, 2, «48, (CC 1, 2..... . 9). «მაშასადამე.
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< 2 M 32. (ბაგ –– #,)= 

» 

(22. იაი# (69, – X») 
#=1 დთო1   

=2MM(X-2) %.): 

სტ”. 

· 
მაგრამ 2, 7, წარმოადგენს I, წირში ჩახაზული ტეხილის სიგრძეს, 

§=1 | 

რომელიც IL, ზღვარისაკენ მიისწრაფვის. ამიტომ 

თ (ჯ –%V), )=2 
ხ=1 

როდესაც ყველა 449, -+ 0. , 
ახლა განვიხილოთ (11.1) ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი 

შესაკრები. იგი შეგვიძლია ასე წარმოვადგინოთ 

#M » 

» ?, Vა-) ტ58+%# 2 ყ; ტა,- 
#=1 

თითოეული ჯამი წარმოადგენს =V(C) ფუნქციის რიმანის ჯამს და ამი– 

, L 

ტომ მათი ზღვრები არსებობს და ტოლია Xჯ I ყ (ვ) ძ§ ინტეგრალისა. 

(1 

მაშასადამე, ბრუნვითი ზედაპირის 8 ფართობი გამოისახება ფორმულით 

L « 

8=2» | ყ (5) ძი. ' (11.2) 
LL) 

ამ ფორმულაში მოითხოვება მხოლოდ #, წირის წრფევაღობა. 

ახლა ვთქვათ, რომ #ჯ წირი სხვა # პარამეტრითაა მოცემული 

თ«=დ(), /=0 0), თ<1<8, 
' ნ ბია Iთ, 81 სი? - 

სადაც დ (/) და # (I) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციე ეგ 
მენტზე, ამასთანავე 4 წერტილს შეესაბამება პარამეტრის ჯ=თ მნი- 

შენელობა, #8 წერტილს კი (=3. თუ (11.2) ინტეგრალში მოვახდენთ 

ჩასმას
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, 
= I V/ IC" (<)1?-L (9) (<)1? ძ<, 

თ 

მივიღებთ 

  

1... 
8§=2»X I ყ LV“ Iდ” C))2+ (ს C)12 ძL 

ეს ფორმულა სოკლედ ასე გადავწეროთ 

8= თ / (>)+ ) (11.3) 

დასასრულ,“ ვთქვათ IL წირის განტოლება მოცემულია ცხადი სახით 

V= /(27), თღჯ<ხ 

ღა #(>) ფუნქციას აქვ, უწყვეტი: წარმოებული |ი, ხ) სეგმენტზე. 
მაშინ თუ «-ს მივიჩნევთ პარამეტრად, მივიღებთ 

ხ 

8-2 | VI/ 1+ (“) ძ–. (11.4) 
თ>» 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ 2;= თ-(ს –– 81ი ჯ). ყ==ძ (1––- 008 L) ციკ-. 

ლოიდის ერთი თაღის 02 ღერძის გარშემო ბრუნვით მიღებული ზე– 

დაპირის § ფართობი. 

ამოხსნა. ციკლოიდის ერთი თაღისათვის 0 «<< 2%. ამიტომ 

  

(11.3) ფორმულის თანახმად 

2ჯ# 

8-2» | თ(1--იი9 /) IV ი? 1-– 006 0?+ იშ? | ძჯ = 
0 · 

  

2ჯ წ 22 L 

=4Xთ? | 910? “- I/ 2 (1-–008#) ძჯ=8»ი? I ყე? ძჯ = 
ი 2 0 2 

წ / LL. ( 
=8ჯX ე? წი - – ხი <= 80 + ) თ = 52 შ. ”| (ა; თ» იი; )# 5. 54 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ 02 ღერძის გარშემო 2+4, = 
თ 

ელიფსის ბრუნვით მიღებული ზედაპირის § ფართობი, > ხ.
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ამოხსნა. ამ შემთხვევაში 

=ხ -29>-- მ, //ფე=-- --  ხი%  _ #70=-– ფე.» · 7 (=)= წ ეოუითთ, 

მაშასადამე, 

8= 3C წ ეზ ჯ. #) + -–- 

  

>C: –ძ 

    

2»Xხ ' (CC 22 _ 4%ხ მწლეთი >. 
= 2 I ც“- >“ ძა = -? I ფთ “წ ძე, 

– 0 

ზ 
სადაც ცბ= 6? -- ხი. თუ შმემოვიღებთ აღნიშვნას 2=<- 8510 (, გვექნება 

  

800610 –- 
ტე? ? 

ყ= ი ხ I= ძ:=2Xხ (- 3LC31ი 2 ს) 
6 ბ თ 

0 

§ 1», ცვლადი ძალის მუშაობა 

ვთქვათ, მატერიალური M წერტილი მოძრაობს 0ჯ» ღერძზე იმ 

#. ძალის მოქმედებით, რომელიც მიმართულია 0ჯ ღერძის გასწვრივ. 

გამოვთვალოთ ” ძალის "მიერ შესრულებული მუშაობა,. თუ # 

წერტილი გადაადგილდა თ =Vთ წერტილიდან ჯ == ხ წერტილამდე 
(ნახ. 111). | 

ღა
 

2>
) 

– «> 
M ჯ წ XIX 
  

ნახ. 111. | 

ვიგულისხმოთ, რომ XL ძალის # სიდიდე ჯ-ის უწყვეტი ფუნქციაა 

X=+# (5). 

"დავყოთ |«, ხI სეგმენტი # ნაწილად წერტი–ლ ით 

თ=ჯ7ი 2ჯ:V"''') თ, ი.9ე=ხ.· 

თ ნებისძიერი §, წერტილი, რადღ- 9-ს 2.) სეგმენტზე ავიღო ყოველ I=გ-, 2.) შეგ | სეგმენტზე. X- (ჯ) განაც #C) ფუნქცია უწყვეტია, ამიტომ (თაც 2%,
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ფუნქცია მცირედ განსხვავდება # (6,) მნიშვნელობისაგან, რის გამოც 
Iთა-ს #7.) სეგმენტზე # მალის # სიდიდე შეგვიძლია მივიჩნიოთ 

მუდმივად და X# (6,) სიდიდის ტოლად. მაშინ X# ძალის მიერ შესრუ- 

ლებული მუშაობა (ჯ,.,, «,1 სეგმეწტზე იქნება 
L (6,) ბ» | 

სადაც #47, =>, –- თ, /' 

განვიხილოთ ასეთი ელემენტარულ მუშაობათა ჯამი: 

ი 
1, 7 (6) ბ«,. (12.1) 
M-1 

(12.1) გამოსახულება წარმოადგენს X (>) ფუნქციის ინტეგრალურ ჯამს 

I, ხ1 სეგმენტზე, ამ ჯამის ზღვარი, როდესაც უდიდესი დანაყოფის სი- 
გრძე #->0, წარმოადგენს განსაზღვრულ ინტეგრალს «-დან ხ-მდე XV>») 

ფუნქციისას. ამ ინტეგრალს ეწოდება # ძალის მიერ შესრულებული 

4 მუშაობა (თ. ხ) სეგმენტზე: 

ხ 

#= I #L(7) ძი. (12.2) 

§ 18. მატერიალური წირის მასა 

განვიხილოთ მატერიალური 48 წირი (ნახ. 112) დღა ვიგულის- 

ხმოთ, რომ ეს წირი წრფევადია, ამ წირზე ავიღოთ რაიმე M წერტი- 
ლი. 4M რკალის სიგრძე აღვნიშ- 

ნოთ 8-ით, მასა კი #-ით. (ცხადია, 

ვ-ის ყოველ მნიშვნელობას შეესა- ა? . !.) 

ბამება «I-ის გარკვეული მნიშვნე– 

ლობა, ასე, რომ » მასა წარმოა- M# 

დგენს ყ-ის ფუნქციას: ოჯ ==» (§). 

ამბობენ, რომ X,8 წირი ერთ- 
გვაროვანია, თუ წირის ორი ნები-. 4 

მიერი რკალი, · რომლებსაც თანა– 

ტოლი სიგრძე აქვთ, შეიცავენ თა- ნას. 112. 
ნატოლ მასებს. ამ შემთხვევაში წირის ნებისმიერი რკალის მასის ფარ– 

დობა ამავე რკალის სიგრძესთან ერთი და იგივე მუდმივი სიდიდეა. 

აგი რიცხობრივ იმ მასის ტოლია, რომელიც აქვს წირის ეროეული 

სიგრძის ნებისმიერ რკალს. ამ ფარდობას წირის სიმკვრივე ეწო-
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დება. თუ 4ჩ8 წირი ერთგვაროვანი არაა, მაშინ საჭიროა შემოვიღოთ 

წირის სიმკვრივის ცნება წერტილში. · 

განვიხილოთ // /, რკალი და მისი სიგრძე აღენიშნოთ #ტვ-ით, 

მასა კი #ტ:M-ით. .ცხადია, 

რა», = 1 (§5– 43) –– #1 (8). 

ტბ» , 
წრ, ფარდობას ეწოდება საშ უალო სიმკვრივე, ხოლო ამ ფარდო- 

ბის ზღვარს, როდესაც 48->0, ეწოდება 48 წირის სიმკვრივე 

# წერტილში და იგი აღინიშნება 6 ასოთი: 

  0= 110 
4-0 #4ვ . 

ამრიგად, თუ 1#=-»1!(5) იმ წირის მასაა, რომლის სიგრძეა §, მაშინ 

რთ. წირის სიმკვრივეა აღებულ წერტილში. 

ახლა ვთქვათ, ცნობილია 4Iს წირის ლი0(ვ) სიმკვრივე. ვიგულის- 

ხმოთ, რომ ეს სიმკვრივე უწყვეტია. მაშინ 4#M რკალის (ყე) მახა 

გამოითვლება ფორმულით 
' 

#LL()= I 0 (V) ძყ. 
ი 

თუ 48 წირის M,M, რკალის მასას აღვნიშნავთ ი1(3, 3:) სიმბო- ·' 

ლოთი, მაშინ 
(7 · 

თ1(3, §:) = I იხ (V) ძ“. (13.1) _ 

5 

გ 14. მატერიალური წირის სიმძიმის ცენტრი 

განვიხილოთ სივრცეში მატერიალური წერტილები 

M#,(იი Vი. ”) MI3 CX., V> წე)...» M#, (თ, 43 ჩა), ' 

რომელთა მასებია CV ე, – II-ს ამ წერტილთა სისტემის სიმძი–- 

მის ცენტრის კოორდინატები წ, უ, LC გამოითვლება ფორმულებით 

  

' ” ლ LM 

2, I.>I ბ, 7?L9I. ბ, %ILMჩL 

#51 ს5=1 სჩ! 

ნ = , 7” – , C = “““––“. (14.1) 

ს I L 1, 2
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ახლა ვთქვათ, გვაქვს მატერიალური 48 წირი (ნახ. 113), რომ- 

ლის განტოლებებია .. 

თ=ჟჯ(9), ყ=ყ(3ვ), 7=2(3), 0-<-3-<I. 
სადაც 1 არის 48 წირის სიგრძე. | | 

ვიგულისხმოთ, რომ 478 წირის სიმკვრივე ყოველ M (§) წერტილ- 

ში არის 0 (3). ვიპოვოთ ამ წირის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები. 
48 წირი გავყოთ ნებისმიერად 

შემდეგი წერტილებით 
4= ი, ჯა ... კ ი-ს L, =ყჟ8. 

აღვნიშნოთ 242#, რკალის სი- 

გრძე §,-თი, მაშინ ს.ს L, რკა- 

ლის სიგრძე იქნება §,–-§, ,=#ვ,. 

თუ ს, , L, რკალის მასას აღვნიშ- 

ნავთ »I,-თი, მაშინ (13.1) ფორმუ- 

  

  

სახ 113. 
ლის თანახმად 

5, 

თმ, = I ი (#) ძ. 

§.4 

საშუალო მნიშენელობის პირველი თეორემის თანახმად 
უალ ველ ველ 

გ =0 (§,") 49. 

სადაც §, ,< §,' < §,. თუ 55, მცირეა, მაშინ #,., X, მატერიალური 

წირი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც მატერიალური წერტილი” მა- 

სით I, რომელიც მოთავსებულია #, წერტილში. მაშასადამე, გვექ- 

ნება მატერიალური წერტილები X#,", LV», --, L,", · რომელთა მასე- 

ბია #1, მე, -.., მე. LL, წერტილის კოორდინატები იქნება 

+ =21(§5/), ყ,=V(4,) მ,.=2 (§,შ) (L==1, 2... , ჯ). 

თუ მიღებულ მატერიალურ წერტილთა სისტემის სიმძიმის ცენტრის 

კოორდინატებს აღვნიშნავთ § ჟუ და ხ სიმბოლოებით, მაშინ (14.1) 

ფორმულის თანახმად გვექნება 

ჯ ნ (9) ჯ (§, 049, 1, ი(8,") " (47) ტე 

#=1 
ს51 
  

, ”= = ? 

% (ოუ რ, ზა იცო, 
ლუ ჯ51 

  |) 5§= 

40 ველ. ჭელიძე, ე, წითლანაძე
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1) 

?, 0-(8„') 8 (§,") 25, 
ჯოა1 

ხ= ა." 
” 

ბ, 0 (3გ) #8, 
§=1 

განსაზღვრა. 6 (6, წ», ხს) წერტილს, სადაც 5, », ს წარმოა- 

დგენენ შესაბამისად წ, უ, L სიდიდეების ზღვარს, როდესაც ყოველი 
ტე, –>0, ეწოდება 48 წირის სიმძიმის ცენტრი. მაშასადამე, 

  

(1 1 ' 

(ითი IVი(იყ(აძა '/ 0C)«C)ძა 
ნ = ესეა, უ= , ხ= ; (I4.2) 

ჩითი (ით ძა I 0 (კ)ძა 

  

თუ მატერიალური 48 წირი ერთგვაროვანია, მაშინ (0(§) სიმ- 

კვრივე: მუდმივია და (14.2) ფორმულები მიიღებს შემდეგ სახეს: 

1 1 1.1 1 '! 

=>– ქ§, – ძვ, –__ ძ. - 14.3 წ=- | 2(თძა, » | #ი 6=- წაი (14.3) 

'„ თუ მატქრიალური 48 წირი ძევს „0ყ სიბრტყეზე, მაშინ გვექ– 

ნება შემდეგი ფორმულები 

(თით. /თ,თ! 
9 

წლ-–- _ , ი= - , (14.4) 

(თ თ“ / ' 

როდესაც წირი არაერთგვაროვანია, ხოლო თუ წირი ერთგვაროვანია, 
მაშინ 

V (§) ძვ. (14.5) 

დ
 

– 1 · 1 
(+ | თ“ .”.>. 

· დაბოლოს, თუ ერთგვაროვანი 48 წირის განტოლებაა ყ= /(ჯ), 
სადა/) /(ჯ) უწყვეტად წარმოებადია LV, ხ) სეგმენტზე, მაშინ (14.5) 

, ფორმულები ასე გადაიწერება:
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(IV IL)“ (IM 9M-Cე“ 
- 2 თა. ხ ' : ძყ ) I ( იყ | + ) ქ “7 | ძთ 

I V“ + ( თX “ I 1+ ძ»ჯ , 

თეორემა 2. თუ ერთგვაროვანი 4 წირი სიმეტრიე- 

ლია რაიმე წრფის მიმართ, მაშინ მისი სიმძიმის ცენ- 

ტრი მდებარეობს ამ წრფეზე. 

დამტკიცება. სიმეტრიის ღერძად მივიჩნიოთ 0ყ ღერძი, 0 

წერტილად კი 0ყ ღერძი 48 წირთან გადაკვეთის წერტილი 
(ნახ. 114).“ 

  

    

    

თუ შემოვიღებთ აღნიშენას თ = L) 
| | # '8 

=8- 2 მაშინ (14.5) ინტეგრალებიდან 

პირველი ინტეგრალი მიიღებს სახეს 

I /2 1 I + 

1 -ჯ ი »ჯ 
ნ=- I ჯ ძვ. , 

, 11, ნახ, 114. 
/2 

მაგრამ ჯ წარმოადგენს თ-ს კენტ ფუნქციას, ამხტომ 5=0. მაშასა- 

დამე, სიმძიმის ცენტრი მდებარეობს 0ყ ღერძზე, რის დამტკიცებაც 

გვინდოდა. 

მაგალითი 1. ვიპოვოთ ერთგვაროვანი X»ჯ=0C(L-–-310#), ყ= 

=#(1 –– 2081) ციკლოიდის პირველი თაღის სიმძიმის” ცენტრის კო- 

ორდინატები. 

ამოხსნა. რაკი მოცემული ციკლოიდის პირველი თაღი სიმეტ- 
რიულია 5«=%ი წრფის მიმართ 

(ნახ. 115), ამიტომ წ =ჯტ. 
ახლა ვიპოვოთ უ. ამისათვის 

| მეორე ინტეგრაოლში (14.5)-დან 
· == + მოვახდინოთ ჩახმა 

7XIთ 27Iძ. M 

· §= ძI. 
ნახ. 115. I (> ი) +( (2) 

ეს გვაძლევს, თუ ვისარგებლებთ ·1=8“ ტოლობით, 
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21 

1 V ძ»აV  . (+ 2 

“8 )” (>) 2) 

221 L 

= «I (1 –– 00871 ყ/ (1-––008 L)?+§107# ძჯ= 
0 დ 

  

  

ამრიგად, საძიებელი სიმძიმის ცენტრია ( #2, 3) წერტილი. 

თეორემა 86. (ჯულდენის პირველი თეორემა. ღერძის არაგა- 

დამკვეთი წრფევადი 48 წირის ბრუნვით მიღებული 

ზედაპირის ფართობი ტოლია წირის სიგრძისა და იძ 

წრეწირის სიგრძის ნამრავლისა, რომელსაც შემო- 

ხაზავს წირის სიმძიმის C ცენტრი, 

დამტკიცება. ბრუნვის ღერძი მივიჩნიოთ რე; ღერძად (ნახ. 

116) და მეორე ფორმულა (14,5)-დან ასე გადავწეროთ: | 

  
  

) I C თ–თბჯ= | #4 ძ§. 

4 აქედან 

ჯ , 
8 ს 20ე1-2 | V (ვ) ძ§.. 

ნახ.·. 116. 

ამ ტოლობის მარჯეენა ნაწილი წარმოადგენს იმ ზედაპირის ფართობს, 
რომელიც მიიღება 41 წირის ბრუნვით 0> ღერძის გარშემო. მაშა- 

სადამე, 
5=L. 2X7) (14·6) 

სადაც 8-ით აღნიშნულია ზედაპირის ფართობი. თეორემა დამტკიცე- 
ბულია. ; 

მაგალითი 2. ვიპოვოთ ერთგვაროვანი V#=L/ (2-7? ნახევა- 

რს წრეწირის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები.
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ამოხსნა. რაკი მოცემული წირი სიმეტრიულია 0Vყ ღერძის 

მიმართ, ამიტომ §=0. შემდეგ (14.6) ფორმულის მიხედვით გვაქვს . 

=- 6. 
· 7 2X 

სადაც 8 წარმოადგენს #« რადიუსიანი სფეროს ზედაპირის ფართობს, 

ხოლო L არის ნახევარი წრეწირის სიგრძე, მაშასადამე, 

  

2X · >; ჯ
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