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რედაქტორისაგან 

მათემატიკური ანალიზის სახელმძღვანელოს წინამდებარე მეორე 

ტომი ძირითადად მოიცავს იმ მასალას, რომელიც გათვალისწინებუ–- 
ლია ფიზიკის ფაკულტეტის მეორე კურსის სტუდენტებისათვის” აქ 

განხილულია ფუნქციონალურ მწკრივთა თეორიის საკითხები (ზოგადი 

თეორია, ხარისხოვანი მწკრივები, ფურიეს მწკრივები), ორმაგი მწკრი- 

ვები, მრავალი ცელადის ფუნქციის დიფერენციალური და ინტეგრა– 

ლური აღრიცხვის საკითხები, სტილტიესის ინტეგრალი და ველის თეო– 
რიის ელემენტებია. 

სახელმძღვანელოს 1––3 და 10--19 თავები დაწერილია ვლ. ჭელი– 

ძის მიერ, ხოლო 4-–-–9 თავები ეკუთვნის ე. წ თლანაძეს.,





თავი I 

ფუნქციათა მიმდევრობა და ფუნქციათა მწკრივი 

§ 1, ფუნძციათა მიმდევრობის და ფუნძციათა 
მწკრივის კრებადობის არე 

ვთქვათ, რაიმე # სიმრავლეზე განსაზღვრულია ფუნქციათა მიმდე– 

ვრობა 

#I(X), XX)... / (თ... (1.1) 

# სიმრავლის ყოველი X#ა წერტილისათვის გვაქვს რიცხვთა მიმ- 

დევრობა 

7V(Xა) /2(Xი)--·, 7 „(Xე),.- - (1.2) 

თუ იგი კრებადია, მაშინ ამბობენ, რომ-(1.1) მიმდევრობა კრე- 
ბადია ჯ წერტილში. თუ (1,2) მიმდევრობა განშლადია, მაშინ 

(1,1) მიმდევრობას ეწოდება განშლადი ჯე წერტილში. 

# სიმრავლის X წერტილს, რომელზედაც (1.1) მიმდევრობა კრე- 

ბადია, ეწოდება მიმდევრობის კრებადობის წერტილ,, ხ.. 

ლო # სიმრავლის ჯ წერტილს, რომელზედაც (1.1) მიმდევრობა. გახ 
შლადია –– მიმდევრობის განშლადობის წერტილი. 

ამრიგად, # სიმრავლეზე განსაზღვრული ფუნქციათა ყოველი მიმ- 
დევრობის მიმართ ჯ სიმრავლე იყოფა ორ სიმრავლედ: კრებადო- 
ბის წერტილთა სიმრავლედ და განშლადობის წერტი- 
ლთა სიმრავლედ, პირველ მათგანს ეწოდება ფუნქციათა მიმდევგ. 

რობის კრებადობის არე, მეორეს კი––განშლადობის არე. ფუნქცი:თ» 
მიმდევრობის კრებადობისა ღა განშლადობის არეები, საზოგადოდ, ძა– 

ლიან რთული აგებულების არიან, 

ფუნქციათა (1.1) მიმდევრობას ეწოდება კრებადი # სიმრავლე– 

ზე სასრული #C”) ფუნქ ციისაკენ, თუ #L სიმრავლის ყოველი X- წერ- 

ტილისათვის 

1Iთ. / ი(Xი) = / (Xი), 
გ



თავი 1 ფუნქციათა მიმდეერობა და ფუნქციათა მწკრივი 

  

ე ი. ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატუ- 

რალური რიცხვი M#, რომ ნებისმიერი ნატურალური ჯ რიცხვისათვის, 

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას #> ML, მართებულია უტოლობა 

_ | #»(Xა)-– # (Xი) | <6. 

რიცხვი V დამოკიდებულია საზოგადოდ არა მარტო 6-ზე, არამედ Xე 

წერტილზედაც. 
MC) ფუნქციას ეწოდება ზღვრული ფუნქცია (1.1) მიმდეე– 

რობისათვის ან /„(X) ფუნქციისათვის. 
ერთ-ერთი ძირითადი საკითხი, რომელიც დაკავშირებულია მიმდევ– 

რობის კრებადობასთან, შემდეგში მდგომარეობს: თუ მიმდევრობის წე- 
ერებს აქვთ ესა თუ ის თვისება, მაგალითად, უწყვეტობა, შერჩება თუ 

არა იგივე თვისება ზღვრულ ფუნქციას? პასუხი ამ კითხვაზე საზოგა- 
დოდ უარყოფითია. განვიხილოთ · 

მაგალითი 1. ვთქვათ, (0,1) სეგმენტზე განსაზღვრულია ფუნქ- 

ციები 

1, X, X”,-.. X7ე... 

ცხადია, ამ მიმდევრობის ზღვრული ფუნქცია /(X=0, როდესაც 

0<X<1 და /(11=1. მაშასადამე, /(X) ფუნქცია წყვეტილია Xჯ=1 
წერტილში. ამრიგად, უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობის ზღვრული 

ფუნქცია აღმოჩნდა წყვეტილი ფუნქცია. 
მაგალითი 2. ვთქვათ, (0,1) სეგმენტზე განსაზღვრულია ფუნქ- 

ციები 

1 1 1 

1+X, 142» ” ' 1+»X 
ა დვილი შესამჩნევია, რომ ზღვრული ფუნქცია #(0=0, როდესაც 

0<X<1 და #(0)=1. მაშასადამე, ზღვრული /(X) ფუნქცია წყვეტი_ 

ლია X=0 წერტილში. ამრიგად, უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობის 
ზღვრული ფუნქცია აღმოჩნდა ამ შემთხვივაშიაც წყვეტილი ფუნქცია. 

მაგალითი 3. (0,1) სეგმენტზე განსაზღვრული უწყვეტ ფუნქ- 
ციათა 

  

ჯ 2X თოX ... 

14) 142120" " 1-2” 

მიმდევრობის ზღვრული ფუნქცია /(X)=0 მოცემულ |0,11) სეგმენტზე 

მაშასადამე, /(X) უწყვეტია (0,11 სეგმენტზე. 

ამრიგად, უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობის ზღვრული ფუნქცია 

შეიძლება იყოს წყვეტილიც და უწყეეტიც. 

 



§ 1. ფუნქციათა მიმდეერობის და ფუნქციათა მწკრივის კრებადობის არე 7 
  

ახლა გაჩვიხილოთ მწკრივი 

Mი0(X)-++%)(X)+--.·+Vი(X)-+L..., (1.3) 

რომლის წევრები წარმოადგენენ X; სიმრავლეზე განსაზღვრულ ფუნქ- 

ციებს. ასეთი სახის მწკრივს ეწოდება ფუნქციათა მწკრივი. (1.3) 
მწკრივს შეგვიძლია შევუსაბამოთ ფუნქციათა მიმდევრობა 

§50(X), §, CV), ···» §3ი(X), ·--, (1,4) 
სადაც 

ყ§8(X) = %0(X)–+- %1(X) +. ·.+Vი()ე (#»=090, 1, 2, ...). 

ზპუ(X) გამოსახულებას ეწოდება (1.3) მწკრივის »-ური კერძო ჯამი, ანუ 
უბრალოდ კერძო ჯამი. 

ამრიგად, (1.3) მწკრივს შეგვიძლია შევუსაბამოთ მისი კერძო ჯამ- 
თა (1.4) მიმდევრობა, პირიქით, ფუნქციათა ყოველ მიმდევრობას 

#ი(X) /+I(X), ·-· /.(X)..· (1.5) 

შეგვიძლია ცალსახად შევუსაბამოთ ფუნქციათა მწკრივი 

წი(X)+V,(X)+-.--+%ზილი0-L.--, (1.6) 

რომლის კერძო ჯამთა მიმდევრობაა (1.5), მართლაც, თუ ვიგულის- 
ხმებთ | 

ში(X) = /ი0(X), )(X) = # (X)– /ა(X), ·-·, Vი(X) =– 7/ (XI – 7, -10X,... 

მაშინ (1.6) მწკრივის კერძო ჯამთა მიმდევრობა იქნება (1.5). მაშასა– 

დამე, ფუნქციათა მიმდევრობიდან შეგვიძლია გადავიდეთ ფუნქციათა 

მწკრივებზე და პირიქით. 

ფუნქციათა (1.4) მიმდევრობის კრებადობის არეს ეწოდება (1.3) 
მწკრივის კრებადობის არე, ხოლო ამავე მიმდევრობის განშ- 

ლადობის არეს--(1.3) მწკრივის განშლადობის არე. 
თუ (1 3) მწკრივი კრებადია X სიმრავლეზე, მაშინ მწკრივის ჯამი 

წარმოადგენს X ის ფუნქციას. ეს ჯამი აღვნიშნოთ §(ჯ)-ით: 

" 

, (0-2 +. 
· M=0 

განსაზღვრის მიხედვით, §(X) წარმოადგენს (1.4) ფუნქციათა მიმ- 
დევრობის' 'ხღვრულ ფუნქციას: 

8(X) =: IIIს §„(X%. 
»,”.– თ 

“ 

მწკრივს... 
Mი+I(X+ სიყა(X) -+-.--+Mიგ ი(X) +... (7)



გ თავი I, ფუნქციათა მიმდევრობა და ფუნქციათა მწკრივი 
  

ეწოდება (1.3) მწკრივის ჯ-ური ნა შთი ან უბრალოდ ნაშთი, (1.7) 
მწკრივი კრებადია L სიმრავლეზე, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდე– 

საც (1.3) მწკრივი კრებადია -ზე. ამ შემთხვევაში, თუ (1.7) მწკრი– 
ვის ჯამს აღვნიშნავთ »ეგ(») სიმბოლოთი, მაშინ 

4§(X) =3,00-L#,(#). 

ზემოთ ვაჩვენეთ, რომ უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობის ზღერული 

ფუნქცია შეიძლება იყოს როგორც წყვეტილი, ისე უწყვეტი ფუნქცია. 
ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ უწყვეტ ფუნქციათა მწკრივის ჯამი 

შეიძლება იყოს როგორც წყვეტილი, ისე უწყვეტი ფუნქცია. 
ფუნქციათა მიმდევრობის ზღვრულ ფუნქციას (მწკრივის ჯამს) რომ 

შერჩეს ესა თუ ის თვისება, რომელიც აქვს მიმდევრობის წევრებს 
(მწკრივის წევრებს), ამისათვის უზრუნველყოფილი უნდა იყოს კრება- 

დობის გარკვეული ხასიათი. რას ნიშნავს კრებადობის ხასიათი, ·.ას 

ქვემოთ დაწვრილებით გავარჩევთ. 

§ 2. ფუნქციათა მიმღევრობისა ღა ფუნქციათა მწკოივის 
თანაბარი დღა არათანაბარი კრებადობა 

ფუნქციათა (1.1) მიმდევრობის კრებადობა წარმოადგენს ლოკალურ 

ცნებას. როდესაც ვამბობთ, რომ ასეთი მიმდევრობა კრებადია L; სიმ– 

რავლეზე, ეს იმას (ნიშნავს, რომ იგი კრებაღია L სიმრავლის · ყოველ 

ცალკეულ წერტილში. მაგრამ შეიძლება შემოვიღოთ სიმრავლეზე ფუნქ- 

ციათა მიმდევრობის კრებადობის სხვა განსაზღვრა, რომელსიც უკვე აქვს 
არა ლოკალური, არამედ მთლიანი ხასიათი. ეს ცნება ფუნდამენტალუ- 

რი მნიშენელობისაა მათემატიკურ ანალიზში. 

ვთქვათ, (1.1) მიმდევრობა კრებადია # სიმრავლეზვ /(ჯ) ფუნქ- 
ციისაკენ. მაშინ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის და X სიმრავლის 

ნებისმიერი ჯ წერტილისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი, 

#, რომ ყოველი ჯუ-სათვის, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 'უ > V, 

გვექნება 
| /„თ)--/09 | <+. · (2.1) 

ნატურალური რიცხვი V დამოკიდებულია არა მარტო 6-ზე, არამედ # 

სიმრავლის ჯ წერტილზედაც. ' 

ისმის კითხვა: შეიძლება თუ არა V ·ისე შევარჩიოთ, რომ (2.1) 
უტოლობა სრულდებოდეს IL სიმრავლის ყოველი Xჯ წერტილისათვის 

და ყველა V-სათვის, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას ·:2> X.. თუ 
ჯ სასრული სიმრავლეა, მაშინ საკითხი ადვილად წყდება: XL სიმრავ– 
”ლის ყოველ » წერტილს შეესაბამება გარკვეული #, ასე რომ, X-სა–
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თვის გვექნება სხვადასხვა მნიშვნელობები, რომელთა რიცხვი სასრუ- 
ლია. V-ის ამ მნეშვნელობებიჯან უდიდესი გამოდგება #2 სიმრავლის 

ყოველი ჯ წერტილისათვის. თუკი # უსასრულო სიმრავლეა, მაშინ 7”; 

სიმრავლის ყოველი ჯ წერტილს შეესაბამება თავისი V, ასე რომ, V- 

ის მხიშვჩელობები იქნება უსასრულო, ხოლო ამ მნიშვნელობათა შო- 

რის შეიძლება არ არსებობდეს უდიდესი. ამ ნიადაგზე წარმოიშვა ფუნ- 
ქციათა მიმდევრობის თანაბარი კრებადობის ცნება. 

განსაზღვრა 1. (1.1) მიმდევრობას ეწოდება /#. სიმრავლეზე 

თანაბრად კრებაღი /CX) ფუნქციისაკენ, თუ ყოველი დადებითი 

6 რიცხვისათვის არსებობს ჯ-საგან დამოუკიდებელი ისეთი ნატურალუ” 

რი რიცხვი #, რომ X; სიმრავლის ნებისმიერი » წერტილისათვის 

ანი /#(X)|<ბ, როდესაც #> XV. 
ფუნქციათა მიმდევრობის კრებადობის ამ ახალ ცნებას უკვე ლო“ 

კალური ბუნება არა აქვს, არამედ იგი ახასიათებს მწკრივის კრება. 

დობას მთელ # სიმრავლეზე. წ 

ფუნქციათა (1.1) მიმდევრობა არათანაბრად კრებადია X 
სიმრავლეზე /(») ფუნქციისაკენ, თუ არსებობს ისეთი დადებითი 6 

რიცხვი ღა # სიმრავლის წერტილთა ისეთი მიმდხვრობა (+), რომ 

მართებულია უტოლობა 

| /(Xგ)– /(X-) | >> (#=1,2,...). 

ისმის კითხვა: თუ ფუნქციათა მიმდევრობა კრებადია X, სიმრავლე- 

ზე, იქნება თუ არა იგი თანაბრად კრებადი იმავე სიმრავლეზე? საზო- 

გადოდ არა. მოვიყვანოთ 

მაგალითი 4. განვხილოთ ფუნქციათა მიმდევრობა 

#00 =XC-+L+1) ია. (:=0,1, 2,...), (2.2) 

რომელიც განსაზღვრულია |--თ<, + CI შუალედში. 

თუ ჯ<0, მაშინ 11თ /#/„(0=-Cთ, ხოლო როდესაც X>0, მაშინ 
" Mჩ–->-თ 

I1IIთ /#/,(X)=90. მაშასადამე, (2.2) მიმდევრობის კრებადობის არეა 
„ა-ი 

(0, + თ შუალედი და მიმდევრობის ზღვრული ფუნქცია /(X) =0. 
მოცემული მიმდევრობა თანაბრად კრებადი არაა თავის ზღვრულ 

#C0 ფუნქციისაკენ. მართლაც, 

/ე00-– /00=XC-L-1)2--ო+1+ 

  

1 
„და თუ ვიგულისხმებთ ჯე = _ და 8=6 1, მაშინ ჯ-ის ყველა მნი- 

შვნელობისათვის
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  #»0თ)–- #(X,) = #IL1 >--. 
6 

მაშასადამე, კრებადობა არ შეიძლება თანაბარი. იყოს არც ერთ (0, ი) 
სეგმენტზე, სადაც თ ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, 

ამრიგად, ჩვენ ავაგეთ უწყვეტწევრებიანი არათანაბრადკრებადი მი- 

მდევრობა, რომლის ზღვრული ფუნქცია უწყვეტი ფუნქციაა, 
თანაბარი კრებადობის ცნება ადვილად ვრცელდება ფუნქციათა 

მწკრივზედაც. ვთქვათ, (1.3) მწკრივი კრებადია # სიმრავლეზე და მი–- 

სი ჯამია §(X) ფუნქცია. ამ მწკრივს ეწოდება თანაბრად კრებადი 

სიმრავლეზე, თუ კერძო ჯამთა (1.4) მიმდევრობა თანაბრად კრებადია 

§(X) ფუნქციისაკენ # სიმრავლეზე. 

თეორემა 1. (1.1) მიმდევრობის თანაბარი კრებადობი- 
სათვის # სიმრავლეზე აუცილებელია და საკმარისი, 
რომ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის მოიძებნებო– 

დეს »ჯ-ზე დამოუკიდებელი ისეთი ნატურალური M#, რომ 

ჯL სიმრავლის, ნებისმიერი ჯ წერტილისათვის შესრუ- 

ლდეს უტოლობა 
· | 7+2(X)-– 7 (X) I <6C' (2.3) 

როდესაც »>XM» და როგორიც უნდა იყოს ნატურალე- 

რი ». 
და მტკიცება. თუ (1.1) მიმდევრობას აქვს ზღვრული ფუნქცია 

#(X) "და ეს მიმდევრობა IX სიმრავლეზე «თანაბრად კრებადია /(X) 

ფუნქციისაკენ; მაშინ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს 

X-ზე დამოუკიდებელი ისეთი ნატურალური VI, რომ 

6 
|/ „(X)-–/ CV) | < 5 

როდესაც »>XV და # სიმრავლის ყოველი Xჯ წერტილისათვის. ანა–- 

ლოგიურად გვექნება , 

I /,კი0- 7001 < --- 
აქედან გვაქვს 

| #/ი+ი00– –ჩწითი |<. | /ი+(9)–– ' 

–/C01+1/ისი-/01< -- ++ =+. - 

ამით თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, შესრულებულია 

თეორემაში აღნიშნული (2.3) პირობა. მაშინ X; სიმრავლის ნებისმიერი
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ფიქსირებული ჯ წერტილისათვის (1.1) მიმდევრობა წარმოადგენს რი- 

ცხვთა მიმდევრობას, რომლისთვისაც შესრულებულია (2.3) უტოლობა. 
კოშის თეორემის თანახმად, არსებობს ამ მიმდევრობის სასრული ზღვა– 

რი და ამით დამტკიცებულია (1.1) მიმდევრობის ზღვრული /(ჯX) ფუნ- 
ქციის არსებობა. 

ახლა ავიღოთ ჯ სიმრავლის ნებისმიერი ჯ წერტილი და ნებისმი- 

ერი ფიქსირებული ნატურალური ჩ”, რომელიც აკმაყოფილებს პირო - 

ბას .>M. თუ (2.23) უტოლობაში გადავლთ ზღვარზე, როდესაც 

ჯ-“+-თ, მივიღებთ 

| ე–/ა(ი | <§. 
ამით დადგენილია /„(X)ის თანაბარი მისწრაფება #(CX) ფუნქციისაკენ. 
თეორემა დამტკიცებულია, 

ფუნქციათა მწკრივებისათვის ზემოთ დამტკიცებული თეორემის 

ანალოგიური თეორემა ასე ჩამოყალიბდება: 

(1.1) მწკრივის თანაბარი კრებადობისათვის ჯ#სი- 

მრავლეზე აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყოველი 

დატებითი ნ რიცხვისათვის მოიძებნებოდეს ჯ-ზე დამო- 

ზუკიდებელი ისეთი ნატურალური #», რომ ჯ სიმრავლის 

ნებისმიერი Xჯ წერტილისათვის შესრულდეს უტოლობა 

| %ი+I(X)-+Mა+კა(X)-L-.-+VM+ი(X) | <5, 

როდესაც X>X» და როგორიც გინდა იყოს ნატურალე- 
რი ფუ. 

ადვილად მტყიცდება შემდეგი დებულება: 
თუ ჯ სიმრავლეზე თანაბრად კრებად (დი(2) მწკრი- 

ვის ჟველა წევრს გავამრავლებთ X-ზე შემოსაზღვრულ 

9(X) ფუნქციაზე, მაშინ (სე()ი(ი) მწკრივი იქნება თანა- 

ბრად კრებადი L სიმრავლეზე. 

§ 3. ფუნძციათა მწკრივის თანაბარი კრებადობის 
ვაიერშ ტრასის ნიშანი 

თეორემა 9 (ვაიერშტრასი). თ უ 

%ე(X)-+MXL(LX)+.---+%(X) + .... (3.1) 
მწკრივის წევრები # სიმრავლის ყოველიჯ წერტილი- 
სათვის აკმაყოფილებს პირობას 

IVი(X) <= იგ (#=0, 1,...), (3.2 
სადაც 

ძიLთ,+.--Cშწი+... (3.3) 

წარმოადგენს დადებით კრებად მწკრივს, მაშინ (23.1) 
მწკრივი თანაბრად კრებადია # სიმრავლეზე.
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დამტკიცება, რაკი (3.3) მწკრივი კრებადია, ამიტომ ნებისმიე- 

რი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი 

M, რომ თუ M#>X, გვექნება 

მი. + თინ... <6. 

შემდეგ (3.2) პირობის თანახმად 

I 4ი+)(X) -++%ი-:(X) -L .· I < მი+I+ თ წია +... 

მაგრამ თუ #»>XX#, მაშინ # სიმრავლის ყოველი ჯ წერტილისათვის 

გვექნება 
| %ი+.(X)-++ Mი+9(X) X-· „+. <5 

ეს უტოლობა (3.1) მწკრივის ”X, სიმრავლეზე თანაბარ კრებადობას 
ადასტურებს. თეორემა დამტკიცებულია. | 

(3.3) მწკრივს ეწოღებს (3.1) მწკრივს მაჟორანტული 

მ წკრივი. 

მაგალითი 5. დავამტკიცოთ, რომ ფუნქციათა მწკრივი 

8Iი (1+1)Xჯ. 

020 (#+1)I/ » + 1 

რომელიც განსაზღვრულია | –– თ, ++ ( შუალედში, თანაბრად კრე-' 
ბაღი: ნებისმიერ (თ, ნ) სეგმენტზე. 

დამტკიცება. რადგანაც | 3)0ი(M+1) X| <1 ყოველ (თ, ხ) სეგ– 
მენტზე, ამიტომ 

  (3.4) 

  

  

510(1--1) X | 1 
„'–”––– | <. გაგებეა. 

C+1)M #+1!) (M+1)“” 
1 

მეორე მხრივ, დადებითი მწკრივი (=> 
აშ” 

) კრებადია. მაშასადამე, 

მე-2 თეორემის თანახმად (3.4) მწკრივი თანაბრად კრებადია ნებისმიერ 
(თ, ხ1 სეგმენტზე. 

§ 4, ფუნძციათა მიმდევრობის ზღვრული ფუნქციის 
უწყქვეტობა 

თეორემა მ, თუ Xჯ შუალედზე უწყვეტ ფუნქციათა მი- 
მდევრობა თანაბრად კრებადია ამ შუალედზე ზღვრუ- 
ლი ფუნქციისაკენ, მაშინ ზღვრული·ფუნქცია იქნება 
უწყვეტი,
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„დამტკიცება. ვთქვათ, X შუალედზე უწყვეტ ფუნქციათა მიმ- 
-დევრობა (#ი(X)გ>) თანაბრად კრებადია X შუალედზე ზღვრული /ი09 

ფუნქციისაკენ. · დავამტკიცოთ, რომ /(X0) ფუნქცია უწყვეტია X შუა- 
ლედზე. ავიღოთ X შუალედის ნებისმიერე ჯე. წერტილი და ნებისმიე–- 
რი დადებითი 6 რიცხვი. რადგანაც ფუნქციათა მოცემული მიმდევრო- 

ბა თანაბრად კრებადია X სიმრავლეზე /(ჯ) ფუნქციისაკენ, ამიტომ 

„არსებობს ჯ-ზე დამოუკიდებელი ისეთი ნატურალური რიცხვი #, რომ 
>X სიმრავლის ყოველი »ჯ წერტილისათვის 

| #7 (X)–– #CX) |< +, 

"როდესაც # >#. 
ახლა ვთქვათ, ჯ# რაიმე ნატურალური რიცხვია, რომელიც მეტია 

#-ზე. რაკი /#/გ(X) უწყვეტია X შუალედზე, ამიტომ არსებობს ისე- 

თი დადებითი ბ რიცხვი, რომ 

| ისე-/ი(XV) | < > ' 

როდესაც | X--Xე | <8. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ !X--X-| <8, გვექნება 

I#00--/ CI) | <1 700– 00 1+| /00-–-/.CVI) I+ 
(22 6 C 

+| #ი(Xი)– 7 (XI) | < -–+ 3 L “<6. 

მაშასადამე, /(»X) ფუნქცია უწყვეტია ჯ. წერტილში და რაკი Xა ნები- 
სმიერად იყო აღებული X-დან, ამიტომ /(X) უწყვეტია X-ზე. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
ამ თეორემის ანალოგიური თეორემა მწკრივებისათვის ასე ჩამოყა- 

ლიბდება: 

თუ შუალედზე უწყვეტ ფუნქციათა მწკრივი თანაბრად კრებადია 

ამ შუალედზე, მაშინ მწკრივის ჯამიც უწყვეტია იმავე შუალედზე. 

შენიშვნა 1. თუ შუალედზე უწყეეტ ფუნქციათა მიმდევრობა 

არათანაბრად კრებადია ზღვრული ფუნქციისაკენ, მაშინ ზღვრული ფუნქ- 

ცია შეიძლება არ იყოს უწყვეტი. მართლაც, 1-ლ და მე-2 მაგალითებში 

განხილული უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობების ზღვრული ფუნქციები: 
წყვეტილია. ეს მიმდევრობები თანაბრად არ არიან კრებადი (0, 1| 
სეგმენტზე თავისი ზღვრული ფუნქციებისაკენ, ვინაიდან კრებადობა 
თანაბარი რომ იყოს, მაშინ მე-3 თეორემის თანახმად, ზღვრული ფუნქ- 

ციები უწყვეტი იქნებოდა,
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შენიშვნა 2. უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობა შეიძლება არა- 
თანაბრად იკრიბებოდეს უწყვეტი ფუნქციისაკენ. განვიხილოთ 

მაგალითი 6, ვთქვათ, /ა(X) ფუნქცია განსაზღვრულია (0, 2| 

სეგმენტზე შემდეგნაირად: 

: 1 
| MX, როდესაც 0<:X=< –-, 

IL 1 ” 2 
#”0ე= 1 –იX+2, როდესაც –-<X< --, 

, ჯ» ჯ# 
| 8 2 | 
( 0, როღესაც –-<Xჯ<2. 

ჯ 

/ანX) (<=1, 2,...)· ფუნქცია უწყვეტია (0,2) სეგმენტზე. ამ ფუნქ- 
ციის გრაფიკი მოცემულია 1-ლ ნახაზზე. „ცხადია, ფუნქციათა მოცე- 
მული მიმდევრობის ზღვრული ფუნქცია /#(X)=0, 0<%X<:2. მაშასა- 

დამე, #CX) უწყვეტია (0,2) სეგმენტზე. ადვილი შესამჩნევია, რომ ფუნქ- 
ციათა (#0), მიმდევრობა არათანაბრად კრებადია (0,2) სეგ- 

მენტზე. | : 
ანალოგიურ მაგალითს წარმოადგენს ზემოთ განხილული მე-4 მა- 

გალითიი 

-
 

    ' - – – 
2 2 X 
LI 

ნახ, 1 

როგორც ზემოთ დავინახეთ, უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობის 
თანაბარი კრებადობა აუცილებელი „არ. არის ზღერული ფუნქციის 
უწყვეტობისათვის, აქედან ჩანს, რომ თანაბარი კრებადობა თუ აუცი- 
ლებელი არ არის, მაშასადამე, ის ძლიერ მოთხოვნილებას წარმოადგენს 
მიმდევრობის ზღვრული ფუნქციის უწყქეეტობისათვის და ამიტომ ბუ- 
„ნებრივად ისმის კითხვა, ხომ არ შეიძლება ისე შესუსტდეს ეს მოთხო- 
ვნილება, რომ იგი საკმარისიც იყოს ზღვრული ფუნქციის უწყვეტო- 

ფ8
I-
+-
--
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ბისათვის და ამასთან, აუცილებელიც? აქ ერთ კერძო შემთხვევაზე 

შევჩერდებით, როდესაც უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობის თანაბარი 

კრებადობა აუცილებელიც არის და საკმარისიც ზღვრული ფუნქციის 

უწყვეტობისათვის, სახელდობრ, მართებულია შემდეგი · 

_ თეორემა 4 (დინი). თუ (ი,ხ) სეგმენტზე უწყვეტ ფეუნკ- 
ციათა მიმდევრობა (/„ თე)ეკა1 ზრდადია და კრებადი 

Iთ,ხ) სეგმენტზე უწყვეტ /(ი ფუნქციისაკენ, მაშინ 
აღებული მიმდევრობა თანაბრად კრებადია §(ი,ხI-ზე 

#MV) ფუნქციისაკენ, | 
დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშენა 

7#700-– 7:00 =წახი. 
რაკი (/ა(X)2>1 მიმდევრობა ზრდადია, ამიტომ VC-,(X)2>1 მიმდევ- 

რობა იქნება კლებადი. ამის გარდა, 

1IIი #(X)1=0 (4.1) 
გ. თ - 

(თ, .ხ) სეგმენტის ყოველ # წერტილში. 
დავუშვათ, რომ (/#„(X),>IL მიმდევრობა არათანაბრად კრებადია 

Iთ, ხ) სეგმენტზე /(X) ფუნქციისაკენ. მაშინ არსებობს ისეთი რიცხეი 
%>0 და (|ი, ხ) სეგმენტის წერტილთა ისეთი (X.),>1 მიმდევრობა, 

რომ ადგილი ექნება უტოლობას 

.”(წია>ბ (=1,2,...). 
ცხადია, ყოველი ფიქსირებული ნატურალური «% რიცხვისათვის გვექნება 

”ი(X) >5, როდესაც #>%. 
ახლა (XI06>1 მიმდევრობიდან გამოვყოთ (ი, ხ) სეგმენტის რაიმე § 

წერტილისაკენ კრებადი ქვემიმდევრობა (X.,),>1 · მაშასადამე, #»(X) 

ფუნქციის უწყვეტობის გამო გვექნება | 
IIთ 7ა(XM,) =7#/L§) > 6. (4.2) 
ს–= % 

მაგრამ (4.21 ტოლობის ძალით' 

1100 #, (6) =0. (4,3) 
თ · 

მეორე მხრივ, (4.2) უტოლობის თანახმად 

თ #„(0 > 4. '(4.4) 
ჩ-თ 

(4.3) და (4.4) დამოკიდებულებანი ერთმანეთს ეწინააღმდეგება. მაშასა- 

დამე, (/„C9)„ >) მიმდევრობა თანაბრად კრებადია · (ი, ხ1. სეგმენტზე
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#C ფუნქციისაკენ და ამით დინის (0101), თეორემა დამტკიცებულია. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ მე-3 თეორემას, შეგვიძლია ჩამოვა–- 

ყალიბოთ შემდეგი 

თეორემა §. X სეგმენტზე უწყვეტ ფუნქციათა ზრდა- 
დი მიმდევრობის კრებადობისათვის უწყვეტი ფუნქე- 

იისაკენ, აუცილებელია და საკმარისი, რომფუნქციათა 
მოცემული მიმდევრობა იყოს თანაბრად კრებადი X 

სეგმენტზე. 

§ 5. წევმრ-წემვრად «ღვატჭე გადასვლა 

თეორემა 6, თუ ფუნქციათა მწკრივი /,(X)-- /:(X)+...+ 

+700 +... თანაბრად კრებადია )ი,ხ| ინტერვალში /(X) 
ფუნქციისპკენ და თუ110ი #ა(X) = ია(ჯ = 1,2,...), მაშინ 

X-თ 

მწკრივი (ძი) კრებადია და 

1100 1(X)=6+0ე-+...+ 06 -+..., 
X-ძი 

ე" ი. 

11)0 X #ი(X) = ა 1 ”, (ი. 

ჯ-ი 24 4X--90 

დამტკიცება. რაკი (#„(X)) მწკრივი თანაბრად კრებადია |თ,ხ 

ინტერვალში, ამიტომ ნებისმიერტ დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს 
ჯ-ზე დამოუკიდებელი ისეთი ნატურალური რიცხვი Vე, რომ 10,.ხ( ინტე- -- 

რვალის ნებისმიერი ჯX წერტილისათვის ადგილი “ჰქონდეს უტოლობას 

M+ი 

ბ, #»CX)| <6, 

§=მ+1 

როდესაც #>Vე და ნებისმიერი ნატურალური ჯ-სათვის, 

ამ უტოლობაში » და ჯ უცვლელად დავტოვოთ და გადავიდეთ ზღვა- 
რზე, როდესაც X–>ძ7ძ, გვექნება 

  

»+ს 

    M=ოა+1 

საიდანაც კოშის თეორემას თანახმად (ით,) მწკრივი კრებადია რომელი– 

ღაც C რიცხვისაკენ. ამ მწკრივის კერძო ჯამი აღვნიშნოთ (,,-ით. და– 
ვამტკიცოთ, რო? ' 

1100 /(X)=C 
X-4
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აღვნიშნოთ ყ§„(X) და 7-„(X) სიმბოლოებით (#„(X)) მწკრივის კერძო 
ჯამი და ნაშთი. ავიღოთ ნატურალური რიცხვი V,>Vე ისე, რომ რო- 

დესაც #>V, ერთდროულად შესრულდეს ორი უტოლობა 

0-0. I<--, I„001<->, თ<X<ხ. 

შემდეგ ვთქვათ, V არის რაიმე ნატურალური რიცხვი, რომელიც აღე- 

მატება V,-ს. გვაქვს: 

| #00 -–C | = | (§,(X)–– C,) –+C(6ა–– თ +-:+(X) | <- 

6 
<. | §,)(X)-–– CV | + <–+ ყლ 

მაგრამ თეორემის პირობის თანახმად 

110 §)(X) = C.,. 
ჯ–-ძ 

ამირომ არსებობს ისეთი 8>0, რომ როდესაც 0<X–-თ<38, გვექნება 

C 
| §.(0–C, | < 8. · 

მაშასადამე, 

I#(X)-–C | <6, 
როდესაც 0<X#–ძი <8, ე. ი. 

1IIი /(X)=C. 
„V-+-6 

თეორემა დამტკიცებულია, 

§ 6, ფღნძციათა მწკრივის ინტეგრება 

ინტეგრალური აღრიცხვიდან ცნობილია, რთმ სეგმენტზე ინტეგ“- 
ბად ფუნქციათა ჯამი ინტეგრებადია ამ სეგმენტზე და ჯამის ინტე:”“· 
ლი ინტეგრალთა ჯამის ტოლია, თუ შესაკრებთა რიცხვი სასრული“ 
ბუნებრივად ისმის კითხვა მართებულია თუ არა ზემოაღნიშნული 
თვისებ” ფუნქციათა მწკრივის შემთხვევაში? პასუხს ამ კითხვაზე გვა- 
ძლევს, შემდეგი 

მაგალითი 7. განვიხილოთ ფუნქციათა მწკრივი. 

%ე(X) - MIX) +. ..--VICX) +... (6 1) 
სადაც 

#M(X)=XC-+1)6 (5+0+” _ კგ “კ,
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ეს მწკრივი განსახღვრულია 1-2 + შუალედში. ადვილი შესამ- 
ჩნევია, რომ ამ მწკრივის კერძო ჯამი 8»(X) გამოისახება ასე 

8:(X) = Xთო+1) 6-(5+1X?, , 
ცხადია, ნებისმიერი X-სათვის IIII8ე(X)=- 0. მაშასადამე, მოცემული 

ჩ- 9 

მწკოივის კრებადობის არეა 1-– =ლ,+CL( შუალედი და მწკრივის ჯჯამი 

3(X)==0. 
თუ ავიღებთ (0,1) სეგმენტს, ნებისმიერი ჯ-სათვის გვექნება 

1 | Mა0იძX = I> %L.CX)თX = ( Mთ+1)“-რის»? 7X= 

LI) 

1 

X=00 

1 2 1 
=–- –(5+1)ჯ“ 11. _ა–ი”I-1 

2 ი L 2. .2 
აქედან 

“ 1 
2, II XM(X)ძX = –-. 
X=0 0 2 

შემდეგ, 
| < 1 · 

I ბ, 1M(X)თX = I §00ძX=9. 
0 #50 0 

მაშასადამე,, 

4 თ 

L> %LIX)ძX # % (სარ» 
0 #50 §=0 0 

ამგვარად, ჩვენ ავაგეთ ინტეგრებად ფუნქციათა ისეთი მწკრივი, რო. 

მლის წევრ-წევრად ინტეგრება არ შეიძლება. 
თეორემა 7. თუ (თ,0) სეგმენტზე ინტეგრებად.ფუნკჟ- 

ციათა მწკრივი 
%ი(X) -- V1(X) +-..- ყე(?)-L... (6.2) 

ამავე სეგმენტზე თანაბრად კრებადია, მაშინ §() ჯა– 
მიც ინტეგრებადია და მართებულია ტოლობა” 

ხ ხ ხ ! "ხ 
I აიიძ»= | «ა00ძX + | «00X+...+ | «„თიძ»+..... (6.3) 
(7 (+ | ი ი 

–=” დამტკიცე ბა,” რადგანაც (6,2) მწკრივი თანაბრად კრებადია 

'4, ხ1 სეგმენტზე, ამიტომ ყოველი დადებითი « რიცხვისათვის არსე- 
I. _



ნ 6. ფუნქციათა მწკრივის ინტეგრება 195 
  

ბობს ისეთი. ნატურალური რიცხვი V, რომ ამ სეგმენტის ნებისმიერი 

Xჯ წერტილისათვის გვექნება უტოლობები 

8VCX)–– 6<.- 8(XL< §ა(X) -VL6, (6.4) 
სადაც 1 

§V»(X) ==%ე (X)-+%,(X) + -..+%V(X), 

ამასთან, §(X) ფუნქცია ინტეგრებადია (ი, ხ) სეგმენტზე. 

ახლა (თ, ხ) სეგმენტი დავყოთ ქვესეგმენტებად შემღეგი წერტი- 
ლებით 

თ=Xა<X<--··.<Xი- კ) < X-=ხ- 

თუ §VX) ფუნქციის.. ქვედა და ზედა საზღვრებს IX. ,. X.) სეგმენტზე 
აღვნიშნავთ #»I, და 17; სიმბოლოებით, მაშინ (6.4) უტოლობათა სა-· 

ფუძველზე გვექნება , 
თბ--6<95(X) < M%-L6, (6.5) 

ე. ი. 8(X) ფუნქციის თ, რხევა (ML... X,) სეგმენტზე არ აღემატება 
6.5) უტოლობათა კიდურა, წევრების სხვაობას, ე. ი. 

თ,<0თ:-+26 ((=1,2,...,M), (6,6) 
სადაც თ. = M,–ა, არის §,)(X) ფუნქციის რხევა (X.. „» X.) სეგმენ- 

ტზე. თუ (6.6) უტოლობებს გავამრავლებთ #ტX=#-–-Xს , სიდიდეე– 

ბზე და მიღებულ უტოლობებს წევრ-წევრადღ ”შევკრებთ, გვექნება 
” » VI 

2, თხბი< ბ, თ.რX. -+-26 2, ბX,. 

#=1 “#51... #1 

მაგრამ 

1) 

#6X, =ხ–-ძ. 

#51 

მაშასადამე, 

” #» 

2, თა ბში <. ?, Cთ ჯ6X, +-26(ხ--ი). 
სა. #51 

რაკი §,(X) ფუნქცია ინტეგრებადია (თ, ხ) სეგმენტზე, ამიტომ აღებუ- 

ლი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი ჯე რიცხვი, რომი.) 

სეგმენტის ნებისმიერი #-დანაწილებისათვის, X< X, გვექნება 

I) 

ბ, თ,ტ6X, <§' 
#51
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მაშასადამე, 

" 

1?ე ა, ტX, < 6+ 2 (ხ-–ი) 
#=1 

(თ, ხ|) სეგმენტის ნებისმიერი X-დანაწილებისათვის. რიმანის თეორემის 

თანახმად §(X) ფუნქცია ინტეგრებადია (თ, ხ) სეგმენტზე. · 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ მართებულია (6.3) ტოლობა, თუ მწკრი- 

ვის „ურ კერძო ჯამს აღვნიშნავთ ჯ„(X სემბოლოთი, ნაშთს კი #ა()- 
ით, მაშინ 

§(X)=§8იგ(X)-L#”ი(X).. : , (6.7) 

რადგანაც მწკრივი თანაბრად კრებადია (თ, ხ) სეგმენტზე, ამიტომ ნე- 

ბისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის და ყოველი ჯ-სათვის (ი, ხ1 სეგ– 

მენტიდან არსებობს ჯ-ზე დამოუკიდებელა ისეთი ნატურალური I”, 

რომ თუ »>X ადგილი ექნება. უტოლობას 

| ”(X) | <6 
და, მაშასადამე, როდესაც #>XV გვაქვს 

    
II ”იე(X)თX | < 8(ნ––თ)- 

(6.7) ტოლობის თანახმად 

· | 8(X)ძX– I 8 (X) თ#= I #”გნე)ძ»X». 

მაგრამ | · ' 
ს ხ 

| თ ძX = | «თძ»+ წ «სირი+..+ | %ი(X)ძ». 

მაშასადამე, თუ M>MV გვექნება 

| 9(X)ძX–– ს» I MLX)ძX 
ხ=ბი 

  

<68(ხ–ი). 
  

ეს. კი იმას ნიშნავს, რომ 

ი=თ 50 4 

11 ს» I %. (X)0X = | §(X)ძ0X, 

ე. 9. მართებულია (6.3) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია,
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ზემოთ დამტკიცებული თეორემა მოკლედ ასე შეგვიძლია ჩამოვა- 

ყალიბოთ: 

სეგმენტზე ინტეგრებად ფუნქციათა თანაბრად კრებადი მწკრივის 

ინტეგრება შეიძლება წევრ-წევრად, 
შენიშვნა, ინტეგრებად ფუნქციათა მწკრივის თანაბარი კრება- 

დობა აუცილებელი არაა მწკრივის წევრ-წევრად ინტეგრებადობისათვის, 

მართლაც, განვიხილოთ მწკრივი 

%ე(X) -L «I(X)-L...-+-Mი(X) +--.., 
სადაც 

#L(CX) =(-L1)X(1-–-კებ!--MX1 – ი“ (L=0, 1, ...). 

ეს მწკრივი განსახღვრულია |–C=<, +=< შუალედში. აღვილი მისა- 
ხვედრია, რომ ამ მწკრივის თო“-ური კერძო ჯამი ჯი(ი გამოისახება ასე 

8ა(X)=(#+1)X(1––„ჯ)”” (3=0, 1,;..). 

ცხადია, მოცემული მწკრივის კრებადობის არეა (0,2, შუალედი, ამახს- 

თან, 

§(-00= III §,(X)-=0, 0<X<2. 
წთ 

მოცემული მწკრივი არ არის თანაბრად კრებადი |0,1) სეგმენტზე. 

1 1 
მართლაც, ავიღოთ 6=-- , Xა = – (M«=1,2,...). გვაქვს: 

(5 

  

#ჯ“+ 
1 ი+1 1 1 

| «ნნა-- ბთ) |= ( 1. –__ = M+1 22. 25 M#--1 ( 1 + –-) 24 

- Xჯ# 

ნებისმიერი ნატურალური ჯ-სათვის. ამიტომ მწკრივი თანაბრად კრე– 

ბადი არაა. 

    

შემდეგ 

I იძ» თ+1) | «0 –ერი ძX= (X-L 1) ( 1. _1 ), 

ზ ._ ი+2 თ»-+L3 

აქედან 
: 1 

9 | +60ძ»=9, 
0
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სა I M.(X)0X=90. 
ხ950 0 

ამის გარდა, 

1 ით 

I 2, %M#(X)თX =0. 

0 #50 

ამრიგად, მიუხედავად იმისა, რომ მოცემული მწკრივი თანაბრად კრე- 

ბადი არ არის (0,1) სეგმენტზე, მისი წევრ-წევრად ინტეგრება შესა- 

ძლებელია. 

დამტკიცებული თეორემის ანალოგიური თეორემა ფუნქციათა მიმ- 

დევრობისათვის შემდეგია: 

თუ (ი, ხს სეგმეინტზე ინტეგრებდ ფუნქციათა მიმდევრობა 

(/.CX)->1 თანაბრად კრებადია /(CX) ფუნქციისაკენ (ით, ხ1 სეგმენტზე, · 
მაშინ MC ინტეგრებადია აღნიშნულ სეგმენტზე და მართებულია 
ტოლობა 

1IIი I #ი0(X)ძX = I 7 0)ძ?:. 
წჩ-% 4 

§ 7, ფუნძციათა მწკრივის გაწარმომბა 

დიფერენციალური აღრიცხვიდს– ცნობილია, რომ წარმოებადას 

ფუნქციათა ჯამის წარმოებული 'შესაკრებ · ფუნქციათა წარმოებულის 

ჯამის ტოლია, თუ შესაკრებთა რიცხვი სასრულია. მწკრივების შვმთ- 

ხვევაში ეს დებულება საზოგადოდ ·მმართებული არ არის. ამასთან, 
აღსანიშნავია, რომ მწკრივის თანაბარი კრებადობაც "საკმარისი არ არის 
ფუნქციათა მწკრივის წევრ წეერად გაწარმოებისათვის. მოვიყვანოთ 

მაგალითი მ, განვიხილოთ ფუნქციათა მწკრივი 

#ი(X) -L-Vე(X) + ···+ #(X+...... (7.1) 
საღაც 

VM(X) =   
1 

: ვ-ც სფ #1 ლ= 806 LC X8, Vი(X)==8X6L6 X. 

ცხადია, რომ «სხე (L=9,1, ა) წარმოებული უწყვეტია 1-–-თ, 

+>Cთ( შუალედში.
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მოცემული მწკრივის »-–ური კერძო ჯამისათვის გვაქვს: 

8 (X) =   
1 · 

მ1XC LC XMI1, 
თ-L1 · 

აქედან ჩანს, რომ (7.1) მწკრივის ჯამი 

§(X)=0, – ლ<<ჯ<+Cთ. 

გამოვთვალოთ §ი(1). გვაქვს 
/1 

, · X 
8ი(X) = 1- ემინ! 

აქედან §ე0)=-. მაშასადამე, 

1IIი §ე(1) 1 1 M =–-– 

რთ 2 
ე. 9 

თ , 1 

?, V.(11)= ––. 

§=0 2 

მაგრამ 

(2%Cთ ). = 
ს50 %=( 

მაშასადამე, (7.1) მწკრიეის წევრ-წევრად გაწარმოება არ შეიძლება, 

მიუხედავად იმისა, რომ ეს იწკრივი თანაბრად კრებადია. 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი. 

თეორემა 8, თუ (თ,ხ) სეგმენტზე უწყვეტაღ სწარმოე- 
ბადი ფუნქციათა მწკრივი 

#M0(X) +V,(2) + --·"/L%ი(X) +... (7.2) 

ამავე სეგმენტზე კრებადია, ხოლო წარმოებულთა 

მწკრივი | 

თ:(X) -+VI(X)+-----%ი(X) +... ·” 
თანაბრად კრებადია (ი, ხ) სეგმენტზე, მაშინ მწკრივის 
§(X) ჯამსაც აქვს წარმოებული და მართებულია ტო- 
ლობა 

8 (X) = %ე(X) -+VICCI +.--+%ი(X) +... (7.3)
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დამტკიცება. თუ (7.3) მწკრივის ჯამს აღვნიშნავთ #00-ით” 
მაშინ ამ მწკრივის თანაბარი კრებადობის გამო, მე-6 თეორემის ძა– 

ლით, ყოველი ჯ-ისათვის (თი, ხ) სეგმენტზე გვექნება 

I #(0ძ!= 2, I Mი(1)07 = 2 IM 0(X)––ხი(თ)) = 
ძ #»#M=0 8 

-=38(X)––3(06). 
ამრიგად, 

ა(X) = §(0) + | /(00/. 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის წარმოებულია /(X). აქედან ვას- . 

კვნით, რომ §(X) ფუნქციაც წარმოებადია და 

§'(%)= /(X) = 9, «ი(X, 
ი=0 

ე. ი. შეიძლება (7.2) მწკრივის წევრ-წევრად გაწარმოება (თ, ხ) სეგ- 

მენტის ნებისმიერ #X წერტელში. თეორემა დამტკიცებულია. 

ფუნქციათა მიმდევრობისათვის ზემოთ დამტკიცებული თეორემა 

ასე ჩამოყალიბდება: 

თუ (LC, ხ1 სეგმენტზე უწყვეტად წარმოებად ფუნქციათა მიმდევრო- 
ბა (/”(X0„>I კრებადია სეგმენტზე ზღვრული / (2) ფუნქციისაკენ, 
ხოლო ( #M(X))„>1 მიმდევრობა თანაბრად კრებადია თავისი ზღვრული 

ფუნქციისაკენ, მაშინ. #(Xი9 ფუნქციაც წარმოებადია (თ, ნ) სეგმენტზე 

და მართებულია ტოლობა 

სთ /:00= /'ი- 
იჩი” 

ახლა დავამტკიცოთ უფრო ზოგადი 

თეორემა 9. ვთქვათ, (თ,ხ) სეგმენტზე დიფერენცი- 

რებად ფუნქციათა მწკრივი («ი(X)) კრებადია ამ სე გ- 
მენტის ერთ წერტილში მაინც. თუ მწკრივი (CI) 

თანაბრად კრებადია (თ, ხ) -ზე, ხოლო ყოველი «Vა(X) 

ფუნქცია ინტეგრებადღდია რიმანის აზრით (ი,ხ) სეგ- 

მენტზე, მაშინ მოცემული მწკრივი («(0) აგრეთვე 
თანაბრად კრებადია (თ, ხ)-ზე; ამ მწკრივის ჯამი დი- 

ფერენცირებადი ფუნქციაა და მისი წარმოებული 

უდრის წარმოებულთა მწკრივის ჯამს:
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(> “თ - 2) «ინი: 
#50 #=0 

დამტკიცება. ვთქვათ, ი არის (თ, ხ) სეგმენტის წერტილი, რო- 

მელშიც მოცემული მწკრივი კრებადია. რაკი (VM(6X)) მწკრივი თანა- 

ბრად კრებადია (თ, ხ) სეგმენტზე, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 6 

რიცხვისათვის არსებობს ჯ-ზე დამოუკიდებელი ისეთი ნატურალური 

#, რომ (ი, ხ|) სეგმენტის ყოველი ჯ წერტილისათვის 

  

„+ 

2, #თ 
სხ=ი+1 

როდესაც #»> XV და ნებისმიერი ნატურალური ჯ-სათვის. 

თუ მოვახდენთ ამ უტოლობის ინტეგრებას, მივიღებთ 

| +” 

C 

< , 
ხ–ი 
  

    

  ნIსI00–V,(0)1| < | X–იI· <6. 
  | ჯ-ი+1 ხ–რთ 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ მწკრივი ((85(X) IC) თანაბრად კრებაღია 

'(თ, ხ1) სეგმენტზე, და რაკი («.(0)) მწკრივი კრებადია, ამიტომ (Vა(X)) 

მწკრივი თანაბრად კრებადია (თ, ხ1)-ზე. ამ მწკრივის ჯამი აღვნიშნოთ 

#00) და ჯა იყოს (თ, ხ) სეგმენტის ნებისმიერი წერტილი. განვიხი– 

ლოთ ფუნქცია | 
ჩ.0)= Mი(X0-+I)––- ი (Xე) , 

' ” 

ეს ფუნქცია განსაზღვრულია ყველა #-სათვის, რომლებიც ნულისაგან 

განსხვავებულია და რომელთათვის V.+,” ეკუთვნის (ი, 0) სეგმენტს. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

#CVC+7)-XICXX) _ დ 

  

  = „(I = შ 27 (ე 

= = | 2, Mი(X04+-#)-– 2, "არი | · 

#91 »”5ო1 

რადგანაც ნებისმიერი ნატურალური #-სათვის, რომელიც აკმაყოფი- 
ლებს უტოლობას 1>V და ნებისმიერი ნატურალური »-სათვის 

  

ეე... ი+) 

?, ჩთ |- 2) IM) <5, 
#ზი+1 #=M+1   
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სადაც წ მოთავსებულია ჯე: და ჯე+7# რიცხვებს შორის, ამიტომ მწკრი- 

ვი (/(I)) თანაბრად კრებადია თ– Xა<#<0 ღა 0<#<ხ-–-X ინტერ- 
ვალებში. -მე-6 თეორემის თანახმად 

11I0V. 2, #იCI)== ?, – #»V)= » %8(Xე), 
0 M-0+ „5=1 M=1 თო5=1 

' 11 „მ)= V. 1IIთ #00 = “(Xე)ა „ას 2. / 2 2 #7 X) 29 (X 

ამრიგად 

რაკი ჯე არის (თ, ხ|I სეგმენტის ნებისმიერი წერტილი, ამიტომ 

IIX90= პბ%).თიი 
ჩ”ო=1 

(თ, 61 სეგმენტის ნებისმიერ X წერტილში. თეორემა დამტკიცებულია, 

ფუნქციათა მიმდევრობისათვის ზემოთ დამტკიცებული თეორემა 

ასე ჩამოყალიბდება: 

თუ (თ,ხ) სეგმენტზე დიფერენცირებად ფუნქციათა მიმდევრობა 

(#00) გ>) კრებადია (თ, ჩხ) სეგმენტის ერთ წერტილში მაინც და, თუ წარ- 

მოებულთა მიმდევრობა (#7 XX)» ) თანაბრად კრებადია (0, ხ| სეგმენტზე, 

მაშინ (#ი(X28>1 მიმდევრობა აგრეთვე თანაბრად კრებადია (ი, ხ) 

სეგმენტზე, ზღვრული ფუნქცია დიფერენცირებადია და მართებულია 
ტოლობა 

( 1Iი ჯაი | = 110 #იC). 
' 1–- თ წ-ი 

§ 9, მაბალითი უწქვეტი ფუნძციისა, რომელსაც ატც 
ერთ წერტილში წარმოებული არა აქვს 

XIX საუკუნის მეორე "ნახევრამდე მათემატიკოსებს ეგონათ, რომ 

ყოველ უწყვეტ ფუნქციას აქვს წარმოებული ყოველ წერტილში, გარ- 
და, შესაძლებელია, ზოგიერთი განსაკუთრებული წერტილებისა, რო- 
მელთა რიცხვი სასრულია, მაგრამ ეს შეხედულება მცდარი აღმოჩნდა. 
ვაიერშტრასმა ააგო უწყვეტი ფუნქცია, რომელსაც არც ერთ წერ- 
ტილში წარმოებული არა აქვს.



  

§ 8. მაგალითი უწყეეტი ფუნქციისა, რომელსაე არც ერთ წერტილში... 27 

აქ ჩვენ მოვიყვანთ ვანდერ-ვარდენის (V8ი ძი» VვიIძიი) უწყ“– 
ვეტი ფუნქციის მაგალითს, რომელსაც არც ერთ წერტილში წარ- 

მოებული არა აქვს: 

ავიღოთ /#ა(X) ფუნქცია, რომელიც გამოსახავს მანძილს ჯ წერტი- 

ლიდან უახლოეს მთელრიცხვა წერტილამდე. ცხადია, ეს ფუნქცია პე- 

რიოდულია პერიოდით 1 და იგი წრფივია ყოველ |+< >, 3 

სეგმენტზე, სადღაც 1 რაიმე მთელი რიცხვია. ყოველ ასეთ სეგმენტზე 
ჯ= /ა(X) წირის კუთხური კოეფიციენტია +1 ან --1. 

განვიხილოთ ფუნქციები 

#ი(X= = /რრი თ=1,2,...). 

1 · 
ადვილად ვაჩვენებთ, რომ #„C0) ფუნქციის პერიოდია წო მართლაც, 

გვაქვს 

(++ - = 94“ (+ ლ 1= 

= – #:(4/X+1) = / „ხი. 

  

- 1-1 (1. 
ამის გარდა, /#„(X) ფუნქცია წრფივია ყოველ | > ი. “7 | 

სახის სეგმენტზე და ყოველ ასეთ სეგმენტზე ყ= /გ(2) წირის კუთხუ- 
რი კოეფიციენტებია +1 ან –-1. რადგანაც 1) –=, + C( შუალედში 

1_ (01=0, 1,...). I/ 0I<-–>   

ამიტომ ფუნქციათა მწკრივი | 

/ი(X)+ /,(X)+...+ქ/00 +... (8.1) 

თანაბრად კრებადია ყოველ სეგ მენტზე. მაშასადამე, #„(X) ფუნქციების 
უწყვეტობის გამო, ამ მწკრივის ჯამი /(X) წარმოადგენს უწყვეტ 

ფუნქციას 1 -–– CC, +C შუალედში. 
დავამტკიცოთ, რომ #00 ფუნქციას არა აქვს წარმოებული არც 

ერთ წერტილში. ნებისმიერი ჯ» წერტილისათვის არსებობს ამ წერტი- 

ლის შემცველი სეგმენტები 
ბა =5ტ,=...=4ტე=...,
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სადაც 

მ1გ–-1 ტ,= , –- =0, 1, ...), 
წი >) M ) 

ხოლო ჯ, მთელი რიცხვია. ცხადია. 

    

1 
Iბი|=–- 

და ამიტომ #,-ზე არსებობს ისეთი ჯგ წერტილი, რომელიც დაშორე–- 

  ბულია ჯ წერტილიდან – – მანძილით. განვიხილოთ ფარდობა 

 ითა-, „ხი . (8.7) 
>. -Xჯ 

შესაძლოა ორი შემთხვევა წარმოგვიდგეს: 

1) #>#7. ამ შემთხვევაში, /# ,(X,ა– /V(X)=0, ვინაიდან –   

წარმოადგენს /»+)(X), 7 ი+:(X),... ფუნქციების პერიოდთა მთელ ჯე- 
რადს. მაშასადამე, , 

MX) – ჩი _ ე, 

–Xა·--X 

2. სლ. რაკი #.CX) ფუნქცია წრფივია ტრ, სეგმენტზე, ამიტომ 

იგი წრფივია #, სეგმენტზედაც, რომელიც #4, სეგმენტის ნაწილს 
წარმოადგენს, მაშასადამე, 

#M0თ)-–/.C0% 
Xჯი -X 

= =>+1. 

ამიტომ 

  

#0 –I/Iი _ 5 სათი ჩი _ =>» მვვოლ ათ _ 
–“ L ==. 24% წ%ი–-X <= ი“X 

+ % #MCXი)– #90 _ 

“ი Xი--Xჯ 

= % ახა“ ით _ = % >. 

#=0 

  

» 

M-0
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M 

ძაგრამ ?, (1) ლუწი რიცხვია, თუ » კენტია და: კენტი რიცხვია, 
#=0 

როდესაც # ლუწია. მაშასადამე, _#(+,) – #CV. ფარდობა არ მიისწრა- 
X”ა·-X 

ფვის რაიმე ზღვარისაკენ, როდესაც ->თ. შემდეგ, რაკი 110) X„=X, 

ამიტომ #(X) ფუნქცია არ არის წარმოებადი ჯ წერტილში. ამრიგად, 
უწყვეტი /(X) ფუნქცია წარმოებადი არ არის არც ერთ წერტილში. 

§ 9. უწქვეტ ფუნქციათა აპროძსიმაცია მრავალწევრებით 

ამ პარაგრაფში ჩვენ დავამტკიცებთ ანალიზის ერთ-ერთ ძირითად 
თეორემას, რომელიც ვაიერშტრასის თეორემის სახელწოდებითაა ცნო- 

ბილი, 

ლემა, მართებულია შემდეგი უტოლობა 

ბ თX–-შ 0ხ00-95+C<+, (9.1) 
ჯ. 

სადაც CL არის ბინომური კოეფიციენტი, ამასთან C8=1. 
დამტკიცება. ნიუტონის ბინომის ფორმულის თანახმად 

1=IX--C1 –– #))= 3, ც0XM(1--- X)შ- +. ღ.2 
#50 

ამ ტოლობაში ჯ შევცვალოთ (#-1)-ით და მიღებული ტოლობის 
ორივე ნაწილი გავამრავლოთ .ჯ-ზე, გვექნება 

% ლ #+1 
Xჯ= 2, ცა ,ბო5(1- ,ებ-ხ-= V #11 ელსენ4 ერ 

#-0 2 # 

1 # 

= –2 :C5XV(1--ჯ)5”–ჩ. 
# 

აქედან 

MX = ?, #CM5XM(1--ჯ)5“ჩ. (9.3) 
L=0 

ახლა ამ ტოლობაში ჯ შევცვალოთ (-–-1)-ით მ ღა მიღებული ტო- 
ლობის ორივე ნაწილი ისევ ჯ-ზე გავამრავლოთ, გვექნება ტ
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7-1 

თ --1)XX= %) #08 ,XIმI(I –- ჯებ: = 
#=9 

– X M#M(L-+-1)_ ი... #L+1 (1 – ჯ)5-#"1 = 

+ ML--1)C) XX/(1--X) 

საიდანაც 

#(CM –– 1)X% = >, #(ს--1)05XL0 ––- ეშ“. 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ (9,3) ტოლობას, მივიღებთ 

XX +-ICI-–-- 1)X- = სა #"CMXMC1 –-X)5“ #, (9.4) 

გავამრავლოთ (9.2), (9.3) და (9.4) ტოლობების ორივე ნაწილები 
შესაბამისად »"XI,-–-2MX და 1-ზე და ამის შემდეგ ისინი წევრ-წევრად 

შევკრიბოდ, გეექნება 

2, თXM-–- ი? C0X00 -– ი)" #=MXC –», 
#50 

მაგრამ 

V1(1–ა0< + · 

მაშასადამე, მართებულია (9.1) უტოლობა. ლემა დამტკიცებულია, 

თეორემა 10 (ვაიერშტრასი). თუ /(X) ფუნქცია უწყვეტია 

Iი, ე) სეგმენტზე, მაშინ ყოველი დადებითი 8 რიცხვი- 

სათვის არსებობს ისეთი მრავალწევრი LV, რომ ადგი- 

ლი ექნება უტოლობას 

|/00-- (0 | <ბ, თ=<X=<ხ. 
დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ თეორემა იმ შემთხვევისათვის 

როდესაც თ=0 და ხ=1. განვიხილოთ მრავალწევრი 

შ.ო= X /(+) 09400 – კენ-ს, 
ჯ§=0ხ
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სადაც (07% ბინომური კოეფიციენტია. ამ მრავალწევრს ეწოდება ბერნ- 

შტეინის მტავალწევრი. როგორც ვხედავთ, შა(XI-. მრავალწევრის კოე- 

ფიციენტთა შემადგენლობაში შედიან აღებული ფუნქციის მნიშვნელო- 
ბები. 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. ვინაიდან #(X) ფუნქ- 

ცია უწყვეტია (0,1) სეგმენტზე, ამიტომ არსებობს ჯ-ზე დამოუკიდებელი 

ისეთი დადებითი 8 რიცხვი, "რომ (0,1) სეგმენტის ყოველი ჯ” და ჯ” 

წერტილისათვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას | XX |<8%, 

გვექნება 

IM) – '/00|< -2 -– 

ამის გარდა, არსებობს ისეთი დადებითი უ# რაახეი რომ 

ქვს I/ 00) -M, 0<X=1. 
გვაქვს: 

I/00-– 8,0 |=| % | #60-- / (+)! 080 ებ 
#=0 

  

> | /ა-/(+ -)! ძატ0 ერლ, 
2 

ჯ--% >8. 
.·M 

თუ <8, მაშინ 

  

# 
ჯ– –_–_ 

მბ         
# თ–-/(-+) ) <+ , ხოლო თუ 

მა'შინ (იX-- 1)“ –“.>1 და ამიტომაც 
28? 

X 27(ოX--I)? 
| /C –I(-) < იღუვველ 

მაშასადამე, ნებისმიერი ჯ-სათვის (0,11 სეგმენტიდან, გვექნება 
2 _ კა? იი-/(2) <53 2%+= 

ჯ?”ნ? 

ამგვარად, ლემის- თანახმად გვექნება 

  

I#/(0– მეთი | <-> ჯ 000 –აები" «LC. 
#0 

2უI დ · 6 21 ; LL M CC“. 9) – ჯი # 1 –– კენ ლ _–..-–=-- _–_ ი გვ, 24 სააასსაააასაო ი უი 2" |
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ახლა ავიღოთ ნატურალური რიცხვი V > -#_ . თუ #> I, გვე- 
87 

ქნება 
M# 8 

2ბ%» < 2. 

ამიტომ, თუ #>X, გვექნება 

  

|I7(0-–- 8.0ე)) <5, 0=X=1. 

თეორემა დამტკიცებულია იმ "შემთხვევისათვის, როდესაც თ=0, ხ=1, 

დასასრულ ვთქვათ, /(X) ფუნქცია უწყვეტია ნებისმიერ (LV, ხ1 სეგ– 
მენტზე. თუ » ცვლადის გარდაქმნას მოვახდენთ ჯ=ძთ–+(ხ–თX ტო- 

ლობის მიხედვით, მაშინ (თ, ნ, სეგმენტი ·ურთიერთცალსახად გადა- 

ისახება (0,1) სეგმენტში. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

9ყ()= /Iთ+(ხ–-ძ)ს, 

დავინახავთ, რომ ჟყ(0) წარმოადგენს (0,1) სეგმენტზე უწყვეტ ფუნქ- 
ციას. ზემოთ დამტკიცებულის თანახმად, ნებისმიერი დადებითი C რი- 

ცხვისათვის არსებობს ბერნშტეინის მრავალწევრი 80), რომლისთვი- 

საც ადგილი აქვს უტოლობას 

| 0(0-––ჰ8ე(ჩ | <6, 0ლ1=1. (9.5) 
თუ ისევ X ცვლადს დავუბრუნდებით და მხედველობაში მივიღებთ, 

რომ 

9()=/C), 

მაშინ (9.5) უტოლობა მოგვცემს 

– 8; =+) 
| / თ ( ხ–“ 

“მაგრამ 8: (| --“.) არის ჯ-ის მიმართ მრავალწევრი, ვაიერმტრასის 
ხ–ძ 

თეორემა სავსებით დამტკიცებულია, 
ვაიერშტრასის თეორემა შეგვიძლია ასე ჩამოვაყალიბოთ: 

სეგმენტზე უწყვეტი ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვა- 
დგინოთ მრავალწევრთა თანაბრად კრებადი მწკრივის 
ჯამის სახით. 

თეორემა 11, ვთქვათ, მოცემულია (ი,ხ) სეგმენტზე 
უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობა (/,(C),_), რომელიც 

  

< 5, თლ=Xჯ=<=ჩნ. 
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  ,. 

კრებადია ამ სეგმენტზე რაიმე /() ფუნქციისაკენ. მა- 

შინ /(9) შეგვიძლია წარმოვადგინთთ ასე 

#0= IIთ ჩაი, 
”-თ 

სადაც ჩა0ე) მრავალწევრია.“ 
დამტკიცება, ვთქვათ, (წე):+1 არის ნულისაკენ კრებადი და–- 

დებით რიცხვთა მიმდევრობა, ვაიერშტრასის თეორემის თანახმად, შე- 
გვიძლია ავაგოთ მრავალწევრთა ისეთი მიმდევრობა (ნა(ი))„>I, რომ 

|#ი ე-- ჩათ) | <6, თ-X=<ხ (X=1, 2, -..). 
მრავალწეგრთა ეს მიმდევრობა არის საძიებელი. მართლაც, ავიღოთ 

ნებისმიერი დადებითი 8 რიცხვი და ვთქვათ ჯე: არის (თ, ხ) სეგმენტის 
ნებისმიერი წერტილი, ავიღოთ ნატურალური რიცხვი M იმდენად დი- 
დი, რომ ერთდროულად შესრულდეს უტოლობები: 

§ C 
ზი < 2' | #CXა) –– #ი(%I) | სვლის 

როდესაც M>XM, მაშინ გვექჩება 

| /)-–მიC ა) | < |/ CV) /„CI | + | /„თ)-– 
6 C 

–?ით)I<---+ “რ 

როდესაც # > M#, თეორემა დამტკიცებულია. 

  

  

სავარჯიშო 

იპოვეთ შემდეგი მწკრივების კრებადობის არე: 

1, X-+Iბ6+L... L უო +... პასუხი: 1-1, 16. 

2. 10X+10%-L...-LIV/X-+... პასუხი: 141, აწ. 

ჯ 
მ. +-  – –.–+..+-“ +... პასუხი: (--1,1L, C2 VI ' 

1.7 1 ' 1 პასუხი: 
4. ა – – +... +“... +... უსი: XC--1 და 

1-Lჯ 142 1-2.) X>1, ს 
5 ლუ XI) .X 1 7X ! 80 ონ მ10- > -ჩ--819 -- +... პასუხი 1- თ,+თ( 

8 ვლ. ჭელიჰე, ე. წითლანაძე
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6. X6- > +006 ნიშნი 4 ბასუხი: 1--2,2L, 

7. <9X, ი% ე, .+-9989%X ,. პასუხი: 10,+Cი(L. 

მ, --+---+% I ,..Lგი09XL.., პასუხი: 10,-L. 

  

  

9, დაამტკიცეთ, რომ მწკრივი (+) აბსოლუტურად კრებადია, 
X " 

როდესაც |XI >1, 
  

ხო _ 1პი /1- ი 
10, დაამტკიცეთ; რომ მწკრივი %' => (1, |” აბსოლუტ– 

ო”=1 · 

ურად კრებადია )0,+CთI შუალედში. 

  

= ი 

11: დაამ , რომ მწკრი X ) აბსოლუ- დაამტკიცეთ წკრივი 2; –” –“-; ( 2:41 ლუ 

: 1 
ტურად კრებადია 1--9,--1( ს 1-- -–, + I სიმრავლეზე. 

  12. დაამტკიცეთ, რომ ლამბერტის მწკრივი (, 

რად კრებადია» 1-–-1,1( ინტერვალში. 

13, დაამტკიცეთ. რომ მწკრივი ( 1 ) აბსოლუტურად კრე- 

ბადია 1--C,- CI (1,1) სიმრავლეზე. 
14. დაამტკიცეთ, რომ თუ დირიხლეს მწკრივი (2) კრებადია 

X წერტილში, მაშინ ეს მწკრივი · კრებადია აგრეთვე ყოველ X წერ- 

ტილში, სადაც X>Xი- 
15. დაამტკიცეთ, რომ ფუნქციათა მიმდევრობა #„(X») --- (#+=1, 

· | X– 5 

2,...) თანაბრად კრებადია 10,-++ ი ( შუალედში. 
1. დაამტკიცთ, რომ ფუნქციათა მიმდევრობა /„ (X) = 

= / #+25,თ=L2,--ა თანაბრად“ კრებადია 1--თ,--თ( შუა- 
# 

| ლ ედში, 

»ჯ ბს 
აისო - ) ლუტუ 
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17. დაამტკიცეთ რომ ფუნქციათა მიმდევრობა 7”(9 = 

= (1 + +) (0 =1,2,..) თანაბრად კრებადია ყოველ სასრულ 
X 

(თ, ხ) სეგმენტზე და თანაბრად კრებადი არ არის )--=,+ == შუა- 

ლედში.- 
18. ვთქვათ, MC) ფუნქციას აქვს უწყვეტი წარმოებული /“(ი 

-1თ, ხ, ინტერვალში და 

ჩრ» /(#X++-)-/თ|. 

დაამტკიცეთ, რომ #„(X) თანაბრაღ მიისწრაფვის 7”(X)-საკენ ყოველ 

«, 3) სეგ მენტზე, სადაც (თ, 81) =)თ, ხ(- 

19. ისარგებლეთ ფუნქციათა თანაბარი კრებადობის ვაიერშტრასის · 

ნიშნით და დაამტკიცეთ თანაბარი. კრებადობა ფუნქციათა შემდეგი 

მწკრივებისა: 

ძი) (- --))-თ,+თC შუალედში; 

  

X.. 
ხ) ( 7 აარა შუალედში; 

თ (X"0 59) (0,+თ( შუალედში; 

თ C თ 2. 3 ):-თ,+თ! შუალედში, 
, X 

  

2? 

  20. დაამტკიცეთ, რომ ფუნქციათა მწკრივი (> ვსი = 

თანაბრად კრებადი 10,-+- თ I შუალედში. 

21. დაამტკიცეთ, რომ ფუნქციათა მწკრიგი (-- 

"კრებადია (0, 2») სეგმენტზე. 

22. განვიხილოთ მოქხოთ მიმდევრობა 

)« არის · არ 

  თანაბრ 
#“+351ი >) სიას. 

#MC0= –_ 1 ყი ფ=1,2,...), 
' #» 

სადაც | 

იც) = | 0, თუ X ირაციონალურია, 

1, თუ ჯ რაციონალურია,
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ცხადია, ყოველი #„(ი0) ფუნქცია ყველგან წყვეტილია. დაამტკიცეთ, 
რომ #„(X) თანაბრად მიისწრაფვის უწყვეტი ფუნქციისაკენ ” 

23. მოცემულია კრებადე მწკრივი (თა). დაამტკიცეთ, რომ დირი- · 

ხლეს მწკრივი (+) თანაბრად კრებადია |0,+-C( შუალედში, 

24. ვთქვათ, (თ,) მწკრივი კრებადია, დაამტკიცეთ, რომ: მწკრივი 
(ძენ ნ) თანაბრად კრებადია (0,+ =C( შუალედში. 

25, დაამტკიცეთ, რომ ფუნქცია 

#0 = 3) 595. 
M=1 

უწყვეტია. და უწყვეტად 'წარმოებადი 1--,--CI შუალედში. 
26, ვთქვათ, +.,, ჯე, ”ი, ·.. რაციონალური რიცხვებია (0,1) სეგმენ– 

ტისა. დაამტკიცეთ, რომ ფუნქცია ' 

#C0) = X 1#-#L 
ს. 

#=1 3 

უწყვეტია, დიფერენცირებადია ' ირაციონალურ წერტილებში და არა- 
„ დიფერენცირებადი რაციონალურ წერტილებში. 

27. დაამტკიცეთ. რომ რიმანის მეტა-ფუნმცია 

ხი – > – 
უთ1 7? 

უწყვეტია |1,+( შუალედში და ამ შუალედში აქვს ყველა რიგის 
წარმოებული. '' 

28, დაამტკიცეთ, რომ ჩ#(ე=-+ ზატხდ ს" (=1, 2, ...)'მიმდე“ 
ჯ» | - 

ვრობა თანაბრად კრებადია 1--თ,+- XL შუალედში, მაგრამ 

( I #9)! 56 11% #21). 
95=1 #სწ–-.თოთ ჩ–თ 

19, დაამტკიცეთ, რომ # „(ა =2+-1 ით»(» + 4) (M==1,2,..-) 
(ქ 

მიმდეერობა თანაბრად კრებადია I-C, + CL შუალედში, მაგრამ 

(თ #»თ | # II /0(X. 
ჩი-თ , , ჩ”ჩ-თ.
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30. დაამტკიცეთ, რომ #50) =#X6“ 9» (X=1, 2, ...) მიმდევრო– 

, ზა კრებადია (0,11 სეგმენტზე; მაგრამ 

(ა · == · 
II II /,(X)1 ძX # 117 I #»00ძ7. 
0 , 0 ჩ- 29 ”ჩ”-თ 

31, დაამტკიცეთ, რომ #,00=MX(1--X)” (#=1, 2, ...) მიმდევ- 
რობა არათანაბრად კრებადია (0,1| სეგმენტზე, მაგრამ' ” 

(.· 

11X0_ | /. იბ = I III / „(X)CX. 
9 #”- თ ე.ჩლთ 

32, დაამტკიცეთ, , რომ შეიძლება (ი 4) მწკრივის  წეგრ-წევ- 
2" / 

რად გაწარმოება, |



თავი!I 

სარისსოვანი მწკრივები 

§ 1. ხარისხოვანი მწკრივის ცნება 

„ფუნქციათა მწკრივებს შორის თეორიული თვალსაზრისით უმარ- 

ტივესი და ამასთან, მრავალი გამოყენებისათვის უმნიშვნელოვანესია 
ეგრეთ წოდებული ხარისხოვანი მწკრივები, ე. ი. შემდეგი სახის მწკ- 

რიეები: 
თა+ თ,თ-+-ც ეთ +... 4+-ძაX"-L... (1..–) 

სადაც. ძა, თ, თ... რეფ. მუღმივებია. ამ მუდღმივებს ხარისხიივანი 

მწკრივის კოეფიციენტები ეწოდება. 
ხშირად, ზარისხოვანი მწკრივი ეწოდება უფრო ზოგად გამოსახუ- 

ლებას 

0ი+0თ,(C-–-0) –თ:(>-–0)“+ ·.. +თი(თ–ი)ე+.ს" (1.2) 

სადაც) თ მუდღმიეი სიდიდეა. ეს ხარისხოვანი მწკრივი ჯ-–-თ==ყV ჩასმით 

შეგვიძლია დავიყვანოთ (1.1) სახემდე. ამიტომ სიმარტივისათვის გან- 

ეიხილავთ (1.1) სახის მწკრიეებს. 

ხარისხოვანი მწკრივის კერძო §,(დ) ჯამი მრავალწევრია. თუ (1:1) 
მწკრიეი კრებადია, მაშინ მისი §(#) ჯამი სახოგადოდ ძალიან რთული 

აგებულების ფუნქციაა. ვ§აგ(თ) შეგვიძლია განვიხილოთ §(2) ფუნქციის 
მიახლოებიო გამოსახულებად, ამასთან ამ მიახლოების სიზუსტე 

შეგვიძლია რაგინდ მაღალი გავხადოთ, თუ ჯჭე(ჯ) კერძო ჯამში ჯ საკ- 
მარისად დიდი ავიღეთ. 

§ 2. აბელის პირველი თეორემა. კრებადობის ინტერვალი 

დღა კრებადობის რადიუსი 

ისე როგორც ფუნქციათა ყოველი მწკრივისათვის, (1.1) ხარის- 
ხოვანი მწკრივის შესწავლისას პირველ რიგში უნდა დავსვათ საკითხი 
მისი კრებადობის არის შესახებ, ე. ი. იმის "შესახებ, თუ ჟ-ის რა 
მნიშვნელობისათვისაა ეს მწკრივი კრებადი.



§ 2, აბელის პირველი თეორემა, კრებადობის ინტერვალი და კრებადობის. 39 
  

შევნიშნოთ, რომ ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის არე ცარძე- 
ლი სიმრავლე არაა. მართლაც, ხარისხოვანი (1.1) მწკრივი კრებადია, 

ყოველ შემთხვევაში, დ=20 წერტილში მაინც. 
ფუნქციათა ნებისმიერი მწკრივის კრებადობის არე შეიძლება წარ- 

მოადგენდეს ძალიან რთული აგებულების სიმრავლეს. მაგრამ, როგორც 

ქვემოთ დავინახავთ, ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის არე შუალე- 
დია, რაც აადეილებს მწკრივთა ამ კლასის შესწავლას. დავამტკიცოთ 

შემდეგი მნიშვნელოვანი 

თეორემა 1 (აბელის პირველი თეორემა). თუ (1.1) მწკრივი 
კრებადია ჯე წერტილში, სადაც X#ე#0, მაშინ იგი აბ- 

სოლუტურად კრებადია ნებისმიერ »„ წერტილში, 
რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას | <| < | «აI. 

დამტკიცება. თეორემის პირობის თანახმად, მწკრივი 

თა“Lთე2ე-L ძეთე +...+ ძირი +... · 

კრებადია, ამიტომ „თ? –+ 0, როდესაც „->=. მაშასადამე, არსებობს 

ისეთი დადებითი რიცხვი #, რომ 

| ძი | =M (+ =0, 1, 2...) 

ახლა ვთქვათ, | >I < | ჯა). თუ "შემოვიღებთ აღნიშენას 

-- I = ძ, გვექნება 0<0<1. აღვილი შესამჩნევია, რომ 
Xჯ · 

0 
X 

70 

ამრიგად, (1.1) მწკრივის წევრთა აბსოლუტური სიდიდეები არ აღემა“ 
ტება დადებითი კრებადი 

M + Mი + M#თ1+ ... +M#Mდთ? +... 

მწკრივის სათანადო წევრებს. ამიტომ მწკრივთა შედარების პირველი 
პრინციპის მიხედვით (1.1) მწკრივი კრებადია ღა ამით თეორემა დამ- 

'ტკიცებულია. 
შედეგი. თუ (1.1) მწკრივი განშლადია ჯე, წერტილში, იგი განშ- 

ლადი იქნება ყოველ ჯ წერტილში, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 
IXI >) %I. 

მართლაც, დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, არსებთბს ისეთი ჯ, 
წერტილი, რომ | », | > | XV | და (1.1) მწკრივი კრებადია », წერ- 
ტილში, მაშინ აბელის თეორემის თანახმად ეს მწკრივი კრებადი იქნება 

თა წერტილში, რაც პირობას ეწინააღმდეგება. 

ჩ”ჩ 

| თ„>" | = | თი%§ | · < Mძ0". 
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ახლა გავარკვიოთ, თუ რა ხასიაოის კრებადობის არეები შეიძლება 
არსებობდეს ხარისხოვანი მწკრივებისათვის. განვიხილოთ მაგალითები. 

მაგალითი 1. მოცემულია ხარისხოვანი მწკრივი 

14+X-L2%,1? -L,..-+ უშX? + ... 

დავამტკიცოთ, რომ ამ მწკრივის კრებადობის არე შედგება მხოლოდ 
ერთი X=0 წერტილისაგან, თუ გამოვიყენებთ აღნიშვნას 

  

#ა= | XXI (M4=1, 2, ...), 

გვექნება “ 
1)” 1 აჩ რი ე ო+)) || =(1++-)თ+ა II: 

%» 1 # 

აქედან ცხადია, რომ თუ X#0, მაშინ 

ჰდ ოუ. +L თ. 
ჩ.-.ზ “ 

მაშასადამე, დალამბერის ნიშნის მიხედვით მოცემული მწკრივი განშ- 

ლადია, როცა X#0. ამრიგად მწკრივის კრებადობის არე შედგება 

მხოლოდ ერთი ჯ=0 წერტილისაგან. 

მაგალითი 2. განვიხილოთ მწკრივი 

LI 

14% 1 45 4. 
2! »I 

ამ მწკრივის კრებადობის არეა 1--თ, +5%I შუალედი. მართლაც, თუ 

შემოვიღებთ აღნიშვნას 

    

    

#ე= --- (M=0, 1..), 

გვექნება 
შხე+! | >I , 

Mია 29 -+- 1 

აქედან ყოველი ჯ-სათვის გვექნება 110 -6ი+! – 0, მაშასადამე, და- 
ჩი-თ ი 

ლამბერის ნიშნის თანახმად მოცემული მწკრივი კრებადია ჯ-ის ყველა 

მნიშვნელობისათვის. 

მ აგალითი 3, ეთქვათ, მოცემულია ხარისხოვანი მწკრივი 

| 1+ჯ-+ჯ? -...+ X9 -L... 

ეს წარმოადგენს გეომეტრიულ მწკრივს და ამიტომ იგი კრებადია



§ 3, ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსის. გამოთვლა .. 41 
  

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როღესაც | X | < 1„ მაშასადამე, მწკრივის 

კრებადობის არეა )––1, -L1I ინტერვალი, 

ამრიგად, ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის არე შეიძლება შედ- 

გებოდეს მხოლოდ ერთი წერტილისაგან, რიცხვთა ღერძისაგან და 

სასრული შუალედისაგან. 

ახლა ვთქვათ, (1.1) ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის არე არ 
წარმოადგენს არც წერტილს და არც რიცხვთა ღერძს. აღვნიშნოთ 

#-თი მოცემული ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის არე. პირობის 

თანახმად არსებობს ისეთით დადებითი ჯე რიცხვი, რომლისთვისაც. 
მოცემული მწკრივი განშლადია. მაშასადამე, ეს არე ზემოდან შემო- 
საზღვრულია. აღვნიშნოთ # ასოთი I სიმრავლის ზედა საზღვარი. 

ცხადია, აღებული მწკრივი კრებადია |-- #, #I ინტერვალში (ნახ. 2) 
და განშლადია, როდესც |XI > #, ხოლო როცა ჯ=–-# ან 

ჯ«= # შესაძლებელია ადგილი ჰქონდეს სხვადასხვა შემთხვევას: მწკრივი 

შეიძლება კრებადი იყოს ორივე –-# და # წერტილში, კრებაღი იყოს 
ამ წერტილებიდან ერთ-ერთში, ხოლო განშლადი მეორეში, დაბო- 

ლოს, მწკრივი შეიძლება განშლადი იყოს ორივე ––# და # წერტილში. 

0 ჩ ჯ 
L 
7   

' 
+
ძ
 

ნახ. 2. 

1-–#, ML ინტერვალს ეწოდება ხარისხოვანი მწკრივის კრებადო– 

ბის ინტერვალი, # რიცხეს კი კრებადობის რადიუსი. 
თუ მწკრივი კრებადია მხოლოდ ჯ=0 წერტილში, მაშინ ვიტყვით, 

რომ კრებადობის რადღიუსია 0, ხოლო თუ მწკრივი კრებადია X-ის 

ყველა მნიშვნელობისათვის, მაშინ #= + <9. 
ზემოთ განხილლულ მაგალითებში კრებადობის რადიუსებია 0, 

+ Cდ, 1. | 

ზემოთ ნათქვამი ვრცელდება (1.2) სახის მწკრივებზე, მხოლოდ იმ 

, განსხვავებით, რომ კრებადობის შუალედის ცენტრი ამ შემთხვევაში 

იქნება ჯ=ც წერტილი. 

§ 38, ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსის გამოთვლა 
' უმარტივეს ფემთხვევებფი 

ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსის მოსაძებნად შეგვიძ- 
ლია გამოვიყენოთ შემდეგი ორი თეორემა:
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თეორემა 9. თუ (1.1) მწკრივის კოეფიციენტები ისე- 
თია, რომ არსებობს სასრული ან უსასრულო ზღვარი 

100  –-–-–- 
8-თს/ | ძი | =#, 

მაშინ კრებადობის # რადიუსი ივნება: 

1 
2 როდესაც 0<##<+თ, 

#= +თ, როდესაც #ჯ#=0, 

0, როდესაც #=-+Cთ. 

დამტკიცება. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

· ” · 22 

„ს MI? “თხი თ 17I =L-1IXI ით 

თუ 9<ჯს#<-+C, მაშინ კოშის თეორემის მიხედვით (1.1) მწკრივი 
· 1 

კრებადია, როდესაც # | ჯ« | <1, ე. ი. როდესაც | Xჯ | <“+X" და გან- 

შლადია, როდესაც #IXI >1, ე. ი. როღესაც #X>-. მაშასადამე, 8--- 

თუ ჯL=09, მაშინ L | # | = 0<1 და, მაშასადამე, მწკრივი კრე– 
ბადია ყოველი ჯ-სათვის, ე, ი, #= + C<. 

თუ L=-+Cდ, მაშინ ნულისაგან განსხვავებული ყოველი ჯ-სათვის 
გვექნება # | ჯ | =+-=>>1, და, მაშასადამე, #=0, თეორემა დამ- 

ტკიცებულია, 
თეორემა 8. თუ (1,1) მწკრივის კოეფიციენტები ისე- 

თია, რომ არსებობს სასრულიან უსასრულო ზღვარი 

0ი+. | 

იი 

მაშინ მწკრივის კრებადობის რადიუსი X იქნება“ 

11თ 
”ჩყ–-თ 

=/#, 

    

1 
+ როდესაც 0<L<+თ, 

#= 
+Cდ, როდესაც L=90, 
0, როდესაც #=-თ,. 

ამ თეორემის დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ,,
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მა გალითი 4. ვიპოვოთ შემდეგი განზოგადებული ხარისხოვანი 

დ 1 1 –- ან 
მწკრივის ბ, _–-–- რებადობის არე, 
წკრივ 44% 253L+>) აასს ე 

ამ ოხსნა. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

  

1-ჯ 
=#, 

1+Xჯ 

მოცემული მწკრივი ასე ჩაიწერება 

  

  

'ეს კი არის #-ის მიმართ ზარისხოვანი მწკრივი. ადვილი საჩვენებელია,'“ 

რომ ამ მწკრივის კრებადობის არეა (-–-1, 1( შუალედი. 

მაშასადამე, გვექნება შემდეგი უტოლობები: 

1=- 
–1= 

1 
  %X-=C 1. 

X 

ეს უტოლობა ტოლფასია შემდეგი უტოლობებისა: 

2 

1+Xჯ 

აქედან ჯ > 0. მაშასადამე, მოცემული მწკრივის. კრებადობის არეა 

10, + CL შუალედი. 
მაგალითი 5. ეიპოვოთ X+2%+ 

  0 < <2 

ჯ ვჩ 

ლ +... ++ +“. მწკრივის 

კრებადობის არე. 

ამოხსნა. ჩვენს შემთხვევაში ძი, =--. გვაქვს: 
ჯ 

ძთი+I შ 

ძი 

. მ 
= 110 
ით (M-+1)? 

მაშასადამე მოცემული მწკრივის კრებადობის რადიუსი #X=1 და 
კრებადობის ინტერვალი იქნება 1-1, 1(. ამის გარდა, ადვილი შე- 
სამჩნევია რომ მოცემული. მწკრივი კრებადია ჯX=-+-1 და Xჯ=1 
წერტილებში. ამიტომ აღებული მწკრივის კრებადობის არეა (-- 1 1) 
სეგმენტი. ” 

II 
ჩი. 9 
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მაგალითი 6. განვიხილოთ ხარისხოვანი მწკრივი 

ზე+.ი 
  

ოთ „ . 

2, (– 1) 2ში+ი,1 რთ + »)!” 

ო-ი 

სადაც თ, არაუარყოფითი მთელი რიცხვია, თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

(C–1)” 
  

  

    

მი“ 2ში+თ თ! (გ-+-ჯ)! ” 
გვექნება 

სფ | + = ყი - 25» CI) = 
ი+თ) ძი ი-თ 2150+(ჯ--1)! (IL +» + 1)! 

110 : : =0, 
ით 4(+%+1XM + »+ 1) 

მაშასადამე, მოცემული მწკრივის კრებადობის რადიუსი #=-++თ და 
კრებადობის ინტერვალია რიცხვთა ღერძი. 

მოცემული მწკრივის ჯამი აღინიშნება L„(2) სიმბოლოთი და მას 
ბესელის პირველი "გვარის „ა რიგის ფუნქცია ეწო- 

დება, ამრიგად. : 

  

–. თი · ჯ?ი1ი 
= –- 1)” 

1„თ 2 ა» 2პი%ოი! 02-+LVX) ! 

"მაგალითი 7. ვიპოვოთ გა უსის ჰიპერგეომეტრიული 
მწკრივის კრებადობის არე: 

<= ' 
14 + თ(თ-+-1) ·.·(C+»M–1)8(8-L1) ..· (8-+-ჯ»-–– 1) 

2-1 ”! X(7I+1) ·-· (+(+#%-–1) 

სადაც თ, 8. I რიცხვები განსხვავებულია 0, 1, –2,.... რიცხვე- 
ბისაგან. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

ა,= -26+)) ·.·(C+X--1) 041)... (8-+»M–1) 
»! +(/+1) ... 0 +#--1) ' 

(«<+»X8-L#) 
ი (=+1) C+%) 

მაშასად ამე, მოცემული მწკრივის კრებადობის ინტერვალია )|– 1,-+1L. 
ჰიპერგეომეტრიული მწკრივის კრებადობის ხასიათი მისი კრება“ 

დობის ინტერვალის ბოლო წერტილებში დამოკიდებულია თ, ჩ, 7 
რიცხვებზე. დაუმტკიცებლად აღვნიშნავთ შემდეგს; X#=1 წერტილში 

  

  

  

. გვექნება · 
= 11თ. 

#8-ილ 

  

= 1 
»„-თ 

     



§ 4. ხარისხოვანი მწკრივის თანაბარი კრებადობა 45 
  

მოცემული მწკრივი აბსოლუტურად კრებაღია, როდესაც + > თ + 8, 
განშლადია, როდესაც ჯ+<X»+8; LC=–-1 წერტილში მწკრივი აბსო– 

ლუტურად კრებადია, თუ 7 > ით + მ, პირობით კრებადია, როდესაც 

–1<X->-ჩ) = 0 და განშლადია, როდესაც V--(თ-8) = --1. 
პიპერგეომეტრიული მწკრივის ჯამი აღინიშნება #(თ, ჩზ, +ჯ, X) სიმ- 

ბოლოთი; 

X%თ, ზ, V, %) =1-. 

+ I» თ(«1-1) ...(C+»M–1) %8+1) ... (8+M-–-1) _ .,, 
42% „I 7(7/+1) ... –-+-#-––1) 
  

§ 4. სარისსოვანი მწკრივის თანაზარი კრებადობა 

როგორც წინა თავში დავინახეთ, ფუნქციათა მწკრივის სხვადას- 

ხვა თვისების დასადგენად დიდი მნიშენელობა აქვს თანაბარ კრება- 

დობას. მას შემდეგ, რაც დავადგინეთ ხარისხოვანი მწკრივის კრება- 
დობის არის ზოგადი სახე, ბუნებრივია შევეხოთ ხარისხოვანი მწკრი- 
ვის თანაბარი კრებადობის საკითხს. შეიძლება თუ არა იმის მტკიცება, 

რომ ხარისხოვანი მწკრივი (1.1) თანაბრად კრებადია თავისი კრება- 
დობის 1--#, #I ინტერეალში? საზოგადოდ არა, განვიხილოთ მწკრივი 

1+X+X? -+L...+ XI +... (4.1) 

მისი კრებადობის ინტერვალია 1––-1, 1(. მწკრივის ნაშთი 
” 

“იგ(X)= ?, ესტ = 
#=ო+1 

ნულისაკენ მიისწრაფვის, როდესაც »->Cთ ნებისმიერი ჯ-სათვის 1––1, 
1” ინტერვალიდან. ამასთან შევნიშნოთ, რომ ნებისმიერი ფიქსირებუ- 

ლი თ„-სათვის #„,(X) –> + =C, როდესაც თ->1--, ამიტომ თუ Xჯ საკ- 
მარისად ახლო ავიღეთ 1-თან, მაშინ »„(X) რაგინდ დიდი იქნება. 

ამრიგად, (4.1) მწკრივის კრებადობა 1-1, 1( ინტერვალში თანაბარი 
არ არის. 

მართებულია შემდეგი 
თეორემა 4. თუ (1.1) მწკრივის კრებადობის რადიუ- 

სია #, #> 0, მაშინ ეს მწკრივი თანაბრად კრებადია 
ყოველ Iთით, ბ) სეგმენტზე, რომელიც მოთ ავსებულია 

1–-X, XI ინტერვალში. 
დამტკიცება, შევარჩიოთ დადებითი რიცხვი ჯა < X ისე, 

რომ L-X> XI სეგმენტი შეიცავდეს (თ, ბ) სეგმენტს (დახ, ვ). 

ვჯჩ +1 
  

1–ჯ
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“ (1.1) მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია ჯა წერტილში, ე. ი. 
კრებადია მწკრივი 

)% | + | თ,Xი | + | ძ»თ | +.-.+ | თიX§ | ·L..- 
მაგრამ თუ, X C (თ, ხ), მაშინ | ჯ| = 1 ჯა| და ამიტომ 

| იიX” | < | თX | - | 
ვაიერშტრასის თეორემის თანახმად (1-1) მწკრივი თანაბრად კრე– 

ბადია (ი, ხ), სეგმენტზე, თერრემა დამტკიცებულია,/ 

-–-ა  ი0. 6 LL 
  

ნახ, 3. 

თეორემა 5. ხარისხოვანი მწკრივის ჯამი უწყვეტია 
კრებადობის ინტერვალში. | 

დამტკიცება. ვთქვათ, (1.1) ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის 

ინტერვალია 1-8, #L და ავიღოთ ამ ინტერვალის წებისმიერი Xაე 

წერტილი. რაკი –#<X-< MM, ამიტომ მოიძებნება ჯე წერტილის შემცე- 

ელი ისეთი L-/,იო #) სეგმენტი, რომელიც მოთავსებულია 1––-7#, XI 

ინტერვალში. მე-4 თეორემის თანახმად ამ სეგმენტში (1.1) მწკრივი 

თანაბრად კრებადია და, მაშასადამე, მისი ჯამი უწყვეტია ჯე წერტილ- 

ში. რაკი ჯე ნებისმიერად იყო აღებული 1|–--#, ML ინტერვალში, ამი– 
ტომ (1.1) მწკრივის ჯამი უწყვეტია 1–-#, XI ინტერვალში. თეორემა 

დამტკიცებულია. 

§ 5, ნამღვილ რიცხვთა მიმღევრობის ზედა და ქვედა ყღვგტები 

განვიხილოთ ნამდვილ რიცხვთა მიმდევრობა (თიაი>1' შემოვიღოთ 

აღნიშვნები - ღხიძვზე 

ნი=38ს0 IX, Xი-)"'' 1, Mია=10 /(Xი, Xგვს.·.) L(#=1, 2,...). 

თუ (Xი),>1 მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვრული არ არის, მაშინ . 

ნა=+C ყოველი # რიცხვისათვის, ხოლო თუ მიმდევრობა ქვემოდან 
არაა შემოსაზღვრული, მაშინ უ»„=– თ ყოველი #-სათვის. 

ვთქვათ, (თ,),>1 მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვრულია. მაშინ 

წ, > 0: > '·· > Lხ: >...
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(ა) ი>! მიმდევრობას აქვს ზღვარი 

110 წა=წ, 

ჯჩ- თ „ 

6 სასრულია ან 6=––Cთ, ამ § რიცხვს ეწოდება (აგ) მიმდევრო- 
ბის ზედა ზღვარი და, იგი აღინიშნება 

1Iთ თ, ან I1IIთ 89 ჯი. 
Mჩ-.თ ჩ-. თ 

თუ მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვრული არაა, მაშინ 

1Iი თა=+7თ. 

Mს--თ 

შემდეგ, ვთქვათ, (2). >1 მიმდევრობა ქვემოდან შემოსაზღვრულია. 
მაშინ 

ო, = შე = ·.. = შა  :·.. 

ღა (ჩა) „>1 მიმდევრობას აქვს ზღვარი, 

1101 შა შ. 
იჩ--თ _ 

ჟუ სასრულია ან უ=+C. ამ უ რიცხვს ეწოდება («გ)>) მიმ-. 

დევრობის ქვედა ზღვარი და იგი აღინიშნება 

110 ჯგ ან 10 101 თი. 
იჩ-.თ ჩ-.00 

თუ მოცემული მიმდევრობა ქვემოდან შემოსაზღვრული არაა, მაშინ 

IV თდგ=--C, 
ჩ-. == 

რადგანაც ყოველი #-თვის 7 < წა, ამიტომ = 

1I0ი Xგ == III თე. 
ჩ 

ცხადია, თუ (ჯა), >1 მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, მაშინ იდი 
ჩ--თ 

და 110 თ, სასრული რიცხვებია, 
შ-ა ო 

თეორემა 6. ნამდვილ რიცხეთა (ჯ)აა| მიმდევრობი- 

სათვის მართებულია ტოლობები 

110. დე=-–-- 1. C-»#ა, (5.1), 
იგ-თ ით
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110 X-=-- 10 (–Xი)- (5.2) 
M-თ ი–თ 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ხე=8სჯ L4ი, თუგ=10 ჯ 0ი, 

სადაც“ 

ჩ.= დი, ?%ი+1.'')) 0ი=(–Xი, –%ი+იოთ). 

დავამტკიცოთ, რომ ! 

წა=-–% - (M=1, 2,...)» (5.3) 

რადგანაც წა > X#, შ:ე=- თ.ა (#=%, #+1...); ამიტომ 

, ნ ლ ლ–ჯ» –7ი = = Xხ (ჩ= M. M+1,.. ა. 

შემდეგ, რაკი ნ, არის #, სიმრავლის ზედა ზღვარი და – ნაკლები 
არ არის X, სიმრავლის არც ერთ ელემენტზე, ამიტომ 

წი = ფი · (5.4) 

ასევე, ვინაიდან უ:; წარმოადგენ” C., _სიმრავლის ქვედა ზღვარს და 
–წ არ აღემატებ, 0, სიმრავლის არც ერთ ელემენტს, ამიტომ 

–თ < უე. აქედან 
წი => “ში: (5.5) 

(5.4) და (5.5) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს (5,3) ტოლო- 
ბის მართებულობა. მაშასადამე, 

IIთ წა =–-Iთ. ჯე, 
წ”ჩ-.ი #1–=00 

ე, ი. მართებულია (5'1) ტოლობა. 

ანალოგიურად მტკიცდება (5.2) ტოლობის მართებულობა. 

თეორემა 7. ნამ დვილ რიცხვთა (),–I და (ყე);»1 მიმ- 

-დევრობებისათვის 

10 (Xი-+LV-) => 1IIთ წი + 11თ ყი (5.6) 

ი თ თი. 

1I (=,+ყი) = 11“. X+11თ ყი“ (5,7) 
ჩ8 წ ჩ 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

დე =1 (?, რიდ -.. |, დგ=წს0 (დი, რიკი...) 

ყი=1VMI (ყი, Vი+ ·-. Iშ ყი=მსჯ ( ყ,, Vი+1 ...' I8
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ჟგ=1სL I “ი +ყი: Xი-I+Vი+. ... ', 2=8სი (თ. -+VყVი, თი+1+Vი+! ..I. 

ცხადია, რომ 

%8 ლ ჩი= ჯი! ყი = V» == Vი! 

როდესაც ჯ» > #. ამ უტოლობების წევრ-წევრად შეკრებით მივიღებთ 

X» + /#ი = Xი+ ყი M +Vი, 

როდესაც ჯ => #. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

X.+ყV» < მი < მი < Xი + ჭი. 
აქედან, ზღვარზე გადასვლით, როდესაც »->=C, მივიღებთ (5,6) და 

(5.7) დამოკიდებულებებს. 
თეორემა 8. ნამდვილ რიცხვთა (ჯ,)ი»1 და (ყიაი>(: მიმ- 

დევრობებისათვის მართებულია შემდეგი დამოკიდე- 

ბ ბანი: _ ულებახი 11თ (“გ-–ყ,) = თი XC V-ს 

თი. ი... ი 

1თ. (თგ– ყე) = 1Iი Xი-- IIთ ყი. 
ჩ ი ი 

დამტკიცება. მე-6 და მე-7 თეორემების თანახმად, 

110 (+ი–-ყი) >> 1100 Xგ + 110 (–-ყი) = 1100 Xგ –– 1IM0 ყი, 
“ი „თი. _. »ჩ/. ი 

110 (X„––%,) <1 X.+ 1Iთ C–VყVი) = 110 X--– 10. (–ყი)- 

იჩი ? ” ჩM ” ს) 

თეორემა დამტკიცებულია 

თეორემა 9. თუ 1თ XX.=6, მაშინ არსებობს (Xიბი>1 
ი 

მიმდევრობის ჟქეემიმდევრობა, რომელიც კრებადია 
§ რიცხვისაკენ. ! 

დამტკიცება, თუ ხ–- დ, მაშინ მოცემული მიმდევრობა კრე– 

ბადია –+=-კენ,' ვინაიდან ყოველი »-თვის ჯ, <= X-.. ამ შემთხვევისა- 
თვის თეორემა ტრივიალურია. , · 

ახლა ვთქვათ, რომ ხ=-+-თ. განვიხილოთ -LC-სა კენ კრებადი 
ზრდადი მიმდევრობა 4, 4, ·.+ 4ს.-., რიცხვი 4)-თვის არსებობს 
იხეთი ნომერი »,, რომ 

4 ველ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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Xი, > 4. 

შემდეგ რიცხვი „4,-თვის არსებობს ნომერი ჯე: > », «სეთი, რომ 

თი, > 4. 

საზოგადოდ, რიცხვი 4ჯ-თვის მოიძებნება ისეთი ნომერი », >#, ,, რომ 

Xა, > 4M 

თუ ამ პროცესს უსაზღვროდ განვაგრძობთ, მივიღებთ (X,),ც>1 მიმდევ- 

რობის (XI,)6>1 ჟვემიმდევრობას, რომელიც კრებადია -LთC--კენ,, ამ- 

რიგად, თეორემა დამტკიცებულია 6= + შემთხვევაშიაც, 
დასასრულ, თუ ნ სასრული რიცხვია, მაშინ ჟკოველი X- სასრუ- 

"ლია, რიცხვი 1-თვის შეგვიძლია „ვიპოვოთ ისეთი ნომერი »,, რომ 

XI < Xი, < X,: 

შემდეგ, რიცხვი 2-თვის მოიძებნება ისეთი ნომერი #ე > რომ 

5. 1 | 
XX“ ი < Xივ 5 ჯე. 

წ. · „აძ 
4 

საზ ოგადოდ, ჯ რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნომერი »ჯ, 

= 1 – 
ჯ“” +9 ზის<%,. (5.8) 

თუ ამ პროცესს უსაზღვროდ განვაგრძობთ, მივიღებთ (აჰგ>)  მიმ- 

დევრობის (X-,#>1 ქვემათ,აევრობას. (5.8) უტთლობებიდან გამომ- 

დინარეობს, 5009. 1:59 #ა, = 6. თეორემა სავსებით დამტკიცებულია. 
L-თ 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემა 10. თუ II1თ #,„=», მაშინ არსებობს (ჯა)ა>1 

მიმდევრობის ქვევემიმდევრობა, რომელიც კრებადია 

M-კენ. 
მე-9 და მე-10 თეორემებიდან გამომდინარეობს 

შედეგი. (X,)ი>) მიმდევრობის ზედა და ქვედა ზღერები წარ- 
მოადგენენ "შესაბამისად ამავე მიმდევრობის ყველა კრებადი ქეემიმდევ- 

რობის ზღვართა შორის უდიდესსა და უმცირესს. 

.· თეორემა 11. თუ (ჯი) მიმდევრობა კრებადია ძ-კენ, 
რომელიც სასრულია ან უსასრულო, მაშინ
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1110 #„ == 110 Xგ=თ. (5.9) 
7 ჩ 

დამტკიცება. რაკი (+) მიმდევრობა კრებადია ცფ-კენ, 

ამიტომ აღნიშნული მიმდევრობის ყოველი ქვემიმდევრობა კრებადია 

თ-კენ და, მაშასადამე, მე-9 და მე-10 თეორემების თანახმად მართებუ– 

ლია (5.9) ტოლობები. 

თეორემა 12. თუ (X,),„>) მიმდევრობის ზედა და ქვედა 

ზღვრები ტოლია, მაშინ ეს. მიმდევრობა კრებადია 

ამ ზღვრების საერთო მნიშენელობისაკენ. : 

დამტკიცება. რადგანაც ყოველი »-თვის მართებულია უტო- 
ლობები. 

Xა = Xა 5 Xი: 

ამიტომ 

+. 1110 ჯგ = 1II0 X„=)0 Xი. 
, 'ი-თ ით ი-თდ 

! "თეორემა 1მ. თუ («),») არის დადებითი ე რიცხვისა- 

” კენ, კრებადი -მიმდევრობა, მაშინ ყოველი (ყ,)გა1 

მიმდევრობისათვის “მართებულია ტოლობა 

(5.10. 1189 (X იV)==C თ Vი- 
” 

დამტკიცება. თუ )Iი ყა = + თ, მაშინ (9,),გ>1 მიმდევრობა 
” 

არ არის ზემოდან შეზოსაზღვრული და, მაშასადამე, (ჯგ ყიბი>) მიმ- 

დევრობაც არ. იქნებ ზემოდან შემოსაზღვრული. ამ შემთხეევაში 

მართებულია (5.10) ტოლობა. თუკი 119), == --C, მაშინ (ყიბი>1 
” 

'" მიმდევრობა კრებადია – Cლ-კენ და. მაშასადამე, ამ შემთხვევაშიც 

მართებულია (5.10) ტოლობა. 

ახლა ვთქვათ, რომ (ყ,), 1 მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვრუ– 

ლია, მაშინ 110 ყ.=ხ სასრული რიცხვია და, მაშასადამე, ნებისმიერი 
” 

დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნომერი MV,, რომ 

ყი <ხ+ 6 როდესაც თ» > I-ი. 
შემდეგ, რაკი თ > 0, ამიტომ არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი 
XV > M#ა, რომ ჯ, > 0, როდესაც # > IX. მაშასადამე,
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+ < (ხნ + )X,, როდესაც # > M. 

აქედან _ 

1100 (X„ყი) == (ხ+-6)ი, 
ჩ 

და რაკი § ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ 

შით. (XიVი) < თხ. (5.11) 

შემდეგ, მე-9 თეორემის თანახმად არსებობს ()>ს მიმდევრობის 
ისეთი ქვემიმდევრობა (Vი„X·>1I რთმ 

III ყა, = ს 
L--თ 

და ამასთან . 

MM %იჯ= ძ. 

ცხადია, რომ 7 
“1100 (ა, · Vი,) = იხ 
L-თ X 

და, მაშასადამე, ! 

1I00 (XიI/ი) => თხ- (5.12) 
ი 

(5.11) და (5.12) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს (5.10) ტო–- 
ლობა. თეთრემა დამტკიცებულია. 

§ 0. კოში–ადამარის თეთორიჭა 

განვიხილოთ ხარისხოვანი მწკრივი (თ„X”). მართებულია შემდეგი 

თეორემა 14 (კოშმი-ადამარი) მოცემული ხარისხოვანი 

მწკრივის კრებადობის L რადიუსი გამოითვლება 
ფორმულით 

#=-–-, (6.1) 

სადაც 
· 

L= II VI I 4» | 

დამტკიცება. განვიხილოთ ჯერ ის შემთხვევა, როდესაც L=9 
და ვაჩვენოთ, რომ #=-+C; ამ შემთხვევაში ,
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9 

1II0 | «ი | =9. 
”ჩ--თ 

ავიღოთ ნულიხაგან განსხვავებული ნებისმიერი X რიცხვი და რაიმე 

დადებითი, რიცხვი ჟ < 1. ზღვრის განსაზღვრის თანახმად, არსებობს: 
ისეთი ნატურალური V, რომ 

” 

M |ი.I< => როდესაც # > M. 
X 

აქედან გვაქვს 
| თ„»” | <0", როდესაც # > M. 

მაშასადამე, მოცემული ხარისხოვანი მწკრივის წევრები, დაწყებული 

#-ური წევრიდან, ნაკლებია კრებადი გეომეტრიული (ყ#") მწკრივის 
სათანადო წევრებზე. მაშასადამე, (6„»ჯ.) მწკრივი კრებადია და რაკი 
ჟ ნებისმიერად იყო აღებული, ამიტომ #=-+C. ამრიგად, (6.1) 

ტოლობა მართებულ ია, როდესაც #=90. 
ი 

ახლა ვთქვათ, L,=-LCთ. ამ შემთხვევაში, (#“ |, 1)„>1) მიმდევ- 

რობა ზემოდან არ არის შემოსაზღვრული და ამიტომ ნულისაგან გან–- 
სხვავებული ნებისმიერი დ რიცხვისათვის არსებობს ნატურალურ რიცბ- 
ვთა ისეთი ზრდადი (X;),„ >) მიმდევრობა, რომ - 

M 1 · 

V I. >. (ფ=1, 2, ·»-). 

აქედან გვაქვს 
| თ, X+ I >1 (#=1, 2,...). 

მამასადამე, (თ„X?) მწკრივის ზოგადი წევრი არ მიისწრაფეის ნული- 

საკენ. ამრიგად, მოცემული ხარისხოვანი მწკრივი განშლადია ნულისა-. 

გან განსხვავებული ყოველი »-თვის. ამიტომ #=0. მაშასადამე, (6.1X 

ტოლობა მართებულია მაშინაც, როდესაც ჩ=-+Cთ. , 

დასასრულ ვთქვათ, რრმ 1, ნულისაგან განსხვავებული · სასრული 

რიცხვია, ვთქვათ, 
1 

ICI < ––. 
#L 

ეს უტოლობა ასე გადავწეროთ 

» 

| თI1)თMV 10, | <1, 
ი
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მაგრამ მე-8 თეორემის თანახმად 

” ჩ 

| X |IIთ V/ |თი | = 11 V/ | თეX” | <1. 
I, ((4 

მაშასადამე გარკვეული -·დაღებითი ი <1 რიცხვისათვის არსებობს 

ისეთი ნატურალური რიცხეი V, რომ 

I/3 

V | თაX"! < ი, როდესაც # => IM. 

| თიX" | < 0”; როდესაც «# > V. 
მაშასადამე, მწკრივთა შედარების პირველი პრინციპის თანახმად. (თ,„X”) 

მწკრივი კრებადია, როდესაც | XI < + 

აქედან 

ახლა გთქვათ, რომ ჯ აკმაყოფილებს უტოლობას | დ | > 2-ს 

უტოლობა შეგვიძლია ასე გადავწეროთ 

”M 

IX I ·»=1IC0I/ | თეX" | > 1. 
· 

მე-9 თეორემის თანახმად არსებობს ტ/ Iთ„XM) ცკ | მიმდევრობის ქვემიმ– 

დევრობა უ7 LX) #>I, რომელიც კრებადია |XL რიცხვისაკენ. 

'მაშასადამე, არსებობს ისეთი ნატურალური ჯა), რომ 

ჩM. ' 

V |ი„,დLII) >1, როდესაც #>7ი 
აქედან გვაქვს , 

| იუ, თ” | > 1, როდესაც X >” #ა 

და, მაშასადამე, (თეX") მწკრივის ზოგადი წევრი არ მიისწრაფვის ნუ- 

1 
ლისაკენ, როდესაც | | >; 

ამრიგად, (თ„X”) მწკრივი კრებადია, როდესაც | ჯ | < –. და გან- 

_ 1 
'შლადია, როდესაც IXჯXI 2. ამიტომ მართებულია (6.1) უტოლობა. 

თეორემა სავსებით დამ ტკიცებულია, 
მაგალითი 7. ვიპოვოთ X#+I+2 LI ...+ 2441 +... მწკრივის 

კრებადობის რადიუსი. ამ შემთხევევაში |
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რა»ა= | ' თუ» კენტია, 

0, თუ # ლოწია. 

ამიტომ ' უწ 

  M 
M” | თა | = | 1, თუ #» კენტია, 

0, თუ #» ლუწია. 
ცხადია, რომ 

წ) 

I (/. |რ.| = 1» 
7) 

მაშასადამე, კოში-ადამარის თეორემის მიხედვით X#=1. 

+ § 7. ხარისხოვანი მწკრივის ინტეგრება და გაწარმოება 

განეიხილოთ ხარისხოვანი მწკრივი 

თე+თ)X+ძთაX? +'“ “+ ეჯ" +... (7.1) 

ამ ხარისხოვან მწკრივთან ერთად განვიხილოთ შემდეგი ხარისხოვანი 

მწკრივები: 

თიX+ “> Xჯ?-L ... იი 1 ჯი LL... (7.2) 

ძ)+2თ,X -L ·· + # თა» 1 L .., (7.3) 

უფ.2) მწკრივი მიიღება .(7.1) მწკრივის წევრ-წევრად ინტეგრებით 
(0,თ=) შუალედში, (7.3) მწკრივი კი -–- (7.1) მწკრივის წევრ-წევრად 
გაწარმოებით. 

თეორემა 16, ხარისხოვანი მწკრივის წევრ-წევრად 

ინტეგრების ან გაწარმოების შედეგად მიღებულ 

მწკრივებს ისეთივე კრებადობის რადიუსები აქვთ, 

როგორც აღებულ ხარისხოვან მწკრივს. 

დამტკიცება: განეიხილოთ მწკრივები 

რი 

# +1 

თ,X+-2ძეX" +.-+ # ძაX” +... (7.5) 

რომელთაგან პირველი მიიღება (7.2) მწკრივის ჟჯ-ზე გაყოფით, მეორე 
კი (7.3) მწკრივის თ–-ზე გამრავლებით. 

აღვნიშნოთ ჯ#, » და #”-ით (7.1), (7.2) და (7.2) მწკრივების 

კრებადობის რადღიუსები, ადვილი შესამჩნევია, რომ (7.4) და (7.5) მწკრივების კრებადობის რადიუსებია შესაბამი აო. > და 7 ” X-% 

  ძი+ მ X+...+ X„+-.. (7.4)
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კოშის თეორემის თანახმად, 

სადაც 

წ ი ილ _ თ» 

L=I)იV 19 ს თ სთ) 1-1, X”= 1100 MV XI რი I · 
V) 

თუ მხედველობაში მივიღებთ მე.13 ) თეორემას და 1IIთ “> » =1 ტო- 
ით 

ლობას, გვექნება 

ს - თ (/I=I- + ––) =I9VI 2 I =X- 
(ი31 ; 

ანალოგიურად გაჩვენებთ, რომ #ჯ” = ს. მაშასადამე #> = /7/=7 და 

ამით თეორემა დამტკიცებულია, 
თეორემა 16, (7.1) მწკრივის კრებადობის ინტერვა-, 

ლის ყოველი 2» წერტილისათვის მართებულია ტო- 

ლობა 

ჯ დ ჯ დ 

| #(0%(= 24% (ძჯ = V რი ი, (7.5) 
იი მ 255 #1 

სადაც /(თ) წარმოადგენს 0.1) მწკრივის ჯამს. ამას- 

თან, უკანასკნელი მწკრივი თანაბრად კრებადია ყო- 

ველ სეგმენტზე, რომელიც მოთავსებულია (7.1) მწკრი- 
ვის კრებადობის |–7, #7I ინტერეალში,- 

დამტკიცება, მე-15 თეორემის თანახმად (7.5) მწკრივის კრე- 

ბადობის რადიუსია ისეე #, ხოლო მე-4 თეორემის მიხედვით ყოველ 

სეგმენტზე (–+, #IC1–#, XI მოცემული (7.1) მწკრივი თანაბრად 

კრებადია. მაშასადამე, მართებულია (7.5) ტოლობა, 
თეორემა 17. (7.1) მწკრივის /#() ჯამი წარმოებადია 

ამ მწკრივის კრებადობის )–.», #/ ინტერეალში და 
ამ ინტერვალის ყოველი „თ წერტილისათვის Mხ)მართე- 
ბულია ტოლობა 

# (79)=6,--2ი,დ+... + ჩიედი “1 -L... (7.6) 

„დამტკიცება. მე-15 „თეორემის თანახმად (7.6) მწკრივის კრე- 
ბადობის რაღიუსია #, ხოლო მე-4 თეორემის ძალით (7.6) მწკრივი
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თანაბრად, კრებადია ყოველ L-+, „I სეგმენტზე, რომელიც მოთავსე– 
ბულია 1-––-#, XI ინტერვალში. ამიტომ მართებულია (7.6) ტოლობა. 

თეორემა დამტკიცებულია: 
შედეგი. თუ (7.1) ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუ- 

სია #, # > 0, მაშინ ამ მწკრივის /(») ჯამს აქვს 1--I, XL ინტერ- 

ვალში ყველა რიგის წარმოებული, ამასთან, /( (გ) (+=1, 2,...) 
ფუნქცია წარმოადგენს (7.1) მწკრივის #-ჯერ წევრ-წევრად გაწარმოე– 
ბით მიღებულ მწკრივის ჯამს. 

§ 8. აბელის მეორე თეორემა 

როგორც ზემოთ დავინახეთ, ხარისხოვანი მწკრივი შესაძლებელია 

კრებადი იყოს მისი კრებადობის ინტერვალის ერთ-ერთ ან ორძვე 

ბოლოზე. ასეთ შემთხვევაში მისი §(>) ჯამი განსახღვრული იქნება 

ასეთ ბოლო წერტილზედაც. ბუნებრივად ისმის კითხვა: ასეთ ”შემთხ- 

ვევაში იქნება თუ არა უწყვეტი §(2) ფუნქცია ამ წერტილზედაც? 
პასუხს ამ კითხვაზე იძლევა შემდეგი 

თეორემა 18 (აბელის მეორე თეორემა). თუ ხარისხოვანი 
მწკრივი 

იი+ი,თ+-ძე”-+...-+რიედი-L... (8.1) 

კრებადობის ინტერვალის «=7# (ჩ»X >0) საზღვრის წერ- 
ტილზე კრებადია, მაშინ 

L» ") 

11 (თ)= ძი#, 
«ა.წ. / 2 ” 

სადაც /(ი) წარმოადგენს (8.1) მწკრივის ჯამს. 
დამტკიცება, ეთქვათ, ჯ აკმაყოფილებს. უტოლობებს 0<» <7# 

და /(»X) ასე წარმოვიდგინოთ 

/თ=% თი” (+ I 
ი=1 

აბელის ტარდაქმნის თანახმად, ყოველი ნატურალური » რიცხვისათვის 
გვაქვ 

ბაც) მა დ) უიად) 
-(1-%)> 12 ”(# ) +M+ >) (6.2) 

სადაც
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· ზე=ძე+0,M%-+Lი: IM -+...-+ თი". 
რადგანაც 

III §)=>§ = ა ძა#. 
ს“–თთ 

თ. 8, (+) =0. 
შილა წლ 

მაშასადამე, თუ (8.2 ტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როდესაც 

V-–> C, გვექნება 

რიემჭათ ო 
შემდეგ ადვილი შესამჩნევია, 

X X»ჯ MV 

ახლა (8.3) ტოლობას გამოვაკლოთ (8.4) ტოლობა, გვექნება 

#00– §= -(-5)> თ-ი(+) . (8.5) 
#=0 

თ ' 
და –-<1, ამიტომ 

# 

რაკი 8 –+ 8, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 2 რიცხვისათვის არსე- 

ბობს ისეთი ნატურალური V, რომ როდესაც » > V გვექნება 

| წე––§ | < = · 

მაშასადამე, (8.5) ტოლობიდან გვაქვს 

(/თ-I<(1- >)2 («–. «| (>) + 

+ ( 1 +) 2. )' „8 (ჯ) =წ6 +ჯ§”. 

ით 
ი C .· 27% ჯ MM 8 #<545(1-4+) (–)<+. 

2 # „+, # 2
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' შთ 

”'< () –+) 9 (ი–-აI. 
ჩო=ბ 

ავიღოთ ისეთი დადებითი » რიცხვი, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

” L 
| ვ § | < –_. 2 2 

' როდესაც 

#-–--%<7Xჯ< #. 
მაშასადამე, · 

C C 

| #(X)-–§| < 2+ == 

როდესაც #-–» < X<7##> ე' ი. 

1Iთ 7/(თ) =ვ-. 
ჯ-I-– 

აბელის მეორე თეორემა დამტკიცებულიპა 

§ 9, არითმეტიკული მოძმედებანი სარისსოვან6 მწჰტივებ%ზი 

ეთქვათ, მოცემულია ორი ხარისხოვანი მწკრივი 

თა+Vთ.X+ძათ -++...-+ თეთ" +... (9.1) 

ხე+ხ,-+ხაეთ? +..-+ ხეთი + ·.. (9.2) 

ამ მწკრივების კრებადობის რადიუსები აღენიშნოთ შესაბამისად #, და 

#, სიმბოლოებით. ვიგულისხმოთ, რომ LI, და #) ნულისაგან განსხ- 

ვავებული რიცხვებია. 
განვიხილოთ |–#, #IL ინტერვალი, სადაც # არის #, და XX) 

რიცხვებს შორის უმცირესი. ეს ინტერვალი წარმოადგენს (9.1) და 

(9.2) მწკრივების კრებადობის ინტერვალებს შორის უმცირესს. ამიტომ 
მის ყოველ წერტილში კრებადი ·იქნება როგორც (9.1), ისე (9.2) 

ხარისხოვანი მწკრივი, მაშასადამე, ამ ინტერვალის ყოველი ჯ წერტი- 

ლისათვის. შეიძლება გამოვიყენოთ მწკრივთა შეკრების, გამოკლების 
ან გამრავლების წესები, 

გამრავლების ოპერაციის მართებულობისათვის საკმარისია აღინიშ– 
ნოს, რომ (9-1) და (9.2) მწკრივები აბსსოლუტურად კრებადია 1-–7, 

7 ინტერვალის ყოველ წერტილში. აქედან ცხადია, რომ თუ /(თ) და 
„IX «დხიშნავენ (9.1) და (9.2) მწკრიეების ჯამებს სათანადოდ 1–7ჯ 
«სეითი 3, ჩა ინტერვალებში, მაშინ 1–#, “II ინტერვალის 
ყოველი > წერფილისათვის ბვექნება
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.#(C2)--90) = 3) (თ, + ხ-)X”, 
#=0 

თ 

#(9)ყC 0) =5, თეთ, 
M”5=0 

სადაც 

C,ც= ჯ ი,ხგე-, (#=0,1,2,...). 

(+0 

ამ ტოლობათა მარჯვენა ნაწილში შემავალი ხარისხოვანი მწკრივების 

კრებადობის რადიუსები, ყოველ შემთხვევაში #-ზე ნაკლები არაა. 

ახლა გადავიდეთ ხარისხოვანი მწკრივების გაყოფის საკითხზე. ჯერ 

განვიხილოთ ფარდობა 

1 
  

1 – იხ –“ მექ1“ ..– წედქი ი. | 

ვიგულისხმოთ, რომ ხარისხოვან მწკრივს, რომელიც მნიშვნელშია მო- 

თავსებული, აქვს ნულისაგან განსხვავებული კრებადობის რადიუსი" 

მაშინ 

IC I; MV IთI, M IC1ც ·-»V ICI, ·.. 
მიმდევრობის ზედა ზღვარი სასრულია ღა ამ მიმდევრობის ყველა 
წევრი ნაკლებია გარკვეულ დადებით M რიცხეზე, ამიტომ 

| ს | < M#" (2ი=1, 2,...). (9.3) 

ახლა შევადგინოთ ისეთი ხარისხოვანი მწკრივი 

1+ძ,2+ ძეთ + .·--+ ძეთ? +..., (9.4) 

რომ ფორმალურად ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

(1- ფთ – თბ --... ნი...) (1+9X+ძ,X +...+ 

+ მი» + ..) =1. (2.5) 
თუ ამ მწკრივებს გადავამრავლებთ მწკრივთა გამრავლების წესის მი- 
ხედვით, მივიღებთ 

1+(0,--ძ)თ+(0ე-ძეთ--2)თC?+-(0ე--შეთ--მელ--რე)ჯბ +...+ =1. 
LM. ტოლობა ფორმალურად იქნება დაკმაქკოფილებული, თუ ვიგუ- 

ლისხმებთ



§ 9. არითმეტიკული მოქმედებანი ხარისხოვან მწკრივებზე რ 
  

ძ,ლბ,ს ძა=ძ0+ი, ძვ=ძკუ0ლი; + ძ,0 + 03, ··-, 

(9.3) უტოლობიდან გვაქვს 

IთფთI<VM, I|ძ:|< (|(ძ,| - Iთი I +I თ | <#?1მ+M12=2/4ჰ, 
| ძა | = I ძეI· IC, | + Iძ,| ·|9- | + | ი | <2M95-+20/232=47/3 

და საზოგადოდ 

| | ძე | < 2ე?//ი. (9.6) 

მართლაც, ვიგულისხმოთ, რომ ეს უტოლობა დამტკიცებულია 

ინდექსის ყველა მნიშვნელობისათვის რაიმე „» მნიშვნელობამდე უკანას– 

კნელის ჩათვლით. მაშინ 

| შ,+ჯ | = | იმი“ თრი ,+--წინიი+ | = 

= Iძა.I · |-0:| +Iძი-./| "IC | +..-+ | ძი) I 

და. მაშასადამე, 

| ში+, | < 2“ 1M48 . M# +-28-ბ/ჩ- M1? L...+ M#7M --/#/511= 

M#M90+1(1 +-1+2-+-2? -L...-+ 25“1)=250 M 51, 

ამრიგად, (9.6) უტოლობა მართებულია ყოველი »„-სათვის, ვინაიდან 
იგი მართებუდია, როდესაც #=1. 

(5.6) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ (9.4) მწკრივის მაჟო- 

რანტული მწკრივია 

1+#/X+-274/2X2-2? Mმ#) + ... C- 2ი1Mყილ +L... 

1 

2M 

ტომ (9.4). მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, როდესაც |»ჯI<- -- · 

მწკრივი 1-–-0,V--0,კ1–აა–-ნეჯ0-- ... აგრეთვე აბსოლუტურად 
1 

კრებადია, როდესაც | XI < 21#/ „ ·მართლაც, ამ მწკრივის კრება- 

„ ამი- 

  

ეს მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, როდესაც | თ | < 

    

1 1 
დობის რადიუსი =+ ნაკლები არ არის 7 რიცხვზე, ვინაიდან 

ჯ = # და, მაშასადამე, მით უმეტეს მეტია > რიცხვზე. ამრი- 

გად, ფორმალური (9.5 ტოლობას აზრი აქვს. 
რაკი ამ განტოლების მარჯვენა ნაწილი 1-ის ტოლია, ამიტომ
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1 –“– რX–- XL ა. ნეIი--... #0, 

და, მაშასადამე, 

1 
  '=1+ძ,X-+ძ,X? “+. .+ ძეX18 +... 
1 თიX- რ –-.–- მეშ... 

ეს ტოლობა მართებულია, როდესაც | »ჯI < > 

ახლა განვიხილოთ ხარისხოვანი მწკრივი 

= ძი+ძ0ე)X+-ძთX +... +- თეX78+..., (9,7) 

რომლის პირეელი თკ კოეფიციენტი ნულისაგან განსხვავებულია და 

რომლის კრებადობის რადიუსი განსხვავებულია ნულისაგან. მაშინ 

შეგვიძლია დავწეროთ 

  

თი“ ი)X+თაX? +... +- მეჯ ...ლ=შე(1-–-რX-- მეჯ... მერ... 

სადაც 

0 29) 602 20. „ილ=–--2ჩ ,, 

ძგ (წ) რი 
მაშასადამე, 

, 1 1 · 
> =–-+ მ. X+ რ 2. 

ძი+თ,7X+ძეუX +-+ თე»" +... იი ძი ძი 

ტოლობა მართებულია იმ ჯ-სათვის, რომელთა აბსოლუტური სიდიდე 
1 

ნ ბ რ –-–- რიცხვზე. აკლებია გაოკვეულ 2M ცავზე 

M რიცხვად შეგვიძლია ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვი, 

რომელიც მეტია 

C) 
I / 62 I / |493 V4 თი 

· _ · _ ვ აი, _–_ ს... 

ძი თი თი 

მიმდევრობის ყოველ წევრზე. 

ამრიგად, თუ (9.27) მწკრივის კრებადობის რადიუსი ნულისა- 

გან განსხვავებულია და X=0 წერტილში მწკრივი ნული არ ხდება, 

მაშინ არსებობს მეორე ხარისხოვანი მწკრივი ხე + ხეჯX + ხუ# +...+ 

+ნხეXL + .... რომლის კრებადობის რადიუსი აგრეთვე განსხვავებულია 

ნწულისაგან, ამასთანავე ორივე მწკრივი კრებადია გარკვეულ 1-- #7 
ინტერვალში და 

1 

0ა+თX+თ:X? +...+- ძე? +-.წ 

  
ძი, 

ძა     

        

  

  = ხი-+L ხ,X-Lხ;:ჯ? –+..-.-+ ხეჯX" -L...·
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აქედან შეგვიძლია გავაკეთოთ · ასეთი დასკენა: თუ მოცემულია 

წილად რაციონალური ფუნქცია L,00, Lა(X9),..-, სა(X) ხარისხოვანი 

მწკრივებისა, მაშინ იგი შეგვიძლია წარმოვადგინოთ რაიმე 1--+, »I 

ინტერვალში ხარისხოვან მწკრივად, თუ ხარისხოვანი #,(X), #ა:C9,.-.» 
Lაგ(») მწკრივების კრებადობის რადიუსები განსხვავებულია ნულისაგან 

და თუ რაციონალური ფუნქციის მნიშვნელი არ ხდება ნული, როდე– 

საც X=90. 

თეორემა 19. თუ (თ,) და (ხე) კრებადი მწკრივებია და 
მთი ფორმალური გამრავლებით მიღებული მწკრივი 

(ი) აგრეთვე კრებადია, მაშინ 0= 48, სადაც 4, 8 და 

.-C წარმოადგენენ შესაბამისად (ი,), (ხ,) და (ი) მწკრი– 

ვების ჯამებს. 

დამტკიცება. განვიხილოთ შემდეგი ხარისხოვანი მწკრივები 

იი+0X+---+ 6იX”+-.ას . 

ხა+ხX +---+ ხეX +... 

თი+თფX -ნ...+- წერ +... 

“სრობის თანახმად ყოველი მათგანი კრებადია ჯL=) წერტილში და 

ამიტომ ისინი კრებადია 1-1, 1( ინტერვალში. თუ ამ ხარისხოვანი 

მწკრივების ჯამებს აღვნიშნავთ სათანადოდ თთ(X), ხ(X) და C(X) სიმბო- 
ლოებით, მაშინ გვექნება 

C(X)=0ფ(X) · ხ(X)- (9.8) 

აბელის მეორე თეორემის თანახმად 

11I0I -(X=C, 110 იX)=4, III M(X)=9. 
IL –_ "I-–_ X-I-– 

მაშასადამე, თუ (9.2) ტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როცა X-+1--, 
მივიღებთ 

C= 4“. #. 
თეორემა დამტკიცებულია, 

§ 10. ხარისხოვანი მწკრივის გარდაქმნა 

განვიხილოთ ხარისხოვანი მწკრივი 

0მი+–-0)X+ ძაXწ + ...+ ი,X ნ... (10.1) 
ვიგულისხმოთ, რომ ამ ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსი 
#> სულისაგან განსხვავებულია. ამ მწკოიეის ჯამი აღენიშნოთ #C
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სიმბოლოთი. ამგვარად, /#C2) ფუნქცია განსაზევრულია |”, III 
ინტერვალში.: 

ავიღოთ რაიმე ჯე წერტილი |–#, I) ინტერვალიდან და ამ ინ- 

ტერვალის ნებისმიერი Xჯ წერტილი ასე წარმოვადგინოთ. 

«=L(X–Xე) + Xე. 

ეს გამოსახულება (10.1) მწკრივში შევიტანოთ და ყოველ შესაკრებში 
ფრჩხილი გავხსნათ, მივიღებთ 

#7 =Cრა +თ,I(X-–-Xი) + Xა1 + ძა((X-–- Xე)? +2Xი(X –%X)4+X%ვ2I +...+ 

#(.-––-1) 

1.2 

+ XII +... (10.2). 

თუ კვადრატულ ფრჩხილებს გავხსნით და წევრებს დავალაგებთ X-–-ჯე 

სხვაობის ხარისხების მიხედვით, მაშინ ასეთი ოპერაციის ფორმალუ- 

რად ჩატარების შედეგად მივიღებთ ხარისხოვან მწკრივს 

ხე-+L ხ,(X––Xი) + ხი(X––X-) +---+ ხი(X-–-Xა)” +... (10.3) 

სადაც ხ.-(#=9, 1, 2,...) კოეფიციენტები გამოითვლება ფორმულებით 

ხი =ძა-Cთ|Xი-Lთ-Xი +---+ თიაXი +L--- 

ხ,=ძ,-+-2CXი+ 303X2 +... + #0იX0 1 +.-., 

+თაL(X--Xა)უქ-XCX-Xი)" 1X6+ (X-Xი)” ჯ8-+L...+ 

  

(10.3) მწკრიეს ეწოდება (10.1) მწკრივის გარდაქმნ ის შედეგად 
მიღებული მწკრივი, მართებულია შემდეგი 

თეორემა 90. (10.3) მწკრივი კრებადია, თუ | X-XI < 

<სს–-I#I, და ასეთ შემთხვევაში (10.3) მწკრივის ჯა–- 

მი /(#)-ის ტოლია, 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ (10.3) მწკრივი მიიღება (10.2) 

მწკრივში კვადრატული ფრჩხილების გახსნისა და წევრთა გადანაცე- 

ლების შედეგად. ამიტომ თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩ– 

ვენოთ, რომ (10.2) მწკრივში კვადრატული ფრჩხილების გახსნის შე- 

დეგად მიღებული მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, ე. ი. კრებაღია 
მწკრივი
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| ი | + | თ, (X–-Xა) | + | თ,X, | + | თ:(X––Xი) | % 

+ | 2თ31(X–Xე)Xა | + | თეX | +-··+ | ძი(X–-Xე)” | 

+ I #6(X--Xი)” ''X | +...+ | ძიX% | –+..., 

ეს კი წარმოადგენს 

თა+L0,( | X–X | + | Xი | )+0.( | #–X I + | X 1 ))+-..+ 
+იძი( | X–X | + I Xი | ა” “+... 

მწკრივის წევრთს აბსოლუტური მნიშენელობებისაგნ "შედგენილ 

მწკრივს, რომელიც კრებადია, ვინაიდან | X–X. | + | XI CI-–-–X, #L- 

თეორემა დამტკიცებუ ლია. 

დამტკიცებული თეორემა გვიჩეენებს, რომ (10.1) მწკრივის გარ- 
დაქმნის შედეგად მიღებული (10.3) მწკრივი კრებაღია IXა--ი, Xი+0L 

ინტერვალში, სადაც 0=7#– | XI · ეს მწკრივი შესაძლოა კრებადი 

აღმოჩნდეს ამ ინტერვალის გარეთაც. 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემა შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ ასე: 

თუ /#/(ლე ფუნქცია წარმოადგენს |», IL ინტერ- 

ვალში კრებადი ხარისხოვანი (10.1) მწკრივის ჯამს, 
მაშინ /(0 წარმოიდგინება Xჯ-Xჯ სხვაობის ხარისხე- 
ბის მწკრივად, სადაც ჯე არის |–I, 7I ინტერვალის 

ნებისმიერი წერტილი, ხოლო | X-XI) <IM-–-IX.I.- 

4.§ 1. ფუნქციის დაფლა ხარისსოვან მწკრივაღ. ტეილორისა 
ღა მაკლორენის მწკრივები 

ჩვენ განვსაზღვრეთ ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის არე და 

"შევისწავლეთ ასეთი მწკრივის ჯამის თვისებები. გამოყენებებში საქმე 

გვაქვს შებრუნებულ «მოცანასთან: მოცემულია შუალედში განსაზღე- 

რული /(იე ფუნქცია და გამოსარკვევია. ამ შუალედში ეს ფუნქცია 

წარმოადგენ თუ არა ხარისხოვანი მწკრივის ჯამს ანუ, როგორც 

იტყვიან, შეიძლება თუ არა /(X) ფუნქციის დაშლა ხარისხოვან მწკ– 

რივად; თუ ასეთი დაშლა შესაძლებელია, როგორ ვიპოვოთ ამ მწკრი- 

ვის კოეფიციენტები. 

მე-17 თეორემის შეღეგის თანახმად, /(X) ფუნქციის ხარისხოვან 
მწკრივად დაშლაზე შეიძლება ლაპარაკი იმ შემთხვევაში, როდესაც ამ 
ფუნქციას აქეს ყველა რიგის წარმოებული მოცემულ შუალედში. 

განვიხილოთ /(ჯ) ფუნქცია, რომელსაც აქვს თ წერტილში ყველა 
რიგის წარმოებული და შევადგინოთ ხარისხოვანი მწკრივი 

ნ ელ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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/(0) +290 C- იე +240) (X--თ)ზ -+...-L 

(M) 

+ 2. (X--ძთ)" +... (11.1) 

ამ მწკრივს ეწოდება /C) ფუნქციის ტეილორის მწკრივი. თუ 
–=0, მაშინ (11.1) მწკრივს მაკლორენის მწკრივი ეწოდება. 

თეორემა 91. ყოველი ხარისხოვანი მწკრივი 

ძე+-C(X--ი)--ინ(C-- თ) -L-- + ძე(X-–-ი)” +-.. (11+2) 

რომლის კრებადობის #ჯ რადიუსი ნულისაგან განსხ- 
ვავებულია, წარმოადგენს ამ მწკრივის ჯამის ტეილო– 
რის მწკრივს. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ /(X)-ით (11.2) მწკრივის ჯამი: 

I#(X)=ძი+0,(X--0)+ე(X--6) +.--+ ი ძა(X--ი)" -L... 

#C) ფუნქციას აქვს ყველა რიგის წარმოებული “)თ--#, თ+7! 
ინტერვალში და – 

# Cა=0ძ,+2ძთ.(X--ი)-L30:(X--)“ -C--.+ #თი(X--0ი)1-1.+.-., . 

# CC) =2ძე-+3 - 26ა(––- ი) +..-+ #(I--1)თა(X-- 0)?“ 2:+...,. 

#VMXX)=»!ია+(Cი-L1)თ ..· 2თიკს(X--ი)+(M#-+2)(-+L1) ... 
...30„კა(X-- ი)? +..., ! 

თუ #V), #”(X), /“ (X),..-, 7 500, ... გამოსახულებებში ჯ-ის ნაცვლად 

ავიღებთ თ-ს, გვექნება 
#(ძთ)=ძი, # (9)=ძე, #”(2)=2თ,ე, ქ... #0) =»!რი, ქ... 

აქედან. გვაქვს ! , წ 
ძა= I(თ), 01 = #7). ე,= 7-9), ქ...“ ი.=-#/ XV, 95 ” 

1 2! · თ! 

მაშასადამე, (11.2) მწყრივი წარმოადგენს ამ მწკრივის #C0) ჯამის 

ტეილორის მწკრივს და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
ამრიგად, თუ /(X) ფუნქციის დაშლა "შეიძლება ხარისხოვან მწკრი- 

ვად, მაშინ ეს მწკრივი #(X) ფუნქციის ტეილორის მწკრივია. 

ახლა ისმის კითხვა: თუ /(X) ფუნქციას აქვს ყველა რიგის წარ- 
მოებული რაიმე შუალედში, მაშინ ამ ფუნქციის ტეილორის მწკრივი 

ხომ არ იქნება: კრებადი, და თუ კრებადია, ხომ არ წარმოადგენს მისი 

ჯამი /C) ფუნქციას? პასუხს ამ კითხვაზე „გვაძლევს შემდეგი
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მაგალითი მა ვთქვათ, /(X) ფუნქცია განსაზღვრულია ასე: 

-.1 

6 ., როდესაც Xჯ2590, 

#%= | 0, როდესაც X=0. 

უს ფუნქცია უწყვეტია ნამდვილ რიცხვთა ღერძზე. თუ #70 გვაქვს: 
- 1 ' - - 1 

2 6 “თ. 4 “> 
#” თოი=-, ბ ”. 7(0=-–.4 "+, ა 

ცხადია, რომ 

/დ)=სთ 22590-#C _ ,, '.=0 ((-+ , 
Xჯ–+0 ჯ (თ “ი X 

/”C)=სთ 7-9 = –6)ი + -0, 

XჯX-0 #ჯ (-–-თ #6 

#”'''(0) = 1:თ ”/თ.ი.. 
X-0 Xჯ 

მაშასადამე, #(X) ფუნქციის მაკლორენის მწკრივს აქვს სახე 

0+0.X+0. #1? -L···-+0-Xჯ" -...=0, 

ეს მწკრივი კრებადია )|--–«, + == შუალედში და მისი ჯამი ნულის 

ტოლია. მეორე მხრივ /(X) ფუნქცია ყველგან განსხვავებულია ნული- 
საგან, გარდა X=0 წერტილში. მაშასადამე, /(ჯ) ფუნქცია არ იშლება 
თავისი ტეილორის მწკრივად X=0 წერტილის არც ერთ მიდამოში: 

ამრიგად, თუმცა #/(X) ფუნქციას აქვს ყველა რიგის წარმოებული 
და მისი ტეილორის მწკრივი კრებადია, ამ მწკრივის ჯამი არ გვაძლევს 

XC) ფუნქციას. 
ახლა ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა ისეთი /თ ფუნქცია, 

რომელსაც აქვს ყველა რიგის წარმოებული ჯ=0 წერტილში, მაგრამ 

მწკრივი თ" , 

/Cდფ+40 „3 20 აე, კ ქრ ე ს 
1! 2! #I 

განშლადია ნულისაგაზ განსხვავებულ ყოველ წერტილში? პასუსს ამ 
კითხვაზე გვაძლევს შემდეგი 

მაგალითი9, განვიხილოთ ფუნქცია 

22, 01)
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ამ მწკრივის წევრები უწყვეტი ფუნქციებია. ამის გარდა, ეს მწკრივი 

თანაბრად კრებადია )-–-–=, +C CI შუალედში, მაშასადამე, #(CX) უწყ- 
მეტია ნებისმიერი ჯ-სათვის. ამ მწკრივის »-ჯერ გაწარმოება წევრ- 

წევრად გვაძლევს მწკრივს 

  2, - ძი(2»+ ჯ7 · +) (»=I1, 2,...). 

თი 1: 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ ეს მწკრივი თანაბრად კრებადია 

1--დ, +C( შუალედში. ამიტომ 

/ით- 2; თამა 2+ 7): თო=1 

აქედან 
დ იი. თ» 

VI) 0 = –- ყი –. 

# (ა 2 “ი! 2 

თუ » ლუწია, მაშინ #CMX9) =0, ხოლო თუ » კენტია: X=2L-LI, 

მაშინ 

  

/0+სC) =(--1)# სა 2(9L+1)თ =(C-1)#(/>“ _ I). 

თ=1 წ. 

ამის გარდა, /(0)==0. 

ამრიგად, ჩვენი ფუნქციის მაკლორენის მწკრივია 

(1-1 იე 1 ვხ 1 

_ 5 “ა. 
1. 7 ვ X+ XI 
  

როცა X#0 ამ მწკრივის ყოველი წევრის აბსოლუტური მნიშვნელობის 

ფარდობა წინა წევრის აბსსბოლუტურ მნიშვნელობასთან გვაძლევს: 

  

22+! 09#--1 

იაა ს ,IX9M90;, 4 1 | 21 %-+= 
(2L-+L-1)! (2ს –“– 1)! 

290+1 __ 1. ” „3.2+“! _ „2840 · 

კე) 2MX+4) 1.2 
. 2-1 2 

“ % ს კ (3.2 ა +“. 
2M(2#+-1) 2X(2X-L-1)
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ეს უკანასკნელი გამოსახულება მიისწრაფვის + Cთ-საკენ როდესაც 

#->-Cთ, ე. ი. მოცემული /(X) ფუნქციის მაკლორენის მწკრივი განშ- 

ლადია ნებისმიერი ჯ-სათვის, რომელიც ნულისაგან განსხვავებულია. 

ახლა გადავიდეთ იმ პირობების დადგენაზე, რომელთა შესრულების 

შემთხვევაში /(X) ფუნქციის (11.1) ტეილორის მწკრივი კრებადია / (X) 
ფუნქციისაკენ რაიმე 1ი–#, + #IL ინტერვალში. 

#(X) ფუნქციისათვის დავწეროთ ტეილორის ფორმულა »-ური 

დამატებითი წევრით: 

#” 2 # ი 
#00=/(ძ) –+-“--–---VX-–6ი)+“-–--–“C–-ი)-L...+ 

(9) 

+ –> 

მართებულია შემდეგი 

თეორემა 99%. #(X) ფუნქციის (11.1) ტეილორის მწკრი– 

ვი კრებადია /() ფუნქციისაკენ 1ი-–-X#, ი+IXI ინტერ- 

ვალში, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც 

IIIი “,(X) =0, (11.2) 
ით 

1--X, თ+IსI ინტერვალის ყოველ « წერტილში. 
დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირთბის აუცილებლობა. 

ვთქვათ (11.1) მწკრივი კრებადია /(X) ფუნქციისაკენ )0--#,“ თ-L)#V 
ინტერვალში. მაშინ 

სღ) #/ 2 

  

ბ=/ნე – I/(2 )+ #12? (C-–- ი) +--–- CI ი)?+...+ 

1 ართ ს ციე /ფ0- თ ( აარ რ CC ი)+ 
MI 8. თ 

19 ს ჟ)? LL... + 7 რ _ რით” +) (X–– 0)“ 1 = 11 | / 0 – (/(თ -- 
”-.თ 

+299 სც ცგ+”0 - –ბნ მობ ციე) = 
= 11» ”.IX). 

ჩა-–. თ 

პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. ·
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ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, )-–-#, ძ-L1I 

ინტერვალში მართებულია (11.2) ტოლობა, მაშინ ამ ინტერვალის 

ნებისმიერი ჯ წერტილისათვის გვაქეს 

სი (/თ - /ი+L.0Cთ-ი+”თ66- თ: + 
(ი 

+ #”რ C თ)|)=0, 
» 

ე. 0. 

/თ=/თ0 +410 Cთ- -თ+ 2606 თ'-L...+ 

(ი) . 

+590 ც თ/+... 
ჯ”! 

და ამით პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 
დასასრულ, მოვიყვანოთ საკმარისი პირობა იმისა, რომ /(X) ფუნქ- 

ცია შეიძლებოდეს დავშალოთ ხარისხოვან მწკრივად. მართებულია 

შემდეგი 
თეორემა 98· თუ 1ი––», ი+X#L ინტერვალში /C) ფ უნქ- 

ციის წარმოებულები აკმაყოფილებს პირობებს 

1 /ოიძე | – Mგ (M#=1, 2, .-.), (11.3) 

სადაც Mა ისეთი რიცხვებია, რომ 

1ფ --26ი+ ი, - (11.4) 
ი-თ Mია(1+1) 

მაშინ /0) ფუნქცია დაიშლება ტეილორის მწკრივად. 
დამტკიცება. ტეილორის ფორმულის დამატებითი წევრი #ჯ„(%X) 

დავწეროთ ლაგრანჟის სახით: 

„სა=-+-თ იი«იდ), 
(L++1)! / 

სადაც თ–-ს < L < +. თუ მხედველობაში მივიღებთ (11. 3) პი 

რობას, მაშინ )1თ–--–M, ძი+XIL ინტერვალის ყოველი ჯ წერტილისათვის 

გვექნება 
| XჯX-0 | ი+1 M#.. 5 : 

| წი(X) | = #3 =< 
7იიი | ი Cფ+1) Cთ+1) 
  

დავამტკიცოთ, რომ
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ფ 4იაMი ე, 

  

11.5) 

იი (#+1)! ს 

ამისათვის განვიხილოთ (ს,) მწკრივი, სადღაც 

2 
ქე! 

რაკი 

ში“ _ _ M»+ , 

ყი («+1)M» 

"ამიტომ 

1:99 თი 0. ' 

ჩ”-თ წ) 

მაშასადამე, (ს) მწკრივი კრებადია და ამიტომ მართებულია (11.5) 

ტოლობა. ამ ტოლობის ძალით 

1 თ #ა(X) =0. 
ჩიოთ 

მაშასადამე, 21-ე თეორემის თანახმად #(#) ფუნქცია დაიშლება 10--#ჩ, 

ი+1I ინტერვალში ტეილორის მწკრივად და ამით თეორემა დამტკი– 

ცებულია. 
შენიშვნა. თუ M,„=X (==1, 2,.-.), სადაც # მუდმივი ო-ზე 

არ არის დამოკიდებული, (11.4) ტოლობა სრულდება. 

2 § 12. ზოგიერთი ელეგენტარული ფუნქციის ღაშლა 
სარისხოჭმან მწკრივალ 

19. მაჩვენებლიანი + ფუნქცია. დავშალოთ ხარისხოვან მწკრივად 

/(XI=ი# ფუნქცია. ნებისმიერ სეგმენტზე (–-–#, #1 გეაქეს 

1 #0 I) =-% =6%) C=1, 2,.... 
ამიტთმ 23-ე თეორემის თანახმად თ ფუნქცია დაიშლება. ხარისხოვან 

მწკრივად |--#, XI სეგმენტზე და რაკი # ნებისმიერია, ეს ფუნქცია 
დაიშლება ხარისხოვან მწკრივად 1|--თ, + თL( შუალედში. შემდეგ, 
რაკი · 

#C)=1, /(5ი:C)=1 (#=1, 2,.'.),” 
ამიტომ 

ჯ? ჯ" ლოლა ჯიეეი მოლი 12.1)
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კერძოდ, თუ X=1 გვექნება 
-1 1 

2=2+>- +...+ ო +..- 

99. ჯი X და C0§ ჯ ფუნქციები. დავშალოთ ზარესხოვან მწკრივად 

#00) =510X ფუნქცია. გვაქვს 
#(00:=0, /”'0)=1, /“(C)=0, /'”'(0)=--1, /VVX0)=0, ... 

ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის §1ი X ფუნქციის ნებისმიერი რი- 

გას წარმოებულის აბსოლუტური სიდიდე არ აღემატება ერთს. მაშა- 
სადამე, 23-ე თეორემის თანახმად §10 X დაიშლება ხარისხოვან მწკრი- 

ვად )--<, + «<I შუალედში. ამრიგად, 

X” »ჯ 7X20X1 

)ჰიჯXლჯ– -–- + –-–-–-... –-1)” 9810 X= X 31 + 5 + C–1) რი» +C1)! 

თუ გამოვიყენებთ თეორემას ზარისხოვანი მწკრივის გაწარმოების 

შესახებ, მივიღებთ 

  +... (12.2) 

»ჯ ჯ ჯი 

წლ ––...+ (–-1)” 
2. 4) +C–I) (2»)! 

ამ ტოლობას ადგილი აქვს ჯ-ის ყველა. მნიშვნელობისათვის. 

აღსანიშნავია, რომ §10 ჯ ფუნქცია იშლება ხარისხოვან მწკრივად 

X-ის მხოლოდ კენტ ხარისხებად, 008§X ფუნქცია კი--მხოლოდ ლაწ 

ხარისხებად, 

8“. §%X და CL X ფუნქციები დავშალოთ ხარისხოვან მწკრივად 

9ხ X და ინ» ფუნქციები. როგორც ვიცით 

_ „”-X 4 “ჯ 

5სX= თC-+ , თაC=--1+6“ 
2 2 

0038 X=1–   +... (12.3) 

  

მაგრამ (12.1) ფორმულის მიხედვით 
2 იჩ 

კ6ო=1-+ჯ+>- +...+ #_ +... 
2! ჯ! 

! 2 ჩ 
(X=1- X+ 25  ,.+(-1%- 4... 

2! #I 

აქედან 
#4%M11 

(2»+1)! შეი 
თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს გავყოფთ 2-ზე, გვექნება 

  

L) 
('--- X-=2X+2-. ფ+..12
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· 2 ჯზო+1 124 

8MX= X+2» +. -+ C+1) დ... (12.4) 

ანალოგიურად მივიღებთ 
2 ჯი 

=1 _– ... 12.5 2MსX=1- შევი -+ თლ + ( ) 

49. 1II(1+X) და მწი(დ X ფუნქციები. განვიხილოთ ხარისხოვანი 
მწკრივი 

1--X+IX--ე3 +...+ (–1)”ჯ? +... 

ამ მწკრივის კრებადობის არეა 1--1, 1( ინტერვალი და მისი ჯამი» 
1 

_––-,. როდესაც) ჯ > ––1, მაშინ 1+> დესაც 

I -“- =1»M (1-7). 

ე 

ს 

1+7 

ამიტომ მე-1რ თეორემის თანახმად, როდესაც --1 <ჯ<1, ბეექმება 

თ 

19 (1-LX) )=I| –“- = 2, | + 1) | #-ძჯ = » (<1 > 
ი წის) 

LI) 

  

- 

ამრიგად, 
თ _ვ +1 

1ი(I+9=»- 2-4 --...+ 152 ... 2,6 2+1 + (12.0 

ამ მწკრივს ეწოდება ლოგარითმული მწკრივი. მისი კრება- 

დობის რადიუსია 1, 

(12.6) ფორმულა ძალაში რჩება იმ შემთხვევაშიც, როცა Xჯ=1. 
მართლაც, თუ Xჯ=1, გვექნება მწკრივი 

1 1 1 
1-- – –. . – -,..LC--1)7 2 +553 + ( ”-–-, 

  

  

+... 

რომელიც კრებადია. მაშასადამე, აბელის მეორე თეორემის თანახმად 

· 1 1 1 
I0თ 19 (1 =1- – L –- –-...+(C- 1) +.,.., )თ IL (1+» 213 +( “+ 

ე. ი. 
1 1 1 

ჯი _–_ი თ +... (12.7) 

ამგვარად, (12.6) მწკრივის განსაზღვრის არეა 1–-1, 1) შუალედი. 
ახლა განვიხილოთ ზარისხოვანი მწკრივი
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1--ჯ1 ნაბი 46-(-1)2%0 +. 

ამ წკრივის კრებადობის არეა 1-–1, 11 ინტერვალი, ხოლო მისი ჯამია 

. ამიტომ მე-16 თეორემის თანახმად, როდესაც – 1 < #ჯ<1, 

  

  

  

1+ჯ! 
გვექნება 

8IL0CLდ X= წლოც = 2, (– | ჯბიქ! = 

თ 

_ 1 
“2 CI" 1“ 

ამრიგად 

8ICხდ X=X-– XI. L2 –-...+(--1)” ჯი +... (12.8) 
3 5 21+1 

ეს ფორმულა ძალაში რჩება, როდესაც X=1. მართლაც, ამ შემთზხვე- 

ვაში გვექნება მწკრივი 
: 1 1 1- --L თ. L(- 1) 

3 5. C-I) 
  

5. +.. .. 

რომელიც კრებადია. აბელის მეორე თეორემის თანახმად 

1 “1 
1)თ 8I0ხCX>ძ 8I0(C 1 =-1-- –- ნ – –-...+-(--1)” +. წალან 6X წ 3 + < -+C-–-) ==   .. 

  

ანალოგიურად ვაჩეენებთ, რომ (12.8) მწკრიეი კრებადია X=--1 

წერტილშიც. მაშასადამე, ამ მწკრივის კრებადობის არეა. (1, 1) 'სეგ– 
· მენტი. 

§”. ბინომური მწკრივი. დავშალოთ ხარისხოვან მწკრივად /(X) = 
=(1 +») ფუნქცია, სადაც თ ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია. გვაქვს 

#C)=), /(CM0)ლ=თ(თ–-1)(თ--2)...წთ--X- 1) (#=1,2, -.-). 

მაშასადამე, მოცემული ფუნქციის მაკლორენის მწკრივი «იქნება 

1+თX ა%ი- 1. მLC .. „IL 9–--1XC--2):::(C-9+1) 

#»! 
  შპ... (12.9)



  

§ 12. ზოგიერთი ელემენტარული. ფუნქციის დაშლა ხარისზოვან... 75 

თუ თ არაუარყოფითი მთელი რიცხვია, მაშინ დაწყებული გარკვეული 
თ(თ––1)...(თ– 1 

ადგილიდან ყველა <=) ო 519) გახდება ნული და (12.9) 
მწკრივი დაემთხვევა ნიუტონის ბინომის ფორმულას. თ რიცხვის სხვა 

=6--1). 25. #+1) ნულისაგან განსხვა- 

ვებულია და მაშინ (12.9) წარმოადგენს უსასრულო მწკრიევს, 
ქვემოთ ვიგულისხმებთ, რომ თ არ არის არაურყოფითი მთელი 

რიცხვი. თუ' შემოვიღებთ აღნიშვნას 

_ თ(თ--1)C--2)...(C-- #+1) 
» == 

  

  მნიშვნელობებისათვის ყველა 

  

”I 
გვექნება 

დ წი+1 თ» 

რ M +1 

მაშასადამე, მე-3 თეორემის თანახმად, (12.9) ხარისხოვანი მწკრივის 
კრებადობის რადიუსია 1. დავამტკიცოთ, რომ )--1, 1. ინტერვალში 
მართებულია ტოლობა 

როდესაც ი» -+ თ,   

  

    
      

3%- –I1I) +... + · 

  

(1+X=1+=X+ 
+ «რ-ს. თ-»+9 , + ქ... (12.10) 

#I 
  

ამ მიზნით ვისარგებლთთ მაკლორენის ფორმულის დამატებითი წევ- 
რით კოშის სახით: 

(1-- 60)” ჯი+1 

| #0+9(მჯ), 0 < 8<1. 
# 

”– ი = 

ბვენს შემთხვევაში 
: /0+სცე=თ(2--1)..-(C--#)(1 +კეთ“ი-1 

და, მაშასადამე, 

#ე(X= სესე –-1). ..(«--–1)(1 +-0X)თ- 8-1 –. 

L/) 

= («--1)(თ--2)...(C-–») 1-+6ც რ ( 1-0 MM” 5 60 4+6ებ ( –--- ) ”. 
რადგანაც =- 1 < ჯ < 1, ამიტომ 0<1-–0<1-L 60», საიდანაც 
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1-8 

1 +ყX 
  0< <1 

შემდეგ, რაკი –1<Xჯ <1, ამიტომ ! #ჯX(1 + 0»)C-1 | გამოსახულება 
მოთავსებულია |-თX | (1–- | XI )--1 და | «XI (1+ | XI )>“1 რიცხ- 

ვებს შორის. თუ ამ ორი რიცხვიდან უდიდესს აღენიშნავთ #-თი, 
მაშინ ნებისმიერი ჩჯ–სათვის გვექნება 

| =X(1 ++9ჯ)«”1 | <: #. 

ამრიგად, მივიღებთ შემდეგ შეფასებას 

რ-არ-შ.. რი „I, 
ჩ”! 
  | „(ი | < # | 

უტოლობის მარჯვენა ნაწილში #-სთან მდგომი მამრავლი წარ–- 

მოადგენს (1+X#)«-1 ფუნქცთის მაკლორენის მწკრივის #-ური წევრის 

აბსოლუტურ სიდიდეს. მაგრამ ეს მწკრივი კრებადია 1--1,; 1( ინტერ- 

ვალში, რის გამოც ამ მწკრივის ჯ-ური წევრი ნულისაკენ მიისწრაფ– 

ვის, როცა » –+ თ. ამიტომ |)–1, 11 ინტერვალის ყოველ Xჯ წერ– 

ტილში 
11თ #ი(X) =0 

»”»-თ 

და, მაშასადამე, 22-ე თეორემის მიხედვით მართებულია (12,10) ტო- 

ლობა, როდესაც –1<7<1, 

(12.10) მწკრივის კრებადობის გამოკვლევას )–-1, 1, ინტერვალის 
საზღვრებზე არ შევეხებით, მხოლოდ შევნიშნავთ შემდეგს: თუ Xჯ=1, 

და თ>0, მაშინ მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, თუკი -–1 <თ<9V, 

მწკრივი პირობით კრებადია, ხოლო თუ თ << –-1, მწკრივი გან- 

შლადია.. დაბოლოს, X=- –-–1 წერტილში მწკრივი აბსოლუტურად 

კრებადია, როდესაც თ >. 0 და განშლადია, როდესაც თ < 0. (12.10) 

მწყრის ბინომური მწკრივი ეწოდება; 

6”, 2IC§510 X ფუნქცია. დავშალოთ ხარისხოვან მწკრივად /#/(X) = 

=23X6 91)ი X ფუნქცია, ამისათვის –--––-– => ფუნქცია დავშალოთ (12.10) 

ფთრმულის მიხედვით: 

-1 1 1-3 (2L--1)!! 
(1–I) =1 + 2 + კ 8+ +დფიე Xჯ#-+...
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ამ მწკრივის წევრ-წევრად ინტეგრებით 0-დან »ჯ-მდე ( | X | <1); მი– 
ვიღებთ 

–_=–“““–-”'” 870810 X=X+-> +C; · § 1ო+ (2M)!! 2L+1 

ამ მწკრივის კრებადობის ინტერვალია 1--1, 1(. შეიძლება დამტკიც- 

დეს, რომ ეს მწკრივი კრებადია, როდესაც X= 21. 

7“. 305 X=1IVI(X-+ M” 1+X9?) ფუნქცია. დავშალოთ ხარისხოვან 

1 

  

მწკრივად /(X=8L§M ჯ» ფუნქცია. ამისათვის == ფუნქცია დაე– 

შალოთ (12:10) ფორმულის მიხედვით. გვაქვს: 

1 1 1-3 (2L--1)!! _  =1- ი. ”  / ს LC-1)- “7. იე, 
MI 1+/ 2 (+ 2-4 ჯის (2ჯ)!! + 

ამ მწკრივის წევრ-წევრად ინტეგრებით 0-დან ჯ-მდე ( | X | <1), მი– 
ვიღებთ 

  

=ჯ- 1. 2-0 1:32 XX _ ვL 590 X=X 2 ვ + უოლ -.-+ 

(2ხ–1)ს X20+1 
_ 1V# 

#C) (2ცს  2M-L1 

ამ მწკრივის კრებადობის ინტერვალია |–-1, 1(. ადვილი შესამჩნევია, 

რომ ეს მწკრივი კრებადია X=I და XL= –-!1 წერტილებშიც,. მაშასა- 

დამე, აღნიშნული მწკრივის კრებადობის არეა (–-1,1) სეგმენტი, 

ცი )01+» : ფუნქცია. დავშალოთ ხარისხოვან მწკრივად 
+XXჯ 

1 
#(ი = გოუ ფუნქცია.. როგორც ვიცით,: როდესაც | XI <1, 
გუაქვს 

ჯ» ””/ ”“ 
10(1 =--++=-. 42. 0ი0(1+X=Xჯ 2 IL 3 წ 

=1-ჯ“-X-ს0+-ვი –..., 
1+Xჯ 

თუ ამ მწკრივებს გადავამრავლებთ, მივიღებთ საინტერესო დაშლას; 
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I90+» I 1.1 10ს+X 1. 1+- CL ს ართ +-CI+;)2=+(1++++)X» 

-(1+45+45+4+)4+.+C 0-(1+4-+ (1+%+--+2+ 2 

  

++ +..+ –) 27+ ა 
3 » 

§ 1. ხარისხოვანი მწკრტივიბის ზამოყენიბა მიასლოესით 
გამოთვლებში 

„ ვთქვათ, ცნობილია /#(«) ფუნქციისა და მისი წარმოებულების მნიშ- 

ვნელობები თ წერტილში და ვიგულისხმოთ, რომ (CV ფუნქცია იშლება 
ტეილორის მწკრივად ი წერტილის მიდამოში. მაშინ MC) ფუნქციის 
ზუსტი მნიშვნელობა ამ მიდამოს ყოველ წერტილში გამოითვლება 

ტეილორის მწკრივის საშუალებით, ხოლო მისი მიახლოებითი მნიშე- 
' ნელობა ამ მწკრივის კერძო ჯამით. ამასთან, ცდომილება შეგვიძლია 

შევაფასოთ დამატებითი წევრის საშუალებით ანუ უშუალოდ მწკრივის 
ნაშთით. მაგალითად, თუ მივიღეთ ნიშანმონაცვლეობითი მწკრივი, 
მაშინ ცდომილების შეფასებას ვაწარმოებთ ლაიბნიცის თეთრემის გა- 

მოყენებით. პრაქტიკაში მწკრივის ნაშთის შეფასება უფრო მოხერხე- 
ბულია, ვინაიდან დამატებითი წევრის შეფასებისათვის საჭიროა სა- 

სურველი რიგის წარმოებულის ცოდნა მთელ განსახილაგ ინტერვალში. 
ცნობილი მწკრივების კომბინირებით ზოგჯერ ხერხდება მოცემული 
ფუნქციის დაშლა ხარისხოვან მწკრივად და ამ შემთხვევაში ფუნქციის 

წარმოებულების მოძებნა საჭირო არ არის. 
1”. ლოგარითმის გამოთვლა, რადგანაც (12. 7). მწკრივი ნიშანმო–- 

” ნაცვლეობითია, ამიტომ, თუ მიახლოებით მივიღებთ 

1 1 1 1 2ლ1-  L  "  L... LC -1)იი1-“, 10 2 + 3-3 + ·.. +(-–1) ა 

      ძცდომილება აბსოლუტური სიდიდით ნაკლები იქნება თოდ 

აქედან ჩანს, რომ თუ ავიღებთ მწკრივის 100000 წევრს, მაშინ“ ცდო- 
მილება არ აღემატება, 0,00001 რიცხვს) 

როგორც ვხედავთ, (12.7) მწკრივი. ძალიან ნელა იკრიბება, უფრო 

გირა კრებადი მწკრივების მისაღებად, და აგრეთვე ისეთი მწკრი- 

ბის მისაღებად, რომლებიც გამთსაყენებელია ნებისმიერი დადებითი
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რიცხვებს ნატურალური ლოგარითმების გამოსათვლელად, (12-6) 

ფორმულაში მოვახდინოთ გარდაქმნა; X შევცვალოთ -- X-ით, მაშინ 

გვექნება | 
  

    

  

  

1 +1 

10(1-––-X)=–ჯL– # XX ჯ –... 
2 3 # “+1 

ეს ტოლობ. გამოვაკლოთ: (12,6) ტოლობას წევრ-წევრად, მივიღებთ 

1+Xჯ ”– ჯე! 
!| =2 –- +... ..), 13.1 საული ძა + 1211. ) ( ) 

ამ ფორმულაში ჩავსვათ #X= --- -) სადაც »ა ნებისმიერი მთელი 

დადებითი რიცხვია. მაშინ, რაკი 

1 -+L ჯ_#M+1 

1–-–ჯ M ' 

(13.1) ფორმულა მიიღებს სახეს 

1 1 

  

  

  

· 2 
1) = 1 _. 1ი(თ1-+ 1)“–1 ი»: 2211 I1 + ოსილლ + 

1 1 
ავი _ .... 13.2 
5 (2%-+1)ბ ! 03.2 

თუ X#=1, გვექნება 

2 1 1 1 1 1 1 10 2C=-“ / 1 –“. ა - ..- ქ. . LL... I. 
· -(1+< 3I § 87 +) 

ეს მწკრივი სწრაფად „იკრიბება. ავიღოთ #-ური კერძო ჯამი 

  

2 1 1 1 1 
2= 1 _–ე.– აა · ა ჯი 3 ( +< ვ 4.4 ) 

2#-L 1 ვშ 

ცდომილება ასე შევაფასოთ: 

  

2 ( 1 . 1 + 1 . 1 +L.. ') < 

3 2» +.-3 ვ9%+2 2კ+5 ვ?ი+4 ' 

_ 2 ____ ! 
(2#-+ვ)ვ?ი+3 . 40 -+1)ვბი+1 ' 

ახლა ვიპოვოთ ?, როდესაც ცდომილება არ აღემატება 0,00001 

რაცხვს. უნდა გვქონდეს 

1 1 
01+ 3.L 3. +
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4(2ი-L3) , 31+1 > 10წ, 
ამ უტოლობას ადგილი აქეს, როდესაც 4 => 4. მაშასადამე, 

111.1 1.1. 1 12 “(/  1+---..: .. “კ , 
(1+- ვ2' § ვ.I 7 ვ. 1 

1.1 –. . ს -=-0,693144, ++ 3) 
ამრიგად, ახალ მწკრივში საკმარისია ავიღოთ 5 წევრი (ნაცვლად 

100000 წევრისა თავდაპირველად აღებულ მწკრიეში), რომ 19 2 რიცხ- 

ვისათვის მივიღოთ მიახლოებითი მნიშვნელობა იმავე სიზუსტით. 

39 დ რიცხვის გამოთვლა. განვიხილოთ მწკრივი 

3 ჯი+1 
მI ისთ X=X- + –-–...+ (--1)წ 8X=X<--2 + “. +(L( " 28+1 

როგორც ვიცათ, ამ მწკრივის კრებადობის არეა (1, 1) სეგმენტი. 

+“ 

  -L... 

  თუ ავიღებთ #+-=> მაშინ 3XC Lყ X = +. მაშასადამე, 

ეს მწკრივი გამოსადეგია გამოთვლებისათვის, მაგრამ არსებობს 

გაცილებით უფრო მოხერხებული მწკრიეები X რიცხვის გამოსათვლე- 

ლად. ეთქვათ, თ=8I0(= -- მაშინ 

ხთ =-L (თ2.=- ხთ 4თ =-1 
წზოის M% ჯ12' 5“. ყე: 

რადგანაც LC 4« ახლოსაა ერთთან, ამიტომ 4> ახლოს იქნება + -თანა 

1 I) 
თქვათ, 3=4თი –“– –“–. მაშინ §(C 8=- ვთქვათ, 8 >. მა წზ 2   5 " აქედან 

წ = 3L0ხC   
239 _ 

მაშასადამე,
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1 

3.54 
  

1 · 
X+=16თ-43= 16 31008--- –4 ვის > = 16 (=– + 

1 1... .„/ 1 1, _ 
§.55ი „7-5? '-) ( “239 3ვ.2393 

= 3,141592... 

+       

ვი. ინტეგრალის გამოთვლა, ვთქვათ, ცნობილია / (#) "ფუნქციის 
დაშლა ხარისხოვან მწკრივად 

#00=0ძა+C,(X--თ)+ თ,(X–- 0)? +.. ·-+90ა(X-ძ)" +... (13.3) 

და გამოსათვლელია ინტეგრალი 

#C602= I #C) ძI, 

სადაც X აღებულია მწკრივის კრებადობის ინტერვალში, თუ (13.3) 
ტოლობას ვაინტეგრებთ წევრ-წევრად (0, XI" სეგმენტზე, მივიღებთ 

XL(X) ფუნქციისათვის ხარისხოვან მწკრივს, რომლის კრებადობის რა- 

·> 

დიუსი იგივეა, რაც (13.3) მწკრივისა. თუ ინტეგრალი I #07 

· ძ 

გამოისახება სასრული. სახით, მაშინ #(») არის ელემენტარული ფუნქ- 

ჯ 

ცია; თუკი ინტეგრალი | /(/ძ?1 ელემენტარულ ფუნქციებში ვერ. გა- 
ძ 

მოისახება, „მაშინ (13,3) მწკრივის წევრ-წევრად ინტეგრებით მიღებული 

მწკრივი წარმოადგენს არაელემენტარულ #V) ფუნქციის გამოსახუ- 
ლებას უმარტივესი ელემენტარული ფუნქციების საშუალებით. 

  

  

ჯ · 

, მაგალითი 10. გამოვთვალოთ ინტეგრალი I 3107 ძ». რო–- 

გორც ვიცით | 
_. ე. 

8მ1ი( ==“ 31 + დლ 

ჭქედან 
“ 910 ჯ ტას ტტ 

= -–- –-+- - 
· I ვ! + 5) 

6 ვლ. ჭელიძე, ე, წითლანაძე
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ამ მწკრივის კრებადობის ინტერვალია 1--– 5, + ს, ინტეგრება გვაძ- 

ლევს 2. 

  

დ
 

I/
 7

1 

= –
 

წ-ა
 

L 

“|
 |–

 

Cა
 
IM
, 

|
 1 | 

ეს მწკრივი კრებადი არაა ელემენტარული ფუნქციისაკენ. იგი გვაძლევს 

ახალი ფუნქციის ანალიზურ წარმოდგენას, მასთან არა სასრული, არა- 
მედ უსასრულო მრავალი ოპერაციის საშუალებითა 

· 
2. 

როგორც პირველ ტომში იყო აღნიშნული, ინტეგრალს I 59) ი! 

ნ 

ეწოდება ინტეგრალური სინუსი და აღინიშნება 51»: 

ინტეგრალური სინუსი გვხვდება თეორიული | ფიზიკის ზოგიერთი სა- 

კითხის შესწავლისას. 

მაგალითი 11. ალბათობათა თეორიაში მნიშვნელოვან როლს 

ასრულებს ფუნქცია 

M(X9= IL “ჩკ, 
0 

2 

MM X» 

რომელსაც ალბათობათა ინტეგრალი ეწოდ ება. ამ ინტეგრა- 

ლის გამოთვლა სასრული სახით პრ შეიძლება. ინტეგრალქვეშა ფუნქ- 

ცია დავშალოთ ხარისხოვან მწკრივად. ამისათვის (12.1) ფორმულაში 
9 

ჯ-ის ნაცვლად ჩავსვათ –4. გვექნება 

რღულლი ჯ / ჯი 

2 ' 2.2) 291,3! 
  

თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს გავამრავლებთ >> რიცხეზე და 

. წ 

შემდეგ ვაინტეგრებთ 0-დან -მდე,. მივიღებთ 

2 1 „8 1 ე 1 დ 
=კ„ას–-- უღა-..- ი, == ა. – + ".. 

#თ) წელნი 2 3 1 29,2| 5 21.31 7 
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ამ მწკრივის კრებადობის ინტერვალია 1–- თ, + CI. ეს მწკრივი სწრა– 

"ფად კრებადია. 
მაგალითი 12. გამოვთვალოთ მეორე გვარის ელიფსური. ინ- 

ტეგრალი 
«ი/, 

I M 1–#?81იზდ ძდ, (13.4) 

სადაც 0< #< 1. 

ინტეგრალქვეშა ფუნქცია დავშალოთ ბინომურ მწკრივად: · 
––= - . 1 

V 1-– #2 810:დ=1 –.-# 810? დ–– >   #1ჭ891ი“Cდ-–- კ #381ი5% 

  

-3 გ 
310" – 

2.6 თიმ? 
ეს' მწკრივი თანაბრად კრებადია დ-ს მიმართ ნებისმიერ შუალედში, 

ამიტომ აშ მწკრივის წევრ-წევრად ინტეგრება გვაძლევს 

დ | დ 4 დ · 
“უეაეას. C- 2=კ X · # · 

I ს” 1 –– #7 3)02 ძ0=დ---- I 810? / 0, 2-+XI 910“ /ძ! 

_ 1.3 „I ვებ / ძ--... 2,461 

„ტოლობის მარჯვენა ნაწილში „მოთავსებული ინტეგრალები ადვილად 

გამოითქლება, როდესაც დ=-. ამ შემთხვევაში 

%/: 1-3 .5... 2-1) >. 
I ყჯუ?ი / #ჯ= : 
უ 2.4. 6...2» 2 

და, მაშასადამე, 

ივნის 23% 1 1 ვ MI –- M753)0 =-I --(/( -––- |,/4--/---- ს , # _ 
%9 ა?” 2 ' (>) (> · -) ვ 

1-3.5 12 
2-2: = .. I. 
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(13.4) ინტეგრალი განხილული იყო ლექანდრის (L6ყ60ძIL6) მიერ და 

მისი ტერმინოლოგიის მიხედვით ამ ინტეგრალს ეწოდება მეორე 

გვარის ელიფსური ინტეგრალი. ეს ინტეგრალი აღინიშნება 

XC?7,#), სიმბოლოთი. 

§ 14.. კომპლექსურწმვრებიანი მწკრივები 

19. კომპლექსურ რიცხვთა მიმდევრობის ზღვარი. კომპლექსურ რიცხ- 

ვთა მიმდევრობას 

§=X +, #:=X-+1V-., რიალი “+?Mი.· (14.1) 

ეწოდება კრებადი თ=0-+:ხ რიცხვისაკენ”” თუ ნებისმიერი დადე– 
ბითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი. ნატურალური რიცხვი X, 

რომ ყოველი ნატურალური »-სათვის, რომელიც აკმაყოფილებს. პი- 

რობას » > #, მართებულია უტოლობა 

|იი––-თ | <8. 

თ რიცხეს ეწოდება (14. 1) მიმდევრობის ზღვარი და აღი- 
ნიშნება 

- III „,=0ფ. 
»ა-” 

ყოველ მიმდევრობას, რომელიც კრებადი არაა, განშლადი მიმდევ– 

რობა ეწოდება, 

ადვილი დასამტკიცებელია შემდეგი დებულება: (14.1) მიმდევრო - 
ბა კრებადია თ რიცხვისაკენ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც ნამდღვილ რიცხვთა (ჯ,)გ>1 და (/),კI) მიმ- 

დევრობები კრებადია შესაბამისად ი და ხ რიცხ- 

ვებისაკენ. | 

3?. კომპლექსურწევრეზიანი. რიცხვთა მწკრივების კრებადობა. 

განვიხილოთ მწკრივი 
' “ა“+- 10, +..-ბ? +... (14.2) 

რომლის წევრებია კომპლექსური რიცხვები 

რა=V. +, (4=0,.1, 2, ·-..) 

(, და თ, ნამდვილი რიცხვებიი). ასეთი მწკრივების თეორია აიგება 
იმგვარადვე, როგორც ნამდვილწევრებიანი მწკრივთა თეორია, 

რიცხვს 
მე=%0ა-L40, +-.-+ ში
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ეწოდება (14.2) მწკრივის #-ური კერძო ჯამი, (14.2) მწკრივი კრება- 
დია, თუ არსებობს სასრული ზღვარი 

§=14)Cთ ვ. (14.3) 
ჩ-თ 

§ რიცხვს ეწოდება (14.2) მწკრივის ჯამი და წერენ 

§=%ე-L40, +... + 40,+... (14.4) 
ან შემოკლებით 

თუ მწკრივი კრებადი არ არის, მაშინ მას განშლადი მწკრივი 

ეწოდება. ! 
თეორემა 94. (14.2) მწკრივი კრებადია და ჯამად აქვს 

§=თ-+L1 რიცხვი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა კრე– 
ბადია („,) და („,) მწკრივები და ჯამად აქვს შესაბა– 

მისად თ და «. 

დამტკიცება. გვაქეს: 
#M I. წ 

ვე= ზ (იI++V)= 9 V++4 3 9=თ.+%%,, 
წლს) L=0 #50 ' 

სადაც 

· # ი 

შგ= 2, (0I= ღ= + შხ. 

ჯ=0 (11) 

აქ თ,, · წარმოადგენს (ყ,) მწკრივის კერძო ჯამს, »„,. კი (წა) მწკრივის 

კერძო „ჯამია. | ' 

დასამტკიცებელია, რომ თუ 110 პა=38, მაშინ «III თ„=თ, 

  

, | ით ით 
110 «გ=+ და პირიქით. ეს კი გამთმდინარეობს 
ყ”ლთ · 

,I8-–8,|= V/ (6-– C,)ბ+C – დ, 
ტოლობიდან. 

შედეგი, თუ (14.2) მწკრივი კრებადია, მაშინ მისი ზოგადი წევრი 

იე->0, როდესაც »-–>C. 

' მართლაც, თუ (14.2) მწკრივი კრებადია, მაშინ“ («,) და. (თ,) 
მწკრივები კრებადია, ამიტომ 

ი
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110 «გ=0, 110 ჯც=0. 
ი ჩ8”-თ 

მაშასადამე, 1II0 +, =ც. 
ი” <C 

თეორემა 9§. თუ კრებადია (LM) მწკრივი, მაშინ კრე- 

ბადია (14.2) მწკრივიც. 

დამტკიცება, ცხადია, რომ 

IM < <V « + % =|4ის |წი|<I/ 2 + 9. <=. 
მა'მასადამე, ' კრებადია (ის) და ((სე)- მწკრივები და ამიტომ კრებადია 

(თ„) და (ს) მწკრივებიც. აქედან 24-ე თეორემის · თანახმად გამომ– 
დინარეობს (ი) მწკრივის კრებადობა. 

. 60») მწკრიეს ეწოდება აბსოლუტ ურად კრებადი, თუკრე- 
ბადია (MI) მწკრივი. ამრიგად, 25-ე 'თეორემის თანახმად, აბსოლუ- 

ტურად კრებადი მწკრივი კრებადია, შებრუნებული დებულება საზო- 
გადოდ მართებული არაა; არსებობს კრებაღი ,მწკრივები რომლებიც 

აბსოლუტურად კრებადი არ არის, ასეთ მწკრივებს: პი რობით კ რე- 

ბადი მწკრივები ეწოდება. 

კომპლექსურ წევრებიან მწკრივებზე მთლიანად ვრცელდება · თეო- 
რემები, რომლებიც დამტკიცებული იყო ნამღვილწევრებიანი მწკრივე– 
ბისათვის. 

8”, ხარისხოვანი მწკრივები კომპლექსური წევრებით. მწკრივს · 

ძი+--016-++6ა2+...+ ძე +.- (14.5) 

სადაც ძეს 6; |". 0ი,-·., სახოგადოდ კომპლექსური რიცხვებია, ხოლო 

#=X++M« კომპლექსური ცვლადია (დ და ყ ნამდვილი (ცვლადებია) 
· ეწოდება ხარისხოვანი მწკრივი “კომპლექსური წევრებით. 

ძე 0 ს. წყა რიცხვებს ეწოდება ხარისხოვანი მწკრივის 

კოეფიციენტები. 
ხარისხოვანი მწკრივი ეწოდება უფრო ზოგადი სახის მწკრივს 

0ი0+0)2--ი)+0ე(,--ი)+...+ იე(7--ი)/+..., (14.6) 

სადაც თ არის სახოგაღოდ კომპლექსური რიცხვი. ცხადია, რომ (14.6) 

მწკრივი შეგვიძლია დავიყვანოთ (14.5) სახემდე #–--ძ=წ ჩასმით. 

მართებულია შემდეგი. , 

თეორემა 55 (აბელის პირველი თეორემა თუ (14.5) მწკრივი 

კრებადია #50 წერტილში, მაშინ. იგი აბსთ ლუტუ- 
რად კრებადია ჯ-ის ყველა მნი შვნელობისათვის, რომე- 

ლიც აკმაყოფილებს უტოლობას
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|| < 17. ' -. 

ეს თეორემა მტკიცდება იმგვარადვე, როგორც ნამდვილწევრებიანი · 
ხარისხოვანი მწკრივის შემთხვევაში. : 

(14.5) სახის ხარისხოვანი მწკრივებისათვის აბელის პირველი თეო– 
რემის გეომეტრიული შანაარსი იმამი მდგომარეობს, რომ მწკრივის. 

კრებადობიდან კომპლექსური ' სიბრტყის „ე წერტილში გამომდინა- 

რეობს მწკრივი“ აბსოლუტური კრებადობა ყოველ #„ წერტილში, 

რომელიც იმ წრის შიგნითაა მოთავსებული, რომლის რადიუსი და 

ცენტრია შესაბამისად |/)| და 0. : 
4". მაჩვენებლიანი და ტრიგონომეტრიული ფუნქციები ეილერის 

ფორმულები. განვიხილოთ ხა რისხოვანი მწკრივები. | 

(1) “1. წ. 

1+2+5, + 3 +ა... +“) + 

  

ემ კნ | დმი+. , 
აღ –-. –– –+...4+-(C-1) ...” ”-3196 1ი+C-+) CI +CI) 

ჟუ? ფუ! - ჟი 

1––+ -_- -...–-C-1)ტ––+.... 21. 4 +C)) 2 LI 

სადაც 2 არის კომპლექსური ცვლადი. ადვილი დასამტკიცებელია, 
რომ ეს მწკრივები კრებადია #-ის ყველა მნიშვნელობისათვის, ამ 

მწკრივების ჯამები აღენიშნოთ “შესაბამისად #7, 910# და 0087 სიმ- 
ბოლოებით. ასე რომ 

  

  

  

თ ჟი · ” 

გ2= 2 –-, (14.7) 

' ი ე2ი%1... · 
„811 ი= 2 (– 17 02 1 (14.8) 

«თ უ?ი 

ი08# = %) (–- 1)” აე (14.9) 
ი 50 

თუ «=ჯXჯ ნამდვილი ცვლადია, მაშინ გვექნება ცნობილი ბ, 9I0თ 
და 608 X ფუნქციების დაშლა ხა რისხოვან მწკრივად 

ცხადია, რომ 

810 (–-,)=–-8ი იბ, 003(––-2)= ლ09 #.
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მაშასადამე, 910 # არის კენტი ფუნქცია, 0052 კი– ლუწი ფუნქცია. 

თუ (14.7) ფორმულაში „-ის ნაცვლად ავიღებთ #ჯ-ს, გვექნება 

თ- 1. 9 % 2 | წ. 
6 #14 831415 

„ე. გ. კ =(1- "LL? )+ჯსა–-ი 1 ჩ”....). CL 2. 4 -) + ((2 ვ. = ) 

ამრიგად, 

გ'2=08 2-L1 510 /' (14.10) 

ამ ფორმულაში ჟ-ის ნაცვლარ ავიღოთ –-, გვექნება 

0 I5=00588 ––- ჯ 510 #. (14.11) 

(14.10) და (14.11) ტოლობების · შეკრებისა და გამოკლების საშუა–- 

ლებით ადვილად მივიღებთ 
02 L6-L> (0I2--ტგ-2 

609 = ქ; 910 ჟ= 14.12) 2 2ჯ , ( ? ) 
    

(14.10) და (14.12) ფორმულებს ეწოდება ეილერის ფორმულები. 

კერძოდ, თუ ჟ ნამდვილ ჯ მნიშვნელობას ღებულობს, მაშინ ეი- 

ლერის ფორმულები ასე დაიწერება: 

0'X=6008 -L1 510 თ, 

· „IX -IX LL -Iჯ ('-X-+#ტ , ტ ტ 

2 2ჯ 

სავარჯიშო 

იპოვეთ კრებადობის რადიუსი და ინტერვალი და გამოიკვლიეთ 
· კრებადობის ინტერვალის სახღვრით წერტილებში შემდეგი ხარისხო- 
ვანი მწკრივების ყოფაქცევა; 

1. ბ) ფიზ ენ (9<თ<1). 

M51 

პასუხი: #=-+LVთ:;: 1-–-Cთ, +CთდC 

9. X ( 1 + – 
იო=1
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პასუხი. =1., |+ II როდესაც 2=+-1 მწკრივი 
6 C “ 

განშლადია. 

ლ ვი LL. ე#M 
8. 3 + C-2% (X+1)”: 

»=1 #ჯ 

პასუხი: #=-- I– < –23): მწკრივი პირობით კრე- 

ბადია, როდესაც 2=-+, ხოლო განშლადია თ= – – წერტილში. 

  

· » ო1(ML-–-1) > ლ–»+)) 

ო=1 7. 

პასუხი: #=1; 1-1, 1. როცა 2=--1 მწკრივი აბსოლუტუ- 
რად კრებადია, თუ “1 >> 0 და განშლადია, თუ X<0; »=1 წერტილში 

მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, თუ X =>>0 და პირობით კრება- 

დია, თუ –1 <X-<90. 

> 1 1 
§, ?, ( 1 LC – -L...-+ I 

M#M=1 

პასუხი: X=1; )--1, 1). როცა X=-+1, მწკრივი განშლადია. 

6.. დაშალეთ ყ=10 დ ფუნქცია ტეილორის მწკრივად >=1 წერ– 
ტილის მიდამოში. 

(X--1) (X--1» +...+ (–-1) 231-----– +... 
L/) 

პა ს უხი: (X-1) ––   

7. დაშალეთ ტეილორის მწკრივად ყ=81ი + ფუნქცია X=2 წერ- 

ტილის მიდამოში. 
#ჯ 2 (X––2)? 

პასუხი: 1 –-|--- | –------- -L... 
ბში? (+) ყა. თლო X 

–+ (–1)5+1 ()”. ხაბბე +... 
· : 4 (21––-2)! 

· დამალეთ მაკლორენის მწკრივად V= §% ფუნქცია... 

პასუხი: 1- 2 (2X" + +“ (2X" +» 
უხი: 1+ 2 ნო4 დფ: ნი 

9. დაშალეთ მაკლორენის მწკრივად ყ=ტ“ 2 ფუნქცია.
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დ ში · | 
· %I ჩ #_ · პასუხი: 2, (–1) ”ი (IX <+ თ) 

8=% 

10, დამალეთ მაკლორენის მწკრივად ყ=(X--ხწX) 605 X ფუნქცია, 
თ 

21+2 პასუხი: %' (--I)ი+I 4%+ + _ კმი+მ, ასუხი 2, ) რავ) წ 

11. დაშალეთ“ მაკლორენის მწკრივად V=-ჯ 10 ( +X. 
; +1 

პასუხი: .- > +...+ (– ჯი. ·.. C–-1 <X=<-1).   

ჯ 

19, ღაშალეთ მაკლორენის მწკრივად აფ ფუნქცია. 

პასუხი +I-+. ++. .+ 

1 + 3...(2უ--3). ჯი 
_–_ 1)M+1- თ ''რი# ი ე ._ ··.". 

+ C-ს) 2. 4...(21-–-2) 21 | 

წ 18. დაშალეთ მაკლორენის საიას ყ=00§81 ჯ ფუნქცია. 

2 –1 
  პასუხი; 1+ სა (–1)ე > ო თია (XI < თ). 

ო=1 · 

14. დაშალეთ მაკლორენის მწკრივად ყ>- წ? ფუნქცია. 
1+X-–--2»? 

·. 

პასუხი: –- I1––(–-2)5 )ჯ? ( I XI < +) უ -2 I< -– 

15. დაშალეთ მაკლორენის მწკრივად „=10(1--2X008 C -L X") ფუნ- 

ქცია. 

მითითება, ჯერ მოცემული ფუნქციის წარმოებული დამალეთ 

მაკლორენის მწკრივად და შემდეგ მოახდინეთ წევრ-წევრად ინტეგრება. 

შა 

პასუხი: 21, _605%6%. (XI = 1) 
| M51 ' ” 

; | 1+2ჯ - 16. დამალეთ მაკლორენის · მწკრივად #=- ა. ფუნქცია, ის-. 
–<X 

თ , · 
არგებლეთ ამ დაშლით და გამოთვალეთ 2, 5 მწკრივის § ჯამი, 

ი=1
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პასუხი: ?, უბაჩი!, ვ=12, 

ო=1 

  17. დაშალეთ ხარისხოვან მწკრივად V= 8 იყ ? –-2X, 
1 +4X 

_ 138 22”-1 1 1 
პას უხი: ჩით62+ 2: აღაღლლე კ, ყო: <Xჯ= ლ, 

18. ეთქვათ, 

#(ი= საწ. –- 
ი=0 7 

უშუალოდ დაამტკიცეთ, რომ /(C) /(ყ)ლ– /(X+V). 
19. დაშალეთ ხარისხოვან მწკრივად ყ==0731% X. 

თ „გვი 

პასუხი: 912.“ (XI <+თ). · 
#=1 

ჯ 3 

90. დამალეთ ხარისხოვან” მწკრივად V= (“> ) , 
X 

92 228413112 

პასუხი: –-- სა . „აი (|Iქ <1!) ასუხი 2 6: +2) »X»" (II ) 

91. დაამტკიცეთ, რომ (თ,»”) ხარისხოვანი მწკრივის კრებაღობის. 
რადიუსი # აკმაკოფილებს უტოლობებს 

L=M#=7X, 
სადაც 

თა: 
    და X=1)0 | 

ჩ 
1=1ICი 

თი.   

      

შიის) #წი+1 

'გამოთვალეთ შემდეგი მწკრივების ჯამი 
92, +2%+ 2 +... . 

3. 5 
1+Xჯ 

1-X 
  

1 
პასუხი: 21 (I XI<1).
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X# , # 
88, 31% ... 

პასუხი; ზწისCX (I XI <1), 

94, X+ 2#+-3ჯ +... 

პასუხი: ა (XI< 1), 

    

  

  

ჯ" 
95, ჯ =4ბ 90 16კე +.., 

პასუხი; თ > ლ (»|<M-. 

96, დაამტკიცეთ, რომ ყ= >» 2. აკმაყოფილებს ყ0V)= ყ გან- 

ტოლებას, 

97. დაამტკიცეთ, რომ #3. თი = აკმაყოფილებს 

Xს +ს-ყ=0 განტოლებას.



თავიII 

ორმაზი მწკრივები 

5 1. რიცსვთა ორმაზი · მიმდივრობის %ღვატი 

თუ მოცემ ულია რაიმე წესი, რომლის საშუალებით ნატურალურ 
რიცხვთა ყოველ # და # წყვილს შეგვიძლია შეგუსაბამოთ რაიმე გმ, 

ობიექტი, მაშინ ვიტყვით, რომ გვაქვს ორმაგი მიმდევრობა (მოს)თ,8>0, 

განსაზღვრა 1, რაიმე § რიცხეს ეწოდება · რიცხვთა ორმა_ 

გი (ზია) M>0 მიმდევრობის ზღვარი, თუ'ყოველი დადებითი 

« რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალურია რიცხვი #, რომ 

ვო„--3) <0, როდესაც > >X#, # >#. 

ამ შემთხვევაში დავწერთ 

1I0 ვზუა=38, 
ა” % 

·თუ რიცხვთა ორმაგ მიმდევრობას (ოი)თ,> ე ზღვრად აქვს # რი- 

ტცხვი, მაშინ ამბობენ; რომ მოცემული ორმაგი მიმღევრობა კრება- 

დია § რიცხვისაკენ. 

რიცხვთა ორმაგ მიმდევრობას (§ოი)ი,>ე ეწოდება კრებადი +თ- 

· საკენ”, თუ ყოველი დადებითი 4 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნა– 

ტურალური რიცხვი X, რომ 

ზოი> 4, როღესცს =>XV, M>XM. 

ამ შემთხვევაში დავწერთ 

110 ვაა =-LCთ. 
ა - C 

ანალოგიურად განისაზღვრება სიმბოლო 

(იი. თ
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განსაზღ ვ რა 2. ნამდვილ რიცხვთა , მიმდევრობას (§„„,),, „.>0 

ვუწოდებთ ზრდადს (კლებადს), თუ 
: ზოილ–მიი(ზო„ი მზით, როდესაც I>7, #>0. ნამდვილ რიცხვთა 

მიმდევრობას '(წოღი)თ,„>0 ჩვენ ვუწოდებთ მონოტონურს, თუ იგი 

ზრდადია ან კლებადი, ' 

განსაზღვრა 3. ნამდვილ რიცხვთა მიმდევრობას (პოუ)ფ,ი>0 . 

ეწოდება ზემოდან შემოსაზღვრული, თუ არსებობს ისეთი, ნა- 

მღვილი რიცხვი L, რომ პჯუ„=I, (XIX#=0, 1, 2, ·..), ამავე მიმდევ- 
რობას ეწოდება ქვემოდან შემოსაზღვრული, თუ არსებობს 

ისეთი ნამდვილი რიცხვი 1, რომ §,,, > (MI,#=0, 1, 2, ...).. 

თუ ორმაგი მიმდევრობა (ჰფუ)უ,,ა»ე შემოსაზღვრულია ზემოდან 

და ქვემოდან, · მაშინ მას შემოსაზღრული მიმდევრობა ეწო- 

დება. ცხადია თუ ორმაგი მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, მაშინ არსე– 

ბობს ისეთი დადებითი რიცხვი #, რომ | 

სზოი|<” (M)2=0,1,2,...). 

განსაზღვრა 4. ორმაგ (§„ი)„, »>0 მიმდევრობას ჩვენ ვუწო- 

დებთ კეაზიშემოსაზღვრულს ხზემოდან. თე არსებობს ისე- 

"თი ნატურალური რიცხვი V, რომ ორმაგი მიმდევრობა (§„»),.>». 

შემოსაზღვრულია ზემოდან, ხოლო მოცემულ ორმაგ მიმდევრობას ვუწო- 

ღებთ კვაზიშემოსაზღერულს ქვემოდან, თუარსებობს ისეთი 

ნატურალური რიცხვი I, რომ ორმაგი მიმდევრობა (§„,)„ 2># ქვემო- 

დან შემოსაზღვრულია, 

ორმაგ მიმდევრობას ჩვენ ვუწოდებთ კვაზიშემოსაზღევ- 
რულს. თუ იგი კვაზიშემოსაზღვრულია · როგორც ზემოდან, ისე 

ქვემოდანაც. | 
ადვილი შესამჩნევია, რომ ყოველი კრებადი, ო რმაგი მიმ- 

დევრობა კვაზიშემოსაზღვულია. 

შენიშვნა, როგორც ცნობილია, თუ რიცხეთა მარტივი მიმდე- 
ვრობა კრებადია, მაშინ იგი შემოსაზღვრულია.. მაგრამ კრებადი ორმა– 
გი მიმდევრობა შეიძლება არ “იყოს შემოსაზღვრული. მართლაც, 

ვთქვათ, 
ი, თუ M,=1, (1=)1,2,..» 

წაი “== · 
| 0, თუ X>2, #=1,2- 

ცბადია, რომ ორმაგი მიმდევრობა (ა.თ), თი>1 ნულისაკენ „კრებადია, 

მაგრამ იგი შემოსაზღვრული არაა.
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თეორემა 1, ზრდადი ორმაგი მიმდევრობის კრებადო– 
ბისათვის აუცილებელი» და საკმარისი, რომ იგი იყოს 
ზემოდან შემოსაზღვრული. 

დამტკიცება, ჯერ დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, 

ორმაგი მიმდევრობა (§,ი)თ, > · ზემოდან შემოსაზღვრულია. შემოვი- 

ღოთ აღნიშვნა 

L= ვსი ( ზოი Iთ,,=0. 

XL სასრული რიცხვია, ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსე– 

ბობს ისეთი ნატურალური რიცხეი ჯ, რომ 

| | ნიი >ჯს- 

შემდეგ, რაკი მოცემული "ორმაგი ს მმდევროზა ზრდადია, ამიტომ 

! ზოი >ს-6ნა როდესაც >> 7, #> #7. 
მეორე მხრივ . 

| ზოი, =7# (0,X=0, 1, 2, ..-). 

ამრიგად, 

L-6< პაიე =L, როდესაც #>ჯ, M#> 7ჯ- 
მაშასადამე, 

წს!!! მოგ= 

(წუ წარ აჰ · 

ამით პირობის საკმარისობა დამტკიცებულია.” 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, მოცემული 

ზრდადი ორმაგი მიმდევრობა კრებადია, ვაჩვენოთ, რომ იგი ზემოდან 

შემოსაზღვრულია. როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ყოველი კრებადი 

ორმაგი მიმდევრობა კეაზიშემოსაზღვრულია; ამიტომ არსებობს ისეთი 

ნატურალური რიცხვი V და ისეთი M რიცხვი, რომ 

ბოა=< M, როდესაც X>V, #>V. 

რაკი მოცემული მიმდევრობა ზრდადია, ამიტომ 

მი„=M (თ.M#=0,1,2,...). 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 

თეორემა 3. კლებადი ორმაგი მიმდევრობის კრება- 
დობისათვის აუცილებელია დასაკმარისი მისი ქექმო- 
დან შემოსაზღევრულობა,
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§ 2. ორმაგი მიმდევრობის კრებადობის კოშის ნიშანი 

ჯერ შემოვიღოთ შემდეგი 
განსაზღვრა 5. რიცხვთა ორმაგ მიმდევრობას (წოთა»,ი>0 ქუ- 

წოდებთ ფუნდამენტალურს, თუ ყოველი დადებითი 8 რიცხვისათვის 

არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი #, რომ როდესაც »>>X, 

»>M, სL>1, V>1, მართებულია უტოლობა 

! | მთ ჯა +V-მთი | <8. (2.1) 

თეორემა მ. რიცხვთა ორმაგი (ჯ§„,), „ი>0 მიმდევრო- 

ბის კრებადობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, 
რომ: მოცემული მიმდევრობაიყოს ფუნდამენტალური. 

"დამტკიცება. პირობის აუცილებლობა მტკიცდება იმგვარადვე, 

"როგორც მარტხვი მიმდევრობის შემთხვევაში. : 

· დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა, ეთქვათ, ყოველი დადებითი 

C რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი MV, რომ 

როდესაც XI >>#, >», 0->1, V>1, მართებულია (2.1) უტოლობა. 

განვიხილოთ. მარტივი მიმდევრობა (8,),>ი· თუ ჯ=>M, გვექნება 

| ზილი ხ–-8- | <6 (ს8=1,2,...). 

მაშასადამე, (§,,),+0 მიმდევრობა ფუნდამენტალურია და ამიტომ კო- 

შის თეორემის თანახმად ეს მიმდევრობა კრებადია რაიმე ვ· რიცხვი– 

საკენ. 
L ახლა (2.1) უტოლობაში ს და V მივასწრაფოთ უსასრულობისაკენ 

იმგვარად, რომ #XL-+Iს=X#+V; მაშინ მივიღებთ | §––-ვუი | =6,. როდე– 

"საც >, #>X ეს კი წარმოადგენს მოცემული მიმდევრობის კრე- 

ბადობის პირობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ ვ. ორმაგი მიმდევრობის განმერრებითი ჭღვრები 

ორმაგი მიმდევრობის ზემოთ განხილული ზღვრის გარდა, საჭიროა 

განხილვა სხვაგვარის ზღვრებისა, რომლებიც მიიღება ამა თუ იმ რი- 

გით თითოეული ინდექსით ცალ-ცალკე ზღვარზე გადასვლის შემდეგ+ 
-ამ ზღვრებს განმეორებითი ზღვრები ეწოდება. 

ვთქვათ, ყოველი ფიქსირებული ჯM-სათვის არსებობ,  „. 

11თ ზა == თე: 

ჩ-თ · 

აქ შეიძლება დავსვათ საკითხი (თთთ>ე მიმდექრობის ზღვრის შესახებ: 

110 რძო= 1IIIი ( 11I0 ჯუ). 
წი თ წ”: თ #7-–თ:
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ეს ზღვარი არის სწორედ ერთ-ერთი განმეორებითი ზღვრებიდან. 
მეორე განმეორებით ზღვარს მივიღებთ, თუ ზღვრებზე გადასელას 

მოვახდენთ შებრუნებული რიგით: 

1II0I ( III მიი) 
ა” I-თ 

შევნიშნოთ, რომ განმეორებითი ზღვრები საზოგადოდ თანატოლი 

არ არიან. მართლაც, ვთქვათ, | 

  

თი– , 
§ = (თ»8,1=1, 2, ...). 

”, »”·“+» 

ცხადია, რომ 

110 ყზოა=--1, 110 ზიააგ=1. 

ჩ-.თ თო-თ 

აქედან 

)Iთ (IIIი ჭფი)ლ=––1, IIი (I1თ §ფე)=-1. 
თ”. ჩ”-თ ი”-. ი თ7-თდ 

ამრიგად, არსებობს ორივე განმეორებითი ზღვარი, მაგრამ არათანა- 

- ტოლი. 

შეგვიძლია მოვიყვანოთ ისეთი ორმაგი მიმდევრობის მაგალითი, 
როდესაც არსებობს ერთი განმეორებითი ზღვარი, მეორე კი––არა, 

ეთქვათ, 
1 

ზოგ=-- 009 (#,/L=1, 2, ...). 
VI. 

ცხადია 

110 ( 110 82) =0, 
გ-. უ,-.თ 

მაგრამ 1Iი C( 110 ჭუი) არ არსებობს. 
I. თ #წ-–%ი 

ეს მაგალითები გვიჩვენებს რომ სხვადასხვა ინდექსებიძთ ორი 

ზღვრული გადასვლის გადაადგილებისას ფრთხილად უნდა ვიყოთ, ხში- 

რად მცდარი დასკვნების გაკეთება ხდება ასეთი არაკანონიერი გადა– 
სმის გამო. 

თეორემა 4. თუ არსებობს სასრული ან უსასრულო 
ორმაგი ზღვარი · 

III პ,ა==§8 
MI, 1-- თ 

და ყოველი ჯ-სათვის არსებობს სასრული ზღვარი 

1100 მაგ=ძთძ,ა» (1#%=1, 2,...), 
ჩ- თ 

7 ვლ. ჰელიძე, ე. წითლანაძე
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მაშინ არსებობს განმეორებითი ზღვარი 

1110 ( 11თ ვაი) 
I თ წ-ი 

და იგი ორმაგი § ზღვრის ტოლია. | 

დამტკიცება. ·ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ § სასრული რიცხვია. 

მაშინ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატუ-· 

“რალური რიცხვი M, რომ 

ზთი“-| ი როდესაც >, M>M, (3,1) 

ავიღოთ ნებისმიერი X># და (3.1) უტოლობაში გადავიდეთ ზღვარ- 

ზე, როდესაც ო->C, მივიღებთ: 

| რთ––§ | <6. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

1თ რფიშე 

ყი) 

ამრიგად, თეორემა დამტკიცებულია იმ შემთხვევისათვის, როდესაც § 

სასრულია. | 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ §==2+C თ. აზრის გარკვეულობისათვის 

ვთქვათ, რომ §= –+C. მაშინ ნებისმიერი დაღებითი 4 რიცხვისათვის 

მოიძებნება ისეთი ნატურალური XV, რომ 

ზოი > 4, როდესაც IM >M, #M>X. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

11თ ზოი=> 4" როდესაც #M>X#. 
#8 თ 

მაშასადამე, რაკი # ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, გვექნება 

110 (110 პფა)=-+C»V 
.აუ- თ ”-თი 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შევნიშნოთ, რომ ორმაგი მიმდევრობის ორმაგი ზღვრის არსებობი- 

დან, საზოგადოდ, არ გამომდინარეობს განმეორებითი ზღვრების არსე: 
ბობა. მართლაც, ვთქვათ, 

– 1137 11 

5 == ( ) + ( ) 
XL. » 

  ლ = 1, 2, ...).
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რადგანაც 

: 1 1 
(ზოა)ლ + –“–- 0CLM,#=1, 2, ...), 

· ! ით. # · 
ამიტომ 

)1თო ვუგ=0. 
ს, ლ : 

მაგრამ. : 

11.0 (11ი მ,,) და 1Iი (11თ ჭუ) · 
.- თ ”.-- «თ ”:-- <9 ჯ– თ 

არ არსებობს, · 
„ შევნიმნოთ აგრეთვე, რომ ორმაგი მიმდევრობის განმეორებითი · 

ზღვრების არსებობიდან და მათი ტოლობიდან, საზოგადოდ, არ „გამო- 
მდინარეობს ორმაგი ზღვრის არსებობა. მართლაც, ვთქვათ, 

თმ 

»:”-L თ,” 
  

8უ,ა “იი (თ,I=1, 2... 

ცხადია, რომ | 

- თ (110 ვფც)= 1II. (1110 §/ა)=0. 
ჩ”- თ /1-6-29C შალი ”-.თდ 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი ნატურალური რიცხვი # ღა ვთქვათ, 

XL=X7#M, მაშინ 

# 

1+X1 

  (X=1, 2,...). ზოგ“ 

მაშასადამე, ამ შემთხვევაში 
#.. 

1IIო ზა, = 
I, 1L- თ ” 1-+ჯ 

რაკი 'ჯ ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია, ამიტომ არ არსებობს 

ორმაგი ზღვარი 110 ზი, 
VI % : 

თეორემა ნ. თუ ორმაგი მიმდევრობა (ზოიი8>0 მონო- 

ტონური)ა, მაშინ მართებულია ტოლობები: 

  

11თ. (110 8) =– 1IIს- ( 1100 §,„,)= 110. პფ. (3.73 
“ს-ა. თს (I-ი სთ წ თ /II,/= 5% 

დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 
მოცემული ორმაგი მიმდევრობა ზრდადია. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ 

მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვრულია. მაშინ 1-ლი თეორემის ძალიდ 
არსებობს სასრული ზღვარი –_”' 

ICVი ზოი =§. 

I! I თი
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რადგანაც 

ზოაი=§ (X,95=90,1,2,...), 

ამიტომ ყოველი ფიქსირებული ჯ-სათვის არსებობს სასრული ზღვარი 

„ 11თ ზუა=ხეი 
”-–თ 

'და ხგლვ. ცხადია (ხ,.>0 მიმდევრობა ზრდადია და არსებობს სას- 

რული ზღვარი 
| სთ ხ„= 11თდ ( 11თ 8ფი)= ყ <8, 

წ-ი ჩ- ოთ »ია–. 

მეორე მხრივ,“ რაკი ყოველი „1 და M-სათვის ვოი ვ, ამიტომ 

ყლ მაშასადამე, §'=ვ, ე. ი. 

1Iთ ( IIIი §ვუცპ =8. 
”- დ ი=C== 

ანალოგიურად მტკიცდება ტოლობა 

თ (III ვ„„)=8. 
I=CთC  #”0-თდთ 

ამრიგად, მართებულია (3.2) ტოლობები, როდესაც მოცემული ორმა- 
გი მიმდევრობა ზემოდან შემოსაზღვრულია. 

ახლა ვთქვათ, რომ მოცემული ორმაგი მიმდევრობა ზემოდან შემო– 

საზღვრული არაა. მაშინ 

1I0 პ„„=-+Cთ,. 
თ, თ 

ამ შემთხვევაში, ნებისმიერი . დადებითი „4 რიცხვისათვის არსებობს 

ისეთი ნატურალური რიცხვი V, რომ 

5 >4, როდესც >» >, #>VM. 

მაშასადამე, 

11) პფთგ=ხგ> 4, . როდესაც #>V, 
თ-თ 

აქედან 

11 ( 110 8თი) > 4. 
”- 1-თ 

რადგანაც 4 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ 

IIთ ( 11თ ჰ„ა)=+Cთ. 
ჩ-–თ ჩ”-თ
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ანალოგიურად. ვაჩვენებთ, რომ ! 

III ( 1)თაა,ია)ლ= + C. 
თუა თ ჩ-თ 

  

ამრიგად, მართებულია (2.2) ტოლობები. 

§ 4, ძირითადი ცნებები ო#4მაგ მწკრივზე 

ვთქვათ, მოცემულია. რიცხვთა ორმაგი მიმდევრობა («თთაათ,ი>ი: 

ორმაგი მიმდევრობა შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ორკარიანი უსასრუ- 

ლო მატრიცის სახით: 

Vრ«ი0ე შ%ე შMევ'"" ეც: 

მეე Mყ ჯაჯ. (4.1) 

სოი ზო ზ%ზოვ''. უუ. 

ამ მატრიცის წევრებისაგან შედგენილ სიმბოლოს.“ 

რი“ - 4-4; +LC ი“ +-...+ 

+იი+Vი,+9%,+. "+" +..+ 

“ლ.ო ომოთმომმოონე თვეა. 

+V%სოი““ თ) ხოვა. +-ზოი+· ·..+ “ 

ეწოდება ორმაგი მწკრივი. სიმოკლისათვის, ეს მწკრივი ჩავწეროთ 
ასე: .; | 8) 

(თაი) ან 2, #თი: (4.2) 
თ,.ო=0 

შემოვიღოთ აღნიშენა 

ზოიჩ= 2, 2, “IM (თ,8=0, 1, 2, ...). 

გზ ჯ-0 #0 

ბო ჯამს ეწოდება (4.2) მწკრივის კერძო ჯამი. თუ არსებობს. 
ზღვარი : 

1100 პუ =3, 
წი «ი
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მაშინ ვ რიცხვს "ეწოდება (4.2) მწკრივის ჯამი · და წერენ 

8ა %Mთია=8, 

”,ი05=0 

ამასთან, § შეიძლება იყოს გარკვეული ნიშნის უსასრულო” დიდიც. 

თუ (4.2) მწკრივს აქეს სასრული ჯამი, მაშინ მას კრებადი მწკრი- 
ვი ეწოდება, წინააღმდეგ შემთხვევაში: მწკრივი განშლადია. 

თეორემა 6.-(ყოი) მწკრივის კრებადობისათვის აუცი- 
ლებელია, რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას: 

· 110 “ოუ =0. , (4.3) 
წო. ით. 

დამტკიცება, რადგანაც 

ტთა “მთი 5ათო-ს4»ი ზი, ი-+მოი- Iი-( ", 

ამიტონ. მოცემული მწკრივის კრებადობიდან · გამომდინარეობს (4.3) 

ტოლობის „მართებულობა. 

შემოვიღოთ ახლა განმეორებითი მწკრივის ცნება. ამისათვის (4.1) 
მატრიცაში შევაჯამოთ თითოეული სტრიქონი ცალ-ცალკე, მივიღებთ 

მწკრივთა უსასრულო მიმდევრობას 

X თი “ (#=0, 1, 2, ...). 
#5=0' 

- ამ მიმღეერობას -წევრების შეჯამებით მივიღებთ 

ახალი = 
„50 ო=0 

ამ სიმბოლოს ეწოდება განმეორებითი მწკრივი, 
თუ სტრიქონებს სვეტებით. შევცვლით, ე. ი. (4.1) მატრტცის · წე– 

ერებს შევაჯამებთ სვეტების მიხედვით, მაშინ შეგვიძლია შევადგინოთ 

მეორე განმეორებითი მწკრივი - | 

სახაელთ 6.5) 
უთ თო50 

(4.4) გაიშეორებით მწკრივს კრებადი ეწოდება, თუ ყოველი /-სა- 
თვის: არსებობს სასრული ზღვარი 1Iთი პფ, და, ამის გარდა, 4ძ არსქ- 

ჩ- < 

  

C ჩეენ ვგულისხმობთ, რომ §. ,,ე=95ე, 1=5. 1, 1=0,
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ბობს სასრული განმეორებითი ზღვარი 1109. ( 1170 8). ამ ზღვარს 
ოუ იი ჩ-.თ 

ეწოდება (4.4) განმეორებითი მწკრივის ჯამი. 

(4.5) განმეორებითი მწკრივის ჯამი განისაზღვრება ანალოგიურად. 

თეორემა 7. თუ ორმაგი მწკრივი (ყუ) კრებადია და, 

ამის გარდა, იგი კრებადია სტრიქონების მიზუდვით, 

მაშინ (3.4) განმეორებითი მწკრივი კრებადია და მარ- 
თებულია ტოლობა. 

საა წა 
#»–ი=0 »=0 ი? #0 

ეს თეორემა მე-4 თეორემის “შედეგია” 

ანალოგიურ თეორემას ადგილი აქვს «4.5) განმეორებითი 'მწკრივი– 

სათვისაც. 

შენიშენა. («,ა) მწკრივის კრებადობიდან, საზოგადოდ, „არ გა–- 
მომდინარეობს ამ მწკრივის კრებადობა სტრიქონის ან სვეტის მიხე- 

'დვით. 

§ 5. დადებითი რორჭაგი მწკრივები 

თოთო) ორმაგ მწკრივს დადებითი ეწოდება, თუ თ,» >0 ყოველი 
-». და #-სათვის. 

თეორემა მ. დადებითი ორმაგი მწკრივის კრებადობი- 

სათვის აუცილებელია და საკმარისი ამ მწკრივის კერ- 
მშო ჯამთა ორმაგი მიმდევრობის შემოსაზღერულობა. 

უს თუორემა 1-+ლი თეორემის 'შუდეგია. 

თეორემა 9. თუუ სამა დადებითი მწკრივიდან 

ოი «ლოი დ ლ= ით 

წ ” | 4 ს! : შთა? ის 2, რთი კრ რრი 
“თ,იი= უი=0 790 ი=0 “50 

ერთი მათგანი კრუბადია, მაშინ ორი დანარჩენი :მ წკრი- 

ვიც კრებადია და მართებულია ტოლობები: 

> როი “== 1, 2, როთი “= 2 +, ი, 

უო, I=0 )5=0 თ =0 „90 თ=0 

უს “თეორუმა მე-5 'თეორემის შედეგია. 
“თეორემა 10. თუ მოცემულია ორი და დებითი ორმა გი 

მწკროფი სსოი) და (დო»), ამასთან, რთი ფ=ზთი „ყო ვ ელი «თ. და
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#-სათვის, მაშინ მეორე მწკრივის კრებადობიდან გა- 

მომდინარეობს პირველი მწკრივის კრებადობა. 

დამტკიცება. მოცემული ორმაგი მწკრივების კერძო ჯამები 

აღვნიშნოთ შესაბამისად V,, და სწ, სიმბოლოებით, ცხადია, რომ 

სთოი=IM თი (,1=>0, 1, 2, ...). 

რაკი (ფ,ი) მწკრივი კრებადია, ამიტომ ორმაგი მიმდევრობა (7 ოთა)თ,.>6 

შემოსაზღვრულია და, მაშასადამე, ორმაგი მიმდევრობაც (CV „აათ,ი>0 

შემოსაზღვრულია. ამიტომ, მე-8 თეორემის თანახმად, («„ფი) მწკრივი 

კრებადია, 

თეორემა 11. თუ დადებითი ორმაგი მწკრივი (სი) და 

მარტივი მწკრივი C,) შედგება ერთი და იმავე წევრე- 

ბისაგან, მაშინ ერთ-ერთი მწკრივის კრებადობიდან 
გამომდინარეობს მეორე მწკრივის კრებადობა და მა- 
თი ჯამები ტოლია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მაგალითად, რომ («,,) მწკრივი კრება- 

დია და მისი ჯამი აღვნიშნოთ სV-თი. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

7.=ზში+",+...-+9%,, 

ს ადაც ჯ ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია, ავიღოთ ნატურალური 

» და # რიცხვები ისე, რომ (ყ«„„) მწკრივის კერძო ჯამი სთა შეიცა– 

ვდეს ყველა ჯე, შ,,..-, წ წევრს. მაშინ ცხადია, რომ 

/ლმოილ=Vთ. 

აქედან გამომდინარეობს (ყე) მწკრივის კრებადობა. თუ აღვნიშნავთ 

ამ მწკრივის ჯამს X”-თი, გვექნება 

#7=Vხ. (5.1) 
შემდეგ, ნებისმიერი ნატურალური #, და ჯ» რიცხეებისათვის შევარ- 

ჩიოთ ნატურალური რიცხვი ჯ ისე, რომ (ს„») მწკრივის კერძო შიოი 

ჯამის ჟველა შესაკრები იმყოფებოდეს ჯე. შ,, ·.-, ”ჯ რიცხვებს შორის, 
მაშინ 

–დVყთი =V» =V. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

სC54 (5.2) 
(5.1) და (5.2) თანაფარდობებიდან გვაქვს VI =IV- თეორემა დამტკი- 

ცებულია.
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აქედან კერძოდ გამომდინარეობს, რომ კრებად დადებით ორ– 

მაგ მწკრივში შეიძლება წევრების ნებისმიერად გადა- 

ნაცვლება მწკრივის ჯამის შეუცვლელად. 

§ 6. აბსოლუტურად კრებაღი ორმაგი მწკრივები 

განვიხილოთ ორმაგი მწკრივი (ს„ი), რომელიც შეიცავს როგორც. 
დადებითი, ისე უარყოფითე წევრების უსასრულო სიმრავლეს. ამ 
მწკრივს ეწოდება აბსოლუტურად კრებადი, თუ კრებადია ორმაგი 

მწკრივი C MI» L)- 

თეორემა 19. ორმაგი მწკრივი (ყუა) კრებადია, თუ კრე- 

ბადია ((|სთ»|) მწკრივი. 
დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშენები 

მოა5= | თოი | +%ო»ი ე ხოა= | «თ» | –ძთი , (6.1) 

2 2 

ცხადია, რომ 

ძოი->0, ხთ, >>90. 

(6.1) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

ითილ=მთი““-ხოი: I #ოი | =0თი+ხთი: 

შემდეგ, რაკი თოი << %ზოი | , ხოი=< IM» | , ამიტომ ((«თი | ) მწკრივის 

კრებადობიდან გამომდინარეობს (ი„ფი) და (ხ„ი) მწკრივების კრებადო- 

ბა. მაშასადამე, («„ი) მწკრივი კრებადია და 

?, იი» «რ 2, ძთოი““ 2? ნოი: 
”,იოი=0 »,ი9=0 თ,ი=0 

თეორემა დამტკიცებულია. 

თუ («„ია) მწკრივი კრებადია, ხოლო (| „ფი |) მწკრივი განშლადია, 

მაშინ («„,„) მწკრიეს ეწოდება არააბსოლუტურად კრებადი მწკრივი 

ან უბრალოდ კრებადი მწკრივი. 

თეორემა 18. თუ («თა) მწკრივი აბსოლუტურად კრე– 

ბადია, მაშინ განმეორებითი მწკრივები 

2 2) «თ და 3) 2) თ 
თ5=0 ი=0 ორი თ=0
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კრებადია და ადგილი აქვს ტოლობებს 

X ზოე “ სა + 4რთ»ა + სა 4ოი” (6.2) 

თ, ოი=0 50 /=0 ი=0 თ=0 

დამტკიცება, (ს, ) მწკრივის კრებადობიდან გამომდინარე- 
ობს (ითი) და (ნთ) მწკრივების კრებადობა, ამიტომ მე-გ თეორემის 

თანახმად 

2, თწოგ “ 2 ს რითი “რ ?, 2, თო». (6.3) 

თ,ო=0 თო50 უ=0 ო«0 თ =0 

2, ხთ» = 2 2, ხო» = ?, 2, ხთი“ (6.4) 

თ, ი=0 თო=0 M5=0 ი=>0 თ=0 

თუ (6.3) ტოლობებს წევრ-წევრად გამოვაკლებთ (6.4 ტოლობებს 

მივიღებთ (6.2) ტოლობებს, 
თეორემა 14. თუ («„,) და (ყი) მწკრივები შედგება ერთი 

და იმავე წევრებისაგან, მაშინ ერთ-ერთი ამ მწკრივთა- “ 

განის აბსოლუტური კრებადობისაგან გამომდინარე- 

ობს მეორის აბსოლუტური კრებადობა და მათი ჯამე- 
ბის ტოლობა. 

დამტკიცება. მაგალითად, ვიგულისხმოთ, რომ («ფ,) მწკრივი 
აბსოლუტურად კრებადია; მაშინ (თ„»„) და (ხ„ფა) მწკრივები კრებადია 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

= Iზ»I +ზი == |წი|“– ზი 

” 2 , ” 2 ” 
მივიღებთ 

ხიე=შიე-ში, | ს» | =ში+ხი. 
ცხადია, რთმ 

?, იძთი = 2, ზი, 2 ხი = 2 ზი· (6.5) 

თ,.უთ.2 ი=0 თ.ი=0 იო=9 

ამ ტოლობებიდან გამომდინარეობს (ს,) მწკრივის აბსოლუტური კრე- 
ბადობა, ამის გარდა, (6.5) ტოლობებიდან გვაქვს 

« 

ყსყხMთია == 3, მ». 

თ,ი=ბ ი5=0 

თეორემა დამტკიცებულია,
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ახლა დავუშვათ, რომ (ჯ„ა) მწკრივი კრებადია. თუ ამ მწკრივში 
ნებისმიერად გადავანაცვლებთ წევრებს, მივიღებთ ახალ ორმაგ მწკრივს. 

(სია). ისმის კითხვა: კრებადია თუ არა (V„ი) მწკრივი, და თუ კრე- 
ბადია, მისი ჯამი ტოლია თჟ” არა (თი) მწკრივის ჯამისა? საზოგადოდ 

ეს ესე არ არის, მაგრამ მართებულია "შემდეგი 

_ თეორემა 15. თუ (სთა) მწკრივი აბსოლუტურად კრება– 
დია, მაშინ (ს„,) მწკრივიც კრებადია და მას იგივე ჯამი 

აქეს, რაც («აი) მწკრივს. | 

დამტკიცება. («„ა) ორმაგი მწკრივის ყველა წევრიდან შზშევად- 
გინოთ რაიმე მარტივი მწკრივი (სც), რადგანაც ორმაგი მწკრივი («უთ») 

აბსოლუტურად კრებადია, ამიტომ მე-14 თეორემის თანახმად (ჯ;) 
მწკრივიც აბსოლუტურად კრებადია და მისი ჯამი («„„) მწკრივის ჯა–- 
მის ტოლია. შემდეგ, რაკი («ე,) და (სე) მწკრივები ერთი და იმავე 

წევრებისაგან შედგება და (ს) მწკრევე აბსოლუტურად კრებადია, ამი- 

'ტომ მე-14 თეორემის თანახმად (#«>,) მწკრივიც აბსოლუტურად კრე- 
ბადია და მათ აქეთ ერთი ღა იგივე ჯამი, მაშასადამე, («თი) ლდა(Vთი) 
მწკრივებს ერთი და იგივე ჯამი აქვთ. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 7. პარღის გარდაძმნა 

ლემა 1. თუ მოცემულია ორი ორმაგი მიმდევრობა 

(ი,),ს>ე და (%.),ს>ი მაშინ ყოველი ნატურალური «ი 
და # რიცხვებისათვის მართებულია ტოლობა 

»”-1 9-1 

სა X MI ხს, = 2, 1? ე, ტეწIს + 
«0 M=0 ს=0– #=0 

თ» -1 1-( 

+ 2, მირი 'ი+ ?, 3ო# რი) შოს-+ მიი შს)! (7.1) " 

1-ს #50 

სადაც 

ბ. წ" =წIს-–9!(),ს--V,ს+) L-წIკს,სას 

ბი VIი == II,“ სვი, #0| მოჩ == მოს“ “ი! IM L+3 

”V იჩ 

მო, == ს 2, შთ”. 

(=0 #50
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დამტკიცება. აბელის გარდაქმნის თანახმად 

» –I( 

?, V:ს IL = 2, 9, ბე, VIM+ 5 მი 
#50 ჯმ 

სადაც 
მ,ე=01+%I1- LC... +%Iგ· 

შემდეგ 
თ ი ი= 72 III 

?, VI» %Iჯ= ?, 2, 8/L რი, ზ.სM+ 2, ზეზი“ 
კ=0 ხ=0 L=0 |50 L=0 

აბელის გარდა ქმნის ძალით 

»L1 MM 

> 5 რი, VIM= 2, 9: გე, 9,I+8ოსბი) მთი: 
(50 (=0 

მაშასადამე, 

ი»”»ი ი ო 72-41 

2 1? #Iს Iს = 2 2, ვეგ ტყ ზს 
(=0 #50 ჯუნ #50 

ი- ” 

+ ?, ზო» ტა, ხოს + 2, ზი (710. 

; ი #90 (<0 

მაგრამ 

თ» ი1-( 

2, §,9I+= 2, ზე ბეი ი+ ზოი შთ»: 
(<0 1-0 

მაშასადამე, მართებულია (7.1) ტოლობა, ლემა დამტკიცებულია. (7.1) 
ტოლობას ეწოდება ჰარდის (I6გIძწ7) გარდაქმნა. 

ახლა შემოვიღოთ შემდეგი 
განსაზღვრა 6. ნამდვილ რიცხვთსთ ორმაგ მიმდევრობას 

(თI.),,M>0 ჩვენ ვუწოდებთ კლებადს ვიწრო აზრით, თუ 

თ,L=>6რ6/, MM რ). >რ6,ცს,ს ბეთ,>>0 (1,#=0, 1, 2, ·..). 

ლემა 9. თუ დადებითი (VI,),,>ე მიმდევრობა კლება- 

დია ვიწრო აზრით, ხოლო («II);»>0 მიმდევრობა აკმა– 
ყოფილებს პირობას 

33 
გოხ ძ50 

= 4 
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ყოველი ( და ჯ-სათვის, სადაც # დადებითი რიცხვია, 

მაშინ ყოველი ნატურალური # და ჯ რიცხვისათვის 

მართებულია უტოლობა 

სახა “«I ზ;M 

1=0 #=0 

= 4სიი' 

  

დამტკიცება. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

( # 

§8Iს= 2 ?ჯ, %იც 

ნ5=0 კ=0 

ჰარდის გარდაქმნის ძალით გვექნება 

თ თ თ-ჯ ი-1 

2, %MIს = ?, 2, §,ს ბ,ს,.+ % 9, “ყიწ/'გ+ 

(=0 #-0 ჯი ს§=0 (=0 

-1 ი 

+ ?, ზი. გი: მოს“ მთი შოთი: 

L#-=-0 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

  

I I) 1I-- IL-1 ო-I 

122, MI ს» <4( ?, 2, იბ. ს,.+ 1, ბ.ი წი + 
(«0 #§=0 /90 L50 ჭ950 

»ი»-L · 

+ 2, რის მოს + > = „4ხეც - 
L=0 ' : 

ლემა დამტკიცებულია, 
განსაზღვრა 7. ჩვენ ვიტყვით, რომ ორმაგი მწკრივი (ითი) 

აკმაყოფილებს აბელის პირობას, თუ 

” I 

1? გი" 
(«0 #=0 

სადაც 4 დადებითი რიცხვია. 
თეორემა 16. თუ (ითა) მწ კრივი აკმაყოფილებს აბელის 

პირობას, ხოლო ორმაგი მიმდევრობა (მოთ >ე კლება- 

დია ვიწრო აზრით, ამასთან, 

ლ44 (IM,2=0, 1,2, ...), 

  

  

1I9ს ითი=9, 11თ ძეგ=0, 
თ– “ი ჩ-.თ
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  მაშინ ორმაგი მწკრივი (იოიძოი) კრებადია და 

თოთი წთი 

#„.ი50 

დამტკიცება. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

  

  

<= 4ძის: (7.2 

5 თა == 2 ბ, თIხ 9". 
1-0 #50 

  

      

      

გვექნება 
_  რი+ი M+2 

5”ო+»'ი+ი““ მთი = 2, 2, 0IM9VILL სა + თIL9IM (7,3) 
(5MI+L 150 (=0 §5=8+1 

მაგრამ” 

ოთ+-ს ი+4 ო+ი ი ი» 'I+ძ 

' “ძILI = ?, ა ის ს «ი, | <24, 
ლო #5 | (ო0. #50 (50 #-0 

თო »+ძ0 · თ M+9 ო თო 

1%. ?, ძთIს |= 22 ძა“ 2, ?, თ! |5= 
(50 ს=ი+1 (5-0 #=0 + (50 #-0 

(7.3) ჯამისათვის გამოვიყენოთ მე-2 ლემა, გვექნება 

|წო+იოი+-“ 5თაი.| ლ24წო+ი + 2490 + (7.4) 

თუ X# და. # საკმარისად დიდია, მაშინ (7.4) უტოლობის მარჯვენა 
ნაწილი“ რაგინდ მცირეა და, მაშასადამე, (ძოითთო) მწკრივი კრეზადია. 

მეორე მხრივ, მე-2 ლემის თანახმად, 

ჯ ს «II «IL 
(=0 ხ=90 

· თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც თ, ო+C, მი“ 
ვიღებთ (7.2) შეფასებას. 

=409იი 

    

შედეგი, თუ (მოი)ო,>0 მიმდევრობა კლებადია ვიწრო 

აზრით და 

III თაა=0, III იაგ=0, 
თ–-% წ 

მაშინ კრებადია მწკრივები 

2?) დთაბ08 MX608»V (X7#2Mი, ყV762MX), 
თ,ოი“ი
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2, ძთოა 9098 17X30”ჯV (X72#X, #––ნებისმიერია), 
ო. ი=0 

ბ, ძო» 510 LX C05 IV (V72ს>, X–-ნებისმიერია). 
M.250 

2, თია 510 MLX5IC#VყV (X და ყ ნებისმიერია). 

”M.ოი=0 

ადვილი შესამჩნევი, რომ (ძია), ია) მიმღევრობა,„ სადაც 

  ძოი= 1 , კლებადია ვიწრო აზრით და, ამის გარდა, 
"+" 

III0 ით,=90, 1II0 ძ,„=0. 

II + 9 M”8–--= 

  ( 1 ) მიმდევრობა აგრეთვე კლებადია ვიწრო აზრით და 
“+ / /I,0(I>1 · ' 

1 თ –+-=0, IIთ –-'-.=0, 
MII- თ 21-11 ს-ით 1+1 

თეორემა 10. განეიხილოთ ნამდვილწევრებიანი ორ- 
მაგი მწკრივი (აუ,) და ვიგულისხმოთ, რომ 

(0 ორმაგი მიმდევრობა (L6აი|ა),,>ი კლებადია ვი- 
წრო აზრით, ამასთან, 

1110 0ი0=0, 11თ Cაი=09, 

· I-ი – #”წ-ოი 

.(ხ) -ფგ>9, თუ თ».-+#M ლუწი რიცხვია და („,„<0, როდ ე- 

საც #M+X# კენტია. მაშინ (ძი,) მწკრივი კრებადია და 

მისი ჯამის აბსოლუტური სიდიდე არ აღემატება «ე 

რ ბეცამა 

:· დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ძოგ =(--1)ო1ი, წო» == Lბთი L. 

ცხადია, (თო) მწკრივი აკმაყოფილებს აბელის პირობას, ამიტომ, მე– 
15 თეორემის თანახმად ორმაგი მწკრივი (ია ძო) =(ნთი) კრებადია 
და მისი, ჯამის აბსოლუტური სიდიდე არ აღემატება ძა რიცხვს, თეო- 
რემა დამტკიცებულია, 

ეს თეორემა წარმოადგენს ლაიბნიცის თეორემის ანალოგს.
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(იოი) მწკრივს, რომლისთვისაც შესრულებულია სხ) პირობა, ვუ- 

წოდოთ ნი შანმონაცვლეობითი მწკრივი. 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემის თანახმად, ადვილად მტკიცდება 

X (––1არ+ი 

თ,.ოი=0 ” + # + 1 

მწკრივის კრებადობა. ამ მწკრივის ჯამის აბსოლუტური სიდიდე არ 
აღემატება ერთს. 

§ 8. ორმაგი მწკრივების გამრავლება 

განვიხილოთ ორმაგი მწკრივები, (V,,) და (”,,). ამ მწკრივების 

ფორმალური ნამრავლი ეწოდება (0,ჯ) მწკრივს, სადაც 

I „" 

IL = 2 1, %იც"! »ჩ-ი- (8.1) 
ი5=0 ძ=0 · 

თუ («/,) და (V,,) მწკრივები კრებადია, (++) მწკრივი შეიძლება არ 
იყოს კრებადი. 

ლემა. ნებისმიერი ((თოიბთიე>0 ღბ („იაუი>0 ორმაგი 

მიმდევრობებისათვის მართებულია ტოლობა 

M ოი = ჯ +» "სხ წო-სი-ს (ი,1=0,1.2,...), 

ჯ=0 #50 

სადაყ 

V ო = + X წს, M.ოი = ჯ» ს “IL 

(=0 #=0 (=0 L50 

და #9, განისაზღვრება (8.1) ტოლობით. 

დამტკიცება. გვაქვს: 

(=0 #=0 ი=0 ც5=0 

ი» » | (იი 841.1 +%ი, ზიM-(L. · ·+%ის ?!0 

ლ =0 

(04 %I0 შის“L%(ჯ შისM–1“L ..·-L%I ხიი 
““ ი Mოი+Vი წოთი-)L. · ·–+%Mიი M”ოთი-+L 

%Iი წის. +სია ჩი ს.-.L- · 'L+L«ცი-) ჩწო-ს1+
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-+LხM»ი ”/იი + Mთ / ით ი-1L-.·LMთი I იი== 

M 

= სა 2, რიწიო იM-). 
:-0 #=0 

ლემა დამტკიცებულია» 
თეორემა 17. ვთქვათ, მოცემულია ორმაგი მწკრივები 

(CI) და (“). თუ ეს მწკრივები კრებადია და მათი ჯამე– 
ბია შესაბამისად # და IL, ამასთან, (ყ,,) აბსოლუტუ- 

რად კრებადია, ხოლო (ს) მწკრივის კერძო ჯამთა 

ორმაგი მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, მაშინ (ი) 

მწკრივიც კრებადია და ადგილი აქვს ტოლობას 

ს» %,=VI. (8-2) 
1:6#50 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

სი = > + 4.ხ, წიოვ= სა სა შს, IM თ, => 

(=0 §5=0 L=0 650 

სადაც «,, განსაზღვრულია (8.1) ტოლობით. 

მე-2 ლემის თანახმად 

ოთ» ” 

M,თი= ?. 3) «.7ო-იი-.=Vთი+ ზოი, 
(0 #50 

სადაც 

”M M 

Mიოი == 2, ?, VII(/ თ -სი-ს““-V”)- 

(=0 #50 

დავამტკიცოთ, რომ 
ს ჩა, =0. (8.3) 

MI,1- 

რაკი (ს) მწკრივი კრებადია, ამიტომ ყოველი დადებითი # რიცხვი- 

სათვის არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი #, რომ 

(22 

2M 
  

I/ი -–- ;I< , როდესა) 5>VXV,0>X7, (8.4) 

1. ვლ. ჭელიძე, ე. წითლასაძე
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სადაც 

X#= 2მ, I MIL I. 

1.4=0 

შემდეგ, რაკი («,) მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, ამიტომ 
არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი V->>V, რომ. _ 

სა სა (II+ მ სა L%,LI < უ> ი (8.5) 
(=0 #=V+1 ხი«0 ჯ=V+1 

  

სადაც 

#"=ვსი (7 ს –– I I I-ი“ 

ახლა ვთქვათ, რომ #«>2V, #>2V. მაშინ (8.4) და (8.5) უტოლო- 

ბების თანახმად 

“V 
V 

:-–=> 4აპ ? VII  ”Iო-სი-ს“-–- ”/I+ 

  

ჯ”0 #50 

V ი · “- LI) · 

-+L” 2, 2, Iს Mო-იი--–- ”I+ ?, 2, IV /თ-იი-ს-X|) < 
ჯ5=0 #"V»+1 (5=V+1 #=0 

8 V V V. »”· 

2.) 2, III+ M' | ს) 3, IC.I+ » > სა IMIII< 
რ 2X ჯ20 L=0 (=0 L=)+1 ლა. 24 

C 6 

ამრიგად, მართებულია (8.3) ტოლობა. მაშასადამე, 

10 MM, II (”მიოი+ ჩოი)=V I. 
შა 90 I, 1 % 

თეორემა დამტკიცებულია. 
ეს თეორემა წარმოადგენს მერტენსის თეორემის. ანალოგს, 

„ თეორემა 18. თუ («ოა) და (სთ) მწკრივები აბსოლუტუ- 
რად კრებადია, მაშინ (თ,) მწკრივიც აბსოლუტურად 

კრებადია და მართებულია (8.2) ტოლობა. 
დამტკიცება, განვიხილოთ ორმაგი მწკრივი .(1V უ„), სადაც 

M ოი= სა სა | Iს ხო-წი-ჩ | · 

(=0 #=0
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მე-17 თეორემის თანახმად, (II .,) მწკრივი კრებადია, შემდეგ, რაკი 

IM/თ» I =M”/.ოი 

ამიტომ (V/ ,ა) მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, (8.2) ტოლობის 
მართებულობა გამომდინარეობს მე-17 თეორემიდან. თეორემა დამტკი– 

ცებულია,. 

§ 9, ირი ცვლადის ორმაგი სარისსოვანი მწკრივი 

ორი X და Vყ ცვლადის ორმაგი ხარისხოვანი მწკრივი ეწოდება 

შემდეგი სახის ორმაგ მწკრივს: 

1, · მთი(X –– Xე)/(V –– 40)”, 

თო.უო=0 

სადაც Xი/ Vი, ით„“--მოცემული რიცხვებია კერძოდ, თუ Xა=Vე=>0, 

გვექნება · 

2, ითი” ს (9.1) 
თ'.იჩ=0 

თეორემა 10. თუ (9.1) ორმაგი მწკრივი აბსოლუტეუე- 

რად კრებადია X=Xე%0, Vყ=წყეჯ0 მნიშვნელობებისა- 

თვის, მაშინ იგი აბსოლუტურად კრებადია ყოველ 

MCი ე) წერტილში, სადაც |X| < I%II, IV =Iყის 
ეს თეორემა მტკიცდება იმგვარადვე, როგორც აბელის პირველი 

თეორემა მარტივი მწკრივების შემთხვევაში, 

შენიშვნა. თუ (9.1) მწკრივი კრებადია (Xი, #ე) წერტილში, სა- 

დაც X-0#0, Vყე#0, მაშინ ეს მწკრივი შეიძლება არამც თუ აბსოლუ- 

ტურად კრებადი არ იყოს, არამედ უბრალოდ კრებადიც, როდვსაც 

IXI <IXის I#I < I#6I· მართლაც, განვიხილოთ მწკრივი 

5 2, ძოი XV”, 

თ,.იო"0 

სადაც 

ძა. ==, ძია I, ძო =0, როდესაც »>1 (=0, 1, «..). 

ადვილი საჩვენებელია, რომ (ი, მყ”) მწკრივი კრებადია ჯ=1 და 

V=0 წრფეების ყოველ წერტილში და განშლადია #0ყ სიბრტყის და- 
ნარჩენ წერტილებში.
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ლემა. თუ ორმაგი ხარისხოვანი მწკრივი (9.1) კრე- 
ბადია, როცა I|XI<1, IVყI<1, მაშინ ადგილი აქვს ტო- 
ლობას 

3, თთMშ=0-90- 2) მთ ყი (9.2) 
თ,ი=0 თ,.ი5=0 

სადაც 
V” 8 

მთი “რ. ?, ? ი I. 

(50 #ჯ=0 

ამასთან, ორივე მწკრივი აბსოლუტურად კრებალია, 

როდესაც |IX»ჯI <1, IV| <1. 
დამტკიცება. ეთქვათ, IXI <1, |ყ|I< 1. მაშინ მწკრივი 

(«თი X” ყე) აბსოლუტურად კრებადია. შემდეგ, მე-18 თეორემის თა–- 

ნახმად 

1 ა % C “სათ იუი ზღყი. 9 ი,აიყ/ი= (1--X)(1-–V) 8» ” 8» -%, ” 

= 2, ზოი X” VI 

თ.”ო=0 

მასთან უკანასკნელი მწკრივი აბსოლუტურად კრებადია, აქედან მიი- 

ღება (9.2) ტოლობა. 

თეორემა 90. ვთქვათ, ორმაგი მწკრივი (ითა) კრებადია 
და მისი ჯამია § რიცხვი, ხოლო ხარისხოვანი მწკრივი 

#/XV9))= 9) თოი X” 
თ.ი=0 

კრებადია, როდესაც |IXI <1, |VI<1. თუ შესრულებულია 

პირობები 

= წშწგ< L თ (1=0, 1, ...), 

%ი9ი 

აC> 
თოი 

2, 5.თი V” 

(ა 8LC(1-–-7X) 
0<X<1     

(ჯ) 8სL(1––ჯ) =ძ»თ< + =C0-+-90, 1, -..), 
0<Vყ<) . 
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მაშინ მართებულია ტოლობა 

1100 /(X, ყ) =§. (9.3) 
X,ყ--1 

დამტკიცება. რაკი (ი, XV) მწკრივი აბსოლუტურად კრე- 

ბადია, როდესაც IXI <1, IყI< 1,“ ამიტომ, ლემის თანახმად, გვაქვს 

ICC ყ)=(1-–X 0-2) პო, Mყ. (9.4) 
„,ი"0 

ცხადია, რომ 

#VCთ §)-5=(1-X)01-#) 2) (ზოი – ფ)რყი. 
თ,.ო.=0 · 

შემდეგ, ყოველი დადებითი #« რიცხვისათვის არსებობს ისეთი“ ნატურა–- 

ლური რიცხვი V, რომ 

(წიგ 8§8|)< ->, როდესაც #>V, #>V. (9,5) 

ახლა #(CX, 9ყ)-–ყჯ წარმოვადგინოთ ასე: 

#(CX, V)––§ = /,(X, ყ)-L / 2(X, V)+- /ა(X, ყ)– /ა(X, V), 

სადაც 

270 #)=(0-%ი0-–ი/ 2) 2 წო»-–-9X”ყ, 
თო-ი უ=0 

V თ 

#60 )=0–»ჰ0-”» 9 9 სთ– ირ, 
#=0 თ=0 

/3(X, V)=(1–XV-–-ყ) 9) 23) (მთი 9X”ყი, 
თ=ა+1 თ=ა+1 

, 

#+X, 9)=(1–XXI--ყ) 2). 2) (ნო--8)X” ყ”. 
თ=0 ო=0 

ზოგადობის ”შეუზღუდაად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 
0<X<1, 0<ყ<1.
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თუ გამოვიყენებთ (ჩხ) პირობას, გვექნება. 

I /ცCC ყ)| ლ (1–X) » ლი ო+I4:|0 –»% სალა 
»თ=0 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

1100 /,(X, 7)=0. (9.6) 
X,ყ–-1 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 
110 კ % ყ)=0. (9.7) 

XVყ-1 

შემდეგ, (9.5) უტოლობის ძალით, გვაქვს: 

| #ა(X, ყ) | < 6(1––X) (1-–ყ) X სა ჯმ ებ <-.. (9.8) 
ოთV/-1 M=5V+1 

დასასრულ ცხადია, რომ 

1II0 /ა(X. V)=0, (9.9) 
XV-–I 

მაშასადამე, (9.6), (9.7) და (9.9) ტოლობათა ძალით, აღებული # 

რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

(ჩC, აI<-, (7, თ 9) | < +. | /)(X. 4) 1< ->. 

როდესაც 1–»<Xჯ<1, 1-–უ<V<1. ამ უტოლობებისა და (9.8) უტო- 

ლობის თანახმად, გვექნება 
C 

| /CX, 9)-–§|< -+-+-- –++++5=% 

როდესაც 1-–»<X<1. – ამრიგად, მართებულია (9.3) 

ტოლობა, თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 9I. თუ კრებადი (ი„,) ორმაგი მწკრივის 

კერძო ჯამთა ორმაგი მიმდევრობა (ზოიპიი>0 შემოსა- 

ზღვრულია, მაშინ მართებულია (9.3) ტოლობა. 
დამტკიცება. (ძოიXმყ?) მწკრივის აბსოლუტური კრებადობა, 

როდესაც IX <1 და IV | <1, ცხადია. შემდეგ, 
თ = 
2 მო.» წსი (1.-––- X) =<M<+თ (=0,1;2,...). 

0<X<I    
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?, გოთი მ | <#<+= (თ =0, 1, 2,...) 
#=0 

ვსი (1 ––-ყ) 
0<ყ<1 

  

სადაც 

XM# =300(|3»ი! | სამოთ · 

მაშასადამე, შესრულებულია მე-20 თეორემის ყველა პირობა და ამი- 
ტომ მართებულია (9.3) ტოლობა. 

შენიშვნა 1, მე-20 თეორემაში ორმაგი მიმდევრობა (§„ი),>0 

შეიძლება არ იყოს შემოსაზღვრული, მოვიყვანოთ მაგალითი. ვთქვათ, 

ძის==(–-1)#0#+1), თ, =(–1)"2L+1), თ,=0, როდესაც 1>2 
ცხადია, რომ 

მეMს=(–-1)X(M-L1), §:ს=0, როდესაც 1>1 (L=0, 1, 2, ...) 
და 

2, იI=0. 
(4850 

ამის გარდა, ორმაგი მწკრივი (თოი X29 ყი) აბსოლუტურად კრებადია! 

როდესაც IXI <1, |VI <1- შემდეგ, 
ჩ7იაი=0თ=0, 1, 2,...), ძა=1, ძო=90, როდესაც -»>1. 

ამრიგად, მე-20 თეორემის პირობები შესრულებულია, მაგრამ ორმაგი 

მიმდევრობა (წოოათო,.>0 შემოუსაზღვრელია. 

შენიშენა 2, თუ მე-20 თეორემაში (თ) და (ხ) პირობებიდან 
ერთი მაინც არ არის შესრულებული, მაშინ თეორემა შეიძლება არ 

იყოს მართებული, სათანადო მაგალითის აგებას მკითხველს ვანდობთ.



თავიV 

მრავალგბგანზო.მილებიანი სიჭმრცის ზო. ბიერთი საკითხი 

§ 1. .–-განსომილებიანი სივრცის ცნება 

ჩვენთვის უკვე ცნობილია, რომ ნამდვილ რიცხვთა სიმრაელის 

ელემენტებსა და ღერძის წერტილებს შორის არსებობს ურთიერთ- 

ცალსახა შესაბამისობა: ყოველ ნამდვილ რიცხვს შეესაბამება ღერძის 

ერთადერთი წერტილი, ღერძის ყოველ წერტილს კი -- გარკვეული 
ნამდვილი რიცხვი. 

აღვნიშნოთ 7:1-ით ყველა ნამდვილი რაცხვის სიმრავლე. ვთქვათ, 

»Xა, ჯი C #1. არაუარყოფით რიცხვს 

ი(ჯ0), (9) =1 ჯ(0--ჯ8 | ძ.) 

ეწოდება მანძილი XV) და XV) რიცხვებს (წერტილებს) შორის. #71 სიმ- 
რავლეს, რომლის ელემენტებს შორის მანძილი განსაზღვრულია (1.1) 
ფორმულით, უწოდებენ ევკლიდეს ერთგანზომილებიან სი- 

ვრცეს. 
ავიღოთ სიბრტყეზე ურთიერთმართობული 0X, და 0X; ღერძები. 

ანალიზური გეომეტრიიდან ვიცით; რომ სიბრტყეზე მდებარე #/ წერ- 

ტილი ცალსახად არის განსახღვრული ნამდვილი რიცხვების დალაგე- 

ბფლი (X,, X) წყვილით. პირიქით, ყოველ დალაგებულ ნამდვილ რი- 
ცხვთა (0, X,) წყვილს სიბრტყეზე შეესაბამება ერთადერთი # წერ- 

ტილი. ამის გამო, ხშირად (X, X.) წყვილს სიბრტყის წერტილს უწო- 
დებენ, X, და X»Xკ რიცხეებს კი ––# წერტილის კოორდინატებს. სწერენ 

ასე: #(X,, X.). ამრიგად, არსებობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა 
ნამდვილი რიცხვების დალაგებულ წყვილებსა და სიბრტყის წერტი- 

ლებს შორისა 

აღვნიშნოთ სიბრტყის ყველა წერტილის სიმრავლე #"-ით. ვთქვათ! 
MV0C00), »0)), MI (2), ჯ(2)) C XL, არაუარყოფით რიცხვს 

ი(MV), M0) =%V“ C2)1 –- 2)? -L (0) –-ჯნმ))? (1.2) 
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ეწოდება მანძილი M/0MXXII), XI) და #0900"), XI) წერტილებს შო- 
რის. ს? სიმრავლეს, რომლის წერტილებს შორის მანძილი განსაზღვგ–- 

რულია (1.2) ფორმულით, ეწოდება ევკლიდეს ორგანზომილე- 

ბიანი სივრცე. 

ანალოგი ურად, თუ სივრცეში ავიღებთ ურთიერთმართობულ 0X,, 

0X, და 0Xვ ღერძებს, მაშინ ნამდვილი რიცხვების დალაგებული სამეუ- 

ული (Xც X, Xვ) ცალსახად განსაზღვრავს M(X. X, Xვ) წერტილის 
მდებარეობას სივრცეში და პირიქით. ყველა ასეთი წერტილის სიმრავ- 

ლეს ჩვეულებრივ /2%ით აღნიშნავენ. ვთქვათ, 7/0XXI#, XI, დე')), 
MI09ი0ც20:2), XL2), X(3)) C #93 არის ნებისმიერი ორი წერტილი. #9 სიმრა- 

ვ ლეს, რომლის წერტილთა "მორის მანძილი განსაზღვრულია 

  

0(MM), MC) = წ” 609--XIე1+-609--09)?+ C02)–– 111)? (1,3) 
ფორმულით, უწოდებენ ევკლიდეს სამგანზომილებიან სივ- 

რ ცეს.. 

საზოგადოდ, ვუწოდოთ ნამდვილი რიცხვების დალაგებულ XჯიX;,.. 

X„ სისტემას ჯ განზომილებიანი სივრცის # წერტილი, ხოლო თვით 

ამ რიცხვებს M# წერტილის კოორდინატები. ჩავწეროთ ასე: ##(X,, 

X»-.აXი). ყველა M წერტილის სიმრავლე აღვნიშნოთ #17-ით. ამ სი- 

მრავლის ორი MIIXXI), X6),.... XI) და //IXXV2),..., XC) წერტი- 

ლი ერთმანეთს ემთხვევა, მხოლოდ მაშინ, როცა XII) = XI2), ჯ=1,2,...,, 

არაუარყოფით რიცხვს 

0=(M0), 6) = V აწეელიი (1.4) 
I=0 

  

ეწოდება მანძილი MI და #0) წერტილებს შორის. 7. სიმრავ- 

ლეს, რომელშიც ორ წერტილს შორის მანძილი განსაზღვრულია (1.4) 
ფორმულით, ეწოდება ევკლიდეს »ჯ»-განზომილებიანი სი- 

ვრცე. 

§ 2. მანძილის სოგიერთი თვისება 

ლემა. თუ #I), XIM..ს X და XI29, XI9...X2) ნამდვილი 
(ან კომ პლექსური) რიცხვებია, მაშინ1 

  

1 როცა 2 კომპლექსური რიცხეია, მაშინ | 2 | სიმბოლო აღნიშნავს 2 რიცხვის 
მოდულს,
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> | XXI") | =< ( ჯ XML) ბ). V(ჯ ჟო. (2.1) 
(=1 (=1 

დამტკიცება: ნებისმიერი. ნამდვილი ც და ჩ რიცხვისათვის მარ- 

თებულია: უტოლობა 

გ? 
4 >2> 9. (2.2) 

სადაც ტოლობას ადგილი ნება ხოლოდ მაშინ, როდესაც ძ=-ხ. 

გთქვათ, 

((=1, 2, ...2),   

სადაც 

4 ( 2. აო 4= ( 2: IX"I ა”. 
(=1 (51 

მაშინ (2.2) უტოლობიდან მივიღებთ 

(1) (7) „„ 1) | 2 (9) | 2 
IX, ჯXI I 1. IX I +-1 IX | , (1=1, 2, ...,M); 

4.4; 2 4: 2. 4? 2 

შევკრიბოთ ეს უტოლთბები წევრ-წევრად, გვექნება 
» 

2, | #7 XLI 
(=1 

4.4 
საიდანაც გამომდინარეობს (2.1). ცხადია, (2.1) ფორმელაში ტოლობა 

მართებულია მხოლოდ მაშინ, როცა XI =ს »' (=1, 2,. 

დაც ცს ნებისმიერი ნამდვილი რიცზვია, 
(2.1) უტოლობას "ეწოდება შვარცის (800 V2XL>») უტოლობა, 

შევნიშნოთ, რომ (1.4 ტოლობით განსაზღვრულ მანძილს აქვს 

შემდეგი თვისებები: 
1) 0(M I), ქ:/0)->0, მასთან ტოლობას ადგილი აქვს მაშინ და 'მხო– 

ლოდ მაშინ, როცა #0 ღა 1//0 წერტილები ერთმანეთს ემთხეევა. 

მართლაც, როცა MC და M#MC20 წერტილები. ერთმანეთს არ ემთხვე– 

ქა, მაშინ, როგორც (1.4) ტოლობიდან ეხედავთ, 0(MI), #/(01>90. თუ 
##ს და Mრ წერტილები ერთმანეთს ემთხვევა, მაშინ (1) =–ჯV?), 

1=1,2,. ს, და (1.4) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ” 

ლ=1,   

(2) »), სა-
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0(M 0), #(C=0, პირიქით, თუ 0(M0, #/C0)=0, მაშინ, (1.4) ტო- 
ლობიდან მივიღებთ XII)=-XLV.), ჯ=1, 2,..., #. ეს იმას ნიშნავს, რომ 

_ 40 და-M რ წერტილები ერთმანეთს ემთხვევა. ხშირად 1) თვისებას 
უწოდებენ მანძილის არაუარყოფითობის აქსიომას. 

2) 0(MI), 7უ/(2)=0(M# 0), MV), რომლის მართებულობა გამომდი– 

ნარეობს (1.4) ტოლობიდან. ამ თვისებას ეწოდება მანძილის სი- 
მეტრიულობის აქსიომა. 

ვა თუ M0ოდტ:), »ი),. ·., XVII), Mრლ/ი), XII, · XV), M8იე:!)), 

X.ვ),..., X(2)) C #7 სამი ნებისმიერი წერტილია, მაშინ 

0ი(MV0, M(02) =0( #0), MV02) -L0(1/ 8, MC). (2.3) 

მართლაც, გვაქვს 
1 

” 

ით, #5 = | 2: ია აო1) = 13) იი – ო+ 
(1 (=1 

1 

+ (0 -- X2) 11 ' = | (0(M), M0))? + 2 2) (XII ა1ბ) (ლ) –– 
(51 

–ა)+C6CთVC, Mრებ 1 . 
მაგრამ, (2.1) უტოლობის ძალით, დავწერთ 

სა (XII) უ/3)) (X9) –– XV2)) =0 (MC), M0)0CMV2), M20M) 

(=1 

და წინა ტოლობიდან მივიღებთ 

0(MIV, MVC0)=I(0(MV, M#V3)))1-- 20(MV, M0)0(0M/ (9, / 2) + 

1_ 

+(ი(Mრ, რ)?! =0(MV, #0რ)-+ი0(MCთ, Mრ). 
(2.3) უტოლობით გამოთქმულ თვისებას უწოდებენ მანძილის სა- 
მკუთხედის აქსიომას. 

ამ აქსიომის სახელწოდება წარმოქმნილია იქიდან, რომ, თუ MC, 

MC), #0) C #ბ, მაშინ, (2.3) თვისების ძალით, M#I) #0 MI) სამ- 

კუთხედის ერთი გვერდის სიგრძე არ აღემატება დანარჩენი გვერდების 
სიგრძეების ჯამს.
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ნებისმიერი ელემენტებისაგან შედგენილ C სიმრავლეს მეტრიკული 
სივრცე ეწოდება, თუ ყოველ ორ 7#V), #I(0CC ელემენტს შესაძ- 

ლოა შევუსაბამოთ ისეთი არაუარყოფითი ნამდვილი ი(#MI), 1/(2) რი- 

ცხვი, რომ შესრულებული იყოს 1)--3) აქსიომები. 
რაკი #" სივრცეში (1.4) ტოლობით განსაზღვრული მანძილისათვ-ს 

მართებულია 1)-–- 3) აქსიომები, ამიტომ #” მეტრიკული სივრცეა. 

§ ვ. წრფივი მრავალსახეობა 

მრავალი (ყვლადის ფუნქციების შესწავლისათვის დიდი მნიშვნელო- 

ბა აქვს გეომეტრიის ზოგიერთ საკითხს #" სივრცეში. 

განსაზღვრა. იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომელთა 

ყველა კოორდინატი გამოისახება ერთი? პარამეტრის 

წრფივი ფუნქციებით, ვუწოდოთ #7. სივრცის ერთგან- 
ზომილებიანი მრავალსახეობა (წრფე): 

X,=X#+ი, (=1,2,..., თ), (3.1) 
სადაც ი, ია, ძე ღა ჩXც #ე,-» ჯა ნებისმიერი ნამდვილი 

რიცხვებია. ამასთან, #, რიცხვთაგან ერთი მაინც განს- 

71 

ხვავღება ნულისაგან, ე. ი. 2, XI >0. პარამეტრი 1 იცვ- 

1=1 

ლება --თ-დან+%-მდე, რიცხვები X,, X.,..-., ჯგ წრფის წნე- 

ბისმიერი წერტილის კოორდინატებია. 
: (3.1) განტოლებათა სისტემას ეწოდება ერთგანზომილებიანი მრა- 

ვალსახეობის (წრფის) განტოლებები #” სივრცეში. კერძოდ, როცა 

M#=2, მაშინ მივიღებთ წრფის პარამეტრულ განტოლებებს #2 სიბრ- 
რტყეზე; როცა »=3 წრფის პარამეტრულ განტოლებებს #31 სივრ- 

ცეში, 

განსაზღვრა. იმ წერტილთა სიმრავლეს, რომელთა 

ყველა კოორდინატი გამოისახება 7, ჯე,..., 1, პარამეტ- 
რების წრფივი ფუნქციებით, ვუწოდოთ #” სივრცის 

M#-განზომილებიანი წრფივი მრავალსახეობა: 

XI=ხI+ ძის! +0)ჰ:+-.:--+L ი." (1=1, 2, ....M9M), (3,2) 

სადაც #=<ი, ე)C)- დ, თსხ–-ნებისმიერი ნამდვილი რიც- 
ხვებია, ნებისმიერი ძე ნამდვილი რიცხვები აკმაყო- 
ფილებენ ერთადერთ პირობას: მრავალსახეობის მდე”
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ბარეობა #”" სივრცეში დახასიათებულია მხოლოდ X 

პარამეტრით, 

შენიშენა: როცა #=» მივიღებთ თვით #" სივრცეს. ამრიგად, 

#9 არის თ-განხომილებიანი წრფივი მრავალსახეობა. 

(3.2) სისტემას უწოდებენ #-განზომილებიანი წრფივი მრავალსახე- 
ობის განტოლებებს პარამეტრული სახით. 

ზოგჯერ ხელსაყრელია წრფივი მრავალსახეობის განტოლებები ჩავ- 

წეროთ მხოლოდ მისი წერტილების კოორდინატებით. ამისათვის (3.2) 

სისტემიდან უნდა გამოვრიცხოთ (,, 7ჯე,..-, 7; პარამეტრები. გამოვყოთ 

(3.2) სისტემიდან ისეთი I, განტოლებების ქვესისტემა, რომლის დეტე- 

რმინანტი არ უღრის ნულს. ამრიგად მიღებული ქვესისტემიდან გან- 

ვსაზღვროთ ჯ,, 7,,...,,/ პარამეტრები და შევიტანოთ მათი მნიშვნელო- 

ბანი (3.2) სისტემაში, მივიღებთ 

C.,X,+ C.X+L--·-+C.იX.+-ძ,=0, »ჯ=1, 2... --, (3.3) 

სადაც C.,, კოეფიციენტები გამოისახება (3.2) სისტემის ჩნ, და ძი, 

კოეფიციენტებით. 

§ 4. ამოძანები 

1. ვიპოვოთ ყველა იმ წრფის განტოლება, რომე- 

ლიც გაივლის მოცემულ #Iშ(»IV, »X:,..., XX)) C 71% წერ- 
ტილზე. 

მოცემულ წერტილზე გამავალ წრფეთა ოჯახს ეწოღება წრფეთა 
კონა, ხოლო მოცემულ წერტილს––კონის ცენტრი, 

დავწეროთ პირობა იმისა, რომ (3.1) წრფემ გაიაროს მოცემულ 

წერტილზე: 
XIს=#,ე-L 0, ?==1,...,1, (4.1) 

სადაც ჯ. არის / პარამეტრის მნიშვნელობა, რომელიც შეესაბამება 

მოცემულ წერტილს, ახლა თუ (3.1) განტოლებას წევრ-წევრად გამო- 
ვაკლებთ (4,1) ტოლობებს, მივიღებთ 

XI--XI9) = LI(1– ა), 1=1, 2, ..-, 1, (4.2 

რომელიც წარმოადგენს საძიებელი კონის განტოლებას, კონის ყოველ 
კონკრეტულ წრფეს შეესაბამება #, X;,---, #- რიცხვების გარკვეული 
მნიშვნელობანი და პირიქით. 

2. ვიპოვოთ ორ მოცემულ წერტილზე გამავალი 
წრფის გან ტოლება. ვთქვათ, 1 სივრცეში მოცემულია ორი
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წერტილი MVIVVII), XC)...» XI) და Mრიყი, ჯაზ... XI). ამ წერ- 
ტილებზე გამავალი წრფე ეწოდება ყველა იმ M წერტილის სიმრავ- 
ლეს, რომელთა (Xჯ,, X,,.-. Xი) კოორდინატები დააკმაყოფილებს სის- 
ტემას 

XL5= XI) -L(CჯCI)-–- XI), §=1, 2,..., 4, (4.3) 

სადაც 1 პარამეტრი იცვლება –– ლ-დან + C-მდე. 
თუ (4.3) სისტემიდან გამოვრიცხავთ 1 პარამეტრს, მივიღებთ მო- 

ცემულ წერტილებზე გამავალი წრფის კანონიკურ განტოლებას 

  

I-ს)  სც-X _ _ X–-ჯ) 
უქ) ე) (0 ჯ(2)-- 1) 

ყველა იმ # წერტილის სიმრავლეს, რომელთა Xჯ» Xა,.-·-Xი კო- 

ორდინატები აკმაყოფილებს (4.3) სისტემას, ამასთან 0=71<1 ეწოდე- 

ბა #)/20 მონაკვეთი. იგი ძევს MI) და #VCო წერტილებზე გა- 

მავალ. წრფეზე. 
3. შევადგინოთ ჯ#--1-განზომილებიანი იმ წრფივი 

L.-, მრავალსახეობის განტოლება, რომელიც #” სივ- 
რცის მოცემულ ჩ» წერტილზე გაივლის. 

ვთქვათ, მოცემულია წერტილები 
M#700ც10), XII),.. ” XVI), MIრMიექი, XII). · ა XI2)),..., 

MCC), XI)... XIი)). 

რაკი, მოყვანილი ამოცანის შესაბამისად, განტოლებათა (3.3) სისტემა- 

ში #=#-1, ამიტომ საძიებელი მრავალსახეობის განტოლებას შემდე- 
გი სახე ექნება 

Cთ+CX++.---+CX-=0, (4.4) 

რომელშიც 60, C.- სნ, კოეფიციენტები ისე უნდა განისაზღვროს, 

რომ L„_, მრავალსახეობამ გაიაროს მოცემულ წერტილებზე. ამისათვის,, 
ცხადია, ისინი უნდა გამოვთვალოთ სისტემიდან 

0ა+C0,X0)I-+C,XIII-+...+ C6,XI =0 ' 1=1, 2». (4.5) 
როგორც ცნობილია, როცა 

1. ჯი) ჯი)... ჯე) 

=. 1 XI) ჯო .... XI) 

1 ჯო ჯი. ,,, XII)



5, ეექტორები M-განზომილებიან სივრცეში 127. 
  

მატრიცის რანგი უდრის »-ს, მაშინ (4.5) სისტემას აქვს (მუდმივი- 
მამრავლის სიზუსტით) ერთადერთი ამონახსნი Cა, C,,---.,C, უცნობე- 

ბის მიმართ. ამოვხსნით რა (4.5) სისტემას ამ უცნობების მიმართ და 
შევიტანთ მათ მნიშვნელობებს (4.4) განტოლებაში, მივიღებთ Xი– ' 

მრავალსახეობის განტოლებას. იგი იქნება ერთადერთი. 

როცა # მატრიცის რანგი ჯ»-ზე ნაკლებია, მაშინ (4.5) სისტემას 
CV C);.·-· Cი უცნობების მიმართ აქვს ამონახსნების უსასრულო” სი– 

მრავლე. ამ შემთხვევაში არსებობს უსასრულო სიმრავლე სა, მრა- 

ვალსახეობებისა, რომლებიც გაივლიან მოცემულ წერტილებზე. 

4, მოვძებნოთ პირობა იმისა, რომ 75 სივრცის –-1- 

განზომილებიანი წრფივი L,_, მრავალსახეობა მოი- 

ცავდეს #--#განზომილებიან წრფივ LL, „ მრავალსა– 
ხეობას. 

ვთქვათ, 
C.X+CX%+----+CთიXგ=0 (4.6) 

არის ჩი, მრავალსახეობის განტოლება, ხოლო 

Cთ)X +CI)X+.. ·+CთXაე=0, 1ტხ=1, 2,. '“X ტ.7 

#ი-ს მრავალსახეო ბის განტოლება. რაკი. I-ს = “ჩი -- ამიტომ · 

X-ს X. კოორდინატების ის მნიშვნელობანი, რომლებიც (4.7) სის- 

ტემას აკმაყოფილებენ, დააკმაყოფილებენ აგრეთვე (4.6) განტოლება– 
საც. სხვანაირად, (4.6) განტოლება "შედეგია (4.7) სისტემისა, ე. ი· 
Cის C:-·სC, კოეფიციენტები წრფივად გამოისახება (4.7) სისტემის 

კოეფიციენტებით: 
CI=–#C,+7:094+·..4+76CLC ჯ=1, 2... % (4.8) 

სადაც 2,...., #,--წრფიკი დამოკიდებულების ვოეფიციენტებია. ამრი- 

გად, როცა (4.6) და (4.7) განტოლებების კოეფიციენტებისათვის შეს- 
რულებულია (4.8) პირობები, მაშინ ჩე, მრავალსახეობა მოიცავს 

ჩიას მრავალსახეობას. 

§ 5, ვექჟტოტები ი-განიომილებიან სივრცეში 

ავიღოთ II სივრცემი ორი წერტილი /IVXXII), XI),..., XI) და 
#/ (იი, »(2),...,ფ(2)). ერთ-ერთი მათგანი მივიჩნიოთ MI) MI(9) მონაკვე– 

თის საწყის წერტილად, ხოლო მეორე –– ბოლო წერტილად. მაშინ 

MI MC მონაკეეთს გარკვეული გეზი ენიჭება და ამ შემთხეევაში მას 

ქექტორი ეწოდება. ცთქეათ, 71) არის MI) ჟ7/() მონაკვეთის საწყისი 

წერტილი, MIრC-–-ბოლო წერტილი, მაშინ ამ ვექტორს M0) M#Mთ. სიმ-
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ბოლოთი აღნიშნავენ, რიცხვებს 0) ა, ჯი XI). .., XIV) -- ჯი) 

ეწოდება 'Mოიჯჯო ვექტორის კომპონენტები, ზოგჯერ მოხერხე- 

ბულია ვექტორი ერთი ასოთი აღენიშნოთ, მაგალითად, XL-თი, ან 0- 

თი და ა შ. ვექტორი XL, რომლის კომპონენტებია X,, X».--,X,, აღი–- 

ნიშნება ##=C0, X-ს X-) სიმბოლოთი. ორი ვექტორი ურთიერთ- 

ტოლია, თუ მათი შესაბამისი კომპონენტები ერთმანეთის ტოლია. ისეთ 

ვექტორს, რომლის ყველა კომპონენტი ნულია, ეწოდება ნულოვანი 

ვექტორი, ქვევით ნულოვან ვექტორს აღენიშნავთ 9-თი. 

MM 20 მონაკვეთის სიგრძეს ეწოდება 1#/0) MC) ვექტორის სი- 

გრძე და აღინიშნება | MVMVVI! სიმბოლოთი. თუ შემოვიღებთ აღნი- 

შვნებს 6= M0)Mრ, X,=»45--)), X,=კ4--ქს,, – X.=X0)--ჯ49), 

მაშინ 
  

| CV/ X1+X1+--.4 X8. 

§ 6, არითმეტიკული გოქმედებანი ვექტორებჭე 

თუ »X ვექტორის საწყისი წერტილი ნებისმიერად შეიძლება იქნეს 

აღებული 7 სივრცეში, მაშინ მას ეწოდება თავისუფალი ვეჭტორი. 

მოცემულია ვექტორი ნიშნავს, რომ მოცემულია მისი კომპონენტები. 

შემოვიღოთ ვექტორთა ჯამის ცნება. ვთქვათ, მოცემულია ორი #X= 

=(X.ა X,.. Xა) და 6=(X#,, IX-X ა) თავისუფალი ვექტორი. # 
ვექტორის საწყისი ავიღოთ MI, წერტილში, ხოლო ბოლო--// 

წერტილში, 0ი ეექტორის საწყისი წერტილი მოვათავსოთ ჩი ვექტო- 

რის ბოლო “/.! წერტილში, ხოლო მისი ბოლო წერტილი იყოს 

M2თ.X და 0 ვექტორების ჯამი +0 ეწოდება MC) M20) ვექტორს. თუ 

#X+0 ვექტორის კომპონენტებს #,. 2,,...,2 გ რიცხვებით აღვნიშნავთ, 
მაშინ გვექნება 

2X.=2%)+VXI 2:=%:+X ც-·2.=X.+VXV, 

რაკი განსაზღვრული გვაქვს ორი ვექტორის ჯამი, ანალოგიურად 
განისაზღვრება სასრული რიცხვის ვექტორების ჯამიც. თუ მოცემულია 

ვექტორები 

ჯ,=(XI), XV)....,X0), ჩ,=(X>, XC,..,X6C),..., 

IL=(XC, ჯო... XXI),



§ 6, არითმეტიკული მოქმედებანი ვექტორზე 129 
  

რომელთა ჯამი იყოს #=(ჯV Xა.· ს >), მაშინ გვექნება 

ს) M » 

X.)= 1, XC), 2X%გ= 2, XI. .5%ი = 2, XI. 

25 #51 #51 · 

ქექტორთა ჯამს აქვს შემდეგი მარტივი თვისებები: 

1. -+L 0= 0+ #, ე. ი. ვექტორთა ჯამი დამოუკიდებელია შეკრე- 
ბის რიგისაგან. ამ თვისებას ვექტორთა შეკრების კომზუტა- 

ტიურობის კანონი ეწოდება. 

2. ნებისმიერი სამი X, 0 და # ვექტორისათვის ადგილი აქვს 

ტოლობას: (6+C0)+–--#=#+(0+1), რომელსაც ვექტორთა შეკ- 
რების ასოციატურობის კანონი ეწოდება. 

ახლა განვსაზღვროთ ვექტორისა ღა რიცხვის ნამრავლი. რაიმე 7 

რიცხვისა და =(X,, X,,- ა Xა) ვექტორის ნამრავლი (ან X ეექტო– 

რისა და 7» რიცხვის ნამრავლი) ეწოდება ისეთ 0 ვექტორს, რომლის 

კომპონენტები მიიღება ჯ ვექტორის კომპონენტების ჩ» რიცხვზე გამ- 

რავლებით, ამ შემთხვევაში წერენ 

0=2.= XI. 
განსაზღვრის თანახმად 

0=0.X,, XX. · ა Xი). 

რიცხვისა და ვექტორის ნამრავლისათვის შესრულებულია შემდეგი 
ტოლობები: 

1) ნებისმიერი ნამდვილი 7» ლდა ს რიჯხვებისათვის ადგილი აქვს 
ტოლობას: 

XLI) =(0)#6 . 
ეს ტოლობა გამოსახუს გამრავლების ასოციატურობის 
კანონს. | 

2) ნებისმიერი », XL, 7, ქექტორებისათვის გვაქვს 

(-+ს)ნ=2+ს, XI,+#,) =X,+2#, 
რომელიც წარმოადგენს გამრავლების დისტრიბუტიულობის 
კანონს, 

3) 1, 8=X; 

9 ვლ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე



1980 თავი IV. მრავალგანზომილებიანი სიერცის ზოგიერთი საკითხი 

  

4, 0- =8 ყოველი  ვექტორისათვის, სადაც 0 ნულოვანი ვექ- 

ტორია; 

5. თუ X=8 და XL +ნ; მაშინ X=0; 

6. +0=0+X=X ყოველი X ვექტორისათვის. 
ვექტორი (–-1)X აღინიშნება –- ჩ სიმბოლოთი და მას ჯL გექ- 

ტორის მოპირდაპირე ვექტორი ეწოდება. ცხადია, თუ ს=(X,X.,... 

ჯე, მაშინ – ს=(–-X,–-X,....,-– X-). 
აგრეთვე ცხადია, რომ 

X+(-–-X)=%. 
ორი I. და XL ვექტორის #ჯ–XL) სხვაობა ეწოდება ისეთ » ვექ- 

ტორს, რომელიც შეკრებილი 7, ვექტორთან გვაძლევს #, ვექტორს. 
მაშასადამე, #X ვექტორი აკმაყოფილებს განტოლებას 

L+X =7.. (6.1) 

ადვილად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 

ჯ=L,+(–L»- (6.2) 
მართლაც, თუ (6.1) განტოლებაში ჯ-ს ნაცვლად შევიტანთ, +(–-#) 

გამოსახულებას, მივიღებთ 

L.+IL,+(C–))=L,+|C–ს)+,)=(#, + (–L,)) + 

+, =მ+X,=X,. 

მაშასადამე, +) ვექტორი არის (6.1) განტოლების ამონახსნი 
და ამიტომ მართებულია (6.2) ტოლობა, ამრიგად. 

X+-სა=L,-X,. 

§ 7. ჭექტორთა ბაგისა და რიცხვის ვეკტორ%ზე ნამრავლის 
თვისებები 

_ ვთქვათ, მოცემული. ორი ქექტორი ს=(Xჯ., XI... Xო) და 

0 =(X., I.,...,I”). იტყვიან, რომ ჯ და 0 წრფივად დამოუ- 
კიდებელი მექტორებია, თუ ნებისმიერი ნამდვილი 7. რიცხვისა- 

თოვის X0-–-- #6. პირიქით, თუ არსებობს ნამდვილი რიცხვი X ისეთი,



§ 7. ვექტორთა ჯამისა და რიცხეის ვექტორზე ნამრავლის თეისებები 131 
  

რომ X0-–- #6=8წ, მაშინ და 0-ს ეწოდება წრფივად დამოუკი- 

დებელი ვექტორები, 
თეორემა 1. მართებულია უტოლობა 

2XIX,<I17XII0I, (7.1) 
ჯ=1 

ამასთან ტოლობას. ადგილი აქვს მაშინ და ი მხოლოდ მა- 

შინ, როცა წ. და 7) წრფივად დამოკიდებული ვექტო- 

რებია. 

ცხადია, თუ X და 0 წრფივად დამოკიდებული ვექტორებია, მა– 
შინ (7.1) ფორმულაში ადგილი აქვს ტოლობას. პირიქით, თუ (7,1) 

ფორმულაში ავიღებთ ტოლობას, მაშინ # და ი აღმოჩნდება წრფი- 

ვად დამოკიდებული ვექტორები. 
ახლა ვთქვათ, > და 0 წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორებია, 

მაშინ გვექნება 

0<|X0C-–-LI?= 5%) 07, – Xა1= 
(51 

= V სა III-– 2 %' XIXIL ჯ XI. 
(=1 (121 ჯ«1 

აქ ტოლობის მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენს #-ს მიმართ კვადრატულ 

სამწევრს, რომელსაც, პირობის ძალით, არა აქვს ნამდვილი ფესვები. 

მაშასადამე, სამწევრის დისკრიმინანტი უარყოფითია, ე. 0. 

(> XX )- ჯ' XI % X1<0. 
აო 5 (51 

აქედან მივიღებთ (7.1). 

თეორემა 25. ნებისმიერი » და 0 0 ვექტორებისათვის 

მართებულია უტოლობა 

|I7+9|ლILI+I0I. “0.2 
მართლაც, გვაქვს · 

– – ჩ » ჩი » 

I+0 '= 2 (%+X0მ = 3) X1+2 9) X-XI+ V' X1< 
ჯ=1 ჯ=1 (91 ("1 

<I| ბ-65|XLIICI +1I 0|ბპ=(| CI +I 61,
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საიდანაც გამომდინარეობს (7.2). I 

თეორემა 8. ნებისმიერი » რიცხვისათვის მართებე- 

ლია ტოლობა – 

IX”) =12III. 
დასამტკიცებლად საკმარისია შევნიშნოთ, რომ რაკი X6= 0XV 

2X>.·.. #% ი) ამიტომ 
- 

'IXLI = V სა 0. Xი" -V # XX) =IXII XI. 
(=1 (5=1 

§ 8. ო“რი ვექტორის სპაალარული ნაზრავლი 

L=(X., ლ XV) და 0=(V,, 713." Xი. 

ვეჭტორების სკალარული ნამრავლი ეწოდება 1, X,X, რიცხვს და 

(51 

აღინიშნება სიმბოლოთი 
M 

(L, 0)= 2. X, XI. 

მოვიყვანოთ სკალარული ნამრავლხს რამდენიმე მნიშვნელოვანი 

თვისება, | 

წინასწარ შევნიშნოთ, რომ (ჯ, X)>0, ამასთან (», L)=0 მაშინ 

და მზოლოდ მაშინ, როცა X=9. გარდა ამისა, ცხადია, , 

ILI=V/ C, L). 
ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა 4, ნებისმიერი.» და 0 ვექტორებისათვის 

მართებულია ტოლობა 

(ნ, 01=(0, X). 
მართლაც, გვაქვს 

(ნ, 0)= 2X# XV= ა X,X =(6, X». 
(1 

თეორემა წ. ი ნებისმიერი ნამდეილი > რიცხვისათვის 

მართებულია ტოლობა 

0.ჩ, 0)=(L, X0)= XV, 0).



§ 9. კუთხე ორ ვექტორს შორის 133 
  

წინა თეორემის ძალით საკმარისია დავამტკიცოთ ტოლობა 

' ი.ნ, 0)=XX, 0). 
ეს უკანასკნელი კი გამომჯინარეობს შემდეგი ტოლობიდან 

ჩ M 

0.დ, 0)= %, (.X0XXI=X %, XXI = XX, 0). 
151 (=1 

თეორემა 8. ნებისმიერი ჯ#,=(XI), XV),..., XXVI), #,= 
=(XIV>, XV0I),.... XII), 0=(X,, 'ი Xი) ვექტო რებისათვის 

მართებულია ტოლობა (X,+X,, 0)=(X,, 0)+(#-, 0)- 
თანახმად სკალარული ნამრავლის განსაზღვრისა, გვაქვს 

(0ნ,+X,, თ0C= 3)(XIს)+XV)XL= 3) XIIIXI+ 
ჯ=1 ჯ=1 

+ 2, XIIV,=(#,. 0)+(X,, მ). 
(1 

შედეგი. თუ 0, 0, და X ნებისმიერი სამი ვექტორია, მაშინ 

(დ, 0,+0)=C, 0ა+ (წ, 0». 
თეორემა 7, ნებისმიერი X და 0 ვექტორებისათვის მართებულია 

ტოლობა 

  

I+6L-I6- 0. 
მართლაც, გვაქვს 

IნC+0|)'=(L+0, X+Cთ=(ნ60, 2)+2(0, C)+(0, 9). 
და 

|I6C-–- 0 |1=(C, L)-2(6, C)+(0, 0). 
თუ პირველ ტოლობას გამოვაკლებთ მეორეს და _ შედეგს გავყოფთ 

ოთხზე, მივიღებთ (8.1). 

§ 9, კუთხე ორ ვეძტორს ფორის 

ფთქვათ, ნ=(X, 2-ს 2%+7ი) და 0=(V, 7». XI) მოცემული 

არანულთვაწი ვექტთრებია. 3. კუთხეს, რომლის კოსინუსი განსაზღვ- 

რულია ტოლობით
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  0608 8-= 14 თ _ “ ; (9.1) 
IXII CI (2 XII (>. ”" 

L=1 651 

ეწოდება X და 0 ვექტორებს შორის კუთხე, 
რაკი (7.1) უტოლობის ძალით 

I(ნ, 0)|<1XLIICI 

და » და (#0, ამიტომ (9.1) უტოლობას აქვს აზრი, შევნიშნოთ, 
რომ თუ შესრულებულია პირობა 0=3-=%, მაშინ (9.1) ტოლობით 

ცალსახად განისაზღვრება # კუთხე. იმ შემთხვევაში, როცა §- ”, 

ე. ი., როცა 
· · 

(ს,0)= 2, XLXI)=0, 
(51 

X და 0 ვექტორებს ურთიერთმართობული ეწოდება. 

§ 10, ერთეული ვექტოტები 

ავიღოთ #" სივრცეში ისეთი - ვექტორი, რომლის სიგრძე L2I =1. 

ამ შემთხვევაში 6 ვექტორს ეწოდება ერთეული ვე ქტორი. მაგა- 

ლითად, ვექტორები 

ი,=(1,0,0,..., 0), 

4.=(9, 1,0, ..., 0), 

6,=(0, 0, 0, ..., 1). 

ერთეული ვექტორებია, ამასთან ისინი ურთიერთმართობულია, ვექტორ- 

თა #6, 6, ·., 6. სისტემას ეწოდება #, სივრცის ორთონორმი- 
რებული ბაზისი. მოვდოთ ეს ვექტორები 0(0, 0, ...,0) წერტილ– 

ზე და ყოველ მათგანზე გავავლოთ წრფე, რომელსაც მივანიჭოთ ”შე– 

საბამისი ერთეული ვექტორის მიმართულება. მიღებული ღერძები 

აღვნიშნოთ სათანადოდ 0X, 0X,....,0X,. ისინი ურთიერთმართობულია
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და იკვეთება 0 წერტილში, რომელსაც ვუწოდოთ კოორდინატთა 

ათავე. 

ამრიგად, მსგავსად ორი ან სამგანხზომილებიანი სივრცისა, #% სივ- 
რცეში შეგვიძლია განვიხლოთ კოორდინატთა ღერძების 0X1X..-X 
სისტემა, 

ორ წრფეს ვუწოდოთ ურთიერთპარალელური #" სივრცეში, 

თუ მათზე მდებარე ერთეული ვექტორები ტოლია ან მოპირდაპირე. 

_ თეორემა 7. #7 სივრცეში მდებარე ყოველი ვექტორი 

ჯ=(X, X.···Xი) შეგვიძლია დავშალოთ ორთონორმი- 

რებული ბაზისის მიხედვით შემდეგნაირად: 

ს=X,60+Xენ+.--+- Xენი. 

მართლაც, გვაქვს _ _ 

XI. ტ,==(X,,0,0,. .. 0), 4%:5 = 

=0, X., 0, ...,0),..-, #,6„=(0, 0, 0,..., X,). 
ამიტომ 

X,-+X6+ -.·+ #ანე=(7), X„.. Xი)–X 

და თეორემა დამტკიცებულია" 
აღვნიშნოთ » და ი; (L=1, 2. -.-, #) ვექტორებს შორის კუთხე დ;- 

თი, მაშინ (9.1) ტოლობის მიხედვით, გვექნება 

იი8 დგ=. "ა, 
| XIII 

ვინაიდან (ნ, «.)=X., და 14 I =1, ამიტომ 

«08 ყ,=- 2" == 2... (=1, 2... ჩ). 

(წს ,., + 
(2XI (=1 

ამ ტოლობებით განსაზღვრულ ი08 დ სიდიდეებს ეწოდება > ვექტო- 
რის მიმართულების კოსინუსები. შევნიშნოთ მიმართულების; 

კოსინუსების შემდეგი თვისება: 

?, 005? დ, =1. 
(=1 

ამრიგად, X ვექტორის მიმართულების კოსინუსების კვადრატების ჯამი 

უდრის ერთს.



§36 თაჟი IV. მრავალგანზომილებიანი სივრცის ზოგიერთი საკითხი 
  

§ 11. წრფივად ღამოუკიღდღებელი ვექტორების სისტემა 

ზევით (იხ. § 7) გავეცანით ორი წრფივად დამოუკიდებელი ვექტო- 
რის ცნებას, ახლა იგივე საკითხი შევისწავლოთ უფრო დაწვრილებით, 

ვთქვათ, მოცემულია ვექტორთა სისტემა I), მე... L., რომელთა 

რიცხვია #. ვიტყვით, რომ #, სივრცის რაიმე » ვექტორი წრფივად 
გამოისახება მოცემული სისტემის ვექტორებით, თუ არსებობს 

ნამდვილი რიცხვები 2,. X., ..., XX, ისეთი, რომ ადგილი აქეს ტოლო- 

ბას 

ჯX= 2, »X.. 
(51 

ვექტორთა მოცემული სისტემა Lს ა... ჩი წრფი- 

ვად დამოუკიდებელია, თუ სისტემის არც ერთი ვექტორი წრფი- 

ვად არ „გამოისახება დანარჩენი I-II ვეჭტორის საშუალებით. » 

რიცხვს ვექტორთა სისტემის რანგი ეწოდება. 

თუ ვექტო რთა მოცემული სისტემა მოიცავს არანაკლებ #< »: ვექ- 

ტორს, რომელთა საშუალებით წრფივად გამოისახება დანარჩენი #-–-# 

ვექტორი, მაშინ იტყვიან, რომ მოცემული სისტემის ვექტორები 

წრფივად დამოკიდებულია. ამ "შემთხეევამი ვექტორთა მო- 

ცემული სისტემის რანგი უდრის #. . 

გამოვიყვანოთ ვექტორთა სისტემის წრფივად დამოუკიდებლობისა 

და წრფივად დამოკიდებულების, პირობები. · 

გთქვათ, L,=(X( , XII,..., Xჯ4), სადაც 1=1, 2, ·.. 7. თუ 

ვექტორთა მოცემული სისტემა წრფივად დამოკიდებულია, მაშინ არსე- 
ბობს რიცხვები 2,, X.,...,ჯ), ისეთი, რომ 

MI MM = = 

21 >9, 2,ნ,C სც, (11.1) 

სადაც წ არის I” სივრცის ნულოვანი ეექტორის 

დავშალოთ სისტემის ყოველი ვექტორი სივრცის ოოთოძოოძიოე- 
ბული ბაზისის მიხედვით: 

· (/) 

17,= ს ჯა 0), 1=1, 2,....#» 

I=1 

და ჩავსვათ (11.1) განტოლებაში, მივიღებთ
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· 
თ ”ი M LI) » 

2, », X, == 2, #I 2, XI) 6,= > 2, 0 XIV) 6,=მ. 
#51 (1 /5=1 151 /=1 

საიდანაც გვექნება 

” 

1) 2 X))=0, 1=1, 2, ..,ჩ. (11.2) 
(51 

განვიხილოთ (11.2) სისტემის თავსებადობის შესაძლო შემთხვევები, 

1". ვთქვათ, თ: >». დავამტკიცოთ, რომ ამ შემთხვევაში (11.2) 

სისტემას უსათუოდ ექნება არატრივიალური ამონახსნი 7), 2,.-., 2» 

უცნობების მიმართ. მართლაც,. განვხხილოთ დეტერმინანტი 

ჯი ჯი .ა, ჯო 

ა= XI ჯო .. ჯღო 
ჯო ჯი)... XV) 

თუ #=0, მაშინ (11.2) სისტემაში დავუშვათ, რომ 7» ,,=7.4)2 = 

=...=7,=0. ამით (11.2) სისტემიდან მივიღებთ განტთლებათა ისეთ 

ერთგვაროვან სისტემას, რომლის სისტემის დეტერმინანტი #=0. რო- 
გორც ცნობილია, ასეთ სისტემას აქვს არატრივიალური ამონახსნი. ეს 

იმას ნიშნავს, რომ ვექტორთა მოცემული სისტემის უკვე პირველი X# 

ვექტორი წრფივად დამოკიდებულია, 
თუ #50, მაშინ (11.2) სისტემაში დავუშვათ, რომ 2,.4,=1, ხო– 

ლო 2.,,,კ=7გ43ვ=.-.=#ცუ=0. განტოლებათა (11.2) სისტემიდან მივი– 

ღებთ არაერთგვაროვაჩ სისტემას, რომლის სისტემის დეტერმინანტი 

განსხვავებულია ნულისაგან. ასეთ სისტემას ექნება .არატრივიალური 
ამონახსნი დანარჩენი »,, X,,...,#-ე უცნობების მიმართ. ამრიგად, 77 

სივრცეში »+1 ვექტორისაგან შედგენილი ყოველი სისტემა წრფივად 

დამოკიდებულია. ეს იმას ნიშნავს, რომ თუ #L,, L,,...,ს, წრფივად 

დამოუკიდებელი ვექტორებია, მაშინ #M სივრცის ნებისმიერი ჯ ვექ– 

ტორი გამოისახება მათი წრფივი კომბინაციით: 

–_ (ა – 

#= ს) წ,L, 

ჯ5 

სადაც 6, გარკვეული რიცხვებია. 
8". გთქვათ X=ჯ. ამ შემთხეევაში (11.2) სისტემის არატრივია- 

ლური ამონახსნის არსებობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

-
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#6=0. სხვანაირად, ვექტორთა მოცემული სისტემი“ წრფივად დამოუ- 
კიდებლობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ 470. 

8", ახლა ვთქვათ »1<7», ე. ი. (11.2) სისტემაში განტოლებათა 

რიცხვი აღემატება უცნობთა რიცხვს. ასეთი სისტემის არატრივიალური 

ამონახსნის არსებობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ სისტე- 
მის რანგი იყოს ჯ-ზე ნაკლები. ამრიგად, ვექტორთა მოცემული სის–- 

ტემის წრფივად დამოუკიდებლობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, 
რომ (11.2) სისტემის მატრიცის ერთ-ერთი », რიგის დეტერმინანტი 

განსხვავდებოდეს ნულისაგან. 

§ 12, ”-განომილებიანი ხეგმენტი ღა სფერო 

განვიხილოთ ნამდვილი რიცხვები ი,, ხ,; ძ;, ხ;:---: რე, ხა, სადაც 

ი!<ხ (1=1,2,..., #)- 

»-განზომილებიანი I=Lი,, ხი თი, ხ-- ძი, ხი) სეგ- 
მენტი ეწოდება ყველა იმ (X0 X-ს Xი) C XI" წერტილის სიმრა– 

ვლეს, რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებს უტოლობებს“ 

ი(=XL=ხ, (=1, 2..--, I), 

ხოლო »-განზომილებიანი 71=)ი,, ხეც ძე, ხე::-·· ძე ხე, ინ- 

ტერვალი არის ყეელა იმ (>,, X,---X„) C ი, წერტილის სიმრავ- 
ლე, რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებს უტოლობებს 

ი,<X<ხ,. ((=1, 2)... #)- 

"კერძოდ, როცა #=1, მაშინ ILI=L9ი, ხ) სეგმენტი წარმოადგენს 

ი, და ხ, რიცხვებს შორის მოთავსებული ყველა ნამდვილი რიცხვის 

სიმრავლეს, რომელსაც იძ, და ხ, რიცხვებიც ეკუთვნის, ხოლო I =1თ,, 

ხ,( ინტერვალია ი, და ხ, რიცხვებს შორის მოთავსებული ნამდვილი 

რიცხვების სიმოავლე, რომელსაც. არ ეკუთვნის თ, და ხ, რიცხვები. 

თუ »=2, მაშინ IL =(ი,, ხ,; იე, ხა! სეგმენტი იქნება მართკუთხე– 
დი, რომლის გვერდები კოორდინატთა ღერძების პარალელურია, ხოლო 
1=Iთ ხ,; ძე. ხე| ინტერვალი მართკუთხედია, რომლის გეერდები კო- 
ორდინატთა ღერძების პარალელურია, ამასთან მართკუთხედის გვერდე- 
ბზე მდებარე წერტილები მას არ ეკუთენის, 

6=(6) 0»--, ნი) წერტილს, სადაც 

იI+ხ, 

_ 2 

ვუწოდებთ 1 სეგმენტის (L ინტერვალის) ცენტრს, 

0, = (1-1, 29,..., თ).
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(ნ,––ი,)(0ე––ძ)· · ·(Cხი–ძი) 

გამოსახულებას კი 1 სეგმენტის (LI ინტერვალის) ფართობს და მას 

აღვნიშნავთ III ან | II) სიმბოლოთი. 

=-განზხომილებიან სივრცეში #-რადიუსიანი სფერო, ცენტრით 
0=(0), 0, ··ა ლი) ეწოდება ყველა იმ” (X,, X, «--, Xი) წერტილის სიმრა 

ვლეს, რომელთა კოორდინატები აკმაყოფილებს უტოლობას 

ჯ»M 

1, ხყე–- 6), 
151 

ხოლო ყველა იმ (X, X,,-.· X.) წერტილის სიმრავლეს, რომლებიც 

აკმაყოფილებს უტოლობას 

2, (X--6ე1<7 
51 

– ღია სფერო, დ ცენტრით და ჟ რადიუსითა 

ყველა იმ (X,, Xი, ·-·, ჯა) წერტილის სიმრავლეს, რომელთა კოორ– 

დინატები აკმაყოფილებს განტოლებას 

?, (X,-––0,)1=ჯ2 
(51 

ეწოდება სფერული ზედაპირი. 

ერთგანზომილებიან სივრცეში სფეროს წარმოადგენს რიცხვითი 
წრფის მონაკვეთი, ხოლო მისი საზღვარია ამ მთნაკვეთის ბოლო წერ- 

ტილები. 

ორგანზომილებიან სივრცეში სფერო არის წრე, მისი საზღვარი კი 

წრეწირია. 

'§ 13. წერტილის მიდამო. 

ჩი სივრცის M# წერტილის მართკუთხოვანი მიდამო ეწო- 

დება /- წერტილის შემცველ ყოველ ჯ-განზომილებიან ინტერვალს, 

ხოლო ამავე წერტილის სფერული მიდა მო M# წერტილის შემც- 

ველ ნებისმიერ ღია სფეროს. 

ცხადია ერთსა და იმავე წერტილს აქეს უამრავი როგორც მართ- 
კუთხოვანი, ისე სფერული მიდამო. 

თეორემა 8. თუ, 8 არის M# წერტილის „ რადიუსიანი 

სფერული მიდამო, მაშინ არსებობს ამ წერტილის მარ- 
' კუთხოვანა მიდამოც, რომლის ყველა წერტილი # მი- 

დამოს ეკუთვნის.
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დამტკიცება, ვთქვათ, § სფეროს ცენტრია ე წერტილი. რა: 
კი M# ღია 8 სფეროს წერტილია და 7#/აე მისი ცენტრი, ამიტომ 

=#-0(M, #Xძ>9. 

ახლა განვიხილოთ § რადიუსიანი ღია §" სფერო ცენტრით # 

წერტილში. ადვილად დავინახავთ, რომ §" სფეროს ყოველი წერტი- 
ლი 5 სფეროს ეკუთვნის. მართლაც, 5" სფეროს ნებისმიერი #" წერ- 

ტილისათვის გვაქვს 

0(Mე. M")=0(#,, 1/)+606C(M, MI?) < 0-(M-ა, II)+6=+. 

მაშასადამე, #" C 8. 

ვთქვათ, M წერტილის კოორდინატებია C), C:,:··, 6,+ განვიხილოთ 

შემდეგი »-განზომილებიანი ინტერვალი: 

  

  

    1I1=|–- –––-, . “აივ რა ბი =-. I. რ. თ ი» ამას 
ამ ინტერვალის ცენტრია # წერტილი და, მაშასადამე, ეს. ინტერვალი 

M#M# წერტილის მართკუთხოვანი მიდამოა. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ 7 C= 8". ამისათვის ავიღოთ I  ინტერვა- 

ლის ნებისმიერი ჯ»=(»,, X,-·· X.) წერტილი. მართებულია ”შემდუგი 
უტოლობები 

  

ია წევი <X<060+ 
MM V» 

  (1=1, 2,..., 2), 

ანუ, რაც იგივეა, 

ს სი– თ)<-ხ- (§=1, 2, ..., ჯ). 
# - 

ამ უკანასკნილი უტოლობების გამოყენებით მივიღებთ 

ი» 2 
0(M, უ)= 2, (I-ი) < V "+ » =6. 

· (51. . # 

მაშასადამე, »C8"C8.' 

ამრიგად, I ინტერვალის ყოველი წერტილი 8 სფეროს ეკუთენის, 

ე. ი. IC 5. თეორემა დამტკიცებულია, 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ თუ მოცემულია # წერტი- 
ლის რაიმე მართკუთხოვანი IL მიდამო, მაშინ მოიძებნება ამავე 
წერტილის ისეთი სფერული § მიდამო, რომელიც 1 მიდამოში მოთავ- 
სდებას
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როგორც ვხედავთ, აღებული # წერტილის ყოველი „მართკუთხო- 

ვანი L მიდამოსათვის არსებობს ამავე წერტილის ისეთი სფერული § 

მიდამო, რომელიც 7 მიდამოშია მოთავსებული და, პირიქით, # წერ– 

ტილის” ყოველი სფერული 5 მიდამოსათვის არსებობს ამავე წერტი- 

ლის მართკუთხოვანი I მიდამო, რომელიც მოთავსებულია 8 მიდა- 
მოში.. 

შემდეგში გამოვიყენებთ ზოგჯერ წერტილის სფერულ მიდამოს, 
ზოგჯერ კი მართკუთხოვანს. 

§.14. ჩაქეტილი და ღია ხიმრავლეები 

#5 სივრცეში ავიღოთ წერტილთა უსასრულო X# სიმრავლე. ამ 

სივრცის რაიმე ჯ წერტილს ეწოდება # სიმრავლის დაგროვების 

წერტილი, თუ მისი ნებისმიერი მიდამო შეიცავს # სიმრავლის წერ- 

ტილთა უსასრულო სიმრავლეს. თვითონ ჯ წერტილი შეიძლება ეკუ- 

თვნოდეს და შეიძლება არ ეკუთენოდეს ჯ; სიმრავლეს. 

თუ სიმრავლე შეიცავს ყველა თავის დაგროვების წერტილს, მაშინ 

მას ჩაკეტილი სიმრავლე ეწოდება. მაგალითად, ყოველი სეგმენ- 

ტი ჩაკეტილი სიმრავლეა. 

ჯ სიმრავლის ყველა დაგროვების წერტილის სიმრავლეს წარმო– 

ებული სიმრავლე ეწოდება დღა იგი X" სიმბოლოთი აღინიშნება. 

# ს # სიმრავლეს ეწოდება # სიმრავლის ჩაკეტვა და აღინიშ- 

ნება ს სიმბოლღთი. 

# სიმრავლის რაიმე ჯ წერტილს უწოდება განმხოლოებული 

წერტილი, თუ არსებობს ამ წერტილის ისეთი მიდამო, რომელიც 

არ შეიცავს # სიმრავლის არც ერთ წერტილს, გარდა თვით ჯ წერ- 

ტილისა. მაშასადამე, განმხოლოებული წერტილი არ შეიძლება იყოს 
დაგროვების წერტილი XX სიმრავლისათვის. 

#9 სივრცის რაიმე ა» წერტილს ეწოდება # სიმრავლის შიგა 

წერტილი, თუ მოიძებნება ამ წერტილის ისეთი მიდამო, რომელიც 

მთლიანად L სიმრავლეს ეკუთვნის. 

სიმრავლეს ღია სიმრავლე ეწოდება. თუ იგი შედგება მხოლოდ 

შიგა წერტილებისაგან. მაგალითად, ყოველი ო-განზომილებიანი ინტერ- 

ვალი წარმოადგენს ღია სიმრავლეს ი? სივრცეში. ასევე, თ»-განზომი- 

ლებიანი ღია სფეროც ღია სიმრავლეა #9? სიერცეში. 

1. სივრცის რაიმე » წერტილს ეწოდება # სიმრავლის გარე 
წერტილი, თუ არსებობს ამ წერტილის ისეთი მიდამო, რომელიც 

არ შეიცავს # სიმრავლის არც ერთ წერტილს, ხოლო #0 სივრცის
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რაიმე (2 წერტილს ეწოდება # სიმრავლის საზღვრითი წერტი- 
ლი, თუ იგი არ არის # სიმრავლის არც შიგა და არც გარე წერტი- 

ლი. მაგალითად, თუ ჯL არის წრე, მაშინ X სიმრავლის საზღვრითი 

წერტილებია წრის კონტურის წერტილები. 
# სიმრავლის საზღვრითი წერტილების სიმრავლეს X "სიმრავლის 

საზღვართ ეწოდება. 

X#" სივრციდან აღებულ რაიმე X სიმრავლეს შემოსაზღვრუ- 

ლი ეწოდება, თუ არსებობს „-განზომილებიანი ისეთი სეგმენტი, რო- 
მელიც შეიცავს # სიმრავლის ყველა წერტილს 1. 

თეორემა 10. #. სივრცის ნებისმიერი # სიმრავლის 

საზღვარი ჩაკეტილი სიმრავლეა, 

დამტკიცება. # სიმრავლის საზღვარი აღვნიშნოთ ##კ-თი და 

განვიხილოთ X„ სიმრავლის ნებისმიერი დაგროვების წერტილი ჯ. მა- 

შინ ჯ წერტილის ყოველი 5 მიდამო შეიცავს #,/ სიმრავლის წერტი- 
ლთა უსასრულო სიმრავლეს. ვთქვათ, ყ. არის #„ სიმრავლის რაიმე 
წერტილი, რომელიც 8 მიდამოშია მოთავსებული. ცხადია, § წარმოა- 

დგენს აგრეთვე თ წერტილის მიდამოსაც. რაკი ყ არის # სიმრავლის 

საზღვრითი წერტილი, ამიტომ მისი § მიდამო შეიცავს როგორც 

სიმრავლის წერტილებს, ისე ისეთ წერტილებს, რომლებიც არ ეკუთვ- 

ნის # სიმრავლეს. მაშასადამე, » წარმოადგენს # სიმრავლის საზღე- 

რით წერტილს და ამიტომ »C #,. ამრიგად, #, სიმრავლე შეიცავს 

ყველა თავის დაგროვების წერტილს. ამით კ სიმრავლის ჩაკეტილო- 

ბა დამტკიცებულია. 
შედეგი, თუ #5 სივრცეში აღებულ ნებისმიერ Xჯ სიმ- 

რავლეს დავუმატებთ მის საზღვარს, მივიღებთ ჩაკე- 

ტილ სიმრავლეს, 
მართლაც, ყოველი ჯ წერტილი, რომელიც X ს XV სიმრავლეს არ 

ეკუთვნის, არის # სიმრავლის გარე წერტილი და. ამიტომ იგი არ 

შეიძლება დაგროვების წერტილი იყოს არც X და არც #ც სიმრავლი. 

სათეის, მაშასადამე, I; ს #ყ სიმრავლის ყველა დაგროვების წერტილი 

ამ სიმრავლეს ეკუთვნის. 

#" სივრცის წერტილთა რაიმე L, სიმრავლეს ტეხილი ეწოდება, 
თუ XL წარმოადგენს მონაკვეთთა ჯამს, ამასთანავე ამ მონაკვეთებიდან 
ყოველ მათგანს ერთი საერთო წერტილი აქვს რომელიმე სხვა მონა-“, 
კვეთთან, . 

1 ამ განსაზღვრაში M-განზომილებიანი სეგმენტის ნაცვლად, შეგვიძლია ავიღოთ 

უ-განზომილებიანი სფერო. ·
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X#" სივრცეში აღებული რაიმე ღია C სიმრავლეს ბმული სიმ- 

რავლე ეწოდება, თუ ამ სიმრავლის ყოველი ორი წერტილის შეერ- 
თება შეიძლება 6 სიმრავლეში მოთავსებული ტეხილი წირით. ბმულ 

ღია სიმრავლეს არე ეწოდება. 
თუ არეს დავუმატებთ მის საზღვრით წერტილებს, მივიღებთ წერ– 

ტილთა სიმრავლეს, რომელსაც დახურული არე ეწოდება. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ 

#სX#,=7#. 

§ 15, წერტილთა მიმღევრობა 

განვიხილოთ #” სივრცის წერტილთა მიმდევრობა 

M#, #2... #ჯ,-.. (15.1) 

ვიტყვით, რომ ეს მიმდევრობა კრებაღია M#" C #ჩ წერტილისაკენ, თუ 
ნებისმიერი 6>0 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური რიც- 

ხვი #, რომ 

ი(M", M,)<“0, როცა X>X. (15.7 

ამ შემთხევევაში დავწერთ 
110 #= M". 

თუ M#M,. და M#" წერტილების კოორდინატებია შესაბამისად 
Xტ, XV),...,XI) და. XI, X1,-·.Xე, მაშინ (15.2) უტოლობა შეგვიძლია 

ასე გადავწეროთ | 
  

# 

ჯგ სტ»: <. როცა #>X. 
(1 

თეორემა მ. წერტილთა (15.1) მიმდევრობა კრებადია 

M#" წერტილისაკენ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

112 XC) =VXჯ (§=1, 2,..., #M). (15.3) 

დამტკიცება. ჯერ დაუამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. 
ვთქვათ (15.1) მიმდევრობა კრებადია #/? წერტილისაკენ. მაშინ ნები– 

სმიერი 6>0 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური XV 
რიცხვი, რომ 

/ 1? აო». <6, როცა >» 

  

(=1
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აქედან გამომდინარეობს 

სურ) <6, როცა ხ>” (=1, 2, ·.., 7). 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ ადგილი აქვს (15.1) ტოლობებს, ამით პი- 
რობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ მართებულია 

(15.3) ტოლობები. ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის შეგვიძლია ვი- 

პოვოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი #, რომ ადგილი ჰქონდეს უტო- 

ლობებს | 

  

სახ 1) < –- , >), 06=1, 2,..., #), (15.4) 
% 

მაგრამ 

”” ი C , » 

0(M,, M"%) = ბე თხ) X < ?, IX" –-XIL. 
(=1 · (51 

აქედან, თანახმად (15.4) უტოლობებისა, გვაქ>ვს 

(CM. #%3)<§8, როცა L>I, 

1III #- გ => M". 
L-.= 

ამით პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

თეორემა 10. თუ (15.1) მიმდევრობა- კრებადია რაიმე 

#" წერტილისაკენ, მაშინ მისი ყოველი ქვემიმდევრო- 

ბაც კრებადია იმავე #" წერტილისაკენ. 

დამტკიცება. ეთქეათ, 

#ი,, 7, ვ.?შ"·“ M», „. (15.5 

არის (15.1) მიმდევრობის ნებისმიერი ქვემიმდევრობა. ნებისმიერი და– 
დებითი 6 რიცხვისათვის მოიჭებნება ისეთი ნატურალური V. რიცხვი, 

რომ 

0(Mა, #)<6, როცა V%>M. 

ახლა ავიღოთ ისეთი ნატურალური MM, რომ, როცა L> IM" ადგი 

ლი ჰქონდეს უტოლობას » „> XV, მაშინ 

9ი(M,,,M50<5, როცა #>XIX". (15.6) 
ამრიგად, ნებისმიერი დაღებითი 6 რიცხვისათვის ვიპოვეთ ისეთი 

ჯატურალური »V" რიცხვი, რომ ადგილი აქეს (15.6) უტოლობას. ეს
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კი იმას ნიშნავს, რომ (15.5) მიმდევრობა კრებადია #" წერტილისა- 

კენ. თეორემა დამტკიცებულია, 

თეორემა 11. ყოველ კრებად მიმდევრობას მხოლოდ 

ერთი ზღვარი აქვს. | : 

დამტკიცება, ვთქვათ, (15.1) მიმდევრობა, გარდა #" წერტი- 
ლისა, კრებადია მეორე I/%"' წერტილისაკენ. მაშინ ნებისმიერი 5>0 

რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური » რიცხვი, რომ 

ი(M,, M#") < --, 0(M,, M%9)< ->, როცა .>M. 

თუ M,. M#“, M"" წერტილებზე გამოვიყენებთ სამკუთხედის აქსიო 

მას და უკანასკნელ უტოლობებს გვექნება 

0(M", უ4"")=:0(M გ, M#")+0(M ე, #")<ას, როცა #>M. 

რაკი M#" და M“ გარკვეული წერტილებია, ხოლო 6-––ნებისმიერი' და– 

დებითი რიცხვი, ამიტომ უკანასკნელი უტოლობა შესაძლოა მხოლოდ 

მაშინ, როცა M"= #"". თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრა. წე რტილთა (15.1) მიმდევრობას ეწო- 
დება შემოსაზღვრული, თუ I#,, M,,.--,M ი...) სიმრავლე 

შემოსაზღვრულია. 

თეორემა 19. წერტილთა (15.1) მიმდევრობის შემოსა- 

ზღვრულობისათვის აუცილებელია და საკმარისი ისე- 

თი დადებითი 4 რიცხვის არსებობა, რომ ადგილი ჰქო- 

წდეს უტოლობებს 

| I XII) | ლ.4, 2=1, 2,.-.ე#; #=1, 2, 3,... (15.7) 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. 
ვთქვათ, (15.1) მიმდევრობა შემოსაზღვრულია, მაშინ არსებობს » 
განზომილებიანი ისეთი სეგმენტი (–- 4, 4; –“ 4, 4;...,-– 4, 4), რო- 
მელიც თავის შიგნით შეიცავს (15.1) მიმდევრობის ყველა წევრს, 
ამიტომ 

ტო –4<20<4, §=1, 2,...,#; M#=1, 2, 3...., 

ე. ი. მართებულია (15.7) უტოლობები. ამით პირობის აუცილებლობა 
დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობ კმარისობა. ვთქვათ, ადგილი აქეს 
(15.7) უტოლობებს. მაშინ ლი ამე 

“–- ქლXV)<4, 1=1, 2... ”; #=1, 2, ჰ,... 

10. გლ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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ეს იძას ნიშნავს, რომ ყოველი M#, წერტილი ეკუთვნის »-განზომილე- 
ბიან (–- 4, 4-–– 4, 4.4, 4) სეგმენტს, ე. ი. (15.1) მიმდევრობა 
შემოსაზღვრულია და თეორემაც დამტკიცებულია. 

თეორემა 18, წერტილთა ყოველი კრებადი მიმდევრო- 
ბა შემოსაზღვრულია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (15.1) მიმდევრობა კრებადია #" წერ- 

ტილისაკენ. მაშინ მე- თეორემის ძალით 

1100 XI = Xჯ “ (ჯ=1, 2...., X). 
ხ- თი 

ამიტომ არსებობს ისეთი დადებითი 4 რიცხვი, რომ 

Iჯოა I <4, 1=1,2,.., 9; #=1, 2, 3,... 

მაშასადამე, მე-13 თეორემის ძალით, (15.1) მიმდევრობა შემოსაზღვ- 
რულია. 

განსაზღვრა. წერტილთა (15.1) მიმდევრობას ეწოდება ფუნ- 

დამენტალური მიმდევრობა, თუ ყოველი დადებითი 6 რიცხ- 

ვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი, რომ 

ი0(M,, M,;)<5ს, როცა >». X>X. 
თეორემა 14, წერტილთა (15.1) მიმდევრობის კრება- 

დობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ იგი 

იყოს ფუნდამენტალური მიმდევრობა. 
დამტკიცება, ჯერ დავამტკიცოთ -პირობის აუცილებლობა: 

ვთქვათ, (15.1) მიმღევრობა კრებადია #9? წერტილისაკენ. მაშინ ყო- 
ველი დადებითი 6 რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური 
რიცხვი, 

0(MV», #V) <>, როცა V>X. 

მაშას-დამე, ყოველი §ჯ და ჯ-თვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტო- 
ლობებს 1>X# და #>X გვაქვს 

(M, M% < --, MM M9< --. 
ამ უტოლობებისა და (2.3) ფორმულის თანახმად, მივიღებთ 

ი(M,, MI) <0(M,,. MV)+0(M", M,) <--+ ---=%, · 
როცა 1>MV, >M. 
ამით თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია, 

ახლა დავამტკიცოთ თეორემის პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, 
(15.1) მიმდევრობა ფუნდამენტალურია. მაშინ ყოველი დადებითი #
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რიცხვისათვის შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ნატურალური V რიცხვი, 
რომ 

ი(M,, M#,)<წს, როცა :>M, 1L>X7, 

ანუ, რაც იგივეა, 
1 

((VI0-- I)? -L (0 –- ჯ(#))9-L ...-L (XI) –- XVI)? I. <%, 

როცა (>#, #>X#, საიდანაც 

| Xე--X0I) <6, როცა 1>M#, X>X, (1=1, 2,-.., #). 

მაშასადამე, თანახმად კოშის თეორემისა ნამდვილ რიცხვთა მიმდეე- 

რობის ზღვრის არსებობის შესახებ არსებობს ზღვრები 11» XI5) 
”-– თ 

(1=1, 2,..., #) და ამხტომ (15,1) მიმდევრობა კრებადია. ·თერრემა 

დამტკიცებულია, 
ვინაიდან #2? სიერცის ყოველი ფუნდამენტალური მიმდევრობა 

კრებადია ამავე სივრცის გარკვეული წერტილისაკენ0, ამიტომ X#”"-ს 

უწოდებენ სრულ სივრცე#. 
ასევე, თუ #" სივრცის ჩაკეტილი წ წ სიმრავლის ყოველი ფუნდა- 

მენტალური მიმდევრობა კრებადია §) სიმრავლის წერტილისაკენ, მაშინ 

0-ს ეწოდება სრული სიმრავლე. 
თეორემა 15. წერტილთა ყოველი შემოსაზღვრული 

მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ კრებადი ქვე- 

მიმდევრობა. 
დამტკიცება. სიმარტივისათვის განვიხილოთ ის შემთხვევა, რო– 

ცა წერტილთა მიმდევრობა აღებულია ორგანზომილებიანი #2 სივრცი- 
ღან. ვთქვათ, 

#M#,= (X„ ყV)), Mვუგ=(%, ში), · .· Mეაგ=(Xი, ჭი), .. (15.8) 

არის წერტილთა შემოსაზღვრული მიმდევრობა. ამ მიმდევრობასთან 

ერთად განვიხილოთ რიცხვთა შემდეგი ორი მიმდევრობა: 

ძ05.თფ 

(15.10) 

XI Xთ.·.. ჯუ." 

VI. შვა... (12. 

რაკი (15.80) მიმდევრობა შემოსახღვერულია, ამიტომ (15.9) და 
(15.10) მიმდევრობებიც შემოსაზღვრულია და, მაშასადამე, (15.9) მიმ- 
დევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ რაიმე ჯ" წერტილისაკენ კრებადი 

ქვემიმდეგრობა 

X%ი, ' Xივ კობ რიგივოა (15.11)
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რიცხვთა” (15.11) მიმდევრობას შეესაბამება (15:10) მიმდევრობის 

შემღეგი ქვემიმდევრობა: 

Vა, 'Mე, ოთო ზევ ია“ (15.12) 

ეს მიმდევრობა: შემოსაზღვრულია და ამიტომ მისგან შეგვიძლია გამო- 
ეყოთ რადმე ყ" წერტილისაკენ კრებადი ქვემიმდევრობა 

VMი,,' წაცეაბ” შიგ, ეი (15.13) 

რიცხვთა (15.13). მიმდევრობას შეესაბამება (15.11) მიმდევრობის 

შემდეგი ქვემიმდევრობა 

I, რის, აეთშავი 

ეს მიმდევრობა კრებადია »ჯ" წერტილისაკენ. 

განვიხილოთ ახლა წერტილთა მიმდევრობა 

“ი, : მიიგო Mი,, კ... 

ეს მიმდევრობა წარმოადგენს. (15.8) , მიმდევრობის ქვემიმდევრობას, 

რომელიც კრებადია M#M%=(ჯ; ყ") წერტილისაკენ-, თეორემა დამტკი- 

ცებულია. ' 

§ 16. კომპაქტური სიმრაგლე 

გთქვათ, 9 არის #2” სივრცის რაიმე შემოსაზღვრული სიმრავლე. მაშინ 

C სიმრავლის წერტილთა ყოველი მიმდევრობაც იქნება შემოსაზღვრული. 
ზევით დამტკიცებული მე-15 თეორეშის ძალით §ა სიმრავლის წერტილთა 
ყოველი მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა- · 
ამის გამო §2 სიმრავლეს ეწოდება კომპაქტური სიმრავლე #" 
სივრცეში. აზრიგად, #" სივრცის ყოველი შემოსაზღვრული სიმრავლე 

კომპაქტური სიმრავლეა. კერძოდ, თუ წ) ჩაკეტილი სიმრავლეა, მაშინ 

მას თავის თავში კომპაქტური სიმრავლე ეწოდება. ამ შემთ- 
ხვევაში, უბრალთდ ვიტყვით, რომ C არის კომპაქტუ რ ი სიმრა- 

ვლე, ანუ კომპაქტი. 
“ მაგალითად, ნამდვილ რიცხვთა #1 სივრცის ყოველი 1თV, ს ინტერ- 

ვალი კომპაქტური: სიმრავლეა #1 სივრცეში: 

ცხადია, რომ თუ 95, და §), არის XI" სივრცის ნებისმიერი ორი 
სიმრავლე, წ, C=9; და C, კომპაქტურია §C, სიმრავლეში, მაშინ %, 

კომპაქტური იქნება #9 სივრცეშიც. თუ C, კომპაქტური არ არის 9, 

სიმრავლეში, შეიძლება კომპაქტური იყოს ჯMჩ სივრცეში.
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შევნიშნოთ, რომ #9? სივრცის ყოველი სასრული §) სიმრავლის 
ელემენტებისაგან შედგენილი უსასრულო მიმდევრობა არის კომპაქტუ- 
რი მიმდევრობა. მართლაც, ეთქვათ 9 სიმრავლის ელემენტები #MV), 

M#0,..., M#MIVM, განვიხილოთ ამ ელემენტებისაგან შედგენილი ნებისმიე– 

რი უსასრულო მიმდევრობა (MI). ცხადია, ამ „უსასრულო მიმდევრო– 
ბაში ერთ-ერთი ელემენტი მაინც, მაგალითად, 7#/IMC 90, განმეორდება 

უსასრულო. რიცხვჯერ, ე. ი. (M,) მიმდევრობა შეიცავს ისეთ | MI) 

ქვემიმდევრობას, რომლის ელემენტები ტოლია 7/, » = Mაკ =.-...= 

=M,.=...= MM). ცხადია, 1Iთ M,..= MM. ეს იმას ნიშნავს, რომ 
ით 

9 სიმრავლის ელემენტებისაგან შედგენილი ყოველი უსასრ ულო მიმ- 

დევრობა მუდამ შეიცავს ამავე სიმრავლის რომელიმე ელემენტისაკენ 

კრებად ქვემიმდევრობას. 

თეორემა 16, #8 სივრცის ყოველი კომპაქტური 8 სი- 
მრავლე შემოსაზღვრული სიმრავლეა. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, .9 კომპაქტუ- 

რია, მაგრამ არ არის შემოსაზღვრულე. ავიღოთ C სიმრავლის ნებისმი- 

ერი ელემენტი //0) და რიცხვი #,=1. ვინაიდან 6.არ არის შემოსაზ- 

ღვრული, ამიტომ შეუძლებელია 5(#1); ») სფერო შეიცავდეს § სი- 
მრავლის ყველა ელემენტს, ვთქვათ, #0) CC და MC) C 8(M0), «ე. 
მაშინ 0(M0), #09) >ჯჯ. ავაგოთ ახალი §8(M:9; „,) სფერო, სადაც 
”ა= 0(MI), M 0) +-1. ცხადია, რომ შეუძლებელია. 5(MIბ; „,) სფერო 
შეიცავდეს მთელ §) სიმრავლეს. ვთქვათ, 1/:) C 2 და MI) C 9(M9; „,). 
ცხადია, 0(#M/0), MI9)) > „კ. ახლა ავაგოთ: 59(MIჰ, ჯუ) სფერო, სადაც 

#=0(MV0), MC)-+1 და გავაგრჰელოთ მომდევნო სფეროების აგებისა 
ღა მსჯელობის ეს პროცესი უსასრულოდ. ამის შედეგად წარმოიქმნება 
(0 სიმრავლის ელემენტების უსასრულო (#2) მიმდევრობა და რიცხვ- 

თა ზრდადი ისეთი უსასრულო „მიმდევრობა, რომ ი(MI), M#V00)= 

=”ი-1> 7. ახლა, თუ #>7#>2, გვექნება ი(MC), MI) >»აკ > #ი- 
გამოვიყენოთ M(), MI(თ), MCლრ ელემენტებზე სამკუთხედის აქსიომა, 

გვექნება 
0(M 0, უ)/0))<0(M CI), # თ) -L90C(M#M ო, V-X), 

საიდანაკც აღვილად მივილებთ: (0(IM/ IV), MIMI)>>1. ეს იმას ნიშნავს, 
რომ შეუძლებელია (#II)) მიმდევრობიდან გამოვყოთ რაიმე ფუნდამენ- 

ტალური მიმდევრობა და, მითუმეტეს შეუძლებელია ამ მიმდევრობი- 
დან გამოიყოს რაიმე კრებადი ქვეემიმდევრობა, ამრიგად ჩვენ ავაგეთ 
ელემენტთა ისეთი უსასრულო მიმდევრობა (MM), 1C9, · რომელიც 
არ შეიცავს არც ერთ კრებად ქვემიმდევრობას. გამოდის, რომ § არ



150 თავა IV, მრაჟალგანზომილებიანი სივრცის ზოგიერთი საკითხი 
  

არის კომპაქტური სიმრავლე, რაც ეწინააღ მდეგება , დაშვებას, თეორე- 

მა დამტკიცებულია. 
თეორემა 17. M” სივრცის ყოველი ჩაკეტილი კომპა- 

ქტური 9 სიმრავლე სრული'სიმრავლეა. 
დამტკიცება. ვთქვათ, (MM), 1C5 არის ნებისმიერი ფუნდა- 

მენტალური მიმდევრობა. რაკი <2 კომპაქტურია, ამიტომ ამ მიმდევ- 
რობიდან შეიძლება გამოვყოთ კრებადი (11”»”) ქვემიმდევრობა, რომ- 

ლის ზღვრული ელემენტი აღვნიშნოთ ;)I1"C()ს. მაშინ გვექნება 

110 0(MV9, 1/ ") =0. გარდა ამისა, ვინაიდან (MI. >) ფუნდამენტა- 
მწვ თ 

ლური მიმდევრობაა, ამიტომ 

IIC  0(MIM, 74%) =0. 
ჩ-თ 
წვა თ 

ახლა #0, 1, და MVია ელემენტებზე გამოვიყენოთ სამკუთხედის 
აქსიომა, გვექნება 

ი(Mრ), M”)<0(MVM%, MIM)) + (M6რ, M5). 
თუ აქ გადავალთ ზღვარზე, როცა #, ჩ->თ, წინა შენიშენების 

ძალით, მივიღებთ 

1I0ი C(M),:1/5 =0. 
L--დ< 

მაშასადამე, 51. სიმრავლის ყოველი ფუნდამენტალური მიმდევრობა 

კრებადია, ამიტომ 5) სრული სიმრავლეა. თეორემა დამტკიცებულია... 

§ 17. სიმრავლის კოგპაძტურობის პი#ტობები 

შემოვიღოთ ახლა შემდეგი 

განსაზღვრა. ეთქვათ, (XC 7” რაიმე სიმ რავლეა, ხოლო წ6-ნე– 

· ბისმიერი. დადებითი რიცხვი. ვიტყვით, "რომ 4C=#”? სიმრავლე წარ– 

მოადგენს §» სიმრავლის 6 ბადეს, თუ ნებისმიერი MCV) ელემენტისა- · 

თვის არსებობს ერთი მაინც ისეთე 0 C 4 ელემენტი, რომ (0(#, ი)=8. 
თუ 4 სასრული სიმრავლეა, მაშინ 0 სიმრავლე“ ეწოდება სრუ- 

ლად შემოსაზღვრული სიმრავლე. ' 
დავამტკიცოთ | 

თეორემა 18. #" სივრცის თ– სიმრავლის კომპაქტ ურო- 

ბისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ ნებისმი- 
ერი §>0 რიცხვისათვის არსებობდეს C სიმრავლის 
სასრული § ბადე #C7X7. |
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დავამტკიცოთ ჯერ პირობის აუცილებლობა. დავუშვათ საწინააღმ- 
დეგო, ე. ი. ვიგულისხმოთ, რომ C) კომპაქტურია #ი? სივრცეში, მაგ- 

რამ არსებობს ერთი მაინც 61>0 რიცხვი რომლისთვისაც არ არსე– 

ბობს C სიმრავლის სასრული 6" ბადე #" სივრცეში. ავიღოთ ნები- 

სმიერი M#Vმ C 2 ელემენტი. მაშინ §) სიმრავლე შეიცავს ერთ ისეთ 

MM ელემენტს მაინც, რომ 0(MC0, /#/0)>6". ასეთი MC) C+%)ჰ ელემე- 
ნტი რომ არ არსებობდეს, მაშინ §) სიმრავლისათვის იარსებებს სას- 

რული §" ბადე, რომელიც შეიცავს მხოლოდ ერთადერთ MI) ელე- 
მენტს. გამოვყოთ ახლა ისეთი MC) C C- ელემენტი, რომ ი0(/M() 1#/6)) > 6" 
და ი(M# 0, #0) >6C". ცხადია, #0) ელემენტი რომ არ არსებობდეს, 

მაშინ (ა სიმრავლისათვის იარსებებს სასრული ვ" ბადე, რომე- 
ლიც შეიცავს მხოლოდ ორ MC), MC 0CC ელემენტს. თუ ასე გა- 
ვაგრძელებთ §) სიმრავლის ელემენტების გამოყოფას, მივიღებთ ელე- 
მენტების უსასრულო (MM),>1=9 მიმდევრობას, რომელსაც ექნება 

შემდეგი თვისებები: 1) როცა #7, მაშინ ი(M(), //(0)>8ზ, 2) ნე- 

ბისმიერი (M”რის  ქვემიმდევრობისათვის, როცა M,7##M,, გვაქეს 

0(M I), # CრX))>> გ", ამრიგად, დაშვებამ მიგვიყვანა შემდეგ დასკვნამდე: 

თ სიმრავლეში შესაძლოა გამოვყოთ ელემენტების უსასრულო (7#I7| 
მიმდევრობა, რომელიც არ შეიცავს არც ერთ კრებად ქვემიმდევრობას. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ C არ არის კომპაქტური სიმრავლე, რაც ეწი- 
ნააღმდეგება დაშვებას, პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია, 

დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა, ვიგულისხმოთ, რომ ნების- 
მიერი C>0 რიცხვისათვის არსებობს (0) სიმრავლის სასრული 6 ბადე 

#" სივრცეში. ვთქვათ, (MI), +1C=8 არის ნებისმიერი მიმდევრობა. 

ეუჩვენოთ, რომ მისგან შეიძლება გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა. 

განვიხილოთ ორი შემთხვევა. 

19. ვთქვათ, (M#()) მიმდევრობა შეიცავს ტოლი ელემენტების უსას- 

რულო VM, M,..-.,ლ=(MMრM),>1 ქვემიმდევრობას. მაშინ (#/) ქვემიმდე- 

ვრობა კრებადია # ელემენტისაკენ და წინადადება ამ შემთხვევაში 

დამტკიცებულია. 
28. ვთქვათ, ახლა (IV#I)) მიმდევრობა შეიცავს ჯგუფებს, რომელთა 

რიცხვი თვლადია და თითოეული ჯგუფი ტოლი ელემენტებისაგან შე- 

დგება. იგულისხმება, რომ ყთველი ასეთი ჯგუფი შეიცავს ტოლი ელე– 
მენტების სასრულ რიცხეს. ასე რომ არ იყოს, მაშინ საქმე გვექნებო- 

და უკვე განხილულ შემთხვევასთან. ცხადია, რომ ზოგიერთი ჯგუფი 
შეიძლება მხოლოდ ერთი ელემენტისაგან შედგებოდეს. ავიღოთ ამ 
ჯგუფებიდან თითო-თითო ელემენტი, მივიღებთ | #I)) მიმდევრობის
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' უსასრულო ქვემიმდევრობას, რთმელიც სიმარტივისათვის ისევ (MI) 51 

სიმბოლოთი აღვნიშნოთ. ამ ქვემიმდევრობის ელემენტები ერთმანეთი” 
საგან განსხვავებულია, 

ვინაიდან C სიმრავლისათვის არსებობს სასრული: 3 ბადე, ამი- 

ტომ არსებობს ჩაკეტილი სფეროების სასრული რიცხვი, რომელთა 

რადიუსებია > და, რომლებიც შეიცავენ 6 სიმრავლის ყველა ელე. 

მენტს. ცხადია, ეს სფეროები, კერძოდ, შეიცავენ (M0)) ი>1 მიმდევრო- 

ბასაც. რაკი სფეროების რიცხვი სასრულია, ამიტომ ერთი მათგანი 

მაინც, ვთქვათ, §, შეიცავს (MI5%)) მიმდევრობის · ელემენტების უსას- 
რულო სიმრავლეს. ავიღოთ ახლა. სფეროები, რომელთა ცენტრები 

არიან დ, სფეროს სხვადასხვა წერტილები და ერთნაირი რაღიუსები 

3: ამ სფეროების რიცხვი სასრულია. ისე როგორც ზემოთ, მათგან 

ერთ-ერთი §, სფერო შეიცავს (MCრM) მიმდევრობის ისეთი ელემენტების 

უსასრულო სიმრავლეს, რომელიც 8 სფეროში უკვე მოხვდა, ასევე ავაგთთ 

შემდეგი §, სფერო + რადიუსით. ეს უკანასკნელი შეიცავს (MM), >+ 

მიმდევრობის ელემენტების უსასრულო სიმრავლეს, რომელიც წინამა- 

ვალ 8; და ფ, სფეროებში უკვე შედის. მივიღებთ სფეროების უსას-' 
რულო (წუ) მიმდევრობას, რომელშიც დ, ,სფეროს რადიუსი უდრის 

M . გარდა ამისა, ყოველი 5, შეიცავს (MI), 1 მიმდევრობის. ელემენ- 

ტების “ისეთ უსასრულო სიმრავლეს, რომელიც ყველა წინამავალ 
“8.C#<%). სფეროებსაც ეკუთვნის. ახლა (წფიი>1 მიმდევრობის ყოვე- 

ლი სფეროდან თითო-თითო 7/M#) ელემენტი ნებისმიერად ავირჩიოთ , 
ასე წარმოიქმნება ელემენტების უსასრულო (M#VM))ჩ>1 ქვემიმდევრობა „ 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ როცა #<-4, მაშინ #, < »,, გვექნება წელ... 

ავიღოთ (MIMML>1 მიმდევრობის ორი ნებისმიერი MVთM) C 5, და 

#Vი C §/ ელემენტი; ცხადია, რომ MC) C 5. რაკი §, სფეროს დიამეტ-. 
რი უდრის 2. +) "ამიტომ ი (MM), #1) < ლლ , როგორც ჩანს 
(MIM),>1. მიმდევრობიდან გამოყოფილი (MVM# )ს8> L 'ქვემიმდევრობა 
ფუნდამენტალურია და, ვინაიდან #2 სრული სივრცეა, ამიტომ იგი 
კრებადია; თეორემა დამტკიცებულია. 
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§ 18. მანძილი სიმრავლეთა შორის 

ავიღოთ ჯი სივრცეში რაიმე თ სიმრავლე და MI) წერტილი. 

აღვნიშნოთ #I-ით ი0(MI9), M) რიცხვთა სიმრავლე, სადაც # გაირბენს 

“6 სიმრავლის ყველა ელემენტს. # სიმრავლის ქვედა საზღვარს ეწოდე- 
ბა მანძილი MI) წერტილიდან 9 სიმრავლემ დე და აღი– 

ნიშნება ი0(M(, §)) სიმბოლოთი. ცხადია, 0(M!I9, 6§2–)->0. 
თუ M0CC ან MM) არის C6 სიმრავლის დაგროვების წერტილი, 

მაშინ ი(7/#!0, (C2X=0. 
ახზლა ვთქვათ, #” სივრცეში აღებულია ორი #, და #8) სიმრავლე. 

აღვნიშნოთ 7)-თი ი(ჯ, ე). რიცხვთა სიმრავლე, „სადაც ჯ გაირბენს #7, 

სიმრავლის წერტილებს, ყ კი–- 8, სიმრავლისას. # სიმრავლის ქვედა 
საზღვარს ეწოდება მანძილი #0, და 8, სიმრავლეს შორის და 

იგი აღინიშნება ი(#,, 13.) სიმბოლოთი. 

ცხადია, თუ #8, და 8, სიმრავლეებს აქვთ საერთო წერტილი, მა- 
შინ 2(8., 8ე=0. შეიძლება 18, და #8: სიმრავლეებს არ ჰქონდეთ 

საერთო წერტილები, მაგრამ 008, ჯ,)=0. მართლაც, ვთქვათ, 

X9,=LI0, 1; 0, 11, 1:=)--1,0; -––1, 0C, 

აქ 8, წარმოადგენს დახურულ კვადრატს, რომლის მოპირდაპირე წვე- 

როებია (0,0) და (1,1), ხოლო #8, ღია კვადრატია, რომლის მოპირდა- 
პირე წვერთებია (–1,–-1) და (0,0). 

ადვილი შესამჩნევია, რომ #, და #;,ე სიმრავლეებს არა აქვთ საე- 

რთო წერტილები, მაგრამ მიუხედავად ამისა, 0(8,, 16:)=0. 

თეორემა 19. თუ ჩაკეტილი 09, და 9, სიმრავლეებიდან 
ერთი მაინც შემოსაზღვრულია, მაშინ 9, და 95, სიმრა- 
ვლეებში არსებობს შესაბამისად ისეთი თ» დ: « წერტილე- 
ბი, რომ 

ი(ჯ, 0)= 0(9,, 9.). 
დამტკიცება. ვეგულისხმოთ, მაგალეთად, რომ §), სიმრავლე 

შემოსაზღვრულია. განვიხილოთ ნულისაკენ კრებაღი დადებით რიცხე- 
თა მიმდევრობა (6,),>1. თანახმად ნამდვილ რიცხვთა ქვედა საზღვა–- 

რის განმარტებისა, ყოველი 6„ რიცხვისათვის მოიძებნება 0, და 9კ სი– 
მრავლეებში შესაბამისად ისეთი უუ, ღა #,, წერტილები, რომ 

0(დ», ძო) < (0(წბ,, §2ე)-ხთ, (#=1, 2,...). (18.1) 

მაშასადამე, გვექნება წერტილთა ორი' მიმდევრობა 

ჯე ქმ... ქმის... (18.2) 

რი), თ2ე''. მუ... (18.3)
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რადგანაც 9, სიმრავლე შემოსაზღვრულია, ამიტომ (18.2) მიმდეგრო- 
· ბიდან შეგვიძლია გამოვყოთ რაიმე უჯ” წერტილისაკენ კრებადი ქჟემიმშ- 

დევრობა 

თო,, მთე. მთ): (18.4) 

ისიც შევნიშნოთ, რომ რაკი §), ჩაკეტილი სიმრავლეა, იმიტომ »ჯ” C თ, 

(18.4) მიმდევრობას შეესაბამება (18.3) მიმდევრობის შემდეგი ქვემიშ- 

დევრობა 

ყო, შოჯ,'. M ძო, (18, 5) 

ადვილად დაგინახავთ, რომ (18. 5) ი მმდევრობა. შემოსაზღვრულია. მარ- 

თლაც, გამოვიყენოთ ი»,, ჯ" და ჯო, წერტილებისათვის სამკუთხე- 

დის აქსიომა და (18.1) უტოლობა, გვექნება 

0(6ო,ს 2')=%90თ,,, მო, )+0(წოს, #”)< 

<0(0,, 9)--0(ი»,, 2 )+6ნო,. (18.6) 

რადგან |) და (18.4) მიმდევრობები კრებადია, ამიტომ მოიძებნება 

ისეთი დადებითი ს რიცხვი, რომ 

ჩ(დოთ, დ")+ზი, < წ. (L=1, 2,...). 

მაშასადამე, (18.6) უტოლობიდან მივიღებთ 

0(ითო, 279) < 0(9პ), §ჩ,) +ს.. (=1, 2... 

ამ უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ (18.5) შემოსაზღვრულია და 
ამიტომ მისგან შეგვიძლია გამოვყოთ რაიმე ეს? წერტილისაკენ კრება– 

დი ქვემიმდევრობა 

წოგ,. წთემოთბს მოგ, მოე (18:7) 

რაკი 9, ჩაკეტილი სიმრავლეა, ამიტომ ი" C C,, 
(18.7) მიმდევრობას შეესაბამება (18.4) მიმდევრობის შემდეგი ქვე” 

მიმდევრობა: 
მოც. , მო, სმო, „... 

ეს ქვემიმდევრობა კრებადია ჯ? წერტილისაკენ. ახლა, (18.1) უტოლო- 
ბის ძალით, გვექნება 

Mდო,,ს, 9», )<0(9, 9)+ბი,, , (18.8) 

მაგრამ 

11 ზო, 
I1-თ 

=0, ჩას იმო, , , 9, )=((V", 6")
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მაშასადამე (18.8) უტოლობიდან ზღვარზე გადასვლით, როცა >>, 

მივიღებთ 

ი(»", 0").=0(ნ-,, 5). (18.9) 
მეორე მხრივ, რაკი »" და -" შესაბამისად 9, და 0, სიმრავლეების, 

წერტილებია, ამიტომ 

0(ჯ", 0")>(0(0),, §)ე). (18.10) 
(18.9) და (18.10) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს 

ი(ჯ", 0") = ი(0,, §ბ,). 
თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 1, თუ ჩაკეტილ 9, და "0, სიმრავლეებს საერ- 
თო წერტილი არა აქვთ და ამ სიმრავლეებიძდან ერთი 

მაინც შემოსაზღვრულია, მაშინ ი(9,, §4,)>0. 

შედეგი 9. თუ #7? სივრცეში აღებულია ჩაკეტილი 95 
სიმრავლე და რაიმე იდ წერტილი, მაშინ 9 სიმრავლეში 
არსებობს ერთი მაინც ისეთი ე წერტილი, რომ 

0(», 5)=0(ჯ, ძ). | 
§ 19. სიმრავლის დიამეტრი 

ავიღოთ 7: სივრცეში” რაიმე 0 სიმრავლე. ვთქვათ, #(ჯ, 0) მანძი- 

ლია ჯ და # წერტილებს, შორის, სადაც #9, ძC9C0. განეიხილოთ არა- · 
უარყოფით რიცხვთა სიმრავლე (ი(», თ)). ამ სიმრავლის ზედა საზღ- 
ვარს, როცა ჯ და ძყ გაირბენს 5) სკსიმრავლის ყველა წერტილს, ეწო- 
დება 9 სიმრავლის დიამეტრი და აღინიშნება «(0) სიმბო- 
ლოთი. 

ცხადია, თუ §4 სიმრავლე შემოსახღვრულია, მაშინ #(6))< -LC და, 

პირიქითაც, თუ ძ(-ბ))< + თ, მაშინ მ) შემოსაზღვრული სიმრავლეა, 
თეორემა 980. შემოსაზღვრულ ჩაკეტილ.00C#" სიმრაე- 

ლეში არსებობს ისეთი » და / წერტილი, რომ 

ი(ჯ, 0)= ძ(C)). 

დამტკიცება. ავიღოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა 
(ო .>1 მიმდევრობა. ყოველი 6, რიცხვისათვის მოიძებნება 2 სიმ- 

რავლეში ისეთი ჯუ და ძი, წერტილი, რომ 

0(წო, 9») >ძ(0)-–-4%, 

მაშასადამე, მივიღებთ წერტილთა ორ მიმდევრობას 

წი შთ. მია“. (9.1) 

90 0. .წი'.- (19.2)
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(19.1) მიმდევრობის შემოსაზღვრულობის გამო მისგან შეგვიძლია გა- 

მოვყოთ ჯ" წერტილისაკენ კრებადი ქვემიმდევრობა 

მო, მოვ ათთა ქმიგეთ თა: 

ახლა განვიხილოთ (19,2). მიმდევრობის ქვემიმდევრობა 

წი, წოვს!“ წო. თა 

ეს მიმდევრობა შეიძლება კრებადი არ იყოს, მაგრამ შეგვიძლია მის- 
გან გამოვყოთ რაიმე ი" წერტილისაკენ კრებადი ქვემიმდევრობა 

მო”, ' მთ. ჯვ... 9თ”ს, ო... 

ცხადია, რომ 

1თ ხოს,“ ჯ". 
1-–თ 

შემდეგ 92 სიმრავლის ჩაკეტილთბის გამო ჯ", 0"C §. ამის გარდა, 

იდოს, , მო", )>ძC0)–6ი,, 

თუ ამ უტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როცა ე)-+-Cდ, მივიღებთ 

ი(ჯ", «)> ძ(). 
მეორე მხრიე,. 

0(ჯ”, ი')=ძ(0). 
მაშასადამე, 

0(»", ი")=ძ(9). 
თეორემა დამტკიცებულია.



თავი V 

მრავალი ცვლადის ფუნკციები 

მატერიალურ სამყაროში არსებულ კანონზომიერებათა მათემატი–- 

კურად შესწავლის ამოცანას ხშირად მივყევართ მრავალი ცვლადის 

ფუნქციათა განხილვამდე. ასეთი ფუნქციების საშუალებით შეიქლება 

უფრო რთული დამოკიდებულებების მათემატიკურად გამოსახვა, ვიდ- 

რე ეს ერთი ცვლადის ფუნქციებით ხდება. ამიტომ მრავალი ცვლადის 

ფუნქციათა თეორიას დიდი პრაქტიკული გამოყენება აქვს. 

§ 1. მრავალი ცვლადის ფუნძციის განხაყჭზლვრა 

მოვიყვანოთ რამდენიმე ცელადხე დამოკიდებული: ფუნქციების მა– 

გალითები: | 

1. როგორც ცნობილია, ომის კანონის მიხედვით, ·დენის #- ძალა 
გამოისახება ფორმულით 

»=+X-, 

# 

სადაც VM ძაბვაა, M--ჯაქვის წინაღობა, აქ # არის ორი M და # 

-ცვლადების ფუნქცია. 
2. მოძრავი მატერიალური წერტილის კინეტიკური #?' ენერგია გა- 

მოისახება ასე: 

  

სადაც # და ს მოძრავი წერტილის მასა და სიჩქარეა. მაშასადამე, 

I წარმოადგენს მასისა ღა სიჩქარის ფუნქციას. 
8. როგორც ცნობილია მართკუთხა პარალელეპიპედის I” მოცუ- 

ლობა გამოისახება ფორმულით 

M =XVყ2, 

სადაც X, ყ, და # აღებული პარალელეპიპედის განზომილებებია, ()ხა- 
დია, / არის სამი X, ყ და # ცვლადის ფუნქცია.



158 „თავი V. მრავალი ცვლადის ფუნქციები 
  

4, ვთქვათ, -0X ღერძზე მდებარეობს ჯ მატერიალური წერტილი 

X”(X), 1 XV), -·-, Mი(X,) ურთიერთტოლი მასებით. მაშინ ამ წერ- 
ტილთა სისტემის ინერციის ცენტრის ჯ აბსცისა განისაზღვრება ფორ- 

მულით: 

"ს
რ.
 1 

ჯლ=–- დ “” 
L/) 

- 

რომელიც მართებულია მოცემული წერტილების ნებისმიერი მდება- 
რეობისათვის 0X ღერძზე. ამრიგად, ჯ რიცხვი სავსებით განისაზღვრება 

Xა IX). ჯგ აბსცისებით და, მაშასადამე, იგი წარმოადგენს ჯ» ცვლა–- 

დის ფუნქცის. 2 
§. ტოლობით ! 

8=X"+ყ? 

მოცემულია ორ ჯ და ყ ცვლადებზე დამოკიდებული გ ფუნქცია, 
რომელიც განსაზღვრულია მთელ ჯ0ყ სიბრტყეზე, 

6. “ტოლობით 
1 

0 - 2-7 
მოცემულია Xჯ და ყ “კვლადებზე დამოკიდებული ფუნქცია. იგი გან- 
საზღვრულია ერთეულოვან წრეში, რომელსაც არ ეკუთვნის საზღვრის 

წერტილები. 
?. განვიხხილოთ გამოსახულება 

XX=> 

#=89X0810(X + ყბ-I- 28 –– 3), 

რომელიც განსაზღვრავს სამ X, ყ და 2 ცვლადებზე დამოკიდებულ 7) 

ფუნქციას. მის- განსაზღვრის არე დახასიათებულია შემდეგი უტოლო- 

ბებით: –-1 «ქ ყი 3ლ+1 ანუ 2ლ=X2?+ყ?ზ+#79< 4,კ ამრიგად, 
მოცემული ფუნქციის განსაზღვრის არეა კონცენტრული სფეროებით შე- 
მოსაზღვრული სფერული შრე, სფეროების საერთო ცენტრი კოორდი– 

ნატთა სათავეა, ხოლო: რადიუსები შესაბამისად უდრის M” 2. და 2-ს. 
ფუნქციის განსაზღვრის არეს ეკუთენის სფეროების ზედაპირის წერ- 

ტილებიც. 
8, ტოლობა _ 

· #(X, ყაCM – უზ –-ყბ –-1 

არ განსაზღვრავს ფუნქციას, ვინაიდან ნამდვილ რეცხვთა სიმრავლეში 
ამ ტოლობას არა აქვს აზრი,
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„ ახლა მოვიყვანოთ მრავალი ცვლადის ფუნქციის ზოგადი განსაზღვრა, 

თუ 10 სივრცეში აღებული §) სიმრავლის ყოველ »=(Xჯ/ X;,---,Xი) 
წერტილს რაიმე წესით შეესაბამება გარკვეული თ) რიცხვი, მაშინ ამბო– 

ბენ, რომ §4 სიმრავლეზე განსაზღვრულია » წერტილის ფუნქცია, ანუ. 

ჯ ცვლადის ფუნქცია. ამ შემთხვევაში წერენ 

ა= /(ჯ) ან თ: ”M(X,, Xვ3, ... , Xი): 

ჯ# წერტილის X„ Xი, ··., X» კოორდინატებს ეწოდება არგუ მენ- 
ტები, ხოლო (წ) სიმრავლეს – ფუნქციის განსაზღვრის 
არე. 

# სიმბოლოს ნაცვლად შეიძლება ვიხმაროთ სხვა სიმბოლოებიც, 

მაგალითად ,. X, დ, ს, და ა.შ. . “ 
იმ შემთხვევაში, როდესაც /LXV Xჯ, ·. Xგ) ფუნქცია მოცემულია. 

ანალიზურად, მაგრამ განსაზღვრის §3 არე არ არის დასახელებული, 
მაშინ ფუნქციის განსაზღვრის არედ ღებულობენ იმ (X,, X,, ·+, Xი) 

წერტილთა სიმრავლეს, რომლებისთვისაც მოცემულ გამოსახულებას 
აქვს გარკვეული ნამდვილი რიცხვითი მნიშვნელობა. 

განვიხილოთ მაგალითები. 

1, ვთქვათ, X და ყ ცვალებადებზე დამოკიდებული + ფუნქცია. 
მოცემულია ტოლობით 

#= 
X-–ყ 

'ეს ფუნქცია განსაზღვრულია ჯ და ყ ცვლადების იმ მნიშვნელო- 
ბებისათვის, რომლებიც ერთდროულად აკმაყოფილებენ შემდეგ უტო- 

ლობებს 

დზ. ყზ 1, X=-Vყ. 

თუ »ჯ და ყ ცვლადებს განვიხილავთ როგორც X0Vყ სიბრტყის წერტი- 
"ლის კოორდინატებს, მაშინ აღებული ფუნქციის განსაზღვრის არეს. 
წარმოადგენს ერთეულრადიუსიანი წრე, ცენტრით კოორდინატთა სა- 
თავეში, გარდა იმ წერტილებისა რომლებიც მდებარეობენ #ჯ=V„ყ 

წრფეზე (ნახ. 4), 
?. განვიხილოთ ფუნქცია 

| / #M+-ყ-–-Xჯ 
#%=- 2 

ფააუზ-- ყუ
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იგი განსახღვრულია ჯ და ყ ჯ(კვლადების იმ მნიშვნელობებისათვის, 
რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ უტოლობებს:. 

კზიყ–X>0, 2X – # -- ყშ>0. 
მოცეზული ფუნქციის განსაზღვრის არე იქნება მე-5 ნახაზზე დაშტრი- 

ხული წერტილების სიმრავლე. · 

8, ავიღოთ ფუნქცია 
98=1V(CX+2ყ ––- 2). 

  

  
ნახ. 4. ნახ, 5. 

ამ ფუნქციის განსაზღვრის C არეს წარმოადგენს სიბრტყის იმ M(X, V) 
წერტილთა სიმრავლე, რომელთა Xჯ და ყ კოორდინატები დააკმაყო- 

ფილებს უტოლობას X+2ყ--2>0 ანუ ყ>1 –> · ცხადია, ი სიმ-· 

  

  

/ 

ნახ, 6. 

რავლე წარმოადგენს ნახევარსიბრტყეს, რომლის წერტილები იმყო- 

ფება ყ=1 –> წრფის ზევით, თვით ამ წრფის წერტილები C არეს 

არ ეკუთვნის (ნახ. 6),
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4. განვიხილოთ სამ ჯ, ყ, ” ცვლადზე დამოკიდებული ”შემდეგი 

სახის # ფუნქცია: 
  «== 2-2. 

ცხადია, ამ ტოლობით განსახღვრულმა ფუნქციამ რომ ნამდვილი 
რიცხვითი მნიშვნელობები მიიღოს, აუცილებელია და საკმარისი შეს- 
"რულდეს პირობა 

1 –ეტ ეყ. >0 ანუ XX -+-ყ1-+6-9?2 ლ 1. 

გეომეტრიულად X#(X, ყ, ი) წერტილების 9 სიმრავლე, როცა 
X, ყე 6 კოორდინატები აკმაყოფილებენ უკანასკნელ პირობას, წარ- 

მოადგენს სფეროს, ერთის ტოლი რადიუსით და ცენტრით კოორდი- 

ნატთა სათავეში. 9. სიმრავლეს ეკუთვნის სფეროს ზედაპირის წერტი- 

ლებიც. | 
§ 2. ორი ცვლადის ფუნქციის ბრაფიკი 

როგორც ვიცით, თუ მოცემულია ერთი ჯ ცვლაღის /(X) ფუნქ- 
ცია, მაშინ ჯ0მყ სიბრტყეზე ყ= /(0) განტოლება გამოსახავს გარკ- 

ვეუ ლ წირს, 
ახლა განვიხილოთ ორ ჯ და ყ ცვლადზე დამოკიდებული ფუნქცია 

#= LX, ყ), (2. 1) 

რომელიც განსაზღვრულია ჯ0ყ სიბრტყის რაიმე #7) არეში (კერძოდ, 

” შეიძლება ს არე იყოს მთელი ჯ0ყ სიბრტყე). თუ ჯ) არის ყოველ 

IX, #M) წერტილს შევუსაბამებთ სივრცის #(ჯ», ყ, #2) წერტილს, სა- 

დაც 2= /(X, ყ), მაშინ #93 სივრცეში მივიღებთ წერტილთა სიმრავლეს, 

რომელსაც ეწოდება 2= /(ჯ, ყ) ფუნქციის გრაფიკი გარკვეულ 
პირობებში ეს გრაფიკი წარმოადგენს ზედაპირს. ამრიგად. გეომეტრი- 

ულად (2 1) განტოლება, გამოსახავს გარკვეულ ზედაპირს (ნახ. 7). 

მოვიყვანოთ მაგალითები: 

1. ვთქვათ, მოცემულია ფუნქცია 

#= |/ 1-- ჯე, (2. 2) 

ამ ფუნქციის განსაზღვრის არეა ერთეულრადიუსიანი წრე, ცენტრით 
კოორდინატთა სათავეში. თუ (2.2) განტოლების ორივე ნაწილს ავა- 
მაღლებთ კვადრატში, მიე იღებთ 

»"+ყ1+- ი =1. 
როგორც ანალიზური გეომე ტრიიდან არის ცნობილი, უკანასკნელი 

11 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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განტოლება წარმოადგენს იმ ერთეულრადიუსიან სფეროს განტოლე- 

ბას, რომლის ცენტრი კოორდინატთა სათავეა. რაც შეეხება (2, 2) 
განტოლებას, იგი გამოსახავს აღნიშნული სფეროს ზედა ნახევარს 

(ნახ. 8). 

8, განვბხილოთ ფუნქცია 
#§= Xჯ? + V. 

მისი გრაფიკი, როგორც ცნოხილია, ბრუნვის პარაბოლოიდია. 

2 
წ8

§ 

  

  

ღ 

–
ო
ღ
-
-
წ
ნ
-
-
-
-
 

  

““ ნახ. 7. ნახ. 8. 

ახლა განვიხილოთ ორი ცვლადის ფუნქციის გეომეტრიული გამო- 
სახვის ხერხი. ეს ხერხი იმაში მდგომარეობს, „რომ (2. 1) განტოლება 

განიხილება როგორც X0ყ სიბრტყეზე. წირთა გარკვეული ოჯახის გან– 

· ტოლება, 
ვთქვათ 2=#, სადღაც # რაიმე მუდმივი სიღიდეა. მაშინ 

, ე /06)=ჩ –_ დ. 3) 
' წარმოადგენს X0ყ სიბრტყეზე იმ C” წირის გეგმილის განტოლებას, 

რომელიც მიიღება (2. 1) ზედაბირისა და ,„=ჩ სიბრტყის გადაკვე– 

თით, აღვნიშნოთ 0 წირის გეგმილი X0ყ სიბრტყეზე 0 ასოთი. C 

წირს ეწოდება (2. 1) ზედაპირის ან /(X, ყ) ფუნქციის #„=V# მნიშენე- 

ლობის შესაბამისი დონის წირი. 

თუ (2. მ) განტოლებაში # პარამეტრს მივცემთ სხვადასხვა მნიშვ- 

ნელობას, (2. 1) ფუნქციის გრაფიკზე. მივიღებთ კვეთებს, რომელთა 

გეგმილები X0Vყ სიბრტყეზე წარმოადგენს დონის წირებს. 

მაგალითი. ვიპოვოთ #= //” 1 –- X-–– ყწ ზედაპირის დონის წი– 

რება. თუ ავიღებთ §=/), მაშინ დონის წირთა ოჯახის განტოლება 

იქნება 
/ 1 #-ყ=/ 0=7#<1).
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მაშასადამე, მოცემული ფუნქციის დონის წირები იქნება კონცენტრუ- 
ლი წრეწირები ცენტრით კოორდინატთა სათავეში. თუ #=>=1, ·მაშინ 

მივიღებთ წერტილს, ამ შემთხვევაში დონის წირი წარმოადგენს გადა– 

გვარებულ წირს. | 
ორი კვლადის ფუნქციის დონის წირების ცნების ანალოგიურად 

შეგვიძლია შემოვიღოთ სამი ცვლადის ფუნქციის დონის ზედაპირების 

ცნება. 

#= #(X, ყ, 2) ფუნქციის დონის ზედაპირი ეწოდება იმ ზედა- 
პირს, რომლის წერტილებში მოცემულ ფუნქციას აქვს ერთი და იგივე 

მნიშვნელობა, დონის ზედაპირის განტოლება, რომელიც “შეესაბამება 
#=# მნიშვნელობას, იქნება 

| #(% -ყ, 6)=Mა 

გამოყტნებით მეცნიერებებში ზშირად სარგებლობენ დონის წირე- 

"ბით ორი ცელადის ფუნქციის წარმოდგენისათვის, ასე, მაგალითად,“ გა- 

ნიხილაეენ რა ადგილის წერტილის სიმაღლეს ზღვის დონიდან რო- 

გორც ორი ცვლადის (წერტილის კოორდინატების) ფუნქციას, რუკაზე 
გადაიტანენ (ავლებენ) ამ ფუნქციის დონის წირებს. ტოპოგრაფიაში 

ამ წირებს უწოდებენ პორიზონტალებს. მიღებული პორიზონტალების 

ქსელის საშუალებით მოხერხებულია თვალის დევნება ადგილის სიმაღ- 

ლის ცვლილებაზე. _ 

  

§ ვ, მრავალი ცვლადის რთული ფუნძცია 

ვთქვათ, მოცემულია ჯ ფუნქცია 
“კ = დ,(X, ა >... X».»), 

%2= და(X-, X9, ·'') Xი) (3.1) 

#აგ=დზი(X, Xა ··.ს ა) 

რომლებიც განსაზღვრულია 7IV-განზომილებიანი სივრცის / არეში. 
ამის გარდა, ვთქვათ, მოცემულია 11-განზომილებიანი სივრცის რაიმე 
8 არეში განსახღლვრული (ა= #(ყ, IM, --., IM) ფუნქცია. ვიგულის- 
ხმოთ, რომ ,( არის ყოველ (X„, X,,··., X„) წერტილს შეესაბამება 8 
ბარის გარკვეული (V,, ე, ··- ა) წერტილი, სადაც M, M2, +. ი გა- 
ნისაზღვრებიან (3. 1) ტოლობებიდან. მაშინ წარმოადგენს ». და- 
მოუკიდებელი Xი Xვ ს Xო ცვლადის ფუნქციას, განსაზღვრულს წ! 
არეში. ფუნქციას ხა= M(დ,(X, Xას.··., Xი,), ?9(X, XI... X-ს,
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-. და(Xი X,, ს Xო))=X#LCX, X) ---,Xთ) ეწოდება »? დამოუკიდე- 

ბელი Xე, X, ---Xთ 0ვლადის რთული ფუნქცია. 
მაგალითი 1. ფუნქცია 6ი=LწLის/ V"-L8?, სადაც #= 81M(X-LV) , 

ა=X+ს1+2, %=XVყ2, არის ოთხი დამოუკიდებელი X,. ყ, 2, 1 

ცვლადის რთული ფუნქცია, · · 
· მაგალითი 2, ფუნქცია ს=(X+ყ+7#/)" +”, სადაც 

X»ჯ=7, V=0081, 2=3810 1. 

წარმოადგენს ერთი დამოუკიდებელი ( ცვლადის რთულ ფუნქციას. 

§ 4. მრავალი ცვლადის ფუნზშციის ჭლღვარი 

მრავალი ცვლადის ფუ:ქცი:ს ზღვრის ცნება შემოღებულია ერთი 
ცვლადის ფუნქციის შემთხვევის ანალოგიურად, მაგრამ მრავალი ცვლა: 
დღის ფუნქციის ზღვარი შეისწავლება არა - მარტო ცალკე ცვლა- 
დების, არამედ მათი ერთობლიობის მიმართაც, რაც წარმოადგენს ახალ 

გარემოებას ერთე ცვლადეს ფუნქციის ზღვართან შედარებით. 

ვთქვათ, 1"=(XI, X1.·.., X.) წერტილის რაიმე მიდამოში, გარდა, 

შესაძლებელია, თვით ჯზ წერტილისა, განსაზღვრულია 
ია=/იი. X2 ·-. ს X») = /(ჯ) 

ფუნქცია. : 
ამბობენ, რომ თ ფუნქციას ჯ" წერტილში ზღვარად აქვს 4 რიც- 

ხვი, თუ ყოველი დაღებითე გ რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადე- 

ბითი უ რიცხვი, რომ ადგილი აქვს უტოლობას 
!#(0) – 4| <6, როცა 0<0(ი, ჯ")<», 

სადაც ი(ი, ჯ") წარმოადგენს მანძილს » და ჯუ" წერტილებს შორის. 

ამ შემთხვევაში წერენ 

1)I0 #C, X2 Xი)= 4# 

I XI 

წეეიით 

ან 
11I0ს /(»)= 4. 

ე-." 

ფუნქციის ზღვრის ასეთი განსაზღვრა კოშის ეკუთვნის, 

არსებობს აგრეთვე ჰაინეს მიერ მოცემული ფუნქციას ზღერის 

განსაზღვრა. ჰაინეს მიხედვით, /(2) ფუნქციას უ" წერტილში ზღვერად 

აქვს „4 რიცხვი, თუ ჯ" წერტილისაკენ კრებად წერტილთა ნებისმიერი
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მიმდევრობისათვის (დოათ>., (ით # დ?, #M#=1, 2, ...) ფუნქციის მნიშ- 

ვნელობათა სათანადო მიმდევრობა MC»), /(ჯ,),-.., /(დო)„--.. - კრე- 

ბადია 4 რიცხგისაკენ. 
ისე როგორც ერთი „ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში, შეიძლება 

ვაჩვენოთ, რომ ფუნქციის ზღვრის ეს ორი განსახღვრა ერთმანეთის 
ტოლფასია. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ 

„ 2. 4 სუ 2=M XM/+4., 
Xჯ-0 Xყ 
ყ-.0 

ამოხსნა. შემოვიღოთ ჩასმა X/=რ6 და შეენიშნოთ, რომ როცა 

X-–+>0, ყ->0 მაშინ თ –>0 გვექნება 

  

2 –-M X/+4 2--M თ--4 სფ 2--MX+4 კე 2-5M#2+4 = 
X--90 Xყ (#-0 თ 

ყ-.9 | 
– 1 

= IIი) “ __ ==-–= --. 

იი თ(2+ ს თ+-4) 4 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ 

ე 2X"= 13XV+- 6? · 
X-6 14X? –-25X/ +6ყ" 
X«%4 

ამოხსნა. ვინაიდან 6X? -- 13Xყ+6ყ- და 14X” - 25Xყ+6ყ? 
მრავალწევრების მნიშვნელობები, როცა X=6, ყ=4 უდრის 0, ამიტომ 
თითოეული მათგანი შეიცავს 2ჯ –- 3/ მამრავლს. ამის გამო გვექნება 

    

იე 6X–- 13Xყ-+L 6ყ? – ო (2X –– 3ყ) (3X –– 2ყ) _ 

ჯ»-ნ 14. --25Xყ-+-6ყ? X-6 (2 –– 3ყ) (7X–2ყ) წ 

ქჯ“–.22 5 
=1Iი-“---“M=-., 
X-67X-- 2ყ 17 
ყ-4 

მრავალი ცვლადის ფუნქციისათვის, ზღერის ზემოთ შემოღებული 

განსაზღვრის გარდა, არსებობს ფუნქციის ზღვრის სხვა ცნებაც. 

განვიხილოთ, მაგალითად, ორი ცვლადის /(ჯ, #V) ფუნქცია, რომე- 

ლიც განსაზღვრულია (X", ყ") წერტილის რაიმე მიდამოში, თუ დავა–
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ფიქსირებთ V ცვლადს, მაშინ /(Cჯ, ყ) წარმოადგენს ჯX ცვლადის ფუნქ- 

ციას ღა ამიტომ შეგვიძლია განვიხილოთ ზღვარი 1I0 #(X, ყ). ()ხადია, 
ჟ" X--X 

ეს ზღვარი, თუკი იგი არსებობს, ყ-ის ფუნქციას წარმოადგენს და 

ამიტომ შეგვიშლეა განვიხე-ლოთ მიღებული ზღვრის ზღვარი 

1თI110 #(C>X, (1. (4. 1) 
ყ-ყ" X-X" 

ანალოგიურად შეგვეძლია განვიხილოთ ზღვარი 

11თIIIIთ. / (X, VI)I. (4. 2) 
გ-მ ყე ყი 

ამ ზღვრებს ეწოდება /(Cჯ, ყ) ფუნქციის განმეორებითი ზღვრე- 
ბი (X“, ყ') წერტილში. განმეორებით (4, 1) და (4. 2) ზღვრები, 

საზოგადოდ, არ არის ერთმანეთეს ტოლი. მართლაც, ვთქვათ, 

  

– ს-- (12... ,2 

#MC- ყ)=> –-- # , თუ X+ყ #90. 

ეს ფუნქცია (0, 0) წერტილში არ არის განსახღვრული. ვიგულისხმოთ, 

რომ ყ # 0. მაშინ 
1)I0 /(X, ყა)=–1–Mყ. 
ჯX-09 

აქედან 
სთ /C ყ))ლ=–-1. (4. 3) 

ყო–-0 L--0 

ახლა დავუშვათ, რომ X #9. მაშიზ 

1100 /(X, ყ)ლ=1 – 
V--0 

საიდანა(კ · · 

11თ1110 /(X, #)1==1+ (4. 4) 
X-0 ყი 

(4. 3) და (4. 4) ტოლობებიდან ჩანს, რომ აღებული ფუნქციისათვის 
(0, 0) წერტილში განშეორებითი ზღვრები განსხვავდებ.· ერთმანეთი- 

საგან. 

ახლა ისმის კითხე: როდის არის ერთმანეთის ტოლი ფუნქციის 

განმეორებითი ზღვრები? პასუხს ამ კითხვაზე გვაძლევს შემდეგი 
თეორემა 1. ვთქვათ, /( ყე) ფუნქცია განსაზღვრუ--· 

ლია (ჯ, ყ') წერტილის რაიმე მიდამოში და ჯ"-საგან 

განსხვავებული ნებისმიერი ჯ მნიშენელობისათვის 

არსებობს 
ს)IIი /(X, ყ)=Cდ(X) 
ყ#--ყ"
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და ყ-საგან განსხვავებ ული ნებისმიერი ყ-ისათვის არსებობს 

III0 /(CX, Vყ)==%(V). 
X-+X 

თუ არსებობს სასრული ზღვარი 

11Iთ /(X, ყ)= 4, (4. 5) 
X#-ჯ 

ყ-.ყ" 

მაშინ არსებობს ორივე განმეორებითი ზღვარი 

(XL, ყ) წერტილში და 

1IIი (119ი / (X, ყ)) =11C III / (X, V)1= 4- 
საჯზყ.ყი ყ-.ყ?ი I-I%. 

დამტკიცება, ვთქვათ, 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვძა, (4. 5) 
ტოლობის თანახმად, არსებობს ისეთი დადებითი უ რიცხეი, რომ 

|/(C ყ)–– 4| <6, როცა 0< |X--»"| <», “ 

0< | ყ–-ყ"|<უ. (4:6) 

თუ ავიღებთ ყ-ს იმ პირობით, რომ 0< | 0 –– "| <», მაშინ (4. 6) | 

უტოლობაში ზღვარზე გადასვლით, როცა X -> X", მივიღებთ 

| სფ) 4|<%. · (4. 7) 
ამრიგად, (4. 7) უტოლობას ადგილი აქვს ყოველი ყ-სათვის, რომე- 
ლიც აკმაყოფილებს 0< |ყ-–– ეყ”) <უ უტოლობას, ეს იმას ნიშნავს, 

რომ 
1100 VI(V) = 4, 
ყყ/ 

119 (11ჯი / (X, V)1) = 4- 
ყ-.ყ L-.ჯ" 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ 

1II (11I0 / (2, V)) = 4. 
ჯ-აჯმ ყეაყი 

თეორემა დამტკიცებულია. · 

ახლა განვსახღვროთ /(X, ყ) ფუნქციის ზღვარი, როცა Xჯ-+ +Cთ, 
ყ-+ +იი. ვიტყვით, რომ /CX, ყ) ფუნქციას ზღვრად აქვს 4 რიც- 
ხვი, როცა ჯ–> +, #->+%, თუ ყოველი დადებითი § რიცხვი“ 
სათვის არსებობს ისეთი დადებითი V# რიცხვი, როქ
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I/ (ი ყე)–– 4| <6, როცა X>»#, ყ>#. 

ამ შემთხვევაში დავწერთ 

100 /(X, ყ) = 4. 
Xჯ-+= 

ყ-+თ 

აგრეთვე ჩვენ ვიტყვით, რომ /(C», V) ფუნქცია მიისწრაფვის -L C-სა- 

კენ, როცა X-+>+X", ყ–> ყე", თუ ყოველი დადებითი M რიცხვისათვის 

შეიძლება მოიძებნოს ისეთი დადებითი 7) რიცხვი, რომ 

/C, ყ)> M#, როღესაც 0<IM/ (LC -- X")1+ (| – ყშ)? <უ- 
ამ შემთხვევაში დავწერთ 

  

III /(X, ყ)= + CC. 
ჯ-ჯ 

ყ–ყ! 
სიმბოლო 

1110 / (X, ყ)=>–– % 
X-.ჯ" 

/-.ყ" 

იმას ნიშნავს, რომ ყოველი დაღებითი M რიცხვისათვის არსებობს 

ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

/(X, ყა)<-#, როდესაც 0<I/ (- ჯ")?+-(ყ -- ყზ)? <». 

დასასრულ, ჩვენ ვიტყვით, რთ? /(ჯ, ყ) ფუნქცია მიისწრაფვის 

+თ, როცა X-+> +Cთ, V > +Cდთ, თუ ყოველი დადებითი # რიცხვი- 
სათვის არსებობს ისეთი დადებითი # რიცხვი, რომ 

  

#(X, ყ) >M#, როცა X>M, ყ># 

და დავწერთ · 
1100 /(X, ყ)ლ= +- თ. 

#--+თთ 

ყეით 

ანალოგიური შინაარსი აქვს შემდეგ სიმბოლოებსაც: 

1100 /(X, ყ)=– თ, თ /(V #)= +C, 
--#თ ყ-.--თ 
ყ-+თ ყი 

II0C /(X, ყე)=+Cთ. 
ჯ-. ი 

ყ–+თ=
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§ 5, მრავალი ცვლადის ფუნქციის უწყვეტობა 

გეთქვათ, /(») ფუნქცია განსახღვრულია XXXI, Xე.·-·, XI) წერ- 

ტილის რაიმე მიდამოში და /(უ»") სასრულია. ვიტყვით, რომ /'(») 

ფუნქცია უწყვეტია »" წერტილში, თუ 

110 /(#)=/(ჯ"). 
ნე 

#CდC) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი რაიმე #» არეში, თუ იგი 

უწქვეტია ამ არის ,ყოველ წერტილში. 
თუ ფუნქცია /(ჯ) არ არის უწყვეტი »" ფერტილში, მაშინ ნების- 

მიერი დადებითი 6 და უ “რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ჯ» წერტი- 

ლი, რომ ი(ჯ", ჯ»")< თ და 

|/(2”) – / (79)| >6. 

ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ /(ჯ») ფუნქცია წყვეტილია ს” წერ- 

ტილში. თანახმად ფუნქციის ზღვრის განსაზღვრისა ჰაინეს მიხედვით, 

როცა /(ჯ) არის წყვეტილი ფუნქცია »” წერტილში, მაშინ არსებობს 

»" წერტილისაკენ კრებადი ისეთი (»')) მიმდევრობა, რომ 

ა» (წ IM) # /(ი"). 

მოვიყვანოთ უწყვეტი და წყვეტილი ფუნქციების მაგალითები. 
1. განვიხილოთ /(X, ყ) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია შემ- 

დეგნაირად 
1 

7(2, ყ)= X+ყ? 

C როცა X=0, ყ=0, 

, როცა X#-+V/1>0. 

სადაც 6 მუდმივი სიდიდეა. 

ეს ფუნქცია განსაზღვრულია Xჯ0ყ სიბრტყის ყოველ წერტილში. 

დავამტკიცოთ, რომ /(6V ყ) ფუნქცია წყვეტილია (0, 0) წერტილში. 
ამისათვის განვიხილოთ სიბრტყის წერტილთა შემდეგი მიმდევრობა: 

»=0, ს, ი=(-. >): ჩო.-(<, 2), 
I) ” 

ცხადია, 

))თ მო = (თ, 0). 

წყ. თ
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ამის გარდა, 

1 1 8 (თა=/(–, +–)=5-. 
»” 9 

აქედან 

უ-–. თ 

ამრიგად, 

10 (იო) # /(0, 0). 
I თ 

მაშასადამე, /(X, ყ) ფუნქცია განიცდის წყვეტას (0, 00 წერტილში 
ჯ0ყ სიბრტყის დანარჩენ წერტილებში აღებული ფუნქცია უწყვეტია, 

ორი ცვლადის ფუნქციის წყვეტის წერტილები შეიძლება შეადგენ- 
დეს რაიმე წირს. მაშინ ამ წირს ეწოდება აღებული ფუნქციის წყეეტის 
წერტილთა წირი. 

მ, ვთქვათ, /(X, ყ) ფუნქცია ასეა განსახღვრული:. 

1 
–- , როცა Xჯ#V, 

#(X, ყ)= წე , 
0, როცა #ჯ=ყ. 

ამ ფუნქციის განსაზღვრის არეს წარმოადგენს მთელი X0ყ სიბრტყე. 

დავამტკიცოთ, რომ ყ=Xჯ წრფის ყოველი წერტილი /(X ყ) ფუნქ- 
ციის წყვეტის წერტილია. ავიღოთ აღნიშნულ წრფეზე რაიმე ჯ=(0, ი) 
წერტილი. განეიხილოთ წერტილთა შემდეგი მიმდეერობა: 

»ჯ)(0-1, ძ–1), .... მთ= (4+- ,ი–-+ კ.ა", 

24 “I 

ცხადია, 

11თ წ7ო=%(0, თ, 

Iშ-. % 

ხოლო 

11I0 /(ჩი)= + Cთ, 
თ-“« 

ვინაიდან 

/(სია)=/ დო, #,ა)=-- 
მაშასადამე, 

110 (ით) # #(0, 0). 
I თ
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- ამრიგად, /(X, ყ) ფუნქცი» წყვეტილია ყ=X წრფის ყოველ წერ- 
ტილში, 

ადვილი საჩვენებელია, რომ აღებული ფუნქცია უწყვეტია X0ყ 
სიბრტყის დანარჩენ წერტილებში, ამ ფუნქციის. წყვეტის წირს წარ- 

მოადგენს ყ=Xჯ წრფე. 
შეიძლება ორი ქვლადის ფუნქცია წყვეტილი იყოს X0Vყ სიბრტყის 

რაიმე ნაწილის ყოველ წერ ტილში. 

თეორემა 9, თუ მრავალი ცვლადის ფენქცია უწ ყვ ე- 
ტია რაიმე წერტილში, იგი უწყვეტია ამ. წერ ტილში 

ცალ-ცალკე ცვლადების მიმა რთ.. 
დამტკიცება. სიმარტივისათვის განვიხილოთ ორე ცვლადის 

IC, ყ) ფუნქცია, რომელიც უწყვეტია (XV ყი) წერტილში. დასამტკი- 
ცებელია, რომ /(X, ყი) და /(X, ყ) უწყვეტი ფუნქციებია შესაბამი- 
სად Xე და ყა წერტილებში. 

ავიღოთ „ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი. რადგან /(X, ყ) ფუნქ. 
ცია უწყვეტია (ჯა, ყე) წერტილში, ამიტომ მოიძებნება ისეთი დადე- 
ბითი თ რიცხვი, რომ 

| / (X, ყ)––- (ი, ყი) | <§, როცა |X –– Xა| <%. IV -––ყი| <7. 

აქედან (ახადია, 

II CV, ყი) –– /Cა, Vყი)| <6, როცა | X-XI <M». 

ეს იმას ნიშნავს, რომ /(X, ყა) უწყვეტია X. წერტილში. 

ანალოგიურად მტკიცდება /(Xთ ·V) ფუნქციის უწყეეტობა ყე წერ- 
ილძი, ' 

ი შენიშვნა. შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ ფუნქცია იყოს უწყვეტი 

ცალ-ცალკე (ვლადების მიმართ რაიმე წერტილში, მაგრამ იგე. არ 

იყოს „უწყვეტი ერთდროულად ორივე ცქლადის მიმართ იმავე წერ- 
ტიღში. მართლაც; ეთქვათ /IX, ს წ) ფუნქცია განსაზღვრულია შემდეგ– 

აირად: 

2Xყ 

/(X ყ)ლ I) X“+#/” 
0, როცა X=ყ=90, 

  

, როცა X·„-+Vყ'>0, 

ეს ფუნქცია უწყვეტია ცალ-ცალკე ცვლადების მიმართ (0, 0) წერ- 
ტილში. მართლაც, რადგან. აც 

#VC, 0)=0, /(0, ყ)=0,
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110 /(§ 0)=0, 1IIთ /(0. ყ)=0, 
X-0 ყი 

1100 / (X, 0)=/(0, 9), II /(0, ყ)=/(0, 0)=0. 
ყ–- X-6 

მაშასადამე, /(X, ყ/) ფუნქცია უწყვეტია (0, 0) წერტილში ცალ-ცალკე 
ცვლადების მიმართ. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ აღებული ფუნქცია უწყვეტი არაა ორივე 
ცვლადის მიმართ (0, 0) წერტილში, ამისათვის განვიხილოთ წერტილ– 
თა შემდეგი მიმდევრობა: 

2,=(1, 1),..., ჯ„=(--, – ),... 
I 7 

ცხადია, 

1170 ჩა=(9, C), 
'.-.თ 

ხოლო 

2 

51 
1IIი #(ა„)=1I1II9. „აასაღასაეაეა”––––– ==), 

ი1- თ თ-თ _1 _1_ 

ო”? თ” 

III (სფ) # /(0, თ) 
წ. თ 

და ამიტომ /CV, ყ) წყვეტილია (0, 0) წერტილში. 

§ 6, მრავალი ცვლადის უწყვეტი ფუნპძციების თპისებები 

ისე, როგორც ერთი ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში, ადეილად 
მტკიცდება შემდეგი ორი თეორემა: 

თეორემა მ, მრავალი (ცვლადის უწყვეტი ფუნქციე- 

ბის ჯამი და ნამრავლი უწყვეტი ფუნქციებია, თუ 

აღებული ფუნქციების რიცხვი სასრულია. 

თუ უწყვეტი ფუნქციების რიცხვი უსასრულოა, მაშინ დებულება, 

საზოგადოდ, არ არის სწორი. 

თეორემ 4. ორი უწყვეტი ფუნქციის ფარდობა 
უწყვეტი ფუნქციაა, თუ მნიშვნელი ნულად არ იქ- 

ცევა“ა.
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თეორემა ნ. უწყვეტი რთული ფუნქცია, რომელიც 

შედგენილია სასრულ რიცხვ უწყვეტი ფუნქციები- 
საგან, უწყვეტი ფუნქციაა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემულია უწყვეტი რთული ფუნქცია 
(00 9, 10, ·-- ,), სადაც #V, ბ, 40,... არიან X, V, ჩ ·.. (ვლადების უწყ- 

ვეტი ფუნქციები: 

%«#=დCდ)(X, ყ. რ.)  9=დი(X, "V რ, .-) %=Cდვ(X, I #რეოთთე თათ. 

ვიგულისხმოთ, რომ / ფუნქცია უწყვეტია (Vი, ყი, #4ი- --.) წერტილში. 
დ,, დე, დე, --- ფუნქციები კი (Xე, Vე» ჩი ·-.·) წერტილში, მასთან 

დ)(Xი) ყი, #ი, ---)=%0ი, 

დ;:(Xი, ყი. შე! '"·)= ზე, 

დე(Xე, ყი» ში: ს) ==100) 

ვთქვათ, XL(CX, #ყ, რ“ .·.) ის ფუნქცია, რომელსაც მივიღებთ, თუ 

/(9, ს, 40, ···.) ფუნქციაში ყ, ფ, (0,... ფუნქციების ნაცვლად აღნიშ- 

ნულ ფენქციებს ჩავსვამთ” შესაბამისად, ე. ი. 

XXV, ყ, 3, ···)=1 I79ჯX, ყ,. წ, ···.)) და(X, V, #,·-.), 

დუე(X, ყVI. წ, ა... 

დასამტკიცებელია IX», ყ, #,..) ფუნქციის უწყვეტობა (X, Vი, #ი,.·.)) 
წერტილში. 

რადგანაც დე, დ;, და, .-. ფუნქციები უწყვეტია (+; VMი, ჩი, ·.· 
წერტილში, ამიტომ 

1100 «== ე, 1100 ზლ=ს, 1100 10=2ძე, ·-. 
X-X6 X--X Xჯ-X9 
M“V0 ყი V-–“Mა 
2-2 2-2 2–2ე 

მაშასადამე, გღოო ა 

11თ XX, ყ, #”, L-.1=1110 / Iი,(X, V, #, ..), დ,(X, ყ, რჩ, ..), 
Xჯ-–XX% X–X 

V#“–Vი V-”Vი 
2-2 27-+7ე 
..თ..ო.ო.ა 

დე(X, ყ' რ -.)....1=1I0 / (0 9, 90, ·.)=/(Mე, ზი, ზე, «-.)= 
'შ. 

წ– თ 
თ ->-ი
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=7ICდ)(Xე) V0ს) შე: წ-ს რფთა(Xე; წის #ე: “''# 

თა(Xი, ყი! #ი! ..) == XXV (ი: #ე!“··-)- 

ამრიგად, 

· 11Iი XX ყ, #,..·)ლ XLCXე ჯი; 70; ·- 
X-–- 
Vყ-–“ყი 
2–+28 

მაშასადამე, MX, ყ, 2...) ფუნქცია უწყვეტია (X, V, #თ·..) წერ– 
ტილში. თეორემა დამტკიცებულია, 

თეორემა მ. თუ /() ფუნქცია უწყვეტია ჯა წერ- 
ტილში და /(2ე) #0, მაშინ არსებობს ჯე წერტილის 

ისეთი მიღამო, რომ ამ მიდამოში /(აუ) ფუნქცია 

ინარჩუნებს იმავე ნიშანს, რაც აქვს /(ი) რიცხვს: 

დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 
#(თ0ი) >. გთქვათ, 

1 
%= ი. # (მი) 

რადგანაც /(8) ფუნქცია . უწყვეტია ჯე წერტილში, ამიტომ აღებული 
6 რიცხეისათვის მოიძებნება ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 

L# (0) – /(ჯ) | <6, როცა 0(ი, 1X)<ფ '(6.1) 

ავიღოთ უ რაღიუსიანი 5(ჯე, უ) სფერო ცენტრით ჯა წერტილში.“ 
ეს სფერო წარმოადგენს ჯე წერტილის მიდამოს, მაშასადამე, (6.1). 

უტოლობის ძალით, | 

/(IMი) –– %< /(7), როცა ჯ C 5(0ა; 9» 

თუ ამ უკანასკნელ უტოლობაში ჩავსვამთ § რიცხვის ნაცვლად. 

“მის მნიშვნელობას, მივიღებთ 

1 · ' 
–2 (CM) < /(#), როცა ჯ% C 5(ჯ%ა; “M): · 

ამრიგად, -/ ( )>0 ყოველთვის, როცა დ C 5(Mა; ”). თეორემა დაჭტკი- . 

ცებულია. 
. განსაზღვრა 1. 9 სიმრავლეზე განსაზღვრულ /(») ფუნქციას 

ეწოდება შემოსაზღვრული ამ” სიმრავლეზე, თუ არსებობს ისეთი და--
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დებითი # რიცხვი, რომ ი სიმრავლის ყოველი ჯ წერტილისათვის 
ადგილი აქვს უტოლობას – 

|/ (2) | < #. 
თეორემა 7. თუ /() უწყვეტი ფუნქციაა შემოსაზ- 

ღვრულ დახურულ # არეზე, მაშინ იგი შემოსაზღვ- 
რულია ამ არეზე, 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, /(#) ფუნქ- 
ცაა შემოსაზღვრული არაა „« არეზე. მაშინ. ყოველი მთელი დადები- 
თი # რიცხვისათვის არსებობს 4 არეში ისეთი ჯ„გ წერტილი, რომ 

I-/ თო) | > თა (6,2) 

თუ #L-ს მივცემთ მნიშვნელობებს 1, 2, 3,... მივიღებთ წერტილთა 

მიმდევრობას 

ჯე უშ... მე, ·'· (6.3) 

4 არის შემოსაზღვრულობის გამო (6. 3) მიმდევრობაც შემოსაზღვ>- 

რულია და, მაშასადამე, ამ მიმდევრობიდან. შეგვიძლია გამოეყოთ რა- 

იმე ჯე წერტილისაკენ კრებადი ქვემიმდევრობა 

ხი, ,) მოვ)... ს მოგ... თ·. 

4 არის დახურულობის. გამო ჯა წერტილი > არეს ეკუთვნის. 

ამასთან, ვინაიდან /(ჯ) ფუნქცია უწყვეტია 4 არეში, ამთტომ 

სათ (7. )=/(70)- (6.4) 

მეორე მხრივ, (6. 2) უტოლობის ძალით, 

(/(და, 1 > ი, · 
ზედან 

სთI/თია1=+თ. 
საიდანაც (6. 4) ტოლობის თანახმად. 

I/(ხა | =+C. 
ეს კი შეუძლებელია,. ვინაიდან /(ჯე) სასრულია. | 

ამრიგად, ჩვენი დაშვება იმის შესახებ, რომ /(ი0) ფუნქცია შემო 

საზღვრულია #. არეში, სწორი არაა, თეორემა დამტ კიცებულია.
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შენიშვნა. თუ #4 არე შემოუსაზღვრელია ან იგი არაა დახუ- 

რული, მაშინ თეორემა საზოგადოდ მართებული არაა. 

ვთქვათ, /(») ფუნქცია განსახლვრულია რაიმე > სიმრავლეზე. 

აღვნიშნოთ /(0) სიმბოლოთი /(») ფუნქციის მნიშვნელობათა სიმრავ- 

ლე, როცა ჯ) წერტილი გაირბენს 0 სიმრავლის ყველა წერტილს. თუ 

#C) სიმრავლე შემოსაზღვრულია, მაშინ /(დ») ფუნქცია შემოსაზღვ- 
რულია 9 სიმრავლეზე და, პირიქით, თუ /(ჯ») ფუნქცია შემოსაზღვ- 
რულია 8) სიმრავლეზე, მაშინ /(C) სიმრავლეც შემოსაზღვრულია. 

აღვნიშნოთ /(C0) სიმრავლის ზედა და ქვედა საზღვრები შესაბამი- 

სად # და თ» ასოებით, # და » რიცხვებს ეწოდება შესაბამისად 

/() ფუნქციის ზედა და ქვედა საზღვრები § სიმ- 

რავლეზე, 

თუ 6) სიმრავლეზე არსებობს ისეთი ჯე წერტილი, რომ /(ჯა)= #M, 

მაშინ ამბობენ, რომ /(») ფუნქცია აღწევს C სიმრავლეზე თავის ზედა 

საზღვარს ჯე წერტილში, ასევე, თუ § სიმრავლეზე მოიძებნება ისეთი 

ძი წერტილი, რომ /(ძ:) =>, მაშინ /(ი) ფუნქცია აღწევს «<> სიმრავ- 
ლეზე თავის ქვედა სახღვარს ყე წერტილში, 

შეიძლება, რომ /(ჯ) ფუნქცია იყოს შემოსაზღვრული CI სიმრავ- 

ლეზე, მაგრამ მან ვერ მიაღწიოს თავის ზედა ან ქვედა საზღვარს. 

თეორემა 8. თუ /ნდ) ფუნქცია უწყვეტია შემოსაზ- 

ღვრულ დახურულ 4 არეში, მაშინ იგი მიაღწევს 

თავის ზედა და ქვედა საზღვრებს. 

დამტკიცება. რადგანაც /(») ფუნქცია უწყვეტია შემოსაზღვ- 

რულ დახურულ 4 არეზე, ამიტომ, მე-7 თეორემის თანახმად, /(»ჯ) 

შემოსაზღვრულია. ამ ფუნქციის ზედა და ქვედა საზღვრები აღვნიშ- 

ნოთ შესაბამისად #/- და წ»: ასოებით. 

განვიხილოთ ახლა ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა მიმ– 

დევრობა (6)»>I+ თანახმად ზედა სახღვრის განსაზღვრისა, აღებული 

6„V=1, 2,..) რიცხვისათვის არსებობს # არეში ისეთი », წერტი- 

ლი, რომ 

/(დ0»)> M# –-8, (V=1, 2,...). (6.5) 

ამრიგად, ჩვენ გვაქვს წერტილთა მიმდეჭრობა 

მა მვ... მი.... (6.6) 

„4 არის შემოსაზღვრულობის გამო (6. 6) მიმდევრობა შემოსაზღვრუ- 
ლია და, მაშასადამე, ამ მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ რაიმე 

ჯ”ი წერტილისაკენ კრებადი ქვემიმდევრობა 
9
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მა, ქაან." ქა ნოა 

რაკი 4 არე დახურულია, ამიტომ ჯე იქნება 4 არის წერტილი, პი- 

რობის ძალით, /(7) ფუნქცია უწყვეტია ჯა წერტილში, ამიტომ 

ჩევს /(ჩ%V,)=71(ჯჩV- 

მეორე მხრივ, (6, 5) უტოლობის ძალით, 

I(თ,)>M _–წ,. 

აქედან, თუ ზღვარზე გადავალთ, როცა #L-> თ მივიღებთ 

#(2ი)2>#. (6.7) 
მაგრამ 

(თი) <- M#- (6.8) 

ამიტომ (6. 7) და:(6. 8) თანაფარდობები გვაძლევს 

#(0ი) = M#- 

ამრიგად, /(X) ფუნქცია აღწევს თავის ზედა საზღვარს თკ წერტილში- 

ანალოგიურად მტკიცდება 4 არეზე ისეთი ე წერტილის არსებობა, 
მ ! 

/ (9)=%4. 
რო 

თეორემა დამტკიცებულია. 
განსაზღვრა 2. /(ი) ფუნქციას ეწოდება თანაბრად უწ- 

ყვეტი #4 არეზე, თუ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს 
4 არის წერტილებისაგან დამოუკიდებელი ისეთი დაღებითი უ რიც- 
ხვი, რომ #4 არის ყოველი ჯ»' და ჯ"” წერტილებისათვის, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ პირობას, ი(»”, »”)<%, ადგილი აქვს უტთლობას 

|/(#”) – /(ჯ”) | <6. 

თუ /(0) ფუნქცია თანაბრად უწყვეტი არაა 4 არეზე, მაშინ არ- 
ბს ისეთი დაღებითი 6 რიცხვი, რომ ყოველი დადებითი უ რიც- 

ხვისათვის მოიძებნება „4 არეზე ისეთი ორი »' და »” წერტილი, რომ 
ი, ი”)<ჯ, ხოლო | /(9) –- (9) | >%: ” 

თეორემა 9. თუ /(ჯ) ფუნქცია უწყვეტია შემო საზღ- 
ვრულ დახურულ 4 არეზე, მაშინ იგი თანაბრად უწ- 
ყვეტია ამ არეზე. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ, /(#) ფუნქ- 

12 ვლ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე



178 თავი V. მრავალი ცვლადის ფუნქციები 

ცია თანაბრად უწყვეტი არაა ,4 არეზე. მაშინ არსებობს ისეთი დადე- 
ბითი §ე რიცხვი, რომ ყოველი დადებითი უ რიცხვისათვის მოიძებნებ» 

#4 არეზე ისეთია ორი წერტილი ი” და ი”, რომ ი0(დ”, დ )<7ჟ, ხოლო 

|#(9)–– / დ”) | > %.- 

ახლა განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა რო)» >) 

აღებული »„;(V=1,:2, ...) რიცხვისათვის მოიძებნება 4 არეზე ისე–- 

თი ჯ„ და ჯ„ წერტილები, რომ 

  

0(ი,, %.)< შო» (V=1, 2, ·..), (6.9) 
ხოლო 

L/ (და) – /დ) I=>>%ა CV=1, 2,.... (6.10) 

განვი თ წერტილთა შემდეგი ორი მიმდევრობა 

დ, შა: ·-., ქა... (6.11) 

210 მCს ს მათა (6.12) 

4 არის შემოსახღვრულობის გამო (6. 11) მიმდევრობა შემოსაზღ- 

ვრულია და, მაშასადამე, მისგან შეგვიძლია გამოეყოთ რაიმე ჯე წერ- 

ტილისაკენ კრებადი ქვემიმდევრობა 

' მეა მავნობოს ქმე მოა (6.13) 

ვინაიდან 4 არე დახურულია, ამიტომ ჯა წარმოადგენს 4 არის წერ- 

ტილს, (6. 13) მიმდევრობას "შეესაბამება (6. 12) მიმდევრობის შემ– 

დეგი ქვემიმდევრობა: 
და, ”. მა... 7., ვმ... (6,14) 

დავამტკიცოთ, რომ ეს მიმდევრობა კრებადია ჯე, წერტილისაკენ. სამ- 

კუთხედის აქსიომისა და (6. 9) უტოლობის ძალით გვაქვს 

ი(9:; . ჩი < ი(/ე, 0,)+ ი(#ე,» ჩი) < ა; + 009,» წი. (6.15) 

მაგრამ · 
1თ MM, =9, ჩელა ი(0+,. შა) = 0, 

ს-–თ 

მაშასადამე, (6, 15) უტოლობიდან ვღებულობთ
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„თ ი(ჯ., ,' 20=9, 

MI ი. 

: 10 ჩა, = ჯი. 
ჩ-თ 

ამრიგად, 

1 შა, თ. 1», = წი 

და · 
| / (0), ) – /(#ა,) | > ზა (#=1, 2, -..). (6.16) 

რადგანაც /(#) ფუნქცია უწყვეტია ჯა წერტილში, ამიტომ 

წავი / (ს) =1თ /(ია,)= (ჯი). (6.17) 

მაშასადამე, (6. 17) ტოლობის თანახმად 

„19 1/(7X,) –- MCC) |= I/ (720) –– /(#) | =9, (6.18) 

მეორე მხრივ, (6. 16) უტოლობიდან მივიღებთ 

არ |/ (და, )–– #C(თა,) | =>ზი. (6.19) 

(6. 18), და (6. 19) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს, რომ 02>6ა, 

რაც შეუძლებელია. ამრიგად, /(») თანაბრად უწყვეტია 4. არეზე. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 10. თუ /(»)=/(X, XV>·, Xი) ფუნქცია უწყ- 

ვეტია 4 არეში და ამ არის ჯ7,=(XჯV), X)),,.., XI) და 

27:= (XVI), #9, ..., XI) წერტილებში #(»,)= M,, /(#ვ)-= M;, მა- 
შინ M#, და M#, რიცხვებს შორის მოთავსებული ნე- 

ბისმიერი V რიცხვისათვის 4 არეში მოიძებნება“ 

ისეთი » წერტილი, რომ /(ჯ)=X#. 

დამტკიცებ ა. შევაერთოთ ჯ, ღა » წერტილები ნებისმიერი 
ტეხილი წირით, რომლის ყველა წერტილი „4 არეს ეკუთვნიხ, ვთქვათ, 

ამ ტეხილი წირის განტოლებებია 

· X,=დ,)(I!), X:=დი(I), -·., Xგ=დეია(), 
5 

სადაც 1, <= L == ჯე: მასთან 

XIL=დVM(!), XI)= დ,(/ე) (+=1,. 2,..., ”),
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და დ,(), დ,(/), -··. დე() ფუნქციები უწყვეტია (I, /,) სეგმენტზე. 
ვთქვათ, XVI) ის ფუნქციაა, რომელსაც მივიღებთ, თუ #(X,, X-,- · »» Xი) 

ფუნქციაში X, X,, ·.X. ცვლადების ნაცვლად აღნიშნულ დ, ფუნქ- 
ციებს ჩავსვამთ, ე. ი. 

IV) = /Iდ,)(ი, დ;(I), --·, წი(/)I- 

მე-5 თეორემის თანახმად, XC) ფუნქცია უწყვეტია (/,, (:) სეგმენტზე- 
ცხადია, 

#V)=7/(ია)=MV» XL?) = / (ჯვ) = M#ვ. 

მაშასადამე, /, რა /, რიცხვებს შორის არსებობს ისეთი + რიცხვი, რომ 

X#XLC-)= X. 

განვიხილოთ ჯეა=(წ/, ნ ·-·» წი) წერტილი, სადაც 

ნ,=დ,(%), ნ,=დ,L9),--·, ნა=დი(“). 

ცხადია, ჯე აღებული ტეხილი წირის წერტილია, გვაქვს 

#C#7ი) = /(დ/(5), და(ე), ·--» #ი(5)1= VI.) = M- 

ამრიგად, „4 არეში ვიპოვეთ ისეთი »ე წერტილი, რომ 

X»VL2ა)=M. 

თეორემა დამტკიცებულია, 

კითხვები 

1. მოიყვანეთ მრავალი ცვლადის ფუნქციის განსაზღერა. რას ეწო- 

დება მრავალი ცვლადის ფუნქციის განსაზღვრის არე? მნიშვნელობათა 

არე? 
9. რას ეწოდება ორი ცვლაღის ფუნქციის გრაფიკი? მოიყვანეთ 

მაგალითების 

8, რას უწოდებენ დონის წირებსა და დონის ზედაპირებს? მოიყ- 

ვანეთ დონის წირებისა და დონის ზედაპირების მაგალითები. 

4. განსაზღვრეთ მრავალი ცვლადის რთული ფუნქცია. 

6. მოიყვანეთ მრავალი ცელადის ფუნქციის ზღვრის განსაზღვრა. 

ბ. რას «უწოდებენ მრავალი ცვლადის ფუნქციის განმეორებით 
ზღვრებს? 

7. გამოთქვით და დაამტკიცეთ თეორემა ორი „ვლადის ფუნქციის 

განმეორებითი ზღვრების ტოლობის შესახებ.
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მ. მოიყვანეთ მრავალი „ცვლადის ფუნქციის უწყვეტობის განსაზ- 

ღვრა წერტილში და არეში. 
9. მოიყვანეთ მაგალითები მრავალი ცვლადის უწყვეტი ფუნქციისა 

წერტილში და არეში: 

10. მოიყვანეთ მაგალითი წერტილში წყვეტილი მრავალი ცვლადის 
ფუნქციისა. 

11. რას ეწოდება მრავალი ცვლადის ფუნქციის წყვეტის წირი? 
12. დაამტკიცეთ; რომ თუ მრავალი ცვლადის ფუნქცია უწყვეტია 

რაიმე წერტილში, მაშინ იგი უწყვეტი იქნება ცალ-ცალკე ცვლადების 
მიმართაც იმავე წერტილში. 

18. იქნება თუ არა მრავალი (კვლადის ფუნქცია უწყვეტი წერ- 

ტილში, თუ იგი უწყვეტია ცალ-ცალკე ცვლადების მიმართ იმავე წერ– 
ტილში? 

14. გამოთქვით და დაამტკიცეთ თეორემები მრავალი ცვლადის 

უწყვეტი ფუნქციების შესახებ. 
· სავარჯიშო 

იპოვეთ 'შემდეგი ფუნქციების განსაზღვრის არე: 

1. «=X+V“ V, პასუხი: ნახევარსიბრტყე ყ2>9 . 

ზმ. #=ს/ 1-–X + ყ–-1 : პასუხი: (XI <1, IVყI>1. 

8. #=IL/ (X- -+ყ?--1) (4--2-–-ყმ), პასუზი რგოლი" 1=X>-L 

  

+ყ1<ბ. 
4. #=1ი(– X-–/), პასუხი: ნახევარსიბრტყე X+ყ<90. 

ნ. ს=370008-–-- პას უხი: ჯჰ-L+ყბზ -- 1=0 კონუსის 

| V X2+ე 
გარე არე. 

ბ. «=19(Xყ2), პასუხი: სამგანზომილებიანი სივრცის ოთხი 

ოქტანტის ერთობლიობა. , 

7. #=1ე(ებ- ემ ყე 1) პასუხი: 2 -Lყმ –- 2=-1 ორ- 

კალთა ჰიპერბოლოიდის შიგა არე. 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების დონის წირები: 

ზ. #=Xჯ+ყ, პასუხი: პარალელური წრფეები, 
მზ. 2=X-+ყ,. პასუზი: კონცენტრიული წრეწირები. 
10. თ=ჯ -- ყი. პასუხი ტოლგვერდა ჰიპერბოლე ბის ოჯახი 

საერთო ყ= + ჯ ასიმპტოტებით. 

1 
11. 2= “#+2/ „ პასუხი. მსგავსი ელიფსების ოჯახი,
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19. #=V/ XV. პასუხი: იმ ტოლგვერდა ჰიპერბოლების ოჯახი, 

რომლებიც ასიმპტოტურად უახლოვდებიან კოორდინატთა ღერძებს და 
მოთავსებულია პირველსა და მესამე კვადრანტებში. 

18, #=IXჯI +ყ. პასუხი: იმ ორმუხლა ტეხილი წირების ოჯა- 

ხი, რომელთა წვეროები მდებარეობს 0ყ ღერძზე, 

14. #=1X10(X, ყჟ) პასუხი: კუთხეები რომელთა გვერდები 

პარალელურია კოორდინატთა 0X და 0ყ ღერძების დადებითი მიმარ- 

თულებისა. კუთხეების წვეროები მდებარეობს ყ=Xჯ წრფეზე. 
1წ. #=108X (IXI, IV)). პასუხი: ისეთი კვადრატების კონტურე- 

ბის ოჯახი, რომელთა საერთო ცენტრია (0(0, 0) კვადრატების გვერ– 

ღები პარალელურია კოორდინატთა 0X და 0ყ ღერძებისა, როცა 

”>0. დონის წირი გადაჭვარდება (X0, 0) წერტილად, როცა #=0. 
2X 

10. ცკ = 45 +V/. პასუხი: კოორდინატთა სათავეზე გამავალი 

და 0X ღერძის ორთოგონალური წრეწირების კონა, რომლებსაც არ 
ეჯუთვნის კოორდინატთა სათავე. 

  17. ყ=ჯ'. პასუხი: ყ= - – წირთა ოჯახი. 
1იჯ 

20V _ _ „ პასუხი: (–<9,0 ,0 38-29 უ (–-0, 0) და (0, 0) 

წერტილებზე გამავალი და 0ყ ღერძის ორთოგონალური წრეწირების 
ოჯახი. თვით (–-0, 0) და (ი, 00) წერტილები არ ეკუთვნის დონის 

წირებს. 

1ზ. #=8წ0(8910X ჩ1იყ). პასუხი: X=იX ღა ყ=»#MX (»1,%= 
=0,+ 1, + 2,...) წრფეები, როცა #=0; #L< X<C(V-L1)». X< V< 

<Cთ+1)ჯX კვაღრატების ერთობლიობა, როცა #= –-1 ან #=1, საღაც 

8=(–-1)რ?ი, 
იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების დონის ზედაპირები: 

90. «=X+ყ+/. პასუხი: პარალელური სიბრტყეების ოჯახი. 

91. ცკც=X-+ყმ?ზ-+/?. პასუხი: იმ კონცენტრიული სფეროების ოჯა- 

ხი, რომელთა საერთო ცენტრია კოორდინატთა სათავე. 

ვ. გც=უჯ?-ყებშ-- იმ. პა სუხი ორკალთა ჰიპერბოლოიდების 

ოჯახი, როცა #<0; ცალკალთა ჰიპერბოლოიდების ოჯახი, როცა V>0, 

კონუსი, როცა V=0. 

98. ა=(X+ყ)?-+L+/). პასუხი: იმ ელიფსური ცილინდრების ოჯახი, 

რომელთა საერთო ღერძია X+ყ=0, #=0 წრფე. 

94, #=3ყ0 3510(I+-ყზბ+-7/). პასუხი: »+ყ+?1=XMCL=0, 

18. #=8ზ8IიLC  
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1, 2, ...) კონცენტრიული სფეროების ოჯახი, როცა «=0; ML<X'-+ 

+ყ1+72<(L+1)X, სფერული შრეების ოჯახი, როცა «=-–--1 ან «=1, 

სადაც #=(-- 1), 
გამოთვალეთ შემდეგი განმეორებითი ზღვრები: 

96, 1Iი7 1ი „X-+9"_ 
_ თ ყ-.= X-Lყ" 

უჯბზLყ1 

პასუზი: 0. 

98. 110 11თ7 – 
ყ-თ X-თ X.I-+V 

%” 
27, 110 110 

X-Cთ ყ--0 1+#" 

  პასუხი: 1. 

  პასუხი: = · 

  98. 1ი9 1ი ჯ ; პასუხი: 1. 

ყ/-+60 X- თ 1-+XV/ 

29, II 11თ ვი 
ჯათ ყი 2X+ყ 

  პასუხი: 0. 

80. 110 10 (0 –-“ 
ყ-თ L-თ 2X+LV 

  პასუზი: 1. 

81. 11თ III 1 > _2# .. პასუხი: 0. 
Xჯ--0 ყ--თ XV 1+XV' 

89. 1(თ 1Iთ –- (2 –X%. პასუხი: 1, 
ყ-.თ #-0 XV 1+XV. 

გამოვთვალოთ შემდეგი ზღვრები: 

88. 1Iთ _ X1M პას უხი: 0. 
X--თ X'-Xყ+Vყ" 
ყ-თ 

2. 
84. 1თ 6 13X/-L6ყ" ; პასუხი: 

"იი 14) --25Xყ-+6ყ? 
V-–4 

  

85. 1» თX – C2ი'+5)XV+10090" : ; პასუხი: 3 20. 

5-10 ვ3იჯბ--(4ცზ-- 15)XV –– 20ჟყ? ' 15+4ებ 
ყ--48 

86, 11 თ > +9" , 
«-თ X" Lე“ 
ყ–თ 

  

  

პასუხი: 0.
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87. ჰი (+001 -- (0-- #)X1+(2 –- X). პასუხი: ოთ), 
„ი (-ეხი–- ეხი» 
ყV-ი 

მმ. 1Iთ 8I0(ფ I. XV. პასუხი: --. 
3-) V/” 3(X – 4) 4 

. – 1149 –. ხი. 1Iთ II-ს) +M V--1 _. კასუხი: 
1-1 V (X1–- 1)%-–– ყ-L1 

40. 11 2” პასუხი: 2. 
I-V Xყ+1 1 

ჯ1. . 
41. 1» ჯ V : პასუხი: 1. 

I". 2 +62L-–- XI -2/ 
ყ-2 

1 

რი. სთ (1+»ყ5+1#, პასუხი: 1. 
#-9 

1 _ 
48. 1Iთ (1+Xყა” 1" ; პასუხი: 1. 

0 
9-9 

44. 1)თ 07+ყე'/; პასუხი: 1. 
ჯ–ი 

ყ–0 

45. 1IIMი 818 #V. პასუხი: ქ. 
ტიტა XX 
ყწ-–-თ 

წ+) 

46. 110 (+ -) პასუხი: «. 
ჯ-თ X -; 

ყ-ძ 

47. I 10 C+-ი) პასუხი: 1902. 
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3 L.2 
48. დაამტკიცეთ, რომ 1Iთ 10 –+- IV ..-- 

ჯ-თ ყ-თ 1+(X-–- ყე 

= სით. 11თ _ X+V 

40. დაამტკიცეთ,' რომ არ არსებობს 

60. დაამტკიცეთ, რომ არ არსებობს 

2... 
ჰო. 2 IM... +ყ - 

ჯ- თ 14+6(ჯ--ყებ 
ყი 

ნ1. დაამტკიცეთ, რთმ ფუნქცია 

#=80-+--“- გასაა=ოლი 

უწყვეტია X-+,ყ7<1, არეში, 
ნ9. დაამტკიცეთ, რომ ფუნქცია 

| 1 
#= X010–– 

ყ 

უწყვეტია. თავის განსაზღერის არეში. 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების წყვეტის წერტილები: 

  

1 .· 58. საადი, პასუხი: „(09, 0). 

1 
ნ§4. “= : პასუხი: Xბმ--ყბ=! წრეწირის. +521 უ ყ წრეწ 

წერტილები, 
55. #= XV : პასუხი: ყლ–ჯ წრფის წერ- 

X+ყ 

ტილები. 
8 – 

§6. «83% პასუხი: ყ==2+Xჯ წრფეების 

წერტილები.
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§7. ც=810-–-; პასუხი: 0» და 0ყ ღერძების წერ- 

“ ტილები. 

· 68. შეამოწმეთ, რომ წრფივი ფუნქცია 

ს=2-3ყ+5 

თინაბრად უწყვეტია ჯ0ყ სიბრტყეში, 

ნ9. შეამოწმეთ, რომ ფუნქცია 

«=V/ X+ყ' 

თანაბრად უწყვეტია ჯ0ყ სიბრტყეში, 

60. დაამტკიცეთ, რომ ფუნქცია 
. X 

«= 201 -–– 
(4 

არ არის თანაბრად უწყვეტი თავისი განსაზღვრის არეში.



თავი VI 

მრავალი ცვლადის ფუნქციის კერძო წარმოებულები 
დღა დიფერენციალები 

ახლა შევუდგეთ მრავალი ცვლადის ფუნქციების დიფერენციალუ- 
რი აღრიცხვის შესწავლას. აქ ძირითად ამოცანას წარმოადგენს მრავალი 
ცვლადის ფუნქციის ცვლილების ხასიათის შეფასება. ერთი შეხედვითაც 
კი ცხადია, რომ თვით ამოცანის დასმა გაცილებით რთულია, ვიდრე ერთი 

- ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში, ვინაიდან მრავალი ცვლადის ფუნქ- 
ციის ხასიათი შეიძლება განვიხილოთ სხვადასხვა მიმართულებით. 

§ 1. მრავალი ცვლადის ფუნძციის პიტველი რიგის კერძო 
წარმოებულები და კერძო. დიფერმემნციალები 

განვიხხლოთ რაიმე (ლ. არეში განსახლვრული ორი (ცვლადის 

#=/(X, ყV) ფუნქცია და ამ არეში ავიღოთ რომელიმე (ჯე, ყე) წერტი–- 

ლი. მივანიჭოთ Vყ (კვლადს ყე მნიშენელობა და ვცვალოთ მხოლოდ ჯ. 

მაშინ « იქნება მხოლოდ ჯ ცვლადის ფუნქცია. გამოეთვალოთ ამ 

უკანასკნელის წარმოებული ჯ=ჯა წერტილში. ამისათვის მივცეთ ჯე-ს 

იჯ ნაზრდი და « ფუნქციის სათანადო ნაზრდი აღვნიშნოთ #„ს სიმ- 
ბოლოთი. გვექნება 

#-#== /(Xე+ 6X, ყი)-– / (Xი; V0)- 

ბ. ნაზრდს ეწოდება აღებული ფუნქციის კერძო ნაზრდი ჯ-ით. თუ 
არსებობს ზღვარი 

თ 7(X%+4X, Vი) –– #(?ა, Vი) , 

ქ+-0 ტX 

მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება #= /(ჯ, ყ) ფუნქციის პირველი რიგის 

კერძო წარმოებული ჯ# ცვლადით (XI, ყა) წერტილში და იგი 
აღინიშნება #+(Xა, /ი0) სიმბოლოთი. ამავე წარმოებულს აღნიშნავენ 

აგრეთვე + ან _მ./(%ი: ყი). 4 %ი) 

  

სიმბოლოთი.
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ანალოგიურად განისაზღვრება «= /#(Cჯ, ყ) ფუნქციის პირველი რი- 

გის კერძო წარმოებული V ცვლადით (#ე, ყე) წერტილში: 

/ე(X, VI) = 1Iთ # (Xი· Vე + #V) –– / (Xი, Vი) . 

ქყ–0 ჰყ 
  

ამავე წარმოებულს აღნიშნავენ აგრეთვე + ან მიაბა. სიმბო– 

ყ V 
ლოთი, 

თუ მოცემულია » ცვლადის ფუნქცია 
თ«=/(XV XV ა... X»ი), 

მაშინ -მისი პირველი რიგის კერძო წარმოებული რაიმე (X(9ჯ(9),...,XL9) 

წერტილში განისაზღვრება იმგვარადვე, როგორც ორი ცვლადის ფუნე- 

ციის შემთხევევაში, მაგალითად, 

ა _ ე 0404 ტა, ირა. –/0იშ, ი... ალ 110 
მ» 4-0 ბX, 
  

მოვიყვანოთ მაგალითები. 

1. ვიპოვოთ 

_ X 
+ = 316 ს-– 

LI 

ფუნქციის პირველი რიგის კერძო წარმოებულები. გვაქვს 

(+) ძი _ ყე. _ _V 
იჯ 1 + (–) »ჯ +ყ · 

"V 

  

ანალოგიურად მივიღებთ 

  თ _ _» 
ი) XV +V 

' ირსრ იძ" 
2. მოცემულია ფუნქცია #=1XM(3)ი XV) ვიპოვოთ 2; , ოო კერძო 

X "V 

წარმოებულები. გვაქვს 

მ _ _C619XV_ =V Cხწ XV, შ - დ8XV, =XC6სცXყ- 
მჯ 910 XV მყ 31MXV 

3. ვიპოვოთ #=ს/ X + ყ' ფუნქციის პირველი რიგის კერძო 

წარმოებულები. გვაქვს
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  მს __ ყ _. 
მყ. M #+V 

4. მოცემულია ფუნქცია «V==310(X2-+- Vყ3%1+). ვიპოვთთ მისი პირ- 

გელი რიგის კერძო წარმოებულები. გვაქვს 

მს ! 
ძ% =2X008 (C-+ყ?+ 9), –“ =2ყ 608 (X'-Lყბ-L კმ), 

X ძყ 

უა =2/ 003(X + ყ-7#"). 
# 

5. ვიპოვოთ #=0"V 310 (+–2?ნ-+V) ფუნქციის პირველი რიგის კერძო 
წარმოებულები, გვაქვს 

9% სი 3(062-+ყ9+ 2» 005 (20 +ყ) = 

= 6”VIV 310(X” +Vყ?9)+2Xჯ 009(ჯX”-++V?)I. 

% 510 (+ -+V?) +2ყ C05(X--+ V?)). 
"V ' 

6. ვიპოვოთ «=(ლიფ ჯ)3!ა V ფუნქციის პირველი რიგის კერძო 
წარმთებულები. 

ამოხსნა. ვინაიდან 

19 «=-510 V · L9 C08 X, 
ამიტომ 

1 9 = 3)ხ -(008 XI. =–80V(6X, 
თ" 0ძX 2098 X 

საიდანაც 

შ“". _ თჯვიყ-(იივა) ა“ , 
1 90% 4 

შემდეგ 
1 ი" 

–_ –-=0098V)0 0037, 
« მყ 

აქედან 

ვი ყ 
ძV. = 005 V 1IXC09 X) . (C08 X) 

7. კლაპეირონის კანონის მიხედვით, იდეალური გაზის რაიმე მასის 
აბსოლუტურ »” ტემპერატურასა, მის მიერ დაკავებულ X” მოცუ



190 თავი VI. მრავალი ცყელადის ფუხქციის კერძო წარმოებულები. . 
  

ლობას და ჯუ წნევას შორის დამოკიდებულება მოცემულია ჯახ= #71 

ტოლობებით, სადაც # უნივერსალური გაზური მუდმივია. ამ ტოლო- 

ბიდან Xჯ, წ, ჯ სიდიდეთაგან ერთ-ერთი გამოისახება დანარჩენი ორი 
ცვლადის საშუალებით. ვთქვათ, მაგალითად, » და ს არგუმენტებია. 

ხოლო # მათი ფუნქცია: X = > „ გვექნება 

ა.ე 090 (1-1) 
- 

თუ დამოუკიდებელი ცვლადებია წჯ ღა I, ხოლო » მათი ფუნქციაა, 

მაშინ ჯუ = #1 · საიდანაც 
» · 

მს _ __ #X ძა #” მს _ , ს - #. ძ.3 
ძი ჯ? მჯ . ” 

ახლა ვთქვათ, ჯ და დამოუკიდებელი /(ს)ვლადებია, ხოლო ჯ მათზე 

დამოკიდებული ფუნქცია, ე. ი. »= #1. მაშინ 
ხ 

მ9ი #ჯX მი_ #». ძ.3) 
ძა ცს? ი” უა 

შევნიშნოთ, რომ (1.1), (1.2), (1.ჰ)ე ტოლობებიდან გამომდინარე- 

ობს თერმოდინამიკაში ცნობილი შემდეგი ფორმულა: 

მი» ძის იმ» LI # ს #7 _ = #0... 4, წ. _ 42 __ 1 
ის ძმ» ძჯ» .: ჩი წ ჯა» 

განვსაზღვროთ ახლა მრავალი ცვლადის ფუნქციის პირველი რი- 
გის კერძო დიფერენციალები. ვთქვათ, მაგალითად, მოცემულია სამ 

ცვლადზე დამოკიდებული # ფუნქცია 
+ #(%, V, 2). 

გამოსახულებას ბ სადაც რტ; არის ჯ ცვლადის ნებისმიერი ნაზ- 

ჰX 

რდღი, ეწოდება V ფუნქციის კერძო, დიფერენციალი Xჯ ცვლა- 
დით და ასე აღინიშნება; 

ძ.ს <<ა». (1.4 
X



§ 2. ორი (|კგლადის ფუნქციის პირველია რიგის კერძო წარმოებულები... 19) 
  

კერძოდ, თუ «=X, მაშინ (1.4) ტოლობის ძალით, გვექნება 

ძX==#ჯ' 
მაშასადამე, (1.4) ტოლობა შეგვიძლია ასე გადავწეროთ: 

ვ შ.=0“ძჯ. 0.5) 
0X 

ანალოგიურად შეგვიძლია განვსაზღვროთ აღებული ფუნქციის პირ– 

ვვლი რიგის კერძო დიფერენციალები ყ და „ ცვლადებით: 

ძ,კი=-“ ძყ. ძ, = 5“ ქ. 0.6) 
მყ ძი 

(1.5) და (1.6) ტოლობებიდან გვაქვს 
ძი მძ ძყV მს ძი თ“ 
ძო ძ»' ძი ძყ " ძი ძი 

§ 2. ორი ცვლადის ფუნძციის პირველი რიგის კერძო 
წარმოებულების გეომეტრიული შინაარსი 

განვიხილოთ ორ ცვლადზე დამოკიდებული უწყვეტი ფუნქცია 
#=/(X, ზ)- (2.1) 

როგორც ვიცით, (2.1) განტოლება განსაზღვრავს 0XVი კოორდინატ- 

თა სისტემის მიმართ რაიმე ზედაპირს (ნახ.9). 

გეომეტრიულად კერძო 
წარმოებული /1(Xა, Vი) წარ- 
მოადგენს იმ კუთხის ტანგენსს, 

რომელსაც შეადგენს აღებული 
ზედაპირისა და #=ყე სიბრ- 

ტყის გადაკვეთით მიღებული 
წირის 7V IXა,Vი./ (XVI. წერ-. , 

ტილზე გავლებული მხები 0» 
ღერძთან, ხოლო კერძო წარ– 

მოებული 7 2(CXი» 90) წარმოად- ხას. 9 

გენს იმ კუთხის ტანგენსს, რო- 

მელსაც შეადგენს აღებული 
ზედაპირისა და X= X სიბრტყის გადაკვეთით მიღებული წირის 

·M ICX. %ი),  / (Xი; #ი)) წერტილზე გავლებული მხები 0ყ ღერძთან 
(ნახ. 9), მაშასადამე, გვაქვს 

/ +CXი· #ი)= Lწ თ, / ყ(Xი, 1/ე) =%8 ჩ. 
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§ 3, მრავალი ცვლადის ფუნქციის სრული ღიფე4რენციალი 
“ · 

განვიხილოთ ერთ ცვლადზე დამოკიდებული V=/(X) ფუნქცია. თუ 
ფუნქციას აქეს სასრული წარმოებული Xჯ წერტილში, მაშინ მისი 

ნაზრდი ბყ=/(X+I)-/(») შეგვიძლია წარმოვადგინოთ შემდეგნაირად: 

აყ=ს/ (X)+6ჩ, (3.1) 

სადაც 8=6(M) მიისწრაფვის ნულისაკენ # ნაზრდთან ერთად. როგორც 

ვხედავთ, ამ შემთხვევაში ტყ წარმოიდგინება ორი შესაკრების ჯამის 
სახით. პირველი შესაკრები წარმოადგენს #-ის მიმართ წრფივ ფუნქციას, 

რომელსაც აღებული ფუნქციის ნაზრდის მთავარი ნაწილი ეწო- 

დება, -თუ ჩ საკმაოდ მცირეა, მაშინ /“(X# შეგვიძლია განვიხილოთ 

როგორც ფუნქციის 1Vყ ნაზრდის საკმაოდ ზუსტი მნიშვნელობა. 
პირიქითაც, თუ /(ი0 ფუნქციის ტყ ნაზრდისათვის მოი- 

ძებნება #-ის ისეთი წრფივი 24 ფუნქეია, რომ 

/(X+#)–/(0%ი = 4M#+6#, (3.2) 

სადაც 6 ნულისაკენ მიისწრაფვის #-თან ერთად, მაშინ 

0 ფუნქციას აქვს სასრული წარმოებული ჯ წერ- 

ტილში. 

მართლაც, ამ შემთხვევაში (3.2) ტოლობიდან გვაქეს 

(X+I)–Iი _ 

” 

თუ ზღვარზე გადავალთ, როცა #->0, მივიღებთ 

სო #(X+7) -/(90, _ 
ჩ-0 ო 

ამრიგად, არსებობს /”(ჯ) წარმოებული და იგი 7-ს ტოლია. ამის გა- 

მო, /(0 ფუნქციას ეწოდება დიფერენცირებადი ჯწერ- 
ტილში, თუ არსებობს ჯზე დამოკიდებული ისეთი 4 

რიცხვი, რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

/(X+X)–/00= 4 +6ს. 

სადაც ზნ ნულისაკენ მიისწრა ფვის M-თან ერთად. 

ანალოგიურად შეგვიძლია განვსაზღვროთ მრავალი ცვლადის ფუნ- 

ქციის დიფერენცირებადობის საკითხი რაიმე წერტილში 

ვთქვათ. მაგალითად, მოცემულია ორ ცელადზე დამოკიდებული 

ფუნქცია %=>/(VX, V), რომელიც განსახღვრულია C არეში. ამ არეში 

ვიღოთ (»X, ყ) წერტილი და ჯ და V-ს მივცეთ # -და # ნაზრდები შე- 

4-2. 

4.
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საბამისად. მაშინ აღებული ფუნქციის #ტს ნაზრდი განისაზღვრება 
ტოლობით : 

| ბახ=/(X+#ჩ, V+#)–/(V, ყ). 

ამ ნაზრდს ეწოდება აგრეთვე ს ფუნქციის სრული ნაზრდი. 

მტოლცის (5=L012) განსაზღვრის მიხედვით, #=/(X, ყ) ფუნქციას 

ეწოდება ღიფერენცირებადი („ყ) წერტილში, თუ 
არსებობს ისეთი, 4 და 8 სიდიდღეები დამოკიდებული 
მხოლოდ ჯდა ყ-ზე, რომ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

ტ»= 4ს+180+80 

სადაც ბყ აღებული ფუნქციის სრული ნაზრდის, ხო- 

ლო 0=ს/ M + 72. და §C->0, როცა 0->0. 

ამ შემთხვევაში, „24M-+ 18 გამოსახულებას ეწოდება აღებული ფუნ- 

ქციის სრული დიფერენციალი და აღინიშნება ძV%' ან ძ/“ სიმბო- 
ლოთი, ამრიგად, გვაქვს 

= 4#+1X. 

თეორემა 1. თუ /(X 9) ფუნქცია დიფერენცირებადია 

(« ყ) წერტილში, მაშინ ამ წერტილში არსებობს სას- 

რული კერძო წარმოებულები 

% და 9: 
ძX მი >» 

დამტკიცება. რაკი /(X, ყ) ფუნქცია დიფერენცირებადია L2 ი: 

წერტილში, ამიტომ 

/IX+4ბ», ყ-L ტყ) – /(X, ყ)= 4ხX+–- 84ყ+ნ40, (3.3) 

სადაც 4 და 8 დამოუკიდებელია ტჯ და 4« ნაზრდებისაგან, ხოლო 

6-+>0, როცა 6-0. 

თუ (3,3) ტოლობაში ვიგულისხმებთ ტVყ=0, გვექნება / 

/(X43-6X, ყ)-–/V, “)= 44X+წ' IბXI) (3.4) 

სადაც 6” ნულისაკენ მიისწრაფვის ტ»-თან ერთად, ახლა გავჟოთ (3.4) 

ტოლობის ორივე ნაწილი 4#X ნაზრდზე და გადავიდეთ ზღვარზე, როცა 

ტX-+0 მივიღებთ 

13 ელ, ჰელიძე, ე. წითლანაძე
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ანალოგიურად დავამტკიცებთ. რომ 

ძ/ 9! _ ფ. 
ძყ 

თეორემა დამტკიცდა, 
თუ /( V) ფუნქცია დიფერენცირებადია (», ყ) წერტილში, მაშინ, 

დამტკიცებული თეორემის ძალით, შეგვიძლია დავწეროთ 

ძ, == % ა. % აყ. (3.5) 
9» ძყ 

ახლა (3.5) ფორმულაში ვიგულისხმოთ #=ჯ, მაშინ ძX= #X. ანა- 

ლოგიურად მივიღებთ ძყ=ტბყ. თუ ამ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (3.5) 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილში, გვექნება 

ძ/, = X 02X+ > ძყ. (3.6) 

შემდეგ, რაკი ) 
+ ძX = 4, + -ძ- ძა, 

ამიტომ (3.6) ტოლობა ასე ადაიწერება 

ძ/ =ძ./ +ძა!. 
ე. ი. ფუნქციის სრული დიფერენციალი კერძო დიფე- 

რენციალების ჯამის ტოლია. 

თეორემა ?–. თუ /(X.Vყ) ფ უნქცია დიფერენცირებადია 

რაიმე წერტილში, მაშინ იგი უწყვეტია იმავე წერ- 
ტილში. „> 

დამტკიცება, ვთქვათ. (00 ყ) ფუნქცია დიფერენცირებადია 
(», ყV) წერტილში, მაშინ მისი სრული ნაზრდი 

#ა/ =/(X86- ბიყ+ ბყ) – / C0ყ) 

შეგვიძლია წარმოვადგინოთ ასე: 

ტ/= მშ ა,+ % ა.ი, 
ძჯ მყ 

სადაც 2-, 9%- სასრული სიდიდეებია, ხ 0, როცა 6->0. აქე: ადაც –- ” მყ ასრული სიდიდეებია, ზოლო §->ს, როცა 0 · პაქე 
ძ» 

დან გამომდინარეობს, რომ 

1Iთ I/(X+ #X, ყ+ ბყ)-- /(X, ყ)1= 0, 
ტX-0 
4ყ-0
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ე. ი. /CX, ყ) ფუნქცია უწყეეტია (X, ყ) წერტილში, თეორემა დამტკი- 
ცებულია. 

ახლა დავსვათ ასეთი კითხვა: თუ /(X, ყ) ფუნქციას აქვს (X, ყ) წერ- 

ტილში სასრული კერძო წარმოებულები %- და +, მაშინ /(X, ყ) 
X ყ 

ფუნქცია იქნება თუ არა უწყვეტი ამ წერტილში? პასუხი უარყოფი- 

თია, მართლაც. ვთქვათ, /(X, ყ) ფუნქცია განსაზღვრულია შემდეგ- 

ნაირად 

2XVყ 3 
/(CX, ყ) == X-LV? ,' როცა »+ყ >0, 

0, როცა X=V=0ი. 

როგორც ვიცით, ეს ფუნქცია უწყვეტი არაა (0,0) წერტილში, ვაჩვე- 
ნოთ, რომ არსებობს /»(0,0) და //(0,9), გვაქვს 

/:0,ფ= 1 /(2-5) - (09 _ ი, 
Xჯ-+-0 ჩჯ 

ანალოგიურ ად ვაჩვენოთ, რომ /„(0,0)=0. 

ამრიგად, არსებობს /,(0,0) და /)ჯ(0,მ0) სასრული კერძო 
წარმოებულები, მაგრამ /(V,ყ) ფუნქცია უწყვეტი არაა 
(0,0) წერტილში. 

თეორემა მ. თუ /(X ყ) ფუნქციის კერძო წარმოებულე- 
ბი //(C ყე და /X,ყ) არსებობს (,ყ) წერტილის რაიმე 

მიდამოში და (»,ყ) წერტილში ისინი უწყვეტია, მაშინ 
ამ წერტილში /(X,ყV) ფუნქცია დიფერენცირებადია. 

დამტკიცება. /(X, ყ) ფუნქციის სრული ნაზრდი #ტ/ შეგვიძლია 
ასე წარმოვადგინოთ: · ა 

ტ/ =I/CL+4#X, #9+49)--/(0X V+ბე))+I/(; + ბყ)–/(X §)1- 
ლაგრანჟის თეორემის ძალით 

/I(X+ი6X, ყა ბყ)–/ CV, V+ტყ)=/(X+0,ბX, ყ+ ბი)ტ, 

/(X, /+ 4ყ)–-/(X, ყ)=/ ე(X, ყ + მ,ტყ)ტ#ყ, 

სადაც წ, და 9; 1-ზე ნაკლები დადებითი რიცხვებია. მაშასადამე, 

ბ/=/VCX+0,ბX, ყ+ ბყ)ბX +/ ყCX. # +მეტყ) ტყ. 

მაგრამ /;(X, #) და /V(X, ყ) კერძო წარმოებულების უწყ>ვეტ ობის გამო 
(X, ყ) წერტილში გვაქვს
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/1(X+8მე6», ყ+49)=/წC, 9) +5” 

/9(X V+ მვრყ) =/ყ(X V)+6”, 
სადაც ” და წ” ნულისაკენ მიისწრაფვიან .4X და #ყ ნაზრდებთან ერ- 

თად. ამრიგად, 

#ტ/ =/ 100 V9)ბX+/აC(% 9)ბV-+5'ბX+53 ბყ 
მაგრამ 

, ” 

CტX+C” ტყ 59 46X+6 იყ 9«0=C0, 

საჯა. 

C= 26 4X+4/ბი), ი= V/ (ბჯ! + (პჯ)? 

ადვილი | შესამჩნევია, რომ 

1100) 6=0. (3.7) 
0-0 

მართლაც, 

  

აჯI ” 4 , ” («| ლ! | 9 +. XI <I|CI+I6”I, 

საიდანაც გამომდინარეობს (3,7) ტოლობის მართებულობა. ამრიგად 

ს/=/1C, ყ)რX+/ეV, ყ)ბყ+%0, 

სადაც 6–+0, როცა 0->0,. უკანასკნელი ტოლობიდან ვასკვნით /(X, Vყ) 

ფუნქციის დიფერენცირებადობას (X, ყ) წერტილში. 
ისმის კითხვა: არსებობს თუ არა მრავალი (ცვლადის უწყვეტი არა- 

დიფერენცირებადი ფუნქცია, რომელსაც აქვს პირველი რიგის სასრუ- 

ლი კერძო წარმოებულები. პასუხით დადებითია, მართლაც, განვიხილოთ 

ფუნქცია 
I(X, 9)=X+V+V IXVI , 

რომელიც უწყვეტია X და ყ ცვლადების ყველა მნიშვნელობისათვის. 
კერძო წარმოებულის განსაზღვრის უშუალო გამოყენებით მივიღებთ 

/:(0,თ =1, /:0,0)=1. 

ვუჩვენოთ, რომ /(X, ყ) ფუნქცია დიფერენცირებადი არაა (0,0) წერ- 

ტილში, ამისათვის განვიხილოთ მოცემული ფუნქციის სრული ნაზრდი 

ტ/- გვაქვს: | 

ტ/=/(ბX, ბყ) –/(0,0=0X+ბ6ყ+I/ |ბX ბყ| =ბX+4რყ+-6ი,
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სადაც 
1 ეაე_ღდღ-'–-. –ეაეკ6ეა··“'ა' ასL„V 

6= -V (ბX ბყ. ქ :70=VM“ (ტებ + (ბყა?. 

მაგოამ, თუ #ტ4X=68#ყ, მაშინ , 

_ |ბXIL. _ 1 

V 2 | ბXI IV 2 | 

მაშასადამე, 6 არ მიისწრაფვის ნულისაკენ„ როცა (0-0 და” ამი– 

ტომაც, /(X, ყ) ფუნქცია დიფერენცირებადი არაა (0,0) წერტილში. 

ამრიგად, უწყვეტ /(X, ყ) ფუნქციას აქვს პირველი რიგის სასრუ- 
ლი კერძო წარმოებულები (0,0) წერტილში, მაგრამ იგი დიფერენცი- 
რებადი არაა იმავე წერტილში. 

ახლა ბუნებრივად ისმის კითხვა: არსებო ბ ს თუ არა მრავა– 
ლი ცვლადის დიფერენცირებადი ფუნქცია, რომლის 

კერძო წარმოებულები წყვეტილია? 

დავამტკიცოთ ასეთი ფუნქციის არსებობა. ამისათვის განვიხილოთ 

/CX, ყV) ფუნქცია, განსაზღვრული შემღეგნაირად: 

.. 1 
#IXCX, ყა=>Xყ51ი = –ს თუ X#0,: ყ#0 

  

და 

/(თ, 0)=/%0, ყ) =/(9,0) =0. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ /(X, ყ) ფუნქცია უწყვეტია მთელ Xჯ0ყ სიბრ- 
ტყეზე. კერძო წარმოებულის განსაზღვრის მიხედვით, გვექნება 

/:(0,თ=0, /7,(0,0)=0. 

ვაჩვენოთ, რომ /:(XV ყ) და /(X, ყ) კერძო წარმოებულები წყვე- 
ტილი ფუნქციებია (0,0) წერტილში. 

ამისათვის ვიგულისხმოთ, რომ X#90, V7#9, მაშინ. 

1 1 1 
(XX, ყ)= წ საით _–– უჯ; 008 ჯი 

განვიხილოთ წერტილთა შემდეგი  იმდეერობა: 

(Xც ყა), (Xა: V),-(Xის ი), 
სადაც , 

= IV 27 .. 

(LX. Vი)=–-/. 27% , 

  

  Xგ = 

გვაქვს
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აქედან 

  

110 /„(X», ყწა)=-– ლ #/;(0,0). 
ო-..თ 

შ აშასადამე, (IX ყ) წარმოებული უწყვეტი არაა (0,0) წერტილში, 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ /-X ყ) კერძო წარმოებულიც წყვე- 
ტილია (0,0) წერტილში, 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ /(X, )) ფუნქცია დიფერენცირებადია 

(0,0) წერტილში. გვაქვს 

  

  

ტ/=/(6X, რყ)–-/(0,0) =#ტჯბყ 510 –-1-- =«ი, 
რ#ტXბყ 

სადაც 

ხ= – ტაბყ 810 , 0=ს/ (4ტX)? + (ტყე? 
ჩ ტბჯბყ 

მაგრამ 

1 ტXII 4 (4< , |ბXIIტ/დ1 51 ML. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ 

110 8=0. 
0-0 

მაშასადამე, / (ი, ყ) ფუნქცია დიფერენცირებადია (0,0) წერტილში ღა 
მისი სრული დიფერენციალი ამ წერტილში ნულის ტოლია, ე, ი. 

ძ/=0. 
ამრიგად, ჩვენ ავაგეთ მრავალი ცვლადის დიფერენცირებადი ფუნქ- 

ცია, რომლის კერძო წარმოებულები წყვეტილია. 

§ 4. ორ ცვლადყე დამოკიდებული ფუნძციის სრული 
ღიფეტენციალის გეომეტრიული შინაარსი 

განვიხილოთ ორი ცვლადის /( ყ) ფუნქცია, რომელიც უწყვეტია 
რაიმე CC არეში, როგორც ვიცით 

#=/LCV, ყ) (4.1) 

განტოლება გამოსახავს სივრცეში გარკვეულ ზედაპირს (ნახ,10). ამ 

ზედაპირზე ავიღოთ Xე(Xი, Vი, #0) წერტილი. ცხადია, #ე = / (Xი, %ი) 
როგორც ცნობილია ანალიზური გეომეტრიიდან, #, წერტილზე 

გამავალ სიბრტყეთა ძნულის განტოლებაა 

8=,/(Xა, Vე) IL 4(X–X#)+ 8ფ-–--ა).
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ვეძებოთ ამ სიბრტყეთა ძნულში ისეთი 

#8 =/ (Xი· Vი)+- 40(X––Xი) + 830(X-––X) (4.2) 

სიბრტყე, რომ /(X, ))--I/ CXი: ყი) + 4ი(X-–Xი) “L 13ი(X--Xე)| სხვაობა 
იყოს მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე ი-სთან შედარებით, სადაც 

0= ს/ (X– XI)" + – ყე? 
სხვანაირად ეს იმას ნიშნავს, რომ მანძილი #ჯX' უნდა იყოს მაღალ 

რიგის უსასრულოდ მცირე 0-სთან შედარებით; აქ L აღებული ზედა- 

პირის წერტილია, რომლის პირველი ორი კოორდინატია X და ყ, ხო- 
ლო X” წარმოადგეხს (4.2) სიბრტყის წერტილს, რომლის პირველ 

ორი კოორდინატია ისევ ჯ და ყ. 

  

  

   

  

  აღ
ა 

ნახ. 10 

თუ არსებობს ასეთი (4.2) სიბრტყე, მაშინ მას ეწოდება (4,1) 
ზედაპირის მხები სიბრტყე ჩე წერტილ ში. თვით ჯე წერტილს 
კი– შეხების წერტილი. 

თეორემა 4. თუ /(X,Vყ) ფუნქცია დიფერენცირებადია 

(X» 9) წერტილში, მაშინ (4,1) ზედაპირს აქვს მხები სი- 

ბრტყე #-ი(X 4 / (XაI V0)1 წერტილში. 

დამტკიცება, რადგანაც /(X,/) ფუნქცია ღიფერენცირებადია 
(Xა ყი, წერტილში, ამიტომ 

#(X, V)-–/ (%. %ი) == 9/(CXV. Vი) (X – Xი) + 9%C ი) ფყ9- Vი) + 80, 
. ' ძX მყ 

სადაც 
  

0= L/ (X –– Xე)ზ+ (CV –– ყი)?
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და 6 ნულისაკენ მიისწრაფვის ი0-სთან ერთად. დავამტკიცოთ, რომ 

ძ! (IX, ძ/Xა, Vნ §==/ CV, V)+ /0იVა. / Vი) 
(X – XI)-+ (V– VI) (4.3) 

სიზრტყე არის I) წერტილზე გამავალი (4.1) ზედაპირის მხები სიბრ- 

ტყე. ცხადია, 

/C, ი-/ (XV V0) + 
ძX 

89 +0 (ი | =40. 

რადგანაც ·6 ნულისაკენ მიისწრაფვის ი-სთან ერთად, ამიტომ 60 მაღა–- 

ლი რიგის უსასრულოდ მცირეა 0-სთან შედარებით და, ამის გარდა, 

(4.3) სიბრტყე, გადის ჯე წერტილზე. მაშასადამე, (4.3) სიბრტყე წარ– 

მოადგენს ჯია წერტილზე გამავალ (4.1) ზედაპირის მხებ სიბრტყეს, 

ამით თეორემა დამტკიცებულია. ' · 

“ მხები სიბრტყის (4.3) განტოლება "შეგვიძლია "გადავწეროთ ასე: 

–. 9/ (Xი. Vი) 
ლე=-·-·“.. 

ძ». ' 
L –- X) + -9 CI I) (,_ ყე. (4.4) (X უ 

ახლა დავამტკიცოთ შებრუნებული ! 

თეორემა ნ. თუ (4.1) ზედაპირს აქვს ჯე წერტილში 
მხები სიბრტყე, რომელიც 07 ღერძის პარალელური 

არაა, მაშინ /Vთ,ყV) ფუნქცია დიფერენცირებადია (Xა,ყVა) 

წერტილში. ' 

· დამტკიცება. აღნიშნული მხები საბრტყის განტოლება იყოს 

2=/ (Xის 90)“L- 40(X––Xე) + „8ი(V-– ყი); 
მაშინ ' · 

/(X, 9)-–I/ თი, 90) + 4ი(X-––Xი) + I30(V-––Vი)1= 60, 

სადაც CL ->-0, როცა ი-+0. აქედან 

#(C, V)–/ CXა, Vი)= 4ა X-- X-) + 3ა(9--ყი)+ CC; 

მაშასადამე, /(X, V) ფუნქცია დიფერენცირებადია (Xა, ყე) წერტილში. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ამრიგად, იმისათვის, რომ (4.1) ზედაპირს ჰქონდეს 07 

ღერძის არაპარალელური მხები სიბრტყე 

XIX, V0,. I (XV 'V0)) 

წერტილში, აუცილებელია და საკმარისი, რომ /C, + 

ფუნქცია იყოს დიფერენცირებადი (ას ჭი) წერტილში.
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მაშასადამე, თუ /(CX, ჯ) ფუნქცია დიფერენცირებადია (ჯე, ყი) წერ– 
ტილში,. მაშინ (4.1) ზედაპირის სა წერტილზე შეგვიძლია გავავლოთ 
'მხები სიბრტყე, რომლის განტოლებაა (4.4), მაგრამ 

960-VI „ე L- VVI VI ( ყე=4/ (4.5) 
ძX ძყ 

ამიტომ (4.4) და (4.5) ტოლობები ძალით, 

ძ/ =7-–-/ (Xა, %ი) 

'ე. ი. /(X, /) ფუნქციის სრული დიფერენციალი არის (4.1) 

ზედაპირის მხები სიბრტყის აპლიკატის ნაზრდი. 

წრფეს, რომელიც მხები სიბრტყის მართობია შეხების წერტილში, 
ზედაპირის ნორმალი ეწოდება. | 

თუ ნორმალის მიმართულების კოეფიციენტებს აღვნიშნავთ L, # 

და V-ით, მაშინ ნორმალის განტოლება იქნება 

X-–-X _ IL-Vი _ _2-–-% 

L . M# M 

სადღაც X, XI, 2 ნორმალის ნებისმიერი წერტილის კოორდინატებია. 

თუ ვისარგებლებთ (4.4) სიბრტყისა და (4.6) წრფის მართობუ– 

ლობის პირობით, მაშინ ნორმალის განტოლება ასე დაიწერება: 

X–XL _ წ-–-%._ 27-–-% 

    , (4.6) 

  

' 

  

სადაც 
მ/ (XV, Vი) _ ძ/ (Xი, ზი) 

, /= 
ძX ძყ 

თუ ნორმალის მიმართულების კოსინუსებს აღვნიშნავთ (08 თ, დივ ქ. 
008ჯ-თი, გვექნება ' 

| “––-” . ჯაჯ 0C90, =-=%---- , IM 1 + ჯ1+ებ I 1 + »1+დ? 
1 

V 1 + 2?+0?” 

§-5, სრული წარმოებული 

· ვთქვათ, მაგალითად. ოთხგანზთომილებიან- C არეში განსაზღვრულია 
ოთხი ცვლადის ფუნქცია 

C05 თ = 

008+ = 

ი =/(I, %.%, %)-
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ვიგულისხმოთ, რომ «, ფ და ჯი წარმოადგენენ ( ცვლადის ფუნქციებს; 
_ #=დ(0, ი=%(), +X=X(, 

რომლებიც განსაზღვრულია ერთსა და იმავე (ე, ე) შუალედში, ამის 
გარდა, დავუშვათ, რომ (/,'V, 9, LV) წერტილი არ გამოდის CL არიდან, 

როცა 1. იცელება ( და ხ-ს შორის. ამ შემთხვევაში 

«%=/V, დ(/ე), VI), XC)I 

წარმოადგენს 7 ცვლაღის რთულ ფუნქციას. დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა 6. თუ თ = /(I, დ, დ, %0) ფუნქცია დიფერენცირე- 

ბადია (/,V, 9, %) წერტილში, ხოლო VC,ყს, და ჯ0 ფუნქცი- 

ები დიფერენცირებადია ( ცვლადით, მაშინ არსებობს 
თ რთული ფუნქციის წარმოებული ..და მართებულია 

ტოლობა 

ძა _ ძი , პს ძი , მთ ძი , მთ ძი 
ძი 9 ძი ძ ძიძ! ძი იძ! 

დამტკიცება. მივცეთ 1-ს ნაზრდი #/; მაშინ ყ, ს,§%ი მიიღებს 

ნაზრდებს 4#V, ტა, ტი და, მაშასადამე, ჯი ფუნქციაც მიიღებს სათანა- 
დო #ჯ ნაზრდს: 

ათ=/(-+4/!, +#ტი, 9 +ტბის, 10 +4%)–-//(/, %, ყ, 40) 

-რადგანაც /(/, «, ს, 9) დიფერენცირებადია, ამიტომ 

ტი =//(, %, ზV, %)ბ(+/ე(ს %, ს, %)06V +-/ ე(/, #, ზ, 1I)ტ ს -C 

+/5(ჩ V, ს, %)0+%+ბ0, (5.2) 

სადაც 6 ნულისაკენ მიისწრაფვის 0-სთან ერთად; აქ 

ჩ= სL/ (ბ0?+(42)?+ (4ყ)? + (0ჯ#)” 

თუ (5.2) ტოლობის ორივე ნაწილს გავყოფთ 4ტ/ ნახრდზე და შე- 

მდეგ გადავალთ ზღვარზე, როცა #(/->0 მივიღებთ (5.1) ტთლობას. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

<> წარმოებულს ეწოდება ი ფუნქციის სრული წარმოებე- 

(5.1) 

  

ლი. ცხადია, რამდენი . არგუმენტიც გინდა შედიოდეს / ფუნქციაში” 

გაწარმოების ფორმულა დაიწერება (5.1) ფორმულის მსგავსად. 
თუ (5.1) ტოლობის ორივე ოლ ძ/-ზე გავამრავლებთ, მივიღებთ 

ი“) ძა 9 კ, ე 9 კ, ი ძი+ კ (5.3) 
იზავთ მი “
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როგორც ვხედავთ, (5.3) გამოსახულება იგივეა, რაც ს ფუნქციის 

სრული დიფერენციალის გამოსახულება, გამოთვლილი იმ შემთხვევი- 

სათვის, როცა /, V, 8, 1 დამოუკიდებელ” ცვლადებია. მაგრამ განს- 

ხვავება „იმაშია, რომ (5.3) ტოლობაში ძყ, ძი, ძი წარმოადგენენ 

დ(), VI), XL) ფუნქციების დიფერენციალებს, მაშასადამე, მრავალი 
ცელადის ფუნქციისათვის ადგილი აქვს სრული დიფე– 

რენციალის ფორმის ინვარიანტობას. 

შენიშენა. თუ /(,, V, ს,10) ფუნქცია დიფერენცირებადი არაა, 
მაგრამ აქვს სასრული კერძო წარმოებულები 

/)(ს #M, ს, %0), #:C, ზ, ს, %), #5(, #, ზყ, %0), #=ი(C, %, წ, 10), 

მაშინ (5.1) ფორმულა შეიძლება არ იყოს მართებული. 
მაგალითი. ვიპოვოთ «= 514 8Xყ--ყ'ა ფუნქციის სრული წარ- 

მოებული, სადაც X=0087, ყ=310 7. 
(5.1) ფორმულის თანახმად 

მ» _ ძი ძი , ში 9ყ 
ძძ მX ძი მყ თ 

მაგრამ 

მი 10»+ ზყ, ძ« 8X--2V, 
ძX ძყ 
0X. =–3)07, 9V =0087/. 

ჯ ძ! 
მაშასადამე, 

ძი» 
»# =(10ჯX+8ყ)(–-819 #) + (8X-–2V)00931 = 

=–(0X+8ყ)V+(8X--2V)X =8)12--12Xყ--ზყ?. 

§6. სრული ძერძო. წარმოებულები 

წინა პარაგრაფში განვიხილეთ ის შემთხვევა როცა ამოცანას სა- 
ფუძვლად ედო ერთი დამოუკიდებელი ცვლადი, მაგრამ ძალიან ხში- 

რად გამოიყენება რამდენიმე დამოუკიდებელი ცვლადი. ეთქვათ, მაგა– 
ლითად, მოცემულია ფუნქცია 

ს)=/%VX, #4, %. ზ, ჯი), 

სადაც 
#==%CX, 4), V=%(X, V), (0=XVC, ყ%). 

ვიგულისხმოთ, რომ /C, V, «, 9,0) ფუნქცია დიფერენცირებადია 
(X, ყ, %, 4, 2,) წერტილში, ხოლო ჯL, ს, (0-ს აქვს პირველი რიგის სას-
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რული კერძო წარმოებულები »ჯ და ყ ცვლადების მიმართ. თუ # ფუნქ 

ციაში V, ს, ფუნქციების ნაცვლად ჩავსვამთ მათ გამოსახულებებს, 

მივიღებთ მხოლოდ ჯ და ყ ცვლადების ფუნქციას: 
თ =/IX, V, დ(X, ყ), V(X, ყ), X(X, V)1== XLCX, ყ)- 

=. და 3 კერძო წარმოებულებს ეწოდება თ ფუნქციის სრული 
X 

კერძო წარმოებულები. ვიპოვოთ ეს კერძო წარმოებულები. 

ია კერძო წარმოებულის გამთსათვლელად V უნდა განვიხილოთ 
X 

როგორც მუდმივი და ამიტომ გვექნება იგივე ამოცანა: რაც წინა. პა–- 

რაგრაფში იყო განხილული. ასე რომ, შეგვიძლია გამოქიყენოთ (5.1) 

ფორმულა, რომელიც მოგვცემს 

ძი _ მ/ , ძ/ ძV , ძ/- ის , ძ/ ძი, (6.1) 
მყ მყ ' მი მყ მი მყ ს მიშყ 

ანალოგიურად მივიღებთ 

ძი _ მ/_ +9L ლ + ძ, ძი მ/_ ძი (6.2) 
ის 0ძX 19% მს ძიმ» ძM%ძX 

(6.1) და (6.2) ფორმულებით გამოითვლება თ რთული ფუნქციის 

სრული კერძო წარმოებულები ჯ და V (ცვლადების "შესაბამისად. 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ C(X, 9), V(X„V) ღა X(X,ჯ) ფუნქციები 
დიფერენცირებადია დღა დავამტკიცოთ, რომ (ა = IX, ყ) ფუნქციაც 
დიფერენცირებადია. ამისათვის ჯ და ყ ცვლადებს მივცეთ #Xჯ და 4ყ 

ნაზრდები; მაშინ წ, ს, 0 და “ა მიიღებენ სათანაღო ნაზრდებს #დ, 

ტფს, 40 და ტთ. გვაქვს: 

ბთ= X(CX+46X, ყ+ტVყ)––- XXX, ყტ)= 

=/(X+ბX, V+ბყ, M#+- გ", + ტბ, 10 + 440)-–/(X, ყ, V, 9, 40). (6,3) 

რადგანაც /(X, 9, %, წ, 10) ფუნქცია დიფერენცირებადია, ამიტომ 

"ბთ=/:C 3, #, “, 10)ბX-L7/ ა(X, ყ, 1, 9, 1)ტ6V ++ 

+750, 3/, M, 9, 10)0%-+/ა(X, ყV; %,; 7; 10)ტი + 

· +/6(%, ყ, 9, ს, 10)4+0 +%'ი”, (6,4) 
სადაც 
  

0 =V/ (ბჯ?+ (ბყ))2+ (39)1+ (49)2+ (4#) 
და 6” ნულისაკენ მიისწრაფვის ი'-თან ერთად.
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შემდეგ, რადგანაც #, ზ, ჯ% ფუნქციებიც დიფერენცირებადია. ამი- 

ტომ 

ბს”= ძიკ, , % –  ტყ4+6,ი, 
ძ»ჯ ძყ 

სადაც 
0=V/ (ბ»)? + (აყ? 

და 6), 6, §კ მიისწრაფვიან ნულისაკენ 0-სთან ერთად. 
თუ ამ გამოსახულებებს შევიტანთ (6.4) ტოლობაში, მივიღებთ 

რტი=/+C, V, «, 9, 10)6X-L/ „(0X, ყ, #, დ, 10)ტყV-L 

+/ა% V, 40 წ +) <+ ა +3. ბ) + 

+7/V, V %, შ, ი(წბი+ ა-ა #)+ 

+/აეVC, ყ, %ა 8, თ( ვ ბ+ თე ხო, ტყ) + (ი V, %, ფშ, %)C,0+ 

+/%(X, VყV „.. "”, 10)50 +/თ(X, #ს “რ. წ +0)630+4§” ი” · 

წაი · 

_ %ტჯ+L აყ ძM, მს ტX + „ფი ძა, მრა. მებყ- ძი, 

2. ძყ ძX ძX 

მაშასადამე, · 

ბით =% აჯ+ 9 აყ % + 9 კა L მ კა+L 
ძX ძყ ძმ" მს ძ:0 

მ, _. მ _ , მ = +(" 3 +5-ი +ბევ -)ი+. ჩ- (6.5) 

"დავამტკიცოთ, რომ 

ძ/. ძ/ ძ/ ძ/ ძ/ ძთ მით 
–“-–-ბXL+-–-- ძ« ძის == სარი ო სეთ ტყ +3> 13. ვე + იმ = ო» #ტX+ მ” ბაყ. (6.6)
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ამისათვის (6,1) და ,(6.2) ტოლობების ორივე ნაწილი გავამრავლოთ 
"შესაბამისად #ტX და #ტყ-ზე დღა მიღებული ტოლობები წევრ-წევრად 
შევკრიბოთ, გვექნება 

ფევრილეთ 3-ხ»+ %აყ+ %(2 V ა, »+-ბყ)+ 
მX მყ მყ ძის L0X 

+%(% მს მს გ. + ა აყ )+ > + აყ |– 
თ ! 

7. ” ი/ მ/ ძ/ 
=-“ 4 + -“-ბყ+ –“–<- ძი +-– ძი +-–- ძი. 

ძX ძყ , 0“ სალო უე3ი ” 

ამრიგად, ადგილი აქვს (6:60) ტოლობას. 
მაშასადამე, (6,6) ტოლობის ძალით, (6.5) ფთრმულიდან გვაქვს 

ტით =2ტ,L ეეგ, გი, C.7) 
0X მყ 

სადაც 

65% V 5>X +. +“ #-, (6.8) 
ძი ი 

ადვილი შესამჩნევია, რომ §. - შემოსაზღვრული სიდიდეა, მართლაც, 
ჩ 
  

  

# /. | 1 (69)+(ბთ"+(ბი) ს 
(ტკა"+ (ტყე 

გაატეიტეთტე-ა 
/მს ბ. ტ „რი, X ძი ტყ ++ ()+( მს. ბX მს ტყ +. .)+. 

მჯ (დ მშ. ი (> ი 19 მ 

7) გ 7 + (22%+ 99 +% ) · 
მინ 0V 6 

<I, 8 <L. ამიტომ არსებობს ისეთი მედმივი #>9 ს 

აქედან 

ა» 

4 

რომ „ს CM მაშასადამე, წ. შემოსაზღვრული სიდიდეა -და ამიტომ, 

? 7? 

მაგრამ 

    

(6.8) ტოლობის ძალით, 
110 §-=0, 

0–0
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(6.7) ტოლობის თანახმად (ა= XC, ყ) ფუნქცია დიფერენცირებადია 

  

შ ძ 
მთ= -“ + ძია ძყ. 

ძ%X ძყ 

ახლა თუ მხედველობაში მივიღებთ (6,6) ტოლობას, გვექნება 

=9% კაე % კე. % კა % კს %კ.. ძი ო ძX+ მწ ძყ+ 28 ძს+ 20 ძი+ ი 

ამრიგად, (თ ფუნქციის სრული დიფერენციალი გამოისახება იმგვარად– 
ვე, როგორც სრული დიფერენციალი, გამოთვლილი იმ ”შემთხვევისა- 

თგის, როცა X, V, #, ი, + დამოუკიდებელი ცვლადებია, ე. ი. მრავა- 
ლი ცვლადის ფუნქციისათვის ადგილი აქვს სრული 
დიფერენციალის ფორმის ინვარიანტობას. 

მაგალითი. მოცემულია ფუნქცია თი = ს/ Vმ-+-Vწმ, სადაც 9=Xჯ+ყ, 

(6.1) და X6.2) ფორმულების თანახმად 

ძი _ ძი ძი , ძი ძა 

მ». ძი მ» ძი მX ' 

ძთ _ ძი შV9 , ძთ ძე 

ძყ ' ძი მყ მი მყ. 
მაგრამ , 

  

  

  

  

  

ძს _ს _  იი___9 
მს | ბაკა მი |/,ქ+ი 

მ" 1 ძი 1 მს ძა 
_=), –“-=I, –==% _–-= Xჯ 

ძX მყ მძ» მყ 
მაშასადამე, 

მი “« წ) «+ყყ ი ყ= 

”?თვდს M მაი მნის” I მი 

ძი _ წ) _ 9 ს. ი«“+ზVX 

თი თაი მაი თინ 
§ 7, მიმართული წარმოებული, გრადიენტი 

შემოვიღოთ ეგრეთ წოდებული მიმართული წარმოებულის ცხება, 
რომელსაც დიდი მნიშვნელობა აქვს მათემატიკური ანალიზის გამოყე“ 

ნებითს საკითხებში. '
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ვთქვათ, /(X, ყ, 2) ფუნქცია განსაზღვრულია სამგანზომილებიან 
სივრცის C არეში. ცხადია, /(X, ყ, 2) ფუნქცია წარმოადგენს C. არის 

=(X, ყV, #) წერტილის /(») ფუნქციას. ავიღოთ C არეში რომელი- 

მე წერტილი ჯა=(X, %ი: ”) და ამ წერტილზე გავავლოთ რაიმე # 
ღერძი (ნახ. 11). =(», ყ, #) იყოს C არეში მოთავსებული ჯ ღერ- 

ძის ნებისმიერი წერტილი. წინ. ვექტორის სიდიდე L-ის მიმართ აღე- 

'” ნიშნოთ ლ0-თი. იგი დადებითია ან უარყოფითი იმისდა მიხედვით, ჯგ» 
ვექტორის მიმართულება ემთხვევა 

XL ღერძის მიმართულებას თუ არა, 
“== თუ არსებობს ზღვარი 

C-7 . სა #0)–/Cი). 
0-0 ჩ 

მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება. /(ჯ) 

ფუნქციის წარმოებული ჯ მი- 

  

  

ყ მართულებით ჯეი წერტილში 

და იგი ასე აღინიშნება: 

ნახ. 11, მ/ (ჯი) – 9/ (Xი. 40» 20) · 

0X ძL 

ცხადია, კერძო წარმოებულები + , 9/. , 9/_ შეგვიძლია განვი– 
მყ ძი»: 

ხილოთ შესაბამისად როგორც წარმოებულები 0X, 0ყ, 07 ღერძების 

მიმართულებით. 

თეორემა 7, თუ სამგანზომილებიანი სივრცის C არე- 

ში განსაზღერული /(X,V,2) ფუნქცია დიფერენცირება- 

დია ამ არის ჯა=(X, ყი #) წერტილში, მაშინ არსებობს 

9/ (»ი) 
0IL 

მართებულია ტოლობა 

მ/ (ში) _ ძ/ (Mი) ლ08 თ L ძ/ (იი 088 + მძი +, (7.1) 

ძ 

"წარმოებული ნებისმიერი L მიმართულებით და 

ძL ძX 

სადაც ი003თ, ლ08 83, 608+ არიან #ჯ ღერძის ს, ეამართულების 

კოსინუსები, 

დამ ტ კიცება. ავიღოთ ჯL ღერძზე ნებისმიერი 

5=(X-+4X, Vი + ტყ, #ე 1-6) 

წერტილი (ნახ. 11). რადგანაც. /(X, ყ, 2) ფუნქცია დიფერენცირებადია 
ჯე წერტილში, ამიტომ
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    I(29)––/ (ი) => 90 ა. +% (ია ტყ +9% (სიტ, L-ი, (7.2) 
ძX ძყ ძ” 

სადაც 0 არის ჯა ვექტორის სიდიდე და წ ნულისაკენ მიისწრაფვის 

0-სთან ერთად. 

თუ (7.2) ტოლობის ორივე ნაწილს გავყოფთ (ლ-ზე, გვექნება 

    

M(2)-–-/(7ი) _ (იი) ტX , ძ/(თი) ტყ | ძ/(ია ბ”. . „„ვ) 
ნ მძ» 0 მი 0 მძი ი 

მაგრამ 
ბ» ტყ #2 
––=008თ, –-= 0088, –“ = 0084. 
ჩ 

მაშასადამე, თუ (7.31) ტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როცა 0 ნული- 
საკენ მიისწრაფვის, მივიღებთ (7.1) ტოლობას. თეორემა დამტკიცე- 

ბულია. 
შენიშვნა, შეიძლება /(», ყ, ) ფუნქცია დიფერენცირებადი არ 

იყოს, მაგრამ მას ჰქონდეს წარმოებული ყოველი მიმართულებით, 
დაბოლოს განვიხილოთ მრავალი ცვლადის /(»2)=/(X, X.,.··,X») 

ფუნქცია, განსაზღვრული »-განზომილებიანი სივრცის C არეში. ამ 

არის რომელიმე ჯე წერტილზე გავავლოთ რაიმე ჯ, ღერძი. ამ ღერძზე 
ავიღოთ C არეში მოთავსებული ჯ წერტილი და განვიხილოთ ფარდობა 

წ ა-/(ია 
? 

სადაც 0 წარმოადგენს ჯა» ვექტორის სიდიღეს. 
თუ არსებობს (7.4) ფარდობის ზღვარი, როცა 0-0, მაშინ ამ 

ზღვარს ეწოდება /(») ფუნქციის წარმოებული L მიმართულებით ჯე: 
წერტილში და იგი მწი სიმბოლოთი აღინიშნება. 

(7.4) 

ამრიგად, თანახმად განსაზღვრისა 

ი/(2ა) _ კ. #00–/Vა · 
მსმ 0-0 დ 

თეორემა ხ. თუ Mგანზომილებიანისიერცის C არეში 

განსაზღვრული #(97) =/(CX Xა--აXი) ფუნქცია დღიფერენცი- 

რებადია დ არის ჯე წერტილში, მაშინ არსებობს 0/ (ჯეი) 

წარმოებული ნებისმიერი ჯ მიმართულებით და გარ 
თებულია ტოლობა; 

14 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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მ/ (ჯი) __ ძ/ (ჯდა) ძ/(ი, 9I (9) იიც დ, + VI აა 603 თ,+ ქ... + 9/(#–) 

ძL ძX X»ი» 

სადაც 008<,, 008C,,...,609 დ წარმოადგენს L ღერძის მი- 
მართულების კოსინუსებს, 

ეს თეორემა მტკიცდება სამი ცვლადის ფუნქციის შემთხვევის ანა- 

ლოგიურად. 
9/(ჯ) ვექტორს, რომლის კომპონენტებია #2) , (2... 

ძX, ” 0X მჯ 

ეწოდება /(») ფუნქციის გრადიენტი და აღინიშნება დX26 /(ჯ). თუ 
აღენიშნავთ ჯ, ღერძის ორტს გ#-თი, მაშინ ამ ორტის კომპონენტები 

იქნება 008 დ,, 008 დ,,..-,6095 დე. 

ცხადია, თუ /(ჯ) ფუნქცია დიფერენცირებადია ჯ, წერტილში დღა 
გ არის /, ღერძის ორტი, მაშინ 

9/(ია 008 დ, +9/(7ი) ი08დ,კ+ ... +002 იიი დ.= ტ- CX89 / (ჯი) 

აიმდე, (7.5)   

  

ძX, X. Xი 

და, მაშასადამე, (7.5) ტოლთბის თანახმად. 

ძ შანა. C. ფ-ი6 /(იაა, C.6 
ე. ი. /(წ) ფუნქციის წარმოებული L ღერძის მიმართუ- 

ლებით უდრის ამ ღერძის ორტისა და აღებული ფუნკჟ- 

ციის გრადიენტის სკალარულ ნამრავლს. 
ეს ფაქტი ანიჭებს გრადიენტის ცნებას საყურადღებო მნიშვნელო- 

ბას, მაგალითად, თუ გვინდა გავიგოთ რა მიმართულებით იზრდება 
ან მცირდება ყველაზე სწრაფად ფუნქციის მნიშვნელობა, საჭიროა 

ვიპოვოთ ის მიმართულებად რომლისთვისაც (7.6) გამოსახულებას 

აქვს დადებითი მაქსიმალური და უარყოფითი მინიმალური მნიშენე- 

ლობა, ამას ადგილი აქვს მაშინ, როცა “ ორტს აქვს იგივე მი- 

მართულება, რაც #X8V/(Cი) ვექტორს. ან მისი საწინააღმდეგო მი- 
მართულება. 

მართლაც, თუ დ არის კუთხე ტ ი ორტსა და წIX8ძ /(ჯ»ე) შორის, 

მაშინ _ 
# » წL8ძ / (ჩა)= | წL9ძ /(ჯი) | C08 დ, 

თ. 7 (7) _ | 6L80 /(ჯი) | 609 დ.
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აქედან ჩანს, რომ მხა წარმოებულს აქვს მაქსიმალური მნიშვნე- 

ლობა, როცა დ=-0, ხოლო მინიმალური, როცა დ=X. | 

/(7) ფუნქციის გრადიენტის ცნება წარმოადგენს, გარკვეული აზ- 
რით, ერთი ცვლადის ფუნქციის წარმოებულის ცნების განზოგადებას, 
მართლაც, თუ განვიხილავთ ჯა წერტილზე მოდებულ (8Xც ძ+,..., ძX,) 
ვექტორს (» წერტილის გადაადგილების ვექტორს) და მას ძი» სიმბო- 
ლოთი აღვნიშნავთ, მაშინ /(7) ფუნქციას სრული დიფერენციალი 

გამოისახება ფორმულით: 

ძ/ = ძ/ (ჯი) ძX, I-V) ძX, ს+.. „+ 950! ა მL(70) > 

XI %=% % 

თუ ლწI%8«/(ჯ7ე)ს პირობით სუნში / (წე) სიმბოლოთი, მაშინ 

გვექსე | 
ძ/ =/'(ია · ძჯ. (7.7) 

ამრიგად, მრავალი ცვლადის /(») ფუნქციისათვის შენარჩუნებუ- 
ლია ერთი ცვლაღის ფუნქციის დიფერენციალური აღრიცხვის ძარი- 
თადი ფორმულის სახე, ხოლო (7.7) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში, 

გვაქვს ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი, 

მაგალითი, ვიპოვოთ /(», ყ, 9 =X-+2V)1მ+3ყი ფუნქციის წარ- 

მოებული (1, 3, 1) წერტილში 29+2 რ-ბა ვექტორის მიმართულებით. 

ამოხსნა. ამ შემთხვევაში » ღერძს მოცემული. ვექტორის მიმარ– 

თულება აქვს, ამიტომ მისი მიმართულების კოსინუსებია: 

2 2 1“ 
MI 2+2+1! 3 ს 3' #+= ვ 

ახლა ვიპოვოთ აღებული ფუნქციის კერძო წარმოებულები მოცემულ 
წერტილში. გვაქვს 

X.=წIX6ძ /(ჯე) · ძია ; 

მაშასადამე, 

V(V 2, ) _ კე 903). =39, -V(>9, 1) _ კ მჯ . ძ« ძმ, ' 

ამიტომ, (7.1) ფორმულის თანახმად, 

ძ/(3, 3, 1) ' 2 2 1 =45. -“ +39, 2 1.8, 1._ პX ქტმთოვ 9. -4+18. --=62,
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§ 9. ხასრული ნაზრღის ფორმულა მრავალი ცვლადის 

ფუნქციისათვის 

ეთქვათ ო-განზომილებიან რაიმე C არეში მოცემულია დიფერენ- 

ცირებადი #(X, X:...-Xა) ფუნქცია, ავიღოთ ამ არის ისეთი ორი წერ- 

ტილი #დ=(CX,, X--აXი) ღა ძ= თ%+სჩ XL ა. XL ჩი); რომ ჯ4 
მონაკვეთი მთლიანად მოთავსდეს C. არეში. განვიხილოთ ფუნქცია 

XC=/00+1M,, XX+1Mა:·Xგ“+/ხი). 0=7=1. 
ცხადია, : : 

##%9)=/ (X, Xა---Xი) #(1)=/(X+7 X-+-#Mჯ-.X.+ჩი)- (8,1) 

XVC) ფუნქცია დიფერენცირებადია. რთული ფუნქციის გაწარმოების 
წესის თანახმად 

# “()=/.,(X,+#/,, X%+/Iვ,'.Xა + ჩე) 

+წყთნი X + II ი +Iი)#ა+..-+ (8.2 
+/., (X + 1ჩ,, X2-+ILMა3,.- აჩ: “L-/ჩი)ჩი. 

"შემდეგ ლაგრანჟის ფორმულის ძალით, 

#(1)-– #0) = X"(ვ80), სადაც 0<8<1. (8.3) 

მაშასადამე, თუ გავითვალისწინებთ (8.1) და (8.2) ფორმულებს, (8.3) 

ტოლობიდან მივიღებთ ' ' 
(ICC +L, X:-LIა,- · სXა+ჩი)ა–/(%, Xა... Xი) = 

=/.(X+ ე) > X.+897,,. ·აX.+ მMი)M+/ (XV + მ, X:+8#,,. .- 

....X»ი –+მზჩი)M-+-. · ·+/ „(ი + წი, X2-+9#:,. · სXი+0ჩე)#ი· (9.4) 

(8. ეე ფორმულას ეწოდება სასრული ნაზრდის ფორმულა 

მრავალი „ცვლიდის ფუნქციისათვის. (X, + 9, X + 

+მ#,,..--,X +მხ,) წერტილი ძევს ჯყ მონაკვეთზე. 

თეორემა 9. თუ /(XცX,.·X,) ფ'უნ ქცია განსაზღვრულია 

C არეში და ამ არის ყოველ წერტილში 

ბ _0 % -ი0,.., 9-0, #.59 
ძX, ძX, ძX» 

მაშინ აღებული ფუნქცია C არეში ღებულობს მუდ- 

მიე მნიშვნელობას. 

დამტკიცება. (მ.50 ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

/იXი, XX) ფუნქციის პირველი რიგის ყველა კერძო წარმოებული
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უწყვეტია C- არეში. მაშასადამე, აღებული ფუნქცია დიფერენცირებადია 
6 არეში. · 

„ ახლა ავიღოთ C. არეში რაიმე ”ა(XI9, V9),...,X(9)) წერტილი, ხო- 
ლო »=(CX, X-,..X,) იყოს C არის ნებისმიერი წერტილი. რადგანაც 

6 ბმული ღია სიმრავლეა, ამიტომ ჯა და ჯ წერტილები შეგვიძლია 
შევაერთოთ ტეხილით, რომელიც C არეშია მოთავსებული. ეს ტეხილი 

იყოს ჯე ჯს, ჯვ...იჯ ჯუ. მაშინ, თუ გავითვალისწინებთ (8.5) ტოლო- 

ბებს, (8.4) ფორმულა გვაძლევს 

/ (9,)-––/ (თი)=0, 
ე. ი. /(2,)=/(ჯე). ანალოგიურად მივიღებთ 

/(»)=/(ჯ.), / (0) =/(ჯე),.·, /(ი7»)=/(ჯ) 

და, მაშასადამე, : 

7(7)=1(ჯV)- 
თეორემთ» დამტკიცებულია, 

§ 9. სრული დიფერენციალის გამოჟქენება ფუნძციის 

მნიშვნელობის მიახლოებით ზამოთვლაჟში 

ავიღოთ, სიმარტივისათვის, ორი „ცვლადის #= I/(ჯ, ყ) ფუნქცია, 

რომელიც განსაზდვრულია რაიმე C არეში და დიფერენცირებადია 

6; Vი) წერტილში. აღებული ფუნქციის სრული ნაზრდი (ჯა, ყე) წერ– 
ტილში იქნება | 

ტ#6= /„(Xა; %ი)ტX-L/ ,(Xი; 9ი)ტყ+ თი, (9.1) 

სადაც თ მიისწრაფვის ნულისაკენ ი-სთან ერთად. ამ ტოლობიდან ვხე- 

დავთ, რომ „აღებული ფუნქციის სრულით დიფერენციალი ძი» = 
/#M(Xთ %-)ბ2X--/ „(Xი; 3/ი)ბV/ წრფივია #X»ჯ და ტყ ნაზრდების მიმართ და 

ფუნქციის სრული #2 ნაზრდისაგან განსხვავდება თი სიდიდით, რომე- 

ლიც მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირეა, ვიდრე 6=L/ (ტX)?-+-(ბყ)?. 
უკანასკნელი წინადადება გვიკარნახებს, რომ აღებულ წერტილში 

ფუნქციის სრული #ტა ნახრდი ჩავთვალოთ ამავე წერტილში მისივე 
სრული ძი დიფერენციალის მიახლოებით მნიშვნელობად: 

ტი == ძე. (9.2) 

ცხადია, რომ ამ შიახლოებითი ტოლობის სიზუსტე დამოკიდებუ: 

ლია #ჯ და #ტყ ნაზრდებზე. რამდენად მცირეა | ბXI და (ბყ ს იმდე– 

ნად ზუსტია მიახლოებითი ტოლობა (9,2). გადავწეროთ (9,2) ახლა 

შემდეგი სახით 

/(X-+ ტX, ყა + 6V) => / (X-, Vა)+ ძი. (9.3)
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ხშირად (9.3) გამოიყენება ფუნქციის მიახლოებითი მნიშვნელობის გა– 

მოსათვლელად აღებულ წერტილში, 
მაგალითი. გამოვთვალოთ # = Iი(IV/ ჯ –V ყ) ფუნქციის 

მიახლოებითი მნიშვნელობა (4,02; 0,96) წერტილში, 

ამრიგად, მოსაძებნია 1X(I// 4,02--|// 0,96) რიცხვის მიახლოებითი 
მნიშვნელობა. ' 

ვთქვათ, ჯა=4, ყე=1. მაშინ ტX=0,02, ტ4ყ=–0,04, გარდა ამი– 

სა, გვაქვს 
მ/ 1 1 მ” 1 1 

აა _ _–_ –_». _ _ == VVV 

მ M#Mა-/ყ2/ჯ მ M/X-/”, 2V/ 9 
მაშასადამე, (9,3) ფორმულის ძალით, მივიღებთ 

Iი (/ 4,02--|/ 0,96) ==1ი (|/ 4-–MV 1)+ 
1 1 

––––= == = 
MI 1-/V12V/4 

1 _ 1 

(I 4-–წ 1 2M/ 1. 

§ 10. ერთგვაროვანი ფუნძციები ღა ეილერის თეორემა 

როგორც ცნობილია, Xკ, Xვა"..IXი ცვლადების ჯVXV 2, Xა) 

პოლინომი ეწოდება ასეთი სახის გამოსახულებას 

თ” 77% »M · 
LVCX, Xვე.+··-Xი) – 2, ?, ... 2, 4», M. ს, XII XI9I...XMი, 

#.=0 სხ=ე0 ჩი=0 
სადაც 4ჩჩვ“' “ჩი ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია, #,, #ვყ---,#, მთე–- 

ლი არაჟუარყოფითი რიცხვებია, ხოლო /#»,, IM): 9 წარმოადგენენ 

მოცემულ მთელ დაღებით რიცხვებს. გამოსახულებას 
4", ჩვ“, XII XMI...I8ი 

ეწოდება აღებული პოლინომის წევრი, X,+M-L..--+#ე ჯამს––ამ 

წევრის ხარისხის მაჩვენებელი, ხოლო პოლინომის წევრების უდიდესი 

ხარისხის მაჩვენებელს ეწოდება ამ პოლინომის ხარისხი. 

XV XX 0ვლადების პოლინომს ეწოდება ე რთგვაროვანი, 

თუ მის ყველა წევრს აქვს ერთნაირი ხარისხი. მაგალითად, 

3X9XX1-L 5X.XX8--10X1V +XI +3X--7X 

  

    

.0,02–-–   

  · (<-0,04)=0,025.
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მეხუთე ხარისხის ერთგვაროვანი პოლინომია. ცხადია, თუ X,, X-, ჯე ცვლა- | 

დებს გავამრავლებთ 7-ზე, მაშინ ზემოხსენებული პოლინომი გამრავლ– 
დება #5-ზე. 

საზოგადოდ, თუ სCX,, X-·-Xე) არის უჯ ხარისხის ერთგვაროვანი 

პოლინომი, მაშინ 

XLXIX., 1Xვ6...·,(Xე)ლ=I! LსCX,ს. X–ა·-··Xი)- 

არსებობს უფრო რთული ბუნების ფუნქციები, რომლებსაც აქვთ ზე- 

მოაღნიშნული თვისება. ვთქვათ, 

ჩ ––ა–თ 

(XV, გ=X X%+V 280>3 
ს/ 3Xბ%--2ყპ+7/! 

თუ X, ყ, # ცვლადებს 1L-ზე გავამრავლებთ, მივიღებთ 

  ხ 

  

  

ჩ 

V (0? + (()1 – 4021 ,. #X 
? ჯ 
VI პრი? + 201 +701...” 

/(IX, (V, #2) = 
  

მაშასადამე, 
1 

#I((X, IV, #8) =1 3. IVCX, ყV, წ). 

ბუნებრივია, რომ /V(X, V, #) ფუნქციას ვუწოდოთ –- ხარისხის ერთ- 

გვაროვანი ფუნქცია. 
ახლა შემოვიღოთ ერთგვაროვანი ფუნქციის განსაზღვრა. 

ი«-განზომილებიან დ არეში განსაზღვრულ # ცელა- 

დის /(X, X,--აX.) ფუნქციას ეწოდება X;, X,,.-,სX, ცვლა-. 
დების „ ხარისხის ერთგვაროვანი ფუნქცია, თუ ამ 

ცვლადების გამრავლება ნებისმიერ/სიდიდეზე იწვევს 

ფუნქციის პირვანდელი მნიშენელობის /”-ზე გამრავ- 

ლებას, .ე. ი. 

(ეხე მანიით ანნი) = რიხი მაი -პია. 09.), 
თს რიცხვს ეწოდება აღებული ფუნქციის ერთგვაროვნების მა- 

· ჩვენებელი. 

ერთგვაროვნების ჯ მაჩვენებელი შეიძლება იყოს ნებისმიერი ნამ-. 
დვილი რიცხვი. 

მაგალითი. ეთქვათ, 

MIX, V, ი=ლ=–-- -  - ) ლ, 

არღლო უთ
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ადვილი შესამჩნევია, რომ /(X, V, 2) წარმოადგენს », ყ, #. (ცვლადების 
–-- ხარისხის ერთგვაროვან ფუნქციას. მართლაც, 

1 -3. 
(IX, 1ყ, (2) = – (2 =1 4 /(X, V, 2)- 

MV” 30X)? – (IV)3 -L (#2) 

  

  

მაშასადამე, 

3 
ი=“-“–. 

4 

ახლა, თუ (10.1) ტოლობაში ვიგულისხმებთ 7= => გვექნება 

X1 

IV. საბა = ი ( ' X., 24,..,5%), 
' X X X. 

ე, ი. 

/ (XV Xა, ··· Xგ) = X>დ (4,...,=). (10.2) 
XI % 

ამრიგად, თუ ჯ ხარისხის, ერთგვაროვან ფუნქციას გავყოფთ ერთ- 

ერთი არგუმენტის »: ხარისხზე, მაშინ განაყოფი იქნება დამოკიდებუ–- 

ლი მხოლოდ არგუმენტების ფარდობაზე. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ, თუ /(X), X,-·X,„) ფუნქცია აკმა– 

ყოფილებს (10.2) პირობას, მაშინ იგი „ ხარისხის ერთგვაროვანი 

ფუნქციაა. 

მაშასადამე, » ხარისხის ერთგვაროვანი ფუნქციის განსაზღვრას 

შეგვიძლია საფუძვლად დავუდოთ (10.2) პირობა. 

ერთგვაროვანი ფუნქციის კერძო წარმოებულებისათვის ადგილი 

აქვს მარტივ და მრავალ გამო ყენებაში მოხერხებულ დამოკიდებულე- 

ბას, რომელიც ეილერის (#10) მიერ იყო დადგენილია ქვემოთ მოგვ– 

ყავს ეილერის 
თეორემა 10. დიფერენცირებადი # ხარისხის ერთგვა-– 

როვანი /(X, X».·Xი) ფუნქციის კერძო წარმოებულების 

სათანადო ცვლადებზე ნამრავლთა ჯამი უდრის თვით 

ფუნქციისა და მისი ერთგვაროვნების მაჩვენებლის 

ნამრავლს, ე. ი. 

X მ/. » +... +Xი 9 თ/იი Xე...Xი)- (10.3 

0X, ძX, Xი
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დამტკიცება. რადგანაც /(X,, XX.) არის #1 ხარისხის ერთ- 

გვაროვანი ფუნქცია, ამიტომ ყოველი ჯ-სათვის მართებულია ტოლობა 

(IX, 1X,. · +Xი) =1%/(%X), X,.. ”Xი) 

თუ შემოვიღებთ აღნიშენებს 

“== 7X. Mვ == IXე,- ..M,=1X» 

გვექნება 
/(C 4.ე,.. MM) = #(II(XI, Xვ,.. აXი)- 

ეს იგივეობა გავაწარმოოთ ( პარამეტრით, მივიღებთ 

9მI_ რი ძი, , 9 მ, ძ% +. „+%# 0მ/ ძი, 
=ჯ/ი“ 1 (%X,Xვ,.-'%Xგ)) 

მ", ძ მა 02! ძია ძ! თ /(%% 

აზუ 
% :C+ X IX +... +-X ი :+ =#II/"“ 1/(CX,, Xვს- ჯი)“ (10.4) 

მიღებულ ტოლობას ადგილია აქვს / პარამეტრის ყოველი მნიშენელო– 

ბისათვის; ამიტომ, თუ (10.4) ტოლობაში ვივარაუდებთ 1=1, მივი- 

ღებთ (10.3) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ, თუ /(«ს X,.·-,X„) ფუნქცია 

დიფერენცირებადია რაიმე C არეში და ადგილი აქვს 

(10.3) ტოლობას, მაშინ /(,, X.,---„Xი) წარმოადგენს ».ხა- 

რისხის ერთგვაროვან ფუნქციას. 

ავიღთთ (CL არუში რაიმე (X,, X,.-.,Xგ) წერტილი და განვიხილოთ 

ჯ ცვლადის შემდეგი ფუნქცია: 

  

X#LC)= </> 1Xვ,..-,/Xც). (10.5) 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმთთ, რომ 1>0. ვი- 

პოვოთ #“M)+ გვაქვს 
დ() I თ = <5   

სადაც 

დ(0= (X,/ 7, (MX, (X,,. --/Xგ) + X:/+,(/X, XIX) + 

+ .. "+ Xი/..VX. 1X§,. · აXე))I––ი/ (IX, 1Xვ,.- · ,Xიგ). 

თუ (10.3) ტოლობაში X,, X,.--Xგ სიდიდეებს შევცვლით შესაბამისად 
1X,, X,,.. IX, სიდიდეებით, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

XC =0.
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მაშასადამე, 

| XXI)=90, 

სადაც 6 მუდმივია. 

ახლა (10,5) ტოლობაში ჩავსვათ ( „ევლადის მაგივრად 7=1, მი–- 

ვიღებთ 
ი” I(CX. XX. ს#ი). 

ამრიგად, 

MM მე... Vა)ლ=/(X. შეს," Xგ)- 

აქედან 

· 7 (IX 1Xჯ-· ·,/X;) =1I/ CX,, Xვ): · ·Xი)- 

მაშასადამე, /(X, Xვ,-Xა) არის „ა ხარისხს ერთგვაროვანი 

ფუნქცია. 

§ 11. უმაღლესი #იბის კერძო წარმოებულები 

განვიხილოთ ორი ცვლადის /(X, ყ) ფუნქცია, რომელსაც რაიმე C 
არეში აქვს კერძო წარმოებულები + და +, საზოგადოდ ეს კერ– 

X ყ. · 
ძო წარმოებულები თავის მხრივ წარმოადგენენ ჯ და ყ ·ცვლადების 

ფუნქციებს. ასე რომ, შეგვიძლია განვიხილოთ ამ კერძო წარმოებულე- 

ბის კერძო წარმოებულები. 

მ/ 0“ 
უა ფუნქციის კერძო წარმოებულს Xჯ ცვლადით აღნიშნავენ 3” 

X · X 

ან / ,:C, V) სიმბოლოებით, ხოლო იმავე ფუნქციის ·კერძო წარმოე- 
5 

ბულს ყ ცვლადით აღნიშნავენ ა, , ან /;((X, ყ) სიმბოლოებით. 
X0თVყ 

XL ფუნქციის კერძო წარმოებულები ჯ და 

V 

  

სრულიად ამგვარაღეე, 

V ცვლადებით აღინიშნება შესაბამისად შემდეგი სიმბოლოებით: 

ძ“/ , 0"/ „ 
_-“- ან /:1C, --'- ან /ი(X, V). ძყმX (20% ყ) და ონ. /, ყ1IIX, ყ 

ამრიგად, განსაზღვრის თანახმად, 

9=-(XL) მ0V _ძ + ) 
ი» ძX»X VმX/, მყ მძყLძ»X
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0 _ 9. .-) მ/ _ ბ >) 
მყმი ძXLსმ/ /, მყ, მპძყსძყ 

მიღებულ კერძო წარმოებულებს ეწოდება /(X 9) ფუნქციის მე ო- 
რე რიგის კერძო წარმოებულები, 

მაშასადამე, ორი („ვლადის ფუნქციისათვის გვაქვს ოთხი მეორე 

რიგის კერძთ წარმოებული 

ამგვარადვე განისაზღვრება მესამე, მეოთხე და უფრო მაღალი რი–- 
გის კერძო წარმოებულები. მაგალითად, თანახმად განსაზღვრისა, 

იეო+ი+1/ – 9. _იო+ი/ _ 

ეჯიძყიი1.. ძყ V მჯშძყი 

საზოგადოდ, თუ მოცემულია რამდენიმე ცვლადზე დამოკიდებუ- 
ლი /(X, ყ,.--,) ფუნქცია, მაშინ ამ ფუნქციის » რიგის კერძო წარ- 
მოებულის მისაღებად საჭიროა მისგან ავიღოთ მიმდევრობით ი-ჯერ 

წარმოებული .ჯ, ყ,...,/ ცვლადების მიმართ. 

მაგალითი. ეთქვათ, მოცემულია ფუნქცია 

%=>810(X”--+23ყV9).. 

  

ვიპოვოთ 

მ" ძბ?“ მს მ" 

პა». , ძXძყ '" პძყძX ” ძყ? 
    

გვაქვს 
=2X009(ჯ1-L3ყ), = =: 6ყ 008(X1 -L 3ყ"), 

ყ 

49M _ 200560-L3ყი)--4X>ი1იC0-L2ყ", 
ძ»! 

წყლი 

მჯXძყ 

ძმ" 

ძყძX 

=6008 (#-L3ყე-–36ყ1 81ი(X--L ვყუ). 

  ==–-12XVყ8§1ი(X?-L3ყ9), 

  =--12XVყ810M(X--+23ყV"), 

. 
ამ მაგალითიდან ჩანს, რომ 

0M_ _ მ" 

.-0X0V მყიძX 
  

  

(11.1)
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ისმის კითხვა. აქვს თუ არა ადღგილი (11.1) ტოლობას ნებისმიერი 

ფუნქციისათვის? ვაჩვენოთ, რომ (11.1) ტოლობა საზოგადოდ მართე- 

ბული არაა. 

განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, /(X, ყ) ფუნქცია განსაზღვრულია 
შემდეგნაირად: 

“2 

0, როცა X=0, ყ=0, 

  

კერძო წარმოებულის უშუალო განსაზღვრიდან ვღებულობთ 

/M(0,თ =0, /:(0,0) =0. 

შემდეგ, რადგანაც /(C0)=/(0,/)=0, ამიტომ 
/(X,9)-–/(9.#) =ყ 2-ყ/ , #009)-/0%0) .. , #-წ" 

»ჯ ჯ+ყ? ყ X+ყ" 
და, მაშასადამე, 

    

(M0,0ე)ლ–-–ყ /:(X+0)=». 

გამოვთვალოთ ახლა /#;:(0,0) და =V 2+(0,0). "გვაქვს 

4--9 იო 

#იდ,თ= 10. /44X9)–-//(0,0) 
VI წევის 

„თ 

7 >(0,0)#/ (9,0). 

ახლა ისმის კითხვა: რა პირობებშია მართებული 

  

= 1.   

ამრიგად, 

1 XVCXიII/0)==/ />(XიV/ი) 

ტოლობა? 
ქვემოთ ჩვენ მოვიყვანთ ორ საკმარის პირობას, როცა მართებუ- 

ლია აღნიშნული ტოლობა. 
· თეორემა 11, თუ C არეში ი ფანსაზღვრული ორი ცვლა- 

დის /(=»M) ფუნქცია აქვს /; და /; კერძო წარმოებულე- 
ბი C არის (ჯ, ყე) წერტილის რაიმე მიდამოში და ქს 

წარმოებულები დიფერენცირებადია (X,ყე) წერტილ- 
ში, მაშინ 

1 XVCXიIM0) == | ,(Xი;M/0)+ (11.2)
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დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშენები, 

40) =/ +ი-++M. + M)--/ (X6-+- M,ყი)-–/ (%იM0 + M)-+ / CM); 

დ(X)=/(XVყი-+M)-–/ (X,Vი) 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

| «4C0") = დ(Xგა-L#)––დ(Xა)» 

სასრული ნაზრდის ფორმულის ძალით, | 

თ(X +#M)--დ(Xე) = ჩდ (Xა+ მ#), 
სადაც 0<0<1. მაგრამ 

დ'(Xა+ 0#) =/ »(CXა-L მჩ, ყი +M)-/ (X-+ მM,ყი). 
მაშასადამე, 

4C0) =MI/ LC6-L9M, ყი + M)-–-/ „(Xა+ მჩ,Vყი)I = 

=MI(/ (++ მM,ყი-- M)--/ (Xე.Mა)) -–I/ „(Xგ-- 0M,ყა)–-/ -(X9Mი)II+  (11+3) 

რადგანაც / XX, ყ) დიფერენცირებადია (Xე,ყე) წერტილში, ამიტომ 
120 + მM, ყი -+ M)--/ (X;4) = 0#/ +" (XV) + 

+M/ (% ყი)+ 8'M, 

“ /.(-+-მჩყი)--/ LCXIM) = 0M/ ((XეMი 4-8”, 

სადაც «' და §” ნულისაკენ მიისწრაფვიან # ნაზრდთან ერთად. თუ 

გავითვალისწინებთ ამ ტოლობას (11.3) ტოლობა ასე გადაიწერება: 
! 4(ს)=Mშ/ (XV) +6M8, (11.4) 

სადაც 8=9” --4””. 

ახლა თუ განვიხილავთ ფუნქციას 
დCV)=/ (Xა-+#,ყ)--/ (იყე), 

გვექნება 
4C)=%(ყი-L I) – V(ყე). 

ანალოგიური მსჯელობის ჩატარების შედეგად მივიღებთ 

(40) =M"/ „,(XIVი)-L6%,M3, (11.5) 

სადაც 6, ნულისაკენ მიისწრაფვის #-თან ერთად. 
(11.4) და (11.5) ტოლობებიდან გვაქვს 

M#"/ +(XIVი)“ 65M" ==" / ,(Xა,Vე)+-6,M". 
აქედან 

1 2ყ(Xი7Mი) +5 = / (XV) 6,
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და თუ ზღვარზე გადავალთ, როცა #->0 მივიღებთ (11.2) ტოლობას. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ზემოდამტკიცებული თეორემა ცნობილია იუნგის (Vისისე) თეო- 
რემის სახელწოდებით. 

იუნგის თეორემაში იგულისხმება ყველა მეორე რიგის კერძო წარ- 

მოებულის არსებობა (X.ყე) წერტილში, ხოლთ მათი უწყვეტობა ნა- 

გულისხზმევი არაა. 

ქვემოთ მოვიყვანთ მეორე თეორემას, რომელშიც ნაგულისხშევია 

ერთ-ერთი მეორე რიგის შერეული კერძო წარმოებულის არსებობა და 

უწყვეტობა. 
თეორემა 12. თუ (იყე) წერტილის რაიმე მიდამოში 

/II%ყ) ფუნქციას აქვს კერძო წარმოებულები /,, /ც და 
(7, ამასთან, /V. უწყვეტია CV) წერტილში, მაშინ 
არსებობს /»(X,V) და მართებულია ტოლობა 

1XV(XიIMი) = / 72 (XიM-)+ 01.6 
დამტ კიცება, განვიხილოთ ფუნქცია 

სფ) = 9050=#70) 
(X-X)(V–- ი) ” 

9(X,ყ)==/ (X,V)––-/ (Xყა)» 
ლაგრაზქჟის ფორმულის თანახმად 

სადაც 

9(XVV)––7(Xე,ყ) == #,LXე + მ(X-–- XI, ყ) (X––Xა), 
სადაც 0<0<1, მაშასადამე, 

  

, მVC-»), 
%(CV#)= 9»IX + VMX--Xი),VI_ 

რადგანაც #7 M% 

2(X,ყ)ლ–/ (XV V)-/ (X,ყი), ამიტომ 9.(X,ყ)=/»CXVV)––/ »CX,Mი) 

  

M(XV)= #2>IXI+ მ(X-–-Xა),ყ)--/ XX + 9 X-–X),Mი) __ 

ყ-–Mი · 

=/ IX I- მ(X-– Xი), ყი+ მ  (ყ-–-ყე)), · 

სადაც 0<0” <1, შემდეგ />, ფუნქციის უწყ ეტობის გამო ·(Xე,VMი) წერ- 
ტილში, გვექნება 

IIIი CI(X,M)= / #(Xა»Mი) (11.7) 
X-–Xი 

ყV-+“Vი
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მეორე მხრივ, 

ათა 00) /CVI – 6) – /CV)1 _ 
(X–-Xე)(ყ-––Vი) 

1 | #90- რია _ /(XიV)-– / (XV) 
X#–- X ყ#“ ი #““ყი 

აქედან გვაქვს 
  1) V(X,ყ) = 1 I(X+Mი) –– / (XაVMი) , 

V–Vა X-–-X 

მაშასადამე, თუ გავითვალისწინებთ (11.7) ტოლობას, V თავის 1-ლი 

თეორემის ძალით არსებობს 110. ( 1110 VX,ყV)) და ადგილი აქვს ტო- 
X-Xა V#V-–-Vწა 

ლობას 
110 I III «MX, M)) = / «/(XაIMი):. (11.8) 
ჯ–1ე ს -“M 

მაგრამ 

110 ( 11Iი VI(X,V)) = / „> (XV): (11.9) 
#–-Xი #V“ “#0 

(11.8) და (11.9) ტოლობებიდან გამომდინარეობს (11.6) „ტოლო– 
ბის მართებულობა. თეორემა დამტკიცებულია. 

ზემოდამტკიცებული- თეორემა უფრო მეტ შეზღუდეებში პირველად 
შვარცის (ფ-ს%8X7) მიერ იყო დამტკიცებული. 

§ 12. უმაღლესი რიგის სრული დიფერენციალები 

განვიხილოთ სამი ცვლადის ფუნქცია 

%= I(X, V, #). 

ვიგულისხმოთ, რომ ეს ფუნქცია დიფერენცირებადია (X, ყ, ი) წერ- 
ტილში, მაშინ 

ძიM = მ ძX 19% ძყ+ ძL ძ7, (12.1) 
„0X ძყ ძი 

სადაც ძX, ძყ, ძუ განიხილებიან როგორც მუდმივი პარამეტრები, 

თუ ძი დიფერენციალი არის დიფერენცირებადი ფუნქცია, ე. ი. 
ი” მძ, V“V 

თუ კერძო წარმოებულები 2» „» 8 ჯანსაზღვრულია (V, ყ, #) 

წერტილის მიდამოში და ისინი დიფერენცირებადი არიან ამ წერტილ- ში, მაშინ ამბობენ, რომ დ ფუნქცია დიფერენცირებადია მეორე რიგამდე უკანასკნელის ჩათვლით და დიფერენციალის დიფერენციალს ეწოდება
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ყ ფუნქციის, მეორე რიგის სრული დიფერენციალი და მას 

აღნიშნავენ #?ჯ სიმბოლოთი, მაშასაღამე, განსაზღვრის მიხედვით 

ძ"C=ძ(ძM- 

თუ არსებობს ძ?ს, მაშინ კერძო წარმოებულები ძ, 9, მ/_ 
მს მყ იძ” 

დიფერენცირებადი ფუნქციებია და ამიტომ, იუნგის თეორემის ძალით, 

ადგილი აქვს ტოლობებს 
0“/ _ 0% , ძ"/ _ 0“/ , ძ“/ = 0?/ , (12.2) 

მაძყ მყმI მძყძ?” ძიძყ ძ»ძმX ძXძ2 

„ვთქვათ, აღებული « ფუნქცია დიფერენცირებადია მეორე რიგამდე 
უკანასკნელის ჩათვლით და ვიპოვოთ მეორე რიგის სრული ძ?ს ღი- 

ფერენციალი. გვაქვს | 

  

  

ძ(7V) პ» _L%9M) პე+ ძ(თ=V) ძი = 

  

ძ"'M=9ძ(ძ%) = 
მX მყ ძი 

ძ% ძ/ აპ ) ! 
= (| –“–- ძX + ძყ+ ძX I|ძ. 

(24 MX მყ0X 4 ძ2ძX X)ძ»+ 

აც %,,) + ო ძი +–––წყ6+--–“--ძ )|)ძ 
( ძXმყ · ა» #+ ძეძყ #)V+ 

  

0 0%V 0" ) 
ძ ძV + –-“– ძი | ძ/. 

+(57; +, თ რ) 
(12.2) ტოლობების თანახმად, აქედან ვღებულობთ 

ძ"/ 0'/ ი"/ 0 

ძ'=“-“-მ-+----ძყზ“+- ძი + 2 -–--–- ძაძ 
“ 0X? 21 / ქყა= + ძXძყ 20ყ-L 

2 "../. 

+2-% კემ. +2 ი - ძიმ»- (12.3) 
ძყძი ძ7ძX 

უმაღლესი რიგის სრული დიფერენციალები ძ%, ძ“ყ,... განისაზლ- 

ვრება მიმდევრობით, ამბობენ, რომ # ფუნქცია დიფერენცირებადია ჯ 

რიგამდე უკანასკნელის ჩათვლით, თუ ძ” 1 V დიფერენციალი დიფერ- 

ენცირებადია, ე. ი. თუ # ფუნქციის %-–-1 რიგის ყველა კერძო წარ- 

მოებული განსაზღერულია განსახილავი წერტილის მიდამოში და, ამის 

გარდა, ისინი დიფერენცირებადია ამ წერტილში, 

ძის სრული დიფერენციალისათვის შეიძლება შევადგინოთ სიმ- 

ბოლური გამოსახულება. ამისათვის შევნიშნოთ, რომ ძV დიფერენ-
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ციალის მისაღებად სა კმარისია / ფუნქცია გავამრავლოთ სიმბოლურ 

9 ძX-L 9. ძყ-+ _9. ძი მამრავლზე, მასთან, გამრავლება ხორციელ- 
ძX მყ ძ» 

ძ ძ მ 
დება ისე, თითქოს ––-, –, –, ძX, ძი, ძი ცალკეული მამრავ- 

მს ძმძყ ი» 

  

ლებია; 

ძM% = (>- ძX+ -9: 9ძ9I+ 9. «) I 
ძX მყ ძი 

ახლა, თუ (12.ვქ) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში პირობით /-ს 

ფრჩხილების გარეთ გავიტანთ, მაშინ ფრჩხილების შიგნით დარჩება 

გახსნილი სახით 

++: ძყ ++ ძი 
ძX 

გამოსახულების კვადრატი, ამიტომ ძ?სც მეგვიძლია სამბოლურადღ ასე 

ჩავწეროთ 
(წ) 

%-( -ი%+-ძი+> #. 

ანალოგიურად შეიძლება ჩაიწეროს შესამე რიგის დიფერენციალი, 
მეოთხე რიგის დიფერენციალი და ა. შ. ეს წესი ზოგადია; ყოველი 

თ-სათვის გვექნება სიმბოლური ტოლობა 

ძი” = (–-%+-9+2%)” #) (12.4) 

რომელიც ასე უნდა გეესმოდეს: გამოსახულება, რომელიც ფრჩხილი 

შიგნი თაა მოთავსებული, ფორმალურად უნდა ავიყვანოთ „ჯ ხარისხში 

და შემდეგ ძ სიმბოლოს ხარისხებს (რაც წარმოებულის რიგს გამო- 

სახავს) მარჯვნივ უნდა მივუწეროთ /. 

თუ მოცემულია » ცვლადის ფუნქცია 

#=7/LXV პს: Xი), 

მაშინ ანალოგიური მსჯელობით დავამტკიცებთ, რომ 

       
პ ბ პ ა” 

ძის =| –- მX+-–--ძX%·+L... · 12.5 
« ძX, ! ძX შ მXი / ' ) 

მაგალითი. ვიპოეოთ #V=8LCხ§ -%#. ფუნქციის მეორე რიგის დი– 
X 

ფერენციალი თ%V. 
16 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე



226 თავი VI მრაჟალი (კვლადის ფუნქციის კერძო წარმოებულები... 

  

"ამოხსნა. (12.5) ფორმულის ძალით, 

' 2) 2 2 2 
მი-( > ძ» +” ი) ც= 95%კვ 1 2-2% კაკე+9%კ. 

M IX 
  

  

ძთ მჯ” ძ»მყ ძყ?. 

ი”V მს იძ“. მოვძებნოთ 2, 99% 7წ%. სვაქეს 
ვმებ ძისა ძამყ იძყ" ბვაქქ 

სძ __Mყ  %__ +» 
ძX კ +ე” ძე #+ყ2” 

მ'ს  2XV მს  ყ-»X» იი _ 2XV 
  

ძი (22+ ყე მ»ბყ 00+ყებ” მა. (4--ყე)ბ 
მაშასადამე, 

2XV(0X1 –– ძყ?) + 2(ყ' –– X)ძXიყ 
(X- -Lყ?)   

ძ'ა= 

§ 13, რთული ფუნქციის უზაღლესი რიგის კ0რძო. 
წარმოებულები და დიფ0ირენციალები 

ვთქვათ, მოცემულია სამი ცვლადის ფუნქცია 

თ=/(V, დს, %), 

განსაზღვრული რაიმე C არეში. ვიგულისხმოთ, რომ «, ს, თავის 

მხრივ დამოუკიდებელი # და ყ ცვლადების ფუნქციებია, განსაზღვრუ- 
ლი ჯ# არეში. 

ვიგულისხმოთ, რომ . IV, 8, %) ფუნქცია დიფერენცირებადია C 
არეში, ხოლო «, 9, 9) დიფერენტცირებადი ს არეში. მაშინ, როგორც 

ვიცით, რთული ფუნქცია თ დიფერენცირებადია 8 არეში და მართე- 

ბულია ტოლობები | 

ყი _ 49%, #9, 4 ძი 
ბი მიმ ძა მჯ მი0იX 

(13.1) , 

ძი _ 0'ძ« _ ძწძი , ძ” ძი. (13.9 
მი ძიმყ ძაძყ ძიძყ 

ძთ = V ძს+ 9 კ, 92%. (13.3) 
“ მს (2) 
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(12.1) ფორმულის თანახმად,, 

= “(0 დ. ·თ., 
X 0X” ძX - ძ»ჯ ძ> ძX 

  

ძ პ/-? 
– ( იმი XV | შის, მი, (13.4 

ძX მს მიმ» ძიხძ” ძიძ»: 

მაგრამ იმავე (13.1) ფორმულის მიხედვით 

  

  

ძ +) 
_IVM) MM, M თ, M « 

ძX მიმ» ' ძიძა ძX ' ძიძაი ძX ” 

V 
(>) _ M თ, MV , M ა. 
ძX ძიძია მი იძბ"ბმ» ძაი10 0ჯX 

ძI 

(=) თ თ, ით, ო 
ძX ძამის მქ მძმაძიმ» ძი" ძX 

მიღებული გამოსახულებების ჩასმა (13.4) ფორმულაში. გვაძლევს: 

3 8 3 ე? · 8 , რი _ (VI, 8(თ ა), (2), 
ი: ძა?Lსი0X ძა" ძX ძ;ი?ს ძX 

ა ძი ში ,  მV/ ძი ძი. , ე მV_ ში ძი 
· ძიძას 0> ძX მძი მX მX ძიძთ 0X ძ»X 

თმ V09% 2“ 09% 
მი ძი ძიმ»” ძიძ»;: 

ძი ა –-- წარმოებულები. 
ძXძყ დ ძყ? წ 

ვიპოვოთ ახლა ძ?თ, ამისათვის გამოვიყენოთ ის წესი, რომელიც 

მიღებული გვქონდა ძთ დიფერენციალის მოსამებნად; ამასთან უნდა 
შევნიშნოთ, რომ (13.3) ფორმულის მარჯვენა ნაწილი შეიცავს ექეს 

დამოუკიდებელ ფუნქციას V, #V, LM, ძი, თს, ძ:0. ამიტომ გვექნება 

  

  

(13.5) 

  ანალოგიურად გამოითვლება 

0 ძ" ძ"! · წ). ძმა = -'ძაბაL-"L ი.ძი+ –“!“ ქამი+-+კ0 
ა ძი? #«+ ძიძია ძა ძMძ1აი " არევას
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MMჰ 0", 0 წ)პ 
ძიძ –-ცეებ+..-- ძისძ:0+--“- ც? 

0Vძს "რ ძე?” ძაძა წ ხალ + 

ძმ" 
+-–-  პძყძი+ -9V_ ძა ძი +-9I ძი + -I. ძო. 

ძMყძ:ი ძუძსი ძე? ძუ 

  + 

თუ აქ შევკრებთ მსგავს წევრებს და ვისარგებლებთ წინა პარაგ- 

რაფში მოყვანილი სიმბოლური აღნიშენით, მივიღებთ 

(ა) 
ძშია = (> ძა #+-9 ძი 2-2 ) #-+9%V ბშმ.+ V კ. + 

L > ძა ძხი ძ% ძ წ 

+ 9 ი, 
მ;ს 

ინვარიანტობას ადგილი არა აქვს. 

§ 14, ტემილორის ფორმულა ვრავალი ცვლალღის 
ფუნქციისათვის 

განვაზოგადოთ ტეილორის ფორმულა მრავალი ცვლადის ფუნქ- 

ციისათვის. ვთქვათ, /(X,, X:,-··,#ო) განსაზღვრულია ჯი-განზომილები- 

ანი სივრცის C არეში. ტეილორის ფორმულის მიზანია წარმოად- 
გინოს 

IX, +), X +. Xთ-+-ჩთ)-/(9, Xგ. · -·,Xო) 

სხვაობა '>» გე: .სჩოთ ნაზრდების ისეთი ერთგვაროვანი პოლინომების 

ჯამის სახით, რომელთა ხარისხებია შესაბამისად 1, 2,... 

ჩაწერის სიმოკლისათვის, განვიხილოთ ორი ცვლადის ფუნქცია 
L 

«=/VC, Vყ). 

რომელიც დიფერენცირებადია » რიგამდე უკანასკნელის ჩათვლით ორ. 

განზომილებიან (თ, 2+#; ხ, ხ-L-XI სეგმენტზე. დავუშვათ, 

X=ძ-LVXIV, ყ=ხ+VMI, 

სადაც 1 ახალი ცვლადია. I ყ) ფუნქცია შეგვიძლია განვიხილოთ 

როგორც. ! ცვლადის რთული ფუნქცია. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

'ა=/(X,ყ) =I(6-LIII, ხ-L#I) =დ(). 

(0,1) შუალედში დ(/ე) ფუნქციას აქვს წარმოებული # ოიგამდე უკანა- 

სკნელის ჩათვლით, მასთან პირველი #-–-1 რიგის წარმოებულები იმავე
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შუალედში უწყვეტია. ამიტომ, მაკლორენის ფორმულის ძალით ერთი 

ცვლადის ფუნქციისათვის, გვაქვს 
„” 0 (ო –1) 0 

#I)-%C)=</(0) +” 2 +..4წ-ო 
1. («--1)! 

+წს (14.1) 

სადაც 
  

რადგანაც ძX=Mძ!, ძყ=7Xძ! ღიფერენციალები მუდმივებია, ამიტომ 

ადგილი აქვს ფორმულას 

მ მ (თ) 

ძ”თ = (– ძX+- ბ ) #Cიყ)- 
0X ძყ 

საიდანაც 

ი ი თ) დოე =(> +252 ) /0იV). (14.2) 
ძX მყ 

როცა 1=0 გვაქვს X=ძ, ყ=ხ და (14.2) ფორმულა გვაილევს 

დოდ) =(-- M+--# )ოი ხ). 
0X ძყ 

(=სყ მნიშვნელობისათვის ჯX=ით+მ9I, ყ=ხ+ 01: და (14,2) ფორმული- 

დან გვაქვს ა 
ყორ-(--#+ -- # )რი+ ი. ხ-+ზი. 

ძX მყ 

ეს მნიშვნელობა ჩავსვათ (14.1) ფორმულაში, გვექნება 

(6+Mხ+ს-/60=(--#+ -”- X I, 0 + 
ძX მყ 

(3) 

+ 2(6-"+1; 9» ) #(0,ხ)+...+ 

1 

(ი-–1)! 
  (1-M-ც + 8. I IV, ხ)+ I, (14.3) 

სადაც 

შა= > _– “-- ჩL- –#M ა» (თ+მL, ხ-+მ. 

(14.3)  ყორმელას საათები ტეილორის ფორმულა ორი 
ცვლადის ფუნქციისათვის. შევნიშნოთ, რომ ამ ფორმულაში არ იგული- 

სხმება ჯ რიგის წარმოებულების უწყვეტობა.
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კითხვები 

1, რას ეწოდება მრავალი ცვლადის ფუნქციის პირველი რიგის კერ- 

ძო წარმოებულები და პირველი რიგის კერძო დიფერენციალები? 

9. რაში მდგომარეობს ორი ცვლაღის ფუნქციის კერძო წარმოე- 
ბულების გეომეტრიული შინაარსი? 

8, რას ეწოდება მრავალი ცვლადის ფუნქციის სრული დიფერენ- 

ციალი? | 
4. უზრუნველყოფს თუ არა მრავალი ცვლადის ფუნქციის დიფერე- 

ნცირებადობა ა ღებულ წერტილში მისი კერძო წარმოებულების არსებო- 

ბას იმავე წერტილში? გამოთქვით და დაამტკიცეთ სათანადო თეორემა. 

§, რა დამოკიდებულებაა მრავალი ცვლადის ფუნქციის დიფერენ- 

ცირებადობასა აღებულ წერტილში და მის უწყვეტობას შორის? გამო- 

თქვით და დაამტკიცეთ სათანადო თეორემა, 

0, რა პირობებს უნდა აკმაყოფილებდეს მრავალი ცვლადის ფუნქ- 

ციის პირველი რიგის კერძო წარმოებულები აღებულ წერტილში, რომ 

მოცემული ფუნქცია იყოს დიფერენცირებადი იმავე წერტილში? 

?, არსებობს თუ არა მრავალი ცვლადის არადიფერენცირებადი 

ფუნქცია, რომელსაც აქვს პირველი რიგის სასრული კერძო წარმოე- 

ბულები? 
8, არსებობს თუ არა მრავალი ცვლადის დიფერენცირებადი ფუნქ- 

ცია, რომლის კერძო წარმოებულები წყვეტილია? 

მ. რაში მდგომარეობს ორი ცელადის ფუნქციის სრული დიფერენ- 

ციალის გეომეტრიული შინაარსი? 

10, რას ვწოდება მრავალი ცვლადის ფუნქციის სრული წარმოე- 

ბული? 

11. რას ეწოდება მრავალი ცვლადის რთული ფუნქცია? 

19, რას უწოდებენ მრავალი ცვლადის ფუნქციის სრულ კერძო 
წარმოებულებს და როგორია მათი გამოთვლის ფორმულები? 

18. რას ეწოდება მრავალი ცვლადის ფუნქციის მიმართული წარ- 

მოებულები და გრადიენტი? 
14. როგორია საკმარისი პირობა იმისა, რომ აღებულ წერტილში 

არსებობდეს მრავალი ცვლადის ფუნქციის მიმართული წარმოებული? 

· 16, გამოიყვანეთ მიმართული წარმოებულის გამოსათვლელი ფო- 

რმულა. 

16, რა დამოკიდებულებაა მრავალი ცვლადის ფუნქციის დიფერენ- 
ციალის არსებობასა და მისი მიმართული წარმოებულის არსებობას 

შორის აღებულ წერტილში?
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17. გამოიყვანეთ სასრული ნაზრდის ფორმულა მრავალი ცვლადის 
ფუნქციისათვის. 

18. რა სახე აქვს აღებულ წერტილში მრავალი ცვლადის ფუნქცი- 
ის მიახლოებითი მნიშვნელობის გამოსათვლელ ფორმულას სრული 

დიფერენციალის საშუალებით? 

19, ჩამოაყალიბეთ და დაამტკიცეთ ეილერის თეორემა ერთგვარო– 

ვან ფუნქციათა შესახებ. 
80. რას ეწოდება მრავალი ცვლადის ფუნქციის უმაღლესი რიგის 

კერძო წარმოებულები? 

11. ჩამოაყალიბეთ და დაამტკიცეთ იუნგისა და შვარცის თეო- 

რემებიას 
22. რას ეწოდება მრავალი ცვლადის უმაღლესი რიგის სრული დი- 

ფერენციალები? გამოიყვანეთ მათი გამოსათვლელი ფორმულები. 

სავარჯიშო 

მოძებნეთ შემდეგი ფუნქციების პირველი რიგის, კერძო წარმოებუ- 

ლები და სრული დიფერენციალები: 

1. გ=ჯბ?-ყ--4X 9; პასუხი: ური 4(ჯ9-- 2XV?), 
X 

92 =4(ყ%-2X?ყ), ძ2= 4((XC2–- 2Xყ")ძX-LCყბ3მ--2X”V)ძVI. 

6 9. «=/ბ--3Xყი+-3ძ1ი(0+ყბ; პას უხი: % 09%  _ 9, 
X X · 

0მ# _ _ ნიყ _ – 3XMV, ვაითი ძა=3აე'ძი- 

მყ ჯ +ყ ძ 

–3Xყი(X 1ძX + ყ!ძყ +. ძი) + -- 1-2 –- –(XძX + ყძ). 

ძი მ. პ=ჯყლ''? პასუხი: უო = ყ(1-+)სეი++%, 
X 

=> =XC1-1L-2ყ) ი-ს, ძ.8=65+%(ყ(1 +-X)0X-LXC1 -C24)ძVI. 
V 

- X ძე 1 ჯ 
4. == 103831ი -––-; პასუხი; --= –-–იიენწ–, 

ყ ყ V 

ძი ჯX ჯ ყშX-–-Xძყ X 
===--- ბთ _–-, ძი ტხ– ” 

ყე V#V -ყ – ყ
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Xყ მ" #” 1 
· ნ. =8 98%60 –=, პ. ს ხ ვ ---ლ=ლ 

–----. XV/ ბეზე? 

ძM # 1 მ" 1 

მე V / Xყბ--ე? ” ძ» IM 1ბყხ-- 

ძი = ყი2თX + X5თყ –-XVV0V I” 

XV ს ბეზ 

ბ +-=V- 7-2 პასუხთ “+ -Vს- M 7-0 X 

I (ყ – | ებ-- 2), ლვვილ VI ყბ--იბ). , 

  

  

  

  
ძი _ XI ყ – M ყე)“ ა 
პი I// ყბ–- ე ' 

რ-ს - (7-2. ს – (7-2) ს- I 7-)- 
_ „სყ–-–M/V-–-რძყ-- ძი | | 

  

  

  

    

(2-7 
- 2 

7. #-=|/ #2 +ყ+ 2+ “ +გახყიყ-; პასუხი: % _ 
2 2 ძX 

= ჯ +. მს __ ყ.._ 

V 2+)+?.? X+"” მყ IV 2+6ყ/+2დ 
ძმ" წ X XთX+ Vძყ-L 7ძ” 
–= _– +/7, 0V = ე“. ი“ V# პანა” IX +/ V X+ყ'+/ 

#60X-–“-Xძ2 + ში. 
Xჯბ-L 

8. «=(X–--34/-L 915 /„)”: 

პასუხი: "“ = მმმ --იIი „ეშ 
მძX 

# =–-36V()0--36V –-ძ180 2)” “), ძი _ მით 3 + ძ019ხ »)ი 1, 
3V ძ/ # 

ი 
ძთ1 = M(X”–- 3,7 +-თ 10 გ)“ (1X? -1ძX –- ვ3იწძყ-+ «) · 

#



"წწჩიფღ)სLXC-LXნ/ICI. #,(XC); =90 'ითMI #,(XC); = 

ჩ0 X0 
=–+% “C-რCC)#9= ე '99Cი9 ყლ =# ·9L 

. §(-X-L9ჩ +/X) 

I 

, 9X+#7ჩ+ჩ%) _ #., §0X-6-ჩ+ჩ>:) #ჩ0 

კ#X. იე აშუX > 
_ IXX+2ჩ+/2) X0 , 7X + 2ჩ + ჩX 

ინ თი მში, =ი9 

  

(ი,ჩ,X + ჩ0:წ,X + X0,თ,ჩ) = ი 

  

«ს6+X+ჩით+ი +#X7C+6=»ნ X+ჩ- ფე 
ჩ0 X0 “7+1X=-–-. 2 +ჩ=+ ლ00ი0სილC 'ხ2X-+2ჩ/-+/IX=# "8L 

#X- კხ I4 ჩი 

' რნX+X9)/X; სა ჩლო=6. ს 

, ჩა (4 #M 
II 76 უისი“C '(ჩე)იI8 218==# "ა 

რ(-4 +“2-)+(=24-“_ 

    

4#/)=“ 
„4 ჩრ #0 

I + X «0 
    

    
–ჩ /4=+ -ძსილლ 1=> + ჩ „1X=7 '·LL 

„ „ » ჩ0 I! – !(რი-- XX) == 22 '-–- ა (7, „“.=-- 
I, იხ ა)“ V 4 C > CC. 70 

წ + <<) =+» 0 »”" ს”. 
„(C)- თ 5309%, ,(<)-” ი 
ა ხI8 ითი» =ძუ 

ჩ, 
“(#ჯგ2)თიL§8 X = + ((ჩXუ) VL8 # = % :ხფსილC '"ჩX,019=47 '·ც 

ო
I
«
 

= 

  

CC იინთლიაიიწიCი იითიაანი იაალნთიი ლთპსნილასი უოილითააინდთ ·( §
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16, #=დ”" 009(X+V); პასუხი: 25 4Iყიი%C+) –81(X-LVI))I 
X 

ძ2 . 
თეი. ტ"VIV 603 (X-+ ყ)––-310 (X +Vყ)I, 
ყ 

98 =(”!IIყ C03(X-+ V)––-310 (X+ Vყ)1ძX-L IX ი03(X-L ყ) –– 310(X+ ყ)Iთყ). 

17. «= 7 პასუხი: მი _ სთ 1ი/, % _ MI #, 
„0X მყ 

ოუვვეი ძსყ = „VI I(Vყ910 ძძX-LX2 10 #თყ--XVძ2). 
# 

დაამტკიცეთ, რომ, თუ: 

მი ძMსხ , მ" ვ 
18, =10(X2-+ყმ?- I ,--–ვ3ჯყი), მაშინ –– + –“ L- == – ““”“. 

" I +V I2 #ი მს ძყ მძ... X+ყ+2 

19. # <= ჯVყ”?, მაშინ + V =<-თ+V+Iი 2). 
X V 

ი, „= 2 --V მაშნ 1.9 | 1.04, 1.%   
“ –- –-=0. 

ყი" X მძX V მყ 8 მი 

9I, ჟ=ყი წ, მაშინ 9 1 1. %- ს, 
XძX 'ყყ მძ 

99 X=დლ00038?%, ყ=0 310 დ, მაშინ 

% მ» 
ძ ი მდ) _ 

მყ ძი 
მე ძჯ 

38. X=781ხ0 დ ლია ს, /=#310 დ 3I0 ს, ==» 009 დ, მაშინ 

% მყ 9” 
I მ». ძ· 

ძის მძმყ ძი |, ვიბდ. 
მდ იდ იძდ 

მ» ძე #7. 
ძს მს ბს    
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84. X=წMC, #=ნა--ნან,2=7-»ხ, მაშინ 

2 მძი 
ძნ ძნ ძნ 

ძლით შყ 9 I. ნ». 

ძუ ძუ ძო 

ძო ძი მ. 
ძი ძა იძ     

95, IX, ყ) = –“# , მაშინ /;(0,1)-= ––1,+./;(1,0)=1.   

90. /(,V)= (610 2ყებ, მაშინ ს( I, +) =0, /; ( L, +) =0, 

87, იპოვეთ /;(X,1), თუ 

ICX,ყ)==X + (ყ-––1) 8I0 817 / +: პასუხი: /.(X,1) = 1. 
ყ 

. 8 

98, იპოვეთ I:(0,00 და /X(0,C), თუ /(X,ყ)=ს/ XV : 

პასუხი: /;(0,0)=0, /,(0,0)=0. 

' იბოვეთ შემდეგი ფუნქციების სრული წარმოებული: 

99. «=<%"”1თი(X-+V), X=2, ყთ=1--2ე) პასუხი: 2-0, 

80, „=ჯ12+Xყ?, X=6"V, ყ=8101,; 

პასუხი: 5. =2ე%(2გV-- 810") --”" 610 2/. 

Xჯ+1 
  

') 

' X=1, ყ=ე1ი , 81. „=38X6CL8 

ძნ _1-2X+1) (+»ი' 
იი  Mყ.+(1+Xჯ1/ 

0ჯ – 

85, იხ= ““V- X=!, ყ=ძ910 /, #=0081. 

ბასუზი: 

1+V2 

პასუხი: 944 _ ი/ვ) /, | 
თ! 

88, 2=-#, X=(6,, ყ=1–4"V პასუხი: %- _ 2იM. ჯ·
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84. გამოთვალეთ 29 , თუ #=X6V და V=VI); 
X 

პასუხი: რ = «( + »# 

86, გამოთვალეთ CL , 9% ,თუ 2= >X ; X=M-–-2შ, ყ=2%-+V%, 
# ყ ძა 

პასუხი: 955 = 2%X 1- >), ძი _ _ 90, XXV 
ხს VMV V ძს ყ V 

86, მოცემულია # = წ(X,ყ). გამოსახეთ 92 და შ2. კერძო 9. 
ძX ძყ მM 

და <. წარმოებულებით, თუ: 
() 

1) «=MX+LXყ, ზ= ჯX-LV0V; 

2) « = XV, ი= %; 
X» 

ძი მ” ყმა რთ მ? _ 1 ძი 
2 -–=ყ-.- –.-, ჯX-–- = 

მX მი #»მსა ძყ მს #Xძ» 

ძ2. და 92 კერძო წარმოებულები მძ. და (4 კერო წარმოებუ- 
ი” ძთ ძX მყ 

ლებით 

პასუხი: % _ % სიც თ-- 9 ვე თ, 
ძითდ ძX მყ 

5-2 ი096-- გით ). 
ით ძყ მჯ 

88, მოცემულია «=ყ+/CV), «=Xჯ?2--ყ?. დაამტკიცეთ, რომ 

ძი ყ+ მ? ._ 

ძX ძყ
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80. „=XVყ-XIC), %= #. დაამტკიცეთ, რომ 
X 

«0. თ=VI(CV), #=Xჯ?-ყ?. დაამტკიცეთ, რომ 

41. =/MX,ყ). გამოსახეთ 5” და 52 კერძო წარმოებულები 
X V 

რ 
ე და > კერძო წარმოებულებით, თუ # =ს/ XVI ს=Xჯ+ყ. 

პასუხი: ძი _ძი VI V , %. მძ» _ ძი_ V X + XX, 
ძჯ ძი 2ყ// ჯ მს ძყ ძი 2Mყ ძა 

49. შეამოწმეთ ეილერის თეორემა შემდეგი ერთგვაროვანი ფუნქ- 

ციებისათვის: 

1) # = ს/ XმX+XV+ყ2. 2) ,=9LC. 

3) ყ«= მ ივ. 4 = #MM. ) «=(X+ყ+წ67" –(X+Vყ–#) ა) V 2,+0+ 

5) ხ=- !: , 6) #= M X+MLV- V 
(ჯზ -L ყი” X+ყ 

7) 2= Xჯ#--ყ ზ) # = #, ) 2= I// > #7 5 ემ ) # კაბა მი 

> + ყ1 

ყ 

48. შეცვალეთ სრული ნაზრდი სრული დიფერენციალით და გამო- 
თვალეთ. მიახლოებითი შემდეგი რიცხვები: 

3 ს 1,03 
  , 2) / 1,023 + 1,97-, 3) (0,97)15 

4 

V/ 0,981= 1,052 · 
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44. გამოთვალეთ- 
IX, ყ) = X1–- ე 

ფუნქციის წარმოებული #(1,1) წერტილში 1 მიმართულებით, რო- 

მელიც 0ჯ ღერძის დადებით მიმართულებასთან შეადგენს თ = 

კუთხეს. 

პასუხი: ოილი, 

46, გამოთვალეთ IX ა=2-ფ+/ 

ფუნქციის წარმოვბული M(1,1) წერტილში 1 მიმართულებით, რო- 

მელიც 0X ღერძის დადებით მიმართულებასთან "შეადგენს თ კუთხეს. 

მს. წარმოებულს თ კუთხის რა მნიშვნელობებისათვის აქვს: 1) 

უდიდესი მნიშვნელობა, 2) უმცირესი მნიშვნელობა, 3) ნულოვანი მნი- 

შენელთბა, 
1,1 , 

პასუხი: ს. =წ81)ი თ+-009 თ; 1) «=-> 2) თ=-> X, 

ვ) თ =-> ჯ. 

46.. გამოთვალეთ 

XV I(X,ყე)=1– + ჯ% 

ფუნქციის წარმოებული M (> #2” #7 > 2 -X-) წერტილში ' მიმართუ-,“ 

"ლებით, რომელიც ამ წერტილში მიჰყვება ·+ #--I ელიფსის შიგა 

ნორმალს. 

     
  

>) მწ–––., ––– –- 

პასუხი: 2091 V 2 -+--/ თ? -L ხ?. 

47. ვიპოვოთ /I(X,ყ,#)=Xყ#ი ფუნქციის წარმოებულბა X#(1,1,1) წერ- 

ტილში 7(608 თ, 6088, C08+) მიმართულებით. გამოთვალეთ ამ წერტი- 
ლში ფუნქციის გრადიენტის სიდიდე. 

პასუხი: ააველლ თ-+009 8+ი034, 

| დოსძ /(X, ყ, 21) =IV/ 3+
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48. გამოთვალეთ · 

ICX, “ს #)=X#+ყ?+”' 

ფუნქციის გრადიენტებს შორის მოთავსებული კუთხე X#/(2,0,0) და 
MჯX0,2,0) წერტილებში. 

  

  

პასუხი: -. » უ ი 2 

გამოთვალეთ: 

ძ?% ძ“” ძ“ 
4. –- (= --)მ02+ ე. 

მდ» მძჯXმყ პყ!” შუ ჟ 

პასუხი; 79= V-X  0% _ – 2 9%__ »X-ყ" 
მთ 02+-ყაზ! პაპყ. -02+ყებ” მყ. 62+ყ"ბი 
  

  პასუხი: 92 _ ბი+V, მ% =(1–+XVყ)6“”, I _ +. 
პჯ პXმყ პყზ 

  

  

  

  

  
  

  

  

  

2 

ვ), -9% , თუ 2=X81Iი(X+V)+ყ 008(X+V#). 
ძXძყ 

პასუხი CI) =(1–-Mყ)005 (X-+ ყ)-–(1 + X) 81ი (X+-V/)- 
მXმყ 

ი ძბი 
§98. ა „თუ 5=19(X+V). 

ძX”ძყ დ ძყმX ” ო ” 

8 

პასუხი პ 2 = ძი = 2 · 

ძმ მყძმდ (ჯ+Vყ9 

ი,„ 01% 01% 5§ვ, 925. , , თუ 2=ჯ-- ყა? 4 2XV-- ყ--L)3 -- 
მჯ", მე ' იღებ ილ ოX- VI X 4 2X/1 #1. 

უღმექყ- ყზ ნ ეტე--4ყზ-+ ყბ. 

პასუხი: 2 7= 24, 29 0, 92 -_ _ 
: მს · მX-მყ ს ძX. ძყ' 

ეკ 9 , თუ «=X10 (X#). | 
' ძX?მყ | 

პასუხი ". =0.
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8 == 
55. 9« , თუ ი =3:0( > -V ++# 2M#8 

მXძყძი 1–-Xყხ–--X2–-- ყვ 

'პასუხი: =0. 
ა 0X0მVყ0ძ#5 

0X1ძყ? 

ბ 
ბასუხი: -0 0,0) M0,9) = 

ძXპძყ" 

ე, 0M. აუ, XIV. 
ძ»”ძყ", X–ყ 

პასუხი: სარია = _ X-- 1,”0+X# -– 1)0X+7M) 
0»”ძყ" (X– ყათში%1 

„დაამტკიცეთ, რომ: 

მბ, ყ(ყ–»” ღა|'|„– 
ნ8. = , = 2 2 · 

0Xძყ (2XV -L ყ?)"/ თუ 2 V# Xყ+ყ 

მე _ 2(003? X-L 38)01 X) 
§89, = , = (74 L 

მX9ძყ 0039 ჯ ლუ §=XV65VIVყI5%ი 

ს) ბ ძი 1 თი. 
ნ ძ»ძყძ” 3 მჯ მყ ძი »XI2+ყბ+აპ ვჯყი იძ»? 

შს , ძ“« ვ 
+ – _–- == , =1%ი 3 3.Cემვ. 3 · 

ძყა აჯ) X+V+#ჩ შუ თ მX XV #0 
4 

ეჯ, 94, მკ ძი ე + 9 სძ _ი0,თუ 
მს მყ/ ქ; ძX2ძე? მყ”ძა! 0Xპ0,#1 

«=M/ X+/+72 
· 2 2 

(:L') 24«, 29% 21%. 0, თუ«= 1 · 
მდ მყ თ ს + ყბ+ე 

მე 90% ძ:% 1 – გ ––-  "'”.. =ძი,ი უეა%= --(0,2?7+C6 7), 
ძ»” + მსა ძი რ შშ ... · 

სადაც » = IV X'+ყ/.+21, ხოლო 0, ღა Cვ ნებისმიერი მუღმივებია, 

64. ( I ძ 
-".- 

ძX /ა, 
+/2:) =0, თუ «=V ++ . 

2
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  66. 2”) 2, ნი +ყ/157--0, თუ 7-7 + )+9ი(-+ ) ძჯ” ძXძყ უი ” 

სადაც «, და დ; არის ნებისმიერი ორჯერ წარმოებადი ფუნქციები. 

ძმა ძბი გ _0'/_ 01 

    

                  

  

  

მნ. –-L+--= = XCდ,)(X-LV) -+ ყდა(X+ V/), 3 31 მე? ულის თუ # = XCდ,(X+V) + Vდი(X-- #), სადაც 

დ, და დაკ ნებისმიერი ორჯერ წარმოებადი ფუნქციებია, 

მ” 
87. X-–--+ყ % _„, »/, თუ #= #+MყL-- ,; „სადაც. ჯ არის 

ძX ძყ ჯ 

ნებისმიერი წარმოებადი ფუნქცია. 

მზე მ» , მ? 0", -” 
68. ჯ 2| –– ჯ თუ 2=X6%. 

ძX9ძყ + მს მყ უა / ძყ" 9 

ცი. »ჯ? ბ% ე. თუ #= MX, არის 
მძ»? 03. · ა 

ორჯერ წარმოებადი არიაროერ ფუნქცია # მაჩვენებლით. :: 

20, აგ ქ% ი = შევე 20%_ი,, თუ #=X.-+LXყ+ყ?. 
' ძჯ” ძყ” 

ძ ძ 2 ყ 
71. ჯ-–--ყ-) „=270, თუ 2=--. 

ძ ი ი 1 
?“ა ჯჯL- _–_ #72 = 6/, თ წ=. 

( ძX #3, ა ჯ?–-ყ? 

დ) 
78. ( #21+#1) #«=0, თუ (-I(-7- 1 ): 

092 X 

74. 0?2=--/(ო10X-IVV), თუ #= 605(M1X-L#V)“:. 

7წ. ც:1გ=2(ძ/)ვ, თუ ძ=10(0X+ხყ). 

ძ", ”) 
76. ჩაწერეთ ო –5 

თ=0X+ყ, სყლ=0X-–ყ. 

ძ"2 

ძMია 

2 
თუ == გამოსახულება « და 9 ცვლადმ” 

ყ 

პასუხი: 40?  
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27. ჩაწერეთ M:+9M52 გამოსახულება –"« და ი ცვლადებით, 

თუ «=ყVყ, 8=-V., · 
»ჯ 

2 
პასუხი: V# 09, 97 

ს«ძი · -ძსძს 

78. დაამტკიცეთ, რომ (=> წMა+9+#) ფუნქცია, ' დააკმა– 

ყოფილებს დიფერენციალურ განტოლებას 

  +Vყ +X 5-2 ი =0, “უუ წა, 
სადაც / და თ ორჯერ  შარმოებადი ნებისმიერი ფუნქციებია, 

მოძებნეთ შემდეგი დიფერენციალები: 
?9. ძპს, თუ «=Xჯყმი. პასუხი: ძმსე=6ძჯXძყძი. 

80, ძბს, თუ V = 1VI(X+VMჯ2). 

პასუხი: ძა(=:2(+ მძXმქ+ყ ძე" -- „ მძებ). 

81. ქის, თუ ი=/I(X+V-2). 

პასუხი: ძ5ი1=(ძX+ძყ-+-ძ 72)! XX-+Vყ+ #). 

89. ქს, თუ => 09++0/+, 

პა სუ ხი: 2” =(0ძX-I-ხძყ+ 602)1გ0X+ხM+02, 

88. ქის, თუ +=/(0X+ხV+-ი#). 

პასუხი: 0”“=(0ძX+ხძყ-L 007)!იI2X+ხყ-L ით). 

84. ღაამტკიცეთ, რომ „=ყ/(X- ყი) ფუნქცია დააკმაყოფილებს 
დიფერენციალურ განტოლებას 

ძი ძ2 
ყ წრეს #ყე, ი 

სადაც / ნებისმიერი დიფერენცირებადი ფუნქციაა.



თავი VII 

არაცსაღი ფუნქციები 

§ 1. ერთი ცვლადის არაცხადი ფუნძცია 

ვთქვათ, ნამდვილი Xჯ და ყ ცვლადები დაკავშირებულია ერთმა- 
ნეთთან 

XLCX, ყ)=9 (1.1) 

განტოლებით, სადაც XC», ყ) არის რაიმე არეში განსაზღვრული ორი 

ცვლადის ფუნქცია, 
თუ Iს მივანიჭებთ რომელიმე ნამდვილი რიცხვის მნიშვნელობას, 

მაშინ ყ-ის განსასაზღვრად მივიღებთ ერთუცნობიან განტთლებას, 
რომელსაც შეიძლება ჰქონდეს ერთი ან რამდენიმე ნამდვილი ფესვი. 

თუ X-ის ყოველ მნიშვნელობას რაიმე შუალედში ყ-ის "ერთი ან რამ- 

დენიმე მნიშვნელობა "შეესაბამება ისე, რომ (ჯ», ყ) წერტილი აკმაყო–- 

ფილებს (1. 1) ზანტოლებას, მაშინ ამ შუალედში განისაზღვრება 

ცალსახა ან მრავალსახა ფუნქცია ყ= IC), რომლისთვისაც ტოლობა 

#IX, /(X9)C=0 იგივურად დაკმაკოფხლდება აღნიშნულ შუალედში. ამ 
შემთხვეყაში იტყვიან, რომ ყ არის ჯ-ის არაცხადი ფუნქცია. 

შევნიშნოთ, რომ ორცვლადიანი განტოლება, საზოგადოდ, არ გან- 

საზღვრავს ერთი რომელიმე ამ ცვლადთაგანის არაცხად ფუნქციას. 
მაგბლითად, ავიღოთ განტოლება 

»X-+ყ1+1=0. 

ცხადია, ჯ-ის არც ერთ'ნამდვილ მნიშვნელობას არ შეესაბამება ყ-ის 
ნამდვილი მნიშვნელობა, თუ განვიხილავთ 

უზ-ნყშ– 1=0 

განტოლებას, მაშინ ჯ-ის ყოველ მნიშვნელობას 1–– 1, 1| ინტერვალი– 

დან შეესაბიმება ყ-ის ორი მნიშვნელობა 

ყC= + 1–-Xჯ;
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"საიდანაც. რადიკალის წინ ამა თუ იმ ნიშნის არჩევით, ორი (ცალსახა 

შტო“ "გამოიყოფა. 

ჩვენ ამრტცანას” უდეს. ხმ) სდმარი. „პირთბების დადგენა, რომ- 
პვაყრსახა : და:        

    

   
იგივეობას: წარმოადგენდეს.” წ 

თეორემა 1.: ვთქვა L%. პეეხ:ნან: · 
M+Cთ ყი; ყ-ბ1 ნუგშენტზე უწყვეტი XC-ყ) ფუნვ- 
ცია არსებითად მონოტონურია ყ-ის მიმართ ყოველი 

ფიქსირებული ჯ-სათვის IIა–ი0, X+იI) სეგმენტში და 

X#(X. ყე)=0. მაშინ არსებობს ერთადერთი ფუნქცია 

ყ= IV), რომ ელიც უწყვეტია » წერტილის რაიმე მი- 
დამოში, ამ მიდამოში აკმაყოფილებს XVI», /())=0 

განტოლებას და ყა= /(X)). 
დამ ტკიცება. ვიგულისხმოთ, რომ ყოველი ფიქსირებული 

X-სათვის X(X, ყ) არსებითად ზრდადია ყ-ის "მიმართ. ვინაიდან XVXXი, 

ყა) =0 და XXXV, ყ) არსებითად ზრდადია ყ-ის მიმართ, ამიტომ 

XL(CX-, ყე –-ხ)<0, XLCX, Vყი“+ხ) >0. (1,2) 

განვიხილოთ ჯ-ის მიმართ უწყვეტი ·ფუნქციები XX, ყი – ხ) და 

XVCL, ძი+ხ), რომელთაგან პირველს ჯX=ჯე წერტილზე აქვს ჟარყო- 
ფითი მნიშვნელობა, ხოლო მეორეს –– დადებითი მნიშვნელობა. XVX,V9) 

ფუნქციის უწყვეტობის გამო, IX--- 0,Xა-+ი| ინტერვალში არსებობს 

ისეთი სეგმენტი (X-– შუ, Xა-+»), რომელშიც 

XC, ყე–– ხ)<0, CV, ყი+ხ)>0, როცა XI-–– უ.=X=X-L». (1.3) 

ავიღოთ (Xა–- თ, Xე“L») სეგმენტში ნებისმიერი წერტილი ჯ. რად- 

განაც XC, ყ) უწყვეტი ფუნქციაა ყ-ის მიმართ და 

XCX, ყVყი“– ხ)<0, XXX, Vყი+ხ)>9, 

ამიტომ კოშის თეორემის ძალით, (ყე-–-ნ, ყე+§) სეგმენტზე არსებობს 

ერთადერთი ისეთი “ წერტილი, რ«)მ #Cს #V)=0. 

ამრიგად, წMი– შ, X+ ს). სეგმენტიდან ჯ-ის ერთ მნიშვნელობას 

შეესაბამება ყ-ის ერთი მნიშვნელობა, რომელიც XX, ყ)=0 განტო- 

ლებას აკმაყოფილებს. მაშასადამე, არსებობს (Xა–– უო, X-+») სებ- 

მენტზე განსაზღვრული ისეთი #= /(X) ფუნქცია, რომ
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IX, /001=0, /CXI=#ი. XCI-–-:შ, Xი+»)- 
_ ამით არაცხადი ფუნქციის არსებობა და ერთადერთობა“ დამტ კიცებუ- 

ლია. 

„„ახლა, დავამტკიცოთ. ·ყ=#/ 00 ფუნქციის უწყვეტობა IX-X #--L VI 
თად : საზვანებტლია, რომ. ყ=760 · ფუნქცია” „უწყვეტია 

ატ; წებისმიერი :დადებითი: 6 „რიცხვისათვის 
ბიმს ისეთი დადესითი: რიცხვი: 2 '<უ, რომ ჯ-ის. ყოველი · მსიშე- 

-ზგლოზისათვის: (XV, -ი ი', ჯანში სეგმენტიდან მისი შესაბამისი ყ-ის 

ამწეშვნელობა, რომყლიც „X-თან ერთად: აკმაყოფილებს. XX, §)=0 · 
““ჯარტოლებას, ' მოთავსებულია 386, და. ყე4-- რიცხვებს, შორის. ამ–- 

რიგად, 
': "წმ უჩ) | <ს როცი 1«-- XL <%. 
- მაშისადამე, #00. ფუნქცი „უწყვეტია: ჯ' წვრტილში: 
ს: "დასასრულ; ვთქვათ, Xჯ არინ IXე ი, XI). სეგმენტის ნებისმიერი 

სამაააატ სოლო: ხლ”: 'ვინაიდან. XX, ყ) წერტილი იმავე პი- 

: იოგორტც. სა ყი ამიტომ XC. #)=0 გან- 

    

   

      

   

   

   

' წერტილის. გარკეშდ - მიდამოში: და. ას. ფუნქცია უწყვეტია. ჯ 
"წერტილში, თეორემა მთლიანად დამტკიცებულია. 
2. დაგტოვოთ ზევით გამოყენებული "აღნიშვნები უცვლელი და მო- 

ყვანლთ . „არაცხ ადი: ძ სუსქციის. . არსებობის “სხვა საკმარისი პირობები, 

ეცმა 8. სუნჭცია უწყგეტია ო რგან- 

უნგბე,: · ამავე სეგმენტზე არ- 

უტა "მისი. . (კე: რძო "წარმთებტლი 

: წყლ: -66. ჰენ: ჯ) #6, მაშინ, X=» წერტი- 
', 'დ. ს“. ა გირკექუოლ “მიდამოში... არსებ ობს „ურ! თადე“ რთი 

უწყვეტი ყ=ყლი ფუნქცია ისეთი, რომ XV», #(0)=0 
და ყი=V(Xა). 

დამტკიცება. ვინაიდან #IVX, ყ) უწყვეტია MX ს ეგმენტზე და 
1Xე(Xა, ყი) «0, ამიტომ არსებობს (X, ყა) წერტილის ისეთი მიდამო 

სით, X-+C; ყი-- მ, ყი+8)C 7, რომელშიც XX, ყ) ინარჩუ- 
ნებს მუდმივ ნიშანს. აქედან გამომდინარეობს, რომ ჯ-ის ყოველი 

ფიქსირებული მნიშვნელობისათვის (Xე –– თ, X-+ თ) სეგმენტიდან #Cჯ, ყ) 
წარმოადგენს ყ ცვლადის არსებითად მონოტონურ ფუნქციას. წინა 

თეორემის ძალით, არსებობს ერთადერთი ყ=V(X) ფუნქცია, უწყვეტი 
X- წერტილის რაიმე 1Xე––- თ”, X-+C I= IX –– თ, X-+თ), მიდამოში 

ისეთი, რომ X”IX, ყ(X))=0 და V(Xა)=Vი. თეორემა დამტკიცებულია, 
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თუ გავაძლიერებთ ზოგიერთ პირობას, მაშინ არაცხადი ფუნქციის 

შესახებ შეგვიძლია დავამტკიცოთ უფრო მნიშვნელოვანი 

თეორემა 8. ვთქვათ, ჰა=IXი---ი, X+თ; ყი ხ, ყი+ხ) სე გ 
მენტზე უწყეეტ XC, ყ) ფუნქციას აქვს ამ სეგმენტ- 
ზე უწყვეტი კერძო წარმოებულები I"LCX, ყ), Xყ(X, VI), 
ამასთან XL(X, ყი=0 და #Vი(ა, ყე)20. მაშინ XMX,. ყ)=0 

განტოლებით განსაზღერული არაცხადი ყ=/(X) 

ფუზქცია უწყვეტად წარმოებადია ჯ წერტილის 
გარკვეულ მიდამოში. 

დამტკიცება. რადგან #,( ყ) და Xე(, ყ) კერძო წარმოე- 

ბულები უწყვეტია #-ში, ამიტომ XC6 ყ) ფუნქცია ,დიფერენცირე- 
ბადია XMე- ში, ვთქვათ, არაცხადი #=/(ი) ფუნქცია განსაზლვრულია 
1X--- 8, X-I-ხI ინტერვალში და დავამტკიცოთ, როძ ეს ფუნქცია 

უწყვეტად წარმოებადია )Xა–- 0, X+მ8| ინტერვალში. ავიღოთ ამ ინ–- 

ტერვალში რაიმე Xჯ წერტილი და #ჯ-ით აღვნიშნოთ X-ის ისეთი 

ნაზრდი, რომ X+ტX C IX –– 5, Xა-+6I. გვაქვს: 

XIX /(X)=0, XIX+4X, /(X+#46X)1=0. 

თუ მეორე ტოლობას გამოვაკლებთ პირველს და გავითვალისწინებთ 

XC, ყ) ფუნქციის დიფერენცირებადობას გვექნება 
6CXMIIX, /0))+ბყIIX, /00დ- თბX+34ყ =9. (1.4) 

სადაც 

ბყ=/(X+ბ6X–-/V, 

ხოლო დ და 8 ნულისაკენ მიისწრაფვიან, როცა #X > 0, 

(1.4) ტოლობის ორივე ნაწილის 4Xჯ-ზე გაყოფის შედეგად მივი– 

· ღებთ 

(XIV, /(ხო+8I% + I #6011-თ=0. 0.5) 
X ჟ-« 

აქედან ადვილი შესამჩნევია, რომ არსებობს 11თ ში „ მაშასადამე, თუ 
ქI--0ი5აX 

(1.5) ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როცა ტX->0, მივიღებთ 

ჩენი /C0) + + ენი /001=9, 
X 

საიდანაც 

VI) _ 2 ყ). (1.6) 

ძX XC V)
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აქ იგულისხმება, რომ ყ-ის. ნაცვლად ჩასმულია /(ჯ). თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. 
რადგანაც არაცხადი /(X) ფუნქციის წარმოებულის არსებობა დამ- 

ტკიცებულია, ამიტომ (1.6) ფორმულა სხვა გზითაც შეგვიძლია მივი- 

ღოთ, მართლაც, თუ XI(CX, ყ)=0 განტოლებაში ყ-ის ნაცვლად ვიგუ– 

ლისხმებთ /(#2), ფუნქციას, მაშინ ტოლობის მარცხენა ნაწილი .შეიძ- 
ლება განვიხილოთ როგორც ჯ-ის რთული ფუნქცია და ამიტომ' ტო- 
ლობის ორივე ნაწილის ჯ-ით გაწარმოება მოგვცემს 

IXILC, ყ)+ XC, ა =0. (1.7) 

'აქედან მიიღება (1.6) ტოლობა, | 

თუ მე-3 თეორემის პირობების გარდა მოვითხოვთ მეორე რიგის 
კერძო წარმოებულების X#I%, წერი” # უწყვეტობას, მაშინ არსე- 

ბობს არაცხაღი ყ=7#9(0) ფუნქციის მეორე რიგის უწყვეტი წარმოე- 
ბული. იგი მიიღება (1.7) ტოლობის »-ით გაწარმოების შედეგად. 

მართლაც, გვაქვს 
“+271 სყ + Vყ მ + 7“ =0, 

საიდანაც მივიღებთ ” კ ათი “რ. 

„ი XI ILIყ +# 9. 0.8) 

XV. 

თუ მოვითხოვთ XI(X, V) ფუნქციის უფრო მაღალი რიგის უწყვეტი 

კერძო წარმოებულების არსებობას, მსგავსად, დავამტკიცებთ არაცხადი 
ფუნქციის სათანადო რიგის უწყვეტი წარმოებულების არსებობას და 

გამოვიყვანთ მათ გამოსათვლელ ფორმულებს, 
მაგალითი. ვიპოვოთ 

#CX, ყ)=ყ+XაV =9 

განტოლებით განსაზღვრული არაცხადი ფუნქციის პირველი და მეო- 

რე რიგის წარზოებულები, როცა X=0, ყ=0. 

გვაქვს: 
X#I.=(6V, X-ა= 1 +X2V”, I" =0, X#I=6%,L == Xი. 

შემდეგ 
#>(9, 0ე)=1, #»I)(9, 0)=1, ჯ“.,(0, 0)=0, #V+ე(0, 0) =1. 

#”იდ, თ =90. 

  

ამრიგად, (1.6) და (1. 8) ტოლობის თანახმად მივიღებთ
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#+»(, 9) 

  

'(00=– ==! 7=- 1, 

# ს=- იი, თ _ 
“ (0, 0 2#;ე(0, 0 (0, 0 „დ წინ, 91+2-ე0, თ+X 0, თ _ 

ჯ;ედ, 0) 

§ 2. მრავალი ცვლადის არაცხადი ფუნქცია 

განვიხილოთ #ჯ+1 ცვლადის შემცველი განტოლება 

XC. X;, ··-- Xი. M)=>Cი '(2.1) 

გარკვეულ პირობებში ამ განტოლებით განისაზღვრება 'ყ როგორც 

Xა XV ს Xგ ცვლადების არაცხადი ფუნქცია 

%#=/(XV X>, ... .“%ი), 

რომელიც საზოგადოდ მრავალსახა ფუნქციაა. თუ -(2.1) განტოლე– 

ბაში ჯ-ს ნაცვლად ჩავსვამთ /(X, X,-··, X„) ფუნქციას, მაშინ 

X. XI. Xე”ის მიმართ იგივურად გვექნება 

#IX. Xვს "სშს. X. /(Xს X»·...) X-)) = 9 

თეორემა 4. ვთქვათ, C+1)-განზომილებიან ჰა=XI –– 

მც X-+0ძ,; Xვ –– ძე, XX-+0ძა; ·>·; Xგ –– ძე, X+ ძი; %ი – ხ, %ე+ხ) ს.ე გ- 

მენტზუ უწყვეტი IC XV... Xი, ) ფუნქცია არსეზბი- 
თაღ მოწოტონტრია Vს მიმართ ყოველი ფიქსი რგ 

ბული” 'X1, "1... Xჯსსათვის და 

XX. XC ..“ XI. #ი) = 0. 

მაშინ არსებობს ერთადერთი /(, XI... X) ფუნქ- 

ცია, უწყვეტი (ი, X,-·სX) წერტილის გარკვეულ მი- 
დამოში, ამ მიდამოში აკმაყოფილებს 

XIX 2X2ე "ს. XM= /(%-. X. თ X)1=0 

ტოლობას და _ 

I'(X> XV... Xი) ==%ი: 

ეს თეორემა მტკიცდება პირველი თეორემის ანალოგიურად. 

თეორემა ნ. ვთქვათ, (#+1)-განზომილებიან Xე სეგ- 

მენტზე უწყვეტ XXXI X,“. X, მ) ფუნქციას აქვს 
იმავე სეგმენტზე უწყვეტი კერძო წარმოებულები 
#9, 'ერლოღ ები IV ამასთან,
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XC, XI, ·ვვ, .X-. M-)=0 და XI”ა(X,, Xვ; ··· Xი, %ე) # 0. 

მაშინ არსებობს ერთადერთი წV=/(, XV -·»Xი) ფუნქ- 

ცია უწყვეტი (>, »V..·, X) წერტილის გარკვეულ მი- 
დამოში ისეთი, რომ 

I1LXCX MX >.) Xოს (XI XX, ·-X))ლ=0 და 

/(2, X-ს Xეა= ფი 

ეს თეორემა მეორე თეორემის ანალოგიურად ანურაობიას 

ზევით შევისწივლეთ ისეთი არაცხადი. ფუნშს! 

სას იგი განსაზღერული, „იყო · „ერთი გ. 
     

§ ვ, ფუნპიონალინ 'დხტირსინანტი 

განვიხილოთ # (ევლაღზე დამოკიდებული «/ «>, წა ფუნქ- 
ციები: 

V,ე =4()(X-, X> .. ს, X»), 

%ვ=%:(X, X;, "+". .Xი» , ფც.1) 

=საLXI, X2... Xი) 

რომლებიც განსაზღვრულია #-განზომილებიანი #7” სივრცის რაიმე C 
არეში. ვიგულისხმოთ, რომ ყოველ Vყ; ფუნქციას აქვს პირველი რი–- 
გის კერძო წარმოებულები C არეში. 

შევადგინოთ ო-რიგის შემდეგი დეტერმინანტი: 

მი, 9 ,. ძ%. 
მჯ მსე 09X 

მთა 0M მ" 
7XV), “M2 ·..%ი) – | 3. არა” მმესრის , 

მჯ მს» 09X 
M9(X,, XI, ·.., X») ' 'შ " 

  

“| მიმი» _ მხი 
მს მის 9» 
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რომელსაც ეწოდება თ უნქციონალეური დეტერმინანტი ანუ 
(393 1) ფუნქციათა სისტემის ია კობიანი. 

როგორც 1 და 2 პარაგრაფებში ვნახეთ, ერთი განტოლებით გან- 
საზღვრული არაცხადი ფუნქციის არსებობის საკმარისი პირობების 
შეს წავლისას მოითხოვებოდა, რომ მოცემული წერტილის მიდამოში X 

ფუნქციის კერძო წარმოებული არაცხადი ფუნქციის მიმართ არ იყოს 

ნულის ტოლი. საყურადღებოა, რომ მრავალი ცვლადის არაცხადი 
ფუნქციების არსებობის ამოცანაში, უკანასკნელი პირობა გამოითქმება 

იაკობიანის საშუალებით. 

დავამტკიცოთ დებულება, რომელიც · წარმოადგენს ერთი (უვლადის 

რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის განზოგადებას. 

თეორემა 6. ვთქვათ, (3.1) განტოლებებში ჯაცX»ა.·.·.სXი 

ცვლადები დამოკიდებულია (ს ს, .---) ი ცელადებზე: 

X.=XILL), წ, “.” ჩი) ' 

X2=+XX”I) ჩა, .... 1»), ) 

“ება––“. 
სადაც Xა XXს... X ფუნქციები (განსაზოვრულია 

ი» განზომილებიანი სივრცის რაიმე არეში და აქვთ 

პირველი რიგის კერძო წარმოებულები. მაშინ ძ), 

%ე ს.ს (ე რთული ფუნქციებისათვის მართებულია 

ტოლობა 

0Cი ს» ·:· ბი) _ 90000 თ ···, იე). 

#XV ჩი, .... I») LსV,, XX. ..-” Xი) 

· XC, Xი, ...) XM») 

ICI. (ა, ··.ს ე) 

  

(3.2)   

დამ ტკიცება. ავიღოთ (1.2) ტოლობის მარცხენა ნაწილში დე- 

ტერმინანტის ნებისმიერი ელემენტი <<, იგი "მოთავსებულია ჯ-ური · მჩ. 

სტრიქონისა და #ჯ-ური სვეტის გადაკვეთაზე. რაკი ჯ(, არის 7, ე... I, 
ცვლადების რთული ფუნქცია, ამიტომ 

მძ", _ ჯამ" ძX,. 
(3.3) 

მეი /#რ10X) ძ!
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თუ გავიხსენებთ ორი დეტერმინანტის გამრავლების ცნობილ წესს, 

დაერწმუნღებით; რომ (3. 2) ტოლობის მარჯვენა ნაწილის დეტერ- 
მინანტების გამრავლებით მიღებული დეტერმინანტის ჯ-ური სეეტისა 

და #-ურტ სტრიქონის ელემენტი იქნება სწორედ (3.3). თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. 
შენიშვნა. დავუშვათ კერძოდ, რომ V,=L,, V.=8ე, ··., იჩი, 

მაშინ 

XC) ე, ...ს %ი) – XXV, ყე, ··ს ა) =1 

XC, 1 ··., წი) სMისიც, 12... %ი) 

და, (3. 2) ტოლობიდან მივიღებთ 

ი ა..%, .., %ი) _ 1 

XXXV Xა ··., X) _ XX. მთი, Xი) ი 

მლ, #2 --- , ა) 

ეს ტოლობა მოგვაგონებს ერთი ცვლადის შექცეული ფუნქციის წარ- 
მოებულის გამოსათვლელ წესს. 

  

  

  

§ 4. მრავალი ცვლადის არაცხად ფუნძციათა სისტემა 

ავიღოთ ჯ განტთლების სისტემა 

1(% Xე, +... , Xი. 1%ნს %ვა.“·ე %») =0, 

15(XI XX» .... Xია %10 140... ყ»ო)=0, (4.1) 
1 

-"-. ..ი.'... ო" ყი... . 

I თ(Xი XI ·. ს Xიგ) 10 1ვ/ +.) Vთ)=0 

სადაც XX, 1...) წარმოადგენენ თავისი არგუმენტების მოცე- 

მულ ფუნქციებს. #, სივრცის თ სიმრავლეზე განსაზღვრულ ფუნქ- 
ციებს : “ 

1(=V)CX,ს X2 ·'')' Xგ), %2= მე(Xც X2ს ++.) ი) თო... შლ 

ს =%ი(X,, MX) ···) Xი) 

ეწოდება (4. 1) განტოლებათა სისტემით განსაზღვრული არაცხადი 

ფუნქციების სისტემა, თუ ნებისმიერი (X,, XI. -·-, Xი)C ს წერტილი- 

სათვის 

1აIX, X-ა ·"· Xის %/(X,ს Xვ, »" "LV ჰი)ს +») ში, Xა, -·-» Xი)1==0, 

15ოX-, XV · >, Xი: % (XC X, · + XMI, “ “ე ზი (Xჯს X2ე ++ Xი)| =0, 
.. ფ.ა.ი...:.... .2.. 

IX Xვ,ე თ". სე Xი. (XI ჯუ. XI), ..." %»ი(X)) ა.თ... Xგ)|=0. |
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დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა ?. ვთქეათ, (4.1) სისტემაში Xს, X5,..., #”#თ 

თავისი არგუმენტების მიმართ ერთობლივ უწყვეტი 
ფუნქციებია #2>-განზომილებიანი სივრცის M#(C(XჯIV), 
XL ს... XL %L ს #6 9::, %) წერტილის მიდამოში, ა.ქვთ 

პირველი რიგის უწყვეტი კერძო წარმოებულები. 
ხარები არგებან ბების მიმართ. იმავეს მძღარო- 

=> სმას ბან, -: · 

სპჩესქ“): ვე, –_–_” ი, გ); :. აამსიაან,, ჯოს 9'. 

შო“ და M წერტილში იაკობიანი 

1 ში; ში მM= 
: ეX IX 9 : 

ს მM IM. ყა LC. თი 

  

    
     

      

     

   
  : ანა უა = 73% 

შწიაშრ. მით” |: ა 
"ატს ვბობს 'ერთად ერ თი 

ფიებისა #(=%(X,) XX... 2) ჯ=1, 2: .> ნ 
ტიც. აგთვურად აკმაყოფილებენ რითი 
ს-ხ:ს ტ:ემას.. :M. წერტილის გარკვეულ, მიდა მ. მ! 

IL ,, "2. X )= VI ,, §=1, 2... მია“; · : 

დამტკიცება. როგორც ვიცით, როცა »=1, თეფრემს მატთე: 8 

ბულია. ვთქვათ, თეორემა მართებულია, როცა (4.1) სისტემა შეიცავს 

თ” –– 1. განტოლებას დავამტკიცოთ, რომ თეორემა მართებულია 

განტოლების სისტემისათვისაც აღვნიშნოთ (4.2) დეტერმინანტის 
პირველი სვეტის ელემენტების ალგებრული დამატებები შესაბამისად 
ძია ჰი... ფით, მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ 

»=კყ,95 +კ,) 979 +-.--+ძი მწი ს 
ბ", მს, შV, 

რაკი # წერტილში ჰ #0, ამიტომ ამ წერტილში V,, ძა, ..., ძო 

ალგებრული დამატებებიდან ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან. 

ვთქვათ, /,ე # 9, რადგან #, უწყვეტია M# წერტილში, ამიტომ არსე- 

ბობს # წერტილის ისეთი მიდამო, რომელშიც V, X# 0. დაშვების ძა– 
ლით, თეორემა მართებულია, როცა (4,1) სისტემა შეიცავს #-- 1 
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განტოლებას, ამიტომ არსებობს არაცხაღი ფუნქციების ერთადერთი 

სისტემა 

“.==და(X,, XI ·-·» Xო, ზ%ა), 

%ა=დ,(ჯი Xვ, ·.., X> V) (4.3) 

––__-_ - 

%ე=დო-/(X, X2, ···. Xის %1), 

რომლებიც უწყვეტია #-=> 02"), XI, ..., XI, #9) წერტილის გარ- 
კეეულ მიდამოში და ამ, მიდამოში 

დ,C9, თ, ..., თ, «0)=Vლ, 

დ,(XL ), XL), ., Xი), VI )X=V§7, 

ყ9 

დო- (XL, X», ....«## ,, “())=ფC) 

XXX, X2; ·+.. Xი: %V წ წ. და»-კ)=0,. 

XMუვ(X,, Xვ, თ... ი, 990 წეს დე :.. დიო-,)=0, (4.4) 

#ო(ი Xე, ·· > Xი: % წიე დვ: ···) წო-ვ)=0. 

აღვნიშნოთ IX ჯX: ა.ა, Xის #0 დე დთე:.... დიო )ა=XXCI 2X..·.· 

+, Xი, %)ით და ვუჩვენოთ, რომ » წერტილის გარკვეულ მიდა- 

მოში კერძო წარმოებული <> #0. მართლაც, რთული ფუნქციის 
“ ' 

გაწარმოების წესის თანახმად, გვექნება 

მL _ მჯ _ 9Xე ძი, , 9X, ძდ,. „.. L 07 მრო-L, (4.5) 
მს მძ", მივ მსე მV9ე 0ძM "ძი მი; 

გარდა ამისა, (4.4) სისტემიდან ადვილად მივიღებთ 

სარაროარრსლრი ს იი 0 97ოთ , მწი ძი, , მო მთ, , ე ძრუძნი 
ძის მიმი მი შე მძ» ძი. 

გავამრავლოთ (4.5) ტოლობა V),-ზე, ხოლო (4. 6) ტოლობები შესა- 

ბამისად 9, ---, ჰუ-ზე, შემდეგ მიღებული” შედეგები შევკრიბოთ, 
გვექნება
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კ,% =ყ.. 
0", 

რაღგან # წერტილის გარკვეულ მიდამთში /# # 0 და #, #0, ამი- 

ტომ V წერტილის გარკვეულ მიდამოში <2 #0, ამ პირობებში” გან- 
#1 

ტოლება · 
XLCXI, 2 თთოთო. MM %V))=0 (4.7) 

განსახღვრავს ერთადერთ უწყვეტ ფუნქციას 
%3=%,(X, Xის'·.ს Xი), (4.8) 

ოომელიც აკმაყოფილებს (4.7) განტოლებას M წერტილის გარკვეულ 

მიდამომი და #,(XL), XC 2, ..., XL )=V(). ჩავსვათ (4.3) განტოლე- 
ბებში #,-ის ნაცვლად (4.8) მნიშვნელობა, გვექნება» 

#V2=%2X(XI, 4... ,; %ი) 

+'ი=4%,(XI, Xა, '... Xა). 

საღაც 
?ა·(XV ჯა...) X#,»)=ფდ)(X-, Xია ..., XI %.(XI. Xდე ა... Xი)), 

... ––-_“"""“""""""""· II... .'აა.ი. თ... 

Mო(X- X2) >» X»)= დო -)(Xა ე...) Xის %MI(XI, XV...» X»)).' 

შევნიშნოთ, რომ ამ ტოლობებით განსაზღვრული «ე, ·.., #4» ფუნქ- 

ციები უწყვეტია და ე ფუნქციასთან ერთად (XI, XL), -.-, XL) წერ- 
ტილის გარკვეულ მიდამოში აკმაყოფილებს (4:1) სისტემას, ამასთან 

–_ 4 (XI), XLI, LL... XC)) =V(), 

(XI ),- XL, · ს ჯი )1= «7, 

#%ო(XL), XV... XM6))ლ=%ლთ 
ამრიგად, #, V..-., %, საძიებელი არაცხადი ფუსქციებია. თეორემა 

დამტკიცებულია. | 

§ 5. ფუნქციათა ღამოკიდებული და დამოუკიდებელი სისტემები 

განვიხილოთ # ცვლადზე დამოკიდებული ”: ს ფუნქცია 
9,=%(Xს 'Xნ".:. %ე#. |)“ 

#2=%ა(X,, Xა ··.. X»), ·(5.1) 

_%ი:==%სიი(X) Xა >>.) Xი).
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ვიგულისხმოთ, რომ «»,(=1, 2, ...,72) ფუნქციები განსახღვრულია 

#-განზომილებიანი სივრცის რაიმე ») არეში. ფუხქციათა (5.1) სის- 

ტემას ეწოდება დამოკიდებული სისტემა 7) არეში, თუ არ–- 

სებობს ისეთი X(V,, %., ..ს %ო) ფუნქცია, რომ ნებისმიერი (X„, X., 

·.+ X,) C X წერტილისათვის მართებულია ტოლობა 

#ILVLCX. XX»... X»), VM2(X- X2 .... Xი), ..." 

,-ა როინი, XV ··L, X-)1=0- (5.2) 
მაგალითი. ვთქვათ მოცემულია სამ ცვლადზე დამოკიდებული 

ოთხი ფუნქცია 

%,=X+X,:-LXე, %2==X, –– X- + Xვ, V3ვ=X, –- 2X2+ ჯე, 

#,კ=X, +2X5-+Xვ, (5.3) 

რომლებიც განსაზღვრულია სამგანზომილებიან ნებისმიერ სასრულ 

არეში. ცხადია, რომ თუ ავიღებთ XVI, ე, VMვ, 14)=-%) +- I: –– Mვ–-– IV 
ფუნქციას, მაშინ X,, X·, Xვ (ევლადების ნებისმიერი მნიშვნელობები– 

სათვის აღებული არიდან გვექნება 

#CX + X2-+-Xგ, 2) –– X2+ Xვ, XI –- 2X +Xვ, „X1 + 2X + X) = 0. 

ამრიგად, (5. 3) განტოლებებით მოცემული ფუნქციები არის დამოკი– 

დებული სისტემა. 
თუ უა არეში ან მის რაიმე ქვეარეში V,, 2, ·.··, %,, ფუნქციე- 

ბისათვის' არ არსებობს ისეთი # ფუნქცია, რომლისთვისაც მართებუ- 

ლია (5.2) სახის ტოლობა, მაშინ (5.1) ტოლობებით განსახღვრულ 

ფუნქციებს ეწოდება დამოუკიდებელი სისტემა. 
განვიხილოთ შემთხვევა, როცა »L=ჯ. ვიგულისხმოთ, რომ „,(1=:1, 

2,..>-, M) ფუნქციებს აქვთ პირველი რიგის უწყვეტი კერძო წარმო– 

ებულები #) არეში. 
ავიღოთ ფუნქციონალური მარტიცი 

მი მისს 09Xი 

თხ თ ძი: (5.4) 
ის მს XV 

ძა მხი მMი 
0X, 0X> 9ძXი    
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ვიტყვით, რომ (5.4) მატრიცის რანგია „(LC =7), თუ ყველა #, 

თ–1,..., #+1 რიგის იაკობიანები, შედგენილი მოცემული მატრი- 

ცის ელემენტებისაგან, იგივურად ნულის ტოლია I) არეში, ხოლო 

ყველა # რიგის იაკობიანებს შორის ერთი მაინც იგივურად არ უდ- 

რის ნულს 7») არეში. 

ეთქვათ, %,, #,; ---, ე ფუნქციები დამოკიდებული სისტემაა, ამას- 

თან მოვითხოვთ, რომ Iს, I... წი) ფუნქციას აქვს პირველი 

რიგის უწყვეტი კერძო წარმოებულები («,, #,,.-., გ (.ქლადების მი– 

მართ თავისი განსაზღვრის არეში. 

თეორემა 8. თუ MM, (X, 24%, ..." Xი), #3 (XI X· --- Xი), .... 

სიე(X, X-ს X) ფუნქციები დამოკიდებული სისტემაა 

ჩ# არეში, მაშინ იაკობიანი 

„= 2 %ვ %ი) =0 

XI Xვვ "კ Xი) 

იმავე არემიძ, ე, ი. (5.4 მატრიცის რაწგი ჯ-ზე ნაკ- 

ლებია. 

დამტკიცება. პირობის ძალით, გვაქვს 

  

#CI, 46, ·->» %ი)=0. (5.5) 

დავუშვათ, რომ 7) არის რაიმე M = M(X 2, XL); ---, X#)) წერტილში 
თაკობიანი #/ განსხვავებულია ნულისაგან. აღენიშნოთ #,, კ, ···, %ი 

ფუნქციების მნიშვნელობანი M# წერტილში, შესაბამისად «VI, #1), 

„.., ით. თანახმად 6 თეორემისა, არსებობს ისეთი 8>0 რიცხვი. 
რომ (0-8, ყ()+8; ს) ნ, «I+586;...; ს) წ, #7 +609) სეგ– 
მენტის ყოველ (V,, V,,---, «ა) წერტილს შეესაბამება ჯ არის გარ- 

კეეული (X,, XV» X) წერტილი, რომელიც აკმაყოფილებს განტო- 
ლებათა (5.1) სისტემას. ამის გამო, შეუძლებელია V,, V,,.·.·, %ი 

ფუნქციებს შორის არსებობდეს (5:5) დამოკიდებულება. ამრიგად, 
დაშვება არ არის მართებული და თეორემა დამტკიცებულია. 

მსგავსად მტკიცდება შემდეგი 
თეორემ, მ. თუ 7 არეში (5.4) მატრიცის რანგი 

#<#, მაშინ (5.1) ტოლობებით განსაზღვრული ფუნქ- 

ციების სისტემა დამოკიდებული სისტემაა L არის 

რაიმე ქვეარეში. 

ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ დამოუკიდებელ ფუნქციათა 

რიცხვი (5.4) მატრიცის რანგის ტოლია.
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§ 0. მხავალი ცვლადის არაცხადი ფუნძციის 
წარმოებულები 

გავეცნოთ მრავალი ცვლადის არაცხადი ფუნქციის კერძო წარმო–- 
ებულების გამოთვლის ხერხს. ეთქვათ, მრავალი ცვლადის არაცხადი 

ფუნქცია განსაზღვრულია (2.1) განტოლებით და შესრულებულია 4 
თეორემის პირობები. მოვძებნოთ (2.1) ტოლობის მარცხენა ნაწილის 

სრული დიფერენციალი, რომელიც ცხადია იქნება ნულის ტოლი: 

  
  

მია. მე კ 1 მკა L97ვა-0. .. C.1) 
იX, X3 XV ძ« 

საიდანაც მივიღებთ 

ბ მ» 24 9X 
ძX მX ძX 

ძსლ=–- 1 ძის ძი... "ძ (6.2) 44 I XI მ X2 მ X»ა 

ძM ძ% ძ4 

იგივე «=#%(X,, Xა, .··. Xი) ფუნქციის სრული დიფერენციალი ასეც 
გამთისახება , 

ძის= 9 ძX,+ -% 9თX+ ... + 9% ძXი. (6.3) 

ძX, ძXა ძXი 

რადგან ძX,, ძჯე,--., 0Xგ დიფერენციალები ნებისმიერია, ამიტომ 

(6.2) და (6. 3) ტთლობების შედარებით დავწერთ 

  

იL 9X 4 
ბი , მძი მძმ#_ _ 9 _ % __ ძ» 
ძX, 0# ' მX 02 ' 'მი ძმ» 

ძ« ძV ძV 

არაცხადი ფუნქციის მეორე რიგის კერძო წარმოებულების გამო– 
სათვლელად მოვძებნოთ (6,1) ტოლობის სრული დიფერენციალი: 

2 3 % LI 

( 7. 4%+ მ” კე. იკა. XI )4%+   

  

  

    

ძX: ძX,09X მძლე .·„ ძX,ძ" 

ე1L ე"» ებ» 
ძი + ძი +...+ ძXგ+ 

9X,9X, : 0მX ბ 9ძX,0X» " 

ძ? 

  ძV ) ძX+...-+ მX ა,=0, 
ძV , ძX,9« 

17 ვლ. ჭილიძე, ე. წითლანაძე
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შევიტანოთ აქ ძMV დიფერენციალის მნიშენელობა (6.3) ტოლობიდან 

და შემდეგ ' განვსახერვროთ ძ?“ე. ამ უკანასკნელის გამოსახულებაში 
9 

ძX-ის კოეფიციენტი მოგეცემს -2 ; 9X,ძX.. ნამრავლის კოეფიცი- 
2 

1 

  ენტი მოგვცემს და ა, შ. 
Xე0X» 

მსგავსად მივიღებთ ყველა მეორე რიგის კერძო წარმოებულებს. 

ანალოგიურად მოვიქცევით არაცხადი ფუნქციის უფრო მაღალი რი- 

გის კერძო წარმოებულების გამოთვლისას. ' 

კიდევ ერთხელ გავიხსენოთ, რომ მოყვანილ გამოთვლებში არსე- 

' ბითი მნიშვნელობა აქვს პირობას 22 260. 

ახლა გავეცნოთ არაცხად ს ფუნმიიათა სისტემის კერძო წარმოე- 
ბულების გამოთელის ხერხს, როგორც ვიცით, თუ (4.1) სისტემაში 

ჩავსვამთ რის %-··, ს, არაცხადი ფუნქციების მნიშვნელობებს, მი– 

ვიღებთ იგივეობებს. გავაწარმოოთ ეს იგივეობები #,-ით, მივიღებთ 

ძX, ძL. მ. 
_–_.+ რ... ილ 5= 0, 
მ, 09, 07X, =. მი» ძX, 

  

მXVთ 0Mთ პი _0#» მ» =0. 
კვე +.+-––- 

ძXI მს 0X, მსო 0X, 

ამ ტოლობების ერთობლიობა წარმოადგენს წრფივი განტოლებების 

არაერთგვაროვან სისტემას ში, მ%თ უცნობების მიმართ, ამას- 

  

  

  

  

მX, X, 

თან, სისტემის დეტერმინანტი 

MM, ს, #Iთ) #”= #9 
XXVI ··. ს, წი) 

და, ამიტომ · 

IIXIMს ..., XX თ) #»Iი.-·-, M,) 

ძი მთ.-.აბ)ას მს _ _ 80V...») (6.4) 
0X, XXL, =ელ) ” 'ძX, ნCV ს... XI თ) 

სცნა... თ) ჩი! ...+ თ) 

' მსგავსად გამოითვლება #,,---, თ ფუნქციების კერძო წარმოებუ- 

ლები Xე, ··-, Xგ (კვლადების მიმართ.
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საზოგადოდ, როცა Iს, .., 7 ფუნქციებს აქვთ უწყვეტი კერძო 
წარმოებულები # რიგამდე უკანასკნელის ჩათვლით, მაშინ არსებობს 

არაცხადი #, .-., # ფუნქციების უწყვეტი კერძო წარმოებულები X 
რიგამდე ჩათვლით და ყველა ისინი უნდა ვიპოვოთ (4.1) ტოლობების 
სრული დიფერენციალების მიმდევრობითი გამოთვლით. ამა თუ იმ 
უმაღლესი რიგის კერძო წარმოებულის მოსაძებნად მიღებულ განტო- 
ლებათა სისტემის შესაბამისბ იაკობიანი განსხვავებული იქნება ნული–- 

საგან. 

მაგალითი 1. არაცხადი ფუნქცია «=V(X, X) მოცემულია 

განტოლებით 

# +4: 14+%. –1=0, – (6-5) 
ე! 

ვიპოვოთ მისი კერძო ს არმოებულები 

მოეძებნოთ (6.5) განტოლების მარცხენა ნაწილის სრული დიფე–- 
რენციალი, რომელიც ცხადია იქნება ნულის ტოლი, გვექნება 

2. ძ29+1 ძX+ > ძV=0, (6.6 

საიდანა/) 

ი XI დ. IX, ძ,ი=-- 5-2 კე" იქ», 
“ 0 9 უხ იცი. 

ე· ი 

მი ლX  9% __0CM% 
ძX, ირა ძმX ხ! 4" 

(6.59 ტოლობით განსაზღვრული არაცხადი ფუნქციის პირველი 
რიგის კერძო წარმოებულები გამოთვლილია. ახლა მოვძებნოთ (6.6) 
ტოლობის მარცხენა ნაწილის სრული დიფერენციალი, რომელიც აგ– 

რეთვე ნულის ტოლი იქნება. მივიღებთ 

აც 
4 

«-- §| +( 5 +% )რ. თXI+ 292 #X0X + 

M (/4 

+-1. LLC> +% 5) 44).
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9 _ <5 + _ 2-%M% 
ძX1 ი”? ' == ც'ხზ" 

ი თ 2 - ) 
ძ»? წი ოსვლი 

ანალოგიურად მოიძებნება მომდევნო რიგის კერძო წარმოებულები. 

მაგალითი 2. მოცემულია: X ცვლადის სამი %,, %ი, % არაც– 

ხადი ფუნქცია: 

  

X+M,+%.-+-V=Vთ, 
X-L#V18-+L+%V12+%1= ხ1, 

Xმ-+V1-+V1-+V3=0), 

სადაც თ, ხ, ნებისმიერი მუდმივებია. მოვძებნოთ მათი წარმოებუ- 

ლები. 
ავიღოთ მოცემული განტოლებების მარცხენა და მარჯვენა ნაწილე- 

ბის სრული დიფერენციალები, მივიღებთ 

  

VI +-9+-95=--1, 
«9; -L%% -L IეMუ=--X, .(6.7) 

«LV -+ 1 -L- 13%ვ = ––X). 

ამ სისტემის დეტერმინანტია 

1.1 1 

9, ე %ვ | == (%ჯ –– %1) (3 –– %,) (Mვ –– (ე). 

VI VI %   

  

ამიტომ, თანახმად (6.4) ფორმულებისა, მივიღებთ 

(Mგ –– X) (თა –– 2) 

(9, –– 91) (94ვ-––V,) ” 

=:= (X–- V,) (X–– ყე) 

(რ6-–- 9) 6 –- V)” 

კ:=1X--%) (X“– «ე) | 

(94ე –– «,) (%ვ––V,) 

ახლა მოვძებნოთ (6.7) განტოლებების მარცხენა და მარჯვენა ნა- 
წილების სრული დიფერენციალები, რომლებშიც #:, %, «ე წარ- 

V#:=–-   
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მოებულების ნაცვლად შევიტანოთ მათი უკვე გამოთვლილი მნიშვნე- 

ლობები, მიღებული სისტემიდან გამოითვლება მეორე რიგის წარმო- 

ებულები #;7, I, «. 
მსგავსად გამოითელება მომდევნო რიგის წარმოებულები. 

კითხვები 

1. მოიყვანეთ ერთი ცვლადის არაცხადი ფუნქციის განსაზღვრა. 
9. გამოთქვით და დაამტკიცეთ XL(CX.9ყ)=0 განტოლებით განსაზ- 

ღვრული არაცხადი ფუნქციის არსებობის თეორემები. 

8, ჩამოაყალიბეთ და დაამტკიცეთ თეორემა XVX,ყ)=0 განტოლე- 
ბით განსაზღვრული უწყვეტად წარმოებადი არაცხადი ფუნქციის არ- 
სებობის შესახებ. 

4, გამოიყვანეთ ერთ ცვლადზე დამოკიდებული არაცხადი ფუნქ- 
ციის პირველი და უმაღლესი რიგის წარმოებულების გამოსათვლელი 

ფორმულები. 
ს. გაიხსენეთ მრავალი „ცვლადის არაცხადი ფუნქციის ღა მისი 

პირველი რიგის კერძო წარმოებულების არსებობის საკმარისი პირო– 
ბები, - ' 

6, რას უწოდებენ მოცემული ფუნქციების იაკობიანს? 
7. როგორია მრავაელი ცელადის რთული ფუნქციის გაწარმოების 

წესი? 
8. რას ეწოდება მრავალი ცვლადის არაცხადი ფუნქციების სის- 

ტემა? ? 

9· გამოთქვით და დაამტკიცეთ მრავალი ცვლადის არაცხად ფუნქ- 
ციათა სისტემის არსებობის თეორემა. 

10. გამოიყვანეთ არაცხად ფუნქციათა სისტემის კერძო წარმოე– 

ბულების გამოსათვლელი ფორმულები. 

11, მოიყვანეთ ფუნქციათა დამოკიდებული და ღამოუკიღებელი 
სისტემების განხაზღვრა. 

19. მოიყვანეთ საკმარისი პირობები იმისა, რომ ფუნქციათა სის- 
ტემა იყოს დამოკიდებული ან დამოუკიდებელი. 

სავარჯიშო 

გამოთვალეთ #“, თუ 
ხ 

1. იX+ხყ+4 =890; პასუხი: ყლ --.
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5, 2Xყ+თყბ –- ხX-=0; პასუხი: / =-9X.- # . 
X+იყ 

2 
3. თა" +ყ+9XX+9ყ+7=90; პასუხი; „== - .29MX1 7 . 

2»ყ--« 

ი · ი2X+ხყ+XV/=I/ »+Vყ”, 

X--<2+V)(0X+ხყ+XV) . 
  

  

  

  

  

  

  

პასუხი: ყ'= 
(ხ+X)(IX+ხყ +XV)–ყ 

9, სყე= X -წ. პასუხი: ყ= 4Xყ" . 

X+V 30 --ყი)+-2X”ყ 

, (1-LV?) 
6. =X. _ პასუხი = # , 

““ უ , XI ++ (C(--1)ყ”) 

- X+Vყ , 2ყ? 

ჩ : პას ხი = 

X-–ყ ჟ 7 #M(ყ2ბ--X?) -2XV 

8 1 V პასუხ , ტწ 
. ყ=1+X90V; ასუზი “-2-; 

I V“ X+ყ" = X- #. 
წ 

X+ყ 

პასუხი: ყ'= 2 2/>X+V)+V-X | 

2 XMX(X+ყ )+ყ(X- --ყ”) 

1 

11. გ+=ე4+ი; პასუხი: '_1-–)Iყძ 

1ფ 0 

19, ც+-V 2 ჯმ; პასუხი: /= - 15%... 
1+16წ»ჯ 

18, რიცი ყ --20X60ყ+ი01=0, პასუხი: ყ/=---ი---, 
ა" 510 ყ 

წ) – 

14. გილი“ XV – 3VV =0ძი; პასუხი: „=> V#. 

ჯმ ეყსი– შჯყზ ჯ
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, (2X+ყ+2»9) 
19. = 2_ #2 პ ს ხ : - ყ წ 

ყ23XCL8 X=V ასუხი #= ა. ახბL ბ X ე 

16. V1წX _ XIწV =0; პასუხი: ყ“ ყბ(1 –– 1თX) 

XIსწყ VI16X X»XI – 1”). 

17. (C-+- ყზ)მ –– 40?ჯ2ყ?=0; 
XI3ყბ-L (6X”-- 40?) ყბ-+L 3X"| 
  პასუხი: ”V=- – 

ყნვყბ+-(6» – 405X-+3X1 

18, 210810 X –– მ00810|/ 1--ყ9მ=0; პასუხი: ყ=-->+, 
V# 

I9. ცე" -+LI/” ც6ი(XV) =0; 

2ყXI "160 – ყ სი(XV) 
X სფ(Xყ)--2XV 1 X1Iყ 0 

; , _ V(1-LM?)(XC05 X–-910X) 
90. X2XC =V§510 X;; პასუხი: =V · 

Xმიიწყოყა!ს X შ “ XIX-– (1-Lყ?) §10 XI 

  პასუხი Vყ= 

  

გამოთვალეთ /“, თუ 

  

  

» , თი . ი= · 91. “08 პასუხი: ყ =–- იყ! ' 

2თ%Xყ 
29. 9მ+-ყმ-- 30Xყ=0; პასუზი: ყ“=- , ყ V უშ ” (ყ'–-იც»)? 

88. ყბ+-ხჯ? ––- ვიეყ+იX –- ხ=0; 

  

პასუხი: ყ > ოა ' 

94, ყ+ყი ბ –-X=0; პასუხი; ყლ ყ(ტ ე-ე“ . 

· 
C 

V _ 

ჭჯ. ეე 93 5 
9§, I) +ყმ =ჟე1; პასუხი: ”-- «რთ. 

3XV/ XV. 
96. ჯა +-ყბშ –- 4ე?=0; პასუხი: ყ''=0. 

27. ყვხ+469=0; პასუხი: ყ''=-- V   

(ყ-=110ი
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31. 
98. )სი სყ –– Xყ=0; პასუხი: შლეოლე 

929. 8I0ხე -- 10 I” X“+ყ =0; პასუხი: კ” -20%1+V40) · 
ჯ (X-–- ყ)? 

80. გამოთვალეთ Vყ”, ს”, ყ''', თუ XX+XV9+ყზ=0. 

81. გამოთვალეთ ყ”, ს, ყ'” წერტილზე (0,1), თუ 

ჯ-–- Xყ+2ყ+X-–ყ-1=0. 

, ' (/ 2 ” 2 პასუხი: ყ'=0, ყ.=–-–ს თ =--. 

89, გამოთვალეთ ყ”, ყ' წერტილზე (0,0), თუ X#?+ყ'.–-30–-) 4) 

პასუხი: ყ”=1;.ყ”=0; 

3 ებენ 

88. გამოთვალეთ V”, ყ”” წარმოებულები (V 20, M 4 ი) წერ- 

ტილზე, თუ 

კბ ყმ –– 3ცXყ=0. პასუხი: ყ"=0; ყლ. 

  

83. 
84. გამოთვალეთ Vყ", ს” წარმოებულები (M. -თ, -9. ) წერტილ– 

2 

3 
ზე, თუ (X?-Lყ?)?==2ც%X1 -- ყ?). პასუხი: გ'=0; ყ=“-ე-“ 

ამ ი" ძV გამოთვალეთ +“, =>, თუ 
მX, 0X. 

· მნ. XL-++X2+ IV ––- 6X,=90; 

86. „მ –– X,X:=0; პასუხი: 98 X. 9 _ % 

მს 2 ძილ 2 

87. C05(0X, + ხXგ –– 6#) ––X(CX, +-ხXვ –– 0) =0, ·
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ძ« მ« ““ /X% 
მ8. დაამტკიცეთ, რომ X, –“ + –“– =ს. თუ –– =დ| –– ). 

ძX. 0ძ% Xჯ ჯ 

89. დაამტკიცეთ, რომ L, 29 ცს +2–ხ=0, თუ X.=ი-9§=0ც4. 
XI X=» 

გამოთვალეთ «=VX,. X) ფუნქციის პირველი და მეორე რიგის 

კერძო წარმოებულები, თუ 

  

  

  

  

  

40, X+XILV1= 02 პასუხი: -%=- XX, 9. _ #. 
ძX, VI 0» “ 

მი _ ი“ ძი _ XX. მი _ M+9 
ძX, 7. ძX,0X, ყვ ” ძ» (3 

მს იძ" 1 
41. Xჯ +ს=:; პასუხი –-– ==  –--= –=-_  .· 

ასააააა იაა ააა ოს ოსიოოოილ 
ძი _ ძ– _90% –- X-+XMX-+V% 

მუ მჯმი მX CX-+X+Vც –- 1) 

% მ" XV 
43 = XI – X2 : პასუხი: –– = 1 % VI. 1 ზა 2-2 უ 2, წული 

99 _ _ _ XM« ძი _ _ ##.... 
მX. ?2–იეგ მX (X9 –- #)3. 

ძ"« – XIX2% , ძი – XIV 

მიძი»თ (ე მბ (-–-X./ 
48. ი434X-4ც= +% 44. 

XX. ძმX 

ძი ძის ძი ე 
მძ, მძმXმX იძყ: 

· 2 0 2 
44. გამოთვალეთ 9% 9% ძი. 

ბ”, ძXძყ ' მყ?” 

როცა X=1, ყლ–--2, #=1, თუ #--2ყ?+-371-+-XV –- 6--9=0; 
3 8 

პასუხი: -. 2 ძ» 
1 

 



266 თავი VII. არაცხადი ფუნქციები 

  
გამოთვალეთ ძ/ჟ და ძპბე, თუ 

45 აჭ ე ყე, დ 

  

X9X · 22. 19, ბას უხი: ძ=- 5 ( %% 

ძი) ა, თ 2, 2%88, 24 8) რ-ი (§+5)თი შირი 
== 1- 

46. Xყ6=X+ყ+2, პასუხი: ძე=-- V26)ძX-+L( X2)0/ . 
  

  

    

1-–ჯ»ყ 

კაი -.- 2(/0 – ყ2ძ»'+IX+Vყ – 20 +X)10X9ყ-+-X(I –- X2)9ყ") . 

: (1 –– Xყ)? 

· (X–– ი)ძყ 47. #=X+8XC :; პასუხი: ძ2=ძ9X- , 
6 ი–X უ (X–– )?+ ყ(1 +ყ) 

კს, 2X-- 0(/+1)I(X -– 2)" +V 
I(X –– ი)?-+Vყ(1 -Lყ)13 
  

2 მს ძის ძა ძა” 
გა ოთ ვალ ეთ _–_ _–_ –_–_ 

ძX 
, ჯ ––,, თ 

მი ძX იყ 9 

48. თ –– ყყს=0, ყყი+Xს --1=0; პასუხი: ძ# 

ძა _ Xყ+ყს 

ძყ »ჯ?+ყ? 

49. X=%008 –– ყ=%#3510 -; პასუხი: –-=005-–-; 
" "“ X თ 

ძ% . წ (1) ( |. 
21 ყე, 9. ( ვი“. " იყ” |); 
მყ « ძX « “ #
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50. X=6M-+%310 8, ყ=ტ40"--ყ005უ; პასუხი: => 

= 3)ი ს „ 99% _ __ 008 ს 
იI(91ცი-–- 0090)+1 ” ძყ 6'(9)ი 8 –– 609 ს)+1 

ძს 0608 –- 64 მს _ 9510 #-L6" 
    

ძი #I6C"(§Iი ყ-– 0089)+1| მყ #(6“(310ი 9 ––608 9)+11 ·



თავი "III 

ცვლადთა ბზარდაქმნა 

ვთქვათ, ჯ დამოუკიდებელი ცვლადია, ხოლო V=ყ(X) მისი ფუნქკ- 

ცია, რომელიც განსაზღვრულია გარკვეულ შუალედში და აქეს სას- 

რული წარმოებულები ყ“, ყ”,... ყი იმავე შუალედში. ქვევით, 
პირობით, ჯ და ყ-ს ვუწოდოთ ძველი (კვლადები. განვიხილოთ გამო– 

სახულება 

1I"=I(CX. ყ. ყ, "”, (რ-ი) ყ!”)), 

სადაც / არის თავისი არგუმენტების მოცემულე ფუნქცია. ხშირად, # 
ფუნქციის გამოსახულების გამარტივებისათვის საჭიროა ძველი Xჯ და 

ყ ცვლადების ნაცვლად შემოვიღოთ ახალი დამოუკიდებელი ცვლადი 
და ახალი #=- ML) ფუნქცია. მათემატიკურად საქმე გვაქვს შემდეგ 

ამოცანასთან: გამოვსახოთ XI ფუნქცია ახალი 1 და # (ევლადებისა და 

V ფუნქციის წარმოებულების საშუალებით. მსგავსი ამოცანა განიხი– 

ლება მრავალი (ეკვლადის ფუნქციის შემთხვევაშიც. ძველი (კვლადების 

შეცვლას ახალი ცვლადებით ეწოდება ცვლადთა გარდაქმნა. 

§ 1. ყცვლადთა გარდაძმნა ერთი ცვლაღის ფუნძციის 
ფეგთხმვევაში 

განვიხილოთ ჯერ ის შემთხვევა, როცა ვასრულებთ მხოლოდ ძველი 

დამოუკიდებელი » ცვლადის გარდაქმნს ახალი დამოუკიდებელი 
/ ცვლადის საშუალებით. ვთქვათ, ამ გარდაქმნას აქვს ცხადი სახე 

X=%X(I), (1.1) 

საღაც დ() ფუნქციას აქვს # ცვლაღის მიმართ წარმოებულები » 
რიგამდე ჩათვლით. რადგანაც „ არის ჯ ცელადის ფუნქცია, ამიტომ 

V=ყVყ (#%()) (1.2) 

და გვექნება (იხ. I ტომი, გე. 303--304):
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თ" ,, _ X, ყა-Xი»ი MM, 
7." ” , , 

X, ჩკ ჯ/? 
, “/, #“” , “ , “ #“, , 

„, _ X XIV, –“ X,3 VI) 3X (XV. ––XV.9I) 
ყ – – , 

  

(1.3) 
  

და ა. შ., სადაც X;, V,, XI) ყ/ „.L, გამოითვლება (1.1) და (1.2) 

ტოლობებიდან. ამის შემდღეგ # ფუნქციის გამოსახვისათვის ახალი 
დამოუკიდებელი ცვლადათ, საკმარისია ჯ და ყ-ის ნა,კვლად შევიტა–- 

ნოთ მათი მნიშვნელობანი შესაბამისად (1.1) და (1.2) ტოლობებიდან, 

ხოლო წყ, #27 9V ევ; ·.· წარმოებულების ნაცვლად –- მათი მნიშვნე– 

ლობანი (1.3) ტოლობებიდან. 
თუ »ჯ და.1 ცვლადებს შორის დამოკიდებულება მოცემულია არა- 

ცხადი სახით 

თდ(X, ()=0, (1,4 

მაშინ »/, X, 9 )--. წარმოებულები უნდა გამოვთვალოთ (1.4 ტოლო- 

ბიდან არაცხადი ფუნქციის გაწარმოების წესის მიხედვით. 
ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა ვასრულებთ ორივე ძველი 

ცვლადის გარდაქმნას. ვთქვათ, 

X=და)(V, “),. V=CდCე(V, ზ) (1.5) 

არის გარდაქმნის ფორმულები. რადგან « დამოკიდებულია ჯ ცვლადზე, 
ამიტომ ფ დამოკიდებული იქნება სყ ცვლადზე და, (1.5) ტოლობების 

ძალით, ჯ და ყ იქნება ს ცვლადის რთული ფუნქციები. თანახმად 

რთული ფუნქციის გაწარმოების წესისა, გვექნება. 

თM ძს მს» ძი 

ძყ _ ძთ, , ძმ, ძი. 
ძს მძი ძი ძ«” 

საიდანაც მივიღებთ 

ძდ, _ ძი, ძი 
ძყ _ მ" ძა ძ"V 
=–=-“ (1.6) 
ძX 99, | ძდ, ძა 

მძჯ· ძს ძV"« 

ახლა გამოვთვალოთ + „» ამისათვის იგი. წარმოვადგინოთ შემდეგ– 

ნაირად
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9 /ძ./ 
იყ _ ძი" 22) 

ძ»” 9X 

ძV 

აქ წილადის (ნიშვხელი გამოთვლილი გვქონდა ზევით. მრიცხველისათ- 

ვის კი გვექნება 

  

  (1,7) 

ი ძი: ძი; ძა 
#)- 2 მი ძი ძ“. 

  

    

    

ძის »/ ძი!| ძდ; , ძდ, ძი 
ძM ძა ძMრ 

თ ძდ,. + 99 2)– ჩ(31+ კ 99. ლ) 

= მის მა იძ" მს ძ" 

ძდ, , ძდ,. 2) ” 
-0V + ძს ძV"V 

სადაც , 

„აე“ .“““ 
· მს? ძყმს ძ% ძა? VთM ძა ძი? 

ძშდ, პმ, ძს 9", /ძი 1) ძთდ, ძი =--” +2 49 ძი | , ძი, ძა. 
ჩ ძი? ძიძა ოა მს LიV მს ძი 

ამრიგად, (1.7) ტოლობიდან გვექნება 

  

ძ'ყ _ მს ძმას ძ" მს მს ძ"V 0.6) 
კჯ! ძდ, , ძდ, 3) | მი ა ლთ 

სმს იძია ძ" · 

მსგავსად გამოითვლება მომდევნო ყე, ყI41,... ყი წარმოებუ- 

“ლებიც, რომლებიც, ცხადია, ჯამოისახებიან 2. (X2 თ..." 92% წარ–- 
მ” ძ' ძი" 

"მოებულების საშუალებით, 
X ფუნქციის გამოსახულების გამარტივებისათვის X, ყ, V;, ყი _ 

სიდიდეთა ნაცვლად უნდა შევიტანოთ მათი მნიშვნელობანი შესაბამი. 

სად (1.5), (1.6). (1.8). ... ფორმულებიდან, 

მაგალითი 1, დიფერენციალური განტოლება 

0 –-)ყ--Xყ +»ბყ=0
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ჩავწეროთ ახალი დამოუკიდებელი ჯ ცვლადით, თუ Xჯ=008L. 

ჯერ გამოვთვალოთ „-%, გვექნება 
· X 

  ძყ _ ძყ 1 __ _1 ძი. 
ძ» თ. ი 8) / ძ/ 

ძ 
ახლა ვიპოვოთ 

9Vყ _ ძ 2L)>“ +(--: %)---- 
' მ; ძX 810, ძ!/ 319! 

1 ” 65081 ძყ. 
9§"ი! ძ· მ9Iი/ ძ/ 

მოცემული განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს; 

  

მაგალითი 2.. გპრდავქმნათ გამოსახულება 

ყ. #.(1+ყ" “ 
(1+ყ."” 
  # = 

თუ ჯ=V-ს, V=V. 

(1.6) და (1.8) ფორმულების ძალით, გვექნება 

XV -- XII 95 – ყი(XI“–- ყა) 
(XI L Vა)! 

და, რადგანაც X.=1–ყე, ამიტომ X ფუნქციის გამარტივებული სახე ' 

იქნება 

  # = 

#ჯ=Vყ 
ს მაგალითი 3. ვთქვათ, ს ამოსბელებაში 

X=ICX, ”ე ყ. V 3 „გ... „4 2) 

შეცვლილია X და ყ ცვლადების როლები, ე. ი. / არის დამოუკიდე- 
ბელი ცვლადი, ხოლო ჯ მისი ფუნქცია. გამოვიყვანოთ ამ შემთხვევაში 

M» ფუნქციის გამოსახულება. 

ამოცანის გადასაწყვეტად საკმარისია ყ დცვლადღის წარმოებულები
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ჯ-ით ·გამოესახოთ »ჯ-ის წარმოებულების საშუალებით ყ (ცვლადის 
მიმართ. გვაქვს 

  
  

,_.1 „ XI „ 3(X ე)"–- XIX 5 #=-, მი=- -#, ყია --მ6ე8 თია (1.9) 
ქ “ X 

ახლა M# ფუნქციის გამოსახულებაში ჯ-ის ნაცელად ჩავსვათ ყ, 

ყ-ის ნაცვლად ჩავსვათ », წარმოებულები V;, # +, ყვ, ·. შევცვა- 
ლოთ (1.9) ფორმულებიდან, 

მაგალითი 4. ვთქვათ, ჯ და ყ=ყ(X) არის წერტილის მართ– 

კუთხა კოორდინატები. გამოვთვალოთ X, ყ, V>, ყა ,--· პოლარული § 

და »=#7(3) კოორდინატებით. 

ცნობილია, რომ 

X=-# 6089, 

ყ=#831ხ 9. 

გავითვალისწინოთ, რომ » წარმოადგენს + ცელადღის ფუნქციას და 
გავაწარმთოთ (1.10) ტოლობები 9. ც/ვლადით; 

'(1.10) 

X' => "08 9 –- » 810 9, 
რ ა | (1.11) 

ყ გ5ა #ემ)ი 4. -L # იი8 ს. 

ახლა უკანასკნელი ტოლობები „გავწწარმოოთ 8. ცვლადით, მიგიღებთ 

XI = #,კნ0889--2/> 3Iი 9# – + 6088, . 
აიიი, 0.12) 
ყე» =”ესა 3)0 9 + 2”ე, 6089 –7ვმი 9, 

ამნაირადვე გამოითვლება X და ყ ცელადების უფრო მაღალი რი– 

გი წარმოებულები Xეა, Vვა,- 
თუ გამოვიყენებთ (1.6), (1,8) ს ფორმულებს, გეექნება 

  

, ”აVი +-L 005 + - „ + 2, „> 

ყ = ვ , _– · “31 

7 „ეგახვ8- ჯ 810 8.” ( იე 608 9--„ 810 8 

§ 2. ცვლადთა ზარდაძჭნა მრავალი ძცვლაღის ფუნქციაში 

განვიხილოთ ფუნქცია 
ე 9 

9 =9(» სს წ, V- %. მ. LX ' ძი ... ს. (2.1) 
| იი ძყ მს მ»ძ, ძე! 
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რომელიც ორი დამოუკიდებელი X და ყ ცვლადის გარდა შეიცავს 
მათზე დამოკიდებულ ”» ფუნქციას დღა მის სხვადასხვა რიგის კერძო 

წარმოებულებს ჯ და ყ ცვლადების მიმართ. ვუწოდოთ Xჯ და ყ ცელა- 

დებს ძველი დამოუკიდებელი ცვლადები. ვთქვათ, საჭიროა ძველი X 
და ყ ()ვლადები (2.1) გამოსახულებაში შევცვალოთ ახალი დამოუკი- 
დებელი « და დ (ევლადებით. შევისწავლოთ ის შემთხვეეა, როცა ძველი 

X და ყ ცვლადები უშუალოდ არის გამოსახული ახალი და ს ცვლა- 
დების საშუალებით; 

X=X(%, 9), ყ=ყ(V, V), (2.2) 

სადაც ვიგულისხმოთ, რომ X(V, V) ·და ყ(, თ) ფუნქციებს აქვთ უწყ- 
მეტი კერძო წარმოებულები სასურველ რიგამდე, 

თუ #-ს განვიხილავთ, როგორც « და ს ცვლადების რთულ ფუნქ- 
ციას, მაშინ რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის მიხედვით, გვექნება 

ს» _ ძი ძი , მყ მ». 
ძს მამ იძ მყ” 

V _ ძი ძი , მი # 
მს ძე მჯ ძა: 0ყ 

(23) განტოლებათა ერთობლიობა წარმოადგენს წრფივ არაერთგ- 

უაროვან სისტემას საძიებელი 9“- და 2 კერძო წარმოებულების მი- 
X V 

მართ, რომლის ამოხსნა მოგვცემს 

თ ,%, ცფ%, % ც% , უ%, 0.4 
ძX 0“ ძის ძყ 0% ძა 

სადაც 47X0იიVი კოეფიციენტები დამოკიდებულია X=X(Vს, ბჰ) და 

Vყ=ყ(V, თ) ფუნქციების კერძო წარმოებულებზე და არ არის დამოკი- 
დებული მ-ზე. რადგან იგულისხმება, რომ XCV, ს) და ყ(V, ს) ურთი- 

ერთდამოუკიდებელი ფუნქციებია, ამიტომ (2.3) სისტემის ამონახსნი 

(2.4) არსებობს, როგორც (2.4) ფორმულებიდან ვხედავთ, ; ფუნქციის 
კერძო წარმოებულის მისაღებად ჯ ცვლადღით საჭიროა ჯ„ ფუნქციის 

კერძო წარმოებულები % და ს ()ვლადებით გავამრავლოთ შესაბამისად 
4 და 8 კოეფიციენტებზე და მიღებული ნამრავლები შევკრიბოთ. 

§ ფუნქციის კერძო წარმოებულის გამოსათვლელად ყ ცვლადით საკ- 
მარისია 4 და 18 შეეცვალოთ შესაბამისად (0 და ჯ#) კოეფიციენტებით. 

<> კერძო წარმოებულის მოსაძებნად გამოვიყენოთ (2.4) ფორ- 
X 

მულებით გამოსახული წესი, მივიღებთ 

18 ვლ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე 

(2.3)
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ძV ძ /ი» _0 

ძთძ მXVძX მს. 9 + თ)" 

8-– 45- 89%. 2კფ- 
+ (47 + ძუ ეთ + პამ + 

+810 +( 494+ 85“ ით ”. 899)4, 0.5 
წ) 

ანალოგიურად მივიღებთ მეორე რიგის დანარჩენ კერძო წარ–- 

მოებულებს: 

                

       

90% 0" = 
=40-3- 

ძმXმყ + 

'რ.. ლ(4 4-4 უ57 -%, 
“ძი 

9 +2 თნებებ ი მრივენოუბი 
(2-6) 

+(« არო 5 + +( 092 + უნ )X 

ძი მი. 

მსგავსად მიიღება # ფუნქციის უფრო მაღალი რიგის კერძო წარ–- 

მოებულები ჯ და ყ ცვლაღებით» ამის შემდეგ თ ფუნქციის: · გამოსა– 
მ მე #ძM 

ხულებაში უნდა შევიტანოთ X, ყ, == ში 2.კ' ''“ სიდიდეთა ნაცვ- 

ლად მათი მნიშვნელობანი (2.2), (2ა4X (2,5), (2,6) ფორმულებიდან. 

მაგალითი 1. გარდავქმნათ გამოსახულება 

თუ X=%, V=%5. 
გამოვიყენოთ (2,3) ფორმულები, გვექნება 

ამოვხსნათ განტოლებათა უკანასკნელი სისტემა « და <=. წარმოე– 
· X ყ' 

ბულების -მიმართ, მივიღებთ
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მაგალითი 2. გარდავქმნათ და ამოვხსნათ შემდეგი კერძო წარ- 

მოებულებიანი დიფერენციალური განტოლება 

X _ X. 
ძი» იძყ 

თუ =X+ყ, ხლ=X-–-ყ. 
(2.3) ფორმულების ძალით დავწერთ 

ძი ძე ა %# 
ძ” ძყ. ძი” 

ძი _ ში _ ეძ” 

აქედან მივიღებთ 

მძ» მს ძა” მყ მი ძია 

მოცემული დიფერენციალური განტოლება მიიღებს სახეს 

% _ი, 
ა ძს 

რომლის ამონახსნი, ცხადია, იქნება 

2=ს() ანუ «=%(X-LV), 
სადაც ს არის X+ყ ცელადის ნებისმიერი ფუნქცია. 

მაგალითი 3. გამოვსახოთ 

ძე  ძ", ხ”-ვ2 +232 0.7) 
გამოსახულება პოლარულ კოორდინატებში: 

გამოვიყენოთ მართკუთხა და პოლარული კოორდინატების დამა- 
კავშირებელი ფორმულები: X=ჯ C08 დ,ყ/=/ 810 დ, სადაც # და დ აღნიშნავს პოლარულ კოორდინატებს. 

თუ მივმართავთ (2.3) ფორმულებს, მივიღებთ
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% = ლიი8დ.” + ყიდ”, 
მ; ძX მყ 

%-  _ იდ % -09დ5”, 
ძდ ძჯX ძყ 

საიდანაც 

მ. _ ა08 % _ 1 კევი = კ„% + 8 % , 
ძX M #” ძდ ძ- ძ დ.ზ) 

4 1 მი ძი ძი 
უის დ-=+-–აიზდ 0,1 -“+V . 

„სადაც , , 
–4=6C082<, 8=–– ყი დ, C=810დ, =-–-იი8 დ. 

ახლა (2.5) და (2.6) ფორმულების ძალით, გვექნება 

  

  

3 3 'უ2 I « 81უ2 3 9# _ ციყვი 510 დ ძბ იზ % 
ეჯ ძ» » ძ,ძდ ჯ ძდ 

910'თდ _ 9% _ 3Iი2დ  ძი_ 

(4 ძმ» · ძთ 

ე „მე 5102დთ ძ?ი + 09% 
–-= მი + + 9 L 
პ წებ" „ პიდ 2 ძდ. 

1 მე  31ი2დ ძი 
+ –--ილვთდ-–+ --–-ი 

” შე, ა» ქდ 

3 3 

შევიტანოთ 5 და 2. წარმოებულების გამოთვლილი მნიშვნე- 
X წ) ' 

ლობანი (2,7) გამოსახულებაში, მივიღებთ 

დავუბრუნდეთ ცვლადთა გარდაქმნის (2,2) ფორმულებს, ვთქვათ, 
ეს ტოლობები ამოხსნილია ახალი V და დ (ვლადების მიმართ: 

#=V(X, ყ), წ=Vწ(X, ყ# (2.9) 

ახლა « ფუნქცია უნდა განვიხილოთ, როგორც X და ყ ცვლადების 
რთული ფუნქცია, ამიტომ მართებულია ფორმულები
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ძ« მს ძედ ძახ ძ» 

ძX ძX ძი" ძX მი ” (2.10) 

მი ძყმს ძყძი 

უმაღლესი რიგის კერძო წარმოებულების მისაღებად საკმარისია 
(2:10) ტოლობებზე გავიმეოროთ იგივე სასურველ რიცხვჯერ. მაგალი– 

თად, # ფუნქციის მეორე რიგის კერძო წარმოებულისათვის Xჯ (კვლა- 

დის მიმართ, გვექნება 

0 _ ძბი ძი _ ძე ძი _ ძა /ძს 0% ძის _0% 

პი მძ»; მს ძა მს 0მX»LმX ძი. ძ» ძიძი 

ძა (« ძ"ი ძს +) 

  

  

ი»Vსმჯ მიმი პX ძა! 

ქბ, მბ 
მსგავსად გამოისახება და კერძო წარმოებულები და 

ძXმყ ძყ? 
ა. შ. 

§ ვ, ცვლადთა გარდაძვმნა სრული ღიფე#ჭენციალის მეთოდით 

გავეცნოთ ცვლადთა გარდაქმნის საკითხს სრული დიფერენციალის 

გამოყენებით, ეს მეთოდი უმეტესად მაშინ გამოიყენება, როცა (2.1) 

ტოლობაში შედის # ფუნქციის ყველა მოცემული რიგის კერძო წარ- 

მოებულები, წინა პარაგრაფის მსგავსად, ორი შემთხვევა წარმოგვიდგება. 

1. ეთქვათ, დამოუკიდებელი” ცვლადებია « და თ. გამოვთვალოთ 
(2.2) ტოლობების სრული დიფერენციალები, გვექნება 

ძX=თძს+წს ძის, ძყ=ჯძი-+Lბ ძა, (3.1) 

რომელთა სრული დიფერენციალები იქნება 

ძბX=6 ძაზ+ სნ ძსძს+უძა, ძ?!ყ=% ძაბ-LL+მVძს -X ძე? (3.2 

და ა, შ. აქ თ, ზ,...., X კოეფიციენტები X, ყ, ყი დღა ს ცელადების 

ძქნობილი ფუნქციებია. 

ახლა შევნიშნოთ, რომ 

ძი_ 

ძ« 

ჩავსვათ ამ ტოლობაში 9X და ძყ დიფერენციალების მნიშვნელობანი. 

(3.1) ფორმულებიდან და გავუტოლოთ მიღებული ტოლობის მარც-. 

პძ.=?% კ; L %კყ=% კ. + % კე, (3.3) 
ძX ძყ „?'· მი
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ხენა და მარჯვენა ნაწილებში ძ« და ძია დიფერენციალების კოეფი- 
ციენტები, მივიღებთ 

, ძ» _ „ძი _ ძი 
თ- 6 --=-, ჩ-+6ბ6-=-, 

ძX ყო ძV აუუ. ძე ძა 

საიდანაც განისაზღვრება 2. და 2 წარმოებულები. 
თ  ძყ 

მეორე რიგის კერძო წარმოებულების გამოსათვლელად, როგორც 
ზევით, მხედველობაში ვიჭონიოთ Vყ და უა დამოუკიდებელი (ვლადებია 

და #-ის მეორე რიგის სრული დიფერენციალი ისეე ორი სახით წარ- 

მოვიდგინოთ) 

  

  

ც'2 =94 ძაბ-+L 2 “ აძ + 224 + _X + 
ძ»? უთ 

ძი ძ% 
““კმყელ–“-“-ძის? + 2 ძMძხს 55> 3.4) 

+ მყ #“ მ? 322 + წ 

ჩავსვათ აქ ძ» და ძყ დიფერენციალების ხელა მათი მნიშვნელობანი 

(3.1) ტოლობებიდან, ხოლო ძ% და ძ”ყ დიფერენციალების ნაცვლად 
მათი მნიშვნელობანი (3.2) ტოლობებიდან და მიღებული ტოლობის 

მარცხენა და მარჯეენა ნაწილებში გავუტოლოთ ერთმანეთს ძM2?, ძყძუ 

და ძაჩ სიდიდეთა კოეფიციენტები. მივიღებთ განტოლებათა გარკვეულ 
2 2 

სისტემას, საიდანაც განისაზღვრება C-”-, 972 94. კერძო წარ- 
ი” ძიმყ' ძ, " 

მოებულები, მსგავსად გამოითვლება უფრო მაღალი რიგის კერძო 

წარმოებულები. 

9. ახლა განეიხილოთ შემთხვევა, როცა დამოუკიდებელ ცვლადე– 

ბად მიჩნეულია ჯ და ყ. მოვძებნოთ (2.22) ტოლობებიდან და წ 

ფუნქციების პირველი რიგის, მეორე რიგის და ა. შ. სრული დიფერენ- 

ცაიალები: 

  

ძი=ი0იძX+სხძყ, ძხ=თძ,ცძX-+ხ,ძყ, (3.5) 

ძ'ა=C0ძX?-+IძX0V-+-ყძყბ, იძ ბ?3=0,ძ»'+I,ძ»ძყ-9,ძყხ" (3.6) 

და ა, შ., სადაც თ, ხ, ··-, I» #, კოეფიციენტები არის X, ყ, # და 9 

ცვლადების ცნობილი ფუნქციები. შევიტანოთ (3.1) ფორმულებში ძ«V 
და ძა დიფერენციალების ნაცვლად მათი მნიშვნელობანი (3.5) განტთ- 

ლებქბიდან და ერთმანეთს გავუტოლოთ მიღებული ტოლობის მარც- 
ხენა და მარჯვენა ნაწილებში ძX და ძყ დიღერენციალების კოეფი- 

ციენტები, გვექნება
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ძ2 ძ> მი იძ? ძ2 ძ2 
–=თ-- + თ“, --=ნხნ:--L ხ,–-. 
მყ ძ% 1მ» მყ 09% "ძი 

მეორე რიგის კერძო წარმოებულების გამოსათვლელად # ფუნქციის 

მეორე რიგის სრული დიფერენციალი წარმოვადგინოთ ორი ინვარიან– 
ტული სახით: 

    

1 ძ?. ძმ“. ძ2> კბ =- რ“ კრ L2- ირ“ კაე L ნი” ე,%.-იი აზ + მჯ მიე თ მეი აა" 
0-2 –_” ძ>» ძი +2 ძიძის + “” კან +" ს +L"“ ძ“, 
ძა «2 მუა“ , მძ% “ მს 

ჩავსვათ აქ ძV, ძა, თ“ და. ძ'ს დიფერენციალების ნაცვლად მათთ. 

მნიშვნელობანი (3:5) და. (3.6 ფორმულებიდან. მიღებული ტოლობის 
მარცხენა და მარჯვენა ნაწილებში გავუტოლოთ ერთმანეთს. ძX?, ძXძ/' 

0 ძ“% ძ”ი 
და. ძყ“-ის კოეფიციენტები, მივიღებთ. –“–, ა –--–– წარმოებუ– ყ-ის კოეფიციენტე! ვიღებთ –- ხიოთსამოუბა 

ლების მნიშვნელობებს. ანალოგიურად. გამოითვლება მომდევნო რიგის 

კერძო. წარმოებულები. 

  

§ 4, ცვლადთა. ბარდაქმგნის, ყჭოგალი: შემთხვევა 

განვიხილოთ ისეთი შემთხვევა, როცა, დამოუკიდებელო” X და Vყ 

ცვლადების გარდა,, საჭიროა. აგრეთეე: გარდავქმნათ მათზე დამოკიდე- 

ბული, #=/(X.ყს ფუნქცია. ვთქვათ, გარდაქმნის ფორმულებიდან 
ამოხსნილია. ძველი. ცვლადები“ 

X=ლღ(V, V, 1)» სყ ==", ზ. I). 2==XCV, V. 10)- (4.!) 

თუ #=/X, ყ) ტოლობაში X. ყ და > ცვლადების მნიშვნელობებს 
შევიტანთ- (4.1), ფორმულებიდან,, მივიღებთ ტოლობას, რომელიც ერთ– 

მანეთთან დააკავშირებს, ახალ V,, V და. # ცვლადებს. ცხადია, ამ” გან“ 
ტოლებიდან ერთ-ერთთ ცვლადი, მაგალითად #V განისაზღვრებ“” 
როგორც V და, წ. ცვლადების. ფუნქცია. 

ვიგულისხმოთ, რომ # დ ს დამოუკიდებელი ცვლადებია, ხოლო 
# მათზე» დამოკიდებული, ჯ და» ყ ფუნქციების საშუალებით. გავაწარ“ 
მოოთ. გ-ჯერ. V და. შემდეგ თ“ ცვლადებით, მივიღებთ. (2.3). სახის” 

ძი ტოლობებს, რომელთა. ამოხსნა -წ- დარი ფარმოებულების მიმართ 
X ყ.
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მოგვცემს (2.4) სახის ფორმულებს. ამ ფორმულებში >. 
· %« 

ძყ ,...,ე –“ წარ- 
ძხ წ 

მოადგენენ X, ყ, ? ცვლადების სრულ კერძო წარმოებულებს # და ს 

ცვლადების მიმართ, რომლებიც გამოითელება (4.1) ტოლობებიდან 
იმის გათვალისწინებით, რომ ჯი არის «V და ს ცვლადების ფუნქცია: 

მი ძი მთ ძ” “მს ძი ძი ძია 
რაც შეეხება (2.4) ფორმულებში შემავალ 4, 8, 4, 1, კოეფი– 

ციენტებს, ისინი დამოკიდებული იქნებიან ს, V, ა „ცელადებზე და 

2, 2 წარმოებულებზე. თუ ჩვენი შემთხეევისათვის დაწერილ (2.4) 
" წყ 
ფორმულებს მიმდევრობით გამოვიყენებთ, მივიღებთ მეორე რიგის 

კერძო წარმოებულებს და ა. შ, 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ ცვლადთა გარდაქმნს ფორმულები 

"ამოხსნილია ახალი ცვლადების მიმართ: 

«=დ,(X, ყ, ი). ს=%,(თ,ყ, ი), %0=Xე(თ, V/ #),. (4.2) 

სადაც X და ყ დამოუკიდებელი ცვლაღებია. გვექნება 
ძი იძი მს მიის ძი 0მიძL ძამა 
–- ლი ეეგ ლეი, ლილე ლსნი –. (4.3) 
მმ ძმ ძი ძ% მყ ძ" შ/ ს ძი მყ 

მს მს ძმს ძმს ძი ძი · 
:ქ იგულისხმება, რომ ჯ" ში” ოს 5, 3 ში წარმოებულე– 

ბას საცვლად ჩასმულია მათი მნიშვნელობანი, რომლებიც გამოთვლი- 

ლია (4.2) ტოლობებიდან იმის გათვალისწინებით, რომ /„ არის ჯ და 

ყ ცვლადების ფუნქცია: 

მ _ ძ , მი, ძი _ ძი _ მი, | ში ში. 
მი იძX ძ” ძX მყ მ + ძყ 

რ. 3) ტოლობები, როგორც ეხედავთ, წარმოადგენს წრფივ სისტემას 

არარ დან წარმოებულების მიმართ. ეს წარმოებულები გამოითვლება. 

(4.3) სისტემიდან X, ყ, #. + და =. სიდიდეთა საშუალებით"? 
“ ( 

მეორე რიგის კერძო წარმოებულების გამოსათვლელად საკმარისია. 

ინა >) ხელახლა გავაწარმოოთ X ცვლადით (ან ყ ცვლადით), ბზ მყ
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მასთან -9V. და 
ძM 

დების რთული ფუნქციები. ანალოგიურად გამოითვლება მომდევნო 

რიგის კერძო წარმოებულები, 

მაგალითი 1. გამოვსახოთ 

ქეში ი?ია - ძ?ი) 

ბალ=–- +“. .-.- (4.4): 
მ?» მყ იძ? 

გამოსახულება სფერულ კოორდინატებში. 

10 უნდა ვიგულისხმოთ როგორც # ღა ყ ცვევლა-   

ცნობილია, რომ მართკუთხა Xჯ, 9, # კოორდინატები გამოისახება 

სფერული «, 4, დ კოორდინატებით შემდეგი ფორმულებით. 

-X=7 38 + 6059დ, ყ=7ჯ910 +3Iიდ, 2=7 005 9. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ი= #§19ი %, 

მაშინ წინა ორი ტოლობა ასე გადაიწერება: 

'#=, 0 009დ, ყ=0 91ი დ, 

ამ შემთხვევაში, (2.8) ტოლობის თანახმად, გეექმეა 

ძი , ძის _ ძპა , 1 ძ?თ ძთ 
მნ =-- – 4), (4.5) 
ძი” ძე ძიზ ' ი? ძი! ძი 

ახლა ავიღოთ „ცვლადთა შემდეგი გარდაქმნა 

2=#-ლ0§9, 0=7#31ი 4. (4.6) 

იმავე (2.8) ტოლობის ძალით, დავწერთ _ 

ები  ძშთი იმი  _1 მთი ძი 
შენ ძი = 92. > = შავ) ოს (4.7) 

შევკრიბოთ (4.5) და (4.7) ტოლობები, მივიღებთ 

ა.ა, რი რი, 1 რიე 1 ძი 
პ.ა? ' ძე ' ძმ? 2 ' „7 032 ' #« ძ, 

+- ი (4.8) 

გამოვთვალოთ 5“ ამისათვის გამოვიყენოთ (4.60) ტოლობები, საიდა– 
4 

ნაც გვექნება
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მს _ ძი „ეს 99, 008 9-. 
098 ძი ძ0 

ამ სისტემიდან 

. 1 ძი 
–-=–-- 800 +-“–- –“– 00959 (4.9) 
ძი იძ ჟ# 099 

ჩავსვათ (4.8) ტოლობაში => წარმოებულის მნიშვნელობა» (4.9) და 
ჩ 

გავითვალისწინოთ, რომ ი0=7# 319 V, მივიღებთ 

9 2 საშე 1 მიე 1 ძი, 2 ძთ | 669. ძი 
იპ „ეე #29)0” 9 ძდ? ” ძ » 09 

მაგალითი 2. დავამტკიცოთ, რომ გამოსახულება 

· · · ატა ტბა (ი ათ 
ძX მყ , მძ 

არ შეიცვლება, თუ ძველ მართკუთხა ჯ, ყ, 7 კოორდინატებს გარდავქ– 

მნით ახალი მართკუთხა ჯ»”, ყ', თ“ კოორდინატებით. 

მართლაც. როგორც ცნობილია გეომეტრიიდან, ძველი. და ახალი 

კოორდინატები ერთმანეთთან დაკავშირებულია ფორმულებით: 

X=სX+თისყ!+»., ყ =1X-L71აყV+ 2, 2 =ზვX-+Vვყ +ვი, (4-11) 

სადაც გარდაქმნის კოეფიციენტები აკმაყოფილებენ პირობებს: 

1,, როცა §=ქ, (4.12) 
0, როცა +#ე- 

ს) - თი! -+- XII -( 

(4.11) ტოლობებიდან გვექნება. 

ძX”=1!,0X-Lო1,ძყ-+M,ძ9, ძი" =ბზა0X-L აბაძსყ + IM:02, 

ძ2'=ზ)0X+ ეშყ-+ ათე. 

რადგანაც, 
ძV „ მყ ძ% ძი 1, ,0მV _, ძყ« ., 

8V%= –ძX + -–ძყ --– პი=–. ძა + წყ +-–, ძი” = 
მ» '” მყ V ძე ძX” ძX “4 მ” 

=(I)0X+XI,ძყ + „ტებს -+VC,8X+ თეძყ +იმი ა“, + 
ყ
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+C0ს0X+თიამყ+ თაძი) -"' 9. (" ს <4; გი+ხედ ძX + 

ამიტომ 

ძV ძV “, . მM მM 222557 10X I 29X. 
ბი შძV ' “ძი 

მი. _ თლ + თ თ 9V, 
მყ ძX მV ძ 

მძ" 0 ძ% მ« 
–-= 1, –“- + –- –. ო Lე” + 2” + საო. 

ავიყვნოთ თითოეული ტოლობა კვადრატში და მიღებული შედეგები 
შევკრიბოთ, მასთან გამოვიყენოთ (4.12) პირობები, მივიღებთ 

-C)+CV) 1) 
ახლა მოვიყვანოთ მაგალითი, 22 დამოუკიდებელ (ევლადებთან 

ერთად ვახდენთ ფუნქციის გარდაქმნასაც" 

მაგალითი 3. გარდავქმნათ განტოლება 

    

ს ,1% კ %M- /, (4.13) 
ძX მყ 

თუ 

X=%, ყ= 8 ეეე ,1= (CM. (4.14) 
1+6+"სხ 1 +VყV 

ვიგულისხმოთ, რომ ს და ს დამოუკიდებელი ცვლადებია, ხოლო ჯ 

და 10-–ფუნქციები ყდა ს ცელადებისა, ამასთან 2 არის « და ს 

ცვლადების რთული ფუნქცია. 
“ გვაქეს 

01) 
1–-ცყ1-- 

მი. ძი 1 ძV 

მჯ მყ (1401 0+იიშ 
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თ ხს _ « მძი. 
მი (1+Vყა)" (1+%!ი) ძი 

თუ ამ ტოლობებიდან გამოვთვლით დამ წარმოებულებს, მივიღებთ 
X  ძყ 

ძი _ _ 1 (| +), 
მი (1+ყა)“ მს ძა 

ძი _ (1+Vა) ძი 
მყ (14)? ძი · 

ჩავსვათ (4.13) განტოლებაში, მივიღებთ 

% _ 0. 
09% 

ასეთია (4.13) განტოლების სახე დაწერილი ახალ V, ი და ჯა (ვლა- 
დებში, 

მაგალითი 4. მოცემულია ფუნქცია #=/(X, ყ) გამოვსახოთ 

მოცემული ფუნქციის მეორე რიგის კერძო წარმოებულები ახალი «, 
თ და ჯი ცვლადების საშუალებით, თუ გარდაქმნის ფორმულებს აქვთ 
შემდეგი სახე 

  

  

#=ჯ, ყლ–ძი, %ბ0=ჯ7X+Vძყ--7, (4-15) 

სადაც 

ძ»ჯ” მყ 

(4.15) ტოლობებით მოცემულ გარდაქმნას ლე ჟანდრის გარდაქმ- 
ნა ეწოდება. იგულისხმება, რომ « და ს ახალი დამოუკიდებელი 

ცვლადებია, გამოვთვალოთ (4.15) ფორმულებიდან მესამე ტოლობის 

სრული დიფერენციალი, გვეგნება 
ძ1ლი=VოXX+XძMი-სძყ+ყძა-–-ძ, 

მაგრამ 

ძი ძნ 
ძია= --ძX+ –-ძყ=%0X+Vძ), (4.16) 

ძX მყ 

ამიტომ 

ძი = X0V+ყძხ. 

რადგანაც 

ძჯი ძ:ი 
ძილ–ძ –ძ 
M მ“ “ სყ '
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დღა « და ს დამოუკიდებელი ცვლადებია, ამიტომ უკანასკნელთ ორი 
ტოლობის შედარებით, მივიღებთ 

ძი ს 9 _ , (4.17) 

2 2 2 
იმისათვის, რომ ვიპოვოთ-->, ით > კერძო წარმოებულე– 

ბი, დავწეროთ (4.17) ტოლობების სრული დიფერენციალები: 

  

  

  

ძ?ი ძმ” 
ძXლ=-–-–-ძ( + ძა, 

ძე? + ძამ% , 
პზი ”» (4.18) 

მყ = ძი + ––ძს 
/ მოაძი “« იც" 

რაკი ამ ტოლობებში ძX და ძყ დიფერენციალები ნებისმიერია, ამი- 

ტომ დეტერმინანტი | 

ძილი ძ%ი ბე M? 
სხლ=- -–---I- · 4.19 

ძა? ძყ?ზ ( >) #9 (009 

მაშასადამე, (4.18) სისტემიდან გამოითვლება ძყ და ძე დიფერენცია- 

ლები: 

  

1 2 9 

ძა= 1 (9%9კ, .9% კ, I. 
ტ მყ? ძმას . 2 ' (4.2თ 

კა= 1. (9% 40 რ; ) 
ტ. Lძჯ? ძაძა 

რადგანაც ჯ და ყ დამოუკიდებელი ცვლადებია, ამიტომ (4.16) ტო- 

ლობის დიფერენციალი იქნება 

ძ'2=ძ%იძX-+-ძსხი!ყ. 

შევიტანოთ აქ ძა» და ძე დიფერენციალების ნაცვლად მათი მნიშვნე- 

ლობები (4.20) ფორმულებიდან, მივიღებთ 

1 /ძ"ჯს ძეში ძ?ი კ=- - (იკა 2 ი% კე + -“კ )' 
ტ სიც მVყძა ## ძა) ”' 

მეორე მხრივ 

ე? ქ? 

  

0 კბ --"”” ძე 2-0“ კაქე+- “ი” ძე, 
0ჯ? + ძXძყ “4 მყ? 7 

უკანასკნელი ორი ტოლობის შედარებით, მივიღებთ
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მთ 1 მით ძ% 1 მიე ი0% 1 ძ%ი 

მთ ბ პი” ძიძყე ბ ძიმითი ძე 4 ძიმ. 
ასეთია ახალი «, 9, «+ (კვლადებით გამოსახული მეთრე რიგის" კერძო 

წარმოებულების მნიშვნელობანი. 

  

კითხვეზი 

1. როგორ ხდება დამოუკიდებელი ცვლადის გარდაქმნა ერთი 

ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში? 

9. როგორ ხდება დამოუკიდებელი ცვლადისა და ფუნქციის ერთ- 
დროული გარდაქმნა ერთი ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში? 

მ. ჩაატარეთ დამოუკიდებელ (ცვლადთა გარდაქმა შრავალი 

ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში. 
4. რაში. მდგომარეობს ცვლადთა გარდაქმნა სრული დიფერენცია- 

ლის მეთოდით. 

ნ. რაში მდგომარეობს ცვლადთა გარდაქმნა ზოგად შემთხვევაში. 
8, ჩაწერეთ ლეჟანდრის გარდაქმნა. 

სავარჯიშო 

შეასრულეთ ცვლადის გარდაქმნა შემდეგ დიფერენციალურ განტო- 
ლებებში: 

8 
LI 

კლი, »9%# | ყ=0, თუ »ჯ=40/; პასუხი: “+ ყ=9. ძ»" ძX 

ძ'ყ _ 6ყ : + ე, 9ყ ძ"ყ ე.-V# წყ. (=1იX, პასუხი =%. 39# + 
კა კ. მ MX შებ ი ე 

ძყ 29M  6,ყ= 
++, 

8 ციუ »99M | მყ=0, თუ X=-6081; 
” ძ» 

იყ , ძყ » 
4 -–-= + -“ას2-+ 

ძჯ' + იX ტხშჯ 
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ხმ. V 
(29% -L -9)? 

1... 

ლე ჯX=11>--გ 
2 

პასუხი: #(1-/5 57 +0 ვტ“4 = 

  

გ. თყ. +2 გ?»  ამX ძე 4უბყ 

ძ» ალ+6++.%X ძე (44-14 2X)? 
2 

პასუხი: CV. –+ო?ყ=0. 

  

თუ »ჯC1იV 1; 

2 
9. 2X 9 V? =0, თუ 1=38XX . 

11: ძი (1+ჯ3 

მ“ყ = X -, =009/; პასუხი: ––> =0. L- თუ ჯ უ – 

=0, თუ 1=1)იX. 

· >- (9% 3 %ყყ-, თე ბ-% პასუხი (51+ 

+ 4%+ყ=0 

10. ა რV კ ვან% კ C+1)»% –ყ= 

პასუხი54 +6% – ყი. 

1 (1-- ჯმ 99 +200 4ა0=0, თუ L= 
X 

პას უ ხი: 54 1-0. 

  

1+X»ჯ _ 

1-ჯ 

სე _ 

13. ნირიგა – იოშისოშგი ძია თუ 

(=VM/1 პასუხ M1+X:; ასუხი -# + % –-ყ=0. 

L) % 

18, 0-აბ(9X) – 20 ო 59 9, (%)+4)-ძ , 
ჯ 9X ძX 

თუ ჯXლმ8)ს/, პასუხი: 2X)+(9%7)+1-ი. 
კ)"
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ძშყ მყ 2ძ 14. (1--ყებ “9. _ 20 ებ. “4 „ი, ( ) 7. XC 1-.+ 1L-- თუ 
_–Xჯ 

ი' 1 ძ?ყ 

ლ=ლ=- - . პასუხი: -– >. +C0(-%V-L1)ა/=-0. 
#96. შებ ვიქ ი0 1 

15. დაამტკიცეთ,. კომ 
8 , 

94 +2 = #ტ9.M. თუ »X=--. 

% კვ 2. ფთ? 
16. გამოთვალეთ 

  

  

| 1 + (2) | : 
ა. , თუ X=თC ლ008დ, ყ=ხნ3I)ი დ; 

ი” 
- 2 

პასუხი: (0-510ბდ-L-ხ%05%დ) _ M 

იხ 

17. გარდავქმნათ დიფერენციალური განტოლება 

”' -I),% –1=VV (#2 1” V ლევი , თც #=46M9X და ჯ 

ახალი დამოუკიდებელი ცვლადია; პას უზი) + 2-1 
X 

18. გარდავქმნათ გამოსახულება 

#+ყ-% | 

> 2, თუ X=” 008დთდ, ყ=#»8)ი დ და დ ახალი და- 

„V-, 
ძX 

მოუკიდებელი ცელადია. პას უზი: => >. 
« ძდ 

19. გარდაექმნათ დიფერენციალური განტოლება. 

(X+Vყ-– ტში “–X+-ყ-6=0, თუ X=V+ ს, ყ=%-–-9; 
X 

პასუხი: «% 3-0, 
ძს 

90. გარდავქმნათ დიფერენციალური განტოლება 
3 

(1 + “ #9) (+) – _ 89% + X0=0, 

„ლო ძX
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თუ დამოუკიდებელ ცვლადად მივიჩნევთ ყ-ს; 
8 5 

პასუხოთი24 ა(92I (თ) =0. 

ძყ? ძყ? Lძყ 
91, გარდავქმნათ დიფერენციალური განტოლება 

ძწყ ძყ ) 

=> – #L -> =0, თუ X=60, ყ=06, X#-< »( > +ყ' უ ყ 
2, 

პასუხი: ძის _ ძი –+424+2=0. 
მს იძ" 

928. დავამტკიცოთ, რომ თუ M=X-+LV, მაშინ 

ს+C I (CI 

  

  

ძ;. – მყ. 
გარდექით შემდეგი დიფერენციალური განტოლებები: 

9ყ ძყ = მ 98. +» –-2ყბ=0, თუ X=C I, Vყ=M0', სადაც 
2 2 ქ, V 

ი“ =ყV(0; პასუხი: “+ ვე 4% | 2,ყ=0, #=%C), პასუხი კი 1 (++ ს), 12“ 

84. (1-1.ჯ)? ძV_, თუ X=Lხ6V%, ყ=თ–-“" , სადაც 9=V(%); 
ძა? C09 წ 

ძ“ს 
პას ხი: –=–-=0, 

უ ძM” 
2 

მნ. (1–ჯ) 9V 0, თუ X=IჩM%, ყლ“; სადაც 
ძ»? ისM 

ძბი 
ი=V(I) პას უხი: –-=0. 

LM ძე? 
L L | 

96. <+ 1 6+V( 1 +% ) =0, თუ X=V+V. Vყ=9-V, 
X 

სადაც ს=V%(I), პასუხი; ით გ, («)- =0. 
ძი? ძი" 

ს 1 
4 „მი + ჯ% –ყ=0, თუ ჯC-, ყ=“+, 
თჯ;:? ძ»X? ძX « ყ 

37. 

თს ძ”ს , ძა 
სადაც ი=9(0); პასულფნი: მ---+- (3ყ.-+-I1)--–-+ –- =0. 

V M ძყ! ქლ ძ« 
19 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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88. გარდავქმნათ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა 

29 ემა +ყ", 19 ყბებს» თუ Xჯ=#-ი080, 

-ყლი ედ; პასუხი: +. ს.მ, =-=-- 1. 

898, დაამტკიცეთ, რომ თუ #=/(X,0), X=#C+მ.|4C“მ, 

ყ=(209-17--ჟთ>“ი, მაშინ «1-9 =/” 91% 0მ%__ძ% 

პი ძყ ბი პე? / 
80. გარდავქმნათ დიფერენციალური განტოლება 

თუ X+ყბ?ბ=ა: და #=/V); პასუხი: 2 1. 9% _ი, 
» ძ 

31. გარდავქმნათ გამოსახულება 

თუ ჯX=#ჯ6008%, ყ=„- 3) დ. პასუხი: 92 
ძდ 

ჩავთვალოთ § და ფ ახალ დამოუკიდებელ (ცვლადებად ღა გარ- 
დავქმნათ დიფერენციალური განტოლებები: 

82, თ+9” +თ+4ი % ვ 4+V, 
· ძმX მყ 

პასუბი: (2ი+ი–-) შ/. +(+2ს –– წებ =%-L9-–-/. 
მ" ძის 

1 
88. –- + - ი =0, თუ X=6%059, V=06M%810 ფ; 

"4. + V 1+V-=X, თუ «#%=I1Mა», დ=1ი(ყ+I/“ 1+ყ?); 
X ყ 

მ” . 0 
პასუხი: -.- 1.“ == Mვხე. ასუბზი პი ში «რიზ იფ 

36. +) --Cთ –# % _ი, თუ ==1ის/ ჯ + MV, 
ძ მყ
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ყV. ძე _ ძი 
= L. –-; პას ხი: ეუაუღუღ=–– Xჯ=8ICL8 #. იე 2 

36. » 2 +V =„+ს 2471 #7, თუ « =-%, 
მ 

· ავეაუეუეა_ - 0 1 
თ–=»2+VL“ X + ყბ + 2, ბასუხი:--=>--. 

მი 2 

8 „ს | ,%= X, თუ ს=2--ძ, -=-%; 
ძX მძი # # 

2 2 ს) + ძი _ ძი 

  

  

  

  

მ8. 2- “. 29% 0 9=X-+2Vყ+2, 
მჯმყ მძყ“ მძი ” M. 

%, მჯ 
=წX–-VL1, პასუხი: 3 >“ =0 
XVI (89%. ო + ძV« 

მმ. 14-52 + 0 45279 1 % + /5%C=ი, თუ 
ძყ” მყ 

#=19 (X + 1+X%, ატარებ, 
2. 

პასუხი: 222 ლე 
მო ძუ? 

0% 0?» X «ი. 92  ,2 0-5 ე, =XV, 9=-“+-. 
· მძ”? ძყ“ თუ %-X 9 ყ 

ბასუხი: _0ი_ = 1. 92 . 
მყის “M. M 

4. #94 იტ+ წ 2 + #32 -, თუ «=X+V, 
ძჯ? მეტ 

იხ=1 + 21, წო, 9% = 2 მ#. 
X ყ მსძა: V(4-–-ყა) ის 

43. ჯ 2 2X81% ყ : წევ 816 ., 94 –0, თუ «=»ც -%, 
ძა? მყ" 2 

ძ“ძ 2ს ძი 2. 

=X პასუხი: –-- => –, 
წ ჟ მს «?+ს? ძა 

ვიგულისხმოთ, რომ « და ფ ახალი დამოუკიდებელი (ცვლადებია 
და M«-თ, ს) ხალი ფუნქცია. გარდავქმნათ შემდეგი განტოლებები: 

2 ჯ 
4ყ–- +2 % _ 2 -ი, თუ ყ=–-., შ=L%, ზ=X##–-ყ; 

V 2» მყ ჯ 
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ძ"ი ძი", ძი : +“ -–7=0, =-- , =-C- ” მი პე მ» თუ #= ”თ+4 ხ (X-– ყ 

ძ%ი ძ"%ი 2 თ % =2ფ. 
იც? ძVყძზ L 

  

ს=/#(იV/ პასუხი:   

  

' ა მXიყ 

9=X+ყ+ი; პასუხი: MCC - 2 =0. 

48. ძი-ტ%იე0- 2 + ყ<ნ, თუ X=31V9 V, 
მჯ” ძყ” #2 მყ 

ყ=ლ=81 ს, #თ=4” პასუზთ 59% იოალე 

“ტეტ. ' 
47. დავამტკიცოთ, რომ განტოლება 

ე -- 22705 + ა»+= 
ლეჟანდრის გარდაქმნით 

#« = 7X+9ყ-–#7 

მიიღებს შემდეგ სახეს: 

  

ი” ძ» 0", ძ%M 0% 
, –-, ვ=----., 1= . 

ძX ძყ 0») ძXმყ ძყ' 

48. დავამტკიცოთ, რომ ლეჟანდრის გარდაქმნით განტოლება 

  

+ (ს-დ) 
979 +9ძ 

მიიყვანება შემდეგ განტოლებამდე 

  «--= 

პი. მუ” »2+ძ მ». 
49. დაამტკიცეთ, რომ ლეჟანდრის გარდაქმნით განტოლება
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?X--ძყ=#-Xყ 

მიიყვანება შემდეგ განტოლებამდე 

§0. დაამტკიცეთ, რომ ლეჟანდრის გარდაქმნით განტოლება 

ეე! =იე 

(1+ ჯ?+ 0“) 

მიიყვანება შემდეგ განტოლებაზე: 

ბ. ი0"« მ? V. 1 1 8 2.3 |“. ეას” – =–-. 

ი+7+ძთ) ს ძე? (>>) | კ 
 



თავი IX 

მრავალი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმი 

დიფერენციალური აღრიცხვის მეთოდებით შეისწავლება მრავალი 

ცვლადის ფუნქციის ე ქსტრემუმი. ქვემოთ განხილულია ისეთი ფუნქ- 
ციის ექსტრემუმის ამოცანა, რომელიც დამოკიდებულია სასრული 
რიცხვის არგუმენტზე. 

§1. ორი ცვლადის ფუნქციის ექსტრეგუმი 

ვთქვათ, მოცემულია ორი ცვლადის /(Xყ) ფუნქცია, რომელიც 
განსაზღვრულია ორგანზომილებიანი სიერცის გარკვეულ „4 არეში. 

განვიხილოთ 4 არის (ჯა, ყე) წერტილი. 

ვიტყვით, რომ /(X,) ფუნქცის (X, ყ) წერტილში აქეს 
ლოკალური მინიმუმი, თუ არსებობს ამ წერტილის ისეთი მი- 

დამო თ = 4, რომ ამ მიდამოს ნებისმიერი (ჯ,ყ) წერტილისათვის 

I X,V)2>/ %ა, Mი) 

თუკი არსებობს (#, ყე) წერტილის ისეთი მიდამთ («ა C 4, რომ 

ყოველი (#,V) C თ წერტილისათვის, გარდა თვით (X, ყა) წერტილი- 
სა, ადგილი აქვს უტოლობას 

/(X,9)>/(%. ყი) 

მაშინ /(Vყ) ფუნქციას (XV) წერტილში “აქვს ლოკალური მკაცრი 
მინიმუმი. წინააღმდეგ "შემთხეევაში მინიმუმს ლოკალური არა- 

მკაცრი მინიმუმი ეწოდება. 

იტყვიან რომ /(X,ყ) ფუნქციას (,) წერტილში აქეს 
ლოკალური მაქსიმუმი, თუ არსებობს ამ წერტილის ისეთი 
მიდამო თ = 4, რომ ამ მიდამოს ყოველი (Cყ) წერტილისათვის 

/(=ყ)=/(X, ყი)- 

თუკი არსებობს #4 არეში მოთავსებული (-,ყა) წერტილის ისეთი
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მიღამო, რომ ამ მიდამოს ყოველი (ჯ, ყ) წერტილისათვის, გარდა 

თვით («ა, ყა) წერტილისა ადგილი აქვს უტოლობას 
/(X,V) < / (X Mი)' 

მაშინ იტყვიან; რომ /(X,ყ) ფუნქციას (X, ყ) წერტილში აქვს 
ლოკალური მკაცრი მაქსიმუმი. წინააღმდეგ "შემთხვევაში 

მაქსიმუმს ლოკალური არამკაცრი მაქსიმუმი ეწოდება, 

თუ (CV) ფუნქციას (X, ყა) წერტილში აქვს ლოკალური მიწი- 
მუმი ან ლოკალური მაქსიმუმი, მაშენ იტყვიან; რომ (Xე, ყე) წ ერ- 

ტილღში (Iყ) ფუნქციას აქვს ლოკალური ექსტრე- 
უმი, 
მაგალითი 1. დავამტკიცოთ, რომ 

/(X,ყ)=(X-––- 1)1+(ყ –– 2) –– 1 

ფუნქციას #X1,2) წერტილში აქვს ლოკალური მინიმუმი. 

დამტკიცება. როცა X=%1, ყ#2, მაშინ (X--1)ზ-L(V--2)ზ1>0, 
გარდა ამისა, /(1,2)=-––-1 და, მაშასადამე, (X--1)9-L(V-–-2)2-–1 =>>-–1» 

ცხადია, არსებობს M# (1,2) წერტილის ისეთი მიდამო, რომლის ყოველ 

Cთყ) წერტილში შესრულებულია უტოლობა /(XVყ) >/(1,2). ამრიგად,. 
M#(1,2) წერტილზე მოცემულ ფუნქციას აქვს ლოკალური მკაცრი მი– 
ნიმუმი და ეს მინიმუმია -– 1. 

მაგალითი 2, დავამტკიცოთ, რომ 

1 . 
ICXყ) = –“ 810(X" + ყშ) 

ფუნქციას (0,0) წერტილზე აქვს ლოკალური მაქსიმუმი და ეს მაქსი» 
მუმი უდრის –-. 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ /(0,0) = – · მოცემული ფუნქ- 

ცოს გრაფიკი საკოორდინატო X0ყ სიბრტყეს გადაკვეთს X'.-+ყ'=> 
= -C> წრეწირზე, ავიღოთ ამ წრეწირის შიგნით, (0,0) წერტილისა- 

გან განსხვავებული, ნებიხმიერი (X,ყ) წერტილი, ცხაღია, 0< X"-+-ყV.< 
<-> და 810(X+Vყ9)>0. უკანასკნელი უტოლობიდან გამომღინა= 

რეობს, რომ
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= 1 ეგ) _1. 
/(X%V)= 2 819(X?"-L ყ?) < 2 ' 

საიდანაც /(X,4) < /(0,0) 
ამრიგად, (0,0) წერტილზე მოცემულ ფუნქციას აქვს ლოკალური 

მაქსიმუმი და ეს მაქსიმუმი უდრის >. 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი 
'თეორემა 1. თუ #/(9ყM) ფუნქციას აქვს ლოკალური 

ექსტრემზუმი («»„ყ) წერტილში ღა ამ წერტილში არსე- 
ბობს /(,ყ) ფუნქციის სასრული კერძო წარმოებულები 

/:(X; ყი) და /ე(Xყ), მაშინ ადგილი აქვს ტოლობებს 

/ »CXა-Mი)==0, /(X-,ყი) = 0- 

დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

/(Xყ) ფუნქციას აქვს ლოკალური მაქსიმუმი (C,ყ) წერტილში. მა. 
შინ არსებობს ამ წერტილის ისეთი მიდამო IX.-- 6, Xე+5: ყა წ, 
M +2CL, რომ ამ მიდამოს ყოველი (XV) წერტილისათვის ადგილი აქვს 

უტ ოლობას 

/(X.V) <= / (Xი„Mი)» 
კერძოდ, მართებულია თანაფარდობა 

#/VCX ყი) =:/(Xი ყი), (1.1) 

როცა X-5<X<X.+8. 

რადგანაც /CVVყი) მხოლოდ X ცვლადის ფუნქციაა, ამიტომ (1.1) 
თანაფარდობის ძალით, მას X წერტილში აქვს ლოკალური მაქსი- 

მუმი. მაშასადამე, 

/ 2(Xს»Vი) = 0. 

ამგვარადვე მტკიცდება, რომ 

/ #(XიVი) = 0. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ, თუ /(X,/) 
ფუნქციას აქვს სასრული კერძო წარმოებულები 

(იყ) და /ე(X,,), მაშინ ფუნქციას შეიძლება ჰქონდეს 
ექსტრემუმი იმ (»/) წერტილებში, რომელთათვის 
მართებულია ტოლობები: 

(>CX,ყ)=0, /(Xყ)=0. (1.7
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ამრიგად, /(X,0) ფუნქციის ექსტრემუზის წერტილები 

უნდა ვეძებოთ იმ წერტილებს შორის, რომლებზე- 
დაც ნულად იქცევა მისი პირველი რიგის კერძო 
წარმოებულები. 

(იყ) წერტილს, რომელიც აკმაყოფილებს (1.2) განტოლებათა სის– 
ტემას, ეწოდება /(V,ყ) ფუნქციის სტაციონარული წერტილი. 

მაშასადამე, /CX,ყ) ფუნქციის ექსტრემუმის წერტილები უნდა ვეძე– 
ბოთ სტაციონარულ წერტილთა შორის. 

შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ /(ყ) ფუნქციას ჰქონდეს პირველი 

რიგის სასრული კერძო წარმოებულები მთელ X0ყ სიბრტყეზე, გარდა 

ზოგიერთი წერტილებისა, რომლებზედაც პირველი რიგის კერძო წარ- . 
მოებულები უსასრულოდ დიდი ხდება ანდა არ არსებობს. მაშინ /(X,ყ) 

ფუნქციის ექსტრემუმის წერტილები უნდა ვეძებოთ სტაციონარულ და 
იმ წერტილთა შორის, რომლებზედაც /(X,ყ) ფუნქციის კერძო წარმო- 

ებულები უსასრულოდ დიდი ხდება ანდა, სადაც ისინი არ არსებობს. 

   

.
.
.
.
.
.
.
.
–
 

I   
  

  

ალ
ლ 

ნახ 12. ნახ. 13, 

თუ /(XM) ფუნქცია დიფერენცირებადი- (X,,ყე) წერტილში და ამ 

წერტილში ფუნქციას აქვს ექსტრემუმი. მაშინ „=/(X,/) ზედაპირის 
მხები სიბრტყე #IXახი. /(XMი)) წერტილზე X0ყ სიბრტყის პარა- 
ლელურია. 

მაშასადამე, თუ. (Xყი) წერტილი /XX,V) ფუნქციის მინიმუმის წერ 
ტილია, მაშინ არსებობს (ჯა,Vე) წერტილის ისეთი მიდამო, რომლის შე- 

საბამისი ნაწილი #=/(X,ყ) ზედაპირისა მოთავსებული იქნება ამ ზედა- 

პირის 7/ IX-,ყი, /(XეVი)) წერტილზე გამავალი მხები სიბრტვის ზე- 

მთთ (ნახ. 12), ხოლო, თუ (Xეა,ყე) მაქსიმუმის წერტილია, მაშინ არსე– 

ბობს ამ წერტილის ისეთი მიდამო, რომლის შესაბამისი ნაწილი
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#=/(X,ყ) ზედაპირისა მოთავსებული იქნება ამ ზედაპირის XIX, VI 

/(%V)) წერტილზე გამავალი მხები სიბრტყის ქვემთთ (ნახ. 13). , 
თეორემ მ. თუ /(ყ) ფუნქციის სტაციონარულ 

(9) წერტილში კერძო წარმოებულები /„(,ყ) და 
/(X.V) დიფერენცირებადია და, ამის გარდა, ადგილი 

აქვს უტოლობას 

40-- 9?1>90, (1,3) 

სადაც 4=/ .(XსყMის 13 =/ (Xი/Vი), C =I/ / (Xყი)! მაშინ 

(ყი წერტილში /(-ყ9) ფუნქციას აქვს მინიმუმი, 
როცა 4>0, ხოლო მაქსიმუმი, როცა #<0; თუკი 

4C ––- 81<0, (1.4) 

მაშინ (ფყ) წერტილში /(ყ) ფუნქციას არ აქვს 
ექსტრემუმი, იმ შემ თხვევაში, როცა 

40 – უფ1=0, ტ.5) 
გეაქვს საეჭვო შემოხვევა. 

დამტკიცება. ფუნქციის სასრული ნაზრდის ფორმულის თა- 
ნახმად 

/(X-+M, Vი+ M) –-- / (XიMი) = M/ LX 1-0M, ყა + 0) + 

–+X%/X-+ნჩ, ყი+მM). (1.6) 

რადგანაც /1(0XV-V) და /(0X%ყ) კერძო წარმოებულები (X-,ყა) წერტილ- 
ში დიფერენცირებადია და 

/ +(Xა.Vი)=9, / ა(Xი,V0)=0, 
ამიტომ 

/(:0--+მი, Vა-+-9M)=9(4M+ 3#+-5'ი), 
#0(X-+ 97, ყე+9I)= 9(8ს+CX+%”(), 

სადაც ი =MV »#"+X?, ხოლო გ და ”” უსასრულოდ მცირეებია 

0-სთან ერთად. მაშასადამე, (1.6) ტოლობა ასე გადაიწერება: 

I(XI-+ ”, ყი+X) ა / (Xი,ყა) = მ(4M1+278M7-+ CX'+5), (1.7) 

სადაც 8=(წ #+ზ)ი. 
ახლა ვიპოვოთ ისეთი თ კუთხე რომლისთვისაც ადგილი აქვს 

ტოლობებს 

#=0005თ, X=03!ით, 

მაშინ (1,7) ტოლობა შეგვიძლია გადავწეროთ ასე:
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/CX-+ჩ, 9ყი+#) –- / C,ყ0)= 06%-400§ჰ თ + 
+228 5910 თ 603 თ-+C0 8Iი“თ-L»), 

საღაც უ=6C'31ს თ-+9C”ლ09 თ. აქედან ჩანს, რომ უ უსასრულოდ მცი- 
რეა # და ჯ-სთან ერთად. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

დ(9) = 4 605%%+228 510 თ608 თ-LC 310%თ, 

გვექნება 
/(X-+M, ყა“ M) –– / (Xა+Vი) == 00'(დ(თ) +#I. (1.8) 

1. განვიხილოთ ჯერ ის შემთხვევა, როცა ადგილი აქვს (1.3) 
უტოლობას, ამ, შემთხვევაში 40>0; ასე რომ, 47#0 და, მაშასადა« 

მე, C რიცხვიც განსხვავდება ნულისაგან, ცხადია, 

_ (4003C+8 310 თ)?+(40 –-189)61ი% ი.თ 

4 

აქედან გამთმდინარეობს, რომ მიღებული წილადის მრიცხველი დადე– 
ბითია თ კუთხის ყოველი მნიშენელობისათვის და ამიტომ «(Cთ) ნიშანს 

ინარჩუნებს. მას აქვს „4 რიცხვის ნიშანი, ვთქვათ, 4>0, მაშინ #(>“) 

ფუნქცია იქნება დადებითი და, რადგანაც იგი უწყვეტია, ამიტომ მას 
აქეს უმცირესი მნიშვნელობა (0, 2%) სეგმენტზე. აღვნიშნოთ იგი 
”-ით. ცხადია, XL1>0 და, მაშასადამე. (1.8) ტოლობის თანახმად, 

/(X%+7ს Mი“- #) –– /(Xი,M0)>>00%#M-L») 
ავძღოთ ისეთი დადებითი 2 რიცხეი, რომ ადგილი ჰქონდეს უტო–- 

ლობას 

  ჯ(თ) 

#+უ>0, როცა |MI<8, |IMI<8. 
მაშინ 

/((X-+V#, ყი-L 1) –– /(Xი.Mი) >0, როცა I#I<8, I#I <8. 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ /(X,ყ) ფუნქციას (X,ყ/) წერტილში 
აქვს ლოკალური მინიმუმი. 

თუკი 4 <0, მაშინ (1.9ე1 ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ #(თ) 

ფუნქცია უარყოფითია თ კუთხის ყველა მნიშვნელობისათვის. აღე- 

ნიშნოთ #-ით ამ ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა (0, 2») სეგ- 

მენტზე, ცხადია, M# <0, ღა, მაშასადამე, (1,8) ტოლობის ძალით 

#(0-+%#, Vი LI) “–/(Xა/VM-)=80%M +ზ). 

რაკი უ უსასრულოდ მცირეა ს და #-სთან ერთად, ამიტომ
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მოიძებნება ისეთი დადებითი ბ რიცხვი, რომ ადგილი ექნება უტო- 

ლობას 

#+უ<90, როცა (#|< 8, |X#I <8. 

მაშასადამე, 
/(XI+7, ყი+-#) -- /(Xე, ყხ)< 0, როცა IM|< 8, |#|<8- 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ /(X ყ) ფუნქციას (%ი; VXი) წერტილში აქეს 

ლოკალური მაქსიმუმი. 

8. ახლა ვთქვათ, ადგილი აქვს (1.4) უტოლობას. ჯერ ვიგულის- 
ხმოთ, რომ 4 550. რადგანაც #(0)= 4, ამიტომ 0-ს უსასრულოდ 

მცირე მნიშვნელობისათვის /(Xა-+#M, V0+#M) – /(Xიყი) სხვაობას ექნე- 

ბა 4-ს -ნიშანი, როცა თ=0. თუკი თ კუთხეს ისე შევარჩევთ, რომ 

8 
ისთ=- ––, 
% 4 

მაშინ (1.9) ტოლობიდან მივიღებთ 

, (4C –– 87)81ი?თ 

4 

აქ 81ი თ # 0, ვინაიდან იდ თ # C. ამ შემთხვევაში ი-ს უსასრულოდ 

მცირე მნიშვნელობისათვის /(X--- ჩ, ყე+-#) -– /(Xეყე) სხვაობას ექნე- 
ბა « რიცხვის საწინააღმდეგო ნიშანი. 

ამრიგად, არ არსებობს ისეთი დადებითი 8 რიცხვი, რომ /(X. +, 
ყი+X#) –– /(CყMი) სხვაობამ შეინარჩუნოს ერთი და იგივე ნიშანი ყო- 

ველი თ-სათვის, როცა |M|<ზ, |#I<8, მაშასადამე, (X-,ყი) წერტილ- 
ში /(X,ყ) ფუნქციას ექსტრემუმი არა აქეს. 

ახლა დავუშვათ, რომ 4=0. ამ შემთხვევაში 

  (თ) = 

დ(თ) =(278008 თ+C3)0 თ)ნ1ი თ. 

რაკი 8 #0, ამიტომ თ კუთხის ნულთან ახლობელი · მნიშენელობი- 

სათვის 2,8009თ+C05810 თ გამოსახულებას «ექნება 8-ს ნიშანი და, მა- 
შასადამე, #(თ) ნიშანს არ ინარჩუნებს თ-ს ნულთან ახლო მნიშვნე- 
ლობებისათვის. რაკი · 

I(X-+/, ყი-LX) -- /(X-·Vა) = 00%2.8 810 თ C08 თ-+ C 61022 -L 7) 

და უ უსასრულოდ მცირეა 6-სთან ერთად, ამიტომ არ არსებობს ისე- 

თი 6>0, რომ (CI+7, Mი+M) –- 0 ყე) სხვათბამ ნიშანი შეინარ-
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ჩუნოს თ-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის, როცა |#I<:8, |#I <-8. მაშასა– 

დამე, (X,,ყი) წერტილში /(CX,ყ) ფუნქციას არ აქვს ექსტრემუმი. 
შ. დასასრულ, ვთქვათ, ადგილი აქვს (1,5) ტოლობას, მაშინ გვექ- 

ნება საეჭვო შემთხვევა, ე. ი. უშუალოდ ვერ ვიტყვით, აქვს თუ არა 
/(იყ) ფუნქციას (იყე) წერტილში ექსტრემუმი. საკითხის ბოლომდე 
გამოკვლევისათვის საჭიროა ფუნქციის უმაღლესი რიგის წარმოებულე- 
ბის განხილვა და რთული გამოთვლების ჩატარება. ამიტომ ამ საეჭვო 
შემთხვევას განხილვის გარეშე დავტოვებთ. 

განვიხილოთ რამდენიმე ამოცანა. 

ამოცანა 1. მოცემულ #-რადიუსიან წრეში ჩახაზულ ყველა სამ–- 
კუთხედს შორის ვიპოვოთ ისეთი სამკუთხედი, რომელსაც უდიდესი 
ფართობი აქვს. 

ამოხსნა, აღვნიშნოთ X, / და #-ით ცენტრალური კუთხეები, 

რომლებიც ეყრდნობა სამკუთხედის გვერდებს. ცხადია, 

#=2% -–- ჯ-ს, 

ტრიგონომეტრიის ერთ-ერთი ცნობილი ფორმულის ძალით 

ფართი (+40#9)= –- 12310 X, 

ფართი (იჩც0თ= -.- ჟმი!ი ყ, 

ფართი (4600 4)= + 109810 ”წ=-- – 1:?910(X+V) 

თუ 4180 სამკუთხედის ფართობს §-ით აღენიშნავთ, გვექნება 

1 
8= ლ X?/(X,ყ), 

სადაც 
(/(Xყ)=31ხ X+§31ი (V –– 810(X-LM). 

საძიებელია 8§-ის მაქსიმალური მნიშვნელობა. ცხადია, 8 მიიღებს მაქ- 

სიმუმს იმ (CV) წერტილში, რომელზედაც /(Xყ) ფუნქცია მიიღებს 
მაქსიმუმს. ამიტომ ვეძებოთ ის (X,ყ) წერტილი, რომელშიც /(X,V) 

ფუნქციას ექნება მაქსიმუმი. 

ვიპოვოთ /I(X,ყ) და /,(X,ყ). გვაქვს: 

/(·(X.ყ)=008 X –- 605(X-+V). //(X,ყ) = 608 | –– 608(X-V).
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სტაციონარული წერტილის მოსაძებნად საჭიროა ეს კერძო წარმოე- 

ბულები გავუტოლოთ ნულს 
605 X–- 003(X-+-ყ)=0, 0603 ყ –– 008(X+V) =0. (1.19) 

(1,10) განტოლებებიდან გვაქვს 
608 X= 003 V/==608 (X-+V9), 

  

ანუ 
C08.X ––- 608 V=0, (608 X –– 003(X-+ ყ) =0. (1.11) 

მაგრამ 

თმ» - იი8ყ=2 8109 --5ფეტ0%. =0, 

საიდანაც 

აქედან 
X+ყ=2M% და ყ --– X=2M»X. 

პირველი განტოლება ამოცანის პირობის მიხედვით გამოუსადეგარია, 

რადგანაც #=9 მნიშვნელობისათვის გვექნება ჯ++ყ=0, რაც შეუძლე- 

ბელია. მაშასადამე, გვრჩება განტოლება 
ყ -–-– X=2XXL. 

თუ ვიგულისხმებთ #=9, მაშინ 

X»X=ყ. (1.12) 

ახლა (1.11) სისტემის მეორე განტოლებაში ყ-ის ნაცვლად ჩავსვათ 

ჯ, გვექნება 

908 #X –– 608 2ჯ=0 

იუ 
2838 -“ 90.2 =0. 

2 2 

აქედან 
.· 3» . # 
810 –– =0 ან §ს)სი -– =0, 

2 ·“ 

პირველი განტოლებიდან მივიღებთ 

3 -- =Xი (1.13)
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ხოლო მეორედან = =X#L. (ხადია, ჯ-ის უკანასკნელი მნიშვნელობა 

არ გამოდგება და, მაშასადამე, (1.13) ტოლობიდან გვაქეს გ- 24%, 

2 
თუ დავუშვებთ #=1, გვექნება X»= <. შემდეგ, (1,12) განტო– 

ლება გვაძლევს #= 2 „ მაშასადამე, :=- „ ამრიგად საძიებელი სამ– 

კუთხედი ტოლგვერდა სამკუთხედია, 
ამოცანა 9. ვიპოვოთ 

/(X,ყ)=X#!-+სზ –– 9XV/+27 

ფუნქციის ლოკალური ექსტრემუმის წერტილები. 
' ამოხსნა, ვიპოვოთ კერძო წარმოებულები /(ჯ,ყ) და / ყ(თ,ყ)! 

/:(იყ)ლ=3X» –– წყ, /(X.V) =3ყ1 –შჯ 

ამ წარმოებულებს თუ გავუტოლებთ ნულს და 3-ზე შევკვეცავთ, მი- 
ვიღებთ შემდეგ განტოლებათა სისტვმას: 

ჯ2–ვ3ყ=0, ყ? –- 3ჯ=0,. (1.14). 

მიღებული. განტოლებები სიმეტრიულია ჯ და ყ-ის მიმართ, ამიტომ. 
#=X და, მაშასაღამე, (1.14) სისტემის პირველი განტოლება გვაძლევს: 

ჯ-- 3X=0, 

აქედან X,=0, X»=3. 
შემდეგ, რაკი #/=X, ამიტომ ყ,=0, #,=3. მაშასადამე, სტაციო- 

წარული წერტილებია (0;0) და (3;3). ახლა საჭიროა გამოკვლევა, თუ 
რა ხასიათისაა ეს წერტილები. ამისათვის აღნიშნულ წერტილებში გა– 
მ ოვთვალოთ. მეორე რიგის კერძო წარმოებულები. გყაქვს 

/ »ა(X.9ე)=6X, /.X-9)=--9, / ა (X-V) =6V, 
აქედან 

4=/660.თ=0, 8=/,/0.თ=--9, 0=/ „ (9,თ=0. 
მაშასადამე, 

-“4C –– %1=--81 <0. 

ამიტომ მოცემულ ფუნქციას (0;0) წერტილში არი აქვს ექსტრებუმი,
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შემდეგ 
4,=! (3,3)=18, 181=1 »(3,3)= 9, C,=/ (3,3) =18. 

მაშასადამე, 

4.0, – 892=243>0 

და ამიტომაც (3;3) წერტილში /(X,ყ) ფუნქცია ღებულობს მინიმუმს, 

ვინაიდან 4,>0. , 
ამოცანა 8. ვიპოვოთ 

#(X,9) = XI –– 2Xყზ + ყშ -- ყ 

ფუნქციის ექსტრემუმის წერტილები. 
ამოხსნა. გვაქვს 

/>(Xყ) =2X –– 2ყ", /VX,0) = –- 4Xყ-+4ყ3 –- 5ყ/. 

ამ წარმოებულებს თუ ნულს გავუტოლებთ, მივიღებთ შემდეგ გან- 
ტოლებათა სისტემას: 

2X-- 2ყზ=0; – 4XV-+-4ყ1 – 5ყ01=0. 

ადვილი მისახვედრია, რომ ამ განტოლებათა სისტემას აქვს მხოლოდ 

ერთი ამონახსნი X=0, ყ=0. 

,„ მაშასადამე, /(X, ყ) ფუნქციის სტაციონალური წერტილია (0;0). 

გამოვარკვიოთ თუ რა ხასიათისაა ეს წერტილი. ამისათვის გამოვთვა- 

ლოთ მეორე რიგის კერძო წარმოებულები (0;0) წერტილში. გვაქეს 

I. (X4)=2, | :,(X.ყ)––-4ყ, / ი =-- 4X4+12ყ9 -- 202, 

აქედან 

4=/ (0,0 =2, 8=/20,თ=0, C=/ (0,0) =9. 

მაშასადამე, | 

40 – 81=9. 

ჩვენ მივიღეთ საეჭვო შემთხვევა, მაგრამ შეგვიძლია» გამოვარკვიოთ, 
თუ რა ხასიათისაა (0;0) წერტილი, ამისათვის /(X,/). ფუნქცია ასე 

წარმოვადგინოთ: 

/(X.ყ) = (X –– ყე)" –– ყზ. 

ცხადია, (0,0) წერტილის ნებისმიერ მიდამოში /(»,ყ) ფუნქცია არ 
ინარჩუნებს ნიშანს. ამის გარდა, /(0,0)=0. მაშასადამე, (0,0) წერ– 

ტილში აღებულ ფუნქციას არა აქეს ექსტრეზუმი,
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§ 2. არაცხადი ფუნქციის ექსტრეგუმი 

ვთქვათ, ყ=V(X) არის X (ყვლადის არაცხადი ფუნქცია, განსაზღ. 

ვრული 
წ6V)=0 რდ.1) 

განტოლებით. · 
ვიგულისხმოთ, რომ #CVყ) ფუნქციას აქვს უწყვეტი კერძო წარ- 

მოებულები / CV) და /ე0იყ)- 
როგორც ვიცით ყV=ყ00) ფუნქციას შეიძლება ჰქონდეს ექსტრე- 

მუმი იმ ჯ» წერტილებში, სადაც V”'(X)=0 ანდა იმ ჯ წერტილებში, სა- 
დაც არ არსებობს #"(M. 

ჯერ გიგულისხმოთ, რომ X#V(CVყ) # 90. მაშინ, როგორც ცნობილია, 

არსებობს V(X) და იგი გამოითვლება ფორმულით 

_ #8XVM) . 

X/(X,ყ) 

აქედან ჩანს, რომ ყ”(X) =0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა X:(X,ყ) =0. 

ამ პირთბის შესრულება აუცილებელია იმისათვის, რომ არაცზად ფუნქ- 

ციას ჰქონდეს ექსტრემუმი. მაშასადამე, X-ის იმ მნიშვნელობათა მო– 

საძებნად, სადაც #V=V(X) ფუნქციას შეიძლება ჰქონდეს ექსტრემუმი, 

საჭიროა შემდეგ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა: 

X#VC-ყ)ლ=0, #>(X,ყ)=90. (2.2) 

ვთქვათ, (X-,ყე) არის (2.2) განტოლებათა სისტემის რაიმე ამონა- 

ხსნი. რადგანაც ყ'(X-)=0, ამიტომ 

ყ'(X)= 

IL 2 CXი,V0) . 

-# V(%ე, წი) 

აქ ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ XVC-,ყ) ფუნქციას აქვს კერძო წარმოე- 

ბულები სასურეელ რიგამდე, 
ყ=–ყლი) ფუნქციას ექნება X,: წერტილში მაქსი- 

XX" „ე (XიIMი) 

IMV9C% , ხი) 

ყ  (X-)=– 

მუმი, თუ >0, ხოლო მინიმუმი, თუ 

Iს, (CM) 
#ი(XიVი) 

იმ შემთხვევაში, როცა V'“(X))=0, საჭიროა უფრო მაღალი რიგის 

წარმოებულების განხილვა. 

<0. 

20 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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ახლა განვიხილოთ ის შემთხვევა, როცა (X,ყ0) წერტილში, რომე- 

ლიც (2-1) განტოლებას აკმაყოფილებს, ადგილი აქვს ტოლობას 

# '(X,M) =0. 

ამ შემთხვევაში შეიძლება არ არსებობდეს ჟ”(ჯ. ამიტომ, ყ=Vყ(X) 
ფუნქციას შეიძლება ჰქონდეს ექსტრემუმი იმ წერტილებშიც, რომლე- 
ბიც აკმაყოფილებენ შემდეგ განტოლებათა სისტემას: 

#(X,ყ)=0, X წVი(CX,ყ)=0. (2.3) 

ამოცანა 4, ვთქვათ, არაცხადი ფუნქცია განსაზღვრულია განტო- 

ლებით 

ს#(Cთყა)=X+ყ? _ 30Xყ=0, 

სადაც ი>0- ვიპოვოთ ლოკალური ექსტრემუმის წერტილები. 

ამოხსნა. ამ შემთხვევაში (2.2) განტოლებათა სისტემას ექნება 

შემდეგი სახე: 
ჯზ+ყბ––- ვძXყ=0, 3X2 –- 30იყ=0. 

თუ ამ განტოლებათი სისტემას ამოვხსნით, მივიღებთ 

3 8 
X,=0, ყ,=9; X=0I 2 · ყვ=თI/“ 4 : 

ცხადია,“ 
X)(0,9) =0. 

მაშასადამე, ჟყ'(0) წარმოებულის არსებობის შესახებ ვერაფერს ვიტ– 

ყვით. განვიხილოთ ახლა (XV) წერტილი. გვაქვს 
8 

#7 ,(Xს§V/2) = ვიზ/ 2 >0, #I(X,V,) =0. 

მაშასადამე, არსებობს ყ/წ(X წარმოებული ჯე: წერტილში და იგი ნუ- 

ლის ტოლია. შემდეგ 
( 

"თ (XV#,) = 6თს/ 2 >0. 

მაშასადამე, 
#» CV Mა) =- 2. <0. 

IV CC V:) «თ 
მ 

ამრიგად, არაცხად ყ=ყ(ი) ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი X=ძIM/ 2 

წერტილში, 

ყ'(X)=--
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§ ვ. » ცვლადის ფუნძციის ექსტრტემუმი 

ვთქვათ, მოცემულია ჯ-განზომილებიანი სიერცის M# = M(XV X,) .-·, 

, X.) წერტილზე დამოკიდებული /(M) 'ფუნქცია, რომელიც გან- 
საზღვრულია რაიმე (დახურულ ან ღია) 9 არეში, ვიტყვით, რომ 

M#ე) C 9 წერტილში /(M) ფუნქციას აქვს აბსოლუტური. მიხი- 
ი მუმი (მაქსიმუმი), თუ ნებისმიერი M#C9 წერტილისათვის მართე- 

ბულია უტოლობა 

_ I(MX<MM),  IICM-)->ICM)I. 0.1) 
თუ, ტოლობას ადგილი აქვს მხოლოდ მაშინ როცა #= M#MVთ მაშინ 

გტევით, რომ გვაქვს მკაცრი აბსოლუტუ რი მინიმუმი 
(მაქსიმუმი). 

ფუნქციის ლოკალური მინიმუმი (მაქსიმუმი) განისაზღვრება ისეეე, 

როგორც ორი ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში. შევნიშნოთ, რომ თუ 

ფუნქციას რაიმე შიგა წერტილში აქვს აბსოლუტური მინიმუმი (მაქსი- 
მუმი), მაშინ იმავე წერტილში ფუნქციას აქვს ლოკალური · მინიმუმი 

(მაქსიმუმი). 

ვიტყვით, რომ ფუნქციას #” ე წერტილში აქვს ექსტ რ ე ვ უმი, 

თუ ამ წერტილში ”(I/) ფუნქციას აქვს აბსოლუტური მინიმუმი (ლო- 
კალური მინიმუმი) ან აბსოლუტური მაქსიმუმი (ლოკალური მაქსი- 

მუმი). Mა წერტილს უწოდებენ ექსტრემალურ წერტილს. 
» 0ელადზე დამოკიდებული ფუნქციისათვის მართებულია ვაიერ– 

მტ რასის შემდეგი თეორემები: 

თეორემა მ. უწყვეტი ფუნქცია /(M), განსაზღვრული 

M-განზომილებიანი სივრცის შემოსაზღვრულ და ჩა- 
კეტილ თიაC=#”? არეში, შემოსაზღვრულია ზევიდან და 

ქვევიდან. 
დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, (ა სიმრავლეზე 

”CM) ფუნქცია არ არის შემოსაზღერული ზევიდან. მაშინ, არსებობს 
წერტილთა ისეთი მიმდევრობა | I/ „| C%), რომ. I. I(M,.)=-+C. რად- 

გან თ შემოსაზღვრული და ჩაკეტილი სიმრავლეს, ამიტომ (MI) 

მიმდევრობიდან შეგვიძლია გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა | M., ) , 

რომლის ზღვა რითი წერტილი აღვნიშნოთ //"-ით. ()ხადია,. M#? CV 

ვთქვათ, IC M#/?შ)=ჯ. შევნიშნოთ, რომ M" წერტილის ნებისმიერ მი- 

დამოში მოიძებნება ისეთი M ჯ, „წერტილები, რომლებზეც მართებული 

იქნება უტოლობა
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ICIM..უ1>სM+1, 
ანუ 

IM...) IM M)>1. 

ეს კი ეწინააღმდეგება მოცემული ფუნქციის უწყვეტობის პირობას. 

მსგავსად დავამტკიცებთ (CM) ფუნქციის შემოსაზღვრულობას ქვევი- 

დან. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 4. შემოსაზღვრულ და ჩაკეტილ თC= #7? არე- 

ში განსაზღვრული უწყვეტი ფუნქცია /#M) მიაღ- 
წევს თავის ზედა და ქვედა საზღვრებს. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ / ფუნქციის ზედა საზღვარი (თ) არე- 
ში C-თი. წინა თეორემის ძალით დ არსებობს. განვიხილოთ ჯერ შემ- 
თხვევ, როცა არსებობს ისეთი #აCთი წერტილი, რომელშიც 
IM ი)=C.- ამ შემთხვევაში თეორემა დამტკიცებულია, ახლა დავუშვათ, 

რომ არ არსებობს ასეთი თვისების Mე წერტილი. მაშინ, ფუნქციის 

ზედა საზღვრის განმარტების თანახმად, არსებობს «ი არეში წერტილ- 

თა ისეთი (M))ს>) მიმდევრობა, რომ MIM,)>C-6ჯ, სადაც ათ 6ჯ=0. 

გამოვყოთ (M#, 1L>1 მიმდევრობიდან კრებადი ქვემიმდევრობა (Mიევ>1· 

რომლის ზღვარითი წერტილი აღვნიშნოთ #"-ით. თ სიმრავლის ჩაკე– 

ტილობის გამო #-" C თ. დაშვების ძალით /( M") # დ და, რადგან შე– 
უძლებელია /(M") > 6; ამიტომ IM?) < ი. დავუშვათ, რომ 

I(M')=6–#, თ >9). (3.2) 

არსებობს ისეთი ნატურალური რიცხვი თკ, რომ 

ჩ 
6--IIM„,)<---, 

როცა #: >%Mა. თუ უკანასკნელ უტოლობაში ჩავსვამთ ” რიცხვის მნიშ- 

ვნელობას (3.2) ტოლობიდან, გვექნება 

IM,,)––IM59)> X, როცა M,>%ე- (3.3) 

ეს უტოლობა ეწინააღმდეგება / ფუნქციის უწყვეტობას, თეორემა 
დამტკიცებულია, 

თეორემა ნ. თუ უწყვეტი MM) ფუნქცია განსაზღვ- 
რულია მთელ #5 სივრცეში და



§ 4. ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა 309 

  

11I0 I(M)=+C, 
#-0 

მაშინ არსებობს ისეთი /"CX2 წერტილი, რომელ- 

შიც |! ფუნქციას ექნება აბსოლუტური მინიმუმი, 
სადაც #=7(0,M) მანძილია 0 სათავიდან M# წერტი-” 

ლამდე. 
დამტკიცება, თავიღოთ იმდენად დიდი M რიცხვი, რომ ყოველ 

M წერტილში, რომელშიც »>M , ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

I(0)<ICM). (3.4) 

ახლა ავიღოთ შემოსახღვრული და ჩაკეტილი ჯ+(0,7/) სფერო. წინა 

თეორემის ძალით, არსებობს ისეთი #" წერტილი, რომელიც ეკუთ- 

ვნის ამ სფეროს ან მის ზედაპი რს და 

IM )=I(M ), (3.5) 

სადაც M სფეროს ნებისმიერი წერტილია. მაშასადამე, არსებობს 
სფეროს წერტილი #", რომელშიც /# ფუნქციას აქვს მინიმუმი. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ /(M) ფუნქცია, M#"“ წერტილში აქვს 

აბსოლუტური მინიმუმი. მართლაც, თანახმად (3.5) უტოლობისა, გვაქვს 

IC(M?)</(0), 
საიდანაც (3.4) უტოლობის ძალით 

I(M")<I0) </( M). 
ამრიგად, »(0, Mს)<M# სფეროს გარეთ მოთავსებულ ნებისმიერ M 

წერტილში 
| ! ICMV) <IM). 

მაშასადამე, (3.5) უტოლობას ადგილი აქვს #" სივრცის ნებისმიერი 

M წერტილისათვის. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 4. ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა 

ახლა განვიხილოთ მრავალი (ვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის 
წერტილთა ფაქტიური მოძებნის საკითხი. ვთქვათ, /(IM#) = I(X, XV -·-Xა) 
ფუნქციას აქვს უწყვეტი პირველი რიგის კერძო წარმოებულები ით 
არეში. დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა 0. თუ თი არეში განსაზღვრულ დიფერენ- 

ცირებად /(M) ფუნქციას აქეს ექსტრემუმი M"Cთ
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წერტილში, მაშინ /? არის ამ ფუნქციის სტაციონა- 

რული წერტილი. 

დამტკიცება. რადგან IM" არის /(#) ფუნქციის ლოკალური 
მინიმუმის ან ლოკალური მაქსიმუმის წერტილი, ამიტომ ამ წერტილის 
საკმარისად მცირე მიდამოში 

ILM) –– /(M9 
სხვაობას. აქვს მუდმივი ნიშანი, ვიგულისხმოთ, რომ /" წერტილი დ 
არის შიგა წერტილია. IM? სტაციონარული წერტილი რომ არ იყოს, 

მაშინ 1/" წერტილის ნებისმიერად მცირე მიდამოში იარსებებდა წერ- 
ტილები, რომლებშიც ეს სხვაობა დადებითია და, რომლებშიც ეს სხვაო- 
ბა უარყოფითია, 

სხვანაირად ეს თეორემა შემდეგნაირად ჩამოყალიბდება: თუ #» 

ცვლაღზე დამოკიდებულ MX, IV. X) ფუნქციას 
M#%I, XI)--–ა X) წერტილში აქვს მინიმუმი ან მაქსიმუმი, 

მაშინ ამ წერტილში 

–=0 1ჯ=1,2,..., ». (4.1) 

მართლაც, თუ /(X, X-ს Xი) ფუნქცის M#"(C, XI, ---, Xი) 
წერტილში აქვს ლოკალური მინიმუმი (ლოკალური მაქსიმუმი), მაშინ 

IX, 2) >.) XL-I Xხ 2XCII,,· Xი) 

ფუნქციას მით უმეტეს ექნება ლოკალური მინიმუმი (ლოკალური 
მაქსიმუმი) #,=Xჯ, წერტილში, სადაც 1=1, 2,..., #. თუ გამოვიყე- 

ნებთ ერთი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის ცნობილ აუცილებელ 

პირობას მივიღებთ (4.1) განტოლებებს. 

მაგალითი. ჯ»-განზომილებიან სივრცეში მოცემულია ორი წრფე, 
ვიპოვოთ მათ შორის ჯ მანძილი. 

მოცემული წრფეების განტოლებები ჩავწეროთ პარამეტრული 

სახით: 

· X=0|+1003თ, (=1, 2,...,.1), (4.2) 

=ხV”#-+4% 005 8,კ, C=I,2,..., #), , (4.3) 

სადაც 008თ, და ლ0ც ჩ; არის, შესაბამისად, მოცემული წრფეების მი–- 
მართულების კოსინუსები და, მაშასადამე, აკმაკოფილებენ პირობებს 

2, 0082თკ =1, ?, C03'8, =1. (4.4) 
(=1 («1
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მანძილი ორ მოცემულ წრფეს შორის ეწოდება 

  

#= 1?.C 008 8, –– 7008 თ,+ ხხ, –– ი.) 

ფუნქციის მინიმუმს. 

ამრიგად, ამოცანა მიიყვანება /( და L დამოუკიდებელი ცვლადების 
ისეთი მნიშენელობების მოძებნაზე, რომლებისთვისაც 

„== 2)C 0098, –– 7 008თ,+ხ, ––ძ ე)? (4.5) 

(51 

ფუნქციას აქვს აბსოლუტური მინიმუმი. 
თუ მოცემული წრფეები პარალელურია, მაშინ 008 თ,=0088, 

C6=1, 2,..., #»X) და (4.5) ტოლობიდან მივიღებთ 

”M 

უზ= 2.C 005 თ, +ხ, –-ძ,)?, 

(51 

სადაც 8=-+ –-ჯ. ამ შემთხევევაში, როგორც ეხედავთ, ამოცანა დაიყ- 

ვანება ერთი დამოუკიდებელი ი ცვლადის ფუნქციის აბსოლუტური 
მინიმუმის მოძებნაზე. 

ახლა განვიხილოთ ზოგადი შემთხეევა, როცა წრფეები არ არის: 

პარალელური. შევადგინოთ (4.1) განტოლებები. ამისათვის გამოვთვა- 
ლთთ (4.5) ტოლობის მარჯვენა ნაწილის კერძო წარმოებულები ჯ დღა 

+ ცვლადებით და ეს წარმოებულები გავუტოლოთ ნულს, გვექნება 

2, 008 თ)(L1 (08 8) –– 7 005C,+ ნ, –– ი) =0, | 

'. ! (4.6) 

2, 605 8/(C ხი8 ჩე -–– (ი09თ,+ხ,––ძ,)=0. | 
რ I 

აღვნიშნოთ კუთხე მოცემულ წრფეებს შორის ჯ-თი და შევნიშნოთ, 

რომ (4.4) ტოლობების ძალით, ეს კუთხე გამოითვლება შემდეგი 
ფორმულით: 

#ჩ# 

609 +=2. იი8 თ, 008 8,. 
(=1
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ამის შემდეგ (4.6) განტოლებები მიიღებს სახეს 

14) 

1-–+0054= დ C05 Cთ;(ხ, +– თ)), 
(1 

ტ.7) 

7005 – L= ბ, 005 ჩ,(ხ, –– ძ,). 

ამ არაერთგვაროვან განტოლებათა სისტემის დეტერმინანტი 4=– 
– 8)ი:V # 0. მაშასადამე, (4.7) სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახ- 
სნი. რადგან » ფუნქციის მინიმუმი არსებობს, ამიტომ (4.7) განტოლე- 

ბებიდან გამოთვლილი / და « სწორედ ის მნიშვნელობები იქნება, რომ- 

ლებისთვისაც » ფუნქციას აქვს მინიმუმი. (4.7) სისტემის ფაქტიური 

ამოხსნისათვის” განვიხილოთ ეექტორი #, M,, რომლის სათავეა 

V#M(,, ძა, -.., ი,) წერტილი, ხოლო ბოლო 7/ე(ხ,, ხი, ს···, ხი) წერ– 

ტილში. აღვნიშნოთ ამ ვექტორის ნორმა »-თი, ხოლო +. და 4.,-თი 

შესაბამისად -––კუთხეები, რომელსაც MM, ეექტორი შეადგენს (4.2) 

და (4.3) წრფეებთან . მაშინ, (4.7) სისტემა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

(– +6005X=/»00573,, 

76005+ –-+= 7005 9, 

აქედან 

  1ე= –---- (608 9, –– 005 X 605 9-)), 
8)ხ ია; 

(8
 V   2 (0605V 608 #, –– C05 9.). 

ჭი? 

ჩავსვათ /კ და Lე მნიშვნელობანი (4.5) ტოლობაში, მივიღებთ საძიებე– 

ლი მანძილის კვადრატს. · 

» ჯ%= 
იი“ 
  (1 -–– იი§59ჯ –– :0928, –– ლ0§ 29), -L 

+20057 008, 008 მ.,). · (4.8) 

მივაქციოთ ყურადღება, ' რომ (4-8) გამოსახულება არ შეიცავს ჯ-ს. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ (4.8) არ არის დამოკიდებული სივრცის გან- 
ზომილებაზე.
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ადვილი დასამტკიცებელია, რომ წრფე, რომელიც გაივლის მინი- 

მალური წრფისა და მოცემული (4. 2), (4.3) წრფეების გადაკვეთის 

წერტილებზე, მოცემული წრფეების მართობია. 

§ 5. პირობითი ექსტრეგუმი 

საკითხი მრავალი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის შესახებ დას- 

მული გვქონდა შემდეგნაირად: მოცემულია ფუნქცია და საძიებელია 
მისი ლოკალური ან აბსოლუტური ექსტრემუმის წერტილები, ამასთან, 

არგუმენტებისათვის არ იყო დაღებული არავითარი პირობა, გარდა 

იმისა, რომ არგუმენტების შესაბამისი წერტილები უნდა ეკუთვნოდეს 

მოცემულ არეს. ასეთ ექსტრემუმს თავისუფალი ექსტრემუმი 

ეწოდება. მრავალი ცელადის ფუნქციის ექსტრემუმის მოძებნისას ისე- 

თი ამოცანებიც გვხვდება, როცა ფუნქციის არგუმენტები დაკავშირე- 
ბულია ერთი ან რამდენიმე დამოკიდებულებით. ასეთ ექსტრემუმს პი- 

რობითი ექსტრემუმი ეწოდება. 

განვიხილოთ უმარტივესი შემთხვევა, როცა მოცემულია ორი ცვლა - 
დის ფუნქცია „=/(X,ყ/) და ერთი პირობა დ(X,ყ)=0. ცხადია, გან- 

ტოლებათა სისტემა 

იიოხი) (5.1) 
დიის ყ)= 0 

განსაზღვრავს + წირს სამგანზომილებიან სივრცეში. ვუჩვენოთ, რომ 
| ფუნქციი პირობით სტაციონარულ წერტილებში ჯ წირის მხები 
პარალელურია '7=0 სიბრტყისა. 

მართლაც, თუ 1” წირის მხები ჯა, ყი, 7 წერტილში არ მდება–- 

რეობს #=ჯე სიბრტყეში, მაშინ ჯ წირი 2=ჯ/ეა სიბრტყეს გადაკვეთს. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ ამ წირზე მოიძებნება ისეთი წერტილები, რომ- 
ლებშიც #>7ძ7ე და · მოიძებნება ისეთი წერტილებიც, რომლებშიც 

#< წე. მაშასადამე ჯე არ შეიძლება იყოს /(X,ყ) ფუნქციის ექსტრემა- 
ლური მნიშვნელობა +” წირზე. 

"ამრიგად, ამოცანა მიიყვანება ისეთი წერტილების მოძებნაზე, რომ– 
ლებშიც + წირის მხები წრფეები პარალელურია #=0 სიბრტყისა, 

ვთქვათ, (Xა, #ე: #ე) საძიებელტ წერტილია და, გარდა ამისა, ჯ0ყ- 
სიბრტყეზე იე, ყე) არის დ(X,ყ)=0 ბრტყელი წირის წესიერი წერტი- 
ლი. შევნიშნოთ, რომ +/ წირის მხების განტოლება იქნება
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#–- #ე=1:(X ––- Xე)+ წა(V –– ყი), | (5.2) 

დ».(X -– X-)-L დკ(ყ –– ყიე)=0. 

„ თუ ჯ წირის მხები (X), Mა, #ე) წერტილში ჯX0ყ სიბრტყის პარალე- 
ლურია, მაშინ მისი განტოლება იქნება #=ჯ/ე და (5.2) ტოლობებიდან 

პირველი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

I:(X – Xე)+/0(ყ –– ყი) =0. (5.3) 

ახლა (5,2) სისტემის მეორე ტოლობიდან და (5.3) განტოლებიდან 

მივიღებთ 
# =M =I, (5.4) 
ი.ი რდ 

ანუ 

I –– დ;=0, I –– Xდე=90. (5.5) 

როგორც ვხედავთ, პირობითი ექსტრემალური წერტილების მოძებნის 

ამოცანა მიიყვანება (5.5) დღა თდ(X,ყ)=0 განტოლებათა სისტემის ამოხ–- 

სნაზე X, ყ, X» უცნობთა მიმართ. ამასთან, განტოლებების იგივე სის- 

ტემა წარმოადგენს აუცილებელსა და, საკმარის პირობებს იმისა, რომ 

(CM) წერტილი იყოს #=,/-7დ ფუნქციის სტაციონარული წერ- 
ტილი. 

განვიხილოთ ახლა ზოგადი შემთხვევა. ვთქვათ, მოცემულია X,, 

2-ს #0 9-ს %ო (ველაღებზე დამოკიდებული ფუნქცია /(X,, 
2+Xვ, >. წის % -.. ე). საძიებელია მოცემული ფუნქციის ექსტრე- 

მუმის ·წერტილები იმ პირობით, რომ XX, X,··., Xის %ა:.., თ 

ცვლადები შეკავშირებულია შემდეგი განტოლებებით: 

დ,(X Xი, ··>., Mგ, %I.., «,)=20, 

დეა(X,, Xი, >, Xფა მ... Mი)=0, ლ.6 

დო(Xი XV +...) Xი, ა "ს %,)=0, 

სადაც დ, და..... დო მოცემული დიფერენცირებადი ფუნქციებია. 
(5.6) განტოლებებს უწოდებენ ბმების განტოლებებს. ვიგულისხმოთ, 

რომ I 6L-), 2,..., #) კერძო წარმოებულები უწყვეტი ფუნქ- 

ციებიაა და
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ძი, ძი; ძდო 
ძმ", ძმ", ძ%, 

ძი, ძდ-· ძდ,, 
მისა მსა მშ #9. (5.7) 

პდ, ძდ,  ძდ» 
09» ძIMხნი მხ»   

როცა (5.7) პირობა შესრულებულია, მაშინ (5.6) სისტემა შეგვიძლია 
ამოვხსნათ «V,, «ე, ·.·., 9, (კვლადების მიმართ, როგორც X,, X, ·>-» Xი 

ცელადების ფუნქციები 
"=%,(X, Xვ, ·-.ე Xი) VM2=სა(X,, X:, -·-, X2X-.., ზო => 

=თ»(X., X, ··., X»# 

მაშასადამე, IX, პნვც თ.) შია ზი.) %ი) დამოკიდებული იქნება 

მხოლოდ XI, X,-·, X. (ვლადებზე. X,, XV «--, X. 0ვლადების იმ 
მნიშვნელობებისათვის, რომლებზედაც / ფუნქციას აქვს ექსტრემუმი, 

ჯ-ის სრული დიფერენციალი უნდა იყოს ნულის ტოლი. გარდა ამისა, 

რადგან ყველა დგ ფუნქცია დიფერენცირებადია, ამიტომ შეიძლება 
(5.60) განტოლებების დიფერენცირება. მაშასადამე, გვექნება «#1-L1 
განტოლების შემდეგი სისტემა: 

მ მ, ძმ . “კ 
–-ძ. „..+.-–_–ძი+-“- 
0X, იმ ე, 9 MX ოშმე რ ოსე 

+ _V. ძMვ+.. ·+ -V თV,=0, 

09% 0Mი 

მდ, ძX (+ + ო ძი +...+ 9L მდ, ძX.+ ძდ, ა, + 

მXL ძა, 0“, 

(5.8) 

+ ი, '+...+ “ კV.=0, L 

. . . რ... რ ია ა თ... .......... . 
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რადგან შესრულებულია (5.7) პირობა, ამიტომ (5.8) სისტემიდან შეგ– 

ვიძლია გამოვრიცხოთ ძი, ძი. ..·., მს, ღიფერენციალები. გამო- 

რიცხვის შედეგად მივიღებთ , 
4)თX) + 4:თCX-+ ... + #.ითX = 0, (5.9 

სადაც 4, 43, ---, 4, კოეფიციენტები იქნება დჯ ფუნქციების კერძო 
წარმოებულების რაციონალური ფუნქციები. 

იმის გამო, რომ. ძX,, ძX,..., მXგ დამოუკიდებელი ცვლადების 
დიფერენციალებია, ამიტომ (5.9) ტოლობიდან ვღებულობთ 

4,=90, 4.ტ=90, .... 4აგ”=9. 

ეს განტოლებები (5.6) განტოლებებთან ერთად გვაძლევს »-ჯ გან- 

ტოლებისაგან შემდგარ სისტემას, საიდანაც შეგვიძლია ვიპოვოთ X,, 

X ·>.. წის ე-ს წ. უცნობების მნიშენელობანი, რომელთათვის / 

ფუენქციას შეიძლება ჰქონდეს ექსტრემუმი. 

(5.8) სისტემიდან ძა, ძM,, --·, შ9» დიფერენციალების გამორიც- 

ხვა შეგვიძლია უფრო მოხერხებულად ვაწარმოოთ ეილერისა და ლაგ- 

რანჟის მეთოდითაც. ამისათვის (5.8) განტოლებები, გარდა პირველი 
განტოლებისა, გავამრავლოთ შესაბამისად განუსაზღვრელ 7), 7», ·.., » 

მამრავლებზე და ყველა ისინი შევკრიბოთ, მივიღებთ 

2( + +2, 214... -+2» ში ძX.+ 
ასას 2 (5.10) 

+ V 2(> +, მაკი -+X ზრ) კ. =0. 
ძ. მ MI 

ახლა შევარჩიოთ 7,, X,..-, Xთ მამრავლები ისე, რომ ადგილი ჰქონ- 

დეს ტთლობებს 
მ V  %9% ე. მდ» _ 0, #=1, 2, -.., MI, (5.11) 

ძ%M მ". · ი" 

რადგანაც ძX,, ძX, --., თX, დამოუკიდებელი ცვლადების დიფერენცი- 

ალებია, ამიტომ (5.11) ტოლობების საფუძველზე (5.10) ტოლობები- 

დან მივიღებთ შემდეგ » განტოლებას: 

_ძ!_ ძდ მდ» 
+X»X + + ა, ––” =0, ჯ=1, 2,. 

მX XM ძX ჭო მ #
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ამრიგად, გვექნება #-+# განტოლების შემდეგი სისტემა: 

მი 2 X. 

I 1 %)), 9" =0, 5.12) 
ძი 851 მ! 

(5.6) და (5.12) განტოლებების რიცხვია 22-+»ი. ამ განტოლებათა 

სისტემიდან მოიძებნება X,, X:, ·..., Xი, % %97წ>-. %ი ცვლადებისა 

და X» X, -.., #, მამრავლების მნიშვნელობანი, 

თუ ავაგებთ შემდეგი სახის დამხმარე ფუნქციას 

#=/ +2, » დი 
#51 

ვ” შინ (5.12) განტოლებები ჩაიწერება მოკლედ 

0# მ» _ 0 მჯ . 0” _ 
  

ამრიგად, ეილერისა და ლაგრანჟის მეთოდის გამოყენებით პირო-
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ბითი ექსტრემუმის ამოცანა დაიყვანება ” ფუნქციის თავისუფალი 

ექსტრემუმის ამოცანაზე. 

ეს მეთოდი გვაძლევს ექსტრემუმის არსებობის მხოლოდ აუცილე- 

ბელ პირობას. 

ამოცანა 1. ყველა სამკუთხედიდან,„ რომლებსაც ერთი და იგივე 
2ჯ პერიმეტრი აქვთ, ვიპოვოთ ისეთი სამკუთხედი, რომელსაც უდი- 
დესი ფართობი აქვს. 

ამოხსნა, თანახმად ჰერონის ფორმულისა, სამკუთხედის ფარ- 
თობის კვადრატი ასე გამოისახება 

  

I(X, ყ, 4)ლ=ჯ(ი –– X) (დ – ყ)(ი–, (5.13) 
სადაც X, ყ, 8 აღნიშნავენ სამკუთხედის გვერდებს, მაშასადამე, საძიე- 
ბელია 7(X, ყ, #) ფუნქციის მაქსიმუმი იმ პირობით, რომ დაცული 
იყოს ტოლობა 

დ(X, Vყ, ი)=–X+ყა62-––-2:0=0. (5.14) 

ამასთან, 1, ყ და თ უნდა აკმაყოფილებდეს პირობებს 

X2>0, ყ2>0, #>0, X+ყ>#M, X+<49>ყ, ყ+”>»” (5.15) 

ეს უტოლობები სამგანზომილებიან სივრცეში განსაზღვრავს დახურულ 
არეს. ამ დახურული არის საზღვარზე, ე. ი. იქ, სადაც (5.15) უტო- 
ლობებიდან ერთი მაინც შეცვლილია ტოლობით, IC, ყ, #) ფუნქციის 

მნიშვნელობა ნულია. ეს იმას ნიშნავს, როზ /C, ყ, #) ფუნქცია მაქ- 

სიმალურ მნიშვნელობას ღებულობს არის შიგნით. 
განვიხილოთ ფუნქცია 

XLCX, ყ, 7ი)= ო(დ –- X) (9 – ყ) (98 –– 2)4+-X(X+ყ-+8 –– 2ჯ). 

გავუტოლოთ ნულს მისი პირველი რიგის კერძო წარმოებულები, მი- 

ვიღებთ განტოლებათა შემდეგ სისტემას: 
მ 
+ - „თ-თით–-ი+X=0, 
მX 

პ# 
“ია =- შდ -.) დ-–- 0)-+X=0, 
ძყ 

მX 
მილ დ(8 –– X) (დ –– ყ)+2.=0. · 

აქედან მივიღებთ 
(9 –– ყ) (0 –– 2)=(ხ – 1) დ– ი7=(:–X–XVC-–ვV),
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საიდანაც X=ყ=ჯ# და, თანახმად (5.14) პირობისა, გვექნება X=V= 

=:=+ #. მაშასადამე, არსებობს ერთადერთი სტაციონარული წერ– 

ტილი. ამიტომ საძიებელი სამკუთხედია ტოლგვერდა. 

ამოცანა 9. მოვძებნოთ /(X,, X,, ···„ X-) ფუნქციის სტაციონარუ- 

ლი წერტილები, თუ C(X,, X..·.··· Xას)=1, სადაც წ ღა დ არის შესა- 

ბამისად ს, და I, რიგის ერთგვაროვანი ფუნქციები. 

ამოხსნა. შევადგინოთ განტოლებათა სისტემა 

მ –2 ა =9, (6=1, 2,..., #7), (5.16) 

მX, ძX. 

დ(Xს XX,» Xი)=1. (5.17) 

გავამრავლოთ (5.16) განტოლებები შესაბამისად X,, X, ·-., X ცვლა- 

დებზე და შემდეგ შევკრიბოთ, მივიღებთ 

2-L 84529 

(=1 §=1 

გამოვიყენოთ ეილერის თეორემა ერთგვაროვანი ფუნქციის შესახებ 

გვექნება 
M 

სარალელი. გ % ს =ხად. 
=9 ჯ=1 ძX, 

ანუ თუ ვისარგებლებთ (5.17) განტოლებით, მივიღებთ 

ს,I=XLდ, ე. ი. აღობი (5.18) 
2 

შევიტანოთ 2. მამრავლის მოძებნილი მნიშენელობა (5.16) ტოლობებ- 

ში, მიჟიღებთ განტოლებათა სისტემას, საიდანაც განისაზღვრება სტა- 

ციონარული წერტილები. 

.· კითხვები 

1, მოიჟვანეთ ორი ცვლადის ფუნქციის ლოკალური ექსტრემუმის 

წერტილების განმარტება. 

9, ჩამოაყალიბეთ ორი ცვლადის ფუნქციის ლოკალური ექსტრე– 
მუმის აუცილებელი პირობები.
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მჭ. რაში მდგომარეობს ორი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმის 

საკმარისი პირობები? 

4. ჩამოაყალიბეთ და გამოიყვანეთ არაცხადი ფუნქციის ექსტრემე- 

მის პირობები. 

5. რას უწოდებენ » ცვლადის ფუნქციის აბსოლუტურ ექსტრე- 

მუმს? 

6. ჩამოაყალიბეთ და დაამტკიცეთ ვაიერშტრასის თეორემები, 

7. რაში მდგომარეობს » ცვლადის ფუნქციის ექსტრემზუმის აუცი- 

ლებელი პირობები? 

8. როგორ არის დასმული მრავალი ცვლადის ფუნქციის პირობითი 

ექსტრემუმის ამოცანა? 

9. რაში მდგომარეობს მრავალი ცვლადის ფუნქციის პირობითი 

ექსტრემუმის წერტილების მოძებნის ეილერისა და ლაგრანჟის მეთოდი? 

სავარჯიშო 

იპოვეთ შემდეგი ფუნქციების ექსტრემუმი: 
1. 2=XI(X+V--1); პასუხი: (--: --) წერტილში ფუნქციას 

აქვს მინიმუმი. 
ბ. ჟ=X+ყ --9Xყ+27; პასუხი: ფუნქციას არ აქვს ექსტრე- 

მუმი. 

8. ფუფ=Xჯ-- XV+V9" ––- 3ყ;ე პასუხი: (1;2) წერტილში ფუნქციას 

აქვს მინიმუმი. 

4. გ=Xჯ?+ყბ4 2)ბე? -- მX+8ყ. პასუხი: (1: --1) წერტილში 

ფუნქციას აქვს მინიმუმი. 

5. ლყ მებ. 18ყ1-- ზყე-L მ – 3C –- ვჯ; 

პასუხი: (1+V“ 2 : 2+/ 3) და (1+M 2; 2--M 3) წერ- 

ტილებში ფუნქციას აქვს მინიმუმი. (1 ––I/ 2 ; 2) წერტილში ფუნქ- 

ციას აქვს მაქსიმუმი. (1 -L V“ 2; 2) წერტილში ფუნქციას არ აქვს 

ექსტრემუმი, 

8. 2=Xჯ.+ყმ- თX?ყ -- იXყ”+- 2 X+6თ. პასუხი: (0,0) და 

ვ 1. ვ22 ნც? -– 329. ( 6+V/ > თ. 302+I/ % 32” ) წრტილებში 

ფუნქციას აქვს მინიმუმი. ( 30- V 91 32> _. 
8 
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<7 ლ 2 _ 2 
4 CC" 322 ) წერტილში ფუნქციას არ აქვს ექსტრემუმი. 

?. ,7=2-+( – ყ)1+(ყ – 1). პასუხი: (1:11) წერტილში ფუნქ- 
ციას აქვს მინიმუმი. 

8. 7=510 X4+-51M V+ 810 (X-LV). პასუხი: (3. >) წერ- 

ტილში ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი. 

9. =005C 005 X-L51ი თ 510 X31ი (/ – წ). პასუხი: (თ; 8) წერ– 

ტილში ფუნქციას "აქვს მაქსიმუმი. ( 0; ზ+ +) წერტილში ფუნქე- 

ციას არ აქვს ექსტრემუმი. 

10. #=51)0ი X+3810ი ყ+C609(X+/ყ). პასუხი: («: < ) წერ- 

  

· ტილში ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი. ( +; > ) წერტილში ფუნქციას 
არ აქვს ექსტრემუმი. 

11. გ=310 X510 ყ31)I( – X-–- ყე პასუხი: ( – –-ძ; –4 ) . 

წერტილში ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი. 
- 19. „=ჯ/1ი(X-Lყე; პასუხი: (+>-   1 

; => | წერ- 
V 24 · + =>) 

ტილებში ფუნქციას აქვს მინიმუმი და ეს „ნიშები, უდრის , 

1 
=) წერტილებში         

I” 25. ' – => დ (– CI # 2. 

ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი და მაქსიმუმია –“ –– . დანარჩენ (0;1), (0; ––1), 

(1;0) და (–– 1;0) სტაცითნარულ წერტილებში ფუნქციას არ აქვს ექსტ- 
რემუმი. 

18. #=8I10 X+831ი ყ--810 2 –– 81ი(X+ყ–+7/), სადაც 0=X, ყ, 2=X%. 

პასუზი: (+: >: 25) წერტილში ფუნქციას აქვს მაქსი- 

მუმი და ეს მაქსიმუმია 4, ხოლო (0, 0, 0) და (C-; »; X) წერტი- 

ლებში ფუნქციას აქვს მინიმუმი და ეს მინიმუმია 0. 

“ იპოვეთ შემდეგი არაცხადი ფუნქციების ექსტრემუმი: 

14. გბ8+-Xყნ - Xყ8--ბ=0 პასუხი: (--6; 6 3) წერ- 
21 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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ტილში ფუნქციას აქვს მინიმუმი და ეს მინიმუმია 12 3. (--%, 

–-6V 3 ) წერტილში ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი და ეს მაქსიმუმი 

უდრის -–- 12 #3. 

15, Xზ-ყზი 2 -- X8 –– ყი+2X+2ყ+27 - 2=0. 

პასუხი: (– 3 //6; –3- M 6) წერტილში ფუნქციას აქეს 

მინიმუმი და ეს მინიმუმია –-(4+2/“ 6). (–3+/ 6; –3+ #86) 

წერტილში ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი და ეს მაქსიმუმია 2|/ 6 –-4. 

16. (LI + ყზ 1 29) -- პმ0?2+ყ?'-+-,)=0; პასუხი: როცა ჯპ+ყზ= 

= > და #>0, მაშინ ფუნქციას აქვს არამკაცრი მინიმუმი და ეს მი- 

ნიმუმია –უ=> . როცა X-ყზ=01? და #<0, მაშინ ფუნქციას აქვს 
2V/2 · 

არამკაცრი მაქსიმუმი და ეს მაქსიმუმია –-–-– 
=> 

მოძებნეთ შემდეგი ფუნქციების ფარდობითი ექსტრემუმის წერტი- 

ლები: 

17. «=XV8I, თუ X+Vყ+#-+17=0; პასუხი: (+: +; + 

«) წერტილში აქვს მაქსიმუმი. 

18.§01= + ყ?+2, ორი ს'Vნთ- #. პასუხი( + --#-->: 

  

  

  

ხს · 
% ემე 2? + 91 თ 2 ) წერტილებში ფუნქციას აქვს მინი– 

მუმი. 
2» 2» 

19. «==XV 2, თუ X-+-ყ?1-,ზლ= 4; პასუხი: _–-: == 

  

2» 1 წ 
ერტილში ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი. 

V/3 

90, =XV+Vყ6-+X2, თუ თ2ზ%-+ყბ-L,ზ= 42; 

2» 2ჯ 2” 
პასუხი: –-; –; _ ) წერტილში ფუნქციას აქვს 

(3 MII31 (43 
მაქსიმუმი. 

მ.” 
81. «=Xყი თუ 2-4 7 +“, =1; 
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პასუხი:   ( 2; ხა ) წერტილში ფუნქციას აქვს 
მაქსიმუმი. 732 V39 V3 

89. „= არყი, თუ –-+-წ+-% =); 
ჯ ყ # 

პას უხი: (რ019+2; ბოი, ოსი ) წერ- 

ტილში ფუნქციას აქვს მინიმუმი. 

“ 98. «= ყი, თუ X+V+»=0. პასუხი: (+ +; 5 ) 
2 

წერტილში ფუნქციას აქვს მაქსიმუმი. 
94. მოცემულ ელიფსოიდში ჩავხაზოთ უდიდესი მოცულობის მართ- 

კუთხა პარალელეპიპედი. პასუზი; პარალელეპიპედის განზომილე- 
ბ 20 
ებია · 

V 3 
85. იმ სამკუთხედებს შორის, რომლებსაც ერთი და იგივე 2» პერი- 

მეტრი აქვთ, ვიპოვოთ სამკუთხედი, რომელიც თავისი ერთ-ერთი 
გვერდის ირგვლივ ბრუნვისას წარმოქმნის უდიდესი მოცულობის ბრუეუნ- 

ვას სხეულს. 

ი მი ს. 3. პასუხი: სამკუთხედის გვერდებია ი). კ, და 

90. # რადიუსიან ნახევარსფეროში ჩავხაზოთ უდიდესი მოცულო- 
ბის მართკუთხა პარალელებიპედი. 

  

  

პასუხი: პარალელეპიპედის განზომილებებია _28_. -2#_ და 
M/3 V3 

_ #_ | 
M/ 3. 

97, მოცემულ სწორ წრიულ კონუსში ჩავხაზოთ უდიდესი მოცუ- 

ლობის მართკუთხა პარალელეპიპედი. 

პასუხი: პარალელეპიპედის სიმაღლე კონუსის სიმაღლის მე– 
სამედია. 

18. სფეროში ჩავხაზოთ უდიდესი მოცულობის მართკუთხა პარა- 

ლელეპიპედი. 
ბასუხი: კუბი, 
89. მოცემულ სამკუთხედში ჩავხაზოთ უმცირესი ფართობის მეორე 

სამკუთხედი.
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პასუხი; საძიებელი სამკუთხედის წვეროები მოცემული სამკუთ- 
ხედის გვერდების შუა წერტილებია. 

80. მოცემულ სამკუთხედში ჩავხაზოთ უმცირესი პერიმეტრის მეო- 

რე სამკუთხედი. · 

პასუხი: საძიებელი სამკუთხედის წვეროებია მოცემული სამკუთ- 

ხედის სიმაღლეების ბოლო წერტილები. - 
3 3 

31, ბრუნვის ელიფსოიდში (22 + +“- =1 ჩავნა”ზოთ უდიდესი 
6 6 

მოცულობის ცილინდრი. 

V- 39. 
პასუხი: ცილინდრის სიმაღლეა 2 3



თავი X 

პარამეტრზე დამოკიდებული ინტებრალები 

მათემატიკის სხვადასხვა დარგში საქირო ხდება ისეთი ინტეგრალე– 

ბის განხილვა, რომლებშიც ინტეგრალქვეშა ფუნქცია დამოკიდებულია 
არა მარტო ინტეგრების ცვლადზე, არამედ სხვა ცვლადებზეც, რომ- 

ლებიც განიხილება როგორც პარამეტრები. ამ თავში შევისწავლით . 
პარამეტრზე დამოკიდებულ ინტეგრალებს. 

§ 1. პარამეტ/იჭე დამოკიდებული საკუთრივი 
ინტეგრალის უწყვეტობა 

ვთქვათ, /(X,თ) არის ორი ცვლადის უწყვეტი ფუნქცია ორგანზო- 
მილებიან (ძ=-X<-ნ; თე=<რ6=<0,) სეგმენტზე, თუ ICთ,,თ)) სეგმენტიდან 
ავიღებთ რაიმე თ რიცხვს, მაშინ /(X,თ იქნება მხოლოდ ჯ „ელადის 

უწყვეტი ფუნქცია Iი,ხ1 სეგმენტზე და ინტეგრალი 

I /(X,თ) ძX, 

საზოგადოდ, თ-ზეა დამოკიდებული. ამრიგად, ეს ინტეგრალი ფარმოა- 

დგენს Iთა,თ,1 სეგმენტზე განსაზღვრულ თ-ს ფუნქციას. იგი აღვნიშნოთ 

X(თ) სიმბოლთთი; ' 

ხ 

XC) = | /0ი6)ძ», თა<თ<თ.  - (1.1) 

C-ს პარამეტრი ეწოდება. 

შესაძლებელია ინტეგრალქვეშა ფუნქცია დამოკიდებული იყოს რამ–- 
დემიმე პარამეტრზე V„, #,...,/. მაშინ ინტეწრალი 

XVCყ, #,..·,() == | ICX, “V #,-.·I)ძX 

წარმოადგენს ყ, «,...,/ პარამეტრებზე დამოკიდებულ. ფუნქციას.
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სიმარტივისათვის განვიხილავთ ერთ პარამეტრზე დამოკიდებულ 

ინტეგრალებს. 
თეორემა 1. თუ /(X»,თ) ფუნქცია უწყვეტია ორგანზომი- 

ლებიან სეგმენტზე IL=IL=ჯ=<=ხ; თე:ლთლთ)), მაშინ (1.1) 

ტოლობით განსაზღვრული XC) ფუნქცია უწყვეტია 
Iთე, 61) სეგმენტზე. 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი თ C (თ,,თ,)) ღა თ-ს მივცეთ 
#ტთ ნაზრდი ისეთი, რომ თ--ტთ ეკუთვნოდეს IV#ე),თ,) სეგმენტს. მაშინ 
მარტივი გამოთვლების შემდეგ მივიღებთ 

„ხ 

XC+4ტთ)ს-IC= | (Iთ+ ტთ)--/00)10X. (1.2) 

რადგანაც /(X,თ) თანაბრად უწყვეტია # სეგმენტზე, ამიტომ ნებისმიე- 
რი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ჯ-სა დღა თ-საგან დამთუ- 
კიდებელი ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ ადგილი პქონდეს უტო- 
ლობას 

L IC თ+46თ)–-(X,თ) I = -- , 

როდესაც | 

|ბტთ| <უ, თ=<X=ხ. / 
მაშასადამე, (1.2) ტოლობიდან გვაქვს 

ხ 

| V(=ღ+ ბთ) –– XC) ლ I | ICC თ-L რთ) –– ICX,თ) | ძX<-%, 

როდესაც |ტთ| <უ. 
ამრიგად, X(Cთ) უწყვეტია (თე,=ვ) სეგმენტის ნებისმიერ თ წერტილ- 

ში. თეორემა დამტკიცებულია: 

§ 2, გაწარმომბა ინტეგრალის ნიშნის ქვეფ 

ახლა განვიხილოთ (1.1) ფორმულით განსაზღვრული X(თ) ფუნქ- 

ციის წარმოებადობის საკითხი, მართებულია შემდეგი | 

თეორემა 9, თუ I(CX,თ) ფუნქცია და მისი კერძო წარმო- 

ებული -9(0თ. უწყვეტია # მართკუთხედზე, მაშინ 
თ 

არსებობს #"Iთ წარმოებული (თე,Cთ,) სეგმენტზე და მარ“- 
თებულია ტოლობა 

ხ 

# დ) | -9%ით დ.1) 
1 ძი
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დამტკიცება, ავიღოთ ნებისმიერი თC Iთ,,თ,) ღა თ-ს მივცეთ 
#« ნაზრდი, მაშინ, როგორც ზემოთ დავინახეთ, მართებულია ტო- 

ლობა 

#CC+40თ) –– Iთ =. I ჰIიცთ-Lტთ)--MX,თ))თX. (2.2) 
(I 

სასრული ნაზრდის თეორემის თანახმად 

/0ით-+#თ)–-/I(X,თ) = ტ6თ/C(X, თ-+-მტთ) 0<9<1. 

თუ ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ (2-2) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში, 
მარტივი გარდაქმნის 'შემდეგ მივიღებთ 

X#C+ბთ)ა–XLთ) _ 

ათ 

რაკი კერძო წარმოებული /2(X,თ) უწყვეტია # მართკუთხედზე, ამი- 
ტომ 1-ლი თეორემის თანახმად 

  - | ”CCთ+სბი)ძ», 0<ჩ<). (2.3) 

II. (Mთ+«+ მ4თ)ძX = | ჩთთრი 
ტთ--0 

მაშასადამე, თუ #2.3) ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც 

ტბთ->-0, მივიღებთ (2.1) ტოლობას, თეორემა დამტკიცებულია, 

(2.1) ფორმულით წარმოებულის გამოთელას ეწოდება ლაიბნი- 

ცის წესი. 

(2.1) ფორმულის გამოყენების დროს ვეგულისხმობდით, რომ 6 და 
ხ დამოუკიდებელია თ-ზე. ახლა ეთქვათ, ძ და ხ დამოკიდებულია 

თ-ზე: | 

ძ=0(0), ხ=ხ(თ). 

ამ შემთხვევაში ინტეგრალს აქვს სახე 

ხ(თ) 

XV) = I I(X,C)0». (2.4) 
ძ(თ) 

თეორემა მ. ეთქვათ, /(,თ) ფუნქცია და მისი კერძო 

წარმოებული 755. უწყვეტია ორგანზომილებიან 
თ 

(იე=X=<ზე თელთ<თ)1) სეგმენტზე, ხოლო თ(თ) და ხ(თ) ფუნ- 
ქციები წარმოებადია (თ),თ)) სეგმენტზ-ე და მათი მნიშ- 
ვნელობები (იე:ჯე| სეგმენტს ეკუთვნის. მაშინ (2.4) ტო-
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ლობით განსაზღვრული XI(Vთ) ფუნქცია წარმოებადია 

Iთ,თ)1 სეგმენტზე და 
ხ(თ, 

”თ= | -%ი“. 
ძ(თ) 

დამტკიცება. მივცეთ თ-ს ნაზრდი #თ, მაშინ ძ(თ) ღა #M(თ) 
ფუნქციებიც მიიღებს შესაბამისად #ტთ დღა #ხ ნაზრდებს, გვაქვს: 

ხ-L4ხ 
#(C%ი + #თ)= I I(CX, თ–– სთ)ძX, 

| 0+4ძ 

მარტივი გამოთვლების შემდეგ მივიღებთ 

ძX+/ხ, თ) 99 I(C,თ) 9? 
მთ ეთ 

  · (2.5) 

ხ 

XCVC+ტთ)--7(თ) = I IICXთ-+- ტთ) –– I(CX,თ)1თX -L 

ხ-L4ხ ძ-IL ქი 

+ I I0,თ+ #თ)ძX –– I MX თ-+- ტთ)ძX- (2.6) 
ხ ძი 

თუ გამოვიყენებთ ორი უკანასკნელი ინტეგრალისათვის საშუალო 

მნიშვნელობის პირველ ფორმულას და შემდეგ (2.6) ტოლობის ყველა 
წევრს გავყოფთ 4თ-ზე, მივიღებთ 

#C+4ბთ)--XC) _ II IV C+ბთ-M%%9 ,. 
ტთ ტთ 
  + 

LI 

+/(ხ+ზტხ,თ + ტთ) -“”. – წC4-0ბი,”+-ტთ ბი, (2.7) 
#თ ტთ 

სადაც ზ და ჩ' წარმოადგენს 1–ზე ნაკლებ დადებით რიცხვებს. 

სასრული ნაზრდის თეორემის თანახმად 

IX, თ+ტ8თ)––-/(X,თ) 
  =/ე(X,ო+ზმ'' რთ), 0<-0'' <1. 

  

ტთ 

მაშასადამე, 

ხ _ L 
119 I I(X-თ+ 6) IM(X,თ) ძX ==. 10 I წ(X,თ+ზ'ტთ) ძX = 

ძ4ი-0 7 ათ ტ--012 

ხ · 

= | /260Cთ)ძ».. (2.8)
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ახლა, თუ (2.7) ტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როდესაც #თ->0 
და გავითვალისწინებთ (2.8) ტოლობას. მივიღებთ (2.5) ფორმულას. 

(2.1) და (2.5 ფორმულებს ეწოდება ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ 
გაწარმოების ფორმულები. 

თეორემა 4. თუ /0C) ფუნქცია უწყვეტია (0,0) სეგმენტ- 

ზე, მაშინ ნებისმიერი მთელი დადებითი თ» რიცხვისა- 

თვის მართებულია ტოლობა: 

ჯ Xჯ X ჯ 

| მ» I ძX... | /ი«- – | (X–- M)"I(ყ)იყ, 0<Xჯ<0. (2.9) 
. უ 5 : 

დამტკიცება. განვიხილოთ ინტეგრალი 

X · 

#,ხე= | ++-#" /ფპყ. 
ი ”! 

მე-3 თეორემის ძალით, გვაქვს 

იე 1 X–ი) 1იხი= | ი IM)შV. 

ე. ი. 

ჯენსი=XIია (MX. 

ანალოგიურად მივიღებთ 

I” (X)= # ი–2CX), 

#Vთ- 1X.= I), 

Xილო60=ჰო(- 
მაგრამ 

XMაი00= | /(0)ძ/. 
ი 

მაშასადამე, 

#29" 1X) =/0ი. 

ამრიგად, #0 არის ისეთი ფუნქცია, რომლის (++1) რიგის 

წარმოებული /(X) ფუნქციის ტოლია და რომელიც თავისი პირველი » 

რიგის წარმოებულებით ნულად იქცევა, როცა ჯ=0,. იგი მიიღება 

"ს სთ-დან ინტეგრებით 0-დან ჯ-მდე. მაშასადამე, #,.(Cი0) ფუნქცია
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შეგვიძლია მივიღოთ /(X) ფუნქციის .-+1-ჯერ განმეორებით ინტეგრე- 
ბით 0-დან ჯ-მდე, ე. ი. MX) ფუნქციის განმეორებითი ჯ-ჯერადი ინტე- 

_ აჩ 

გრება 0„დან X-მდე შეგვიძლია შევცვალოთ ფლეი ფუნქციის ინ- 

ტეგრებით. მაშასადამე, მართებულია (2.9) ტოლობა და ამით თეორე- 

მა დამტკიცებულია. 

§ 31, ინტეგრება ინტიგრალის ნიშნის ძვეშ 

ვთქვათ, ორგანზომილებიან სეგმენტზე X=(თ=X=ხ; რთა=:თC=6,) 

განსაზღვრულია /(X,თ) ფუნქცია და არსებობს ინტეგრალები 

| Iსითბ» და I Iი0ისთ)ძთ, 

პირველი თ-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის Iთე,თ,( სეგმენტიდან, მეო– 
რე კი ჯ-ის ყველა მნიშვნელობისათვის (თ,6ხ1) სეგმენტიდან. შემოვიღოთ 

აღნიშვნები 

თ ხ 1 
«C)= | MXთ)ძX, სC0= | IMით)ძთ. 

ვიგულისხმოთ, რომ დ(თ) და V(CV) ფუნქციები რიმანის აზრით ინ- 
ტეგრებადია Iე,თ,| და (თ,ნ) სეგმენტებზე შესაბამისად. ისმება კითხვა: 
მართებულია თუ არა ტოლობა 

თ 

I დ(თმთ = I სიიძ» 

ანუ რაც იგივეა, მართებულია თუ არა ტოლობა 

I, ძთ I I(X,თ)0X= | ძX I, ICX,თ)ძთ? (3.1) 

საზოგადოდ, ეს ტოლობა მართებული არაა. მოვიყვანოთ 

მაგალითი 1. ვთქვათ, ორგანზომილებიან (0,1; 0,1I სეგმენტზე გა– 

ნსაზღვრულია /(X,თ) ფუნქცია შემდეგნაირად: 

X+-–  . ესა კ3--თ'>0 
1(X,თ) = (20-ე! · ოდ ც 12 > , 

0, როდესაც X=0 და თ=0. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ეს ფუნქცია წყვეტილია (0,0) წერტილში.



§ 3. ინტეგრება ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ ვე) 
  

თუ ჩავატარებთ მარტივ გამოთვლებს, მივიღებთ: 

  
  

  

1 LI ჯ 

I ძთ 1 IV თ)ძX= –> 
0 

ჯ 1 
II ძ» I Mთთ)ძთ = –-. 
ა 4 

მაშასადამე, (3.1) ტოლობა მართებული არაა, 
საკმარის პირობას იმისათვის, რომ ადგილი ჰქონდეს (3.1) ტოლო- 

ბას, გვაძლევს შემდეგი 
თეორემა წ. თუუ I(X,/) ფუნქცია უწყვეტია ორგანზომი- 

ლებიან # სეგმენტზე, მაშინ მართებულია (3.1) ტო-. 
ლობა. 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ჯ თ თ1 ( 

X= | ძ» | MIXთძთ, თ0= | ძთ | /იით)ძX, თ<1<Cხ. 
(1 რთ) “ი. ი 

მე-2 თეორემის თანახმად 

თ 

თ'0= | IV, თძთ. 
თ 

ი 

შემდეგ 
თ 

XCთ= | /(C.თ)ძთ. 

მაშასადამე, | 
' ჯ“8=X" დ. 

აქედან 

დ(0)=X#VC)+0,
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სადაც C მუდმივია. რაკი «V%(C2)= X(C0)=0, ამიტომ 

#C)=თ(). 
მაშასადამე, 

' Cთ+4 · C1 L 

| % I I(X თ)ძთ = I ძთ I I(X.თ)ძ». 
თ -%ა თე LL) 

კერძოდ, თუ 7ჯ=ხ, მივიღებთ (3.1) ტოლობას თეორემა დამტკიცე- 
ბულია. 

§ 4. პარამეტრზე დამოკიდებული არასაკუთი4ივი 
ინტეგრალები 

ვთქვათ, MX,თ) ფუნქცია უწყვეტია (90X<X< + C; თა<თ<თ,) არე- 
ში. თუ თ-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის (თ,,თ,) სეგმენტიდან ინტეგ- 

რალი · 

+ 

I I(X,თ)ძX 

კრებადია, მაშინ ეს ინტეგრალი წარმოადგენს Iთე,თ,)) სეგმენტზე გან- 
საზღვრულ თ-ს ფუნქციას: 

+= 
XC)= | IX თ)ძ». (4.1) 

ძი 

X#LC>) ფუნქცია, საზოგადოდ, უწყვეტი არაა Iთ.),თ,) სეგმენტზე. მართ- 

ლაც, განვიხილოთ ინტეგრალი 

– 
X#LCC) = I MI თ6 %ძ«, 0=თ=<-1. = 

ინტეგრალის უშუალო გამოთვლა გვაძლევს 

  XL(Cთ) = 1, როდესაც =>0 და X"0) =0. 
წელ 

აქედან ჩანს, რომ X#(თ) ფუნქცია წკვეტილია თ=0 წერტილში. 

განსაზღვრა 1. (41) ინტეგრალს ეწოდება თანაბრად 

კრებადი («ე,ი,) სეგმენტზე, თუ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის 
არსებობს თ-ზე დამოუკიდებელი ისეთი დადებითი რიცხვი M#, რომ 

მართებულია უტოლობა
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+თ 
| <5, როდესაც 1># (X, თ) ძ II IX, თ) ძX 

  

თ-ს ყველა მნიშვნელობისათვის (Cთ,,თ)1 სეგმენტიდან. 

| თეორემა 6. თუ (თ) ფუნქცია უწყეეტია (-=X<-+C; 

თელთ=თ,)) არეში და (4.1) ინტეგრალი თანაბრად კრება– 
დია (თი) სეგმენტზე, მაშინ X(=) ფუნქცია უწყვეტია 

ამ სეგმენტზე, 
დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ი+ი · : 
#.C= | IMC2)ძ», (4.2) 

ძ 

სადაც უ არის ნატურალური რიცხვი. რადგანაც (4.1) ინტეგრალი თა- 

| ნაბრად კრებადია, ამიტომ უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობა (IაCC))8>1 

თანაბრად კრებადია (თე,თ)) სეგმენტზე XX) ფუნქციისაკენ. მაშასადამე, 

X(Cთ) ფუნქცია უწყვეტია (თა,თ,) სეგმენტზე. თეორემა დამტკიცებულია, 
თეორემა 7. ვთქვათ, (ძლX<+C; #იე<თ<თ)) არეში უწვყ- 

ვეტ /X,თ) ფუნქციას აქვს უწყვეტი კერძო წარმოებუ- 

ლი ”ც(X,თ,. თუ (4.1), ინტეგრალი კრებადია (Lთე,თ,) სეგმენ– 

ტზე და ამ სეგმენტზე ინტეგრალი 
! , | += 

თდ«თ= | /(Vთ)ძ» (4.3) 

თანაბრად კრებადია, მაშინ 6-ს ყოველი მნიშვნელობი- 
სათვის (თათ) სეგმენტიდან არსებობს X#/(თ) და მართე- 
ბულია ტოლობა 

+ 

IMXთ= | CV თშ... (4.4) 

დამტკიცებ ა. შემოვიღოთ აღნიშენა 

ი+»ი : 

დ,()= | /-0ით)ძX (.=1,2,...). 

რადგანაც (4.3) ინტეგრალი თანაბრად კრებადია (თე,0თ,)) სეგმენტზე, 

ამიტომ უწყვეტ ფუნქციათა მიმღეერობა (თე(2)),>1 თანაბრად კრე-
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ბადია Iთე,თ,1 სეგმენტზე «=) ფუნქციისაკენ. ამის გარდა. მე-2 თეო- 
რემის თანახმად 

თდე(თ) == 7ი(თ), 

სადაც IX„ა(თ) განისაზღვრება (4.2) ტოლობით. შემდეგ, 

IIთ X”,(თ) = #(თ) 
ჩ- ი 

ამრიგად, ჩვენ გვაქვს უწყვეტ ფუნქციათა კრებადი მიმდევრობა 
(ჩა(წ))ი>1, ამასთან (I ი(თ))>1 მიმდევრობა თანაბრად კრებადია 
დ(თ) ფუნქციისაკენ. ამიტომ არსებობს X”(C>) წარმოებული თ-ს ყველა 
მნიშვნელობისათვის (C),თ,) სეგმენტიდან და მართებულია ტოლობა 

X#”(C)=1)თ Xი(თ), 
8-თ 

ე. ი. ადგილი აქვს (4.4) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. 
(4.4) ფორმულას ეწოდება პარამეტრზე დამოკიდებული არასაკუთ- 

რივი ინტეგრალის გაწარმოების ფორმულა ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ. 
რემა 8. , ნ = , _თეორემა 8. თუ /X,თ) ფუნქცია უწყვეტია I2=X< +თ 

თე-ლთოლ<თ)) არეში და ინტეგრალი I (ი თ)ძი თანაბრად 

კრებადია (თ)თ,) სეგმენტზე, მაშინ არსებობს განმეო- 

რებითი ინტეგრალი 

–+თ თა 

| 4X I Mითძთ 
თ ძ 

9 

და მართებულია ტოლობა 

წთ თ, +თ=თ 
| ძ» | ჩითძ«= | ძთ | IC, თ)». (4.5 
(2 %ე L 2 ი 

დამტკიცება, მე-5 თეორემის თანახმად, ყოველი ჯ-სათვის, რო- 

მელიც ძ4-ზე მეტია, ადგილი აქვს ტოლობას 
I2 თ თ-1 4 

I ძX I I(X,თ)0ძთ= I ძთ I IIX, თ) შX. (4.6) 
ი 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ 

თჯ ჯ %. +თ 

IIთ | ძთ I /(X,თ)ძX= | ძთ | M”ათძა. (4.7) 
(++თ5, 4 ; 2
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მართლაც, ავიღთთ ნებისმიერი დადებითი § რიცხვი. რაკი ინტეგრალი 
+თ 

I IXM,თ)ძჯ თანაბრად კრებადია (თე,თ,) სეგმენტზე, ამიტომ არსებობს 

თ-საგან დამოუკიდებელი ისეთი დადებითი რიცხვი XV, რომ 

, I(X,თ)ძX , როდესაც 7>X» 
1... 1“ 

6-ს ყველა მნიშვნელობისათვის (თე,თ,1 სეგმენტიდან, შემდეგ 

I ძთ 7 Iირძა- I ძთ I ICX,თ)ძX 
თს შ 9 

I' ძთ 'ხუ–> თ)ძჯ 

როდესაც (>. ეს კი ამტკიცებს (427) ტოლობის მართებულობას, 
მაშასადამე, თუ (4.60 ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც 

(++>Cთ, მივიღებთ (4.5) ტოლობას, 
«> 

შენიშენა. თუ ინტეგრალი | IX თ)ძ» თანაბრად კრებადი 
თ 

  

< C 
  

  

    

<1 
+თ 

I I(X, C)0X | ძთ<- 4, 
I         

არაა Iთე,თ,კ1 სეგმენტზე, მაშინ (4.5) ტოლობა შეიძლება არ იყოს მარ– 
თებული. 

ზოგჯერ საჭიროა პარამეტრზე დამოკიდებული არასაკუთრივი ინტ. 
ეგრალის ინტეგრება ინტეგრების უსასრულო "შუალედზე. ამიტომ სა– 

სურველია ინტეგრების რიგის შეცელის თეორემის განზოგადება ამ შემ– 
თხ ვევისათვის. სანამ ამ საკითხზე გადავიდოდეთ შემოვიღოთ 

განსაზღვრა 2. ვთქვათ, /(ჯ,თ) ფუნქცია უწყვეტია (თ<-X< + «; 

თე= 6< + დ) არეში. ვიგულისხმოთ, რომ თ-ს ყოველი მნიშვნელობი- 

სათვის (თ.,-L თ| შუალედში კრებადია ინტეგრალი 

წ. I(X,თ)ძ»X. (4.8) 

ვიტყვით, რთმ (4.მ) ინტეგრალი თანაბრად კრებადია თ-ს მიმართ 

(თა, შუალედში, თუ იგი თანაბრად კრებადია ყოველ (თა,თ,) სეგ 

მენტზე.
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თეორემა 9. ვთქვათ, /(Cთ) ფუნქცია უწყვეტია და არა 

უარყოფითი (02=X<-LC; 6ა<6< +Cთ) არეზე. თუ ინტეჯ- 
რალები 

+= += 
. | Mითოძ» და | /(C, თ)ძთ 

წ თ: 

თანაბრად კრებადია თ-ს და ჯ-ის მიმართ (თე==X< + CL, 

და (ით–ლX<+ თ შუალედებში შესაბამისად, ამასთან, 

განმეორებითი ინტეგრალებიდან 

+ += +თ +Cთ 

| «I ჩათძი| ძ:I /(CX,თ)ძთ (4.9) 
არ თ « 4%ა 

ერთ-ერთი არსებობს, მაშინ იარსებებს მეორე განმეო- 
რებითი ინტეგრალიც და ადგილი აქვს ტოლობას 

სათ +თ „თ +თ 
I ძთ I ICX, თ) ძX= I ძX I I თ)ძთ. (4.10) 
-ა 9 4 % 

დამტკიცება. აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 

(4.9) განმეორებითი ინტეგრალებიდან არსებობს პირველი განმეორე- 

ბითი ინტეგრალი. 

ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვი 6. არასაკუთრივი ინტეგრა- 

ლის · განსაზდვრის თანახმად, აღებული 6 რიცხვისათვის მოიძებნება 

ისეთი X(C-) რიცხვი, რომ როდესაც 7>X» ადგილი ექნება უტოლობას 

ხთ +თ ' + · 
– –-,. (4.11 0< I ძთ I ICX,თ)ძX I ძთ 1 IX,თ) 9X < 2. (4.11) 

ე 

შემდეგ, რაკი ინტეგრალი ICX.თა)ძX თანაბრად კრებადია თ-ს მიმართ 

ი
“
 

+
 

(თე=თ< + I შუალედში, ამიტომ მოიძებნება თ-ზე დამოუკიდებელი 

ისეთი LC) რიცხვი, რომ 

+თ 8 

| MX040)ძ9%X<-=–--–-–-, როდესაც 1>X. 
2( -– თ 1 – %) 

მაშასადამე, როდესაც 1> # გვექნება
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+თ, ე ჯ ' 

0=< I ძთ I IMX,თ)0X-– I ძთ I I(CX,თ)0X= 
-X 2 4 

4 +თ · | 
= | ძთ| /(Cით)ძ»<--. (4,12) 

თ 1 2 
თუ გავითვალისწინებთ (4.11) და (4.12) უტოლობებს, მიგიღებთ 

4+2თ + 

0 == I ძთ I 1(X, 6). ძIL–- I ძთ / 00 თ)ძX< 6, 

I %ა 

როდესაც (> XV ,1I> IL და რადგანაც ( და | სასრული რიცხვებია, ამიტომ 

! ძთ I ICX,თ)თX= I ძX I IMX,თ)ძთ, 

ამრიგად, როდესაც 1>, (>, გვექნება 

0 = I თ / I(X,C)ძX– I ძX I I(X,თ)ძთ <6. 

თ 

შემდეგ, რაკი /იო>ი, “ამიტომ . 

9< | _ «I. I(X.თ)ძX –– I ძX I ICX, თ) ძთ =:%, 

თ 

როდესაც 1> ჯ. ეს იმას ნიშნავს, რომ “არსებობს განმეორებითი ინტე– 

გრალი ( I თბი და შართებულია (4.10) ტოლობა, 

ი %ე 

§ 5. განსაყღეტული ინტეგრალების გამოთვლა პარამიტრით 

გაწარმოიბიხა და ინტებრების საშუალებით 

%Xმაგალითი 2. გამოვთვაულოთ დირიზლეს ინტეგრალი 

7= I ზა» ჯ ძმ». 

ჯ Xჯ 

ამოხსნა. წინასწარ განვიხილოთ ინტეგრალი 
+= · 

(თ) = I ათ 817 X 

ზ » 

  

  ძX, C>0. (5.1) 

2 ვლ. პელიძე, ე. წითლანაძე
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ეს ინტეგრალი კრებადია (0,+ I შუალედში და გაწარმოებით მიღე- 

ბული ინტეგრალი თანაბრად კრებადია ყოველ (6,+ თ) "შუალედში, 
სადაც 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია. მართლაც, 

4+= - +თ “-Iთ “6 
I 6 -L8)ე X0X < I 6-=9 ქ = < 

წ! 

  

      

% C 

– + 
ამ უტოლობის თანახმად, ინტეგრალი I 6-თX 81) XIX თანაბრად კრე- 

შ 

ბადია |6, + CL შუალედში. მაშასადამე, 

· +თ 

XC) =– I ი 92% ვ1უჯXICX, 
ი 

  

  

  

მაგრამ 

I – 
| «4 8ნ0X2X = 5 C 2911 6080 _ _ 1 _ 

ი 1+Cთ 1+თ2 

აქედან მივიღებთ 
1 

#”Cთ=–- · თ=- =>, 

თუ მოვახღენთ ამ ტოლობის ინტეგრებას თ-თი, მივიღებთ 

#(Cთ)=C–გX6ხე თ, (5.2) 

სადაც C მუდმივია. რადგანაც 

+% უკი += 1 1 გამბიის <1 -=თ 1, 
0 X» | 9 L4   

ამიტომ 

1110 XC) =0. 
თ«თ-–თ 

, მაშასადამე, თუ (5,2) ტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როდესაც 

თ->+თ, მივიღებთ 
0=0-- +, 

2 

საიდანაც C= = . ამრიგად, 

XV) = 5% ვ» C> =მ2?LC LC 4, 2 
რთ
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ანუ 

+თ 

I“ 
I0,-+თL შუალედში XV) ენქციის უწყვეტობის გამო გვაქვს 

  % +=816 ხდ –. (5.3) 

+თ=თ 

10 I (თ)=# (0= | 8)0X .. (5.4 
6--0+ ზ X 

მეორე მხრივ 

IIთ 8'ლ(ც --=-” (5.5) 
თ-.0-L თ 2 

მაშასადამე, თუ (5.3) უტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც 
თ->0 და გავითვალისწინებთ (5.4) და (5.5) ტოლობებს, მივიღებთ 

  

+თ _. 

I 801 ა.წ. (5.6) 
6) X 2 

მაგალითი 3. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

+თ . 
მ-ი–-”ჯ 

1= ძ. | ,--   

  ამოხსნა. რადგანაც §19+# ლუწი ფუნქციაა, ამიტომ 
Xჯ 

  

თ 
I 811 ჯ ძუ=7#. 

X 

ადვილი დასამტკიცებელია აგრეთვე, რომ 

– , როდესაც თ>90, 
+ 

I _910 თჯ _ X= 1 0, როდესაც C=90, (5.7) 

9 

–- , როდესაც თ<0, 

%მა გალითი 4. გამოვთვალოთ პუასონის ინტეგრალი 

+თ 

I= | ი«-ბძ. 
(I)
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ამოხსნა; მოცემული ინტეგრალის არსებობა ადვილად მტკიცდღე- 

ბა. ამ ინტეგრალში მოვახდინოთ ჩასმა 

X=თI, 

სადაც თ ნებისმიერი დადებითი რიცხვია. გვაქვს 

+თ 

1=თ გ” თ%9 ქ/, I. 
თუ ტოლობის ორიჭვე ნაწილს გავამრავლებთ 2 2"Iთ გამოხახულე- 

ბაზე და შემდეგ ვაინტეგრებთ 0-დღან +- C-მდე, მივიღებთ ' 

#= | «თ კთ| თკ იშშქ/, (5.8) 
ი 9 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

( ,თ)=თგ თ50+/%) · 

ცხადია, რომ /I(,,თ)>>0. ამის გარდა, ინტეგრალები 

+ +თ= 

| “ I6თი და | /(,თძთ 
ი 0 

თანაბრად კრებადია (0,+ %( შუალედში. მართლაც, 

    

  

  

+თ +თ 90+/9) +თ= ძ 
” = > _– -------= I I( თ)ძ! თ I ტ ძ! < თ I 11 2%1+#45 

1 : თ +თ -. 1თ 
= 3X6LC „ <- “გლ · 
==5| ს ვლ--)) 2 ხ=-= 

მაშასარასე, ინტეგრალი |. II,თი, თანაბრად კრებადია (6, + C( 

ნ) 

მუალედში, სადაც 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია. 

ანალოგიურად მტკიცდება I M,თძთ ინტეგრალის თანაბრად 
L 

კრებადობა (0,+ %( შუალედში. მაშასადამე, მე-8 თეორემის თანახმად, 

თ “ო. ?' «თ +4თ 
I ძთ I I(I,თ)ძ1= I ძ I (8 თ) ძთ, 
· 0 0 8 |
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+ მქ 1 90, 1 ძ 1 9(1+/2) ქე თი” თმ? (-–თ2/ბკ თი თ თ. თვლით 
ამრიგად, თუ გადავალთ ზღვარზე, როდესაც C->0, (5.5) ტოლობის 

თანახმად, გვაქვს 

ათ “+თ ' 1 + 
#"+= I ძ! I თე თ0+9ქდ = I 

0 2 ი 9 

  

_ 
”ეს 

1 + - 

აქედან 

  

+= · 
| «ძ»= C= ს. (5.9) 
0 

მაგალითი 5. გამოვთვალოთ ფრენელის (IC6C§5) 61) ინტეგრალი 

| თა» 1= 510 X-თX. 

ი 

ამოხსნა. თუ მოვახდენთ ჩასმას /=X?, მივიღებთ 

1%+ 
I= – | 

2 ა: 

მაშასადამე, არსებობს ინტეგრალი 7. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

11 2 1” 
== 

  

(LI VI: 
  

მაშასადამე, 

#=   
1. 15 + , 

I ძ! I ტ-!?ზც1ი (ძი. 
V X+- 9 0 

დავამტკიცოთ, რომ 
“თ +თ 
I ჩ/ I ცივი (> | 

ი ი 

ამისათვის განვიხილოთ ინტეგრალი 

+ წ 
ძი I (ყვი Iმ,. (5.1თ 

0 

1” „, 51 : 
7” = “I – ი”, 

· V ! 
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სადაც # დადებითი რიცხვია. ჯერ ვაჩვენოთ, რომ 

+თ +თ , –+თ -ით წ 

I ძ! I 4“ (5X2მ/81ი (ძგ= I ძა I ი-VI+>9V ყუ #ქL. (5.11) 
9 ი 0 0 

რადგანაც ინტეგრალები 

+თ ” +თ , 
I 002 VI ა1ე (ძე და I 0 (0+2 M51. 10! 
შ ბ 

თანაბრად კრებადია (0, + თ( შუალედში და არსებობს 

| +თ +თ 
I ძიძსI «თ 6M+CMIვIიჯ|ძ!, 

შ ე 

ამიტომ, მე-8 თეორემის ძალით, მართებულია (5.11) ტოლობა. შემ- 

დეგ ადვილი შესამჩნევია, რომ 

  

  

+თ +თ 

#/= 2_ I ძ! I 6-(9+2% ი; ჯძი. 
“ %# ი 0 

(5.11) ტოლობის თანახმად, 

_ გი %=ო , 
I = – I ძი I ი (MX M 59101ძ1= 

X 0 0 

+თ 
_ 2 I % (5.12) 

V“#. ჯ ი 1–+(L-L 2)? 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ 

    

+ + 
წ _ ძ _  _ I _ძი_ (5.13) 

09% გუ 14+(%+27)1 უა 14 

გვაქვს 

18 « (| «თ. _. I #-L2ე? 
გ 1-+-ეტ 5 30» ა (1+2M1+C(-+-79)?) 

მაგრამ მიღებული ტოლობის მარჯვენა ნაწილი მიისწრაფვის ნულისა– 

კენ, როდესაც #->0. მაშასადამე, მართებულია (5.13) ტოლობა. 
ამრიგად, თუ (5.12) ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც 

#->0, მივიღებთ
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/ ყი, , ე 2 | ძი 
ი VL! MI 1+“ 

მაგრამ 

ძ2 ჯ 
+ 

I 1-0. 2 2. 

#5 11/% 
1 2 => _. 5,14 I 81იხ X? ძX 2 / “ (5.14) 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ 

+= – 
|  ი5XX= 2)/ 2 5.15) 

2 2 

  

მაშასადამე, 

+თ + 
ინტეგრალებს I 9810 XXთX ღა I 0095XძX ეწოდება ფრენელის 

ი 

ინტეგრალები. ეს ინტეგრალები გეზხვდება სინათლის დიფრაქციის 
თეორიაში. , 

ფრენელის ინტეგრალები გვიჩვენებს, რომ არასაკუთრივი ინტეგრა- 

ლი შეიძლება კრებადი იყოს იმ შემთხვევაშიც, როდესაც ინტეგრალ–- 
ქვეშა ფუნქცია არ მიისწრაფვის ნულისაკენ, როდესაც X#->++ თ. უფ- 
რო მეტიც, არასაკუთრივი ინტეგრალი შეიძლება კრებადი იყოს იმ 
შემთხვევაშიც, როდესაც ინტეგრალქვეშა ფუნქცია შემოუსაზღვრელია, 

მართლაც, განვიხილოთ ინტეგრალი 

1= I 2% 608 (#")ძ%. 
ი 

4 
როდესაც –V=ს” ML (1:=0,1,...ე) ინტეგრალქვეშმა ფუნქცია ღებუ- 

ლობს მნიშვნელობებს 

4 წ 
2 MV MX 008 #X=(–-1)ჩ2|/ XXL. 

მაშასადამე, ინტეგრალქვეშა ფუნქცია შემოსაზღვრული არაა. მასთან, 

თუ მოცემულ ინტეგრალში მოვახდენთ ჩასმას «1=ჯ, მივიღებთ კრე– 
ბად ინტეგრალს
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-+= 

I 008 X?ძX. 
ი 

მაგალითი 6. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

+თ 
1–-08 ჯ 

#1= –-- “–ძ/. LI “» 
ამოხსნა. განვიხილოთ ინტეგრალი 

+თ 

XL = I 6 +608 თ» თ». 
L 

ეს ინტეგრალი თანაბრად! კრებადია (0, + CL შუალედში, თუ გამო- 
ვიყენებთ ნაწილობით ინტეგრების ფორმულას, მივიღებთ 

  

  

  

  

CC) => - · #9 =--, 

შემდეგ, მე-8 შეორეშის | თანახმად, 

თ. , · +თ თ 

I 6-4 «| ტ +609 CXმX= | – “ძX | ა08 =Xძთ=– 

_ / 8)0 თXჯ = +, 

0 X 

საიდანაც, 

+= ' · 

I ი» 20-%%X ვა 8; სწ თ. 

ტოლობის მარცზენა ნაწილში ინტეგრალი თანაბრად კრებადია |0, + I. 

შუალედში. მაშასადამე, 

თ . თ +თ= . 

| ბი+##ძ.= I % | -.-99M3.= 
90. 0 მშ ჯ. 

+ 6 %# კ 9... 
=I 2 #I ზამ 0ი#= 

  

, _-. 1–იიმთჯ 
ტტ,“ რძ” 

: თი
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მაგრამ 

თ 1 
I 2X6 LC ჯ01= თ8L6Lწ –თ–– ლ 10 (1-++თ)). 
6) 

ამრიგად, 

1= ” +908 თX 
| _'--.-“ – ძა=თ200(6C-- --Iი0+2. (5.16) 
ი 

ვთქვათ, «>0 და (5.16) ინტეგრალში მოვახდინოთ ჩასმა X= + 
C თ 

მივიღებთ ? 

+თ „.__ „> 1 I 1 ილ C კ/=8Xლსდ თ-- 10(1 4. თ“ . 

2თ 

ამ ტოლობაში გადავიდეთ ზღეარზე, როდესაც თ->-LC, მივიღებთ 

+თ , _ 
I 1--009, კ 5. (5.17). 
1 – 2 

გვაქვს აგრეთვე , 
+თ ც,უ?.- +თ _ მ» +თ · წ 

I 1–-008/ ., _ =2 | _2 «= | (5 )M» 

ე / - ! 0 X 

მაშასადამე, (5.17) ფორმულის თანახმად, 

' დსთ, 8 
წ (“" )+=- ! (5.18) 
ს X 2' 

(5.18) ფორმულას გამოყენება აქვს ფურიეს მწკრივთა თგორიაში. 

§ 6,-ეილერის ინტმგრალები 

19. ეილერის ინტეგრალების განსაზღვრა, მათემატიკური ანალიზის 
მრავალ საკითხში გამოიყენება ეგრეთ წოღებული ეილერის პირველი 
და მეორე გვარის ინტეგრალები. ამ ინტეგრალებს აქვს სახე 

' · 

18(ჯ%, 9)= I”' (1 –– X)21 ძა, (6.1) 

#” (ი)= ჯი 169 კ. (6.2)
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თეორემა 10. 8(»,თ ინტეგრალი კრებადია მაშინ დღა 

მხოლოდ მაშინ, როდესაც »ჯ>0, 0>0. 

დამტკიცება. ავიღოთ ერთზე ნაკლები რაიმე დადებითი რიცხ- 
ვი 6 და განვიხილოთ ინტეგრალები 

· 
ჩ»= | #პი–არძი ს | «%0–ალძ» 

ბ 

ადვილი მისახვედრია, რომ 1, ინტეგრალი კრებადია მაშინ და მხო- 
ლოდ მაშინ, როდესაც 2>0, ხოლო 7, ინტეგრალი კრებადია მხო- 

ლოდ იმ შემთხვევაში, როდესაც 4>0. მაშასადამე, #(ჯ,წ) ინტეგრა- 

ლის კრებადობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ გვქონდეს , 
92>0, 9მ>0. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 11. IVჯ) ინტეგრალი კრებადია მაშინ და მხო- 

ლოდ მაშინ, როდესაც ჯვ>0. 

დამტკიცება. ვთქვათ, »>0. განვიხილოთ ინტეგრალები 

' ს 
ჯ,= I Xო6+ძX ღა 1:= I ჯი 10 XX. 

1 

ცხადია, რომ” 1, ინტეგრალი კრებადია. 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ 7,კ ინტეგრალი კრებადია. გვაქვს 

ი”-1 –1 

X კ.= -- –-–-რ4< 
() 1+-X#+ .. ... 
    

  

თუ ავიღებთ #-ს იმ პირობით, რომ »-+1-–-7»>1, მაშინ ინტეგრალი 

-+L= 
( ოს 
1 : 

კრებადია და, ამიტომ კრებადია 7, ინტეგრალიც. ამრიგად, IL") ინ- 

ტეგრალიც კრებადია, როდესაც, 7>0. 
ახლა ვთქვათ, ჯ=<0. ამ შემთხვევაში #, ანტეგრალი განშლადია 

- და, მაშასადამე, განშლადია IX») ინტეგრალიც. თეორემა. დამტკიცე- 

ბულია. 
შემდეგში ვიგულისხმებთ, რომ 92–2>0, «>90.
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8(»,თ) ინტეგრალს ეწოღება ეილერის პირველი გვარის 
ინტეგრალი, 7») ინტეგრალს კი–მეორე გვარისა. >8(ი,0) 

ინტეგრალს ეწოდება აგრეთვე ბეტა-ფუნქცია, IM») ინტეგრალს კი- 
გამა-ფუნქცია, 

ახლა ვთქვათ, »>1 და დავამტკიცოთ, რომ მართებულია ტოლობა 

I"2)=(ს--1)1M8 -–1). (6.3) 

ნაწილობითი ინტეგრების ფორმულის თანახმად 

+თ +თ" 

L()=|-XC 16%) -+(C--1) I ჯჩ %-"ძX=(0--1)LMდ--1). 
: 0 

მაშასადამე, მართებულია (6.3) ტოლობა. 

თუ »=:>ჯ, სადაც #» მთელი დადებითი რიცხვია, მაშინ (6,3) ფორ- 

მულის გამოყენებით (#--1)-ჯერ, მივიღებთ 

ICI) = (L-––1)!IM1); 
მაგრამ 

–+თ 

IM1)== 6 X0X==1. I 
მაშასადამე, 

1"თ)=(C(8-––1)! (6.4) 

99. დამოკიდებულება ბეტა-ფუნქციასა და გამა-ფუნქციას შორის. 

ახლა ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ ბეტა-ფუნქცრა შეგვიძლია გამოვსახოთ გა- 

მა-ფუნქციის საშუალებით. სახელდობრ, მართებულია შემდეგი 

თეორემა 12. ადგილი აქეს ტოლობას 

LV)XC). . . 69 
IMი-+V) 

დამტკიცება. თუ (6.2) ინტეგრალში მოვახდენთ ჩასმას X=Vთ/, 

სადაც თ>0, გვექნება 

+თ _ 
1'(დ) = თ I ჯი-1,- თ(ქჯ, 

0 

აქედან 

| 1 1. 192 “+=- !| (ი-1,- თქ. (6.6) 
«ი (7) უა
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  ახლა (6.1) ინტეგრალში თუ მოვახდენთ ჩასმას X= _ ჯ , მივი– 
+ 

ღებთ 

890, თ = / #X# I“ (6.7) ჯ», ი” 1 (1->-1)ჩ+42 ' 

"თუ (6.6) ტოლობაში უ-ს შევცვლით (დ+ძ)-თი, თ-ს კი (1+-ყ)-ით, 

მივიღებთ 

ჯი+ი-1 +)! კ.   

1 1 1 
= I (1+6ყი'“”! IXCო+ძ) % 

ამ ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ, ყ” 1ძყ. გამოსახულებაზე და 
შემდეგ ვაინტეგროთ V-დან + --მდე, გვექნება 

+= -1 + +თ 
I ყი ძყ= 1 I ყნპძყ I ჯ01+ი“1ც-01+V) ძყ, 

ბ (1+ყ)ენ!? II9+07) ი ზ 

ანუ, (6.7): ტოლობის ძალით, 

  

თ +თ 

18, ძ) = ყ”ბეყ I ჯი+ი“1-“04+V)/ ძ/. 

0 

  

+ 

IC 1 

შემდეგ მე-8 თეორემის საფუძველზე ადვილად მტკიცდება შემდეგის 
ტოლობის მართებულობა: 

თ “+ თ + +თ= 

ყი! პე I ჯი+9-1გ-0+)/ ქ/= I წ) I ყნ”1 ჯი+0“1 გ-01+// ქყ.“ 

C 9 8 

, მაშასადამე, 

ი, ძ) = 

თ +თ= 

ჯ0+C 126 I ყი 'ძყ, 
ი 

  

+ 

„თ 1 
მაგრამ (6.6) ფორმულის ძალით 

–+თ 

| #'.4#ძყ= 4200, ი 
9 ” 

ამიტომ | 

  

+= 1. 
XXი, თ= +. 1. 22 ძ; = 

I(ი+თ
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+თ _IX9_ /. აო – -700XX0 , 
_ წთ+0 ჯ II§+ძ) 

ამრიგად, თეორემა დამტკიცებულია, 

(6.5) ფორმულის საფუძველზე ადვილი შესამჩნევია, რომ 

8(0ი,დ == 8Cღ,ჯ). (6.8) 
ვ. დაყვანის ფორმულა ბეტა-ფუნქციისათვის გამოვიყვანოთ 

დაყვანის ფორმულა 18(ჯ,0) ინტეგრალისათვის. ვთქვათ, «>1. თუ 

მხედველობაში მივიღებთ (6.3) და (6.5) ფორმულებს, გვექნება 

(ყ-–1)IXთ)IXV-–1) _. 

(ი+-9იძ–1)I(დC+0ძ0-–1) 
  

აქედან 
–=-1 · 

ჩX(ჯ, ძი) = _ 19(7.0-–-1). (6.9) 
7+ძ-–-! 

ეს ფორმულა "შეგვიძლია გამოეიყენოთ იმ მიზნით, რომ შევამციროთ 
დ, როდესაც ძ>1. მაშასადამე, (6.9) ფორმულის თანაზმად, ყოველ– 

თვის შეგვიძლია მივაღწიოთ იმას, რომ გვევნეს ძ=1. 

თუ »>), მაშინ, (6.8) და (6.9) ფორილის ძალით, მივიღებთ 

1(ჯ, თ =   13(»--1, თ. (6.10) ---. )--1, ძ). 

იმ შემთხვევაში, როდესაც 0=7#, სადაც # მთელი დადებითი რაც- 

ხვია, (6,9) ფორმულის თანდათანობითი გამოყენებით მივიღებთ 

(0-––1)(%––2)...2 · 1 
  

  

(ი, = 19(7ჯ,1). 

შლ ა ი- (0+--2..(74+1) 7 
მაგრამ 

! 1 
8(ი,1)= | #12 = ––. 

9 4 

მაშასადამე, 

. 2...(1-–1 8(ი,»)= 8C,ჯ) = 1.2...თX-1) (6.1) 
'" »(+1X#დ-+2)..-(დ-+7»+––-

1): 

4". I") ფუნქციის დაშლა უსასრულო ნამრავლად. (6.6) ფორ- 

მულიდან გვაქვს
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+ თ 

IC) = თ? I XVI ,-2ძჯა, თ>0. (6.12) 
0 

აქედან ვღებულობთ 

IM»)> თ? I ჯი 160 თX2X 
ნ) 

და რაკი 6X%>1--X, ამიტომ 64%9#>(1–-კე#. მაშასადამე, 

IV») >თ” I X9 11 ––X)% ძა, 
წ) 

ანუ 

IM»)>6თ08(თ+1).. (6.13) 

შემდეგ, რადგანაც 0->1-+X», ამიტომ 6 1X<(1 +) ჩ, სადღაც 8> ჯა 

თუ (6.12) ტოლობაში თ-ს შევცვლით მ-თი და გავითვალისწინებთ 
ზემოთ დაწერილ უტოლობას, მივიღებთ 

+თ 

IX§)<ჩ0ე | X»X2“ X1 +“ მძ». 
· 0 ” 

ამ ინტეგრალში მოვახდინოთ ჩასმა 71= 3. გვექნება 

1 

IV)>წი | #10 --იეჩ ”ძ/=ჩ0.8(ი,6--ჯ). (6.14) 
0 

(6.13) და (6.14) უტოლობები შეგვიძლია ჩავწეროთ ასე: 

თჩიI(ც,თC-+ 1) < I'Cჯ) < ჩ9.8(ჯ,ჩ – ჯა). (6.15) 

ახლა ვთქვათ, რომ თ=ჯ, ჩ-- ა=#-+1, სადაც # მთელი დადები- 
თი რიცხვია. მაშინ (6.15) უტოლობები მიიღებს სახეს 

თი9MVთ,ა-+-1) < IX») < (I-+1 + ჯი). 8(2,#+1). 

1<- IV <(0+1+#V 
აქედან 

, #2 8(ი,Xჯ-+-1) 0) 
საიდანაც 

1 

ი<- ი ”  , <1+7 . 
»9ი8(9.#-+1) »
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შემოვიღოთ აღნიშვნა: 

· | 1C) __ M_, |). 6<1, 
ჯ+1 #»ი1838(»ი,#-+ 1) · 

ამ ტოლობიდან გვაქვს 

#»+1 გ V IX) =%M9-1(ჯ, »+1)| 1 + > 09 I. 

  

თუ მხედველობაში მივიღებთ (6.11) ფორმულას, გვექნება 

LI 1 ი> საბ 
ჯX(C9-+1)ი9+2).--(დ+») » 

ამ ტოლობაში გადავიდეთ ზღვარზე, როდესაც #-++თ, მივიღებთ 

| 
IIწ) = # (6.16) 

ლ ი 1 0+2. (2-6) 
ეს არის ეილერ-–გაუსის ფორმულა IV) ფუნქციის დაშლისა უსასრუ- 

ლო ნამრავლად. 

(6.16) ფორმულიჯღან მივიღებთ შემდეგ ლოთ ტოლობას 

#XLCX-L1XX+2)-.-(დ+») _ (6.17) 
-! ჯ ე" 

ეს ფორმულა გამოიყენება მწკრივთა თეორიაში, 

ნმ. დამატების ფორმულა. თუ (6.7) ფორმულაში ვიგულისხმებთ 

ძ=1–- ი, სადაც 0<»ჯ<1, და გავითვალისწინებთ (6.5) ფორმულას, 

მივიღებთ 

    1”(7) =    
  

  

  

  

“თ ი 
1M#)IM1-– #)= | ძL. 

1. 14! 
გამოვთვალოთ. ინტეგრალი 

+თ= ი“1 

L= I 1 ძ!. (6.18) 

· ი 1+1 · 

ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ ჯ რიცხვს აქეს სახე, 

_ 2»XL-+1 

27.” 

სადაც » და #» მთელი დადებითი რიცხეებია, მასთან #»<». თუ 
(6.18) ინტეგრალში მოვახდენთ ჩასმას #=ჯ2ი2, მივიღებთ:
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+თ ჯი 

1=2ი ძ»X. 55 
როგორც ვიცით (იხ. ტ. 1, გვ. 536), 

+თ X#”" ძX=> --- ა. --- 1 
1+»ჯ"” 2» : 2ი+1 

შ ·ემი-–––––- XჯX 
2» 

მაშასადამე, | 

1 >... 
81ს ოს 

ახლა დავუშვათ, რომ ჯ» არის. ერთზე ნაკლებით ნებისმიერი დადე- 

· += 'გ-L 

ბითი რიცხვი, ჯერ დავამტკიცოთ, რომქ ინტეგრალი I 3 ი! 

0 

არის ჯ-ს უწყვეტი ფუნქცია 10, 1, ინტერვალში. ავიღოთ 0 და 1- ს 

შორის ორი ნებისმიერი რიცხვი ჯ' და ჯ” 

0<ი'< დ” <1, 

გვაქვს... · 
' +თ 'წი“1 1 #4 

I= | -““-/- | 222 
1 1+! 1 1+! 1+1 

ვაჩვენოთ, რომ 1) და. I, ინტეგრალები თანაბრად კრებადია (ჯ”, » 

შუალედში. გვაქვს: 

  

  

             

იბ. 

1 +" 

აქედან გამომდინარეობს #  ტეგრლის თანაბარი კრებადობა ჯ-ს მი- 
მართ (წ, დ“ შუალედში. მაშასადამე, ინტეგრალი უწყვეტია 

19, 1 შუალედში. ' 

შემდეგ, ჯ-ს ყეშელ მნიშვნელობას 10,1( შუალედიდან. შეგვიძლია 

მივუახლოვდეთ 22+ ! 

  

  

ჯი + 

Iს< (+. -ძV/ Lგ< I 
0 

  

სახის რიცხვებით, "სადაც # ღა #» მთელი 

დადებითი რიცხვებია, მასთან ჯე < ჯ. ამიტომ 

1 /01 +თ „ფო+ბი- 
ძ?= ი... · _.- (ი/= 

ი. 1+! ააა 1 1+1 
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  = 1Iთ ხს = ს. · 
(2თ4+I))ბ2ი ი ვე 2»-L1 ჯ 810 »L 

2 
ამრიგად, 

IM#ი)I (1–-ი) = ღოლო (6.19) 

ამ ფორმულას ეწოდება დამატების ფორმულა. 

დასასრულ, ვთქვათ, რთმ ჯ= – „ მაშინ (6.19) ტოლობა გვაძ- 

ლევს: 

იც)“ 
აქედან | 

იცეარ. 
ე. ი 

–1. - 

ჯ " #/კ(=V/ X. 

ლ
.
.
.
 

L 

თუ ამ ინტეგრალში მოვახდენთ ჩასმას ჯ=X#?, მივიღებთ 

  

+> _ 

I გ MIX = V თ 
ბ 2 

§ 7. ხტირლინგის ფო#4ვულა 

როგორც ვიცით, თუ #» მთელი დადებითი რიცხვია, მაშინ 

+= 

„!= | X?6 XძX. (7.1) 
| .. ·, 

უნდა აღინიშნოს, რომ დიდი რიცხვების ფაქტორიალებს მეტად მნიშე- 
ნელოვანი ადგილი უკავი, როგორც თეორიულ გამოკვლევებში, ისე პრაქტიკულ გამოანგარიშებებმიც. სტირლინგის ფორმულის მიზანია 
ვიპოვოთ »! სიდიდის მიახლოებითი მნიშვნელობა. 

ავიღოთ ფუნქცია : 

დ(X)=7ჯ06“+, 
23 ელ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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ადვილი საჩვენებელია, რომ ამ ფუნქციას აქვს უდიდესი მნიშენელობა 

(0,+=L შუალედში, როდესაც X=: 
· დ(ო) = უტ“ ”. 

ახლა (7.1) ინტეგრალი წარმოვადგინოთ ასე: 

+თ 

I XI CX ძჯ= 1 ლიი ძჯ+ | აბი თლპX= 49 + 8... (7.2 
# 

4» ინტეგრალში მოვახდინოთ ჩასმა 

(- იის“ , (0.3) 
X» 

ხოლო მ, ინტეგრალში––ჩასმა 

(-/. =–+ი რი. -2. 
Xჯ 

ორივე ჩასმის შემთხვევაში გვექნება 

დანე =< ლიუმე“/. (7.5 

როდესაც »ჯ იზრდება 0-დან #-მდე, მაშინ, (7.3) ტოლობის ძალით, 1 

აცელება –-თ-დან 0-მდე, ხოლო, თუ ჯ იცვლება ჯ»-ღან + C-მდე, 
მაშინ, (7.4) ტოლობის ძალით, / იზრდება 0-დან + C-მდე, ამიტომ 

  

  

9 

4-1 „-ტ “ – ძI = აიი საა 
ძ! 

ი + ა, –____ 
0 

მაშასადამე, 
თ +თ 

X ი "ძალი იი I დი ძი”. 

გამოვსახოთ, 4, წარმოებული #-თი. (7.5) ფორმულიდან გყაქვს: 

9X _ 2ც8გ ი/ე 

ბ თრ მL-)
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თუ ვისარგებლებთ (7.5) ტოლობით, გვექნება 

  

  

_9ძX _ 2XI6 „იე! _ 2X _ 21 

ს გიუ იი ბა.) X–-#7 1-9 

ამრიგად, ) 

+თ +თ 

I ჰოი X ყX= 2უ56 7 I კე (7,6) 
0 თ 7. 1-5 

ჯ 

ახლა გამოვსახოთ 1” ფუნქცია /-თი, ამისათვის (7,3) ან (7,4) 
! ჯ 

ტოლობა კვადრატში ავამაღლოთ, გვექნება 

(?-= (X––ი)–- თ, )1ი MX, 
ჯ 

აქედან 
8 

კე. 5-.% 1.4, (7.7) 
2 # # 

შემდეგ ტეილორის ფორმულის თანახმად, 

აბა» +(2-)-6-)- 
-5(6 ე-ე! 

სადაც 0<ზ<1 თუ ამ გამოსახ ლებას ჩავსვამთ (7.7) ტოლობაში, 

  

  

მივიღებთ 

(5-7 I-+-)+ ს(–- –1 |!) 
2 ს» ი #L ჩ 

საიდანაც 

X MM ო+M/ 20-წ/ 
V # ს 2607 

მაშასადამე, V.-V“ 

1.95) M ი8-–MV 2V – V 2! 

X M #»+I 20-00 M#»+M 2(1--0/ 
ათ გამოსახულება ჩავსვათ (7.6) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში, გვექ- 
ება
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== +თ __ _ 
#»=I 2 აშ.” I IV » +ს/ 2(1--თ/C/?ძ, 

ანუ 
_ _ +თ= +თ „=V 296 თ | «/Mძ/4+2“7,ი | /(CIMXL--მ)ძ/. 

მაგრამ | 

I ი პძ1=LM/ ჯ. 

+თ 

რაც შეეხება ინტეგრალს | /6+%1-მ)ძ/, იგი! ზუსტად ვერ გამო- 

ითელება: იმის გამო, რომ ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ დგას მამრავლად 

1--მ, მაგრამ შეგვიძლია "დავადგინოთ ამ ინტეგრალის ზედა საზღვა- 

რი. მართლაც, რადგანაც 0<8<1, ამიტომ 

–+თ 

I (6 I%1 – .0) ქ 

  

+= , ჯო. 
< III 04“! = 2 72-0ქ(=1. I I 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

+თ 
თ= I (6 !'%1–-–0)ძ!, 

გვექნება __ __ 
_ თ»! = V/ 2X4695M თის”. # +226 #7 რთ. 

აქედახ 
  

2თ 
») = 9 6 ი ს/ 2 (1+. )' |თ|)<1. (7.8 

MM 2» 

ეს არის მათემატიკური ანალიზის ერთ-ერთი უმნიშვნელოვანეს" 

ფორმულა, რომელსაც სტირლინგის (8ხIIIIიდ) ფორმულა ეწოდება 

ამ ფორმულიდან გამომდინარეობს 

I 
ჰი –-–-“ ==), (7.9 

M8-თ გი. 2უX 

აქედან ვღებულობთ 
„ლუნი I)/ 25% .
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სავარჯიშო 

1. ბპოვეთ X" (თ), თუ 
თ? 

X#XL(თ) = I ტ-თX2X, 

(5“
) „ იპოვეთ XV), თუ 

00§ თ 

X#V(C) =- I აეაM1-– + ა, 
510 თ 

მ. იბოვეთ X"(თ), თუ 

თე X+C 

X#%C) = I ძX I §10(X2-CV2-–- თ?)რყ- 
ი X-თ 

4. იპოვეო X"(თ), თუ 

- 

XVთ) = I (X-L თ)ICX)ძX, 
90 

სადაც /00) დიფერენცირებადი ფუნქციაა. 
5. დაამტკიცეთ, რომ მთელი „» ინდექსის ბესელის ფუნქცია 

1. % · 
ჰასი = –_– ჯ 008 (1(დ–– X 91ი დ) #«. 

#2 ა 

აკმაყოფილებს ბესელის განტოლებას 

XIV (X) + XI ე(X) + 0მ-–-» მ) გ) =0. 

6. პარამეტრით გაწარმოების წესის გამოყენებით, გამოთვალეთ 

ინტეგრალი 

X 

I 1ი(1-20 608 X+ი”)ძ». 
0 

7. პუასონის ინტეგრალის გამოყენებით, გამოთვალეთ შემდეგი 

ინტეგრალები: 
+თ= | 

) | «40: პ“იიჯ (0>0, იი - ხ">0):
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+= „ვ 
2) I ტ 98 ცხ ხX0X (9>0); ი. „LI, (<>0). 

8, ვთქვათ, II) ფუნქცია აბსოლუტურად ინტეგრებადია |--თ, 
+ =<( შუალედში, „დაამტკიცეთ, რომ ინტეგრალი 

+ L--) (---.ე IM 

  +«C(X, ()= M6 42. '40M კ. 
2თ წ- L 

აკმაყოფილებს სითბოგამტარებლობის განტოლებას 

მV _ L ე" 
ძი იშ აე” 

და საწყის პირობას 

ჩათი M(X, 0 =10). 
–0+ 

მ. ეილერის ინტეგრალების საშუალებით გამოთვალეთ შემღეგი 

ინტეგრალები: 

: 

I) | #2 %-2ძ2X (C>9); 2) I 
ი 

  (4>09). 
წ · 

=» 
10, განსაზღვრეთ. არსებობის არე და გამოსახეთ ეილერის ინტეგ- 

რალებში შემდეგი ინტეგრალები: 

ს. 
+ . 

=>. (##>0); 2 | ი X+  (»M>9; 
8 ხელ 

  

“+ %" 1 %Mნ 1 

ვ ი. ძX. (8>90); 4) | 810”X6098წ/XძX; (« –) ძ. 12 | |(»1 ი) 

11, დაამტკიცეთ. შემღეგი ტოლობების მართებულობა: 

) | · XIX = +, 
(=> ი V 1-2“ 4. 
  

 



§ 7. სტირლინგის ფორმულა 332 
  

  

–+თ +>= ჯ 

2) ! ი ძX , II »1% 91 ძX = · 
მ I/ 2 

12. დაამტკიცეთ ეილერის ფორმულა: 

+= 
I (9-1 გ–1/00 C ცეც (X# 81 თ)0/ = => 

ს 

  

C08 იჯ,



თავი XI 

წირითი ინტებრალი 

ამ თავში განიხილება ინტეგრალის ცნების ერთი თავისებური გან- 
ზოგადება, რომელსაც დედი მნიშვნელობა აქვს როგი რც თეორიული, 

ისე პრაქტიკული გამოყენების თვალსაზრისით. 

§ 1. პირველი გვარის “ერითი ინტეგრალი 

ვთქვათ, X0ყ სიბრტყეზე მოცემულია წრფევადი ჟორდანის + წი 
რი, რომლის ბოლოებია 4 და 8 წერტილები (წახ. 14). განვიხილოთ 

ამ წირზე განსაზღვრული /(M)=/(X,ყ) ფუნქცია. ავიღოთ + წირზე 
4-ღან 8 წერტილისაკენ მოძრაობისას „4,, „ე,..., 4„-, წერტილები. 

  

    
ნახ. 14. 

აღვნიშნოთ 4 და 8 წერტილები 4ე-ით და „4ე,ე-ით "შესაბამისად. 

+ წირის ყოველი /#»., 4» რკალი (ჯ=1, 2, ..., ») წრფევადია 

და ამ რკალის სიგრძე აღვნიშნოთ #5, სიმბოლოთი.. 24.) 4, რკალზე 

ავიღოთ ნებისმიერი #,» წერტილი (L=1, 2,..., #) და "შევადგინოთ 

ჯ ი
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თ= » I(M,)ბა,. 

ჩX51 

თუ არსებობს თ ჯამის ზღვარი, როდესაც ყოველი #5ჯ -> 0' და ეს 
ზღვარი არ არის დამოკიდებული V წირის დაყოფის წესზე და #, 

წერტილების შერჩევაზე, მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება + წირზე აღებუ- 
ლი I(M) ფუნქციის პირველი გვარის წირითი ინტეგრალი და აღინიშ- 

ხება 

I IIM)ძ5+= | Iთ,ყაძდ ან | /LM)ძ§= | /იჯ)ძა. 
ჯ 7 48 #49 

ამრიგად 

M)ძ§= 1Iთ %' /CV,ატ I ((Mაძ5= მხი 2; (რაბი, 

სადაც 2 არის %»ა,(L=1, 2,.--, #) რიცხვებს შორის უდიდესი. 

შევნიშნოთ, რომ ზემოთ მოყვანილ განსაზღვრაში არავითარ როლს 
არ ასრულებს მიმართულება, რომელიც შეიძლება მივანიჭოთ » წირს. 

მაგალითად, თუ ჯ წირი შეკრული არაა და 4 და 84 სხვადასხვა. 

მიმართულებიანი წირებია, მაშინ 

I ICM)ძ§= | ICM)ძა. 
48 84 

ანაოოგიურადღ შეგვიძლია განვსახღვროთ პირველი გვარის წირი- 

თი ინტეგრალი, გავრცელებული სივრცით ჯ წირზე: 

| I200ძ:= | ICC თ იძ. 
+ + 

აქ იგულისხმება, რომ სივრცეში აღებულია მართკუთხა კოორდინატ- 

თა სისტემა და / ფუნქცია განსაზღვრულია მხოლოდ + წირზე. 

ადვილი დასამტკიცებელია პირველი გვარის წირითი ინტეგრალის 

შემდეგი თვისებები: 

17, თუ არსებობს # წირზე აღებული /(ჰ/) და #(M) ფუნქციე- 
ბის პირველი გვარის წირითი ინტეგრალები, მაშინ არსებობს /(M)+ 

+ჟ90M) და IM) – 2CM) ფუნქციების პირველი გვარის წირითი ინ- 
ტეგრალები და 

I (I(M) -- 9(M))ძა = IILM)#§+ | ყ(M)ძა. 
/ I 7
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89. თუ არსებობს ჯ წირზე აღებული /(M) ფუნქციის პირველი 

გვარის წირითი ინტეგრალი, მაშინ არსებობს #/I(M) ფუნქციის პირვე- 

ლი გვარის წირითი ინტეგრალი, სადაც X ნებისმიერი მუდმივია, და 

მართებულია ტოლობა 

I MIIIროძა=X | MM)ძა. 
7 L 

89, თუ არსებობს /#(M) ფუნქციის პირველი გვარის წირითი ინ- 
ტეგრალი ჯ= 48 წირზე და ეს წირი შიგა C წერტილით გაყოფი- 
ლია 40 ღა C 78 ნაწილად, მაშინ 

| MM)ძ:= 1 MIიბი+ | (XX. 
48 C C8 

თეორემა 1. თუ არსებობს X«=48 წირზე აღებული 
IM) ფუნქციის პირველი გვარის წირითი ინტეგრა-“ 

ლი და |/(M)| –ჯ#, მაშინ 

I LM)ძა | <XI, (1,1) 
7   

სადაც |! წარმოადგენს + წირის სიგრძეს, 
დამტკიცება. (ქ წირის ნებისმიერი 4ა 40: ტის 4 

დანაწილებისა და M/ C 4», 4, (+=1,..., თ.) წერტილების ყოველ- 
ნაირი შერჩევისათვის გვაქვს 

სა ICM,)#ტ§, 
#=1     

”» წ) 

< 2) | I(MV) | ბყალX 3) ტეი= #L. 
#1 #"! 

აქედან, თუ ზღვარზე გადავალთ, "როცა ყველა 49, –>0, მივიღებთ 
(1,1) უტოლობას. 

თეორემა 9, თუ ჯ წირი წრფევადია და I(M 0 =ICX.ყ.#) 

ფუნქცია უწყვეტია #«-ზე, მაშინ არსებობს +«-ზე აღე- 

ბული IM) ფუნქციის პირველი გვარის წირითი ინ- 
ტეგრალი და მართებულია ტოლობა 

1 

II(M)ძა= I IIXCI, ყC), #19, (1,2) 
I 0 

სადღაც X=X(9), ყ=ყ(3), #=/M() წარმთადგენს +» წირის
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ნატურალურ განტოლებებს, ხოლო 1 არის ჯ წირის 
ს იგრძე. | 

დამტკიცება. ჯ=4783 წირის # წერტილი მივიღოთ საწყის 

წერტილად. ამ წირის ნებისმიერ # წერტილს შეესაბამება გარკვე· 
ული § რიცხვი, რომელიც წარმოადგენს 4M რკალის სიგრძეს. 

+ წირის განტოლებები ნატურალური სახით წარმოვადგინოთ: 

X=X(3), ყ=Vყ(8), #=X#(3), 0<-3=-1. 

აქ პარამეტრად აღებულია ცვლადი რკალის # სიგრძე, 

' დავყოთ I წირი ქვერკალებად 4=74#ა, 4-ს, 4ი-ს 4ი=9#9 

წერტილებით და ყოველ „4, 4» რკალზე ავიღოთ ნებისმიერი წერ- 
ტილი #/.(C=1, 2,..., M). აღენიშნოთ „4, და M„, წერტილების შე- 
საბამისი ნატურალური პარამეტრის მნიშვნელობანი ვ, ღა თჯ-თი; .მა– 
შინ §ს – 3, ,=/ვჯ სხვაობა ”#ს., 4, რკალის სიგრძეა, ამიტომ 

1, IM)ბ9= 2; ILX(თა, Vყ(თ.), #(0.)1ტწ, . (1.2) 
#=1 #=1 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენს (0,1) სეგმენტზე უწყვეტი 

IIX(C8), Vყ(ყ), =(§)) ფუნქციის რიმანის ჯამს, ამიტომ ამ ინტეგრალური 

ჯამის ზღვარია IIXLC§), ყ(3), #(§3)) ფუნქციის განსაზღვრული ინტეგრა- 

ლი, გავრცელებული (0,1) სეგმენტზე. მაშასადამე, თუ (1.3) ტოლო– 

ბაში ზღვარზე გადავალთ, როდესაც ყოველი #5, -> 0, მიეიღებთ (1.2) 

ტოლობის. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 8. თუ ჯ წირის განტოლებებია 

Xჯ=XV), V=Vს(ე, #=V#LI), თლ=1=<8, 

სადაც Xი, Vყ(), #7) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციე- 
ბია (თ, ზ) სეგმენტზე, მაშინ არსებობს «+ წირზე 

უწყვეტი MM)=/(XVV #8) ფუნქციის პირველი გვარის 
წირითი ინტეგრალი, აღებული ჯ წირზე და მართე- 

ბულია ტოლობა 

| ICM)ძ§= 
7 

ჩ 9 8 ; წ #) (+) 
= M,. ყ(), == –= – | ძ/”. 1.4 1750, #ი «იI 1/ (+) +(X) +( 8 0.4 
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დამტკიცება. „ცხადია, + წირი წრფევადია და თუ ჯ პარამეტ- 

რის ზრდისას 4M რკალის §=3() სიგრძე იზრდება, მაშინ 

2 ძყ 2 ძი 2 

წ ბი -  (% ) +(% ) +(7 ) | 
(1.2) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მოვახდინოთ ცვლათა · გარდაქმნა 

§=§8(), მივიღებთ (1.4) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

თუ + წირი მოთავსებულია X0ყ სიბრტყეზე, მაშინ (1.4) ფორმუ- 

ლა ასე დაიწერება 

| MI0L= IICი, «I (« | + (+ I 0.5) 

როდესაც 7 წირი მოცემულია ცხადი განტოლებით 

- ყ=ყ(X), 0=X=ხ, 

მაძინ (1.5) ტოლობა მიიღებს სახეს: 

ხ 

I I(M)ძ+= | 0 ძხი) 1 / 1+ ( 9V ) ძX. (1.6) 
“ 2 ძX 

§ 2. წირზე განაწილებული მასის გამოთვლა 

  

  

ვთქვათ, სივრცეში მოცემულია უწყვეტი წრფევადი ჯ= 48 წირი, 
რომლის გასწვრივ განაწილებულია მასა, ამასთან „ცნობილია წირის 

ყოველ წერტილში წრფივი 0(M#M) სიმკვრივე. ვიპოვოთ ჯ წირზე განა- 

წილებული /„ მასა, ამ მიზნით დავყოთ + წირი ნაწილებად „4=.4ე, 
4ი:ს 4-ს 4ი=98 წერტილებით (ნახ. 14). 4M-) 4. რკალზე 

ავიღოთ ნებისმიერი M#, წერტილი და დავუშვათ, რომ 4», 4, რკა- 

ლის ყოველ წერტილში სიმკვრივე არის 0(M,). მაშინ 4.) 4 რკალ– 

ზე განაწილებული #, მასისათვის გვექნება მიახლოებითი გამოსახულებ ა 

ი·ა=>-=0(M,)0§8, ) 

სადაც ვ, სიმბოლოთი აღნიშნულია 4,_,, /#, რკალის სიგრძე. მთე- 
ლი საძიებელი ჯ მასისათვის გვექნება მიახლოებითი გამო სახულება 

== ?, 0(M,)#§,. 
#51
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თუ 0CM) უწყვეტი ფუნქციაა ჯ წირზე, მაშინ არსებობს მიღებული 
მიახლოებითი ტოლობის მარჯეენა ნაწილის ზღვარი, როცა ყველა 

ბაა->0 და » მასისათვის მივიღებთ ზუსტ მნიშენელობას 

== | ი(M)0§. (2.I) 
I 

მა გალითი 1. ვიპოვოთ ყ=0ძტხ -%, ჯაჭვწირის იმ ნაწილის 
თ 

მასა, რომლის ბოლოების აბსცისებია X=0, X=ძ, თუ წირის სიმკ- 

ვრივე ყოველ მის წერტილში წერტილის ორდინატის პროპორციუ- 
ლია. 

ამოხსნა. პირობის თანახმად, ი=-”- , სადაც # პროპორცი- 

ლ
 

ულობის კოეფიციენტია. შემდეგ 

93 _ IM 1+ (3. | =V 1-“+3MX =ი,-%. == #. 
ძX ძX ი ი 

მაშასადამე, 

ძ5§-–= -# ძX. 
ძ 

დასასრულ, (2.1) ფორმულის თანახმაღ 

ეუ. == I L წ. 9 ძX=I. 

აი ყ/ 2 

მაგალითი 2. შევისწავლოთ მატერიალური წერტილის მატე- 

რიალური წირით მიზიდულობის საკითხი. 

როგორიც ცნობილია, ნიუტონის კანონის თანახმად, მატერიალური 
M#M წერტილი »: მასით იზიდავს მატერიალურ IM წერტილს »Iე მა- 
სით იმ ძალით, რომელიც მიმართულია M, წერტილიდან M წერტი- 

ლი გამოსახულებისა, სადაც 1 მან-   ლისაკენ და სიდიდით ტოლია ჯ · 

ძილია M#,აე და M წერტილებს შორის, ზოლო ჯ არის კოეფიციენტი. 

რომელიც დამოკიდებულია საზომი ძირითადი ერთეულების შერჩევაზე. 

სიმარტივისათვის ვიგულისხმებთ, რომ ჯX=1. 

თუ Mა წერტილს იზიდავს M, M,,..-, M- წერტილები, მასე- 
ბით »1,, II ··., ე, მაშინ ტოლქმედი მიიღება ცალკეული წერტი-
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ლების მიზიდულობის ძალების გეომეტრიული შეკრებით, ამავე დროს 

ტოლქმედის გეგმილი კოორდინატთა ღერძებზე შესაკრები ძალების 

გეგმილების ალგებრული ჯამის ტოლია, თუ ტოლქმედის გეგმილებს 
კოორდინატთა ღერძებზე აღვნიშნავთ X და X-ით, ხოლო კუთხეს 

+= MიMჯ ვექტორსა და 0X ღერძს შორის 8/-თი (ნახ. 15), მაშინ 

  

ჩ Mჩ 

_ შით" მშე კ: 
X= ?, – 603 8, , »ჯ= ?, 3 9Iს 4., 

ა) 7 კ ?7# 

სადაც #, აღნიშნავს +, ვექტორის სიგრძეს. 

  

    
ნახ. 15, 

ახლა ვთქვათ, მიმზიდველი მასა უწყვეტად განაწილებული: LX 
წირზე. მიზიდულობის ძალის მოსაძებნად ღავყოთ + წირი ნაწილე- 
ბად და წირის ყოველი ნაწილის მასა მოვათავსოთ ამ ნაწილის ნების- 
მიერ MI», წერტილში, მაშინ კოორდინატთა ღერძებზე ტოლქმედის X 
და X” გეგმილების მიახლოებითი მნიშვნელობისათვის გვექნება 

ტ X=2, რანია 49% აი88., 

“ 

X= 2 თან M/აბი 91ი 9,, | 

”
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ვინაიდან წირის (კალკეული ნაწილის მასა მიახლოებით 0(M,)4§, სი- 
ღიდის ტოლია. თუ ყველა #3,-> 0, მაშინ ზღვარში მივიღებთ ზუსტ 

ტოლობას: 

27=თე | -6CM09083 კ, I =,, | 6C(M)919 5 კვ, (2.2 
წ ჯ '' ჯე 

სადაც » აღნიშნავს »=-M M# ვექტორის სიგრძეს, ხოლო 9. წარმო 

ადგენს კუთხეს » ვექტორსა და 0X ღერძს შორის. 

მაგალითი 3, ვიპოვოთ ის მიზიდულობა, რომელსაც ახდენს 
ერთგვაროვანი ნახევარწრეწირი ცენტრში მოთავსებულ ერთეულ მა- 
საზე. 

ი ამოხსნა, ვიგულისხმოთ, რომ ნახევარწრეწირის სიმკვრივე 0 =1. 

კოორდინატთა სათავე მოვათავსოთ მნახევარწრეწირს ცენტრში 

(ნახ. 16). 

  

  
  

0 

ნახ. 16. 

რადგანაც მოცემული ნახევარწრეწირი სიმეტრიულია 0V ღერძის 
მიმართ, ამიტომ X=0, მაშასადამე, დაგვრჩა მოსაძებნი მხოლოდ X 

გეგმილი. (2.2) ფორმულის თანახმად 

– (2392 5 
'4 I 2 ძა, 

· ” 

სადაც) ჯ აღნიშნავს მოცემულ ნაზევარწრეწირს, ჩვენს შემთხვევაში # = # 

(ნახევარწრეწირის რადიუსი) და ძა = #ძ9, ამიტომ 

  

! 19%... 2 
»= 5- | 8)0ე 9-I= –-, 

2 
ამრიგად, >X#=90, X#=-> ·
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§ ვ. მეორე გვარის წირითი ინტეგრალი 

ვთქვათ, X0ყ სიბრტყეზე მოცემულია ღია უწყვეტი + = #18 წირი, 
«ნახ. 14) და განვიხილოთ ამ წირზე განსაზღვრული I(M) =1(0თ=ყ) 

ფუნქცია. ავიღოთ + წირზე 7#4-დან ს წერტილისაკენ მოძრაობისას 

4ა 4ს---, 4, წერტილები; ეს წერტილები დაყოფს + წირს ნაწი- 

ლებად 
44, 4.4» ... 4ი-14ი. 

სადღაც 4.=4, 4„=28. ყოველ 4. ,4, რკალზე (ჯ=1, 2,..., » 
ავიღოთ ნებისმიერი ##=(წ, უ») წერტილი და შევადგინოთ ჯამი 

== 9) I(Mს)ბX= ე/(ნს უ,აბიი, 
#-=1 #5=1 

სადაც #რX. არის 4.4 ვექტორის გეგმილი 0)X ღერძზე. 

თუ არსებობს თ ჯამის ზღვარი, როდესაც თითოეული 4, 4 ვექ- 
ტორის სიგრძე ნულისაკენ მიისწრაფვის და ეს ზღვარი დამოკიდებუ- 

-ლი არაა + წირის ღაყოფის წესზე ღა არც M, წერტილების არჩევი- 

'საგან, მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება 48 წირზე აღებული მეორე 
გვარის წირითი ინტეგრალი I/(/)რ6X-დან და აღინიშნება 

| IXM)ძX ან. | IX V)რ>. 
48 48 

ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ /(#)თXა დიფერენციალი ინტეგრებადია 

41 წირის გასწვრივ. 

ახლა” შევადგინოთ ჯამი 

გო 
== 2,I(M)ბყ,= 21/(6, უატყა, 

#51 

სადაც ტყ, არის 4, „4, ვექტორის გეგმილი 0ყ ღერძზე. თუ არსე- 
ბობს თ” ჯამის ზღვარი, როდესაც თითოეული 4-4 ეექტორის სიგ– 

რძე წულისაკენ მიისწრაფვის და ეს ზღვარი დამოკიდებული არაა + 

წირის დაყოფის წესზე და არც 7#/, წერტილების არჩევისაგან, მაშინ 

ამ ზღვარს ეწოდება #8 წირზე აღებული მეორე გვარის წირითი ინ- 

ტეგრალი /(M/)ძყ-დან და აღინიშნება 

IICM)4ყ ან I I(X,ყ)აძყ. 
48 485
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თუ 48 წირზე განსაზღვრულია ორი ფუნქცია XXXV), C(X,ყ) და 
არსებობს ინტეგრალები 

I IXX,ყ)ძX, I C0(Xყ)იყ. 
48 48 

მაშინ ამ ინტეგრალების ჯამს ეწოდება ზოგადი სახის წირითი ინტე- 

გრალი და აღინიშნება 

| 8CV9X+00%#)ძყ. 
48 

აღსანიშნავია, რომ მეორე გვარის წირითი ინტეგრალის განსაზღვ- 

რაში არსებითი მნიშვნელობა აქვს #41 რკალის მიმართულებას. მარ- 

თლაც, ჯ წირზე წერტილთა 2,, 4, ··., 4ი- 8 მიმდევრობის ნაც- 

ვლად რომ მივიღოთ ახალი მიმდევრობა, რომელიც დანომრილია ჯ8-დან 

4-საკენ მოძრაობის მიხედვით, მაშინ 4-4 (=1, 2,..., ») ვექ- 

ტორის ნაცვლად გვექნება #4.4.-, ეექტორი და ამ ვექტორის გეგმი- 

ლი 0» (0ყ) ღერძზე იქნება –– 4X,( –– ტრყ,.). აქედან გამომდინარეობს, 

რომ თუ არსებობს 48 წირზე აღებული მეთრე გვარის წირითი ინ- 

ტეგრალი /”(CM)თ»X-დან, მაშინ იარსებებს 374 წირზე აღებული მეორე 
გვარის წირითი ინტეგრალიც I(IM)ძX-დან და მართებულია ტოლობა 

| MM)ძX= –- | IM)ძ». 
84 48 

ანალოგიურად გვექნება 

ევი I I(X,ყ)ძყ. 
4 48 

მსგავსად შეგვიძლია შემოვიღოთ სივრცით #8 წირზე აღებული 

მეორე გვარის წირითი ინტეგრალი, ·სახელდობრ, ვთქვათ, I(M)= 

=/(X,ყ,ი) ფუნქცია განსაზღვრულია #48 წირზე და შევადგინოთ ჯამი 

ი 

== %IIნ6., ში, სარ». 
§=L ააა 

განვიხილოთ ამ ჯამის ზღვარი, როდესაც ყველა /#. ,4 ქექტორის 

სიგრძე ნულისაკენ მიისწრაფვის, ამ ზღვარს, თუ იჯი არსებობს, ეწო- 

დება #8 წირზე აღებული მეორე გეარის წირითი ინტეგრალი 
I(M)ძX-დან და აღინიშნება | 

24 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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|/როძ» ან. | /CCყ.იაძ». 
45 48 

ანალოგიურად განისაზღვრება ინტეგრალები 

I I(X,ყ,ი)ძყ და I I(X·ყ,2ი)ძ». 
48 48 

თუ 48 წირზე განსაზღვრულია სამი ფუნქცია XXX, V, 2), C06(X%V,2), 
8მ(CIყ,2) და არსებობს ინტეგრალები 

I XL(X,ყ,2)ძX, I 0(X,ყ.ი)(იყ, I ჰXLX,ყ.2)0თ#, 
48 48 48 >. 

მაშინ ამ ინტეგრალების ჯამს ეწოდება ზოგადი სახის მეორე გვარის 

წირითი ინტეგრალი და აღინიშნება 

| ძX+0ძყ+ 70». 
45 

აქაც, თუ ინტეგრების მიმართულებას შევცელით, ინტეგრალს ნი- 

შანი ეცვლება, ე. ი. 

| 8ღ2X+0ძყ+02=-- | იX+00V-+7ძ5. 
8584 45 

ადვილად მტკიცდება შემდეგი დებულება: თუ არსებობს 48 წირ- 
ზე აღებული მეორე გვარის წირითი ინტეგრალი /(M#)ძX-დან და თუ 

48 წირი გაყოფილია შიგა 7 წერტილით 40 და (8 რკალებად, 
მაშინ 

I IIM)ძX= | I(M)ძX+ | ICM)ძ». 
48 #4C C8 

თეორემა 1. განვიხილოთ უწყვეტი +/#=/48 წირი, 

რომლის განტოლებებია _.. 

X=XC), ყ=ყ(), #=/() (თ=7/=8) 

და ვიგულისხმოთ, რომ (ჯVყ,) წერტილი აღწერს 48 

წირს, როდესაც 1 იზრდება თ-ღდან ჩ-მდე. თუ XC) არ- 

სებობს და. უწყვეტია |(თ,8) სეგმენტზე, მაშინ /V, 

ყV)ძ»ჯ ღიფერენციალი, სადაც /(CX/.2=I(M) უწყვეტი 
ფუნქციაა »-ზე, ინტეგრებადია 48 წირის გასწვრივ 
და ადგილი აქვს ტოლობას
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ჩ 
L I(CX, ყ, #)თX= I IIXICI), ყ(), #C)IX 0IძI... . (3.1) 

(2 

დამტკიცება. 48 რკალზე 4 წერტილიდან ჯს წერტილისა- 

კენ მოძრაობისას ავიღოთ წერტილები 

4=24ი, 4ი.-.ს 4ი-. 4ა=238. 

აღვნიშნოთ /,-თი ( პარამეტრის მნიშვნელობა, რომელიც „+, წერ- 

ტილს შეესაბამება, მაშინ 

“4ს=(X(I,), VII), 2(,,)) (0=0, 1, ..., წ). 

+, იყოს (| პარამეტრის მნიშვნელობა, რომელიც შეესაბამება 4,-,4 

რკალზე აღებული ნებისმიერი M#, წერტილს, ცხადია, +, C II), !.I. 
შევადგინოთ ჯამი 

== % IM,)ბXი = 2ეMორი, ყC/), #(1I))IX(/) –– XCIL-))). 
#51 

რადგანაც /(1/) ფუნქცია უწყვეტია უწყვეტ 47 წირზე, ამიტომ. იგი 
შემოსაზღვრულია ამ წირზე და, მაშასადამე, არსებობს ისეთი დადები- 

თი რიცხვი #, რომ 

|I(IM)|C#, # C #8. 
ახლა ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. რაკი XII) წარმო- 

ებული თანაბრად უწყვეტია |(თ,I) სეგმენტზე, ამიტომ აღებული 6-სა- 

თვის არსებობს /-ზე დამოუკიღებელი ისეთი დადებითი წუ რიცხვი, 

რომ (თ, ზ) სეგმენტის ყოველი ორი #” და /”' წერტილისათვის, რომ–- 

ლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას II – I | დუ, მართებულია უტო- 

ლობა 

ნ 
XVI ) –- XI) <––––. Mგ–= 

ახლა დავუშვათ, რომ ყოველი (ს -- ს ე<უო- თუ გამოვიყენებთ 
ლაგრანჟის თეორემას, გვექნება 

== ე XC), Vყ(<,), 4(5»))X(9,)ტ/,, 
#51 

სადაც 9, C 1/-, /»I. ცხადია, რომ
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თ= 2)I(X(5), ყ(<,), #(+.))X (%,)ტ/» + 
#51 

+ 2, MXV), ყ(+XL), #(1.)) IX (9) –– X (<,)1 8, ==9, -+თე. 
#51 

შევაფასოთ თ,. გვაქვს 

თ )ლ=#VM | CC) თაბი." . | თ, | XI '' XIოMI ო" #8–თ) 

მაშასადამე, 

(8 _ თ)=8§. 

|თ–-თ,| <5. (3.24 

რაკი IIIით, არსებობს და 

ვ 
1(0თ,= I MXCI), ყ(/), 2(,))X (00, 

% 

ამიტომ (3.2) უტოლობიდან გამომდინარეობს თ ჯამის ზღვრის არსე- 

ბობა და (ქ.1) ტოლობის მართებულობა. თეორემა დამტკიცებულია. 
თუ წ=48 წირი მოთავსებულია X0ყ სიბრტყეზე და ამ წირის 

განტოლებებია 

X=XL), ყ=ყ() (თ=1=<8), 

სადაც ყ() უწყეეტია, ხოლო XV) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციაა 

(თ,ზ1) სეგმენტზე, მაშინ » წირზე ყოველი უწყვეტი /C>Cყ) ფუნქციი- 
სათვის გვექნება 

ჩ 

| ICCთძX= | MX0), ყ(0))X”(0ძ!. (3.3) 
48 

კერძოდ, როცა V წირის განტოლება მოცემულია ცხადი საზით 

ყ=დლი) (თ=:X=ხ), 

სადაც დ(ი) ფუნქცია უწყეეტია (თ, ხ) სეგმენტზე, მაშინ +-ზე ყოველი 
უწყვეტი ICX,ყ) ფუნქციისათვის მართებულია ტოლობა 

ხ 

| IMXXV)ძX= | I(X.დC0)ძ»- 0.4) 
48
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თუ 48 წირის განტოლებაა X=V(ყ), (-=Vყ=ძ), მაშინ 48 წირ- 

ზე ყოველი უწყვეტი MX%ყ) ფუნქციისათვის გვექნება 

ძ 

I Mნთყ)ძყ= | IVV),)ძყ- 6.5) 

ახლა ვთქვათ, 48 წირი 0X». ღერძის პარალელურ მონაკვეთს წარ– 

მოადგენს. მაშინ არსებობს ამ წირზე აღებული წირითი ინტეგრალი 

MIXVყ.)ძ» დიფერენციალიდან, სადაც /(X,/,2) ნებისმიერი ფუნქციაა, 
რომელიც უწყვეტია ჯ-ის მიმართ და ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ 

1 I(X.V, 2)ძX== | X.Mი»4ი)9X, 

8 ი 

სადაც თ დახ წარმოადგენენ შესაბამისად 4 და ც წერტილების აბს. 

ცისებს, ამასთან ყე და 2 არიან #/ წერტილის ყ და გ კოორდინატები. 

მაგალითი 4, გამოვთვალოთ წირითი ინტეგრალი 1 = | X+ყბ%ძ», 

7 

თუ + წარმოადგენს ყ=X2 პარაბოლის რკალს 4(0,0) წერტილიდან 

XM9(3, 9) წერტილამდე. 
ამოხსნა. რადგანაც ინტეგრების წირი მოცემულია ცხადი გან- 

ტოლებით, ამიტომ (3.4) ფორმულის თანახმად გვექნება 

ვ 

#1= I (XI -- ყ)ძX= 57,6. 

0 

მ აგ ა ლ ითი 5. გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

1= I (მ –– ყეი», 
V 

. 8 
თუ 1 არის 2 L + = 1 ელიფსის ზედა ნახევარი, ამასთან, +” 

8 

წირის საწყისი წერტილია 4=(0,0), ბოლო კი 8=(–-ი,0). 

ამოხსნა. დავწეროთ ელიფსის პარამეტრული განტოლებები 

X=0005!, ყ=ხ591ი!, (0=:7=52%). 

ჩვენს შემთხვევაში 0<:7=#». აქედან 7X-=> –- 0 510 (I. მაშასადამე, (3.3) 

ფორმულის თანახმად
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LL" ჯ 

1=- I (0%-08%/ –– ხ?ყ10?/)თ 810 #0/ = –- ი) I 0083/ 510 /ძI+ 
0 9 

1/ :ავ 2 უე 4 3_ 2 3 8 +იხ (7: ((=–-–>0 + -ვ თნ =-- იხ –თ". 

§ 4. კავშირი პირველი და მეორე გვარის შირით 
ინტეგრალებს შორის 

ვთქვათ, მოცემულია სივრცითი LI = 48 წირი, რომლის განტოლე- 
ბებია 

X=XL), ყ=VყC(), 2=2() ((-=1= 9), 

სადაც XI), V(0, #) უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია (#:, XI სეგ- 
მენტზე. განვიხილოთ L წირზე რაიმე უწყვეტი /”C#)= I(X,ყ,2) ფუნქ- 
ცია. ვთქვათ, 4 წირის საწყისი წერტილია, 8 კი ბოლო წერტილი, 
ე. ი. L წირზე დადებით მიმართულებად დავაწესოთ ის, რომელიც 1 
პარამეტრის /--დან ჯ-მდე ზრდას შეესაბამება, 

L წირის # წერტილში გავავლოთ მხები და აღვნიშნოთ თ-თი ამ მხე- 

ბის დადებით მიმართულებასა და 0X ღერძს შორის მოთავსებული 

კუთხე. ცხადია, თ წარმოადგენს # წერტილის უწყვეტ“ ფუნქციას და 

605 Cთ= 008(XC), V(I), #())= +, 
§ 

სადაც § არის ( წერტილის შესაბამისი რკალის სიგრძე. 

განვიხილოთ მეორე გვარის წირითი ინტეგრალი 

I ICM/)ძX= I IMX·V,2)ძ»- 
45 8 

მე-4 თეორემის თანახმად გვაქვს 

1 

| MM)ძX= | /(XCI), ყ(ი, %(0)X (ტძ!. 
“ი /ა 

მაგრამ 
  

X(Cს= > · > =008V I » (0+ყ'M0+ „4.
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+ 
I IM)ძ»X= I /(X(), ყ(/), 2(0))608(X(0, ყ(0,2C))V X 2 -+-ყ' I)+/ “(0 ი. 
48 ჯ : 

ი 

მეორე მხრიე, მეორე თეორემის თანახმად, ამ უკანასკნელი ტოლობის 

მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენს ჯ წირზე აღებულ /(M)C08 თ ფუნქციის 
პირველი გვარის წირით ინტეგრალს. მაშასადამე, 

I ICM)ძX= I /CM)0ა8 თძვ. (4.1აჰ 
8 #45 

ანალოგიურად მივიღებთ 

| 7(პოძყ= | 1(M)ლი8 ჩძა, (4,2) 
#48. 48 

| I(M)ძ-= I #(M)609 05, (4-3) 
48 8 

სადაც ზ და «+ წარმოადგენენ L წირის M# წერტილში გავლებული 
მხების დადებით მიმართულებას და, სათანადოდ, 0ყ და 06 ღერძებს 

შორის მოთავსებულ კუთხეებს, 
ახლა ვთქეათ, L წირი მოთავსებულია ჯ0ყ სიბრტყეზე და მისი 

განტოლებებია 

Xჯ=X(), ყ=ყი)ს (ე0=<71=7), 

სადაც X#M და VV) უწყვეტად წარმოვბადი ფუნქციებია I, #I სეგ- 
მენტზე. მაშინ L-ზე „უწყვეტი XCLV) და CX4) ფუნქციებისათვის 
გვექნება 

1 99ოX+0ძყ= | I0C4)008 C+ 0(X,41008 ჩ) ძა, (4.4) 
:8 48 

სადაც # და 8 წარმოადგენენ L წირის მხების დადებით მიმართულე- 
ბასა და, სათანადოდ, 99X და 0ყ ღერძებს შორის მოთავსებულ კუთ- 

სეებს, 

რადგანაც 6088=5419 თ, ამიტომ (4.4) ფორმულა შეგვიძლია გადავ– 

წეროთ ასე 

169951 0ბ/- 1 I(XC%V9)908 C-+- C0(>,ყ)510 'C) ძვ. (4.5, 
: ” I 

დასასრულ, აღვნიშნ ოთ ''ჩ-ით ნორმალის ისეთი მიმართული ორტი, 

რომელიც # წირის ყოველ წერტილში ჯავლებულ დადებით მხებთან
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++ კუთხეს ადგენს, ე. ი. მხებიდან ნორმალის აღნიშნული მიმარ- 

თულების მისაღებად პირველის -> კუთხით შემობრუნებაა საჭირო 

სიბრტყეზე არჩეული ორიენტაციის თანახმად. ასეთ შემთხვევაში 

(66#)-ით იმ კუთხეს აღვნიშნავთ, რომელსაც 0X ღერძის მიმართულე- 

ბა უუ ორტის მიმართულებასთან ადგენს. ამიტომ 

_ ჯ 
(X,0)=6-L 2 

ცხადია, რომ 

608 თ= 810(X,5), 810 C= ––005(X,M), 

მაშასადამე, (4.5) ფორმულიდან გვაქვს 

| 6ძ»+0ძყ= | LXV.V)310(X,I)-- 0606 ყ)ლ03606»)) #>X. (4.6) 
48 48 

§ 5. მეორემ გვარის წირითი ინტეგრალის განხაზლვრა 
შეკრული კონტურის ფეგთხვევაში 

მრავალი ამოცანის ამოზსნისას საჭირო ხდება წირითი ინტეგრა- 
ლის აღება შეკრულ წირზე. ამ შემთხვევაში, რაკი წირის საწყისი წერ- 
ტილი ბოლო წერტილს ემთხვევა, ამიტომ ინტეგრალის აღებისას სპე– 

„ ციალურად უნდა იყოს აღნიშნული წირის შემოვლის მიმართულება. 
ბრტყელი შეკრული კონტურის (წირის) შემთხვევაში კონტურის 

შემოვლის მიმართულების აღნიშვნა მარტივად ხდება დეკარტის კოორ- 
დინატთა სისტემის გამოყენებით. 

ვთქვათ, შეკრული მარტივი ჯ წირი მოთავსებულია სიბრტყეზე 

და შემოსაზღვრავს #) არეს, ავიღოთ ამ სიბრტყეზე კოორდინატთა 

0Xყ სისტემა. თუ კოორდინატთა აღებული სისტემა მარჯვენაა, ე. ი. 

0X ღერძის 0ყ ღერძზე დასამთხვევაღ საჭიროა პირველის = კუთხით 

მო ბრუნება საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით, 
მაშინ ჯ წირზე შემოვლის დადებით მიმართულებად იღებენ საათის 
ისრის მოჰრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებას; უფრო ზუსტად, ( 
წირზე დადებითე მიმართულებით შემოვლისას დამკვირვებელი, რომე- 
ლიც ამ მიმართულებით მიჰყვება კონტურს, ») არეს მარცხნით ტოვებს
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(ნახ. 17). ასეთ შემთხვევაში ამბობენ, რომ 0#ყ სიბრტყეზე მოცემუ- 

ლია ორიენტაცია. თუკი 0Xყ წარმოადგენს მარცხენა სისტემას, ე. ი. 

0X ღერძის 0ყ ღერძზე დასამთხვევად საჭიროა პირველის > კუთხით 

მობრუნება საათის ისრის მოძრაობის მიმართულებით, მაშიწ + წირზე 

შემოვლის დადებით მიმართულებად ითვლება საათის ისრის მოძრაო- 
ბის მიმართულება: უფრო ზუსტად, ჯ წირზე დადებითი მიმართულე– 
ბით შემოვლისას, დამკვირვებელი, რომელიც ამ მიმართულებით მიჰ- 
ყვება წირს, 7) არეს მარჯვნივ ტოვებს. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ 

სიბრტყეზე მოცემულია მარცხენა ორიენტაცია. 

  

  

0 +» 

ნაზ, 17. 

ახლა ვთქვათ, შეკრულ ჯ კონტურზე, რომელზედაც არჩეულია მი- 

მართულება, მოცემულია უწყვეტი ფუნქცია MM). ამ წირზე ავიღოთ 
ერთმანეთისაგან განსხვავებული ორი წერტილი # და C (ნახ. 17), 

განსაზღვრის მიხედვით 

| IIMI6X= | MM)იX+ | ILM)ძ». 
I 4MC CM74 

  

ადვილი საჩვენებელია, რომ ინტეგრალის სიდიდე დამოუკიდებელია 

„4 და ( წერტილების არჩევისაგან. ამის გარდა, შეკრული კონტურე- 

ბისათვისაც გამოიყენება (3.3) ფორმულა. 

§ 6, ფართობის გამოთვლა წი4ითი ინტეგრალის 
ხაფუალებით 

განვიხილოთ ჯ0ყ. სიბრტყეზე ») არე, რომელიც შემოსაზღვრულია 

0ყ ღერძის პარალელური 44' და 88” წრფეებით და ორი 48
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დღა 4'ს წირებით, რომლებსაც კვეთს 0ყ ღერძის პარალელური 

ყოველი წრფე არა უმეტეს ერთი წერტილისა (ნახ, 18). 

4” წერტილი შეიძლება დაემთხეეს 4 წერტილს, „8. წერტილი 8 
წერტილს. 

ვთქვათ, 48 და 4'8” წირების განტოლებებია შესაბამისად 

ყ=ყ)(X), ყ=ყა(X), · თ=X=:ხ. 

მრუღწირული 488 #4 ტრაპეციის 5 ფართობი წარმოადგენს ითხჯს 4 

ღა იხ84 მრუდწირული ტრაპეციის ფართობთა სხვაობას: 

ხ ხ 

8= | ყ0909X–- | #,(X)ძX. 
Lპ (3 

მეორე მხრივ, 

ხ ხ 
L#- | გიმ» ქ,/%- 1704 

„ /.    
  

X»=X,( ) 

    თ
ს
 

--
-.
- 

ნახ. 18. 

მაშასადამე, 

8= I ყ9X+ | ყძX. 
#78. 84 

თუ ტოლობის მარჯვენა ნაწილს მივუმატებთ ინტეგრალებს 

I ყშX და I Vძ0X, 

44 88 

§5= I VძX. 
44 8.84
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თუ # არის კონტურს აღენიშნავთ + ასოთი, მაშინ სიმბოლო I ყძX 

ჯ 

აღნიშნავს ინ ტეგრალს, აღებულს დადებითი მიმართულებით. ღერძე- 
ბის მარჯვენა ორიენტაციის შემთხვევაში, რომელიც მოცემულია მე-18 

ნახაზზე, ეს იქნება შემოვლის მიმართულება, რომელიც არეს ტოვებს 

მარცხნივ, იმ დროს, როცა 4-4 8 84 მიმართულება ამ არეს ტოვებს 

მარჯენივ. ამიტომ 

I ყძX=-–- | ყიX. 
#4:8':84 · 

მაშასადამე, 

| 8=-- | /ძჯ. (6.1) 
V 

4878'4' ფიგურისათვის (ნახ, 19), რომელიც შემოსაზღვრულია 0Xჯ 
ღერძის პარალელური #48 ღა 4'ს' წრფეებით, ღა ორი მრუდით 

44' და 8ჯL' 

X=X,(ყ) X=X)(ყ), 0=-V=0, 

  

  

    

»I 
ტ' ც' 
"„MV გ 
X (6) წი 
3 § 

# ლი 8 

0 XI 

ნახ. 19, 

მსგავსი მსჯელ ობების საშუალებით მივიღებთ ფორმულას 

8= I XV. (6.2) 
ჯ 

(6.1) ფორმულა მართებულია უფრო რთული ფიგურებისათებსაც, 

რომელიც დაიყოფა 0ყ ღერძის პარალელური წრფე ებით განხილული
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სახის მრუდწირულ ტრაპეციებად (ნახ. 20). თითოეული მრუდწირუ- 
ლი ტრაპეციის ფართობი გამოითვლება (6.1) ფორმულით. თუ ამ 

ტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, მარცხნივ მივიღებთ 7) ფიგუ- 
რის ფართობს, მარჯვნივ კი – 7 ფიგურის ნაწილების კონტურებზე 

გავრცელებულ. ინტეგრალების ჯამს. მაგრამ თითოეულ დამხმარე მო- 

ნაკვეთზე აღებული ინტეგრალი ნულის ტოლია. მაშასადამე, მარჯვ- 

ნივ გვექნებ· 0 ფიგურის კონტურზე გავრცელებული ინტეგრალი“ 
ამრიგად, (6.1) ფორმულა ძალაში რჩება რთული სახის ფიგურებისა- 

თვისაც. 

(6.2) ფორმულას ადგილი აქვს აგრეთვე ისეთი ფიგურისათვის, 

რომლის დაყოფა შეიძლება 0» ღერძის პარალელური წრფეებით, 
მე-19 ნახაზზე მოცემულ მრუდწირულ ტრაპეციებად, 

  

    
ნახ. 20. 

თუ (6.1) და: (6.2) ტოლობებს წევრ წევრად შეეკრებთ და მიღე– 

ბული ტოლობის ორივე ნაწილს ორზე გავყოფთ, გვექნება 

86= 1 –.- ყძX. (6.3) 
27 

ეს სიმეტრიული ფორმულაა. 

მაგალითი 6. ვიპოვოთ 

ელიფსის ფართობი. , 
ამოხსნა. ვისარგებლოთ ელიფსის პარამეტრული. განტოლებით: 

.X=0008!, ყ–ხ3ი! (0=-7=2»).
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(6.3) ფორმულის მიხედვით 

12% 
8= I (თ 003/ , 95009 ––ხ51)ი7-(–– ხ310 ())ი(= 

ი 

§ 7. წირითი ინტეგრალის ინტეგრების ბგყიდ.6 
დამოუკიღებლობის პირობები 

19, წირითი ინტეგრალის დამოუკიდებლობა ინტეგრების წირის»- 

გან. ვთქვათ, X0ყ სიბრტყეზე მოცემულია #) არე, რომელზედაც უწყ- 
ვეტია #CX,V) და CXX,ყ) ფუნქციები. ავიღოთ არეში რაიმე უბან-უბან 

  

    
ნახ. 21. 

გლუვი ჯ წირი, რომლის ბოლო წერტილებია # და 8 (ნახ, 21). გან- 

ვიხილოთ წირითი ინტეგრალი 

X= |6ძX+0ძყ. 
· + 

თუ ავიღებთ 1) არეში სხვა ჯ“ წირს, რომელიც აგრეთვე აერთებს # 

ღა 8 წერტილებს, მაშინ წირითი ინტეგრალი I 1ძX+C0ძყ საზოგა- 
4“ 

დოდ განსხვავდება I ინტეგრალისაგან. მართლაც, განვიხილოთ 

მაგალითი 7. ვთქვათ, Xჯ0ყ სიბრტყეზე მოცემული- #(0,1) 

და )1I8(2,5) წერტილები. გამოვთვალოთ წირითი ინტეგრალი
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1= | X+V)ძ#-–- 2ყძყ 
ს 

ორ სხვადასხვა წირზე: ი) » წირი #X მონაკვეთია; ხ) ჯ წირი ყ= 

=Xჯ-+1 პარაბოლის 48 რკალია,.. 

ამოხსნა. ი) შემთხვევაში » წირის განტოლებაა ყ=2X-+-1. 

ამიტომ 

23 

I (X+ყ)ძყ -- 2ყმყ= | (X+2X+1)0X -- 4(2X+1)ძ»=-– 16. 
7 ი 

ხ) შემთხვევაში გვაქვს 

ზ 5 
I (X-CV)0X –– 2ყძყ= I (X+X#X-+1)0X –– 4X(X2+1)0ძX=– – · 
” 0 

ამრიგად, მოცემულ წირით ინტეგრალს განხილულ ორ წირზე სხვა- 

დასხვა მნიშვნელობა აქვს. 
ისმის კითხვა: რა პირობებს უნდა აკმაქკოფილებდეს ჯX და C ფუნ4- 

ციები, რომ ინტეგრალი | LძX+ 0ძყ დამოუკიდებელი იყოს 4 და # 

7 

წერტილების შემაერთებელ + წირესაგან, ანუ, როგორც ხშირად შე- 

მოკლებით ამბობენ, ინტეგრების გზისაგან, სანამ დასმულ. კითხვას ვუ- 

პასუხებდეთ, დავამტკიცოთ შემდეგი 

თეორემა 5. წირითი ინტეგრალის გზისაგან დღამოუ- 
კიდებლობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

#9 არეში ყოველ შეკრულ წირზე ინტეგრალი ნულის 
ტოლი იყოს. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

ინტეგრალი დამოუკიდებელია ინტეგრების წირისაგან და + რაიმე ”შეკ- 

რული წირია #) არეში. ავიღოთ + წირზე ორი ნებისმიერი 4 და #8 

წერტილი და განვიხილოთ + წირის რკალები 2478 და 4. 8 (ნახ. 22). 

პირობის ძალით 

I XძX+0ძყ= I #ჯძი»ჯ+I-0ძყ. 
4თ8 4ო.8 >. 

აქედან. 

| 9X+0ძყ – I სძX+0ძყ=0, 
“8
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ე· ი. 

| 9+X+0ძბყ+ | #5ძ»+0ძყ=90. 
4თ8 8174 

მაშასადამე, 

(59X+0ძ/=0. 
7 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ჯ) არეში ყო-. 

ველ უბან-უბან გლუვ შეკრულ წირზე ინტეგრალი ნულის ტოლია.. 
ვაჩვენოთ, რომ ეს ინტეგრალი დამოუკიდებელია ინტეგრების წირისაგან. 
ამისათვის განვიხილოთ ჯ არის ნებისმიერი ორი X# და 8 წერტილი და 

შევაერთოთ ისინი ნებისმიერი უბან-უბან გლუვი ორი #78 დღა #4» 8 

V 

  

    0 X. 

ნახ. 22, 

წირით დახ. 22), რომლებიც მთლიანად მოთავსებულია #7) არეში. პი–. 

რობის თანახმად | 

ჯიX-+Cძყ=90. 
4ომ8თ'4 

აქედან 
I სძX+C0ძ9ყ+ I X#მX+C0ძყ=0. 

4ტთ8 მო?4 

მაშასადამე, 

( #2X+0“= | 5ძX+0ძV, 
#”თ8 4ო'8 

ე. ი. განსახილავი წირითი ინტეგრალი დამოუკიდებელია ინტეგრების 

წირისაგან, თეორემა დამტკიცებულია,
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განსაზღვრა. ბრტყელ 7) არეს ცალადბმული ეწოდება, 
თუ ამ არეში აღებული ყოველი შეკრული მარტივი L წირით შემო- 

საზღერული 6 არე მთლიანად მოთავსებულია »”) არეში. 

თეორემა 6. ვთქვათ, Xყ) ღა CV) უწყვეტი ფუნქ- 
ციებია # არეში. იმისათვის, რომ წირითი ინტეგ- 
რალი 

I #ჯძX+Cძყ (7.1) 

იყოს გზისაგან დამოუკიდებელი აუცილებელი და 

საკმარისია არსებობდეს ს არეში დიფერენცირე- 

ბადი V(C,V) ფუნქცია, რომლის სრული დიფერენცია- 

ლი IძX+<0ძყ გამოსახულების ტოლია 7) არეში. 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. 

ვთქვათ, მოცემული ინტეგრალი გზისაგან დამოუკიდებელია. ავიღოთ Iს 
არეში რაიმე ფიქსირებული /#4(Xა, ყი) წერტილი და ნებისმიერი 18(X,V) 

წერტილი. #/ წერტილი 8 წერტილთან შევაერთოთ რაიმე გლუვი 1 
წირით და შევნიშნოთ, რომ ამ ინტეგრალის მნიშვნელობა დამოკიდე- 

ბულია მხოლოდ ს წერტილის მდებარეობაზე და, მაშასადამე, ეს 

ინტეგრალი იქნება ჯ ღა V# ცვლადების ფუნქცია: 

VI (XV) = I »ძX+0ძ9 
ჯ 

დავამტკიცოთ, რომ 

ძს=#ძX+ჰC0ძყ 

# არის ყოველ წერტილში. ამისათვის განვიხილოთ 

VCX+#M,ყ) – 0 (X%·Vყ) 

სხვაობა, სადაც # იმდენად მცირე სიდიდეა, რომ: (X, ყ) დღა (X+#ჩ,ყ) 
წერტილების იემაერთებელი მონაკვეთი მთლიანად #) არეს ეკუთვნის 

(ახ. 23). VCX+M,ყ) წარმოადგენს 4 და '(X-+L#,ყ) წერტილების შე- 
მაერთებელი გზის გასწვრივ აღებულ (7.1) ინტეგრალს, რომლის გზი- 

დან დამოუკიდებლობის გამო შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ეს გზა 
არის 48+ #7 8'. მაშინ გვექნება 

VCX+#M,ყ)= I #სძX+0ძყ+ I ჩსჩძX+C0ძყ= 
#45 88
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+ 

=V(X,V)-L I #VC,ყ)თ. 

მაგრამ საშუალო მნიშვნელობის თეორემის თანახმად, 

X+ჩ 

I LსიV,ყ)ძ(=MX(CX+მM,ყ0) (909<ზ8<1). 

ამიტომ 

V(CX +წჩ,ყVყ) – VI(CX,V)=–=M#IXXX--97/,ყ). 

თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს გავყოფთ #-ზე და შემდეგ გადავალთ 
ზღვარზე, როდესაც # -–>0, მივი- 

ღებთ MI 
მთი _ აც. 

0X 

ანალოგიურად მივიღებთ 

მ+IL(X.ყ) 

ძყ 
მაშასადამე, რაკი #Cყ) და C0(X,V) 0 > 

ფუნქციები უწყვეტია ჯ არეში, ნახ. 23. 

ამიტომ LVI(CX,ყ) ფუნქცია დიფერენ- 

ცირებადია X) არეში და 

  

= დC,ყ). 

    
ძის =ნძX-“+-VCVVVყ 

ყველგან #) არეში. ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია, 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, არსებობს 

ისეთი I(CX,ყ) ფუნქცია, რომ 

იხ = #0X+ CთVყ. 
მაშინ გვექნება 

»ჯ არის ჟოველ წერტილში. 

ავაღოთ ჯ) არის ნებისმიერი ორი წერტილი 2(Xე,ყე) ღა 23(X,.V,) 

და შევაერთოთ ისინი რაიმე გლუვი წირით #: 

X=XL), ყ=Vყ(), თ=!ლ8, 

2წ ვლ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე 
-
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X(6)=X. V(2)= ყი; XC)=X, V(23)= ყ,- 
ასეთ პირობებში გვექნება 

მ 
| 69X+0ძყ= | XXX), V(0)XI00(+0(X(, V(ი)V'(0ძ(= 
V დ 

ჩ 
=| LV>(X9), V(0)X(0+V,C0, V(0)ყ/(01ძ1= 

ჩ 
= | 3- (თხიი, #6)14= თCCს, #6) – VVC, #6) = 

თ 

= V(XVსV,) _– თV(X·Vყი). 

ამრიგად, წირითი ინტეგრალის მნიშვნელობა V წირის ბოლო წერ- 

ტილთა მდებარეობაზეა დამოკიდებული. ამით პირობის საკმარისობაც 

დამტკიცებულია. 
89. გ. ტოლხტოვის თეორემა წირითი ინტეგრალის გზიდან და- 

მოუკიდებლობის შესახებ. 

ჯერ დავამტკიცოთ შემდეგი 
ლემა. თუ #XX,ყ) და CC,ყ) ფუნქციები დიფერენცი- 

რებადია ცალატბმულ #7 არეში და ამ არის ყოველ 

წერტილში 
ძდ _ 0L. (7.2) 
ძX , მყ 

მაშინ ჯ)-ში აღებული ნებისმიერი ორგანზომილებიანი I” სეგმენტის 

«+ საზღვრისათვის მართებულია ტოლობა 

I XსVX+0ძყ=90. (7.3) 
“/ 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

| 89X+0ძყ=X. 
„ 

გავყოთ IL სეგმენტი ოთხ კონგრუენტულ სეგმენტად 7). I, I, 7. 
ცხადია, რომ
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| »0»X+0ძყ= + | 84++0ძV, ტ.4) 
# #51 წ 

სადაც + წარმოა დგენს I, სეგმენტის საზღვარს (აქ ინტეგრება ყველა 
“ და ჯ» კონტურებზე დადებითი მიმართულებით ხდება). მართლაც, 

I სეგმენტის ყოველი გვერდი, რომელიც არ ეკუთვნის + კონტურს, 
ორჯერ აიწერება ერთმანეთის საწინააღმდეგო მიმართულებით. (ნახ. 24) 
ამიტომ მართებულია (7.4) ტოლობა. ამ ტოლობიდან ჩანს, რომ ტო- 
ლობის მარჯვენა ნაწილის ერთ-ერთი შესაკრების აბხოლუტური სიდი– 

დე ნაკლები არ არის IX 21 სიდიდეზე. ვთქვათ, 

| იძ»+ 0ძყ (–+' I8I, 
”თი   

     

    

(ი) 

| CL. II L. 
LX. II 1. 

ეაებ–_ 

  | 

–
_
–
_
)
 

    

  

          
  

    
ნახ. 24. 

სადაც +I) არის რომელიმე I; სეგმენტის საზღვარი. ეს სეგმენტი აღვ- 

ნიშნოთ 70) სიმბოლოთი. 

ახლა I; სეგმენტი გავყოთ ოთხ კონგრუენტულ სეგმენტად. და 
მათი საზღვრები აღენიშნოთ 7I!), /(), IV), დ) სიმბოლოებით. ამ 
ოთხი საზღვრიდან ჯI-ით აღვნიშნოთ ის, რომლისთვისაც 

MI => კ · 

  

| I LIX+დძიყ 
(31),
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ეს პროცესი რომ უსაზღვროდ გავაგრძელოთ, მივიღებთ ორგანზომი-. 
ლებიან სეგმენტთა მიმდევრობას III, II9,,.., 70), .,., ამასთან, 

I ხპX-+-C0ძყ > თ=0, 1,...), 
(ი) ჩ 

სადაც +) არის II) სეჯმენტის კონტური, ამასთანავე VI წარმოად- 

გენს I სეგმენტის კონტურს. ცხადია, რომ 

1=109-210=...=5 70 M)=..., 

ამასთან I) სეგმენტის დიამეტრია 

ძ 
მა=- წ=1/2, ... )· 

სადაც ძ არის ჯ სეგმენტის დიამეტრი: აქედან გამომდინარეობს, რომ 

III 7, =0. მაშასადამე არსებობს ერთადერთი წერტილი (ჯა,ყე), რო- 
ჩ- თ 

მელიც ეკუთვნის ყველა IL სეგმენტს, რადგანაც X ღია სიმრავლეა 
და (XV) C 1, ამიტომ არსებობს ამ წერტილის წრიული მიდამო §, 

რომელიც 7) არეშია მოთავსებული. 

შემდეგ, რაკი და დ ფუნქციები დიფერენცირებადი· (XაVი) 
წერტილში, ამიტომ 

LXCX,V) = LCXიIყი) + :.4(X –– X)+-8C _ ყი!+9090, 

0(CXM9)=00იყი)+- 4 (XI -- X)-+ 8 ფ –- ყი) +თ”ი, 
სადაც 

4 =)ჯ:(C,წი), 8= მ(X-IVყი), 4 = C(X.V%ი), #8 = C0ე(Xყი), 

ი=V რ-- Xე)ბ1-(/ – Mი)", 
ხოლო თ და თ” ნულისაკენ მიისწრაფეიან ი-თან ერთად. 

ახლა თუ ჯ საკმარისად დიდია, II! სეგმენტი მოთავსდება § მი–- 
დამოში და ამიტომ თუ გავითვალისწინებთ (7.2) ტოლობას, შეგვიძ- 

ლია დავწეროთ 

IM). _ ; – 
ტი.” ჰანთოი თძყ § 

  

I , 4(+-– X)ძX-L 8” (ყ ––- ყი)ძყ+ 

„ა | 

  

+ | 8IV-–Vა)ძX+C – Xაძყ) + | =02X+ი'იძყ “ 
ს) “ო
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მაგრამ, წირითი ინტეგრალების უშუალო გამოთვლით დავრწმუნდე- 
ბით, რომ 

I 4(X-– X)ძX+ 8 (ყ-– ყ)ძმყ=0, 
+Iჩ) 

| 18LV– M)0X-+(X-–– X,)ძყ1=0. 
5C)) ' 

მაშასადამე, გვექნება 

X , 
MI I თ0იძX+9ძ იძი | = = I თიძX 
4 ჯ) 10), 

  

+ II>” ' 

შევნიშნოთ, რომ როცა CX,ყ) C II), მაშინ ი< 4. · მაშასადამე, 

ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ნატურალური 
#, რომ 

წე 
|| < 22, |61< 29, როცა »>X,. 

ამრიგად, თუ M>X, გვექნება 

MI ანევებ.. 
წწ) 2ჩ MM) 2” 4” 

სადაც I წარმოადგენს ჯი) კონტურის სიგრძეს. აქედან 

| # | < 2შიბნ 

და რაკი 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ # =0. ლემა დამ- 

ტკიცებულია. | 
თეორემა 7? (გ. ტოლსტოვი). თუ XXXV) და C(ჯ».ყ) ფუნქ- 

ციები დიფერენცირებადია ცალადბმულ 7» არეში, 
მაშინ წირითი ინტეგრალის 

I #სძX+0ძყ (7.5) 

გზიდან დამოუკიდებლობისათვის აუცილებელია და 

საკმარისი, რომ ჯ) არის ყოველ წერტილში შესრე- 

ლებული იყოს (7.2) ტოლობა. 
დამ ტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ავი- 

ღოთ 7) არეში ნებისმიერი M(XV), წერტილი და შევაერთოთ იგი ამ
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არის ფიქსირებულ #M-ე(იყა) წერტილთან რაიმე | ტეხილით, რომე- 
ლიც მოთავსებულია ჯ) არეში, და რომლის გვერდები კოორდინატთა 

ღერძების პარალელურია. დავამტკიცოთ, რომ. ინტეგრალი 

I XძX+C0ძყ 
1 

არ არის ღამოკიღებული 1 ტეხილის ფორმაზე. ავიღოთ მეორე ასეთი 
ს ტეხილი (ნაზ. 25). აქ 1 შავი ზაზითაა გავლებული, 1, კი ჩვეულებ- 
რივი ხაზით. 

  

    

  
  

    

  
  

    

  

    
ადვილი შესამჩნევია, რომ | 

| §9X+09ძყ – I XX+0ძყ = I ' 8ძX+09V, 

' ' , Iს6 
სადაც 10 1; წარმოადგენს შეკრულ ტეხილს, რომელიც #ე წერტილი- 

დან იწყება და L-ის გასწვრივ # წერტილამდე მიგვიყვანს, შემდეგ კი 

X# წერტილიდან 1,-ის გასწვრივ გვაბრუნებს #ა) წერტილში. ეს რთუ- 
ლი შეკრული ტეხილი ჩვენს შემთხევევაში ხუთი ორგანზომილებიანი 

წი წ წ წ” სეგმენტის. X,, გ. წ. (ს წა კონტურის ჯამს წარ“ 
მოადგენს. ინტეგრალის მნიშვნელობა ამ რთულ შეკრულ ტეხილზე 

შეიძლება წარმოვადგინოთ როგორც ქის წა, წ, წს I კონტურებზე
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დადებითი მიმართულებით აღებული ინტეგრალების ჯამი. მაგრამ ლე 

მის ძალით 

| 99»X+0ძყ=0 C=1, 2, 3, 4). 

1 
მაშასადამე, 

| »XძX+C0ძყ= I #ძX+0ძყ. 
I 1 

ამრიგად, წირითი ინტეგრალი I #ჯძX +0ძყ დამოკიდებულია მხოლოდ 

( 

”##/ წერტილის მდებარეობაზე, ე. ი. ეს ინტეგრალი იქნება X და V 

ცვლადების ფუნქცია, როცა #ე ფიქსირებულია. ეს ფუნქცია აღვნიშ- 

ნოთ V(ჯX,ყ) სიმბოლოთი: 

0 (0 3ჰ= I ჯCXCყ)ძX+ 0(X,ყ)ძყ. 

I 

| მ 
დავამტკიცოთ, რომ 1) არის ყ ოველ (ჯ,ყV) წერტილში არსებობს “L , 

5. და მართებულია ტოლობები 
"V · 

მთ) _ X, მს =0. 
ძჯX მყ 

ამის ა თვის განვიხილოთ VICX+#, ყ) –– I CX,ყ) სხვაობა, სადღაც # ისეთი 

სიდიდეა, რომ (Xყ) და (X+VMყ) წერტილების შემაერთებელი M#MM# 

მო ნაკვეთი მოთავსებუ ლია 7) არეში. I(X+#,ყ) წარმოადგენს ტMე და 

M#”MIX+I ს) წერტილების შემაერთებელი. რაიმე ტეხილის გასწვრივ 

აღებულ (7, 5) ინტეგრალს, რომლის გზიდან დამოუკიდებლობის გამო 

შე გეიძლია ვიგულისხმოთ, რომ MM =X/M ს MM. მაშინ გვექ. 

ნება 

V(X+MM)= | #ძX+0ძყ+ I ჩჯშX+C00ყ= V(იყ)+ 
MაM MM” 

+ | ძX+0ძყ. 
MM” 

მაგრამ 

%X+M 

#ს#ძX+C0ძყ= I XX#7ყ)ძ!. 

M#M”7 .'
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მა'მასადამე, 

  

2:+Mჩ 

VC+#) – VCე)= | XVI,ყ)ძ1. 
Xჯ 

რადგანაც LL(X,ყ) ფუნქცია უწყვეტია 7) არეში, ამიტომ საშუალო 

მნიშვნელობის თეორემის თანახმად გვექნება 

VIX+-Mჩ.ყ) – ICC ყ1ა=#X(X-+8წ#,ყ) (09=<0<1» 

თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს გავყოფთ #-ზე და შემდეგ გადავალთ 

ზღვარზე, როდესაც # –> 0, მივიღებთ 

9%CV – აცი. 
ძX 

ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ 

0VCXV). =0(X,#M- 

მყ 

# და 0 ფუნქციების უწყვეტობის გამო, V ფუნქცია დიფერენცირე- 
ბადია #) არეში და ' 

ძის) =სძX+C0ძყ 

# არის ყოველ წერტილში. მაშასადამე, მე-6 თეორემის თანახმად მო- 

ცემული წირითი ინტეგრალი გზიდან დამოუკიდებელიაა ამით პირო- 

ბის საკმარისობა დამტ კიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა, ვთქვათ, წირითი 

ინტეგრალი (7.5) გზიდან დამოუკიდებელია. მაშინ მე-6 თეორემის თა- 

ნახმად არსებობს 7#)-ში ისეთი დიფერენცირებაღი VIX,ყ) ფუნქცია, 
რომ 

4V=L0X+0ძყ 

# არის ყოველ წერტილში. მაშინ 

მაგრამ X და 0 დიფერენცირებადი ფუნქციებია, ამიტომ იუნგის თეო- 
რემის თანახმად 

ახ იხ იხ ძ0 
ძყ. მყმი მძმ»Xძყ _ მ»
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ამით თეორემის პირობის აუცილებლობაც დამტკიცებულია და, მაშა- 

სადამე, გ. ტოლსტოვის თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშენა. მრავლადბმული არის შემთხვევაში (7.2 პირობა 

საკმარისი არაა იმისათვის, რომ ყოველ შეკრულ კონტურზე წირითი 

ინტეგრალი I ნსძX+C0ძყ იყოს ნულის ტოლი. განვიხილოთ 

მაგალითი 8. თიო 

             
X 

, 0(X,ყ)= X-+ყ1>0 0(X.9)= –, ყბ ყ 

ამ ფუნქციების განსაზღვრის არეა 

#X= #2XაC.0), 

სადაც #. წარმოადგენს X0ყ სიბრტყეს. 2 არ არის ცალადბმული 

არე. ცხადია, და (0 ფუნქციები უწყვეტია დღა უწყვეტად წარმოე 
ბადი 7) არეში. ამის გარდა, ადვილი ”შესამოწმებელია, რომ 1) არის 

ყოველ წერტილში მართებულია ტოლობა 

მ0 _ ა» 
ძX მყ | 

მაგრამ 7) არეში მოთავსებულ ნებისმიერ შეკრულ კონტურზე აღე- 

ბული წირითი ინტეგრალი | 9X+0ძყ ნული არ არის. მართლაც, 

შეკრულ + კონტურად ავიღოთ ჯ რადიუსიანი წრეწირი, ცენტრით 

კოორდინატთა სათაეეში. ამ წრეწირის პარამეტრული განტოლებებია 

X=»008!, ყ=7#38!ი/, (ი=1=2%). 
მაშინ 

სძ»+0ძე= |-=-90X+X0V _', კ/=2». 
I I Xპმ>2+ყ? I 

ამრიგად, ინტეგრალი ამ შეკრულ კონტურზე ნული არ არის. 
უკანასკნელი ორი თეორემის შედეგია შემდეგი 

თეორემა 8. X#XX,V)ძX+C0(X,)ძყ გამოსახულება, სადატ 

ჩჯიყ) და (CXX,4) დიფერენცირებადი ფუნქციებია ცა- 

ლადბმულ /»/ არეში, წარმოადგენს რაიმე ორი ცვლა- 

დის ფუნქციის სრულ დიფერენციალს მაშინ და მხო- 
ლოდ მაშინ, როდესაც #7 არის ყოველ წერტილ ში 
შესრულდება ტოლობა
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ძი 9. 

მს ძყ 

თუ ეს პირობა შესრულებულია, მაშინ LICXV) ფუნქცია, რომლის 

სრული ლღიფერენციალია #(X,ყ)0X+ 0(X,ყ)მყ მოიცემა ფორმულით 

(X,V) 
CV(X,ყ)= I #იX+00ძყ. 

(#ე,Vე) 

სადაც (XV) ფიქსირებული წერტილია 7) არეში, ხოლო ინტეგრება 

(სყ) წერტილამდე 7) არეში აღებული ნებისმიერი გზით წარმოებს. 

ამ შემთხვევაში, CVICX,ყ) ფუნქციას ეწოდება LCX-+C0იყ დიფერენცია- 
ლის პირველყოფილი ფუნქცია. 

ცხადია, პირეელყოფილი ფუნქციის ზოგადი სახეა 

(X,V) .” 

იVCX,ყ)ლ– | ##X+0ძ9+0, 
(Xე,ყე) 

1§ 

  

(#): 

      

  

'·
   

ნახ. 26. 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია. - , · 
თუ ამ ტოლობაში ვიგულისხმებთ ჯ=Xეა, ყ=ყე მივიღებთ 

C = VCCთყი). მაშასადამე, 

(X,V) 
I #9ძX+C000=V(CX.V) –– LCX-,ყე)- 

(XიVე) | 

მივიღეთ ნიუტონ-ლაიბნიცის ფორმულის ანალოგიური ფორმულა. 
ახლა განვიხილოთ მართკუთხოვანი #» არე, რომლის გვერდები 

კოორდინატთა ღერძების პარალელურია (ნახ. 26). ეიგულისხმოთ,
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რომ LძX+Cძყ სრული დიფერენციალია, ვიპოვოთ ამ დიფერენცია- 

ლის პირველყოფილი ფუნქცია. „(%,V/) წერტილად შეგვიძლია ავი. 
ღ' თ #7) არის ნებისმიერი შიგა წერტილი. თუ ავიღებთ 7») არის ნე- 

ბისმიერ 8(%ყ) წერტილს, მაშინ სძX+C0ძყ დიფერენციალის პირ- 

ველყოფილი ფუნქცია V(Xყ) გამოითვლება ფორმულით 

ხLX.ყ)= | ”6»+0ძყ= | 26»+ | 94/= 
M8 4M 4M8 

= I LV, ყ) ძI+ | ნიი ეძI. 
> > 

სავარჯიშო 

1. გამო თვალეთ წირითი ინტეგრალი 

I (1 –– 2XV)0X+ (V?– 2»V)9V, 

L 

სადაც + არის /ც=-X1( –-1<X <1) პარაბოლის რკალი (ინტეგრალი 
აღებულია პარამეტრის ზრდის მიმართულებით). 

პასუხი, 11, 
უ 15 

9, გამოთვალეთ წირითი ინტეგრალი 

I (#ბ1-ხნყ)ძX+(X" -– ყშ)ძყ. 

ჯ 

სადაც # არის ყ=1--|1-–-ჯI წირი (ინტეგრალი აღებულია პარა- 

მეტრის ზრდის მიმართულებით). 

4 
პასუხი: _-.. ა უ : 3 

8. გამოთვალეთ წირითი ინტეგრალი 

I (X+Vყ)0X+(X – ყ)ძყ, 
+ 

' ) ' 
სადაც 7 არის + =1 ელიფსი, რომლის ავლა ზდება საათის 

ი 
ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით. 

პასუხი: 0:
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დაამტკიცეთ, რომ ინტეგრალქვეშა გამოსახულება სრული დიფე- 

რენციალია და გამოთვალეთ შემდეგი ინტეგრალები: 

(1.3) 
4. I Xძყ-L ყი». პასუხი: 8. 

(–1.3) 

(3, –ა) 
§. I X0X+ყძყ- პასუხი: 12. 

(0:1) 

8. იპოვეთ პირველყოფილი ფუნქცია V(CX,ყ), თუ 

თ) =(ა2+2XV - ყM?)ძX-+ (V1 –– 2XV – ყ')ძყ. 
3 

პასუხი: = 5 4აბ/ ებ +C.



თავი XII ს 

ფუნქციები სასრული ვარიაციით. სტილტიესის 
ინტებრალი 

§ 1, ერთი ცვლადის ფუნძცია სასრული ვარიაციით 

ვთქვათ, L0,ხ) სეგმენტზე განსახღვრულია ”V) ფუნქცია. დავყოთ 
(0,6) სეგმენტი ქვესეგმენტებად შემდეგი წერტილებით 

თ=Xა<X) < ...<-X- 1 <ჯ=ხ 

და შევადგინოთ ჯამი 

ვ= % |I(2) –- I(Xს.I) | ფ· 
#=1 

(0,6) სეგმენტის ყოველ დაყოფას ქვესეგმენტებად შეესაბამება არაუარ- 

ყოფითი რიცხვი ვ. აღენიშნოთ #I-ით ყველა § რიცხვის სიმრავლე. 

ამ სიმრავლის ზედა საზღვარს ეწოდება /0ი0 ფუნქციის სრული ვარია 

ა 

ცია და აღინიშნება X (/) სიმბოლოთი. თუ 

ხ 

I CV)< +Cთ. 

მაშინ /(X) ფუნქცია ეწოდება ფუნქცია სასრული ვარია- 

ციით. 
თეორემა 1. (0, ხხ) სეგმენტზე მონოტონური MI) 

ფუნქცია არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით. 

დამტკიცება. თუ /(2) ფუნქცია ზრდადია (თ,ხ) სეგმენტზე, 
მაშინ 

+II/VVა – -)1 = სა (/(C). - ICC -,)) =/(6) -- /), 
#=1 #=1 

ვინაიდან MX.) –– MIXL-,)>>0. მაშასადამე,



ვიწ თავი.#II, ფუნქციები სასრული ვარიაციით. სტილტიესის ინტეგრალი 
  

ს 
# (/1=/(8) – I(თ. 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ თუ /(0 კლებადია (0,6) სეგმენტზე, 

მაშინ 

ხ 
LM (I)=/1(0) –– /(§). 

თეორემა 9. თუ /() ფუნქციას აქვს სასრული ვარი- 

აცია (ი,ხ|) სეგმენტზე, მაშინ იგი შემოსაზღვრულია 
ამ სეგმენტზე. 

დამტკიცება. ვთქვათ, X არის ი და ხ შორის მოთავსებული 

რაიმე რიცხვი. გვაქვს: 

ხ 

I/0 – I | CI/C0 – /(9I + | I(6) – Iი | <7ჩ. 

აქედან 

ხ 
II(X) I < IV(0) | + » (ჩ. 

ეს უტოლობა მართებულია წი,ხ) სეგმენტის ყოველი X წერტილისათ- 

ვის. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა მ. თუ /0) ფუნქციას აქვს სასრული ვარია- 

ცია (ი) სეგმენტზე, მაშინ მას ექნება სასრული ვა- 

რიაცია (0ი,ხ) სე გმენტის ყოველ (ი.ი) ქვესეგმენტზე. 

დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 

თეორემა. #4. (ი,ხ) სეგმენტზე სასრული /() ფუნქცი- 
ისათვის მართებულია ტოლობა 

C ჩ ხ 

X#/Cს+XVCჩ=X (ჩ, ძ<0ი<ხ. (1.1) 
(71 წ– | 

დამტკიცება. დავყოთ Iთ,ს ღა (,0ხ) სეგმენტები "შემდეგი 
წერტილებით: 

ძ0=- Mი< I1<- .·-< ყVი=0, ი=7ა<- 2 < ...< #2 =ხ.. 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ა= VI IV) – I-ი, §ხ= 9 II) – I%-აL 
#51 #51



§ 1. ერთი ცვლადის ფუნქცია სასრული ვარიაციით ვ99 
  

ცხადია, ყი, ყე.» ყი: # ჩი .., მე წერტილები ყოფენ (ი,ხ) სეგ- 
მენტს ნაწილებად. ამ დანაწილების შესაბამისი ჯამი აღვნიშნოთ ჭეჯ-თი. 

გვაქვს: | 
ხ 

5ა--C 5ახ=8იხ<- I (I). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

= ხ ხ 

7 ე)+»7 (დ < » (ჩ· (1.2). 

განვიხილოთ ახლა (0,6) სეგმენტის ნებისმიერი დანაწილება 

(0,XI), IXX,I, .... IXი-),ხ). (1.3) 

"(6,ხ) სეგმენტის დაყოფის X,, X, ···, X--, წერტილებს შევუერთოთ 
« წერტილი (XL- 1 < 6<X.). მივიღებთ (0თ,ხ) სეგმენტის ახალ დანაწი- 

ლებას 

IC,X,1, IX,.X3I, .... III-ს ი), (0,XI, "ა სMე- ცხ). (1.4) 

"ცხადია, (1.3) დანაწილების შესაბამისი ვას ჯამი არ აღემატება (1.4) 
დანაწილების შესაბამის ჭის ჯამს: 

რ” ხ 

ზეხლ8ე= 8-+38ა<=V ფქ)+XCVC), (1.5) 

სადაც 3, და §: წარმოადგენენ 'მესაბამისად 

IC,X,I, XX)... IMM- 6) და 10.XMI (MIXM+)....., (Xი- კხ) 

დანაწილებათა "შესატყვის ჯამებს. (1.5)-დან გვაქვს 

ხ C ხ 

7 0=V7 C6ს+V თ. 0.0 

(1.2) და (1.6) დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს (1.1) ტოლო- 

ბა, თეორემა დამტკიცებულია. 
თეორემა § (ჟორდანი). თუ /() ფუნქციას აქვს სასრუ- 

ლი ქეარიაცია |0,) სეგმენტზე, მაშინ ეს ფუნქცია 
წარმოიდგინება ორი ზრდადი ფუნქციის სხვაობის 

სახით. 

დამტკიცე ბა. შემოვიღოთ აღნიშენა 

დC0=V (/),
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სადაც ილX=<ხ. ცხადია, დეე ზრდადი ფუნქციაა |ით,ხ) სეგმენტზე. 

ვაჩვენოთ, რომ ფუნქცია 

+60=» თ–/V 0.7 

ზრდადია (0თC,ხ) სეგმენტზე. ავიღოთ ამ სეგმენტიდან ჯ-ის ორი ნების- 

მიერი მნიშვნელობა X,, და Xე:, X, <- Xკ. გვაქვს: 

ათა ხთა-) »” დჩ – | – IV (0) – წIთა 
  

რადგანაც 

V 60= 7 0+XVჩ, 
ი, 

ამიტომ 

სCV) – VCX)=7 00 – I/0C) – /C)1>>0. 
· X 

1 

მაშასადამე, (0 ფუნქცია ზრდადია (თ,ნ) სეგმენტზე. (1.7) ტოლო- 

ბიდან გვაქვს 

#(XC=დ600 – სხლი- 
ჟორდანის თეორემა დამტკიცებულია. 

შენიშვნა. ჩვენ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ დ(X და %#(ჯ 
ფუნქციები არა მარტო “ზრდადია, არამედ დადებითიც. ამისათვის 
საკმარისია თითოეულ მათგანს დავუმატოთ საკმაოდ დიდი დადებითი 

რიცხვი, ამით /(X) იგივე დარჩება, ხოლო დ(X) და VI) ფუნქციები 
დადებითი ზრღადი ფუნქციებით შეიცვლება. 

§ 2, წირის წრფევაღობის აუცილებელი და 
საკმარისი პირობა 

ვთქვათ, მოცემულია რაიმე ბრტყელი 0 წირი, რომლის გან ტოლე- 
ბებია 

#X=თ(0, ყ=%(00, '2-) 
სადაც დიე და CC) უწყვეტი ფუნქციებია I =I,ხ| სეგმენტზე. ვიგუ- 
ლისხმოთ, რომ როცა ჯL იცვლება ძ-დან ხ-მდე, მაშინ სათანადო წერ- 
ტილი #Iდ(0. %0)) აღწერს C წირს გარკვეული მიმართულებით.



§ 2. წირის წრფეევადობის აუცილებელი და საკმარისი პირობა 401 
  

ძ ღა ხ-ს შესატყვისი წერტილები C წირზე აღენიშნოთ შესაბამისად 

«4 და ჯ# ასოებით. მართებულია შემდეგი 

თეორემა 6 (ჟორდანი). (2.1) წირის წრფევადობისათ- 

ვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ დთ() ღა ი() 

ფუნქციებს ჰქონდეთ სასრული ვარიაციები 1 სევჯ- 
მ ე ნ ტ ზ ე· 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. ვთქვათ, 

0 წრფევადი წირია და დავყოთ I სეგმენტი წერტილებით 

ძ=1<ს<...<ჩ)</=წ (2.2) 

და C წირში ჩავხაზოთ ტეხილი, რომლის წვეროები შეესაბამებიან 
# პარამეტრის 7ე, /, ..., /გ მნიშენელობებს. ცხადია ამ ტეხილის სიგ- 

რძე აკმაყოფილებს უტოლობას 

  

ა/ (დ0,) – <0, -))1+ (LC) =– %C,.-,))? ლ, 
#=1 

სადაც § არის C წირის სიგრძე. აქედან გამ ომდინარეობს, რომ 

2, (დ(,,) –– დ(/.-)) | 5 §, ?, | სC,,) -–– V(/--)) | დვ. 
#=1 L-=1 

მაშასადამე, 

„ ხ 

V (დალ), XI (#)=<§. 

რაკი ვ§ სასრულია, ამიტომ დ(/) და #() ფუნქციებია სასრული ვარია- 

ციით /# სეგმენტზე. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, დ(/) და V%VX/) 

ფუნქციებია სასრული გარიაციით 7-ზე. დაეყოთ # სეგმენტი (2.2) 
წერტილებით, ადვილი შესამჩნევია, რომ 

  

XV ICC –=%0, )I14+IV0)–90-))' < 
ჯო! ' 

<3 190) --9C-)I+ VIVCI – CV -)| < 
- #5=1 1 

26 ელ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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ხ ხ 

<V (ი0+»X (#). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ხ ხ 

3 =)7 (დ)-L # (4). 
ძ (“| 

თეორემის პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია, 

§ 3, სტილტიისის ინტეგრალი 

XIX საუკუნის მიწურულში რიმანის ინტეგრალის ცნებამ განიცადა 
განზოგადება. ეს განზოგადება მოცემული იყო 1894 წელს ჰოლანდი- 
ელი მათემატიკოსის სტილტიესის (Iს. I. 5L101616ვ) მიერ. სტილტი- 

ესის ინტეგრალი განსაკუთრებულ როლს ასრულებს მათემატიკურ 
ანალიზში, მექანიკაში, მათემატიკურ ფიზიკასა და ალბათობათა თეო- 

რიაში, მომენტთა და პოტენციალის თეორიაში, 

1.2 სტილტიესის ინტეგრალის განსაზღვრა, ვთქვათ, (0,ხI სეგმენ- 

ტზე განსაზღვრულია ორი ფუნქცია /0) ღა თ(). განვიხილოთ ამ 
სეგმენტის რაიმე დანაწილება 

IXე:X)I. IX.X2I, ··.» IXი>-I, XიI (3.1) 

სადაც · 

ძთ=Xი<X<...< Xე=ხ. 

ყოველ IXL ,, XI) სეგმენტზე ავიღოთ ნებისმიერი წ, წერტილი და შე– 
ვადგინოთ ჯამი 

ჩ 

თ= "%. Iნ)Iთიის) – თ0I-))!. 
#51 

ამ ჯამს სტილტიესის ჯამი ეწოდება. ცხადია, ეს ჯამი დამოკიდებულია 
როგორც 6, წერტილებზე, ისე I(0,ხ) სეგმენტის დანაწილებაზე., 

თუ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადე- 
ბითი #. რიცხვი, რომ ყოველი »# დანაწილებისათვის, X<7X#), და (X--,, 

XI სეგმენტიდან აღებული ნებისმიერი §,„ წერტილისათვის ადგილი 

აქვს უტოლობას ' 

|თ -- LI <§, 
სადაც L რაიმე რიცხვია, მაშინ ვიტყვით, რომ თ მიისწრაფვის ჯ რიც- 

ხვისაკენ, როდესაც #--0 და დავწერთ 

11I1თ=I, 
4-0
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თუ ასეთი ჯ რიცხვი არსებობს, მაშინ ამ რიცხვს ეწოდება /(#) 

ფუნქცის ს ტილტიესის ინტეგრალი თ(C0) ფუნქციის მიმართ, 
გავრცელებული (0,ხ) სეგმენტზე და აღინიშნება 

ხ 

I/იძიიი. (3.2) 

ამ შემთხვევაში /(X) ფუნქციას ეწოდება (ძ,ხ) სეგმენტზე ინტეგრე- 

ბადი თ() ფუნქციის მიმართ. 

რიმანის ინტეგრალი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორიც) კერძო შემ- 

თხვევა სტილტიესი ინტეგრალისა, თუ თ(X) ფუნქციად მივიჩნევთ 

თვით დამოკიდებულ ცვლადს: C(X) =»ჯ. 

თეორემა 7. ს ტილტიესის (32) ინტეგრალის არსე- 
ბობისათვის· აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყ ო– 

ველი დადებითი 2 რიცხვისათვის მოიძებნებოდეს 
ისეთი დადებითი Xჯ რიცხვი, რომ ნებისმიერი დად ე- 
ბითი 1 ღა » რიცხეებ ისათვის, » < ჯე, X <2, ადგილი 

ჰქონდეს უტოლობას | 

| -–1 –– თ., | <6, (3.3) 

სადაც თ. არის (თხ) სეგმენტის )-დანაწილების შესა- 
ბამისი სტილტიესის ჯამი. 

დამტკიცება. თეორემის პირობის აუცილებლობა ცხადია. და- 

ვამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ნებისმიერი დადებითი C 

რიცხვისათვის არსებობს ისეთი რიცხვი #» >0. რომ ყოველი დადები- 
თი X»# და » რიცხეებისათვის, X<#, X <-Xე, მართებულია (3.3) უტო- 

ლობა. - 

განვიხილოთ ნულისაკენ კრებადი დადებით რიცხვთა ისეთი მიმ- 

დევრობა (X.), >, რომ #.I<2ჩ2ე (L=1, 2,..-). ,ყოველ დადებით #” 
რიცხვს X <2 შეესაბამება უამრავი სტილტიესის თX/ ჯამი. ამ ჯამე- 

ბიდან ავიღოთ რომელიმე ფიქსირებული ჯამი და იგი ისევ თ)” სიმ- 

ბოლოთი აღვნიშნოთ. მაშინ (3.3) უტოლობის ძალით გვექნება 

0) – ხ<თ), <6 + (L=1, 2,.-.,)- 

აქედან გამომდინარეობს (თ. > მიმდევრობის 'შემოსაზღვრულობა 

და ამიტომ მისგან შეგვიძლია გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა 

(CXა, )|>)- ვთქვათ, 
)თ თ», =I- (3.4) 
წ-ი
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დავამტკიცოთ, რომ 

11Iს 0; = 7. (3.5) 
#–0 

(3.40) ტოლობის ძალით, § იმდენად დიდი შეგვიძლია ავიღოთ, როქ 

ადგილი ჰქთნდეს უტოლობას 

თუ გავითვალისწინებთ (3.3) უტოლობას, გვექნება 

(6, – თ, | <6, როდესაც X< 2ე: 

მაშასადამე, 

| თ» – II ლ (თ. თ, LI+I თ», –7|)<2", 

როდესაც X<2ე. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ მართებულია (3.5) ტოლო- 

ბა, თეორემა დამტკიცებულია. 

4? სტილტიესის ინტეგრალის თვისებები. სტილტიესის ინტეგრა- 

ლის განსაზღვრიდან უშუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი თვისებები. 

1. თუ MI2) ფუნქცია ინტეგრებადია თ() ფუნქციის 

მიმართ (იხ) სეგმენტზე, მაშინ 4 და 8 რიცხვები- 

სათვის 4/(ლ(ე ფუნქცია ინტეგრებადია #8თ() ფუნქ- 

ციის მიმართ და მართებულია ტოლობა 

სხ ბ 

I 4)00)ძ(3=001= 48 I M0)ძთ(»). 

8. თუ ჩ(ი) და /(X) ფუნქციები ინტეგრებადია თ() 

ფუნქციის მიმართ («,ნ) სეგმენტზე, მაშინ /,C)+/,) 
ჯამიც ინტეგრებადია თ(X) ფუნჭციის მიმართ და ადღ- 
გილი აქვს ტოლობას 

ხ . ხ ხ 

I (ჩC0ი+ჩ00)ძ«Cი = | ჩიიძთლი+ | ჩიიძი(ი. 

3. თუ IX) ინტეგრებადია (ით,ხ) სეგმენტზე ცალ- 
ცალკე თ,თ) და თა(X) ფუნქციების მიმართ, მაშინ /() 

ინტეგრებადია თ/(X)+თ,(X) .ფუნქციის მიმართაც და 

ხ ბ ხ 

I IიძI=,00+თ,00) = | /იძთ,თ+ | /ნიძიახი-
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თეორემა მ. თუ (0 ფუნქცია ინტეგრებადია (0, 

სეგმენტზე თ(0) ფუნქციის მიმართ, მაშინ I) იქნება 

ინტეგრებადი თ() ფუნქციის მიმართ (0,ხ) სეგმენტის 

ყოველ Iთძ) ქვესეგმენტზე. 
დამტკიცება. რადგანაც /(X) ინტეგრებადი· თ(ჯ) ფუნქციის 

მიმართ (თ,ხ) სეგმენტზე, ამიტომ ყოველე დაღებითი წ რიცხვისათვის 

პრსებობს ისეთი დადებითი ჩა რიცხვი, რომ ნებისმიერი დადებითი 7 

და » რიცხვებისათვის, #<-2), X <7), მართებულია უტოლობა 

| თ;,(0,ჩ) შე. (თ.ხ) | <%, 

სადაც თ,,(0,6) სიმბოლოთი აღნიშნულია (დ.ხI სეგმენტის X#-დანაწ ილე- 

ბის სტილტიესის შესაბამისი ჯამი. 

· თუ (ი,ხ) სეგმენტის დაყოფის წერტილთა შემადგენლ ობაში ”შევი- 

ტანთ და ძ წერტილებს, ხოლო დაყოფის წერტილებს, რომლებიც 

მოდის (თ,C) და (ძ,ხ) სეგმენტებზე ავიღებთ ერთსა და იმავუს ორივე 

დაყოფისათვის, მაშინ გვექნება 

| ღთX(თ,6) –– თ: ' (0,ხ) | = | თX(6,ძ) –– თ.” (ი, C)1<:6, 

როდესაც X<2ე, X” <2. მაშასადამე, მე-7 თეორემის ძალით არსებობს 

110 C1(C,0) 

ღა ამით თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 9. თუ /() ფუნქცია ინტ ეგრებადია თი) 
ფუნქციის მიმართ (ი,ხ) სეგმენტზე და #ი<06<ხ, მაშინ 

მართებულია ტოლობა 

M#» C ძ 

| IC(იითიი= | MX0ძ«(9 + | I6იძთცი. (3.6) 

დამტკიცება. მე-ზ თეორემის თანახმად არსებობს ინტეგრალები 

C ხ 

I2იძით და |I/ლიძილი. 

განვიხილოთ (0ი,ნ) სეგმენტის ნებისმიერი. » დანაწილება ისეთი, რომ 

დაყოფის წერტილების შემადგენლობაში ყოველთვის შედიოდეს C წერ- 
ტილი. მაშინ | 

თX.(0ხ) = 0CXL(C,0) + CX(C,ს).
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თუ ამ ტოლობაში ზღვარზე გაღავალთ, როდესაც X->0, მივიღებთ 
(3.6) ტოლობას. 

შენიშვნა, თუ (IX ფუნქცია ინტეგრებაღია თ() ფუნქციის ში- 
მართ (0,0) და (6,ხ) სეგმენტებზე, სადაც თ<6<ხ, მაშინ /(X) შეიძ- 

ლება არ იყოს ინტეგრებადი თ(ჯ) ფუნქციის მიმართ (ძთ,6) სეგმენტზე. 

მოვიყვანოთ მაგალითი. ვთქვათ, 

0, როდესაც – 1=Xჯ=<0, 

I(X9)= 
=> , როდესაც 0<X=1, 

X 

თე = | X, როდესაც –- 1=<-X<90, 

ს რომ 0, როდესაც 0=X=:1. 
ცხადია, 

1 

II Iიძიცა=0, | IX)ძთ ე =0. 
–1 მ 

განვიხილოთ L–1, 1) სეგმენტის #-დანაწილება და ვიგულისხმოთ, 

რომ რიცხვი 0 არ შედის დაყოფის წერტილთა შემადგენლობაში. 

მაშინ 

თX -- 1,1) =წნა(თლი) –- =(Xს-))=-– +. , 
' 

სადაც X-1<0<2%, და 6, >0. რადგანაც წ შეიძლება ავიღოთ რაგინდ 

მცირე, ამიტომ“ თ,( – 1,1) აბსსოლუტური სიდიდით შეიძლება რაგინდ 

დიდი გავხადოთ. ამის გარდა, თუ 6ჯ<0, მაშინ თCI( –-– 1,1)=0, მაშა- 

სადამე, არ. არსებობს 
1 

| Cეძთლი- 
41 

თეორემა 10. თუ MI და თი) ფუნქციებიდან ერთ- 

ერთი უწყვეტია § წერტილში, ძ<ი< ხხ, ზოლო მეორე 

შემოსაზღვრულია ამავე წერტილის რაიმე მიდამოში 

და არსებობს ინტეგრალები 

C ხ 

| ჩიპით და | ჩიიძილი, 

ხ 

მაშინ იარსებებს I Iიიძთცა.
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ღამტკიცება. განვიხ ილოთ (|(C,ხ) სეგმენტის ნებისმიერი X»-და– 

ნაწილება და ვიგულისხმოთ, რომ 6 წერტილი შედის დაყოფის წერ. 
ტილთა რიცხეში. მაშინ 

თX(0,ხ) = CX(0,0) +თ).(0,ხ). 

თუ ზღვარზე გადავალთ, როდესაც 2. –>0 მივიღებთ ტოლობას 

დ ხ 

III თ;= | I(X)ძთ() + I Mიიძთლე. (3.7) 
#0 ”) “ 

ახლა ვთქვათ, 6 არ შეღის (თ,ხს) სეგმენტის დაყოფის წერტილთა 
რიცხვში და დავუშვათ, რთმ 

თ= ზ% Mნა(თცი) – «6-1 
#5=1 

არის ამ დანაწილების შესაბამისი სტილტიესის ჯამი. თუ (|0,ხ) სეგმენ- 

ტის ამ დაყოფის წერტილთა შემადგენლობაში შევიტანთ დ წერტილ- 
საც, მაშინ ამ ახალი დანაწილების სტილტიესის სათანადო ჯამი აღე– 
ნიშნოთ ით” სიმბოლოთი. (3.7) ტოლობის თანახმად, თ” ჯამის ზღვარი, 

როდესაც »-–>0, არის 

> ხ 

(IVიძითა+ | /ხეძთლი. 

მაშასადამე, საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ 

11Iი (თ –– თ“) =0. (3.8) 
#-0 

ცხადია, თუ XX .<6<X#,, მაშინ თ ჯამი განსხვავდება ით” ჯამისაგან 
იმით, რომ თ ჯამში #-ური შესაკრები იქნება /(ნ)(თ0ი)--თ(X-)I, ზო- 
ლო მეორე ჯამში მის ნაცვლად გვექნება 

MნეIთ(თ -– (CXL-)I+I(617)(თ(X,) ––- %(2)), 

სადაც X-.=6:ლ0, იწ =X, ამასთან, (24 და წ აღებულია ნე– 

ბისმიერად აღნიშნულ შუალედებში. ამიტომ 

თ თ =/(წ)Iთ(XI) –– თ(I-)|–– 

–IM§0Iთ(ფ -- თ0ს-)) –– I6,0|6600) –– თ(0)I+ 
თუ 0) ფუნქცია შემოსაზღვრულია ი წერტილის რაიმე მიდამოში, “ 

ხოლო #(ი) უწყვეტია ი წერტილში, მაშინ უკანასკელი ტოლობის
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თანახმად მართებულია (3.8) ტოლობა. თუკი თ(X) შემოსაზღვრულია « 

წერტილის რაიმე მიდამოში, ხოლო MX) უწყვეტია C წერტილში, მა– 

შინ =-––-– თ” სხვაობა წარმოვადგინოთ ასე: 

ძ –– თ”'=ყIC6,) –– I თ1Iთ(X.) –– თ(Xს-))1+ თ(X-)II(C0) –– IC§§)1+ 

+თ(L-,)II(6,) –– I(0)+–თ(C)IM6;?) –– /(6)). 

თუ გადავალთ. ზღვარზე, როდესაც #->0, მივიღებთ (3.მ) ტოლობას 

და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
37. ნაწილობითი ინტეგრება. მართებულია შემდეგი 

თეორემა 11. თუ (#2 ფუნქცია ინტეგრებადია (0.ხ) 
სეგმენტზე თ) ფუნქციის მიმართ, მაშინ თ(»X ფუნქ- 

ცია იქნება ინტეგრებადი იმავე სეგმენტზე /I(ჯ7) ფუნქ- 

ციის მიმართ და ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ 
ხ ' 

| /009«C> = II/60«0015 –– | «ხიძ/ხი, (3.9 

სა დაც 

IVC0თC01§ => /(ხ)თ(6) –– /(თ)თ(4). 

დამტკიცება. დავყოთ (0,ხ) სეგმენტი ქვესეგმენტებად წერტი– 
ლებით ძთ=Xა<X,<..-< Xჯ„ა=ხ და ყოველ IX».-), XI სეგმენტზე ავი–- 
ღოთ ნებისმიერი §, წერტილი. სტილტიესის ჯამი 

თ= 2. თ(ნ)IIX) – ჩთX-))) 
#=1 

წარმოვადგინოთ ასე: 

#-I · 

თ=-- თ(ნ)I(თ – 2?) MX,)Iი(ნა+ა) –– თ(5)1+ თ(ნი)/()- 
#1 

თუ ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილს მივუმატებთ და გამოვაკლებთ 

/(ხ)თდ) –– /(თთ(თ) გამოსახულებას, გვექნებ ა 
M-1 

თძ=(/00თ001ბ – | 9 MX)IC(6+) – «(6)1+ 
=1 

+/(ნ)(თ(ტ) –– =C.)1 -/(0)(თ(6) –– თ(8)) | 1 
ამ ტოლობაში ზღვარხე გადასვლით, როდესაც »->0 მივიღებთ (3.9) 
ტოლობას, თეთრემა დამტკიცებულია.
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4". სტილტიესის ინტეგრალის არსებობა ზოგიერთ კერძო შემთ 

ხვევაში. ვთქვათ, MX) ფუნქცია შემოსაზღვრულია (თ,ხ) სეგმენტზე, 
ხოლო თ(ჯ) ზრდადია ამავე სეგმენტზე. დავყოთ |(თ,ხ) სეგმენტი ქვე- - 

სეგმენტებად წერტილებით 2თ=X#ა<X, <-.-..<X= სხ. აღენიშნოთ 

და M# სიმბოლოებით /(X) ფუნქციის ქვედა და ზედა საზღვრები |თ,ხ1 

სეგმენტზე და შევადგინოთ ჯამები 

9 = 9, M-Iთიია – 0--)ს თ =. 8) VაIთხხე – თ0V- I, 
= “ ს=1 

თ= 2) MC,)Iთ(X-) –– თ(X#-))), 
#L#=1 

სადაც XL ,=წ<X.' 
თ და 9 ჯამებს ვუწოდოთ შესაბამისად დარბუ-სტილტიესის ზე- 

და და ქვედა ჯამები. ადვილი "შესამჩნევია, რომ 

8: ლთ თ. 

შევნიშნოთ, რომ (ი,) სეგმენტის ყოველ დანაწილებას შეესაბამება 

გარკვეული ქვედა ჯამი = და გარკვეული ზედა ჯამი თ. რაც შეეხება 

თ ჯამს, იგი განსაზღვრული არაა, ვინაიდან §, წერტილები ნებისმიე- 
რად შეგვიძლია ავიღოთ სათანადო სეგმენტებზე. თუ ILX0,6) სეგმენტის 

დანაწილებას უცვლელად დავტოვებთ, ხოლო ყოველ IX. X.I ხეგ– 
მენტის შიგნით ვცვლით წ, წერტილს ისე, რომ 

1110 /(6-) = XL) 
მაშინ 

I1Iდ ძ– 0. 

ანალოგიურად, წ, წერტილების შერჩევით თ ჯამი შეგვიძლია რაგინდ 

ახლოს გავხადოთ 9 ჯამთან. 

ამრიგად, თ და ით ჯამები, რომლებიც შეესაბამებიან |ი,ხ) სეგ– 

მენტის რაიმე დანაწილებას, წარმოადგენენ სტილტიესის იმ ჯამთა სიმ- 
რავლის ზეღა ღა ქვედა საზღვრებს, რომლებიც შეესაბამებიან (|თ,ხ) 
სეგმენტის იმავე დანაწილებას. 

აღვილი დასამტკიცებელია, რომ ღარბუ-სტილტიესის ნებისმიერი 
ქვედა ჯამი არ აღემატება ნებისმიერ ზედა ჯამს. 

თეორემა 19. (თ,) სეგმენტზე /ი) ფუნქციის ინტეგ– 
რებადობისათვის ზრდადი თლ) ფუნქციის მიმართ



400 თავი XII ფუნქციები სასრული ეჟარიაციით. სტილტიესის ინტეგრალი 
  

აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყოველი დადე- 

ბითი § რიცხვისათვის არსებობდეს ისეთი დადებითი 

X. რიცხვი, რომ მოცემული სეგმენტის ნებისმიერი 

2-დანაწილებისათეის, X#<#X, ადგილი ჰქონდეს უტო- 

ლობას 

თ-- 9 <%, (3.10) 

დამტკიცება. ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა, 

ვთქვათ, არსებობს ინტეგრალი 

ხ 

1= I I(X)ძთფი. 

მაშინ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი 

Xე რიცხვი, რომ (–,ხ) სეგმენტის ნებისმიერი X-დანაწილებისათვის, 
#<7), ადგილი ექნება უტოლობბიბს 

§« C 
1''– წ 1 –, ვ 59< +- 

სადაც თძ-თი აღნიშნულია აღებული დანაწილების. სათანადო სტილ- 
ტიესის ჯამი. მაშასადამე, 

"I = Lლ96= =ფ= LI+ >. 

აქედან გამომდინარეობს (3.10) უტოლობა, ამიო პირობის აუცილებ- 

ლობა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ყოველი და- 
დებითი § რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი ჩე რიცხვი, რომ 

-(0,ნ) სეგმენტის ნებისმიერი X» დანაწილებისათვის, #»< ჩა, სათანადო 

ზედა და ქვედა ჯამებისათვის მართებულია (3.10) უტოლობა, ამ შემ- 
თხვევაში ცხადია, რომ 

ILI=I , 

სადაც 

21=898ს.| =), I=10”|CI. 
"1 აღენიშნოთ I ასოთი. რადგანაც 

9ლL<თ, წლთი<თ, 
ამიტომ 

|–- II <4,
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1100 თ= 1. 
4-0 

თეორგმის პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

თეორემა 13. თუ /X ფუნქცია უწყეეტია (ძე) სეგ- 

მენტზე, ხოლო თ(X ფუნქციას აქვს სასრული ვარია- 
ცია იმავე სე გმენტზე, მაშინ /C) ინტეგრებადია თი) 

ფუნქციის მიმართ (ი,ხ) სეგმენტზე. 

დამტკიცება. რადგანაც სასრული ვარიაციის ყოველი ფუნქცია 
წარმოიდგინება ორი ზრდადი ფუნქციის სხვაობის სახით, ამიტომ ზო- 

გადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ თ() ზრდადი 

ფუნქციაა (C,6| სეგმენტზე. 
შემდეგ, MX) ფუნქციის უწყვეტობის, გამო (0V,ხ) სეგმენტზე, ყოვე- 

ლი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი მ(8) რიც- 
ხვი,: რომ (0,ხ) სეგმენტის ნებისმიერი ჯ» და ჯ” წერტილებისათვის, 
რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობას | »" –-X | <8, ადგილი ექნება 

უტოლობას 
|/(X ა) –– IX) | <5, 

მაშასადამე, თუ განვიხილავთ (0,6) სეგმენტის ნებისმიერ 1. დანაწილე- 
ბას (X-ს XLI), X<8, მაშინ ყოველი #-სათვის გეექნება 

M# ს-ით <ჩ, 

სადაც M+ჯ და თ წარმოადგენენ შესაბამისად /(0) ფუნქციის უდი- 
დეს დღა უმცირეს მნიშენელობებს (X,-,, X»I სეგმენტზე. მაშასადამე, 

ძთძ-9= ?, (Mს –- 9I)Iთ(X) –– #(X--,)) < 

<6 + (თ(X,) –– «(X# –))1 =4ICთ(ხ) –- ი(ძ)). 

#65=1 

მე-12 თეორემის თანახმად /(#) ფუნქცია ინტეგრებადია (ძ,ხ| სეგმენ- 
ტზე თი ფუნქციის მიმართ. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 14. თუ /X ფუნქციას აქეს სასრული ვა- 

რიაცია |I0C0ხ) სეგმენტზე, ზოლო თხე უწყვეტია იმაეე 
სეგმენტზე, მაშინ /() ინტეგრებადია (ი,ხ|) სეგმენტზე 
თნ) ფუნქციის მიმართ. 

ეს თეორემა მე-11 და მე-13 თეორემების შედეგია.
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5”. სტილტიესის ინტეგრალის გამოთვლა. მართებულია შემდეგი 

თეორუმა 156. თუ (XV ფუნქცია უწყვეტია (Lი,) სეგ- 
მენტზე, ხოლო თ() იმავე სეგმენტზე სასრულია და 

ყოველ 
როს 10,+C:L) ... ,Iრე,ხ( 

ინტერვალზე მუდმივია, მაშინ მართებულია ტო- 

ლობა 

ხ 

| /Iეძით =/(თღI=6+) –– =() +/(6)(«(6) –– თ(6 –-)1+ 
« 

+ 3) IIC)(თ(C+) -– «(0 –). (3.11) 
L-1 

დამტკიცება. აღვილი დასამტკიცებელია, რომ. 

ხ 
4 (თ)= |Cთ(0+-) –– თ(C) |+ | თ(ხ) –– თ(ხ ––)| + 

+ 3) (1 (თ) – თ –) | + | თ(6+) –– «(C)| I: 
ს+ი1 ' 

მაშასადამე, C(ჯ) არის ფუნქცია სასრული ვარიაციით (0,ხ| სეგმენტზე 

და ამიტომ /(ი ინტეგრებადია თ(X) ფუნქციის მიმართ. ცხადია, რომ 

ხ ი+1 CX 

| /თპ«თ= 1) |. /ნაძთლი, (3.12) 
8 · L#=1 39 · 

სადაც C-=0, 0აკ,=ხ. 

3% · 

გამოთვალოთ ინტეგრალი I M0ეძთ(). ამისათვის (6C.,, 6.1 სებ- 
«C 

M-1 

მეხტი დავყოთ ქვესეგმენტებაღ წერტილებით 
CX1=X -X<-...<X»=CL 

და: შევადგინოთ სტილტიესის ჯამი: 

9= %)I(ნ0IC(X) –– MCXI-,)1, 
I
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სადაც X,.,ლ–წ,ლX/. ცხადია, რომ 

თ=I§,)(თCX,) –– თ(C, -,)1+I(ნო)(თდ,) –– თ(X„-))!, 

რადგან სხვ შესაკრებები ისპობა ამ ტოლობაში თე: გადავალთ 
ზღვარზე, როდესაც X»-–+0, მივიღებთ 

C,, 

I I(X)ძთ(X) =/I(CL-,)(თ(Cს-,') –– (> -))1+ 
C 

L-) 

+I/(C,) (თ(C) –– 2(C ––)!. 

მაშასადამე, თუ გავითვალისწინებთ (3.12) ტოლობას, მივიღებთ (1.11) 

ტოლობას. 

თეორემა 180. თუ /(X) ფუნქცია რიმანის აზრით იხნ- 

ტეგრებადია (თხ) სეგმენტზე, ხოლო თლ) ფუნქციას 

აქეს წარმოებული VVICX, რომელიც რი მანის აზრით 

ინტეგრებადღია მოცემულ სეგმენტზე, მაშინ /C) ინტეგ- 
რებადია (თ,ხ1) სეგმენტზე და მართებულია ტოლობა 

ხ ხ 

I Iიძთლი = | /Cით”იიძ». (3.13) 

დამტკიცება. დავყოთ (0,6) სეგმენტი ქვესეგმენტებად შემდეგი 
წერტილებით: ძ= Xა<X) << X-ს) <Xა=ხ. გვაქვს: 

# ” I 

== 5) I(6,)(თხი) – «0V-ა)1= 3. Iწ) | თ«”'ხიძX. 
ს=1 ჟუ +._, 

მაშასადამე, 

გ ი 72 

C – | Iიით”თიი»=3) | (6) –/ნი)“ ხემ». (3.14) 
«21 # +“, 

რადგანაც თ (6) შემოსაზღვრული ფუნქციაა (თ,ნ) სეგმენტზე, ამიტომ 

არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი #, რომ |ი,ხ) სეგმენტის ნებისმი- 

ერი ჯ წერტილისათვის” მართებულია უტოლობა |თ”(X) | ლს. მაშასა– 
დამე, 

39 ” 

(” V(ნ)/თიI« სიძ» | <#XCM,ს – თ)| ძ»= 
! “ კ 

=#LCMს –– ასს –X-). 
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სადაც ს და Mჯ წარმოადგენენ MX) ფუნქციის ქვედა და ზედა საზ- 
ღვრებს IX»-, XI სეგმენტზე. ამიტომ (3.14) ტოლობიდან გვაქვს 

XX » (Mსა-– თხას –-X-). (3.15) 
#=1 

  

ხ 

თ I I0)თ'00ძX 
  

რაკი MX) ინტეგრებადია (0თ,ნ) სეგმენტზე რიმანის აზრით, ამიტომ 
(3.15) უტოლობის მარჯვენა ნაწილი ნულისაკენ მიისწრაფვის, როდე- 

„ საც #->0. მაშასადამე, MX) ფუნქცია ინტეგრებადია (ით,ხ) სეგმენტზე 
თლ) ფუნქციის მიმართ და მართებულია (3.13) ტოლობა. თეორემა 

დამტკიცებულია, 

სავარჯიშო 

1. დაამტკიცეთ, რომ თუ MC») ფუნქციას აქვს სასრული ვარიაცია 

(0,ხ) სეგმენტზე, მაშინ 4I(>) ფუნქციასაც, სადაც „4 მუდმივი სიდიდეა, 

აქვს აგრეთვე სასრული ვარიაცია იმავე სეგმენტზე. 

9. დაამტკიცეთ, რომ თუ (6) და ყ0) ფუნქციებს აქვთ სასრული 
ვარიაციები (თ,ხ) სეგმენტზე, მაშინ /(X0+ #00 ფუნქციასაც აქვს სას- 
რული ვარიაცია იმავე სეგმენტზე. 

ზ. ICC და ეყ(X) ფუნქციებს აქეთ სასრული ვარიაციები (ი,ხ1 სეგ- 
მენტზე. დაამტკიცეთ, რომ /(X)ყV(X) ფუნქციასაც აქვს სასრული ვარი- 

აცია იმავე სეგმენტზე. 
4. ვთქვათ, MX) და 9(X) ფუნქციებს აქვთ სასრული ვარიაციები 

I6,ხ1 სეგმენტზე, ამასთან, ჯ-ის ყველა ძნიშვნელობისათვის | 0(X) | >», 

სადაც » დადებითი რიცხვია. დაამტკიცეთ, რომ > ფუნქციას აქვს 
VLX, 

„სასრული ვარიაცია. ' 

5. მოცემულია /(X) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია ასე 

Iე= #50 ==, როდესაც 0<X<1, 

0, როდესაც Xჯ=0. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ /(0 უწყვეტია (0,1) სეგმენტზე, დაამტკი– 
ცეთ, რომ ამ ფუნქციას არა აქვს სასრული ვარიაცია. 

8. დაამტკიცეთ, რომ თუ IX) ფუნქციას აქვს სასრული ვარიაცია 
(0,ხ) სეგმენტზე, მაშინ | /Cი | ფუნქციასაც აქვს სასრული ვარიაცია 
იმავე სეგმენტზე.
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7. ააგეთ ისეთი /(X) ფუნქცია, რომელსაც არა აქვს სასრული ვა- 

რიაცია რაიმე სეგმენტზე, ხოლო | /(X) | ფუნქციას ჰქონდეს სასრული 
ვარიაცია. 

8, ვთქვათ, MX) და #(X) ფუნქციებს აქვთ სასრული ვარიაციები 

I6,6) სეგმენტზე. დაამტკიცეთ, რომ #(XI=08X (MX), 9(X)) და. თ(X) = 
II0 (I(X),9(X) | ფუნქციებსაც აქვთ სასრული ვარიაციები იმავე სეგ– 

მენტზე. 

9. I(0 და თ(X) ფუნქციები განსაზღვრულია ასე 

· =| 0, როდესაც 0=X<1, 

«ა-| 0, როღესაც – 1<X<20, 
1, როდესაც 0<:X<-1. 

1 
დაამტკიცეთ, რომ ინტეგრალი I IX) ძთ(X) არ არსებობს. 

=1 

10. გამოთვალეთ ინტეგრალი I Xძთ(ი), სადაც თ(X) განსაზღვ- 

რულია ასე: 

0, როდესაც 0<Xჯ<2, 
«ი-1 5, როდესაც +=2. 

პასუხი: 20. 

| 3 

11. გამოთვალეთ ინტეგრალი | #ძთCV, სადაც 
(41 

0“ როდესაც X=–-1, 

თ(0)=41, როდესაც – 1<ჯ<2, 

– 1, როდესაც 2ლჯ<3. 

პასუხი: --5.



თავი XI 

ორჯერადი ინტეზრალი 

დიფერენციალური აღრიცხვის ცნებები და მეთოდები, რომლებიც 
ერთი ცვლადის ფუნქციისათვის განვიხილეთ, ფართოდ ვრცელდება 

მრავალი ცვლადის ფუნქციებისათვის. ინტეგრალური აღრიცხვის ძირი- 

თადი იდეები შეგვიძლია გადავიტანოთ აგრეთვე მრავალი („ცვლადის 
ფუნქციებისათვისაც. უპირველეს ყოვლისა ეს ეხება მთავარ იდეას–– 

ინტეგრალი, როგორც გარკვეული სახის ჯამის ზღვარი. ეს იდეა პრაქ- 

ტიკის მოთხოვნილებებიდან წარმოიშვა. ამ თავში განვიხილავთ ძირი- 

თაღ საკითხებს, რომლებიც დაკავშირებულია ორი ცვლადის ფუნქცია- 

თა ინტეგრებასთან. | 

სანამ ორჯერადი ინტეგრალის შესწავლას შევუდგებოდეთ, ჯერ გა- 

ნვიხილოთ ბრტყელი ფიგურის ზოგიერთი თვისება). 

§ 13, სომადი სიმრავლეები 

"პირველ ტომში მოვიყვანეთ ფართობადი არის ცნება და შევისწავ- 

ლეთ ასეთი არეების ზოგიერთი თვისება. ამ პარაგრაფში განვიხილავთ 

ფართობად სიმრავლეებს და დაწვრილებით შევისწავლით ასეთ სიმრავ- 

ლეთა თვისებებს. ჯერ შემოვიღოთ 
განსაზღვრა 1. ჩეენ ვიტყვით, რომ წყვილ-წყვილად არაგადა- 

· მფარავ ორგანზომილებიან სეგმენტთა სასრული სისტემა 

85=(IC 1.91, 

ფარავს #, სივრცეში აღებულ შემოსაზღვრულ ჯ სიმრავლეს, თუ ამ 

სიზრავლის ყოველი წერტილი ეკუთვნის ერთ-ერთ სეგმენტს მაინც 5 

სისტემიდან ღა, ამის გარდა, ამ სისტემის ყოველი სეგმენტი "შეიცავს 

ჩე სიმრავლის წერტილებს. 

ავიღოთ ჯ0ყ სიბრტყეზე შემოსაზღვრული I; სიმრავლე და გან- 
ვიხილოთ ო რგანზომილებიან სეგმენტთა რაიმე სისტემა, რომელიც 

  

1 ბრტყელი ფიგურა ეწოდება სიბრტყის წერტილთა ნებისმიერ სამრაელეს. ტყ ეოტილ
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ფარავს # სიმრავლეს. აღვნიშნოთ თ%(5) სიმბოლოთი § სისტემის სე- 

გმენტთა ფართობების ჯამი, 0თ,(5)-ით კი 5-ის იმ სეგმენტების ფართობთა 

ჯამი, რომლებიც # სიმრავლეშია მოთავსებული. ცხადია, 

თ.(5) <9M5). 

ამრიგად, ორგანზომილებიან სეგმენტთა ყოველ # სისტემას, რომელიც 
X# სიმრავლეს ფარავს, შეესაბამება ორი რიცხვი თ,(9) ღა თ%4). გან- 

ვიხილოთ ორგანზომილებიან სეგმენტთა ყოველგვარი § სისტემა, რო- 

მელიც ჯ სიმრავლეს ფარავს და აღვნიშნოთ II"-ით 0C%3) რიცხვთა 

სიმრავლე, #,-ით კი თა(5) რიცხვთა სიმრავლე. თუ X სიმრავლე ცა–- 

რიელი არაა, მაშინ II" სიმრავლის ყველა ელემენტი დადებითი ·რიცხ–- 

ვია. თუ # სიმრავლე არ შეიცავს მიგა წერტილებს, მაშინ #. სიმ–- 

რავლე ცარიელია. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ M,. სიმრავლის არც ერთი ელემენტი არ 
აღემატება # "2 სიმრავლის ნებისმიერ ელემენტს. მაშასადამე, #, სიმ- 

რავლე ზემოდან შემოსაზღვრულია და ამიტომ მას აქვს ზედა საზღვა- 

რი. რაც შეეხება II" სიმრავლეს, იგი ქვემოდან შემოსაზღვრულია და 
ამიტომ მას აქვს ქვედა საზღვარი. 

განსაზღვრა 1. I" სიმრავლის ქვედა საზღვარს ეწოდება XI 

სიმრავლის გარე ზომა ჟორდანის აზრით, I, სიმრავლის ზე– 
და საზღვარს კი # სიმრავლის შიგა ზომა ჟორდანის აზრით. 

# სიმრავლის გარე და შიგა ზომებს აღნიშნავენ შესაბამისად "IX 

და ».I სიმბოლოებით. 

განსაზღვრა 2, L სიმრავლეს ეწოდება ზომადი ჟორდა- 
ნის აზრით ან მოკლედ ზომადი, თუ »:"#=M1,X. 

ჟორდანის აზრით ზომად სიმრავლეს ეწოდება აგრეთვე ფართო- 
ბადი სიმრავლე. 

თუ ჯ სიმრავლე ზომადია, მაშინ ამ სიმრავლის გარე ან შიგა ზო- 

მას ვუწოდებთ # სიმრავლის ზომას ჟორდანის აზრით ან ფარ- 
თობს და მას აღენიშნავთ | I. 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ (0,1; 0,1) კვადრატის ყველა რა–- 

ციონალური წერტილის # სიმრავლისათვის 

ო X=1, "XX =0. 

მაშასადამე, # სიმრავლე ფართობადი არაა. 

თეორემა 1. შემოსაზღვრული სიმრავლის ზომადობი- 

სათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ მისი სა– 
ზღვრის ზომა იყოს ნულის ტოლი, 

27 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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დამტკიცება. ვთქვათ, # შემოსაზღვრული ზომადი სიმრავლეა! 

მაშინ 

თია ==. #M= | # |- 

სიმრავლის ზედა ღა ქვედა საზღვრების განსაზღვრის თანახმად, ნების- 
მიერი დადებითი § რიცხვისათვის არსებობს ორგანზომილებიან სეგმენ- 
ტთა ისეთი § სისტემა, რომელიც ფარავს # სიმრავლეს და მართებუ- 

ლია უტოლობები: 

0ი"(ფ--| L | < == | # | ––თ,(5) < +. (1,1) 

ეთქვათ, I, 1ე,-- ი არის 8 სისტემის სეგმენტები, რომლებიც 

მთლიანად არ შადიან # სიმრავლეში, ცხადია, რომ 

სს --.ს70ე=%, 

სადაც #-თი აღნიშნულია # სიმრავლის საზღვარი. ამის გარდა, 

თ" X=II)1+|13| +---+ I I, | =C%5)-–-–ძა(5). (1.2) 

მაგრამ (1.1) უტოლობების წევრ-წევრად შეკრებით მივიღებთ 

თ%(9)–– კ(5)< > 

მაშასადამე, (1.2) უტოლობათა ძალით 

თ" X <6 

და რაკი 6 ნებისმიერი დიდებითი რიცხვია, ამიტომ XX =0, ე. ი. 

| # |C9. თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია.“ 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, | # | = 

შინ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს სესილი. 
ბიან სეგმენტთა ისეთი § სისტემა, რომელიც # სიმრავლეს ფარავს 

და ადგილი აქვს უტოლობას 

C%M85)–- თ,(5) < 6. 

მაშასადამე, 

ო ს-- ი.ა #M <6 

და, რაკი 8 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ 

თ." =VაI. 

პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია, 
"თეორემა 9. თუ #4 სიმრავლე ს სიმრავლის ნაწილია, 

მაშინ 

თ"'4<თ" მ, VI, 4= 7,1. (1,3)
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დამტკიცება. ავიღოთ სეგმენტთა ნებისმიერი სასრული #§ სის- 
ტემა, რომელიც 1 სიმრავლეს ფარავს. 8)-ით აღენიშნოთ #§ სისტემის 

ქვესისტემა, რომელიც #4 სიმრავლეს ფარავს. ცხადია, რომ 

Cთ'MC59) <=C'(5). 

მაშასადამე, ადგილი აქვს (1.3)-ის პირველ უტოლობას. ანალოგიურად 
მტკიცდება (1.3)-ის მეორე უტოლობა. 

თეორემა 3, თუ 4 და ს შემოსახღვრული სიმრავლეებია, მაშინ 

L C4 ს 8)ლ"4-+ > #8. (1.4) 

ღამტკიცება. განვიხილოთ სეგმენტთა ნებისმიერი ორი §, და 
8; სისტემა, რომლებიც ფარავენ შესაბამისად 4 და 18 სიმრავლეებს. 

აღვნიშნოთ §-ით 59, და 5; სიმრავლეთა ჯამი. თუ § სისტემის რაიმე 
სეგმენტს აქვს ამავე სისტემის რამდენიმე სეგმენტთან საერთო შიგა 

წერტილი, მაშინ ეს სეგმენტი შეგვიძლია ისე დავყოთ სეგმენტებად, 
რომ მათ არ ჰქონდეთ საერთო შიგა წერტილები. ასე რომ, შეგვიძლია 

თავიდანვე ვიგულისხმოთ, რომ § სისტემის სეგმენტებს წყვილ-წყვი- 

ლად არა აქვთ საერთო შიგა წერტილები, შემდეგ, ცხადია, რომ §# 

ფარავს 4 ს ს სიმრავლეს და 

თ%M5)=C=%8,))+0თ%5.). 
აქედან 

"(4 ს 8)=CV%5))-+თ"(5:). (1.5 

რადგანაც 8, და 5, სისტემები ნებისმიერად აყო აღებული, ამიტომ 

(1.5) უტოლობიდან მიიღება (1.4) უტოლობა, 

§. 2. თეორემები ჯჭოზად სიმრავლეთა შესახებ 

თეორემა 4. თუ #, და #, ზომადი სიმრავლეებია, მაშინ 

მათი გადაკეეთაც ზომადი სიმრავლეა. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 1 = X, 9 #.. აღვნიშნოთ #ს XV, # 

სიმბოლოებით #,, 1, #M სიმრავლეთა საზღვრები შესაბამისად. რად– 

განაც #, და #, ზომადი სიმრაქვლეებია, ამიტომ 

|#,I =0, | #3| =9. 
ადვილი შესამჩნევია, რომ 

#C=– M, I) IXMვ. 

მე-2 და მე-3 თეორემების თანახმად 

თა # ლი (X, ს X,)ლთ"X) +,"#.გ=0.
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მაშასადამე, #"# =0 და 1-ლი თეორემის ძალით X2 ' სიმრავლე ზო- 

მადია, – 

თეორემა §. თუ 4 და 8 ზომადი სიმრავლეებია და, 

ამასთანავე, 8C 4, მაშინ 4-8 სიმრავლეც ზომადია. | 

დამტკიცება, აღვნიშნოთ 4, 8, 4-ს სიმრავლეთა საზღერები 

შესაბამისად X,, #X:, # სიმბოლოებით. ადვილი დასამტკიცებელია, 
რომ #=XX) ს #ც;. აქედან 

თ." # ==»! (MX, ს #-)ლე»" #, + "ა. 

მაგრამ, რაკი #4 და 1 სიმრავლეები ზომადია, ამიტომ 

თ X#)=0, ». #აგ= 0. 

მაშასადამე, ."X# =0 და ამიტომ 4-–-18 სიმრავლე ზომადიას 

თეორემა 0. თუ შემოსაზღვრული ჯ სიმრავლე დაყთფი- 

ლია წყვილ-წყვილად არაგადამკვეთ ზომად X),#,..»#”ი 

სიმრავლეებად, ანდა საერთო წერტილებად აქეთ 
მხოლოდ საზღვრის წერტილები, მაშინ ჯX სიმრავლე 

ზომადღიადა 

ი 

ა (MI =|ნI 0. 
#51 

დამტკიცება, განიხილოთ ორგანზომილებიან სეგმენტთა ნები“ 

სმიერი 8 სისტემა, რომელიც ჯ; სიმრავლეს ფარავს. აღვნიშნოთ #»- 

თი 8 სისტემის იმ სეგმენტთა სისტემა, რომლებიც მთთავსებულია #» 
სიმრავლეში (#-=>1,2,...,#). ადვილი "შმესამჩნევია, რომ 

” 

1, 9.(9.)<9,(5)ლ,X- 
ს=L 

აქედან გამომდინარეობს 

ჩ 

2, თ ა.MLს=–ლზა #. (2.2) 

L-1 ' 

შემდეგ, მე-3 თეორემის თანახმად 

2, ა I L.=>" I. (2.3) 
#51 

რაკი ყოველი #„ სიმრავლე ზომადია, ამიტომ 

თ.ა» -=#" XI ==| XI | (#=1,2,:-.,M)-
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მაშასადამე, (2.2) და (2.3) თანაფარდობები შეგვიძლია გადავწეროთ 

ასე: | 

1. |8.)ლთ.ა#, 1, | წ | >თ"XL. (2.4) 

” L#-1 #51 

მაგრამ 

ა == IX. 

ამიტომ (2.4) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს 

9.1 = შა" X = ?, | | , 

| #51 

ე. ი. # სიმრავლე ზომადია და მართებულია (2.1) ტოლობა. 

თეორემა 7. თუ 0 წირის განტოლებას აქვს სახე #=/X), 
ი<»X<%ს, სადაც II) უწყვეტია მოცემულ სეგმენტზე, მა- 
შინ Cთ წირის ფართობი ნულის ტოლია. 

"დამტკიცება, რადგანაც /(X) ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია 
(8,0) სეგმენტზე, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსე- 

· ბობს ჯ-ზე დამოუკიდებელი. ტსეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ (თ, ხ) 
სეგმენტის ყოველი ჯ” დღა X” წერტილებისათვის, რომლებიც აკმაყო- 

"ფილებენ უტოლობას |X --X | <ფ ადგილი ექნება უტოლობას 

II(V) – IX)I <---. 

ახლა დავყოთ L7,ხ) სეგმენტი ქვესეგმენტებად წერტილებით: 
თ=X%<X<.-<Xი)<%=ხ, 

სადაც 
' X-XI. <7 (+=1,2,-..-,ჯ). 

აღვნიშნოთ თ; და #, სიმბოლოებით MX) ფუნქციის უმცირესი და 
უდიდესი მნიშვნელობები (X ,, XI სეგმენტზე და განვიხილოთ ორ- 
განზომილებიან სეგმენტთა #4 სისტემა: 

5= MI 13). ა1»ს 

სადაც 

ცხადია 8 სისტემა ფარავს 0 სიმრავლეს და 

ი:0 <0თ”%5). (2.5) 

I.=IX =:X<Xს; MIM=V<M#) (#=1,2....,ჩ).
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“შემდეგ, რაკი 

  M-ის < (-=1,2,..-,7), · 
–ძ 

ამიტომ 

  

”» · 

თCმV9)= M ხს–X# ))(1,,– '– ე) –9%+ (5) 2 (Iს–XI-))(ჰ4წ გ-ი!) < _-ე 2 0ნ–X-)) 

მაშასადამე, (2.5) უტოლობის ძალით, 1)"C <6 და 6 რიცხვის ნების- 
მიერობის გამო, »VC=0, ე. ი. ICI =0. თეორემა დამტკიცებულია: 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ C წირის ფართობი ნულის ტო- 

ლია, თუ წირის განტოლებას აქეს სახე X=დ(ყ), 2თ=Vყ=<9ძ, სადაც 

დფ) უწყვეტი ფუნქციაა IიC,ძ1 სეგმენტზე- 
განსაზღვრა 3. რაიმე C წირს ეწოდება უბან-უბან ცალსახა, 

თუ იგი შეიძლება დაიყოს სასრულ რიცხვ წირებად იი C-ს რო- 

მელთა განტოლებებს აქვთ სახე: ყ=/(X0), ი:<X=<ხ, ან X=დ(V), 

ილყლძ, სადაც MX) და დ(ყ) უწყვეტი ფუნქციებია შესაბამისად (0,6) 

და (თძ) სეგმენტზე. 

თეორემა 8. ყოველი დახურული C არე, რომელიც შე- 

მოსაზღვრულია უბან-უბან ცალსახა წირით, ფართო- 
ბადია, 

დამტკიცება. C არის საზღვარი აღვნიშნოთ 0 ასოთი. რადგა- 

ნაც 0 უბან-უბან ცალსახა წირია, ამიტომ იგი შეგვიძლია დავყოთ 
სასრულ რიცხე წირებად C,, 0)... რა, რომელთა განტოლებებს აქვს 

სახე 

ყ=I(I), ძთ=X<ხ 
ან 

X=დ(Vყ), ი=ყ=ძ, 

სადაც MX) და «(ყ) უწყვეტი ფუნქციებია შესაბამისად (თ,ხ) და (0,0) 

სეგმენტზე. მე-7 თეორემის ძალით 

Iღ|=მ (=1,2....,#) 

და, მაშასადამე, მე-6 თეორემის თანახმად 

ი 

|იI= 1) |0-| =9. 
#51 

ამრიგად, C არის საზღვრის ფართობი ნულის ტოლია და ამიტომ 1-ლი 
თეორემის ძალით მოცემული არე ფარდობადია.
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§ 3, სიმრავლის წეხიერი დანაწილება 

ვთქვათ, ზომადი # სიმრავლე დაყოფილია ზომად #,, IX, წი 

სიმრავლეებად. ამ სიმრავლეთა სისტემას ვუწოდებთ # სიმრავლის წე– 

სიერ დანაწილებას, თუ 

#. ს.ს ს···ს ჩი=%ჩ 
და 

XსX;,ი #ლ–ლ#II#, (1+#)1), 

საღაც #X, არის X, სიმრავლის საზღვარი. 

აზლა ვთქვათ, სიმრავლეთა (#), #M,-.·,#ა) სისტემა ზოშადი სიმ–- 

რავლის წესიერი დანაწილებაა. ამ დანაწილებას ვუწოდებთ X სიმრავ- 

ლის წესიერ X-დანაწილებას, თუ 

#=108XI0V(#M,), ძ(X2),.--.,0ძ(#7)), 

სადაც ძ(#I) წარმოადგენს XV, სიმრავლის დიამეტრს. 
დასასრულ, სიბრტყის წერტილთა რაიმე სიმრავლეს ვუწოდებთ 

ელემენტარულ ფიგურას, თუ იგი შეგვიძლია დავყოთ სასრულ 

რიცხვ ორგანზომილებიან სეგმენტებად, რომლებსაც წყვილ-წყვილად 
საერთო შიგა წერტილები არა აქვთ, 

თეორემა მ. თუ ზომადი Xჯ სიმრავლის M ქვესიმრავ- 

ლის ზომა ნულის ტოლია, მაშინ ყოველი დადებითი # 

რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი I). რიცხვი, 
რომ XX სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი #-დანაწილები– 
დან აღებული იმ სიმრავლეების ფართობთა ჯამი, რომ- 
ლებსაც აქვთ საერთო წერტილი V#I-თან, 6-ზე ნაკლებია, 

დამტკიცება. რადგანაც | # |I=0, ამიტომ არსებობს II სიმრავ- 

ლის შემცველი ისეთი ელემენტარული # ფიგურა, რომ | XI <6 და 

0(9, #) >9, 

სადაც #X არის X-ის საზღვარი, ხოლო ი0(#,#) წარმოადგენს მან- 

ძილს # და # სიმრავლეებს შორის. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

»=0(#, X) 

და განვიხილოთ XL. სიმრაელის ნებისმიერი წესიერი 2#.-დანაწილება, ამ 
დანაწილებიდან აღებული ის სიმრავლეები, რომლებსაც აქვთ საერთო 

წერტილები II-თან. მოთავსდებიან 72-ში, მაშასადამე, ამ სიმრავლეთა 

ფართობების ჯამი ნაკლები იქნება 6-ზე. თეორემა დამტკიცებულია.
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§ 4. ამოცანები, რომლებსაც მივყავართ ორკბერადი 

ინტეგრალის ცნებამდე 

მრავალი გეომეტრიული და ფიზიკური ამოცანის ამოხსნა მოით- 
ხოვს ორჯერადი ინტეგრალის ცნების შემოღებას. ასეთი ამოცანებიდან 

განვიხილოთ ორი––ერთი გეომეტრიული და ერთიც ფიზიკური შინაა- 

რსისა. 

19. სხეულის მოცულობის გამოთვლა. ჯერ შემოვიღოთ შემდეჯი 

განსაზღვრა 4. ცილინდრი ეწოდება სამგანზომილებიან არეს, 

რომელიც შემოსაზღვრულია ცილინდრული ზედაპირით და ორი ურთ- 
იერთპარალელური სიბრტყის ნაწილებით, რომლებსაც ცილინდრის 

ფუძეები ეწოდება, 
ლემა 1. თუ ცილინდრის ფუძე ფართობადი არეა, მა- 

შინ ამ ცილინდრის მოცულობა უდრის ფუძის ფართო- 
ბისა და სიმაღლის ნამრავლს. 

დამტკიცება. სიმარტივისათვის გა- 
ნვეიხილოთ ის შემთხვევა, როდესაც ცილი- 
ნდრული ზედაპირის მსახველები ფუძის 
მართობია. ცილინდრის ქვედა ფუძის რა- 

, იმე 0 წერტილში გავავლოთ მსახველის 

! პარალელური 0X ღერძი (ნახ, 27). ასეთი 
I სხეულის ” მოცულობა გამოითვლება გა- 

ნსახღვრული ინტვგრალით, თუ ცნობი- 

ათი წიი ლია 0X ღერძის ყოველ წერტილში შარ- 
(1 I, „ა. თობული კვეთის 0 ფართობი (ჩვენს შემ- 

"I", შეა, ',',, თხვევაში ეს ფართობი ყოველი წერტილი- 

, სათვის ერთი და იგივეა). თუ ცილინდრის 

სიმაღლეს აღვნიშნავთ ასოთი. მაშინ, 

როგორც ცნობილია, გვექნება 

X 

=–- ჩ” 

' ჯ“ = = , 

9 : ლემა დამტკიცებულია. 
განსაზღვრა 5. ცილინდრული სხე– 

ული ვუწოდოთ სხეულს, რომელიც შემო- 

საზღვრულია შემდეგი ზედაპირებით: ქვემოდან ჯი0ყ სიბრტყით, ზემოდან 

2=ICX,/) ზედაპირით ღა გვერდიდან ცილინდრული ზედაპირით, რო- 

მლის მსახველები 0# ღერძის პარალელურია, აქ იგულისხმება, რომ 

I(X,ყ)>9. 

–-––     
ნახ. 27,
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ახლა განვსაზღვროთ „ცილინდრული სხეულის მოცულობა. ვთქვათ, 

#) წარმოადგენს მოცემული ცილინღრული სხეულის ფუძეს. ვიგული- 

სხმოთ, რომ »”) დახუროლი ფართობადი არეა. დავყოთ ჯ) არე ფარ– 

თობად ქვეარეებად. 
ტთ,, ტთე,...,ტთე. 

ყოველი #0C.(CL-=>1,2,...,,) არის კონტურზე ავაგოთ ცილინდრული ზე- 
დაპირი, რომლის მსახველები 07 ღერძის პარალელურია, მაშინ მოცე- 

მული ცილინდრული სხეული ღაიყოფა ელემენტარულ ცილინდრულ 
სხეულებად, რომელთა რიცხვია „. ავიღოთ #0ძ, არეზე ნებისმიერი 

»L(ნ» ა) წერტილი. ცხადია #»-(, ი, ს) წერტილი, საღაც 
=I(წ, შ,), ძშევს მოცემულ «=/(%ყ) ზეღაპირზე თუ ყოველ 

M,.VC=1,2,...,9) წერტილზე გავავლებთ X0ყ სიბრტყის პარალელურ 

სიბრტყეს, მივიღებთ ელემენტარულ ცილინდრებს, რომელთა მოცუ- 

ლობებია 
I 2») | ტლ, | (=1, 2,-.-,1). 

ავიღოთ ასეთი ცილინდრების მოცულობათა ჯამი 

» · 

1, 2) |ბთI. (4.1) 
L=1 

შემოვიღოთ 
განსაზღვრა 6. ცილინდრული სხეულის »” მოცულობა ვუწო- 

დოთ ზღვარს 

110 % I(2.) | ტძ».I, (4.2) 
1-0 +#-1 

სადაც » უდიდესია #ტთ, არეების დიამეტრებს შორის, 
ამრიგად, ცილინდრული სხეულის მოცულობის ამოცანამ მიგვიყვა- 

ნა (4.1) სახის ჯამის ზღვრის მოძებნამდე. 

29. ბრტყელი ფიგურის მასა. მოცემულია ბრტყელი ფართობადი # 

არე, რომელზედაც განაწილებულია რაიმე მასა. ვიტყვით, რომ მასა 

თანაბრად განაწილებულია XX) არეზე, ანუ X# არე ერთგვაროვანია, თუ 

მისი ორი ნებისმიერი ნაწილი, რომელთაც თანატოლი ფართობი აქვთ, 
შეიცავენ თანატოლ მასებს. ამ შემთხვევაში არის ნებისმიერი ნაწილის 

მასის ფარდობა ამავე ნაწილის ფარდობასთან მუდმივი სიდიდეა, იგი 

რიცხობრივად უღრის #) არის ერთეული ფართობის მასას. ამ ფარ- 
დობას 7) არის მასის სიმკვრივე ეწოდება. თუ მასა თანაბრად განაწი- 

ლებული არაა, ე. ი. არე, ერთგვაროვანი არაა, მაშინ საჭირო ხდება 
შემოვიღოთ სიმკვრივის ცნება წერტილში,
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ავიღოთ #) არეში რაიმე » წერტილი და მისი #თ მიდამო, ე. ი. 
§ რადიუსიანი წრე, ცენტრით ჯ წერტილში. ტთ მიდამოს მასა იყოს 

ბთ. ფარდობას ორ ეწოდება ჯ) არის მასის საშუალო სიმკვრივე 
„ |ტი 

ტთ არეზე, ხოლო ამ ფარდობის ზღვარს, როდესაც §-+0, პქვია 9 
არის მასის სიმკვრივე ჯ წერტილში. აღვნიშნოთ იგი 0(უ) სიმბოლო- 
თი. ამგვარად, 

. ტა. 
(»)= III · (4.3) M)- სთ ი)   

ახლა გადავიდეთ #) არის მასის მოძებნის საკითხზე. ვთქვათ, ფარ–- 

თობად 7) არეზე განაწილებულია მასა და ცნობილია მასის ი(ჯ) სიმ- 
კვრივე 1) არის ყოველ » წერტილში. საძიებელია 7) არის მასა. და- 

ვყოთ # არე ფართობად ქვეარეებად 

ტთ,, ტთ,,... თე. 

ყოველ #0თ, არეზე ავიღოთ ნებისმიერი », წერტილი. (4.3) ტოლობის 
თანახმად, 4თ, არის #»:, მასა მიახლოებით ასე გამოისახება: 

ტობს-=0(წ») | ბთ, |, 

სადაც », არის ტთ, სიმრავლის ნებისმიერი წერტილი. # არის მთე– 
ლი »: მასის მიახლოებითი მნიშვნელობა იქნება: 

ი 

წთ 4 ? 0(2/) | ბთ, |. 

#=1 

. » · 

ცხადია, რომ +, 0(ს.) | ტ9, | გამოსახულების ზღვარი, როდესაც 27->0, , 

#51 

სადაც 2 უდიდესი დიამეტრია #0, არეების დიამეტრებს შორის, წარ- 
მოადგენს მასის ზუსტ მნიშვნელობას: 

» 

= თ 2, 0(7/) | ტთ, | - (4.4) 
0 5 

ამრიგად, ნივთიერი ფიგურის მასის მოძებნის ამოცანამ მიგვიყვანა 

»ჩ 

?, 0(»,) | რთა | “ 4.5) 
#51 

ჯამის ზღვარის მოძებნამდე,



§ 5. ორჯერადი ინტეგრალის განსაზღვრა 427 

  

თუ შევადარებთ (4.1) და (4.5) ჯამებს, რომლებიც ორი სხვადა- 
სხვა ამოცანის ამოხსნის შედეგად მივიღეთ, დავინახავთ, რომ ამ ჯამე- 

ბის აგებულება სავსებით ერთნაირია. ქვემოთ ჩვენ შევისწავლით ამგ– 

ვარი ჯამების ზღვრებს. 

V-§ 5. ორჯერადი ინტეგრალის განსაზღვრა 

ვთქვათ, /(X,ყ) ფუნქცია განსაზღვრულია შემოსაზღვრულ ზომად თ 
სიმრავლეზე. განვიხილოთ ამ სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი 7-დანა– 
წილება (თ,, Cთე,...,თა). ყოველი C,(L=1,2,...,I) სიმრავლიდან ავი- 
ღოთ ნებისმიერი (§,, უჯ) წერტილი და შევადგინოთ ჯამი 

ძ= 53%) (ნიო) თ|. 
#=1 

ამ ჯამს ეწოდება რიმანის ჯამი. ცხადია, ეს ჯამი დამოკიდებულია რო- 
გორც (6, შუ») წერტილების არჩევაზე, ისევ #-დანაწილებაზე, 

თუ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთით დადები- 

თი ჯX. რიცხვი, რომ «ა არის ნებისმიერი წესიერი 7-დანაწილებისათვის, 

2=#ე, მართებულია უტოლობა , 

|თ–I1 | <6, 

სადაც » რაიმე რიცხვია, მაშინ ვიტყვით, რომ თ ჯამი მიისწრაფვის ჯ 

რიცხვისაკენ და ამ ფაქტს ასე აღვნიშნავთ: 
110 თ=7. 

#4–0 

ამ შემთხვევაში #” რიცხვს, თუ ასეთი არსებობს, ეწოდება ორჯერადი 

ინტეგრალი /(Vყ) ფუნქციისა, გავრცელებული თ სიმრავლეზე და 
აღინიშნება 

|II(>აძXძყ ან LI /(ი)ძი. 

ა წ) 

აქ 27=(X,ყ). 
ამრიგად, განსაზღვრის თანახმად, 

II /C= #00XოX=IIC. 2, (6 თ.) |თI“ 
წ. _ 48-02 

თუ ზემოთ აღნიშნული ზღვარი არსებობს, მაშინ /(X,ყ) ფუნქციას 
ეწოდება რიმანის აზრით ინტეგრებადი ან, მოკლედ, ინტეგ- 

რებაღი თ სიმრავლეზე. წინააღმდეგ შემთხვევაში /(X,4) ფუნქცია ინ-
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ტეგრებადი არაა თ სიმრავლეზე, თ სიმრავლეს ეწოდება ინტ ეგრე: 
ბადობის არე. 

ცხადია, რომ თუ |თI=0, მაშინ || /(X,V)ძXძყ=0. 
თ 

ჯ § 6. სედა ღა ქვედა ინტეგრალები 

ვთქვათ, I(%ყყ) ფუნქცია შემოსაზღვრულია ზომად C სიმრავლეზე. 

განვიხილოთ თ სიმრავლის რაიმე წესიერი დანაწილება 

(ი თე... ი). (6.1) 
ჯამებს 

_ ი » , 

თ= 2, M#.Iთ. 9= 3) თ. ,' 

#51 #51 

სადაც M» და # არის IX,7ყ) ფუნქციის ზედა ღა ქვედა საზღვრებია 
თ; სიმრავლეზე, ეწოდება შესაბამისად დარბუს ზედა და. ქვედ 

ჯამები. ცხადია, , 

<8) I(Cნ,, თ.) | თLI = ; 
#51 

სადაც (§, უო) არის თ» სიმრავლის ნებისმიერი წერტილი." აქედან. 
ჩანს, რომ თ სიმრავლის აღებული დანაწილებისათვის დარბუს ზედა, 
და ქვედა ჯამები წარმოადგენს შესაბამისად რიმანის ჯამთა სიმრავლის 

ზედა და ქვედა საზღვრებს. მართლაც, (§,», თ) წერტილების შერჩევით 

სა I(C,, »,) | თ» | 
#-1 

ჯამები შეგვიძლია გავხადოთ რაგინდ ახლოს როგორც ძ ჯამთან, ისე 
თ ჯამთანაც. 

“ 
ლემა 2. ვთქვათ, (6.1) დანაწილებისათვის /(C, V) ფუნ- 

ქციის ზედადა ქვედა ჯამებია თ და თო, თუ თM(C#=1,2,..-,) 
სიმრავლეებს კვლავ დავყოფთ ზომად მვესიმრავლეე- 

ბად და,ხელახლა შევადგენთ ზედა და ქვედა ჯამებს ( 4 
და თ, გვექნება 

95 თ ფლუ, 

ე. ი. ზედა ჯამიარ გადიდდება, ქვედა ჯამი კი არ შემც“- 
რდება. წ
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დამტკიცება. საკმარისია მსჯელობა ჩავატაროთ ერთ რაიმე თ, 
სიმრავლისათვის. ვთქვათ, თჯც სიმრავლე დაყოფილია, მაგალითად, ორ 

ზომად თ; და თ; სიმრავლედ. აღვნიშნოთ M, და M#ჯ/ სიმბოლოებით 

IX, ყ) ფუნქციის ზედა საზღერები თ; და თ სიმრავლეებზე შესაბამი- 
სად. ცხადია, რომ 

M#Mალ<M#თ., MM: ლ=M». 

ამ შემთხვევაში თ ჯამში ყველა შესაკრები უცვლელი რჩება, გარდა 

M#სIთას) შესაკრებისა,ა რომლის ნაცვლად ახლა ორი შესაკრებია 
M,Iთ:.) და M#; | თ, |, ასე რომ, #/V | თ, | გამოსახულების ნაცელად 

გვექნება ჯამი 
M# თ” +M თ“ . 

მაგრამ #თLI +M, |; | 

M, | ი + M; | თ, | –ლM»(| იგ| + | თ, |)= MI თ I. 

მაშასადამე, C” <9. 
ანალოგიურად მტკიცდება, რომ ქვედა ჯამი არ კლებულობს, ე, ი. 

თ<0”. ლემა დამტკიცებულია. 
ლემა მ. არც ერთი ქვედა ჯამი არ აღემატებაარც 

ერთ ზედა ჯამს. 
· დამტკიცება, ვთქვათ, მოცემულია თ სიმრავლის ორი ნებისმი- 

ერი წესიერი დანაწილება 
(თ, CI... ე) და (CI, თე ,..., ი 

მათი შესაბამისი ზედა და ქვედა ჯამები იყოს თ, 9თ''და 9”, თ”, ე. ი. 

ი 

= VI #:Iი: >“ = VI თ;Iი:, 
M=1 L=1 

– # » 
= ?, M##VIთ I თ” = 1, თ | თ; | - 

#=1 #"1 

დასამტკიცებელია, რომ 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

თ ლშ. 

თს =X; II ი. 

თკ, სიმრავლე ზომადია. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

M» 

თ;= ს თე, თ, = ს, თა. M4
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ამის გარდა, 

#M I· 

ა= ს) ს ”“,,. 
(51 51 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ორ სხვადასხვა თ, სიმრავლეს საერთო შიგა 
წერტილი არა აქვს. მართლაც, ვთქვათ, 

თ),=თ; წ თ. C,კ=თ; ჩი 0X”, 

სადაც 1##7, და ვიგულისხმოთ, რომ თ, ღა თ, სიმრავლეებს აქვთ 
საერთო შიგა წერტილი ჯ. მაშინ » იქნება CV); და ა, სიმრავლეების 

საერთო შიგა წერტილი, რაც შეუძლებელია. 

ამრიგად, ორ სხვადასხვა თ,, სიმრავლეს შეიძლება ჰქონდეს საერ- 

თო წერტილებად მხოლოდ საზღვრის წერტილები. შემდეგ, მე-6 თეო- 

რემის თანახმად 

Iთ|= 90», IX |= 9) |თ. ა: 2: IV. I =| 
#=1 (51 (=1 §=1 

აღვნიშნოთ 7/,, და »I,, სიმბოლოებით ((X, ყV) ფუნქციის. ზედა 

· და ქვედა საზღვრები თ,, სიმრავლეზე. ცხადია, რომ ა 

M#ი=#V M,,=+ML, თ).=>1 Iგ2>9% - 

რადგანაც -– წ“ 

MM | თ; | =#V 2I9იI= + თი. < + თით 
“> 1-1 

ამიტომ წ 
M ” თ” 

C" = %) თ, |თI I 2) 3) თითი» I 
#51 (51 #=1 

მაშასადამე, 

ლემა დამტკიცებულია. ' 
ახლა: აღვნიშნოთ 77" სიმბოლოთი /CX,M) ' ფუნქციის ყველა ზედა 

ჯამის სიმრავლე, 7I.-ით კი––ყველა ქვედა. ჯამის სიმრავლე. მე-2 ლე-
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მის თანახმად #„ სიმრავლის არც ერთი ელემენტი არ აღემატება #L" 

სიმრავლის ნებისმიერ ელემენტს. აქედან გამომდინარეობს, რომ # · 

სიმრავლე ქვემოდან შემოსახღვრულია, M,. კი ზემოდან. შემოვიღოთ 
აღნიშენები 

ILI"=1ს(#V"ს #„ა=8სი XM,. 
ცხადია, რომ #.=<7". 

I" და „კ რიცხვებს ეწოდება შესაბამისად ზედა და ქვედა ორჯე- 

რაღი ინტეგრალები I(X,) ფუნქციისა, გავრცელებული თ) სიმრავლეზე, 
და მათ აღნიშნავენ "შესაბამისად 

II IV ყ) ძXძყ და II I(CX, ყ) ძX ძყ. 

( , 9 7. ინტეგრალის არსებობის აუცილებელი და 
საკმარისი პირობა 

თეორემა 1 (რიმანი, ფართობად თ სიმრავლეზე შემო– 

საზღვრული /(ყ) ფუნქციის ინტეგრებაღდობისათვის 
აუცილეზელია და საკმარისი, რომ ყოველი დადებითი 

წ რიცხვისათვის არსებობდეს ისეთი დადებითი ჩა რი– 
ცხვი, რომ თ სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი 1.-დანა– 
წილებისათვის, X<7#ა კ) ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

თ-თ<6. 0.1) 
დამტკიცება. ვთქვათ, I(X,ყ) ფუნქცია ინტეგრებადია თ სიმრა- 

ვლეზე; მაშინ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 

დადებითი ე რიცხვი, რომ თ სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი 7-დანა- 
წილებისათვის, #»<X,, ადგილი ექნება უტოლობას 

ზ C 
=–- ტი ი –-, 1 ვ < <1-+- 3 

სადაც თ არის აღებული დანაწილების სათანადო რიმანის ჯამი, ხოლო 

= II ICX, V) 0X იყ. 

ოთ 

მაშასადამე, 

აქედან გამომდინარეობს (7,1) უტოლობა. ამით პირობის აუცილებლო– 

ბა დამტკიცებულია.
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ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ნებისმიერი 

დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი 7. რიცხვი, 

რომ თ სიმრავლის ყოველი წესიერი 2.-დანაწილებისათვის, #< Xე, მარ- 

თებულია (7.1) უტოლობა. აქედან ქღლებულობთ 

1"--I.<6. 

რაკი 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ I"= I.. ეს საერთო 

მნიშვნელობა აღვნიშნოთ ჯ ასოთი. შემდეგ, რადგანაც 

თლთლუ, Cთ=1=>თ, 

ამიტომ, (7.1) უტოლობის ძალით, 

|-–II<6 

ყოველი წესიერი »-დანაწილებისათვის, ეს კი იმას ნიშნავს, რომ 

110 თძ=7 
#-0 

და ამით თეორემის პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 
თეორემა 9. თუ შემოსაზღვრული /(, #) ფუნქცია ინტ- 

ეგრებადია ფართობად თ სიმრავლეზე, იგი ინტეგრე- 

ბადია მის ნებისმიერ ფართობად ქგესიმრავლეზე. 

დამტკიცება. ვთქვათ, თ" არის თ სიმრავლის ფართობადი 
ქვესიმრავლე. განვიხილოთ თ?“ სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი დანა- 

წილება (Cთ1, C5,...,0ე). ამ დანაწილების შესაბამისი ზეღა და ქვედა 

ჯამები აღვნიშნოთ თ და ი. სიმბოლოებით. შემდეგ განეიხილოთ 

თ შ თ; სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი დანაწილება (C,Cთე,..-,0)ე|. 
#=1 

ამ ორი დანაწილების გაერთიანება მოგვცემს თ არის წესიერ დანაწი- 

ლებას (თ, (0ე,...,თ), რომლის შესატყვისი ზედა და ქვედა ჯამები 

აღვნიშნოთ შესაბამისად შუ ღა 9 სიმბოლოებით. ცხადია, რომ 

ფუ" იხ<თ--ძ. 

თუ IV ყ) ფუნქცია ინტეგრებადია თ სიმრავლეზე, მაშინ პირველი 
თეორემის ძალით უკანასკნელი უტოლობა მოგვცემს 

I1Iთ(ი"- თ") =90, 

#–0 
სადაც » არის თა.(L=1,2,...,ა) სიმრავლეების დიამეტრთა შორის 
უდიდესი. უკანასკნელი ტოლობა ამტკიცებს თეორემას.
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§ 8, ინტეგრებად ფუნქციათა კლასი ? ? 
7? % 

თეორემა 8. დახურულ ფართობად არეზე უწყვეტი 
ფუნქცია ინტეგრებადია ამ არეზე. 

დამტკიცება. ვთქვათ, /MX,ყ) ფუნქცია უწყვეტია დახურულ 
ფართობად თ არეზე, კანტორის თეორემის თანახმად იგი თანაბრად 
უწყვეტია თ არეზე. მაშასადამე, ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის 
არსებობს ისეთი დადებითი »უ(ს) რიცხვი, რომ თ არის ყოველი 

წ = (XV) და აჯ”=(X”,ყV) წერტილისათვის, რომლებიც აკმაყოფი- 
ლებს პირობას ი(»”,ი”)<7უ, გვექნება 

  | Iს” ,ყ'”) – IX ,ყ') | < L- 

IV | 
ახლა განვიხილოთ თ) არის ნებისმიერი წესიერი X-დანაწილება (V),,ი)ვ, 

-.. ე), სადაც X<7, მაშინ 

M-ის < +   (L= 1,2,. .M), 

სადაც M#, და », წარმოადგენს შესაბამისად /I(X,ყ) ფუნქციის ზედა 

და ქვედა საზღვრებს თ, სიმრავლეზე. მაშასადამე, 

თ-თ= (Mს –– ის) ი, <---– ბ, |თ,| =%. “2 (MI C 
აქედან, პირველი თეორემის თანახმად, გამომდინარეობს /(V,ყ) ფუნქ- 

ციის ინტეგრებადობა თ არეზე და ამით თეორემა დამტკიცებულია. 
ამ თეორემის თანახმად, ცილინდრული სხეულის XV მოცულობა, 

რომელიც (4.2) ტოლობითაა მოცემული, შეგვიძლია ასე დავწეროთ: 

V = I I I(X.Vყ)ძXძყ. (8.1) 
#ჯ 

ასევე, (4.4) ტოლობა შეგვიძლია დავწეროთ ასე: 

» = | | ი(Cყ)ძ»ძყ. (8.2) 
” , 

ახლა დავამტკიცოთ უფრო ზოგაღი 

თეორემა 4. თუ დახურულ ფართობად თ არეზე მემო- 

საზღვრული MX/) ფუნქციის წყვეტის წერტილთა სიმ- 
რავლის ზომა ნულია, მაშინ აღებული ფუნქცია ინტე- 

გრებადია დფ -ზ ეა 

98. ვლ. ჭელიძე, ე, წითლანაძე
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· დამტკიცება. აღვნიმნოთ 7) ასოთი /(Xყ) ფუნქციის წყვეტის 
წერტილთა სიმრავლე და ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი §# რიცხვი. 

რადგანაც · 
14:|I=9, 

ამიტომ არსებობს ისეთი დახურული ფართიბდ არე #7= 7, რომ 

      
ი X · 

სადაც # არის | I(XV) ! ფუნქციის ზედა საზღვარი და სიმრავლეზე. 

შემდეგ მთიძებნება ისეთი დახურული ფართობადი არე #CCთ--X, 

რომ 

        
8M 

თ--#" სიმრავლეზე: /X,9) ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია და აში- 
ტომ აღებული 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი , 8(8) რიც- 

ხვი, რომ #«ა--#V> სიმრავლის ყოველი ჯ'=(X”, /) ღა ჯ”=(V%V') 
წერტილებისათვის, რთმელთა შორის მანძილი ნაკლებია 6(6)-ზე, მარ- 
თებულია უტოლობა 

IIV , ყ)-– MX, ყ)1< 2» 7 

# და # „სიმრავლეებს შორის მანძილი აღვნიშნოთ »-თი, რადგანაც 

ჩაკეტილ # და X სიმრავლეებს არა აქვთ საერთო წერტილი. ამიტომ 

უ>0. 
ახლა განვიხილოთ «თ არის რაიმე წესიერი X-დანაწილება (II, (I, 

..ა ა), <2), სადაც # 'უმცირესი რიცხვია 8 და უ რიცხვებს შო- 

,„ რის. გვაქვს: 

# 

თ>-თ= 8) (M,-)1 I. 
დ. #51 

აქ #, და I, წარმოადგენს "შესაბამისად MX) ფუნქციის ზედა და 

'ჭვედა საზღვრებს თ, სიმრავლეზე, თ-–9 > სხვაობა წარმოვადგინოთ 
ასე: · 

' შ-თ- ა ის) | თ. + ბერთრ–ი) |, (8-3) 

1 #9 სიმბოლოთი აღნიშნულია # სამრავლის შიგა წერტილთა სიმრაელე-
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სადაც ხს. ჯამში შედის (M#„–ი,) | თ; | სახის შესაკრებები, შესაბამი- 

სი თ, სიმრავლეებისა, რომლებსაც აქეთ საერთო. წერტილი » სიმ- 

რავლესთან, ხოლო ჯო ჯამში შედის ყველა დანარჩენი შეაკრები, 

შევაფასოთ სპ. და ჯო ჯამები, ცხადია, რომ 12” ჯამის ყველა შე– 

საკრებისათვის გვე ქნება 

        

  

212 
და ამიტომ 

2 პრო თაIVI< ე ი 2 19 <9 ი|I= 2 · 

შემდეგ 

2 ამითა) | ი | <2# 29 | <2X(IVI+ |ი--ნს<-> . 
ამრიგად, 

თძ--თძ<6. · 

მაშასადამე, /CC,ყ) ფუნქცია ინტეგრებადია « თ არეზე. თეორემა დამტ- 

კიცებულია. 

6 9. ორჯერადი ინტებრალის უხარტივესი თპისებები /4 

თეორემა წ, თუ თ ფარდობადი არეა, მაშინ 

„II M/=IიL (9.1) 

დამტკიცება. თ არის ნებისმიერი წესიერი X-დანაწილებისათვის 

თ, რა... ი) გვაქვს . 

(აკ | + | თვ | +.-. 3 Iთ,1= 19 და მაშასადამე, LV, | + | თ | (+, IიI 

სთ 2) IM I-II 
2-0 241 

ე. ი. მართებულია (9.1) ტოლობა. 
თეორემა .6. თუ /(XV) ფუნქცია ინტეგრებაღძა თ არე- 

ზე, მაშინ იIX,ყ) ფუნქციაც ინტეგრებადია თ-ზე და მა- 

რთებულია ტოლობა 

I I იILX, ყაძXძყ = თ | I ICX,ყ)ძXძყ. (9.2)
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დამტკიცება. განვიხილოთ თ სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი 

დანაწილება (თ,,V)ე,...,0 |. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას X(X,V) = 0ICXყ), 

გვექნება 

2, XCნ»ო») | 0» | =0 ?, (Iნსუა)| თ 
#51 #21 

სადაც (წ უ.) წარმოადგენს თჯ სიმრავლის ნებისმიერ წერტილს. თე 

ამ ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც X->0, სადაც X არის 

თ(თ,) დიამეტრებს შორის უდიდესი, მივიღებთ (9.2) ტოლობას. 

თეორემა 7. თუ /(X,/) და ყVX,ყ) ფუნქციები ინტეგრება- 

ღიათ არეზე, მაშინ მათი ჯამიც ICX,ყ)+ 9(C(C,ყ) ინტეგრე- 

ბადია ი-ზე და მართებულია ტოლობა 

III VI+9თV)1ძX#V= | | MX, ყაძXძყ+ | | 90V)ძXძყა (9-3) 
თ თ უ) 

დამტკიცება, განიხილოთ დ არის ნებისმიერი წესიერი დანა- 
წილება (Cთ,,0),,...,სსუ). გვაქვს: 

LI ” 71 

2, (წ ოაა)+ე(ნუჩ)) | იLL= 8) ნთ.) თ.I+ 3, ყ(წ, თ») | LI 
#51 L=1 დ51 

თუ ამ უტოლობაში გადავალთ ზღეარზე, როდესაც 7->0, სადაც > 

არის ძ(თ,) დიამეტრებს შორის უდიდესი, მივიღებთ (9.3) ტოლობას, 

შედეგი (ინტეგრალის წრფივობა). თუ /,(XVყ), /(X,ყ).>-/ი(XV) 

ფუნქციები ინტეგრებადია ფართობად თ არეზე, მაშინ მათი წრფივი 
კომბინაცია 

თ.(X,ყ)+ რთა (X,ყ) -L..-+-თი/ი (XV) 
აგრეთვე ინტეგრებადია, თ-ზე და ადგილი აქვს ტოლობას 

II (> MX ) ძამყ- 9) II ჩიიძამყ. 
#51 L-1 0 

თეორემა 8 (ინტეგრალის ადიტიურობა). თუ შემოსაზღვრე- 

ლი I/(იყ) ფუნქცია ინტეგრებადია ფართობად თ სიმრა- 
ვლეზე და სიმრაგლეთა სისტემა (V,,თ,,...,თე) წარმოად- 
გენს თ სიმრავლის წესიერ დანაწილებას, მაშინ მართე- 

ბულია ტოლობა 

I I IX, ყ)ძX ძყ= X I I ICX,ყაძXძყ. (9.4) 
ხ=1 თს
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დამტკიცება. რადგანაც თ.C#=1,2,....#) წარმოადგენს თ სიმ–- 

ოავლის ზომად ქვესიმრავლეს, ამიტომ მე-2 "თეორემის თანახმად /(X,Vყ) 

ფუნქცია ინტეგრებადია თ; სიმრავლეზე, 
– ბმ წვიხილოთ თ.(L-=1,2,...,2) სიმრავლის რაიმე. წესიერი დანაწი- 
ლება 

+, =Iთ.ა, პაბივაბ 0 საი): 

მაშინ 8, «+, წარმოადგენს სა სიმრავლის წესიერ დანაწილებას. თუ შე- 

ს მოვილებთ აღნიშვნას 

ი 
Cჯ = 2, I(ნ,უ)| თ.)) (§=1,2,.-აM), 

· #51 

მაშინ · 
0=0თ,+0,+...+9, 

წარმოადგენს /C,ყV) ფუნქციის რიმანის ჯამს, რომელიც შეესაბამება თ 
სიმრავლეს. ამ უკანასკნელ ტოლობაში ზღვარზე გადასვლით, როცა 

2-+>0, მივიღებთ (9.4) ტოლობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრა 6, ჩეენ ვიტყვით, რომ რაიმე ”» თვისებას ადგი- 

ლი აქვს თითქმის ყველგან ზომად L სიმრავლეზე, თუ # სიმრავლის 
იმ (XV) წერტილთა სიმრავლის ზომა, სადაც # თვისებას ადგილი არა 

აქვს, ნულის ტოლია. 

თეორემა მ. თუ ზომად თ სიმრავლეზე /(Xყ) ფუნქცია 
ინტეგრებადია და თითქმის ყველგან თ-ზე /(X,9)>0. 
მაშინ 

I I ICC ყაძXძყ>0 . (9.5) 
თ 

დამტკიცება, ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როდესაც თ სი- 
მრავლის ყოველ წერტილში /C,()->0. ცხადია, /(X,ყ) ფუნქციის ნები- 

სმიერი ინტეგრალური «თ ჯამისათვის თ>>0 და, მაშასადამე, 110 თ2>>0, 
4-0 

ე- ი, მართებულია (9.5) თანაფარდობა. 
ახლა ვთქვათ, რომ /(X,ყ)>>20 თითქმის ყველგან C-ზე. აღვნიშნოთ 

#-ით ს სიმრავლის იმ (X,) წერტილთა სიმრავლე, რომელთათვის 

MCXVყ) <0. 

პირობის თანახმად, | # | =0. შემდეგ, მე-8 თეორემის თანახმად, 

I I/იიყ)ძX9ყ = I I IMXMV)მX9V)+ I I I(X,ყ)ძXძყ. 
თ. ი–-ყM ჩ



ა
ლ
 

· 
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მაგრამ 

I II I(X,ყ)ძX9ყ>90, I I I(X,ყ)ძXთყ=0, 
ი–-ყ M 

მაშასადამე, მართებულია (9.5) თანაფარდობა, თეორემა დამტკიცებუ- 

ლი. „, 

თეორემა 10. თუ ზომად თ სიმრავლეზე ინტეგრებაღი 

ICX,ყ) (და #(VIV) ფუნქციები აკმაყოფილებენ პირობას 

I(Cყ)=9(0%იყ) თითქმის ყველგან სთ-ზე, მაშინ 

I LI IX, ყ)ძX ძყ= I I თძ(Xყ)თXძყ. (9,6) 

დამტკიცება, რადგანაც თითქმის ყველგან ქყ(X,V)--M(X,V)2>0, 

ამიტომ მე-– თეორემის თანახმად 

II (#0-V9)-–IC6V))ძX8ყ>0. 
ს 

აქედან მიიღება (9.6) უტოლობა. 

“ თეორემა 11. თუ MX,ყ) ფუნქცია ინტეგრებადია ზომად 

ია სიმრავლეზე, მა შინ” | IX. | ფუნქციაც ინტეგრებადია 

ა 

I I ICC ყაძ»ძყ =< I I | MX.V) | თX9ყ. (9.თ 
ოთ თ 

დამტკიცება. განვიხილოთ დ სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი 

დანაწილება (C,,C),,..., ს,|I. თუ აღვნიშნავთ Mჯ და XI სიმბოლოებით 

შესაბამისად | IX,V)| ფუნქციის ზედა და ქვედა საზღვრებს თკ სიმრა- 
ვლეზე, გვექნება , – 

M#1–-ი=8სს |I IX ,V)| –– | IX VII 
სადღაც (X”,ყ) და (X”,წV””) წარმოადგენს (ა, სიმრავლის ნებისმიერ წერ– 

ტილებს, მაგრამ 

LI MX ”ყ') | – I IX V) || <= | IX”, MX VII 
ამიტომ 

M#Mს–-თ.ლM#M.–-ის, 

სადაც M#M, და სიმბოლოებით აღნიშნულია შესაბამისად /CXV) 

ფუნქციის ზედა და ქვედა საზღვრები (ა, სიმრავლეზე. მაშასადამე, 

VI (M–იიIVI< 3) (Iს–თა ი». 
#51 #=1
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IMXV) ფუნქციის ინტეგრებადობის გამო თ არეზე, ამ უკანასკნელი 
უტოლობის მარჯვენა ნაწილი ნულისაკენ მიისწრაფვის, როდესაც) ყვე- 
ლა ძ(თა)->0, სადაც ძ(თი,) წარმოადგენს თ, სიმრავლის დიამეტრს, 
ამიტომ მარცხენა ნაწილიც ნულისაკენ მიისწრაფვის მაშასადამე, 

IICX.M) | ფუნქცია ინტეგრებადია თ სიმრავლეზე. 

ახლა დავამტკიცოთ (9.7) უტოლობის მართებულობა. გვაქვს: 

II I(X, ყ)ძX ძყ = სთ სა I(6, თ.) | თ» | 
ა · #51 / 

ლ 
      

=11 ; თ. = X,0) | ძXშყი ემი 2 16)! "I IV | ”, 

თეორემა დამტკიცებულია, 
შენიშვნა. შეიძლება | /(X,V)) ფუნქცია იყოს ინტეგრებადი, 

MX,ყ) კრ არა. ' 

შედეგი. თუ MX,ყ) და ყ(7,4) ინტეგრებადი ფუნქციებია 
ზომად თ სიმრავლეზე, ამასთანავე 

|, ყე) – XVI <9 (XV) C>თ, 
სადაც# დადებითი რიცხვია, მაშინ 

II IC თმა – | | «CC #)ძXძყ | <6| VI. 

  

თეორემა 19, ორი ინტეგრებადი ფუნქციის ნამრავლი 

აგრეთვე ინტეგრებადია. 

ეს თეორემა მტკიცდება იმგვარადვე, როგორც ერთმაგი ინტეგრა- 

ლის შემთხვევაში. 

§ 10, თეორემა საფშუალო მნიშვნელობის შესასეზ 

თეორემა 18. თუ /(X,ყ) და 0(X»X,0) ფუნქციები ინტეგრება- 

დია თი სიმრავლეზე, ამასთანავე ყ(ჯXყ) ნიშანს არ იცე- 
ლის თ-ზე, მაშინ | 

I I I(X,V)9(X,ყ)ძXძყ == ს. | I 9(X,ყ)ძXძყ, (10.1) 
თ 

სადაც # არის MM) ფუნქციის ქვედა და ზედა სიზღე- 
რებს შორის მოთავსებული რიცხვი.
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დამტკიცება, აღვნიშნოთ „ა და MM ასოებით შესაბამისად /(X,V) 

ფუნქციის ქვედა ღა ზედა საზღვრები თ სიმრავლეზე. აზრის გარკეეუ- 
ლობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ თ სიმრავლეზე ქ(X,Vყ)>>0. რადგანაც 

თ=/(X,ყ) == M#, 
ამიტომ : 

L9(X,M) ==/(XV)9(X,ყ)=- M ყ(CCVყ). (10.2) 

მე-11 თეორემის ძალით /(X,V)9(X,/) ფუნქცია ინტეგრებადია თ-ზე. 

თუ მოვახდენთ (10.2) უტოლობათა წევრ-წევრად ინტეგრებას, მე-10 

თეორემის თანახმად გვექნება 

ი. | | ყC.VაძX9ყ=< | | I(X.V)9(0X.V)ძX ძყ< M | | «ითყ)ძ»ძყა 
თ ღ თ 

მაშასადამე, არსებობს »ჯ და # რიცხვებს შორის მოთავსებული ისეთი 

L. რიცხვი. რომლისთვისაც ადგილი აქეს (10.1) ტოლობას. 

შედეგი. თუ /IX,ყ) ფუნქცია უწყვეტია ფარდთბად და- 

ხურულით არეში, ხოლო ძ(,ყ) ინტეგრებადია და ნიშანს 

არ იცვლის თ-ზე, მაშინ თ არეში არსებობს ისეთი (LC) 
წერტილი, რომ 

II IV9C2 ყ)ძX ძყ = ICნ.») | |9CC.V)ძ»ძყ. (10.3) 

მართლაც, ძე-3 თეორემის თანახმად, /(XVVყ) ფუნქცია ინტეგრებადია 

თ-ზე, ხოლო ზემოდამტკიცებული თეორემის ძალით, არსებობს #L და 

# რიცხვებს შორის ისეთი # რიცხვი, რომ ადგილი ექნება ტოლობას 

I I MX.V)90Cყ)0X0ყ= LI I 9ძ(X,ყ)ძ»ჯიყ, 
თ თ 

სადაც » და # წარმოადგენენ შესაბამისად /(X,ყ) ფუნქციის ქქედა 
და ზედა საზღვრებს თ არეზე. მაგრამ თ არეში მოიძებნება ერთი მა- 
ინე ისეთი (ნ,უ) წერტილი, რომ 

I(§,უ)=(. 

მაშასადამე, მართებულია (10.3) ტოლობა. 

კერძოდ, თუ თ არეში ი(X,ყ)=1, მაშინ (10.1) ტოლობიდან ვღე- 

ბულობთ ' 

I I /(X,0)8XთI=:(. · | CI. (10.4) 
თ 

· ამ ტოლობას ეწოდება ორჯერადი ინტეგრალის შეფასების ფო- 

რმულა.
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თუკი IX ყ) უწყვეტია თ არეზე და 9(X,ყ)=1, მაშინ (10.3) ფორ- 

მულიდან გვაქვს 
II /0“)რძყ= I(6) | თ. (10.5) 

(10.1), (10.3), (10.4), (10.5) ფორმულები გამოსახავენ თეორემას 

საშუალო მნიშვნელობის შესახებ ორჯერადი ინტეგრალის თეორიაში, 
გამოსახულებას 

1 // /იყ)ძXმყ 
(ი თ 

ეწოდება MX,ყ) ფუნქციის საშუალო მნიშვნელობა თ არეში. ეს ცნება 
ხშირად გვხვდება ფიზიკასა და მექანიკაში. 

§ 11, სობიერთი შენიშვნა მარტივი და ორვზერადი ინტებრალის 

შესახებ 

ვთქვათ, IC,ხ) სეგმენტზე მოცემულია შემოსაზღვრული /(X) ფუნქ- 
ცია. როგორც ვიცით, /() ფუნქციის ინტეგრებადობისათვის (0ი,ხ) სეგ– 

მენტზე აუცილებელია და საკმარისი, რომ ზედა და ქვედა ინტეგრალე- 
ბი იყოს თანატოლი: 

სჩ ხ 

I 1000X= I I000X. 

ზედა და ქვედა ინტეგრალების საერთო მნიშვნელობა წარმოადგენს /(-) 

ფუნქციის რიმანის ინტეგრალს, გავრცელებულს Iძ,ხ) სეგმენტზე და. 

აღინიშნება 

ა 

I M0)ძ»- 

ხ 

შევთანხმდეთ, რომ I I00ეძჯ სიმბოლოს აზრი მივანიჭოთ იმ შემ–- 

თხვევაშიც, როდესაც /(») ინტეგრებადი არაა რიმანის აზრით (0ძ,ხ) 

სეგმენტზე. სახელდობრ, მას მივანიჭოთ ნებისმიერი მნიშვნელობა, რო– 

მელიც მოთავსებულია ქვედა და ზედა ინტეგრალებს შორის, 

ანალოგიურად, თუ ზომად თ სიმრავლეზე შემოსაზღვრული I(X,V) 

ფუნქცია ინტეგრებადი არაა C-ზე, მაშიხ I I Iს ყაძXწყ სიმბოლოს მი– 

თ
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ვანიქოთ ნებისმიერი მნიშვნელობა, რომელიც მოთავსებულია /(ჯ,ყ) 

ფუნქციის ქვედა და ზედა ინტეგრალებს შორის. 

პირველ ტომში ვიხილავდით (0,ხ) სეგმენტზე განსაზღვრულ მხოლოდ 
ცალსახა /(X) ფუნქციას. ცხადია, ჩვენ შეგვიძლია განვიხილოთ /(X) ფუნქ- 

ციის ზედა და ქვედა ჯამები იმ შემთხვევაშიც, როდესაც MC) ფუნქცია 
განუსაზღვრელია ჯ-ის ზოგიერთი მნიშენელობისათვის, მხოლოდ უნდა 
იყოს ნაჩვენები ჯ-ის ასეთი მნიშვნელობებისათვის IC) ფუნქციის გა- 
ნუსაზღვრელობის საზღვრები. 

თუ MX ფუნქცია განსაზღვრულია (თ,ხ) სეგმენტის ყოველ წერ- 
ტილში, გარდა ზოგიერთი წერტილისა, ხოლო ამ წერტილებზე ცნო- 

ბილია #(X) ფუნქციის განუსაზღვრელობის საზღვრები, მაშინ შეგვი- 

ძლია განვსაზღვროთ IC) ფუნქციის ზედა და ქვედა საზღვრები (C,ნ) 

სეგმენტის ნებისმიერ ქვესეგმენტზე და, მაშასადამე, შევადგინოთ /(X) 

ფუნქციის ზედა და ქვედა ჯამები, ამ შემთხვევაშიც ზედა ჯამთა სი- 

მრავლის ქვედა საზღვარი იქნება MX) ფუნქციის ზედა ინტეგრალი, 
ქვედა ჯამთა ზედა სახღვრები კი ქვედა ინტეგრალი. თუ ზედა ინტეგ- 
რალები ტოლია, მაშინ /00 ფუნქცია ინტეგრებადია (ი,ხ) სეგმენტზე. 

სრულიად ამგვარადეე, თუ /Cყ) ფუნქცია განსაზღვრულია ზომად 

თ სიმრავლის ყოველ წერტილში, გარდა, შესაძლებელია ზოგიერთი 

წერტილისა და ამ წერტილებზე ცნობილია MX,ყ) ფუნქციის განუსაზღ- 
გრელობის საზღვრები, მაშინ შესაძლებელია /I(X,ყ) ფუნქციის ზედა და 
ქვედა საზღვრების განსაზლვრა თ) სიმრავლის ყოველ ზომად ქვესიმრა- 

ვლეზე და, მაშასადამე, I(X,ყ) ფუნქციის ზედა ღა ქვედა ჯამების შედ- 
გენა. ამ შემთხვევაშიც ზედა ჯამთა სიმრავლის ქვედა საზღვარი იქნება 
IIXV„ყ) ფუნქციის ზედა ინტეგრალი, ქვედა ჯამთა სიმრავლის ზედა სა–- 

ზღვარი კი ქვედა ინტეგრალი. თუ ზედა და ქვედა ინტეგრალები ტო- 
ლია, მაშინ M(X,ყ) ფუნქცია ინტეგრებადია თ სიმრავლეზე. 

თეორემა 14. (თ,ხ) სეგმენტზე შემოსაზღვრული (/() 

ფუნქციისათვის მართებულია ტოლობები 

| იძი = | M0ძX+ I /60ძV, 011). 

ხ LI · ტ 

| MიძX= | /C0იX+ | Mიძ», 01.2 

სადაც ძ<46<ხ.
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დამკიცება. დავამტკიცოთ, მაგალითად, (11.1) ტოლობა. განვი- 
ხილოთ (0, და (C,ხ1 სეგმენტების ნებისმიერი დანაწილებანი ქვესეგ- 
/,მენტებად. ეს დანაწილებანი შეგვიძლია განვიხილოთ აგრეთვე როგორც 
I0,ხ) სეგმენტის დანაწილებაც. აღვნიშნოთ შეს, თი: და თ. სიმბოლო- 

ებით /(X) ფუნქციის ზედა ჯამები შესაბამისი (ძი,ხ), Iთ,2) და (ი,ხ) სე– 

გმენტებისა, ადვილი შესამჩნევია, რომ 

| თი ხ= თა: +: 

და რადგანაც 
_– IL 
თახ>> | IX)», 

ამიტომ ი 
9 

ძენ“ თი >| #X(ძთ»X). 

აქედან ვღებულობთ 

I II0ძX+ I IC)ძX> I /00ძX. 01.3) 

თუ განვიხილავთ (0,ხ) სეგმენტის ნებისმიერ დანაწილებას ქვესეგ– 
მენტებად და სათანაღთ მსჯელობას ჩავატარებთ, მივიღებთ 

I MX)6X-+ I კ00ძX= I ჯიეძX. (11.4) 

(11.3) და (11.4) თანაფარდობებიდან გამომდინარეობს (11.1) ტო–- 
ლობა, 

ანალთგიურად მტკიცდება (11.2) ტოლობის მართებულობა. 

“თეორემა 1წ. თუ ი ფუნქცია შემოსაზღვრულია 

= Iთ, ხ, ი, ხა! 

მართკუთხედზე, მაშინ 

II M> თპ»ძყ= || ი ყ)ძXძყ+ | IIIX.V)ძXძV, 
Mჩა M ” 

I I I(X, ყ)ძX9ყ= I I MX ყ)ძXძყ-+ I I IC,V)ძXძV, 
(3 I: # 

სად ა 0 . =– 

#=L(თ,C; თ,,ხ;), X#,=(0, ხე; თე, ხა). 

დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ.
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§ 19. ორჯერადი ინტებგრალის გამოთვლა მართკუთ=ა M 

არის შემთხვევაში 

სანამ შევუდგებოდეთ ორჯერადი ინტეგრალის გამოთვლის საკითხის 
შესწავლას, დავამტკიცოთ შემდეგი ორი ლემა... · 

ლემა 1, თუ ICX,ყ) ფუნქცია შემოსაზღვრულია 

#0ი= (თ, ხ.. ძ3, ხა 

მართკუთხედზე, მაშინ მართებულია ტოლობა 

6, ხ, C ხ, ხი ხ,. 

LL პV | /C%VძX= | ძყ | IC ყაძX+ | მყ | MXM)ძაი (12.1) 
ლ% 01 თ მ) (2 თ 

სადაც 

ითა < 6 < ხა 

დამ ტკიცება, შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ხ, 
დ(ყ) = | IMXM)ძ». 

(0 

რადგანაც I(CX,#) ფუნქცია შემოსაზღვრულია ჯე მართკუთხედზე, ამი–- 

ტომ დ() ფუნქციაც შემოსაზღვრულია |X,, ხე) სეგმენტზე, შემდეგ 
მე-13 თეორემის თანახმად : 

ხი C _ ხი . 

| თფ)ყ= | დფ)ძყ+ | დ()ძყ- 
ძ «ძ3 C 

ეს ტოლობა იგივეა, რაც (12.1) ტოლობა, 

შენი შვნა. ეს ლემა ძალაში რჩება, თუ ზედა ინტეგრალების მა 
გიერ განვიხილაგთ ქვედა ინტეგრალებს. 

ლემა 2. თუ # და # არის (XV) ფუნქციის ქვედა და 
ზედა საზღვრები #აე=სი,, ნ§,; 0, ხე) მართკუთხედზე, მა- 

შინ მართებულია უტოლობები 

ხჯ ხ1 ხა ხ 

MI X%I< | ძყ I MX ყ)ძთლ | ძყ I 7(თ, ყარ: M | X% I. (12.2) 
თ 00. 92 9 

დამტკიცება. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

ხ1 ნ 

6, –– თ) < | I(თ, ყ)ძთ < | /(>, ყ)0><M(ზ,-––თ))- 
(2) ძი
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ახლა დავყოთ · (თ, ხე) სეგმენტი ქვესეგმენტებად შემდეგი წერტი- 
ლებით: 

თვ=ყა<ყს<--<%ი=ხჯ. 
თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

ნ) ხ. 

სდ) = | IM, ჯმ, დ(ყ)= | I2,ყ)ძთ, 
თ) (4 

გვექნება 

?, იხ, – ი)(ყ–VI,.,) = ძა<ძთს ლ 2, M(ხ––-ი)(ნსი–ყ.), 
§=1 51 

სადღაც თდ და «კ სიმბოლოებით აღნიშნულია შესაბამისად დ(ყ) და 

VV) ფუნქციების ქვედა და ზედა ჯამები (თ, ,ბ;! სეგმენტზე. ამ უტო- 
ლობებიდან გვაქვს 

ი | 1% | ==9დ5=თ, == MM | 1% |. 

საიდანაც გამომდინარეობს (12.2) უტოლობები. 

თეორემა 16, თუ /(ჯ, ყ) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმა- 

ნის აზრით Xა=Iი), ს,; ი„ ს.) მართკუთხედზე, მაშინ არ- 

სებობს განმეორებითი ინტეგრალები 

ნ ხ ხე ხ 
I ძი | M2,ყ)ძყ და | ძV | I(თ,ყ)ძ> 
ძი ძა ძვ 9 

და მართებულია ტოლობები 

ხ ნა ხა ხნ. 

II IC, ყ)ძოძთყ = I ძთ | ”C2.V)ძყ = | ძყ | I(თ,ყ)ძთ. (12.3) 

#% ძ, რ თ ი 

დამტკიცება. დავყოთ (ი, ,ს,) სეგმენტი ქვესეგმენტებად წერ– 
ტილებით 

თ, == შე+- 2, <. ·.< რახ, 

I0., ხ,) სეგმენტი კი.-–წერტილებით 

თკ =-9ყ0<:V1<.- ·<ყი 1< 3 =>ხკ.
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თუ ამ წერტილებზე გავავლებთ შესაბამისად 0ყ და 02 ღერძების პა- 
რალელურ წრფეებს, მაშინ ჯე მართკუთხედი დაიყოფა მართკუთზე- 

დებად, რომელთა რიცხვია „აო. ვთქეათ, 

”IM=IთI კ, «I VM, VII. 

პირველი. ლემის თანახმად ' 

ი »ი · X 

/ ძყ ! I(=, V)ძ«= %' %. 7 ძყ | /(თ.ყ)ძ=, ცტ2.4) 
კოთ1 სხ=1 VI. => XI- 

ხოლო მე-2 ლემის ძალით 

V X 
IM | VIM | = I მყ | I(თ, ყა)ძთ = MVII”III. (12.5) 

VM#-1 XLIL-1 

სადაც ო, და #,; აღნიშნავს /(>,/) ფუნქციის ქვედა და ზედა საზ- 
ღვრებს #,, მართკუთხედზე (ჯ=1,2,...%; #=1,2,-.-,#). 

თუ (12.5) უტთლობებს შევკრებთ და გავითვალისწინებთ (12.4) 
ტოლობას, მივიღებთ 

?, 21. 'არა<1 “I M(,ყ)ძ2 <= 2, ?, Mის)/სI (12.6) 
ჯო1 #51 (=1 #=1 

“რადგანაც /I(თ,ყ) ფუნქცია  ინტეგრებადია _#ი-ზე, ამიტომ (12.6) უტო- 

ლთბებიდან მივიღებთ 

I ! I(თ, ყეძთ ძყ= წ ძყ | I(თ,ყაძ=' (12.7) 

ია 91 

ანალთგიური მსჯელთბით დავამტკიცებთ, რომ 

I I I(=. ყაძთძყ= I ძყ / I,ყ)ძ=. (12.8) 
1 LI 

(12.7) დი (12.8) ტოლთბებიდან ვღებულობთ 

ხს ბ _ 

I“ I I=, ყ)ძ>= I ძყ | IM=,V)ძთ, 02.9) 
-X 61. რ 0L
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ახლა შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ხ ხ) .· ხ. . 

«(V) = | IC=,ყ)ძთ, დ(/)= | /(თ,9)ძთ,დ()= | /(>ყ)ძთ. (12.10) 
61 · 91 ძ. _ 

დ(ყ) და დ(ყ) ფუნქციები განსაზღვრულია Lი,, ბი) სეგმენტის ყოველ 
წერტილში, ხოლო დ(ყ) ფუნქცია შეიძლება არ იყოს განსაზღვრული 
Iთ,, ხე) სეგმენტის ზოგიერთ წერტილში. ასეთ წერტილში დ(ყ)-ის 
მნიშვნელობად მივიჩნიოთ ნებისმიერი რიცხვი, რომელიც მოთავსებუ- 

ლია დ(ყ) და %(/) შორის. მაშინ (ი, ბ,L სეგმენტის ყოველ წერტილ– 
ში გვექნება 

ხი ხა ხა ხვ . 
I §ფ)ძყ< | თი)ძყ< | დ(0)ძყ< | «(V)V. (12.11) 
2 4“ უუ 9. 

თუ გავითვალისწინებთ (12.9) და (12.10) ტოლთბებს, (12.11) თა–- 

ნაფარდობიდან მივიღებთ 

სხ ხვ ხ 
| %0)ძყ= | თ(/)ძყ= | დდღ)ძყ- 
(+) Lე ძია 

აქედან გამომდინარეობს დ(ყ) ფუნქციის ინტეგრებადობა Lთ,,.ბ,) სეგ– 

მენტზე და ამიტომ (12.7) ტოლობა "შეგვიძლია დავწეროთ ასე: « 

ხ ხ 

II I(თ, ყ)ძთძიყ = I ძყ I ”(თ,ყ)ძ2. (12.12) 

Mა ძვ 01 

მაშასადამე, ორჯერადი ინტეგრალის მნიშვნელობის მოსაძებნად სა- 

ჭიროა ჯერ ვაინტეგროთ /(2,ყ) ფუნქცია «-ით ი,-დან ბ,-მდე, ჩავთ- 
ვლით რა ყ-ს მუღმივად. მიღებული შედეგი წარმოადგენს მხოლოდ 
ყ-ის ფუნქციას რომელიც უნდა ვაინტეგროთ იკ და სხ, ზღერებს 
შორის. 

ანალოგიურად მივიღებთ 

ხ, დX 
I(, ყეძთძყ= | ძ>» | IMCთ,V)მV. (12.13) I 1-1 

12.12) და (12.13) ტოლობები გვაძლევს (12.3) ფორმულას,
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შენიშვნა. ორჯერადი ინტეგრალი 

I I I(დ,ყ)თიიV, 
L”' | 

სადღაც თ წარმოადგენს ორგანზომილებიან (თ,, ს, თ. ხი სეგმენტს, 

აღინიშნება ასე 

ხ, ხა» ხა. ს, 
I I I(თ,ყ)ძყძე: ან | I ჯ(თ,ყა)ძჯძV. 
ძ, ძა ძა ძი 

აქ ინტეგრალების გარე ნიშნები შეესაბამება გარე დიფერენციალებს. 
მაგალითად, 

ხა ხს ხხ. 
/ / I(7, ყათყთთ = / (| IC, ჟშყ )ძ>– | ძა | I(თ,ყ)ძე/ 

ძ1 % ძ5 (11 ძვ 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ორჯერადი ინტეგრალი 

ძყთთ 
= >0, ხ>0). 

(მლ + 

ამოხსნა. (12.13) ფორმულის თანახმად 

I-II --+- | 
მაგრამ 

    II _ მ9ყ. _ =| _ 1 | = _ 1! 1 
უე (1+2+ყ) 1წ+.+ყ)I 1+-თ”» 1+ბხ+თ 

მაშასადამე, 

1= I= – |. - ქ 319-1- 

++ 1 ++ 1+ხ+ 19 

1+ძთ 19 1 =1 (1+06X1 -+Lხ) . 

1+ხ+0თ 1+ხ 1+თ-Lხ 

  

I – '=    
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მაგალითი 2, თუ /ძ% =(თ,, ხ,; თ, სკ) მართკუთხედზე უწყვეტ 
I>ყ) ფუნქციას აქვს სახე /(>,ყ) = დ(2)თ(ყ); მაშინ მართებულია 
ტოლობა 

II I IM, ყ)ძთ ძყ= / დ(ე)ძო · / სფ ძყ- 

ი დამტკიცება. (12.13) ფორმულის თანახმად 

II I I, ყაძა ძა ყ= I ! დ(%) ')(ყ)ძთ ძყ = / ( / დ(27) V(ყ) ძ)4> – 

ხ, ხვ 
= I თდ(ა)ძჯ: · | 90094, 

| თ რთ 

რ. დ. გ. – 

მაგალითი 3. თუ /(2) ფუნქცია უწყვეტია (თ,ნ1 სეგმენტზე და 
ამ სეგმენტზე იგი ნიშანს ინარჩუნებს, მაშინ ადგილი აქვს უტოლობას 

(თ. (-5- =>(ს-–თ)?, (12.14) 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშენა 

L ძკ> 
ხ 

1 = | Mთ92- | IC)   

ცხადია, რომ 

    

ხხ : იხ. 2 

(<3). მირი შოა თი IIV) I(2) 2/(>)/(V) 

და, რაკი 

ამიტომ /(21+/I%V)>>2/(2)/(9) 

I>(ს–-0)?. 
29 ელ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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(12.14,ე ფორმულაში ტოლობას მაშინ აქვს ადგილი, როდესაც 

I(2)= 6003%. 
მაგალითი 4. თუ /(2) და ე(2) ფუნქციები რიმანის აზრით 

ინტეგრებადია (თ,ხ) სეგმენტზე, მაშინ ადგილი აქვს ბუნიაკოვსკი-შვა- 

რცის: უტოლობას 

3 
ხ ხ . ხ 

( I წი «იი 6») =< I I0იძX · I ი'(00». (12.15) 

დამტკიცება. განვიხილოთ ორჯერადი ინტეგრალი 

ძხ 

I = | | I/I609C)-––M#)9(X))"ძXიყ- 
ით 

თუ ინტეგრალქვეშა გამოსახულებას კვადრატში ავახარისხბთ და 

შემდეგ მოვახდენთ წევრ-წევრად ინტეგრებას, მივიღებთ 
ხ ხ ხ ხ 

I = I ჩიიძX- | ყ%)იX- 2 I /ხი ყხეძ» · I MVყ) ყ(ყაIყ+ 

+ II /'()იყ · I ი'ფამყ =2 | I Iეძჯ · I(> (იძ 

–( II /Cი 9(X)  ) | · 

რადგანაც 1>90, ამიტომ ადგილი აქვს (12.15) უტოლობას. (12.15) 

ფორმულაში ტოლობას ადგილი ექნება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როდესაც MX)=0ყ(C(ე, გარდა ზოგიერთი წერტილისა, სადაც C რაიმე 

მუდმივია. 

§ 18. ორჯერადი ინტებრალის ბამოთვლა ნებისმიერი არის C 

შემთხვევაში 

ვთქვათ. X0ყ სიბრტყეზე აღებულია ისეთი დახურული ფართობა- 
ღი თ არე, რომ მის ყველა შიგა წერტილზე გამავალი იყ ღერძის პა- 

რალელური წრფე კვეთს თ არის საზღვარს მხოლოდ ორ წერტილში 

(ნახ. 28). ჩვენ ყოველთვის შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ თ არის
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საზღვარი შედგება X=ძ, და ჯ=ს, წრფეებზე მდებარე 40 და 87 

მონაკვეთებისაგან და ორი 778 და CI I) რკალისაგან, რომლებიც 

წარმოდგენილია შესაბამისად განტოლებებით 

ყ=ყ,(X), #=ყVყი(X); LVI(X) < V:(X), 
სადაც V,(X) და ყ(X) უწყვეტი ფუნქციებია Iთ,ხ,1 სეგმენტზე. 
48 და CI) წირებს ეწოდება შესაბამისად ქვედა და ზედა 

წირები. შეიძლება 4 ღა (C წერტილები ერთმანეთს ემთხვეოდეს; 

ასევე 8 წერტილი შეიძლება 7) წერტილს დაემთხეეს, 

# # (ლ, ...8 _. 6 
  

ა 

თ 

        
    

  

ნახ. 28. 

ახლა განვიხილოთ თ არეზე ინტეგრებადი /(X,ყ) ფუნქცია. ავი- 

ღოთ თ არის შემცველი ორგანზომილებიანი სეგმენტი 7ზე = (0, ბე; 

თ,, ხე) და განვიხილოთ MX», V#) .ფუნქცია, რომელიც განსახღვრულია 
ასე: 

MX ყ) როდესაც (X, V) CV), 
მი როდესაც (I #) 6 #-–ით. 

ცხადია, რომ XC ყ) ფუნქცია ინტეგრებადია )IIV-ზე. ამიტომ, 
მე-15 თეორემის ძალით, ადგილი აქვს ტოლობას 

II X#L(X, ყ)ძX ძყ = I % XXX, ყ)ძყ. 
ა ძი) ძვ 

X#L(X.V)= | 

ხა VI(X) ყ3(X) 

| #(თძი=| XIXVCV)ძე+ | XIXVCიყაძყ+ წ XCVV)ძყ. 
მ ძი V1I(X) VX»)



ისხა)ნაა ჩე ააანლნყანიზ ნისაითინჭ «8%0(, ისაბიტილ იაასწიათით ლაა 

'თისაიტი9 თნით ნითენბაილ”თ იC«აჩნილია C0)606> წიხ ინ 800.6 “თით9ჭ# ხნ 

-Cააზ ფლ”ლლს:-ლლლს 0რნ0ლი9ლნ9 CიაანX)ნიაფლიბაცნლ, 6CX იილნთზნთვი ნი 

·ნთC00090ი (10 ''2) თ'ათზნCიიინ C0)6C «0-2, ზნაალსდ, 

ისი «00 წ/ცCნბა ი»ანლნიაინ '200წლს ს იხ-X ითა) ზნდძს ის “0იაი-'ძ ცით 

თი ილნაანიი X 0ლინთ“. ·იწიტის 0 0CთC6ა9%არ ლლნიაიფიცზ X რიგიანი 

(»)!./ 

-ა“ '“იაალა ზნღყი C9%0(, ოცწმზიალაციალ# ჩა(ჩ9)1 | იაათაზმრვი 

(X)% 
(+)"/ ” 

(C'CI) ·ჩიწ ნ ე| | Xი | =ჩიXი(ჩ“ი| | I (ი5ჩ I 

ინნ ყლბაილნლხაია«არ (გ-CI) Cთ (L·C() 
V 

(<0 ·ჩიX0(ჩX)/ I |=ჩი»ი(ჩშიკ || 
'ნცლია”ილი 6 

აიიი რბი/ || -წიორ «ს || „,ო ,ო 

“ე =ჩიXნ(ჩ%კ | | 'ი=/0Xიდშ იკ | | 
ხლა "00000 ·იოლხ0იC კასრნსაფლიLაინდ, თილწინადფვაა” 

წყეთძე ა I9,თ,” თ”:იხელლლის:, 90ლ090X%აიი-ჭტ ,,თო პა ო იოაი 

„ი VV 
'ი XX6 ი), | | -ჩიაიი(ნ“იკ | / +ჩი'იწი„ / | =ჩი»ჯიდ'%)V# | 

თალნვილლლ იხიენთ+ხასთ ც-ს MM. "წიხანგ 

(2)1ჩ I 

CC) ჩიდ X/ | Xი | –ჩიჯირ იკ II I 
(ი)ზჩ 10 

“ნცლC0)ლი-ტ,- 
თ ფე 

"ჩMჩ XI I =ჩდო(ჩ შიკ I 
დფ)" (X)5/ 

(>X-# ხე 

'ი=ჩხდ 'ი„» II თ=ჩხრ თკ | 
(7)!ჩ 

გისა%იგ 
  

ილნააის)ზნთეი იიბლსენზი!ას 'IIIX ინით 2?5წ
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პარალელური წრფე კვეთდეს ამ ნაწილის კონტურს ორ წერტილში შე- 
მდეგ გამოვთვლით ორჯერად ინტეგრალს თითოეული ნაწილისათვის 

და ავიღებთ ამ ინტეგრალების ჯამს. 

ჩვენ შეგვიძლია აგრეთვე ინტეგრება მოვახდინოთ ჯერ ჯ-·ით, დავ“ 

ყოფთ რა არეს ისეთ ნაწილებად, რომ თითოეული ნაწილის შიგა წერტი- 

ლზე გავლებული 0» ღერძის პარალელური წრფე კვეთდეს ამ ნაწილის 
კონტურს ორ წერტილში. 

განვიხილოთ, მაგალითად, რაიმე დახურული ფართობადი თ არე, 

რომლის, კონტური ამოზნექილი წირია (ნახ.29). დავაგეგმილოთ «ა არე 

  

  

  
ნახ. 29. 

0» და 0ყ ღერძებზე, მივიღებთ (L9,, ბ,1 და (ი,, ხ,I სეგმენტებს. ცხადია, 
რომ X=ი, და X=ხ, წრფეებს აქვთ საერთო წერტილები თ არის 

საზღვართან. ასევე #/=ძე და ყ=ბ, წრფეებს აქვთ საერთო წერტილე- 
ბი თ არის საზღვართან. 

ამის გარდა, თ არე მოთავსებულია #I- = (0,, ხ,, თ,, ხკ|I მართკუთხე- 

დში. აღნიშნული წრფეების საერთო წერტილები (ა არის საზღვართან 

აღვნიშნოთ შესაბამისად #, 8, C, 1) ასოებით. 

ვთქვათ, 480 და 4#0C რკალების განტოლებებია 

ყ=ყ,(X), ყ=Vყა(X), 
ხოლო X 48 და 801) რკალების კი 

X=X,(V), X=X,(ყ). 

X4ს8 და 01) რკალებს ეწოდება შესაბამისად მარცხენა და მა- 

რჯვენა წირები.
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როგორც ზემოთ ენახეთ, ადგილი აქვს ტოლობას 

ხ, ყი(X) · 

II I(»X, ყა)ძX იყ = I მ» | /ლიყ)ძყ. (13.4) 
ა თ .VICX) 

ანალოგიურად მივიღებთ 

ხი XXV) 

II IX ყ)ძXძყ= | VI) /ლ%4)ძ». (13.5) 
ა თ XXV) 

(13.4) და (13.59ე ტოლობებიდან გვაქვს 

ხ V9(X) ხი XXV) 

I ძ»| I(X, ყაძყ =- I ძყ | I(X,Vყ) ძ». (13.6) 

ი VV(ი) 9 XI(V) 

ყოველი ამოზნექილი კონტურისათვის გვექნება (13.6) სახის ფორმულა. 

    

    

  

ნახ. 30. 

კერძოდ, ვთქვათ, ს არე სამკუთხედი, რომელიც შემოსაზღვრუ- 
ლია ყ==X, #=ძ, X=ხ წრფეებით, »< ხხ (ნახ. 30). 

(13.6) ფორმულის თანახმად, 

ხ 
I (CVX 

ძ 

V 
ამ ფორმულას დირიხლეს (0IუიხI60ე ფორმულა ეწოდება. ამ 
ფორმულას აქვს სხვადასხვა გამოყენება, განსაკუთრებით –ვოლტერა ს 
(C. Vი0IL6ILI2) ინტეგრალურ განტოლებებში, 

ხ ხ 

IX, ყა)რყ= I ძყ I -I(X,V) ძ». (13.7) 

6+
--
 
ა
ჩ
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მაგალითი 5, გამოვთვალოთ ორჯერადი ინტეგრალი 

IL = || (XC +#)ძ»Xძყ, 
ი 

სადაც თ არე შემოსაზღვრულია პარაბოლებით სხ?=ჯ და ყ=X- 

ამოხსნა. ავაგოთ პარაბოლები ყწ=X და ყ=X, რომლებიც შე- 

მოსაზღვრავენ C) არეს (ნახ. 31). მოვძებნოთ ამ არის განაპირა წერ 

ტილების აბსცისები, ამისათვის ამოვხსნათ სისტემა 

ყ=X ყ=X' 
ამ სისტემის ნამდვილი ამონახსნე- 

ბია ჯ-ის მიმართ X,=0, Xგ=1. ამ- 

რიგად, განაპირა წერტილების აბს- 

ცისებია თ=0, ხ=1. 

ცხადია, ინტეგრების თ არეში I 

შესვლის და ·გამოსვლის წერტი- I > 
ლების ორდინატები ხყ,=X და V ' 

ყ,=ს/ X . ამიტომ (13.4) ფორ- 

V 

  
  

წახ. 34. 
მულის თანახმად 

1 > 

I= |ძიXI (”+ი)ძყ 
ი »? 

ჯერ გამოვთვალოთ შიგა ინტეგრალი: 

I 0 +V9V- I + 4 | = #M X - 2 თა, 

2 3 2 2 
#X- ყ=X 

მაშასადამე, 

1 – 3 ვვ3 
I = ((#V>+ 2 ე 4)რი--ვ. 

ი 
140 

მაგალითი 6. შევცვაელოთ ინტეგრების რიგი განმეორებით ინ- 

ტეგრალში 
ს). #2 

I = | ძ» I /(=5V)ნყ- 
ი ი
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ამოხსნა. ინტეგრების ზღვრების მიხედვით აღვადგინოთ () არე 

ეს არე შემოსაზღვრულია XჯX=1, ყ=0 წრფეებით და ყ=VM“ X წირით 

(ნახ. 32), მარჯვენა წირის განტოლებაა X=1. მარცხენა წირისა კი 
მ 

Xჯ= V/ ყ'! · მაშასადამე, 

  

      

! 1 
1 = ( ძყ I(X.ყ)0X- I+I 

V 
მაგალითი 7. მოცემულია ორჯერადი ინტეგრალი 

4 
V IL. 

8 (I) 
1 --------- წა 

I არ» 

ა რააა, 
IM ! ალია + ჯ 

% MI ასა ააა აა >. 

0 1 X ' 

ნახ. 32 ნახ, 33 

I= I ILX.ყ)ძX იყ, 

სადაც თ წარმოადგენს სამკუთხედს წვეროებით (X0,0), 74(1,0), 13(1,1). 

დავწეროთ ინტეგრების საზღვრები განმეორებით ინტეგრალებში. 
ამოხსნა. გამოვხაზოთ თ არე (ნახ,33), ქვედა და ზედა წირებია 

ყ=9 და ყლ–ჯ. ამიტომ | 

1 
1 = || იX | I(X, Vყ) ძყ- 

0 ს) 

შემდეგ, მარცხენა და მარჯვენა წირებია X=ყ და X=1. ამიტომ 

#ჯ= 

დ
ი
ს
ა
–
ი
 1 

ძყ I I(X, ყ)თX. 
„ 

§ 14. გრინის ფორჩულა 9 

_ გრინის ფორმულა ამყარებს კავშირს ორჯერად ინტეგრალსა და 
წარით ინტეგრალს შორის.



9V "წ ყV 'წ„»V–V 

=ჯი (CM კ II –-X_ (0უ% ')ყ I = ჩინ + ი” I 
,” 

"66C0)CიCტ,-ტ 

_ ჩ0 "(C)'ი'X)ცკ ––((05#'X)ყძ =ჩი –– I 
ძი (X)5# 

რიკაალი ოხთ«ან0თიან სსოიია 6-ზ00 

ილინჭ იი«ანლიაც 

-09 ოხაბლთინდთეი ი0ალთნჰ0C) '00Cნ0 'ლ00-ჩ ძყაასალნ(ატილ# «აის იC069 

-ნჭC იზი” Cთ 00საი რო თანა ლ0C06ჩ 46. C00-0CC (#'ფXX- (თ 

“რიილნსაი' 

-)ნჭ 'ყ. -თა ყ ნნნი” 'ინნითისლა ი'ნპ-ითინ” იდლნიალთინტჭტ !'” Cა I 

წC "999 

  

  

  

(Xა9%=ჩ#. 

ხხახ) "0ლნითაიინი, ·ნ9C01ცნ0%ნი (0 '9) C0(006ი#L ილნირი/ ფლა (X)77/ «აა (X)'/ 

“(«C'9C9) თილსნნსისტ რ0=X ლ-ს 8=X იL ცი0აიინ#6)C6 ლია 90000960CX0 

“რიპაჯააი '(X)-#/=/ “(X)I#=#ჩ 

' «ლ00ლნ(აიჭ ძალოხელლლონტ, 00აან-იანიპი ლი 

-ხანსტ, ცC0X)06, «ია ცოX%აინნ” წთC ო ც%)ა “დხანციხსაზინ ხნ /6ფნდ0C 

-ლიი ჩი» ლისანპაინინითCაც წთC თ იასCთCიC2) ითან70ლ0)ლსალწ) “ილნ”ინ 

  

წ213 ლსასნთასი იხყიფ ·ნ( §
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“რაკი 

| წთ)ძ»=0, | LCიV)ძ»=0, 
88. 

ამიტომ, თუ #/-თი აღვნიშნავთ თ არის კონტურს, გვექნება 

I ნ ძიმყ/ – – | მძ» ( Iზ9– | #»-– 
ძყ 88. 8.4: 

– I წო =– | 6ძ». 
” 

ამრიგად, ულ 

| 7#– =  ((26 აიი. _ (14.1) 
წ) ძყ 

4 _ 

    
ნახ. 35. 

აქ წირითი ინტეგრალი აღებულია დადებითი მიმართულებით. ეს არის 

გრინის ფორმულის უმარტივესი შემთხვევა. 

(14.1) ფორმულა მართებულია აგრეთვე ნებისმიერი თ არისათვის, 
რომელიც შეიძლება დავყოთ ზემოთ განხილული სახის CI, თ,,.... ე 
არეებად (ნახ. 35). მართლაც, თუ აღვნიშნაეთ იყ-თი თ, არის კონ- 

ტურს, ადვილად დავრწმუნდებით, რომ 

»ჩ 

| §%- ნ | –ძ»= 2(- II მL (=> V)=- 
#51 I-ი 

_ II? კაკ. 
თ ძყ
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ახლა განვიხილოთ დახურული თ არე (ნახ. 36), რომელიც ”შემო- 
საზღვრულია წირებით 

X=X)(ყ) X#=Xაკ(ყ) ყ=C0C V=ძ, 

სადაც X,(ყ) და X,(ყ) უწყვეტი ფუნქციებია, ამასთანავე  X,(V) < X(V) 
და 2<79ძ. 

  

  

    

4 

V 4 ხ 
ძ -- _ 1 დ 7 1 

”M 
” 

ჩვ) (Cა) ფბ. 
4. L. 

C 
CL--- 

ტ > !;ა 

0 X. 
ნახ. 36. 

თუ CMV) ფუნქცია უწყვეტია თ არეში და აქვს უწყვეტი კერძო 
წარმოებული Xჯ-ით, მაშინ, ორჯერადი ინტეგრალის გამოთვლის წესის 
თანახმად, გვაქვს 

ძ X2-V) 

II ივე = (რ) 99--- / IC0თ 0), -- 0(0C)),4)1ძყ = 
ა 9X C »V)9 

= | C0(X.ყ)ძყ-– 77 დთ(Cყ)ძყ= I 0(X,ყ)ძყ + I 0(X V) ძყ. 
88. 88, 4.4 

რადგანაც 

I 0(Xყ)ძყ=0, I 0(%M)ძყ=0. 
84, 

ამიტომ 

| 0(C-/)ძყ= || 9%0ძXძყ, (14.2 
V ია ძ»;
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სადაც + არის თ არის კონტური, მასთან წირითი ინტეგრალი აღებუე- 

ლია დადებითი მიმართულებით. 

(14.2) ფორმულა მართებულია ნებისმიერი დფ არისათვის, რომელიც 
შეიძლება· დავყოთ ზემოთ განხილული სახის თ,, თ,,...,აც არუებად 

(ნახ, 37). მართლაც, თუ აღენიშნავთ -,-თი (I, არის კონტურს, 

გვექნება 

| 09ძყ = სა | 09 = ს. || 55 იიი = | 9%9 პ»იყ. 
ს. #51 , ხა1 თ, X თ ძX 

წ, 

  

    = ( 
0 

ნან, 37, 

ღასასრულ, თუ თ არე შეიძლება დაიყოს პირველი და მეორე 
ტიპის მრუდწირულ ტრაპეციებად, მაშინ მართებულია (14.1) და 

(14.2) ტოლობები. ამიტომ ამ ტოლობების წევრ-წევრად შეკრების 

შედეგად მივიღებთ ფორმულას 

I I (5 – +) ძXძყ= I #ძ»X+ 0ძყ. (14.3) 
ძყ 

ეს არის გრინის ((C. (II6ტ6»ი) ფორმულა, 

თუ თ მრავლადბმული არეა, ე. ი. იგი შემოსაზღვრულია უბან- 
უბან შეკრული კონტურით 

(ნახ.38), მაშინაც ადგილი აქვს 14.3) ტოლობას. მართლაც, დამატე- 

ბითი ჭრილების გავლებით თ არე შეგვიძლია დავანაწილოთ ზემოთ 
აღნიშნული ტიპის სასრულ რიცხვ არეებად, რომელთათვისაც გრინის
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ფორმულა უკვე დადგენილია. ასეთ ტოლობათა წევრ-წევრად შეკრე- 
ბით ჭრილების გასწვრივ აღებული წირითი ინტეგრალები გაბათილ- 

დება და მრავლადბმული არის შემთხევევაში მივიღებთ გრინის ფორ- 

მულას, რომელსაც გარეგნულად (14.3) სახე ექნება, მაგრამ მარჯვენა 

ნაწილში აღებული ინტეგრალი მთელი მრავლადბმული თ) არის + სა- 

ზღვარზე იქნება გავრცელებული. ამასთან ყოველი კონტურის შემო. 

ვლა ისე ხდება, რომ თ არე მარცხნივ გერჩებოდეს. მე-11 ნახაზზე 

  

    
ნახ. 38, 

ისრითაა აღნიშნული ასეთი მიმართულებანი თითოეული +V(#=0,1, 

... 7) კონტურისათვის. 

თუ გრინის (14.3) ფორმულაში ვიგულისხმებთ 

XLCXV)=ყ. CIX,0)==–-X 
მაშინ, როგორც აღვილი შესამჩნევია, (14.31) ტოლობის მარცხენა ნა- 

წილი თ არის გაორკეცებულ ფართობს მოგვცემს, ამიტომ გვექნება 

1 
(იI=-“ | Xმყ--ყძX- 

27” 

«მივიღეთ XL თავში გამოჟვანილი ფორმულა. 
გრინის ფორმულას შეიძლება სხვა სახეც მივცეთ. ამ მიზნით შე– 

ვიტანოთ (14.3) ფორმულაში /XVX, V) ფუნქციის ნაცვლად CLV, ყ), 

ხოლო C(X,/) ფუნქცია შევცვალოთ -–- #X>,V) ფუნქციით. მაშინ (14.3) 

ფორმულა მიიღებს სახეს . 

II(--+ ეი) ძო = | 7პი-–0ძ»- (14.4) 
მჯ მყ I შა
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ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მოთავსებული წირითი ინტეგრალი 

შეგვიძლია პირველი გვარის წირითი ინტეგრალით გამოვსახოთ. აღგნი- 

შნოთ თ-თი ჯ წირის დადებითი, მხების მიერ 0X ღერძის დადებით 
მიმართულებასთან შედგენილი კუთხე. მაშინ გვექნება 

II (§-+ თ ძXძყ = Iთ 810 თ –– (02005 თ)ძვ. (14.5) 
ა Lძჯ» 

აქ იგულისხმება, რომ + არის გლუვი წირი. 
გრინის ფორმულას მრავალი გამოყენება აქვს სხვადასხვა საკითხის 

'შესწავლისას, ამ ფორმულის გამოყენებით მარტივად მტკიცდება შე- 

მდეგი 
თეორემა 17. ბუ ცალადბმულით არეში, რომლის კო- 

ნტური მარტივი შეკრული წირია, XXX,ყ) და 0(X,ყ) ფ უნ- 

ქციები და მათი კერძო წარმოებულები თ და 94 უწყ- 
V Xჯ 

ვეტია, მაშინ წირითი ინტეგრალის I ჯძIხ+0ძყ გზისა- 

გან დამოუკიდებლობისათვის აუცილებელია და საკმა. 
რისი, რომ თ არის ყოველ (»ყ) წერტილში ადგილი 

ჰქონდეს ტოლობას 

მი _ ძ». (14.6 
მ» ძყ 

დამტკიცება, ჯერ დავამტკიცოთ პირობის აუცილებლობა. 
ვთქვათ, თ არეში ყოველ მარტივ შეკრულ + წირზე 

| 6ძ» + 0ძყ = 0. 
I 

განვიხილოთ (ა არის ნებისმიერი 4(ჯX,ყ) წერტილი და შემოვხაზოთ 

ამ წერტილის გარშემო ისეთი 0 რადიუსიანი ჯი წრე, რომელიც მთლი- 
ანად მოთავსებულია თ) არეში. 

გრინის ფორმულის თანახმად 

I I(> –>+) ძXძყ = | 84++04 
ძყ 

სადაც Xი წანმოადგენს #ი წრის კონტურს, პირობის თანახმად, 

| ძX + 0ძყ = 0. 
1
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ამრიგად, ნებისმიერი მცირედ რიცხვისათვის გვაქვს: 

მიდ _ იჯ 
II(V2– მ ძXძყ = 0. 

რადგანაც ივლი უწყვეტი ფუნქციაა დ არეში, ამიტომ საშუალო. 
+ ძყ 

მნიშვნელობის თეორემის თანახმად გვაქვს 

II (2 – ძაძყ=>0%0;(,უ)-- L;(6უ)1=9, 

სადღაც (ნ,უ) C ი. რაკი 05:#0, ამიტომ 

0.(6უ)–-#ე(C) =0. (14. 

ეს ტოლობა მართებულია (6-ს ყოველი მნიშვნელობისათვის, თუ 0-+0, 
მაშინ (6, უ)–> იყ) და, მაშასადამე, (14.7) ტოლობიდან მივიღებთ 

C.(X,ყ)-- M,(XV) =9, 

ე. ი. მართებულია (14.6) ტოლობა თ არის ყოველი (ჯX,ყ) წერტილ- 

ში, ამით პირობის აუცილებლობა დამტკიცებულია. 

ახლა დავამტკიცოთ პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ს არის ყო- 

ველ (X,ყ) წერტილში მართებულია (14.6) ტოლობა. ავიღოთ (თ) არე- 

ში ნებისმიერი მარტივი შეკრული ”# წირი. რაკი () არე მარტივად 

ბმულია, ამიტომ ჯ» წირით შემოსაზღვრული C არე მთლიანად თ 

არეშია მოთავსებული. გრინის ფორმულის თანახმად 

ძდ _ 9L = I (2: მ ) ძXძM = | 76-+0VV. 

თუ გავითვალისწინებთ (14.6) პირობას, გეექნება 

I I მი -2) ძXძყ/ =0. 
მ» ძყ 

მაშასადამე, 

I წკ»+0ძყ=0, 
ჯ 

ე. ი. წირითი ინტეგრალი | 69X+0პი დამოუკიდებელია ინტეგრების 

წირისაგან. პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია.
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§ 16. ბრტყელ არეთა გარდაქმნა 

ვთქვათ, მოცემულია ორი სიბრტყე, რომლებზედაც აღებულია შე- 

საბამისად მართკუთხა კოორდინატთა 0XV და 0' ას სისტემები. გან - 

ვიხილოთ «0'ს სიბრტყეზე რაიმე X სიმრავლე და, ვთქვათ, ამ სიმრა– 

ვლეზე განსაზღვრულია ორი ფუნქცია 

X=დ(%, ?)) Vყ=VMV, ?)- (15.1) 

თუ Xჯ და ყ-ს განვიხილავთ ჯ0ყV სიბრტყეზე როგორიც წერტილის კო- 

ორდინატებს, მაშინ (15.1) განტოლებათა სისტემა გვაძლევს LL სიმრა- 

ვლის გადასახვას X0ყ სიბრტყეზე ან მის ნაწილზე, იმ (XV) წერტილ-” 

თა სიმრავლეს, რომლებიც მიიღება (15.1) ტოლობებით, როდესაც- 

(V«, უ) წერტილი გაირბენს # სიმრავლის წერტილებს, ვუწოდოთ # 

სიმრავლის სახე და იგი აღვნიშნოთ 7 „ყ(#) სიმბოლოთი. 

თეორემა 18. თუ დ(V,თ) და 90, 2) უწყვეტი ფუნქციე- 
ბია შემოსაზღვრულ ჩაკეტილ X#' სიმრავლეზე, მაშინ 

”ყმო სიმრავლე ჩაკეტილია. 

დამტკიცება, განვიხილოთ 7? ,,(#) სიმრავლის რაიმე დაგრო- 

ვების ჯ»:=(Xე, ყე) წერტილი. მაშინ X.,(7) სიმრავლეში არსებობს 

ისეთი წერტილები 

ჩ7გ=C(Xი, ყი) (#=1, 2..-.), ს 

რომ 110 ჯე = ჯე. აქედან გამომდინარეობს, რომ 
”-თ 

1IIX Xჯ-=Xა. 1100 ყე = წე. 
წ-ი #”---ი 

ვთქვათ, 
Xა=დ(ზე, ზი), ყიე=ს(Vი. სი) (+=1, 2,...). 

შემოვიღოთ აღნიშენა 

ძა=(ს ხი) (#=1, 2,...). “. (15.2) 

ცხადია, რომ ყ, C XX. 
(15.2) მიმდევრობიდან გამოვყოთ ქვემიმდევრობა (დ„,)„> 1, რომე– 

ლიც კრებადია რაიმე თ0(Mე, ზი) წერტილისაკენ. რაკი X ჩაკეტილი 

სიმრავლეა, ამიტომ ეკ C #. ამის გარდა, 

დ ი, =%ე, 1II0 Vი, =შზე- 
ხთ სთ
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ჯ სიმრავლეზე «(V, თ) და (ი, თ) ფუნქციების უწყვეტობის გამო 
X-= 110 დ(%ი,, , ში, ) == დ(%ე, ზი), 

-თ 

ყ-ა=1I1I თრი, , ში, ) == %(%ე, ზი): 
ს-თ 

მაშასადამე, თა C 1? »ყ(#ო. 

ამრიგად, ჯ.ყ(#) შეიცავს ყველა თავისი დაგროვების წერტილს 

და ამიტომ იგი ჩაკეტილი სიმრავლეა. თეორემა დამტკიცებულია. 
განსაზღვრა 6. (15.1) გარდაქმნას ვუწოდებთ რეგულა- 

რულს შემოსაზღვრულ დახურულ 8 არეში, თუ დაცულია შემღეგი 
სამი პირობა: 

1) დი, ა) და V(V, უჯ) ფუნქციებს აქვთ 8 არეში პირველი რიგის 

უწყვეტი კერძო წარმოებულები; 
2) (15.1) გარდაქმნა გვაძლევს, ურთიერთცალსახა შესაბამისობას 

8 და 1.),(8) არეებს შორის; 

969 ს) ნულისაგან განსხვავებულია #8 არეში, 
(%, წ) 

შევნიშნოთ, რომ თუ (15.1) გარდაქმნა აკმაყოფილებს მხოლოდ 

1) და 3) პირობებს, შეიძლება 2) პირობა არც იყოს შესრულებული 

3) იაკობიანი 

შეიძლება აგრეთვე აღმოჩნდეს, რომ მეამა ა იაკობიანი ნულის 
%?( V%, 

ტოლი იყოს 8 არის ზოგიერთ წერტილში, მაგრა“ #8 და 7 .ყ(#8) 

არეებს შორის შესაბამისობა იყოს ურთიერთცალსახა. . 
თეორემა 19, თუ (15.1) გარდაქმნა რეგულარულია და- 

ხურულ შემოსაზღვრულ # არეში, მაშინ 8 არის ყო- 

ეელი შიგა წერტილი გაღაისახება #,,(8) სიმრავლის 

შიგა წერტილში. 

დამტკიცება. ეთქვათ, » წარმოადგენს #8 არის შიგა წერ. 

ტილს, ხოლო ე იყოს მისი შესაბამისი წერტილი #,,())) სამრავლე– 

ში. რადგანაც ი» წერტილი #8 სიმრავლის შიგა წერტილია, ამიტომ 

არსებობს ამ წერტილის ისეთი მიდამო #(ჯ#, ზ), რომელიც # არეში 

მოთავსდება. მაგრამ, პირობის თანახმად, #L(», 6) წრეში იაკობიანი 

#Xდ/, ჭ) 
XXV, შ) 

ლის ისეთი X”(ი, უ) მიდამო, რომელიც) მოთავსდება X„ა(#(ჯ, §)) სი- 

მრავლეში. მაშასადამე, დი წარმოადგენს 7” .,C(8) სიმრავლის 'მიგა წერ- 

ტილს. თეორემა დამტკიცებულია. 

30 ელ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე 

ნულისაგან განსხვავდება და ამიტომ მოიძებნება ყ წერტი-
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შედეგი. თუ (15.1) გარდაქმნა რეგულარულია დახე- 
რულ შემოსაზღვრულ ყ არეში, მაშინ ჯმ არის საზღვა- 

რი გადაისახება 7#ე(8) არის საზღვარზე. 

თეორემა 50. თუ (15.1) გარდაქმნა რეგულარულია # 

არეში, მაშინ ამ არეში აღებული მარტივი უბან-უბან 

გლუვი C წირი გადაისახება (15.1) გარდაქმნის საშუა. 
ლებით მარტივ უბან-უბან გლუვ L წირში, რომელიც 
მოთავსებულია 7'.კ(8) არეში. 

დამტკიცება, საკმარისია განვიხილოთ ის "შემთხვევა, როდესაც 
C მარტივი გლუვი წირია ვთქვათ, ამ წირის განტოლებებია 

«=V(), შბ=%(!)) რCთ=-#=-ჩ. (15.3) 

«V) და (I) ფუნქციებს აქვთ პირველი რიგის უწყვეტი წარმოებულე- 
ბი, რომლებიც ერთდროულად ნული არ ხდება (თ, 81 სეგმენტის არც 

ერთ წერტილში. თუ ამ ფუნქციებს ჩავსვამთ (15.1) ფორმულაში, 

მივიღებთ შესაბამისი L წირის პარამეტრულ განტოლებებს 

X==დIX(I), თ(I))= XC), V#=VIV(), %(I)1 =I/L)· (15.4) 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ამ ფუნქციებს აქვთ აგრეთვე უწყვეტი წარ- 
მოებულები: 

, იდის 0ძდიას  , ძს ძს ძა თი 
Xს=- ი – –- ყი=- +“, (15.5) იი ძი მი # I მსიძ, მირ“ 

რომლებიც ერთდროულად ნული არ ხდება (თ, 8) სეგმენტის არც ერთ 
წერტილში. მართლაც, წინააღმდეგ ”შემთხვევაში, 

XV?) ე 

#XV, თ). 

უტოლობის თანახმად, (15.5) ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ 

რაც შეუძლებელია. მაშასადამე, 1, წირს არა აქვს განსაკუთრებული 

წერტილები და იგი წარმოადგენს მარტივ გლუე წირს. თეორემა და- 
მტკიცებულია. 

თეორემა 21, თუ 8 არე შემოსაზღვრულია მარტივ 

უბან-უბან გლუვი 0 წირით და ამასთანავე (15.1) გარ- 

დაქმნა რეგულარულია, მაშინ #,/8) არე ფართობა- 
დია.
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დამტკიცება. მე-20 თეორემის თანახმად, C წირის შესაბამისი 
ჯ წირი, რომელიც შემოსაზღვრავს ”.,(8) არეს, წარმოადგენს აგრე- 
თვე მარტივ უბან-უბან გლუვ წირს და ამიტომ #7 .ა(8) არე ფარ- 

თობადია. 

§ 16. ცვლადთა გარდაქმნა ორჯერაღ ინტეგრალში # 

მრავალ ამოცანაში, რომლებიც ჯერადი ინტეგრალების გამოყენე- 

ბას მოითხოვს, დეკარტის კოორდინატთა სისტემა არ არის საუკეთესო. 
ამიტომ საჭიროა ვიცოდეთ გადასვლა ერთი სისტემიდან უფრო მო- 
ხერხებულ მეორე სისტემაზე. 

ვთქვათ, MXყ) ფუნქცია უწყვეტია დახურულ 7) არეზე, რომელიც 
შემოსაზღვრულია მარტივი უბან-უბან გლუვი კონტურით. განვიხი- 

ლოთ გარდაქმნა 

X=დ(ს, ს), ყ=VX, ს), (16.1) 

რომელსაც გადაყავს ს) არე ს არეში. საჭიროა ორჯერადი ინტეგრა- 

ლის 

II ICი, ყ)ძX ძყ 

გამოსახვ ორჯერადი ინტეგრალით, რომელიც გავრცელებულია # 
არეზე. მართებულია 

თეორემა 25. თუ (16.1) გარდაქმნა რეგულარულია, 

მაშინ 

II I(X, ყ)ძX ძყ= II /(დ(ი, ი),ს(V, ე)) I I/სძხ, (16.2) 

სადაც ”X არის (16.1) გარდაქმნის იაკობიანი. 

დამტკიცება. ჯერ, განვიხილოთ კერძო "შემთხვევები. ვთქვათ, 

X=წ, ყ=%(ნ,»). (16.3) 

ვიგულისხმოთ, რომ 7#V(Xყ) და MI”) წერტილები განხილულია 
შესაბამისად მა რთკუთხა კოორდინატთა 0+Xყ და 0) 6” სისტემების მაე- 

მართ, ამის გარდა, დავუშვათ, რომ 0ყ ღერძის პარალელური ყოვე- 

ლი წრფე კვეთს ს არის C კონტურს არა უმეტეს ორი წერტილისა. 

(16.3) ფორმულის ძალით, C კონტურს შეესაბამება /#) არის C' კო- 

ნტური. 0 კონტური მოთავსებულია X=»ჯ, და X=Xჯ, წრფეებს შო- 
რის, C კონტური კი C=X, და C=»ჯ,ც წრფეებს შორის. თუ იყ ღერ- 

ძის პარალელური წრფე კვეთს C კონტურს მხოლოდ ორ წერტილში. 
მაშინ მისი შესაბამისი წრფე გადაკვეთს C” კონტურს მხოლოდ ორ
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წერტილში. C კონტურის #, და 1, წერტილებს, რომლებსაც X 
აბსცისი აქვთ, შეესაბამება CV კონტურის MI. და M: წერტილები 

(ნახ. 39). 
აქ შეიძლება ორი შემთხვევა წარმოგვიდგეს იმისდა მიხედვით, თა- 

ნადობა პირდაპირია, თუ შებრუნებული. თუ >, მაშინ ყ ზრდა- 
I/) 

დია უ-თან ერთად და ამ შემთხვევაში შესაბამისობა პირდაპირია, ხო- 

ლო თუ 20, მაშინ შესაბამისობა შებრუნებტლია. 39-ე ნახაზზე 

გვაქვს პირდაპირი შესაბამისობის შემთხვევა. 

          

| M ' CM V C 2 წ 

(ა წ“ ! () 
! 1) I 

! M ! I M ' 

! ' L X I ! 51 
0 », X Xა 0 ს, L, 

ნახ. 39, 

”"! 
ვთქვათ, =>. აღვნიშნოთ V,, ყე, თ,, ჟა სიმბოლოებით #M,,)!> 

» 

M#;, M; წერტილების ორდინატები შესაბამისად. თუ მარტივი ინტეგ- 

რალისათვის გამოვიყენებთ ცვლადთა გარდაქმნის ფორმულას, მივი- 

ღებთ 
V3 Vი) ძს 

| Mითძყ = | IC, სC, »)) –-ძო, 
ძ» 

VI MI 

სადაც X და 6 განიხილებიან როგორც მუდმივები. აქედან ვღებულობთ 

# ყი X 23 

I ძX | IV) შყ= | ძ§ | II5,ს(6,უ)1ძუ- (16.4) 

#« VI XL VI 

მაგრამ (16.3) გარდაქმნისათვის გვაქვს 

ძს
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ამიტომ (16.4) ფორმულა შეგვიძლია გადავწეროთ ასე: 

II I(X, ყა)ძXძყ= I II6,დ6(5.»)) | ჯ |ძნძუ. (16. 5) 

თუ --<0, (16.5) ფორმულა ანალოგიურად გამოიყვანება. 

ამავე წესით დავამტკიცებთ, რომ თუ 

X=%(ნ.) ყ=7, 
მაშინ 

I I(X, ყ)ძX ძყ= II IIდ(ნ,ჯ),»I | XI ძნძ». 

დასასრულ, განვიხილოთ ზოგადი გარდაქმნა (16.1), ეს გარდაქმნა 
შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ნამრავლი ზემოგანხილული სახის 

ორი გარდაქმნისა. მართლაც, ვთქვათ, 

ნწ=% რ=ყ. 
მაშინ (16.1) სისტემის უკანასკნელი განტოლება შეგვიძლია ასე წარ- 
მოვადგინოთ: 

თი = ს(§, ს), 

საიდანაც 

ზ=ისXწ, თ). 

მაშასადამე, (16.1) სისტემა შეგვიძლია შევცვალოთ ოთხი განტოლების 

შემღეგი სისტემით: 

X=დ,(ნწ, უშ) ყ=7, (16.6) 

ნხ=Vს, თძ=%(V;ბ%), (16.7) 
სადაც 

დ,(§, უ)=დIწ§, (წ, »)1. 

(16.1) გარდაქმნა წარმოადგენს (16.6) და (16.7) გარდაქმნათა ნამ- 

რავლს, ე. ი. (16.6) გარდაქმნის საშუალებით 7) არე შეგვიძლია გადა–- 

ვსახოთ ფართობად I" არეში, ხოლო (16.7) გადასახავს »“ არეს 

ფართობად #” არეში. - 

(16.6) ფორმულის თანახმად 

#XCX.ყ) 
ძამია. .,(16.8 

ნე | ი «(16.8) II /Iი 9ძ+ძყ= 11 IIთ,(6»), თ) 
ჩ ჯ"”
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(16.8) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში. მოვახდინოთ „ცვლადთა გარ- 

დაქმნა (16.7) ფორმულის მიხედვით, მივიღებთ 

I #XX·|ყ) 
I II, ააა | ძი = წილ) ი ხღლუბეცა, 

ჯVXM) 7XXC,») 

X#X§,») #)061) 
  = II II9(%, წ), სდ, ?)) თოძყ. 

    
მაგრამ 

XXV) იო) _ XXXყ9M)_. 
XMXCM») #XV6%) #ისსა) 

მაშასადამე. მართებულია (16.2) ფორმულა ზოგად შემთხვევაში. 

შედეგი. თუ (16.2) ფორმულაში ვიგულისხმებთ, რომ /(Xყ)=1, 
მაშინ 

  

| 0I=I ჩ'I-I ”'I, (16.9) 

სადაც ”. წარმოადგენს XI იაკობიანის მნიშვნელობას »ჯ” არის რაიმე 

წერტილში. 

მართლაც, თუ მხედეელობაში მივიღებთ (16.2) ფორმულას, გეეჭ- 

ნება 

I9|= II ძXძყ = II |I I ძი ძა, (16.10) 

”· ხოლო საშუალო მნიშვნელობის თეორემის ძალით 

II III ბიძი=I II-I XII 
LL 

სადაც L” წარმოადგენს IL იაკობიანის მნიშვნელობას # არის რაიმე 

(V',წ) წერტილში. მაშასადამე, მართებულია (16.9) ტოლობა. 

§ 17. ორმ?ბერად ინტეგრალფში ცვლადთა გარდაქმნის 2 
ფორმულის გამოქვანის მეორე ხერხი ' | 

ავიღოთ X0ყ ღა V0ს სიბრტყეებზე შესაბამისად დახურული 7) 

და 4 არეები, რომლებიც შემოსაზღვრულია 0 და #' კონტურებით 

(ნახ. 40). 
ვიგულისხმოთ, რომ #) და 4 არეებს შორის დამყარებულია ურ- 

თიერთცალსახა შესაბამისობა, რომელიც გამოისახება ფორმულებით 

X=დ(Vს,ს) V=V(V,ზ).
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ვთქვათ, თდ(,) და V(») ფუნქციების კერძო წარმოებულები 2, 
V 

II ” 4 

(2 ძმ ძს ძს_ უწყეეტია 4 არეში, ამასთანავე იაკობიანი 
მს ' მი მი ძიძია 

#X,,2) 
I , = 

% თ #X),წ) 
ნულისაგან განსხვავებულია. 

დავუშვათ, რომ I' კონტურის პარამეტრული განტოლებებია 

#«=#X(), VXV=V%I), თ=1(=<8, 

სადაც #C) და თ() უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია Iთ,ზ) სეგ- 
' მენტზე. მაშინ C კონტურის პარამეტრული განტოლებები იქნება 

X=X(,),) ყ=ყ(), რთ=1=<8ტ, 

    

სადაც 

X=ILV,(I), V)), ყ=6LV(1), %(1)I. 

1 

” თ 
!' 

თ X. 0 78   
ნახ. 40. 

(L. კონტურის წერტილებს შეესაბამება 0 კონტურის წერტილები). 

ჩ# არის 98 ფართობი გამოითვლება ფორმულით 

5 = II XრV, 

სადაც ინტეგრალი აღებულია C კონტურის დადებითი მიმართულე- 

ბით. აქედან 

ჩ 
89 = I »ჯ9# 3,= I“ (I), %(0)) ( ძსძი« , ძსძა  , _ 

2 რ“ მსი ძი ძ! 

= +196.» (+ ძ+=% LV) - +1 9 +9 27.
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თუ 7, და C კონტურების შესაბამისობა პირდაპირია, ე. ი. თუ 0 
კონტურის დადებით მიმართულებას შეესაბამება I” კონტურის დადე– 

ბითი მიმართულება, მაშინ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში უნდა ავიღოთ 

+ ნიშანი, წინააღმდეგ "შემთხვევაში კი –- ნიშანი. 

ახლა გრინის ფორმულაში ვიგულისხმოთ. 

ძდ. 

ძა 

ი0 _ მს _ იდ ის |. ის _ ა იდ _ _ 0%_ 
მს მხ მ%ძ"ა მსძს იძ» 0% ძმ» 

– მდ მს _ ძდძს 
მსმს იძხ 00% 

ამიტომ გრინის ფორმულის თანახმად 

ძ 
X=%,ყ=ფშ, X=დ ი, 0=< 

მაშინ ძ« 

= IL#%, ზ). 

I დ მდ ძის + ს ის ძა= II 1LCV,ს)ძV%Cდ%' 
ი გეშასა–ამ ძმ" ძხ 4 
აშასადამე, 

5=1_+ II IL(M.ჯ)თძს, 

თუ გამოვიყენებთ საშუალო მნიშვნელობის ფორმულას ორჯერადი 
ინტეგრალისათვის, გვექნება 

5= 29ILწ, M), 

სადაც (§, თ) C 4, ხოლო თ წარმოადგენს 4 არის ფართობს. ამრიგად, 

8=9|I1(6, უ)I. (17.1) 

ახლა ვთქვათ, ს არეზე მოცემულია უწყვეტი /(X, ყ) ფუნქცია.“ 
საჭიროა ორჯერადი ინტეგრალის 

I I ICX, ყ)ძX ძყ 

გამოსახვა ორჯერადი ინტეგრალით, რომელიც გავრცელებულია 4 

არეზე. მართებულია შემდეგი ტოლობა 

II I(X, ყაძX ძყ= II (სს), დ(ი,»)) | (ია) ძიძის. (17.2) 

მართლაც, დავყოთ 4 არე ფართობად ქვეარეებად თე, თკ;.-. წი. 
მაშინ 7) არე დაიყოფა ფართობად ქვეარეებად #,, 9,,...,5„. თუ გა- 
მოვიყენებთ (17.1) ფორმულას, გვექნება 

| 5» |=–1|ფV| · | I(ML, V,)) (#=1, 2,...,)),
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სადაც (CI, VL) C C,, ვთქვათ, 

XL== (VI, სს) ყIL=VXVIM,,სI)- 

ცხადია, (XC, ყ») C 8. გვაქვს 

2, /(%ი ყა) | 9+I = 2, (660 VI); (I, თ)1 IX («მ») | | თ». 
»-1 ") 

თუ შემოვიღებთ აღნიშენას 

ექნებ XL(V,ს) =I(%(%,ა), V(X, წ)! | „ICI, V) |, (17.3) 
გვექნება 

2, (0 VI) | §» | = ?, XIინს 9») LI. 
L51 #51 

ამ ტოლობაში გადავიდეთ ზღვარზე, როდესაც ყოველი თ, არის დია– 
მეტრი ნულისაკენ მიისწრაფვის, გჟექნება 

II I(X, ყ)ძX ძ/= II XV, საძს ძა 
სჩ 4 

აქედან, თუ გავითვალისწინებთ (17.3) ტოლობას, მივიღებთ (17.2) 

ტოლობას. 

§ 18. ორჯერად ინტეგრალში ღეკარტის კოორლდინატებიდან 
პოლარულ კოორდინატებში გადასვლა 

„ვთქვათ, X0ყ სიბრტყეზე აღებულია დახურული #) არე, რომელიც 
“ შემოსაზღვრულია უბან-უბან გლუვი წირით და ვიგულისხმოთ, რომ ამ 

წირს კვეთს კოორდინატთა სათავიდან გამავალი ყოველი წრფე არა 

უმეტეს ორი წერტილისა. ჯერ განვიხილოთ ის ”შემთხვევა, როდესაც # 

არე არ შეიცავს კოორდინატთა სათავეს, როგორც ცნობილია, დე- 

კარტისა და პოლარულ კოორდინატებს შორის არსებობს დამოკი- 

დებულება 
X=00089, ყ=ი0 91 9. (18.1) 

აღვნიშნოთ 38, და 3, სიმბოლოებით უმცირესი და უდიდესი მნი– 

შვნელობა 3- კუთხისა იმ წერტილებისათვის, რომლებიც ეკუთვნიან # 
არის საზღვარს. ვთქვათ, 9, და 9, კუთხეების შესაბამისი წერტილე- 

ბია M, და #, (ნახ. 41). #, და #, წერტილები ყოფენ 7) არის
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კონტურს ორ //,0M,. და M,2M, რკალებად. ვთქვათ, ამ რკალების 

განტოლებებია შესაბამისად 

ი=0ს10) ღა ი0=0,(3), 
სადაც: 0,(9) და 0ე()) წარმოადგენენ + ცელადის (ცალსახა ფუნქციებს. 

მაშინ (18.1) ფორმულის თანახმად, #7) არე გადაისახება ი3. სიბრტყის 
/” არეში. 

ას,ლ9და,, ი)(9)=60=0,(9). 

) 
M/ 

    

  

ნახ. 41, 

ამ შემთხვევაში (18.1) გარდაქმნის I( (0, 89) იაკობიანი არის 

#CყM) _ | 205 #+--ი5ი 83! _ 

ჯიპ) 1509 ტიიი8+ 

რადგანაც #) არე არ შეიცავს კოო რდინატთა სათავეს, ამიტომ 

IC, 8)>0. 
ადვილი მისახვედრია, რომ (18.1) გარდაქმნა რეგულარულია, 

ახლა ვთქვათ, მოცემულია 1) არეში უწყვეტი /(CX,ყ) ფუნქცია. გ:- 
ნვიხილოთ ორჯერადი ინტეგრალი 

9 = II I(X ყ)ძX ძყ. 

XI(0, 8) = 

თუ ვისარგებლებთ ორჯერად ინტეგრალში ცვლადთა გარდაქმნის ფო- 
რმულით, მივიღებთ 

I = II I(C6 C05 9., 0 §10 9) 0ძ ე 09: = 

ათ 0+(9) 

= I ძს | M(0ლ05 V', 0510 9)0ძი. (1მ.2) 

ვ, 9)(9)
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დასასრულ, ვთქვათ, 7) არე შეიცავს თავის შიგნით კოორდინატთა სა- 

თავჟეს. ამ შემთხვევაში (ლ, #) იაკობიანი: ნულად იქცევა კოორდინატ- 

თა სათავეში და, მაშასადამე, ორჯერად. ინტეგრალში ცვლადთა გარ- 

დაქმნის ფორმულის გამოყენების უფლება, საზოგადოდ, არ გვაქვს. ამ 

შემთხვევაში ასე მოვიქცეთ: კოორდინატთა სათავის გარშემო შემოვხა- 
ზოთ 6 რადიუსიანი ღია .წრე 

ჰწ-C–=7) (ნახ, 42). V 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

I-=79-–-XC 

#- წრის კონტურის განტო-. 

ლებაა =წა. მაშასადამე, 

0)(4)=6. 
ახლა ვთქვათ, რომ ი = 0(3) 

წარმოადგენს 7) არის კონტუ- 

რის განტოლებას. რაკი 0 

სათავე 7) არის შიგა წერტი- ნახ. 42. 

ლია, ამიტომ 

  

  
0<:89=2». 

მაშასადამე, (18.2) ფორმულის მიხედეით 

2. 0(9) 
II ICX, ყ)ძXთყ= II ძვ. I I(0 605 9. 0 910 900 დი. 

/,” _ 

თუ ამ ტოლობაში ზღვარზე გადავალთ, როდესაც §-+>0, მივიღებთ 

ტოლობას 

2# 0(9) 
II M(C(X, ყ)ძX ძყ= I ძV· I „(0 003 %, 0 910 9)ე ძი. (18.3) 

L _ 
ცვლადთა გარდაქმნის ფორმულა ძალაში რჩება იმ შემთხვევაშიც” 

როდესაც კ ოორდინატთა სათავე მოთავსებულია »ჯ) არის კონტურზე. 

§ 195, ბრტყელი ფიგურების ფართობთა; გამოთვლა 
ორჯერადი ინტეგრალით 

მაგალითი 1, ვიპოვოთ (X'+ ყ?)1= 26% ლემნისკატის მიერ შე 
მროსაზღვრული თ არის ფართობი.
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ამოხსნა, თუ X=000§9 და ყ=05I. 8 გამოსახულებებს შევი-· 
ტანთ ლემნისკატის განტოლებაში, მივიღებთ 

ე?=ც8 510 29%, 

  

  
ნახ. 43, 

ა | 

8, =0, 8, = –, 2)(8) = 0, ჩე(§) = ის/ 810 28. . 
მაშასადამე, 

2<4/2 

Iთ| = I 40 = 2 |” ია 

  

ეს არის ლემნისკატის გან– 

ტოლები პოლარულ კოორ- 

დინატებმი. ლემნისკატს აქეს 

43-ე ნახაზზე მოცემული სახე. 

როგორც ვხედავთ, ლემნი- 
სკატი შედგება ორი ერთმანე- 

თის კონგრუენტული მარყუ- 

ჟისაგან, ამიტომ საკმარისია 

გამოვთვალოთ, მაგალითად, 

პირველ საკოორდინატო კუ- 

თხეში მოთავსებული მარყუ- 

ჟის ფართობი. ამ შემთხვე–- 

ვაში 

20/2 

20690= I თ? 51ი 23 79-= ი?. 
0 

მაგალითი, 2. გამოვთვალოთ დეკარტის „34 ყ?= თXყ ფოთო- 

ლის თ მარყუჟის ფართობი 

დახ. 44). 
ამოხსნა. თუ X==0605%. 

და ყ=0310 გამოსახულე- 

ბებს ჩავსვამთ მოცემულ გან- 
ტოლებაში, “გამარტივების შე- 

მდეგ მივიღებთ · 

_ თ5103003 

ი0598--| ვ)ემმ. 

ეს არის დეკარტის ფოთოლის 
განტოლება პოლარულ კო- 

ორდინატებში. ადვილი შმესამჩნევია, რომ 

X 
4, =0, 8, = =' 0,(8)=0, ია(+)= 

  

  

  

თ5Iი +605 8 · 

00599 ყ'-L §1712? 8.
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მაშასადამე, 

ჯX/2 მჯX9) 

IიI = || ძოძი= | იL) იძი = 
L”) 9 0 

_ LM /. 810? # ლი§2 §- თ” / ხყ29.(1 -+LLყ“%). 

27 (ლ059%-1-ჯი?მ)” 2 ვ (1 +L891 ზე)! 

თუ მოვახდენთ ჩასმას LC5=ჯ, მივიღებთ 

|თI= 4“ I თ” _თ 
6 უე (1+1)? 6 

მაგალითი 3. გამოვთვალოთ იმ დ არის ფართობი, რომელიც 

შემოსაზღვრულია წირით 

(2 +ყ1=2ი” (.->9). 
ამოხსნა, მოცემული წი– 

რი სიმეტრიულია 0Xჯ ღერძის 

მიმართ, განლაგებული. 0V 

ღერძის მარჯვნივ; 0X ღერძს 

კვეთს, როდესაც »=0, X= 
=20. თვით განტოლებიდან 

ცხადია, რომ #1 <27თX), ასე 

რომ ჯ=<2თძ, ხოლო რაკი 

ყ'<2ცX, ამიტომ |V|) <2თღ. 

მაშასადამე, წირი შემოსაზღვ- 

რულია. ამ წირის ესკიზი მო- 

  

  
ცემულია 45-ე ნახაზზე. 

მოცემული წირის პოლარული განტოლება) იქნება 

0ი=2ძთ005" XV. 

სადაც იცვლება –--დან -.--მდე. თუ გავითეალისწინებთ, რომ 

წირე სიმეტრიულია პოლარულ ი 0» ღერჭის მიმართ, გეექნება 

2/2 2თ 20529 /2 

10 |= I იX2ყ = 2| ის | 0ძლ0 = 4ც“ I ლ0391-ძყ- = --. 5 =>!
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მაგალითი 4. გამოვთვალოთ იმ დ არის ფართობი, რომელიც 

შემოსაზღვრულია წირით 

(5+% '= XV. 
ც) ხ? ლ (თ>9, ტბ>9, 2>9). 

ამოხსნა, წირი მშემოსახღვრულია, სიმეტრიულია კოორდინატთა 

სათავის მიმართ; ორი სიმეტრიული მარყუჟიდან ერთი ძევს პირველ 
საკოორდინატო კუთხეში, მეორე–– მესამეში კოორდინატთა სათავე 

წარმოადგენს ერთადერთ გადაკვეთის წერტილს კოორდინატთა ღერძე- 
ბთან, ახლა განვიხილოთ შემდეგი გარდაქმნა 

X=000053, ყ=ხი 510 9. 

თუ ამ გამოსახულებებს შევიტანთ მოცემული წირის განტოლებაში, 

მივიღებთ 

იხ 

20 

თუ გავითვალისწინებთ სიმეტრიულობას, გვექნება 

  810 29. 

ც?ხ? 

20? 

“იხ 2/2 V 28 8)ი89.29 
3 #/2 

=- + = IაI=2 | ძ I თხიძი = I 3შ)ი 29 ყ9-= იი 

26 
    

§ 20. სივრცითი არის მოცულობა 

ყთქვათ, მოცემულია რაიმე შეკრული § ზედაპირი: რომელიც 

ყოფს მთელ სივრცეს ორ სხვადასხვა ბმულ ა» და XX "არედ. ვიგუ- 

ლისხჰოთ, რომ ჯ) წარმოადგენ” ზედაპირის მიერ შემოსაზღვრულ 

არეს. მაშინ ჯუ) და #” არეებს უწოდებენ შესაბამისად შიგა და გა- 

რე არეებს. ჩვენი მიზანია განესაზხღეროთ ჯ) არის მოცულობა, 

ამისათვის #-ში ჩავახოთ და შემოვხაზოთ მრავალწახნაგა არეები „1 
და 8 შესაბამისად!. 4 და ჯ არეების მოცულობები გამოითვლება 
ელემენტარულად. ეს მოცულობები აღვნიშნოთ შესაბამისად I, და 78 

სიმბოლოებით, ცხადია, რომ 

M”/ ლVMც. 

  

+ მრავალწახნაგა არე ეწოდება ყოველ შემოსაზღვრულ არეს, რომლის საზღ- 
ვარი შედგება სასრული რიცხვის ბრტყელი მრაეალკუთხა არეებისაგან, რომლებსაც 
წახნაგები ეწოდება.
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განვიხილოთ ახლა ყველა შესაძლო /# ღა კ, სახის მრავალწახნაგა 
არეები და აღვნიშნოთ XI. და IM" სიმბოლოებით I, და IM” გ სახის 

რიცხვთა სიმრავლეები შესაბამისად: 

ს)ა=|V„), #7" =(წაჯI. 
ადვილი საჩვენებელია, რომ #, სიმრავლის არც ერთი ელემენტი არ 
აღემატება MI? სიმრავლის ნებისმიერ ელემენტს. აქედან გამომდინარე– 
ობს, რომ MI, სიმრავლე ზემოდან შემოსაზღვრულია. რაც შეეხება #5 

სიმრავლეს, იგი ქვემოდან შემოსაზღვრულია. შემოვიღოთ აღნიშენები: 

V”V.=8ს)სნი M., V"=)0L II". , 
ცხადია, რომ 

7 .=<=V". 

V. ღა 7” რიცხვებს ეწოდება შესაბამის დ X) არის შიგა და გარე 
მოცულობები. 

თუ 7/.=V?, მაშინ #) არეს ეწოდება მოც ულობადი არე და 
ამ საერთო მნიშვნელობას ეწოდება 7) არის მოცულობა, მას ჩვეულე– 
ბრივ I ასოთი აღნიშნავენ. | 

თეორემა 98. # არის მოცულობადობისათვის აუცი- 
ლებელია და საკმარისი, რომ ყოველი დადებითი §. რი- 
ცხვისათვის არსებობდეს ისეთი ორი მრავალწახნაგა 
არე # და 8, რომ ადგილი პქონდეს უტოლობას 

#ვ-V”V„<8%. | (20, 1 

დამტკიცება. დავამტკიცოთ ჯერ პირობის აუცილებლობა. 

ვთქვათ, #) არე მოცულობადია და ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი # 
რიცხვი. თუ მხედველობაში მივიღებთ სიმრავლის ქვედა და ზედა საზ_ 

ღვრების განსაზღვრას, აღებული 6 რიცხვისათვის არსებობს #. და #2 

სემრავლეებში ისეთი MI „გ და I/ვ3 ელემენტები შესაბამისად, რომ 

L4 L-2 –_V”წ.<  “ , 'Vვ--7ბ< –. ჩწ.-–”ა< 2 /ვ--M/"< 2 

ამ უტოლობების წევრ-წევრად შეკრება გვაძლევს 
VI # “–აკ<ხ, 

ვინაიდან V#„=". თეორემის პირობის აუცილებლობა დამტკიცტე– 

ბელია. 
დავამტკიცოთ ახლა პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, ყოველი და- 

დებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს #, და 7#I" სიმრავლეებში ისეთი
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ორი ელემენტი IV „ და XV, რომ ადგილი აქვს (20.1) უტოლობას. 

რადგანაც 
#.>V”,., I"=V8, 

ამიტომ (19.1) უტოლობის თანახმად ვღებულობთ 

I" -”.<6 

უტოლობას და რაკი § ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ M”„.„= 

””. მაშასადამე, ს არე მოცულობადია. თეორემა დამტკიცებულია. 

შევნიშნოთ, რომ # ზედაპირი მოთავსებულია 4 და #8 არეების 

საზღვრების მიერ "შემოსაზღვრულ არეში და M”ვ–-I” „ წარმოადგენს 

ამ არის მოცულობას. ამიტომ 23-ე თეორემა შეგვიძლია ჩამოვაყალი- 

ბოთ ასე: 

ჯ»ჯ არის მოცულობადობისათვის, აუცილებელია და 

საკმარისი, რომ ყოველი დადებითი § რიცხვისათვის 

არსებობდეს I) არის საზღვრის შემცველი მრავალწახ- 

ნაგებით შემოსაზღვრული არე, რომლის მოცულობა 

C-ზე ნაკლებია. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ. ი არე მოცულობადია, მაშინ 

მისი საზღვრის მოცულობა ნულის ტოლია, 

თეორემა 54. თუ მო,ცულობადი ა) არე დაყოფილია 

მოცულობად 7), #:,....,სიე არეებად, რომლებსაც შესაძ- 

ლებელია წყვილ-წყვილად ჰქონდეთ მხოლოდ საერთო 
საზღვრითი წერტილები, მაშინ 

/=V,+M,ე+.-·-+M,, (20.2) 

სადაც X-თი აღნიშნულია 9 არის მოცულობა, ხოლო 

II.VCV:=1,2,...,) წარმოადგენს #7, არის მოცულობას. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 4 და )18,(;=1,2,...,)) მრავალწაზნაგა 

არეებია, რომლებიდან პირველი მათგანი მოთავსებულია ს, არეში, 
ხოლო მეორე შეიცავს თავის შიგნით #), არეს. რადგანაც 4,.4,... 4» 

არეები მოთავსებულია ჯ) არის 'მიგნით და ამ არეებს წყვილ-წყვილად 

საერთო წერტილები არა აქვთ, ამიტომ 

”., +V„., +-.+M„., <V. (20.) 
შემდეგ რაკი 

ს 8.=» 
გ5=1
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და 18, არეებს შეიძლება ჰქონდეს საერთო ნაწილები, ამიტომ 

7», +75ა5, +.-- +753, 2”. (20.4) 

(20.3) და (20.4) უტოლობებიდან გვაქვს 

2 VI, <7< 2, M/ვ,. (20.5) 
#=1 M"1 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი, რადგანაც 7), არე 

მოცულობადია, ამიტომ 24ჯ და I; ისე 'მეგვიძლია შევარჩიოთ, რომ 

#23, –V”,, < 82 (ხ=1, 2,...,M). 

-M 

მაგრამ 

#,, <7.<Mვ, · 
მაშასადამე, 

M. >” –+ +, VI, <Mს+ –-. (20.6) 
# · 

თუ გავითვალისწინებთ. (19.6) უტოლობებს, (20.5) უტოლობებიდა5 
მივიღებთ 

% M/ა--< VI < ჯ M/IL+6. 
Lს51 L=1 

რაკი 6 ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ მართებულია (20.2) 
ტოლობა, თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 2, მოცულობის გამოთვლა ორჯერაღი ინტიგრალით » 

ავიღოთ სივრცეში მართკუთხა კოორდინატთა სისტემა 0XVყ# და 

განვიხილოთ X#0ყ სიბრტყეზე რაიმე შემოსაზღვრული დახურული 

ფართობადი თე არე, რომელზედაც უწყვეტია IX,ყ) ფუნქცია. ვიგუ- 
ლისხმოთ, რომ თე არეს ყოველ წერტილში /(X,9)>0. 

ავიღოთ ახლა თეა არეს შიგნით რაიმე დახურული ფართობადი თ 
არე. ამ არის საზღვრის ყოველ წერტილში აღვმართოთ ჯი/ სიბრტყის 
მართობი. ასეთ მართობთა ერთობლიობა მოგვცემს ცილინდრულ ზე- 

დაპირს 
განვიხილოთ (: არე, რომელიც შემოსაზღვრულია ბრტყელი ი 

არით, აღნიშნული ცილინდრული ზედაპირითა და #=/(X,V) ზედაპირით. 

31 ვლ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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დავამტკიცოთ, რომ C არე მოცულობადია და მისი I მოცულობა 

გამოითვლება ფორმულით 

#7 = II I(X ,ყ)ძ»ძყ. (21.1) 

ამ მიზნით აღვნიშნოთ (ე სიმბოლოთი უმცირესი ორგანზომილებია- 

ნი სეგმენტი, რომელიც შეიცავს თე არეს, დავყოთ (დე მართკუთხედი 

ისეთ მართკუთხედებად, რომელთა დიამეტრები არ აღემატება 0(C,C-), 

სადაც C და ლე წარმოადგენენ შესაბამისად თ და თე ·არეების საზღვ- 

რებს, რადგანაც თ არე მოთავსებულია თ: არის შიგნით, ამიტომ 0 

და (ე სიმრავლეებს არა აქვთ საერთო წერტილი. ამის გარდა, ისინი 

ჩაკეტილი სიმრავლეებია, რის გამო 6(0,C%) >0. 
ვთქვათ, »,, #,,..-, გ ის მართკუთხედებია აღნიშნული დანაწილე- 

ბისა, რომლებიც მოთავსებულია თ-ში. ჯა, 15,---, იყოს ის მართკუ- 

თხედები, რომელთაგან ყოველი შეიცავს თ არის ერთ წერტილს მაინც. 

ცხადია, რომ ნებისმიერი #, მართკუთხედი არის როჭელიმე #„,; მართ- 
კუთხედი და, ამის გარდა, არც ერთი »ჯ;(1=1, 2,---,თ!) მართკუთხედი 

არ გამოვა თე არიდან. შემოვიღოთ აღნიშვნები 

-»ო II 

#7"= 1, M;I#, ს /.= 2, თს | 7L', 
1=1 51 

სადაც M; არის MX ყ) ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა „+; მართკუ– 

თხედზე, XI კი იმავე ფუნქციის უმცირესი მნიშვნელობა #V მათკუთ- 

ხედზე. M#;|51 წარმოადგენს იმ პრიზმის მოცულობას, რომლის ფუ- 

ძეა „; მართკუთხედი, სიმაღლე კი MI. ყველა ასეთი პრიზმის ერთო- 

ბლიობა გვაძლევს რაღაც მრავალწახნაგა არეს, რომელიც თავის შიგ- 

ნით შეიცავს C არეს, ამ მრავალწახნაგა არის მოცულობაა 7" რიც- 

'ხვი. 
1 ასევე, /, წარმოადგენს C-ში მოთავსებულ. გარკვეული მრავალწა– 

/ ხნაგა არის მოცულობას. 

აღენიშნოთ #" და #L. სიმბოლოებით შესაბამისად 7" და IM”, სა- 

ხის რიცხვთა სიმრავლეები. რადგანაც /LX,V/) ფუნქცია უწყვეტია 
არეში, ამიტომ 

5სი ს .=.10ნ 9" = II I(X,ყ)ძX ძყ. 

მაგრამ, თუ 5სს MI .=1V01 I", მაშინ C მოცულობადი არეა და მისი #7 

მოცულობა ამ ორი სიდიდის საერთო მნიშვნელობაა. მაშასადამე, მარ– 
თებულია (21.1) ტოლობა.
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„შენიშ ვნა. ჩვენ მოვითხოვეთ, რომ /(X,ყ) ფუნქცია უწყვეტია 

სსკ არეზე. (21.1) ფორმულა ძალაში რჩება მაშინაც, როდესაც /M(X,9) 

ფუნქცია განსაზღვრულია მხოლოდ თ) არეზე და მასზე უწყვეტია. 

ამრიგად, თ არეზე არაუარყოფითი უწყვეტი /I(,ყეფუნ- 

ქციის ორჯერადი ინტეგრალი გამოსახავს გეომეტრი- 

ულად იმ არის მოცულობას, რომელიც შემოსაზღვრუ- 

ლია ბრტყელი თ არით, ჯიყ სიბრტყის მართობული 

ცილინდრული ზედაპირითა და #=/(I,ყ) ზედაპირით. 

ახლა, ვთქვათ, რომ თ არეშა უწყვეტი ფუნქცია არადადებითია, 
ე. ი. თი არის ყოველ წერტილში /(CყI.=0. გამოვარკვიოთ /(X,V) 

ფუნქციის ორჯერადი ინტეგრალის გეომეტრიული მნიშვნელობა. ამისა- 
თვის განვიხილოთ 

2= –IV V) 

ფუნქცია. ცხადია, ეს ფუნქცია თ არეში არაუარყოფითია და, მაშასა– 

დამე, ორჯერადი ინტეგრალი 

II L– I(X, ყ)) ძჯ ძყ 

წარმოადგენს გეომეტრიულად იმ არის მოცულობას, რომელიც ”შემო- 

საზღვრულია ბრტყელი ს არით, #=--/(XV) ზედაპირითა და () არის 

კონტურზე აგებული ჯX0ყ სიბრტყის მართობული ცილინდრული ზე- 

დაპირითა , 

ცხადია, ეს მოცულობა იმ არის მოცულობის ტოლია, რომელიც შე- 

მოსაზღვრულია ბრტყელი თ არით, §=-– /(Vყ) ზედაპირითა და აღნიშ- 
წული ცილინდრული ზედაპირით. მაშასადამე, ამ შემთხეევაში ორჯერა–- 

დი ინტეგრალი I /Iხთთძძყ გამოსახავს უარყოფითი ნიშნით აღებულ იმ 
ი 

არის მოცულობას, რომელიც შემოსაზღვრულია ბრტყელი თ არით, 

2=IVCXყ) ზედაპირითა და აღნიშნული ცილინდრული ზედაპირით. 

ამოცანა 1. გამოვთვალოთ იმ სამღერძ. ელიფსოიდის მოცულობა. 

რომლის ნახევარღერძებია იდ, ხ, 0. 

ამოხსნა. კოორდინატთა სათავე მოვათავსოთ ელიფსოიდის ცენ- 

ტრში და კოორდინატთა ღერძებად ავიღოთ ელიფსოიდის სიმეტრიის 

ღერძები. მაშინ ელიფსოიდის განტოლება იქნება 

L2 ”. + 2 =1. 

გ. ს
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“ რადგანაც კოორდინატთა სიბრტყეები ყოფს აღებულ ელიფსოიდს რვა 

'კონგრუენტულ ნაწილად, ამიტომ საკმარისია გამოვთვალოთ: იმ არის 

მოცულობა, რომელიც შემოსაზღვრულია ჯ=0, ყ=0, =0 სიბრტყე- 
ებით და ელიფსოიდის ზედაპირის ნაწილით 

----„სა'-– 
#=9 V 1- > –-# CC>0, ყ>9). C 

თუ ელიფსოიდის მოცულობას აღვნიშნავთ /” ასოთი, გვექნება 

” · ჯი ყ? I _ 1-- XX. V#. , 20.2 
8 3) /. თი ს” 9XM/ რ 

სადაც თ წარმოადგენს იმ არეს #0/ყ სიბრტყეზე, რომელიც შემოსახზ“ 

ღვრულია 0», 0ყ ღერძებით და ელიფსის რკალით 

V = > ც? – # 

თ 

20.2) ტოლობიდან გვაქვს 

_ _ ა წ. 
: ჩ-%II/ 1- 5-4 თXთყ. 

ამ ორჯერად ინტეგრალში მოვახდინოთ ჩასმა 

X=2თ000893, ყ=ხივ)ი3. 

ადვილი საჩვენებელია, რომ 

XX, Vყ) -–-–-- > ცხი. 20.3 ჩრ, 3) იხი (20.3) 

აქ 0 თცვლება 0-დან 1-მდე, 4. კი 0-დან -კ-მდე. მაშასადამე, 

+.) 
# =8იხი I99I MI 1-–2იძიC–Xიხი 

ე 9 
ამრიგად 

4 - 
V” = 5 56ხ6. (20.4) 

კერძოდ, თუ თ=ხ=-0=//, მაშინ ელიფსოიდი სფეროდ გადაიქცე- 
ვა და ამ "შემთხვევაში (20.4) ფორმულა გვაძლევს 

V = -4 უჯ), 
ვ
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მივიღეთ ელემენტარული გეომეტრიიდან ცნობილი ' ფორმულა სფე- 
როს მოცულობისათვის. 

ამოცანა 9. მოცემულია # რადიუსიანი სფერო, ცენტრით კოორ- 

დინატთა სათავეში: სფეროს 0 4 “რადიუსზე როგორც დიამეტრზე შე- 
მოვხაზოთ წრე დ ვიპოვოთ სფეროს იმ ნაწილის მოცულობა, 

რომელიც მოთავსებულია წრიულ ცილინდრში, რომლისთვისაც # 
წარმოადგენს მართობულ კვეთს. 

ამოხსნა. როგორც ვიცით, სფეროს განტოლებაა 

X.+ყზ+ ,1ზ= LL”. 
რადგანაც აღნიშნული ცილინდრის | 2 

მიერ „სფეროდან ამონაკვეთი არე 

სიმეტრიულია როგორც Xჯ0ყ, ისე 
ყ049 სიბრტყის მიმართ, · ამიტომ სა- 

კმარისია გამოვთვალოთ აღნიშნული 

არის იმ ნაწილაკის. მოცულობა, 

რომელიც მოთავსებულია საკოორ-. 
დინატო კუთხის პირველ მერვედში 
(ნახ. 46). ამრიგად, თუ აღენიშნავთ 

· საძიებელ მოცულობას X-თი, გვე– 
ქნება 

#=4 I ს => #2 00.5) 
სადაც თა წარმოადგენს იმ წრის 
ნახევარს, რომელიც შემოხაზულია 
04-ზე, როგორც. - დიამეტრზე. (20.5) ინტეგრსლის გამოსათვლელად 
შემოვიღოთ პოლარული კოორდინატები: ' 

  

ნახ. 46. 

X=0ი ლ03%, ყ=0 810 სყ. 

'აქ # იცვლება 0–დან --მდე,, 0 კი 0-დან I6008 8-მდე: ამის გარდა, 

იაკობიანი XL =6. მაშასადამე,' (20.5) ტოლობიდან გვაქვს =. 

M/2 Xიია+» _ 
#=4 I ძს I, ი I #1 (ი? 4 --#(– 2), 

მ ი 3 2 3 

თუ მთელ სფეროს გამოვაკლებთ “ნაწილს, რომელიც მოთავსებუ- 
ლია ბღნიმნულ ცილინდრსა და იმ ცილინდრის შიგნით, რომელიც
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პირველი ცილინდრის სიმეტრიულია V0ჯ სიბრტყის მიმართ, მაშინ 

სფეროს დარჩენილი საწილს მოცულობა იქნება 

-ღომ0- 3 M(2 –)=- #". 

ეს შედეგი წარმოადგენს სწორედ ვივიანის ამოცანის ამოხსნას 

სფეროს რაციონალური ნაწილის მოძებნის შესახებ. 

ამოცანა 3. გამოვთვალოთ იმ C არის 7” მოცულობა, რომელიც 

შემოსაზღვრულია Xმ+ყ1+-28= 0? სფეროთი და (Xჯ?-Lყ?)?= ც2(X--ყ!), 

ცილინდრით, 

ამოხსნა. მოცემული სფეროს გადაკვეთა Xჯ0ყ სიბრტყესთან 

გვაძლევს 
კბ Lყზ= 0? (20.6) 

წრეწირს, ცილინდრის გადაკვეთა »0ყ სიბრტყესთან კი ლემნისკატს 

რომელიც ძევს (20.6) წრეწირის შიგნით (ნახ. 47). ამიტომ ინტეგრე- 
L ბის »ა) არეს წარმოადგენს ლე- 

” მნისკატის მიერ ”შემოსაზღე- 

რული არე. 

რადგანაც C არე განლა- 

გებულია სიმეტრიულად კო- 
ორდინატთა სიბრტყეების მი- 

მართ, ამიტომ ინტეგრების 

არედ შეგვიძლია ავიღოთ /# 

არის ის ნაწილი, რომელიც 
მოთავსებულია პირველ კვად- 
რანტში. აღვნიმნოთ იგი თ 

ასოთი. მაშინ საძიებელი მო– 

ნახ. 47. ცულობა გამოისახება ფორ- 

მულით 

V=8 I MI 2-2 ებ ძX ძყ. 

თუ შემოვიღებთ პოლარულ კოორდინატებს 

7///77///// 

  

  

X=000593, V=0531)0 24, (20.7) 

ლემნისკატის განტოლება მიიღებს სახეს: 

ეზ= ცე?! ი08 29 აწუ 0=თCთI/ ლ08 2V-
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აქ 4 იცვლება 0-დან +“ -მდე, ი კი 0-დან იI”. 009 23 -მდე. რაკი 

(20.7) გარდაქმნის იაკობიანი 0-ს ტოლია, ამიტომ გეექნება 

>. 2M-05 2ა'. ი 

V7= =8 / ას) 0IM” ი.ი, მი = -- თბ (4ყ/ 2-5). 

§ 22, ჯიდაპიტის ფართობი X 

ზედაპირის ამა თუ იმ წაწილის ფართობის გამოთვლა შეგვიძლია 

ელემენტარული გეომეტრიის საშუალებით მხოლოდ კერძო ”შემთხვევე– 

ბში. საზოგადოდ კი საქირო ხდება ინტეგრალური აღრიცხვის მეთო- 

დების გამოყენება, 

ავიღოთ სივრცეში მართკუთხა კოორდინატთა 0XVყ7 სისტემა და 
გთქვათ, X0ყ სიბრტყის ზემოთ მოცემულია 8 ზედაპირი, რომელსაც 

აქვს მხები სიბრტყე ყოველ წერტილში, ამის გარდა, ვიგულისხმოთ, 
რომ 0„ ღერძის პარალელური წრფე კვეთს ამ ზედაპირს არა უმეტეს 

ერთი წერტილისა. დავუშვათ, რომ 8 ზედაპირის გეგმილი X0ყ სიბ- 

რტყეზე არის დახურული ფართობადი თ არე. დავყოთ თ) არე ფარ- 
თობად თ,, C).,...,0, არეებად და ყოველი თ, არის კონტურზე გავავ- 

ლოთ ჯი0ყ სიბრტყის მართობი ცილინდრული ზედაპირი. ეს ცილინ- 
დრი ამოკვეთს 8 ზედაპირიდან 5ჯ ზედაპირს. ცხადია, ამ ცილინდრე- 

ბის საშუალებით § ზედაპირი შუის. ქვეზედაპირებად 

უუ მე... 

ჟოველ 8. ზედაპირზე ავიღოთ 7/» რილი და მასზე გაეავლოთ § 

ზედაპირის მხები სიბრტყე. თ, ზე აგებული ცილინდრი ამოჭრის ამ 

მხები სიბრტყიდან გარკვეულ 2, არეს, რომელიც ფართობადია, ვი- 

ნაიდან თ, ფართობადია. თუ არსებობს სასრული ზღვარი 

" სი + IX.I, 

914 

სადაც X არის თ,, თ,,...,თ არეების დიამეტრთა შორის უდიღესი, მა- 

შინ ამ ზღვარს ეწოდება 8 ზედაპირის ფართობი, § ზედაპირს 

კი-ფართობადი ზედაპირი, 

თეორემა 955. თუ 5 ზედაპირის განტოლებაა 

#=/(X, V),
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ამასთან, კერძო წარმოებულები 

| 0 I(X, ყ) -= მ ICX, V) 
ძX მყ 

უწყვეტია თ არეში, მაშინ .§ ზედაპირი ფართობადია 
და მისი ფართობი |89| გამოითვლება ფორმულით 

| 5 |= II V 1+ჯ»ჯ“ +ი"იX ძყ. (22.1) 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ /,-თი 8 ზედაპირის M, წერტილმია 

გავლებულ ნორმალსა და 07 ღერძებს მორის მახვილი კუთზე. მაშინ 

#= 

Iთა | =| 2 | 03 7, 
აქედან 

| 7, | = 1თ.L. 
C03 

მაგრამ - | 

1 
ი0ნ ას=-–-–-ს'ს ი. 

V 1-XL+ი? 
სადაც 

თა,.=1;0VI, ყ") ძXM=/ა(XM VყI.), 

ხოლო X, და ყ. წარმოადგენენ M, წერტილის აბსცისას და ორდი- 

ნატას. მაშასადამე, 
__–,”· ” "'' L) 

- I2»I=V/ 1 + X1+ «IM I. 
ამრიგად," 

სა I72#I = > VI 1 +ჯX1 +011 თ» I. 
#51 

რადგანაც I/ 1+ჯ?+ე' ფუნქცია უწყვეტია · თ არეში, ამიტომ არ- 

სებობს სასრული ზღვარი 

სთ ზა V/ 1 + ა1+01 0, | (22.2) 
0 51 

და, ამრიგად, 8 ზედაპირი ფართობადია. მაგრამ (22.2) გამოსახულება 

წარმოადგენს ორჯერად ინტეგრალს: 

II IV” 1-+ ჯ? -+L- ი?ი»ჯიყ.
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მაშასადამე, მართებულია (22.1) ფორმულა. თეორემა დამტკიცებულია. 
(22.1) ფორმულა შეგვიძლია ჩავწეროთ ასე: 

„I §|>.I| 994 , C2.3) 
ი 2087 

სადაც ჯ მახვილი კუთხეა 07 ღერძისა “და ზედაპირის ნორმალს 
შორის. 

თუ. ნორმალს არ მივანიჭებთ გარკვეულ . მიმართულებას, - მაშინ 
(22.3) "ფორმულა შეგვიძლია შევცვალოთ შემდეგი. ფორმულით: 

ძXძყ. (22.4) 
თ IC081 | 

შევნიშნოთ, რომ 005% ნულად: არ იქცევა თ არეში და (22,3) და 

(22.4) ფორმულებში ინტეგრალქვეშა ფუნქციები. უწყვეტია. 
"დასასრულ, ვთქვათ, § ზედაპირის- განტოლებები მოცემულია პარა– 

მეტრული სახით 

X=V%C(V,- 2), ყ-=%(V, 9), 2=XCV, ს)- (22.5) 

ვიგულისხმოთ, რომ დ(V, «), %(V, V), XCV, ს) ფუნქციები აკმაყოფი- 
ლებს შემდეგ პირობებს: 

1) ისინი უწყვეტია დახურულ 7) არეში; 
2) მათ აქვთ უწყვეტი პირველი რიგის კერძო წარმოებულები 7)-ში; 

3) ფუნქციონალური დეტერზინანტებიდან 

XXXV, 2. XX, » XXX წ) 

IV, ზ) '” XXXV, ს) ' სით ა) 

ერთი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან 7) არეში. 

ზემოთ აღნიშნულ პირობებში 8 ზედაპირის' ყოველ წერტილზე 

შეგვიძლია გავავლოთ მხები სიბრტყე და ეს უკანასკნელი უწყვეტად 
იცვლება ნორმალთან ერთად. თუ კუთხეს ნორმალსა და ·0# ღერძებს 
შორის აღვნიშნავთ #V-ით, მაშინ. 

208 + = _ 0 ___ · (22.6» 
M გ! + 81+ 2 

  

  

  

სადაც 
Xჩ#(, #) 8- _XX#, X). X) 0 > XC, 9CთM.. 

მხი 9) ” XXV, ”) ” »C, თ) 

აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 0 განსხვავღება ნტ- 

· ლისაგან ჯ) არეში.



499 თავი XIII. ორჯერადი ინტეგრალები 
  

თუ (22.4) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მოვახდენთ ცვლადთა გარ- 

დაქმნას 

X=დ(ს, ბ), ყ=%სXCIVV), 
მაშინ 

| 8)= II ყოლია ძა, 

სადაც C605+ჯ განისაზღვრება (22. ს  ორმელით მაგრამ | LI=|CI 
მაშასადამე, 

| 86 1= II ს ტბ + 81 + C?ძა ძა. (22.7) 

ამ ფორმულას მივცეთ უფრო მარტივი სახე. ამისათვის გავიხს ე 

ნოთ ლაგრანჟის შემდეგი იგივეობა: 
თუ მოცემულია რიცხვები თ,, თ,, თვ, ხც ხ;, ხვ, მაშინ მართებუ- 

ლია ტოლობა 

(თL(+032+ თვ§)#ხ1+ ხ1-+L ხვ) ––(თენე + ძახა-+ ძვხვ)" = 

(თეხე– თეხ)"+ (თეხვ––თვხე)? + (თე0,–- ძ,ხე)?. (22.8) 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 

ძჯ V? მყ 1) (“ ) 9X. -V 955 ს) - 
(>) + 0% + ძV ' 

მჯ სს. /ძყ ს, /0ძ»: V” 
_ –_– + _ = C (+)+(V)+(>) 

მჯ ძX , ძყ ძყ _ ძე ძი _ 
მძსიმს ძამა მMძხ 

#, 6 და X გამოსახულებებს ეწოდება ზედაპირის გაუსის კო- 

ეფიციენტები. 
თუ გამოვიყენებთ (22.მ) ფორმულას, მივიღებთ 

4ზ+11+C'= XMC--X#7. 

მაშასადამე, (22.7) ფორმულა მიიღებს სახეს 

| 5| =II I #C–#'შიძა. (22.9) 

გამოსახულებას |/ #6 –- #9? ძიძის ეწოღება 8 ზედაპირის ფა რ- 

თითი ელემენტი მრუდწირულ კოორდინატებში.



§ 22. ზედაპირის ფართობი 491 
  

ზედაპირის ფართობის ზემოთ მოყვანილი პროცესი. დაკავშირებუ- 

ლი იყო კოორდინატთა გარკვეული სისტემის შერჩევასთან. მაგრამ 

შეიძლება დამტკიცდეს, რომ ზედაპირის ფართობის ის განსაზღვრა, 

რომელიც ზემოთ მოვიყვანეთ დამოკიდებული არაა კოორდინატთა 

„სისტემის 'მერჩევაზე, 
შენიშვნა. ზედაპირის ფართობის ზემოთ მოყვანილი განსაზღე- 

რა განსხვავდება რკალის სიგრძის განსაზღვრისაგან. როგორც პირველ 
ტომში დავინახეთ, რკალის სიგრძის განსაზღვრისას გამოვდიოდით 
რკალში ჩახაზული ტეხილი წირებიდან, ხოლო ზედაპირის ფართობის 
განსაზღვრისა ესარგებლობდით არა მრავალწახნაგებით, რომლებიც 

ჩახაზულია მოცემულ ზედაპირში, არამედ მხები სიბრტყეებით. ამი- 

ტომ ბუნებრივად ისმის კითხვა: შეგვიძლია თუ არა განვიხილოთ ზე- 

დაპჰირის ფართობი როგორც ზღვარი ზედაპირში ჩახაზული მრავალ- 
წახნაგების ფართობებისა, როდესაც მრავალწაზნაგების ყოველი წახნა- 

გის დიამეტრი ნულისაკენ მიისწრაფვის? თურმე, ზედაპირის ფართო- 
ბის ასეთნაირი განსაზღვრა უვარგისია, ვინაიდან აღნიშნული პროცუსი 

საზოგადოდ, არ გვაძლევს გარკვეულ ზღვარს. 
ამის დასადასტურებლად განვიხილოთ შვარცის მიერ მოცემული 

მაგალითი. ვთქვათ, მოცემულია მართი წრიული ცილინდრი, რომლის 
სიმაღლე და ფუძის რადიუსი 1-ეს ტოლია. ამ ცილინდრის გვერდითი 
ფართობი 2X-ს ტოლია. გავყოთ ცილინდრის სიმაღლე »ჯ ტოლ ნაწი- 
ლად და დაყოფის წერტილებზე გავავლოთ პარალელური სიბრტყეები. 

მაშინ ამ სიბრტყეებისა და (ყილინდრის გადაკვეთ· მოგვცემს XI წრე- 

წირს, გარდა ფუძის წრეწირისა. თითოეული წრეწირი გავყოთ » ტოლ 

ნაწილად ისე, რომ ყოველი შემდგომი წრეწირეს დაყოფის წერტილე-· 

ბი მდებარეობდეს წინა წრეწირის დანაყოფი რკალების შუა წერტი- 

ლების ზემოთ, 

განვიხილოთ პხლა მოცემულ ცილინდრში ჩახაზული მრავალწახნაგა, 
რომლის წახნაგები შედგენილია ჩეესი წრეწირების ქორდებითა და იმ 

მონაკვეთებით, რომლებიც აერთებენ მეზობელი წრეწირების დაყოფის 

ფახლოეს წერტილებს. მიღებული მრავალწაზნაგას წახნაგები წარმოადგე- 

ნენ თანატოლ ტოლფერდა სამკუთხედებს, რომლებიც რაგინდ ახლოს 
არიან ცილინდრის გვერდით ზედაპირთან, თუ # და » საკმარისად 

დიდი რიცხვებია. ახლა მივანიჭოთ ჯ რიცხვს რაიმე ფიქსირებული 

მნიშვნელობა. ჯ რიცხვი შეგვიძლია იმდენად დიდი ავიღოთ, რომ ყო- 

ველი ჩვენი სამკუთხედთაგანი შეადგენდეს ცილინდრის გვერდით ზედა- 

პირთან კუთხეს, რომელიც რაგინდ ახლოსაა მართ კუთხესთან. ასეთ 
შემთხვევაში მოსალოდნელი არაა, რომ მრავალწაზნაგას ფართობი წა –
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რმოადგენ დეს ცილინდრის გვერდითი ზედაპირის ფართობის მიახლოე– 
ბით მნიშვნელობას. მართლაც, ეს რომ დავადასტუროთ, გამოვთვალოთ 

ჩვენი მრავალწახნაგას ფართობი. რადგანაც ამ მრავალწახნაგას ყოვე- 

ლი წახნაგი წარმოადგენს ტოლფერდა სამკუთხედს და ეს წახნაგები 

ერთმანეთის ტოლია, ამიტომ აღებული მრავალწახნაგას ფართობის გა–- 

მოსათვლელად საკმარისია მოვძებნოთ რომელიმე მისი წახნაგის ფარ- 

თობი. როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, წახნაგები წარმოადგენენ ტოლ– 

ფერდა სამკუთხედებს, რომელთა ფუძეა 28) , ხოლო სიმაღლე » 
27 

გამოითვლება პითაგორას თეორემის მიხედვით: · 

1 ჯ.V 1. , . 
ს = V -+(1-თ+- ). =I/ 2+45ი5-. 

თა“ ი- / თ? ი 2 

თუ ჩვენი სამკუთხედის ფართობს აღვნიშნავთ თ ასოთი, გვექნება 

“1 · # . 
თძ = V –-+4ი)უ –– აე ––. 

ჯა“ 2» » 

და რა კი სამკუთხედების რიცხვია 27), ამიტომ მრავალწახნაგას ფარ–- 

თობი თუ, გამოისახება ფორმულით: 

1. „ –«- , X 
წი» = 2 IIV/' –: + 431 –– 7810 –- = 

» 2# % 

. 4» . ჯ 
= 2 I/ 1-+ 4»: 51ი –– · 91ი ––. 

' 2 M 

ვთქვათ, X=X»?, სადაც # რაიმე ფიქსირებული ნატურალური რაცხ- 

გია, მაშინ 

/ (22) 
1110 თუცა =-2X 1 + #X · 
ჩ-თ 4 

ამრიგად, თ„ფაე-ის ზღვარი დამოკიდებულია იმაზე, თუ“ როგორ მიის- 

წრაფვიან » და M#M უსასრულობისაკენ. მაშასადამე, 11თ ძუა არ არსე- 
ისი. თ 

ბობს. 

როგორც ვხედავთ, თუ ზედაპირის ფართობს განესაზღვრავთ რო” 

გორც ამ ზედაპირში ჩახაზული მრავალწახნაგას ფართობის ზღვარს, 
მაშინ ისეთ ზედაპირსაც კი, როგორიცაა ცილინდრი, ფართობი არა 

აქვს. 
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ამოცანა 1, გამოვთვალოთ სფეროს ზედაპირის ფართობი. 

ამოხსნა. თუ კოორდინატთა სათავეს მოვათავსებთ სფეროს ცე- 

ნტრში, მაშინ სფეროს ზედა ნახევრის განტოლება იქნება 

·=V II-#0-2, 

სადაც წ სფეროს რადიუსია. ცხადია, რომ 

(5=2 IV 1+(“) )+C; ფუში 

სადაც თ სფეროს გეგმილია X0ყ/ სიბრტყეზე, ხოლო |§51I-ით აღნი- 

შნულია სფეროს ზედაპირის ფართობი. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

  

9 _XჯX 9? _ V : 
ძX წ მყ #. 

02 ძ» MV XI, ყV I 1 .-- –_ =1 CC --  –--=- 

+(11)+(ჯ) ვე უზ. ეზ 
მაშასადამე, 

იXიყ 
|§|=2|(>რ+4- 28II>-- > 

თუ მოვახდენთ ცვლადთა გარდაქმნას 

X=00059, ყ=083)ს 9, 
მივიღებთ 4, 

22 

|5|I=2# | =4X11'. 
ი 

ია 20 
1 I 1 ი 

ეს ფორმულა ცნობილია ელემენტარული: გეომეტრიიდან, 

ამოცანა მშ. გამოვთვალოთ იმ წრიული კონუსის გვერდითი ზედა- 

პირის § ფართობი, რომლის ფუძის რადიუსია 7”, სიმაღლე კი II. 

ამოხსნა. დავუშვათ, რომ კონუსის წვერო მოთავსებულია კო- 
ორდინატთა სათავეში, ხოლო 07 ღერძი ემთხეევა კონუსის ღერძს 
(ნახ. 48). მაშინ კონუსის ზედაპირის · განტოლებაა 

  # 
=– X' + 2 # »V V
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აქედან _ 

მიდ VX# _ X > _ 1L : M# .. 
მს #7 I 2+C#. ”» MM“ ., 

/ ი V · 
  

  

  

ნახ. 48. 

ვთქვათ, თს წარმოადგენს კონუსის ფუძის გეგმილს X0/ სიბრტყე- 

ზე. მაშინ კონუსის გვერდითი ზედაპირის § ფართობისათფვის გვექნება 

გამოსახულება 

8§-II/ 1+4- 
რაკი თ წარმოადგენს # რადღიუსიან წრეს, ამიტომ | ლ 1=ჯ%#' და, 

მაშასადამე. 

2 

8 = MI I/ 1 + > =X #L/ 88-99 . 

§ 21. არასაკუთრივი ორჯერადი ინტეგრალები # 

„ არაშემოსაზღვრულ არეებზე გავრცელებული ორჯერადი ინტე_ 

გრალები. ვთქვათ, X0ყ სიბრტუეზე მოცემულია ისეთი არაშემოსაზღ. 
ვრული # არე, რომ სიბრტყის ყოველ სასრულ ნაწილში მოთავსებუ- 

  ძXძყ= I/ 1+   
#: 

8 IC). 

  

1?
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ლი არის საზღვრის ფართობი ნულის ტოლია. განვიხილოთ /) არეში გან“ 
საზღვრული /(X,ყ) ფუნქცია, რომელიც ინტეგრებადია რიმანის აზრით 
# არის ყოველ შემოსახღვრულ ფართობად ქვეარეზე. 

კოორდინატთა სათავის გარშემო შემოვხაზოთ რაიმე შეკრული 0 
· კონტური, რომლის ფართობი ნულის ტოლია, ეს წირი მოკეეთს » 

არედან შემოსაზღვრულ ფართობად (ჯ არეს. აღვნიშნოთ #-ით მანძი- 
ლი 90, C) კოორდინატთა 0 სათავიდან C წირამდე. პირობის თანა–- 

ხმად არსებობს ორჯერადი ინტეგრალი 

I I! I(X,ყ)ძX ძყ. (23.1) 

თუ არსებობს ამ ინტეგრალის სასრული ან უსასრულო ზღვარი, რო- 

დესაც #-+>- C, მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება არასაკუთრივ ორჯერადი 

ინტეგრალი /(Xყ) ფუნქციისა, გავრცელებული I) არეზე და აღინი- 
შნება 

!! ICX,ყ)ძ»X ძყ. (23.2) 

თუ ეს ზღვარი სასრულია, მაშინ (23.2) ინტეგრალს ეწოდება 
კრებადი, წინააღმდეგ შემთხვევაში--განშლადი. /(X/) ფუნქციას, რო - 

მლისთვისაც (23.2) ინტეგრალი კრებადია, ეწოდება ინტეგრებადი არა–- 
საკუთრივი აზრით 7) არეში. 

თეორემა 26. (21.1) ორჯერადი ინტეგრალის ზღვრის 
არსებობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ 
ყოველი დადებითი 6 რიცხვ ისათვის არსებობდეს ისე 
თია თ წრეწირი ცენტრით 0 წერტილში, რომ ყოველი 

შეკრული C” და C” წირებისათვის, რომელთა მიერ შე- 

მოსაზღვრული არეები შეიცავენ თავის შიგნით C 

წირს, ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

III ICX, ყარX იყ –– I I(X, ყ)ძX ძყ 

ს ადაც CV” და C”"' წარმოადგენენ შესაბამისად C" და 0' 

წირების მიერ მოკვეთილ # არის სასრულ ნაწილებს. 
დამტკიცება. პირობის აუცილებლობა ცხადია. დავამტკიცოთ 

პირობის საკმარისობა. ვთქვათ, შესრულებულია (23.3) პირობა და. 
განვიხილოთ ისეთი შეკრული წირთა მიმდევრობა CI, 6C.,....0ი... 
რომელთა მიერ შემოსაზღვრული არეები შეიცავენ თავის შიგნით 0 

წერტილს და 

<8, (23.3) 
    

0(0, C,))<0(0, Cე)<-.·.<0(0, Cი)<..
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მასთან · 

11:> . (0, C„)ლ=+Cთ. 
ჯ=Cთ 

აღებული §-სათვის მოიძებნება ისეთი ნატურალური რიცხვი M(6), რომ 

<ჩ, 
  

| I I ICX, ყ)ძX ძყ– I I ICX, ყ)ძX ძყ 
  

როდესაც #>I, »1> X,, სადაც C-თი აღნიშნულია 0, წირის მივრ 

მოკვეთილი ჯ) არის სასრული ნაწილი 1. მაშასადამე, კოშის თეორემის, 

თანახმად არსებობს 

Iთ 11 IC, ყაძXძყ- 
ჩ-თნი 

ეს ზღვარი აღვნიშნოთ I სიძბოლოთი. 

ახლა ავიღოთ ნებისმიერი შეკრული 0 წირი, რომლის მიერ შე- 
მოსაზღვრული არე შეიცავს თავის შიგნით (ლ) წირს. მაშინ გვექნება 

I I /(= ყ)ძXძყ– I I IX, ყაძXძყ | <9, (23.4) 
    

სადაც C წარმოადგენს 0 წირის მიერ მოკვეთილ 7) არის სასრულ 

ნაწილს, ხოლო » > M. 

თუ (23.) უტოლობაში გადავლთ ზღეარზე, როდესაც I->+თ 

მივიღებთ 

I I(X, ყა)ძX წყ–- I =8§. 

მა'მასადამე, 

' 119 I I M(X, ყაძX წყ = 1 

პირობის საკმარისობაც დამტკიცებულია. 

თეორემა ზბ7?. ვთქვათ, # არეში განსაზღვრული /(Xჯ,V) 
ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით /): არის 
ყოველ შემოსაზღვრულ ფართობად ქვეარეზე. თუ 
არსებობს არასაკუთრივი ორჯერაღი ინტეგრალი 

4 ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ 6ფ=6ი. როდესა/ II >».



§ 23, არასაკუთრივი ორჯერადი ინტეგრალები 497 
  

II ICC | თ, მაშინ იარსებებს ორჯერადი ინტეგრა- 

ლიც 

II ICX,ყ)ძX ძყ- (23.5) 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვი. მაშინ 
ზემოთ ' დამტკიცებული თეორემის თანახმად არსებობს ისეთი თა წრე- 

წირი ცენტრით 0 წერტილში, რომ ყოველი შეკრული 0” ღა 0” 
წირებისათვის, რომელთა მიერ შემოსაზღვრული არეები შეიცავენ თა- 
ვის შიგნით Cა წირს, ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

(III ყ)| ძXძყ – I I/ICVXV I4იბ/ <, (23.6) 

სადაც წრ და C”” წარმოადგენენ შესაბამისად 0” და C” წირების 

მიერ მოკვეთილ 7) არის სასრულ ნაწილს. 

აზრის გარკვეულობისათვის ვიგულისხმოთ, რომ C”=C”. მაშინ 

(23.6) უტოლობა ასე გადაიწერება 

„II. | I(X.ყ) | ძX ძყ <6. 

მაგრამ 

| II I(X, ყ)ძX ძყ –– II I(X, ყ)აძX ძყ I<,III I”(X,ყ) | ძXძყ <6. 

მაშასადამე, 26-ე თეორემის თანახმად (21.5) ინტეგრალი კრებადია. 
თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 958. თუ შემოუსაზღვრელ #” არეზე გავრცე- 

ლებული ორჯერადი ინტეგრალი || ”(- აძ» კრება- 

დია, მაშინ ეს ინტეგრალი აბსოლუტურად კრებადია, 

ე. ი. კრებადია ინტეგრალიც I I/Cჯ, V) | ძXთძყ. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ 

LI II ყ)|ძXძყ= +ითი. (21.7) 

შემოვხაზოთ კოორდინატთა სათავიდან რაიმე შეკრული თ წირი. 

აღვნიშნოთ #,-ით მანძილი 0 წერტილიდან C, წირამდე. (21.7) ტო- 

ვ2 ვლ, ჭილიძე, ე. წითლანაძე
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ლობის თანახმად, 0 წერტილის გარშემო შეგვიძლია შემოვხაზოთ 

ისეთი მეკრული წირი C,, რომ 

II I/(X,V) | ძ»XVყ >3 II |წ (X, ყ) | -XVყ +2, 
მ. #» 

სადაც C, და 6, წარმოადგენენ შესაბამისად 0, და 0, წირების მიერ 

მოკვეთილ #) არის სასრულ ქვეარეებს, მასთან C,ლ–რ6, ღა #2 < 7 

(#M, წარმოადგენს მანძილს 0 წერტილსა და C, წირს შორის), 

შემდეგ, 0 წერტილის გარშემო შემოვხაზოთ ისეთი შეკრული C§ 
წირი, რომ 

II I/(იყ) I ძ«ძყ>3 I/ I/ (C.ყ) | ძX #ყ+4, 
3 C 

სადაც Cკ წარმოადგენს # არიდან (ვ წირის მიერ მოკვეთის სასრულ 

ქვეარეს, მასთან C,= 6 და 72, <. 71კ. 
საზოგადოდ, 0 წერტილის გარშემო შემოვხაზოთ ისეთი 'მეკრული 

Cთიყე წირი, რომ 

I I7(X-V) | ძX#ყ > 3 II I” (X, ყ) | ი2Xძყ-L-2»#, 
,.+-1 

სადღაც თეკ წარმოადგენს 0, წირის მიერ 7) არიღან მოკვეთილ 
სასრულ ქვეარეს; ამასთან, რ„აCCთაკ,, #.< ი. და 

)Iთ #ჰ#ა:= -+ დ. 

ჩი 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 4.„= 6,,,--C გვექნება 

II I იI4ძ= II (IV იI9Xძყ – 1) IC ”)|ძX9ყ/ > 

> 2 II |,(X, ყ) | ძხ«X ძყ-L2». (23.ზ) 

ახლა განვიხილოთ შემდეგი ფუნქციები: 

|I”/(C%, V) | +/(X, ყ) 
2 

II(% V) | –I”IC, ყ) 

2 
    

1 Vყ) == , CC V)= 

ადვილი შესამჩნევია, რომ /(X,V)2>0, MXV)>0 და 
· Lქ 

IICX, V)| = /CV)+/C.M)-
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მაშასკდამე, 

II IICX, ყ) | ძX ძყ = II 7(X% 9)ძX ძყ + (III IC ყეძიმყ. დვ. 9) 

ვთქვათ, ამ ტოლობის "მარჯვენა ნაწილში, მდგომი ინტეგრალებიდან 

პირველი მათგანი მეტია ან ტოლია მეორეზე. მაშინ (423. I) და (23. 9) 

თანაფარდობების საფუძველზე გვაქვს 

I I 7C, ყ)ძX ძყ> I) I/ (X,ყ) | ძXყV +». 
' 

ახლა ავიღოთ 4. არის ისეთი დანაწილება ფართობად არეებად 

თ”, (ს'ი),.. სა), 

რომ /(CX,/) ფუნქციის დარბუს ქვედა ჯამისათვის მართებული იყოს 
უტოლობა 

ჯ» ) | თL| > II M/ თ) | ძიძყ+ი, 
ძი : #-1 

სადაც »ჯL) წარმოადგენს ნCV) ფუნქციის ქვედა საზღვარ” («ა 

არეზე. : : 

აღვნიშნოთ /4/-ით იმ (I) არეთა ჯამი, რომელთათვის #II>0, 
მაშინ გვექნება 

III ყ)ძX ძყ= II MX 9M)ძX ძყ > III-II ძXმყ+». (23.10) 

4. 4ი ი · 

შემდეგ ცხადია, რომ 

II I(X, ყ)ძX იყ > – II IICXV /)| ძჯძყ- (23,11) 

(23.10) და (23. 11) უტოლობების წევრ-წევრად შეკრება გვაძლევს: 

I (X, ყ)თX იV >», II I(X, ყა)ძX იყ >» 

სადაც 
სია=4ის თი. 

თუ #, ბმული არე არ არის, მაშინ #/, არის ცალკეული ბმული 

ნაწილები შეგვიძლია ერთმანეთთან შევაერთოთ ვიწრო ჭრილებით, რო.
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მელთა ფართობების ჯამი რაგინდ მცირეა. თუ ამ ჭრილებს დავუმა- 

ტებთ #/ გ არეს, მივიღებთ რაღაც ბმულ #8 არეს, მასთან ეს ჭრი. 
ლები ისე შეგვიძლია ავიღოთ, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

IIC ყ)ძXძყ > «»- 

აქედან გამომდინარეობს, რომ · 

1» III ყაძX = +C, 
ჩ- თ MIი 

რც პირობას ეწინააღმდეგება. მაშასადამე, კრებადია ორჯერადი ინტე- 

გრალი 

II I/ #) | ძXძყ. 
წწ) 

როგორც ვიცით, ამ თეორემის ანალოგიური. თეორემა მარტივი 

· ინტეგრალისათვის მართებული არაა. 

თეორემა 99. ვთქვათ, შემოუსაზღვრელ #7) არეზე გან- 

საზღვრულია არაუარყოფითი /(X,ყ) ფუნქცია, რომე- 

ლიც ინტეგრებადია რიმანის აზრით ყოველ შემ ოსაზ- 

ღვრულ C არეზე, 6CV, თუ 

L-ის III იძ) 
ლ 

სასრული რიცხვია, მაშინ ნებისმიერ ისეთ შეკრულ 

წირთა ძა თ. .ა0ი,... მიმდევრობისათვის, რომელთა 

მიერ შემოსაზღვრული არეები 6,C6საC...-6გ=... თა- 

ვის შიგნით შეიცავენ კოორდინატთა 0 სათავეს და 

III 0(0, C„)=+C<, ადგილი აქვს ტოლობას 
ჩ-.თ 

სთ | I 700 #)ძXძყ = I. (23.12) 
წ. თი Cი 

დამტკიცება. ავიღოთ ნებისმიერი დაღებითი # რიცხვი. ამ რი- 

ცხვისათვი” მოიძებნება ისეთი შემოსაზღვრული ფართობადი არე 

Cწ%C 8, რომ 

1I> II წ(X, ყ)თX 9ყV > 1-+--6. 
ცს?
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შემდეგ, შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი ნატურალური რიცხვი #, რომ 
6.„=C", როდესაც »>VX,. მაგრამ _ 

1 >1I7C-% ყაძXძყ>1-%, როდესაც M >IM, 

0» 

ე. ი. ადგილი აქვს (23.12) ტოლობას. აქედან გამომდინარეობს აგრე- 

თვე MI(CX.V) ფუნქციის ინტეგრადობა #0 არეზე და შემდეგი ტოლობის 

მართებულობა: : 

I | MX ყ)ძXძყ =I. 
წჩ) 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ პუასონის ინტეგრალი 

+>C= 

| 0 'X2 ძჯ. 

ამოხსნა. ნებისმიერი დადებითი L რიცხვისათვის გვაქვს: 

:' | ' ' წ 

გ-Iრ-ყზმეარყ-ლ | «-%?ძX. | 4-1 ძ», –-– 
გადავიდეთ ზღვარზე, როდესაც >+C, მივიღებთ 

ა 

+თ +2თ + « ) 

I II გ ბ? ი ძჯ ძყ = ( I ი -X2ძჯ 
0 

მაშასადამე, არსებობს ორჯერადი ინტეგრალი 

+თ +თ 
1” | I გ“ X#9-ყბ კჯ ძყ. 

ამ ინტეგრალის გამოსათვლელად განვიხილოთ ორჯერადი ინტეგრალი 

ჯთ – || § “7ძი4V, (28.13) 
სადაც C წარმოადგენს X=0, ყ=0, X +ყ1=ჯ? წირებით შემოსაზღ– 
ვრულ არეს. თუ (23.13) ორჯერად ინტეგრალში მოვახდენთ ჩასმას 

X=00054, ყ=05)L 9,
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მივიღებთ 

2 
2 

IC>) = | ძ8 | ირი” +(1 –.ლ0>. 
0 

გადავიდეთ ზღვარზე, როდესაც »->+C, მივიღებთ I = --% , მაშასა– 
4 

დამე, , 
+თ 

( I ლო») =– 
4 4 

აქედან 
«+ == 
I ტ Xბ20X= M > 
პ 2 

მა გალითი 2. მოცემულია ორჯერადი ინტეგრალი 

I L-  299-– _ ძამყ ა. (23.14) 
(X> + ყ?)« 

სადა, 7; წარმოადგენს XX-+ყ2=>მ? არეს, ხოლო თ>0. გამოვარკვი- 

ოთ, თუ რა პირობებშია კრებადი მოცემული ორჯერადი ინტეგრალი. 

ამოხსნა. მოვახდინოთ ჩასმა X=0 0054, ყ=ი0 810 9, მაშინ | 

2XჯX 

IL _ 9 ი = I ივ ( -69_ (ი = 2ჯ "I > , (23.15) 
/ა/2ვ) (I +V) C ? ი 

სადაც #0) არის X-++9= I" და X +ყ"=+“ >> 1) წრეწირებით შე– 

მოსაზღვრული არე (წრიული რგოლი). თუ (23.15) ტოლობაში ზღვა- 
რზე გადავალთ, როდესაც »+-+Cთ, მივიღებთ 

ძXძ 
II «25 8 =2% ·/ = 1. 

მაგრამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილი არსებობს, როდესაც =>1, ხოლო 

იგი არ არსებობს, როდესაც თლ1. ამრიგად, ორჯერადი ინტეგრალი 

(23.14) კრებადია, როდესაც C>1 და განშლადია, როდესაც თ=<-1. 
ჯმ, შემოუსაზღვრელი ფუნქციის არასაკუთრივი ორჯერადი ინტე- 

გრალი. ეთქვათ, /CX,ყ) ფუნქცია განსახღვრულია შემოსაზღვრულ “ 
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ფართობად » არეზე და ვთქვათ, რომ » არის რაიმე # წერტალის 

მიდამოში იგი შემოსაზღვრული არაა. ამის გარდა, ვიგულისხმოთ, 

რომ ICX,ყ) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით ყოველ ფართო- 

ბად CC #7) არეზე, რომელიც არ შეიცავს M# წერტილს. შემოვიღოთ 

აღნიშვნა 

აX-–-Cთ=V#. 

თუ არსებობს 

II1Iი I M(-, ყაძXძყ, 
ძ(ჩ)-.0 6 

სადაც ძ(წ) სიმბოლოთი აღნიშნულია # სიმრავლის დიამეტრი, შა– 

შინ ამ ზღვარს ეწოდება. #) არეზე გავრცელებული MCLყ) ფუნქციის 
არასაკუთრივი ორჯერადი ინტეგრალი. 

შეიძლება /(X,ყ) ფუნქცია არ იყოს შემოსაზღვრული 7) არის რამ- 
დენიმე წერტილზე ან მთელ წირზე. ამ უკანასკნელ შემთხვევამი უნდა 

ვიგულისხმოთ, რომ ფუნქციის უსასრულო წყვეტის წირის ფართობი 

იყოს ნულის ტოლი, ეს შემთხვევა მოითხოვს კიდევ დამატებით მსჯე– 

ლობას, რასაც აქ არ მოვიყვანთ. 

წინა პუნქტის ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 

თეორემა 30. თუ შემოსაზღვრულ ფართობად # არეზე 
გავრცელებული არასაკ უთრივი ინტეგრალი 

I I ICX, ყ)ძX ძყ 
წმ) 

კრებადია, მაშინ ეს ინტეგრალი აბსოლუტურად კრე- 

ბადია. 

სავარჯიშო 

1, შეცვალეთ ინტეგრების რიგი შემდეგ ინტეგრალებში- · 

1 M2+--X# ჯ» 4 

ა) I ძX I ”(X,4V)ძV; ბ) | ძჯ | IC,4V)ძყ: 

_X 

2X 81ი ჯ 

გ) I ძX I MCC ი)ძყ. 
0 L)
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3. გამოთვალეთ ორჯერადი ინტეგრალი II XM ძXძყ, თუ თი შემო-   

საზღვრულია Vყ“"=2ჯჯ პარაბოლითა და ჯ= 4 წრფით (»>90). 

5 
პასუხი: 55. 

8, გამოთვალეთ ორჯერადი ინტეგრალი II V'ძ;ძყ, თუ თ. შემოსა- 

ზღვრულია 0ჯ ღერძით და 

X=0C(L-–-ვ10 1), 

ციკლოიდის პირველი თაღით. 

ყლ=0(1–ი00!) (0=1=2») 

  

35ჯე? 
პასუხი: · ასუხი > 

4. შეცვალეთ ინტეგრების რიგი შემდეგ ინტეგრალებში: 

LX ილი LX ი/3)ი 28 

ა) (ი8 | I”, ძი C>0; ბ) (ძსზ!ს (8, ი)ძი (=>0), 
#2 0 0 წ) 

ი? 

სადაც 0 და # პოლარული კოორდინატებია. 

§. გამოთვალეთ ორჯერადი ინტეგრალი II (X+VM)ძX ძყ, სადაც (ი) 

რ 
არე შემოსაზღვრულია XL-+V' = +ყ წირით. 

ჯ» 
პასუხი: --. ასუ ი 5 

6. გამოთვალეთ I I (X+V)ძX9ყ, სადაც თ არე შემოსაზღვრულია 

წირებით: ყ1=2X, X+ყ=4, X+Vყ=12. 
11 

პასუხი: 543 --. 
ფეი 15 

7. იპოვეთ 

თ I I ICX, ყათძXთV, 
  

#-0 ჯ;? Xჯმ98-L-ყ8< 72 

სადაც M(CXV) არის უწყვეტი ფუნქცია. 
პასუხი: /(0,0),
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8. დაამტკიცეთ, რომ თუ M(X,V) უწყვეტია, მაშინ ფუნქცია 

12 X+V-1ჯ 

MC ყ) = --I ძ. | II, <)ძ% 
2 0) I(–-ჯ+/ 

აკმაყოფილებს განტოლებას 

ი. ძ““ · 
აია - =/(%XVM. მ2. მ/ ” 

9. გამოთვალეთ ორჯერადი ინტეგრალი I I ძXVV სადაც 

ა (16-ე! 
თ წარმოადგენს სამკუთხედს წვეროებით (0; 0), (02; 0) (1; M 3). 

10. გამოთვალეთ იმ ფიგურის ფართობები, რომელიც შემოსაზღვ– 

რულია წირით , 

| 00-- ყ)ბ=X+ყ (X>0, ყ>0). 

ჯე? 
  პასუხი: · 

11. გამოთვალეთ იმ ფიგურის ფართობი, რომელიც შემოსაზღვ- 

რულია წირებით 

4 _ . _– · 

ე“ ++ ე 9 =), X=0, ყ=0 («>0, (ხ>9) 

თ ხ 

პასუხი: 2, 
, 

19. დაამტკიცეთ, რომ 

111 ს) 5310(X#? + ყ?)რX #ყ=%, 
ჩ- ი |XI<7,ყ<#/ 

ხ ოლო 

ი 51II(»ჯ"+V)ძXშყ =9 
ი-თ ჯ»ბ?+-ყბ< 27 

(» ნატურალური რიცხვია). 
18, დაამტკიცეთ, რომ ინტეგრალი 

2,2 

_»" CXVV 

X>1,ყ>1 (2 + V")
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განშლადია, ხოლო განმეორებითი ინტეგრალები 

+თ „+>” ვ _ +.თ” +თ _ 

| «I 2: 8MVდ | MI 324 
1 (X -+V?) 1 L (X +ყ“) 

კრებადია. 

14, გამოვთვალოთ არასაკუთრივი ორჯერადი ინტეგრალი 

ჯშ- ეზ <1 M4 ჟუ Lყ? 

პასუხი: --. ასუ 3 

15. გამოთვალეთ I I 1ი 81ი(X-–V)ძXძყ, საღაც თ არე შემოსაზღვ- 
ა · · 

რულია წრფეებით 
ყ=90, ყ=X X=>1C. 

? 
პასუხი: –<-1ი2.



თავი XIV 

სამჯერადი ინტებრალი 

§ 1. მოცულობაღდი სიმრავლეები 

ვთქვათ, სამგანზომილებიან #9 სივრცეში მოცემულია» შემოსაზღე- 

რული # სიმრავლე. განვიხილოთ წყვილ-წყვილად არაგადამფარავ 
სამგანზომილებიან სეგმენტთა სასრული § სისტემა, რომელიც # სიმ- 

რავლეს ფარავს, ვგულისხმობთ, რომ § სისტემის ყოველი სეგმენტი 

შეიცავს # სიმრავლის წერტილებს. აღვნიშნოთ ით=%(9) სიმბოლოთი 5 

სისტემაში შემავალი სეგმენტების მოცულობათა ჯამი, თ,(9ე) სიმბო- 

ლოთი კი §-ში შემავალი იმ სეგმე-ტების მოცულობათა ჯამი, რომლე- 

ბიც მთლიანად მოთავსებულია # სიმრავლეში. აღეილი შესამჩნევია, 
რომ 

თ"(5) > თ.(5) > 0. 

ამრიგად, სამგანზომილებიან სეგმენტთა» ყოველ § სისტემას, რო- 

მელიც X სიმრავლეს ფარავს, შევუსაბამებთ ორ რიცხეს თ%§5) და 

თ,(წე. განვიხილოთ სამგანზომილებიან სეგმენტთა ყოველგვარი ყ§ სის- 

ტემა, რომელიც # სიმრავლეს ფარაეს. აღვნიშნოთ II" სიმბოლოთი 

თ"(59) სახის რიცხვთა სიმრავლე, ხოლო #, იყოს თ,(9) სახის რიცხე- 

თა სიმრავლე. ადვილი შესამჩნევია, რომ #', სიმრავლის არც ერთი 

ელემენტი არ იღემატება #" სიმრავლის ნებისმიერ ელემენტს. მაშა- 

სადამე, MI „ სიმრავლე ზემოდან შემოსაზღვრულია. 

#” სიმრავლის ქვედა საზღვარს ეწოდება # სიმრავლის გა რე 

ზომა ჟქორდანის აზრით, #9. სიმრავლის ზედა საზღვარს კი I სიმ- 

რავლის შიგა ზომა. 

X სიმრავლის გარე და შიგა ზომა აღვნიშნოთ შესაბამისად ჯა" X 

და თ. # სიმბოლოებით. თუ თ!" X#·=70.X, მაშინ # სიმრავლეს ეწო–- 
დება ზომადი ჟორდანის აზრით. 

ჟორდანის აზრით ზომად სიმრავლეს ეწოდება აგრეთეე მო, უ- 

ლობადი სიმრავლე.
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თუ X# ზომადი სიმრავლეა, მაშინ X#. სიმრავლის გარე ან შიგა 

ზომას ვუწოდებთ # სიმრავლის ზომას ქჟორდანის აზრით ან 
მოცულობას და მას აღვნიშნავთ. IL) სიმბოლოთი. 

მართებულია შემდეგი თეორემები: 

თეორემა 1. #3 სივრცეში აღებული შემოსაზღვრული სიმრავლის 

ზომადობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ მისი საზღვრის 

ზომა იყოს ნულის ტოლი. 

თეორემა 9. თუ 4 და #8 სიმრავლეები აღებულია: I? სივრცეში, 
ამასთან, ,(4C 8, მაშინ 

4 = "8, თო. 4 = 7ა8. 

თეორემა 8, თუ 7? სივრცეში აღებული 4 დღა ჯ სიმრავლეები 
შემოსაზღვრულია, მაშინ 

ი1"(X ს 13) < #4 + "8. 

თეორემა 4. თუ 4 და ჯ ზომადი სიმრავლეებია, მაშინ მათი თა- 

ნაკვეთაც ზომადია. 
თეორემა წ.·.თუ 4 და 8 ზომადი სიმრავლეებია, ამასთან, 28 C „4. 

მაშინ 4-7 სიმრავლეც ზომადია. 

თეორემა 6. თუ #2? სიერცემი აღებული #L სიმრავლე დაყოფილია 

ზომად #, #3, -. წგ სიმრავლეებად, რომლებსაც წყვილ-წყვილად 
არა აქვთ საერთო წერტილები ანდა საერთო წერტილებად აქვთ მხო–- 
ლოდ საზღვრის წერტილები, მაშინ IL ზომადი სიმრავლეა და 

LM) 

1, I #»I=| XI. 
#51 

ეს თეორემები მტკიცდება იმგვარადვე, როგორც ორგანზომილე- 
ბიანი სივრცის შემთხვევაძი. 

თეორემა 7. თუ #”! სივრცეში აღებულ § ზედაპირის 
განტოლებას აქვს სახე #=VCX, ყ), საღაც ICX, ყ) უწქვე:· 

ტია შემოსაზღვრულ #§·, არეზე), მაშინ: ვ ზედაპირის 

მოცულობა ნულის ტოლია. | 

დამტკიცება. 8-, არის შემოსაზღვრულობის გამო არსებობს ისეთი 

ორგანზომილებიანი სეგმენტი 0, რომ §.აC0ე. რადგანაც /(X, წ, 
ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია 9./ არეზე, ამიტომ ნებისმიერი დადე- 

ბითი 8 რიცხვისათვის არსებობს .(X, ყ) წერტილისაგან დამოუკიდე- 

  

1 5.-ყ სიმბოლოთი აღწიშნულია 5 ზეჯაბირის გეგბილი X0V სიბრტყეზე.
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ბელი ისეთი დადებითი უ რიცხვი, რომ 8., არის ყოველი (Xჯ”, ყ') და 

(#X, ყე წერტილებისათვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ უტოლობებს 

IX-X | < უ, '| ყ”– ყ'I<უ, მართებულია უტოლობა 
C 

IX”, ყ')–IX ს ყე)|<–--. 
| CI 

ახლა განვიხილოთ რაიმე IV, სისტემა წყვილ-წყვილად არაგადამ- 
ფარავი ორგანზომილებიანი სეგმენტებისა. .· 

IIM=IXI ი XI სV.-.ი VII CL=1, 2, ..)”ი, #=1, 2, ... თ). 

რომელიც ფარავს 8„კ სიმრავლეს, ამასთან, 

X-XI 1<M; ყა-- ყა კ<7 (1=1, 2, '“ » #=1, 2, ·.ადთ, 

ზთგადობის შეუზღუდავად. შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ყველა 

XIსC=Cე. აღვნიშნოთ X,, ღა ML, სიმბოლოებით /(X, ყ) ფუნქციის 

უმცირესი და უდიდესი მნიშვნელობები 5.) ი 7, სიმრავლეზე. ცხა- 

დია, რომ 

M#ს-–-ის <= (1.1) 

განვიხილოთ სამ განზომილებიან სეგმენტთა სისტემა 

V#V'= წ ) (§=1,2, ..” ჩ7. #=1, 2,..., 0), 

სადაც 
' II=IXCL, == X = XI ყ"-) = 9 <9 VIII = #=< M,.I. 

ცხადია, რომ IV" სისტემა ფარავს § სიმრავლეს და ამიტომ 

ჯა 8 < თ"(IV") =< |00იI. (1.2) 

თუ მივიღებთ მხედველობაში (1.1) უტოლობას, გვექნება 

აჯ ძ 6 

თშ%(IVV/ ")= (+I--X-)ფ.- VI,-I)(MIს–- იI0)< –-– თ"). 
2, 2 ' ' I თI 

მაშასადამე, · (1 „2) უტოლობის ძალით, 

წ 

უს < –“– თ%XI7) <8. 
'” 0)! 

ვინაიდან § რიცხვი ნებისმიერად იყო აღებული, ამიტომ 

თ5=0: 

თეორემა დამტკიცებულია.
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სრულიად ამგვარადვე მტკიცდება, რომ თუ § ზედაპირის 

განტოლებას აქვს სახე X=ჯდ(ყ, 2) (ნ ყ=Vთ(C,7)) სადაც 
დ(ყ, 8) ფუნქცია (ან VX,თ)) უწყვეტია შემოსაზღვრულ და- 
ხურულ ფართობად 38ე,; (ან 8.) არეზე. მაშინ § ზედა- 

პირის მოცულობა ნულის ტოლია. 

თეორემა 8. ყოველი დახურული არე, რომელიც შემო- 
საზღვრულია უბან-უბან ცალსახა ზეღაპირით!, მო- 

ც ულობადია, 
დამტკიცება. მოცემული არის საზღვარი 8-ით აღვნიშნოთ. რად- 

განაც 8§ უბან-უბან ცალსახა ზედაპირია, ამაპტომ იგი შეგვიძლია გავ- 
ყოთ სასრულ რიცხვ ზედაპირებად #8,, 8., ..., ქ„, რომელთა განტო- 
ლებებს აქვთ სახე: 

ან 
#6#=/(X, ყ), ი, ყ) C 52, 

X= დ(Vყ,5), (ყ, #) C 5->., 

ან 

ყ=V%XVყ. #”), (ყ. #) C აყ. 

სადაც 5>-,, წ. და 5, შემოსახღლვრული დახურული ფართობადი 
არეებია. მე-7 თეორემის ძალით, 

| 5 I=0, (C6=1,2, .... ჯა). 

შემდეგ, მე-6 თეორემის თანახმად, 

| 5|= ?, L5»I. 
#=1 

და, მაშასადამე, 

| 8) =9. 

ამრიგად, აღებული არის საზღვრის მოცულობა ნულის ტოლია და 

ამიტომ 1-ლი თეორემის ძალით, მოცემული არე მოცულობადია. 
კერძოოდ, ყოველი მრავალწახნაგოვანი არე მოცუ- 

ლობადია. | 

ახლა შემოვიღოთ შემდეგი 

1: რაიმე 8 ზედაპირს ვუწოდებთ» უბან-უბ,ნ ცალსახ.ს, თუ იგი შეგვიძლია 
დავყოთ სასოულ რიცხვ ზედაპირებად 5), 53... 39, რომელთა განტოლებებს აქეს 

სახე 2=I(X, ყ) ან #/=დ(X, 2) ან «=VMV, 2), სადღაც /(X V), XX, 2) ღა %(V, 2) 
უწყვეტი ფუნქცაება შემოს.ზღვრულ დახურულ ფართოაბად 5»ყ, 5», 5ყ+ არეებ“ 

ზე შესაბაშისად.
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განსაზღვრა. ვთქვათ, მოცემულია ზომადი # სიმრავლე და 
რაიმე დადებითი X რიცხვი. ზომად სიმრავლეთა სისტემას (IM,, X,..-· 

-.სა Mთ) ჭუწოდოთ XL სიმრავლის წესიერ X-დანაწილებას, თუ შეს- 
რულებულია შემდეგი პირობები: 

2) #, 0 9=0| ი თა სადაც 0, წარმოადგენს ჟ##, სიმრავლის 
საზღვარს, ხოლო 

7 =08X | 0(#,), 2(#), ---, 9(#») ). 

§ 2, სამჯერადი ინტებრალის განხაჭვღჭზრა X 

ვთქვათ, ICX, ყ, ი) ფუნქცია განსახღლვრულია რაიმე მოცულობად 
4 სიმრავლეზე. განვიხილოთ ამ სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი X- 

დანაწილება (V,, ფე, ·.-, წიქ- ყოველ ყჯ სიმრავლეში ავიღოთ ნებისმძე- 
რი (წ, შM ს») წერტილი და შევადგინოთ ჯამი 

თ= 2, ჯ(6., თშ». 5M) IV» I. 
151 

ცხადია, ეს ჯამი დამოკიდებულია როგორც (ხხ, »+, LI) წერტილებზე, 

ისე X-დანაწილებაზე. , 

თუ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი 

ჩ2ე რიცხვი, რომ „4 სიმრავლის ყოველი წესიერი » დანაწილებისათვის, 
X<2), ადგილი აქვს უტოლობას | 

|თ–- II <+ 
(წ. უშ», CM) წერტილებისაგა დამოუკიდებლად, სადაც X მუდმივი 
სიდიდეა, მაშინ ვიტყვით, რომ თ ჯამი მიისწრაფვის I რიცხვისაკენ, 

როცა X-+-0, და დავწერთ 
1II0ს ძ=7. 
4-0 

ამ შემთხვევაში 7 რიცხვს ეწოდება რიმანის სამჯერადი ინ- 

ტეგრალი ან, მოკლედ, სამჯერადი ინტეგრალი /(ჯ, ყ, #) ფუნქციი- 
სა, გავრცელებული 4 სიმრავლეზე, და აღინიშნება 

II I(X, ყ. იაძXძყძე ან III I(ჯ)ძში. 

ხოლო თვით /C, ყ,#) ფუნქციას ეწოდება ინტეგრებადი 24-ზე. 
ამრიგად,
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Iი ბ, I (ნს LM) დ)» 
III ICX, ყე 2) ძMიყ0ი2 = 1 

4 
#--0 #51 

§ ვ, ზედა და ქვედა ინტეგოალები 

ვთქვათ, /(X, V, 2) ფუნქცია შემოსაზღვრულია ზომად #, სიმრავ 
ლეზე. დავყოთ # სიმრავლე ზომად «,, თე, ·-. შიო სიმრავლეებად 

ჯამებს ' 

=> ჩ. ”M 

„9შ9= 2, Mახ.ას 9თ= 2, #1? 
#51 #51 

სადაც M„ და თ» არის MX, ყ, 2) ფუნქციის ზედა და ქვედა სახზღვ- 
რები ს, სიმრავლეზე, ვუწოდოთ შესაბამისად ზედა და ქვედა ჯამები. 

აღვნიშნოთ #-ით ICX, ყ,. 2) ფუნქციის ყველა ზედა ჯამის სიმ– 

რავლე, #L-ით კი – ყველა ქვედა ჯამის სიმრავლე. ისე, როგორც ორი 

ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში, შეგვიძლია ვაჩვენოთ, რომ # -ის 

არც ერთი ელემენტი არ აღემატება M-ის ნებისმიერ ელემენტს. აქედან 

გამომდინარეობს, რომ 9 სიმრავლე ქვემოდან შემოსაზღვრულია, ML 

კი ზემოდან მაშასადამე, 10 # და ვილი X# სასრული სიდიდეებია, ამ 

რიცხვებს უწოდებენ შესაბამისად MC, ყV, #) ფუნქციის ზედა და ქვედა 

სამჯერად ინტეგრალებს, გავრცელებულთ , სიმრავლეზე და მათ აღ- 
ნიშნავენ შესაბამისად სიმბოლოებით: 

ILI /თ-/, იძXმყრ, და II! /V ყ, ,აი»ძყძ;. 
წ 8 

§ 4, ინტეგრებაღდო ბის სხვაღასხვა ნიშანი 

თეორემა 9 (რიმანი) ზომად # სიმრავლეზე შემოსაზღე- 

რული /I(X. სყ, 0) ფუნქციის ინტეგრებადობისათვის I-ზე 
აუცილებელია და საკმარისი, რომ ყოველი დადებითი 

§ რიცხვისათვის არსებობდეს ისეთი დადებითი აე 

რიცხვი, რომ # სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი 2X- 
დანაწილებისათვის, #»<7ჯ, ადგილი ჰქონ დეს, უტო- 

ლობას: 

უ--შ < 6,
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ეს თეორემა: ასე შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ: ზომად X სიმრავ- 

ლეზე შემოსაზღვრული II, ყ,/ი) ფუნქციის ინტეგრე- 

ბადობისათვის X#-ზე აუცილებელია და საკმარისი, რომ 

ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

III #V #, #ძ»ძყძ– III IX, ყ, #) ძXძყძი. 
#8. § 

თეორემა 10. თუ ზომად # სიმრავლეზე შემოსაზღე- 

რული IV ყ, ) ფუნქციის წყვეტის წერტილთა სიმ- 
რავლის ზომა ნულის ტოლია, მაშინ აღებული ფუნქ- 

ცია ინტეგრებადია X#-1ზე. 

ეს თეორემები მტკიცდება იმგვარადვ, როგორც ორი ცვლადის 
ფუნქციის შემთხვევაში. 

§ 5. სამჯერადი ინტეზრტალის ძირითაღი თვისებები 

ქვემოთ ჩამოყალიბებული თეორემებიც სრულიად იმგვარადვე 

მტკიცდება, როგორც ორი ცვლადის ფუნქციის შემთხვევაში. 
თეორემა 11. თუ #) სივრცეში აღებული L სიმრაელე 

ზომადია, მაშინ 

III ძ9ძყძ§=| LL. 

თეორემა 19. თუ /(X, ყ, 0) ფუნქცია ინტეგრებადიაზო- 

მად # სიმრავლეზე, მაშინ იIX, ყ,2) ფუნქციაც ინტე- 
გრებადია X#-ზე და ადგილი აქვს ტოლობას 

III თIIX, ყ, 9)ძXძყ 92=0ძ III ICX, ყ, #)ძXძყ ძ+. 
# § 

თეორემა 18. თ უ /,(X, V, თ), I: (X, ყ, 2), ·- წთ (X ყ, 0). ფუნქ- 
ციები ინტეგრებაღია # სიმრავლეზე, მაშინ მათი 
წრფივი კომბინაციაც #ი,,+0ძ,/ + -..-+0ი/, ინტეგრებადია 
#-ზე და მართებულია ტოლობა. 

III | სა 0./.VC, ყ, ი | ძX ძყ ძყ = 2 ი III CV, 2)ძჯძყძი. 

ჯL #1 
# 

#=1 

თეორემა 14. თუ /C, ყ, ი) ფუნქცია ინტეგრებადია ზო- 

მად # სიმრავლეზე და # სიმრავლე დაყოფილია სას- 

მ3 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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რულ რიცხვ ზომად სიმრავლეებად X,, M#,, .., #ი, რომ. 
ლებსაც წყვილ-წყვილად არა აქვთ საერთო შიგა 
წერტილები, მაშინ _ 

ICC ყ. #) ძჯძყ ძი = % IIX, , #) ძXძყ ში. III '“5I/I79 #7 X მყ 06 

თეორემა 15, თუ /I(X, ყ, ) ფუნქცია ინტეგრებადია #- 
ზე და /(X, V, 7) > 0 გარდა, შესაძლებელია, ნულხომიან 

სიმრავლეზე, მაშიი · 

III MX, ყ, წ) ძX ძყ ძი > 0. 

თეორემა 16. თუ /(X, V, #) და დ(X,ყ, ) ფუნქციები ინტეგ- 
რებადია ჯ#-ზე, მაშინ მათი ნამრავლიც) I(X, ყ, 8) #(X, M, ა” 

ინტეგრებადია #-ზე.. · , 

თეორემა 17. თუ MX, V, ი) და 20,ყ,2) ფუნქციები ინ- 
ტეგრებადია #. სიმრავლეზე და დVC, ყ,. 2) ნიშანს 

ინარჩუნებს #-ზე, მაშინ 

I I I ICX, ყ, 2) «(X, ყ, 2) ძXთყ 88 = V. I I I «(X, V, #)0ძX0ყში, (5.1) 

სადაც # არის ((, ყ, 2) ფუნქციის ქვედა და ზედა 

საზღვრებს შორის მოთავსებული რაიმე რიცხვი, 

შედიგი. ვთქვათ, /X, ყ, 2) ფუნქცია უწყვეტია შე- 
მოსაზღვრულ დახურულ #8 არეში. თუ CC, V, #2) ინტეგ- 

რებადია და ნიშანს არ იცვლის 18-ზე, მაშინ 7-მი 

არსებობს ისეთი (-, ჩუ, ხ) წერტილი, რომ მართებულია 

ტოლობა 

IIIICVV, 2 თC ყ, თ ძXძყ ძ-=/(6,», 6)| || დC. ყ, 2)ძაძყძი. (5.2) 
8 8 

კერძოდ, თუ V%(», ყ, 27)=1, მაშინ (5.2) ტოლობიდან გვაქვს 

I I I MX, ყ. 2) ძXთყ02> =I(6C, წ, C) |X8I. (5.3) 

(5.1), (5.2) და (5,3) ფორმულებს ეწოდება საშუალო მნიშვნე- 

ლობის ფორმულები სამჯერადი ინტეგრალებისათვის.
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§ 6 სამზგანომილებიან სეგმენტზე გავრცელებული სამჯერადი 
ინტეგრალის გამოთვლა 

ლემა 1. თუ /#X,ყ, ) ფუნქცია შემოსაზღვრულია სამ- 

განზომილებიან სეგმენტზე #”ე=(ი, =ჯXჯ=<ხ,: ძ.= %ზ< 
ხ.; ძე =#ლხე) და ი = #1, LI #ჯა, სადაც #=ძია ხ,; 00, ხა; ძვ,C), 
#ა=I0,, ხ,; ძე, ხე; 0, ხკ, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობებს;: 

ხე L _ · 

I «II I(X, ყ, 2)ძXVყ = I ძა II I(ი ყ, 2) იXძყ + 

ძვ ძვ , 
· ' 

+ | 4 “II 1(X, ყ, 2) ძX შ, _ (6.1) 

C 

«II IV ყ, 8) ძXიV + 

წ
ა
ლ
ო
ს
 ხ. 

: I თ” I I(X, ყ, 2)0Xძყ = 

' ძვ. , 

«III ICX, ყ, 2) ძX იV, (6.2) 

5
 

სადაც »=ILთ,, ხ,; თ, ხა). 
დამტკიცება, შემოვიღოთ აღნიშვნა 

(2) = II MI(CX% V, #) ძ» ძყ. 
, 

რადგან MX, ყ, თ) ფუნქცია შემოსაზღვრულია X#- ზე, ამიტომ დ (#-იც 

შემოსაზღვრულია (0ძვ,ჩ,) სეგმენტზე და, მაშასადამე, გვექნება 

„96. _.. L2 6. _ 
I "დ(ი)ძე = I დ (002 + I დ(ი)ძ”. 
ძე შვ C 

მიღებული ტოლობა ტოლფასია (6.1) ტოლობისა. ანალოგიურად 
მტკიცდება (6.2) ტოლობის მართებულობა, 

ლემა 3. თუ #» და # არის /(X, ყ, 2) ფუნქციის ქვედა და 
ზედა საზღვრები სამგანზომილებიან სეგმენტზე 

X-ა=IC, ხ,; რძე, ხუ; ძე, ხვ, მაშინ ადგილი აქვს უტო- 

ლობებს: |
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ხ 
| 5 (“| | IX, ყ, 6)ძXძყ = · 

მშ # 

ხე 
< | ძ– LI» V, 9) ძაძყ = M | 101. (6.2) 

ძვ წე 

სადაც #=I|0,, ხ,; ძა, ხა). | 
დამტკიცება. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

„VI < | I ICC ყ, ი პXჰV < | | ICC V, #აძ»ძყ < MI. 1. : 

დავყოთ Iთკ,, ხვ) სეგმენტი ნაწილებად შემდეგი წერტილებით: 

ძვ= შე <. #,< -.< მგ =ხვ. 

შემოვიღოთ აღნიშვნები 

| დC)= | | IX, ყ, ი) ძXძყცყ 42) = II IX, ყ, 2)თXძყ ". 
· –- ; 

ცხადია, რომ · 

2, ” I” (წს 2.) = 0 დ => 9 = 2, M » ს–თ..), 
#=1 #51 

სადაც თა და თ სიმბოლოებით აღნიშნულია შესაბამისად დ(3) და 

თ(/) ფუნქციების ქვედა ღა ზედა ჯამები (თჯ,ნა) სეგმენტისათვის. მი- 
ღებული უტოლობიდან გვაქვს 

|| < 9 =: =ტ <= M|7%I 
აქედან გამომდინარეობს (6.31) უტოლობები, 

თეორემა 18. თუ /(ჯX, ყ, 2) ფუნქცია ინტეგრებადია 

რიმანის აზრით სამგანზომილებიან სეგმენტზე 72-= 

=(თ,, ხ,; ძა, ხე; თვ, ხე), მაშინ არსებობს ინტე გრალები 

ხ>ვ ხ. 

I I ძXძყ I IX, ყ, 7)0ი და I ძა I I (X, ყ, §)თXძყ 
0. ძე თვ თ 

ჟ" ზაზები ინტეგრალებს ზემოთ და ქვემოთ აღნიშნავს ზედა და ქვედა ინტეგ– 
რალეზს,
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და მართებულია ტოლობა 

ნ. 

III ICX, ყ, #) ძXძ9ძი = I I თXძყ / IX, ყ. §)თ8 == 

# (LM 

IV II I(X, ყ, 8)0X მყ, · (6,4) 

მე რ 

სადღაც 0Cა=(V,, ხ,; "03, ხ,). 

დამტკიცება. დავყოთ (თ, ხ,); (0, 6), (ია, ჩა) სეგმენტები. შე- · 
საბამისად შემდეგი წერტილებით: 

0,=Xე<X, < ·-.. < Xო=ხ,, 

ძ.=ყაი<Vყ, < ··· < ყი=ხა, 
ძვ = ჩე<-ჩ, < -.. < 2გ == წვ. 

თუ ამ წერტილებზე გავავლებთ შესაბაზისად V0/, 20X, და X0ყ სი“- 
რტყეების პარალელურ სიბრტყეებს, „მაშინ #ე დაიყოფა სამგანზომი- 

ლებიან სეგმენტებად, რომელთა რიცხვი იქნება თიმ. შემოვიღოთ 

აღნიშვნა · 

ჰიკ=ხხ ს XL ყბას 9MM. 6)-ი მ). 
'ახველი ლემის თანახმად · ' 

I! ძი. I ICX, ყ, #)ძX0ყ= ათ % I ძი. I IC, ყ. 2)ძ»იყ, (6.5) · 
ჯ"1I=1ა-12. ”„ 

სადაც „ა=ნM-ა XI; ყLI /) მაგრამ, მე-2 ლემის, ძალით, 

21 _ 
თ!I"I | II = I ძი” III> ყ, )ძიXძყ = M,.)I#»), (6.6) 

2191 „IL · 

სადაც »I,., და MI), სიმბოლოებით აღნიშნულია /(X, ყ, #) ფუნქციის · 

ქვეღა და ზეღა.საზღვრები 7/ჯ, 'სეგმენტზე. 
თუ (6.6) უტოლობებს შევკრებთ ღა გავითვალისწინებთ (6.5) 

ტოლობას, მივიღებთ - 

ა „ხა. 

35 პა თიში, <. I III ყ, #)ძXძყ <=: 

-(=1 §=«1 ;=1 ძე ს
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ით» ი » 

< 222, Mი)1 წი) (6.7) 
ჯ=1 L=1 /=1 

რადგანაც MX, ყ, #) ფუნქცია ინტეგრებადია X-ზე, ამიტომ თუ (6.7) 

თანაფარდობაში ზღვარზე გადავალთ, როცა 2.->0, მივიღებთ ტოლობას; 

II I | LX V, #) ძაშყში = / ძი II MX / იშიძყ/. 6.8) 
მძი რი 

ანალოგიური მსჯელობით მივიღებთ: 

II I I IX, ყ, #)ძ»ძყძ» = I ძ/ II MX ყ, იძამყ · (6.9) 

(6.8) და თ ტოლობათა ძალით, გვაქვს 

ს ხ. __ 
| ძი. I I IX, ყ, 2)0XძV = · I ძი I I MX, ყ, 2)0Xძყ. (6.10) 

მშე 0 – 
შემოვიღოთ აღნიშვნები 

დ.(2) = II MX, ყ, 8)თXძყ, 

: ში. 

დ"(2) = I ICI, "V #)თXძყ, L (6.11) 

C 

დ(2) = || IX, ყ, #)ძ»ძყ.   ) 

და() და დ) ფუნქციები განსაზღვრულია IVე, მაკ) სეგმენტის ყოველ 
წერტილში, ხოლო დ() შეიძლება განსახღლღვრული არ იყოს (თა, ხე! 

სეგმენტის წერტილთა გარკვეულ სიმრავლეზე. ასეთ წერტილებზე დ(#)- 
.ის მნიშვნელობად მივიჩნიოთ ნებისმიერი რიცხვი, რომელიც მოთავსე- 

ბულია დ,() და დ%/)-ს შორის. მაშინ Iთე, ნა) სეგმენტის ყოველ 
წერტილში გვექნება 

დ.(7) <=: დ(პ) <= თ%ი). 

აქედან, ცხადია, რომ 

ხვ ხე ხვ ხე. 

I და(ძი = I დ(/)ძ2 < | დ(ი)ძი = I დ"(”)ძ».. (6.12) 

ძვ რთ . თვ ძვ
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მაგრამ (6.10) და (6.11) ტოლობათა ძალით 

ხვ ხუ 

I დ,()ძ» = | დ'()ძი 
ძევ ძვ 

და, მაშასადამე, 

ხე." , ხი 
I დ(თფი2= I დ(ჟ)ძ/. 

ძ3 ძვ 

ამრიგად, დ(2) ფუნქცია ინტეგრებადია (თა,ხე) სეგმენტზე და (6-12) 
თანაფარდობათა ძალით, (6.8მ) ტოლობა შეგვიძლია ასე გადავწეროთ: 

ხე 

I I I I(X, ყე 3)ძ»ძყძი= I ძი I I I(CX,ყ, 2)0X0V. (6.13) 

ძვ 

თეორემა დამტკიცებულია, 

ანალოგიური მსჯელობით მივიღებთ 

ხე 

III I(X, ყ,.2)თXძყთ2 = II ძ»ძყ | ICX, ყ, #)ძჯ. (6.14) 

Cი ძვ 

წია, თავის ერთ-ერთი თეორეშის ძალით 

ხ 

/ ძი I ! X#CX, Vყ, )ძX7ყ= წ ძი I ძყ I /(0XVV, 2)ძ».. (6.15) 
ძვ ძვ 

ანალოგიურად · 

ლი ხე ხ. 

ყა, I #Vთ, Vყ, იი. = / მ» | ძყ | #VC, ყ, )ძი. . (6.16) 
თ რ% ძვ 

გაასადამე, თუ გავითვალისწინებთ (6.13) და (6.14) ტოლობებს. 

გვექნება 
თი ხ ჩხ 

III #თდ, ყ, თძXძყძი = I ძ» | მV | #C, ყ, 2)ძ8 = 

ჩი (1) 03 ძვ 

= I მ, / ძ I /C # #)ძX (6.17) 
თ ი) 

ეს ფორმულა ი მართეხულია. X, ყ, # (ქვლადღების სხვაგვარად დალაგების 
შემთხვევაშიც.
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§ 7. სამვბერადი ინტეგრალის გამოთვლა ნებისმიერი 
არის შემთხვევაში 

ვთქვათ, X0ყ სიბრტყეზე მოცემულია მარტივი წირით შემოსაზღვ- 

რული თ არე და ვიგულისხმოთ, რომ »=დ)(X, სყ) და 2=და(X, ყ) 

ფუნქციეი უწყვეტია ამ არეში. ამის გარდა, დავუშვათ, რომ 

დ,(X, V) = და(X, M). ახლა განვიხილოთ რაიმე ” არე, რომელიც შმე- 

მოსაზღვრულია ზედაპირებით #=დC,(X, V), #=და(X,/) და ცილინდრუ- 
ლი ზედაპირით 07 ღერძის პარალელური მსახველებით, რომლის 

მიმმართველი თ არის კონტურია, თუ MC», #, 2) ფუნქცია ინტეგრე- 
ბადია # არეში, მაშინ მართებულია. შემდეგი ტოლობა: 

(X, V) 
III I(X, ყ, ი)თXთყძ#6 => II ძაძყ '  /V ყ, 627, (7.1) 

7 (7) თI)(X, V) 

მართლაც, ვინაიდან XI” არე შემოსაზღვრულია, ამიტომ არსებობს 
7 არის შემცველი სამგანზომილებიანი სეგმენტი #ა=(თ,, ხ,; C:, ხა; 

'ძე, ხე): განვიხილოთ დამხმარე XXX, ყ, ი) ფუნქცია, რომელიც შემ– 
დეგნა-რად არის განსაზღვრული: 

1 /, , რო . ჯ L XXV, ყ,9 = | #(V. # ი, როცა ( ყ, 2) C 2 
' 0, ·როცა '(X, ყ, 6) C 1ე–– 2”. 

ცხადია, რომ XX ·ყ, 2) ინტეგრებადია ეზე. ამიტომ, ზემოდამტკი- 

ცებული თეორემის ძალით, 

I I I XC V, #)ძX0ყძ8 => I I ძაძყ | XV ყ, #)ძ2, 
” , ძა. 

"სადაც 

ჯ=IVCთ, ხე; თ, 01)= V. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

, ხე დ, V) 
I XV Vყ, ძი .=: I XC, V, ი) ძი + 
ძა თ | 

და(X, V) ხვ 

+ | XXCყ, შძი+ | XV, ყ, 90». 
თ)(X, V). . თა(X, V) 

მაგრ ამ
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თ)(X,V) თა(X,V) თა(X.V) 
· XXV იძ7=0, | IXCV9M9= | MM იძ 

ძე თ)(+,V) , თ)(X,V) 

” XC, ყ, #)ძ6=0, “I I > 1 I XC Vყ, 2)ძი = 
თა(X,ყ) – (I) 

= | I4 ძXძყ I XXV ყ, #) ძ/. 
.-C 

მაშასადამე, 

II | #7თ, ყ, 9)ძ»ძყძ» = II I პXშყ 7 MIX, ყ, #) ძა. (7.2) 

ჩ თ +) 

აგრეთვე- ცხადია, რომ 

I I I XX, V, 8)ძX0Vყ04 = I I I #ი ყ, ) ძოაძყძი + 
ი– · 

+ I I I XIX, V, #)ძXძყძ# 

ამასთან ჩი“ 7 

III #C.#, #აძ»ძყძ:= III /0თ ყ, იძ»ძყძი:, 
7 ' 7 

I II. IX " #)ძXძყ0#/=0. 

ამიტომ | ჩ-7 

“II '' XC ყ, 9ძXძყძ,= | I I IX. V, იძაძყი,. ქ.3) 

(7. წ და (7. ვ) ტოლობების ძალით მივიღებთ (7.1) ტოლობას. 

თუ თ არე შემოსაზღვრულია უწყვეტი წირებით 

ყ=%იი ღა #ყ=ს:(ი) (#თ,(X) < %(ი) · 

და X–=ძ და ჯ=ხ წრფეებით, მაშინ 

და(X,V) MX) თა(X,V) | 
II ძXძVყ. I I(X, ყ, #) 9, = = I ძX I მყ | IX, ყ, 2)ძ# 

თ,(»,V) ი ჯი) თ(X,4V)
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და, მაშასადამე, 

შე თა(=M) ხ 
I I I IX, ყ, #)ძX0ყძ2 = I ძ» I ძყ I ICX, ყ, 2)თ/. 
7 ძ ყეი რთI(-%M) 

  

ამ ფორმულაში ინტეგრების პირველი ზღვრები დ, და: დგ დამო- 

კიდებულია X დაყ ცვლადებზე, თ, და ს, ზღვრები კი მხოლოდ »-ზე. 
რაც შეეხება ინტეგრების თ და ხ ზღვრებს, ისინი მუდმივებია. 

თუ ინტეგრების > არე შემოსაზღვრულია შეკრული ფ ზედაპირით, 

რომელსაც კვეთს კოორდინატთა ღერძების პარალელური წრფეები 
არა უმეტეს ორი წერტილისა (როგორიცაა, მაგალითად, ელიფსოიდი 
ან საზოგადოდ ამოზნექილი ზედაპირი), მაშინ ინტეგრება "შეგვიძლია 
მოვახდინოთ ნებისმიერი რიგით, მხოლოდ ინტეგრების ზღვრები იქნება 

საზოგადოდ სხვადასხვა, იმისდა მიხედვით, თუ რა რიგით ვახდენთ 

ინტეგრებას. 

§ 8 ცვლაღთა ბარდაქმნა სამჯერად ინტეგრალფი 

როგორც ვიცით, თუ დახურულ მოცულობად C არეში მოცემულია 

შემოსაზღვრული უწყეეტი ICX, ყ, 2) ფუნქცია, მაშინ არსებობს სამ- 

ჯერადი ინტეგრალი · 

III I(X, ყ, #) ძჯძყძ2. „ 
თ 

ამ ინტეგრალის ჩვეულებრივი გზით გამოთვლა · ზშირად გარკვეულ 

სიძნელეებთან არის დაკავშირებული. ამიტომ აღნიშნული ინტეგრალის 

გამოთვლისათვის "სასარგებლოა მივმართოთ სხვა გზას. ვთქვათ, 

Xჯ=დ(CV, ს; 10) · #ყ=V(CV, ს 1), #2=X(%, შ, %0), ' (8.1) 

სადაც დ(V, #, 40), V(V, V %), X(M, ბ, 10) ფუნქციებს აქვს პირველი 
რიგის უწყვეტი. კერძო წარმოებულები რაიმე რ” ·არეში. ამის გარდა, 
ვიგულისხმოთ, რომ (მ.)) ფორმულები გვაძლევს, ურთიერთცალსახა 

შესაბამისობას C და C” არეების წერტილთა_ შორის. მაშინ მართებუ- 

ლია შემდეგი : 
თეორემა 19. თუ 6” არის ყოველ წერტილში (8.1) სის- 

ტემის I იაკობიანი „ნ: ულისაგან განსხვავებულია, 

მაშინ 

I I I IX, ყ. 2)ძაძყთი = I I I I(დ, დ, X) /I/ ძიძსძიი- დ.2 
IC) დC'
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ღამტკიცება. ამ ფორმულის მართებულობა დავამტკიცოთ ჯერ 

კერძო ”'შემთხვევებისათვის. ვთქვათ, 

X=წ, ყ=Vწ, #=XL5 7, ხ) (8.3) 

ვიგულისხმოთ, რომ M(X, ყ, შე) და M'(,”», L) წერტილები განხი. 

ლულია მართკუთხა კრორდინატთა 0XVყ2 სისტემის მიმართ. ამის 
გარდა, დავუშვათ, რომ 0» ღერძი პარალელური ყოველი წრფე 

კვეთს C არის შემომსაზღვრელ 8 ზედაპირს არა უმეტეს ორი წერ- 
ტილისა.. (8.3) ფორმულის ძალით § ზე- 
დაპირს შეესაბამება CC” არის შემომ- / 

საზღვრელი #' ზედაპირი. 8 და ” ზე- 

დაპირების გარშემო შემოვხაზოთ ცილინდ- 
რი, რომლის მსახველები 0/” ღერძის პა- 

რალელურია (ნახ. 49). ამ ()ილინდრისა 

და X0ყ სიბრტყის გადაკვეთა მოგვცემს 
რომელიღაც C წირს. ამ წირის მიერ შე- 

მოსაზღვრული ») არის ყოველი X წერ- 

ტილი წარმოადგენს § ზედაპირის რომე- 0 

ლიღაც ორი #, და M#ე წერტილის “ 
გეგმილს, 2, დღა „კ აპლიკატებით. ასევე, ჯ 
» წარმოადგენს 8. ზედაპირის რაიმე –1.– 
ორი #1) და #ე წერტილის გეგმილს, LC, ნახ. 49, 
და Lე აპლიკატებით. ცხადია, რომ აღ- 
ნიშვნები იმგვარად ·შეგეიძლია შემოვიღოთ, რომ იყოს 

” <2 ღა ხ, < ს. 

(8. 3) ფორმულის თანახმად, #, წერტილს შეესაბამება ან ,M:; 

წერტილი, ან #1! წერტილი, თუ ჯ>0 მაშინ, # იზრდება L-თან 

      

  

ერთად, ამ შემთხვევაში 7#/, წერტილს შეესაბამება //; წერტილი, 

ხოლო M, წერტილის შესაბამისი წერტილი იქნება #;, წერტილი, 

თუკი რ3 < 0, მაშინ „ კლებულობს, როცა სწ იზრდება და, მაშასა- 

დამე, M#, წერტილს შეესაბამება M; წერტილი, MM წერტილს კი M; 
წერტილი, პირველ შემთხვევაში გვაქვს 

2 ( : 

| ჯი იძ. => (82 ო. #C, (332 ძე, 
6! 2
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ხოლო მეორე შემთხვევაში გვექნება 

% %.. · 

( I 94= – | (6, 8; XC6. 9, 51 32%. 
3 –. LL 

ცხადია, ორივე შემთხვევაში შეგვიძლია დავწეროთ 

5... , 
I” IX, ყ, 2)ძჯ= / II6 თ, X (6. შ, %)1 > >. მხ. (8.4) 

· C 

თუ (8.4 ტოლობის ორივე ნაწილიდან ავიღებთ თ არეზე გავრ- 

ცელებულ. ორჯერად ინტეგრალს, შილი 

I I (ი, 26 – | თო! /IC. 8. X 6.9, 012 «CL 
“ანუ 

· 

III ICX, ყ, 8)რXძყძი '= III ჯI§, უო. X დ », C)) 3 ძნძუძს. 
.0 ' რ” მ 

ადვილი შესამჩნევია, რომ (8.3) -სისტემისათვის 

- 9C, V, 2) _ მX._ 

ჩ»დთა სხ ძ« 

მაშასადამე, (8. 3). სახის გარდაქმნისათვის მართებულია (8.2 ფორ- 

მულა.., 

ახლა "ვთქვათ, ი მოცემულია გარდაქმნა 

X=დ(წ, V. ), ყ=%Cნ, წ, ხ), #=წ. (8.5) 

დავგშვათ, რომ ეს. ფორმულები ამყარებენ ურთიერთცალსახა შესაბა- 

მისობას C და .C” არეებს შორის. აქაც ვიგულისხმოთ, რომ M(?,V,1) 

და M/(C, 7,9) წერტილები განხილულია მართკუთხა · კოორდინატთა 
0Xყ2ე სისტემის მიმართ. ვთქვათ, 4 და. 4 წარმოადგენს შესაბამისად 

კვეთებს, რომლებიც მიიღება ·ჯ0ყ სიბრტყის პარალელური სიბრტყისა 

და C და C” არეების გადაკვეთით. ცხადია, 4 და >4” '· კვეთების წერ– 
ტილებს შორის არსებობს ურთიერთცალსახა შესაბამისობა. ამიტომ, 
"თუ მივიღებთ მხედველობაში (8.5) ტოლობებს და გამოვიყენებთ ორ- 

,ჯერად ინტეგრალში ცვლადთა გარდაქმნის ფორმულას, მივიღებთ
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II IX, V, ი ძXძყ= II | Iდ(§, », ხ), ს, უფ, L)) წული ძნძუ. (8.6) 
4 4 7#Xწ, ») 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ (8.5) ფორმულაში იცვლება: #,-დან #-”მდე, 

მაშინ C იცვლება ,-დან C-მდე, სადღაც L,=7,, ს=#; და, მაშასადამე, 
(8.60) ტოლობის თანახმად, 

CC. . 
I“ II ICX, ყ, #)ძXძყ = | 4: II IIდ(ნ, », L), 

7 == 
თ». 

| 2დ » , ააქ) 4C, V ს) 

ანუ 

III X ი ბიძი = || 96.» ხ,აC 6,9 შევლო 2 «თ ძოძ: 
მაგრამ (8.5) ' სისტემისათვის 

00 მთი _ 906.1). 
XC, შუ. 5) _ იC, ხ) 

ამრიგად, (8.2) ფორმულა მართებულია ცვლადთა ტ. 5) სახის გარ- 

დაქმნისათვისაც. 

დასასრულ. განვიხილოთ ზრგადი (8.1) გარდაქმნა. ეს გარდაქმნა 
შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც ზემოგანხილული სახის ორივე გარ- 
დაქმნის ნამრავლი. მართლაც, ვთქვათ, 

ხ=V, '”=შVსშ, ხ5=7#/. 

მაშინ (6.1) სისტემის უკანასკნელი განტოლება ასე შეგვიძლია წარ- 

მოვადგინოთ: 

  

! ს=X(6, თ, %)- 
აქედან : 

' #=5XC, », 6). 
მაშასადამე, (8.1) სისტემა შეგვიძლია შევცვალოთ ექვსი განტოლების 
შემდეგი სისტემით: 

Xჯ=დ,(C, 7 ს), ყ=V,(6, შ, ხ), 2=VC. (8.7) 

§=%, ა=ს წ =XXV, V, #9). (8.8) 
სადაც | 

დ,(5, Vე ხ)ლ=ფ%LC, I/ 9 LC, V” ს), +, (6, /” ს)=%Iწ, V, 9VC, , ა) I.
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(8.1) გარდაქმნა წარმოადგენს (8.7) და (8.8) გარდაქმნათა ნამრავლს 
ე. ი. (8 7) გარდაქმნის საშუალებით C. არე შეგვიძლია გადავსახოთ, 

რაღაც 6” არეში, ხოლო (8.8) გარდაქმნა გადასახავს თ” არეს C” 

არეში. (8.7) ფორმულების ძალით გვაქვს 

IIIIთ ყ, #)ძXძყძი = III ა,ხ XXXV, 2) 

მ წ-ი. 
ძნძუძხ (8.9 

XX, უ, I) მუმია 07 

  

თუ (8.9) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მოვახდენთ (ცვლადთა გარ- 
დაქძნას (8.8) ფორმულების მიხედვით, მივიღებთ 

_#»თ, 9, ”)_ II რ.“ ხ ათი 2. იფლელე 

= | II /Iთს თ, ი), CV, 2), _ XX თ, ი) ) 

( 

ძხძუძ: = 

  

IXX, XV, ყ, #) #” 

| XC, ძ, L) 

  

· XX§, 7, L) 

ჯი, ზს, %) 
თათხძაი. · 

მაგრამ 

XXV, ს ”) · X#XX§, 9, ლ) – #თ, M), #) 

გ0როს ითი) XV) 
მაშასადამე, მართებულია (8.2) ტოლობა ზოგად შემთხვევაშიც. 

შედეგი. თუ (8.2) ფორმულაში C' წარმოადგენს და- 

ხურულ არეს და ვიგულისხმებთ /C,'ყ, #)=1, გვექნება 
#”=XI'IX”I (8.10) 

სადაც I” არის ” იაკობიანის მწიშვნელობა C” არის რაიმე («ს ,+%") 
რტილში, ხოლო XL. და IX” წარმოადგენს ( 6” არეების მოცუ- ერტილ ლ დ ადგე და ეე ცუ 

ლობებს, 
მართლაც, თუ. მივიღებთ მხედველობაში (8,2) ფორმულას, გვექნება 

7 = III ძ«ძყძ» = III | XI ძიძიძი, 
C C' 

  

მაგრამ, საშუალო "მნიშვნელობის თეორემის ძალით, 

III | I Iმიძხძჯი = | ; IX". 

სადაც. I წარმოადგენს I იაკობიანის მნიშვნელობას C" არის რაიმე 

(«, ს, ი) წერტილში, მაშასადამე, მართებულია (8.10) ტოლობა,
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§ 9. სამჯერად ინტეგრალი დეკარტის კოო რდინატებიდან 
პოლარულ და ცილინდრულ კოორლინატებჭე გადასვლა 

1”. ვთქვათ, /(X, ყ, 2) ფუნქცია უწყვეტია შემოსაზღვრულ დახუ- 
რულ ფართობად C არეში. აღვნიშნოთ ი, მ და 9-თი C არის 

Mიი ყ, #) წერტილის პოლარული კოორდინატები, მაშინ 

X=0ი8310 0 0099, ყ=ი8I0იმ3)ი3, #=0ი 0098. 

გამოვთვალოთ (9.1) სისტემის 7” იაკობიანი. გვაქვს 

(9.1) 

X 
% კე ს 2053., %-, 008 8008 +, <- –ივიმე!ი 9, 

მყ . 6. მყ : მყ : 
-–>- = 951005109, --= 00090 910 9, <= =ტ891ი 0 00863, 26 910 0 519. 3 მ 38 2 

ძი "მი . ი” ““ მ, ––=–0910 მ, ––-=0. 208 ა ნ ქ§. 
ძი 

მაშასადამე, 

510 0 009·+ (0 005 9 0099 –-იმიმეი 3 

LI= | ვი 053109 დილივ035)ი8 091000039 I · 

00§ 9 –ივ8ხმ 0 

ამ დეტერმინანტს თუ გამოვთელით, მივიღებთ 

7=07510 0. 

მაშასადამე, სამჯერად ინტეგრალში „ცვლადთა გარდაქმნის ფორმულას 

პოლარულ კოორდინატებში აქვს სახე: 

III 1 (X, ყ, ი)ძXძყძ2 = 
თ 

= III I(051ი მლ089, 291003810 %+, ტ0090)0" 310 .0ძიძმძ. . 

0 

9. ახლა ავიღოთ C სიმრავლის რაიმე #(X, V, ”), წერტილი. ამ 

წერტილის ცილინდრული კოორდინატები წარმოადგენს შეერთებას 
X0ყ სიბრტყეზე პოლარული კოორდინატებისა დეკარტის „« კოორდი- 

ნატთან (ნახ. 50), ფორმულები, რომლებიც აკავშირებენ ცილინდრულ 

და დეკარტის კოორდინატებს, შემდეგია: 

X=0008 ა, (V=0910%9%, #=/. (9.3) 

გამოვთვალოთ (9.3) გარდაქმნის 7 იაკობიანი. გვაქეს |
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მ» _ 0039, ––=-–-ი08109-, % _ი, 
ძი ძი 

1 _ ვი 3, მV _ „იას, 9V _ი, 
ძი 0+ ძ2 

% _ი, % _ე, მი _.. 

2 M მი 98 ძი 

72 ამიტომ 

0089 –– ი9სი9 0 

0 =ი ჯ 1=|) ვი8> ,„ილ00859 0! =ი. 

/ 7=# 0 ი. 1 
# · 

მაშასადამე, ცილინდრულ კოორდინატებში 

ნახ. 50. ცვლადთა გარდაქმნის ფორმულას ექნება 
სახე 

I I I MX, V, 2) ძX#ყძ6= I I II IC0 9099, დლ 81:03, იძიძმძ-. (9.4) 
(2) ც6' 

ამოცანა 1. გამოვთვალოთ სამჯერადი ინტეგრალი 

1= III »თXძყძ”, 

სადაც ჯ არე შემოსაზღვრულია + +C-+ 2. =1 ელიფსოიდიხ 

ზედა ნახევრით და ჯ0ყ სიბრტყით. 

ამოხსნა. მოცემულ სამჯერად ინტეგრალში მოვახდინოთ (ვლად- 
თა შემდეგი გა რდაქმნა: 

X=ძ003910 00083, ყ=ხიმ9იმ9Iი 9, #„=,-იიხვს (9.5) 
გამოვთვლით რა ამ სისტემის იაკობიანს, მივიღებთ 

#ჯ= თხი ი” 810 0. 

თუ მოცემულ ელი ფსოიდის განტოლებაში ჩავსვამთ (9.5) გამოსახუ“ 

ლებებს, გვექნება 
01=1. 

მაშასადამე, ი იცვლება 0-დან 1-მდე, რაც შეეხება 0 კუთხეს, იგი 

იცვლება 0-დან ფ- მდე, 9 კი 0-დან 2#-მდე. ამიტომ
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# · 

L 9... 2 

= LI | L – 1= | #I გს | იხი 09 C08 0 5(ი 0 09- = 
ი 

ჯ 

2V ? ყ)ი20 2 ი.ვ = ძხი I 0'ძი | 5 ძს | ძ–=->- იხი". 
LI) 0 ი 

  

ამოცანა 9. გამოვთვალოთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც 
შემოსაზღვრულია 

(I +-ყბ-,.)ზ=ი% (0 > 0) (9.6) 
ზედაპირით. 

ამოხსნა. შემოვიღოთ პოლარული კოორდინატები: 

X=დლ 910 00608 9, ყ=038910 030 3, #=ეი 008 0. (9.7) 

9.6) ტოლობაში თუ ჩავსვამთ (9.6) გამოსახულებებს, მივიღებთ 

ი%=თპ%ი §1ე 0 608 4, 
ანუ 

ი%=08%81ი 8 C05 8, 
აქედან ვ 

0=თ0'ყ/ 3I)0 0 003 4. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ (9.6) ზედაპირი სიმეტრიულია როგორც 

X0V სიბრტყის მიმართ, ისე X0# სიბრტყის მიმართაც. ამის გარდა, 

(9.6) განტოლებიდან ჩანს,. რომ ჯ > 0 და კოორდინატთა სათავეზე 

გამავალი ამ ზედაპირის მხები სიბრტყეა ყი. ამიტომ 

% #% 

0ლ0ნ=X – -–-- 1ლ=-–-. 
წ. 2 2 

მ 

აგრეთვე, ი იცვლება 0-დან ძM/” 910 ც C08 + -მდე ფიქსირებული მ და 

#-თვის, მაშასადამე, საძიებელი IX” მოცულობა გამოისახება ტოლობით; 

LI 

იM 31ი00058 
#= ? =| –-310%0093-/9- = (:) § ?ცე ხიი=I ძხ 310"00094 |4 I “ I ი 8090 ი0 7 ძ I 3 

9 9. 

ქმ4 ვლ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე



წ 

წნ/ 6 6? “1 
=-!/ 3910720ძ აქა = -- »Xიე, უმ! ! I ივ ' ვ 

“2 

ამოცანა მ. გამოვთვალოთ სამჯერადი ინტეგრალი 

I= III(C> + 4 +; ) რიძყძი, 

სადაც 21 წარმოადგენს ++ §+“ + 2 =!1) ელიფსოიდით შემოსაზღვ- 

რულ არეს" 
„ ამოჩსნა. ამ ინტეგრალის გამოსათვლელად ვისარგებლოთ (დ. 5) 

გარდაქმნით. ამ შემთხვევაში. 

001, 0=0=»2 0=9=<2X. 
ცხადია, რომ 

I -ჯ 27 . 

= | ში | ძმ ( იხიივ)ი0ძქ?- =- I I | 2% 2%ი 

2 29 4 

= იხი I იძი I 910 0 ძ0 I ძ8= --»იხი. 
-0 

ამოცანა 4. გამოვთვალოთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შე– 

მოსაზღვრულია | | 

ზედაპირით. 

ამოხსნა. შევნიშნოთ, რომ ეს ზედაპირი მოთავსებულია იმ ოქ- 

ტანტებში)1, რომელთათვის 11X>>0, V>0,2>0; 2) »>90, 

ყ=0, ==0; 3) X=0, ყ<- 0, #=>>0;41X=<0,9ყ >0, / <0. 
(9.8) განტოლების სიმეტრიის გამო მოცემული სხეულის. იმ ნაწი– 

ლების მოცულობები, რომლებიც მოთავსებულია აღნიშნულ ოქტან- 
ტებში, ერთმანეთის ტოლია, ამიტომ საკმარისია გამოვთვალოთ აღნიშ- 
ნული სხეულის იმ ნაწილის მოცულობა, რომელიც. მოთავსებულია 
პირველ ოქტანტში და მიღებული შედეგი 4-ზე გავამრავლოთ. აგრეთ- · 

0+ყზ+)ბ=0XV2 თძ>0.' · (9.8) 

1 საკოორდინატო სიბრტყეებით შექმნილ მერვედებში
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ვე შევნიშნოთ, რომ ჯ=0, ყ=0 და #=0 სიბრტყეები წარმოადგენენ” .. 
(9.8) ზედაპირის მხებ სიბრტყეებს. 

შემოვიღოთ ახლა პოლარული კოორდინატები 

X=05)0მი0899, ყ=ი310 03103, 2=ლ იიაზ. (9.9) 
აქ ' · | 

0 =ზ<-–, 0 =<8%<-. 
2 2 

თუ (9.9) გამოსახულებებს (9.8) ტოლობაში შევიტანთ, მივიღებთ 

ი“ =თ03 31020 C03 0 (008 9- 310 V. - 

აქედან ჩანს, რომ 0 იცვლება 0-დან თ 8)ი020 00 0 609 9810 8--მდე , 
მაშასადამე, 

L2 წ 

» 2 2 თ 5102 0 იივ 6008 2 .519 8 · . 

2“ გ | ი | | იმ81ს) 0 ძი = 
ი · 

2«%. «+ 

3.2 2 
=9 I 81070 063 0 ძმ ტ· I ლ05939-5) 099-V9.. 

წ) | ბ 

მაგრამ 

ჯ 

1 . '1 
I 8107 0 ი09?90 ძი=კC, I იი§9? ყ-91030.29-= 3“ 
8 ) 

ამრიგად ჰ 

(/| 

7 –-35 
  

§ 10. ორჯერადი და სამჯერადი ინტებრალების გამოყუნება 

მექანიკაში 

ჯერადი ინტეგრალების საშუალებით შეგვიძლია გამოვთვალოთ სხე- 

ულის მასა, სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები, ინერციის მომენტები 

და სხვა. 

19. სხეულის სიმძიმის ცენტრი, ვთქვათ, მოცემულია რაიმე 1 
სხეული, განვიხილოთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 0»ჯყ?: სის- 

ტემა. დავუშვათ, რომ 2 სხეულის სიმკერივე ყოველ XX, ყ, 7?) წერ-
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ტილში არის ყს(X, ყ, 7). მაშინ # სხეულის მთელი. # მასა გამოისა- 

ხება ფორმულით 

M#M#= I I I MX, ყე 2)რXთყძ”. 
(ა 

რაც შეეხება X სხეულის სიმძიმის ცენტრს, მისი §, ჟუ, C კოორდინა– 

ტები გამოითვლება ფორმულებით: 

ხ= 1. I I I XIX, ყ, 6) თXძVძთ#, 

M 7» 
1 

=-– I+CX, ყ, თ) თXთIIC#ჩ, 
. # I II “ (0.1) 

ნ--- I I I #”IXCX, ყ, 2)ძXთყძი. 

თუ 71 ერთგვაროვანი სხეულია, მაშინ |MX, V, #) სიმკვრივე მუდმი- 

ვია და (10.1) ფორმულები შემდეგ სახეს მიიღებს: 

-- III X0X0თVყძ%, უ= + III ყძXყძი, 

C= – I II I «პ»პყძი, 

სადაც V არის I სხეულის მოცულობა. 
თუ ჯ ბრტყელი სხეულია, რომელიც X0ყ სიბრტყეზეა მოთავსე–- 

ბული, მაშინ მისი მასა და სიმძიმის ცენტრის ნ და უ კოორდინატები 

გამოითვლება ფორმულებით: 

# = || CC, ყაი»Xძყ, 
71 

=1 „ყაძამე უ=-1. (X, ყარXძყ. ნ 7 1I%CXV ი. თ» = II ი.XV XძV 

თუ # სხეული ერთგვაროვანია, მაშინ 6 და უ-თვის ვღებულობთ შემ- 

დეგ გამოსახულებას: 

ხ= –ვ- || XXV ო=-- II ყ9X0V, 

სადაც 5 წარმოადგენს “+ სხეულის ფართობს, 

ამოცანა ნ. ვიპოვოთ იმ წრის მასა, რომლის სიმკვრივე ყოველ 

წერტილში ტოლია ამ წერტილის მანძილისა წრის კონტურამდე. 

ამოხსნა, თუ წრის რადიუსს აღვნიშნავთ -ით და კოორდი–
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ნატთა სათავეს წრის ცენტრში ავიღებთ, მაშინ IX, ყ) სიმკვრივე გა– 

მოისახება ფოტმულით. 

0(X, ყა= 7–- IM/ X? + ყ! 

მაშასადამე, მოცემული # წრის M მასა გამოითვლება ფორმულით 

M>- II (8-– #2 + V” ) ძ»მყ. 
MX 

· ამ ორჯერად ინტეგრალში მოვახდინოთ ცვლადთა გარდაქმნა 

X=00089, ყ=0ი03)იმ, 
მივიღებთ 

” 2 

M= | II (#-–- თიძიიძს= -- –-- 723, 

ამოცანა 9, ვპოვოთ პირველ კეადრანტში მოთავსებული იმ 

ბრტყელი ერთგვაროვანი სხეულის სიმძიმის ცენტრი. რომელიც შემო– 

საზღვრულია + +#-=) ელიფსის რკალით, X»"+ყ2= 80? წრეწირის 

რკალით და 0V ღერძით (0 > ხ). 

ამოხსნა. მოცემული .სხეულის ფართობს თუ ' აღვნიშნავთ ს-ით, 

გვექნება 

1 (=«01--ჯიხ) = 85 Xი(თ0--ხ). 
4 4 

  

  

შემდეგ 
1 2. M/თ0-2 1 ი-ხ9? M 

“ წ=- !Iძჯ Xძე= XM ი -–-  ძ-= 
I I 5 ი | 

<= M ცშ--ჯ). 

9 
4 1. 1 |Iძ 4ი = - იჯ) | =-<, 

ჯე? | ვ ს ) | 1ჯ 

1 2 #2 – ! 4(0+ხ) = – (კ = · „ე, == 301? , ო IM I Vძყ – “2 IC „ეძ – 2. 
–V ით.-,.. ი 

ამრიგად, მოცემული სხეულის სიმძიმის ცენტრის კოორდინატებია 

48 უ= 4(0 +ხ) 
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ჰ ინერციის მომენტი. ვთქვათ, მოცემულია რაიმე მყარი სხეულ 

7. დავყოთ ეს სხეული მცარე #X,; ელემენტებად, მასით #ტ»:,. აღვ- 

ნიშნოთ 0, სიმბოლოთი მანძილი #», ელემენტის რაიმე წერტილიდან 

მოცემულ # ღერძამდე. 0 ჯამის ზღვარს, როცა ყოველი #7, 

ელემენტის დიამეტრი ნულისაკენ მიისწრაფვის, ეწოდება მოცემული სხეუ– 

ლის ინერციის მომენტი # ღერძის მიმართ; იგი 7გ სიმბოლოთი 

აღვნიშნოთ თუ განვიხილავთ დეკარტის მართკუთხა კოორდინატთა 

0»ყი სისტემას და |ILCX, ყ, §)-ით აღვნიშნავთ ჯ სხეულის სიმკვრივეს 

(2, ყ, #) წერტილში, მაშინ 0», 0ყ, 02 ღერძების მიმართ ი ინერციის 

მომენტები გამოისახება ფორმულებით: 

1ა:= I I I (ფ'+75)ს(C% ყ. ძ»Xძყძი, 
7 

I)=|II ი”+ლსCV ყ, 9) ძ»ძყძი, 
3 ! 

= I I | C”+ყზიCი ყ, თ ძაძყი. 
1 

გამოსულებს 

= 1Xი= | I) I 0? -+-ყ'+2%)|, (», ყ, 2)თ»ჯძყძი. , 

ეწოდება 7” სხეულის ინერციის მომ ენ ტი 0 წერტილის მიმართ; 

მას უწოდებენ აგრეთვე X სხეულის 
Vყ ინერციის პოლარულ მო- 

მენტს. 

ამოცაა 7. გამოვთვალოთ 

ჯუპ=თლინ52ს ლემნისკატის მიერ 

შემოსაზღვრული ფიგურის ინერ- 

· ციის მომენტი იმ 0ყ ღერძის მი– 

ნახ. 51. მართ, რომელიც ლემნისკატის სიბ- 

რტყეში მდებარეობს, გადის 0 პო- 

ლუსზე და პოლარული 0Xჯ ღერძის მართობია. 

ამოხსნა. აღვნიშნოთ ლემნისკატის მიერ შემოსაზღვრული არე 

წ) ასოთი, მაშინ 

0 

= I I XIILCX, ყ) ძXძთყ- 
იე
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ეიგულისხმოთ, რომ მოცემული სხეული ერთგვაროვანია, მაშინ M#(X,VV 

მუდმივი სიდიდეა. ზოგაღობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, 
რომ ს(X, ( ყ)=1. ამიტომ 

I,=|I! X"ძXIVყ= 4II XძXძყ,. 
/) 4 , ' 

სადაც 4 არის ლემნისკატის მიერ შემოსაზღვრული 7) არის მეოთხე- 

დი (ნახ. 51). მიღებულ ორჯერად ინტეგრალში მოვახდინოთ ჩასმა 

X=0 008 9, ყ=0 9)ი 9. 

  

გვექნება 
# L2 
92 იIV 0323 2 

Iს=4 / ძ+ I 03003“ 3-ძი = 01 I 0C0823-003129-29.. 
0 

რადგანაც 
' 1 4+ 

იი! ე "190521, აივ“. 1 + 9084“ 

'. 'ტ08 23. 6+. 
C0§39-C094V = 608 > 903 , 

ამიტომ 

609)9- 09123 =- + (1 --005 29) (1 +60§4 4) = 

= + (1+ტ260829--L 608649 + 00829 6054 4) = 

: 1 # 3 1 1 
= –-–--+L –- 0829 -L- -––-2054V-L ––-იი§ 6+. 

4 + 8 «0 + 4 + 8 

მაშასადამე, 
ჯ 

სრ 5 + =-ასი28+ –-აკს49+ ტივოტ| 1 

'- : 3. .1 =ი(–-+“- ს)” ც»+8 
16 + 16 48 2. +. 

ვიპოვოთ ახლა მოცემული ლემნისკატის მიერ შემოსაზღვრული § 

ფართობი. გვაქვს
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» 2 + იV-ი995 . 
8-7 I ძზ I იძი =20!| C0823ძ99>=0% 

ი 0 0 

საბოლოოდ გვექნება 

1 
= –-ტ8ი0%3X+- 8). I, 46 CM ) 

სავარჯიშო 

1. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსაზღვრუე- 
ლია ზედაპირით 

VსC2+# – 1 I 
ცკ! 

8. გამოთვალეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსაზღვრუ- 
ლია ზედაპირებით 

#2. # – წონის და (#=7). 

  

+ 551 (თ<1). 

8. იპოვეთ იმ სხეულის მოცულობა, რომელიც შემოსაზღვრულია 

ზედაპირებით 
3 2 

-+ 83%“; =1 და 1X+თV+ ##= ჯ. 
'წი 

4, გამოთვალეთ სამჯერადი ინტეგრალი, 

· წლი ს 

III V 1 _ 2-4 – 4ძაშყძი, 

სადაც რ წარმოადგენს 4+ C+ “ =1 ელიფსოიდით შემოსა- 
რ 

ზღვრულ არეს. 
5, გამოთვალეთ სამჯერადი ინტეგრალი 

I I C+Vყ")ძ»ძყძ”, 

  

სადაც C წარმოადგენს X»X-+ყ"=2#ჯ და #=2 ზედაპირებით შემოსაზღვ- 

რულ არეს. 
ბზ. დაამტკიცეთ, რომ თუ IM ყ, 2) ფუნქცია უწყვეტია 6 არეში და 

III IV, ყ, #)ძXძყძია =0. 
ი



·“(ჩ-LX),0 =362? +,#+ დი 

თირთილლიანძ, 
ლსაასინაფლიბაცსე, იიაანხით “თხილდინ ითნღდილი ლ(0ფთიციძანადანაწ იდთ9ნციაც 

იხი0Xანყხ იი«ანნიი იფყინსალაინზის” 20 ოინილინწიხი 90 თნწალი ·წL 

-შემ 5> (2 +,ჩ+ ეი) 

თითილლანფ ლითანნიაფლიბაინი, წი0«ანიდCაბ) 'თთოლტილ იხითნაა 

#0 ირანსა ისანინვი ილთ«ანწყე იყინაათინზთინ ლი თნწხალს "LL 
"შ0=# '(+-=ჩ-X '(+=ჩ+X 'ჩ+,X=7 

თილნთილლანი, ი0თა(ანაატი%ატნი, წა0ა066) “ისალტიც იიითნა) 

70 ირდთინლა, იხიინინყი” ოხაასნლყეი ილინსთინზითნ (00 Cნწლი ·0L 

ჯ? კე .(. 
ს=-46- +> 

თი ჩი 2 

თითიდლიიანი «ხყასათნიადCიბატსლდ, ნისანიასა '0C0000 ი00ნ”თნა) CიCვიციია 

-თხაა ილნCწლაც იი00Cთ6ლ0 იხასნფი ილლნააინზითნ ლიი თნწლალი ·ც 

·დ<ი 2=/+# "ი=»+/ 
Cთ0060C090ლ00)69, ინსაითი ნიი CიLა600, ნი0თ«ანირ "0ლნC)-ციია 

–Cხახაჩ იიხთდყნი ი9ნ0იეიი იხ:ახხყი ილ ინ«აინზიის 00 «ინნხალი ·ფ 

9 ი ჯ 
-იი–=72 "-=/ '"გ=X (="- ++ 5 
0 0 0 = ეჩ .X 

თილნთხლიბანი, C0C26X)ნიადლისატნი, წითანცხას 4ილნდიციაა 

-თლხასა” ისარნი იიტიილიი ოლთანანიი ილინიაფთისზისან 00 «ნხალი -, 
“ი=(7 “რ 'ი/ იი, 

-ააიდთნტ C 'ჩ “X) აანნიან იხთ” 5 990-6 “ნფ6ფ9სნ” თ «ანხიაჩ იით- 5 

  
+ იგოწიყლიწნტ «ლნცნჩ!:აციზ იილნაპიფშნრვი ითლCთნ%ნგCიე <0) იიალთნ%ნთაა ·/0L §



თავი XV 

ი-ვბმერაღი ინტეზბრალი 

§ 1. ი-უბერაღი ინტეგრალის განსაჭღვრა 

სანამ შევუდგებოდეთ ჯ-ჯერადი ინტეგრალის განსაზღვრას, საჭი- 
როა შემოვიღოთ ჯ-განზომელებიანი სივრცის მოცულობადი სიმრავ- 

ლის ცნება. ვთქვათ, მოცემულია ჯ-განზომილებიან სივრცეში შემო- 

სახღვრული # სიმრავლე. განვიხილოთ »-განზომილებიან სეგმენტთა 
სასრული § სისტემა, რომელიც # სიმრავლეს ფარავს. ამასთან ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ 5 სისტემის სეგმენტებს წყვილ-წყვილად არა აქვს სა- 

ერთო შიგა წერტილები. აღვნიშნოთ თ“(8) სიმბოლოთი §' სისტემაში 
შემავალი სეგმენტების მოცულობათა ჯამი, ხოლო თ,(5)-ით 5-ში შე- 
მავალი იმ სეგმენტების მოცულობათა ჯამი, · რომლებიც მთლიანად 

X-ში შედიან. ცხადია, 

თ ”(5)->Cთ,კ(5)2>>0- · 

ამრიგად, »-განზომილებიან სეგმენტთა ყოველ «5 სისტემას, რომელიც 
X# სიმრავლეს ფარავს, შევუსაბაპოთ ორი თ"(3) და თ,(3) რიცხვი. 

განვიხილოთ »-განზომილებიან სეგმენტთა ყოველგვარი 9 სისტემა, 
რომელიც # სიმრავლეს. ფარავს, და აღვნიშნოთ ' #"ით 'C%8) სახის 

რიცხვთა სიმრავლე, ხოლო #„.-ით თ,(5) სახის რიცხვთა სიმრავლე. 

ადვილი "შესამჩნევია, რომ #, სიმრავლის არც ერთი ელემენტი არ 

აღემატება #"“ სიმრავლის ნებისმიერ ელემენტს, მაშასადამე, #> სიმ– 

რავლე ზემოდან შემოსაზღვრულია. რაც შეეხება #"” სიმრავლეს, იგი 

ქვემოდან შემოსაზღვრულია. 

#9" სიმრავლის ქვედა საზღვარს ეწოდება X სიმრავლის გარე 
ზომა ჟორდანის აზრით, ან გარე მოცულობა, II, სიმრავლის 

ზედა საზღვარს კი # სიმრავლის შიგა ზომა ჟორდანის აზრით, 
ან შიგა მოცულობა. 

# სიმრავლის გარე და შიგა ზომა აღვნიშნოთ შესაბამისად I" # 

და #.X სიმბოლოებით, თუ 

თ.ა = 7",
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მაშინ XX სიმრავლეს ეწოდება ზომადი სიმრაეველ ე ჟორდანის 

აზრით. ზომად სიმრავლეს ვუწოდებთ აგრეთეე მოცულობად სიმ- 

რავლეს. თუ # ქორდანის აზრით ზომადი სიმრავლეა, მაშინ X#-ს 

გარე ზომას ვუწოდებთ # სემრავლის ზომას ქორდანის აზ- 

რით ან მოცულობას და მას აღქნი მნავთ | X | სიმბოლოთი. 

იმგვარადვე, როგორც ორგანზომილებიანი სივრცის შემთხვევაში, 

მტკიცდება შემდეგი თეორემები: 

თეორემა 1. სივრცეში აღებული შემოსახღვრუ- 

ლი წიმრავლის ზომადობისათვის აუცილებელია და 

საკმარისი, რომ მისი საზღვრის ზომა ნულის ტოლი 
იყოს. 

თეორემა 9. თუ #1 სივრცეში აღებულ § ზედაპირი, 

განტ ოლებას აქვს სახე ჯ = წ(Xს XI. Xი-ე), სადაც /(ჯ· 

XV ს X-ს) უწყვეტია შემოსაზღვრულ დახურულ 0,., 
რეში), მაშინ § ზედაპირის მოცულობა ნულის ტო-ს 

ლია. 

ახლა ვთქვათ, /(X, X:,.. X) ფუნქცია განსაზღვრულია XI" სივრ - 

ცეში მოთავსებულ შემოსაზღვრულ მოცულობად 4 სიმრავლეზე. განვიხი 
ლოთ ამ სიმრავლის ნებისმიერი წესიერი #-დანაწილება (რძ, ძე, ..., ში). 
ყოველ ი, სიმრავლეში ავიღოთ ნებისმიერი (LM, §V7,..., წ) 
წერტილი და შევადგინოთ ჯამი · 

ძ= 2,M55, 65%, ..., 62) II. 

ეს ჯამი დამოკიდებულია როგორც (5), 6)... ნი) წერტილებზე, 
ისე X-დანაწილებაზე თუე ყოველი დაღებითი § რიცხვისათვის არსე. 

ბობს ისეთი დადებითი 1. რიცხვი, რომ # სიმრავლის ყოველი წესი- 

ერი ).-დანაწილებისათვის, X<7#), ადგილი აქვს უტოლობას 

L--7I<8 

(9, VI, ... ა) წერტალებზე დამოუკიდებლად, სადაც LI რაიმე 
მუღჯმივი სიდიდეა, მაშინ ვიტყვით, რომ თ ჯამი მიისწრაფვის IL რიც- 

ხეისაკენ, როცა #»->+0, და დავწერთ 

11Iი თ=V/. 
#–-0 

ამ შემთხეევაში 7 რიცხვს ეწოდება /(Xც X,,--.. Xგ) ფუნქციის რი-. 

  

1 დია, სიმბოლოთი აღნიშნულია X» =0 სიბრტყეზე აღებული შემოსაზღ- 

ვრული დახურული არე-
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მანის »-ჯერადი ინტეგრალი, გავრცელებული 4 სიმრავლეზე და აღი- 
ნიშნება 

ი-ჯერ 
ღეაბბორ– 
III IX >X2 .... Xი)ძX,, თძXვ, .... ძXი 

4 

სიმბოლოთი, ხოლო MX. X, --., X) ფუნქციას კი-–-–ინტეგრე- 

ბადი /-ზე. ამრიგად, 

1I "I I XL... %0)0X,, თXვ ·.. #Xგ == 

4 

=)4 2/(65, ც5,..., 80)IV.I. 
–06 (51 

მსგავსად ორჯერადი ინტეგრალის შემთხვევისა მტკიცდება შემდეგი 

თეორემა 8. თუ /M=?,, X.,-·--· Xი) ფუნქცია შემოსაზღევ- 
რულია მოცულობად 4 სიმრავლეზე და მისი წყვე- 
ტის წერტილთა სიმრავლის ზომა ნულის ტოლია, 

მაშინ /C,, X,,-·-, X,) ინტეგრებადია 4-ზე, 

§ 2, „-–ჯერადღი ინტეგრალის გამოთვლა 

ჯერ განვიხილოთ ის შემთხვევა, როდესაც 4 წარმოადგენს »-გან- 
ზომილებიან სეგმენტს. მართებულია შემდეგი. 

თეორემა 4. თუ /(X„ს XL, .··· Xი) ფუნქცია ინტეგრება- 

დია »-განზომილებიან სეგმენტზე X#ე)=(ი,, ჩ,; თ, ხა:...; 

ძ,,ხ,), მაშინ არსებობს ინტეგრალები 

(ი– 1) ჯერ ხი 

III ძ2, ძX. ... ძXი-, I ICX., X52, ..." Xი)აშX. 

რ ძი 
და 

ხი (ი-–1;-ჯერ 

I ძXი III IX, Xვს ა XიაძX, ძლ. ...ძXი.) 
ძი 

და ადგილი აქვს ტოლობებს: 

II '.I IV. »Xა ..., X)0X,, ძXა -..მძწა= 

M·
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ხი 
=| | > ძX. 0X.- რX--, | MX შ–.ც ა... Xი)თXა = 

ძი 

ხი 

= | ძX II II მვა... Xგ-)ეაძX, ძXა -.-მXი- ა 

ძი თია 

სადაც 

0ა=L0,, ხე; თ, ხ;; ---; რი-ც ხი-)I. 

ეხ თეორემა მტკიცდება იმგვარადვე, როგორც ორჯერადი ინტეგ– 

რალის შემთხვევაში. 

თეორემა წ. ვ თქვათ, IX, X-ს Xი) ფუნქცია ინტეგ- 

რებადია რაიმე მოცულობად 4 არეში, რომელიც 

შემოსაზღვრულია ორი ზედაპირით 

X„=დკ(ი,, Xვ ..', XI-I), X=ფდ:(X,, X.·..., +%ი-უ) 

და ცილინდრული ზედაპირით 0ჯ, ღერძის პარალე- 

ლური მსახველებით, რომლის მიმმართველი წარმო- 

ადგენს »–» არის სა ზღვარს. მაშინ ადგილი აქვს ტო- 

ლობას1 

II. .IIVVI 2...) #Xი)ძX,. ძX....· თX, = 

4 

და(X;.-., Xი -1) 

=| IL" | ძ», ძ+, ···, რXი-, | MCC, თ --, «აძ. (2.1) 
დ,(XI,.... Xო. –1) 

დამტკიცება. რადგანაც 4 "არე შემოსაზღვრულია, ამიტომ არ- 

სებობს ჯ-განზომილებიანი სეგმენტი /?=(0თ,, ხ,; ძე, ხა, -.-; თი, ხი, 

რომელიც « არეს შეიცავს. ახლა განვიხილოთ დამხმარე IXსX,“''Xი) 

ფუნქცია, რომელიც ასეა განსაზღვრული: 

I(X- Xეს ·- >, Xი), როცა (X. Xა ს Xი)C 4, 
XXL _. 

%.% 0, როცა (X, X» ·--» Xი) C #ა–- 4. 

ცხადია, XX, X-ს, X-) ინტეგრებადია Xე-ზე. ამიტომ მე-4 თეო- 

რემის ძალით 

1 1) წარმოადგენს # არის გეგმილს ჯი :-=0 სიბრტყეზე, ზოლო დ,(X%..., ILი -)< 

< ?:(Xე·.., X».-II



('2) 

((-"'... "" «სთ 

-Vჯჯე(VX 1... I | I-ი. „ჯი |+· II 
(I-Vჯ ·» «IX)5რ 

= "ჯუ... “ჯი IVა (სჯ რ... 42.4) ყ# III ; 

"ნციძალიიტ0ც ყუ ძ 

-სჯა(წ'X («....ოაჯ '»)ჯ I L- “დ "...Iი III ლ 

სე 

=MXი(სX ს... იკ | "მი ...წჯე "Xი ("II 

99 
(+-ჯ «...#1X) არ 

"0=VMXX(სჯ +... “ყე I 

წე 

((-"ჯ «..IX)I 

'9ჯე(სX 4“. ...ჯ «ი/I = 

(+ -სჯ “ზრ 

(1-V« '..”)!რტ LL) 

== 4X9I(VX ..... 0)» I 'ე=MXე(სXI..-'ზ (“იკ | 

(1-V .-.Lჯ)ნ8 ('-«ჯ თ...) 

გითშოგ (L- ფჯ #4.) რ (1-Vყვ «' +-IX)Iთ 

.სჯუი(" «+... "XI I +სჯე(სჯ სა... წ იკ | + 

(1-ყჯ ი ""'1:)5# 

ყო «ოი 

+ MXM9("X “,..ბჯ 'ხეკ.| =5XიდX .... «% “ი | 

Mე 
(I-V (ო. III < 

0%Xა) ბლინნიყლლინლ, ითალნიბლ 
·"თC(-ზე «-სუ ქ... .წ» სე. ი|1=%გ 

_ ჩიიალი 

წუ ია 

·"ჯე(სX «....იჯ «3 | L-ხ9აე ·.. ჯი 'Iი L''·II = 

Mი 

=სჯუ “>. -X2) ''Xი(VX C....წ იჯ I" II 

  
ისბით%0“ის იაიაინ%-V "XX ინ-ი დზ5
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აგრეთვე ცხადია, რომ 
| III #C%, X,..Xი)0X0X---·თX, = 

#ჩ· 

=I|...| X”Cთა ჩი... Xი)ძXთX.·-.ძX,გ -- 

4 

+II. · 3) IXXს X,.··, Xი)0X,ძ0X.- .-.VXი. 

შე 4 

მაგრამ 

III #V,, Xუთოი Xი)ძX,ძXა-· -თXგ = 

4 

=I|I...| IX. შუშა... Xი)0X,ძX;-..0Xი, 

4 

II. · I XV Xვ· > Xი)თX,0თXვ···ძX, = 0. 

ჰა 4 

მაშასადამე, | 

III" IXCX, Xა ე X0)0X,თXვ-.-ძXგ = 

# 

=I|I.../ ICX,. X,.·. X.)0X,0X...0ძX,. 
4 

2.2) და (2.3) ტოლობათა ძალით მივიღებთ (2.1) ტოლობას. 

§ ვ. ცვლაღთა გარდაძმნა ი-ჯერაღ ინტეგრალფი 

განვიხილოთ დახურული მოცულობადი C არე (ჯX,, XV 

(2.3) 

·. Xი) 

სივრცეში. ვთქვათ, /(X,, X,.--·, X„) ფუნქცია უწყვეტია C არეში. 
მაშინ არსებობს #-ჯერადი ინტეგრალი 

III M(X,, X..··.» Xი)რX,0X..-თX,. 
C 

(3.1) 

ამ ინტეგრალის გამოთვლა მე-5 თეორემის მიხედვით ხშირად გარკვე - 
ულ სიძნელეებთანაა დაკავშირებული. ამიტომ (3.1) ინტეგრალის გა– 
მოთვლა მოხერხებულია სხვა გზით. ეთქვათ, 

X,=<,(V,, Mვ....) %ი), 

Xვ = დ;(V,, 2, ·-.. ი), 

Xი= დე(M,, M:,-. ი), 

(3.2)
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სადაც დ, დ, .---, დი ფუნქციები არიან უწყვეტი და აქვთ პირველი 
რიგის უწყვეტი წარმოებულები რაიმე 6” არეში (9 %ვ...., M») სოვ- 

რციდან, ამის გარდა, ვიგუ ლისხმოთ, რომ (3.2) . ფორმულები გვაძლევს 

ურთიერთცალსახა შესაბამისობას C და C' არეებს შორის. რადგანაც 

6 არე დახურულია და მოცულობადი, ამიტომ C” არეც დახურულია 
და მოცულობადი. ამ პირობებში მართებულია შემდეგი 

თეორემა მ. თუ 6 არის ყოველ წერტილში (3.2) 

სისტემის იაკობიანი ნულისაგან განსხვავებულია, 

მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

III IX. X.-. Xიგ)თX,- ·-თXაგ = 

C 

II-I I(9), და, -.., დი)! II ძე. .-თMი- 

ცს” 

ეს თეორემა მტკიცდება იმგვარადვე, როგორც ორჯერადი და სამ- 

ჯერადი ინტეგრალის შემთხვევაში. 

მაგალითი 1. გამოვთვალოთ ჯ-განხომილებიანი შემდეგი C 

არის მოცულობა: 

X+-X-+--+X=1, X.>0, X:->9,..., Xა:>0. (3.3) 

ამოხსნა. C არის /, მოცულობა გამოისახება ფორმულით 

= II. „| ძX,ძX..-ძX. 

მოვახდინოთ შემდეგი გარდაქმნა: 

X +X+- ··+Xი=M%»ა 

X-+X5-L. · ·+Xი =%)ზი, 

X+- +X ==%%2..შ%/ -/ 

X-=%ჯ%ვგ.--·Mი 

ეს ფორმულები შეგვიძლია ასე წარმოვადგინოთ: 

V,=X+X+. ··+X>”I 

_ X++XვL.. ·+X, 

X.+X2+.. ·ს+ Xი 

 



§ 
  

პირიქით, 

თუ X,, Xა·. 

და პირიქით, 

+X.. X2...ა. Xი. 

  

მ. ცვლადთა გარდაქმნა შ-ჯერად ინტეგრალში §45 

X.--1+L+X 
V,-.1 == ' 

X--3+Xი-I-+L+Xი 

Xი 
%გ““ - 

'” 21% 

X = (1 –– #Mე) 

X2=%/Mე(1 ––%ვ) აიიი რ.5 
Xაგ=%1IMვ...%ი: 

IX, ცვლადები აკმაყოფილებენ (3.3) პირობებს, მაშინ 

0<-V,=1, 0<ყე=<1,..., 0ლჯელ1 (3.6) 

თუ %ხ Mჯ:>. % აკმაყოფილებენ (3.6) პირობებს, მაშინ 

აკმაყოფილებს (3,3) პირობებს, მაშასადამე, C არე გა- 
დავსახეთ (3.4) ფორმულების მიხედვით (V/,, #«ე,--·, %:) სივრცის »-გან- 

ზომილებიან 

სეგმენტზე. 

0ა) =L9, 1; 0,1;...; 0,1) 

ახლა გამოვთვალოთ იაკთბიანი 

= XXX. X§,-'· Xი) , 

წ, 22. 12..." ზი) 

  

ამისათვის შემოვიღოთ აღნიშვნები 

X,==%I 2%ა= %M%ჯ,- (8) X = Mე%ვი თი? 

ფუნქციონალური დეტერმინანტის ერთ-ერთი თვისების თანახმად 

»ჩთ,, #2... Xი) · MX. ლლ X.) 
  

XVCXI X>.. Xი) #9XV ვ. %ი) 

(3.5) ფორმულის ძალით 

  

X=X, –-7X>» X-= 24-24... Xგ-= ი 1--X,, X.=Xე: 

ამიტომ . 
1--100...00 

01-21 0...00 

ჩ#Vი ი Xი _ . |001-–-1...000 | --|), 

XXXI. 24... X-) ლ; ”""'" '””==რ”რ·”·”“”" 

36 ვლ, ჭელიძე კ ე. წითლანაძე
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X27Vს X-ს Xი) _ _ ი 
XX+., ძვე. «ა 

მაშასადამე, 

  

I=C1 1 ფე მ...+8-ა ზი -: 
ო-ჯერად ინტეგრალში ცვლადთა გარდაქმნის ფორმულის ძალით გვექ- 

  

ნეზა 
·=I) I, I II ძთ,ძი,..-ძი„= 

– | ' წო ანგია ია, მიმი. --შV, = 

” M––1 92 

მაშასადამე, 
ა“ -+. 

მაგალითი 2. გამოვთვალოთ მოცულობა შემდეგი თ»-განზომი– 
ლებიანი სფეროსი: 

XI-+6I+...-+-XC0. 
ამთხსნა. ამ სფეროს ზედაპირის განტოლებაა 

' 2+IX4L..+ –+X =ც» (3.7) 

თუ მოცემულ სფეროს აღვნიშნავთ C-თი, მოცულობას კი Xა-ათ, 
მშან .= # 

= ((./ წი ძი. ძი- 
0 ა 

მოვახდინოთ ცვლადთა. გარდაქმნა 
%.= 6 810 X,, 

Xგ==0თ, 609 9, 810 %, 

X)==0 C08 %#; 608 «. 810 «ვ, (3.8) 

ში =ძ07 ტ08 V 008 «ვ...608 ძ9ძი- 81 ზი-., 

+Xგ= =0 C08 იე C08 «4კ...C08 ძია-ვ C0ი8 Mი-ვ. 

ადვილად დავრწმუნდებით, რომ (3.8) არმოადგენს (3.7) ზედაპირის 
განტოლებებს პარამეტრული საზით. წ
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ახლა (3.8) ფორმულებში დავწეროთ თ-ს ნაცვლად 0, რომელსაც 
ვცელით 0–-დან ძც-მდე, მაშინ გვექნება 

X»=0იმ80V,, 

X3=0 008%, 819 Vვ, 

X2==0 008%; 008 %V, 81L Vვ, (3.9) 

ე დიდიი... · · · · · · 686 . · · · · 

Xი 1=0 008 V, 6038 #,.--.608 ყე-უ 810 %ა 

Xგ=%ჩ C08 «, C08 «ვ· ..C08 Vუ_ევ C08 V„- ,, 

სადაც 
ჯX 

0=ილ9ძ) –-- <%5< -> (#=1, 2,..., #8-- 2), 

0ლხყიე.,=2%ჯ. (3.10) 

3.9) განტოლებები (3.10) პირობებით წარმოადგენენ C სფეროს, 

ფ,9ბ) ფორმულების საშუალებით C სფერო გადაისახება (V,, «,,..., 
..« 4ი- ი) სივრცის 

_ ი აყლარ, ახ აცლზ,.. 
რა= | -· 2 =ა %1 2' 2 42 => 2. 

:..: მლწყეელ2X 0<-0ლი | 

სეგმენტზე, 
სათანადო გამოთვლების ჩატარების შემდეგ მივიღებთ 

1X%, Xა··, ჰX) 

XX0, %#, Mვს-...V-)) L 

(––-– 1)-1 იჩ) ც080 16, 60859 ,,...ტ0ყ რიე 008 ყავ, 
მაშასადამე, 

  

#ა=II...I I|II ძი,ძყვ.-· ძყი-,ძე= 
რ · | 

= II · I ი”1 208 ა 0208 ი“3V.. · 608? §-C08 «9-3 ძი= 

0) 

-1 LL. 
§ , 9% 

= ჯM6ი8” ი, ძა, · | ფიგ” -'იძი,... 
# # 

3
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9 2ჯ ი. 

· |993%ი-იძიი-ა | ძიი-, IC" ძი. 

# 9 0 

9 

მაგრამ 

I ე”“1 ძ= - _ _ == 27, 

0 

4 

?. 9 , 

I ა08"XVX==2 I 00ც"X0X= 

> 

2 

2 

3 #-1 

= I (იყ? მ. (1-– აივ? ». L 2 81% X C08 X>X= 
6 

#=1 -1. 1.1.) =|,?70-ა+4=8 (+-, 2) 
წ) 

(აქ მოვახდინეთ ჩასმა #=C008”ჯ). მაგრამ 

I("7-)X(C+). M#+1 1 2 

5(';- +)“ 2 2 ჯ( #2 ) 

1 IC" ;-)I(+) 
| 505"X0X= (L=1, 2,..., #--2)» 

1 
2 

მაშასადამე, 

„(5 )I(C>) X(5”)X(>) _ 
XC) I(-%-) 

_ 90)V( -1- ) >. I I(8 ”ი6 
(2). =C 
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რაკი 

(6 )2რ§6)-X6%). 
იჩ 

თ 
თი)“ . (3.11) (+) 2 

ეს არის »-განზომილებიანი სფეროს მოცულობის გამოსახულება. 

თ»-განზომილებიანი სფეროს მოცულობის ცოდნა საჭიროა ალბა- 

თობათა თეორიასთან დაკავშირებული ზოგიერთი საკითხის შესწავ- 

ამიტომ 

  M#აც=



თავი IM 

ჭზეღაპირული ინტებრალები 

§ 1 პირველი ზვარის ყედაპირული ინტეგრალის 
განსაზღვრა და არხებობა 

პირეელი გვარის ზედაპირული ინტეგრალი წარმოადგენს ორჯერა- 

დი ინტეგრალის ბუნებრივ განზოგადებას, ისევე როგორც პირველი 
გვარის წირითი ინტეგრალი –– განსაზღვრული ინტეგრალის განზოგა- 

დებას. 

განვიხილოთ გლუვი წირით შემოსაზღვრული ფართობადი § ზე- 
დაპირი. ვთქვათ, ამ ზედაპირზე განსაზლვრულია /#/(X)= /(თ, V, #) 

ფუნქცია. მოცემული ზედაპირი დავყოთ რაიმე წესით ფართობად 
ნაწილებად 

ბეს, ბ8ე, ·.., ბეა. 

ყოველი #5» ნაწილზე ავიღოთ ნებისმიერი #, წერტილი და შევად- 

გინოთ ჯამი 

== VI თა|ბ8.1- 
#51 

აქ 69, ნაწილის ფართობი აღნიშნულია |#4:5L| სიმბოლოთი. თუ არსებობს 
ფთ ჯამის სასრული ზღვარი, როდესაც ყოველი #4; ნაწილის დიამეტრი 
ნულისაკენ მიისწრაფვის და იგი დამოკიდებული არაა არც 8 ზედაპირის 
დაყოფის წესზე და არც X, წერტილების არჩევაზე, მაშინ ამ ზღვარს 
ეწოდება პირველი გვარის ზედაპირული ინტეგრალი, 

გავრცელებული 8 ზედაპირზე და აღინიშნება I I ICX, ყ, #)ძ9 ან მოკ– 

5 

ლედ || /X)ძ8. 
8 

ახლა გადავიდეთ პირველი გვარის ზედაპირული ინტეგრალის გა- 
მოთვლის წესზე: ვთქვათ, ფართობადი 8 ზედაპირის განტოლებაა. 

#=დV, VI. |
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სადაც დ(X, ყ) ფუნქციას აქვს თ არეში უწყვეტი კერძო წარ- 

მოებულები 2? და ი (აქ თ წარმოადგენს 9 ზედაპირის გეგმილს 
' მყ 

ჯ0ყ სიბრტყეზე). მართებულია შემდეგი 

თეორემა 1. თუ /(X, |, ) ფუნქცია უწყვეტია 5 ზედაპირზე, 
მაშინ არსებობს /I(X», ყ, #2) ფუნქციის პირეელი გვარის. ზედაპირული 

ინტეგრალი და ადგილი აქვს ტოლობას 

III> V ”იძ5 = III IX, ყ, თ(X, Vყ) 

§ ი 

/ ო ა 

-# 1+(“)+(29) > 
ძX მ« 

დამტკიცება. 8 ზედაპირი დავყოთ რაიმე წესით ფართობად 

ნაწილებად #9, ტ69,, ·.., ტში. როგორც ვიცით 

| 43L+I= | | #1 + (269 #)" + Iდ; (X9)1? ძ»ძყ Cდ=1, 2,..., თ), 
ქძთ· 

სადაც ბთ; წარმოადგენს #5, ნაწილის გეგმილს ჯ«0ყ სიბრტყეზე. 
თუ გამოვიყენებთ საშუალო მნიშვნელობის თეორემას ორჯერადი ინ- 

ტეგრალისათვის, გვექნება 

| ტ5M = V/ 1+ Lდთ; (5, შ))" + Iდ;(ნ, თ»))" | რი; I, 
სადაც |ტთჯI-თი აღნიშნულია #0, არის ფართობი, ხოლო (წ), I) 
გარკვეული წერტილია ტით, არეში, 

ახლა 

  

  

  

1. თ= MM ყ.. #I) | 45; | 

ტო1 | 

ჯამი, სადაც (XL, VI, #) C 45), ასე წარმოვადგინოთ 
(43 

ძ= 3, IIXI, ყ»". დი, VM)1 

Lხ=1 

· MV 1 + Iდ-(6 უს)! + Iდ)(6ჯ, 7)" | ბი, |. 
დავამტკიცოთ, რომ 

  

IIთ (ძ–-–თძ9)=0, (1.2) 

სადაც
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ფ"შ= ?, I XI ყი თ(X» MI). · 
#51 

· V 1-+ (დ.(X. ყ»))? + Iთდ,(X, ყ/ი)1? |ტთ ჯ I. 
  

გვაქვს 

0-0" = 2, ! IX ყ”M დ(XM,, MI.) . 

#5=1 

  

· MI 1+ (დ;(5., ო»))? + (დე(6. შ.))– 

–V 1+Iდ:(CX, Vყ»+)1? + (დეCი», VI)1? | | ბთ» . (1,3) 

რაკი M/ 1 + (დ;(X, M)1? + IდეC, 9))) ფუნქცია თანაბრად უწყვეტია 
დახურულ თ. არეში, ამიტომ ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის 

არსებობს ისეთი დადებითი 8 რიცხვი, რომ § ზედაპირის ნებისმიერი 

დანაწილებისათვის #8), ტ8,, ..., ტ5,, სადაც = 

ძიება შ.) <8 (=1, 2, .... ს), 

  

  

გვექნება   
IV” 1-+ (დ;(6., იI))? + (დ/(6», 9#)1? – · 

– M 1 + IC:CV MM) + IV;(X VIX)1? | < 6“ 
(#=1, 2,...,7)- 

თუ ამის მიხედვით შევაფასებთ თ –- თ" სხვაობის აბსოლუტურ 
მნიშვნელობას, გვექნება 

  

| |თ-–თ'| < «MI, 
სადაც M წარმოადგენს | /IX, V, დ(X, §#)) | ფუნქციის უდიდეს მნიშე- 
ნელობას თ არეზე. მაშასადამე, მართებულია (1.2) ტოლობა, მაგრამ 
10 ი" ზღვარი არსებობს და წარმოადგენს დასამტკიცებელი (1.1) 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილს, ამიტომ არსებობს 1IIთ თ ზღვარიც და 

იგი წარმოადგენს (1.1) ტოლობის მარჯვენა ნაწილს, თეორემა ღამტ- 

კიცებულია. : 
ამრიგად, პირველი გვარის ზედაპირული ინტეგრალის გამოსათვ- 

ლელად საჭიროა ინტეგრალქვეშა /”(X, ყ, 2) ფუნქციაში „-ის ნაცვლად 
შევიტანოთ დ(», ყ) „გამოსახულება ზედაპირის განტოლებიდან, ხოლო 
ძვ შევცვალოთ გამოსახულებით 

მდ ა? /ძდ 1 –= -IL. 'M4 +(>)+ (92%) «ი 
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„მა გალითი 1, გამოვთვალოთ პირველი გვარის ზედაპირული 

ინტეგრალი 

  

_ 2 I= II 2-9. 

სადაც 5 წარმოადგენს 2=X+/? პარაბოლოიდის ნაწილს, რომელიც 

მასზე ამოიკვეთება »ჯ +ყბ=2 ცილინდრით, 

ამოხსნა. ჩვენს შემთხვევაში MX, ყ, 2)=   “ ,თ(იM)= = + ყ , ' 

=X"-+L+ყ?. ადვილი შესამჩნევია, რომ 

'Mრ : +(%)+ 2) =//L+40:ნ4ყ/1. 
მX მყ 

ცხადია, 9 ზედაპირის გეგმილი 20ყ სიბრტყეზე იქნება წრე, ცენტრით 

კოორდინატთა სათავეში და რადიუსით / 2. მაშასადამე, 7) არეს 
წარმოადგენს აღნიშნული წრე. (1.1) ფორმულის თანახმად გვექნება 

I= IIV1+421+34/ ძ»ძყ. 

  

თუ ამ ორჯერად ინტეგრალში მოვახდენთ ჩასმას თ=ტ00ძ039-, ყ= 03109, 

მივიღებთ: 

2?ვ V9 
13X 

4 == ". I= | 29 | # 1+4% ი'იძი = –-> 

თუ ზედაპირი მოცემულია პარამეტრული სახის განტოლებებით 

X=დ(0ს ს, #=%(, ს) ძ#=X(V%, %), 
მაშინ, როგორც ცნობილია, ზედაპირული ელემენტი შემდეგი ტოლო– 

ბით წარმოიქმნება 

ძ5=M ILC-–-X98 ძყის, 
სადაც ' 

(9) 1(>)+(>):9-(V)+(>) +(>)' 
_ 9 ძX _ ძყ მყ _ 07”. ძი. 

მსძმძს მი ძა: ძი. ძი 

თუ გამოვიყენებთ ანალოგიურ მსჯელობას, რაც ზემოთ იყო მო-
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ყვანილი, დავინახავთ, რომ ამ შემთხვევაში პირველი გვარის ზედაპი- 

რული ინტეგრალი გამოითვლება შემდეგი ფორმულის მიხედვით: . 

I !! MC ყ, 0)ძ5 = II | ICდC, თ, #6 «), XC, V)I I 66--X" ძიძია, 

სადაც § წარმოადგენს იმ "არეს (თ, ზ) სისტემის მიმართ, რომელიც 

85 ზედაპირს შეესაბამება. 

§ 2, პირველი გვარის ჯეღაპირული ინტებრალის თვისებები 

პირველი გვარის ზედაპირულ ინტეგრალზე ვრცელდება ორჯერადი 
ინტეგრალის თვისებები; 

19. II ძ5=|8I, 

სადაც |95|) სიმბოლოთი აღნიშნულია ფართობადი§ 

ზედაპირის ფართობი. 

9, თუ Iთ,V,,) ფუნქცია უწყვეტია ფართობად § 
ზედაპირზე და ი ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია, მა- 
შინ 

I I თICX, ყ, 2)05 =0ძ I I I(X, ყ, #)08- 
ზჯ § 

მ. თუ /I(C 9,6) ღა ე(ს,ყ,,) ფუნქციები უწყვეტია 
ფართობად 8§ ზედაპირზე, მაშინ 

I) IIIIC ყ, თ+9V% ყ, 2198 = II (700 თ იძვ+ I) | 9«C, ყ, #) 98. 

4, თუ IX, ყ, 2) უწყვეტია ფართობად § ზედაპირზე 

და ეს ზედაპირი დაყოფილია ორ ფართობად #5, და#, 

ზედაპირად, მაშინ 

II IC= ყ, 2ძ08= || IC, ყ, იძ8+ | | IV ყ, თძვ. 
ა 5) ჟღ 

ეს არის პირველი. გვარის ზედაპირული ინტეგრალის ადიტიურობის 

თვისება. 

ს”. თუ ფართობად 8 ზედაპირზე (დ, ყV, #) ფუნქცია 
არაუარყოფითია, მაშინ 

II IX, V, #)ძ5 > 0.
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ზ. თუ /(თ, ყ,2) და ყ(ი ყ, 7) ფუნქციები უწყვეტია 
ფართობად § ზედაპირზე და ამ ზედაპირზე /(», ყ,2) 

= 9#(X, ყ, #8), მაშინ 

I) | (>, ყ, 2)ძტძ95< II 'I ჟ(0C ყ, 2)ძ89. 

?'. თუ /X%·ყ, #9) უწყვეტია ფართობად § ზედაპირზე 

და, ამის გარდა, §-ზე შესრულებულია უტოლობები 

ო < I(X, ყ, ი) = M#, მაშინ 

“| 51= I IX, ყ, 2ი)ძზ <= MI|5I 

89. თუ ”(X, ყ,#) უწყვეტია ფართობად § ზედაპირზე, 

მაშინ 

II 6 მ5 </| IM9#./I48. 
ა L 

ზემოთ მოყვანილი თვისებების ღამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 

თეორემა 9. თუ I(C=, ყ, ჩ) ფუნქცია უწყვეტია ფართო- 

ბად ჩაკეტილ § ზედაპირზე, მაშინ ამ ზეღაპირზე არ- 

სებობს ერთი მაინც ისეთი (6,7, ს) წერტილი, რომ 

II M> #, 298 = IC. 5, 6) 19. (2.1) 
წ 

დამტ კიცება, აღვნიშნოთ # და #-ით /(X, ყ, 2) ფუნქციის 
უმცირესი და უდიდესი მნიშვნელობები. მაშინ 5 ზედაპირის ყოეელი 

(X, ყ, 6) წერტილისათვის გვექნება 

».=IX, #9 #”) = M. 

მე-7 თვისებების თანახმად გვაქვს 

5) < II | ICC ყ, 405 < M|8I. 

აქედან 
თ<- I(CX, , §)ძ5 = M. 

(5 11 ი 
ადვილად დავამტკიცებთ, რომ /”(, ყ, 2) ფუნქცია მიიღებს ყველა 

მნიშვნელობას, რომელიც მოთავსებულია > და # რიცხეებს შორის.
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ამიტომ არსებობს ერთი მაინც ისეთი წერტილი (6, წ», L)C7#9, რომ 

ადგილი ექნება ტოლობას 
1 

(91 !! I(X, ყ. 21095=I(6, », CI. 

აქედან მიიღება (2.1) ტოლობა. 
ეს არის საშუალო მნიშვნელობის ფორმულა პირველი გვარის ზე- 

დაპირული ინტეგრალისათვის, ა. 

§ 3, ყედაპირის მხარეები 

თუ ზედაპირი მოცემულია #=/(, ყ) განტოლებით, ინტუიციურად 
ცხადია, რომ ზედაპირს აქვს ზედა და ქვედა მხარეები. შეკრული ზე- 
დაპირის შემთხვევაში აღეილი წარმოსადგენია, რომ ზედაპირს აქვს 

ორი მხარე-– შიგა და გარე მხარეები, როგორც, მაგალითად, სფერულ 

ზედაპირს. 
ახლა გადავიდეთ ზედაპირის მხარის განსაზღვრაზე. განეიხილოთ 

რაიმე 8 ზედაპირი (შეკრული ან კიდიანი) და ვიგულისხმოთ, რომ 
ზედაპირის ყოველ წერტილში შეიძლება მხები სიბრტყისა და, მაშასა- 

დამე, ნორმალის გავლება. ზედაპირის ნებისმიერ Mე წერტილზე გა- 
ვავლოთ ნორმალი და მას მივანიჭოთ გარკვეული მიმართულება ერთ- 

ერთი ორი შესაძლებლობიდან. შემდეგ, 8 ზედაპირზე ავიღოთ M5იე 
წერტილზე გამავალი ნებისმიერი შეკრული 0 კონტური, რომელიც 
არ კვეთს ზედაპირის კიდეს. ვთქვათ, )/ წერტილი მოძრაობს C კონ- 

ტურზე და ამ წერტილზე გამავალი ნორმალის მიმართულება უწყვე- 
ტად იცვლება. შეიძლება. მოხდეს, რომ კონტურის შემოვლის შემდეგ 
M.ე წერტილში ნორმალის მიმართულება დაემთხვეს თავდაპირველ 
მიმართულებას ან მისი საწინააღშდეგო იყოს. თუ ყოველი M წერ- 

ტილისათვის ადგილი აქვს პირეელ "შემთხვევას, მაშინ § ჭზედაპირს 

ორპირა ზედაპირი ეწოდება, მეორე შემთხვევაში კი––ცალპირა 

ზედაპირი, 

ცალპირა ზედაპირის კლასიკურ მაგალითს წარმოადგენს ეგრეთ 

წოდებული მებიუსის (M6სხ1ს8) ფურცელი. ავიღოთ ქაღალდის 

მოგრძო ლენტი, ერთხელ გადავგრიხოთ და ნაპირები ერთმანეთს მივა- 
წებოთ, მივიღებთ მებიუსის ფურცლის მოდელს (ნახ, 52). თუ დავიწ- 
ყებთ მის შეღებვას, მაგალითად, წითელი საღებავით, მაშინ საზღვარზე 

გადაუსვლელად მთელი რგოლი შეგვიძლია წითლად შევღებოთ. შემ- 
დეგმი ასეთ ზედაპირებს არ განვიხილავთ,



§ 3, ზედაპირის მხარეები 557 
  

ორპირა ზედაპირის ერთ წერტილში ნორმალის მიმართულების 

არჩევა ცალსახად განსაზღვრავს ზედაპირის ყველა წერტილში ნორმა- 

ლის მიმართულების არჩევას, სიბრტყე, სფერო, ელიფსოიდი, პარა- 

ბოლოიდი, ცალკალთა ჰიპერბოლოიდი–-ორპირა ზედაპირებია. 

ვთქვათ, 8 გლუვი კიდიანი ორპირა ზედაპირია, რომელიც 'შემო- 
საზღვრულია, მარტივი შეკრული # კონტურით, ავიღოთ ამ ზედაპი- 

რის გარკვეული მხარე და /, კონ- 

ტურზე ავირჩიოთ შემოელის გარკ- 

ვეული მიმართულება, როგორც და- 

დებითი შემდეგი წესის მიხედვით: 

თუ მზვერავი მოძრაობს ჯ# კონ- 

ტურზე ისე, რომ ზედაპირის შერ- 

ჩეული მხარის შესაბამისი ნორმა- 

ლის მიმართულება გადის ფეხები- ნახ. 59. 

დან თავისაკენ, მაშინ ს კონტურის 

მიერ შემოსაზღერული ზედაპირის ნაწილი უნდა რჩებოდეს მარცზნიე. 

ამავე წესით შეგვიძლია დავადგინოთ ავლის დაღებითი მიმართუ- 

ლება ზედაპირზე მდებარე ყოველი მარტივი შეკრული კონტურისათ- 
ვის, რომელიც ზედაპირის ნაწილს შემოხახავს. 

დადებითი ავლის საწინააღმდეგო მიმართულებას ავლის უარყოფი- 

თი მიმართულება ეწოდება. 

თუ ავიღებთ ზედაპირის მეორე მხარეს, მაშინ ნორმალები შეიცე- 

ლიან მიმართულებას საწინააღმდეგოთი, შეიცვლება მზვერავის. მდება– 

რეობა და საჭირო გახდება XL კონტურის ავლის დადებით და უარყო- 

ფით მიმართულებათა გადასმა. ასეთ შემთხვევაში ვამბობთ, რომ ზედა- 

პირი შეიცვლის ორიენტაციას. ამრიგად, ზედაპირის მხარის 
შერჩევა განსაზღვრავს 5 ზედაპირის ორიენტაციას და, პირიქით, ზედა– 
პირის კონტურის ავლის დადებითი მიმართულების შერჩევა ცალსახად 
განსაზღვრავს ზედაპირის მხარეს. 

ორპირა ზედაჰირის უმარტივეს მაგალითს წარმოადგენს ზედაპირი, 

რომლის განტოლებაა #=/(X, V), სადაც ICX, ს) უწყვეტია 7) არეში 

და ამ არეში აქვს უწყვეტი კერძო წარმოებულები 8-X, (=X-. 
X 

ამ შემთხევევაში ზედაპირის ნორმალის მიმართულების კოსინუსები 
გამოისახება ფორმულებით 
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1.» 
9MI--3=2 2 (3.1) 

თუ რადიკალის წინ ავიღებთ გარკვეულ ნიშანს, ამით ზედაპირის. 

ყოველ წერტილში დავადგენთ ნორმალის გარკვეულ მიმართულებას. 
დაშვების თანახმად, მიმართულების კოსინუსები წარმოადგენენ წერტი- 

ლის კოორდინატების უწყვეტ ფუნქციებს, ამიტომ ნორმალის დადგე- 
ნილი მიმართულებაც უწყვეტად დამოკიდებულია წერტილის მდება- 
რეობაზე. აქედან ცხადია, რომ (3.1) ფორმულებში რადიკალის წინ. 

ნიშნის შერჩევას გეომეტრიულად შეესაბამება ზედაპირის გარკვეული. 
მხარის აღება. თუ რადღიკალის წინ ავიღებთ –L ნიშანს, მაშინ ზედა- 

  

პირის ყოველ წერტილში 008 X7=-->------ დადებითია, ე. ი. 
_ V“ 1+ჯ“" + XI , 

0/ ღერისა და ნორმალს შორის + კუთხე მახვილია. 

§ 4. მეორე გვარის ზეღაპირული ინტეგრალის განსაზღვრა 

განვიხილოთ რაიმე § ზედაპირი,: რომლის განტოლებაა 

#=I(, Vყ) 

“სადაც IX, ყ) ფუნქცია თავისი 2 და -. კერძო წარმოებულებ– 
X MV 

თან ერთად უწყვეტია თ0ყ სიბრტყეზე აღებულ დახურულ /#0 არეზე. 
ვიგულისხმოთ, რომ ჯ#) არე შემოსაზღვრულია უბან-უბან გლუვი კონ- 

ტურით. ამ ზედაპირზე ავირჩიოთ გარკვეული მხარე, მაგალითად, ზე– 

და მხარე. ამით ზედაპირზე არჩეულია გარკვეული ორიენტაცია. 
ახლა ვთქვათ, 8 “ზედაპირზე განსაზღვრულია 1:(M)=#(», #4, 9) 

ფუნქცია, 8 ზედაპირი დავყოთ რაიმე წესით ფართობად ნაწილებად 

ტ59,; ბ50), -.., 65» 

და შევადგინოთ ჯამი 

#M ჩ 

2, #(M,) ტთს= 2, #CXს, ყ., #.)ბთი, (4.1) 
ჩ=1 #51 

სადაც #ტთ, წარმოადგენს დ0ყ სიბრტყეზე 45, არის გეგმილის ფარ– 

თუბს, ხოლო M(X., ყ#», #7) ნებისმიერი წერტილია 485 არისა. 

თუ არსებობს (4.1) ჯამის ზღვარი, როდესაც ყოველი #4, დანა- 

ყოფის დიამეტრი ნულისაკენ მიისწრაფვის და ეს ზღვარი დამოუკიდე- 
ბელია როგორც 8 ზედაპირის დაყოფის წესზე, ისე M## წერტილების.
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შერჩევაზე, მაშინ ამ ზღვარს ეწოდება XX, ყ, 2) ფუნქციის მეორე 
გვარის ზედაპირული ინტეგრალი და აღინიშნება 

I I XX, ყ, )ძაძყ ან I I #(M#)ძXძყ. 
§ § 

§ 5. მეორე გვატის ზედაპირული ინტეგრალის თვისებები · 

მეორე გვარის ზედაპირული ინტეგრალის ქვემოთ მოყვანილი თვი– 
სებები მტკიცდება იმგვარადვე, როგორც წირითი ინტეგრალის შემთხ- 

ვევაში. 

19. წრფივობის თვისება. თუ არსებობს 7,(#), 7:(M), --., 
#ი(M) ფუნქციების მეორე გვარის ზედაპირული ინ- 

ტეგრალები II X#(V)ძXჰყ (C>1, 2,..., 8), მაშინ იარსე- 
5 

ბებს II > თა0იბი და მართებულია ტოლობა 
#=1 

II » თ.8.(M)ძX=/= 1: 0, | | 8.(M)ძ»მს, 
§ #=1 LI წ 

სადაც C, C.. ·-., 6 ნებისმიერი მუდმივებია. 

99. პდიტიურობის თვისება. თუ არსებობს მეორე გვარის 

ზედაპირული ინტეგრალი I | 8(X0:ძიძი და 5, ზ5"·V „ს 9 

| 5 

წარმოაღგენს § ზედაპირის დანაწილებას, სადაც ყო- 

ველი 5, ნაწილი ფართობადია, მაშინ მართებულია 

ტოლობა 

'! MX(CM)ძაძყ = XII XX(CM)ძXძყ. 
#51 ჩკ შ · 

გ. ზედაპირული ინტეგრალები (CM) ფუნქციიდან, 

გავრცელებული ერთი და იმავე MI ზედაპირის სხვა- 

დასხვა მხარეს, აბსოლუ ტური სიდიდით ტოლი არიან 
და აქვთ ურთიერთსაწინააღმდეგო ნიშნები, ეს ასე 
ჩაიწერება, 

I I XMVM)ძ0Xძყ= –- || IXLM)ძ»Xძყ. 
§«- §>+
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ახლა, თუ ზედაპირულ ელემენტებს დავაგეგმილებთ ყი02 ან' >0გ 
სიბრტყეზე, ანალოგიური გზით მივიღებთ მეორე გვარის ზედაპირულ 
ინტეგრალებს 

I L XXM)ძყძი, I I 0(ი)ძXძი, 
§ 5 

სადაც #(CM)=LV, ყ, 2) ღა ((M)= CC, ყ, 2) წარმოადგენენ § ზედა- 
პირზე .განსაზღვრულ ფუენქციებს. 

ხშირად განიხილება სამი ინტეგრალის ჯამი 

II C Vყ, იყი” + 0C. ყ, 2)ძXძი -L 1C, ყ, 2)ძაძყ- 
ჯა 

§ 0, მმო#რე გვარის ზედაპირული ინტეგრალის გამოსახვა 
პირველი გვარის ზედაპირული ინტეგრალით 

განვიხილოთ მეორე გვარის ზედაპირული ინტეგრალი 

I I #LCX, ყ, 2)ძXძყ, (6.1) 
ა 

სადაც XXX, ყ, 2) არის უწყვეტი ფუნქცია ფართობად § ზედაპირზე, 
ხოლო § ზედაპირის განტოლებაა 2=/(X, ყ), ამასთან /(Xჯ, ყ) ფუნქ- 
ცია თავისი ჯუ და 9 კერძო წარმოებულებთან ერთად უწყვეტია დახუ- 

რულ (ს) არეში. 

(6.1) ინტეგრალი შეიძლება წარმოვადგინოთ პირველი გვარის ზე- 

დაპირული ინტეგრალით, ხოლო ეს უკანასკნელი, როგორც ზემოთ 

იყო დადგენილი, ორჯერად ინტეგრალზე დაიყვანება. მართლაც, რო- 

გორც ვიცით 

Iბ5-I= || (1 + »ზ+ებძ»ძყ. (6.2) 
42თIL 

თუ მხედველობაში მივიდებთ, რომ ზედაპირის ზედა მხარისაკენ მი- 

მართული ნორმალის მიერ 02 ღერძთან შედგენილი კუთხის კოსი- 
ნუსია 

1 
005, =-– ––==„=„=–––> , V1 + :1+ი' 

მაშინ (6,2) ტოლობა ასე გადაიწერება 

Iა8»| = | | ,9X94 , 
4თა 6057
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საშუალო მნიშვნელობის თეორემის თანახმად 

1 
  |I65L) = 2 (ბთ. (6.3) 

V# 

სადაც 4+,-თი აღნიშნულია კუთხე, რომელსაც 0# ღერძთან შეადგენს 

#5, ზედაპირული ელემენტის ერთ-ერთ გარკვეულ წერტილზე გავლე– 
ბული ნორმალი. 

(6.3) ტოლობიდან გვაქვს 

|ბთ„|= 008 +, |ბ5+) (#=1, 2, -.-, ჩM)- 
თუ ამ გამოსახულებას შევიტანთ 

ი 

თძ= 31. #LCX», ყ" 2.) Iტთ+!, 

#"1 · 

გამოსახულებაში, მივიღებთ 

M _–_ 

თ= 2, # (XV MM; 2) C05VL |ტ5VI: (6.4) 
#=1 

ახლა აღვნიშნოთ +ჯ-თი კუთხე, რომელსაც შეადგენს (X, MM, ##) 
წერტილზე გაელებული ზედაპირის ზედა მხარის ნორმალი (0/ ღერძ- 
თან და განვიხილოთ ჯამი 

MM 

იწ = 2, #C%ი ყM. ##M) 608 7# | 65 I. 
#51 

ადვილი მისახვედრია, რომ 11თ თ" არის პირველი გვარის ზედაპირული 

4-0 
ინტეგრალი, სადაც ინტეგრალქვეშა ფუნქციაა IX, ყ, 2)005 +. 

დავამტკიცოთ, რომ 

1)თ (–--თ")=0, (6.5) 
რ–0 

გვაქვს: 

I(თ=––ი" | < 2) | მიის ყა, 5)IIC08 /#-- 008 I ტ5I. (6.6) 
გ5=1 

008 + უწყვეტია C არეზე, ამიტომ ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის 
არსებობს ისეთი დადებითი გ რიცხვი, რომ § ზედაპირის ნებისმიერი 
დანაწილე ბისათვის 289,, ბეე, .-., ბყ., სადაც 

86 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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ძ(ეტ5,) < ზ (L=1, 2, "..·M), 

ადგილი აქვს უტოლობებს 

| თ03% –- 209 "ML < ვ) 78 

სადაც M არის |#C, ყ, თ | ფუნქციის უდიდესი მნიშვნელობა. 8 ზე- 
დაპირზე. 

მაშასადამე, (6.6) უტოლობის თანახმად 

_ თ" <M. ს. I=6. 16 თ"! 9272. ! ტბ5»I C 

ამრიგად, მართებულია (6.5) ტოლობა და ამიტომ ათ თ= 14თC", ე. 0. 
–ი #4-4+0 

მართებულია. ტოლობა 

; II | 7X, V, 9ძ9Xთყ= II | #C ყ. თიი5+ ძვ. (6.7) 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილი დაიყვანება ორჯერად ინტეგრალზე,კ 
ამისათვის საკმარისია #(X, ყ, 7#)-ში #-ის ნაცვლად შევიტანოთ /(X, V), 
ხოლო ძე-ის ნაცვლად შევიტანოთ ზედაპირული ელემენტის მნიშვ- 

ნელობა 

კვ= 92299 , 
0037 . 

მაშასადამე, · ' , 

I #0 #, თძ»Xბყ= | | 7 ყ, ICX, V)10X9ყ, (6.8) 
ა 9 | 

სადაც 6C აღნიშნავს X0ყ სიბრტყეზე § ზედაპირის გეგმილს. 

თუ ინტეგრალს ავიღებთ 8 ზედაპირის ქვედა მხარეზე, მაშინ გვექ- 

ნება ფორმულა 

I I MC ყ,. 7)ძ-ძყე= I | 8 V,/ CX. V)) ძაძყ. (6.9) 
§ (7 , ', 

თუ მთელი 8 ზედაპირის წერტილის თ აპლიკატის გამოსახვა არ 

შეიძლება თ და ყ-ის ცალსახა ფუნქციით, მაშინ წ ზედაპირი უნდა 

დავყოთ ნაწილებად ისე, რომ თითოეულ ნაწილთან 02 ღერძის პა- 

რალელური წრფის გადაკვეთის წერტილების რიცხვი ერთზე მეტი არ 
იყოს, ავიღოთ ინტეგრალები ამ ნაწილებზე და შევკრიბოთ.



§ 7. სტოქსის ფორმულა 563 
  

ახლა 8 ზედაპირის „=/(დ, ს) განტოლება ამოვხსნათ «-ის მიმართ 

(ვიგულისხმოთ, რომ ეს შესაძლებელია): X=დ(V, #), მაშინ ანალოგიური 

მსჯელობით მივიღებთ 

I | LC #, 2 ძყძი =|I XXX ყ. 7იი§Cთძთ.. (6.10) 
§ · 3 

| II XC ყ, #0) #ყძი = | I XL8 CV, XI, ყ, 8) ძყძი, 
.ქ ბ) 

სადაც ILXX, ყ, 2) უწყვეტი ფუნქციაა § ზედაპირზე, ხოლო 9, წარ- 
მოადგენს 59 ზედაპირის გეჯმილს V02 სიბრტყეზე, C კი კუთხეა 8 

ზედაპირის ნორმალსა და 0+X ღერძს შორის. 

თუ #2=/IC- ყ) განტოლებას ამოვხსნით ყ-ის მიმართ, გვექნება 

ყ=%(თი, #) და ანალოგიური მსჯელობით მიეიღებთ 

II დVთ, ყ, 2) ძXც2 = II C0XX, ყ, 7) 603 ჩ ძ5, 

M § " (6.11) 

I I -0(0X ყ, #) თXძ2 = I I 0IX, დ(X, 8), 210Xძ7, 

§ 0) 

სადაც 0(», ყ, #2) უწყვეტი ფუნქციაა § ზედაპირზე, ე წარმოადგენს 

§ ზედაპირის გეგმილს »07 სიბრტყეზე, 8 კი კუთხეა § ზედაპირის 

ნორმალსა და 0ყ ღერძს შორის, (6.7), (6.10) დღა (6.11) ტოლობათა 

წევრ-წევრად შეკრება გვაძლევს: 

II 5ძყი”2+0ძ-ძX +71ძXძყ = I /( (0იი§თ+ 00058 + 7C0§4)ძ5. 
§ § 

§ 7, სტოქსის ფორგულა 

ზედაპირული ინტეგრალისათვის ადგილი აქვს გრინის ფორმულის 
"ანალოგიურ ფორმულას, რომელსაც 8 ზედაპირზე გავრცელებული 

ინტეგრალის გამოთვლა დაყავს ამ ზედაპირის შემომLაზღვრელ 0. 

კონტურზე აღებულ წირითი ინტეგრალის გამოთელამდე. 
განვიხილოთ ფართობადი 8 ზეღაპირი, რომელთანაც 0828 ღერძის 

პარალელური წრფის. გადაკიეთის წერტილების რიცხეი ერთზე მეტი 

ზედაპირის განტოლება. საზღვარი აღვნიშნოთ C ასოთი. ვთქვათ, 5 

§=/(X, #4),
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სადაც /(X, ყა ფუნქცია უწყვეტია თავისი პირველი რიგის კერძო 
წარმოებულებით ჯ) არეში. როგორც ვიცით, 5 ზედაპირის გ» ნორ- 
მალის მიმართულების კოსინუსები გამოისახებიან ფორმულებით 

–» –49 ლ09თ= -–---–=---, 009==--–-- --–, 
/ 1+ 7» + ი M 1+ჯ? + დ? 

1 
ებაებრ“რ– C03%1= --–-–==–=–==. 

'0+0+27 
აქედან გვაქვს 

92003%=–ლიით, «ძ0087=-–-08 ჩ. (7.1) 

ახლა ვთქვათ, 8 ზედაპირის შემცველ რაიმე C არეში განსაზღვ– 

რულია XXX, ყ, #) ფუნქცია, რომელიც უწყვეტია თავისი კერძო წარ- 

მოებულებით 2 და 22, განვიხილოთ წირითი ინტეგრალი 
V #6 

I LX, ყ, #6)ძX. 
C 

#ჯ ასოთი აღვნიშნოთ C კონტურის გეგმილი თ«0ყ სიბრტყეზე. რაკი 

C ძევს § ზედაპირზე, ამიტომ ” 

I LV, ყ, 2)0X= I IX, ყ, / (X, 9)1 #X- 
C L 

გრინი ფორმულის თანახმად 

I LV, "V ICX, სV))9თX=– II 9XIX, V IV 4)) ძXძყ. (7.2) 

L ნ მყ 

მაგრამ რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის მიხედვით 

09XVLV, V ”) = 0იLLCX, V, 8) + მXCX, ს, #”) I 

  

  

  

მყ ძყ 2=IX, V) ძი მყ | -=I(X,V) 

მიე იძ” 

ამასთან, X-ს გამოსახულებაში #-ის ნაცვლად უნდა ვიგულისხმოთ 
#(X, ყ). მაშასადამე, (7.2) ფორმულის თანახმად 

I LV, ყ, 2)ძX= – I (2-+77 9X ძ )რ»პ-
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შემდეგ, რაკი ძXძყ= 003 1 ძ9, ამიტომ 

|7> I” მ0-- ||. (+, 0» წ, ) 209 7 ძ5. 

ვისარგებლებთ რა (7.1) სთელდი (აიყარი გვექნება 

I #ჯ(იX, ყ, ი2ძX = I (; ე ეაივ 1 თაიმ 45. (7.3) 

ეს ფორმულა ამყარებს კავშირს § ს ყეაპირზე გავრცელებულ ინ– 
ტეგრალსა და 8 ზედაპირის შემომსაზღვრელ 07 კონტურზე აღებულ 
წირით ინტეგრალს შორის. ჩვეულებრივ (7.3) ფორმულის ნაცვლად 

განიხილავენ უფრო ზოგად ფორმულას, რომელსაც ფიზიკური შინა–- 
არსი აქვს, ამისათვის განვიხილოთ ორი სხვა ფუნქცია 0(% ყ, ი) და 

XXX, ყ, 2), რომლებიც უწყვეტია C არეში თავისი კერძო წარმოებუ- 

ლებით 90. 9თ 9L და 9X ამის გარდა ვიგულისხმოთ, რომ § 
ძჯ ” მ»! ძ/ მჯ. 

ზედაპირის წარმოდგენა შეიძლება როგორც X=4%(Vყ, 2), ისე ყ=V(X,ჩ) 

განტოლებით. 

თუ ზემოთ ჩატარებული, მსჯელობის "ანალოგიურ მსჯელობებს ჩავა– 

ტარებთ, გვექნება 

: = მე ძლ 
0(X, V, 2)0ძყ= I: 008 ჯ– –- 008 #) ძე, (7.4) 

II I ძX ყ ძე 

( 70 # 0 - | | (პრიიგ6- 2“ ე აიგ8) ძნ. (7.5) 

მაშასადამე, თუ 8 ზედაპირის წარმოდგენა შეიძლება ერთდროულად 

განტოლებებით 

#=IC, 9) X=დ(Vყ, ”), ყ= სთ, თ), 

მაშინ (7.3), (7.4), და (7,5) ტოლობების წევრ- წევრად შეკრებით მი- 

ვიღებთ 
| 202+0ძყ+7 = 

:9% ძი“. „0 
IL მყ ბი თრ+( => ი# 008 8 + 

მიდ ეჯ 
ძ% მ“ 208 ”| ძე. ' (7.6)
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ეს ფორმულა ამყარებს კავშირს ზედაპირის შემოსაზღვრულ კონ- 

ტურზე აღებულ წირით ინტეგრალსა და ზედაპირზე გავრცელებულ 
ისტეგრალს შორის. (7.00) ფორმულას ეწოდება სტოქსის ფორ- 

მულა (თ. C. 5L0L63). 

სტოქსის ფორმულა შეიძლება ჩაიწეროს მეორე გვარის ზედაპი- 

რული ინტეგრალის გამოყენებითაც. სახელდობრ 

| 29ი+0ძყ+#9; II (+-9 ძXმყ + 

+ (94% 23, + (3 კი, ძ.» 

(7.6) ფორმულა გამოყვანილი იყო იმ დაშვებით, რომ 0», 0ყ 
და 02 ღერძების პარალელური წრფეები კვეთენ 8 ზედაპირს შესაბა- 

მისად არა უმეტეს ერთი წერტილისა. თუ ეს ასე არ არის, მაშინ 5 
ზედაპირი ისე უნდა დავყოთ დამხმარე წირებით, რომ 5 ზედაპირის 

ყოველი ნაწილისათვის გამოიყენება (7.6) , ფორმულა. თუ ამგვარად 

მიღებულ ტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, ტოლობის მარცხენა 
ნაწილში გვექნება C კონტურზე გავრცელებული წირითი ინტეგრალი, 

ვინაიდან დამხმარე წირებზე ინტეგრალები აღებულია ორ-ორჯერ ურ- 

თიერთსაწინააღმდეგო მიმართულებით და გაბათილდებიან. ტოლობის 
მარჯვნივ მივიღებთ ზედაპირულ ინტეგრალს, გავრცელებულს მთელ 

8 ზედაპირზე; ასე რომ, (7-6) ფორმულა მართებულია ზოგად შემთხ- 

ვევაში. ამასთან, უნდა დავიცვათ 0 კონტურის შემოვლისა და § 

ზედაპირის » ნორმალის მიმართულებისათვის შემდეგი პირობა: მზვე- 

რავისათვის, რომელიც უვლის C კონტურს და დგას ნორმალის მი- 
მართულებით, 8 ზედაპირი უნდა რჩებოდეს მარცხნივ. 

მაგალითი 2. შევამოწმოთ სტოქსის ფორმულა #=ყ, 0=;/, 
M#=X ფუნქციებისათვის, თუ 0 არის წრეწირი 

ჯ=ძლ008, ყ=0L/ 2 ნ1იჯ 003,, 2«=0ძ 810“ (0 <1 < X»), 

8 კი ამ წრეწირით შემოსაზღვრული წრეა (ეს წრე მიიღება ჯ+„=ე 
სიბრტყისა და X?+-ყმ+/?=0? სფეროს გადაკვეთაში; მისი რადიუსი 

ძ ი –-). ტოლია L> 2 

შემოწმება. გვაქეს 
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. ჯ _–_ | 

| ყძ9X+#+9ყ+Xძ-=იპ IC–VC 2 §10% + 2003% 6Iს 0) ძ/ = 
C ი · = 

1 – 

=- - 2 3. 5 ს 2%0 

ზედაპირული ინტეგრალი 

·–L | 9X2ყ+ძყძ»+ ძ»ძი, 
§ | M 

უდრის ზემოთ აღნიშნული წრის კოორდინატთა სიბრტყეებზე გეგმი- 
ლების ფართობთა ჯამს, აღებულს შებრუნებული ნიშნით, ე. ი. · 

2 1 – 

–2 ““ იივ45ბ= 2 ჯXც.9. 

ამრიგად, სტოქსის ფორმულა მართებულია ზემოთ მოყვანილი ფუნქ- 
ციებისათვის. 

§ 8. წირითი ინტეგრალის დამოუკიდებლობა ინტეგრების 

გყისაგან 

გთქვათ, სივრცითი ღია CC არეში განსაზღვრულია XL, 0 და #7 

ფუნქციები, რომლებიც უწყვეტია თავისი კერძო წარმოებულებით 

“ი? ბპ» პრი მ0 მ# 0# 
მყ? მი მX” მია” ძX” ძყ 

სტოქსის ფორმულის სამუალებით აღვილად დავადგენთ აუცილებელ 
და საკმარის პირობებს იმისას, რომ წირითი ინტეგრალი 

| 69X+ 0ძყ + #9», (8.1) 
C 

აღებული ყოველ მარტივ ჩაკეტილ უბან-უბან გლუვ 0 კონტურზე, 
რომელიც აღებულია C-ში, იყოს ნულის ტოლი. 

იმისათვის, რომ გამოვიყენოთ სტოქსის ფორმულა, საჭიროა წინას- 
წარ დავადოთ C არეს ბუნებრივი შეზღუდვა. სახელდობრ, უნდა მო- 
ვითხოვოთ, რომ როგორიც გინდა იყოს C-ში მოთავსებული მარტივი 

შეკრული უბან-უბან გლუვი C კონტური, მასზე შეიძლებოდეს ღა– 
ჭიმვა, C-ში მოთავსებული უბან-უბან გლუვი 8” ზედაპირისა, რომელ– 
საც აქვს C თავის კონტურად. ეს თვისება ანალოგიურია ბრტყელი 
ფიგურის ცალადბმულობის თვისებებისა. C. არეს, რომელსაც აქეს 
ზემოთ აღნიშნული თვისება, ვუწოდოთ ზედაპირულად ცალად-
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ბმული არე. მაგალითად, ორი კონცენტრული სფერული ზედაპი- 
რებით შემოსაზღვრული სხეული ზედაპირულად ცალაღბმული არეა. 
როგორი შეკრული კონტურიც გინდა ავიღოთ ამ არის შიგნით, მასზე 
დაიჭიმება ზედაპირი, რომელიც მთლიანად არეს ეკუთვნის. ტორი არ 

წარმოადგენს ზედაპირულად ცალადბმულ არეს. 

ვთქვათ, C არე არის ზედაპირულად ცალადბმული არე. დავჭიმოთ 

C კონტურზე § ზედაპირი, რომელიც 6-შია მოთავსებული და სტოქ- 

სის ფორმულის მიხედვით (8.1) ინტეგრალი შევცვალოთ ზედაპირული 

ინტეგრალით 

I-სა ელლ 
ამ ინტეგრალის ნულთან ტოლობისათვის საკმარისია შემდეგი პირთ- 

ბები | 

ალ_ ან. ან ძ0 პხ_ ა» 
ძX პი მყ მთ” მი ძ» 

ეს პირობები აუცილებელიცაა, რაშიაც ადვილად დავრწმუნდებით, 
თუ განვიხილავთ ბრტყელ 8 ფიგურებს, რომლებიც რიგ-რიგობით 

მდებარე.სბენ კოორდინატთა სიბრტყეების პარალელურ სიბრტყეებში. 
ადვილი დასამტკიცებელია, რომ (8.2) პირობები აუცილე– 

ბელია და საკმარისი იმისათვის, რომ წირითი ინ- 

ტეგრალი 

(8.2) 

48 

იყოს დამოუკიღებელი C არის ორი ნებისმიერი „4 

და 8 წერტილების შემაერთებელი 48 წირის ფორ- 
მაზე (აქ იგულისხმება, რომ C არე ზედაპირულად ცალადბმულია). 

აუცილებლობა, თუ ქიგულისხმებთ, რომ (8.3) ინტეგრალი 

გზიდან დამოუკიდებელია, მაშინ აქედან გამომდინარეობს (8.1) წირი- 

თი ინტეგრალის ნულთან ტოლობა ყოველ მარტივ შეკრულ 0C კონ- 
ტურზე და, მაშასადამე, (8.2) პირობის შესრულება. 

„ს აკმარისო ბა. თუ შესრულებულია (8.2) პირობები, მაშინ. 

ყოველ მარტივ შეკრულ C კონტურზე (8.1) ინტეგრალი ნულის ტო- 

ლია. აქედან ვღებულობთ ტოლობ ას 

I სიX+0პყ+10= | MVძ2X+ 0ძყ + 1ძ„. 6.ს 

418 4118
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თუ /II8 და 4118 წირებს არა აქვთ საერთო წერტილები, გარდა 4 

და 8 წერტილებისა. თუკი ეს წირები იკვეთებიან, მაშინ (+, არეში 
ყოველთვის შეგვიძლია ავიღოთ ისეთი 4III8 წირი, რომელიც არ იკვე– 

თება #18 და 4II8 წირებთან. მაშინ 

I #სძX+C0ძყ--9ძ/= I #9X+0ძყ + 1Mძ/, 
ტI8 4II18 

| »0++Cდძყ+Mძ-- | XძX + 0ძყ + Xძ». 
4I18 4III8 

აქედან მიიღება (8.4) ტოლობა. 
ამ შედეგს შეიძლება დავუკავშიროთ საკითხი იმის შესახებ, იქნება 

თუ არა გამოსახულება 

#ჯძX -+L 0ძყ + 1ძ2 (8.5) 

სამი ცვლადის რაიმე ცალსახა ფუნქციის სრული დიფერენციალი, მარ- 

თებულია შემდეგი 
თეორემა მ. თუ C ზედაპირულად ცალადბმული არეა, 

მაშინ (8.2) პირობები აუცილებელია და საკმარისი 
იმისათვის, რომ (8.5) გამოსახულება იყოს სრული 
დიფერენციალი. 

ამ შემთხვევაში პირველყოფილი VILCX, ყ, #) ფუნქცია გამოისახება 

წირითი ისტეგრალით 

თ, ყ, 2! 
VVX· Vყ, #)= I ჯძX + 0ძყ + 10. 

(Xი, V4, 20) 

§ 9. ოხსტროგრადსძკის შორმულა 

ოსტროგრადსკის ფორმულა ამყარებს კავშირს სივრცულ არეზე 
გავრცელებულ სამჯერად ინტეგრალსა და არის შემომსაზღვრელ ზედა- 
პირზე გავრცელებულ ზედაპირულ ინტეგრალს შორის. ჯერ შემოვი- 
ღოთ შემდეგი 

განსაზღვრა. სამგანხომილებიან C არეს ვუწოღებთ მარტიე 

სხეულს «0ყ სიბტყის მიმართ, თუ იგი შემოსაზღვრულია უბან-უბან 

გლუვი ზედაპირებით 
5, : 8=#)(X, ყ), 5- : 6=#Mკ(X, ყ) (#, =- #ჯ) (9.1) 

და ციხლინდრული §კ ზედაბირით, რომლის მსახველები ე)# ღერძის პა– 

რალელურია.



570 თავი XVI. ზედაპირული ინტეგრალები 
თ - უ 

83 ზედაპირის მიმმართველს წარმოადგენს უბან-უბან გლუვი შეკ- 

რული L კონტური ჯ0Vყ სიბრტყეზე, რომელიც შემოსაზღვრავს » 

არეს, 

ცხადია, მარტივი სხეული წარმოადგენს ორი ცილინდრის ჯამს ან 
სხვაობას. 

თეორემა 4. გთქვათ, C.არე წარმოადგენს თითოეული 
თ0ყ, Vყ0#ი, #0 სიბრტყეების მიმართ მარტივი სხეულე- 

ბის ჯამს. თუ XV, ყ, 2), CXX, ყ, 2), XX, ყ, 2) ფუნქციები და 
ძX. ძი. 0# 
– ია 7 არე–- პX” მყ” ძეთ წყვეტ ე 

ში, მაშინ მართებულია ტოლობა 
III (+ ძი +)“ Xთყძ2 – || ?4/47/-042ძი+ მძ», (9.2) 

სადაც 3 არის 6 არის შემომსაზღვრელი ზედაპირი, 

ამასთან, ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ინტეგრალი 
აღებულია § ზედაპირის გარე მზარეზე, 

დამტკიცება. ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ C არე არის მარტივი 
სხეული ჯ0ყ სიბრტყის მიმარო და განვიხილოთ სამჯერადი ინტეგ– 

რალი 

  

M 

კერძო წარმოებულები 

1= II I (55 9 კაკყძი. 

თუ ვაინტეგრებთ ჟ„-ით, ალბთ 

1= I '! I» (X, ყ, #:(X, ყ) )–– XIX(X, ყ, 2, (X, ი)  4X4, 

სადაც » წარმოადგენს C არის გეგმილს «0Vყ სიბრტყეზე. „ამ ტო- 
ლობის მარჯვენა ნაწილი ორი ზედაპირული ინტეგრალის ' სხვაობას 

წარმოადგენს. ორივე ინტეგრალი აღებულია შესაბამისად 5, და §, 
ზედაპირების ზედა მხარეზე, სადაც 8, ღა 5, ზედაპირების განტო- 

ლებებია (9.1). ასე, რომ 

1= II #(X, ყ, 2)თXძVყ – II #Cთ ყ, თ) ძXთყ. 

5% §+, 
მაშასადამე, 

1= II #V, V, თძXძყ+ || 1C, ყ, ა ძXძყ- 
5% 5. -
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ეს ტოლობა არ დაირღვევა, თუ მის მარჯეენა ნაწილს მივუმატებთ 

5ც ზედაპირის გარე მხარეზე გავრცელებულ ზედაპირულ ინტეგრალს 

I I XILX, ყ, 2)თXძV, 

ვ · 

რომელიც ნულის ტოლია,. ამიტომ . 

I=.I| #C, ყ, #) ძXმყ,. 
ჩა 

I I I ოძელი = I I MX, ყ, 2)ძXთყ. 
 ი«# 8 

ახლა ვთქვათ, C არე წარმოადგენს თ0ყ სიბრტყის მიმართ მარტივ 

სხეულთა ჯამს: 
თ=თCთ,.ს 6: ·-.ს თი. 

ვიგულისხმოთ, რომ 6 არე შემოსაზღვრულია ზემოდან, ქვემოდან 
და გვერდებიდან §?%, 85, და წ“ ზედაპირებით შესაბამისად, ხოლო 

ყოველი Cჯ არე შემოსაზღვრულია ზემოდან და ქვემოდან 8) და #11) 
“ხედაპირებით შესაბამისად, მაშინ 

ძ8 ს. 0M IM, ძXძMძი –2. II» ძXძყში. 
' 

მაგრამ 

I 24 ძXმ/ძ» = I ! #C ყ, თძXმყ + !I # 80 Vყ, #)რ»მყ, 
”) 

ხოლო 
II ჰ#LX, ყ, )0Xთყ = 0. 
ა? 

ამიტომ შეგვიძლია დავწეროთ 

II ა კ,- X II #LX, ყ, #) ძჯXძყ -L 
#=1 ა“) 

+ 2, II #LC Vყ, 2) ძჯიყ -L II XV, V, #)ძXძყ. 
87 · Lსხ=1 5) 

რადგანაც
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(90 ს ვოს...ს 920) ს (51) ს 8) ს -.. ს 90?) ს 5/=8, 
სადაც § წარმთადგენს C არის შემომსაზღვრელ ზედაპირს, ამიტომ 

I I I წი ძX#ყძი = | II IX, ყ, 7) ძ»ძყ.. რ.3) 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში ინტეგრალი აღებულია 8“ ზედაპირის 
გარე მხარეზე. 

თუ 6C არე წარმოიდგინება თითოეული V0#/, და #0, სიბრტყეების 
მიმართ მარტივი სხეულების ჯამის სახიო, მაშინ ანალოგიური მსჯე- 
ლობით მივიღებთ 

I I I 6. ძXძყძ»ა = I I XCი ყ, 2)ძყძ#, რღ.4) 

I | I > ძXთყთ2 = I, I რთ, ყ, 2)თ2თX- (5.5) 

მაშასადამე, თუ. C არე წარმოიდგინება თითოეული თ0ყ, ყ0» და 
#0? სიბრტყეების მიმართ მარტივი სხეულების ჯამის სახით, მაშინ 
(9.3), (9.4) და (9.5 ტოლობათა წევრ-წევრად შეკრება გვაძლევს 
".2 ტოლობას, 

(9.2) ფორმულას ეწოდება ოსტროგრადსკის ფორმულა. 
ეს ფორმულა შეგვიძლია ასე გადავწეროთ 

ი» , 00, პმ _ III (-- ++; ) მXმი0ი 

= II (C 608Cთ+C 608 ზ-L 77-09 4)ძ95, · 
§ა 

სადაც იტი8თ, 0088, C098+ წარმოადგენენ § ზედაპირის გარე ნორმა- 
ლის მიმართულების კოსინუსებს. 

ოსტროგორადსკის ფორმულიდან მიიღება მოცულობის გამოსათვ- 

ლელი ფორმულა, რომელსაც ხშირად სასარგებლო გამოყენება აქვს. 

ვთქვათ, (9.2) ფორმულაში X=X, 0=0, #=0, მაშინ გეექნება 

I 'I I ძXძყთ2 = I / Xთყ9ი. 

ტოლობის მარცხენა ნაწილში გვაქვს 8 ზედაპირით შემოსაზღვრული 

არის მოცულობა და, მაშასადამე, C არის X მოცულობა გამოისახება 

9 ზედაპირზე აღებული ზედაპირული ინტეგრალით:



6. 10. გრინის შეორე ფორმულა 574 
    

M#= I I Xძყძ2. ლ,6) 

იგივე 7 მოცულობა შეიძლება გამოვთვალოთ აგრეთვე შემდეგი 
ფორმულებით · .. 

#7 = || ყძიძ,, X = II «ძ»ძყ- დ.7) 
ა § 

თუ (9.6) და (9.7) ტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ და მიღებული 
ტოლობის ორივე ნაწილს 3-ზე გავყოფთ, მივიღებთ 

#= = II XVწყძი “+ ყძ”შძX -L 20XძV. (9.8) 

§ 10. გრინის მეორე ფორმულა 

ავიღოთ IL3 სივრცეში დახურული 7' არე, რომელიც შემოსაზღვ– 

რულია უბან-უბან გლუვი § ზედაპირით. ვთქვათ » არეში. განსაზღვ- 

რულია V(X, ჟ, 2) ღა თ(X, ყ, 2) ფუნქციები, რომლებსაც აქვთ პირვე– 
ლი რიგის უწყვეტი კერძო წარმოებულები. ამის გარდა, მეორე რიგის 

წარმოებულები 

9 2 2 2 

0% 20% 2% ძა, ძ% 09. უწყვეტია, 
მ» მყ: ძი ძX მყ. იჯ 

მართებულია შემდეგი ტოლობა 

III (ხბს –– «4ს)ძXძეძ2= I( « „ღღ 25) ძე, (10.1) 

სადაც 

0» პყ? ეჯ" 

ხოლო ზედაპირული ინტეგრალი აღებულია § ზედაპირის გარე მხა- 

რეხე. ამ ინტეგრალის ქვეშ მდგომ გამოსახულებაში « და ღა წარ- 
M #»# 

მოადგენენ « და 8 ფუნქციების წარმოებულებს 8 ზედაპირის გარ 
ნორმალის მიმართულებით, წ ბულე ა ბ 

განვიხილოთ სამჯერადი ინტეგრალი 

_ მძი მს მ4ტძ 1= |I/I (ლთ, % ძი, ი» ში II ძ»ჯ მ» ' მი ბ ' 2 2 ძXძყძი.
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ეს ინტეგრალი წარმოვადგინოთ § ზედაპირზე გავრცელებული ინტეგ- 
რალის სახით, ჯერ მხედველობაში მივიღოთ შემდეგი ტოლობები: 

ოზონით ძ'ს 
–ალლ-ლ-  (C–  – ხს–, 
ბბ მჯ ძXL ძX ძჯ? 

მყ მს _ ძ 2) ძ“ს. 
აალ-ლ- ზ-ს 4“ 

-მყმყ ძყL ძყ 
მს ძს _ ძ მსხ ძ“ს 
“ააალ–წ ს--!)–ყ% 
მი მი ძი” ძი ძ.” 

ამ ტოლობების გამოყენებით I ინტეგრალი ასეთ სახეს მიიღებს: 

I- III >(C+MI)+2( +>-)+>-(+9-)| «იძი 

– I I I «სასძXძყძი. | 
7 

  

თუ ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი შესაკრებისათვის გამო– 
გიყენებთ ოსტროგრადსკის ფორმულას, გვექნება | 

ძა ძს ძი 
1= %#I –– 008თC+ ––- 0098+ –– 608 )45– 

II 'VძX ძყ ს ძე M 

– III «ბიძაძყძი,. 
7 

სადაც ზედაპირული ინტეგრალი აღებულია 5 ზედაპირის გარე მხარეზე. 

რადგანაც · 

ში. ლ08 თ +9” აი8 8 + ძი 008 + =9., 
ძX მყ 4 მ» 

ამიტომ 

| 1= |I « 5-პვ- |II| «ბიძაძყძი- 0027 
§ “«» ჯ 

ანალოგიურად მივიღებთ 

| მ» X= II თ 9+ძვ-- |II თბიძ»ძყძ-. (10.3) 
ვ 4“ წა 

თუ (10.2) ტოლობას გამოვაკლებთ წეერ-წევრად (10.3) ტოლობას, 

გამარტივების შემდეგ მივიღებთ (10,1) ტოლობას: _



§ 10. გრინის მეორე ფორმულა 8575 

  

(10.1) ფორმულას ეწოდება გრინის მეორე ფორმულა: 

თუ V(Cთ, ყ) და =>, ყ) ფუნქციები განსაზღვრულია თ არეზე, რო- 

მელიც შემოსაზღვრულია უბან-უბან გლუვი X წირით და ამ ფუნქ- 
ციებს აქვს პირველი რიგის უწყვეტი წარმოებულები და აგრეთვე 
უწყვეტი -M 3 ძი 9% წარმოებულები, მაშინ- მართებულია 

4 მე. ძყ. ძმ» იძ) 
ტოლობა 

II თას იბი)ძაძყ= | ( კში საM)კყ, 00.4) 
ძო 

3 1) 
სადაც 4 სიმბოლოთი აღნიშნულია ლაპლასის ოპერატორი 5.+ > , 

ხოლო რ, ლ. არის 7 კონტურის გარე ნორმალის მიმართულებით 
#გ 0 

აღებული წარმოებულები. 
თუ (10.4) ტოლობაში ყ(ჯ, ყ) => 1, მაშინ გვექნება 

II რტ«ძ»ძყ= | % ძ8ყ. (10.5) 
ი 79... 

ანალოგიურ ტოლობას მივიღებთ სივრცის შემთხვევაში, თუ გრინის 

მეორე ფორმულაში ვიგულისხმებთ V(CX, ყ. #)ლ=1. ამ ტოლობას ექნება 

ასეთი სახე: 

= (/9% I I | #ტიძაძყიი I, I 2 ძვ. (10.6) 

სავარჯიშო 

1. რაიმე თ არეში ორჯერ დიფერენცირებად V(>, ყ) ფუნქციას 
ეწოდება ჰარმონიული, თუ “ 

დაამტკიცეთ, რომ VLC>, ყ) არის ჰარმონიული ფუნქცია მაშინ და მხო- 
ლოდ მაშინ, თუ ყოველი შეკრული + კონტურისათვის, რომელიც 
თ არეშია მოთავსებული, მართებულია ტოლობა 

ძ" I“ 9-0. 
I ძი 0 

2. დაამტკიცეთ, რომ
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I (> +( 2) | ძამყ-= –II გბამიძ/+ | «კი, 

სადაც გლუვი ჯ” კონტური შემოსაზღვრავს  ემოსაზოვრულ თ არეს. 
ვ. გამოთვალეთ პირველი გვარის ზედაპირული ინტეგრალი 

I. I C'+ყბძ§, 
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სადაც #§ არის V +” + ქ1ლიძ=1 სხეულის საზღვარი. 

პასუხი: – (1+ MV/ 2) ). 

4. გამოთვალეთ პირველი გვარის ზედაპირული ინტეგრალი 

I. , 

სადაც 58 არის X+Vყ+#»2ი=1, X=>0, ყ2>0, 2>0 ტეტრაედრის 
საზღვარი, 

პასუხი: 3 =X ვ". (/ 3-- 1) 192. 

5, იპოვეთ ინერციის მომენტი 02 ღერძის მიმართ ერთგვაროვანი 

სფერული გარსისა 

  

X“-+-ყე+,ე=ი' (2>09), 

რომლის სიმკვრივეა იკ. 

პასუხი: – #0მე თ“.



თავი XVII 

ველის თეო#4იის ელეჭენტები 

§. 1 სკალარული არგუმენტის ვეძტორ–ფუნძცია 

ვექტორს, რომლის კოორდინატებია რაიმე სკალარული არგუმენტის 

ფუნქცია, ამავე არგუმენტის ვექტ ორ-ფუნქცია ეწოდება. 
განვიხილოთ რაიმე XX, I, 2) ვექტორი, რომლის. კოორდინა– 

ტებია 7: ცვლადის ფუნქციებია |, ხ) "სეგმენტზე. ეს ვექტორი შე- 
მოკლებით აღვნიშნოთ Xდ სიმბოლოთი. მთვდოთ XV) გვექტორ- 

ფუნქცია რაიმე მკვიდრ წერტილს. მაშინ X ვექტორის ბოლო მო- 

ხაზავს წირს, რომელსაც ამ ვექტორის ჰოდოგრიფი ეწოდება, 
ახლა შემოვიღოთ („ვლადი ეექტორის ზღვარის ცხება. ეთქვათ, 

ცვლადი #C) ვექტორი განსაზღვრულია /ე: სკალარის რაიმე მიდამოში, 
გარდა შესაძლებელია, #, მნიშვნელობისა, ვიტყვით, რომ მუდმივი 

„ე ვექტორი ზღვარია „() ვექტორისა /, წერტილში, თუ ყოველი 
დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი 8 რიცხვი, რომ 

1 #ი – # | < 8, როდესაც 0< | (–-+ჯე |< 8. 

ამ შემთხვევაში დავწერთ 

1100. # (0 = ჯე. 
1--/ა 

სკალარული არგუმენტის ვექტორ-ფუნქციათა ჯამისათვის, აგრეთვე 
ვექტორ-ფუნქციის სკალარულ ფუნქციაზე ნამრავლისათვის, ძალაში 
რჩება ის დებულებანი, რომლებიც დამტკიცებული იყო მხოლოდ სკა– 
ლარული ფუნქციებისათვის+ სახელდობრ, მართებულია შემდეგი ტო- 
ლობები: ' 

))ო (>,(0+ 7,001 = IIთ „0 + თ ორ, 
–% (–-/, /- 

თ «90 >0= IIი დო 1Iთ. » (0. 
–- –-ს (–4 

37 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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§ 2, ვეკქტორ–ფუნქციის წარმოებული 

ვთქვათ, + ვექტორ-ფუნქცია განსაზღვრულია ჯე წერტილის რაი- 

მე მიდამოში. ჯ-ს მივცეთ ისეთი #/ ნახრდი, რომ ჯ#ა+ #7! წერტილი 

ეკუთვნოდეს #. წერტილის აღნიშნულ მიდამოს. სხვაობას # VI-+#4ტ0-– 

– #C) ეწოდება მოცემულ ეექტორ-ფუნქციის ნაზრდი და იგი აღი- 
ნიშნება ტბ» სიმბოლოთი, ამრიგად 

#C#) + 4ტ/) = #V.)+2ბ». 
და ვექტორთა შეკრების წესის თანახმად # (7). ”(I +474 და ტ» ვექტო- 

რები შეკრავს სამკუთხედს. 

ახლა გავყოთ #ტ» ქექტორი ბ! სკალაზე, მივიღებთ--” ვექტორს, 

რომელიც წარმოადგენს #ტ/ ნაზრდის ვექტორ-ფუნქციას თუ არსე- 

ბობს <. ვექტორის ზღვარი როდესაც #ტI-–+>+0, მაშინ ამ ზღვარს 

ეწოდება #C) ვექტორის წარმოებული ქტ წერტილში და: აღინიშნება 

= ძმ» 
# (/ე) ან – – სიმბოლოთი. ი) თ ლ 

ამრიგად, ვექტორ-ფუნქციის წარმოებული სკალა- 
რული არგუმენტით არის ვექტორ-ფუნქციის: ნაზრდი- 

სა და სკალარული არგუმენტის ნაზრდის ფარდობის 

ზ? ვარი, როდესაც სკალარული არგუმენტის ნაზრდი 

(ულისაკენ მიისწრაფვის. 

ვექტორს, რომელსაც წარმოებული აქვს, დიფერენცირებადი 
ვექტორი ეწოდება. 

თეორემა 1. ვექტორის წარმოებულის კოორდინატები 

მოცემული ვე ქტორის კოორდინატთა წარმოებულის 

ტოლია, _ 

დამტკიცება. ვთქვათ, მოცემული » ვექტორის კოორდინა- 
ტებია X, V, რ, რომლებიც სკალარული # არგუმენტის დიფერენცი- 
რებად ფუნქციებს წარმოადგენენ. მაშინ 

» =X +921 + #X, (2.1) 
სადაც >», 7 # –– კოორდინატთა. ღერძების ორტებია. სკალარული 

ჩგუმენტის ფიქსირებულ ჯ მნიშვნელობას მივცეთ #1! ნაზრდი, მაშინ
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X, V, 8, კოორდინატების ნაზრდები შესაბამისად იქნება 4ტX, ტყ, 47, 
რის გამოც (2.1) ტოლობა ასე გადაიწერება 

»+ბ/=( + ბ)? +CV+ ბე) -+C + ტიL. (2.2) 
გამოვაკლოთ (2.2) ტოლობას (2.1) ტოლობა, გვექნება 

ბჯ=#4ტX-1+ტბყ · ქ +ტ2 · LL. 

გავყოთ ამ ტოლობის ორივე ნაწილი არგუმენტის #/ ნაზრდზე 

და გადავიდეთ ზღვარზე, როდესაც #/->0 მივიღებთ. 

კი ბი 2 თ 4, > IIთ ე ჯ თ.ბ, 
4(--0 #1 წ გ, 0 1 2 #0 M8. # ქ(--0 #6! 

საიდანაც 

» 0X- ძყ-- , 02 ძ 

მ ი.) 79% 9 

მაშასადამე, 4 ვექტორის კოორდინატებია 2, 9, რ, 

თეორემა დამტკიცებულია. 

იმ წესების ანალოგიურად. რომლებიც ფუნქციათა გაწარმოებისა- 

თვის გვქონდა, მართებულია შემდეგი დებულებები: 

1? მუდმივი ვექტორის წარმოებული ნულოვანი 

ვექტორია. 

2. ვექტორთა ჯამის წარმოებული შესაკრებ ვექ- 

ტორთა წარმოებულების ჯამის ტოლია,ე. ი. 

ძია + 7) _ ძი, 
/  IV« 

ვ? სკალარული ფუნქციის ვექტორულ ფუნქციაზე ნამრავლის 

წარმოებული იმავე წესით მოიძებნება, რომლითაც ორი სკალარული 
ფუნქციის ნამრავლის წარმოებული, ე. ი. 

ძ – -, -ჯ (70 #C)= 76-90 + იდ 97, 
კერძოდ, თუ C მუდმივია, გვექნება 

პმ... . - 
უჯ LI 2 0) = 2 2 

ი ორ - 
4 ო ი ვექტორ ფუნქციის სკალარული ნამრავლის გაწარმოება



580 თავი XVIIL. ველის თეორიის ელემენტები 
  

იმავე წესით ხდება, რაც ორი სკალარული ფუნქციის ნამრავლისა, 

ე. ი. 

  

= -. 2. ძი = ო, ფირ. თრ)=ცწ რ. ბორ ე. 40, 
5. ორი ვექტორ-ფუნქციის ვექტორული ნამრავლის გაწარმოება 

ხდება შემდეგი ფორმულის მიხედვით 

მეის მის– – ძი -/L ს 0X თ C0)=-,.X=სო+ ი X -/“ 
ამ დებულებათა დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ. 
მე-4" დებულებიდან გამ ომდინარეობს შემდეგი. 
შედეგი. მუდღმივსიგრძიანი ვექტორის წარმოებული 

თვით ამ ვექტორის მართობულია, 

“მართლაც, ვთქვათ |I>CV)|=4, მაშინ (7 (0)პ1=C. და, სკალარული 
ნამრავლის გაწარმოება გეაძლევს 

2»ჯ»Cთ :» 0=0. 
2 

საიდანაც # I1I·.. 

§ 8. ვეძტო#რის წარმოიბულის გეომეტრიული და მექანიკური 
ინტერპრეტაცია 

19. მოცემული «(0 ვექტორ-ფუნქცია მოვდოთ მკვიდრ 0 წერტილს. 
მაშინ, როგორც ვიცით, » (I) ვექტორის ბოლო მოხაზავს ამ ვექ– 
ტორის ჰოდოგრაფს, გამოვარკვიოთ, რა გეომეტრიული აზრი აქვს 

#” 6.) წარმოებულს. როგორც ვიცით 

# CV) =>. 11 --–-.. 

ბ»=M#აM# ვექტორი მუდამ გადის. ჰოდოგრაფის M#Mი ღა # წერტი- 

ლებზე (ნახ. 53), რომელთაგანაც პირველი მკვიდრია, მეორე კი ცვლა- 

დია. იმავე წერტილებზე გამავალ წრფეზე, უ. ი. ჰოდოგრაფის მკვეთ 

წრფეზე ძევს 2 ვექტორი. ამის გამო # (I) წარმოებული გადის 

პოდოგრაფის #ი წერტილზე გამავალი მკვეთი წრფის ზღვრულ 
წრფეზე, თუ ასეთი არსებობს. 

მაშასადამე, მოცემული ვექტორის წარმოებული ძევს
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მოცემული ვექტორის ჰოდოგრაფის M#Mე წერტილზე 

გამავალ მხებ წრფეზე, ესაა ვექტორის წარმოებულის გეომეტ–- 
რიული აზრი. _ 

2“. როდესაც ვამბობთ, რომ რაიმე # წერტილის მოძრაობა მო 

ცემულია, ეს იმას ნიშნავს, რომ დროის ყოველი მომენტისათვის ცნო- 
ბილია # წერტილის მდებარეობა. თავის მხრივ, M წერტილის მღდე– . 

ბარეობა ცნობილი იქნება, თუ ცნობილია ცვლადი 0M. რადიუს-ეექ- 

ტორი, რომელიც მკვიდრ 0 წერტილიდან მოძრავ M წერტილამდე 

მიდის. 

ამრიგად, ვთქვათ, მოცემულია » რადიუს-ვექტორი როგორც ჯ 

დროის ვექტორ-ფენქცია, მოდებული 0 წერტილში. მოძრაობის დაწ- 
ყების მომენტად მივიჩნიოთ #,, ხოლო ამ მომენტში მოძრავი წერტუე+« 

%_ VI6) 
  

   
ნახ. 521. 

ლის მდებარეობა იყოს #ე. ვთქვათ, მოძრაობის დაწყების მომენტი– 

„ დან განვლილი დროა #4, ხოლო დროის (+ 4/ მომენტში მოძრავი 

წერტილის მდებარეობაა #, მაშინ ტ»= Mე) M ვექტორს ეწოდება წერ– 

ტილის ვექტორული გადაადგილება, ე. ი. ვექტორული გა– 
დაადგილება წარმოადგენს ვექტორს, რომელიც მოძრავი წერტილის 

საწყისი მღებარეობიდან იწყება და თავდება მოცემულ მომე5ტ9C= 
წერტილის მდებარეობით (ნახ. 54). 

ვექტორული გადაადგილების ფარდობას დროის შესაბამის ნაბრდ- 

თან ეწოდება წერტილის საშუალო ეექტორული სიჩქარე. 
2 ამგვარად, წერტილის საშუალო ვექტორული სიჩქარეა –- > ვექტორი. 

საშუალო ვექტორული სიჩქარის ზღვარს, როდე- 
საც M# ->0, ეწოდება წერტილის ვექტორული სიჩქარი
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აღებულ მომენტში, ეს არის იმ წერტილის სიჩქარე, რომლის 

მოძრაობის განტოლებაა »ჯ= #()- მაგრამ 

. ტბ. – 
III .-“” – „”V/). 
4-0 70 

  

ამრიგად, მოცემული წთ) ვექტორის წარმოებული უდრის ამ ვექ- 

ტორის მოძრავი ბოლო წერტილის ვექტორულ სიჩქარეს. ეს ვექტო– 

  

% 

X. 41 

ჯ 
0 “M 

ნახ. 54. 

რის წარმოებულის მექანიკური აზრია. მოძრავი წერტილის ვექტორუ- 

ლი სიჩქარე ძევს ამ წერტილის ტრაექტორიის მხებზე. 

§ 1. სივრცითი წირის მხების განტოლება. ნორმალური ხიბრტყი 

განვიხილოთ რაიმე 0 წირი, რომლის პარამეტრული განტო- 

ლებებია 

Xჯ=XC), ყ=ყ(), ძთ=V#C(), 'თ=<1< 8, (4.1) 

სადაც XC), V(0, (0 დიფერენცირებადი ფუნქციებია, 
(04.1) განტოლებები შეგვიძლია ჩავწეროთ ერთი განტოლების სა- 

შუალებით 

»=7(C), (4.2 

– 
M), #()- 

სადღაც ”(,) ვექტორის კოორდინატებია XC), ყ( 

· ავიღოთ 0 წირზე რაიმე MI», V, #) წერტილი. ცხადია, რომ 

% წარმოადგენს 0 წირის # წერტილზე გამავალი მხების მიმმართ. 
L
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ველ ვექტორს. შემდეგ, რაკი (4 ვექტორის კოორდინატებია <>, 

+, > , ამიტომ ზემოთ აღნიშნული მხების განტოლება იქნება 

X-L I-V #2–წ 

თ მ 9" “ო 
ძ! წ/4 ძ! 

სადაც X, I, 2 წარმოადგენენ მხების ნებისმიერი წერტილის კოორ–- 

დინატებს. (4.3) განტოლება შეგვიძლია გადავწეროთ ასე 

X-X 1-9 2-4 (4.4 
ძX ძყ ძ2 

C წირის შეხების M წერტილზე მხების მართობულად გამავალ 

სიბრტყეს წირის ნორმალური სიბრტყე ეწოდება. 
თუ გავიხხენებთ წრფისა და სიბრტყის მართობულობის პირობას, 

შეგვიძლია დავწეროთ 

2 (X–X + – (X–ი +7 -(2-ი=0 0- (4.5) 

ეს განტოლება წარმოადგენს მოცემული წირის იყ, ) წერ- 

ტილზე გამავალი ნორმალური სიბრტყის განტოლებას. 

  

  

§ 5. სკალარული და ვეკტორული ჭელი 

სიერცით არეს, რომლის ყოველ წერტილს შეესაბამება ფიზიკური 

' სიდიდის გარკვეული მნიშვნელობა, ველი ეწოდება. თუ ფიზიკური 

სიდიდე სკალარია, მაშინ ველს სკალარული ველი ჰქვია. მა- 

გალითად, გახურებული სხეული გვაძლევს ტემპერატურათა ველს, 
მოცემულია სკალარული ველი ნიშნავს იმას, რომ განსაზღვრულია 

სკალარული V ფუნქცია. ამ ფუნქციას ველის ფუნქცია ეწოდება. 
თუ ფიზიკური სიღიდე ვექტორია, მაშინ ველს ვექტორული 

გელი ეწოდება. ვექტორული ველი მოცემულია, თუ სივრცითი არის 

ყოველ. M წერტილში ცნობილია ამ წერტილის შესაბამისი 4(#) 

ვექტორი. 
ჩვენ განვიხილავთ სტაციონარულ ველს, ე. ი. ეელს, რომლისთვი– 

საც 4(M) ეექტორი დამოკიდებულია მხოლოდ M წერტილზე და და– 
მოკიდებული არაა ჯ დროზე. 4(M) ფუნქცის ვექტორული ვე-
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ლის ფუნქცია ეწოდება. შემდეგში თვით ამ ფუნქციას ვუწო- 

დებთ ვექტორულ ველს. ვექტორული ველის მაგალითებს წარმოად- 
გენენ ძალთა ველი, მდინარი სითხის სიჩქარეთა ველი და ა. შ. 

ახლა განვიხიალოთ მართკუთხა კოორდინატთა 0Xყ2 სისტემა. აღვ– 

ნიშნოთ 4., 4), 4, სიმბოლოებით 4თი ვექტორის გეგმილები 

0X, 0ყ, 02 ღერძებზე შესაბამისად. თუ M# წერტილის კოორდინა- 

ტებია X, ყ, წ, მაშინ (4(M) ვექტორი და მისი გეგმილები წარმოად– 

გენენ ამ კოორდინატების ფუნქციებს და ჩვენ "შეგვიძლია ღავწეროთ 

4(M)= 4.(X, ყ, 8) § + 4,(X, ყ, 2) 2 + 4:(X, ყ, 2)X, 
სადაც 1, 17, ჯ წარმოადგენენ შესაბამისად 0X, 0ყ, 07 ღერძების 

ორტებს. 

ამრიგად, ერთი ვექტორული 4) ველის მოცემა ტოლფასია 
სამი 4., 4, 4, სკლარული ველის მოცემისა შემდეგში ყველგან 

ვიგულისხმებთ, რომ 4., 4#4,, 4, უწყვეტი ფუნქციებია თავიანთ პჰირ- 

ველი რიგის კერძო წარმოებულებთან ერთად. 

§ 6, ვექტორული წირი 

ვექტორული ველის დახასიათებისას განსაკუთრებულ როლს ას- 

რულებს ეგრეთ წოდებული ველის ვექტორული წირები. ვექტორული 
ველის ვექტორული წირი ისეთი წირია, რომლის ყოველ # 

წერტილში გავლებული მხები 4(M) ვექტორის მიმართულებისაა. 

ვექტორულ წირებს კონკრეტულ ველებში აქვთ გარკვეული ფიზიკური 
აზრი. ასე, მაგალითად, თუ განვიხილავთ მდინარის სითხის სიჩქარეთა 

ველს, მაშინ ეექტორული წირები ის წირებიას, რომლებზედაც მოძ- 

რაობენ სითხის ნაწილაკები. ელექტრულ ველში ვექტორული წირებია 
ამ ველის ძალთა წირები. მაგნიტური ველისათვის ვექტორულ წირებს 

წარმოადჯგენენ წირები, · რომლებიც გამოდიან ჩრდილო პოლუსიდან 

და თავდებიან სამხრეთ პოლუსში. ძალთა წირების განლაგების შეს– 

წავლა ელექტრულ, მაგნიტურ და ელექტრომაგნიტურ ველებში ფრიად 
მნიშვნელოვანია ბუნებისმეტყველებაში. , 

ახლა გამოვიყვანოთ ქექტორული წირების განტოლებანი. ვთქვათ 

C წირის პარამეტრული განტოლებებია 

=ჯრ, ყ=ყრ, ”=70, («=75<7), 

ყრ), 20) წარმოებადი ფუნქციებია. განვიხილოთ C წირის ს XLI), 
ვლა წერტილის რადიუს-ვექტორი ცვლადი #



  

§ 6. ვექტორის წირი 585 

» =ჯXLჯევ ყ+ #7. 

როგორც ვიცით, ვექტორი 

თ '“ თ“ 
წარმოადგენს 0 წირის მხებს M# წერტილში. თუ C არის ვექტორული 

წირი, მაშინ 57 სბ 4(M) ვექტორები პარალელურია. ამიტომ 

გვექნება შემდეგი ტოლობები 

ძX _ ძყ _ ძი 
4» 4 4. 

ეს ტოლობები წარმოადგენენ ველის ვექტორული წირების ეგრეთ წო- 
დებულ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას რომლის ამოხსნის. 

საშუალებით შეთძლება ველის წირების აგება. 

შევნიშნოთ, რომ თუ ველი ბრტყელია, ე. ი 4.=0, მაშინ ვექ- 

ტორული წირები ძევს ჯ0ყ სიბრტყის პარალელურ სიბრტყეებში და 

ამ წირთა დიფერენციალური განტოლებაა 

§ 7, წრფივი ინტეგრალი ღა ცირკულაცია 

ვთქვათ, სივრცეში, რომელშიაც მოცემულია 4(M) ველი, აღებუ– 

ლია ორიენტირებული უბან-უბან გლუვი -(I წირი. 4(M) ვექტორის. 
წრფივი ინტეგრალი 0 წირის გასწვრივ ეწოდება წირით ინტეგრალს 

1=-· I 4-ძ,, 
C 

სადაც 4+ არის 4(M) ეექტთრის გეგმილი C წირის მხებზე, რადგანაც 

ძ» ვექტორის მიმართულება ემთხვევა «+ ეექტორის მიმართულებას, 

ხოლო L0»I=ძ3, ამიტომ 

| 45ძ-= | 4: 97= | 4.ძ»+ 4,იყ+-4.ძი. ფ-1) 
C C C 

წრფივი ინტეგრალი სკალარული სიდიდეა და აქვს წირითი ინტეგ- · 
რალის ჩვეულებრძვი თვისებები.
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წრფივი ინტეგრალის ფიზიკური შინაარსი მარტივია, თუ “4 არის 

ძალთა ველი. ამ შემთხვევაში (7.1) ინტეგრალი წარმოადგენს ველის 

მიერ შესრულებულ მუშაობას, როდესაც წერტილი, რომელზედაც 

მოქმედებს ძალა, გაირბენს C წძრს. 

თუ (0 წირი შეკრულია, მამინ წრფივ ინტეგრალს 4 ველის 

ცირკულაცია ეწოდება. 

განსაზღვრა 2. ვექტორულ ველს ეწოდება პოტენციალური, თუ 

ამ ველის მუშაობა დამოკიდებულია გზისაგან, ანუ, თუ ვექტორული ვე– 

ლის ცირკულაცია ყოველ შეკრულ წირზე ნულის ტოლია, 
თუ „4 ველი პოტენციალურია, მაშინ არსებობს ისეთი დიფერენ- 

ცირებადი VCX, ყ, 2) ფუნქცია, რომ 

ძლ = 4.0ძX-+ 4ყძყ + “«4:ძ2. 

ასეთ შემთხვევაში ” ფუნქციას ეწოდება 4 ველის პოტენც- 
იალი. 

ამრიგად, ვექტორული #4 ველი პოტენციალურია, თუ არსებობს 

ისეთი სკალარული V/ ველი, რომ 

4=უI3ძ დ. 

წ 8, ვექტორის ნაკადი. დივერგენცია. როტორი 

ვთქვათ, მოცემულია ვექტორული ველი 

4(M)=4.:1+ 4/ყე + 4.. 
ავიღოთ ამ ველში რაიმე ორპირა ზედაპირი და მასზე შევარჩიოთ 

გარკვეული მხარე. აღვნიშნოთ »-ით ზედაპირის ნებისმიერ წერტილ- 

ში გავლებული ნორმალის ორტი. » ვექტორის მიმართულების კოსი– 

ნუხებია 608Cთ, 0098, 608). განვიხილოთ #§ ზედაპირზე გავრცელებუ- 

ლი ზედაპირული ინტეგრალი 4 M). # სკალარული ნამრავლიდან: 

II 70% · 2 98= | | (4-6ი9C+.4,0058+ 4-0054ძ8. (8.1) 
ა ა 

თუ (4(M) მდინარი სითხის სიჩქარეთა ველია, მაშინ (8.1) ინტეგ- 

რალი გამოსახავს სითხის ნაკადს § ზედაპირის გამქოლს. 

ნებისმიერ ვექტორულ 4 ველში (8.1) ინტეგ ალ ეწოდება 8 

ზედაპირის გამჭოლი ვექტორის ნაკადი. ამგვარად, ზედა ირის 

გამჭოლი ვექტორის ნაკადი არის ზედაპირული ინტეგრალი ვექტორუ.
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ლი ველისა და ზედაპირის ნორმალის ორტის სკალარული ნამრავ- 

ლიდან: 
II 20% . »ძყ. 
§ 

განსაკუთრებით საინტერესოა ის შემთხვევა, როდესაც § შეკრული 

ზედაპირია. თუ ავიღებთ გარე 'ნნორმალს, მაშინ ნაკადი გვექნება # 

ზედაპირის შიგნიდან. 

რადგანაც 40% და # ვექტორების სკალარული ნამრავლი 4»(#M) 

სიდიდის ტოლია, სადაც. 4”(M) არის 4(M) ვექტორის გეგმილი %“ 

მიმართულებაზე, ამიტომ (8.1) ნაკადი ჩაიწერება ასე: 

II 4»(M)ძ8. 
5 

თუ გამოვიყენებთ ოსტროგრადსკის ფორმულას 4„, 4#,, 4, ფუნ- 
ქციებზე, გვექნება 

III 22% +50+ 2. 2–+) ძXძV08 = II 4აძ5. 

გამოსახულებას 94» ს 94, “L -–– 9-4. 
ძX მყ "ძი 

ეელის დივერგენცია და აღინიშნება ძIX» "4 სიმბოლოთი: 

შ4., 04, , 94» 
ძX მყ ძი 

მაშასადამე, ოსტროგრადსკის ფორმულა შეგვიძლია ჩავწეროთ ასე: 

II I I ძი 4 ძXძყძი = I. | 4»ძვ. 

ეწოდება ვექტორული 4 (#) 

ძუს 4 = 

ზემოთ მთყვანილი მსჯელობა გვიჩვენებს, რომ ყოველი ვექტორუ- 

ლი 4 ველი ·გვაძლევს სკალარულ ველს ძი 4. 
სტოქსის ფორმულის მიხედვით შეგვიძლია “4 ველის საშუალებით 

შევადგინოთ ახალი ეექტორული ველი. ამისათვის შემოვიღოთ აღნიშ- 

ვნები 

#= 4, დ=4ც, #X= 4, 

და დავწეროთ სტოქსის ფორმულა;
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I 4-0X+ 4ყმყ-+L 4.ძი = 
C 

= II 28 9) ტ09თ -L (> 94) 2035ჩ -L 
დ მყ ძ8 ძი მ» 

+ (“ი =- უქ. 008 «4. (8.2) 
მX ძყ 

ახლა C წირის რკალის ელემენტი ძვ განვიხილოთ როგორც მცი- 

რე ვექტორი, რომლის გეგმილებია კოორდინატთა ღერძებზე ძთ, ძყ, 

ძი, მაშინ 

4.-ძX+ 4,ძყ+ 4:02 = 4 . ძ§= „აძე, _ 

სადაც 4კ არის 4 ვექტორის გეგმილი C წირის მხებზე. ამის გარდა, 
განვიხილოთ ვექტორი, რომლის გეგმილებია 0», 0ყ, 07 ღერძებზე 

მ4. _ ძ4,ე მძ4#._ ძ. ძ4,  მ4- 
ძყ ი? მძ? ბ. ძ» მყ 

ამ ვექტორს 4 ველის როტორი ეწოდება და აღინიმნება »იL 4. 
მაშასადამე, (8.2) ფორმულა შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ: 

| 4.95 = II #ი! 4.% ძე. 
C § 

მაგრამ 

#ი( 4. ი = ”01ი 4, 

სადაც #0, 4 არის #ი( 4 ვექტორის გეგმილი » ნორმალის მიმარ- 
თულებაზე. ამრიგად, სტოქსის ფორმულის ვექტორული სახე იქნება 

| 4.9 = II «იი 4ძ9. 

C § 

ადვილი დასამტკიცებელია შემდეგი დებულება: იმისათვის, რომ 

ვექტორული + ველი იყოს პოტენციალური, აუცილებელია და საკ- 
მარისი ჟელის.,ყოველ წერტილში ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

#იI,4-=0.



თავი XVII 

ფურიეს მწკრივი და ფურიეს ინტებრალი 

ბუნების მოვლენებისა და ტექნიკის პრობლემების შესწავლის თანა– 

მედროვე მეთოდებს შორის განსაკუთრებული მნიშენელობისაა პერიო- 

დული ფუნქციის უმარტივეს პერიოდულ ფუნქციებად დაშლის მეთო- 
დი, რომელიც განსაკუთრებულ როლს ასრულებს ზოგად მექანიკაში, 

მასალათა გამძლეობასა და დრეკადობის თეორიაში, რიცხვთა თეორი- 

აში, პიდროდინამიკასა და აეროდინამიკაში, ელექტობასა და მაგნიტი- 

%მში, რადიოტექნიკაში, ოპტიკაში, გეოფიხიკაში, სტატისტიკაში და 

ა, შ. 

პერიოდული ფუნქციის დაშლის მეთოდის გამოყენების აღნიშნული 

დიაპაზონის გამო ეს მეთოდი "შეისწავლებოდა სხვადასხვა დარგის 

მკვლევარების მიერ. მანქანათა კონსტრუქტორები და ასტრონომები, 

ფიზიკოსები და ფიზიოლოგები, ინჟინრები და მათემატიკოსები---ყველა 
გატაცებით მონაწილეობდა ამ ნაყოფიერი მეთოდის გაღრმავებასა და 

გამოგონებაში., ამის გამო ცოდნის სხვადასხვა დარგის წარმომადგენლე- 
ბი, გამოდიოდნენ რა ერთი და იმავე წყაროდან, რომელიც ფურიეს 
(I0990I16L) მიერ იყო აღმოჩენილი, მიდიოდნენ სხვადასხვა გხით. 

§ 1. პეხიოდღული ფუნძციები. პირიოდული ზაბრძელება 

როგორც ქიცით, 1--=,+ <= შუალედში განსახღვრულ /(X) ფუნ- 

ქციას ეწოდება პერიოდული ფუნქცია, თუ არსებობს ნულისა- 
გან · განსხვავებული ისეთი ნამდვილი რეცხვი 7”, რომ ყოველი ნამდვი– 

ლი ჯ რიცხვისათვის მართებულია ტოლობა 

M(X+ 2) =/C»). 
X» რიცხეს ეწოდება /(X) ფუნქციის პერიოდი. 

ცხადია, თუ არის წ(X) ფუნქციის პერიოდი, მაშინ –-ჯ რიცხეიც 
იქნება იმავე ფუნქციის პერიოდი. ამიტომ, შემდეგში ვიგულისხმებთ, 
რომ პერიოდული ფუნქციის პერიოდი დადებითი რიცხვია,
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თუ IC“) ფუნქციის პერიოდია ””, მაშინ /(XX) ფუნქციის პერიოდი, 

სადაც #70, იქნება 2. მართლაც. 

| X ( » + %)|-/თიათო–/იი 

ნებისმიერი ჯ-ხსათვის. 

ახლა ვთქვათ, I(0 ფუნქცია განსაზღვრულია 1ი,ხ ინტერვალში, 
განვსახღვროთ X(CX) ფუნქცია ასე: 

ჯ–იი = II, როდესაც თ<Xჯ<ხ, 

(X- #27), როდესაც თ+X7><X<ხ+#7, 

სადაც # ნებისმიერი მთელი რიცხვია, ხოლო 2#=ხ-–-/. ამის გარდა: 

Xჯ=X წერტილებში #V2>) უნდა ავიღოთ ერთი და იმავე ნამდვილი 

რიცხვის ტოლი. გარკვეულობისათვის შევთანხმდეთ, რომ 

(L==0,1,..- 

ცხადია, XIX) განსახღლვრულია |I+-=,+C=C%( შუალედში; იგი ჯ” პერი–- 
ოდიანი ფუნქციაა. ამ #(CX) ფუნქციას ეწოდება I(X) ფუნქციის პე- 

რიოდული გაგრძელება. 

თეორემა 1, თუ ჯ# პერიოდის /() ფუნქცია ინტეგრე- 
ბადია (0,7) სეგმენტზე, მაშინ იგი ინტეგრებადია იმა- 

ვე სიგრძის ყოველ (ი,+7) სეგმენტზე და მართებულია 

ტ ოლობა- 
ძ+7 1 

I წ0)ძX= I I00ძ». (1.1) 
9 

დამტკიცება. გვაქვს: 
ი+7 ი 7 ი+1 

I I(X)0X = I ჯ0)ძX+ I ჯიაძ» + I ჯ60ძX (1,2) 
;:) 0 7. 

ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის მესამე ინტეგრალში მოვახდინოთ ჩას. 

მა X=1-7, მივიღებთ 

8-+7' /) ი 

I ”00ძX= | /6+9)ძ(= | ი“! ლ=–- I ჯ00ძX. 

” 0 "ი
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მაშასადამე, (1.2) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში პირველი და მესამე 

ინტეგრალები ერთმანეთს გააბათილებენ და მივიღებთ (1.1) ტოლობას, 

§ 2. კვადრატით ინტებრებადი ფუნძციები, ბუნიაკოვსკიხა 
და კოფის უტოლობები 

განსაზღვრა 1, (ი,ხ) სეგმენტზე განსახღვრულ IC) ფუნქციას 

ეწოდება კვადრატით ინტეგრებადი ფუნქცია, თუ არსებობს 

ინტეგრალები 

| 600 ძX და II IXX)ძ». 

თუ წ00 ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით (ი,ხ) სეგმენტზე, 

მაშინ /1X) ფუნქციაც ინტეგრებადია იმავე აზრით |თი,ხ) სეგმენტზე, 

მაგრამ არასაკუთრივი აზრით ინტეგრებადი ფუნქცია შეიძლება კვად- 

რატით ინტეგრებადი არ იყოს. მაგალითად, /”(X) = M- ფუნქცია ინ–   

ჩX 

1 
ტეგრებადია არასაკუთრივი აზრით (0,1) სეგმენტზე, მაგრამ წ%X)= –-–- 

· » 
ფუნქცია ინტეგრებადი არაა არასაკუთრივი აზრით (0,1| სეგმენტზე. 

ისმის კითხვა: თუ /%XX) ფუნქცია ინტეგრებადია სეგმენტზე, მაშინ 
იქნება თუ არა ინტეგრებადი /()) ფუნქცია? საზოგადოდ არა. მოვი- 

ჟვანოთ 

მაგალითი 1, ვთქვათ, /(X) ფუნქცია განსაზღვრულია ასე: 

1, რაციონალურია, Iი=| თუ Xჯ ირაციონალურია 

–1, თუ ჯ რაციონალურია. 

ეს ფუნქცია ინტეგრებადი არაა |0,1) სეგმენტზე, მაგრამ /%(X)=>1 
ფუნქცია ინტეგრებადია იმავე სეგმენტზე. 

თეორემა 9. თუ /(0 და ეყ(X კვადრატით ინტეგრებადა 

ფუნქციებია IიV,) სეგმენტზე, მაშინ (იყი ფუნქცია 
აბსოლუტურად ინტეგრებადია იმავე სეგმენტზე. 

დამტკიცება. ადვილი შესამჩნევია, რომ დადებითი თ და 8 რი- 

ცხვებისათვის მართებულია უტოლო ბა 

ივლ “+L. (2.1)
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ჟღ 
  

ახლა ვთქვათ, 

| თ=|IIV) 8=I|9C I. 
მაშინ (2.1) უტოლობის თანახმად გვექნება 

|”(X)ძ ი |= -- I”/%Xე -L ე? (X). 

1 
რაკი - I %MX+9") ფუნქცია ინტეგრებადია, ამიტომ | M(X)ყV”X | 

ფუნქციაც .ინტეგრებადია (თ,ხ1 სეგმენტზე. თეორემა დამტკიცებულია. 
ამ თეორემიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ თუ /(X) ფუნქ- 

ცია კვ,დრატით ინტეგრებადია (თ,ს) სეგმენტზე, მაშინ იგი იქნება 

აბსოლუტურად ინტეგრებადი. 

თეორემა 3. კვადრატით ინტეგრებად ფუნქციათა ჯა- 

მი არის კვადრატით ინტეგრებადი ფუნქცია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, /(X) და ძ(ჯX) კვადრატით ინტეგრებადი 

ფუნქციებია (ი,ხ) სეგმენტზე. გვაქვს 
VC)+ყ9ლ00)"=I| 09 +2/00900+ე”ლი. 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილი წარმოადგენს ინტეგრებად ფუნქციას (6,401 

სეგმენტზე, ამიტომ /(09+ეს) კვადრატით ინტეგრებადი ფუნქციაა 

იმავე სეგმენტზე. · 

აღვილი დასამტკიცებელია, რომ თუ /(X) ფუნქცია კვადრატით 

ინტეგრებადია (ით,ხ) სეგმენტზე, მაშინ 0-I(X-), სადაც დ ნებისმიერი მუ- 

დმივია, აგრეთვე კვადრატით ინტეგრებადი ფუნქციაა იმავე სეგმენტზე. 

შედეგი. თუ ჩV%), /:(X),..-/(X) კვადრატით ინტეგრებადღი ფუნქ- 
ციებია (თ,ხ) სეგმენტზე, მაშინ ამ ფუნქციების წრფივი კომბინაცია 

6,I(X)+ 69(0+---+ 0) აგრეთვე კვადრატით ინტეგრებადია იმა- 
ვე სეგმენტზე. | 

თეორემა 4. თუ /() და 6-0) კვადრატით ინტეგრებადი 

ფუნქციებია (| ს) სეგმენტზე, მაშინ მართებულია 

უტოლობა 

ხ | ხ L ხ > 
ICX) ყ(X) ძX <( ( იი « ) · ( | “თია: ) · (2.2) 

დამტკიცება. ნებისმიერი ნამდვილი X» რიცხვისათვის გვაქვს 

  

ხ ხ ხ ' ხ 
“| CV+90011ძ»=X2 | /'009X+2X | /Cი «00ძX+ | ყ'00ძ»>9.



§ 2. კვადრატით ინტეგრებადი ფუნქციები, ბუნიაკოესკისა და კოშის” 593 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

  

ხ ხ ხ 
I 1%X)ძX= #4, I I(X)#(X) ძX=#, I იძ'0% ძX=C0, 

ნებისმიერი X»-სათვის გვაქვს 

415-+-218.+–+C=>90. 

ამიტომ 4122+281+C სამწევრის დისკრიმინანტი დააკმაყოფილებს 

პირობას 

8'---40ლ0 
ანუ 

#3'ლ=4C. 

აქედან ვღებულობთ (2.2) უტოლობას,ს თეორემა დამტკიცებულია. 

(2.2) უტოლობას ეწოდება ვ. ბუნიაკოვსკის უტოლობა. 

განსაზღვრა 2. თუ /C0) ფუნქცია კვადრატით ინტეგრებადი 
' 

ხ – 

ფუნქციაა IC,ბ) სეგმენტზე, მაშინ გამოსახულებას ( LI თ% ) ეწო- 

დება ”/(X)) ფუნქციის ნორმა და აღინიშნება | / |: 

II= /. ( ჩხიბ» 

განსაზღვრა 3, თუ/0ი და ყ(0%) კვადრატით ინტეგრებადი ფუნქ- 

ხ 

ციებია (თ,ხ1 სეგმენტზე, მაშინ ინტეგრალს I I()ნიეძX ეწოდება /I(X) 

და #ძ(X) ფუნქციების სკალარული ნამრავლი და აღინიშნება 

თ წ): 

ხ 

(, თ = | ICიიიეძ». 
2 

ახლა ბუნიაკოვსკის უტოლობა შეგვიძლია ასე ჩავწეროთ: 

ICჩ9)|<II II'II9II (2.3) 
38 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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თეორემა ნ. თუ /(X და #(0 კვადრატით ინტეგრებადი 

ფუნქციებია (ი,ბ) სეგმენტზე, მაშინ მართებულია 
უტოლობა 

II+49II =II”/ I+ILVII- (2.4) 
დამტკიცება. თუ გამოვიყენებთ ბუნიაკოვსის უტოლობას, 

გვექნება ' 
დტ 

I/I+9II= / | IV0X+9Cი)1ძ» =V/ II7 |1+20,თ+I 9 I" < 

  

  

  

<V/ | /I+2I7I- II2II+ II 9|/=IIII+II9IL- 

თეორემა დამტკიცებულია. 
(2.4) უტოლობას ეწოდება კოშის უტოლობა. 
განსაზღვრა 4. (თ,ხ) სეგმენტზე კვადრატით ინტეგრებად ორ 

MIX და ძ(X) ფუნქციას ეწოდება ურთიერთორთოგონალური 

ფუნქციები (ი,ხ) სეგმენტზე, თუ მათი სკალარული ნამრავლი 
თ,თ)=0, ე. ი. ' 

ხ 

I I(X9)9(X) ძX=0. 

§ მ. ტრიგონომეტტიული სისტემის ორთოგონალურობა 

ტრიგონომეტრიული სისტემა ეწოდება ფუნქციათა შემდეგ სის- 

ტემას: 

+ 1, C008X, 310 X, 008 2X, 810 2X,..-008 MX, 810 21X,..· (8.1) 

თეორემა 8. (3.1) სისტემის ორი ნებისმიერი ფუნქცია ურთიერთ- 

ორთოგონალურია (–-X,») სეგმენტზე. 

დამტკიცება. ნებისმიერი ნატურალური ჯ რიცხვისათვის გვაქეს 

LI 

I C09 1X9X=0, (3.2) 

ავ) 

% 

I 810 XX 9X=0. (3.3) 

–ჯ 

ამრიგად, ფუნქციები 1 და C03»X აგრეთვე 1 და 810 MX ურთიერთ– 

ორთოგონალურია (-–-»,») სეგმენტზე.



§ 3. ტრიგონომეტრიული სისტუმის ორთოგონალურობა §95 
  

ახლა განვიხილოთ (3.1) სისტემის 0098 IX და 008 MX ფუნქციები, 
სადაკ » და ჯ მთელი დაღებითი რიცხვებია, ამასთან თ # #. 

რადგანაც · 

008 6 C08 8 = > (609 (თ –– 8) +603 (« +8)I, 

ამიტომ 

Xჯ «% 

I 0608 17LX C08 MX XX = - I (0608 (11-––-#)X-+ 003(M1+-V)X) /7X=0. (3.4) 
55 ! 2 

მაშასადამე, 008 7XX და 003#MX ფუნქციები. ურთიერთორთოგონალუ- 

რია... 

შემდეგ, თუ გამოვიყენებთ ფორმულებს 

810 თ81ი ზ= – (603 (თ-–– 3) = 009(Cთ-L8)), 

810 თ ი098= - (81ი («+ 8) + 510 (თ-–-8)), 

გვექნება 
# 

I 810 MLX 810 MX ძჯX = 
“–Xჯ 

1 LI4 

=-- I (608 (ოL––M)X-–608 (ML+X)) ძX = 0, (3.5) 
> ” 

% 

610 M1X 6008 XX CX = 

–ჯ 

1 «დ 

= -> I (810(»L-L»)X-I- 810(იL-–- #)X1IთX = 0: (პ.6) 
X- : 

ამრიგად, (3.1) სისტემის ორი ნებისმიერი ფუნქცია ურთიერთორთო. 
გონალურია | – #,X) სეგმენტზე. თეორემა დამტკიცებულია, 

თუ ახლა გამოვიყენებთ ფორმულებს 

1+008 2თ 1–-208 26 
0081 6 = “ა მ)02თ = აააა,
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გვექნება 

  

LI" IM 
1 

I 0085%:XIX= – I (1+008 24#X) 9X=X, (3.7) 

-ჯ 2.» 
ხ
ლ
ი
ს
 ჯ 

8111X 0X= –- I (1 –– ი082MX) ძX==X. · (3.8) 

– 

§ 4, 2 პერიოდის ფუნძციის შურის ტრიგონომეტრიული 
8წკრივი 

ტრიგონომეტრიული მწკრივი ეწოდება შემდეგი სახის მწკრივს 

5+ 9, (ი, 603 XX + ხა 810 XX), (4.1) 
#=1 

სადაც თეა; თე ,თე,-.-,ხ,, ხუ... ნამდვილი რიცხვებია, ამ რიცხვებს (4.1) 

მწკრივის კოეფიციენტები ეწოდება, 

ადვილი მისახვედრია, რომ თუ (4.1) მწკრივი კრებადია, მაშინ ამ 
მწკრივის ჯამი წარმოადგენს 2» პერიოდის ფუნქციას. 

ახლა განვიხილოთ ტრიგონომეტრიული მწკრივებისათვის ამოცანა, 

რომელიც ხარისხოვანი მწკრივებისათვის განხილული ამოცანის ანა- 

ლოგიურია. 

ვთქვათ, (–-», თ) სეგმენტზე ინტეგრებადი 2M პერიოდის /(X) ფუნ- 
„ ქცია იშლება ტრიგონომეტრიულ მწკრივად: 

I(ი= + 2, (თM 608 XX -L ხი» 81» #X). (4.2) 
#=1 

ვიპოვოთ ი, და ხ,ჯ კოეფიციენტები. ამისათვის ვიგულისხმოთ, რომ 
(4.2) და მისი 810 MX და 608XX (+=1, 2,.--.) ფუნქციებზე გამრავლე– 
ბით მიღებული მწკრივების წევრ-წევრად ინტეგრება შეიძლება. 

თუ (42) ტოლობას წევრ-წევრად ვაინტეგრებთ ––- X-დან »-მდე, 

მივიღებთ 

7 II4 თ- 9C Xჯ 

I MC ძ«= %. | ძX + > («I ი08 #X0X + ხ» | 90#ი»). 
“წ -#ჯ –-ჯ -> #51



§ 4. 2 პერიოდის ფუნქციის ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრიი 597 
  

(3.2) და (3.3) ფორმულების მიხედვით, ტოლობის. მარჯვენა ნაწილში 
ყველა შესაკრები, გარდა პირველისა, ნულის ტოლია. ამიტომ 

ჯ 

| M009X= Xი.. (4.3) 
–ჯ 

ახლა (3.2) ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ 608 XXთVX გა- 

მოსახულებაზე და მიღებული ტოლობა ვაინტეგროთ ისევ ––X-დან »- 

მდე, მივიღებთ 

ჯ '” ჯ 

I ICX) 605 MX0X= 5) | I 008 XX ძX + 
–Xჯ –X 

თ ჯ% I) 

+ 1, (« I 0608 LX 608 MX #X+ ხს I 810 XX იმმ» ) · 
– –ჯს L=1 

(3.2) ფორმულის ძალით ტოლობის მარჯვენა ნაწილის პირველი 

შესაკრები ნულის ტოლია, ხოლო (3.4) და (3.6) ფორმულების თანა- 

ხმად ყველა ინტეგრალი ჯამის ნიშნის ქვეშ ნულის ტოლია, გარდა 

ერთი ინტეგრალისა 

ჯ 

I C03”#X 0X=%, 
“ 

რომელიც დგას ძ, კოეფიციენტებთან. მაშასადამე, 

#- 

I წ(X -0§ოXძX=%Cი. (4.4) 

=ჯ 

: ანალოგიურად ვიპოვოთ, «ომ 

I2 ! 
I ჯცი 510 MXX0X = »ხი. (4.5) 
22 

4.3), (4.4) და (4.5) ტოლობებიდან ვღებულობთ : 

!»ჯ 

ი.=-1 I (00 -08Xძ0X (5=0, 1, ...), (4.6) 
% <<.
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LL4 

ხ. = 1. I IX) 810 MX #X (ი = 1, 2,...). (4.7) 

# –-ჯ> 

თ და ხე კოეფიციენტებს ეწოდება /(X) ფუნქციის ფურიეს კოე- 
ფიციენტები, ხოლო ტრიგონომეტრიულ მწკრივს ასეთი ძია და ბა 

კოეფიციენტებით ეწოდება MX) ფუნქციის ფურიეს ტრიგონო- 
მეტრიული მწკრი ვი ანუ, შემოკლებით, I(X) ფუნქციის ფური- 

ეს მ წ კ რივი. 

შევნიშნოთ, (--ჯ%,-L) სეგმენტზე ინტეგრებადი 2» პერიოდის /|(X) 

ფუნქციისათვის ყოველთვის შეგვიძლია შევადგინოთ ფურიეს კოეფი- 
ციენტები და, მაშასადამე, ფურიეს მწკრივიც, მაგრამ ეს მწკრივი შეი– 
ძლება კრებადი არ იყოს. ამიტომ” ვწერთ 

(არილი ოთა სა (თ. 608 LX + ზა 810 XX). 
#51 

ასეთი ჩაწერა მხოლოდ იმას აღნიშნავს, რომ /() ფუნქციას შეესაბა– 
მება ფურიეს მწკრივი, რომელიც დაწერილია –- სიმბოლოს მარჯვნივ. 
–- სიმბოლო. შეგვიძლია შევცვალოთ = ნიშნით მხოლოდ მაშინ, რო- 

დესაც მწკრივი კრებადია MX) ფუნქციისაკენ. ამ 'მემთხვევაში იტყვიან, 
რომ IX) ფუნქცია იშლება ფურიეს მწკრივად. 

თეორემა 7. თუ 2X პერიოდის (0) ფუნქცია (–»,თI) სეგ- 
მენტზე იშლება თანაბრად კრებად ტრიგონომეტრი- 

ულ მწკრივად, მაშინ ეს, მწკრივი /() ფუნქციის ფუ- 
რიეს მწკრივია.. 

დამტკიცებ ა. ვთქვათ, /(X) ფუნქციისათვის მართებულია (4.2 
ტოლობა, საღაც მწკრივი თანაბრად კრებადია (–-», თ) სეგმენტზე. 

რადგანაც ამ მწკრივის წევრები უწყვეტი ფუნქციებია, ამიტომ MX) 
ფუნქცია უწყ ვეტია (–-X,=) სეგმენტზე და, მაშასადამე, /(X)-ის პერი- 
ოდულობის გამო, ეს ფუნქცია უწყვეტია 1--იი, + თL შუალედში. 
ამის გარდა, შეიძლება (4.2) მწკრივის წევრ-წევრად ინტეგრება, რაც 
მოგვცემს (4.3) ტოლობას. 

ახლა (4.2) ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ 60 იჯ ფუნქ- 

ციაზე, გვექნება 

ICX) 0208 XX = > 009 #X-L 2, (ძა 008 XX 608 9X+- ხ# 310 MX 608 MX). 

ლა
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ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მწკრივი თანაბრად კრებადია (--X,») 

სეგმენტზე. მაშასადამე, შეიძლება მწკრივის წევრ-წევრად ინტეგრება, 
რაც მოგვცემს (4.4) ტოლობას. 

ანალოგიურად მტკიცდება (4.5) ტოლობის მართებულობა. · ამით 

დამტკიცებულია თეგ და ხეც კოეფიციენტებისათვის (4.6) და (4.7) ფო- 

. რმულები. თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 5. ჭაიერფტრასის მეორე თეო#4ემა უწყვეტი ფუნძციის 

აპროძსიმაციის შესახებ 

მათემატიკურ ანალიზსა და გამოყენებით საკითხებში საჭიროა ვი– 

ცოდეთ პერიოდული /(») ფუნქციების. მიახლოება უმარტივესი ფუნქ- 
ციებით. 

თუ /C0) არის 2L პერიოდის ფუნქცია, მაშინ ბუნებრივია, მააპრო– 

ქსიმებელ ფუნქციებად უნდა ავიღოთ არა მრავალწევრები, არამედ 
ეგრეთ წოდებული ტრიგონომეტრიული პოლინომები, ე. ი. 

შემდეგი სახის გამოსახულებები . 

თა + 2, (თ; 609 XX + ჩ- 310 XX), · (5.1). 
#51 

სადაც თ; და 8; ნამდვილი რიცხეებია. თუ თ, და მ-დან ერთი მაინც 
„განსხვავებულია ნულისაგან, მაშინ (5.1) ტრიგონომეტრიულ პოლინო- 
მებს ეწოდება ა» რიგის ტრიგონომეტრიული პოლინომი. 

· ლემა, ნებისმიერი ნატურალური » რიცხვისათვის 
0ლ09X წარმოადგენს » რიგის ტრიგონომეტრიულ პო- 
ლინომს. 

დამტკიცება. თუ »#=2, "გვექნება 
1 1 

0083 X= -> + “> 008 2X. 

ამ შემთხვევისათვის ლემა მართებულია. 

ახლა ვთქვათ, რომ ლემა მართებულია, “როდესაც M=#. და დავამ– 

ტკიცოთ ლემის მართებულობა, როდესპც #=#-+1. დაშვების თანა– 

ზმად 

!.) 

ი0ც" ჯ=- 2, თ, 608 VX, 
ყ=0
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სადაც თ, ნამდვილი რი/ცხვებია, ამასთან თ.„#0. მაშინ 

!.) 

C0§M+1 ჯ= 2, თ»; 005 X C08 VX = 
V”0 

·» 

= თ. 008X + 89, თ; 609 X 609 VX=თე 008 X+ 
V51 

I 

+?) – | 608(V-–-–- 1)X-L C03(V-L- 11X I 
VI 

+) 

603+ X= 2) თე 005 VX, 
V51 

სადაც თ, ნამდეილი რიცხვებია, ამასთან თ,.,., = #0, რაკი თეო- 

რემა მართებულია, როდესაც #=1 და #=2, ამიტომ. თეორემა ზოგა– 

დად დამტკიცებულია. 
თეორემა 8 (ვაიერშტრასი), თუ /0) არის 2» პერიოდის 

უწყვეტი ფუნქცია, მაშინ ყოველი დადებითი 6 რიც- 

ხვისათვის არსებობს ისეთი ტრიგონომეტრიული პო– 

ლინომი 7”V(»), რომ 

|(/(00-– 70მ | <6 
ყველა ჯ-სათვის )|––დ, +=( შუალედიდან. 

დამტკიცება. რაკი 7(0 და X(CX) ფუნქციები 2X პერიოდის 

ფუნქციებია, ამიტომ საკმარისია დავადგინოთ II00–7C0) | <6 უტო- 

ლობა (–-X,0X) სეგმენტისათვის., 

ჯერ ვიგულისხმოთ, რომ /(X ფუნქცია ლუწია და შემოვიღოთ 

აღნიშვნა X=89X00081. თუ ჯ იცელება ––1-დან 1-მდე, მაშინ X უწყვეტად 

იცვლება X-დან ნულამდე. ამიტომ ”(2გIXC 6081) წარმოადგენს # ცელადღის 

უწყვეტ ფუნქციას (--1,1) სეგმენტზე. ვაიერშტრასის პირველი თეო- 
რემის თანახმად არსებობს ისეთი LC) მრავალწევრი, რომ 

|”(8Xი 0095 1)––XXI) | <6 

ყველა ჯ-სათვის (0,X) სეგმენტიდან.
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თუ დავუბრუნდებით ძველ ცვლადს, მივიღებთ ტოლფას უტოლობას 
I”(X)-– XLLCC09 X) | <6 (5.2) 

ყველა ჯ-სათვის |0,X) სეგმენტიდან. 

თუ X-ს შევცვლით –-ჯ-ით, მაშინ (5,2) უტოლობა ძალაში დარ- 

ჩება (--»,01 სეგმენტისათვისაც. ამრიგად, 

|/ (X)––ILC05 X)| <8 

ყველა ჯ-ისათვის (--»X,X) სეგმენტიდან, სადაც LC203 X) არის მრავალ– 

წევრი 005 ჯ-ის მიმართ: 

X(808 X)= ძა+0, 008 + თ,605” X-L-..-+- თე 603" X. 

ლემის თანახმად X(C0§ X) წარმოადგენს ჯ რიგის ტრიგონომეტრიულ 

პოლინომს. ამით თეორემა დამტკიცებულია ლუწი ფუნქციისათვის, 

ახლა განვიხილოთ ზოგადი "შემთხეევა. ვთქვათ, /(X) არის ნების- 
მიერი 2X პერიოდის უწყვეტი ფუნქცია. ამ ფუნქციის პერიოდულო- 
ბის გამო საკმარისია განვიხილოთ იგი (–X,%) სეგმენტზე. ავიღოთ 

დამხმარე ფუნქციები 

«(0 =,00+I(–-», ბ%00=(/(00--(--X)) 810 X- 

ი(X) და VC0) ფუნქციები არის 2» პერიოდის ლუწი უწყვეტი ფუნქ- 
ციები. ამიტომ ზემოთ ღამტკიცებულის თანახმად, ნებისმიერი დადე– 
ბითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი ტრიგონომეტრიული პოლინო– 

მები #(ლ008 X) ღა 0(0095 X), რომ ადგილი ექნება უტოლობებს 

დ(X)–– # (005 X) | <->, | დ(9) – 0(0605 X) |<: > 

ყველა X-სათვის |--X,X) სეგმენტიდან. 

აქედან უშუალოდ გამომდინარეობს უტოლობები 

| დ(X) 310? X–– X (008 X)8107 X| < -> , 

| ს(X) 31ი X-–– C0 (008 X) 810 X | < -- 

ამ უტოლობათა ძალით გვა ქვს 

| ( თი 3102 X-+6L(X) 810 XI ––(XXC08 X) 8103 X+ C (608 X)810 XI | <4 

ყეელა »-სათვის (–-X,X) სეგმენტიდან.
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მაგრამ 

დ(ჯ) 510? X+ დ(X)310 X=I (X) 8)ს" X+IV7(–-X) 8102 »ჯ+ 

+/(X) 5107 X--/ C–%X) 31023 X= 2წ(%) 8107 X, 

ხოლო XX(C08 X) 810? X- 0(0608 X)61 X წარმოადგენს გარკვეულ .„ტრი- 
გონომეტრიულ 2ს00) პოლინომს, ამრიგად, არსებობს ისეთი ტრიგო- 
ნომეტრიული #)(ჯX) პოლინომი, რომ 

| 2/(X)3103 X–– 2” ი) | <6. (5.3) 

თუ გამოვიყენებთ იმავე მსჯელობას / (» + 2) ფუნქციისათვის, 

დავამტკიცებთ ისეთი 7,0) ტრიგონომეტრიული პოლინომის არსებო– 
ბას, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას 

#( X»ჯ+ 5 თბ» 70) < 

  

თუ ამ უკანასკნელ უტოლოზაში ჯ-ს შევცვლით ჯ-– ---ით და 

გავითვალისწინებთ იმას, რომ ასეთ შემთხვევაში ყოველი ტრიგონო- 

მეტრიული პოლინომი გადადის ტრიგონომეტრიულ პროლინომში, 

გვექნება ! 
| 2MX) 06059 X-– 7300 | <5, (5.4) 

სადაც ევი ტრიგონომეტრიული პოლინომია. 

ახლა შემოვიღოთ აღნიშენა. 

7XX) = 29) 1-25(X). 17 ჯ(X) · 

ცხადია, 7X(X) წარმოადგენს ტრიგონომეტრიულ „პოლინომს, თუ მხედ- 
ველობაში მივიღებთ (5.3) და (5.4) უტოლობებს, გვექნება, 

|/(X) ––XV9 | = | I (%) 8)ი7;– #0) 2291 , (X) ი031%–– 59. II =< 

= |I/(X)8I09 X-– + /თაიიჯ' X- 222 < ++ > = 
  

ჯ 1(X) 

2   

თეორემა დამტკიცებულია.
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ზ § 6, ფუნძციის ზანსაზღვრის ცალხასობა ფუ#4ინს 
“. ჰპროეფიციენტების საფუალებით 

თეორემა მ. 2» პერიოდის ორ სხვადასხვა უწყვეტ 
“ფუნქციას არ შეიძლება ჰქონდეთ ერთნაირი ფურიეს 
მწკრივები. 

დამტკიცება, ვთქვათ, მოცემულია 2» პერიოდის ორი სხვადა- 

სხვა უწყვეტი ფუნქცია ”:(X) და ”.(X). დავამტკიცოთ, რომ მათ შეე– 
საბამება სხვადასხვ ფურიეს მწკრივები, დავუშვათ საწინააღმდეგო, 
ვთქვათ, მათ ”შეესაბამება ერთი და იგივე ფურიეს მწკრივი: 

ჩე 5+ X (თ 008 LX-L ხ, 810 MX, 
#ხ=1 

ჩ(ჯ) –– 54 5 + სა (თM 008 #X-LLხ, 610 XX). 
#. 

მაშინ 2» პერიოდის უწყვეტი /(X2) =//X)-ჩ(X)2%0 ფუნქციის ფური- 
ეს ყველა კოეფიციენტი იქნება ნულის ტოლი, რაკი ”() უწყვეტია, 
ამიტომ არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი M, რომ |I(X) | =M ყვე- 
ლა ჯ-სათვის (--X,%) სეგმენტიდან. ვაიერშტრასის მეორე თეთრემის 
თანახმად, ნებისმიერი დაღებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი. 

ტრიგონომეტრიული პოლინომი წი, რომ 

_ I/0ი- 7, (ი|< ლუს 

ამიტომ 

ჯ.. _ 

I #00 ძX-– | /(X) >, 6) ძ»| < 
-ჯ ' ჯ.. 

ჯ : , , 

5 L /თII/CVი-7იIძ%<M#- გე; 2554 რ.) 

ადვილი შესამჩნევია, რთმ 
LL" · 

ჯ MIი 7 თძ»=0. (6.2) 
1.
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მართლაც, რაკი X,(X) ტრიგონომეტრიული პოლინომია, ამიტომ 

2ა00 = ი, + ზ. (თ. 605 LX + ჩ» 810 XX). 
ყო! 

მაშასადამე, 

X % 

I IX) „00 ძX=თ, | ICX)ძX + 
== –»ჯ 

(1 # X 

+ 1, ( რთ I IM(CX) 209 XX ძX-–-ზ. I I(X) 31ი XX #- ) =0, 
=ჯ -ჯ #=1 

ვინაიდან /(X) ფუნქციის ფურიეს ყველა კოეფიციენტი ნულის ტო- 
ლიტა,. 

(6.1) და (6.2) ფორმულებიდან გამომდი ნარეობს, რომ 

7 

I (0 ძ» < L 
“X 

6. 
და რაკი # ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ამიტომ I #2 (X) ძX = 0. 

–-ჯ 

აქედან /%X) ფუნქციის უწყვეტობის გამო, ვღებულობთ ”(X)-=0- 
ამრიგად, ერთი მხრივ ”(X)#0 და მეორე მხრივ I(X)1=0. მაშასადა– 

მე, ჩვენი დაშვება იმის შესახებ, რომ /წ,(X) და /,(X) ფუნქციებს აქვთ 
ერთი და იგივე ფურიეს მწკრივი, არ არის სწორი. თეორემა ღამტკი- 
ცებულია. 

თეორემა 10, თუ 2%L პერიოდის უწყვეტი /(I) ფუნქციის 

ფურიეს მწკრივი თანაბრად კრებადია (–X»X,X) სეგმენ- 

ტზე, მაშინ ამ მწკრივის ჯამი არის /(X) ფუნქცია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 

"წი – 29+ 1, (იჯ 609 XX -++ ხ» 810 XX), (6,2). 

#5=1 

სადაც 

» · 

ძმ» = => I IX) 008XXთ>X (#=0, 1, ...). 
# –”
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+ 

ხ» = – I #ჰC20 810 XXძX (L=1,2,...). 
ჯ -– % 

პირობის თანახმად (6.3) მწკრივი თანაბრად კრებადია და ამიტომ ამ 
მწკრივის ჯამი 9(ჯ) არის უწყვეტი ფუნქცია. მაშასადამე, მე-7 თეო– 

რემის თანახმად 

1 

თ; = 21, I 5(X) 008 MX ძX (L=0, 1,...), 

% –X 

1 #X 

ხა = –- I 8(X) 810 MX «X (CL; =1, 2,...). 
» –ჯ 

მრიგად, 2ჯX პერიოდის უწყ ვე ტი (ი) და 5(0X) ფუნქციებს აქვთ ერთი 

და იგივე ფურიეს მწკრივი. ამიტომ მე-9? თეორემის ძალით /(X)=48(Xჯ). 
თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 7. %ირისლეს ინტიზრალი , 

ლემა 1. მართებულია შემდეგი ტოლობა 

1 
§I0 (» + +) « 

2 · (7.1) 
238)ი –“. 

2 

  

1 
- 1008 9+009 2V-L...-+ 0608 M#= 

დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშენა 

1 
თი = “ე 1 008 #+ 0082V-+- ... + 003 IV“ 

და ამ ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ 2310 ---ზე, მივიღებთ 

2თ, 310 –“- =8319 + _ 2ლ08 0510 –“-+L 2009 24391ი –“ +...+ 
2 2 2 2 

. %V 
+ 2005 MV 510 ““ (7.2) 

თუ ვისარგებლებთ ფორმულით 

2008 C 810 მ =91ს (თო+ჩ)––3!0 (თ––ჩ),
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(7.2) ტოლობა შეგვიძლია ასე გადავწეროთ · 

2თკ 3)0 2“ =2810 ++ "55 –-–)ი +)+ («ი –- 81 23 )+..- –+“.. 

-.+(ას + ით –წ”0 2 == .)- იი(» ++)" 

აქედან მიიღება (7.1) ტოლობა. 

ახლა მოვახდინოთ (7.1) ტოლობის ინტეგრება – X-დან ჯ-მდე და 
შემდეგი გავყოთ ჯ-ზე, გვექნება 

თი(» +-). 

%# „2910 –“ 
2 

    

  

I
ს
 1 

1 =-– ძV (7.3) 
# 

ნებისმიერი ნატურალური ი»-სათვის. 

(7.3) ინტეგრალში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია ლუწია და ამიტომ 

აქედან ვღებულობთ 
1 

წვას -) 

% 0 2910 -> 
2 

  ძი= --. (0.4) 

ახლა განვიხილოთ 2» პერიოდის /(X) ფუნქცია, რომელიც ინტე- 

გრებადია (–-X,2) სეგმენტზე, ვთქვათ, ? 

IX) –– + X (თ 609 #X+ხ;, 810 #X). “7.5 
სხ=1 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

8ი(X) = ++ ჯ (თ» 603 MX-+ხჯ 819 #2). (7.6) 
#=1 

მი(X) პოლინომს ეწოდება (7.5) ფურიეს მწკრივის »-ური კერძო ჯამი 
თუ (7.00 ტოლობაში იე, ღა ხ _ კოეფიციენტების გამოსახულებებს 

ჩავსვამთ, გვექნება
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1 # 

'ი00=:–- L ”0)ძ, + 

15, % ჯ 

+ + 2, I I IC#) 009 #1 008 MXCL-L I /(0 310 #M§ იი#V|– 
1. 1. 

IC) | + ?, (608 LL C08 MX + 319 ML 910 | ძ(= 
ს=1 

= 11% /ფ) -++ %- აი§ML-–/) | – + I L + სა ი M 
ჯ ს. 

თუ ვისარგებლებთ (7.1) ფორმულით, გვექნება · 
| - 

1 7 «ი ( MM + --)ი–» 

§.»(X = –– I(ხ 

2” I 2ვ) “+ 

  .“   

  

ამ მნიშვნელოვან ინტეგრალს ეწოდება დირი ხლეს ინტეგრალი, 

«X7.7) ინტეგრალში მოვახდინოთ (ცვლადთა გარდაქმნა (-X=V. ეს 

  

  

გვაძლევს 

1 თ. ძი + --)" 

§ა(X)= – I(X+ი) ძი. 
ი -ა-ჯ 291 -- 

. | 1 
ამი ი + +) “ 

I(X+V) და. ფუნქციების პერიოდია V-ს მიმართ 

231 > 

2», ხოლო |--X-–-X, #--X) სეგმენტის სიგრძეა 2». ამიტომ 

ჯ ო( # + >) « 

ვე0ე= 1 I /CX+4) 
# “+. + 290 -“ 

2 

  ძი. (7.8)
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ახლა თუ ინტეგრების (--», ი) არეს წარმოვადგენთ (--», 0) ს 

(0, ») ჯამის სახით, მაშინ (7.8) ტოლობა მარტივი გარდაქმნის შემდეგ 

მიიღებს სახეს 

ჯ წ( თ + 2)' 
1 == 8-C0 = –– | Vთ+0+ICთ 
X#- 9 

  მი. (7.9) 
2 910" 

2 

ახლა (7.4) ტოლობის ორივე ნაწილის გამრავლება 2ვ-ზე გვაძლევს 

1 + ყი( თ +--)! 

ჯ=--| 2§ ძL. 

28ი–– 
2 

  

თუ ამ ტოლთბას გამოვაკლებთ (7,9) ტოლობას, მივიღებთ 

ვე(X)–“§ = 

ყი( ი + >) L 
2 

23)0 –– 
2 

  

· 
| #Vთ+0ი +Iთ– 00-29 ს. (7.10) 
0 .

-
 

ამ ფორმულით ვისარგებლებთ შემდეგში. 

§ 8, რიმანის თერრიმა 

დავამტკიცოთ შემდეგი მნიშვნელოვანი 

თეორემა 11 (რიმანი), თუ MX) ფუნქცია აბსოლუტურად 
ინტეგრებადია (წი,ს) სეგმენტზე, მაშინ 

ხ 

110 I I(X) 310 XX0X=0, (8.1) 
4-0 3 

ხ 

119 I ICX) 003 XX 4X=0 (8.2) 
4-0 მ 

(0. არ იგულისხმება მთელ. რიცხვად). 

დამტკიცება. საკმარისია. დავამტკიცოთ (8.1) ტოლობის მარ– 

თებულობა, ვინაიდან (8.2) ტოლობა მტკიცდება ანალოგიურად. ჯერ
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ვიგულისხმოთ, რომ (0) ფუნქცია ინტეგრებადია (თ,ბ) სეგმენტზე რი- 
მანის აზრით. (თ,0ბ) სეგმენტი დავყოთ ქვესეგმენტებად შემდეგი წერ- 
ტილებით . 

თ=X-ი-<-X<.-<»-1<-X.=ხ. (8.3) 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

ხ –. 

I/Iთ 810 XX ძX = 2, I #(X) 310 XXძჯ. (8.4) 
ძ #=1 +- 

თუ აღვნიშნავთ »L-თი MX) ფუნქციის ქვედა საზღვარს I-ი XII სე– 
გმენტზე, (8. ტ ტოლობა შეგვიძლია ასე დავწერო 

ჯ XI 

/ /C 810 XXX = 5) I VI) – თ.) 819 1X ძX+ 
ხ-1 ჯL_ –I 

+2:თ / 91ი XXX. 
XLI-) 

რადგანაც ნებისმიერი თ და 8-სათვის 

  

  

· 2 
I 310 1XძX | <= == 

ამიტომ . 

ხ 

| წთვIი »X0X <% ს (XL -– M-) + –– L 2. თ, 

წ. | ხ=1 

    

საღაც თ, არის MX) ფუნქციის რხევა (XL. XLI სეგმენტზე. ' 

ნებისმიერი დადებითი § რიცხვისათვის შევარჩიოთ (8.3) წერტი- 

ლები ისე, რომ გვქონდეს 

ს» თ (> –-X-) <- 
#51 

შემდეგ, რაკი »V რიცხვები უკეე გნსხფიილი, შეგვიძლია ავიღოთ 

დადებითი რიცხვი ჯ.კ იმ პირობით, რომ #.-> –– 2ა III. მაშინ ჟო- 
ჯ=1 

ველი X-სათვის, ' რომელიც აკმაყოფილებს პირობას X>7Xა, გვექნება 

კე ელ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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» 

– 2, III < ->- 
§=1 

მაშასადამე, 
ხ 

|| სათა <6, 
  

როდესაც X#>2), ამრიგად, თეორემა დამტკიცებულია იმ შემთხვევისა. 

'თეის, როდესაც /(X) ინტეგრებადია რიმანის აზრით, 
ახლა ვთქვათ, რომ /(»-), ინტეგრებადია არასაკუთრივი აზრით, 

(იგულისხმება, რომ (0) აბსოლუტურად ინტეგრებადია). საკმარისია 
განვიხილოთ ის შემთხვევა როდესაც წ”(M) ფუნქციას აქვს მხოლოდ 
ერთი განსაკუთრებული წერტილი, მაგალითად, « წერტილი. 

ხ 

ვთქვათ, 0<8<%ს–-ი6 და ინტეგრალი I · I(X) 31ი XX ძX ასე წარმო–- 
ძ 

ვადგინოთ: 

ხ აზ ბ 
I ჯ00 31ი 1XძX = I ICX) 800 XX #X + I ((0X 81ი XX 9X=1, + 1,. 
ძ ი ი+ზ 

1) ინტეგრალისათვის გვაქვს შეფასება - 

9+ხ ' 

(MI< I I/6აI% 
ძ 

ლ ებისმიერი #-სათვის. ახლა, ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის 

ავიღოთ 8 იმდენად მცირე, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას 

იზ · 

| IIMი|ძ»< ->. 

მაშინ | 1, | < -> „ რაც შეეხება 1, ინტეგრალს, იგი ნულისაკენ მიი- 

სწრაფვის, როდესაც 1-C, ვინაიდან (თ+ 8,1 სეგმენტზე ”C) ფუნქ- 

ცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით. ამიტომ არსებობს ისეთი X.>0, 

რომ ყოველი 1-სათეის, რომელიც აკმაყოფილებს უტოლობას #># 

გვექნება



§ 9. ლოკალიზაციის პრინციპი ტრ! 
  

|I< -, · 

ამრიგად, 

<6, 
  

                

როდესაც #>2ე, ე. ი. მართებულია (8.1) ტოლობა. თეორემა დამტკი- 
ცებულია. 

_. შედეგ. აბსოლუტურად ინტეგრებადი ფუნქციის 
ფურიეს კოეფიციენტები «ძე და ხე ნულისაკენ მიისწ– 
რაფვიან, როდესაც #»–+C. ” 

მართლაც, ამისათვის საჭიროა ავიღოთ ზემოდამტკიცებულ თეო–- 
რემაში X=#%, თ=–”», Vს=%. 

§ 9, ლოკალიჭყაციის პრინციპი 

მე-11 თეორემის უშუალო შედეგს წარმოადგენს აგრეთვე შემდეგი 

თეორემა 19 (რიმანი). აბსოლუტურად ინტეგრებად /„(X) 

ფუნქციის ფურიეს მწკრივის ქცევა რაიმე ჯ» წერტილ. 
ში დამოკიდებულია მხოლოდ ფუნქციის მნიშვნელო- 

ბებზე #ჯ წერტილის მიდამოში. 

დამტკიცება. ავიღოთ »-ზე ნაკლები რაიმე დადებითი 8 რიც- 

ხვი. 9() ფუნქცია განვსაზღვროთ ასე: 

/0)= I» როდესაც X-8<(<X#4+8, 
0, როდესაც 1 C IX-–-I,X+ XIა1X--2,X+წ8(. 

თუ #«() ფუნქციის ფურიეს მწკრივის »-ურ კერძო ჯამს. ჯ წერტილი– 
სათვის აღვნიშნავთ §ა(X)-ით, გვექნება 

· 1 
ხ1ს · 1 ( # + 2 ) ქ 

290 -–– 
2 

ძი # + –) ' 
2 

251 > 
2 

  

· 1 II 

8.9) = -> | IIC+0 + 9-1) ი= 
0 

  

გ 

=-+ (VC+0+IV-) ი. 
ჯა
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სი( » + ->) § 

ძ 

2 81უ --- 
2 

  

ამრიგად, 

Iწ(X-+#) +”ICX –– 6)   #. 

დ
ე
ა
მ
 

§.00-–8,6ე=-+- 
% 

მაგრამ 

ჰ(X+9)+IX–0 

28310 -- 
2 

  

ფუნქცია ინტეგრებადია (68, >) სეგმენტზე: ამიტომ, მე-11 თეორემის 
თანახმად | 1 

110 I§(X)–– 9(X)1 =9. 
#-–>-ი 

მაშასადამე, ნებისმიერი დადებითი 8 რიცხვისათვის ვე(»X) ჯამის ქცევა 

დამოკიდებულია მხოლოდ MC) ფუნქციის ქცევაზე 1X--§, X+8L ინტე- 
რვალში და არ არის დამოკიდებული იმ მნი შენელობებზე, რომლებსაც 

იგი ღებულობს ამ ინტერვალის გარეთ. თეორემა დამტკიცებულია, 
ამ თეორემას უწოდებენ ლოკალიზაციის პრინციპს. 

§ 4, ფურიეს მწკრივის კრებადობის ღინისა ღა ლიფშიცის 
ნიფნები 

ვთქვათ, 22 პერიოდის MX) ფუნქცია აბსოლუტურად ინტეგრება- 
დია (–-, XI სეგმენტზე. (7.10) ფორმულა ასე დავწეროთ 

X «ა( ო.ო. + +) ჯ 
1 2 “0-8 => | (1) ძI, ტ0.1) 
2.2 8I0-”- 

2 

  

სადაც 
დ()=I(X+I)+I(X--)-–2ვ. 

ამრიგად, (0) ფუნქციის ფურიეს მწკრივის ჯ წერტილში კრებადოზი- 

სათვის გ რიცხვბსაკენ აუცილებელია და საკმარისი, რომ (10.1) ტო- 
ლობის მარჯვენა ნაწილი მიისწრაფოდეს ნულისაკენ: 

  

1 
ჯ თთ( 8 + +) L 

თ !| დ()ძL=0. ტ0.2) 
ჩ-. 810 - – 

2
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ეს პირობა შეგვიძლია შევცვალოთ პირობით 

1 
ზ ძო( » + +) # 

I | 2 
იათა == Iს– 

დ(ჯ)თV1=0, (10.3)   

სადაც 0<68=<». მართლაც, მე-11 თეორემის თანახმად (10.2) და 

(10.3) ინტეგრალებს შორის სხვაობა ნულისაკენ მიისწრაფვის, როდე– 
საც M->Cთ. შემდეგ, (10.3) პირობა შეგვიძლია შევცვალოთ პირობით 

· ხი( # + +) 

11თ |, დ(ჯ) ძჯ=0. (10.4) 
ი-თ 9 ჯ 
  

  

2 

–ო დ(0) ფუნქცია ინტეგრებადია (0,6) სეგ- მართლაც, ( 

810-– 
2 

მენტზე, და ამიტომ, მე-11 თეორემის თანახმად 

წ) 
Iთ აი( # + --) ჯ 1 _.2 დ(0ეძ1=0. 
ჩი 2 ვია–– # 

ხ 

  

L 

2 

თეორემა 18 (დინის ნიშანი). /”(X ფუნქციის ფურიეს მწკ- 

რივი კრებადია § ჯამისაკენ, თუ რაიმე დადებითი 8 

რიცხვისათვის არსებობს ინტეგრალი 

გ 

I -19001_ ძI.. (10.5) 
ჭ ჯ 

ფუნქცია აბსოლუტურად ინტეგრე-   დამტკიცება. რაკი 

ბადია 10, 8) სეგმენტზე, ამიტომ მე-11 თეორემის თანახმად მართებუ– 

ლია (10.4 ტოლობა. მაშასადამე, /”(X) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი 
კრებადია ჯ წერტილში ვ§ ჯამისაკენ, თეორემა დამტკიცებულია. 

თუ §=/(), მაშინ დინის (10.5) ინტეგრალი შეგვიძლია გაშლილი 
სახით ასე დავწეროთ: 

ბ 
/ 0101  002/00) თ. (10,6) 

დ(I) 

ჯ 

  

0
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ხოლო თუ კ-0X1)+ I%-) , მაშინ (10.5) ინტეგრალს აქეს სახე, 

  

LI I I”Iთ+0+ (>-0-1000 00) კI. (10.7) 
0 

ადვილი შესამჩნევია, რომ (10.6) ინტეგრალი არსებობს, თუ არ- 

სებობს ინტეგრალები 

L) ზ 
I II(X+ 5-7) ძL და I #> 90-09 ძა, (10.8) 

9 

    

ხოლო (10.7) ინტეგრალის არსებობისათვის საკმარისია შემდეგი ინტე- 

გრალების არსებობა: | 

    

ხ ხ 
I M990-10%0)) რ და II II(X– 2-1>X-) ქ. (10.9) 

9 0 

თეორემა 14 (ლიფშიცის ნიშანი). 2X პერიოდის აბსოლუ- 

ტურად ინტეგრებადი I) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი 
კრებადია ამ ფუნქციის უწყვეტობის » წერტილში (ი 
ჯამისაკენ, თუ არსებობს ისეთი დადებითი 8 რიცვხვი,. 
რომ 

I/I+-I)-I00ი|ლXL+#, 0<%=8, (10.10) 

სადაც XX და თ დადებითი რიცხვებია, ამასთან თ<1. 

დამტკიცება. (10.10) პირობის თანახმად 

I (IX+0-- IX | 
L 

  

შუ 

ძL= L | « M! <+თ.. 
0 

მაშასადამე, არსებობს (10 8) ინტეგრალები და ამიტომ მე-13 თეორემის 
ძალით I(X) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი კრებადია I(X) ჯამისაკენ. 

შედეგი 1. 22 პერიოდის აბსოლუტურად ინტეგრება- 

დი /(X) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი კრებადია Xჯ წერ- 

ტილში /0) ჯამისაკენ, თუ არსებობს ამ წერტილში 

ფუნქციის სასრული მარჯვენა და მარცხენა წარმოე- 

ბულები.
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მართლაც, ამ შემთხვევაში არსებობს ისეთი დადებითი რიცხეები L 

და 8,. რომ | 

|IX+-0–-ICი | =LI, 0<%<5. 
მაშასადამე, ზემოთ დამტკიცებული თეორემის მიხედვით /() ფუნქცი- 
ის ფურიეს მწკრივი კრებადია ჯ წერტილში /(ჯ) ჯამისაკენ. 

თეორემა 1ნ6. ვთქვათ, 2 პერიოდის აბსოლუტურად 

ინტეგრებად (I) ფუნქციას აქვს » წერტილში პირვე- 
ლი გვარის წყვეტა, ე. ი. წ(X-C) და /წ(X–) სასრული რი(- 
ხვებია. თუ არსებობს ისეთი დადებითი ზ რიცხვი, 

რომ 

II(X+ )ს-–IX+)|ლ ს. |/წ(X–-1)–-IთX–)| =ჯ1%, 

როდესაც 0<:1<8, სადაც L და თ დადებითი რიცხვებია, 

ამასთან თ=<1, მაშინ მოცემული ფუნქციის ფურიეს 

მწკრივი კრებადია ჯ წერტილში M017% 0) ჯამისა- 

კენ. 

ეს თეორემა მტკიცდება იმგვარადვე, როგორც) მე-14 თეორემა. 
შედეგი 9. ვთქვათ, 22 პერიოდის აბსოლუტურად ინ- 

ტეგრებად I ფუნქციას აქვს ჯ» წერტილში პირველი 
გვარის წყვეტა, თუ არსებობს სასრული ზღვრები 

სთ XIC0-ICთ. ცე IX-0-Iთ-)., 
1-–+-0-+- ჯ (-0- ჯL 

მაშინ /() ფუნქციის ფურიეს მწკრივი კრებადია ჯ 

წერტილში (209702), ჯამისაკენ. 

    

მართლაც, ამ შემთხვევაში არსებობს ისეთი დადებითი და წ 

რიცხვები, რომ 

|IX+0-MX+)| <L6 |I(2--0)-–-MX-)| =სI, 0<+<ბ. 

მაშასადამე, მე-15 თეორემის თანახმად, მოცემული ფუნქციის ფურიეს 

მწკრივი კრებადია ჯ წერტილში I(X01IX0) ჯამისაკენ. 

§ 4I, ფუტიეს მწკრივის ძკრიბადობის ჟო რდანის ნიშანი 

ლემა (დირიხლე). თუ 0#(0) ფუნქცია ზრდადია (0,M) სეგ- 
მენტზე, მაშინ
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810 XX 

  

, 

11თ I ყ(X-) 2» = –” ი0 +). 
#--თ უფ 2 

დამტკიცება. ცხადია, რომ 

2? II ეცე -907X_ 810 #X რ-ი“) | -302X მ1ი #ჯ ძ»+ 

LI 

+ I IV(X) –– ე (0+)1 954 + კX= I +1-. 

თუ 1, ინტეგრალში მოვახდენთ ჩასმას 1X=1, გვექნება 

810 # 7 
  I.=ქ49(9-) I 

აქედან 

28 “                     

ახლა დავამტკიცოთ, რომ 

110 7გ,= 
რ თ 

(11.1) 

(11.2) 

თუ მხედველობაში მივიღებთ ფუნქციის ზღვრის განსაზღვრას, ნების- 

მიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი 
ზ<#, რომ 

0<900)-9(0+)<:, როდესაც 0<»<8, 

1, ინტეგრალი წარმოვადგინოთ ასე 

ზ 
' 10. 

7 = | სხი-–#(0+) -5-+- + 
ი 

,· · 

+ | თთ–-ი0+) 37% ძ-I+ II. 

(11.3)
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საშუალო მნიშვნელობის მეორე თეორემის თანახმად 

810 #ჯ 81ი ჯ 
  ძL.   

|.) 

1:=IV(8)-– #(0+)1 | 
§ Xჯ 

»ზ 

ძX»=(96)-–ი(0+)) | 
26 

ჯბ _. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ ინტეგრალი I 81901 ., ერთობლივ შემოსაზ- 

ჯ 

  

  

  

  
    

26 

1C ვეჯ ღვრულია X»-ს მიმართ. მართლაც, რაკი ინტეგრალი I ; ძ( კრე- 
ზ 

ბადია, ამიტომ +-ს ფუნქცია 

I 910 # მ, 

მ L 

შემოსაზღვრულია 1|--=,+ თ შუალედში: 

ი... : 
I 810 ჯ «| <L. 

ბ L 

ასე რთმ 

042 .. » . 26... 
I 81ი ჯ  = | 810 V- | ი1ი0ჯ კ!| <2ჯ. 

LX + 1.1 1!   
ამრიგად, თუ მხედველობაში მივიღებთ (11.3) უტოლობას X-ს ყველა 

მნიშვნელობისათვის გვექნება 

: | I. | < 2XL6- (11.4) 

-2(ი- 001) ბადია რიმანის აზრით (8 შემდეგ, –-“–– 5.“ ფუნქცია ინტეგრებადია რი (წ, M) 
ჯ 

სეგმენტზე, ამიტომ მე-11 თეორემის თანახმად 

11ი I. =0. 
#-+თ 

ამ ტოლობისა და (11.4) უტოლობის თანახმად ადგილი აქვს (11.2) 

ტოლობას და, მაშასადამე, მართებულია (11.1) ტოლობა. ლემა დამტ– 

კიცებულია, 
თეორემა 16 (ჟორდანის ნიშანი). თუ 2% პერიოდის /(/) ფე- 

ნქცია აბსოლუტურად ინტეგრებადია (0,2) სეგმენტზე



  

618 თავი XVIII, ფურიეს მწკრიეი და ფურიეს ინტეგრალი 

და მას აქვს სასრული ვარიაცია წხა-–ს, XLI) სეჟმენ- 
ტზე, მაშინ ამ ფუნქციის ფურიეს მწკრივი კრებადია 

= I(X+)+/”(Xი--–-)) ჯამისაკენ. 

დამ ტკიცე ბა. როგორც ვიცით, თუ IV) არის ფუნქცია სასრუ- 

ლი ვარიაციით, მაშინ არსებობს სასრული ზღვრები /(Xა+) და ”(X-–), 

ფუნქციას 
#(1)=/ (X-+ 9) +ICXი-–წ)–-წ(X+)–-(Xა-–) 

აქვს სასრული ვარიაცია (0,1) სეგმენტზე და დ(0)–>0, როდესაც Lჯ-+0. 
მაშასადამე, შეგვიძლია დავწეროთ 

დ(1) = დს)(,)–– დ;(წ), 

სადაც დ,(ჰ) და და(,)) დადებითი ზრდადი ფუნქციებია, რომლებიც მი– 
ისწრაფვიან ერთი და იმავე ზღვრისაკენ როდესაც (L->0. თუ ორივე 

ფუნქციას გამოვაკლებთ ერთი და იმავე მუდმივს, ჩვენ შეგვიძლია მი– 
ვაღწიოთ იმას, რომ ეს ზღვარი იყოს ნულის ტოლი. გვაქვს: 

. 1 . 1 
I აი( თ + --)! I იი(»+ +)! 

ს)ძL= '! ; დ(ი 7 ; 

ა ი( M + +) ( 

I ჯ დე(ს)ძL = 1-3. 

L') 

    

  

ლემის თანახმად 

IIთი 1, = ––დ,0+)=0, 
ჩ-თ 2 

სთ I = –დ(0+)=0 
”/-ითი 

1 
ჩ 8I0 #+ –– I?! 

11 ( ) ოშ) –%“  დრV=0. 

მაშასადამე, 

  

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი. თუ 2 პერიოდის /() ფუნქციას აქვს (0,2) 
სეგმენტზე სასრული რიცხეი მაქსიმუმებისა და მინი-
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მუმების და სასრული რიცხვი წყვეტის წერტილებისა, 
მაშინ მისი ფურიეს მწკრივი კრებადია ყოველ ჯ წერ- 

ტილში -IC+)+/C-) ჯამისაკენ. 

მართლაც, ასეთ ფუნქციას აქვს სასრული ვარიაცია (0,2») სეგმენ– 

ტზე. ამიტომ მე-16 თეორემის თანახმად წ(#) ფუნქციის ფურიეს მწკ- 
| 1 

რივი კრებადია ყოველ X წერტილში ლ IVCX +)-+Iწ”(X -––-)1. ჯამისაკენ. 

შემდეგში, მოყვანილი პირობები ცნობილია დირიხლეს პირო- 

ბების სახელწოდებით, 

§ 12. 2 სიბრძის სეგმენტზი განსაზღვტული ფუნძციის 
ფურიეს მწკრივი 

გამოყენებებში ხშირად საჭირო ხდება (–», X) სეგმენტზე განსაზ- 

ღვრული წ(X) ფუნქციის დაშლა ფურიეს მწკრივად, აქ /(X) ფუნქციის 
პერიოდულობაზე ლაპარაკიც არ არის. მაგრამ ეს ხელს არ გეიშლის 

დავწეროთ I(X) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი, რადგანაც (4.6) და (4.7) 
ფორმულებში მონაწილეობს მხოლოდ (--X, XL) სეგმენტი. ამასთან, 

თუ /(CX) ფუნქციას პერიოდულად გავაგრძელებთ L--, თ) სეგმენტი- 
დან მთელ 0Xჯ ღერძზე, მივიღებთ პერიოდულ ფუნქციას, რომელიც 
LX, X) სეგმენტზე ემთხვევა /(X) ფუნქციას და რომლის ფურიეს 
მწკრივი IX) ფუნქციის ფურიეს მწკრივის იგივური იქნება. ამის გარ- 
და, თუ I(X) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი კრებადია /(X)-საკენ, მაშინ 
მწკრივის ჯამი მოგვცემს /(X2) ფუნქციის პერიოდულ გაგრძელებას 

L--, XI სეგმენტიდან მთელ (0Xჯ ღერძზე. 

ამრიგად, (–», >) სეგმენტზე მოცემული /(X) ფუნქციის ფურიეს 
მწკრივის შესახებ ლაპარაკი იმავეს ნიშნავს, რაც იმ ფუნქციის ფუ- 

რიეს მწკრივზე, რომელიც მიიღება /”(X) ფუნქციის პერიოდულად გაგ– 
რძელებზით მთელ 0X ღერძზე. აქედან გამომდინარეობს, რომ საკმარი. 

სია ფურიეს მწკრივის კრებადობის ნიშნები ჩამოვაყალიბოთ პერიოდუ– 

ლი ფუნქციებისათვის. 

თუ IC-»X)=/ (დ), მაშინ პერიოდული გაგრძელება არავითარ სიძ- 

ნელესთან არ არის დაკაქმირებული. ამასთანავე, თუ /(CX) უწყვეტია 
L-–-»X, XI) სეგმენტზე, მაშინ ამ ფუნქციის გაგრძელება იქნება უწყვეტი 

მაე“ 0ჯ ღერძზე. 

თუ (+) # (7), მაშინ წ(--2) და 7) მნიშვნელობების შეუც- 
ვლელად ვერ განვახორციელებთ სასურველ გაგრძელებას, ვინაიდან
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პერიოდულობის განსაზღვრის მიხედვით უნდა გვქონდეს /(--») =/(»). 
ამ სიძნელეს შეგვიძლია გვერდი ავუაროთ ორი წესით: 

1) გამოვრიცხოთ #(X) ფუნქციის მნიშვნელობები X=–X და X=X 

წერტილებში. ამით /(Xჯ) ფუნქცია ამ წერტილებში გახდება განუსაზღ- 

ვრელი და, მაშასადამე, ”C0) ფუნქციის პერიოდული გაგრძელება გა- 
ნუსაზღვრელი იქნება (2X+1)X (:=0, 1,...) წერტილებში. 

2) X=-X დღა X=X წერტილებში შევცვაულოთ M(X) ფუნქციის 
მნიშვნელობები ისე, რომ ისინი ტოლი იყოს. 

შევნიშნოთ, რომ 1) და 2) შემთხვევაში ფურიეს კოეფიციენტებს 
ექნება იგივე მნიშვნელობები, რაც I(X) ფუნქციის ფურიეს კოეფიცი- 

ენტებს. 
თუ /C-)#7C) და 60 უწყვეტია (–->, თ). სეგმენტზე, მაშინ ამ 

ფუნქციას 0Xჯ ღერძზე ექნება წყვეტა X=(2X+1აXCC=0,+1,2+-2,...) 

წერტილებში, როგორც გინდა ვცვალოთ /(X) ფუნქციის მნიშვნელობა 
=--Xჯ, X=X% წერტილებში. 

§ 131. ფუ#“იეს მწკრივები ლუში და კენტი ფუნქციებისათვის 

ვთქვათ, L--X, თ) სეგმენტზე აბსოლუტურად ინტეგრებადი /(X) 
ფუნქცია ლუწია. ცხადია, /(X) 005XX ფუნქციაც ლუწია, ხოლო 
ICX) 810 »X იქნება კენტი ფუნქცია. ამიტომ /(X) ფუნქციის ფურიეს 
თ და ხა კოეფიციენტებისათვის გვაქვს ფორმულები: 

2 LI" 

= – | /00-006XXძX (1=0,1,...), (13.1) 
#უ 

ხა=0 (ი.=1, 2,...). 

ამრიგად, ლუწი /C) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი შეიცავს მხოლოდ 
კოსინუსებს: 

(IXი – ++ 2 თ» 605 XX, (13.2) 

სო1 

სადაც თ, კოეფიციენტები გამოითვლება (13.1) ფორმულით. 

ახლა ვთქვათ, I”(X) არის კენტი ფუნქცია, მაშინ წ(X) 009 XX იქნება 

კენტი ფუნქცია, ხოლო /(X) 810 X ფუნქცია ლუწია, ამიტომ 

ძა=0 (+=0, 1,...),
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წ
 

IM 

I! (9 8იMXძX (2=1, 2,...). (13.3) 
9 

ამრიგად, კენტი #(X) ფუნქციის ფურიეს მწკრივს აქვს სახე 

(00 –– 2, ხი 310 »X, (13.4) 
ო»51 

სადაც ხე კოეფიციენტი გამოითვლება (13.3) ფორმულის მიხედვით. 

რადგანაც კენტი ფუნქციის ფურიეს მწკრივი შეიცავს მხოლოდ 
სინუსებს, ამიტომ ეს მწკრივი ყოველთვის კრებადია ნულოვანი მნიშე- 
ნელობისაკენ X=## (#=0,+1,+2,...) წერტილებში, როგორიც გი–- 

ნდა ჰქონდეს მნიშვნელობა ”/(ი) ფუნქციას X=/X წერტილებში. 

§ 14. ფურიეს მწკრივად ღაფლის მაგალითები 

მაგალითი 1. (–X, X) სეგმენტზე განსაზღვრულია /(X)=X ფუნქცია. 

დავშალოთ ეს ფუნქცია ფურიეს მწკრივად. ამისათვის ვიპოვოთ ფუ- 

რიეს კოეფიციენტები. რადგანაც მოცემული ფუნქცია კენტია, ამიტომ 

ძა=0 | (»=0, 1,...). 

შემდეგ, X 310 #X ფუნქცია ლუწია, და, მაშასადამე 

2 C05 MX 
ხე= __ _ 23. -X510MიX0X= – –“––––. 

-ჯ ჯ” 

მაგრამ C06X#%=(-–-1)ჩ”. ამიტომ, 

2 
ხ.„= (–-–1)5+1-– (+4=1, 2,...). 

» 

რაკი MIX)=X ფუნქცია დიფერენცირებადია I-, XI სეგმენტზე, ამი– 

ტომ, როღესაც –-X<X<7%, გქექნება 

»= 2 აა _ 2 + ') , (14.1) 
    

თუ (14.1) ტოლობაში ვიგულისხმებთ »=->, მივიღებთ 

1 ' 1 
MI +... (14.2) 
4 ვ 5. 7
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ახლა ვთქვათ, რომ 0<X<% და 114.1) ფორმულაში #-ის ნაცე- 
ლად” ავიღოთ X--X. მაშინ მარტივი გარდაქმნების შემდეგ გვექნება 

  

X 910 #X _ =-X · (14.3) 

წლ # 2 

(14.1) მწკრივის 9(») ჯამის გრაფიკი მოცემულია 55-ე ნახაზზე. 

ყ 

  

  
ნახ. 55, 

მაგალითი 2. (|-->, >) სეგმენტზე განსახღვრული '/(X)=X? ფუ- 
ნქცია დავშალოთ ფურიეს მწკრივად. ამისათვის ვიპოვოთ მოცემული 

ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები. რაკი X”0098X»XX (#=0, 1,...) ფუ- 

ნქცია ლუწია, ამიტომ 

27% 2 
ძი = – I X- ძX = –- #2. 

03.) 3 

შემდეგ, ნაწილობითი ინტეგრებით მოეძებნით 

2 7 4 
თ,= –- | X603MXX9X =(-1)-->. 

ჯ# ვ 2 

დაბოლოს, რაკი #(X) = X? ფუნქცია ლუწია, ამიტომ ხე =0 (4=1, 2,...). 

ამის გარდა, მოცემული ფუნქცია დიფერენცირებადია (L--», X) სეგმენ– 

ტზე და წ(--7X)=/(>). მაშასადამე, 

ჯ? 005 X #08 2ჯ ლ08 3ჯ 
==“ –_ –..I), (14.4 ჯ= ·( 12 2) + 3? ) (14.4)  
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თუ X=X, გვექნება 

3 19 2 ვ 

აქედან 

და (14.5). 

„ახლა ამ ტოლობის ორივე ნაწილი გავყოთ 4-ზე, გვექნება 

>= + 1.4 + + ... (14.6) 

ეს ტოლობა გამოვაკლოთ '(14.5) ტოლობას, მივიღებთ 

22-11 1-1). (14.7) 

(14.4) მწკრივის 5(Cთ) ჯამი უწყვეტი ფუნქციაა. მისი გრაფიკი წარმო– 

დგენილია 56-ე ნახაზზე. 

ყ 

-
=
-
.
.
.
-
.
-
_
–
_
 

  -27/ - 0 ქ 27”   
ნას, 56. 

მაგალითი 3. (–X,X) სეგმენტზე განსაზღვრუ ლი II =|XI 

ფუნქცია დავშალოთ ფურიეს მწკრივად, თუ ამ ფუნქცი ას პერიოდუ- 

ლად გავაგრძელებთ, მივიღებთ უწყვეტ და უბან-უბან გლუვ ფუნქცი- 
ას. რადგანაც მოცემული ფუნქცია ლუწია, ამიტომ 

1 9 2 · 
ძე =.– I IX| 9X=-– I XთX=X,
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  1.7” 2 % 
=) IX | ი08 MX 0X = –– | X605ოXძ» = 
X# -ჯ # 

  L--1)ჩ-–1) 
MX · 

-(==1, 2,...). აქედან გამომდინარეობს, რომ ლუწი ჯ-სათვის ძ-=0 

ხოლო კენტი »-სათვის ი, 4   
ჯუ? 

დაბოლოს ხე=0 (»=1, 2 ,...), ვინაიდან M”() ლუწია. ამრიგად, 

როდესაც –-%=X=X, გვაქვს 

  

    

ჯ 4 / 208X 005 3ჯ 608 5ჯ 
=-.-- „.+ I. (14.8 IMI- +“ (1.0 + 90% + -%%% +). 04.8) 

ამ მწკრივის 50) ჯამის გრაფიკი წარმოდგენილია 57-ე ნახაზზე. 

/. 

' ' 1 ' 

: ! L ა-“- დ 
ჟწ– + 20 XX ?7 3 აჯ. 

ნახ. 57. 

მაგალითი 4. დავშალოთ ფურიეს მწკრივად /(X)= |381ი XI 

ფუნქცია. ეს ფუნჭცია განსაზღვრულია X-ის ყველა მნიშვნელობისა- 

თვის დღა წარმოადგენს უწყვეტ, უბან-უბან გლუვ და ლუწ ფუნქციას. 
რადგანაც | 81ი XI =3810ს », რთდესაც 0=X=%, ამიტომ 

  

LI 
· · 4 
თე=-- I ვ10XძX=–, 

# 1 ჯ 

2 X 1 X% · 

ძე= I 810 XC08 11X0X= –- I 1910 (I-C 1)X–+ 310(»-––1 )XIთX = 
სI4 წ) წ" ბ · 

_ _ 1 ( 6090+1)X _ 603(L--1)X | _ _ 1C909%-) _ 
| ჯ. #»+1 - I XL თო+1 

(–1)/1--1. _ ს ე(=1411 

- 'ჩ–-1 ·)-·" ჯ(ო? –-1) '
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თუ #>1. თუკი #ჯ=1, გვექნება 
2 X 

ძა = I 810 X609 X0X=90. 
ჯ ი 

შემდეგ, ხე=0 (#=1, 2,...), ვინაიდან M(%X) 810.#X კენტი ფუნქციაა. 

ამრიგად, ჯ-ის ყველა მნიშენელობისათვის გვაქვს: · 

  

  

  

    

' 2 _4/ აი82ჯ ბტ08 4X : 90 XI = –– L..+ 
I%9 XI ჯ #V ვ + 15 

ი08 2MX | 
+..I. 14.9 ++) 1“) 049 

კერძოდ, თუ X=0, ამ ფორმულიდან მივიღებთ 

საა? ლ 421 2 

(14.9) მწკრივის 800 ჯამის გრაფიკი მოცემულია 58-ე ნახაზზე 
, 

V 

| | > 
–/;. 0 ჯ 2ქ1L 

ნახ, 58, 

მაგალითი 5. დავშალოთ ფურიეს მწკრივად I(X0)=310 თ.ჯ ფუნ- 

ქცია, სადაც თ არამთელი რიცხვია. ეს ფუნქცია განსაზღვრულია 
|--თ, +თ| შუალედში და წარმოადგენს გლუვ და კენტ ფუნქციას. 
ამიტომ ძა=0 (#4=09,)1,...). 

2 LI 9 

ხ.,=-- | 910 თX910 MX 9X = 
LL 5 

  1 | §10(2-–)% ოოო (+=1,2,...# 
Xჯ #– თ+L» 

40 ე-–- ჭელიძე, ე· წითლანაძე
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თუ' ჯ ლუწია, მაშინ 510 (თ–-ე,))#=8381ი თ», ხოლო თუ » კენტია, მ» 
შინ 51ი(თ-CI))C=--810 თ». მაშასადამე, 

  

  

250 თX » 
· , თუ ჯ» ლუწია. 

ჯ თბ?--ჯ2 

ხუ.= 
2 

_ 251098- # , თუ თ კენტია. 
ჯ ფთ კჯ? ”. 

ამრიგად, ნებისმიერი X-სათვის მართებულია ტოლობა 

2 · თ : 

ყიდ: “2595 %I( ეი ბ0092X_ , (14.10) 
2 ჯ ==) თ –--ჯ 

§ 15. C–»ი, XI სეგმენტის ნაწილყე მოცემული ფუნძციის 
დაფლა ფურიეს მწკრივად 

აქამდე: განვიხილავდით |––»X, | სეგმენტზე მოცემული ფუნქციის 
დაშლას ფურიეს. მწკრივად, ახლა განვიხილოთ ის შემთხვევა, როდე- 

საც ”00 ფუნქცია მოცემულია მხოლოდ (თ, თ) სეგმენტზე, სადაც 

--X<თ<7». ვიგულისხმოთ, მაგალითად, რომ /() ფუნქცია გლუვია 

I–, #) სეგმენტზე და დავსვათ საკითხი ამ ფუნქციის ტრიგონომეტრი- 

ულ მწკრივად დაშლის. შესახებ. ეს ამოცანა შეიძლება ასე ამოვხსნათ: 

ავიღოთ. (–X, 0) სეგმენტზე განსაზღვრული ნებისმიერი გლუვი ე(ჯა 

ფუნქცია ლა განვიხილოთ XVX) ფუნქცია, რომელიც განსაზლვრულ ი 

ასე: | ე #ლ = ( ყლი, როდესც –-X=X<%, 

IC, როდესც თ=<X=5X. 
ეს ფუნქცია იშლება ფურიეს მწკრივად 

#VCI) = 2 + 2 (თLX C08 #X+ ხა» 319 7:X), 

ხადაც 
1 L) 

თ. = | X606009 LX ძ»X, 
ჩ ა. 

VI 

ხა=-- I #60 81ი MX9X  (L=20, 1,..-), (15.1) 
I 

–-X



§ 15, (– 20%) სეგმენტის ნაწილზე მოცემული ფუნქციის ღ-შლა Cკრიეს.. 02. 
  

მთელ (-–-Xჯ, XI სეგმენტზე, გარდა, შესაძლებელია, X=+X და X=6 

წერტილებისა. ამ წერტილებში მწკრივის ჯამი ტოლია შესაბამისად 

ალალია და 20-Iი სიდიდეებისა. 

რადგანაც #C0=წ(ი, როდესაც თ<Xჯ<%», ამიტომ ასეთ ჯ-სათვის 

IC) = 99+ ?, (იჯ C08 LX-+ხ, 510 LX. (15.2) 

#»1 

თუ 9ძ9(X) ფუნქციას შევარჩევთ იმ პირობით, რომ ე(–-IM)=/(), მა- 
შინ X(C-X)= XC) და (15.20) ტოლობა მართებული იქნება იმ შემ- 

თხვევაშიც, როდესაც X=»#. დაბოლოს, ყ(ი)=/(ი) უზრუნველყოფს 

(15.2) ტოლობის მართებულობას, როდესაც ჯ=0. 

ამრიგად, · დასმულ ამოცანას აქვს ამოხსნა, მაგრამ ეს ამოხსნა 

ერთადერთი არაა, ვინაიდან 9(X) ფუნქცია შეგვიძლია უამრავი გზით 

ავარჩიოთ და თ, და ხ, კოეფიციენტებისათვის (15.1) ფორმულიდან 

გვექნება სხვადასხვა მნიშვნელობები. ამიტომ ფუნქციას რომელიც 

განსაზღვრულია მხოლოდ (-–-», XI სეგმენტის ნაწილზე, აქვს (15,2) 

სახის უამრავი წარმოდგენა. 

ყველაფერი ნათქვამი ეხება (0, X) სეგმენტსაც, მაგრამ აქ თავს 

«ჩენს ახალი გარემოება, სახელდობრ, ე(X) შეგვიძლია ისე შევარჩი- 

ოთ, რომ XC) აღმოჩნდეს ლუწი ფუნქცია. ამ შემთხვევაში გვექნება 

I9ი= + ?, 0 008 LX, (15.1) 
§=) 

I) – 

იჯ = 2 ( IX 005IXთX –+(#=0, 1,...). (15.4) 
I +. 

0 

15.3) ფორმულა მართებულია მთელ (0, >) სეგმენტზე. 

მეორე მხრივ, ყ(X) შეგვიძლია ისე შევარჩიოთ, როჰ ჩ(X) კენტი 

ფუნქცია აღმოჩნდეს. ამ შემთხვევაში გვექნება 

MC0 = 2, ხ, 519 MX, 
"1 

(15.5)



  

628 თავი XVIII ფურიეს მწკრივი და ფურიეს ინტეგრალი 

ხ = -” (IC 91% #X ძ». (15.6) 
“ % ჯ 

(15.5) ფორმულა მართებულია, როღესაც 0<ჯ<X. ეს ფორმულა 

რომ იყოს მართებული X=0 მნიშვნელობისათვის, საჭიროა ადგილი 

ჰქონდეს I(0)=0 ტოლობას, ვინაიდან (15.5) ტოლობის მარჯვენა ნა- 

წილი ნული ხდება, როდესაც Xჯ =9, ასევე, (15.5) ფორმულის მართე– 

ბულობისათვის X=X წერტილში საჭიროა გექონდეს /(>=)=-0. 

· მაგალითი 6, |0, »( ინტერვალში დავშალოთ სინუსების მწკრი- 

ეად M(X) = + ფუნქცია. ამისათვის განვიხილოთ XC) ფუნქცია, რო- 

მელიც განსაზღვრულია ასე: 

_ ს, როდესაც –X=Xჯ<90, 

X#XI> = ' 

> , როდესაც 0=X< X. 

ეს ფუნქცია განიცდის წყვეტას X=0 წერტილში. იგი (-»X, ი) სეგ- 

მენტზე უბან-უბან გლუვია და კენტია. ამის გარდა, IX(X)=I/წ(X), რო–- 

დესაც 0<X<%ა ამიტომ 

1 X 

ძ.= – ( #M0)ძჯX=0 (»#=0, 1,...), 
#2 

  

I 

1.% 2 ჯ ს სხ.=– (I (ი 310 IX0X= -– წ MX) §10#XVX = 
# ში X- 5 

ი XIX 1-(--11” 

=–- I წ კეჯIძ=- -LC- I». 
4 2» 

მაშასადამე, თუ 0 <Xჯ<#, გვექნება 
· : 5 

– =810#+ 30 + + 29%, (15.7) 4 გ 5



  

, §- 15. L–-X1,%I სეგმენტის ნაწილზე მოცემული ფუნქციის დაშლა ფურიეს... 629 

თუკი –- X<X<90, გვექნება 
ი 3 90 5 _ ჩე. 0პჰX ე ი95X. ე 

4 , ვ 5 

მაგალითი 7. )0, X( ინტერვალში დავშალოთ სინუსების მწკრი- 

  

ვად წ(X = + –– ფუნქცია. ამისათვის განვიხილოთ #(ი ფუნ)- 

ცია, რომელიც განსახღვრულია ასე: 

+ _ , როდესაც) 0=X=<X, 

#Vი = 
== + –-–-, როდესა) –X%=<X< 0. 

ეს ფუნქცია განიცდის წყვეტას X=0 წერტილში. იგი L--X, #) სეგმე- 

ნტზე უბან-უბან გლუვია და კენტია, ამის გარდა, #CX)=/(X), როდესაც 
0=Xჯ=ლXჯ. ამიტომ 

1. %. I 
ძე= I XVX)ბიყ)ჯXძX=0 (»=0, 1,...), 

(ლ1-- , 

X · 2 .., · 

ხი = _1. ( XXX) 810 XX ძX = –– I(X) §51»ი 2X (IX = 
7 

–X ლ
-
ლ
ვ
 

ჯ 

29797 ჯჰა. (–- 1)-+1 
=- ლა. -· |9ს)X0XC=-–-–––,.. 

ჯ I( 4 2 , 2» 

ამრიგად, 

ხ+#+1=9, ხა“ 2. ()=1, 2,...). 

მაშასადამე, როდესაც 0<X<%, გვექნება 

ჯ + 810 2MX : X.. %) ლეები (15.8) 
2. 2, 21: 

ახლა, თუ ამ დაშლას გამოვაკლებთ (15.7) დაშლას, მივიღებთ 

ჯ 

4 24 

= VC-I/I _.%., 0<ჯ<X (5.9 
#>)
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რადგანაც ამ ტოლობის ორივე ნაწილი წარმოადგენს კენტ ფუნქ- 
ციებს და, ამის გარდა, მათი მნიშვნელობები ჯ=0 წერტილში ნულის 

ტოლია, ამიტომ (15.9) ფორმულას ადგილი აქვს, როდესაც–-%< X<%». 

დაბოლოს, თუ (15.7) და (15.8) დაშლებს შევკრებთ, გვექნება 

  

#-–-Xჯ X. 810 XX (15.10) 

L51 

და ეს ფორმულა მართებულია, როდესაც 0<Xჯ<2», ვინაიდან ამ ტო- 

ლობის ორივე ნაწილი ნიშანს იცვლის, თუ ჯ-ს შევცვლით 2%-: 
სხვაობით. 

»# მაგალითი 8. ICI) სეგმენტზე მოცემულია /(X)= ––- 

ფუნქცია. დავშალოთ ეს ფუნქცია კოსინუსების მწკრივად, ამისათვის 

განვიხილოთ X#L(Cჯ) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია ასე: 

| თ->, როდესაც 0=-X=:X. 

#.X 5= 

' “++ 8 როდესაც ––-#%=X#ჯ<90. 

ეს ფუნქცია უწყვეტია L-», ს) სეგმენტზე, უბან-უბან გლუვია და 
ლუწია. ამის გარდა, I(CX)=/I(X), როდესაც 0=X=X#X. ამიტომ X(CX) 

ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები იქნება: 

2 + 

ძი=-- ( წC2) 0608 MX #X = 
% გ 

წ: 1--(--1)ჩ 
=-2. | (–+ _-– > იიი MX0-=- I  თფ>I). 

ჯ ს 72 

მაშასადამე, როდესაც 0<Xჯ=%, გვაქვს 

X 2# + 1)X · 85 _ X..2 აა 5089(#+1X. (15.11) 
ტრ 2 »X»2ლ 2#-+1



§ 15, (–ი, #) სეგმენტის ნაწილზე მოცემული ფუნქციის დაშლა ფურიეს... .621 

  

მაგალითი 9. )0,»X.( ინტერვალში განსაზღვრულია ფუნქცი. 

00 =1ი (2 იი >): დავშალოთ ეს ფუნქცია კოსინუსების მწკრივად. 
ამისათვის განვიხილოთ XC) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია 
ასე: 

19 ( 2591» >) , როდესაც 0<X<X, 

XX#LCX) = 
10 | 2319 ( –>)| , როდესაც ––%< <0. 

ეს ფუნქცია წყვეტილია |L--», თ) „სეგმენტზე, უბან-უბან გლუვია და 
ლუწია. ამის გარდა, XL(X)=/(00, როდესაც 0<Xჯ<7#. 

I(X) ფუნქცია ინტეგრებადია .I0, >) სეგმენტზე. მართლაც, მნების- 

მიერი დადებითი თ რიცხვისათვის 

სთ | დრIა( 2310 X)| =0, 
X-0+ : 2 

ამიტომ 36-ე თეორემის თანახმად .„(ტ. 1, გე. 545) არსებობს 

I 18 (2 81ხ 23) ძX. 
() 

ახლა „გამოვთვალოთ ინტეგრალი 

(კ X ჯL= ( II 29 --) I 1 ·( 89 2 X 

გვაქვს 

წ. X % X 
( 10 910--– 2 X 

ჭ 2 

მეორე ინტეგრალი აღვნიშნოთ +X-ით, ჩასმა X= 2/ გვაძლევს 

LLI # 

I. 9. . 

Xჯ=2 1 1ი 91010: =2| I ( 2აMი +- «იზ +)#= XII 2+ 

ბ ს “, 

1ი 20§ 5 “I 
2 _

ა
“
ა
 # 

3 
+ 2 ( 1ი §(0-- ი(+2 

9 2
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: ჩასმა ჯ=%–-V4 გვაძლევს: 

2 

9. 

2 ( 10 60§ -C--ძ(=2 
მ 2 

სა
 
ა
ლ
 

LI4 

199510 + ძვ = 2 ( 1ივ)ი-C თ. 
2 · 2 

: 2 
ამიტომ 

X=XI)0C 2+2X. 

საიდანაც X=#Iი 2. მაშასადამე, ჯ=-0. ამრიგად, ძე=0, შემდეგ, 

ნაწილობითი ინტეგრება გვაძლევს: 

V 2 % 2 , . შთ 

რაე=–- I 19 ( 28)0ი -- მიის 2:X რ--I XI ( 29817 ი ღმოთ – 
ჯ უ 2 ჯ ს 2 8 ი.“ 

  

· X · 
გ 2 310 »MX 608 -=- >. 810 MX ციე ––- 

2 1 –_–_–_–_–_ 
281 -“- 79 §Iცე-”. : 

2 2 

მაგრამ 

9 MX 608 -2.= -+ 910 + 1 X +ვი 1), 2 2 2 / ” 2 

    

და ამიტომაც 

' 1 1 
ვ %ი(»+--)» % ყი თ - --)» 

მეი. ძჯ– ( - “XX. 

XI ე ჯ%”წ ი 
-231ი -“. 2830 -- 

2 2. 

თუ მხედველობაში მივიღებთ (7,4) ფორმულას, გვექნება 

1 , 
ძეთ (ჯ=1, 2, ...). 

»# 

დასასრულ, რაკი XXX) ფუნქცია ლუწია, ამიტომ ბხ„=0 (იM=1”;: 

2,...). 
მაშასადამე, 

–( 2-+)= 2, -“ი““, 0<>X<%. (15.12) 
..



  

§ 16. ნებისმიერპერიოდიანი ფუნქციის დაშლა ფურიეს მწკრიეად 613 

თუ ტოლობის მარცხენა ნაწილს დავწერთ –--I (+ იი“. ) სახ– 

ით, მაშინ გვექნება ტოლობა 

  

1 _.X << 608 LX 
– (4 ძან 2 | , (15.13) 

2 2 2. L 

ამასთან, ტოლობის ორივე ნაწილი ლუწი ფუნქციებია პერიოდით 

2X. ასე რომ, ტოლობა მართებულია ნებისმიერი X-სათვის. ამ ”შემთხ- 

ვევაში განსახილავი ფუნქცია არ იქნება შემოსაზღვრული, იგი ხდება. 

უსასრულო, როდესაც X=V#X. 

§ 16, ნეიბისმიერპიტიოდიანი ფუნქციის დაშლა 
ფურიეს მწკრივად 

ვთქვათ, /(X) არის 21 პერიოდის ფუნქცია და აბსოლუტურად ინ- 

ტეგრებადია I--I, 1) სეგმენტზე, სადაც 1 ნებისმიერი დადებითი რიც- , 
ხვია, საჭიროა /()) ფუნქციის დაშლა ტრიგონომეტრიულ მწკრივად, 
თუ შემოვიღებთ ჩასმას X = +, გვექნება 

I(X) = I(+) = დ(ი. 
ჯ 

ცხადია, დ(,) წარმოადგენს 2X პერიოდის ფუნქციას და ამიტომ 

დ() ფუნქციისათვის შეგვიძლია შევადგინოთ ფურიეს მწკრივი 

თ(,)–– ა+ V. (0, 005 LI + სჯ 10 X), (16.1) 

(>)
 

1. % 1 (8 0 ა=-- | «# წრთაM6-+ | 1| “+ )ი08#ძთ (L=0,1,...), 
ჯ ა ჯ 

LI4 

ხ = –- დ() §Iი / ძ(= -- ( '(“ 4 თი (+=1,2,...) 
_% ეა ჯ %
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თუ დავუბრუნდებით ძეელ ცვლადს, ე. ი. ვიგულისხმებთ, რომ #= = 

ჟვექნება 

    IX) 2 + X» (თ იია-” ი0§5-“ “+ L სა 510 “9 ) ' 06.2) 

  

  

#5=1 

სადაც 

1.1 7: 
ძ. „=-- I IV; C05 ' ძX (1=0,1, ...), (16.3) 

! · («" 

ბ, = -- | IC0 9ს 9 C-1, 2, ა. 06.4 
“| 

«ს და ხჯ კოეფიციენტებს, რომლებიც (16.3) და (16.4) ფორმულები- 

თაა განსაზღვრული, ეწოდება /(X) ფუნქციის ფურიეს კოეფიცი. 
ენტები, ხოლო (16.2) მწკრიეს--/() ფუნქციის ფურიეს მწკრივი. 

თუ #00 ფუნქცია ლუწია, მაშინ (16.3) და (16.4) ფორმულები 

მიიღებს სახეს 

  ძX (.=0,1,...), 

ხ.=90 (ფ:=1, 2, -..) 

და, მაშასადამე, /(X) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი იქნება: 

#XX 
  I(0-– ++ X თ, 008 

#51 

თუკი /(») არის კენტი ფუნქცია, მაშინ 

თს=0 (ო9==0,1,...), 

ძX (#L=1, 2, -..)   

4 

ს =-“ | 700810 MM 
(აგ 

ამ შემთხვევაში 

 



§ 17. ფურიეს მწკრივის კომპლექსური სახე 635 
  

§ 17. ფურიეს მწკრივის კოზპლეძსური სახე 

ვთქვათ, 22 პერიოდის წ(X) ფუნქცია.ინტეგრებადია (–-», IX) სეგ 

მენტზე. ამ ფუნქციისათვის შევადგინოთ ფურიეს მწკრივი 

Iი– 4++ ?, (თM 008 XX- ხ; 510 MX), (17.1) 
#5=1 

სადაც 

+ 

თ» = 5. | IX) ა08MXთX (:=0,1, ..), (17.2) 

დ. 

1 7 

სა = –- I 00590 ჩXძX (L=1, 2, ...). (17.3) 
IL) სა 

ეილერის ფორმულების თანახმად გვაქვს 

დ0IM.L “(MX 

2 
0608 L#X= 

ეMI კ /' კ-M+ „IM 

2: 2 
ჯ.   810 #X= 

ეს გამოსახულებანი. ჩავსვათ (17.1) მწკრივში, გვექნება 

“9 1 %/ #–1ხ „ს, 9110 “|. (17.4 I(ი 27. 2 ( 2 რმ6-ლ- ბ 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

ძM+1ხ · –ხ 
6ე= ძი. ა. = ა ი-»= ლლ =12.), (17.5) 

(17.4) მწკრივის და, მაშასადამე, (17.1) მწკრივის ,-ური ჯამი შეგვი- 

ძლია ასე ჩავწეროთ: 

M წ 

§.(0=6:+ ?, (ის 6/'"-LC , 2 (MM)= ?, ი. 0'M, 
ს=1 ს-–
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ამიტომ ბუნებრივია დავწეროთ 

I(ი– 1 თბ 017.6) 
' ხ=-თ 

ეს არის IC) ფუნქციის ფურიეს მწკრივის კომპლექსური სახე. 

ი კოეფიციენტებს, რომლებიც განსაზღვრულია (17.5ე ტოლობე- 

ბით, ეწოდება #0) ფუნქციის ფურიეს კომპ ლექსური კოეფი- 

ციენტები. ვიპოვოთ ამ კოეფიციენტების გამოსახულებანი, თუ #>=>1 

გვექნება 

ძ.- ახ _ 1 | L : .% ' 
ი=-–--–-2= ( IX) 609XMX9ძX-–- | I) თინ»ბი  – 

  

2 2X => 2 

1 # 

= ს IX) C IხXძX, 
2ჯ 2” · 

1 (15 · 4C 

= ==. = 2 | | ი 0608 XX ძX -Lჯ L ICX) 310 #X ძX I– 

1 4 

=–- (MX · 2- I MCX) 2," ძX 
LI" 

მაშასადამე, 

1 LI 5 

თ=–- ( II) -IMძX (6=0,C+1,+2,...). (17.7) 
2%· L2- 

§ 18. ორთოგონალური ღა, ორთონორვირტებული ხისტემები 

განსაზღერა 5. (თ, ხ) სეგმენტზე კვადრატით ინტეგრებად და(ჯ)' 

დ,(X), და(X),-·,დი(X),... ფუნქციათა სისტემას ეწოდება ორთოგონალუ- 

რი (ი, ხ) სეგმენტზე, თუ 

ხ · 

| თიი»0ძ»=0, როდესაც (## (##=0, 1, ..). . -,



§ 18. ორთოგონალური და ორთონორმირებული სისტემები 637 

  
აგრეთვე ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ 

ხ 

#» = I დ1(0ძX>0 (#=0, 1, ...). 

განსაზღერა 6. (ი, ხს) სეგმენტზე კვადრატით ინტეგრებად 
რე(X), თ,(X),...,სე(X),... ფუნქციათა სისტემას ეწოდება ორთონო- 
რმირებეული (Lი,ხI) სეგმენტზე, თუ ეს სისტემ. ორთოგონალურია 

და 

ხ 

( თი160ძX=! Cდ=0, 1,...). 
LL) 

ადვილი დასამტკიცებელია, რომ ტრიგონომეტრიული სისტემა 

1 ლმჯ 9Iჯ ი0მჯ. 910 #MX (18.1 
==? _–!! „ე“ ყცააი“ –! - => 1". 1) 

IM2X MI L V » MM ი V XL» 

ორთონორმირებული სისტემაა (-–», ») სეგმენტზე. 

ცხადია, თუ დე(X), დC,(X)...-,დი(ჯ),... სისტემა ორთოგონალურია 
(თ, ხ|) სეგმენტზე, მაშინ 

ი) დი) თოი 

I% MM V 
ორთონორმირებული სისტემაა იმავე სეგმენტზე. 

მრავალწევრებს 

1 #,00=1, 2,600 = –+--“ 0შ--I),.., 8.600= 
2 ძჯ 

  

  

)1 ძ"I-)” 8. (18.2) 
2M7! ძა ” 
  

ეწოდება ლეჟანდრის პოლინომები. 

ცხადია, რომ ჯე(X) წარმოადგენს ჯ ხარისხის მრავალწევრს: 

–-1)!! 
L.ხე= _(2V--.) კ, 

11 

დავამტკიცოთ, რომ (18.2) სისტემა წარმოადგენ ორთოგონალურ სი- 

სტემას (L--1, 11 სეგმენტზე, ჯერ შევნიშნოთ, რომ 4-ს! საგოსა-
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ხულება, როდესაც #=0, 1,..., 8-1 ნული „ხდება X=-–1 და X=1 

წერტილებში, დავამტკიცოთ, რომ ლეჟანდრის. ,(X) პოლინომი ორ- 
თოგონალურია # ზარისხის ნებისმიერი 0 „(X) მრავალწევრისა, სადაც 

»:< . ნაწილობითი ინტეგრების „-ჯერ გამოყენება გვაძლევს 

' /I-1 _ ჯაი 1 
( „0» თ 9-7 რ- | „თ “25 | _ 

ძX" = 

ა, ას 07 1002 -- 1)... _ ყძო1აბლ–1).._ _ 
– 1 %თ “აას 2 --( 0ოსX ი ლს  20X= ...= 

1! პი–-”თ/აბ2- 19ჩ 

5 კერ 

= (–ა» ითცა ღღლლე! =0. 
– 

ცაი“თ-1 

ამრიგად, 

1 

| 0„თX.თძ-=0 (M<#. 
–1 

კერძოდ, 

I ჩეულც)ნიაი)ძX=0, »1#». 
I 

ახლა ვიპოვოთ Mეა(ჯ) პოლინომის ნორმა II ჯე I . ამისათვის შე- 

გნიშნოთ, რომ | 

“ (2-) 1)! 
Lა(X= ' XჰX+C0ა-ე(X), 

1! 

სადაც 0„.-,(X) არის მრავალწევრი, რომლის ხარისხი არ აღემატება 

(V-–-I)-ს. გვაქვს: 

| X1C00 ძ»= II #,(ი | 42%). , 2+C ნი | - 
=1 I 

”1



§ 19. ფურიეს მწკრივი ორთონორმირებული სისტემის მიმართ 639 
  

  

  

  

  

(მ2– 1)... 1 (2უ– 1)! # ძ„ძი((0--1)ჩ 
= --–-– #ი ჩ9X= . 2 I 004-ე, I _–- “რ 

ნაწილობითი ინტეგრება გვაძლევს 

' (21-–--1)!! '.', 
წ =--–- "1" X”-–--1 ” = · | 2002 თი (–1) I" ა” 9X 211 

ამრიგად, 

2 
I LL, 1 = · I ჩი | 2 +1 

§ 19. ფურიეს მწძრივი ოტთონო#ტმიტებული სიხტემის მიმართ 

ვთქვათ, მოცემულია (თ, ს) სეგმენტზე ფუნქციათა ორთონორმი- 

რებული სისტემა 

თე(X), თ,(X),--.,ი(X),-.- (19.1) 

განვიხილოთ (ი, ს) სეგმენტზე კვადრატით ინტეგრებადი M(X) ფუნქცია. 
რიცხვებს 

ხ 

იჯ = | /60ით,ი0ძX. (L=0,1,...) (19.2) 

ეწოდება /(ი) ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები (თ(X)) სისტემის 
მიმართ, ხოლო მწკრივს 

ძერი(X)-+6,თ,(2)+-.-+6ითი(X)+-.- (19.3) 

ეწოდება /(X) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი მოცემული სისტემის 
მიხედვით და წერენ 

(ი –– ბ) თ. ი.X)- (19.4) 
L50 

ამ მწკრივს ეწოდება აგრეთვე /() ფუნქციის ორთოგონალე- 

რი მწკრივი. 

(19.4) ფორმულაში – სიმბოლო ნიშნავს, რომ იჯ კოეფიციენტე- 

ბი გამოთვლილია /(X) ფუნქციის მიხედვით (19.2) ფორმულის თანა– 

ხმად, მაგრამ არ იგულისხმება, რომ მწკრივი (19.3) კრებადია.
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თეორემა 16. თუ ორთონორმირებული (19.1) სისტემის 

ყოველი ფუნქცია უწყვეტია (ი,ბ) სეგმენტზე და ამ 
სეგმენტზე /(»2 ფუნქცია იშლება თანაბრად კრებად ორ- 

თოგონალურ მწკრივად, მაშინ ეს მწკრივი /(X ფუნქციის ფურიეს 
მწკრივია, 

ეს თეორემა მტკიცდება იმგვარადვე, როგორც მე-7 თეორემა. 

§ 20, ფუნძციათა სრული სისტება 

განსაზღვრა 7. LV, ბ) სეგმენტზე კვადრატით ინტეგრებად ფუ- 
ნქციათა (დ-CX)) სისტემას სრული ეწოდება, თუ არ არსებობს ამ 

სეგმენტზე იგივურად ნულისაგან განსხვავებული უწყვეტი ფუნქცია, 
რომელიც მოცემული სისტემის ყოველი ფუნქციის ორთოგონალურია, 

მართებულია შემდეგი მნიშვნელოვანი 
თეორემა 16, ტრიგონომეტრიული სისტემა (18.1) სრუ- 

ლი სისტემპა ჯIე=I|--X, XI სეგმენტზე. 

დამტკიცება. ეს თეორემა- დავამტკიცოთ ლებეგის (L6ხ6§წს6) 
მეთოდით. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ, (18.1) სისტემა სრული 

არ არის. მაშინ არსებობს უწყვეტი /”(X) ფუნქცია, რომელიც იგივუ- 

რად ნულის ტოლი არაა და რომელიც ორთოგოწალურია (18.1) მიმ- 

დევრობის ელემენტებისა. რაკი I”(») იგივურად ნულის ტოლი არ არის. 

ამიტომ 1-–-X, X( ინტერვალში მოიძებნება ისეთი ჯ- წერტილი, რომ 

I(X)#90. მაშასადამე, არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვები #4 და 8. 

რომ 
II(X) | >5, 

როდესაც XC I=1X--5, XX+8C1)–-, XI, თანაც /(X) ნიშანს ინარ- 

ჩუნებს I ინტერვალში. 

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ /”(X) >5%, 

როდესაც ჯ C 1. განვიხილოთ ფუნქცია 

1»(%9= IV)", 
სადაც 

#X)=1–-0080–+06006 (X-–-Xე). 

ცხადია, (02 >1, როდესაც XC I, ხოლო (ტ6)>I ყოეელ #4#=(Lთ, ჩ) 

სეგმენტზე, რომელიც LI ინტერვალშია მოთავსებული. ადვილი დასამ– 

ტკიცებელია, რომ 7ჯ,(X) არის ტრიგონომეტრიული პოლინომი, ე. ი. 

70%) = ++ 2, (თ, 609 LX-Lჩ,, 310 #X). 
- #=1



§ 20. ფუნქციათა სრული სისტემა 641 
  

რადგანაც /(%) ფუნქცია (18.1) სისტემის ყოველი ფუნქციის ორთო- 
გონალურია, ამიტომ იგი Xი(X) ფუნქციის ორთოგონალური იქნება: 

1 

| 700 7,თ ძ»=9 ღ0.1) 
-1 

ჟოველი თ-სათვის. აქედან 
'#M%1-4 Xა-ბ 

| (თო?”ითიძ·ა+ | M-)X.თძ»+ 
X–შ – 

» 

+ | MXX,00ძX=თ,+თ,+თ.=0. 
Xა+ბ 

ვთქვათ, , 
XM =108XI/(X) I, 9 =I01VI(X). 

XC7ა XC4 

ცხადია, თ>1. ამიტომ 

ჩ 
თ,>6 | თ"ძ»=%|#ტ |თ”->+თ, როდესსცც M->თ. 

თ 

შემდეგ, რაკი | ((X) | <1, როდესაც XC III, ამიტომ 

|| <MCL+Xა––შ), | თკ | < M(5-–X-–ზ). 
ამრიგად, 
11თ C,=+C, 8ს0 |თ:| <= M(=+Xა--შ), 8უხ | ძე | =M(ი-––X––8). 

ს ელლი 1<ი<თ 1<ი<თ 

ამიტომ არსებობს ისეთი მთელი დადებითი რიცხვი V, რომ 

ს.4 

I ICX) 7,(X) ძX>90. 
–-X 

ეს კი ეწინააღმდეგება (20.1) ტოლობას. ამიტომ არ არსებობს ნული- 

საგან განსხვავებული უწყვეტი ფუნქცია, რომელიც ორთოგონალური 

იყოს (18.1) სისტემის ყველა ფუნქციისა. მაშასადამე, (18.1). სისტემა 
სრულია. თჯორემა დამტკიცებულია, 

ცხადია, | -- ს, XI სეგმენტი ნაცვლად შეგვიძლია ავიღოთ 

(თ, თ+2X| სეგმენტი, სადაც თ ნებისმიერი ნამდვილია რიცხვია. 

41 ელ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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§ 2, ფურიეს კოეფიციენტების მინიმალურობის თვისება, 
ბესელის უტოლობა 

ვთქვათ, /(X) და ყ(X) კვადრატით ინტეგრებადი ფუნქციებია (ი, ბ) 
სეგმენტზე. საშუალო კვადრატობითი გადახრა ”(X) ფუნქციისა ყძ(X) 

ფუნქციისაგან ეწოდება რიცხვს 
  

#=                    

ახლა განვიხილოთ Lი, ს) სეგმენტზე კვადრატით ინტეგრებადი MX) 
ფუნქცა ღა ორთონორმირებული (19.1) სისტემ. შევადგინოთ 
თი(X), თ(X), -.-,ი(X) ფუნქციების წრფივი კომბინაცია 

§2(X)= თისსა(X)-++ თ,თ0,(X)+ ·.+ძერი(ჯX), 

სადაც თი, თ,.-.-ათა–-ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვებია. ვ-(X) ფუნქ- 
ციას ვუწოდოთ თ-ური რიგის განზოგადებული პოლინომი. 

დავსვათ შემდეგი ამოცანა: »-ური რიგის უველა განზოგადებული 
პოლინომიდან ვიპოვოთ ის, რომელსაც აქვს უმცირესი საშუალო კვა- 

დრატობითი გადახრა მოცემულ /(») ფუნქციიდან. საკითხი დაიყვანე- 

ბა ისეთი თე, თე--,თა კოეფიციენტების მოძებნაზე რომელთათვის 

ინტეგრალი 
  

ტ,=                     

იქნება უმცირესი. 

ცხადია, #, და 
· . 

IC6თ 6-5 C„)= | II(X) –– §ი(X))" ძX 

გამოსახულებები მიიღებენ „მცირეს მნიშენელობას ერთი და იმავე 

#0 თც-.ძი მნიშვნელობებისათვის. ამიტომ „ვეძებოთ 7(თა; რ» ··- რი) 

ინტეგრალის უმცირესი მნიშვნელობა, გეაქეს! · · 

I IMC –– §-CX))? ძ» = / ჩი ძ--2 -/ I(X)M-X00X+
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+/ ძიიძი- (შირ –2 > თL6. + 9 21= ი; 
#"0 

-I /'0ი ძჯ» – > თ+ სა (ია ი,., 
#0 

სადაც ძი; 0ც-·-··. 0 წარმოადგენენ /(X) ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენ- 

ტებს მოცემული სისტემის მიმართ. აქედან ჩანს, რომ I(იე, 4,,--·, ძი) 
ინტეგრალს აქვს უმცირესი მნიშვნელობა, როდესაც იჯ =60„(=0,1,...,»). 

მაშასადამე, »–ური რიგის ყველა განხოგადებულ პოლინომს შო- 

რის უმცირესი საშუალო კვადრატობითი გადახრა მოცემული /(X) ფუნქ- 
ციიდან აქვს ამ ფუნქციის ფურიეს მწკრივის »-ურ კერძო ჯამს. 

ამრიგად, ჯ ინტეგრალის უმცირესი მნიშვნელობაა 

II V00-–- წ ეი0)12X= I /ციძჯ – სა თ, (21.1) 
("0 

2ი(X) = ?, ი.ი.) 
#5ს ' 

რადგანაც (21.1) ტოლობის მარცხენა ნაწილი წარმოადგენს არა- 
უარყოფით რიცხეს, ამიტომ 

| ი ხ 

2.2 < I ჩი0)ძ». 
(50 ძი 

აქედან, , რიცხვის ნებისმიერობის გამო, გვაქვს: 

2 ხ 

3.=–=< I ჩიეძX. (21.2) 
ჯინ 4 

ამ უტოლობას ბესელის (805901)) უტოლობა ეწოდება. 
(21.2) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ კვადრატით ინტეგრე- 

ბაღი თუნქციის ფურიეს იძ, კოეფიციენტი ორთონორმირებული სის- 

ტემის მიმართ ნულისაკენ მიისწრაფვის, როდესაც #-Cთ, ე. ი. 

10 I ,((იეთელ0ეძX=0. 
.- თ



644 თავი XVIII. ფურიეს მწკრივი და ფურიეს ინტეგრალი 
  

§ 22, ჩაკეტილი სისტემა, საშუალოდ კრებაღობა 

განსაზღვრა 8. (ი, ბ) სეგმენტზე ორთონორმირებულ ( თ .X)I 

სისტემას ეწოდება ჩაკეტილი მოცემულ სეგმენტზე, თუ, ყოველი 
უწყვეტი /(X) ფუნქციისათვის მართებულია ტოლობა 

ხ თ 

| IXთძ»= %) =, (22.1) 
ძ #50 

სადაც C, (#=0, 1,...) წარმოადგენს /(X) ფუნქციის ფურიეს კოეფი- 

ციენტებს მოცემული სისტემის მიმართ. 

(22.1) ტოლობას ეწოდება პარსევალის (სგჯვი»8)) ტოლო- 

ბ ა. მას უწოდებენ აგრეთვე ხ ა კ ე ტ ი ლ ო ბ ი ს პირობას, 

თეორემა 17. თუ (IV, ხს) სეგმენტზე (19.1) სისტემა ჩაკე– 

ტილია, მაშინ იგი სრულიც იქნება, 

დამტკიცება. განვიხილოთ (LV, 6) სეგმენტზე ნებისმიერი უწყვე–- 

ტი წიე ფუნქცია, რომელიც ყოველი თჯ(ჯ) ფუნქციის ორთოგონალუ- 
რია. მაშინ /(X) ფუნქციის ფურიეს ყველა კოეფიციენტი მოცემული 
სისტემის მიმართ ნულია და, მაშასადამე, პარსევალის ტოლობის თა- 

ნახმად 

(წთ: =0. 

აჭედან გვაქვს ჯ1(X)==0. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 18. (ი, ნ) სეგმენტზე (19.1) სისტემის ჩაკეტი- 
ლობისათვის აუცილებელია და საკმარისი, რომ (0, 6| 

სეგმენტზე ყოველი უწყვეტი /(X) ფუნქციისათვის აღ- 
გილი ჰქონდეს ტოლობას. 

ხ " L | 

II I (/სი–3, ი «თ. ძX=90. (22.2) 
'ი-თ ლე 

სადაც თ (:=0, 1,..-) /(X) ფუნქციის ფურიეს კოეფიცი- 
ენტებია მოცემული სისტემის მიმართ. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 10) ფუნქციის ფურიეს მწკრივის 

#«-ური ჯამი 70) სიმბოლოთი. მაშინ (22.1) ტოლობის თანახმად 

ჩაკეტილობის პირობა ეკვივალენტურია პირობის 

LC. . 
1IIი | ჩხაძ-- 29. =0, (22.3) 

იჩ 

„თათ |Iე 8=0
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მაშასადამე, თუ სისტემა ჩაკეტილია, მაშინ ყოველი უწყვეტი I(X» 

ფუნქციისათვის მართებულია (22.3) ტოლობა. პირიქით, თუ ადგილი 

აქვს (22.3) ტოლობას ყოველი უწყვეტი MX») ფუნქციისათვის, მაშინ 
სისტემა ჩაკეტილია. თეორემა დამტკიცებულია. 

განსაზღვრა 9. ვთქვათ, /.(X), /:(X9),.·., /ი(X),... არის |ძ, ს) 

სეგმენტზე კეადრატით ინტეგრებად ფუნქციათა მიმდევრობა, ვიტყვით, 

რომ ფუნქციათა ეს მიმდევრობა საშუალოდ კრებადია კვად- 

რატით ინტეგრებაღი /(ჯ) ფუნქციისაკენ, თუ 
ხ 

თ. | V00-/იC)170X=0. 
ჩელე 

ამ „შემთხვევაში დავწერთ 

1.1.00. ”ი(X1=/ (00) 
ით 

(1IიIC 10 I0I6811-– საშუალო ზღვარი). 

მწკრივს ეწოდება საშუალოდ კრებადი /(X) ფუნქციისაკენ, თუ 
მისი კერძო ჯამთა მიმდევრობა საშუალოდ კრებადია /(ი ფუნ ქციი- 

საკენ. 

· ახლა მე-18 თეორემა შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ ასე: 

(მ, ხ) სეგმენტზე ფუნქციათა ორთონორმირებულ 

(ით, იე) სისტემის ჩაკეტილობისათვის აუცილებელია 

და საკმარისი, რომ ყოველი უწყვეტი /(X) ფუნქციის 
ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამთა მიმდევრობა იყოს 
საშუალოდ კრებადი /(X) ფუნქციისაკენ. 

შენიშენა. ფუნქციათა მიმდევრობის საშუალოდ კრებადობიდან 

70%) ფუნქციისაკენ, საზოგადოდ, არ გამომდინარეობს ფუნქციათა მიმ- 

დევრობის კრებადობა /(X) ფუნქციისაკენ, მართლაც, განვიხილოთ 

მაგალითი 10. ყოველი მთელი დადებითი უ: რიცხვისათვის 
განესაზღვროთ (0, 1) შუალედში ფუნქციები 

დI”(ი, დ 09)... დო (X) 
შემდეგნაირად 

  

– 1-1 
0, თუჯნ(“--,'/ (=),2,..., თ), 

' 7
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ამგვარად აგებულ ფუნქციებს თუ გადავნომრავთ რიგრიგობით. ერთი 

ნიშნაკით, მივიღებთ ფუნქციათა მიმდევრობას 

/,(X) = დ(IXX), Iა(X) = დI2MXX), /ვ3(X) == და3(X), /.(X) = დ((X),-.- 

ადვილი მისახვედრია, რომ ფუნქციათა ეს მიმდევრობა საშუალოდ 

კრებადია ნულისაკენ, მართლაც, თუ წ-(X) = დ), გვექნება 
· წ. 

1 
ჩა00ძX= /( ძX = – 

(-1 #7 

თუ I ->Cთ, მაშინ # -> %> და, მაშასადამე, 

1110 I. ჰ1(X)ძX=0, 
იჩ-თე " 

ე. ი. ფუნქციათა ((ი(X))გ>1 მიმდევრობა საშუალოდ კრებადია ნული– 
საკენ. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ფუნქციათა აღნიშნული მიმდევრობა არ არის 

კრებადი (0, 1( შუალედის არც ერთ წერტილში. ვთქვათ, წ არის 
(0, 1( შუალედის ნებისმიერი წერტილი. ცხადია, ყოველი მთელი # 
რიცხვისათვის მოიძებნება ისეთი § <- X, რომ 

ჯ 1 
, –CL 

XC 
     

” 

ასე რომ დ(-Xხ)=1. მაშასადამე, /,(5), /კ(6),.--, / (6)... მიმდევრობაში 

უსასრულოდ ბევრჯერ შეგვხვდება რიცხვი 1 ღა ამიტომ ფუნქციათა 
მიმდევრობა 07 (ი)გ>1 არ იქნება კრებადი § წერტილში. ამრიგად, 

ფუნქციათა აღნიშნული მიმდევრობა არ იქნება კრებადი (0, 1| შუა- 
ლედის არც ერთ წერტილში. 

შებრუნებით, ფუნქციათა კრებადი მიმდევრობა შეიძლება არ იყოს 

საშუალოდ კრებადი; მოვიყვანოთ _ 

მაგალითი 11, ეთქვათ, (0, 2) სეგმენტზე განსაზღვრულია /»(X) 

ფუნქცია შემდეგნაირად 
1 

| ჯ'ა, როდღესაც 0=<ჯC-C–--, 
I) 

1 
”ო(X)=% –- უბმX-L27, როდესაც ––- <Xჯ=: 2, 

· XI 

  0, როდესაც 2 <»<2 (იჯ=0, 1. 2,..-). 
”
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ყოველი /,(C0 ფუნქცია უწყვეტია (0, 21. სეგმენტზე. ცხადია, (0, 2) 
სეგმენტის ყოველ X წერტილში III /,(X) =0, მაგრამ. · 

»,”--+თ 

1 
2 ო 

9 ()ძ )ძ.დ=2-%. (ოთ #> | 'თიძ» მ 

მაშასადამე, 

2 

10თ I 110-0ძX= +თ. 
0 

M/- თ 

ამრიგად, ფუნქციათა მიმდევრობა ო(X,>1 ნულისაკენ კრებადია 

(0, 2) სეგმენტზე, მაგრამ იგი საშუალოდ კრებადი არაა. 

__ თეორემა 1მ. თუ (ი,ხ) სეგმენტზე უწყვეტი /(») ფუნქ- 
ციისა და ნებისმიერი დადებითი 6 რიცხვისათვის 

არსებობს განზოგადებული პოლინომი 

ვი(X)= 2რ, 0MVM(X) 
ჯ#-0 

„ისეთი, რომ. 

ა ხ 

.. | Vთ – «0ი)1ძ»<4, (22.4) 
21: 2 

მაშინ (19.1) სისტემა ჩაკეტილია. 

დამტკიცება. „განვიხილოთ განზოგადებული კჯა(ჯ) პოლინომი, 
რომლისათვისაც სრულდება (22.4) უტოლობა. როგორც ვიცით, #-ური 
რიგის განზოგადებულ ყველა პოლინომს შორის უმცირესი საშუალო 

კვადრატობითი გადახრა მოცემული /(X) ფუნქციიდან აქვს ამ ფუნქ- 

ციის ფურიეს მწკრივის »-ურ კერძო ჯამს. ამიტომ (22.4) უტოლობი- 
დან გამომდინარეობს, რომ 

ხ ჩ 2 

I Iთ-პ. თ «(9 ძX<+. 
ძ #=0 

აქედან (21.1) ტოლობის თანახმად 

0 == I (I%X) ძX – > 0:<-8.
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და რაკი „ ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია, ამიტომ 

ხ «თ 

0< I IX) ძX-–– 3) 01 <= წ. 
ს) #-9 

საიდანაც, 6-ის ნებისმიერობის' გამო, გვექნება 

ხ ი« 

| ჩ0იძX= 2, თ: 
#50 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 23, ტტრიგბონომეტტიული სისტემის ჩაკეტილობა 

ლემა. (–– თ, | სეგმენტზე ყოველი უწყვეტი /(ი ფუნქ- 
ციისა დღა ნებისმიერი დადებითი .65 რიცხვისათვის 

არსებობს ისეთი ტრიგონომეტრიული პოლინომი/,C0), 

რომ 

LI" 

I IV0-–-/,00)' ძX<%. რფ3.1) 
'. ! 

დამტკიცება, ჯერ განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც წ(––»)= 

=/ლ0ე). ახლა /() ფუნქცია პერიოდულად გავაგრძელოთ მთელ. 0ჯ 
ღერძზე; ეს გაგრძელებული ფუნქცია უწყვეტია მთელ 0X ღერძზე. 
ამიტომ ვაიერშტრასის თეორემის თანახმად მოცემული # რიცხვისათ- 
ვის არსებობს ისეთი ტრიგონომეტრიული პოლინომი #,(#X), რომ 

I/60 -– თ 1< I/ მეი ალჯ<% 
2ჯX 

ამიტომ 
ჯ 

| Vთ -– თთ)"ძX<+. 
-–ჯ 

ამრიგად, ლემა დამტკიცებულია იმ შემთხვევისათვის, როდესაც 

LI-– 5=!C). 
ახლა ვთქვათ, რომ /(--») 26 ”(თ), აღვნიშნოთ #-ით |/(X)| ფუნქ- 

ციის უდიდესი მნიშვნელობა (--», X) სეგმენტზე და შევარჩიოთ და- 

დებითი უ რიცხვი ისე, რომ შესრულდეს უტოლობა 

6 
4M –.,
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განვიხილოთ 9(X) ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია ასე: 

1) 9(X)=/(»X), როდესაც -- == X=<%–», 
2): ყ(=)=/(–ჯ) და წრფივია I=––თ, >) სეგმენტზე. 

ცხადია, რომ 

|9(0)|ლM, – X<Xჯ=<». 
ამიტომ 

# 

I V00-–ითი)'ძX= 
–X 

ჯ ჯ 

= | IICXა-– #0C2)109X<. | 4Mმჯ=4M%ზე< – -. ტ3.2) 
ჯ-ო ს-ს 4 

მეორე მხრიე, ძ9() უწყვეტია ღა ყე(-X)=ყ/(”). ამიტომ არსებობს 

ტრიგონომეტრიული პოლინომი ჯ:(X), რომლისთვისაც 

ს. 

| IIთ – «თ 9X< >. ფვ3.3) 

თუ გავითვალისწინებთ (23.2) და (23.3) უტოლობებს, გვექნება 

/ VV00 – თ001)1ძ» = 1 V60 – «9+CფC9 –- („რი))"ძX< 
–-ჯ 

ხ ა 

<2 | I/C0 – #00)10X+2 | (#09 – (60)ჭძX<4. 

ლემა დამტკიცებულია. 
თეორემა 90. ტრიგონომეტრიული (18.1) სისტემა ჩა- 

კეტილია (–>X,X»X) სეგმენტზე. 
დამტკიცება. ავიღოთ (-–X, X) სეგმენტზე ნებისმიერი უწყვეტი 

წ00 ფუნქცია. ლემის ძალით ყოველი დადებითი 6 რიცხვისათვის არსე– 
ბობს ისეთი ტრიგონომეტრიული L„(X) პოლინომი, რომ 

ჯ 

| Vთ.– რთ)"MX<+. 
+ 

მაგრამ (18.1) სისტემა ორთონორმირებული სისტემაა, ამიტომ მე-19 

თეორემის თანახმად ეს სისტემა ჩაკეტილია, ე. ი. ადგილი აქვს ტო- 
ლობას
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+ თ 

I MX) ძX=-> თ:+X % (01+61), (23.4) 
–ჯ '. ს51 

სადაც LM 
% II4 · 

ი,=-- I M(X) 608 XXX, ხ,=-- IIთ 310 MXMX  (ს=0, 1,...) 
X –+% # –. ' 

(23.4) ტოლობიდან გვაქვს 

1 ჯ პ თ 

– | Mთაძ·= -მ+ 9)(ი+ხს. თ3.5) 
% თ» 2 22 

ამ ტოლობას პარსევალის ტოლობა ეწოდება. 
პარსევალის ტოლობას დიდი მნიშვნელობა აქვს ელექტრონიკაში. 

მას გარკვეული ფიზიკური აზრი აქეს. 

შენიშვნა. მე-16 თეორემა წარმოადგენს მე-20 თეორემის შე–- 

დეგს. მართლაც, მე-20 თეორემის თანახმად (18.1) სისტემა ჩაკეტი- 

ლია, ხოლო მე-17 თეორემის ძალით იგი სრულ სისტემას წარმოად– 

გენს. 
§ 24. ფურიეს მწკრივის ინტებრება 

თეორემა მ1. თუ (19.1) სისტემა ზაკეტილია, მაშინ 

ყოველი უწყვეტი /() ფუნქციის ფურიეს მწკრივის 
ინტეგრება შეიძლება წევრ–წევრად, იმისდა მიუხედა- 

ვად, მწკრივი კრებადია თუ“არა. 

დამტკიცება. ავიღოთ (თ, ხ) სეგმენტიდან ორი ნებისმიერი 

წერტილი თ და წ, «<8. თუ გამოვიყენებთ ბუნიაკოესკის უტოლო- 
ბას, გეიმი ,' 

ი 1. , _” 
I იძი 3“ | Cიძ» | < | 
თ თ თ #51 

წიია– 1, ი, აM(X) | 4X < 
#=0 

  

  

    

M 

< I /ი– 2, თ.ე | 4ძ 

– <)/ (/ი-2 თ ინ თX (> ძX- 
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მე-18 თეორემის თანახმად უკანასკნელი წევრი ნულისაკენ მიისწრაფ- 

ვის, როდესაც » -–> თ. ამიტომ 

ნ ი ჩ · 

110  IIVიძ«- > | ხახა 4 –ი, 
L- 

ჩლთ #-0 თ 

ზ "თ ზ 

I MCX)0»X= %, რ. | ს»(Xძ». 
სბ C2თ 

თეორემა დამტკიცებულია. 

§ 25, ფურიის ინტეგრალი 

19, ფურიეს ინტეგრალი როგორც ფურიეს მწკრივის ზღვრული 

შემთხვევა. ვთქვათ, L--I, (I სეგმენტზე განსაზღვრულია აბსოლუტუ- 
რად ინტეგრებადი /(X) ფუნქცია. გარკვეულ პირობებში ეს ფუნქცია 
შეგვიძლია დავშალოთ ტრიგონომეტრიულ მწკრივად: 

ძა <= »IX , 59%) == 008 ––- + ჩევ) –– (25.1) წი - 9 +2(> : : 

სადაც 
ჯ 

ძი, = + II იგ ”– ძ, (=0, 1,...), 

I ! 
1 2:ML 

აელ=–- #ჰ)ვIი––-ძ -(7#=1, 2,..). ხ,=-– III )§10 > თ 

თუ ძე. და ბი კოეფიციენტების მნიშენელობებს ჩავსვამთ (25.1) ტო- 

ლობის მარჯვენა ნაწილში, მივიღებთ 

1  Iთ+ სარა / წ(0 იიგ –– L-–- 4! I90=; | 2 1 = L. | 

ახლა ვთქვათ, რომ /(X) ფუნქცია, განსახღვრულია 1-- ი, + Cთ| 
შუალედში. ამ შემთხვევაში, როგორიც გინდა იყოს ჯ», შესაბამისი I”(X) 
მნიშვნელობა გამოისახება (25.1) დაშლით ნებისმიერი |-სათვის, რომე-
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ლიც აკმაყოფილებს პირობას 1>IXI. ვიგულისხმოთ, რომ არსებობს 

ინტეგრალი 
+თწ 

I IICX) | ძX- 

მაშინ, როცა 1-–+-+C, მივიღებთ 

(თა = სთ. %–- 1 შა 
“Iა+მ“თეიე5 ს - 

ამ ზღვრის მოსაძებნად შემოვიღოთ აღნიშენები 

ბპა=Xაა-X=- ' 

მაშინ 

++ რთა“ 6-ა«თ- 
ჯო1 ” –)/ 

=–- 1 % ტ» ჩ წ(,) 008 XL –– #) ძL. (25.2) 
4 

#=1 -I 

ტოლობის მარჯვენა ნაწილის გამოსახულება მოგვაგონებს ინტეგრალურ: 

ჯამს X-ს "შემდეგი ფუნქციისათვის 

+თ. 
– LI I(0) 08 XL -–– X) ძი, 

შმედგენილს (0, + %( შუალედისათვის. ამიტომ ბუნებრივია მოჭქელო- 
დეთ, რომ როდესაც 1–>- + თ, (25.2) ტოლობის მარჯვენა ნაწილი 

გადავა არასაკუთრიგ ორმაგ ინტეგრალში და, მაშასადამე, ბუნებრივია 

მოველოდეთ ფორმულას 

_ 1 +თ “თ 

– I ძა I /(1) C08 X(/ ––- X) ძL- ,(25.3) 
ჯ მ ·
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ცხადია, ჩვენი მსჯელობა მკაცრი არაა, მაგრამ ყოველ შემთხვევაში 

ვიცით, თუ რა ფორმულა უნდა მივიღოთ. ქვემოთ მოვიყვანთ საკმა- 

რის პირობებს, რომლებიც უზრუნველყოფენ (25.3) ფორმულის მარ- 

თებულობას, ამასთანავე /X) ფუნქციის წყვეტის წერტილებში /(X)-ის 
ნაცვლად უნდა ავიღოთ 

IIX+)+I(C7--) . 

2 

(25.3) ტოლობის მარჯვენა ინტეგრალს ფურიეს ინტეგრალი 

ეწოდება, ხოლო (23.3) ფორმულას –- ფურიეს ინტეგრალური 

ფორმულა. 

თუ ვისარგებლებთ ორი კუთხის სხვაობის კოსინუსის ფორმულით, 
(25.3) ფორმულა შეგვიძლია გადავწეროთ ასე 

+თ 

IC)=| (50) 6082»X+ხ0ა 8ILX) ძ, (25.4) 
0 

სადაც 

I 1” : 1 1“ 
ძ(1)=–- I MC) ა08X 06, ხ()=– I I(§) 81ი X ძ.. (25.5) 

2 _ჰ. # _ 7” 

როგორც ვხედავთ, (25.4 ტოლობის მარჯვენა ნაწილი ფურიეს 
მწკრივის ანალოგიურია: ჯამის ნიშანი შეიცვალა ინტეგრალის ნიშნით, 

ხოლო მთელრიცხვა # პარამეტრის ნაცვლად გვაქვს უწყვეტად (ცვა- 
ლებადი პარამეტრი. (2) და M0) მოგვაგონებს ფურიეს კოეფიციენ- 

ბს. | 
ა 99, ფურიეს ინტეგრალით ფუნქციის ' წარმოდგენის საკმარისი 

პირობები. ვთქვათ, /() ფუნქცია აბსოლუტურად ინტეგრებადია 

1--თ, +C( შუალედში. განვიხილოთ ინტეგრალი 

1. 4 +C= 
I(C4)= – Iძ1 I ICI) 08 XL –– X) თს, 

ს8) 

საღაც # ნებისმიერი დადებითი რიცხვია, ჯX კი ფიქსირებულია, ეს 

ინტეგრალი წარმოადგენს ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამის ანალოგს. ამ 
ინტეგრალის ზღვარი, როდესაც 4->+ თ წარმოადგენს ფურიეს 

ინტეგრალს 
1 += +=. 

-- | ძ+ |, M0505ML-–- »)ძI. (25.6) 
0
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რადგანაც ნებისმიერი დადებითი ჯ რიცხვისათვის (CL) ფუნქცია აბსო- 

ლუტურად ინტეგრებადია (-– 8, 81 სეგმენტზე, ამიტომ გვექნება 

I რ. I II) 608 X( –– X) ძ(= I (ცზი40C–9 კ. რ57) 
9 LX : 

მაგრამ ინტეგრალის 

+თ 

I ICI) 608 #(( -–- X) რჯ (25.8) 
- 

მაქორანტია ინტეგრალი 

+თ _ 

|  III)LVI. 

ამიტომ (25:8) ინტეგრალი თანაბრად კრებადია X-ს მიმართ ნებისმიერ 
შუალედში. ამრიგად, ინტეგრალი 

85 

I I(C§) 608 ML –– X) ძL 
„8 

თანაბრად მიისწრაფვის თავის (25,8) ზღვრისაკენ, როდესაც ,8->+ თ. 
ამიტომ, თუ (25.7) ტოლობაში გადავალთ ზღვარზე, როდესაც 8->+ Cდ,: 

გვექნება , ' 

| 910 4 ((– 2) კ, 

( –Xჯ 
I(4)=-- 1 II 

ელემენტარული · გარდაქმნებით ეს ინტეგრალი შეგვიძლია დავიყვანოთ · 
შემდეგ სახემდე: : 

§)სი 4 
  1(4)=– I Iთ +# ძ(= 

81 4ჯ 
  -+/ I II+V)+IC-9) 

% 

თ. 

ა 
ლემა. თუ ე() ფუნქცია აბსოლუტურად ინტეგრება- 

დია )–– დ, +CL შუალედში, მაშინ მართებულია ტო- 

ლობები
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! #თ.... +თ . 
11თ ყ(0 3IიX»#ძ=0,V IIთ. I 9(1) 08 1! ძ(=0. 

#6 + 2 #-+-+თ ძ· 

ეს ლემა მტკიცდება იმგვარადვე, როგორც მე-11 თეორემა. 

თეორემა 39 (ქორდანის ნიშანი), თუ /(X) ფუნქცია აბსო- 

ლუტურად ინტეგრებადია |) თ, + თ შუალედში და 
აქვს სასრული :ვარიაცია რაიმე (X– I, X+Iს) სეგმენტ- 

·' ზე, მაშინ ადგილი აქვს ტოლობას 

წაეყყMოის ე 1 +I ძა. I Iთიის10-– ეძ. (25.9 

დამტკიცება. ინტეგრალი 

  

  

  

I(4)=> /  VC0+0+/-ი)““; 4! 

წარმოვადგინოთ ასე: . 

I(0=– I /C+0+IC-ი 90-41 

! +- I  /CX-+0 +ICC-) ში. =/,+V#.. 
” 5 

ლემის თანახმად, 
)1თ ჰძა=0, 

#4-+4+>თ 

ხოლო დირიხლეს ლემის ძალით 

Iს ძჰ,=-L. “+ VV+)+/V– )) = MIX+)+IთX–) . 

4--+თ ჯ 
2 

ამრიგად, 
10 IC) =IX+)+I%9–) , 

4--+თ 2 

მეორე მხრივ 
. 1 +თ. +-თ .. · 

IIთ IL4)=-- | თ). I /(1) C08 X(I–-ჯ) ძL. 
4-+თ ჯ ბ თ 

მაშასადამე, მართებულია (25.9) ტოლობა. თეორემა დამტკიცებულია.
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8”. ფურიეს ინტეგრალი ლუწი და კენტი ფუნქციებისათვის. ეთქვათ, 

წთ ფუნქცია აკმაჟოფილებს 22-ე თეორემის პირობებს, მაშინ 

MIX+)+MX–) _ 
+თ 

5 | («0)608XX+ხ0) §§L XXI ძ». (25.9) 
· 0 

სადაც თ(+) და ბ() განისაზღვრებიან (25.5) ტოლობებით. 
თუ /(ჯ) ლუწი ფუნქციაა, მაშინ 

2 14“ 
დ0)=– I M0 ლ09Xძ,, ჩ#01)=0, 

% ი 

მაშასადამე, ფურიეს ინტეგრალი (25.9) მიიღებს სახეს , 

+თ +თ 
IX+)+!თ–)_ – | თ086XXX I /V)ლი9Mძ. (25.10) 

გ. 
2 ბ 

ეს არის ფურიეს ინტეგრალი ლუწი /(X) ფუნქციისათვის, 
ახლა ვთქვათ, რომ /(ჯ) კენტი ფუნქციაა. მაშინ 

2 14“ 
თ0ე)=0, ბხ0)= –– I ICI) 310 X/ თ(. 

4 ზ . 

მაშასადამე, (25.9) ფორმულა მიიღებს სახეს 

+= += 
თ6000+%-0- ი | 53იXძბ | /C08I0Xძ(. (25.11) 

# გ 4 

ეს არის ფურიეს ინტეგრალი კენტი ფუნქციისათვის, 
49 ფურიეს ინტეგრალის კომპლექსური სახე. ვთქვათ, ჩი ფუნ1- 

ცია აკმაყოფილებს ჟორდანის თეორემის პირობებს. განვიხილოთ ინტეზ- 

რალი 

+თ ... 
I (0) 3Iი XC, –– X) ძL. 

ეს ინტეგრალი წარმოადგენს X-ს კენტ ფუნქციას, ამიტომ 

+ / ძ). # იყი) ძ!=0. (25.12) 
2XჯX L I : ' | 

–თ.
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მეორე მხრივ, ინტეგრალი 

+ 

I I) 608 X(I1-– X) ძ! 

არის X-ს ლუწი ფუნქცია, ამიტომ 

+= +თ 
1 

22 I ძ» I II) ბ0§ 2(ჯ –– X) «:= 

1 +თ +თ 

=-- I ძ.. I I) C08 X(L– X) ძI. (25,13) 
54 

(25.12) ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ ჯ-ზე და მივუმატოთ 

(25.13) ტოლობას, მივიღებთ 

წ” += 
IX+)1+IMX–) _ 1. / #4. |. /(0(008 XI--X)+ჯ51ი XL--») ძV. 

2 2Xჯ 8 

თუ გამოვიყენებთ ეილერის ფორმულას, გეექნება 

ICI)1I 29=> - (ი I წთ იირ-ი კ, 25.14)   

ფურიეს გარდაქმნა, სპექტრალური ფუნქციაა. ვთქეათ, / (X) 

ფუნქცია აბსოლუტურად ინტეგრებადი”· |- თ, +CI შუალედში. 
ფუნქციას 

#0ა=-–> > I ჩ(ეი IM! (25,15) 

ეწოდება წ (X) ფუნქციის ფურიეს გარდაქმნა, თუ /(») ფუნქ- 
ციისათვის მართებულია ფურიეს ინტეგრალური ფორმულა 

”Iთ)= .I ძ. I / (ეიMI-ი ძ/, 
აი) 

42 ვლ. ჭელიძე, ე. წითლანაძე
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მაშინ გვექნება 

/00=–-- #C0.)ც 'M ძ!).. (25.16) 252 IL 

ეს ფუნქცია წარმოადგენ #V(0) ფუნქციის შებრუნებულ 
გარდაქმნას. 

(25.15) ფუნქცია შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ამონახსნი 
(25.160) ინტეგრალური განტოლებისა: / (X) მოცემულია, საძიებელია 

# ა. 
ახლა განვიხილოთ X-ს შემდეგი ფუნქცია: 

1 #თ 
40)=-- | #C)4-V ძI. (25.17) 

2X => 

ამ ფუნქციას ეწოდება / (2) ფუნქციის სპექტრალური ფუნ4ეჟ- 
ცია იგი მნიშენელოვნწ როლს ასრულებს ელექტროტექნიკაში, 

(25.15) და (25.16) ფორმულების თანახმად გვექნება 

    

+თ 

Iთო= |” 40ათ#» 9). (25.18) 

სავარჯიშო 

1. I(X01=1 ფუნქცია დაშალეთ სინუსების მიხედვით IC, LLრ 
ვალში, 

' 816 = 810 5ჯ პასუხი: 1=– 910 X + + - +.. 

9. /C0=X ფუნქცია დაშალეთ კერას მწკრივად 10, 2XI ინტერ– 

ვალში. 

პასუხი: თ-ა-2( 810 X+     

202 §51უ 3ჯ % - +.) 

8. / (ე=»0. ფუნქცია დაშალეთ ფურიეს მწკრივად 10, 2» ინტერ- 

ვალში. 
პასუხი: ფა. “ე. სა XV „ვემიბ2, 

ჩM=1 #1=1 
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4. წ(0=იC ფუნქცია დაშალეთ ფურიეს მწკრივად )--», XI 
ინტერვალში. 

–I1)შ 
  პასუხი: თ«=-- იი“ 50+2> (608 I#--თ 810 »-) |, 

M=1 

ნ. წ (XX=003თX ფუნქცია დაშალეთ ფურიეს მწკრივად 1--», #I 
ინტერვალში (თ მთელი არ არის). 

- 2 1 ფუფ თ 603 MX 
პასუხი: თX=–-310 თ) –– ეშ I. ასუხი: 608თX=- 81 M-+2 ) - | 

_ ამ 
351 ი თ 

6. დაშალეთ ფურიეს მწკრივად / (X)=-8X2 §1ი (003 X) ფუნქცია, 

008 (2#+1)X_ . 
პასუხთ => ლე 0L+11 

%150 

' ჯ 
?. I (X9==X31ი ჯ»X ფუნქცია დაშალეთ ფურიეს მწკრივად -- = 2| 

ინტერვალში. 

(– 1 21 

  პასუხი: 1 519145422 008 MX. 
ი=59% გ1--1 

8. ”(2) = | იი8X) ფუნქცია თული ფურიეს მწკრივად. 

ულის 
' 08 2#MX. პასუხი: --+ 2:% 

  

1 
9. ფურიეს ინტეგრალით წარმოადგინეთ / (X)= 2 ძ>0 

ძ 

ფუნქცია. 

ე აამ სუხი; –---–--=-- | 6 #ი ლივ · პასუზი; 2 I. 

10. კენეთ ს დკტრლერ ფუნქცია შემდეგი ფუნქციისათვის: 

/თ-LV როდესაც | XI <0 
0, როდესაც | XI >ძ. 

პასუხი: #0)=-954% , 
: 0238



თაგი XIX 

ფურიეს ორმაბი მწკრივი 

გამოყენებით საკითხებში ხშირად სარგებლობენ ფურიეს ჯერადი 

მწკრივებით. ამ თავში ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ ფურიეს ორმაგ 

მწკრივებს. 

§ 1. ფურიეს ორმაგი მწკრივის ცნება 

ვთქვათ, წ (X, ყე) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის აზრით (0 = 

(-–X, X; –-», X) კვადრატზე და, ამის გარდა, ვთქვათ, რომ იგი პე- 

რიოდულია 2% პერიოდით ცალ-ცალკე ცვლადების მიმართ. შემოვი- 

ღოთ აღნიშვნა 

4თ»ა (X, ყ)ლ=რძთი 6008 IX 603 MV+ ნაი 310 IX 608 იყ-L 

+რიი 608 I1X 810 »ყ+- ძუ 910 M1X 810 #ყ, 

სადაც. 

თმ„,=-- | I ჯ (ს, +) 609 #ი/ C06 X=/ძ”. 
#9 

ხუ», =-+- II” (6 <)8)ი თ/ 68 ო5 ძ/ძ5, 
5-5 

თ.=-- I I IC, +) 008 »17 811) #+თ/ძ+, (1.1) 

პ„ა=-- || 7(6 5) 61ი თი/ 610 »+ძ/ძ5. 
სწო 

ორმაგ მწკრივს 

?, ?თი 4თი (», ყ), (1.79 

თ,.ი=0 ·
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სადაც , 
| “ როცა 9=§8=0 

?თი= | 1 

' 5. როცა #=0, M#>90, ან #>0, #M=0, 

L 1, როცა .>0, »>90, 

ეწოდება / (X ყ) ფუნქციის ფურიეს ორმაგი მწკრივი ღა წერენ: 

წმ იძ 2, ბოი 4ოი(X ყ)· 
„,ი=0 

რთი, ნოი, იწუგ და მო რიცხვებს ეწოდება IV, ყ) ფუნქციის ფუ- 

რიეს კოეფიციენტები. 

§ 2. ფურიეს კოეფიციენტებინხ თვისებები 

ფურიეს (1.2) მწკრივის კრებადობის საკითხის შესწავლისათვის 

ხელსაყრელია დავამტკიცოთ შემდეგი 
თეორემა 1. თუ I(X ყ) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმა- 

ნის აზრით 0 კვადრატზე და იგი პერიოდ ულია პბე- 
რიოდით 2» ცალ-ცალკე ცვლადების მიმართ, მაშინ 

მისი ფურიეს კოეფიციენტებისათვის გვაქვს შემდეგი 

ტოლობები: 

1IIX0 რიფი =0, 110 ხ,„ე=0, 11თ იფ=0, )10 ძთფა„=0. 
II-L.+ თ ო+.-თ ო–ი. თ #M+»ა6თ 

ეს თეორემა შედეგია შემდეგი ლემისა: 
ლემა. თუ დ(X, ყ) ფუნქცია ინტეგრებადია რიმანის 

აზრით X#=Vი,, ხ, ძ,, ს) მართკუთ ხედზე, მაშინ ადგილი 

აქვს ტოლობებს: 

11 I I დ (X, ყ) 6081X 008 IყთXთყ = 0. 
თ+.- 9 ჩი 

1II I I დ(X, ყ) 810 MIX 603 MV0VXთყ=0, 
თ+ი-თ ჩ 

110 I I დ (X, ყ) 008 ოX 810 »V ძX0ყ =0, 
თი“ თ 

II ; V) 810 LX §10 #// #XVV=>=0; ––– #ყ ძXთV
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დამტკიცება. დავამტკიცოთ პირველი ტოლობის მართებუ- 

ლობა. 

გავყოთ # მართკუთხედი მცირე მართკუთხედებად 7», 7#ე,,...”ა, 
რომლებსაც წყვილ-წყვილად არა აქვთ საერთო შიგა წერტილები და 

რომელთა გვერდები კოორდინ.ტთა ღერძების პარალელურია. აღვ- 

ნიშნოთ თ,გ-თი დ (ჯ, ყ) ფუნქციის რხევა #,-ზე, ე. ი. თ„.= Mს-–-თ!ი, 
სადაც MI, და „კ არიან შესაბამისად დ(X, ყ) ფუნქციის ზედა და 
ქეედა საზღვრები +«,-ზე. ავიღოთ ნებისმიერი დადებითი რიცხვი 6. 

რადგანაც დ (ჯ, ყ) ინტეგრებადია #-ზე, ამიტომ ჯ,, სეგმენტები იმდენად 

მცირე შეგვიძლია ავიღოთ, რომ ადგილი ჰქონდეს უტოლობას: 

” 
C 

2,ს. I MI<-· (2,1) 

L=1 

ახლა აგიღოთ მთელი დადებითი რიცხვი # იმ პირობით, რომ 

16 « 
#> –- 2) %MI. (2.2) 

| 6:53 

გვაქვს 
II დ (X, ყ) 608 »1X 609 »ყ თXძV = 
წ: 

= სა II 9“ ყ) 609 LX 608 XV 0X ძყ = 
ღერი , 

=X II (დ (X, ყ)––M1, 1 603 თ1X 608 ” I ძX ძყ+ 
#51 >. 

+ სა = II C08 ML» 603 »VთX ძყ,- 
8-1 „+ 

რადგან დ (2, ყ)»ის ლთ, როცა (X, ყ) C#, და 

4 
II 009 LX 603 თყ ძXძყ | < ––, 

ს 
(3 

ამიტომ, თუ გავითვალისწინებთ (2.1) ღა (2.2) უტოლობებს, მი- 

ვიღებთ: 

  LV. 
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III9.თ ყ) 608 MLX 609 ჯV ძX ძყ | < + ი, #7. I + 

#2 ჯი1 

  

– <-- ღგ'აეაე_–_– , + აასს +- -<- 1. < 6 

როცა XM+9%>X, მაშასადამე, 

119 I დ (X, ყ) 008 »1X C05 XV #X ძყ=0. 
I+8->თ. 

ანალოგიურად მტკიცდება დანარჩენი სამი ტოლობის მართებულობა, 

§ 3, ფურიეს ორმაგი მწკრივის ძე#ძო ჯამის გამოსახულება 

აღვნიშნოთ #8» (X. V; /”)-ით (1.2) მწკრივის კერძო ჯამი: 

ი 

8» (X, ყ; /)= 2, 21XM4ი (X, ყ). 
| 450 #50 

კერძო ჯამი 5» (X, ყ; /) შეიძლება წარმოდგენილ იქნეს ორჯერადი 

ინტეგრალის საშუალებით. მართლაც (1.1)-ის ძალით, 

ბათი (X, ყ. ჩ=-+1. ა» IC <) C08 § (X––1) 006 (/ -–+)ძ! ძჯ= 
(=0 #50 

1 1 » 1 ჩ 

„== /, -–- LM 7 – =- ( ძ“. 277. (3, I, #2 ძ09+C- .| + თა 9 # ძ+: 

მაგრამ | 

816 ( ») + +I)>–ი 

ჯ– 

2 

  --+ სალ ?1(X–1#) == 

(51 28510   

მაშასადამე, 

1 
ზოი (ი V;I)=–, II ,C. 8 ნას–ი ი ფ–-იი ძა (3.1) 

0
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891ი (= + 2)! (X-ს 

2)ე -> 

  

ჩი» (X–-–1) = =   

  

= 

ნო(X-0-ს ეწოდება დირიხლეს გული. 
თუ (3.1)-ში მოვახდენთ ცვლადთა გარდაქმნას ჯ-=-–-V, ყ–-+= 

=-წს და გავითვალისწინებთ იმას, რომ ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ 

მყოფი ფუნქცია პერიოდულია პერიოდით 2X « და ხ-ს მიმართ და 

შემდეგ « ღა «ა-ს ნაცვლად დავწერთ შესაბამისად და «-ს, მი– 
გიღებთ: 

8» (9 # 9=-; | (IC+ჩ #+9 მი თირძი. (6.9 
(4) 

თუ CV, ყ) წერტილზე ადგილი აქვს ტოლობას 

110 8».ოი (X, ყ, ჯ)= I(X, ყ, 
I, 6– თ 

მაშინ ამბობენ; რომ (1.2) მწკრივი კრებადია (ჯ, V) წერტილზე: და 

ჯამად აქვს ჯ(X, V). 

მოა CV, ყუ!) კერძო ჯამის ნაცვლად .ხელსაყრელია განვიხილოთ 
5>»(X, ყ; ,), რომელიც შემდეგი ტოლობითაა განსაზღვრული: 

1 
ზოი(X V ჩ=8»ი (X, MV!: ჩ–-- 4” (X, Vყ) 

რადგანაც 4თი(X ყ) თანაბრად მიისწრაფვის ნულისაკე” როცა 

», .->+თ, ამიტომ / (X, ყ) ფუნქციის გაშლისათვის ფურიეს ორმაგ 

მწკრივად (X, ყ) წერტილში აუცილებელია და საკმარისი, რომ ადგილი 
ჰქონდეს ტოლობას: 

II. 5თ (X, V; /)=/ (X, V). 
MI, % 

თუ გავითვალისწინებთ ფურიეს კოეფიციენტების გამოსახულებებს, 

მარტივი გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ: 

4თი (X, V)= –, II (X+1, ყ–+2%) 608 #:! 603 XXიIძ“. 

0
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ამიტომ (3.2)-ის ძალით გვექნება: 

8» (9 V) =-, II/ თ+4 ყ+% | მარ მარო – 
0 

, 1 :,” 

– 608 MI 008 11% ტი». 

მაგრამ · 

· 1 
ჩ#ი (0) სი (<)-– -, 908 MI 609 2= 

=7უ (ი »: რ+-- შერ 608 > + – 7? C) ხიმი/, . 

  

სადაც 
1 (0 ო 

#5 (0=7»795(ს – -– 209 7 = 252 
2 2 ! წ 2 

მაშასადამე. 

80»(% Vყ; )= = II7თღ+# #+95 ხე რ 0;C ძ(%+ 
ი 

1 . 
+ =,III (X+1, ყ+71) X,უ (I) 008 MX ი/ძL + 

2; რ 

++ ((7C+6 V#+9 0; (9 იის თ/0/ძ5. 
2») წ. _ 

რადგანაც. · 
VI 

ს I #8 (0ძ1=», 
' –ჯ 

ამიტომ 

I I #5 (0 ა; ()ძ/(იL1=12), 

· V” 

„ახლა ავიღოთ რაიმე რიცხვი 8. გვაქეს: 

9(V 6 ჩ–8=-“. |(VC+6 #+9-–8) ხთ 0 (00(9-+ 
ჯXჯ 

0
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+ _1. II (X+1, ყ+4%) 97 (1) 008 M% ი/ძ0>% -L . 
22 ტ 

1 
+; III! (X+1, ყ-L+) IX (<) 0605 ML ი/ ძ+. 

2ჯ რ) 

ადვილი შესამჩნევია, რომ 

MX 

II მა თ იი3»5 4/95=0, როცა »>0, 
00 

(3.3) 

  
++ 

II #1 (9) 203 ML IთL=0, როცა :1>0. 

09 · 

შემდეგ, თუ გავითვალისწინებთ "(0 ფუნქციის ლუწობას და 
(3.3) ტოლობებს, მარტივი გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ: 

· 
1 ეე 

. 

ზოი (X, ყ; ი-8=-; | I 9?-”C, იხ» (00:(5 + 
95 

1 2 

. 

+ 2 დ.ე (I, 1) #აო(0) 08 »I ძ!ძ+X-L (3.4) 

1 ჯ + . 

+ 227) I თასიც (#, %) # («) 608 IოIთ/თ%, 

როცა =>0, X»>0, სადაც 
დ.,ც (8, X)=, (X+ს ყ++%)+/ (X+# ყ–-9+/) (X–/, ყ++%) + 

+! (+--L, ყ–1)-- 45. 

(3.4) გამოსახულებით ქეემოთ ვისარგებლებთ. 

§ 4, ფურიეს ორმაგი მწკრივის კრებადობის 4ოგიერთი ნიშანი 

თეორემა 9. თუ /” (, #) პერიოდული ფუნქციაა პერიო- 

დით 2 ცალ-ცალკე ცვლადების მიმართ, მაშინ მისი 

ფურიეს მწკრივი კრებადია (X, ყე)CC0 წერტილში 

1 
– (ფ4+5+%+2) ჯამისაკენ (თ. #5, 53, 8,--მოცემული 

რიცხვებია), თუ დაცულია შემდეგი პირობები:
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+% რბ 

| 1960 91ა-ა<თ, | | 1569) /ი<თ, 
ის სფ-–-ხწ -- ი ( 

წ 2 ნ 2 ' წ 2 

% X 
II | დ, 2 “კ Cთ (§=1, 2, 3, 4), 

0 ბ ბნ –– 
წ 

ჯ LI 

I Lა1ხულ / 1-5. Iკ«= (=1, 2), 
« 00-. თ (8 -- 2 2 

სადაც – 
დ, (, +)=,/(X+V, ყ++4)–I! (X+7, ყ+)–!(X+, ყ+1X)+25,, 

დ, (, C)=I(X+ჩ ყ 4)–I/ (X+ჩ ყ–)–I X+. # –4)+8;, 
” რვ(/, )=/(X–-7, ყ+9)-–-/ (X-–-, ყ+) –/ (X-––, ყ-+%) + 8ე, 

რთ„(,, C-)=წ(X-7, ყ--9)–-IX-7, ყ–)ა–წVX-–, ყ -4) + 

VI, ()=–წ(X+1, ყ+)+)(X-–->, ყ+)-(9,+3წ), 

VI, (0=I/ (X+/7, ყ–ა+ C-ს ყ-)-C+8ა, 
9, (C)+/ (X+, ყ+9 +! (X+, ყ-9-(9, +897, 
0, (0=, (X–, ყ++X)+I (X–, ყ--%) =(63+ 57), 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 

1 
5= გ (9,+358ე+58ე+8)). 

მარტივი გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ: 

დ.,ც ((, -)=8%, (I, +)+ თა (/, +) + შე (/, +) +9, (/, –)+ 

+VV, (0) +Mე (0 + 9), (<) + 9, (%)- 
აღვნიშნოთ 

ჯ% მ 

I,=| | დ. (, 9 ი (0 0 (ო) ძ(ძ5, 
00 

L.5%I+ 

ჩ,=| 9. (I, I) Mუ(/) 205 1-7 ძ1 ძL. 
09
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წუ (15 

9გ= | | დ» (0, <) 10; (5) იი «ი/ ძ/ძ%- 
00 

გვაქვს 
ძა= 47 +40ი +4იი +40გ +808 +80+0% +0თL", 

400= ((-5:6 5. 2 _ 96 9_ – 810 %/ 008 თბ ძIძ5, §=1, 2, 3, 4. 

8Iი XXIX, Lჯ=1, 2' 
“0, () 25 / 5-5. 

4 მხ -- 
წ 2 

რადგანაც 190. 5) ფუნქცია ინტეგრებადია . |0, X; 0, =) მართ–- 

ხC ––( -> წ 2 წ 

კუთხედზე, ამიტომ პირველი თეორემის ძალით 

სთ 40=0 (ჯ=1, 2, 3, 4). 
წი თ 

: ყი, 1 დ, (- 

აგრეთვე,. რადგანაც >! LL. და 1%C)) ფუნქციები ინტეგ.., 
წ -- % -- 

ბადია. (0, 2) შუალედში, · ამიტომ ერთ- ერთი ცნობილი თეორემის 

ძალით 

1100 ში= თ C0C0=0 (+=1, 2). 
#71. თ ”-- თი 

მაშასადამე, 

' IIი #1, =0. 
ისი 

ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი ტოლობების სამართლიანობა; 

1100 ძა=. 110 ,/გ= 
თ, თ III,10-+ – ი
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თუ გავითვალისწინებთ (3.4) ტოლობას, მივიღებთ 

III 5თი(X, ყ; /)=8. 
წამი თ 

თეორემა დამტკიცებულია. 
განსაზღვრა. ვიტყვით რომ /წ(», ყ) პერიოდული ფუნქცია 

პერიოდით 2% ცალ-ცალკე ცვლადების მიმართ აკმაყოფილებს (ჯე, Vე) 

წერტილში Vა-V პირობას, თუ დაცულია შემდეგი პირობები: 

1) 0-ს შიგნით აღებული ყოველი ორი წერტილისათვის (#”, V”) 
და (X“, ყ') ადგილი აქვს უტოლობას 

| I(X“, ყ)–ICVX, ყ) | <#, (| X”--XI-+ | ყ”–ყ|ზ, (4.1) 
სადაც #.,, თ, 3 დადებითი რიცხვებია. 

2) არსებობს (CX, ყე) წერტილის ისეთი მიდამო XI, რომ ამ მი 

დამოს ყოველი (ჯ, ყ) წერტილისათვის ადგილი აქვს უტოლობას 

I, CC ყ)–/ 00. V)-–,/ (« M)+ 

· +! (%; #ი) | <#ე | X--Xგ IC“ | V–MსI"”, (4.2) 

სადაც X5, თ, 8 დადებითი რიცხვებია. 

თუ Cე, ყე) წერტილი მდებარეობს 0-ს საზღვარზე, მაშინ Xჯ-, ყა 
უნდა შეიცვალოს ჯა, ყი იმისდა მიხედვით, თუ როგორი მდება– 

რეობა აქვს (», ყ) წერტილს (X, ყე) წერტილის მიმართ. შემდეგ, 
1) პირობის საფუძველზე ადვილი საჩვენებელია /(X-+, ყი4+-) ზღვრე- 
ბის არსებობა, თუ (X,, ყე) წერტილი მდებარეობს 0-ს საზღვარზე, 

0-ს შიგნით /(X, ყ) ფუნქცია უწყვეტი ა. 
თეორემა 8. თუ წ(V, ყ) პერიოდული ფუნქციაა პერიო- 

დით 2» ცალ-ცალკე ცვლადების მიმართ და (ჯX, ყ)C0 
წერტილში იგი აკმაყოფილებს #97 პირობას, მაშინ 
მისი ფურიეს მწკრივი კრებადია §5 ჯამისაკენ, სადაც 

6=-- IV Xი+, ყი+)+ICXა-+, ყი) + /(Xი––, ყი+) +”(Xი––, ყი–-)!. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (ჯა, ყე) წერტილის მიდამო, სადაც სრულ– 
დება (4.2) პირობა, არის 7:=IXა– 7, #ი+'V; Vი– 7, M0+%) მართკუთ- 

ხედი. აღვნიშნოთ 

,I(0%+L, VიL)=68V წ(X-+., ყე–-)=8), I(%–, ყი+)= ვ, 

I (%ი-––, ყი-–)=6ჯ.
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დავამტკიცოთ, რომ სრულდება მე-2 თეორემის ყველა პირობა, 

გვაქვს 
Lე) 

იოგი ი.  ” –. LI -> წ 2 8 2 შუვოდ 

+| აწ ბრ 91 გვი, (თ/19 60 91, XI +1ე+Iვ: 

იე უხ +C6-- შუ ახ > 

რადგანაც # მართკუთხედზე ადგილი აქეს (4.2) პირობას, ამიტომ 

| თ, (, <) | < #,/“''. 
მაშასადამე, არსებობს 7, ინტეგრალი. 

შემდეგ, (4.1) პირობის ძალით 

| დ, (I, +) | <2XI“, | თდ,(I, <) | <2M#,21 

და ამიტომ არსებობს I; და 7ვ ინტეგრალები. მაშასადამე, 

LI %15 

|“ 1IVთ<თ (ჯ=1, 2, 3, 4). 
სახ გ > 

ანალოგიურად მტკიცდება, რომ ადგილი აქვს მეორე თეორემის 

დანარჩენ პირობებს. ამიტომ მე-2 თეორემის ძალით, მართებულია 
მე-3 თეორემა. 

რადგანაც 0 კვადრატის შიგნით I (X, ყ) ფუნქცია უწყვეტია, ამი- 

ტომ 0 კვადრატის ყოველ შიგა (X; Vი) წერტილში 5=-/ (XL, ჟი)- 
მაშასადამე, ასეთ წერტილებში /(X, ყ) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი 

კრებადია /(Xე, ყა) მნიშვენელობისაკენ. 

ეს თეორემა ლ. ტონელის ( Lი»–9111) ეკუთვნის. ამ თეორემას იგი , 

სხვა გზით ამტკიცებს.
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თავი I 

ფუნქციათა მიმდევრობა და ფუნქციათა მწკრივი 

§ 1, ფუნქციათა მიმდევრობის და ფუნქციათა მწკრივის კრებადობის არე 

§ 2. ფუნქციათა მიმდეერობისა და ფუნქციათა მწკრივის თანაბარი და არა– 

თანაბარი კრებადობა · 

§ 3. ფუნქციათა მწკრივის თანაბარი "კრებადობის ეაიერშტრასის წიშანი 

§ 4. ფუნქციათა მიმდევრობის ზღვრული ფუნქციის უწყვეტობა · 

§ 5. წევრ-წევრად ზღვარზე გადასვლა · 
§ 6. ფუნქციათა მწკრივის ინტეგრება 

§ 7. ფუნქციათა მწკრივის გაწარმოება 

§ 8. მაგალითი უწყეეტი ფუნქციისა, რომელსაც არც ერთ წერტილში წარ- 

მოებული არა აქეს | · · 

§ 9. უწყვეტ ფუნქციათა აპროქსიმაცია მრავალწეერებით 

თავი I 

ხარისზოვანი მწკრივები 

6 L..ხარისხოვანი მწკრივის ცნება 

§ 22 აბელის პირგელი თეორემა, კრებადობის ინტერვალი ( და კრებადობის 
რადიუსი 

§ 32. ხარისხოვანი მწკრივის კრებადობის რადიუსის გამოთვლა უმარტივეს 

ს შემთხეევებში 

§ #. ხარისხოვანი მწკრიეის. თანაბარი კრებადობა. 

§ 5. ნამდვილ რიცხვთა მიმდევრობის ზედა და ქვედა ზღვრები · 
(6 6. კოში-ადამარის თეორემა · 

6 7. ხარისხოვანი მწკრივის ინტეგრება და გაწარმოებ» 

§ 8. აბელის მეორე თეორემა · 

§ 9, არითმეტიკული მოქმედებანი ხარისხოვან მწკრივებზე · 

§ 10. ხარისხოვანი მწკრიეის გარდაქმნა 

§ 11. ფუნქციის დაშლა ხარისხოვან მწკრივად. ტეილორისა | და მაკლორენის 

მწკრივები 
§ 12. ზოგიერთი ელემენტარული. ფუნქციის დაშლა ხარისზოვან მწვრივად 

§ 11. ხარისხოვანი მწკრივების გამოყენება მიახლოებით გამოთელებში 

§ 14, კომპლექსურწევრებიანი მწკრივები · ·
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თავი III 
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ორმაჯი მწკრივები 

6 1, რიცხგთა ორმაგი მიმდევრობის ზღვარი .. · · · · · 93 

§ 2. ორმაგი მიმდევრობის კრებადობის კოშის ნიშანი · · . ელ. 9ტ 
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§ 4. ძირითადი ცნებები ორმაგ მწკრივებზე . · · · · · .. 101 

§ 5. დადებითი ორმაგი მწკრივები · · · · · · · 103 

§ 6. აბსოლუტურად კრებადი ორმაგი მწკრივები · · · –” .· 105 

§ 7.ჰარდის გარდაქმნა · · · · 7. · 107 

§ 8. ორმაგი მწკრივების გამრავლება . · · · .· # · .· 112 

§ 9. ორი ცვლადის ორმაგი ხარისხოვანი მწკრივი . · · M · ს 115 
' , 

თავი IV 

მრავალგანზომილებიანი სივრცის ზოგიერთი საკითხი 

6. 1. ი-განზომილებიანი სიგრცის ცნება... · · · · · 120 

§ 2. მანძილის ზოგიერთი თვისება... .. · · · · · 121 
§ 3. წრფივი მრავალსახეობა · · · · · · · · 124 

§ 4. ამოცანები –_"” · · 125 

§ 5. ჟექტორები ი'განხომილებიან სივრცეში · · · · - 127 

§ 6. არითმეტიკული მოქმედებანი ვექტორებზე . · 129 

§ 7. ვექტორთა ჯამისა და რიცხეის ვექტორზე ნამრავლის ოვისებები 130 

§ 8. ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი . · · · 132 

§ 9. კუთხე ორ ვექტორს შორის . · · · · · · · 133 

§ 10. ერთეული ვექტორები · ”") 134 
§ 11. წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორების სისტემა · · · 136 

§ 12. M-განზომილებიანი სეგმენტი და სფერო... ” · · 118 

§ 11. წერტილის მიდამო . · · · · · · 139 
§ 14. ჩაკეტილი და ღია სიმრავლეები . · · , · · · 141 
§ 15. წერტილთა მიმდევრობა _ , · - · · · , · 143 

§ 16. კომპაქტური სიმრავლე · · · · · 148 
§ 17. სიმრავლის კომპაქტურობის პირობები · · · . 150 

§ 18. მანძილი სიმრავლეთა შორის... · · , · '. 153 

§ 19, სიმრავლის დიამეტრი · · · - · · 155 

თავი V 

მრაჭალი ცვლადის ფუნქციები 

§ 1. მრავალი ცვლადის ფუნქციის განსაზღვრა  .. · · · , .· 157 
§ 2. ორი ცვლადის ფუნქციის გრაფიკი · , · · · · 161 

§ 3. მრავალი ცვლადის რთული ფუნქცია. . .. · · .” · 163 
6 4. მრავალი (ცვლადის ფუნქციის ზღვარი . , · · · · .·. 165 
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დავიVI 
მრავალი ცვლადის ფუნქციის, „კერძო წარმოებულები ღა დიფერენციალები 

1. მრავალი, ცვლადის ფუნქცჯის პირველი რიგის კერძო წარმოებულები 

და კერძო დიფერენციალები 

§ 2. ორი ცელადის ფუნქციის” პირველი რიგის კერძო წარმოებულების გე- 

ომეტრიული შინაარსი 

§ 3. მრავალი ცვლადის ფუნქციის სრული დიფერენციალი . 
§ 4. ორ ცელადზე დამოკიდებული ფუნქციის სიელ დიფერენციალის გე: 

ომეტრიული შინაარსი 

_ 8 5. სრული წარმოებული 

§ 
§ 

6. სრული კერძო წარმოებულები 

7. მიმართული წარმოებული. გრადიენტი 

§ 8. სასრული ნაზრდის ფორმულა მრავალი ცვლადის ფუნქციისათვის. 

§ 9, სრული დიფერენციალის გამოყენება ფუნქციის მნიშენელობის მიაზლო- 

ებით გამოთვლაში 

10, ერთგვაროვანი ფუნქციები და ეილერის თეორემა , 

11, უმაღლესი რიგის კერძო წარმოებულები "".. .. 

12. უმაღლესი რიგის სრული დიფერენციალები 

13. რთული ფუნქციის უმაღლესი რიგის კერძო წარმოებელები ღა ღი- 

ფერენციალები 
§ 14. ტეილორის ფორმულა მრავალი ცვლადის ფუნქციისათვის · 

თავი VII · 
ჯ ' არაცხადი ფუნქციები 

§ 
§ 

1. ერთი ცვლადის არაცხადი ფუნქცია · · · · 

2. მრავალი ცელადის არაცხადი ფუნქცია . – 
ვ. ფუნქციონალური დეტერმინანტი .- 

4. მრავალი ცელადის არაცზად ფუნქციათა სისტემა . · 

5. ფუნქციათა დამოკიდებული და დამოუკიდებელი სისტემები 

6. მრავალი ცვლადის არაცხადი ფუნქციის წარმოებულები 

თავი VIII 

ცვლადთა გარდაქმნა 

1. ცვლადთა გარდაქმნა ერთი ცვლაღის ფუნქციის შემთხვევაში 

2. ცვლადთა გარდაქმნა მრავალი ცვლადის ფუნქციაში . 

3. ცვლადთა გარდაქმნა სრული დიფერენციალის მეთოდით 

4. ცვლადთა გარდაქმნის ზოგადი შემთხვევა . · 

თავი IX 

მრავალი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმი 

V#ირ ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმი 

2. არაცხადი ფუნქციის ექსტრემუმი 

43 გლ, ჭელიძე, ე. წითლანაძე 

187 

191 

192 

243 

248 

249 

251 

254 

257 

265 

272 

277 

279 

294 

305 

“
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%§ 3. ი ცვლადის ფუნქციის ექსტრემუმი....–.... . 30» 
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– 

“ თავი XჯX 

პარამეტრზე დამოკიღებული ინტეგრალები 
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§ 7. სტირლინგის ფორმულა ' · · · „ 9853 

თავი X1 

წირითი, ინტეგრალი 

55 1. პირეელი გვარის წირითი ინტეგრალი. . · · · · .· 960 

X§ 2. წირზე განაწილებული მასის გამოთვლა · ' - · : 364 

«6 3. მეორე გვარის წირითი ინტეგრალი .· 368 
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X§ 6. ფართობის გამოთვლა წირითი ინტეგრალის. საშუალებით · 377 

# § 7. წირითი ინტეგრალის ინტეგრების -გზიდან დამოუკიდებლობის პირობები 381 

19, წირითი ინტეგრალის დამოუკიდებლობა ინტეგრების წირისაგნ 381 
29 ტოლსტოვის თეორემა წირითი ინტეგრალის გზიღან დამოუკიდებ- 

ლობის შესახებ · · წ · „· 986 

თავი 8. 

ფუნქციები სახსრული ვარიაციით. სტილტიესის ინტეგრალი 
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4. სტილტიესის ინტეგრალის არსებობა ზოგიერთ კერბო შემ- 

თხვევაში · · 

59. სტილტიესის ინტეგრალის გამოთვლა 

თავი XIII 

ორჯერადი ინტეგრალი 

1, ზომადი სიმრავლეები · 

2. თეორემები ზომად სიმრავლეთა შესახებ 

3. სიმრაელის წესიერი დანაწილება 

4. ამოცანები, რომლებსაც მივყავართ ორჯერადი ინტეგრალის ცნებამდე 

19, სხეულის მოცულობის გამოთვლა 

29, ბრტყელი ფიგურის მასა , .-.. 

X5 5. ორჯერადი ინტეგრალის განსაზზღვრ. "... · ” 

' 6. ზედა და ქვედა ინტეგრალები 
§ 7. ინტეგრალის არსებობის აუცილებელი დ და საკმარისი პირობა 

§ 8. ინტეგრებად ფუნქციათა კლასი ” 

28 9. ორჯერადი ინტეგრალის უმარტივესი თვისებები · 

§ 10. თეორემა საშუალო მნიშვნელობის შესახებ · · 

§ 11. ზოგიერთი შენიშვნა მარტივი და ორჯერადი ინტეგრალის შესახებ 

ა§5 12. ორჯერაღი ინტეგრალის გამოთვლა მართკუთხა არის შემთხვევაში 

ა" 5 13. ორჯერადი ინტეგრალის გამოთვლა ჩებისმიერი არის შემთხვევაში 

X85§14. გრინის ფორმულა ... 

§ 15. ბრტყელ არეთა გარდაქმნა · · · = 
X§ 16. ცვლადთა გარდაქმნა ორჯერად ინტეგრალში 

§ 17, ორჯერად ინტეგრალში ცვლადთა გარდაქმნის ფორმულის: გამოყვაწის 

მეორე ზერხი · 
§ 18. ორჯერად ინტეგრალში დეკარტის კოორდინატებიდან პოლარულ 

კოორდინატებში გადასვლა 

§ 19. ბრტყელი ფიგურების ფართობთა გამოთვლა ორჯერადი ინტეგრალით 

§ 20. სივრცითი არის მოცულობა · · 

VXV§5 21. მოცულობის გამოთვლა ორჯერადი ინტეგრალით 

«#5 22. ზედაპირის ფართობი .- .. 

M5 23. არასაკუთრივი ორჯერადი ინტეგრალები 

19. არაშემოსაზღერულ არეებზე გავრცელებული თრჯერადი ინტეგ- 

რალები 
29. შემოუსაზღვრელი ფენჭიიის არასაჯეთხივი ორჯერადი ნტი. 

რალი .- . 

თავი XI 

სამჯერადი ინტეგრალი 

§ 1. მოცულობადი სიმრავლეები · – 

MX 2. სამჯერადი ინტეგრალის განსაზღვრა – 

§ 3. ზედა და ქვედა ინტეგრალები – 
§ 4. ინტეგრებადობის სხვადასხვა ნიშანი ე, 

409 

412 

511. 
512 
512
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§ 5. სამჯერადი ინტეგრალის ძირითადი თვისებები · - 

§ 6. სამგანზომილებიან სეგმენტზე გავრცელებული სამჯერადი ინტეგრა- 

ლის გამოთვლა 

სამჯერადი ინტეგრალის გამოთვლა ნებისმიერი არის შემთხვევაში § 7. 
§ 8. ცვლადთა გარდაქმნა სამჯერად ინტეგრალში 

§ 9. სამჯერად ინტეგრალში დეკარტის კოორდინატებიდან პოლარულ და 
ცილინდრულ კოორდინატებზე გადასვლა · 

§ 10. ორჯერადი და სამჯერადი ინტეგრალების გამოყენება მექანიკაში, 

15. სხეულის სიმძიმის ცენტრი . 

29. ინერციის მომენტი 

თავი XV 

ი-ჯერადი ინტეგრალი 

· -ჯერადი ინტეგრალის განსაზღვრა 

· -ჯერადი ინტეგრალის გამოთვლა · - 

· ცვლადთა გარდაქმნა II-ჯერად ინტეგრალში · თ
 

> 
თ
.
 

ლს
 

ა 

თავი XVI 

ზეღაპირული ინტეგრალები 

75 1. პირველი გვარის ზედაპირული ინტეგრალის განსაზღვრა და არსებობა 

8. 2. პირველი გვარის ზედაპირული ინტეგრალის თვისებები - 
§ 3. ზედაპირის მხარეები 

X § 4.-მეორე გვარის ზედაპირული ინტეგრალის განსაზღვრა · 

X§ 5. მეორე. გვარის ზედაპირული ინტეგრალის თვისებები · 
ხ-5 6. მეორე გეარის ზედაპირული ინტეგრალის გამოსახვა ბირველი გვარის 

ზედაპირული ინტეგრალით · · 
Xი 7. სტოქსის ფორმულა 

#§ 8. წირითი ინტეგრალის დამოუკიდებლობა ინტეგრების “გზისაგან 

ს § 9. ოსტროგრადსკის ფორმულა · · · 

„ § 10, გრინის მეორე ფორმულა 

თავი XVII 

ველის თეორიის ელემენტები 

§ 1. სკალარული არგუმენტის ვექტორ-ფუნქცია 
§ 2. ვექტორ-ფუნქციის წარმოებული 
§ 3, ვექტორის წარმოებულის გეომეტრიული: და მექანიკური ინტერ- 

პრეტაცია 

§ 4. სივრცითი წირის მხების. განტოლება. ნორმალური სიბრტაე · 

§ 5. სკალარული და ვექტორული ველი · · 
§ 6. ვექტორული წირი 
6 7.წრფივი ინტეგრალი და ცირკულაცია ""' 
6 8. ვექტორის ნაკადი. დივერგენცი, როტორი  . .... · · 

513 

515 

520 

522 

527 

531 

531 

534 

538 

540 

543 

578 

580 

582 

583 

584 

585 

586
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თავი XVIII 

ფურიეს ზწკრივი და ფურიეს ინტეგრალი 

§ 1. პერიოდული ფუნქტიები. პერიოდული გაგრძელება · · .- 589 

§ 2. კვაღრატით ინტეგრებაღი ფუნქციები: ბუნიაკოვსკისა და კოშის 
ს. უტოლობები · - · · „V59 

§ 1. ტრიგონომეტრიული სისტემის ორთოგონალურობა 594 

M: 4. 2X .პერიოდის ფუნქციის ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივი 595 

-§ 5. ვაიერშტრასის მეორე თეორემა უწყევტი ფუნქციი აპროქსიმაციის 

შესახებ »”"""”"" 
§ 6. თუნქციის განსაზღვრის ცაღსაბობა ფურიეს” კოეფიციენტების 

საშუალებით ”!ს! '” ' შ' 'შ”” 

Xა 7. დირიხლეს ინტეგრალი 605 

X 8. რიმანის თეორემა 4608 

§ « ლოკალიზაციის პრინ/იპი 611 

§ 10. ფურიეს მწკრივის კრებ:დობის დინისა და ლიფშიცის ნიშნები ტ12 

§ 11. ფურიეს მწკრივის კრებადობის ჟორდანის ნიშანი · · 615 

§ 12. 2 სიგრძის სეგმენტზე განსაზღვრული ფუნქციის ფურიეს მწყრიეიი. 619 

ა. 11შ, ფურიეს მწკრივები ლუწი და კენტი ფუნქციებისათვის „· 62 

ა ,14, ფურიეს მწკრივად დაშლის მაგალითები“ . 62! 

§ 15. |–-X, XI სეგმენტის ნაწილზე მოცეზული ფუნქციის დაშლა ფურიეს , 

მწკრიეად . 62. 

§ 16. ნებისმიერპერიოდიანი “ფუნქციის დაშლა ფურიეს მწკრივად 612 

Vმ 17. ფურიეს მწკრიეის კომპლექსური სახე · · 635 

§ 18. ორთოგონალური“ და ორთონორმირებული სისტემები ტ35 

M%ა 19, ფურიეს მწკრივი ორთონორმირებული სისტემის მიმართ ., ტ39 

§ 20. ფუნქციათა სრული სისტემა · · ე.ი. · ·. . 640 · 

აპ 21. ფურიეს კოეფიციენტების მინიმალურობის თვისება. ბესელის 

უტოლობა · · · · ტ42 

§ 22. ჩაკეტილი სისტემა. საშუალოდ კრებადობა 644 

§ 21. ტრიგონომეტრიული სისტემის ჩაკეტილობა 648 

§ 24. ფურიეს მწკრიეის ინტეგრება 650 

9 25. ფურიეს ინტეგრალი 651 

9. ფურიეს ინტეგრალი როგორე ფურიეს. მწკრივის "ზღვრული შემ- 

„,ოხვევა 651 

9. ფურიეს ინტეგრალით 'ფენპციის წარმოდგენის. საკმკრისი პი- 

სარობები 2. #ტ52 
9. ფურიეს ინტეგრალი ლუწი და კენტი ფუნქციებისათვის 656 

9.-ფურიეს ინტეგრალის კომპლექსური სახე 656 

ვი ფურიეს, გარდაქმნა, სპექტრალური ფუნქცია 657 

თავი XIX , 

ფურიეს ორმაგი მწკრივი 

§ I. ფურიეს ორმაგი მწკრიეის ცნება · · · · · „ 650 

§ 2. ფურიეს კოეფიციენტების თვისებები · 66! 

§ 3. ფურიეს ორმაგი მწკრივის კერძო ჯამის გამოსახულება . 662 

666 

  

§ 4. ფურიეს ორმაგი მწკრივის კრებადობის ზოგიერთი ნიშანი ,



რედაქტორი ა, სუ ლაქველიძე ! 
გამომცემლობის რედაქტორი ა. სტურუა 

ტექრედაქტორი ი. ხუციშვილი 
კორექტორი ზ. გიორგაძე 

სგ 8I8 
ხელმოწერილია დასაბეჭდად 20.9.82 

ქაღალდის ფორმატი 60X90/) 

ნაბეჭდი თაბახი 42,5 

· სააღრიცხვო-საგამომცემლო თაბახი 35,83 ! 
ზხ · 

შეკვეთა, 3312 ტირაჟი 2000 

ფასი 1 მან. 60 კაპ, 

თბილისის უნივერსიტეტის გამომცემლობა, თბილისი, 380028, 

ი.ჭავჭავაძის პროსპექტი, 14 
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თბილისი, 380060, კუტუზოვის ქ. )9 
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ჩუგეMMMი I12900”MC0VMV "ICIMMX3C 

893620 C6M68608MM 11MVM2M3 36 

LV00VC 
M#ტ616M#41I1I1IVICM0IC #I#/III3# 

(8 »I06XV3M9MC#0M #3MIMC) 

M3M276M60780 16MMMCC40-0 VVIM800C#M+XC6I2 

16MMMი 1983


