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მეექვსე გამოცემის წინასიტყვაობა 

ეს წიგნი პირველად გამოვიდა 1946 წ. ხოლო შემდეგ იგი ხელახლა 
გამოიცა 1950, 1952, 1955 და 1956 წლებში. მეორე და მეოთხე გამოცემების 

წინ წიგნმა განიცადა მნიშვნელოვანი გადამუშავება რომლის მიზანი ივო 

აგვესახა მოსკოვის უნივერსიტეტში . ალგებრული სწავლების გამოცდილება. 

ამ მეექვსე გამოცემის მომზადების დროს წიგნმა განიცადა კიდევ უფრო 

სერიოზული. გადამუშავება, იმდენად სერიოზული, რომ საკმაო საფუძელებით 
იგი შეგვეძლო ჩაგვეთვალა · ახალ წიგნად, და არა ძეელი წიგნის მეექვსე 

გამოცემად. 

ეს გადამუშავება განისახღვრა ორი ამოცანით. უწინარეს ყოვლისა, 

არაერთხელ გამოითქვა სურვილები წიგნის გაფართოების შესახებ იმისათვის, 

რომ მას. უზრუნველეყო უმაღლესი ალგებრის მთელი სავალდებულო საუნი- 
ვერსიტეტო კურსი და არა მარტო მისი პირველი ორი სემესტრი, როგორც 

ეს იყო აქამდე. ამ მიზნით წიგნში შეტანილია რამდენიმე ახალი თავი. ერთი 

მათგანი მიძღვნილია ჯგუფთა თეორიის საფუძვლებისადმი, ხოლო დანარჩენი“– 

წრფივ სივრცეთა თეორია, ევკლიდურ სივრცეთა თეორია, 7-მატრიცთა და 

მატრიცის ჟორდანის ნორმალური ფორმის თეორია -–– მიეკუთენება წრფივ 

ალგებრას, 

რა თქმა უნდა, საბჭოთა ალგებრულ ლიტერატურაში ამჟამად არის 

რიგი კარგი წიგნებისა წრფიე ალგებრაში, რომლებიც ერთმანეთისაგან გან- 

სხვავდებიან მოცულობით, შინაარსით, გადმოცემის ხასიათით. წრფივ ალგებ- 

რასთან დაკავშირებული მასალის ასეთი მნიშვნელოვანი დამატების შემდეგაც 

"კი ამ წიგნს არ შეიძლება ჰქონდეს რომელიმე ამ წიგნთაგანის შეცვლის 

პრეტენზია, მიუხედავად ამისა, უდავოა, რომ სტუდენტებისათვის მოხერხე- 

ბული იქნება მთელი სავალდებულო მასალის ერთ სახელმძღვანელოში 

გაერთიანება და ერთიანი სტილით გადმოცემა. 
მეორე მხრივ, თავების ის დალაგება, რომელიც მიღებული იყო წიგნის 

წინა გამოცემებში, დიდი ხანია უკვე აღარ შეესაბამება მასალის გადმოცემის 
იმ დალაგებას, რომელიც მოსკოვის უნივერსიტეტში ფაქტიურად მოქმედებს -– 

ეს დალაგება უმთავრესად განისაზღვრება იმის აუცილებლობით, რომ გარ- 
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კვეულ ვადამი შესრულდეს ანალიზური გეომეტრიისა და მათემატიკური 

ანალიზის კურსების გარკვეული შეკკეთები. უფრო მეტიც, სამი წლის წინათ 

მოსკოვის უნივერსიტეტში შემოღებულ იქნა უმაღლესი ალგებრის კურსის 

ახალი პროგრამა. ამ წლების მანძილზე მან წარმატებით გაიარა გამოცდა 

და ამიტომ მიზანმეწონილი აღმოჩნდა წიგნის გადაკეთება ისე, რომ მასში 

მასალა დალაგებულიყო მითითებულ პროგრამასთან ზუსტ შესაბამისობაში. 
ამ ახალი პროგრაზის შესაბამისი სახელმძღვანელოს გაჩენა გააადვილებს, 

ალბათ, მის მიღებას სხვა უნივერსიტეტებშიც. 

მივუთითოთ მასალის განაწილება სემესტრების მიხედვით: 1-ლი სემესტ- 

რი -––- 1-5 თავები, მე-2 სემესტრი –- 6-9 თავები, მე-3 სემესტრი––10, 11, 

13 და 14 თავები. უნდა აღინიშნოს, რომ მოსკოვის უნივერსიტეტის სტუდენტი- 

“მექანიკოსები სწავლობენ უმაღლეს ალგებრას მხოლოდ პირველი ორი სემესტ- 

რის მოცულობით. 

უდავოა, რომ წიგნის ეს გადამუშავება არ გააძნელებს და, შესაძლოა, 

გააადვილებს კიდევაც მის გამოყენებას პედაგოგიურ ინსტიტუ ტებში. 

წიგნის წინა გადამუმშავებანი ხერხდებოდა მისი მოცულობის ყოველგვარი 

გადიდების გარეშე. ამჯერად ამის გაკეთება, რა თქმა უნდა, შეუძლებელი 

იყო. წიგნის მოცულობის რამდენადმე შემცირების სურვილია გვაიძულა მისგან 

' გამოგვერიცხა გარკვეული მასალა, კერძოდ პარაგრაფები, მიძღვნილი ჰურ- 

ვიცის თეორემისადმი, ალგებრათა თეორიისადმი და ფრობენიუსის თეორე- 

მისადმი. მიუხედავად ამისა, გონივრული არ ჩანდა შემოვფარგლულიყავით 

წიგნში მხოლოდ იმ მასალის გადმოცემით, რომელიც ახლა შედის სავალდე- 

ბულო პროგრამაში, ე. ი. გადაგვექცია ეს წიგნი ლექციების უბრალო კონს- 

პექტად. ამ წიგნში შენახული არასავალდებულო მასალა -–- პარაგრაფები, 

რომლებიც მთლიანად მას მიეკუთენება, აღნიშნულია ვარსკვლავით – როგოც 

წესი, ისეთია, რომ თავის დროზე ის შედიოდა უმაღლესი ალგებრის კურსის 

' . “სავალდებულო პროგრამაში ზოგიერთ. უნივერსიტეტსა დღა პედაგოგიურ 

ინსტიტუტში იგი ახლაც შედის პროგრამაში და ყოველ შემთხვევაში 

შეტანილი იქნებოდა პროგრამაში, რომ უმაღლესი ალგებრის კურსს დათმო- 
ბილი ჰქონდეს საათების მეტი რიცხვი. · 

წიგნის გადამუშავებისას შეიცვალა აგრეთვე ზოგიერთი დეტალი, მაგრამ. 

მათზე ახლა არ შევჩერდებით. ' 

ბ. კუროზი 

მოსკოვი, 1958 წ. დეკემბერი 

–



ფესაჭვალი 

სტუდენტი-მათემატიკოსის მათემატიკური განათლება იწყება სამი ძი- 

რითადი დისციპლინის შესწავლით, სახელდობრ, მათემატიკური ანალიზის, 

ანალიზური გეომეტრიისა და უმაღლესი ალგებრის. ეს დისციპლინები ხშირად 

ეხებიან და კვეთენ. კიდეც ერთმანეთს და ერთად ქმნიან საძირკველს, რომელ- 

ზედაც შენდება თანამედროვე მათემატიკური მეცნიერების მთელი შენობა, 

უმაღლესი ალგებრა, რომლის გადმოცემას ეძღვნება ეს წიგნი, წარმო- 

ადგენს ელემენტარული ალგებრის სასკოლო კურსის ძირითადი შინაარსის 

შორს წასულ, მაგრამ სავსებით ბუნებრივ განზოგადებას. ალგებრის სასკოლო 

კურსში ცენტრალურია, უდავოდ, საკითხი განტოლებათა ამოხსნის შესახებ. 

როგორც მკითხველს ახსოვს, განტოლებების შესწავლა იწყება ერთუცნობიანი 

პირველი ხარისხის ერთი განტოლების ძალიან მარტივი შემთხვევით, ხოლო 

შემდეგ ვითარდება ორი მიმართულებით, ერთი მხრიე, განიხილება პირველი 
ხარისხის ორი და სამი განტოლების სისტემები ორი და, შესაბამისად, სამი 

უცნობით; მეორე მხრივ, შეისწავლება ერთი კვადრატული განტოლება ერთი 

უცნობით და აგრეთვე ზოგიერთი კერძო ტიპი უფრო მაღალი ხარისხის 

განტოლებებისა, რომლებიც ადვილად დაიყვანება კვადრატულზე (მაგალითად, 

ბიკვადრატული განტოლებები). 

ორივე ეს მიმართულება ღებულობს. შემდგომ განვითარებას უმაღლესი 

ალგებრის კურსში და განსაზღვრაეს. მის დაყოფას ორ დიდ დარგად. ერთ- 
ერთი მათგანის, სახელდობრ წრფივი ალგებრის საფუძვლების, გამოსავალი 

ამოცანაა პირველი ხარისხის განტოლებების, ანუ, როგორც ამბობენ, წრფივი 

განტოლებების ნებისმიერი სისტემების შესწაელა, ასეთი სისტემების ამოხსნი- 

სათვის იმ შემთხვევაში, როცა განტოლებათა რიცხვი ტოლია უცნობთა 

რიცხვისა, იქმნება დეტერმინანტთა თეორიის აპარატი. მაგრამ ეს აპარატი 

უკვე აღარ არის საკმარისი წრფივ განტოლებათა ისეთი სისტემების შესწავ- 

ლისათვის, რომელთა განტოლებების რიცხვი არ უდრის უცნობთა რიცხვს, 
შემთხვევა, რომელიც უჩვეულოა ელემენტარული ალგებრის თვალსაზრისით, 
მაგრამ ძალიან მნიშვნელოვანია გამოყენებისათვის. კერძოდ, აუცილებელი 

აღმოჩნდა მატრიცების, ე. ი. რამდენიმე სტრიქონიან და სვეეტებიან კვად- 
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რატულ ან მართკუთხოვან სისტემების თეორიის შემუშავება. ეს თეორია 

მეტად ღრმა აღმოჩნდა და მან გამოყენება პოეა წრფივ განტოლებათა სისტე 

მების თეორიის · ფარგლებიდან ძალიან შორს. მეორე მხრიე, წოფივ განტო- 

ლებათა სისტემების შესწავლამ მოითხოვა მრავალგანზობპილებიანი (ეგრეთ-· 

წოდებული ვექტორული ანუ წრფივი) სივრცეების შემოტანა და შესწავლა. 

მათემატიკისაგან შორს ზდგარი ადამიანები მოავალგანზომილებიან (პირველ 

რიგში ოთხგანზომილებიან) სივრცეს უკავშირებენ ბუნდოვან და სშირად მცდარ 

წარმოდგენებს; სინამდვილეში კი ეს ცნება წმინდა მათემატიკურია, ძირითა- 

დად ალგებრულიც კი, და წარმოადგენს შნიშვნელოვან იარაღს ბევრ მათე- 

მატიკურ გამოკვლევაში და აგრეთვე ფიზიკასა და მექანიკაში. . 

უმაღლესი ალგებრის კურსის მეორე ნახევარი, რომელსაც ეწოდება 
მრავალწევრთა ალგებრა, მიძღვთლია ერთუცნობიანი, მაგრამ უკვე ნებისმიერი 

ხარისხის, ერთი განტოლების შესწავლისადმი, თუ მივიღებთ მხედეელობაში 

კვადრატულ განტოლებათა ამოხსნისათვის ფორმულის არსებობას, ბუნებრივი 

იქნებოდა გვეძებნა ანალოგიური ფორმულები უფრო მაღალი ხარისხის გან- 

ტოლებებისათვის; ისტორიულად ალგებრის ეს დარგი ასედაც ვითარდებოდა, 

ამასთან ფორმულები მესამე და მეოთხე ხარისხის განტოლებების ამოხსნი- 

სათვის მონახული იყო უკვე XVI საუკუნეში. ამის შემდეგ დაიწყო უშედეგო 

ძებნა ფორმულებისა, რომლებიც გამოსახავდნენ მეხუთე და უფრო მაღალი 

ხარისხის განტოლების ფესეებს ამ განტოლების კოეფიციენტების საშუალებით 

რადიკალების დახმარებით და რომლებიც, შესაძლოა, ძალიან მრავალსართუ- 

ლიანიც ყოფილიყენენ. .ეს ძებნა გრძელდებოდა XIX საუკუნის დასაწყისამდე; 
როდესაც, ბოლოს, დამტკიცდა, რომ ასეთი ფორმულები ვერ მოინახება და... 

რომ ყველა ხარისხისათვის, დაწყებული მეხუთედან, არსებობენ კონკრეტული 

მაგალითებიც კი მთელკოეფიციენტებიანი განტოლებებისა, რომელთა ფესვები 

ვერ ჩაიწერება რადიკალების დახმარებით, . 
მაღალი ხარისბის განტოლებათა ამოხსნისათვის ფორმულების უქონლობა 

არ უნდა ჩავთვალოთ ძალიან სავალალო მდგომარეობად--მესამე და მეოთხე 

ხარისხის განტოლებების შემთხვევაშიც კი, სადაც ასეთი ფორმულები არსე- 

ზობენ, ისინი ძაღიან რთული და პრაქტიკულად თითქმის გამოუსადეგარი 
არიან. მეორე მხრივ, კოეფიციენტები იმ განტოლებეზისა, რომელთა ამოხსნა 

უხდებათ ფიზიკოსებს და ინჟინრებს, ჩვეულებრივ წარმოადგენენ გაზომვების 

შედეგად მიღებულ სიდიდეებს, ე. ი. ცნობილი არიან მხოლოდ მიახლოებით 
და ამიტომ ფესეებიც უნდა ვიცოდეთ მხოლოდ. მიახლოებით, მოცემული 

სიზუსტით, ამან გამოიწვია დამუშავება განტოლებათა მიახლოებითი ამოხსნის 

სხვადასხვა მეთოდებისა, რომელთაგან მხოლოდ უმარტივესნია გადმოცემული 
უმაღლესი ალგებრის კურსში. : 

მაგრამ ზრავალწევრთა ალგებრაში ცენტრალურია თურმე არა საკითხი 
განტოლებათა ფესვების პრაქტიკული მონახვის შესახებ, არამედ საკითხი 

მათი არსებობის შესახებ ცნობილია, რომ არსებობენ ნამდვილკოეგფიციენ- 

ტებიანი კვადრატული განტოლებებიც კი, რომლებსაც არ აქვთ ნამდვილი 
ფესვები. თუ რიცხვების მარაგს შევავსებთ ყველა კომპლექსური რიცხვების 

ერთობლიობამდე, აღმოვაჩენთ, რომ კვადრატულ განტოლებებს უკვე გააჩნიათ 
ბ ·



ფესეები და რომ ეს სამართლიანია მესამე და მეოთხე ხარისხის განტოლებე- 
ბისათეისაც, როგორც ეს გამომდინარეობს მათი ამოსსნისათვის ფორმულების 

არსებობიდან. მაგრამ ზომ არ მოინახება მეხუთე ან უფრო შაღალი ხარისიაის 

ისეთი განტოლება, რომელსაც არ აქვს არც ერთი ფესვი კონპლექსურ 

რიცხვთა შორისაც კი, და ხომ არ მოგვიხდება ასეთი განტოლებების ფესვე- 

ბის მოძებნისათვის გადასვლა · კომბლექსური რიცხვებიდან რიცხვთა უფრო 

ფართო მარაგზე? ამ კითხვაზე პასუხს იძლევა მნიშვნელოვანი თეორემა, რო- 

მელიც ამბობს, რომ ყოველ განტოლებას ნებისმიერი რიცხვითი, არა მარტო 

ნამდეილი, არამედ კომპლექსური, კოეფიციენტებით აქვს კომპლექსური (კერძოდ, 

შესაძლოა, ნამდვილი) ფესეები, ამასთან ეს ფესვები, საერთოდ რომ ეთქვათ, 

იმდენიც კია, რამდენიც განტოლების ხარისხია. ! 
ასეთია უმაღლესი ალგებრის კურსის ძირითადი შინაარსის მოკლე 

მიმოხილვა, ხაზი უნდა გაესვას იმას, რომ უმაღლესი ალგებრა არის მსოლოდ 

დასაწყისი დიდი ალგებრული მეცნიერებისა, რომელიც ძალიან განშტოებუ- 

ლია, მდიდარია შინაარსით და მუდამ ვითარდება. შევეცადოთ კიდევ უფრო 
მოკლედ მიმოვიხილოთ ალგებრის ის განშტოებები, რომლებიც ძირითადად 

მდებარეობენ უმაღლესი „ალგებრის კურსის ფარგლებს გარეთ. 

. წოფივი ალგებრა, რომელიც წარმოადგენს დიდ მეცნიერებას, მიძღენილს, 

ძირითადად, მატრიცათა თეორიისადმი და მასთან დაკავშირებული ვგექტო- 

რული სივრცეების წოფივი გარდაქმნების თეორიისადმი, მოიცავს აგრეთვე 

ფორმათა თეორიას, ინვარიანტთა თეორიას და ტენზორულ ალგებრას, რომე- 

ლიც მნიშვნელოვან როლს თამაშობს დიფერენციალურ გეომეტრიაში. ვექ- 

ტორულ სივრცეთა თეორია ღებულობს შემდგომ განვითარებას ალგებრის 

გარეთ, ფუნქციონალურ ანალიზში (უსასრულოგანზომილებიანი სივრცეები). 

თავისი მოავალფეროვნებით და გამოყენებათა მნიშვნელობით როგოოც მათე- 

მატიკაში, ასევე მექანიკასა, ფიზიკასა და ტექნიკურ მეცნიერებებშიც წრფივი 

ალგებრა ჯერჯერობით პირველ ადგილზე რჩება ალგებრის მრავალრიცხოვან 

განშტოებათა შორის... 

მოავალწეჟვრთა ალგებრა,. რომელიც მრავალი ათწლედების მანძილზე 

გითარდებოდა როგორც მეცნიერება ერთუცნობიანი ნებისმიერი ხარისხის 

ერთი განტოლების შესახებ, ახლა უკვე ძირითადად დამთავრებულია, შემდ- 

გომი განვითარება მან ნაწილობრივ მიიღო კომპლექსური ცვლადის ფუნქციათა 

თეორიის ზოგიერთ დარგში, ძირითადად კი იგი გადაიზარდა ველთა თეო- 

რიაში, რომელსაც ქვემოთ შეეეხებით. რაც შეეხება ძალიან ძნელ საკითხს 

რამდენიმე ცვლადის, მაგრამ არა წრფივი, არამედ ნებისმიერი ხარისხის გან- 
ტოლებათა სისტემების · შესახებ,––ამ საკითხს, რომელიც ორივე იმ მიზართუ- 

ლებას აერთიანებს, უმაღლესი ალგებრის კურსში რომ მუშავდება, თვით ამ 
კურსში თითქმის არ ”შევეხებით,- ის სინამდვილეში ეკუთვნის მათემატიკის 

განსაკუთრებულ განშტოებას, რომელსაც ალგებრული გეომეტრია ეწოდება. . 
ამომწურავი ამოხსნა საკითხისა იმ პირობების შესახებ, რომლის დროს 

განტოლება რადიკალებში შეიძლება ამოიხსნას, მოგვცა ფრანგმა მათემატი- 
კოსმა გალუამ (1811--1832), მისმა გამოკვლევებმა მიუთითეს ახალ მიმართუ- 

ლებებზე ალგებრის განვითარებაში, რამაც უკვე XX საუკუნეში, გერმანელი 
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ალგებრაისტი ქალის ე. ნოეთერის (1882-–-1935) შრომების შემდეგ, გამრიწვია 

ახალი თვალსაზრისის ჩამოყალიბება ალგებრული მეცნიერების ამოცანებზე. 

ახლა უდავოა, რომ ალგებრის ცენტრალური ამოცანა სრულებით არ არის 

განტოლებების შესწავლა. ალგებრული კვლევის ჭეშმარიტ ობიექტად უნდა 

ჩაითვალოს ალგებრული ოპერაციები, რიცხვების შეკრების ან გამრავლების 

მსგავსი, მაგრამ, შესაძლოა, არა რიცხვებზე ნაწარმოები, 
ფიზიკის კურსში მოსწავლეს უკვე ხვდება ძალთა შეკრების ოპერაცია. 

მათემატიკური დისციპლინები, რომლებიც შეისწავლებიან უნივერსიტეტებისა 

და პედაგოგიური ინსტიტუტების პირველ კურსებზე, იძლევიან ალგებრული 

ოპერაციების მრავალრიცხოვან მაგალითებს––მატრიცების, ფუნქციების შეკ- 

რება და გამრავლება, ოპერაციები სივრცის გარდაქმნებზე, ვექტორებზე და 

ა, შ. ეს ოპერაციები, ჩვეულებრივ, რიცხვებზე ოპერაციებს გავს და ატარებს 

იშავე სახელწოდებებს, მაგრამ ხანდახან ზოგი თვისება, რომელთაც რიცხვების 

შემთხვევაში შევეჩვიეთ, ახლა დაკარგული აღმოჩნდება. ასე მაგალითად, 

ძალიან ხშირად და ძალიან მნიშვნელოვან შემთხვევებში ოპერაციები აღმოჩნდე- 

ბიან არაკომუტატური (ნამრავლი დამოკიდებულია თანამამრავლთა რიგზე), 

და ზოგჯერ არაასოციაციურიც კი (სამ მამრავლთა: ნამრავლი დამოკიდებულია 

ფრჩხილების განლაგებაზე). 

ყველაზე უფრო სისტემატურად შეისწავლება მცირერიცხოვანი, ყველაზე 

მეტად მნიშვნელოვანი ტიპები ალგებრული სისტემებისა, ე. ი. სიმრავლეებისა, 

რომბლებიც შედგებიან რაიმე ბუნების ელემენტებისაგან რომელთათვისაც 

განმარტებულია რაღაც ალგებრული ოპერაციები, ასეთებია, კერძოდ, ველები. 

ეს იქნება ალგებრული სისტემები, რომლებშიც, ნამდვილ რიცხვთა სისტემისა 

და კომპლექსურ რიცხვთა სისტემის მსგავსად, განმარტებულია შეკრებისა და 

გამრავლების ოპერაციები, ორივე კომუტატური და ასოციაციური, დაკავშირე- 

ბულნი დისტრიბუციის კანონით (ე. ი. სამართლიანია ფრჩხილების გახსნის 

ჩვეულებრიკი წესი), რომლებსაც გააჩნიათ შებრუნებული ოპერაციები – გამო- 

კლება და გაყოფა. ველთა თეორია აღმოჩნდა ბუნებრივი არე განტოლებათა 

თეორიის შემდგომი განვითარებისათვის, ხოლო მისმა ძირითადმა განმტოე- 

ბებმა––ალგებრულ რიცხვთა ველებისა და ალგებრულ ფუნქციათა ველების _ 
თეორიებმა – დააკავშირეს ის შესაბამისად რიცხვთა თეორიასთან და კომპლექ-. 
სური ცვლადის ფუნქციათა თეორიასთან, უმაღლესი ალგებრის კურსი -მოიცავს 

ველთა თეორიის ელემენტარულ შესავალს, ხოლო კურსის ზოგიერთი ნაწი- 

ლი––რამდენიმე ცვლადის მრავალწევრები, მატრიცის ნორმალური ფორმა 

გადმოცემულია ერთბაშად ნებისმიერი ძირითადი ველის შემთხვევისათვის, 

ველის ცნებაზე უფრო ფართოა რგოლის ცნება. ველის შემთხვევისაგან 
განსხვავებით აქ უკვე არ მოითხოვება გაყოფის შესრულების შესაძლებლობა 

და, გარდა ამისა, გამრავლება შეიძლება იყოს არაკომუტატური და არაასო“ 
ციაციურიც კი. რგოლების უმარტივესი მაგალითებია ყველა მთელი რიცხვის 
(უარყოფითების ჩათვლით) ერთობლიობა, ერთუცნობიანი მრავალწევრების 
სისტემა და ნამდვილი ცვლადის ნამდვილ ფუნქციათა სისტემა რგოლთა 

თეორია მოიცავს ალგებრის ისეთ ძველ განშტოებებს, როგორიცაა ჰიპერ- 

კომპლექსურ სისტემათა თეორია და იდეალთა თეორია, ის , დაკავშირებულია 
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რიგ მათემატიკურ მეცნიერებებთან, კერძოდ ფუხქციონალურ ანალიზთან. და 

მან უკვე ნახა ზოგი გასავალი ფიზიკაში. სინამდვილეში, უმაღლესი ალგებრის 

კურსი შეიცავს მხოლოდ რგოლის ცნების განმარტებას. 

გამოყენების კიდევ უფრო დიდი არე აქვს ჯგუფთა თეორიას. ჯგუფი 

ეწოდება ალგებრულ სისტემას ერთი ძირითადი ოპერაციით, ამასთან ეს ოპე- 

რაცია უნდა იყოს ასოციაციური, თუმცა არა აუცილებლად კომუტატური, და 

უნდა გააჩნდეს შებრუნებული ოპერაცია – გაყოფა, თუ ძირითად ოპერაციას 

გამრაგლება ეწოდება. ასეთია, მაგალითად, მთელ რიცხვთა ერთობლიობა, 

განბილული შეკრების ოპერაციის მიმართ, და, აგრეთვე, დადებით ნამდვილ 

რიცხეთა ერთობლიობა, განხილული გამრავლების ოპერაციის მიმართ, ჯგუ- 

ფები დიდ როლს თამაშობდნენ უკვე გალუას თეორიაში, საკითხში განტოლე- 

ბების რადიკალებში ამოხსნადობის შესახებ, ახლა კი ისინი წარმოადგენენ 
მნიშენელოვან იარაღს ველთა თეორიაში, გეომეტრიის მრავალ დარგში, 

ტოპოლოგიაში და, აგრეთვე, მათემატიკის გარეთაც –- კრისტალოგრაფიაში, 

თეორიულ ფიზიკაში. საერთოდ, გამოყენებათა არის სიფართოვის მიხედვით 

ჯბუფთა თეორიას წრფივი ალგებრის შემდეგ მომდევნო ადგილი უკავია 

ალგებრის ყველა განშტოებას შორის. ჩვენს კურსში შედის ჯგუფთა თეორიის 
საფუძელებისადმი ტიძღვნილი თავი, 

სულ უკანასკნელ ათწლედებში წარმოიშვა და მეტად განვითარდა ახალი 

დარგი: მესერთა თეორია. მესერი ეწოდება ალგებრულ სისტემას ორი ოპე- 

რაციით–- შეკრება და გამრავლება. ეს ოპერაციები უნდა იყვნენ კომუტატური 

და ასოციაციური, აგრეთვე უნდა აკმაყოფილებდნენ შემდეგ მოთხოვნილებებს: 

ელემენტის თავის თავზე შეკრებაცა და გამრავლებაც უნდა უდოიდეს თვით 

ამ ელემენტს; თუ ორი ელემენტის ჯამი უდრის ერთ-ერთ მათგანს, მაშინ 

ნამრავლი უდრის მეორეს, და პირიქით. მესერის მაგალითია ნატურალური 

რიცხვების სისტემა, რომელიც განხილულია საერთო უმცირესი ჯერადისა და 

საერთო უდიდესი გამყოფის აღების ოპერაციების მიმართ, მესერთა თეორიას 

აქვს საინტერესო კავშირები ჯგუფთა თეორიასთან, რგოლთა თეორიასთან 

და აგრეთვე სიმრავლეთა თეორიასთან; გეომეტრიის ერთი ძველი გან- 

'" შტოება, სახელდობრ პროექციული გეომეტრია, სინამდვილეში აღმოჩნდა 

შმესერთა თეორიის ნაწილი; შეიძლება აღინიშნოს აგრეთვე მესერთა თეორიის 

ერთი გამოყენება ელექტრულ ქსელთა თეორიაზი, 

ცნობილმა პარალელიზმმა, რომელიც არსებობს ჯგუფთა თეორიის 

ზოგიერთ ნაწილსა, რგოლთა თეორიასა და მესერთა თეორიას შორის, 

მიგვიყვანა ალგებრული სისტემების (ანუ უნივერსალური ალგებრების) ზოგადი 

თეორიის წარმოშობამდე. ამ თეორიამ ჯერ მხოლოდ სულ პირველი ნაბი- 

ჯები გადადგა, მაგრამ მისი კონტურები უკვე მკაფიოდ მოჩანს, ხოლო აქ 

აღმოჩენილი კავშირები მათემატიკურ ლოგიკასთან საშუალებას იძლევა ვივა- 

რაუდოთ შემდგომი სერიოზული განვითარება. 

რა თქმა უნდა, ზემოთ გადმოცემულ სქემაშე მთლიანად არ თავსდება 
ალგებრული მეცნიერების“ მთელი მრავალფეროვანი შინაარსი, კერძოდ, 

არსებობს ალგებრის რიგი დარგებისა რომლებიც ესაზღვრებიან .მათემატი- 
კის სხვა ნაწილებს. ასეთია ტოპოლოგიური ალგებრა, რომელიც შეისწავლის 
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ალგებრულ სისტემებს რომლებშიც ოპერაციები უწყეეტია გარკეეული, ამ 

სისტემების ელემენტებისათვის განძარტებული, კრებადობის მიმართ; ამის 

მაგალითია ნაგდვილ რიცხვთა სისტემა, ტოპოლოგიურ ალგებრასთან ახლოსაა 

უწყვეტ (ანო ლის) ჯგუფთა თეორია, რომელსაც აქეს მრავალრიცხოვანი. 

გამოყენებები გეოზეტროიის სხვადასხვა საკითხებში„ თეორიულ ფიზიკაში, 

ჰიდოოდინამიკაში. სხვათა შორის, ლის ჯგუფთა თეორია გამოირჩევა ალგებ- · 

რული, ტოპოლოგიური, გეომეტრიული და ფუნქციონალურ-თეორიული მეთო- 

დების ისეთი გადახლართეით, რომ სწორი იქნებოდა ჩაგვეთვალა ის მათე- 

მატიკი განსაკუთრებულ განშტოებად. არსებობს, შემდეგ, დალაგებულ 

ალგებრულ სისტემათა თეორია, რომელიც წარმოიშვა გეომეტრიის საფუძვ- 

ლებში გამოკვლევებთან დაკავშირებით და რომელმაც პოვა გამოყენებები 

ფუნქციონალურ ანალიზმი. დაბოლოს, იწყებს განვითარებას დიფერენცია- 

ლური ალგებრა, რომელიც ამყარებს ახალ კავშირებს ალგებრასა და დიფე- 

რენციალურ განტოლებათა თეორიას შორის. 

თავისთავად იგულისხმება, რომ ალგებრული მეცნიერების ის ბრწყინ- 

ვალე განვითარება, რომელსაც მიგვიყვანა მის დღევანდელ მდგომარეობამდე, 

არ იყო შენთხვევითი--ის იყო მათეზატიკის ზოგადი განვითარების ნაწილი 

, და მნიშვნელოვან წილად გამოწვეული იყო იმის აუცილებლობით, რომ 
პასუხი გაცემულიყო სხვა მათემატიკურ მეცნიერებათა მიერ ალგებრისადმი 

წარდგენილ კითხვებზე. მეორე მხრივ, ალგებრის განვითარება თვითონ 

ახდენდა და ახდენს მეცნიერების მოსაზღვრე შტოების განვითარებაზე ძალიან 

დიდ გავლენას, რომელიც განსაკუთრებით გაძლიერდა გამოყენებათა არის 

იმ გაფართოების წყალობით, რომელიც დამახასიათებელია თანამედროვე 

ალგებრისათვის და ამიტომ ზოგჯერ ლაპარაკობენ კიდეც მათემატიკის ამჟა- 

მად მიმდინარე „ალგებრაიზაციაზე“. 

ალგებრის ჩვენს მიერ ზემოთ მოცემული მიმოხილვა არის არა მარტო 

ძალიან მოკლე, არამედ იგი არ იძლევა წარმოდგენას ამ მეცნიერების განვი- 

თარების ისტორიაზე. ამიტომ ჩვენ დავამთავრებთ ჩვენ შესავალს ალგებრის 

ისტორიის “ძალიან მოკლე მიმოხილვით. 

ალგებრის ზოგიერთ საკითხს, ·კერძოდ უმარტივესი განტოლებების ამო- 

ხსნას,–სწავლობდნენ ჯერ კიდევ ბაბილონელი, ხოლო შემდეგ ძველი ბერძენი 
მათემატიკოსები. ამ პერიოდის ალგებრული გამოკვლევების მწვერვალია ბერ- 

ძენი (ალექსანდრიელი) მათემატიკოსის დიოფანტეს (III საუკ. ჩ. წ.) თხზუ- 
ლებები. შემდგომში ეს გამოკვლევები განავითარეს ინდოელმა მათემატიკო- 

სებმა––არიაბპატამ (VI საუკ.), ბრამაჰუპტამ (VII საუკ.), ბჰასკარამ (XII საუკ.) 

ძალიან ადრე დაიწყო ალგებრის საკითხების დამუშავება ჩინეთში–-ჩჟან ცანი 
(II საუკ. ჩ. წ.-მდე), ცინ ჩოუ-ჩანი (L საუკ. ჩ. წ... ფრიად დიდი ჩინელი 

ალგებრაისტი იყო ცინ ძიუ-შაო (XIII საუკ.). 

ალგებრის განვითარებაში დიდი წვლილი შეიტანეს შუა საუკუნეების 
აღმოსავლეთის მათემატიკოსებმა, “”რომლებიც წერდნენ არაბულ ენაზე, გან- 

საკუთრებით შუა აზიაში. დაბადებულმა უხბეკმა მეცნიერმა მუჰამედ ალ-ხო- 

რეზმიმ (IX საუკ.) და „ტაჯიკმა მათემატიკოსმა და პოეტმა ომარ ხაიამმა 
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(1040-–1123). კერძოდ, თვით სიტყვა „ალგებრა“ წარმოიშვა ალ-ხორეზმის 
წიგნის „ალ-ჯებრ ალ-მუკაბალა%-ს სათაურთან დაკავშირებით. 

ბაბილონელი, ბერძენი, ინდოელი; ჩინელი და შუააზიელი ალგებრაის- 

ტების ზემოთ ხსენებული გამოკვლევები მიეკუთვნებოდნენ ალგებრის იმ 

საკითხებს, რომლებიც ამჟამად შედიან ელემენტარული ალგებრის კურსის 

პროგრამაში, და მხოლოდ ზოგჯერ ეხებოდნენ მესამე ხარისხის განტოლებებს, 

საკითხთა ამავე წრეში ძირითადად რჩებოდნენ შუა საუკუნეების დასავლეთ · 

ევროპელ ალგებრაისტთა და აღორძინების ეპოქის ალგებრაისტების გამოკვ- 

ლევებიც; დავასახელოთ იტალიელი მათემატიკოსი ლეონარდო პიზანელი 

(ფიბონაჩი) (XII საუკ.) და თანამედროვე ალგებრული სიმბოლიკის შემქმნელი 

ფრანგი ვიეტა (1540-1603), თუმცა, როგორც ზემოთ უკვე აღინიშნა, XVI 

საუკუნეში მოინახა მესამე და მეოთხე ხარისხის განტოლებათა ამოხსნის 

მეთოდები; აქ უნდა დავასახელოთ იტალიელები ფერო (1465--1§526), ტარ- 

ტალია (1500-–1557), კარდანო (1501-–1576) და ფერარი (1522--1565). · 

XVII და XVIII საუკუნეებში მიმდინარეობდა ინტენსიური დამუშავება 
განტოლებათა (ე. ი. მრავალწევრთა ალგებრის) ზოგადი თეორიისა, რომელ- 

შიც მონაწილეობას ღებულობდნენ იმ დროის უდიდესი მეცნიერები-- ფრანგი 

დეკარტი (1596--1650), ინგლისელი ნიუტონი (1643-–1727), ფრანგები დალაC- 
ბერი (1717-– 1783) და ლაგრანჟი (1736-- 1813), XVIII საუკუნეში დაიწვო 

აგრეთვე დეტერმზინანტთა თეორიის აგება--შეეიცარიელი მათემატიკოსი კრა- 

მერი (1704--1752), ფრანგი მეცნიერი ლაპლასი (1749--1827) XVIII და 

XIX საუკუნეების მიჯნაზე გერმანელმა 'მათემატიკოსმა გაუსმა (1777--1855) 
დაამტკიცა ზემოთ ხსენებული ძირითადი თეორემა რიცხვით კოეფიციენტე- 

- ბიან განტოლებათა ფესვების არსებობის შესახებ. : 

XIX საუკუნის პირველი მესამედი აღინიშნა ალგებრის ისტორიაში 

განტოლებათა რადიკალებში ამოხსნადობის პრობლემის ამოხსნით. მეხუთე 

ან მეტი ხარისხის განტოლებათა ამოსახსნელი ფორმულების მონახვის შეუძ- 

ლებლობა დაამტკიცა იტალიელმა მათემატიკოსმა რუფინიმ (1765-1822) და 
უფრო მკაცრ ფორმაში ნორვეგიელმა მეცნიერმა აბელმა (1802 –1829). რო- 

_. გორც უკვე ზემოთ აღინიშნა, ამომწურავი ამოხსნა საკითხისა პირობების 

· შესახებს რომლის დროსაც განტოლებას აქვს ამონახსენი რადიკალებში, 

გალუას ეკუთვნის. _ 

გალუას თეორიამ ბიძგი მისცა ალგებრის ფართო განვითარებას XIX 

საუკუნის შუა წლებში და მეორე ნახევარში, კერძოდ მის ახალ მიზართუ- 

ლებებს, ასე გაჩნდა ალგებრულ რიცხვთა ველების და ალგებრულ ფუნქციათა 
ქელების თეორია და მასთან დაკავშირებული იდეალთა თეორია. აქ უნდა 

დავასახელოთ გერმანელი მათემატიკოსები კუმერი (1810–--1893), კრონეკერი 

(1823-–1891) და დედეკინდი (1831 –– 1916) და რუსი მათემატიკოსები ე. ზო- 
ლოტარიოვი (1847-1878) და გ. ვორონოი (1868 – 1908), დიდი განვითა- 

რება მიიღო სასრულ ჯგუფთა თეორიამ, როზელიც მოდის ჯერ კიდევ ლაგ- 

რანჟიდან და გალუადან; აქ მუშაობდნენ ფრანგები კომი (1789--.1857) და 
ჟორდანი (1838 -–-1922), ნორვეგიელი მათემატიკოსი სილოვი (1822-.-.1918), 

გერმანელი ალგებრაისტები ფრობენიუსი (1849 -–-1918) და ჰპოელდერი (1859-– 
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1937). ნორვეგიელი მათემატიკოსის ს. ლის (1842--1899) გამოკვლევებმა დასა- 
ბამი მისცა უწყვეტ ჯგუფთა თეორიას. 

ინგლისელი მეცნიერის ჰამილტონის (1805--1865) და გერმანელი მათე- 

მატიკოსის გრასმანის (1809--1877) შრომებით დაიწყო ჰიპერკომპლექსური 

სისტემების თეორია ანუ, როგორც ახლა ამბობენ, ალგებრათა თეორია. 

ალგებრის ამ განშტოების შემდგომ განვითარებაში დიდი როლი ითამაშა 

რუსი მათემატიკოსის ფ. მოლინის (1861--–1941) შრომებმა, რომლებიც საუ- 
კუნის ბოლოს მიეკუთვნება. 

XIX საუკუნეში წრფიემა ალგებრამ მიაღწია დიდ აყვავებას უპირველეს 
კოვლისა ინგლისელი მათემატიკოსების სილვესტრისა (1814.-1897) და კელის 

(1821-- 1895) შრომების წყალობით. გრძელდებოდა მრავალწევრთა ალგებრის 

დამუშავებაც; ჩვენ აღენიშნავთ მხოლოდ განტოლებათა მიახლოებითი ამოსს- 

ნის მეთოდს, რომელიც მონახა რუსმა გეომეტრმა ნ. ლობაჩევსკიმ (1792..- 
1856), და გერმანელი მათემატიკოსის ჰურვიცის (1859-1919) შრომებს, 

საუკუნის მეორე ნახევარში დაიწყო ალგებრული გეომეტრიის შექმნა, კერძოდ 
გერმანელი მათემატიკოსის მ. ნოეთერის (1844-1922) შრომებში. 

XX% საუკუნეში ალგებრულმა· გამოკვლევებმა ძალიან ფართო ხასიათი 

მიიღო და ალგებრამ, როგორც უკვე ვიცით, დაიკავა მათემატიკაში ფრიად 

საპატიო ადგილი. ამ პერიოდში ჩნდება ალგებრის მრავალი ახალი დარგი, 

პათ შორის ველთა ზოგადი თეორია (ათიანი წლები), რგოლთა თეორია და 

ჯგუფთა ზოგადი თეორია (ოციანი წლები), ტოპოლოგიური ალგებრა და 

წესერთა თეორია (ოცდაათიანი წლები), ორმოციან და ორმოცდაათიან 
წლებში გაზნდნენ ნახევარჯგუფთა თეორია და ქვასიჯგუფთა თეორია, უნი- 

ვერსალურ ალგებოათა თეორია, პოზოლოგიური ალგებრა, კატეგორიათა 

თეორია. ალგებრის ყველა ნაწილში მუშაობენ დიდი მეცნიერები, რომლებმა(- 

სერიოზული წვლილი შეიტანეს მეცნიერებაში, მთელ რიგ ქვეყნებში იქმნება 
დიდი ალგებრული სკოლები. ეს ეხება, კერძოდ, საბჭოთა კაგმირს. 

' რუს ლეგვოლუციამდელ ალგებრაისტთა რიცხვიდან, გარდა ზემოთ დასახე- 

ლებულებისა. უნდა ნივუთითოთ ს. მატუნოვსკიზე (1859 – 1929) და დ. გრავეზე 
(1863 –– 1939), საგრამ ჩვენს ქვეყანაზი ალგებრულ გამოკვლევათა ნამდვილი 

აყვავება იწყება მძოლოდ დიდი ოქტონბთოის რევოლუციის შემდეგ. ეს 

გამოკვლევები იპყრობენ თანამედროვე ალგებრული მეცნიერების თითქმის 
ყველა დაოგს, ამასთან ზოგიერთ მათგანში საბჭოთა ალგებრაისტების შრო- 

მები ხელნძღვანელ. როლს თამაშობენ. ჩვენ დავასახელებთ მხოლოდ ორ 

სახელს –- ნ. ჩებოტარიოვს (1894--1947),. რომელიც მუშაობდა ველთა თეო- 

რიაში და ლის ჯგუფთა თეორიამი, და ო. შმიდტს (1891 –-1956), ცნობილ 

ბოლუსელს და ამავე დროს დიდ ალგებრაისტს, რომელმაც შექმნა საბჭოთა 
ჯგუფურ-თეორიული სკოლა, · 

· ვამთავრებთ, რა ალგებრის თანამედროვე მდგომარეობისა და განვითა- 

რების გზების ჩვენს მოკლე მიმოხილვას, ერთხელ კიდევ ხაზი უნდა გავუსვათ 

იმას, რობ აქ განხილული საკითხები ძირითადად მდებარეობენ უმაღლესი 
ალგებრის კურსის ფარგლებს გარეთ. მიმოხილვის ამოცანა: პხოლოდ ის იყო, 

რომ. და:ნარუბოდა „მკითაველს მიეღო სწორი წარმოდგენა იმ ადგილზე, რომე- 

ლიც უკავია უმაღლესი ალგებრის კურსს ალგებრულ მეცნიერებაში მთლიანად 

და მათემატიკის მთელ დიდ შენობაში. ( :



“თავი პირველი ” 

წრფიჭ განტოლებათა სისტემები, დეტერმინანტები 

§() უცნობთა მიმდევრობითი გამორიცხვის მეთოდი 

ჩვენ დავიწყებთ უმაღლესი ალგებრის კურსს რამდენიმე უცნობის 

პირველი ხარისხის განტოლებათა სისტემების, ანუ, როგორც ჩვეუ- 

    
    

  

       

/ი შინაარსი სიტყვასიტყვით გადაიტა- 

ვების შეპთხვევახედაც, რომელთაც მკი- 

იცხვებია; თუმც 

წება ნებისმიერი კ 
     

ელემენტარული ალღგ, 
განტოლებათა და ჯუცხობთა ნებისმიერი რიცხვით, ამასთან ზოგჯერ არც 

ვიჭულისხმებთ, რომა, გ ნტოლებათა რიცხვი ემთხვევა უცნობთა რიცხვს. 

ეფქვათ მოცემულია # C Mობიანი ჯ წრფივ განტოლებათა სისტემა. შევთანხმ- 
დჩგთ შემდეგი აღნიშენე%, გაზოყენებაზე: უცნობები აღვნიშნოთ X ასოთი 

იზდექსებით: ჯ,, X,, ·-ა» #M განტოლებები გადავნომროთ: პირველი, მეორე, 

..ს მე-+-ე; ური განტოლების X, უცნობის კოეფიციენტი აღენიშნოთ ძ«,-თი ბ 

ბოლოს, ჯ-ური განტოლების თავისუფალი წევრი აღვნიშნოთ ხნ; თი. 

„1 ეს. სახელწოდება იმასთან არის დაკავშირებული, რომ ორუცნობიანი პირველი 

"რისხის განტოლება ანალიზურ გეომეტრიაში სიბრტყეზე განჰაზღვრავს წრფეს. 
-. 3? მაშასადამე, ჩეენ გამოეიყენებთ ორ ინდექ”ს, რომელთაგან პსაოეელი განტოლების 

მომერს უჩვენებს, მეორე–– უცნობის ნომერს. წერის მე ჯ1აცი) მიზნით ეL ინდექაები მძიმით არ 

გამოიყოფიან; მაგრამ თ,,-ის შემთხეევაში არ უნდა დ-ვ ყშე:თ, არ9 არ ერთ კოთია" ნაკელ % 

შე თერთმეტა" წავიკითბოთ, ი-ის შემხვევაში „ი სამი ოთხის“ ნაცვლად „ი ოცა:თოე!ი? 

მეტის წავიკითხოთ, 

    

  

ჯა



ამგვარად, ჩვენი სისტემა ჩაიწერება შემდეგი ზოგადი სახით: 

რთა + რევ ლ. + წ ათა =ხ,, | 

რა - მავ + ..+ რაშია = ჩგ, () 

მა,ძე რკე (ელლი –+ ი.,Xა=ხ,-. | 

უცნობების კოეფიციენტები შეადგენენ სწორკუთხოვან ცხრილს 

ე” 

რე: შვი ·.. წაი (2) 

მი, ძი ...რეი 

რომელსაც ეწოდება + სტრიქონისაგან და 7» სვეეტისაგან შედგე- 
ნილი მატრიცი; თი, რიცხვებს ეწოდებათ მატრიცის ელემენტები!. თუ 
§=X# (ე. ი. სტრიქონთა რიცხვი უდრის სვეტების რიცხვს), მაშინ მატრიცს 

ეწოდება #-ური რიგის კვადრატული მატრიცი. ამ მატრიცის იმ 

: დიაგონალს, რომელიც მარცხენა ზედა კუთხიდან მარჯვენა ქვედა კუთხისაკენ 

მიდის (ე. ი. რომელიც ი, იე, ··ს» (–იი ელემენტებისაგანაა შედგენილი), ეწო- 

დება მთავარი დიაგონალი. |/-ური რიგის კვადრატულ მატრიცს ეწო- 

დება ჯ”-ური ოიგის ერთეულოვანი მატრიცი, თუ მისი მთავარი 

დიაგონალის ყველა ელემენტი ერთის ტოლია, ხოლო ამ დიაგონალის გარეთ 

მდებარე ყველა სხვა ელემენტი ნულის ტოლია. 

(1) წოფივ განტოლებათა სისტემის ამონახსენი ეწოდება ისეთ ჯ I 

რიცხვთა /C, #), -·.> ს წი სისტემას, რომ თუ (1)-ში X, უცნობებს შესაბამისი 

Mე 1=1) 2,...,#, წ: რიცხვებით შეცვლით, მაშინ ყოველი განტოლება' იგივეო- 

ბად იქცევა. | ! 

წრფივ განტოლებათა სისტემას შესაძლებელია არ- ჰქონდეს არც ერთი 

ამონახსენი; ამ შემთხვევაში მას ეწოდება არ ათავსება დი "სისტემა, ასეთია, 

მაგალითად, სისტემა: 

2 + 3 = -1, 

-XI + 5X-=7; 

ამ განტოლებათა მარცხენა მხარეები . თანხვდებიან, მარჯვენა მხარეები კი 

განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან, რის გამოც უცნობთა მნიშვნელობების არც 

ერთ სისტემას არ შეუძლია დააკმაყოფილოს ორივე განტოლება ერთ- 

დროულად. 
თუ წრფივ განტოლებათა სისტემას გააჩნია "ამონახსნები, მაშინ მას 

თავსებადი ეწოდება. თავსებად სისტემას ეწოდება განსაზღვრული, 

  

1 ამგვარად, თუ (2) მატრიცს (1) სისტემასთან კავშირის გარეშე განვიხილავთ, მაშინ 

ი, ელეზენტის პირველი ინდექსი უჩეენებს სტრიჟონის ნომერს, მეორე– სვეტის ნომერს, 

როლხელთა გადაკვეთაზე ეს ელემენტი დგას. 

4 შევნიშნავთ, რომ #,. ი რიცხვები. "შეადგენენ სისტემის; ერთ ამონასხენს და 

ჯრა # ამონახ'ენს. 
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თუ მას გააჩნია ერთადერთი ამონახსე§ი,––მხოლოდ ასეთი სისტემები გა5ი- 

ხილებიან ელემენტარულ ალგებრაში,––და განუზღვრელი, თუ ამონახსენი 

ერთზე მეტია; როგორც ამას შემდგომ გავიგებთ, მათი რიცხვი ამ შექთხვე- 

ვაში უსასრულოდ დიდიც იქნება. 

მაგალითად, სისტემა · 

ამლი 

%2.+X.=4 

განსაზღვრულია: მას აქვს ამონახსენი X,==1, ჯ, ==3 და, როგორც ადვილად 

შემოწმდება უცნობთა გამორიცხვის მეთოდით, ეს ამონახსენი ერთადერთია. 

რაც შეეხება 

ვ. =L, 

6, –-2X:=2 

სისტემას, იგი განუზღვრელია, რადგანაც მას გააჩნია უსასრულოდ 82 მრავალი 

ამონახსენი 

X.=X#, X.=3#--1 (3) 

სახისა, სადაც # რიცხვი ნებისმიერია; ამასთანავე, (3) ფორმულებით მოიცემა 
ჩვენი სისტემის ყველა ამონახსენი, 

წოფივ განტოლებათა სისტემების თეორიის ამოცანა მდგომარეობს ი8 

მეთოდების დამუშავებაში, რომლებიც საშუალებას მოგვცემენ გავიგოთ, თავ- · 

სებადია თუ არა განტოლებათა მოცემული სისტემა, თავსებადობის ”მემთხვე- 

ეაში დავადგინოთ ამოხსნათა რიცხვი და,' ამასთანავე, მივუთითოთ იმ ხერხზე. 

რომლითაც „მოიძებნება ყველა ეს ამონახსენი. 

““ ჩვენ დავიწყებთ იმ მეთოდის განხილვით, რომელიც უფრო მოსერხებუ- 

_ ლია რიცხვულ-კოეფიციენტებიანი სისტემების ამოხსნათა პრაქტიკული მოძებ- 

«ნისათვის, სახელდობრ + უცნობთა' მიმდევრობითი გამორიცხეის 

„მეფთღდით, ანუ გა?” უსის მ. თოდით. _ 

7, ' დავიწყოთ ერთი წინასწარი შენიშვნით. ჩვენ მოგვიხდება შემდეგში 

(L რფივ განტოლებათა სისტემების შემ ი გარდაქმნების ჩატარება, სისრემის ფივ გახტოლე ტეზე ემდეგი გარდაქმნე ტარე დ) 
II ერთ- “ერთი განტოლების ორივე მხარის გამრავლება ერთსადაიმავე რიცავზი 

8 ლ სისტემის რომელიმე მეორე განტოლების შესაბამისი მხარეებისაგ-5 მისი 

') გამოკლება. ვთქვათ, სიცბადისათვის, (1) სისტემის პირველი გ:ნტოლების 

"ს. -ზე გამრა,ულებულ ორივე მხარეს ვაკლებთ მეორე განტოლების შესაბაშას 

მხარეებს. მივიღებთ წრფივ განტოლებათა ახალ სისტემას: 

01%, + 6), 4-. ი“რიბჯი=ს,, 1 

0 1X1 + 6 :+ -. ·+2ი', აჯა = წხ 1) 

რე1X, -+L ძვეზე + ·..–- ძე» #ი=- ხვ, 

    

(§3, 

· 

–
ა
_
_
 

9: -1+ ძ,აX; +.. + ი, = ხე. 
სადაც 

ძ:;=ძ#, –-.ძ,, როცა /)=1, 2. „აე.“ 
2 ა კუროშე 

+



განტოლებათა (1) და (4) სისტემები ეკვივალენტურები 

არიან. ე, ი. ისინი ან ორივე არათავსებადია, ან ორივე თავ- 

სებადია და ერთიდაიგივე ამონახსნები აქვთ. მართლაც, ვთქვათ- 

7. მწვათთთ თი არის (1) სისტემის ნებისმიერი ამონახსენი, ეს რიცხვები, ცხა- 

დია. 'აკნაუოფილებენ (4) სისტემის ყველა განტოლებას. გარდა მეორისა. 

პაგოან ისინი აკნაყოფილებენ (4) სისტემის მეორე განტოლებასაც; ამისათვის 

საკწარისია მოვიგონოთ. როგორ გამოისახება ეს განტოლება (1) სისტემის მეო- 

რე და პირველი განროლებებით. პიოიქით, (4) სისტემის ყოველი “ამონახსენი 

დააკვაყოფილებს (1) სისტემასაც. მართლაც, (1) სისტემის მეორე განტოლება 

ბიიღება (4) წის ტების პიოველი? განროლების ორივე მხარის #2 რიცხვზე 

გამრავლებით და აზავე სისტემის მეორე განტოლების შესაბამის მხარეები- 

საგან მათი გამოკლებით. 

გასაგებია, როზ თუ (1) სისტემის მიმართ რამოდენიმეჯერ 

იქნება გაზოყეზებული განხილული სახის გარდაქმნები, 

ზაზწინ განროლებათა ახლად მიღებული სისტემა-·გამოსა- 

ფალი (1) სისტემის ექვივალენტური დარჩება. 

ღ«ეიძლება, რომ ასეთი გარდაქმნების ჩატარების შემდეგ ჩვენს სისტე- 

საზი აღმოჩნდეს გასტოლება. რომლის მარცხენა მხარის ყველა კოეფიციენტი 

წულის ტოლია, თუ ამ განტოლების თავისუფალი წევრიც ტოლი იქნება 

ნულისა, მაშინ ის დაკმაყოფილდება უცნობთა ყოველგვარი მნიშვნელობებით 

და. ააიტომ, თუ უკუვაგდებთ ამ განტოლებას, მივიღებთ გან- 

ტოლებათა სისტემას. რომელიც გამოსავალი სისტემის ექვივალენტური 

იქნება. თუკი აღნიშნული განროლების თავისუფალი წევრი განსხვავებული” 

ნულისაგან, მაზინ ეს განტოლება არ დაკმაყოფილდება უცნობთა არც ერთით“. 

ნიშვნელობით და ამიტომ არათავსებადი იქნება განტოლებათა _ 

როგორც ჩვენს მიერ მიღებული სისტემა, ასევე. მისი ექვი- 

ვალენტური გამოსავალი სისტემაც. ' 

ახლა შევუდგეთ გაუსის მეთოდის გადმოცემას. როისის ავვლბნი 

ვთქვათ. მოცეზულია წრფივ განტოლებათა ნებისმიერი სისტემა (1).. +- 

დავუშვათ, სიცხადისათვის, რომ კოეფიციენტი ით, #0; სინამდვილეში ი, 

შესაძლებელია აღმოჩნდეს ნულის ტოლი, მაგრამ მაშინ დავიწყებდით სისტემის 

ბიოველი განტოლების რომელიმე სხვა, ნულისაგან განსხვავებული კოეფი- 

ციენტის განზილვით. 

"გარდავქმნათ ახლა (1) სისტემა «, უცნობის გამორიცხვით: ყველა განფო- –- 

ლებიდან, გარდა პირველისა. ამისათვის პირველი განტოლების ორივე მბარე 

გავანრავლოთ რ» რიცხვზე და გამოვაკლოთ იგი მეორე განტოლების შესა- 
ძ, 

ბამის მხარეებს, შემდეგ პირველი განტოლების ორივე მხარეს, გამრავლებულს .– 

911 რიცხვზე, ვაკლებთ შესამე განტოლების შესაბამის მხარეებს და ა. შ. 

611 
ამ გზით ჩვენ მივალთ ჩ» უცნობიანი + წრფივ განტოლებათა ახალ ·სის- 

ტემამდე: 
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ივა +ძ, 1 რვწე+-.. ++ მა X ==V,, 

ი ერე “LC რვეXვ L "LL 0 მიბა=V#, | 
ი 53% 1 რფრვშ-.ა (1 როლსა. ე წ (5) 

რი ნ იენ +... თ, =/M,. §) 

აუცილებელი არ არის გაზოსავალი (1) სისტემის კოეფიციენტებისა და თავი- 
სუფალი წევრების საშუალებით ცხადი სახით ჩავწეროთ ახალი თ”; კოეფი- 

ციენტებისა და ახალი ს, თავისუფალი წევრების გამოსახულებანი, 

„· როგორც ვიცით, განტოლებათა (5) სისტემა ექვივალენტურია (1) სის- 

ტემისა. ახლა გარდავქმნათ (5) სისტემა. ამასთანავე პირველ განტოლებას 

სრულებით აღარ შევეხებით და გარდასაქმნელად ჩავთვლით (5) სისტე- 
მის იმ ნაწილს, როზელიც შედგება ყველა განტოლებისაგან, გარდა პირველისა, 

ამასთან ჩვენ ვთვლით. რა თქმა უნდა, რომ ამ განტოლებათა შორის არ 

არის ისეთი განტოლებები, რომელთა მარცხენა მხარეების ყველა კოეფი- 

ციენტი ნულის ტოლი იყოს,––ასეთ განტოლებებს ჩვენ უკუვაგდებთ, თუკი 

მათი თავისუფალი წევრებიც ტოლი იქნებოდა ნულის, ხოლო წინააღმდეგ 

შემთხევევაში დამტკიცდებოდა აღებული სისტემის არათავსებადობა. ამგვარად, 

თ, კოეფიციენტთა შორის არის ნულისაგან განსხვავებულები. გარკვეულო- 

ბისათვის მივიღოთ, რომ #6: # 0. ახლა გარდაექმნათ (5) სისტემა შემდეგ- 

ნაირად: მისი მესამე და ყოველი . შემდეგი განტოლების ორივე მხარეს გამო- 

ვაკლოთ შესაბამისად 
   

    

, 
რეა 

  

რიცხეებზე გამრავლებული „მეორე განტოლების ორივე მხარე. ამ გზით გამო- 

ირიცხება X, უცნობი ყველა განტოლებიდან, გარდა პირველისა და მეორისა, 

და მივიღებთ განტოლებათა შემდეგ სისტემას, რომელიც ექვივალენტურია 

(5), „სისტემისა და, “მამასადაზე. (1) სისტენისაც: 

- “ ი,X:-CრიეXე- I რჯე1ვ-|-.- “Cი«ა–ხ,, 

რ გერ წრ კებეL- + 0 მიX-= ჩე) 
“ „. , 

შვებე – 4 (ება = ჩე , 

ს
ა
ვ
ლ
ე
 

'
„
ა
–
 

ახლა ჩვენი სისტემა შეიცავს /, (<4, განტოლებას, რადგანაც ზოგიერთი 

განტოლება, შესაძლებელია, უკუგდებულია, ცხადია, რომ სისტემის განტო- 

ლებათა რიცხვი შესაძლებელია შემცირდა ჯ, უცნობის გამორიცხვისთანავე. 

ამის შემდეგ უნდა გარდაიქმნას მხოლოდ მიღებული სისტემის ის ნაწილი, 

რომელიც შეიცავს ყველა განტოლებას, გარდა პირველი ორისა. 
როდის შეწყდება უცნობთა მიმდევრობითი გამორიცხვის ეს პროცესი? 
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თუ ჩვენ მივალთ ისეთ სისტემამდე რომლის ერთ-ერთ განტოლებას 

აქვს ნულისაგან განსხვავებული თავისუფალი წევრი, ხოლო მარცხენა მხარის 

ყველა კოეფიციენტი ნულის ტოლია, მაშინ, როგორც ვიცით, გამოსავალი 

სისტემა არათავსებადია. 
წინააღმდეგ შემთხვევაში ჩვენ მივიღებთ განტოლებათა შემდეგ სისტე- 

მას, რომელიც ექვივალენტურია (1) სისტემისა; 

0:% + იე,X +... იც I-1 XL-1 + ი,IX + ·..+ თაი =ხ,, ) 

( რააXგ ენაა „ი 0 121 + 6-5 XL +... ·+ი', ი. Xი =#8, 

V-) (L- 2) (C-2) ს) CL (5 
მა-აა- 1 2-1 + ი 1X+L “ი, 1, „აი =ხ ს 

ის 1). L-L .. „ხი, 1) ,,= =ხ/:ა) . 

აქ #ს # 0, Cა:#9,... ,ი-+-. #9, თე: #0; შევნიშნოთ, აგრეთეე, რომ 

X<-+§ და, ცხადია, #<7. 

ამ შემთხვევაში (1) ი სისტემა თავსებადია. ის იგნება გან- 

საზღვრული, როცა #=Xჯ და განუზღვრელი, როცა ჯ<#. 

მართლაც, თუ #=7X, მაშინ (6) სისტემას აქვს შემდეგი სახე: 

რაი + იცX,-+C...-+L+ იო =ხს | 

0 V-X 0 ჯგ = ხე, აას ს გეო მთთოში ' თ. 
ი.» 

ერს, ხრა, | 
M 

„ უკანასკნელი განტოლებიდან მივიღებთ %. უცნობის სრულიად განსაზღვრუC““ 

მნიშვნელობას. თუ ამ მნიშვნელობას ჩავსვამთ უკანასკნელის წინა განტოლე- 
ბაში, მივიღებთ X», , უცნობის ცალსახად განსაზღვრულ მნიშვნელ:იზას. თუ. 

ამ პროცესს განვაგრძობთ, ვნახავთ, რომ (7) სისტემას და, ამიტომ (1) სის- 

ტემასაც, გააჩნიათ ერთადერთი ამონახსენი, ე. ი, ისინი თავსებადი და გან- 

საზღვრული სისტემები არიან. 

ი 

თუ X<#, მაშინ „თავისუფალი“ 1X.,,, ·.., გ უცნობებისათევის ავეღეთრთ- -. 

ნებისმიერ რიცხვით მნიშვნელობებს და შემდეგ (6) სისტემაში ქვევიდა: 

ზევით სვლით, ისე, როგორც ზემოთ, მიგიღებთ XI, XL, ·-·) 2) X, )(კნობები- 
სათვის სრულიად განსაზღვრულ მნიშვნელობებს. რადგანაც თავისუფალი უცნო- 

სებისათვის მნიშვნელობები შესაძლებელია ავირჩიოთ სხვადასხვაგვარაღ უსას- 
რულო რაოდენობით, ამიტომ (6) სისტემა და,.- მაშასადამე, -(1) სისტემაც 

იქნებიან "თავსებადნი, მაგრამ განუზღვრელები. ადვილი : შესამოწმებელი», 

რომ აქ მოყვანილი მეთოდით (როცა თავისუფალ უცნობებს, ჯაძლევთ ყვლ 

შესაძლო 9ნიშვნელობას) შესაძლებელია ვიპოვოთ · (1) სისტემის ყველა არა:- 

C. „ესენი, – == 
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პირველად შესაძლებლად გეეჩვენება კიდევ ერთი სახე სისტემისა, 

რომელზედაც შესაძლებელია გაუსის მეთოდით მიყვანილ იქნას წრფივ .გა§- 

ტოლებათა სისტემა, სახელდობრ ის სახე, რომელიც მიიღება (7) სისტემას- 

თან კიდევ რამდენიმე ისეთი განტოლების მიწერით, რომლებიც შეიცავენ 

მხოლოდ Xჯ, უცნობს. მაგრამ, სინამდვილეში, ამ შემთხვევაში გარდაქმნები 

არ არის ბოლომდის მიყვანილი: რადგანაც გო-ა)# 0, ამიტომ (#+1)-დან და- 

წყებული ყველა განტოლებებიდან XX, უცნობი შესაძლებელია გამოირიცხოს.--– 
უნდა აღინიშნოს, რომ განტოლებათა (7) სისტემის „სამკუთხოვანი“ 

ფორმა ან განტოლებათა (6) სისტემის „ტრაპეციული“ ფორმა (როცა #-=V#) 

მიღებულ იქნა იმის დაშვებით, რომ კოეფიციენტები თ,,, ი', და ა. შ. გან- 

სხვავებულია ნულისაგან. ზოგად შემთხვევაში კი განტოლებათა ის სისტემა, 

რომელთანაც მივალთ უცნობთა გამორიცხვის პროცესის ბოლომდე მიყვანით, 

ღებულობს სამკუთხოვან ან ტრაპეციულ ფორმას მხოლოდ უცნობთა სათა- 

ნადო გადანომვერით. 

თუ შევაჯამებთ ყოველიეე ზემოთ ნათქვამს, მივიღებთ, რომ გაუსის 

მეთოდი გამოსადეგია წრფივ განტოლებათა ნებისმიერი 

სისტემისათვის. ამასთან, სისტემა არათავსებადია, თუ გარ- 

დაქმნათა-პროცესში მივიღებთ ისეთ განტოლებას, რომელ- 

შიაც ყველა უცნობის კოეფიციენტები ტოლია ნულისა, 

ხოლო თავისუფალი წევრი განსხვავებულია ნულისაგან; 

თუკი ასეთ განტოლებას არ შევხედებით, მაშინ სისტემა 

იქნება თავსებადი. განტოლებათა თავსებადი სისტემა გან- 

საზღვრულია,თუ ის მიიყვანება (7) სამკუთხოვან სახემდე, 

ღა განუზღვრელია, თუ იგი მიიყვანება (6) ტრაპეციულ 

სახემდე, როცა #<7». | 

ზემოთ ნათქვამი გამოვიყენოთ წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა 

სესტემისათვის, ე. ი. სისტემისათვის რომლის განტოლებების თავისუფალი 

წევრები ტოლია ნულისა. ასეთი სისტემა ყოველთვის თავსებადია, რადგანაც 

მას გააზნია ნულოვანი ამონახსენი (0,0,...,0). ვთქვათ, განსახილავ 

სისტემაში განტოლებათა რიცხვი ნაკლებია უცნობთა რიცხვზე. მაშინ ეს 

სესტემა არ პაიყვანება სამკუთხოვან სახემდე, რადგან გაუსის ზეთოღით 

გარდაქმნათა პროცესში სისტემის განტოლებათა რიცხვი შესაძლებელია ”ემ- 

ცირდეს, მაგრამ არ შეიძლება გადიდდეს. მაშასადამე, ის მიიყეანება ტრა- 
პეციულ სახემდე, რაც ნიშნავს სისტემის განუზღვრელობას, 

სხვა სიტყვებით რომ ვგთქვათ, თუ წრფივ ერთგვაროვან გან- 

ტოლებათა სისტემაში განტოლებათა რიცხვი ნაკლებია 

უცნობთა ოიცხვზე, მაშინ ამ სისტემას გააჩნია, გარდა ნუ- 

ლოვანი ამონახსნისა, არანულოვანი ამონახსნებიც,ე. ი, ამო- 

ნახსნები, რომლებშიაც ზოგიერთი (ან ყველა) უცნობების მნიშვნელობები 
განსხვავებული არიან ნულისაგან; ასეთი ამონახს ნები უსას”ულოდ 

ბევრი იქნება. ' 

'



გაუსის მეთოდით წრფივ განტოლებათა სისტემის პრაქტიკულად აზო- 

ხსნისას საჭიროა ამოვწეროთ სისტემის კოეფიციენტების მატრიცი, მივუწე- 

როთ მას თავისუფალი წევრების სვეტი, რომელიც გარკვეულობისათვის “ 

გამოყოფილია ვერტიკალური ხაზით, და ყველა გარდაქმნები ჩავატაროთ ამ 
„გაფართოებული“ მატრიცის სტრიქონებზე. 

მაგალითები 1. ამო"ხსენით სისტემა 

1 + 2X, –- 5X=--9, 

+ +, + მე=2, 
35, –– 6ჯ, –– ჯვ =95. 

ამ სისტემის გაფაოთოებულ მატრიცზე მოვახდინოთ შემდეგი გაოდაქმზნები: 

1 2 519 12 5I-9 1 2 §5I)I-9 
1-1 ვ 2 I>+I0-3 -2)| 11)I>I 0-–3-. 2| 11) _ 
3-6-1) 25 0--12--16| 52 0 0-8!) 8 

მივიღებთ შემდეგ განტოლებათა სისტემას: 

1) +227) +5%X3=--9, , 

– პე –– 2X3=11, 

–- 8X3=8, 

რომელსაც აქეს ერთადერთი ამონახსენი 

4ელ=2, X.=-–-3, ჯე=-–--1, დეო 

გამოსავალი სისტემა 4ანსახღვთული აღმოჩნდა. 

2. ამოხსენით სისტემა 

- ჯვ-–-5%-- 8Xე + X, =3, | 

35 -L X) –ა3%ვ –– 5X, = 1, | 

% –-7X +-2X,=-–-5, | 

–“-–“--_-._ 
გარდავქმნათ ამ სისტემის გაფართოებული მატრიცი - 

1: 5-8 1 3 L-- 5-8 I, I 3 
ვ 1-.3-5 1) (0 16 21-88 .-8 

ს) 0-7 2-5 |:|0 5.1 1|I-8 |!“” 
0 11 20-9) 2 0 1) 20-59! 2 

1-.5-8 1! 3 1--5-8 1I .3 
0-8 0--29|160 0-მი 0--29)160 

>0 51 1) 8 I”0 5 1 1-8 
'0--860 0 -29|162 0.0:0 0| 2 /+ 

მივიღეთ სისტემა, რომელიც შეიცავს განტოლება» 0=2, რაც გეიჩვენებს გამოსავალი სიI– 

ტემის არათავ“ებადობას:, ს 
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3. ამოხსენით სისტემა 

419 + X –– პ3ჯე–– ჯ, =0, | 

2X, –++ პX, + %Xე –– 5X,=0, 

ბ –- 2Xე–-2X3-+3:,= 0, | 

ეს არის ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემა, რომელშიაც განტოლებათა რიცხვი ნაკლებია 

უცნობთა რიცხვზე: ამიტომ ის უნდა იყოს კანუზლვობდა> რადგანაც ყველა თავისუფალე 

წევოი ნულის ტოლია, ამიტომ გარდაქმნებს მოვახდენთ მხოლოდ სისტემის კოეფიციენტე- 

ბისაგან შემდგარ მატრიცზე: : 

, რტ 1-3 --1 09 5-13 ბ 2 0--2 

2 3 1-–5|)|>I0 7 5-–->11 >ძ>!0 7 5-)1 

/ 1-2-2 3 1-2-2 3 1-2-2 83 

მივიღებთ განტოლებათა შემდეგ სისტემას: 
, 

! 
; 215 – 2% =90, | 

, 
72 + 513 –– 11X, =90, 

' ყლ 2) 2X-L 3პ+, =0. 

'' თავისუფალ უცნობად შეიძლება მივიღოთ +Xე ან X,. ვთქვათ, X, = C. მაშინ პირველი გან- 

„ტოლებიდან მივიღებთ, რომ XV, = დ, რის შემდეგ მეორე განტოლებიდან ვღებულობთ: 

| Xე =-- «თ, და, ბოლოს, მესამე განტოლებიდან ვღებულობთ: 2=-“. ამტვარად. 

/ ' : --, თ, --, თ ჯის სადეაCL, - 

იქნება განტოლებათა მოცემული სისტემის ამონაზსენის ზოგადი სახე, 

L V§6 მეორე და მესამე რიგის დეტერმინანტები 

წინა პარაგრაფში გადმოცემული წრფივ განტოლებათა სის,ჩენების 

ამოხსნის მეთოდი ძალიან მარტივია და მოითხოვს ერთგვაროვანი გაზოთვლე- 

ბის შესრულებას რომლებიც ადვილად შეიძლება ჩატარდეს საანგარიზო 

მანქანებზე. მაგრამ მის არსებით ნაკლს წარმოადგენს ის, რომ იგი არ იძლეკა 
საშუალებას სისტემის კოეფიციენტებისა და თავისუფალი წევრების გამოყჟე- 

ნებით ჩამოვაჟალიბოთ ამ სისტემის თავსებადობის ან განსახღვოულობის 
პირობები. მეორე მხრივ, განსაზღვრული სისტემის შემთხვევაშიც კი ეს მეთო- 

დი საშუალებას არ გვაძლევს ვიპოვოთ სისტემის ამოხსნის ფოომულები. 

რომლებიც მისი კოეფიციენტებისა და თავისუფალი წევრების საშუალებით 

გამოსახული იქნებიან. ყოველივე ეს კი აუცილებელი აღმოჩნდა სავადასბაეა 

თეორიულ საკითხებში, კერძოდ, გეომეტრაულ გამოკვლევებმი. ამიროპ 

საქიროა წოფივ განტოლებათა სისტემების თეორია განვავიოაროთ სხვა. 

უფრო ღორმა მეთოდებით. ზოგადი შემთხვევა შემდეგ თავზი იქნება განაილუ· 

ლი. წინამდებარე თავის დანარჩენი ნაწილი კი ისეთი განსაზღვრული სისუეი- 
მების განხილვას ზიეძღვნება, რომლებსაც აქვთ განტოლებათა და უცნობთა 
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ზოლი რიცხვი. ამასთან, ჩვენ დავიწყებთ უკვე ელემენტარულ ალგებრაში 

ე! სჯა ვლილ ორ და სამუცნობიანი სისტემებით. 

ვთქვათ, მოცემულია ორუცნობიანი ორი წრფივი განტოლების სისტემა 

ძე რეეXე= ხის (0) 

01%, -L რ,:X, = ხე, | 

რომლის კოეფიციენტები ადგენენ მეორე რიგის კვადრატულ მატრიცს 

( 611 612 ): (2) 

651 65 

თუ (1) სისტემისათვის გამოვიყენებთ კოეფიციენტების გატოლების მეთოდს, 

მივიღ ებთ: 

(ძე1რევ –– თე:0:))X == ხეძეი–- რჩე, 

(რ,,4, – რ:0ე1)X: = რ,ჯნე –– ხ.ძე. 

დავუშვათ, როზ იძ,ძეე ––- იკის, # 0. მაშინ 

ხმე რეკენ. ი,,ხა–- ხი X,= 1=“22 1212 : 1= 11%2 L-9521 · (2) 

6:10ძაი “ რვინი1 რ11რიი ““ შვირე1 

თუ უცნობების მოცემულ მნიშვნელობებს ჩავსვამთ (1) განტოლებებში, ადვი- . ··-- 

ლად შევამოწმებთ, რომ (3) წარმოადგენს (1)-ის ამონახსენს; ამ ამონახსენის 

ერთადერთობის საკითხი § 7-ში იქნება განხილული. 3 

უცნობთა (3) მნიშვნელობების საერთო მნიშვნელი ძალიან მარტივად“. 

გამოისახება (2) მატრიცის ელემენტების საშუალებით. ის მიიღება, თუ მთა- · 

ვარი დიაგონალის ელემენტების ნამრავლს გამოვაკლებთ მეორე დიაგონალის 

ელემენტების ნამრავლს. ამ რიცხეს ეწოდება (2) მატრიცის განმსაზღვ- 

რელი (ანუ დეტერმინანტი); ამასთან; რადგან (2) მატრიცი მეორე 

რიგისაა, ამიტომ მის შესაბამის დეტერმინანტსაც უწოდებენ მ ეორე რიგის 

დეტერმინანტს. (2) მატრიცის დეტერმინანტის აღსანიშნავად გამოიყე- 

ნება 'მემდეგი სიმბოლო: (2) მატრიცი მრგვალი ფრჩხილების ნაცვლად ჩაის- 

მება სწორ ხაზებში; ამგვარად, 

0); 01 

    
=რძკრაი““ რეერე| “რ... 

მე) შვა 
შაშვები 

ა. 4 =8:4-7.1=5 

I1- 
2) | 8“ -5+6=11. 

"საჭიროა ერთხელ კიდეგ შევნიშნოთ, რომ იმ დროს. როცა მატრიცი 

–იცხვებისაგან მედგენილი ცხრილია, დეტერშინან,ტი რიცხვ ა არის, რომელიც 

“გა ჯოარ ოლ მატრიცთან სრულიად განს,ზღვრული წესითაა დაკავშირებული, 

2+



რფშევნიუნოთ, რომ ი,,ი,, და ძ,,ი,, ნამოავლებს მეორე რიგის დეტერმენანტის 

წევრები ეწოდება. 
(3) გამოსახულებების მრიცხველებს ისეთი სახე აქვთ, როგორიც იათ 

მნიშვნელს, ე. ი. ისინიც აგრეთვე მეორე რიგის დეტერმინანტები არიან. 

ჯ-ის გამოსახულების მრიცხველი იმ მატრიცის დეტერმინანტს წარმოადგენს, 

რომელიც მიიღება (2) მატრიცისაგან მისი პირველი სვეტის შეცელით (1) 

სისტემის თავისუფალი წევრების სვეტით, X»,-ის გამოსახულების მრიცხველი 

კი არის დეტერმინანტი იმ მატრიცისა, რომელიც მიიღება (2) მატრიცისაგან 

ზბისი მეორე სვეტის ასეთივე შეცვლით. ახლა (3) ფორმულები შეიძლება 

პეზდეგი სახით ჩაიწეროს: 

          

  

ხ, ძი, ძე, ხ, 

ჯ,=- 1ხ 02 გ, = 192 01, (5) 
C611 012 011 0ჯე: | 

რ:1 რივ რ:1 რევ | სლ ·     
ორუცნობიან წრფივ განტოლებათა სისტემის ამოხსნის ეს წესი .(კრა- 

ბერის წესად წოდებული) სიტყვიერად შემდეგნაირად გამოითქმება: 

თუ (1) განტოლებათა სისტემის კოეფიციენტებისგან 

ნედგენილი (4) დეტერმინანტი ნულისაგან განსხვავებულია, 

აშინ(1) სისტემის ამონახსენს მივიღებთ,თუ უცნობების 
ი მნიშვნელობებად ავიღებთ წილადებს, რომელთა საერთო 

მნიშვნელს წარმოადგენს (4) დეტერმინანტი, ხოლო მრი- 

ცხველი », უცნობისათვის (=1,2) წარმოადგენს დეტერმი- 

ნანტს, რომელიც მიიღება (4) დეტერმინანტისაგან მასში 
ური სვეტის (ე. ი. საძებნი უცნობის კოეფიციენტთა სვე- 

ტის) შეცვლით (1) სისტემის თავისუფალი წეერების სეე- 

ტით. 

2
 

თ 

2აგალითი. ამოხსენით სისტემა 

2%-+- %=71 I 

რბ მჯ= –-2.| 

კოეჟიციენტებისაგან შედგენილი დეტერმინანტი არის 

I2. 1 

“ I1–3 
ის განსხვავდება ნულისაგან და ამიტომ სისტემისათვის გამოიყენება კრამერის წესი. უცნა 

ბების მრიცხველებად მეი დეტერმინანტები 

რეანრენ რენ ქილა 

=–--7; 

  

  

" სიმოკლისათვის ვამბობო „დეტერმინანტში“ სვეტების შე= ის შეყსაიებ.. ანალი 
გიურად შემდეგშიაც ვილაპარაკებთ, თუ ეს ხელსაყრელი იქნება, დეოერმინა5.4 „ს სტრიკ. 

ნებისა და სეეტების შესახებ, მისი ელემენტების ზესახებ, დიაგონალების 8... დ. შ. 

ა 

  



ამგვარად ჩვენი სისტემის ამონახსენს წარეოადგენს ოიცხვთა შემდეგი სისტემა: 

ძ 19 „ ძე 11 
1= =-–, ას„-–_ : 

ი 7. წ ძი. 7.· 

მეორე რიგის დეტერმინანტების შემოღება ორუცნობიან წრფივ განტო- 

ლებათა სისტემების ამოჯსნისათვის არსებით გამარტივებას არ იძლევა. აღნიშ- 

ნული ამონახსენი დეტერმინანტების გამოყენების გარეშეც ადვილად მიიღება, 

მაგრამ ანალოგიური მეთოდები სამუცნობიან წრფივ განტოლე- 
ბათა სისტემებისათვის უკვე პრაქტიკულად გამოსადეგი აღმოჩნდება. 

ვთქვათ, მოცეზულია სისტემა : 

რიე +ძას ++ რკუ ჯე =ს,,, | 

ძე: X, “L ძავ %ე -L ძაე Xვ=ჩ;, (6) 

კ” ძუ: X, -L- ძვე Xგ. -L ძევ Xვ ==ხე. | 

მისი კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცია 

ძე1 013 613 

0:1 #ევ მა: I!“ თ 

მეუ 6წეა რეე 

თუ გავამრავლებთ (6)-ის პირველი განტოლების ორივე მხარეს ძეეიკვ–რევმეა 
რიცხვზე, მეორე განტოლების ორივე სხარეს თძ,ე ძე, –- რც ძევ. რიცხვზე. 

მესამე განტოლების ორივე მხარეს ძ,, ძევ -- რაკი, რიცხვზე, და შემდეგ 
შევკრებთ სამივე განტოლებას, მაშინ, როგორც ადვილი შესამოწმებელია. 

«. და ვ უცნობების კოეფიციენტები ნულის ტოლი აღმოჩნდებიან, ე. ი. ეს 

უცნობები ერთდროულად გამოირიცხებიან, და ჩვენ მივიღებთ ტოლობას 

(0ეკრეერვე + 6კერაურეჯ + რკერა1ძევ –– რევრიეფრვ, –- რკარე|რევ–-რკკმივძეე)X,= 

= სკრეპშევ“L-რჯემეუზე -L 6კეჩერევ –– რეერევხე –- რჯენერევ –- ხერევრკე: (8) 

ამ ტოლობაში ჯ-ის კოეფიციენტს ეწოდება (7) მატრიცის შესაბამისი 

მესამე რიგის დეტერმინანტი. მისი ჩაწერისათვის ისეთივე სიმბოლო. გამოი- 

ყენება, როგორიც მეორე რიგის დეტერმინანტის შემთხვევაში, ამგვარად, 

011 ძე რე | 

რეე რე 0, =0ძ,ჯყრეემეე -L რკერაერვ + რვრევმუვ (9) 

–რწცერევშე| –– რაენეერევ –– რ, წყვშეც. ძე თვე ძვე 13რ232651 (143) ჰ 1 რყვრ2 

თუმცა, , მესამე რიგის დეტერმინანტის გამოსახულება საკმარისად დიდია, 

მაგრამ მისი შედგენა (7) მატრიცის ელემენტებისაგან ძალიან , მარტივია. 

მართლაც, დეტერმინანტის პირველი სამი წევრიდან, რომლებიც. მის (9) 

გამოსახულებაში შედიან პლუს ნიშნით, ერთი წარმოადგენს მთავარი დიაგო- 

ნალის ელემენტების ნამრავლს, დანარჩენი ორი--– მთავარი დიაგონალის პარა- 

26



ლელურ დიაგონალებზე და მატრიცის მოპირდაპირე წვეროებზე მდებარე 

ელემენტების ნამრავლს, შესაბამისად წევრები, რომლებიც “რედიან (9+-+ი 

მინუს ნიშნით აიგებიან იმავე წესით, ოღონდ მეორე დიაგონალის ზიჯაღთ. 

ჩვენ ვღებულობთ მესამე რიგის დეტერმინანტების გამოთვლის ბეოხს, ლუ. 

მელსაც (ცოტა ვარჯიშის “შემდეგ) შედეგამდე ძალიან სწრაფად მივყევართ», 

– 

ნახ, 1. 

1 ნახაზზე მარცხნივ სქემატურად ნაჩვენებია მესამე რიგის დეტერიიაღან- 

ტის დადებითი წევრების გამოთქელის წესი, მარჯენივ კი –– მისი უარყოფითი 
წევრების გამოთვლის წესი. 

მაგალითები, 

    

212 · 

1) _431I=2-.3 5+1.1-2+2-(-–-4).3--2:3.2--1-(--4) §-. 

235 –2.1.3=30-+2-24-12-+20-6=10. 

1 0-5 · 

2 1-2 3 2.=1-3.0+0.2.1-+-(C-2)-(--5)-(--2)--(-5 3.1 
ძ–„ჟჟჟ0ეწიეეიიიიიიი“”“ 

  

  
(8) ტოლობის მარჯვენა ნაწილიც იქნება მესამე რიგის დეტერმინა9ქ,ი, 

სახელდობრ, იმ მატრიცის დეტერმინანტი, რომელიც მიიღება (7) მატოი:;ე- 

საგან, მისი პირველი სვეტის შეცვლით (6) სისტემის თავისუფალი წევლოების 
-სვეტით. თუ (9) დეტერზინანტს აღვნიშნავთ ძ ასოთი, ხოლო დეტერმზი5ანე,), 

რომელიც მიიღება მისი ჯ/-ური (7=1,2, 3) სვეტის შეცვლით (6) სისტე:ია) 

თავისუფალი წევრების სვეტით, -– ძი; სიმბოლოთი, მაშინ (8) ტოლობა მიიღება 

ძა,=0, სახეს, საიდანაც, როცა ძ #0, მივიღებთ 

თ=2, (8ღ)) 
. ძ 

იმავე გხით, თუ (6) განტოლებებს გავამრავლებთ, შესაბაზისად, რიც- 

ხვებზე ძევ რე, –- რა: რეე. რეგრუე - მკვ რევ 6 მა მ, რევ, მივიღებთ :,-ისათკის 
შემდეგ გამოსახულებას (კვლავ, როცა იძი # 9): ' 

· ქ , 

თრი? · (11) 

ბოლოს, თუ ამ განტოლებებს გავამრავლებთ შესაბამისად თ.ე, ძ.ე -- იძ. 

მც რეე – ი) მევ 0) რეე –– მ0,ს)რ,, რიცხვებზე, მივიღებთ »ჯკ-ისათვის გაპოსანუ- 

ლებას: · 
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თ 
77 

ღუ (10)--V12) გამოსახულებებს წავსვამთ (6) განტოლებებში (ცხადია, 

იგულისხმება, რომ ძ და ყველა ძი; დეტერმინან,7ეი ჩაწერილია გაშლილი 
სახით), ვოცელი, მაგრამ მკითხველისათვის სავსებით მისაწვდომი გახოთელე- 

ბის შენდეგ მივიღებთ, რომ ყველა ეს განტოლება კმაყოთილდება, ე. ი. 

(10)---(12) ოიცხვები წარმოადგენენ (6) სისტემის ამონახსენს. ამგვარად; 
თუ “ამუცნობიან წრფივ განტოლებათა სისტემის კოეფი- 

ციენტებისაგან შედგენილი დეტერმინანტი განსხვავდება 

ნულისაგან, მაშინ ამ სისტემის ამოხსნა შეიძლება ვიპოვოთ 

კრამერის წესით, რომლის ფორზულირება ისევე ხდება, 

როგორც ორუცნობიან წრფივ განტოლებათა სისტემის 

ჰეზთხვევაშ8ზი. ამ დებულების სხვაგვარ დამტკიცებას (რომელიც არ ეყრდ- 

ნობა ჩვენს მიერ გამოტოვებულ გამოთვლებს) და აგრეთვე (6) სისტემის 
(10)--(12) ამონახსენის ერთადერთობის დამტკიცებას, თანაც უფრო ზოგადი 

ფენთხვევისათვის, მკითხველი ნახავს § 7-ში. 

ჯ. 3 
(12 1:4<) 

პაგალითი, ამოეზხსნათ სისტემა 

21“ X +- ჯე=0, 

31-- 2Xე –– 5%+3=1, 

%-+-31:ვ –– 2:;:=4. 

“ისრები: კოეფიციენტებისაგან შედგენილი დეტეომინანტი განსხეავდება წულისაგან: 

|I2-–1. 1 
ი=|ვ 2-5 !=28, - 

1 3-2 

-ატიოთ აზ სისტემისათვის გამოიყენება კრამერის წესი. უცნობების მრიცხველები. იქნებიან 

დეღერ3 2ინაჩტები: 

      

(0-1. 1! (20. 1 2-10| , 
2–,=| 1 2-5 1-0), რ,=|3 1 5 =47, ძე= 3 2 11=21,: 

(4 3“ I1 4-2) ი 41 34)?“ 
ერ კისხემის ამონახსენს წარმოადგენს რიცხვთა სისტემა 

13 47 _ 21 
ჯელ-<-ც 2:= ჯე=--=– 

28 28” .' 

(68 გადანაცვლებანი და ჩახმები 

დური რიგას დეტერმინანტის განმარტებისა და შესწავლისათვის იყენ 

დაგვკირდება ზოგიერთი ცნება და ფაქტი, რომლებიც შეეხებიან სასრულ 

სიმლავლეებს. ვთქვათ, მოცემულია როპელიღაც სასრულო ” სიმრავლე, 

რომირს ზედგება # ელემენტისაგან. ეს ელემენტები.. შესაძლებელია გადა· 

მღ. - ექნან პირველი 0 ზატურალური 1, 2...-..2 "რიცხვის საშუალებით,     

      

 



და, რადგანაც ჩვენთვის საინტერესო საკითხებში სროულიად აო აქვს 955 .ეზე- 

ლობა იმას, თუ რა ბუნების ელემენტებისაგან შედგება #ML სიმოავლე, ამიტომ 

ჩვენ უბრალოდ მივიღებთ, რომ M-ის ელემენტებს წარმოადგენს თეით ეს 

რიცხვები 1, 2, ..., #7 

ჩვენს მიერ გამოყენებული რიცხვების ნორმალური 1, 2, ---07 დალაგების 

გარდა ისინი შეგვიძლია დავალაგოთ სხვა მრავალი წესითაც. ასე, მაგალითად, 

რიცხვები 1, 2, 3, 4 შესაძლებელია დალაგდეს შემდეგნაირად: 3, 1, 2, 4 ან 2. 4, 

1, 3 და ა. შ., 1, 2,...,# რიცხვთა ყოველგვარ დალაგებას, რომელიზე განაა- 

ზღვრული რიგით, ჯ რიცხვთა (ან » სიმბოლოთა) გადა ნა ცვლება ეწოდება, 

”» სიმბოლოთა ყველა სხვადასხვა გადანაცვლებათა 

რიცხვი ტოლია 1.2...# ნამრავლისა, რომელიც ასე აღინიშნება: 

7! (იკითხება: „ენ-ფაქტორიალი"), მართლაც, # სიმბოლოთა გადანაცვლების 

ზოგადი სახე არის (,, 1, ·.. 7. სადაც ყოველი ?, არის 1, 2, ...,# რიცხვები- 

დან ერთი, ამასთა: არც ერთი ამ რიცხვებიდან ' არ გვხვდება ორჯელ. :,-დ 

ჩვენ შეგვიძლია ავიღოთ 1)2,..,” რიცხვებიდან ნებისმიერი; ეს გჯაძლევს 

” სხვადასხვა შესაძლებლობას. მაგრამ, თუ ?, უკვეე არჩეულია, მაში5 :-დ 

შეგვიძლია ავიღოთ დარჩენილი -1 რიცხვიდან მხოლოდ ერთი; ე. ი. ;, და 

1 სიმბოლოების სხვადასხვაგვარად არჩევის რიცხვი ტოლია ნამრაგლისა 

#(#X--1) და ა. შ. == 

ამგვარად, წ სიმბოლოების გადანაცვლებათა რიცხვი, ოოცა #=2, ტოლია 

21=2 (გადანაცვლებები 12 და 21; მაგალითებში, რომელშიც # <9 ჩვენ 

მძიმეებით არ გამოვჭუფთ გადასაადგილებელ სიმბოლოებს), ოოცა #:=3 ეს 

"რიცხვი ტოლია 3!= როცა M=4, ის ტოლია 7> #-ის ზრდასთან 

ერთაღ გადანაცვლებათა რიცხვი მეტისმეტად სწრაფად იზრდება; ასე, პაგა- 

ლითად, როცა #=5, ის ტოლია 5!=120, ხოლო როცა #-=10, უკვე 19: => 

_==3628800-ისა. 

თუ-რობელიშე- გადანაცვლებაში ადგილებს შევუცვლით რომელიღაც ორ 

სიმბოლოს (არა აუცილებლად ერთმანეთის გვერდში მღგომს), ყველა დანარ?ევ 

სიმბოლოს კი დავტოვებთ ადგილზე, მაშინ, ცაადია, მივიღებთ ასალ გაღ.- 

ნაცვლებას. გადანაცვლების ასეთ გარდაქმნას ტრანსპოზიცია ეწოდება... 

M სიმბოლოთა ყველა #! გადანაცვლება შეიძლება ისეთი 

რიგით დავალაგოთ, რომ ყოველი შემდეგი მიიღებოლეს 

წინასაგან ერთი ტრანსპოზიციით, ამასთან დაწყება ?ეიძ- 

ლება ნებისმიერი გადანაცვლებით. - 

ეს დებულება სამართლიანია, როცა »-=2, მართლაც, თუ მოითხოვება 

12 გადანაცვლებით „დაწვება, მაშინ საძებნი დალაგება «გნება 12, 21: თუკი 

უნდა დავიწყოთ გარღანაცკვლებით 21, მაშინ ეს იქნე ება დალაგება 51. 12. 

დავუშვათ, რომ დებელება უკვე დამტკიცებულია M-- 1-ისათვის და დავამტ“ი- 

ცოთ ის „-ისათვის. ვთქვათ, უნდა დავიწყეთ გადანაცელეაით 

1 –_–” I. (1) 

აა, დ ს ააღანა/. აე თი. ჰლი ზია ილოთა ყველა ისეთი გადანაცვლება, სილი: ბის 
; · ა.თ : ასეთ გაღლანაცელებათა რიცხვი ს: ის (0-1;     



დაზვეჯის თანახმად, წეიძლება დავიწყოთ ნებისმიერი გადანაცვლებით, კერძოდ, 

გადაზაცვლებით (,, ·.., 1. ამ გზით # სიმბოლოსაგან მიღებულ გადანაცვლე- 
> 

დ 
ათაგას უკანასკნელში მოვახდინოთ 1, სიმბოლოს ტრანსპოზიცია ნებისმიერ 

ს 

  

პილველ ადგილზე დგას L, და ა. 9, ცხადია, ამ გზით შეიძლება 7” სიმბოლოთა 

ხეელა გადანაცვლების მიღება. . | 

L თეორენიდას გამომდინარეობს, რომ ” სიმბოლოთა ნების- 
წიერი გადანაცვლებიდან შეიძლება გადავიდეთ იმავესიმ- 

ხოლოთა წებისმიერ მეორე გადანაცვლებაზე რამზდღენიმე 

რყკიას, თუ 1 >>/ და გაოდა ამისა, ; წინ უსწრებს 7:ს) გადანაცვლებას 

ეხა ლუწი გადანაცვლება, თუ მისი სიმბოლოები ქმნიან ინვერსიათა 
ლუწ ღიგცხვა. კენრტრი გადანაცვლება ეწოდება საწინააღმდეგო შემთხვევაში. 

ასე. მაგალითად, 1, 2, ...,: 7 გადანაცვლება იქნება ლუწი ნებისმიერი M-სათ- 

ვი:. ლღადგანაც ინვე”სიათა რიცხვი მასში ნულის ტოლია. 451362 გადანა- 

იცვლება (:=6) შეიცავს 8 ინეერსიას და ამიტომ ლუწია. 38524671 (#=8) 

ორის გვერდით დგანან, ე. ი. გადანაცვლებას აქეს სახე,...7, 2,...,სადაც 

მოავალწერტილი ცელის ი9 სიმბოლოებს, რომლებსაც ტრანსპოზიციი სრ ეხება.“ 

ფტ რანსპოზიცია ჩვენს გადანაცვლებას გადაიყვანს გადანაცვლებაში..., ქ, ?, ·.., 

ამასთან, გასაგებია, რომ ორივე გადანაცვლებაში თვითეული ; და ? სფომბო- 

ლოთაგანი ქმნის ერთსა და იმავე ინვერსიას იმ სიმბოლოებთან, რომლებიც 
ადგილზე დაოჩნენ. თუ 1 და 1 სიმბოლოები ტრანსპოზიციაზდე არ ქმ5იდნენ 

ონვერსიას, წაშინ ახალ გადანაცვლებაზი გაჩნდება ერთი ახალი. ინეერსია, ე. ი. 

ინვერსიათა რიცხვი გაიზრდება ერთით: თუკი'ისინი ადრე ქმნიდნენ ინვერსიას; 

მარინ ახლა ეს ინვერსია გაქრება; ე. ი. ინვერსიათა რიცხვი ერთით წემ- 

ცირდება, ორივე შემთხვევაში გადანაცვლების ლუწკენტოვნება იცვლება. 

ვთქვათ,, ახლა სატრანსპოზიციო 1 და 7 სინბოლოებს შორის მოთავსე- 

"ხულია ჯ სიმბოლო, (უ->0, ე. 95. გადანაცვლებას აქვს სახე: ' - 

ონ ჩი ეა“. · (2) 

7 და ქ სიმბოლოთა ტრანსპოზიცია შეიძლება მივიღოთ მეზობელ ელემენტთა 

თანმიმდევრობით 2:--1 ტრანსპოზიციის შესრულების შედეგად. სახელდობო, 

ჟსენი იქნებიან ტრანსპოზიციები, რომლებიც ანაცვლებენ სიმბოლოებს ; და 

#,-ს,; შემდეგ 7 (რომელიც დგას უკვე #-ის ადგილზე) და #ე-ს და ა. შ., ვიდრე 
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4 არ დაიქერს დ, სიმბოლოს ადგი“ლ(ყ, ამ კ ტრანსპოზიციას მოსდევს ტრანსპო- 

ჯიცია, რომელიც ანაცვლებს ჯ და ჯ სიმბოლოებს, ხოლო შემდეგ-–2 სინბო- 

ლოს « ტრანსაოზიცია ყველა #-სთან, რის შემდეგ 7 იკავებს 1-ს ადგილს, # 

სიმბოლოები კი უბრუნდებიან თავიანთ ძველ ადგილებს, ამგვარად, ჩვენ გადა· 

ნაცვლების ლუწკენტოვნება შევცვალეთ კენტ რიცხვჯერ, რის გამოც გადა- 
ნაცვლებებს (2) და 

იაშა წე რევ თობ რეე შე თოა (3) 

აქვთ საწინააღმდეგო ლუწყენტოვნება. 
თუ #7 >»>2, მაშინ, 7; სიმბოლოსაგან შედგენილ ლოა წ გადა- 

ნაცვლებათა რიცხვი ტოლია იმავე სიმბოლოებისაგან შედ- 

გენილ კენტ გადანაცვლებათა რიცხვისა, ე. ი. ტოლია ი 

მართლაც), ზემოთ დამტკიცებულის თანახმად, მოვაწესრიგოთ I; სიმბო.- 

ლოსაგან შედგენილი” ყველა გადანაცვლება ისე, რომ ყოველი მათგანი მიიღე-· 
ბოდეს წინასაგან ერთი ტრანსპოზიციით. მე 'ხობელ გადანაცვლებებს ექნებათ 

ერთმანეთის საწინააღმდეგო ლუწკენტოვნება, ე. ი. გადანაცვლებები ისეა 

განლაგებული, რომ ლუწი ცვლის კენტს და პირიქით. ახლა ჩვენი დებულება 

ადვილად გამონდინარეობს იმ ცხადი ფაქტიდან. რომ, როცა # »2, მაშინ 

7. რიცხვი ლუწია, 

განვმარტოთ ახლა ერთი ახალი ცნება, სახელდობრ, „-ური ხა რისხის 

ჩასმის ცნება. დავწეროთ ჯ სიმბოლოსაგან შედგენილი ორი გადანაცე- 

ლება ერთიმეორის ქვემოთ და მოვათავსოთ მიღებული ორი სტრიქონი 

ფრჩხილებში; მაგალითად, როცა »=5: 

(§.411): რ 
ამ მაგალითი 1 რიცხვი 3-ის ქვემოთ დგას რიცხვი 5, რიცავი 5-ის 

ქვეზოთ--რიცხვი 2 და ა. შ. ჩვენ ვამბობთ, რომ რიცხვი 3 გადადის 

„რიცხვ 5-ში, რიცხვი 5 გადადის 2-ში, რიცბვი 1 გადადის 3-ში, ოიცხვი 4 

გადადის 4-ში (ან ადგილზე რჩება) და, ბოლოს, რიცხვი 2 გადადის 1-ში. 

„ამგვარად, ორი გადანაცვლება, ერთიმეორის ქვემოთ (4) სახით, განსახღერავს 

“პირველი ხუთი ნატურალური რიცხვის რომელიღაც ურთიერთ ცალსახა 

ასახვას თავისთავზე, ე. ი. გადასახვას, რომელიც 1, 2, 3, 4, 5 ნატურალური 

· "რიცხვებიდან ყოველს უჟთანადებს ამ“ნატურალური რიცხვებიდანვე ერთერთს, 

ავასთან სხვადასხვა რიცხვს სხვადასხვა რიცხვი ეთანადება. გარდა ამისა, 

რადგანაც · სულ გვაქეს ხუთი რიცხვი, ე. ი. სასრული სიმრავლე, ამიტომ 

ყოველ რიცხვს ამ ხუთი რიცხვიდან შეესაბამება ერთ-ერთი 1, 2, 3, 4, 5 

რიცხეებიდან, სახელდობრ, ის რიცხვი, რომელიც მასში „გადადის“, 

ცხადია, რომ ის ურთიერთცალსახა ასახვა პირველი ხუთი ნატურალური 
რიცხვისა, რომელიც მივიღეთ (4)-ის საშუალებით, შეიძლებოდა მიგვეღო აძ 

_ა 

1 გარეგნულად ეს მოგვაგონებს“ ორი სტრიქონისა და 5 სვეტისაჭან "შე'ზჭეზილ 

მატრიცს, მაგრამ მას სულ სხა ახრბააქვს. 7, 
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ხუთი ნატურალური რიცხვისაგან შედგენილი რომელიმე სხვა გადანაცვლებათა 

წყვილების ერთიმეორის ქვებოთ (4) სახით ჩაწერის საშუალებით. ეს ჩანა- 

წერები მიიღება (4)-ისაგა9 სვეტთა რამოდენიშე ტრანსპოზიციის შედეგად; 

ასეთებია, მაგალითად: 

(1 254)" 152043 251243 (5) 

(3254 (21465) (12345) ბ 

ყველა ამ ჩანაწერში 3 გადადის 5-ში, 5--2-ში და ა. შ. 

ანალოგიური გზით #ჯ სიმბოლოსაგან შედგენილი ორი გადანაცვლება, 

ჩაწერილი ერთიმეორის ქვემოთ, განსაზღვრავს, რომელიღაც ურთიერთცალ- 

სახა ასახვას პირველი ჯ ნატურალური რიცხვისა თავისთავზე. პირველი # 

ნატურალური რიცხვის ყოველ ურთიერთცალსახა 4 ასახვას თავისთავზე 

ეწოდება #-ური ხარისხის ჩასმა, ამასთან, ცხადია, ყოველი 4 ჩასმა 

შესაძლებელია ჩაიწეროს ორი გადანაცვლების საშუალებით, რომლები() ჩაწე- 

რილი არიან ერთიმეორის ქვემოთ 

- 4= 11 2 ..» : 6 

(>. რეა... თ) თ 

აქ თ-თი აღნიშნულია ის რიცხვი, რომელშიაც 4 ჩასმის დროს გადადის ; 

რიცხვი, 1=1, 2, ..., # 

4 ჩასმას აქვს (6) სახის მრავალი სხვადასხვა ჩანაწერი. ასე, მაგალითად, 
(4) და (5) წარმოადგენს ერთი და იგივე მე-5 ხარისხის ჩასმის სხვადასხვა - 
ჩანაწერს. 

4 ჩასნის ერთი ჩანაწერიდან მეორეზე გადასვლა შეიძლება სვეტთა 

რამდენიმე ტრანსპოზიციის საშუალებით. ამასთან შესაძლებელია (6) სახის 
ისეთი ჩანაწერის მიღება, რომლის ზედა (ან ქვედა) სტრიქონში დგას # სიპ- 

ბოლოთა წინასწარ მოცემული გადანაცვლება, კერძოდ, ყოველი #ჯ-ური რიგის... 

ჩასხა 4 შესაძლებელია ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

4-(,: 1), თ, 
ე. ი. ზედა სტრიქონში რიცხვთა ი ნიტურალური განლაგებით, ასეთნაირი · 
ჩაწერის დროს სხვადასხვა ჩასმები განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან ქეელა 
სტოიქონის გადანაცვლებებით, და ამიტომ »-ური ხარისხის ჩასშეპის 

რიცხვი ტოლია ა» სიმზოლოსაგან შედგენილი გადანაცვლი- 

ბების რიცხვისა, ე. ი, ტოლია XI-ისა. . 

”-ური რიგის ჩასმის მაგალითს წარმოადგენს იგივური ჩასმა, “ 

თ-ტ1ოი, 
რომლის დროსაც ადგილზე რჩება ყველა სიმბოლო. 

საჭიროა შეყნიშნოთ, რომ „4 ჩასმის (6) სახით ხანაწერში ზედა და ქვედ- 

სტ არიჭონები ასრულებენ სხვადასხვა როლს და მათი გადანაცვლებით, საზო- 

გადოდ რომ? ვთქვათ, მივიღებთ სხვა ჩასმას. მაგალითად, მე-4 რიგის ჩასმები 
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2143 4312“: 
და 

( 4312 ) ( 2143 ) 
სხვადასხვა ჩასმებია: პირველში რიცხვი 2 გადადის 4-ში, მეორეში კი 3.9ი, 

ავიღოთ თ-ური ხარისხის ,/ ჩასმის ნებისმიერი (6) სახის ჩანაწერი. ამ 

ჩანაწერის ზედა და ქვედა სტრიქონების გადანაცვლებებს შეიძლება ჰქონდეთ 

ან ერთნაირი, ან ერთმანეთის საწინააღმდეგო ლუწკენტოვნება, I ჩასმის 

“ნებისმიერ სხვა სახით ჩაწერაზე გადასვლა შეიძლება განვახორციელოთ, რო- 

გორც ვიცით, რამდენიმე ტრანსპოზიციის თანმიმდეერობით შესრულებით 

ზედა სტრიქონში და ამ ტრანსპოზიციების შესაბამისი ტოანსპოზიციებით 

ქვედა სტრიქონში. მაგრამ, როცა ვახდენთ ერთ ტრანსპოზიციას (6) ჩანაწე- 

რის ზედა სტრიქონმი და მათი შესაბამისი ელემენტების ერთ ტრანსპოზიციას 

ქვედა სტრიქონში, ამით ერთდროულად ვცვლით ორივე გადანაცვლების 

ლუწკენტოვნებას და ამიტომ ვინახავთ ლუVწკენტოვნების _თანამთხვევას ან 

განსხვავებას, აქედან გამომდინარეობს, რომ, „ ჩასმის უო ველა ლა ს) ნანა- 

წერში ზედა და ქვედა სტრიქონების ლუწკენტოვენება.ერთ- 

ნაირია, ანდა ყველა ჩანაწერში ისინი ერთმანეთის საწი- 

ნაა ღ 8 დეგო ნი არიან. პირველ შემთხვევაში 4 ჩასმას ეწოდება ლუ წი. 

მეორე შემთხვევაში –– კენ ტი. კერძოდ, იგივური ჩასმა ლუწია. 

თუ „LL ჩასმა ნაწერიდია (7) სახით, ე. ი. ზედა სტრიქონში დგას ლუწი 

გადანაცვლება 1, 2,...,7, მაშინ „1 ჩასმის ლუწკენტოვნება განისაზღვრება ქვედა 

სტრიქონში მდგომი. > თა... გადანაცვლების ლუწკენტოვნებით. აქედან 

გამომდინარეობს, რომ ი-ური ხარისხის ლუწი ჩასმების რიცხვია 

“უდრის კენტი ჩასმების ოროიცხეს,, ე. ი. ტოლია “1 ისა. 

ჩასპათა ლუწკენტოვნების განმარტებას შეიძლება მივცეთ რამდენიმედ 

შეცვლილი ფორმა, თუ (6) ჩანაწერში ორივე სტრიქონის ლუწკენტოვნება 

ქრთნაირია, მაშინ ინვერსიათა რიცხვი ან ორივე სტრიქონში ლუწია, ან 

ორივეში-–-კენტი, ე. ი. (6)-ის ორივე სტრიქონში ინვერსიათა საერთო რიცხვი 

იქნება ლუწი; ხოლო თუ (6)ის სტრიქონთა ლუწკენტოვნება ერთმანეთის 
საწინააღმდეგოა, მაშინ ინვერსიათა საერთო რიცხვი ამ ოო სტრიქონზი 

იქნება კენტი. ამგვარად, (+ ჩასმა იქნება ლუწი, თუ მისი ნების- 

მიერი ჩაწერის ორივე ს ტრიქონში ინვერსიათა რიცხვი 

ლუწია, და კენტი–საწინააღმდეგო შემთხვევაში, 

მა გალითი, ვთქვათ, მოცემულია მეხუთე ხარისხის ჩასმა 

3145 1) 

25431 : 

მის ზედა სტოიქონში 4 ინვერსიაა, ქვედა სტრიქონში 7 ინვერსიაა. ორივე სტოიკონში · 

იწვერსიათა საეოთო რიცხვი არის 11 და ამიტომ ჩასმა კენტია. 

გადავწეროთ ეს ჩასმა შემდეგი სახით: 

12345 
ფისი ' 

3 ა. კუროში ვ



ინვერსიათა რიცხეი ზედა სტოიქონმი არის 0. ქვედა სტრიქონში-5,'. ე. ი. მათი საერთო 

რიცხვი ისევ კენტია. ჩეენ ვხედავთ, რომ ჩასმათა სხვადასხვა სახით ჩაწერისას იწვეოროსიათა 

საეოთო რიცხვი იცვლება, მაგრამ ამ რიცხვის ლუწკენტოვნება ინახება. 

ახლა ჩვენ გვსურს მივუთითოთ ჩასმათა ლუწკენტოვნების განმარტების 

სხვა სახეებზე, რომლებიც ზემოთ მოყვანილის ექვივალენტური არიან!!! ამ 

მიზნისათვის განვმარტოთ ჩასმათა ნამრავლი, რომელიც თავისთავადაც 

ძალიან დიდ ინტერესს იწვევს. #-ური ხარისხის ჩასმა როგორც ვიცით, 

· არის 1, 2, ...,7 რიცხვთა სიმრავლის ურთიერთცალსახა ასახვა თავისთავზე. 

1, 2, ..--# სიმრავლის ორი თანმიმდევრობითი თავისთავზე ურთიერთცალსახა 

ასახვის შედეგი კვლავ იქნება, ცხადია, რომელიღაც ურთიერთცალსახა ასახვა 

ამ სიმრავლისა თავისთავზე, ე. ი. ჯ-ური ხარისხის ორი ჩასმის თანმიმდევ- 

რობით შესრულებას მივყავართ სავსებით განსაზღვრულ მესამე #-ური ხარის- 

ხის ჩასმასთან, რომელსაც ეწოდება მოცემული ჩასმათაგან პირველის ნამ- 
რავლი მეო“ეზე. მაგალითად, თუ მოცემულია მეოთხე ხარისხის ჩასმები 

1234 1234 
4= ს) #ჩ= 2 , 

3142 1342 

1234“ 
48= · 

4123 

ზართლაც, “«( ჩასმისასს სიმბოლო 1 გადადის 3-ში, მაგრამ 8-ში სიმბოლო 

3 გადადის 4-ში, ამიტომ 48-ში სიმბოლო 1 გადადის 4-ში, და ა. შ. 

შესაძლებელია გადავამრავლოთ მხოლოდ ერთი და იგივე ხარისხის 

ჩასმები. #-ური ხარისხის ჩასმათა ნამრავლი, როცა # »3, არა- 

კოზუტატურია. მართლაც, ზემოთ განხილული 4 და ჯ8 ჩასმისათვის #4 

ნამრავლს აქვს შემდეგი სახე: 

84-( 234 ) ! 

3421 

ე. ი, 8-4 ჩასმა განსხვავდება 47# ჩასმისაგან. ასეთი მაგალითების მოძებნა 

შეიძლება ყველა M-სათვის, როცა # > 3, თუმცა ჩასმათა ზოგიერთი წყვილი- 

სათვის შესაძლებელია შემთხვევით კომუტატურობის კანონი შესრულდეს. 

ჩასმათა ნამრავლი ასოციურია, ე. ი. შესაძლებელია ვილაბარა-- 

კოთ M-ური ხარისხის ჩასმათა ნებისმიერი სასრულო რიცხვის ნამრავლზე, რომ- 

ლებიც აიღებიან განსაზღლვრული რიგით (არაკომუტატურობის გამო). მართ-- 

ლაც, ვთქვათ მოცემულია ჩასმები 4, 8, C და ვთქვათ, სიმბოლო (,, |/4C 

4<L<იჩ. „4 ჩასმისას გადადის ჯ;, სიმბოლოში, (, სიმბოლო 8 ჩასმით გადადის 

ჯ სიმბოლოში, ხოლო უკანასკნელი C ჩასმით გადადის ჯ, სიმბოლოში. მაშინ 

48 ჩასმით 1, სიმბოლო გადადის (ვ სიმბოლოში, 8C ჩასმით ჯ, სიმბოლო 

გადადის ?, სიმბოლოში, და ამიტომ როგორც (4#ჩM)C, ისე 4(80) ჩასმით 

სიმბოლო „7, გადავა 1, სიმბოლოში. 

მაშინ 

  

1 ესენი დაგვჭირდება მხოლოდ 14 თავში და ამიტომ პირეელი წაკითხვისას ეს მასალა 

შეიძლება გამოვტოვოთ. 

ვ. ?



ცხადია, რომ ნებისმიერი 2 ჩასმის ნაზრავლი იგივურ #. 

ჩასზაზე, და ასევე #-ს ნამრავლი /4-ზე, ტოლია X-სი: 

41:=14= 4. 

დაბოლოს 4 ჩასმის შებრუნებული ჩასმა ვუწოდოთ იმავე ხარისხის ისეთ 

4. 1 ჩასჭას, რომ 

2I I L= 4“ 1/=#. 

(C. 2 ...# ) 
21= 

·-ს თ, რე...Cთ, 

ჩასმისათვის შებრუნებული ჩასმა არის 

წელ თ, 'დოერ ) 

1.2 1. 

რომელიც ზიიღება 4-საგან ზედა და ქვედა სტრიქონების გადანაცვლებით. 

განვიხილოთ ახლა სპეციალური სახის ჩასმები, რომლებიც მიიღებიან 

იგივური ჩასმისაგან მის ქვედა სტოიქონში ერთი ტრანსპოზიციის შესრულე- 

ბით. ასეთი ჩასმები კენტია: მათ ეწოდებათ ტრანსპოზიციები და აქვთ 

შემდეგი სახე: . ა.ა · 
ომო7ო), 8 

– რ ” 

«ადვილი სანახავია, რომ 

სადაც მრავალწერტილით შეცვლილია ის სიმბოლოები, რომლებიც უცვლელი 

რჩებიან. შევთანხმდეთ, რომ ეს ტრანსპოზიცია აღენიშნოთ C,, 7) სიმბოლოთი, 

ნებისმიერი „1 ჩასმის (7) ჩანაწერის ქვედა სტრიქონის ჯ და ? სიმბოლოების 

ტრანსპოზიცი ტოლძალოვანია I ჩასმის გამრავლებისა მარჯვნიდან (8) 

ჩასმაზე, ე. ი. . (1. /))-ზე. ვიცით, რონ ” სიმბოლოსაგან შედგენილი ყველა 

გადანაცვლება ერთ-ერთი მათგანიდან, მაგალითად, 1, 2,..., M-დან, ტრანსპო- 

ზიციათა მიმდევრობითი გამოკენებით მიიღება; ამიტომ ყოველი ჩასმა შეიძ- 

ლება მიღებულ იქნას იგივური ჩასმისაგან, მის ქვედა სტრიქონში თანმიმ- 

დევრობით რამდენიმე ტრანსპოზიციის შესრულების შედეგად, ე. ი, (6) 

სახის ჩასმაზე თანმიმდევრობითი გამრავლების გზით, მაშასადამე, შეიძლება 

დავამტკიცოთ (# · მამრავლი უგულვებელეჰყოთ), რომ ყოველი ჩასმა 

წარმოიდგინება ტრანსპოზიციათა ნამრავლის სახით. 

ყოველი "ჩასმა შესაძლებელია მრავალი სხვადასხვა. ხერხით დავშალოთ 

ტრანსპოზიციათა ნამრავლის სახით, მაგალითად, ყოველთვის შეიძლება დავა- 

მატოთ ორი ერთნაირი მამრავლი (LL, ქ) (I, ქ) სახისა, რომელნიც ნაზრავლში 

გვაძლევენ # ჩასმას, ე. ი. ერთმანეთს აბათილებენ. მოვიყვანოთ ნაკლებად 

რრივიალური მაგალითი: 

12345 

4 431 

ჩასმათა 18.91 ოვნების ახალი განმარტება დაფუძნებულია შენდეგ 

ღეორემაზე; 

=(19) (15) (34) =(14) (24) (45) (34) (13). 

35



| ჩასმის ყოველგვარ დაზლაში ტრანსპოზიციათა ნამრაე- 

ლის სახით ამ ტრანსპოზიციათა რიცხვის ლუწკენტოგნებ.> 

ერთი და იგივე იქნება და ის თანხვდება თვით ჩასზის ლუწ- 

კენტოვნებას. · 

მაგალითად, ზემოთ განხილული ჩასმა კენტია, რის შემოწმებაც შეიძლება 

ინვერსიათა რიცხვის დათგლითაც. 

ეს თეორემა დამტკიცებული იქნება, თუ ვაჩვენებთ, რომ ნებისმიერ” 

ტორანსპოზიციის ნამრავლი არის ჩასმა, რომლის ლუწკენ- 

ტოვნება თანხვდება # რიცხვის ლუწკენტოვნებას. როცა ;= 1, 
ეს სამართლიანია, რადგანაც ტრანსპოზიცია არის კენტი ჩასმა. დავუშვათ. 

რომ დებულებას უკვეე დამტკიცებულია #-) მამრავლის შემთხვევისათვის. 

მაშინ მისი სამართლიანობა # მამრავლისათვის გამომდინარეობს იქიდან. რომ 

-1 და # რიცხვებს აქვთ ერთმანეთის საწინააღმდეგო ლუწკენტოვნება, 

ხოლო. ჩასმის გამრავლება (ამ შემთხვევაში პირველი #–-1 მამრავლის ნაზ- 

რავლი) ტრანსპოზიციაზე ტოლძალოვანია ამ ტრანსპოზიციის შესრულებისა. 

ჩასმის ქვედა სტრიქონში, ე. ი. ცვლის ამ ჩასმის ლუწკენტოვნებას. 

ჩასმათა მოხერხებულად ჩაწერის ხეოხს, რომელიც საშუალებას გვაძლევს ად:ილად 

ვიპოვოთ მათი ლუწკენტოენება, წარმოადგენ, ციკლებად დაშლა. VI-ური ხაოი-ლის 

ყოველ ჩასმას შეუძლია 1, 2,.../ სიმბოლოებიდან რამდენიმე დატოვოს ადგილხზე, დანარჩე- 

ნებს კი ნამდვილად შეუცვალოს ადგილი, ციკლური ჩასმა ანუციკლი ეწოდება 

ისეთ ჩასმას, რომლის განმეორებაც საკმარის რიცხვჯერ მის ნებისმიერ ნამდვილად: 

გადანაცვლებად სიმბოლოს ჭადაიყვანს მის ასეთსავე ნებისმიერ მეორე სიმბოლოში. ა.ეთია, 

მაგალითად, მერვე ხარისხის ჩასმა 

1 234 5678ა. _– 

C 864527 8. 

ის ნამდეილად გადაანაცვლებს სიმბოლოებს 2, 3, 6. 8. ამასთან სიმბოლო 2 გადაყაეს 8-ში, 

სიმბოლო 8-–3-ში, სიმბოლო 3-–-6-ში, ხოლო სიმბოლო 6-ისევ 2-ში. , 

ციკლთა რიცხეს ეკუთენის ყველა ტრანსპოზიცია. ზემოთ განხილული ტოანსპოზიციე- 

ბის მოკლედ ჩაწერის ანალოგიურად, ციკლებისათვის გამოიყენება შემდეგი ჩაწერა: ნავდვი- 

ლად გადანაცვლებადი სიმბოლოები იწერება მრგვალ ფრჩხილებში ერთმანეთის შიმღევრო- 

ბით იმ რიგით, როგორითაც ისინი ერთიმეორეში გადადიან ჩასმის განმეორების ღროოს. 

ჩაწერა იწყება რომელიმე ნამდვილად გადანაცვლებადი სიმბოლოთი, ხოლო უკან. სკმელი 

სიმბოლო ითვლება პირველში გარდამავალ სიმბოლოდ. მაგალითად. ზემოთ მოყვანილი 

მაგალითისათვის ამ ჩაწერას აქვს სახე , 

' (2836) 

ნამდვილად გადანაცვლებად ციკლთა. სიმბოლოთა რიცხვს ეწოდება ციკლის სიგრძე. 

»I-ური რიგის ორ ციკლს ეწოდება დამოუკიდებელი, თუ მათ არ გა:ნნიათ 

· საერთო ნამდვილად გადანაცვლებადი სიმბოლო, გასაგებია, რომ დამოუკიდებელ ციკლთა 
გამრავლებისას თანამამრავლთა რიგი გავლენას არ ახდენს შედეგზე, ' 

ყოველი ჩასმა შეიძლება ერთადერთი სახით დაიშალოს წყვილ- 

წყვილად დამოუკიდებელი ციკლების ნამრავლად, ამ. დებულების დამ+,კი- 

ცება სიძნელეს არ წარმოადგენს და ამიტომ გვერდს ვუვლით მას. პრაქტიკულად დაზლა 

ხდება შემდეგნაირად: ვიწყებთ ნამდვილად გადანაცვლებადი სიმბოლოებიდან ნებისმიერით 

და მივუწერთ მას იმ სიმბოლოებს, რომლებშიაც ის გადადის ჩასმათა განმეორებისას, ყანამ 

არ დავუბრუნდებით გამოსავალ სიმბოლოს. ციკლის „ჩაკეტვის“ შემდეგ ვიწყებთ დანარჩენი 

ნამდვილად გადანაცვლებადი სიმბოლოებიდან ერთ-ერთით, მივიღებთ მეორე ციკლს და ა, შ. “ 
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მაგალითები, 

12345 < 
1 –_ 1) (. 512 2 )=03054. 

ა ლინიაიი =(156)(38) (47). 
528761453) (150) (88) (47) 

მებრუნებით, ყოველი ჩასმისათვის, რომელიც მოცემულია დამოუკიდებელი ციკლების 

ნამოავლის სახით, შეიძლება ეიპოვოთ მისი ჩაწერა ჩვეულებრივი ფოონით (იმ პირობით, 

როომ :3 ჩასმის ხარისხი ცნობილია). მაგალითად, 

1234567 3) (1372) (45) = · 
ა (1372) (45) (175462) 

დუ ცნობილია, რომ ამ ჩასმის ხარისხი არის 7. · 

ვთქვათ, მოცემულია /I-ური ხარისხის ჩასმა და ვთქვათ, §# არის ჯამი ამ ჩასმის დაშ- 

ლის დამოუკიდებელი ციკლთა რიცხვისა და იმ' სიმბოლოთა რიცხვისჯ რომელსაც ეს ჩასმა 

უცვლელად სტოვებს !. სხვაობას #--+ ეწოდება ამ ჩასმის დეკრემენტი. ცხადია, დეკრე- 

მენტი ტოლია ჩასმის ნამდვილად გადანაცვლებად სიმბოლოთა რიცხეს მინუს იმ დამოუ- 

კიდებელ ციკლთა ოიცხვი, რომელიც შედის ჩასმის დაშლაში. ზემოთ განხილულ 1), 2) და 

3) მაგალითებში დეკოემენტი, შესაბამისად, ტოლია 3, 4 და 4. 

ბასმის ლუწკენტოვნება თანხვდება “ამ ჩასმის დეკრემენტის 

ლუწკენტოვნებას, · : 
ჯავუშვათ ახლა, რომ მოცემულია 4 ჩასმის დაშლა დამოუკიდებელ ციკლებად. თუ 

ყოველ ციკლს „დავშლით ზემოთ აღნიშნული წესით ტრანსპოზიციათა ნამოაელად, მაშინ 

მივიღებთ „24 ჩასმის წარმოდგენას ტრანსპოზიციათა ნამრავლის სახით. ამ ტრანსპოზიციათა 

· რიცავი, ცხადია, იქნება ტოლი „4 ჩასმით გამოწვეულ ნამდვილად გადანაცელებად სიმბო–- 

ლოთა რიცხვს მინუს ჩასმის დაშლაში შემავალ დამოუკიდებელ ციკლთა რიცხვი. აქედან 

გამონდინაოეობს, რომ 4 ჩასმა შეიძლება დავშალოთ ტრანსპოზიციათა ნამრავლის სახით, 

რომელთა რიცხვი ·/დეჯრემენტის ტოლია და ამიტომ ჩასმის ლუწკენტოენება განისაზღერება 

დეკოემენტის ლუწკენტოვნებით. 

V§ 4. ი-ური რიგის დეტერმინანტები , 

ახლა ჩვენ გვსურს § 2-ში მიღებული შედეგები განვაზოგადოთ #=2 და 

3-და5 ნებისმიერი X-ის შემთხვევაზე. ამისათვის აუცილებელია შემოვიტანოთ 

ური რიგის დეტერმინანტები, მაგრამ შეუძლებელია ამის გაკეთება იმ გზით, 

რომლითაც იყვნენ შემოტანილი მეორე და მესამე რიგის დეტერმინანტები, 

წოფივ განტოლებათა სისტემების ამოხსნებით ზოგადი სახით. ჯ-ის 

ზრდასთან ერთად გამოთვლები ძალიან გართულდება, ხოლო ნებისმიერი 

#-ისათვის – პრაქტიკულად განუხორციელებელი გახდება. ჩვენ ავირჩევთ სხვა 

გზას: ჩვენთვის უკვე ცნობილ შეორე და მესამე რიგის დეტერმინანტების 

განხილვით ჩვენ შევეცდებით დავადგინოთ ზოგადი კანონი, რომლის მიხედ- 

ვითაც ეს დეტერმინანტები გამოისახებიან შესაბამისი მატრიცების ელემენ- 

ტების საშუალებით. და ასბინი ა მივიღებთ ჯ»-ური რიგის დეტეთრმინანტის. 
    

" ყოველ სიმბოლოსათვის, რომელიც ბასმით ადგილხე რჩება, შესაძლებელი იყო თანა- 
დობამი 1 სიგრძის „ციკლი“ მოგვეყვანა, ე. ი., მაგალითად, ზემოთ მითითებულ 2) მაგალითშუ., 

დაგვჯწერა (156) (38) “ი (2). მაგრამ ჩვენ ამაც არ გაქაკეთებ»თ. 
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განმარტებად, რის შებდეგ დავამტკიცებთ, რომ ასეთნაირი განმარტებისას 

კლოაზერის წესი ქეშმარიტი რჩება. - 

მოვიგონოთ მეორე და მესამე რიგის დეტერმინანტების გაბოსახუ- 

ლებანი: 

    

  

| ი.1. 0 11 0ჯი | __ 
=0ძ,)1 0ა; –“ შეირე). 

მე1 მაი ' 

| 911 619 03 
' „ |-– ' 
6) რევ მეუ | =ძეე რევ ძვე –– 01; რივ ძვ1 -L 6,ვ რიკ რეგ– · 

მეჯ ივი შვე . “«“– მჯერევყრე1 –““ რ1ე რე| რევ–“ძ11 რიე რვა. 

როგორც ვხედავთ, მეორე რიგის დეტერმინანტის ყოველი წევრი არის 

ორი ელემენტის ნამრავლი, რომლებიც დგანან როგორც სხვადასხვა სტრი- 

ქონებში, ისე სხვადასხვა სვეტებში, ამასთან ყველა ასეთი სახის ნაზრავლი, 
რომელთა შედგენაც კი შეიძლება მეორე რიგის მატრიცის ელემენტებისაგან 

(ისინი სულ _ორია), გამოყენებულია, დეტერმინანტის წევრებად. მსგავსადვე 

მესამე რიგის დეტეომინანტის ყოველი წევრი წარმოადგენს სამი ელემენტის 

ნამრავლს, აღებულს თითო-თითოდ ყოველი სტრიქონიდან და ყოველი სვე- 
ტიდან, ამასთან ყველა ასეთი ნამრავლი გამოიყენება დეტეორმინანტის წევგ- 

რებად, ' 
ვთქვათ, ახლა მოცემულია #-ური რიგის კვადრატული მატრიცი „7 

0)ჯ რევ..." 

რი1 რეი... ი2ა -ლ+- 

რია მო? წია 

განვიხილოთ ამ მატრიცის სხვადასხვა სტრიქონებში და სხვადასხვა სეეტებში 

მოთავსებულ # ელემენტთა ყოველგვარი ნამრავლები, ე. ი. შემდეგი სახის 

ნამრავლები: , · 

0,თ1 0ეთვ.-.0%>, (2) 

სადაც თ, თე,-·-თ, ინდექსები შეადგენენ 1, 2,.-.# რიცხვთა გადანაცვლებას. 

ასეთ ნამრავლთა რიცხვი ტოლია #ჯ სიმბოლოსაგან შედგენილი სხვადასხვა 

გადანაცვლებების რიცხვისა, ე. ი. ტოლია /”!-ის. ყველა ეს ნამრავლი ჩავთვა-– 
ლოთ იმ განსასაზღვრავი M-ური რიგის დეტერმინანტის წევრად, როზელი( 

შეესაბამება (1) მატრიცს. 
, ნიშნის განსაზღვრისათვის, რომლითაც (2) ნამრავლი მედის დეტერმი- 

ნანტის შემადგენლობაში, შევნიშნოთ, რომ ამ ნამრავლის ინდექსებისაგან 

შესაძლებელია შევადგინოთ ჩასმა | 

C ით), (3) 

თეთე...რი 

სადაც ? გადადის «,-ში, თუ (2) ნამრავლის შემადგენლობაში” შედის (1) მატ- 
რიცის ურ სტრიქონში და თ, სვეტში ზდგომი ელემენტი. მეორე და მესამე 

რიგის დეტერმინანტების გამოსახულებების განხილვისას ვამჩნევთ, რონ §ათში 
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პლუს ნიშნით შედიან ის წევრები, რომელთა ინდექსები შეადგენენ ლოწ ჩას- 

მებს, ხოლო მინუს ნიშნით ის წევრები, რომელთა ინდექსები ქმნიან კენტ 

ჩასმებს, ბუნებრივია "შევინარჩუნოთ ეს კანონზომიერება ური რიგის 

“ დეტერმინანტის განმარტებისასაც. · 

ამგვარად, ჩვენ მივედით შემდეგ განმარტებასთან: (1) მატრიცის 

შესაბამისი #V-უღრი რიგის დეტერმინანტი ეწოდება VI წევო- 

თა ალგებრულ ჯამს, რომელიც შედგენილია შემდეგნაირად: მის წევ- 

რებს წარმოადგენ ყოველი სტრიქონიდან და ყოველი სვეტიდან თითო- 

თითოდ აღებული ჯ ელემენტის ყოველგვარი ნამრავლი, ამასთან წევრი აიღება 

პლუს ნიშნით, თუ მისი ინდექსები ქმნიან ლუწ ჩასმას და მინუს ნიშნით –– 

წინააღმდეგ შემთხვევაში. 

(1) მატრიცის შესაბამისი »-ური რიგის დეტერმინანტის ჩაწერისათვის 

გამოვიყენებთ, როგორც მეორე და შესამე რიგის დეტერმინანტების შემთხვე- 

ვაში, სიმბოლოს · 

011 რე >. ში 

„021 მივ შეი | , (04) 

რიჯ წია... რი" | 
! 

ჩ-ური რიგის დეტერმინანტი, როცა #X=2 და #=3, გვაძლევს ზემოთ 

განხილულ მეორე და მესამე რიგის დეტერმინანტებს, ხოლო როცა #==1, 

ბ. ი. ერთი ელემენტისაგან შედგენილი მატრიცებისათვის, დეტერმინანტი 

თვით ამ ელემენტის ტოლია. მაგრამ, ჯერჯერობით ჩვენ არ ვიცით შეიძლება 

თუ არა, როცა # > 3, #-ური რიგის დეტერმინანტის გამოყენება წრფივ გა5- 

ტოლებათა სისტემების ამოხსნისათვის. ეს ნაჩვენები იქნება § 7-ში; წინასწარ 

საჭიროა V-ური რიგის დეტერმინანტების დეტალური შესწავლა და, კერძოდ, 

მათი გამოთვლის მეთოდების პოვნა, რადგანაც დეტეორმინანტების გამოთვლა 

უშუალოდ მათი განმარტების გამოყენებით იმ ”შემთხეევაშიც კი, როცა # 

ძალიან დიდი არ არის. საკმარისად შრომატევადი იქნებოდა. 

ახლა დავადგენთ „ური რიგის დეტერმინანტის ზოგიერთ უმარტივეს 

თვისებას, რომლებიც ეხებიან უპირატესად ერთ-ერთს შემდეგი ორი საკითხი- 

დან: ერთი მხრივ, ჩვენ გვაინტერესებს ის “პირობები რომლის დროსაც 

დეტერმინანტი ნულის ტოლია; მეორე მხრივ, ჩვენ მივუთითებთ მატოიცის 

ზოგიერთ გარდაქმნებზე, რომლებიც არ ცელიან მის დეტერმინანტს ან ცვლიან 

მას ადვილად მხედველობაში მისაღები სახით. 

0) მატრიცს ტრანსპონირება ვუწოდოთ ამ მატრიცის ისეთ 

გარდაქმნას, რომლის დროსაც მისი სტრიქონები დაიჭერენ სვეტების ადგილს 

თავისივე ნომრებით და პირიქით, ე. ი. გადასვლას (1) მატრიციდან მატ- 

რიცზე 

' რაჯ ეჯ. რ) 

ებს” ” რ 
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შეიძლება ითქვას, რომ ტრანსპონირება არის (1) მატრიცის მობრუნება 

მთავარი დიაგონალის ირგელიე, შესაბამისად ამბობენ, რომ დეტერმინანტი 

1 ძევ რევ... რ) 

ძი 69 მივ (6) 

მაი შეი ·.. მიი | 

მიღებულია (4) დეტერმინანტის ტრანსპონირებით. 

1 თვისება. დეტერმინანტი არ იცვლება ტოანსპონირე- 

ბის შედეგად, 
მართლაც, (4) დეტერმინანტის ყოველ წევრს აქვს სახე 

რეთ, რეთა ... მოთი: (7) 

სადაც ზეორე ინდექსები შეადგენენ 1, 2,....# სიმბოლოების რომელიღაც 

გადანაცვლებას. მაგრამ (7) ნამრავლის ყველა მამრავლი (6) დეტერმინანტშიც 

რჩება სხვადასხვა სტრიქონებში და სხვადასხვა სვეტებში, ე, ი. (7) წარმო- 
ადგენს ტრანსპონირებული დეტერმინანტის წევრსაც. ცხადია, სამართლიანია 

შებრუნებულიც, და აზიტომ (4) და (6) დეტერმინანტები შედგებიან ერთი 

და იგივე წევრებისაგან. (7) წევრის ნიშანი (4) დეტერმინანტში განისა- 

ზღვრება · 
( 12...”»M ) (8) 

თ, თა... რი : წ 

ჩასმის ლუწკენტოვნებით; (6) დეტერმინანტში ელემენტთა პირველი ინდექსები 
განსაზღვრავენ სვეტის ნომერს, მეორე ინდექსები – სტრიქონის ნომერს, ამი>““- 

ტომ (7) წევრს (6) დეტერმინანტზი შეესაბამება ჩასმა 

თ, თ... რი %. რი 9 

C 2 ... #M ) თ 

(8) და (9) ჩასმები საზოგადოდ სხვადასხვა ჩასმებია, მაგრამ მათ აქვთ, ცხა- 

დია, ერთი და იგივე ლუწკენტოვნება, ამიტომ (7) წევრს ორივე დეტერ- 
მინანტში აქვს ერთი და იგივე ნიშანი. ამგვარად, (4) და (6) დეტერმი- 
ნანტები წარმოადგენენ ერთნაირი ნიშნის მქონე, ერთი და იგივე წევრთა 

ჯამებს, ე. ი. ისინი ერთმანეთის ტოლი არიან. 
1 თვისებიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი დებულება დეტერმინანტის 

სტრიქონების მიმართ სამართლიანია მისი სვეტების მიმართაც და პირიქით, 

ე. ი. დეტერზინანტში (მატრიცისაგან განსხვავებით) სტრიქონები 
და სვეტები თანასწორუფლებიანია. ჩვენ შემდეგ 2--9 თვისებებს 

ჩამოვაყალიბებთ და დავამტკიცებთ მხოლოდ დეტერმინანტის სტრიქონები-- 

სათვის; ანალოგიური თვისებები სვეტებისათვის არ მოითხოვენ განსაკუთრე- 

ბულ დამტკიცებას. 
2 თვისება. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონი 

ნულებისაგან შედგება. მაშინ ეს დეტერზინანტი ნულის 

ტოლია. 

4”ე



–>–- 

მართლაც, ვთქვათ დეტერმინანტის (ჯ-ური სტრიქონის ყველა ელემენტი 

წარაოადგენს ნულს. მაშინ დეტერმინანტის ყოველ წევრში უნდა შევიდეს 

მაჯოავლად 1-ური სტრიქონიდან ერთი ელემენტი და ამიტომ ჩვენს რმემთბვე: 

ვაში დეტერმინანტის ყველა წევრი ტოლია ნულისა. 

3 თვისება. თუ ერთი დეტერმინანტიმიღებულიამეორი- 

საგან ორი სტრიქონის გადანაცვლებით, მაშინ პირველი 

დეტერმინანტის ყეელა წევრი იქნება მეორე დეტეთრმინან- 

ტის წევრიც, მაგრამ შებრუნებული ნიშნით, ე. ი. დეტერ- 

ნმინანტი ორი სტრიქონის გადანაცვლებით იცვლის მხო- 

ლოდ ნიშანს. 

მართლაც, ვთქეათ მე-(4) დეტერმინანტში ვანაცვლებთ I|-უორო და 7-ურ 

სტოიქონებს. ხოლო ყველა დანარჩენ სტრიქონს ვტოვებთ უცვლელად. მივიღებთ 

შემდეგ დეტერმინანტს 

რ) რ) რი 

0) რვ ...მ0. () 

  

.. (19) 
0. მა (VI) 

რიე მოვ... როთ 

·(გვეოდით ნაჩვენებია სტრიქონთა ნომერი). თუ 

0191 03%ე '·: მითი (11) 

არის (4) დეტერმინანტის წევCი, მაშინ, "ცხადია. მისი ყოველი მამრავლი 

(10) დეტერმინანტშიც დარჩება სხვადასხვა სტრიქონში და სხვადასხვა სვეტში. 
ამგვარად, (4) და (10) დეტერმინანტები შედგებიან ერთი და იგივე წევრები- 
საგან. (11) წევრს მე-(4) დეტერმინანტში შეესაბამება ჩასმა 

C ––__-” )' (12) 

->–-––_____ . 

ხოლო (10) დეტერმინანტში-–ჩასმა 

C 2 ...7 ...1 ს... 9 ), (13) 

–.. 

რადგან, მაგალითად, ელემენტი ი, ახლა დგას კ-ურ სტრიქონში, მაგრამ 

რჩება «,-ურ სვეტში. მაგრამ (13) ჩასმა მიიღება (12) ჩასმისაგან ზედა სტრი- 

ქონში ერთი ტრანსპოზიციის შესრულებით, ე. ი. აქეს საწინააღმდეგო ლუწ- 

კენტოვნება. აქედან გამომდინარჯობს, რომ (4) დეტერმინანტის ყველა წევრი 

რედის (10) დეტერმინანტში შებრუნებული ნიშნით, ე. ი. (4) და (10) დეტერ- 

ზინან ტები მხოლოდ ნიშნით განსხვავდებიან ერთმანეთისაგან. , 

+ თვისება. დეტერმინანტი, რომლის ორი ი სტრიქონი 

ეღოთმანეთის ტოლია, უდრის ნულს. 

მართლაც, ვთქვათ დეტერმინანტი ძ რიცხვის ტოლია და 9.სი ჯ-ური 

და /.ური სტრიქონების (ჯ # 7) შესაბამისი ელემენტები ერთმანე”იის ტოლია... 

მე-3 თვისების ძალით ამ ორი სტრიქონის გადანაცვლებით მიღებული ღეტეო=- 

2:



მინანტი–-ძ რიცხვის ტოლი გახდება. მაგრამ, რადგანაც ერთნაირი სტრიჟქო-- 
ნების გადანაცვლება ხდება, ამიტომ დეტერმინანტი სინამდვილეში არ იცვ- 

ლება, ე. ი. რ=--ძ, საიდანაც ძი=0. 

1 5)თვისება. თუ დეტერმინანტის რომელიმე სტრიქონის. 

ელემენტებს გავამრავლებთ რომელიღაც # რიცხვზე, 8აში5 

თვით დეტერზინანტი გამრავლდება X-ზე. 

ვთქვათ, #-ზხე გამრავლებულია ;-ური სტრიქონის ყველა ელემენტი.. 

დეტერმინანტის ყოველი წევრი (;-ური სტრიქონიდან შეიცავს ზუსტად ერთ. 

ელემენტს, ამიტომ ყოველი წევრი იძენს ჯ მამრავლს, ე. ი. თვით დეტერმი- 

ნანტი მრავლდება #L რიცხვზე. 
ამ თვისების ფორმულირება შეიძლება კიდევ შემდეგი სახით: დეტე#“- 

მინანტის რომელიმე სტრიქონის ყველა ელემენტის საერთო: 

მამრავლი შესაძლებელია გამოვიტანოთ დეტერმინანტის 

ნიშნის გარეთ. 

, “6ა თვისება. დეტერმინანტი, რომელიც შეიცავსოორ პრო- 

პორციულ სტრიქონს, ნულის ტოლია. 

მართლაც, ვთქვათ დეტერმინანტის ჟ7-ური სტრიქონის ელემენტები გან- 

სხვავდებიან ჯ-ური სტრიქონის (| # )) შესაბამისი ელემენტებისაგან ერთი და. 

იგივე # მამრავლით. თუ ამ საერთო L მამრავლს 2? სტრიქონიდან გამოვიტანთ 

დეტერმინანტის ნიშნის გარეთ, მივიღებთ დეტერმინანტს, რომლის ორი 

სტრიქონი ერთმანეთის ტოლია. 4 თვისების ძალით ეს დეტერმინანტი ნულის. 

ტოლია. ' 

4 თვისება (და ასევე 2 თვისებაც, როცა #>>1), ცხადია, წარმოადგენს 

6 თვისების კერძო შემთხვევას (როცა #=.1 და #=0). 
7 თვისება. თუ იური რიგის დეტერმინანტის (ჯ1 ური 

სტრიქონის ყველა ელემენტი წარზოდგენილია ორი შესა- 

კლების ჯამის სახით: · 

ი,:=ხ,+0ი, 7=1,2,...,7, 

მაშინეს დეტერმინანტი ტოლია ორი დეტერმინანტის ჯა-. 

მისა, რომელთა ყველა სტრიქონი, გარდა ;-სა, ისეთივეა, 

როგორიც მოცემული დეტერმინანტის შესაბამისი სტრი- 

ქონები, ხოლო (Xჯ-ური სტრიქონი: ერთ-ერთი შესაკოებისა 

შედგება X, ელემენტებისაგან, მეორესი კი «, ელემენტები-- 

საგან. 

მართლაც, მოცეზული დეტერმინანტის ყოველი წევრი შეიძლება წარ- 

მოვადგინოთ შემდეგი სახით: + 

.. ყადი ... მათ; ·.. მით == C61C1 09%ი ·.- (ხ=, + C, ა)... მით, = 

' =ძ12, ძბთ, „ხთ, ·. მია, –- 0)=, ი2?«ა «.. ნთ, ·.0ირ,ა' , 

თუ ცალკე შევკრებთ ამ ჯამის ყველა პირველ შესაკრებს (იმავე ნი“<ნე-. 

ბით; როგორიც ჰქონდათ შესაბამის წევრებს მოცემულ დეტეომინანტშ ში)... 

ცხადია, ნივიღებთ »- ური რიგის დეტერმინანტს, რომელიც მოცემული დეტერ- 
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მინანტისაგან განსხვავდება მხოლოდ იმით, რომ მის ურ სტრიქოგნი ყ, 

ელემენტების ნაცვლად დგანან ხ, ელემენტები. შესაბამისად მეორე შესაკლე- 
ბები წარმოქმნიან დეტერმინანტს, რომლის ; ურ სტრიქონში დგანან «- ელე- 

მენტები. 

ამგვარად, 

I 

1 რ): ს"'"”!!!!' ა. რ. რ“ "წი 5) 

ა =!/, , =- + | IC ხრ. „+C I ა” I! “ რ ... I 

რო მვ ·.. ი 2» მიგ. –” რ. ს მიამა |     

7 თვისება ადგილად ვოცელდება იმ შემთხვევაზე, როცა #ური სტოიგვო- 

ნის ყოველი ელემენტი არის ჯამი არა ორი, არამედ ”! შესაკოებიაა, M >» 2. 

ვიტყვით, რომ დეტერმინანტის ჯ-ური სტრიქონი არის მისი დანარჩენი 

სტრიქონების წრფივი კომბინაცია, თუ ყოველი 7 სტრიქონისათვის, 
2=1,) ...ე1–1,1+1,..., 7, შეიძლება მივუთითოთ ისეთ #,; რიცხვზე. რომ 

თუ ქ-ურ სტრიქონს გავამრავლებთ X#,-ზე და შემდეგ შეეკრებთ ყველა სტოი- 

ქონს, გარდა სა (ამასთან სტრიქონთა შეკრება საჭიროა -გვესმოდეს ისე, 

რომ იკრიბება ყველა ამ სტრიქონთა ელემენტი ყოველ სეეტში ცალკ-ცალკე), 

მივიღებთ ჯ-ურ სტრიქონს. L, კოეფიციენტებიდან შესაძლებელია ზოგიეოთი 

ნულის ტოლი იყოს, ე. ი. სინამდვილეში (ური სტრიქონი იქნება წოფივი 

კომბინაცია არა ყველა დანარჩენი სტრიქონისა, არამედ მათი ნაწილისა. 

კერძოდ,- თუ X, კოეფიციენტებიდან მხოლოდ ერთი განსხვავდება ნულისაგან, 

მივიღებთ ორი სტრიქონის პროპორციულობის შემთხვევას, დაბოლოს, თუ 

სტრიქონი შედგება ნულებისაგან, მაშინ ის ყოველთვის იქნება დანაოჩენი 

სტრიქონების წრფივი კომბინაცია,–-ეს ის შემთხეევაა, როცა ყველა L, ნულის. 

ტოლია. ' 

8 თვისება, თუ დეტერმინანტის ერთ-ერთი სტოიქონი 

წარმოადგენს მისი სხვა სტრიქონების წრფივ კომბინაციას, 

მაშინეს დეტერმინანტი ნულის ტოლია. 

ვთქვათ, მაგალითად, ჯ-ური სტრიქონი წარმოადგენს სხვა სტლღიჟონთა 

წოფივ კომბინაციას, 1 <+<M#–1. მაშინ ური სტრიქონის ყოველი ელე- 

მენტი იქნება L შესაკრების ჯამი, რის გაზოც, თუ გამოვიყენებთ 7 თვიჯებას. 

მოცემულ დეტეომინანტს წარმოვადგენთ ისეთ დეტერმინანტთა ჯამის სახით, 

რომელთაგან ყოველში ჯ-ური სტრიქონი სხვა რომელიმე სტრიქონის პრო- 

პორციული იქნება, 6 თვისების ძალით ყველა ეს დეტეომინანტი ტოლია 

ნულისა და, მაშასადამე, მოცემული დეტერმინანტიც ნულის ტოლია. 

ეს თვისება წარმოადგენს მე-6 თეისების განხოგადებას, ამასთან როგორი 

ს 10-ში იქნება დამტკიცებული, აღნიშნული თვისება გვაძლევს დეტერმინა§ ტის 

ნულთან ტოლობის ყველაზე უფრო ზოგად შემთხვევას. 

9 თვისება, დეტერმინანტის“ მნიშვნელობა არ ჩეი(,ცვ- 

ლება, თუ მისი რომელიმე სტრიქონის ელემენტებს დავუ- 

მატებთ მეორე სტრიქონის შესაბამის ელემენტებს გამღავ- 

ლებულთ ერთსა და იმავე რიცხვზე. 
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მართლაც, ვთქვათ ძ დეტერმინანტის ჯ-ურ სტრიქონს ვუმატებთ კჟ-ურ, 
7290 სტრიქონს გამრაგლებულს # რიცხვზე, ე· ი. მიღებულ დეტერმინანტში 

ოი სტრივონის ყოველ ელემენტს აქვს სახე თ,, + #ი,,, +=1, 2,.--M. მაშინ, 

7 ლვისების ძალით, ეს დეტერმინანტი დაიშლება ორი დეტერმინხანტის ჯა- 

ნა, რონელთაგან პირველი არის ძ, ხოლო მეორე შეიცავს ორ პროპოოციულ 

ს+ რიქონს და ამიტომ ნულის · ტოლია. 

ოადგანაც # რიცხვი შეიძლება უარყოფითიც იყოს, ამიტომ დეტერ- 

ნიზანტი მაშინაც არ იცვლება, როცა მის რომელიმე სტრი- 

კონს ვაკლებთ მეორე სტრიქონს, გამრავლებულს რომე- 

ლიღაც რიცხვზე. საზოგადოდ, დეტერმინანტი არ იცვლება, თუ 

გოთ-ეოროთ მზის სტრიქონს ემატება სხვა სტრიქონების ნების- 

მიერი წრფივი კომბინაცია. 

ჯანვიხბილოთ ერთი მაგალითი. დეტერმინანტს ირიბსიმეტრიული ეწოდება, თუ 

  

  

ი.ი ბღავარი დიაგონალის მიმართ სიმეტრიული ელემენტები ერთმანეთისაგან მხოლოდ 

5ი%5>2 განაზვავდებიან, ე. ი თუ ყოველი ჯ და ?ჯ-თვის 0/=–-ი,, აქედან გამომდინარეობს 

ოლრ2 ყოველი /-თვისაი/ -- –- ი, = 0. ამგვარად, დეტერმინანტს შემდეგი სახე აქეს: 

0 (2 რვ +-.ი1 

–ძიი 9 მიე ·'-.02# 

4ძ= –რე–ძმყცვ 0 ..იი 

| 0, –იბი –- ძვე ...0   
თა :5 დერერმინანტის ყოველ სტრიქონს--1-ზხე გავამრავლებთ, ტრანსპონირებულ. დეტერ- 

26ი::5რს ზივიღებთ. ე. ი. ისევ #/-ს ტოლს, საიდანაც, მე-5 თვისების თანაზმად, გამომდი- 

ზაღოეობს: ' ' 

(––1)"ძ=ძ. 

აჟელა5 კენტი ”/-თვის გვაქვს:--ძი = ძი, ე. ი. #7=0. ამგვარად, ყოველი კენტი რიჯის ირიბ- 

სიე-ეტრიული დეტერმინანტი ნულის ტოლია. 

§ 5 (მინორები და მათი ალგებრული დამატებანი 

ზემოთ უკვე აღინიშნა, რომ M#-ური რიგის დეტერმინანტის გამოთვლა 

ძნელი იქნებოდა, თუ უშუალოდ მის განმარტებას გამოვიყენებდით, ·ე. ი. 

ყოველთვის ამოვწერდით ყველა »! წევრს, მათ ნიშნებს განვსაზღვრავდით 

“ და ა, შ. არსებობენ დეტერმინანტთა გამოთვლის უფრო მარტივი მეთოღები. 

როლებიც დაფუძნებულია იმაზე, რომ „ური რიგის დეტეომინანტი შესაი- 
ლებელია უფრო დაბალი რიგის დეტეომინანტების საშუალებით გამოისახოს. 

ამ წიზნით შემდეგი ცნება შემოვიტანოთ. 

ვთქვათ, მოცემულია M-ური რიგის ძ დეტერმინანტი. ავიღოთ. მთელი #7: 

ლი კავი, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 1<-#<-7---1, დაი დეტერმინანტში 

ნეხისმიერი # სტრიქონი და # სვეტი ავირჩიოთ. ამ სტრიქონებისა და სვეტების 

თანაჯვეთაზე მდგომი ელემენტები, ე. ი. ის ელემენტები, რომლებიც ერთდროუ- 
ლაღ ეკუთვნია5 ერთერთ სტრიქონს და ერთერთ სვეტს არჩეული სტრიქონე– 

ხილა5 და სეეტები ჯან, ცხადია, # რიგის მატრიცს შეადგენენ. ამ მატრიცის 

4.



დეტერმინანტს ძ დეტერმინანტის# რიგის მინორი ეწოდება. აLევე 

შეიძლება ითქვას, რომ # რიგის მინორი არის დეტერმინანტი, რომელი;: ძ 

დეტერმინანტიდან #-–# სტოიქონისა და I-–-# სვეტის ამოშლით მიიღება, კარ- 

ძოდ, დეტერმინანტიდან ერთი სტრიქონისა და ერთი სვეტის ამოშლით (I-–-1) 

რიგის მინორს მივიღებთ; მეორე მხრივ, ძი დეტერმინანტის პირველი ოიჯის 

მინორები მისი „ცალკეული ელემენტები იქნებიან. 

_ ჭთქვათ, #-ური რიგის ძ დეტერმინანტში ჯ რიგის ·I/ მინორია აღებული. 

თუ ამრვშლით იმ სტრიქონებსა და სვეტებს, რომელთა გადაკვეთაზე 6ჯე- 

ბარეობს ეს მინორი, მაშინ (1-.) რიგის .,I/' მინორი დარჩება, რომელსა, 

71 მინორის დამა ტებითი მინორი ეწოდება. პირიქით, თუ იმ სჭ –ი- 

ქონებსა და სვეტებს ამოვშლით, რომლებშიაც _)/ მინორის ელემენტებია 

განლაგებული, მაშინ, ცხადია, M# მინორი მიიღება, ამგვარად,: შესაძლებელია 

დეტერმინანტი ურთიერთდამატებითი მინორების წყვილის 

შესახებ ვილაპარაკოთ. კერძოდ, ი,, ელემენტი და (7-1) რიგის მინოCი; 

რომელიც დეტერმინანტის ჯL-ური სტრიქონისა და 1-ური სვეტის ამოზლითაა 

მიღებული, ურთიერთდამატებითი მინორების წყვილს შეადგენენ. 

_ თუ # რიგის „VI მინორი მოთავსებულია ჩვ: მე) ·".IL ნომრიან სტროიჭგო- 

ნებში და ჟ7,, ქე, ··.·ქჯ ნომრიან სვეტებში, მაშინ ქ/ მინორის ალგებრული 

დაზატება ვუწოდოთ მის დამატებით მინორს XI-ს აღებულს პლუს ა§ 

მინუს ნიშნით, იმისდა მიხედვით, “ლუწია თუ კენტი ყველა იმ სტოიქო§ნ”ჰა 

და სვეტის ნომრების ჯამი, რომლებშიაც განლაგებულია XI მინორის ელე- 

მენტები, ე. ი. ჯამი ' 

+,)/,ლ=9ს + 07 + + ს +121, ა წ +... +7#) , ('"' 
სხვა სიტყვებით რომ ეთქვათ, ე/ მინორისათვის ალგებრული ლღამაქ,2.ა 

(– 1)” MI რიცხვია, 
7 დეტეორმინანტში ნებისმიერი L რიგის 1/ მინორის 

ნამრავლი მის ალგებრულ დამატებაზე ალგებრულ ჯა:ს 

წარმოადგენს, რომლის შესაკრებები, / მინორის წევრე:ის 

დამატებითი )/' მინორის(– 1)” ნიშნით აღებულ წევრებზე 

გადამოავლებით მიღებულნი, ძი დეტერმინანტის რომელინე 

წევრები იქნებიან, ამასთან ამ ჯამში მათი ნიშნები იგ გივეა. 

როგორითაც ისინი დეტერმინანტის შემადგენლობანზი («ე- 

დიან. 

ამ თეორემის დამტკიცებას დავიწყებთ იმ შემთხვევით, როცა 1( მინორი 

დეტერმზინანტის მარცხენა ზედა კუთხეშია მოთავსებული. 

| რე... რL რე)L+1 ·.. რ 

  

  
რთL+101 +" 0L +135: | 60MLI)X+1 +“ მსა 
· , 

# 

I 
' 

ქშ=I რივ... შს 6ხL.1 · . 01» _ '' 

I 

| როის ს. /. I თმიოას,1 ·.. მიი |



.- ი, 2. 2, .,.,) L ნომრიან სტრიქონებში და იმავე ნომრიან სვეტებში. მაშინ 

I გინორი დეტერმინანტის მარცხენა ქვედა კუთხეს დაიკავებს. #,/ რიცხვი 

3 შე: :თუვევაში ლუწი იქნება: 

§ყ=11+2-+-...46-#+1--2+ ..+/=20 +2+..+7#), 

(<2
) 

ანიო M-ის ალგებრულ დამატებას თვით 71/!' მინორი წარმოადგენს, 

ავიღოთ XI მინორის ნებისმიერი წევრი 

CთICთI 095%ი ··. 0I%, ; (2) 

-/-დი ვისი ნიშანი (–-1)! იქნება, თუ 7 ინვერსიათა რიცხვია ჩასმაში 

1.2 ...Xჯ (012). : თ; თე ·.. CL. . 

რა..1) მ.) 0L3) რაჯ რირი - (63) 

# ნიორის ნებისმიერ 

წევრს აპ მინორში (-–-1)” ნიშანი აქვს, სადაც / ინვერსიათა რიცხვია ჩასმაში 

(58 –” 

ა_–- 
(5) 

(2) და (4) წევრების გადამრავლებით ისეთ ს ელემენტთა ნამრავლს მივიღებთ 

L. 0ჯ4 ე +. 2712, (CC) 4 რ.ა, მ.ე ...რმიმ,ს · (6) 

რომლებიც დეტერმინანტის სხვადასხვა სტრიქონებში და სხვადასხვა სვეტებში 

აოიან განლაგებული; მაშასადამე, ის ძ დეტერმინანტის წევრია. (6) წევრის: 

ნიზანი 11! 1/' ნამრავლში (2) და (4) წევრთა ნიშნების ნამრავლი იქნება, ე.ი. 

(–-1).(-))=(C--1)''. მაგრამ, (6) წევრს ძი დეტერმინანტშიც ასეთივე 
ნიშანი აქვს. მართლაც, 

( 2 ...L #+1 102.” ) 

–_..–”“– 
ჩას–ის ჯვედა სტრიქონი, რომელიც ამ წევრის ინდექსებისაგანაა შედგენილი, 

მხოლოდ / +” ინვერსიას შეიცავს, რადგანაც არც ერთ თ-ს არც ერთ §-სთან 

არ ზეუძლია ინვერსიის შექმნა: არც ერთი თ არ აღემატება X#-ს და არც 

ერთი 3 არ არის #-L-1-ზე ნაკლები, ამით ჩვენს მიერ განხილული კერძო 

შემთხვევა თეორემისა დამტკიცებულია. გადავიდეთ ზოგადი შემთხვევის გან- 

ხილვაზე, ე. ი. ვიგულისხმოთ, რომ ქ/. მინორი ?,, L., -.., IL ნომრიან სტრი- 

ქონებში და ქ,, 7., .·-»2L ნომრიან სვეტებში არის განლაგებული, ამასთან 

წნ1<- 1 < ·.. <-ჰს ქ << ჟე < -.. <-ქ,. 

შევეცადოთ, სტრიქონებისა და სვეტების გადანაცვლებით 7/ მინორი მარ- 

ცხენა ზედა კუთხეში გადავაადგილოთ, ამასთან ისე, რომ დამატებითი მინორი 

არ შეიცვალოს. ამისათვის |, სტრიქონი გადავანაცვლოთ (1,--1) “სტრიქონ- 

თან. შემდეგ (,--2)-თან და ა. შ., სანამ ს სტრიქონი პირველი სტრიქონის 
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-ადგილს არ დაიჭერს; ამისათვის საჭიროა სტრიქონთა ჯ-1-ჯერ გადანაცვ- 

-ლება. ამის შემდეგ ( სტრიქონს თანმიმდევრობით მის ზემოთ მდებარე 

სტრიქონებთან გადავანაცვლებთ, სანამ ის უშუალოდ ?;, სტრიქონის ქვემოთ 

არ მოთავსდება, ე. ი. იმ ადგილზე, რომელიც · გარდაქმნის დაწყებამდე მეორე 

სტრიქონს ეკავა; ამისათვის, როგორც. ადვილი შესამოწმებელია, (,:–2 ჯერ 

უნდა გადავანაცვლოთ სტრიქონები ანალოგიურად VI: სტრიქონს მესამე 
სტრიქონის ადგილზე გადავიყვანთ და ა, შ., სანამ (ჯ„ სტრიქონი L-ური სტრი- 

ქონის ადგილზე არ აღმოჩნდება. მთლიანად საჭიროა სტრიქონთა 

((-1)+(სი--2)+ ..+6 ს - 9#ლ–(ნს-იი-ხს4+-.:+4+7%)-- 
ეაეაბეედდ--'-L.L”L-. 

“ ტრანსპოზიციის შესრულება. 

1/ მინორი უკვე ახალი დეტერმინანტის პირველ # სტრიქონშია მოთავ- 

სებული, ახლა თანმიმდევრობით დეტერმინანტის სვეტები გადავანაცვლოთ: 

2,1 სვეტი ყველა მის წინ მდებარესთან, სანამ ის პირველ ადგილს არ დაიკავებს, 

შემდეგ /,, სანამ ის არ დაიკავებს, მეორე ადგილს, და ა. შ. მთლიანად 

სვეტები 
-( +211 + ---+2?) – 0 +2-L...+% 

რიცხეჯერ გადაადგილდებიან. 

: ყველა ამ გარდაქმნის შემდეგ ახალ ძ«' დეტერმინანტს მივიღებთ, რომელ- 

დიაც #/ მინორს მარცხენა ზემო კუთხე უკავია. რადგანაც ჩვენ ყოველთვის 

მხოლოდ მეზობელ სტრიქონებს ან სვეტებს ყანაცვლებდით, ამიტომ //“ 

მინოღის სტრიქონებისა და სვეტების ურთიერთგანლაგება, რომელიც ჰქონდა 

ძ დეტერმინანტში, დარჩება უცვლელი, და ამიტომ ი' დეტერმინანტში 7/. 

მინორის დამატებით მინორად 7/' მინორი დარჩება, მაგრამ მას უკვე მარცხენა 

ქვედა კუთხე უკავია, შI I ნამრავლი, როგორც) ზემოთაა დამტკიცებული, 

წარმოადგენს ჯამს “ დეტერმინანტის რაღაც რაოდენობის წევრთა, რომ- 
ლებიც იმავე ნიშნებით არიან აღებული, როგორითაც ისინი ძ-ში შედიან, 

მაგრამ ი დეტერმინანტი ძ დეტერმინანტისაგანაა მიღებული სტრიქონთა 

და. სვეტთა 

· –_..“/“ი 

+ LI, -L2:+ -..+ქL) –– (1 +2-... –+ 1)1= 

=»/ –2(-L2 +... I) 2 

ტრანსპოზიციის გზით, ამიტომ, როგორც წინა პარაგრაფიდან „ვიქრთ, /. 

ღეტერმინანტის წევრები ძი დეტერმინანტის შესაბამისი წევრებისაგან მხოლოდ 

(– 1)“ ნიშნით განსხვავდებიან (ცხადია, ლუწი რიცხვი 2(1 +-2+...--VX) 

გაქლენას არ მოახდენს ნიშანზე). აქედან გამომდინარეობს, რომ (–-1)'M I MI 

ნამრავლი ძ დეტერმინანტის რაღაც რაოდენობის ელემენტებისაგან შედგება, 

რომლებიც ისეთივე ნიშნებით არიან აღებული, როგორიც მათ ამ დეტერმი- 
ნანტში აქვთ. თეორემა დამტკიცებულია, __  ეეეაიიი 

სავ 
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შევნიშნოთ, რომ თუ I და I"! ურთიერთდამატებითი მინოოებია,. 

მაშინ (IV და «LV რიცხვებს ერთი და იგივე ლუწკენტოვნება ა1ვთ. 

მართლაც, ყოველი სტრიქონისა და ყოველი სვეტის ნომერი შესაკრების 

სახით ერთ და მხოლოდ ერთ ამ რიცხვთაგანში შედის და, ამიტოზ, ჯV/-L 

+ ჯამი ტოლია დეტერმინან:ტის ყველა სტრიქონისა და სვეტის ნომოთიბის. 

საერთო. ჯამისა, ე. ი. ტოლია 2(1 –-–2-L ... +) ლუწი რიცხვისა. 

§ 6. დეტერმინანტთა გამოთვლა 

წინა პარაგრაფის, შელეგები საშუალებას გვაძლევს V-ური რიგის დექ,ერ– 

§ინანტის გამოთვლა დავიყვანოთ (#-1) რიგის რამდენიმე დეტერმინა5#ის 

გამოთვლაზე. დასაწყისში შემდეგი აღნიშვნები შემოვიტანოთ: თუ ი, აოის 

7 დეტერზინანტის ელემენტი, მაშინ I/ც-ით დამატებით მინორს აღვნი+5ავთ' 

ანუ, მოკლედ, ამ ელემენტის მინორს, ე. ი. (1-1) რიგის მინოლოს, 

რომელიც დეტერმინანტიდან ჯ-ური სტრიქონისა დი 7/-.ური სვეტის ამოზლით- 

'ზიიღება. შემდეგ, ი, ელემენტის ალგებრული დამატება აღვნიშნოთ +,,- 

თი, ე. ი. - 

4,;=(– 1)» .I/ დ. 

ი,1(,; ნაბრავლი, როგორც წინა პარაგრაფში დამტკიცდა, წარმოადგენს 

ჯამს ძ დეტელრზინანტის რამდენიზე წევრისა, რომლებიც ამ ·ჯამში "იგავე” 

ნიშნებით შედიან, როგორითაც ისინი ძ  დეტერმინანტის შეპადგენლო?აში 

იმყოფებიან, ადვილი გამოსათვლელია ამ წევრთა რიცხვი: ის ე/,, მინორში! 

შემავალი ელემენტების რიცხვის ტოლია, ე. ი. (#-- 1)!-ის ტოლია. 

ახლა 7 დეტერმინანტის რომელიმე ჯ ური სტრიქონი ავირჩიოთ და გან- 

ვიხილოთ ამ სტრიქონის ყოველი ელემენტის მის ალგებრულ დამატელხაზე 

5აზრავლი: 

ძი, 4/1) ძი 44(2) ">. ა რი 4: C) 

ძ დეტერმინანტის არც ერთ წევრს არ შეუძლია შევიდეს (1)-ის ოლ 

განსხვავებულ ნამრაგლში: დეტერმინანტის ყველა წევრი, რომელიც ი. 1. 
ნამრავლში შედის, ჯ- ური სტრიქონიდან შეიცავს თ, ელემენტს და ანიტხო? 

განსხეავდება იმ წევრებისაგან, რომლებიც ძარია ნამრავლში შედიან, ე. ი. 

“ რომლებიც 1-ური სტრიქონიდან შეიცავენ ი, ელემენტს, და. ა, „მ. 

მეორე მხრივ, საერთო რიცხვი ძ დეტერმინანტის ელემენტებისა, რონ- 

ლებიც (1)-ის ყველა ნამრავლში "შედის 

(1--1)! #=7»! 

ღიცხბვის ტოლია, ე. ი. ძ დეტერმინანტის ყველა წევრი ყაერთოდ ამით ამღი-. 

წურება. ამგვარად, დავამტკიცეთ, რომ ადგილი აქვს ძ დეტერმინანტის 

შემდეგ დაშლას ;-ური სტრიქონის მიმართ: 

ი=0,ს4ს + მაი4ი-L .. -+ძო4.ს -(2) 

ე. ი.ი დეტერმინანტი ტოლია მისი ნებისმიერი სტრიქონის 

ყველა ელემენტის მათ ალგებრულ დამატებებზე ნამრაგლთა 
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ჯამისა. დე:,ერპინანტის ანალოგიური დაშლა შეიძლება მივიღოთ 1ისი 

„ ნებისმიერი სვეტის ნიმართაც. 

თუ (2) დაშლაში ალგებრულ დამატებებს პლუს ან მინუს ნიშნით აღე- 

ბული შესაბამისი მინორებით მევცვლით, მაზინ „ური რიგის დეტეო- 

მინანტის გამოთვლას დავიყვანთ #”--1 რიგის რამდენიმე 

დეტერმინანტის გამოთვლაზე. შევნიშნოთ, რომ თუ (ჯ-ური სტრი- 

ქონის: ელემენტებიდან ზღგიერთი ტოლია ნულისა, მაშინ, გასაგჭბია, რომ 

მათ შესაბამის მინორებს არ დაჭირდებათ გამოთვლა. ამის გამო სასარგებლოა 

9 თვისების გამოყენებით (ნახ. § 4) წინასწარ დეტეოროზინანტი ისე გარდავქმნათ, 

' როზ ერთ-ერთ სტრიქონში ან ერთ:ერთ სვეტი საკმარისად ბევოი ელეზენტი 

შეცვლილი აღმოჩნდეს ნულებით. სინაზდვილეში 9 თვისება საშუალებას 

გვაძლევს ნებისმიერ სტრიქონში ან ნებისმიერ სვეტში 

ყველა ელემენტი, გარდა ერთისა, ნულებით შევცვალოთ. 

მართლაც, თუ ი, # 0, მაშინ ური სტრიქონის ნებისმიერი, ი.ს 2 # 4, ელე- 

მენტი შეიცვლება ნულით, თუ L-ურ სვეტს გავაზრავლებთ “CV. -ზე და გამო- 
თ. 

გაკლებთ #ურ სვეტს. ამგვარად, #-ური რიგის დეტერმინანტის გამოთვლა 

შძეიძლება დავიყვანოთ ერთი (#-)1) რიგის დეტერჯპინანტის გამოთელაზე. 

მაგალითები, 

1. გამოთვალეთ მეოთხე ოიგის დეტერმინანტი 

_ 
–5 1 3-4 

ი=) 5.0 1-1.” 

· L-5 3-3 

დავშალოთ ის მესამე სტოიქონის მიხედეით, რისთვისაც გამოვიყენოთ მასში ერთი ნულის 

არსებობა: « 

    

(14-12 3.1 2 
ძ=(--1)14.2., 1 3-4, | C 1)+4.1, 5 1-4 I L 

' –5 34+-3 1-5-3 

3 1-1 
· +(--1)14%.(-1).| –§5. 1.3 

· 1-5 3   
ოუ ძიღებულ მესამე რიგის დეტერმინანტებს გამოვთვლით, მივიღებთ: 

' ძ=2.16 –– 40 4+- 48=40. 

2. გამოთგალეთ მეხუთე რიგის დეტერმინანტი 

–-25 0-1 პ 

10 3 7-2 

3-1 0 5225 

2 6-4 1 2 

0---3--.1 2 3 

4 ა, კუროში 4



თუ ბეორე სტრიკინ. გასამკეკებულ მ ეზე სტრივჟონს დავუმატებთ და მეოთხეს გაოთბკე- 

გიებელ 5ებუთეს განოვაკლებთო, მივეღებთ 

I–2 5 0-1 ვ 

1-- 9, 0 LIL3 7 

(წ 3-1 0 5-5 

| 2 18 0-–- 7-7 

ჰ 0-–- 3 1 2 3 

ე» დეტეონინა§ტი ღავზალოთ ზჯესამე სვეტის მიხედვით, რომელიც მხოლოდ ეოთ ნულისაგაზ 

ზან.ხვავებულ ელემენტს შეიცავს (ინდექსთა ჯახი 5+3, ე. ი. ლუწია), მივიღებთ 

, ძ= 

I-–-2 5-1 3) 

–9 1 7! | 
1 

=(–1 2=C-1) ვ.) 5-5" 
I 2 18-– 7-0 

ნიღებული დეტეონინანტი ისევ გარდაექმნათ, რისთვისაც პირველ, სტოიქონს გაორ- 

კესებული 2ეორე სტრიქონი დავუმატოთ და მესამე სტრო.,ქონს გასამკეცებული მეორე გამო- 

ვაკლოთ. ხოლო მეოთხეს––გაოროკეცებული შეორე: = 

0-13 25 17: 

1-9 13 7... 
“0 926--34-26!' 

ი 36-33 = 

შემდეჭჯ პირეელი სვეტის მიხედვით დავშალოთ, თან შევნიშნოთ, რომ ამ სვეტის ერთადერთ 

ნულისაგან განსხვავებულ ელემენტს ინდექსთა კენტი ჯამი შეესაბამება; მივიღებთ: 

    

–13 25 .17 
ძ=|)' 25-34 - 26 

| 36--33- 24) ე 
უს მესამე რიგის დეტერმინანტი გამოვთვალოთ მისი წინასწარ ძ"ხშლით მესამე სტრიქონის 

ზიზედვით 

  

| 25. 17) –)13 25) 
=36 –( 24 = 

მ | ვ. 26 I) “ 26 65-21 ) 26 –-34| 
=36 · (–-72)-–( 33) · (–-104)-I-(-=-24) - (-208) == –– 1032. 

3. თუ დეტერმინანტის ყველა ელემენტი, რომელიც მთავარი 

დიაგონალიდან ერთ მხარეს მდებარეობს, ნულის ტოლი), მაშინეს 

დერერმინანტი მთავარ დიაგონალზე მდებარე ელეჭენტების ნამ- 

“ავლის ტოლია, 

მეორე რიგის დეტერმინანტისათვის, ეს დებულება ცხადია. ამიტომ მას დავამტკიცებთ 

ი5დუქციით. ე. ი. დავუშვებთ, რომ (2-1) რიგის დეტერმინანტისათვის ის უკვე დამტკიცე- 

ბულია და განვიხილავთ ი-ური რიგის დეტეომინანტს · · 

| 0)1 თევ 0,ვ --. მი 

0 ძე: რე... რი 

...- 

§0 · ა



მისი პირველი სვეტის მეხედვით დაშლით მივიღებთ: 

რეე რცე „.. რ» 

ძ=ძა 0 ძევ...შე · 

| 0 90..ძი» 

მაგრამ მინორისათვის, რომელიც მარჯვენა: ნაწილში დჯას, ინდუქციური დაშვება გამოიყე- 

"ნება, ე. ი. ის ძევ რეა... თი ნამრავლის ტოლია, და ამიტომ 

ძი =ძთძ/I ძევ შვე >... 0. 2 

4. ვანდერმონდის დეტერმინანტი ეწოდება შემდეგ დეტერმი 

ნანტს : 
1 1 1 ...1 

თ ძე მე ·.რ 

ძი. ძ,0 ძმ“: ·.მი 

ი,"“1 ძო ძე" ქ... ძეშ“1 

დაჟამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი #„თ-ისათვის ეანდერმონდის დეტერმი 

ნანტი ყოველგვარი ი,– ი; სხვაობების, სადაც 1 –<2<ჯ--/,ნამრავლის 

ტოლია. მართლაც, # = 2-თვის გეექნება 

1.1 

თ თ, 

ვთქვათ, დებულება (II(-–1) რიგის ვარდერმონდის დეტერმინანტისათვის უკვე დამტკი- 

ცებულია. « დეტერმინანტი შემდეგნაირად გარდავქმნათ: M#-ურ (უკანასკნელ) სტრიქონს 

გამოვაკლოთ ი,-ხე გამრავლებული (#--1) სტრიქონი, შემდეგ (II-–-1)-ს გამოვაკლოთ ისევ 

თ;-ზე გამრავლებული (M--2)-რე სტრიქონი და ა, შ., ბოლოს მეორე სტრიქონს გამოვაკლოთ 

რ”.ზე გამრავლებული პირველი სტრიქონი. მივიღებთ: 

=ძე – თ. 
  

  

IL 1 1 1 ... 1 

, 0 რა–ძ, .ი. .. მე-0. 

ძლებ ი,–რთთ 0ე1–-მ)მე ... ძ0ებშ–-ი,ძ, · 

I 0 ცე, 1- თი, ცე5“1 –თეიე “1 „.მე" ა! ე,ძ,"-? 

ან დეტერმინანტის პირველი სვეტის მიხედვით დაშლით (M–1) რიგის დეტერმინანტს მიეი- 
ღებთ; ყველა სვეტიდან საერთო მამრაევლების დეტერმინანტის ნიშნის გარეთ ჭჯამოტანის 

შენდეგ ის შემდეჯ სახეს მიიღებს: 

1 1. ..1 

ძი თ ..0,   
უკანასკნელი მამრავლი (/I––1) რიგის ეანდერმონდის დეტერმინანტს წარმოადგენს, ე. ი., 

დაშვების თანახმად, ყველა თჯ–-ძ), 2 <1<1<ჩწ სხეაობების ნამრავლის ტოლია. მა შასა- 

დამე, თუ II სიმბოლოს გამოვიყენებთ ნამრაელის აღსანიშნავად, შეიძლებ: დავწეროთ, 

როვ 
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2 =(ძე–- ი) (ივ–– იე)... (მი–ი)). II თ–ი)=I LI, –ი). 

2<-2 <<) 1 << 

ასეთივე მეთოდით შეიძლება დამტკიცდეს, ოომ 

ი" ძე," 1 ძე"-1 ქ... თაბ“! 

  ძ'= | თ' თე თ ...0'. 

- ძ 

1 1 1 1   

დეტერმინანტი ყოველგვარი იი; სხვაობების, სადაც 1 <1<75<40, ნაძ–- 

რავლის ტოლი), ე. ი. 

ი'= II (თ,–-ძ,). 

1<ლ14<7 ა. 

დეტერმინანტის სტრიქონისა და სვეტის მიხედვით ზენოთ მიღებული. 

დაშლის განზოგადებით დავამტკიცებთ შემდეგ თეორემას; რომელიც დეტერ- 

მინანტის რამდენიმე სტრიქონისა და სვეტის მიხედვით 

დაშლას გვაძლევს. . 

ლაპლასის თეორემა. ვთქვათ, #-ური რიგის ი დეტერზინანტ- 

ზი ნებისმიერადაა არჩეული # სტრიქონი (ან # სვეტი) 
1<(<M-1. მაშინ არჩეულ სტრიქონებში შემავალი ყველა 

# რიგის მინორების მათ ალგებრულ დამატებებზე ნამრავ- 

ლთა ჯამი ძი დეტერმინანტის ტოლია. , 

დამ ტ კიცება. ვთქვათ ძი დეტერმინანტში #,(:,,...,,. ნომრიანი სტოი- 

ქონებია არჩეული. ვიცით, რომ ამ სტრიქონებში მოთავსებული # რიგის . 

ნებისმიერი მინორის მის ალგებრულ დამატებაზე ნამრავლი შედგება ძ დე- 

ტერმინანტის რაღაც რზწოდენობის წევრებისაგან რომლებიც იმავე ნიშნები–- 

თაა აღებული, რომლებითაც ისინი დეტერმინანტის შემადგენლობაში შედიან. 

მაშასადამე თეორემა დამტკიცებული იქნება, თუ ვაჩვენებთ, რომ, -როცა 

M მინორი აოჩეულ სტრიქონებში გაირბენს ყველა # რიგის მინორს, მაში§. 

დეტერმინანტის ყველა წევრს მივიღებთ, ამასთან განმეორებით არც ერთი 

მათგანი არ შეგვხვდება. 

ვთქვათ; ს ვნა 

რთ, Cათ, თათ, “ (3) 

ი# დეტერზინანტის ნებისმიერი წეგრია, ცალკე ავიღოთ ამ წევრის იზ ელვ- 

მენტების ნამრავლი, რომლებიც ჩვენს მიერ არჩეულ LL "ე... ნომრიან სტრი- 

ქონებს ეკუთვნიან. ეს იქნება ნამრავლი · ·- ·– ' 

რ.+,ც 0ჯ:;ი ...C, C,, ; (4) 

“ამ ნამრავლის # მამრავლი # სხვადასხვა სვეტში დგას, სახელდობრ, რთა, თაა... 

თ, ნომრიან სვეტებში. მაშასადამე, სვეტთა ეს –-ნომრები საესებიო განი- 

საზღვრებიან (3) წევრის მოცეზით. თუ 7#LI-ით აღვნიშნავთ # რიგის მინორს, 
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“რომელიც დგას ამ თ;, თეს. თ, ნომრიან სვეეტებისა და ადრე არჩეული 

21, (I... ნომრიანი სტრიქონების გადაკვეთაზე, მაშინ (4) ნამრავლი #/ მინო- 

ღის ერთ-ერთი წევრი იქნება, ხოლო (3) წევრის იზ ელემენტთა ნამრავლი, 

“რომლებიც (4)-ში არ შედიან, –– მისი დამატებითი მინორის წევრი. ამგვარად, 
დეტერმინანტის ყოველი . წევრი . შედის .არჩეული სტრიქონების რომელიზე, 

სრულიად განსაზღვრული # რიგის მინორის ნაზმრავლში, მის ალგებრულ 

დამატებაზე, ამასთან იგი ამ ორი მინორის სრულიად განსაზღვრული წევრე- 

ბის ნამრავლს წარმოადგენს. დაბოლოს, იმისათვის, რომ დეტერმინანტის 

ჩვენს მიერ აღებული წევრი იმ ნიშნით მივიღოთ, როგორიც მას დეტეთრმი- 

“ნანტში აქვს, დაგვრჩენია, როგორც ვიცით, დამატებითი მინორი ალგებრული 

დაზატებით შევცვალოთ. ამით თეორემის დამტკიცება მთავრდება. 

ს, თლიბის დამტკიცება შესაძლებელი იყო რამდენიზედ სხვა გზითაც 

ტარებინა, სახელდობრ, არჩეულ სტრიქონებში ზოთავსებული ნებისმიერი 

# რიგის მინორის მის ალგებრულ დამატებაზე ნამრავლი #ICI--)! წევრისაგან 
'მედგება, რადგანაც- # რიგის #/ მინორი #7: წევრისაგან შედგება, ხოლო. მისი 

ალგებრული დამატება, რომელიც შეიძლება 1 -–- # რიგის მინორისაგან მხო- 

ლოდ ნიშნით განსხვავდებოდეს, (7 –– ჯ)! წევრს. შეიცავს. მეორე მხრივ, ჩვენს 
დიერ არჩეულ სტრიქონებში მოთავსებული'L რიგის მინორების. რიცხვი. 1I-დან 

·#-ად აღებულ ჯგუფდებათა რიცხვის ტოლია; ე:'ი: 
- 1 ა " - 

C M# _ _ _ M 8. | 
# აო C- ქი .ა იო: ,რ 

“რიცხვის ტოლია. · _ ქადა ათ 

გადამრავლებით მივიღებთ. „რომ "არჩეული “სტრიქონებიდან აღებული 

# რიგის ყველა მინორის · მათ “ლ რულ დამატებებზე ნამრავლთა ჯამი 

„!, შესაკრებისაგან შედგება. მაგრამ;+% დეტერმინანტის წევრთა საერთო 

რიცხვიც ასეთივეა. მაშასადამე, თეორემა“ დიმტკიცებული იქნება, თუ ვაჩვე- 

ნებთ, რომ ძ დეტერმინანტის” ოველი ფწეჟრი განხილულ მინორების მათ 

ალგებრულ დამატებებზე ნამრავლთა“ ჯამში ყრთწზზლ მაინც შედის (და მაშინ 
მხოლოდ ერთხელ). ამისათვის მკირხეელს რჩება წინათ.ჩატარებული დამტკი- 

ცების მსჯელობების, (ზოგიყრთი გამარტივებით) შემოწმება. 

ლაპლასის ეას სამეალების გვაძლევს ყ”-ური რიგის დეტერმინანტის 

გამოთვლა დავიყვანოთ # და I“ –-# რიგის. რამდენიმე დეტერმინანტის 

გამოთვლამდე. საზოგადოდ რომ ვთქვათ, ეს ახალი დეტერმინანტები საკმა- 

რისად ბევრი აღმოჩნდება, და ამიტომ ლაპლასის თეორემის გამოყენება 

მიზანშეწონილია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, როცა დეტერმინანტში # სტრი- 

ჭონის (ან სვეტის) არჩევა ისეა შესაძლებელი, რომ ამ სტრიქონებში მოთაე- 

სებული # რიგის მინორებიდან ბევრი ნულის ტოლი იქნეს, 

მაგალითები. 

1. გთქვათ, მოცემულია დეტერმინანტი, რომელშიაც პირეელ V სტრიქონში და უ)ა- 

ნასკნელ ი –– # სვეტში მოთავსებული ყველა ელემენტი ნულის ტოლია: 
· .. 
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ძ თს) ·.- CILL 

- CI 1; 1'»-CV) 1) L CL, 1 #+11"-2ს, 1 

გშია ა თ ა . ა... იაა ია. 

  ძი1.. · 0, რ0აL,1' 9“ 

მაშინ ეს დეტერმინანტი ორი თავისი მინორის ნამრავლის ტოლია: 

რე ·.. I Cთ6+1I) L+I++C2L+41: თ» ! 
ქძქლ|1.... |. –....." 

ძე ·.. მ მი III ... 27 | 

დამტკიცებისათვის საკმარისია დეტერმინანტის პირველი M სტრიქონის ვჭიმაოთ · 

დაშლა. · ს 
2. ვთქვათ, მოცემულია 2/ რიგის დეტერმინანტი, რომლის მარცხენა ზედა კუთხეზი 

მთლიანად ნულებისაგან შედგენილი / რიგის მინორი დგას. თუ კ|-ური რიგის მინოოები. 
რომლებიც დეტერმინანტის ზედა მაოჯევენა, ქვედა მარცხენა და ქვედა მარჯვენა კუთხეებზი 

დგანან. შესაბამისად აღნიშნული იქნებიან /M, //' და ტ#V"-ით, ე. ი. დეტერმინანტრ- შეიძლება 

სიმბოლიურად ძ = I# M "MI სახით დავწეროთ, მაშინ ძ = (–1)" #4 #'. 

დამტკიცებისათვის დეტერმინანტი პირველ #” სტრიქონის მიხედვით დავ შალოთ და 

„ შეენიშნოთ, რომ 

+/=(1-+-2 +..:+ M) + IL + 1) + (I + 2) +;..-+- 2I)=# ++ 27", 

ე. ი. §M# და #7 ერთი და იგივე ლუწკენტოვნებისაა. .7 

3. გამოთვალეთ დეტერმინანტი 

> 12 –2 -1 

ე 30 1-25 

ძ= 2 –31 –.33”1!. - 
“4 

113 –-.10 

ბი 40 2 5 

  

თუ დავშლით მას პიოველი დაშესამე სვეტის მიხედვით, რომლებიც მოხეოხებულად განლა-- 

ჯებულ ნულებს შეიცავენ, მივიღებთ: ' ი 

  

  

  

ესბ.“. 
ძ= (––1)1+4+1+3 == LL --1 –-1 0 I+ 

21LI „5 | | 
' · ვ 1-5 

+ C-1ე4ა14ე | “4 3. –3-3 11+ 
| ––_. _– 

1 –2 
– (–-1)4+4+1+3 2 1. %) 1-5 

- -131. 2. 5 , 

=C(- -8) -(--20) -– (–-10) . (<62) –– 7 · 87= -– 1069. 
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§ “ყვრამერის წესი 

M„-ური რიგის დეტერმინანტთა ზემოთ გადმოცებული თეორია სა'წუალე: 

ბას გვაძლევს ვაჩვენოთ, რომ ეს დეტერმინანტები, რომლებიც მხოლოდ 

მეორე და მესამე რიგის დეტერმინანტების ანალოგიურად არიან შემოტანი- 

ლი, უკანასკნელის მსგავსადვე შესაძლებელია წოფივ განტოლებათა სისტევე- 

ბის ამოხსნისათვის იქნან გამოყგნებული, თუმცა, პირველ ყოვლისა, ერთი 

დამატებითი შენიშვნა უნდა მოვიყვანოთ, რომელიც დაკავშირებულია დეცტერ- 

მინანტის სტრიქონის ან სვეტის მიხედვით დაშლასთან; ეს შენიშვნა შემდეგში 

არა ერთხელ იქნება გამოყენებული. 

დეტერმინანტი _ · 
7 ა. · 

| 0ე...0,..0ი 

აეასასბებჭბჭბჯ–. _–. 

მისი /-ური სვეტის მიხედვით დავშალოთ: 

ძ=0,,4,|“+ თ.ა; ხ.-.+ 0,4, 

ხოლო. შემდეგ ამ დაშლაში I-ური სვეტის ელემენტები # ნებისმიერი ხ,, ს,ს-·..ჩი 

რიცხვებით “რმეცცვალოთ. გამოსახულება. 

ხ. 4 + ს. 4: +...+ ხ, 4.» 

რომელსაც მივიღებთ, მოიცემა, ცხადია, იმ 

' | თ... | 

თ. ფ ა = თქო ხე...შკთ 

| რიკ...ხა-...0,     
დეტერმინანტის ური სვეტის ნიხედვით დაშლით, რომელიც ძ დეტელღომი- 

ნანტში 7-ური სვეტის |, აას» რიცხვთა სეეხტით შეცვლითაა მიღებული. 

მართლაც, ძი დეტერმინანტის ური სვეტის შეცელა გავლენას არ ახდენს ა» 

სვეტის ელემენტების მინორებზე და ამიტომ მათ ალგებრულ დამატებებზედა:), 

გამოვიყენოთ ეს იპ შემთხვევისათვის, როცა ჩიე ხ.,... მი რიკცავებია 

სახით ძი დეტერმინანტის # სვეტის # #7 ელებენტებს ვიღელთ. დეტელძი- 

ნანტი, რომელსაც ასეთნაირი შეცვლის შედეგად ვღებულობთ, ორ ერონაიო 
ფ-ურ და #-ურ) სვეტს შეიცავს და ამიტომ ნულის ტოლი ივგნება, მაშასადათ;, 

ამ დეტეთმინანტის 7-ურე სვეტის მისედვით დაბლაც ნულის ტოლია, ე. ი. 

მ4)) 1 0. /+-.. 101 =0 როცა M# /. 

ამგვარად, დეტერმინსანტის რომელიმე სვეტის ყყელა ელე- 
მენტის სხვა სვეტის შესაბამისი ელემენტების ალგებრულ 
დამატებებზე ნამრავლთა ჯამი ნულის ტოლია, ცხადია, ასეთივე 

შედეგი დეტერმინანტის სტრიქონებისათვისაცაა სამართლიანი. 

5=



გადავიდეთ წრფივ განტოლებათა სისტემების განხილეაზე, ამასთან ჯერ- 

ჯერობით შემოვისაზღვროთ სისტებათა იმ“ შემთხვევით, რომლებშიაც გან- 

ტოლებათა რიცხვი უცნობთა რიცხვის ტოლია, ე. ი. შემდეგი 

სახის სისტემებით: 

0მსXI +- თაბ ნ... + რიბა=სი 1 

0::XI-I- რკე+ე + ·-. + რა, = ხე, 

0.11+ 01 + .·.. + იიაXს== ხი. 

დამატებით ვიგულისხმოთ, რომ ამ სისტემის უცნობების კოეფიციენტე- 

ბისაგან შედგენილი “ დეტერმინანტი, რომელსაც მოკლედ სისტემის 

დეტეომინანტი ეწოდება, ნულისაგან განსხვავდება. ამ დაშკებებით დავა- 

დ ზკიცებთ, რომ (1) სისტემა თავსებადია და განსაზღვრულიც. : 

ჯ 2-შე. როცა სამუცნობიანი სამი განტოლების სისტემას ვხსნიდით, 

ყოველ განტოლებას რომელიღაც მამრავლზე ვამრავლებდით და შემდეგ 

ვკოებდით ამ განტოლებებს, რის შენდეგაც სამი უცნობიდან ორის კოეფიციენტი 

ნულის ტოლი გამოდიოდა. ახლა ადვილად აღმოვაჩენთ, რომ ის მამრავლები, 

ლღოთძლებსაც ვიყენებდით. სისტემის დეტერმინანტ'მი იმ ელემენტების ალგებ- 

ღული დაზნატებები იყვნენ, რომლებიც მოცემულ განტოლებებში შესაბამისად 

საძებნი უცნობების კოეფიციენტებს წარმოადგენენ, ახლა (1) სისტემის ამო- 

ხსნისათვის იგივე ხერხი იქნება გამოყენებული, 

თავდაპირველად დავუშვათ, რო8 (1) სისტემა თავსებადია და Cთ;, თ,,.-- თ 

მისი ერთ-ერთი ამონახსენია. მაშასადამე, სამართლიანია ტოლობები 

(1) 

რ ძე თ შერ ლთ. წარა=ხცს | აა 
„„”–.______.- (2) 

იარ + თ9C +. + ი„რა=ხი.). . 

ვთქვათ, 1, 2,...# რიცავებიდან 7 ნებისმიერია. (2) ტოლობებიდან 

პიოველის ორივე მხარე 4” -ზე გავამრავლოთ, ე. ი. სისტემის ძი დეტერმი- 
ნანტის ძ,; ელემენტის ალგებრულ დამატებაზე, მეორე ტოლობის ორიმე მხარე: 

-1ე,-ზე გავამრავლოთ და ა. შ., დაბოლოს, უკანასკნელის ორიეე მხარე გავამ- 

რავლოთ 4/:-ზე. შემდეგ, თუ ყველა ტოლობის მარცხენა და მარჯვენა მხა- 

რეებს ცალ-ცალკე შევკრებთ, მივიღებთ ასეთ ტოლობას: 

(თე) #4;–<- 0, 4; + ..-–- 6ა 4იე)თ + 

“+-L(0ც 4-+ 6 4)“ +466» 4ა% ' 

+ (იი 41+ თი 4.,+... + 9. 4ი;)“ს = 

= ხხ: 44 ს. 4.) –- ... 3- L, 4. 
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ამ ტოლობაში თ;-ს კოეფიციენტი არის ძ, ყველა დანარჩენი თ-ების 

კოეფიციენტები, ზემოთ გაკეთებული შენიშვნის თანახმად, ნულის ტოლია, 

ხოლო თავისუფალი წევრი ის დეტერმინანტია, რომელიც ძ დეტერზინანტი- 

საგან ზიიღება მასში ჯ/-ური სვეტის შეცვლით (1) სისტენის თავისუფალი წეე- 

რების სვეტით. თუ ამ უკანასკნელ დეტერმინანტს, როგორც § 2-ში. ძ,-ით 

· აღვნიშნავთ, მაშინ ჩეენი ტოლობა მიიღებს სახეს 

ით;=ძ,. 

საიდანაც, რადგან ძ # 0. 

ძ, 
თ;=–--. 

ძი 

ამით დანტკიცებულია, რომ თუ (1) სისტემა თავსებადია, მაშინ მას ერთად- 

ერთი ამონახსენი აქვს 

ძ ძ. ძ, 
თ=-+) აო. %,=–-–. (3) 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ (3) რიცხეთა სისტემა ნამდვილად (1) განტოლებათა 

სისტემას აკმაყოფილებს, ე. ი. რომ (1) სისტემა თავსებადია. ამასთან ჩვენ 

გამოვიყენებთ საყოველთაოდ მიღებულ შემდეგ სიმბოლიკას. 

ძ,--თე + ...· + 0, სახის ყოველი ჯანი შემოკლებით 2ე0-ით იქნება აღნიშ- 

ჯ-L 

ნული. თუკი განიხილება ჯამი, რომლის ძ,; შესაკრებებს ორი ინდექსი გააჩ- 

· ნიათ, აძასთან ჯ ==1, 2, ...7I, 7==1, 2, ... II, მაშინ შეიძლება თავდაპირველად 

პირველი ინდექსით ფიქსირებული ელემენტების ჯამები ავიღოთ. ე. ი. 

წ!) 

ჯრ, ჯამები, სადაც 1=1, 2, ...,), ხოლო შემდეგ ყველა ეს ჯამი შევკრიბოთ. 

1721 აის · 

მაშინ ყველა ძი, ელემენტის ჯამისათვის შეზდეგ, ჩაწერას მივიღებთ: 

» » · 

V VII. 
–.– 

(51 ,-1 

თუზნცა, შესაძლებელი იყო პირველად თც შესაკრებები შეგვეკრიბა ფიქსირე- 

ბული მეორე ინდევსით, ხოლო შემდეგ უკვე მიღებული ჯამები შეგეეკრიბა. 

ავიტომ ' 

რ ” " 

7 სწ სხ” %?შ ი,,==V' V თ,, 
თი =–.–.ი" 
151 /-1 751651 

"ე. ი. ორმაგ ჯამში შესაძლებელია შეჯამებადობის რიგის 

შეცვლა, 

57



ახლა (1) სისტემის ჯ|-ურ განტოლებამი უცნობთა (3) მ5იშვნელობები 

ჩავსვათ. რადგანაც ჯური განტოლების მარცხენა მხარე აე» სახით შეიC- 
151 

« 

ლება ჩავწეროთ და ვინაიდან #=X ნ. 4.,, ამიტომ მივიღებთ: 

· 1. " 1.2 ჩ 

ს ძვა“= --Mი,, | VI, უ = --M ჩნ, (> რ) · – ძ ძ-“ – ი წარ 
11 7-1 VI#-. „6-1 )51 

ამ გარდაქმნათა მიმართ შევნიშნოთ, რომ – რიცხვი ყველა ”შესაკრების 

საერთო მამრავლი აღმოჩნდა და ამიტომ ის ჯამის ნიშნის გარეთ გამოვიტა- 

ნეთ; გარდა ამისა, შეჯამებადობის რიგის შეცვლის შემდეგ #, მამოავლი 

შიგა ჯამის ნიშნის გარეთაა გამოტანილი, რადგანაც ის შიგა ჯამის შეჯამე- 

ბადობის 2 ინდექსისაგან დამოუკიდებელია. 

ვიცით, რომ გამოსახულება %) ძეც .ს,=0ი 10 +ძი 4 -L ... –_-0თ 4: 

151 

ტოლია ძ-სი, როცა #=I!, და ტოლია ნულისა--ყველა სხვა #-თვის, ამგვარად, 

გარე ჯამში #-ს მიმართ მხოლოდ ერთი შესაკრები დარჩება, სახელდობო, 

ხ,ძ, ე. ი. · 

ს ი,9+- 1 ,- ' 
ლ ძი წ) 

ამით დამტკიცებულია, ოომ (3) რიცხვთა სისტემა ნამდვილად (1) განტოლე- 

ბათა სისტემის ამონახსენს წარმოადგენს. 

მივიღეთ შემდეგი მ5იშვნელოვანი შედეგი: 

-# უცნობიან » წრფივ განტოლებათა სისტემას, რომლის- 

დეტერმინანტი ნულისაგან განსხვაგდება, ამონახსენი გა- 

აჩნია და ამასთან მხოლოდ ერთი. ეს ამონახსენი (3) ფორმულებით 

მიიღება, ე. ი. კრამერის წესით; ამ წესის ფორმულილება ისეთივეა. 
როგორიც ორი განტოლების სისტემის შემთხვევაში (ნახ. ჯ 2). 

მაგალითი. ამოხსენით წრფივ განტოლებათა სისტემა, 

221:, + %,. =5%ვ5-X.=8, 1 

XI “32 --6;კ=9, | 

( 
2ჯგ-- წევ- იან ს “| 

91 4, 7) 1



ამ სისტემის დეტეომინანტი ნულისაგან განსხვავებულია; 

I2 1=5 1 
1-3 0-6 

+= 0 2 1 2“27 
1 4-7 6 

ამიტომ სისტემისათვის კოამერის წესი გამოსადეგია. უცნობთა მნიშვნელობებს მრიდბეელე- 

ბად ექნებათ დეტეომინანტები: 

8 --5 

  

8 1-5 1 I2 1 
' 9-3 0-6 1.9 0 -6 
ა-ააღუოომ. რ= 0-5-) 2“ 198 

0 4-7 6 1 0-7 6 

2.1 8 1 2 1-5 8 
I 1--3 9-6 13.0 9 
რ-ი 2 § 2- 029 #-10ც 2-1 § 2 

14.0 6| 1 4-7 0! 
ამგვარად, 

შელ–ჰ, 2ჯ.= –4, 23== 1, 2.=1 

იქნება სისტემის ამონახსენი, ამასთან ერთადერთი. 

ჩვენ განხილვიდან გამოვრიცხეთ ის "შემთხვევა, როცა # უცნობიან ,„„ 

წოფივ განტოლებათა (1) სისტემის დეტერმინანტი ნულის ტოლია, ა3 %ეპ- 

თხვევას მივაკუთვნებთ მე-2 თავს, სადაც ის თავის ადგილს იპოვის ნებისზიელი 

რაოდენობის უცნობებიან და ნებისმიერი რაოდენობის განროლებებია5 

სისტემათა ზოგად თეორიაში. 

# უცნობიან ჯ წრფივ განტოლებათა სისტემის მიმართ კიდევ ეოთი 

შენიშვნა გავაკეთოთ. ვთქვათ მოცემულია # უცნობიანი ჯ ერთგვაროვან 

წოფივ განტოლებათა სისტემა (ნახ, § 1); 

რფ ა + (0 2 –- თ... ·I- იე„%,„=0, | 

«,; V, -L ძევ Xე -L ... –- რძეაჯა = 0, 

ძი VI –- წავჭე +... ძ,.X,-=0. 

ამ შემთხვევაში ყველა ძ,, 1=1, 2, .-.,M დეტერმინანტი ნულებისაგან %ედ- 

გენილ სვეტს შეიცავს და ამიტომ ნულის ტოლია. ამგვარად, თუ (4) სის#ე 

მის დეტერმინანტი ნულისაგან განსხეავდება, ე. ი. თუ ამ სისტემისათვის 

კრამერის წესი გამოიყენება, მაშინ (4) სისტემის ერთადერთი ამონახსეხი 

ნულოვანი ამონახსენი იქნება 
ჯ-=0, 2:,=0, ..., X·=0, 

აქედან ასეთი შედეგი გამომდინარეობს: 

თუ” უცნობიანო» ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა 

სისტემას ნულოვანი“ ამონახსენისაგან განსხვავებული აჩო: 
C 
ა.



ლახსენი გააჩნია. მაშინ ამ სისტემის დეტეომინანტი აუცი- 

ლებლად ნულის ტოლია. 

პირიქით, § 12-ში ნაჩვენები იქნება, რომ თუ ასეთი სისტემის. დეტერ- 

ბინანტი ნულის ტოლია, მაშინ, გარდა ნულოვანი ამონახსენისა რომლის 

არსებობა ყოველ ერთგვაროვან განტოლებათა. სისტემისათვის ცხადია, მის- 

ღვის სხვა ამონაზხსენებიც იარსებებს. 

:8ა ლ ითი. M-ს რა მნიშენელობისათვის გააჩნია წულოვანი ამონაზსემი 

MXI + X%. =0, ' 

1 -- #X,ე= =0 
ბანს ოლებათა სისტემასჯ · 

'C ყისტემის დეტეომინანტი 

# 1 

1 # 

ნულის ოლი მხოლოდ #X= –1-თვის იქნება. ადვილი სანახავია, რომ M-ს ამ მნიშვნელობე– 

ბისათვის მოცემულ სისტემას ნამდვილად გააჩნია ნულოვანი ამონახსენისაგან განსხვავებული 

ამონაწსენები. 

კ„ოამერის წესის გნიშვნელობა უმთავრესად იმაში მდგომარეობს, რომ 

იკ %ენთხვევაში, როცა ეს წესი გამოსადეგია, იგი სისტემის ამონახსენის 

ცხად გამოსახულებას ამ სისტემის კოეფიციენტების საშუალებით იძლევა. . 

ოუზცა „კრამერის წესის პრაქტიკულად · გამოყენება საკმარისად დიდ გამოთვ- 

ლებთა5 არის დაკავშირებული: „I უცნობიანი » წრფივ განტოლებათა სისტე- 

%ის შენთხვევაში საჭიროა /-ური რიგის #7 +.1 დეტერმინანტის გამოთვლა. 

უცნობთა მიმდევრობითი გამორიცხვის მეთოდი, რომელიც § 1-ში გადმოვე- 

ცით. ამ იხრივ ბეგრად უფრო მოხერხებულია, რადგანაც ის გამოთვლა, რო- 

წელსაც ეს მეთოდი ითხოვს, არსებითად იმ გამოთვლის 'ტოლძალოვანია, 

რომელიც საჭიროა ერთი „-ური რიგის დეტერმინანტის გამოთვლისათვის. 

სახვადასხვა გამოყენებებში გვხვდება წრფივ განტოლებათა სისტემები, 

ოომელთა კოეფიციენტები და თავისუფალი წევრები წარმოადგენენ ნამდვილ 

რიცხვებს, რომლებიც რომელიღაც. ფიზიკური სიდიდეების გაზომვის შედე- 

გადაა ზიღებული, ე. ი. მხოლოდ მიახლოებით, რაღაც სიზუსტით, არიან 

ცნობილი. ასეთი სისტემების ამოსახსნელად ზემოთ გადმოცემული მეთოდები 

დოგჯეთრ მოუხერხებელი აღმოჩნდება, რადგანაც მათ ცუდი სიზუსტის შედე- 

გამდე მივყევართ, და ამიტომ მათ მაგივრად სხვადასხვა იტერაციული 

ზეთოდებია დამუშავებული, ე. ი, მეთოდები, რომლებიც საშუალებას 

გვაძლევენ აღნიშნული სისტემები , უცნობთა მიმდევრობითი . მიახლოების 

საშუალებით ამოვხსნათ.. მკითხველი ამ მეთოდების გადმოცემას მიახლოებითი 

გაბოთვლების თეორიის წიგნებში ნახავს. 

=ჯ! _ 

   



თავი მეორე 

წრფივ განტოლებათა სისტემები (%ოგაღდი თეორია) 

§ 8. ი-განზომილებიანი ვექტორული სივრცე 

წოფივ განტოლებათა სისტემების ზოგადი თეორიის აგებისათვის აღა- 

რაა საკმარისი ის აპარატი, რომელიც ” ასე წარმატებით მოვიხმარეთ იმ 

სისტემების ამოხსნის დროს, რომლებისთვისაც დასაშვები იყო კრამერის წესის 

გამოყენება. დეტერმინანტებისა და -მატრიცების გარდა ერთი ახალი ცნება 

უნდა გამოვიყენოთ, რომელიც, შესაძლებელია, უფრო დიდ ზოგად 'მათეპა- 

ტიკურ ინტვრესს წარმოადგენდეს, სახელდობრ, მრავალგანზომზილე:· 

ბიანი ვექტორული სივრცის ცნება. 

დავიწყოთ რამდენიმე წინასწარი შენიშვნით. ანალიზური გეომეტრიის 

კურსიდან ცნობილია, რომ სიბრტყის ყოველი წერტილი (მოცემული კოორ- 

დინატთა ღერძების მიმართ) თავისი ორი კოორდინატით განისაზღეოება, 

ე. ი. ორი ნამდვილი რიცხვის მოწესრიგებული სისტემით; ყოველი ვექტორი 

სიბრტყეზე თავისი ორი კომპონენტით განისაზღვრება, ე. ი. ისეე ორი 

ნამდვილი რიცხვის მოწესრიგებული სისტემით. ანალოგიურად, სამგანზომი- 

ლებიანი სივრცის ყოველი: წერტილი მისი სამი კოორდინატით განისაზღვოება, 

ყოველი ვექტორი სივრცეში -- სამი კომპონენტით. 

მაგრამ გეომეტრიაში, და ასევე მექანიკასა და ფიზიკაში, ხშირად ისეთი 

ობიექტების შესწავლა გვიხდება, რომელთა მოცემისათვის სამი ნამდვილი 

რიცხვი აღარ არის საკმარისი. 

განვიხილოთ, მაგალითად, სამგანზომილებიან სივრცეში სფეროთა 
ერთობლიობა, იმისათვის, რომ სფერო მთლიანად იყოს განსაზღვოული, საჭი- 

როა მისი ცენტრის კოორდინატებისა და რადიუსის მოცემა, ე. ი, ოთბი 

ნამდვილი, რიცხვის მოწესრიგებული სისტემის მოცემა, რომელთაგან უკა- 

"სნასკნელს (რადიუსს) მხოლოდ დადებითი მნიშვნელობების მიღება შეუძლია. 

განვიხილოთ, მეორე მხრივ, მყარი სხეულის სხვადასხვა მდებარეობა სივრცეში. 

სხეულის მდებარეობა სავსებით იქნება განსახღვრული, თუ.მოცემული იქნება 

მისი სიმძიმის ცენტრის კოორდინატები (ე. ი. სამი ნამდვილი რიცხვი). რო- 
· მელიღა,ც ფიქსირებული ღერძის” მიმართულება, რომელიც სიმძიმის ცენტრზე 

გადის (ორი რიცხვი–-სამი მიმმართველი კოსინუსიდან ორი) და, ბოლოს, ამ 

C:



უ”ეოძის ირგვლივ მობოუნების კუთხე. ამგვარად, მყარი სხეულის მდებარეობა 
სივრცეში ექვსი ნამდვილი ოიცხვის მოწესრიგებული სისტემით განისა- 

ზღეოება,. 

ეს მაგალითები გვიჩვენებენ # ნამდვილ რიცხვთა ყოველგვარი მოწესრი- 

გებული სისტემების ერთობლიობის განხილვის მიზანშეწონილობას. სწორედ 

აზ ერთობლიობას. მასში შეკრებისა და რიცხვზე გამრავლების ოპერაციების 

შემოყვანის შეზდეგ (რაც ქვემოთ გაკეთდება სანგანზომილებიანი სივრცის 

ომპონენტებით გამოსახულ ვექტორებისათვის ცნობილი შესაბამისი ოპერა- 

ს იების ანალოგიურად), ”- განხომილებიანი ვექტორული სივრცე ეწოდება. 

ანგვარად. წ- განზომილებიანი სივრცე არის მხოლოდ ალგებრული წარმო- 

ანი. რომელიც სამგანზომილებიანი სივრცის კოორდინატთა სათაჭიდან 

აზონავალ ვექტორთა ერთობლიობის ზოგიერთ უმარტივეს თვისებას ინარ- 

უნებს, 

” რიცხვთა მოწესრიგებულ სისტემას 

თ=(თ), თ, ..., ძა.) (1) 

/1- განზომილებიანი ვექტორი ეწოდება. ძ, 1=1, 2, ..., 7, რიცხვები 

C ვექტორის კომპონენტებად იწოდებიან. თ და 

8=(ჩ), ჩე: ..- ს მი) (2) 

ეექტოოები ტოლებად ითვლება იმ შემთხვევაში, თუ ერთნაირ ადგილებზე. 
დგომი კომპონენტები ერთმანეთს, ემთხვევა, ე. ი. თუ ი,=#,, როცა 1= 

=1. 2, -., /. შემდეგში ვექტორთა აღსანიშნავად ბერძნული პატარა ასოები 

გამოიყენება, ხოლო ოიცხეთა აღსანიშნავად--ლათინური პატარა ასოები, 

ვევტორთა მაგალითებად მოვიყვანოთ შემდეგი: 1) კოორდინატთა სათა- . 

ვიოან სიბრტყეზე ან საზგანხომილებიან სივრცეში გამომავალი 4ონაკვეთი-–- 

ეექტორები ფიქსირებულ კოორდინატთა სისტემის შიმართ შესაბამისად ორი 

და სამგანზომილებიანი” ვექტორები იქნებიან ზეძოთ მოცემული განმარტების 

აზრით. 2) ყოველი 7 უცნობიანი წრფივი განტოლების კოეფიციენტები #»- 

განზობილებიან გექტორებს წარმოადგენენ, 3) # უცნობიან წრფივ განტო- 

ლებათა ნებისმიერი სისტემის ყოველი ამონახსენი ჯ/; განხომილებიანი ვექტორი 
იქნება, 4) თუ « სტრიქონიანი და #- სვეტიანი მატრიცია მოცემული, მაშინ 

მესი სტრიქონები #-განზომილებიანი ვექტოოები იქნებიან, ხოლო სვეტები-– 

«+ განხომილებიანი ვექტორები, 5) თვით ჯ სტრიქონისაგან და # სვეტისაგან 

მედგენილი მატრიცი შეიძლება განვიხილოთ როგორც) IV-განზომილების ვეექ- 

ტორი: საკმარისია მატრიცის ელემენტები წავიკითხოთ სტრიქონიდან სტრი- 

ჭქონზე თანმიმდევრობით გადასვლით; კერძოდ, ყოველი V-ური რიგის” კვად- 
რატული მატრიცი შეიძლება განვიხილოთ როგორც #”- განზომილების ვექ- 

ტორი, ამასთან, ცხადია, ყოველი #2-განხომილების ვექტორი ამ გზით შეიძ- 

ლება მივიღოთ რომელიღაც » რიგის მატრიციდან. 

(1) და (2) ვექტორების ჯამი ეწოდება ვექტორს _ _ _. 
თ + ზ= (თ, -. -- ნ. + თ. – ევ მი + ჩი) ფ). 
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რომლის კომპონენტები შესაკრები ვექტორების შესაბამისი კომპონენტების 

ჯამის ტოლია. რიცხვთა შეკრების კომუტატურობისა და ასოციაციურობის 

გამო, ვექტორთა შეკრებაც კომუტატურია და ასოციაციური. 

ნულის როლს ნულოვანი ვექტორი თამაშობს · 

0=(0,0,...,0). (4) 
მართლაც, 

%« –- 0=(0, -- 0,0; + 0, ..,, 0, + 0)=(0,, ძე, ...,) 6„) ==. 

ნულოვანი ვექტორის დაწერისათვის ვიყენებთ იმავე სიმბოლო 0-ს, რასაც 

ნულოვანი რიცხვისათვის; იმის გარკვევა, რომელიმე მოცემულ მომენტში 

ლაპარაკი ნული რიცხვის შესახებაა, თუ ნულოვანი ეექტორის წშესახებ, არა- 

სოდეს სიძნელეს არ წარმოადგენს და ამიტომ მათი არევის საშიშროება აო 

იქნება, მიუხედავად ამისა, უახლოესი პარაგრაფების შესწაელისას მკითხველს 

უნდა ახსოვდეს 0 სიმბოლოს ამ სხვადასხვაგვარი გაგების შესაძლებლობის 

ბესახებ, : 

(1) ვექტორის მოპირდაპირე ვექტორი ეუწოდოთ ევექტორს 

ღაებ“დღ–ჯგეუეაეასა-“ | (5) 

ცხადია, რომ თ-“-(--1=0. ახლა ადვილი სანახავია, რომ ვექტორთა შეკრე- 

ბისათვის არსებობს შებრუნებული ოპერაცია--გამოკლება: (1) და (2) ვექტო- 

რების სხვაობა იქნება ვექტორი თ–-3=თ --(–-ჯ/), ე. ი. 

: თ -–-3=(ძ, –– ნც შკ–- ხე, .-.ე მა --ხ,). (6) 

(3). ფორმულით განსაზღვრული V-განზომილებიანი ვექტორების შეკრება 

წარმოიშვა სიბრტყეზე ან სამგანხომილებიან სივრცეში პარალელოგრამის 

წესით შესრულებულ ვექტორთა გეომეტრიული შეკრებიდან. გეომეტრიაში 

გარდა ამისა გამოიყენება ვექტორის ნამდვილ რიცხვზე („სკალარი-ზე) გამ- 

რავლება: თ ვექტორის გამრავლება # რიცხვზე, როცა #>90, თ-ს #M-ჯერ 

გაჭიმეას ნიშნავს (ე. ი. შეკუმშვას, როცა #<- 1), ხოლო როცა #<90, მაშინ–- 

IVI-ჯერ გაჭიმეას და მიმართულების მოპირდაპირე მიმართულებით შეცვლას. 

თუ ამ წესს თ ვექტორის კომპონენტების საშუალებით გამოვსახავთ და ჩვენს 

მიერ» განხილულ ზოგად შემთხვევაზე გადავალთ, შემდეგ განმარტებას მი- 
ვიღებთ: 

(1) ვექტორის 7 რიცხვზე ნამრაგლი ეწოდება ვექტორს 

#M% == Cთ/; = (IC, I(0,, +...) რი) (7? 

რომლის კომპონენტები თ ვექტორის შესაბამისი კომპონენტების /: რიცხვზე 

ნამრავლის ტოლია. 

ამ განმარტებიდან გამომდინარეობს შემდეგი მნიშვნელოვანი თვისებები, 

რომელთა დამტკიცებას მკითხველს ვანდობთ: · 

#X(თ +- 31)=#თ >> ჩა: (8) 

(L 3–-1)=#C -C თ, (ფ) 

C1Iთ) == (X7)>; (10) 

I%+3+32 
(11) 

ი1



ასევე ადვილად შემოწმდება შებდეგი თვისებები, რომლებიც შესაძლებელია 

მიღებულ იქნან როგორც (8)-(11) თე:ისებათა შედეგები: 

0.თ=0; (12) 

(––-1)-.თ=–თ: (13) 

#.0= 90; (14) 

თუ 7:X=0, მაშინ ან /.=0, ან «=90. (15) 

ნანდვილ კომპონენტებიან ყველა V- განზომილებიან ვექტორთა ერთობ- 

ლიობას, რომელშიაც განმაოტებულია ვექტორთა შეკრებისა და ვექტორის 

რიცხვზე გამრავლების ოპერაციები, ჯ- გა ნზომი ლებია ნი გექტოო ული 

სივრცე ეწოდება. 
ხაზი გავუსვათ იმას. როძ /I-განზომილებიანი ვექტოოული სივოცის გან- 

მაროტებაში არავითარი გამრავლება ვექტორისა ვექტორზე არა გვაქვს. ვექ- 

ტორთა გამრავლების განმარტება ადვილი იქნებოდა, თუ დავუშვებდით, მაგა- 

ლითად, რომ ვექტორთა ნამრავლის კოზპონენტები თანამაგრავლთა შესაბამისი 

კომპონენტების ნამოავლის ტოლია. მაგრამ ასეთნაირი გამოავლება ჩვენთან 

ვერავითარ სერიოზულ გაზოყენებას ვერ ნახავდა. ასე, მაგალითად, სიბოტ- 

ყეზე ან სივრცეში კოორდინატთა სათავიდან გამომავალი მონაკვეთი-ვექტო- 

რები ფიქსირებულ კოორდინატთა სისტემის მიმართ, ორგანზომილებიან და, 

შესაბამისად, სამგანხომილებიან ვექტოოულ სივრცეებს შეადგენენ. ამ მაგა- 

ლითში ვექტორთა შეკრებას და ვექტორის რიცხვზე გამრავლებას, როგორც 

უკვე ზემოთაა აღნიშნული, მნიშვნელოვანი გეომეტრიული აზრი აქვს, იმ დროს 

ოოდესაც ვექტორთა კომპონენტობრივ გამოავლებას არავითარი გონივგოული 

გეომეტრიული ახსნა არ შეიძლება მიეცეს. 

განვიხილოთ კიდევ ერთი მაგალითი » უცნობიანი წრფივი განტოლე- 

ბისა, ე. ი. ' 

#/=რთ7% +- შეე –- ..+- ძი ჯი 

გამოსახულების მარცხენა მხარეს »,, 2, ·,,+, უცნობთა წრფივი 

ფორმა ეწოდება. ცხადია, წრფივი ფოომა / სავსებით განისაზღვრება მისი 

კოეფიციენტებისაგან შედგენილი (თ, თ,, ..., იძი) ვექტორით; პირიქით, ყოველი 

ჯ»- განზომილებიანი ვექტორი ცალსახად განსაზღვრავს რომელიღაც წრფივ 

ფორმას, ვექტორთა შეკრება და ვექტორის რიცხვზე გამრავლება წოფივ 

ფორმებზე შესაბამის ოპერაციებად იქცევიან. ამ ოპერაციებით ფართოდ 

ვსარგებლობდით § 1-ში. ვექტორთა კომპონენტობრივ გამრავლებას კი ამ 

მაგალითშიაც არა აქვს არავითარი აზრი. 

ლ § 9. გექტორთა წრფივი დამოკიდებულება 

)- განზომილებიანი ვექტორული სივრცის 3 ვექტორს ეწოდება თ ვექ- 

ტორის პროპორციული, თუ არსებობს ისეთი # რიცხვი, რომ §=-/XV 

(იხ. წინა პარაგრაფის (7) ფორმულა). კერძოდ, 0=0-თ ტოლობის გაზო, ნუ- 

ლოვანი ვექტორი ნებისმიერი თ ვექტორის პროპორციულია, თუკი 8 = #C 

64



ა §-#0, საიდანაც # # 0, მაშინ თ=X#-18, ე, ი. არანულოვანი ვექტორები- 

სათეის პრობორციულობას სიმეტრიულობის თვისება აქვს. 

ქექტორთა პროპორციულობის ცნების განზოგადებას წარმოადგენს “შემ- 

დეგი განმარტება, რომელსაც (მატრიცის სტრიქონებისათვის) ჩვენ უკვე § 4-ში 

შევხვდით: 8 ვექტორს ეწოდება თ;, თ,,...,თ, ვექტორთა წრფივი კომბი- 

ნაცია, თუ არსებობენ ისეთი 7), /,, .., „ი „რიცხვები, რომ 

ა=/ყ%L-> /,%) ..– /თ,. 

ამრიგად, პკ ქექტოლის 21-ური კომპონენტი, 1=1,2,.-., ვექტორთა ჯამისა 

და ვექტორის რიცხვზე გაბრავლების განმარტების თანახმად, უდრის «7. 

თე, ·.-1C, ვექტორთა 7-ური კომპონენტების შესაბამისად /,, /,, ს რიცხვებზე 

ნამრავლთა ჯამს. 

ვექტორთა 

თ, თე, -·., 6, 1 თ. (#7 > 2) . ') 
სისტემას ეწოდება წოფივად დამოკიდებული, თუ ერთი მაინც ამ ეექ- 

ტორთაგანი არის (1) სისტემის დანარჩენი ვექტორების წრფივი კომბინაცია, 

ღა წრფივად დამოუკიდებელი-–წინააღმდეგ შემთხვევაში. 

მივცეთ ამ მეტად მნიშვნელოვან განმარტებას სავა ფორმა: ვექტორთა 

(1) სისტემა წრფივად დამოკიდებულია, თუ არსებობენ ისეთი 7, ს, ·..# 

რიცხვები, რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავებულია ნული- 

საგან, რომ ადგილი აქვს ტოლობას; 
   

„– (2) 

ამ ორი განმარტების ეე ნტობის დამტკიცება არ წარმოადგენს 

სიძნელეს. ვთქვათ, მაგალითად, რომ ()) სისტემის თ, ვექტორი არის დანარ– 

ჩენი ვექტორების წრფივი კომბინაცია: 

        =,==/)თ| + 1ათე + ... +V-1%-). 

აქედან გამომდინარეობს ტოლობა: 

რთა -L /ეთე+ ·.. +” /--1%--1-- C„=0, 

ე. ი. (2) სახის ტოლობა, სადაც /1= I, როცა 1=1, 2,... „,-1, და /„=:-– 

ე. ი. #- #0. პირიქით, ვთქვათ (1) სისტემის ვექტორები დაკავშირებული 
არიან (2) დამოკიდეაულებით, რომელშიც, მაგალითად, #, # 0. მაშინ 

L # , M-.1 
«-(- თ 1 + (– #2, L თ.ა CI. 4) რი, 1 

ე, ი. თ, ვექტორი აღმოჩნდა თ.ე, თ,, ...,C- 1 ვექტორთა წრფივი კომბინაცია. 

მაგალითი, ვექტორთა 

თ. =(5, 2, 1), თ,=(–,1, 3, 3), თე=-(9, 7, 5), «,=(3, 8, 7) 

სისტემა წრფივად "დამოკიდებულია, რადგანაც ეს ვექტორები დაკავშირებული არიან 

4თ, –– თ,-- 3თ«ე + 2თ, = 0 
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თანაფარდობით, რომელშიაც ყველა კოეფიციენტი 5ულიჰაჯან განსხვავებულია. აღვნიშნოთ, 

რომ ამ ვექტორებს შორის არსებობენ სხვა წოფივი დამოკიდებულებებიც, რომლებშიაც 

ზოგი კოეფიციენტი ნულის ტოლია, მაგალითად 

22“, -- თე-- თვ == 0, 3>%, +- თვ--2Cთ, =0. 

წოფივად დამოკიდებულების ზემოთ ჩამოყალიბებული ორი განმარტები- 

დან მეორე გამოიყენება იმ შემთხვევაშიაც, როცა #=>1, ე. ი. ისეთი სისტე- 

ზისათვის, ოომელიც მხოლოდ ერთი თ ვექტორისაგან შედგება: ეს სისტემა 

მაზინ და მხოლოდ მაშინ იქნება წრფივად დამოკიდებული, 

როცა 7«=0. მაოთლაც, თუ თ=0, მაშინ, მაგალითად როცა #=1, გვექნება: 

7: == 0. პირიქით, თუ /:X=0 და / #0, მაშინ თ=-0. 

აღკნიშნოთ წრფივად დამოკიდებულების ცნების შემდეგი თვისება. 

თუ ვექტორთა (1) სისტემის რომელიმე ქეესისტეზა 
წრფივად დამოკიდებულია, მაშინ (1!) სისტემაც წრფივად 

დაზოკიდებულია. 

მართლაც, ვთქვათ, რომ (1) სისტემის თე, Cთ,, ....#, ვექტოოები, სადაც 

§< 7, დაკავმირებული არიან : 

წთ –+ #6: – „.. + /,)თ,=90 

თანაფარდობით, რომელშიაც ყველა კოეფიციენტი არ უდრის ნულს. აქედან 

გამომდინარეობს დამოკიდებულება 

მათე + /ც6ვ-L... + /,თ,ბ-C 0.თ,.1 «LC ..+0-0,=0, 

ე. ი. (1) სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. 

ამ თვისებიდან გამომდინარეობს წრფივად დამოკიდებულება 

ორი ტოლი ან, საზოგადოდ, ორი პროპორციული ვექტორის 

შემცველ ვექტორთა ყოველი სისტემისა და აგრეთვე ყოვე- 
ლი სისტემისა, რომელიც შეიცავს ნულოვან ვექტორს. ზემოთ 

დამტკიცებულ თვისებას შეიძლება მივცეთ ასეთი ფორმულირებაც: თუ ვექ- 
ტორთა (1) სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია, მაშინ 

მისი ნეზისმიერი ქვესისტემაც წრფივად დამოუ კიდებელი. 

იქნება. 

იბადება კითხვა, რამდენად ბევრ ვექტორს შეიძლება შეიცავდეს »-გან- 

ზომზილებიან ვექტორთა წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა და, კერძოდ, 

არსებობს თუ არა ასეთი სისტემები ვექტორთა ნებისმიერი რაოდენობით. 

ამ კითხვაზე პასუხის გასაცემად განვიხილოთ M-განხომილებიან ვექტორულ 

სივოცეში შემდეგი ვექტორები: 
C5-=(1,0,0,...,0), 

ბე==(0, 1,0,...,0), (3) 
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"რომელთაც ამ სივრცის ერთეულოვანი ვექტორები ეწოდებათ. 

ერთეულოვან ვექტორთა სისტემა იქნება წრფივად დამოუე- 

კიდებელი, ვთქვათ · 
7:16 + ეზე + ... + #ეხე==0; 

ვინაიდან ამ ტოლობის მარცხენა მხარე ტოლია (CV, 7: ..·, #)) ქექტორისა, 

ამიტომ : 

(MI Mა.:..- #ი)=0, 

ე. ი. /,=0, 1=1, 2,..., #, რადგან ნულოვანი ვექტორის ყველა კომპონენტი 

ნულია, ხოლო ვექტორთა ტოლობა შესაბამის კომპონენტთა ტოლობის ტოლ- 
ფასია, 

ამოიგად, ჩვენ გიპოვეთ განზომილებიან ვექტორულ სივოცეში ერთი 

წოფივად დამოუკიდებელი სისტემა, რომელიც შეიცავს # ვექტორს, მკითაე- 
ველი ქვემოთ ნახავს, რომ სანამდვილეში ამ სივრცეში არსებობს უსასრულოდ 

ბევრი სხვადასხვა ასეთი სისტემა. 

მეორე მხრივ, დავამტკიცოთ შემდეგი თეორემა: 

„განზომილებიანი ვექტორული სივრცის ყოველი 1ვექ- 

ტორი, სადაც „>, შეადგენს წრფივად დამოკიდებულსის- 

„ტემას, : 
მართლაც, ვთქვათ მოცემული გვაქვს ვექტორები: 

თ1= (ა რეცა ს»), 

თ. =(ძე,, შევე...) 

თ, =(ძ,), 0... «–მ9,,) · 

ჩვენ უნდა შევარჩიოთ ისეთი /:ე, #.,-, რიცხვები რომელთაგან ყველა არ 

-არის ნულის ტოლი, რომ 

შერ -L ჩეთე + ·..-L #,2,=0. (4) 

თუ (4) ტოლობიდან გადავალთ შესაბამის ტოლობებზე კომპოწენტებს შორის, 

ამინ გვექნება: 

ძა + 0,,L, +L...+ 0,0=9, 

ძეა -L ივე + ..--IL ძა, = 0, (5) 

რ + რთი, მო. + ძ,ის, =0. _ 

ნაგოან (5) ტოლობები წარმოადგენს » წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა 

სისტემას ჯ რაოდენობის 7;,, #:, ··. , MM უცნობთა მიმართ. ამ სისტემაში გან“ 

ტოლებათა რიცხვი ნაკლებია უცნობთა რიცხვზე, და ამიტომ, როგორც ეს 

ღამტკიცებულია § 1-ში, ამ სისტემას გააჩნია არანულოვანი ამონახსნები. 
„მაშასადამე, შეიძლება შეირჩეს ისეთი (), #კ, ·-»#, რიცხვები, რომელთაგანაც 

ყველა არ არის ნულის ტოლი, რომ დაკმაკოფილდეს (4) მოთხოვნილება. 

თეორენა დამტკიცებულია, 
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#-განზომილებიან ვექტორთა წრფივად დამოუკიდებელ 

CI, Cე ..., თ. ' (6) 

სისტემას ვუწოდოთ მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა. 

თუ მას ნებისმიერი V-განზომილებიანი 3 ვექტორის დამატება გადააქცევს 

წრფივად დამოკიდებულ სისტემად. თრადგან X,, თ,,...,თ,, 2: ვექტორთა 

ყოველ წრფივ დამოკიდებულებაში ვ-სთან მდგომი კოეფიციენტი უნდა გან- 

სხვავდებოდეს ნულისაგან, წინააღმდეგ შემთხვევაში (6) სისტემა იქნებოდა 

წრფივად დამოკიდებული, ამიტომ ვ ვექტორი წრფივად გამოისახება (6): 

ვექტორების საშუალებით, რის გაზოც ვექტორთა (6) სისტემა მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ იქნება მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა, 

“როცა (6) ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელი არის, ხოლო ნებისმიერი 

M-განზომილებიანი 3 ვექტორი მათ წრფივ კომბინაციას წარმოადგენს. 

ზემოთ მიღებული "შედეგებიდან გამომდინარეობს, რომ »-განზომი- 

ლებიან სივრცეში #„/ ვექტორისაგან შემდგარი ყოველი 

წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა იქნება მაქსიმალური 

და, აგრეთვე, რომ ამ სივრცის ვექტორთა ნებისმიერი მაგსი- 

მალური წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა არა უმეტეს» 

ვექტორისაგან შედგება. · 

#განზომილებიან ვექტორთა ყოველი წრფივად დამო- 

უკიდებელი სისტემა შედის ერთ მაინც მაქსიმალურ წრფი- 

ვად დამოუკიდებელ სისტემაში. მართლაც, თუ ვექტორთა მოცე- 

მული სისტემა არ არის მაქსიმალუოი, მაშინ მას შეიძლება დავუმატოთ 

ერთი ვექტორი ისე, რომ მიღებული სისტემა დარჩეს წრფივად დამო- 

უკიდებელი. თუ ეს ახალი სისტემა კვლავ არ არის მაქსიმალური, მაშინ მაა 

შეიძლება დავუმატოთ კიდევ ერთი ვექტორი და ა, შ. მაგრამ, ეს პრო- 

ცესი არ შეიძლება გაგრძელდეს უსასრულოდ, იმიტომ, რომ »-განზომილე- 

ბიან ვექტორთა ნებისმიერი სისტემა, #-+- 1 ვექტორისაგან შემდგარი, უკვე. 

წოფივად დამოკიდებული იქნება. 

ვინაიდან ყოველი სისტემა, ოომელიც მხოლოდ ერთი არანულოვანი 

ქექტორისაგან შედგება, წრფივად დამოუკიდებელია, ანიტომ, ყოველი არა- 

ნულოვანი ვექტორი შედის რომელიმე მაქსიზალურ წრფი- 

ვად დამოუკიდებელ სისტემაზი და, მაშასადამე, ჯ-განზომი- 

ლებიან ვექტორულ სივრცეში არსებობს უსასრულოდ ჩრეჯვ- 

რი სხვადასხვა მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი 

ვექტორთა სისტემები. 

იბადება კითხვა, არსებობს თუ არა ამ სივრცეში # რიცხეზე ნაკლებ 

ვექტორთა შემცველი მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი სისტემები, თუ 

„ნებისმიერ ასეთ სისტემაში ვექტორთა რიცხვა აუცილებლად V-ის ტოლია? 

ამ მნიშვნელოვან, კითხვაზე პასუხი ქვემოთ იქნება გაცემული ზოგი წინასწარი 

განხილვის შემდეგ. 
თუ 8 ვექტორი არის 

CთI, თე, .-., 6, (7)



ქექტორთა წრფივი კომბინაცია, მაშინ ხშირად ამბობენ, რომ ჭ8 წ რ ფივად: 

გამოისახება (7) სისტემის საშუალებით, გასაგებია, რომ თუ გ- 

ვექტორი წოფივად გამოისახება ამ სისტემის რომელიმე ქვესისტემით, მაშინ 
ის წრფივად გამოისახება თვით (7) სისტემითაც – საკმარისია დანარჩენი 
ვექტორები ავიღოთ ნულის ტოლი კოეფიციენტებით. განაზოგადებენ რა აზ 
ტერმინოლოგიას, ამბობენ, რომ | 

ზს ძ9, ·-" (8) 
ვექტორთა სისტემა წრფივად გამოისახება (7) სისტემით, 
თუ ყოველი ს, ვექტორი, 1=1, 2, ...,§. წარმოადგენს (7) სისტემის ვექტორთა 

წრფივ კომბინაციას. 

დავამტკიცოთ ამ ცნების ტრანზიტულობა: თუ (8) სისტემა წრფი- 

ვად გამოისახება (7) სისტემით, ხოლო 

VII V9) ''. I (9) 

ვექტორთა სისტემა წრფივად გამოისახება (8) სისტემით, 

მაშინ (9) წრფივად გამოისახება (7-ითაც, 
მართლაც, 

%=21/2ი /=1, 2, -.»1, (10) 
(12) · 

მაგრამ 2,= ზარია (/=1, 2, .., +. თუ ჩავსვამთ ამ გამოსახულებებს (10)-ში, 

”» 5 

მივიღებთ: . 

42,= V' /, გმორ)– X( 26» ) თო, 
ი21 1§6=1 

ე. ი. ყოველი #, ვექტორი, /= 1, 2, .. /, (7) სისტენის ვექტორთა "“წოფივი 

კომბინაციაა, : 

ვექტორთა ორ სისტემას ეწოდება ექვივალენტური, თუ თვითეული 

მათგანი წრფივად გამოისახება მეორის საშუალებით. ახლახან დამტკიცებული 

დებულებიდან ვექტორთა სისტემების ერთიმეორის საშუალებით წრფივად გა- 
მოსახვს ტრანზიტულობის შესახებ გამომდინარეობს ვექტორთა სისტეზე- 
ბის ექვივალენტობის ცნების ტრანზატულობა და აგრეთვე შემდეგი დებულე- 

ბა: თუ ვექტორთა ორი სისტემა ექვივალენტურია და თუ 
რაიმე ვექტორი წრფივად გამოისახება ერთ-ერთიამსისტე- 

მის საზუალებით, მაშინ ის წრფივად გამოისახება მეორე 

სისტეზის საშუალებითაც. ' 

თუ ვექტორთა ორი, ერთიმეორის ექვივალენტური სისტემიდან ერთი 
რომელიმე წრფივად დამოუკიდებელია, მაშინ ეერ ვიტყვით, რომ მეორეც 

წრფივად დამოუკიდებელი იქნება. თუ ორივე სისტემა წრფივად დამოუკიდე- 

ბელია, მაშინ მათში შემავალ ვექტორთა რაოდენობაზე შეიძლება გავაკეთოთ 

ერთი მნიშვნელოვანი შენიშვნა. დავამტკიცოთ ჯერ შემდეგი თეორემა, ლღო- 
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მელსაც მისი როლის გამო შემდგომ და აგრეთვე 

ლად ძირითადი თეორემა ვუწოდოთ. 

' თუ Mგანზომილებიან ვექტორულ 

ლია ვექტორთა ორი სისტემა: 

დამოწმების გასაადვილებ-. 

სივრცეში მოცემზუ- 

ძ) თ), CV, ... რ, “ 

01) –.... 
რომელთაგან პირველი წრფივად დამოუკიდებელია. და: 

წოფივად გამოისახება მეორის საშუალებით, მაშინ ვექ- 

ტორთა რიცხვი პირველ სისტემაში არ არის მეტი, ვიდრე. 

მეორეში, ე. ი. 7 <:ყ. 
გთქვათ, მართლაც, როზ # > +. პირობის თანახმად, (I) სისტემის ყოველი 

ვექტორი წრფივად გამოისახება (I1) სისტემით: 
§ 

«, თ=თამ + რა ბ%ი+L ·+ Cთ.2ა. 

ხ «%გ=0ფე, 81-+ თე; ვე –+- .. ირ.მი , (11). 

Vა%=012) + 69% -- + რ,ვ,. · ეა 

ამ წოფივ გაზოსახულებათა -კოეფიციენტები შეადგენენ ჯ განზომილებიან » 

ვექტორთა სისტემას: 

+1= (თ)1; რევ, ·-·; I), 

+“: = (ძა:, რეც ·- > ე), 

V.=(0ა, 0/ე, .--, თ,)- 

რადგანაც # > +, ანიტომ ეს ვექტორები წრფივად დამოკიდებულია, ე. ი. 

VI “+ MეV2“L... + #/-„=9L · 

ღე... კოეფიციენტებიდან ყველა არ არის ნულის ტოლი. აქედან 

გამომდინარე, ჩვენ ვღებულობთ კომპონენტებს შორის შეგდეგ ტოლობებს: 

2ეამყე=6 1=1, 2, „ს. (12) 
(1 /. 

ახლა განვიხილოთ (I) სისტემის ვექტორთა შემდეგი წრფივი კომბინაცია: 

მურ + ერ + ... +/ე%. .· 

ან, მოკლედ. გესთ: თუ გამოვიყენებთ (11) და (12)-ს, მივიღებთ: 
:=1 

VI სთ = ჯ ს (2 წ) >. XX, რ, )8,=9, 
51. დ )"1 

ეს კი (I სისტემის ი ფრფივად ს დამოუკიდებლობას ეწინაა ღმდეგება. 
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ახლახან დამტკიცებულ ძირითადი თეორეზიდან გაზომდინარეობს შემ- 

დეგი შედეგი: 
ყოველი ორი ექვივალენტური წრფივად დამოუკიდე- 

ბელი ვექტორთა სისტემა შეიცავს ვექტორთა ტოლ რაოდე- 

ნობას. 

ცხადია, რომ ჯ განზომილებიან ვექტორთა ნებისმიერი ორი მაქსიმალური 

წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა ექვივალენტური იქნება. მაშასადამე, ისინი 

შეიცავენ ვექტორთა თანაბარ რაოდენობას და, რადგანაც ჩვენთვის ცნობილია, 

რომ არსებობენ ასეთი სახის „ ვექტორისაგან შემდგარი სისტემები, აზიტომ 

ჩვენ, დაბოლოს, პასუხს ვღებულობთ ზემოთ დასმულ კითხვახე: #-განზომი- 

ლებიანი ვექტორული სივრცის ყოველი მმაქსიმალუოიწოფი: 

ვად დამოუკიდებელი ვექტორთა სისტემა #” ვექტორისაგან 

შედგება. 
«მიღებული დებულებებიდან შეიძლება გამოვიყვანოთ სხვა შედეგებიც. 

თუ ვექტორთა მოცემულ წრფივად დამოკიდებულსის- 

ტემაში აღებულია ორი მასში მაქსიმალური წრფივად 

დამოუკიდებელი ქვესისტემა, ე. ი. ორი ისეთი ქვესისტემა. 

რომლებსაც არ შეიძლება დავუმატოთ ჩვენი სისტემის არც 

ერთი ვექტორი ისე, რომ არ დაირღვეს წრფივად დამოუკი- 

დებლობა, მაშინ ეს ქვესისტემები შეიცავენ ვექტორთა 

ტოლ რაოდენობას. 

ზართლაც, თუ 

· თც თე; ·..ა 2, (13) 

ვექტორთა სისტემაში 

თე, 6, ·.., C,, +< I) (14) 

ქვესისტემა იქნება მაქსიმალური წოფივად დამოუკიდებელი, მაშინ ყოველი 

ვექტორი თ,.,, .../%, ვექტორებიდან წრფივად გამოისახება (14) სისტენით. 

მეორე მხროიე, ყოველი თ, ვექტორი (13) სისტებიდან წოფივად გამოისახება 

ამ სისტემით: საკმარისია ავიღოთ თითონ თ,-ს კოეფიციენტი 1-ის ტოლი, 

ხოლო სისტემის ყველა სხვა ვექტორთა კოეფიციენტები--0-ის ტოლი, ახლა 

ადვილი შესამჩნევია, რომ (13) და (14) სისტემები ექვივალენტურია. აქედან 

გამომდინარეობს, რომ (13) სისტემა მასში შემავალი ყოველი მაქსიმალური 

წრფივად დამოუკიდებელი ქვესისტემის ექვივალენტურია და, ამიტომ, ყველა 
ეს ქვესისტემა ერთიმეორის ექვივალენტურიც იქნება, ე. ი. არიან როა წოფი- 

ვად დამოუკიდებელი, ისინი შეიცავენ ერთი და იგივე რაოდენობის ვექტორებს. 

ვექტორთა მოცებული სისტემის ნებისმიერ მაქსიმალურ წრფივად 

დამოუკიდებელ ქვესისტემა”ი შემავალ ვექტორთა რიცხეს ამ სისტემის რანგი 

ეწოდება. თუ გაძოვიყენებთ ამ ცნებას, მაშინ ძირითადი თეორემიდან შეგ- 

ვიძლია მივიღოთ კიდევ ერთი დასკვნა. 

ვთქვათ მოცემულია »-განხომილებიან ვექტორთაორი 

არა აუცილებლად წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა: 

| თი თვა... რ, , (15) 
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და / 
_“ ირ: 

და ვთქვათ, რომ (15) სისტემის რანგი ტოლია # რიცხვისა, 

ხოლო (16) სისტემის რანგი--/ რიცხვისა. თუ პირველი სის- 

ტემა წრფივად გამოისახება მეორეთი, მაშინ # < I,“ ხოლო 

თუ ეს სისტემები ექვივალენტურია, მაშინ 7:=/. / 
მართლაც, ვთქვათ ა /" 

«40. %) .... «,, I #” 1. (17) 

და / მამ, “ჩი, 1 6 _ +(18)» 

არიან შესაბამისად (15) და (16) სისტემების ნებისმიერი საქსიმალური წრფი- 

ვად დამოუკიდებელი ქვესისტემები. მაშინ (15) და (17) სისტემები ურთიერთ 

ექეივალენტურნი არიან. იგივე სამართლიანია (16) და (18) სისტემებისათვი- 

საც. იქიდან, რომ (15) სისტემა წრფივად გამოისახება (16) სისტემით, გამო- 
მდინარეობს, რომ (17). სისტემა წრფივად გამოისახება (16) სისტემით და, · 

ამიტომ. მისი ექვივალენტური (18) სისტემითაც, რის შემდეგაც, თუ გავი- 

თვალისწინუბთ (17) სისტემის წრფივად დამოუკიდებლობას, შეგვიძლია გამო- 

ვიყენოთ ძირითადი თეორემა დასამტკიცებელი დებულების მეორე ნაწილი · 

უზუალოდ გამომდინარეობს პირველისაგან. 

10, მატრიცის რანგი ტოიც გ 

თუ მოცეზულია /-განზომილებიან ვექტორთა რაიმე სისტემა, მაში5 

იბადება ბუნებრივი კითხვა, არის თუ არა ვექტორთა ეს სისტემა წრფივად 

დამოკიდებული, არ უნდა ვივარაუდოთ, რომ ყოველ კონკრეტულ შემთხეე- ი 

ვაში ამ კითხეაზე პასუხის გაცემა ადვილი იყოს. მაგალითად, ერთი თვალის 

გადავლებით ძნელია 

თ=(2, --5, 1, –-1), 8 –(1, 3, 6, 5), ჯ=(–1, 4, 1, 2) 

ვექტორთა სისტემას შევამჩნიოთ რაიმე წრფივი დამოკიდებულებანი, თუზცა, 

სინამდვილეზი, ეს ვექტორები დაკავშირებულნი არიან შემდეგი თანაფარ- 

დობით: 

7თC--33 +- 11ჯ=90. 

ამ საკითხის გადაწყვეტისათვის ერთ მეთოდს § 1 გვაძლევს; რადგანაც ჩვენ- 

თვის ცნობილია მოცე?ულ ვექტორთა კომპონენტები, ამიტომ, თუ უცნობებად 

მივიღებთ საძები წრფივად დამოკიდებულებათა კოეფიციენტებს, გვექნება 

წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემა, რომელსაც გაუსის მეთოდით 

· ამოვხსნით. ამ პარაგრაფში განსახილველი საკითხის გადასაწყვეტად მოცე- 

მული იქნება სხვა გზა: ერთდროულად ჩვენ საგრძნობლად მიეჟუახლოვდებით 

ჩვენს ძირითად მიზანსაც –– ამოვხსნა”ი წრფივ განტოლებათა ნებისმიერი 

სისტემა. 
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ვოქვათ, მოცეძულია მატრიცი ' 

რთ) თვ... 0 ს 

4 =| რ0! რკი.-·რ. 

0,1 რკ... მკა 

რომელიც ზეიცავს + სტრიქონს და ჯ სეეტს, ამასთან # და (« რიცხვები არა- 

ფრით არ არიან ერთმანეთთან დაკავშირებულნი. ამ მატრიცის სეეტები, თუ 

მათ განვიხილავთ როგორც L« განზომილებიან ვექტორებს, საზოგადოდ შზეიი- 

ლება იყვნენ წრფივად დამოკიდებულნი. სვეტთა სისტემის რანგს, ე. ი. 7 

მატრიცის წრფივად დამოუკიდებელი სვეტების მაქსიმალურ რიცხეს (უფრო 

ზუსტად. იმ სვეტების რიცხვს, რომლებიც შედიან სვეტთა სისტემის ნების- 

მიერ მაქსიმალურ წრფივად დამოუკიდებელ ქვესისტემაში), ეწოდება ამ მატ- 
რიცის რანგი. 

სასაგებოი. რომ, ასევე, 4 მატრიცის სტრიქონები შეგვიძლია განვიხი- 

"ლოთ როგორც # განზომილებიანი ვექტორები. თურმე მატრიცის სტრიქონთა 

სისტემის რანგი უდრის სვეტთა სისტემის რანგს, ე. ი, უდრის ამ მატრიცის 

-რანგს. ეს მეტად მოულოდნელი დებულება მიღებული იქნება მას შემდეგ, 

რაც ჩეენ მივუთითებთ მატრიცის რანგის განსაზღვრის კიდევ ერთ ფორმაზე, 

რომელიც, ამავე დროს, მოგვცემს მატრიცის ოანგის პრაქტიკული გამოთვლის 
ხერხს, 

8 განვაზოგადოთ ჯერ მინორის ცნება სწორკუთხოვანი მატრიცებისათვის, 

ამოვირჩიოთ 4 მატრიცის ნებისმიერი /: სტრიქონი და # სვეტი, #<-0ი)1ხ(X, #). 
ამ სტრიქონებისა და სვეტების გადაკვეთის ადგილებზე მდებარე ელემენტები 

შეადგენენ #-უ რი რიგის კვადრატულ მატრიცს, რომლის დეტერმინანტსაც 

ეწოდება # მატრიცის #-ური რიგის მინორი. შემდეგში ჩვენ დავინტე- 

რესდებით მატრიცის იმ მინორების რიგებით, რომლებიც განსხვავებულნი 

არიან ნულისაგან და, სახელდობრ, ამ რიგთა შორის უდიდესით. 

ზისი მოძებნის დროს სასარგებლოა გავითვალისწინოთ შემდეგი შენიშვნა: 

თუ 24 მატრიცის ყველა სური რიგის მინორი ნულის ტოლია, 

ნაშინ ნულის ტოლია ყველა უფრო მაღალი რიგის მინორიც. 

მართლაც, თუ ლაპლასის თეორემის საფუძველზე ყოველი /: -- 7-ური რიგის, 

#</: + ქ < ხი10(X, #), მინორს დავშლით ნებისმიერ /#, სტრიქონის მიხედვით, 

მამინ აზ მინორს წარმოვადგენთ # რიგის მინორთა რომელიმე / რიგის 

მინორებზე ნამრავლთა ჯამის სახით და ამით დავამტკიცებთ, რომ იგი უდ- 

რის ნულს. 

ს ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი თეორემა მატრიცის რანგის 
შესახებ: 

: წ მატრიცის ნულისაგან განსხვავებულ მინორთა უმადღ- 
ლესი რიგი უდრის ამ მატრიცის რანგს. 

დამტკიცება. ვთქვათ # მატრიცის ნულისაგან განსხვავებულ მინორთა 
უმაღლესი რიგი არის „„/ ვიგულისხმოთ,- ეს არ შეზღუდავს დამტკიცების 

ზოგადობას ––რომ #-ური რიგის #) მინორი, რომელიც განსხვავებულია ნული- 

ყაგან, 7) # 0, მოთავსებულია 
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| 011 ·.. 01, რთი0-+1 "ს. რი I 

  

მატრიცის ზედა მარცხენა კუთხეში. მაშინ ,( მატრიცის პიოველი » სვეტთ 

იქნება ერთმანეთის მიმართ წრფივად დამოუკიდებელი; მათ მორის რომ 

"არსებობდეს წრფივი დამოკიდებულება, მაშინ, რადგანაც ვექტორების შეკრე- 

ბის დროს იკრიბება შესაბამისი კომპონენტები, 7) მინორის სვეტებს შორისაც: 

იარსებებდა იგივე წრფივი დამოკიდებულება და ამიტომ /) მინორი იქნებოდა». 

ნულის ტოლი. 

ახლა დავამტკიცოთ, როომ 4# მატრიცის ყოველი /-ური სვეტე, #<7<-, 

იქნება პირველ » სვეტთა წოფივი კომბინაცია. ავიღოთ ნებისმიერი 1. 1</ჯ: 

«95, და შევადგინოთ „+ 1 რიგის დამამარე დეტერმინანტი 

  
  

!, 8 

| 0,1 ... თმ ' 

–, == 
· | 0,1 ...მ, შა. 

100... თ. 0 | 

  

როზელიც მიიღება /) მინორის _მოარშიებით" /-ური სვეტისა ღა (L-უორი· 

სტრიქონის შესაბამისი ელემენტებით. ნებისმიერი 1-სათვის „ა, დეტერაინანტი 

უდრის ნულს. მართლაც, თუ 1 >7, მაშინ 2?, იქნება 4 მატრიცის (#-;-1) 

რიგის მინორი და ამიტომ, „# რიცხვის არჩევის გამო, იგი უდრის ნულა. 

თუკი 1<-, მაშინ ჭჩჰ, უკვე აღარ იქნება # მატრიცის მინორი, რადგა5 თას 

ვეღარ მივიღებთ ამ მატრიციდან რომელიმე სტრიქონისა და სვეტის ამოშ- 

ლით; მაგრამ ბ, დეტერმინანტი ახლა შეიცავს ორ ტოლ სტოიქოვა და. 

ნაშასადამე, ისევ უდრის ნულს. 

განვიხილოთ ჩა, დეტერმინანტის უკანასკნელი სტრიქონის ელეპენ.ზთა 

ალგებრული დამატებები. ი,ე ელემენტის ალგებრული დამატება, (ცხადია, 

იკნება #) მინორი. თუ 1 </ <./, მაშინ თ,, ელემენტის ალგებოული დამატება 

ტში იქნება რიცხვი 

„„საბ– ისს მობბი ; 
თ.ვ... 0მ-,/ 1) მ141 +. 0, რთ4 

ეს რიცხვი არ არის დამოკიდებული ;-ხე და ამიტომ აღნიშნულია „,1,-თი. 

ამგვარად, თუ დავშლით ბ, დეტერმინანტს მისი უკანასკნელი სტრიქონის 

მიხედვით და ამ დაშლას გავუტოლებთ ნულს, მივიღებთ, რადგან 4,=0, რომ 

მა 41-- 04 +... + 0-4, -+I- ი,1)=9, 
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საიდანაც, იმის გამო, რომ # #90, ვღებულობთ 

4) 4, 
ძალ “ბმა “?მი –..– ––- 6. 

წ/) 

ეს ტოლობა სამართლიანია ჯ-ს ყველა მნიშვნელობისათვის, 7=1, 2, ..., (, და 

რადგანაც ამ ტოლობის კოეფიციენტები ჯ-ზე არ არიან დამოკიდებული, 

ამიტომ ვღებულობთ, რომ 2 მატრიცის მთელი I-ური სვეტი იქნება §ის 

პირველ » სვეტთა ჯამი, აღებული, შესაბამისად, 

–” 
#» »#» » 

კოეფიციენტებით. 
ამრიგად, I მატრიცის სვეტთა სისტემაში ვიპოვეთ # სეეტისაგა§ შჰეძმ- 

დგარი მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი ქვესისტემა, რითაც დამღკი- 
ცებულია, რომ ,( მატრიცის რანგი უდრის ჯ-ს, ე. ი. დამტკიცებულია თელ- 

რემა რანგის შესახებ. „> 

ეს თეორემა იძლევა მატრიცის რანგის პრაქტიკულად გამოთვლის 

მეთოდს და ამიტომ ხსნის საკითხს ვექტორთა მოცემულ სისტემაში წრფივად 
დამოკიდებულების არსებობის შესახებ. თუ შევადგენთ მატოიცს, რო:ლის- 

თვისაც მოცემული ვექტორები"“იქნებიან სვეტები, და გამოვთვლით მის ლანგს, 

მაშინ ვიპოვით სისტემის წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა მაკსინალურ 

რიცხვს. 

მატრიცის რანგის პოვნის მეთოდი, რომელიც დამყარებულია თეოოღე- 

მაზე რანგის შესახებ, მოითხოვს ამ მატრიცის, მართალია, სასოულ,. მაგრაპ 

საკმაოდ ბევრი მინორის გამოთვლას. მეორე მხრიე, შემდეგი შენი შენა სამუა- 

ლებას იძლევა შევიტანოთ ამ მეთოდში მნიშვნელოვანი გამარტივებანი, თუ 

მკითხველი ერთხელ კიდევ გადახედავს რანგის შესახებ დამტკიცებულ თეო- 

რემას, შეამჩნევს, რომ მასში არ არის გამოყენებული 4 მატრიცის ყველა 

(7+1)-ური რიგის მინორის ნულთან ტოლობის პირობა – სინამდვილეში გამო- 

ყენებულია მხოლოდ ის („ + 1)-ური რიგის მინორები, რომლებიც მოაარ”წიებენ 
მოცემულ წულისაგან განსხვავებულ ”# რიგის /) მინორს (ე. ი. შეიცავენ 

მას მთლიანად თავის შიგნით), და ამიტომ მარტო ამ მინორთა ნულთან 

ტოლობის პირობიდან გამომდინარეობს, რომ # არის #4 მატრიცის წრფივად: 

დამოუკიდებელ სვეტთა მაქსიმალური რიცხვი; უკანასკნელიდან კი განოპდი- 
ნარეობს, რომ ამ მატრიცის ყველა ( -- 1) რიგის მინორია ნულის ტოლი. 

მივიღეთ მატრიცის რანგის გამოთვლის შემდეგი წესი: 

მატრიცის რანგის გამოთვლის დროს საჭიროა გადავი- 

ღეთ დაბალი რიგის მინორებიდღან მაღალი რიგის იინო- 

რებზე. თუ უკვე ნაპოვნია ნულისგან განსხვავებული /-ური 
რიგის #9 მინორი, მაშინ გამოთვლას მოითხოვენ მხოლოდ 

მჩ მინორის მომმარშიებელი (:4-1) რიგის მინორები: თუ 
ისინი ნულის ტოლი არიან, მაშინ მატრიცის რანგი არის /. 
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?აგალითები: 

1. ვიაბოვოთ 

გაზრიცის რანგი. 

ან მატრიცის მარცხენა ზედა კუთხეში მდებარე მეორე რიგის მინორი ნულის ტოლია. 

5:5რამ გატრიცი შეიცავს ნულისაგან განსხვავებულ მეორე რიგის მინორებსაც, მაგალითა. 

    

–43 
ძი= 0. 

–21 # 
ნესანე რიგის მინორი 

2-4 პ3პ 

თ=11-2 1,“ 
ბ I -–1 

რომელეც მოაარშიებს ი” მინორს, განსხვავებულია ნულისაგან, ი”'=1, მაგრამ «' მინორი” 

ზოზზარშიებელი ორივე მეოთხე რიგის მინორი ნულის ტოლია: 

'2-4 3”1!- 2-4 30 
I1–2 1-4 1 –2 2 _, 
:00 1-–-1 3“ 7? 01-11)“. ” 

4-7 4-4 4-7 11 

  

აბრიგად. 4 მატოიცის რანგი უდრის სამს. 

<. ვიპოვოთ – “- “ 

თ)=(2, –- 2, –-4), «-=(1, 9, 3), Cვ=(–-2, ––4, 1), თ,=(3, 7, ––1) 

ვექტორთა სისტემაში მაქსიმალური წოფივად დამოუკიდებელი ქვესისტემა. 

თ«ეგადგინოთ მატრიცი 

21-2 3 
–29--4 7I, 
–=43 1-1 

"როსლის თვისაც მოცემული ვექტორები წარმოადგენენ სვეტებს. ამ მატრიცის რანგი უდრის 

ორს. მარცბენა ზედა კუთხეში მოთავსებული მეორე რიგის მინორი არ უდრის ნულს, მაგრამ 

მისი მონსარშიებელი ორივე მესამე ოიგის მინორი ნულის ტოლია. აქედან გამომდინარეობს, 

რომ მოკენულ სისტემაში .თ, და ძე ვექტორები შეადგენენ ერთ-ერთ მაქსიმალურ წრფივად 
დამოუკიდებელ ქვესისტემას. · : · : 

L 

ა. როგორც შედეგი თეორენისა მატრიცის რანგის შესახებ, დავამტკიცოთ 

უკვე ადრე ჩამოკალიბებული დებულება: 
სოველი მატრიცის წოფივად დაზოუკიდებელ სტორი: 

ქონთა მაქსიმალური რიცხვი უდრის მის წრფივად დამოუ- 

კიდებელ სვეტთა ზაქსიზმალურ რიცხვს, ე. ი. უდრის ამ მატ- 

რიცის ორანგს. · · 

მის დასამტკიცებლად მოვახდინოთ მატრიცის ტრანსპონირება, ე. ი, 

თისი სტრიქონები ვაქციოთ სვეტებად მათი ნუბერაციის შენარჩუნებით. 
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ტრანსპონირების დროს მატრიცის ნულისაგან განსხვავებული მინორების მაჟ- 

„სიმალური რიგი არ შეიძლება შეიცვალოს, რადგან ტრანსპონირება ღეტერ- 

მინანტს არ ცვლის, ხოლო გამოსავალი მატრიცის ყოველი მინორისათეის, 

მინორი, რომელიც მიიღება მისი ტრანსპონირებით, შედის ახალ მატრი,ციიც 

ღა პირიქით. აქედან გამომდინარეობს, რომ ახალი მატრიცის რანგი საწყისი 

მატრიცის რანგის ტოლია; იგი, ამავე დროს, ტოლია ახალი მატრიცის 

წოფივად დამოუკიდებელ სეეტთა მაქსიმალური რიცხვისა, ანუ საწყისი სის- 

ტემის წრფივად დამოუკიდებელ სტ რიქონთა მაქსიმალური რიცხვისა, 

მაგალითი. § 8-ში უკვეე შემოტანილი იყო » უცნობიანი წოფივი ფორმის ცნება: 

(რისიმე განმარტებული იყო წოფივ ფორმათა შეკრება: და მათი გამრავლება რიცხეხე. ეს გან- 

მარტება საშუალებას გვაძლევს გადავიტანოთ წრფივად დამოკიდებულების ცნება. პთელი 

თავისი თვისებებით, წოფივ ფორმებზეც. ვთქვათ, მოცემული გვაქეს წრფივ,ფორმათა სიტემა 

#:=2% + 24 +L %+- პას 

#:=41 –– თ –– 5Xე--ნ,, 

/ე=134 -–- 32, –- 4Xვ –“– 720, 

#ა=2% + XL -–- ჯე. 

საჭიროა გამოვყოთ მასში მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი ქვესისტემა. შევად–- 

გინოთ ამ ფორმების კოეფიციენტებისაგან მატრიცი 

1021 3 
4-.1-5–-6|!| 
1-3 -4-–-7 

2 1-1 09 

და ვიპოვოთ მისი რანტი. ზედა მარცხენა · კუთბეშა მდებარე მეოროვ რიგის მინოოი გ-5აუვ:- 

ვებულია ნულისაგან, მაგრამ ადვილი სანახავია, რომ მისი მომმარშიებელი მესამე ოიჯის 

ოთხივე მინორი ნულის ტოლია. აქედან გამოპდინარეობს. რომ მატრიცის პირველი ორი 

სტრიქონი წრფივად დამოუკიდებელია, ხოლო მესამე და მეოთზე სტოიქონები წარ?ოად- 

გენენ მათ წრფივ კომბინაციას. მაშასადამე, /), /ე.სისტემა იჟნება წოფივ ფო=მათა მოცეჭული 

სისტემის საძებნი ქვესისტემა. 

=--““ მივუთითოთ კიდევ მნიშვნელოვან შედეგზე თეორემისა მატოიცის რან: 
გის შესახებ. 

#ური რიგის დეტერმინანტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ 
უდრის ნულს,თუ მის სტრიქონებს შორის არსებობს წრფივი 

დამოკიდებულება.“ ამ დებულების ერი:ი ნაწილი უკვე დამტკიცებულია 

წ 4-ში (თვისება 8). ვთქვათ, ახლა, მოცემული გვაქვს #-ური რიგის დეტეორ- 
მინანტი, რომელიც უდრის ნულს, ე. ი., სხვანაირად რომ ვთქვათ, მოცეზული 

გვაქვს ჯ-ური რიგის კვადრატული მატრიცი, რომლის ერთადერთი მაქსიმა- 

ლური რიგის მქონე მინორი უდრის ნულს. აქედან გამომდინარეობს, როვ 
ამ მატრიცის ნულისაგან განსხვავებული მინორების მაქსიმალური რიგი ნაკ- 

ლებია /-ზე, ე. ი. რანგი ნაკლებია #-ზე და, ამიტომ, ზემოთ დამტკიცებულის 

საფუძველზე, ამ მატრიცის სტრიქონები: წრფივად დამოკიდებულია. · 
გასაგებია, რომ ახლახან დამტკიცებული შედეგის ფორმულიოებაში 

სტრიქონების ნაცვლად შეგვიძლია ვილაპარაკოთ დე ტერმინანტის სეეტებხეც. 
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“ატრიცის რანგის გამოსათვლელად არსებობს კიდევ ერთი მეთოდი, რომელიც არ 

არის დაკავშირებული თეორემასთან მატრიცის რანგის შესახებ და არც დეტერმინანტების 

განოთვლას მოითხოვს. თუმცა იგი გამოიყენება მხოლოდ იმ შემთხეევებში, ოოდესაც ჩვენ 

გვაინტერესებს თვითონ რანგი და არ ვეძებთ რომელი სტრიქონები (ან სეეტები) შეადგენენ 

ზაუსიმალურ წრფივად დამოუკიდებელ სისტემას. ზადმოეცეთ ეს მეთოდი. 

სატოიცის ელემენტარულ გარდაქმნებად იწოდებიან ამ მატრიცის შემდეგი გარდა- 

(#) ორი სტრიქონის ან ორი სეეტის ადგილების შეცვლა (ტრანასპოხიცია); 

(0) სტრიქონის (ან სვეტის) გამრავლება ნებისშიერ ნულისაგან განსხვავებულ რიცხეზე; 

(C) რომელიმე სტრიქონისადმი (ან სვეტისადმი) რაიმე რიცხვზე გამრავლებული სხვა 

სტრივონის (ან სვეტის) მიმატება. 

ღვილი სანახავია, რომ ელემენტარული გარდაქმნები არ ცვლიან მატ- 

რიცის რანზს. მართლაც, თუ ეს გარდაქმნები გამოიყენება მატრიცის, მაგალითად, 

სეეტების მიმართ, მაშინ სვეტთა სისტემა, თუ განვიხილავთ მათ როგორც ვექტორებს, 

იცვლება ექვივალენტური სისტემით. დავამტკიცოთ ეს მხოლოდ (C) გარდაქმნისათვის, რად– 

გან (3) და (6)-სთვის ეს ცხადია. ვთქვათ I-ურ სვეტს ემატება # რიცხვხე გამოავლებული 

2-უოი სვეტი. თუ გარდაქმნამდე მატრიცის სვეტები იყო 

_. ..– (1) 

ვექტოლები, მაშინ გარდაქმნის შემდეგ მატრიცის სვეტები იქნება 

თა ·- ე თ|=თ, +L #თ,, ... თ... რ აC (2) 

გექტოოები. (2) სისტემა წრფივად გამოისახება (1) სისტემით, ხოლო ტოლობა - 

თ,=თა --#თ, · 

გვიჩვენებს, რომ თავის მხოივ (1) სისტემა წრფივად გამოისახება (2)-თი. მაშასადამე, ეს 

სისტემები ექვივალენტურია და, ამიტომ, მათი მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი 

ქვესისტემები შეიცავენ თანაბარი რაოდენობის ვექტორებს. 

ამრიგად, მატრიცის რანგის გამოთვლის დოოს, წინასწარ შეიძლება მისი გამარტივება 

ელემენტარული გარდაქმნების რაიმე კომბინაციით. 

ამბობენ, რომ § სტრიქონისა და # სეეტის შემცველ მატრიცს აქეს დიაგონალური 

ფოომა, თუ ყველა მისი ელემენტი, გარდა თ.,, შეე, ..., ი, (სადაც 0 -< ” <: Mი10 (§, ი)) ელე– 

მენტებისა, რომლებიც ერთის ტოლია, უდრის ნულს. ცხადია, რომ ამ მატრიცის რანგი 

უდრის #-ს. 

ელემენტარული გარდაქმნების საშუალებით ნებისმიერი მატ- 

რიციშეგვიძლიამივიყვანოთ დიაგონალური ფორმის მატრიცტამდე. 

მართლაც, ვთქვათ მოცემულია მატრიცი 

თე... თი 
4=| ...-. 

ძე: ... მ, 

თუ ზიLი ყველა ელემენტი ნულის ტოლია, მაშინ მას უკვე აქვს დიაგონალური ფორმა, თუკი 

მას გააჩნია ნულისაგან განსხვავებული ელემენტები, მაშინ სტრიქონებისა და სვეტები” 

ტრანსპოზიციით შეჯვიძლია მივაღწიოთ იმას, რომ ძი, ელემენტი იყოს განსხვავებული 

წულის.აგან. ამის შემდეგ, პირველი სტრიქონის გამრავლებით ი.1-ზე 2, ელემენტს შევცვლით 

1-ით, თუ ახლა 7-ურ სეეტს, / > 1, გამოვაკლებთ თ,,-ზე გამრავლებულ- პირველ სვეტს, 
მაშინ ი,ჯ; ელემენტი შეიცვლება ნულით. თუ ამ გარდაქმნას ჩავატარებთ მეორიდან დაწყე– 

ბულ ყეელა სვეტზე დ· აგრეთვე ყველა სტრიქონზე, მაშინ მივიღებთ შე3ვდეგი სახის ეელ 
ვმატრიცს 
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10..9 

/#'= 00... 0), 

ი 0 ი,,... თი 

თუ «იგივე სახის გარდაქმნებს ჩავატარებთ 4' მატრიცის მარჯვე5ზა ქვედა კუთხეში მდებარე 

ნატროიცის მიმართ და ა. შ., გარდაქმნათა: სასრული რიცხვის ჩატარების შემდეგ, ჩვენ 

მივიღებთ დიაგონალურ მატრიცს, რომელსაც იგივე რანგი ექწება, რაც საწყის ,4 მატრიცა 

ჰქონდა. 

ამრიგად, მატრიცის რანგის საპოვწელად საჭიროა მისი მიყეანა), 

ელემენტარული გარდაქმნებით, დიაგონალურ ფოომამდე და შემ- 

დეგ უკანასკნელის მთავარ დიაგონალზე ერთიანების რიცხვის 

დათ 3. ე > 
27 ალი თი. ვიპოეოთ 

(9 2-4) 
–1-4 5 

M= 3.1. 7 
0 5-10 

L2 3. 0 | 

პატრიცია ოანგი. თუ გადავანაცელებთ ამ მატოიცის პირველ და მეორე სვეტს „და შემდეგ 

პირველ სტრიქონს გავამრავლებთ ---ხ, მივიღებთ მატრიცას 

1.0 -–2 
აC ა–= 51 

I 3 7|!|. 
| 5. 0-10 

_- 
მივუპატოთ მის მესამე სვეტს ორზე გამრავლებული პირეელი სვეტი, ხოლო შემდეგ თუ 

ახლად მიღებული პირველი სტრიქონის რომელიმე ჯერაჯს მივუპატებთ ყველა დ დანარჩე5 

ს“რიქონს, მივიღებთ 

(100) (00200: ,), .. 
0-1-3 52 ·„ე-I -%:: 

0 3 9- "ახ 8! ღაექვაქგვნრთრთ?ზს 

0 0-0 CC" 
0 2 6 | ა9 7 >” 5. 

სსტრიცს, ბოლოს, თუ გავამრაელებთ მეორე სტრიქონყ--1-ზე, მესამე სვეტს გამოვაკლებთ 

ზ:სამკეცებულ მეორე სეეტს და 'მემდეგ მესაზე და მეხუთე სტრიქონს გამოეაკლებთ ახლად 

მეაღებულ, მეორე სტრიქონის რომელიშე ჯერადს, მივალთ საძებნ დიაჭტონალურ ფორმამდვ 

  

თ“. ! ' 0109 

იი ბალანი იხვი 000 |. 
.””'" 000! 
აა (099) 

ჯზჭრიგად, 4 მატრიცის რანი უდრის ორს. 
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მე-13 თავში ჩვენ კიდევ ერთხელ შევხვდებით ელემენტარულ გაოდაქმნებს და პაუ- 

რიცთა დიაგონალურ ფორმას, თუმცა მათი ელემენტები იქნებიან უჯვე არა რიცხვები. 

არამედ მრავალწევოები. 

§ 11. წრფივ განტოლებათა სისტემები 

ჩვენ გადავდივართ წოფივ განტოლებათა ნებისმიერი სისტემების "ეს- 

წაგლაზე; ამასთანავე უკვე აღარ ვგულისხზობთ იმასაც, რომ სისტემის გან- 
ტოლებათა რიცხვი ტოლია უცნობთა რიცხვისა. თუმცა ჩეენი შედეგები 

შეიძლება გამოყენებულ იქნეს ილძ (ჯ 7-შე განხილეის გარეშე დატოვებულ) 

შემთხვევაზიაც, როდესაც განტოლებათა ოიცხვი ტოლია უცნობთა რიცხვისა, 

ხოლო სისტემის დეტერმინანტი უდრის ნულს. 

ვთქვათ, მოცემულია წოფივ განტოლებათა სისტემა 

0) + რაა +...+- რაჯ, =0;, | 

რა.) 4+ შევ? +..." რე,Xც == ხა, (1). 

. Cთ.X. -- რიჯეXა –ლყ.ო, " იცXგ= ხ,. | 

როგორც § 1-დან ვიცით, უპირველესად უნდა გადავჭრათ აშ სისტეზვის თავგ- 

სებადობის საკითხი. ამ მიზნისათვის ავიღოთ ამ სისტემის კოეფიციენტები- 

საგან შემდგარი 4 მატრიცი და „გაფართოებული“ 4 მატრიცი, რომელიეც 

ზიიღება 4 მატრიცზე თავისუფალწევ=ებიანი სვეტის მიერთებით, 

“” რ) რე -..0ია რ 0 ე... რა ხ1 

„== რ21 0 ··· რ» -L= | რთა 0ჯ--- რაი ნ; 

რა რე რი რთა 0 რთ,» ხ, 

და გამოკთვალოთ ამ მატრიცთა რანგები. ადვილი სანახავია, რომ 4 მატ- 

რიცის რანგი ან უდრის 1 მატრიცის რანგს ან ერთით მ ია ც გ უდ ტ (8) გ ე ეტ 
უკანასკნელზე. მართლაც, ავიღოთ 24 მატრიცის სეეტთა რომელიმე 

მაქსიმალური წრფთივგა ამოუკიდებელი სისტემა. ის იქნება წრთი8მა ამო- ლუოი წოფივად დახოუკიდებელ ტე ე ფივად დ 

უკიდებელი 4 მატრიცშიაც. თუ სისტემა ინარჩუნებს მაქსიპალურობასაც, 

ე. ი. თავისუფალწევრებიანი სვეტი მისი საშუალებით წოფივად გამოისახება, 

მაშინ ,, და 4 მატრიცთა რანგები ტოლია; წინააღმდეგ · შემთხვივაში, თუ 

მივუერთებთ ამ სისტემას თავისუფალწევრებიან სვეტს, მივიღებთ ”. მატრი- 

ცის სვეტთა წრფივად დამოუკიდებელ სისტემას, ოომელიც მასში მაქსიმა–- 

ლური ივნება. 

წრფივ განტოლებათა სისტემის თავსებადობის საკითხზე სრულ პასუხს 

იძლევა შემდეგი თეორეპმა. · 

კრონეკერ-კაპელლის თეორემა. წრფივ განტოლებათა (II სის- 

ტემა მაშინ და მხოლოდ მაშინ არის თავსებადი, როდე- 

საც გაფართოებული 4. ზატრიცის რანგი უდრის 41 მატრი- 

ც ის რა ნ გ ს. 

§0



დამტკიცება. 1. ვთქვათ, (1) სისტემა თავსებადია და 7, 7:, -·--, ჩ» 
არის მისი ერთ-ერთი ამონახსენი. თუ ჩავსვამთ ამ რიცხვებს (1)-ში უცნობე- 

ბის ნაცვლად, მივიღებთ X« იგივეობას, რომლებიც გვიჩვენებენ, რომ 4 მატ- 
რიცის უკანასკნელი სვეტი წარმოადგენს დანარჩენ სვეტთა ჯამს, აღებულს, 

შესაბამისად, 7, #,, ·-·» / კოეფიციენტებით. 4 მატრიცის ნებისმიერი სხვა 

სვეტი შედის 4-შიც და ამიტომ წრფივად გამოისახება ამ მატრიცის ყველა 

სვეტის საზუალებით. პირიქით, 4 მატრიცის ყოველი სვეტი არის L მატ- 

რიცის სვეტიც. ე. ი. წრფივად გამოისახება ამ მატრიცის სვეტების საზუა- 

ლებით. აქედან გამომდინარეობს, რომ # და 4 მატრიცთა სეეტების სის- 
ტემები ურთიერთექვივალენტურია და ამიტომ, როგორც ეს დასტკიცებული 

იყო § 9-ში, ორივე ამ #-განხომილებიან ვექტორთა სისტემას აქვს ერთი და 

იგივე რანგი; სხვანაირად როზ ვთქვათ, 2 და 4 მატრიცის რანგები ტოლია. 

2. ვთქვათ, ახლა, რომ 4 და 2 მატრიცებს აქვთ ტოლი რანგები. აქე- 

დან გამომდინარეობს, რომ 4 მატრიცის სვეტთა ნებისმიერი მაქსიმალური 
წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა რჩება მაქსიმალურ წრფივად დამოუკი- 

დებელ სისტემად 4 მატრიცშიაც. ამრიგად, ამ სისტემის საშუალებით და, 

პაშასადამე, საერთოდ #4 მატრიცის სვეტთა სისტემით, წრფივად გამოისახება 

4 მატრიცის ბოლო სვეტი. მაშასადამე, არსებობს მ ვს თ.ა კოეფიციენტთა 

ისეთი სისტემა რომ 4 მატრიცის ამ კოეფიციენტებით აღებულ სეეტთა 

ჯამი უდრის თავისუფალწევრებიან სვეტს და, ამიტომ, 7, #:,, «--, #თ რიცხეები 

შეადგენენ (1) სისტემის ამონახსენს, აზრიგად, 4 და # მატრიცთა რანგე- 
ბის როლობა იწვევს (1) სისტემის თავსებადობას, 

· თეორემა მთლიანად დამტკიცებულია. ამ თეორემის გამოყენებისას, 

კონკრეტულ მაგალითებში საჭიროა, უპირველეს ყოვლისა, გამოვთვალოთ 4 

მატრიცის რანგი, რაც თავის მხრივ მოითხოვს ამ მატრიცის ისეთი ნული- 

საგან განსხვავებული მინორის პოვნას, რომლის მომარშიებელი ყველა მინორი 

ნულის ტოლია; ვთქვათ, ეს ნულისაგან განსხვავებული მინორი არის //. ამის 

წემდეგ საჭიროა გამოვთვალოთ 4. მატრიცის 2/-ის მომარშიებელი ყველა 

მინორი, რომელიც X4-ში არ შედის (ე. წ. (1) სისტემის მახასიათებელი 

დეტერმინანტები). თუ ყველა ეს მინორი ნულის ტოლია, მაშინ /# და 

4 მატრიცთა რანგები ტოლია და, ამიტომ, (1) სისტემა თავსებადია; წინა- 

აღმდეგ შეზთხვევაში კი ის არათავსებადია. ამრიგად, კრონეკერ-კაპელლის 

თეორემა შეიძლება ასე ჩამოვაყალიბოთ: ' 

წრფივ განტოლებათა (1) სისტემა მაშინ და მხოლოდ 
ხაშინ არის თავსებადი, თუ ყველა მისი. მახასიათებელი 

დეტერმინანტი ნულის ტოლია. · · 

ვიგულისხმოთ, ახლა, რომ (1) სისტემა თავსებადია, კრონე,ლ- 
კაპელლის თეორემა, რომლის საშუალებითაც ჩვენ ვადგენთ ამ სისტემის თაც- 
სებადობას, ადასტურებს ამოხსნის არსებობას, მაგრამ არ იძლევა არა:ითაC 

მეთოდს სისტემის ყველა ამონახსენის პრაქტიკულად გონახვი- 
სსათვის. ამ საკითხს ახლა განვიხილავთ. 
15. ა. კუროში ს 2. 

· რჩ



ვთქვათ, 4 მატრიცის რანგი არის „. როგორც წინა პარაგრაფში იყო ., 

დანტკიცებული, ჯ არის 4 მატრიცის წრფივად დამოუკიდებელ სტრიქონთა, .. 

მაქსიმალური რიცხვი. ვთქვათ, გარკვეულობისათვის, რომ 4 მატრიცის პირ-.. 

ველი #» სტრიქონი წრფივად დამოუკიდებელია, ხოლო ყოველი სხვა სტრიქონი – 

არის მათი წრფივი კომბინაცია. "მაშინ 4 მატრიცის პირველი „ სტრიქონიც” 

იქნება წრფივად დამოუკიღებელი: მათ შორის ნებისმიერი წრფივი დამოკი-სე 

დებულება იქნებოდა # მატრიცის პირველ # სტრიქონთა შორის წრფივი 

დამოკიდებულებაც (გავიხსენოთ ვექტორთა შეკრების განმარტება 1). შემდეგ, 

4 და 4 მატრიცის რანგთა ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ 4 მატრი- 

ცის პირველი # სტრიქონი შეადგენს მასში სტრიქონთა მაქსიმალურ წრფი- 

ვად დამოუკიდებელ სისტემას, ე. ი. ნებისმიერი სხვა სტრიქონი ამ მატრი.. 

ცისა იქნება მათი წრფივი კომბინაცია. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ. (1) სისტემის ყოველი განტოლება შეგ- 

ვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც რაიმე კოეფიციენტებით აღებული პირველ 

# განტოლებათა ჯამი, და, ამიტომ, პირველ #» განტოლებათა ნებისმიერი 

ზოგადი ამონახსენი დააკმაყოფილებს (1) სისტემის ყველა განტოლებას. მაშა- 

სადაზე, საკმარისია ვიპოვოთ შემდეგი სისტემის ყველა ამონახსენი 

011 X1 + რე X +... “+ თიX „== ხ), | წ) 

“ 2 + რ XL. .“+ ძე,X თ L · ' „ 

ისნნნმოოობი M V 22 ფხ
ა,
 

0, XI + რთ, ჭაია + ი თანა= ნ, 

რადგანაც (2) განტოლებებში უცნობების წინ მდგომი კოეფიციენტები- 

საგან შემდგარი სტრიქონები წრფივად დამოუკიდებელია, ე. ი, კოეფიციენ- 

ტებისაგან შემდგარი მატრიცის რანგი არის „, ამიტომ <7» და, გარდა-· 

ამისა, ამ მატრიცის # რიგის მინორთაგან ერთი მაინც განსხვავებულია ნული- 

საგან, თუ „=#»#, მაშინ (2) იქნება განტოლებათა და უცნობთა თანაბარი 
რაოდენობის შემცველი სისტემა ნულისაგან განსხვავებული დეტერმინანტით, 

ე. ი. მას და, ამიტომ (1) სისტემასაც, აქვს ერთადერთი ამონახსენი, სახელ- 

დობო ის, რომელიც კრამერის წესით გამოითვლება. 

ვთქვათ ახლა #ჯ<-» და, გარკვეულობისათვის, ნულისგან განსხვავებული 
იყოს პირველი » უცნობთა კოეფიციენტებისაგან შემდგარი » რიგის მინორი. 

(2) სისტემის ყველა განტოლებაში გადავიტანოთ მარჯვენა მხარეს ჯ.»/.5,%. 

უცნობთა შემცველი ყველა წევრი და შევარჩიოთ ამ უცნობთათვის რაიმე 

მნიშვნელობები C,,), ..., თ. მივიღებთ » განტოლებათა სისტემას # რაოდენობის 

XI, 2). X-. უცნობთა მიმართ 

თ) V) -L ძე Xე + ·.. -- 0ე„X- == ხე –- 0.) ი+1-–- .– თარი | 

რი, 1 + რCრე2X, სრა. + თე, X„= ჩე: ორთ ვა ნი ო. წაი (3) 

012 + რუ %X. + ....- 0,-X-= ჩნ, – 01 ნია... წირი 

53 სისტემის მიმართ გამოიყენება კრამერის წესი, ამიტომ მას აქვს ერთად-. 

ერთი თ, C...აC ბმონახსენი; ცხადია, რო8 “დ, 6ე,--.,6ო 6-1...) რიცხვთა სის+ 

82



ტემა იქნება (2) სისტემის ამონახსენი. რადგანაც X,.), ··. ი უცნობთათვის, 

ე· წ თავისუფალი უცნობებისათვის, #«.ყე,...,“, რიცხვთა მნიშვნე- 
ლობები ჩვენ შეგვეძლო შეგვერჩია ნებისმიერად, ამიტომ ამ გზით (2) სის- 

ტემის უსასრულოდ ბევრი სხვადასხვა ამონახსენი მიიღება. 

მეორე მხრივ, (2) სისტემის ყოველი ამონახსენი შეიძლება მიღებულ 

იქნასს აღნიშნული გზით: თუ მოცემულია (2) სისტემის რაიმე ამონახსენი 

რც ბე ...C, მაშინ თავისუფალი უცნობებისათვის ვიღებთ «,,I,,.., ი რიცხვით 

მნიმვნელობებს, ამგვარად, თ, C,.., - რიცხვები დააკმაყოფილებენ (3) სის- 

ტემას და, მაშასადამე, წარმოადგენენ ამ სისტემის იმ ერთადერთ ამონახსენს, 

რომელიც კრამერის წესით გამოითელება. 

ველა ზემონათქვამი შეგვიძლია გავაერთიანოთ წრფივ განტოლე- 

ნებისმიერი სისტემის ამოხსნის შემდეგ წესში: 

ვთქვათ, მოცემულია წრფიე განტოლებათა თავსებადი 

ისტემა და ვთქვათ კოეფიციენტებისაგან შედგენილი 

4 ნატრიცის რანგი არის 7. ამოვირჩიოთ 4-ში წრფივად 

· დამოუკიდებელი # სტრიქონი და (1) სისტემაში დავტოვოთ 

ამხოლოდ. ის განტოლებები, რომელთა კოეფიცენტებიც 

არჩეულ სტრიქონებში შევიდა. ამ განტოლებების მარცხენა 

მხარეებში ვტოვებთ ისეთ „+ უცნობებს, რომ მათი კოეფი- 

ციენტებისაგან შედგენილი დეტერმინანტი განსხვავე- 

ბული იყოს ნულისაგან, ხოლო სხვა უცნობებს ვთვლით თა- 

- ვისუფალ უცნობებად და გადაგვაქვს ისინი განტოლებათა 

მარჯვენა მხარეებში. თუ თავისუფალ უცნობებს მივცეზ?თ 

ნებისმიერ რიცხობრივ მნიშვნელობებს, ხოლო სხეა უცნო- 

ბების მნიშვნელობებს გამოეთვლით კრამერის წესით, მაშინ 
ჩვენ მივიღებთ (1) სისტემის ყველა ამონახსენს. 

დამატებით ერთხელ კიდევ ჩამოვაყალიბოთ ჩვენს მიერ მიღებული შემ- 

დეგი შედეგი: 
თავსებად (1) სისტემას მაშინ და მხოლოდ მაშინ აქვს 

ერთადერთი ამონახსენი, როდესაც 4 მატრიცის რანგი 

უცნობთა რიცხვის ტოლია. · 

  

     

  

მაგალითე ბ ი: 1: ამოეხსნათ სისტემა 

ე_–_“--–_–. 
2: -- «ე + 41 –- 22:=1. 

ავე 3X–-6X%. +L 5ჯკ=0. 

კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცის რანგი უდრის ორს. ზედა მარცხენა კუთხეში 

6დებარე მეორე რიგის მინორი განსხვავებულია ნულისაგან, ხოლო მი"ი მომარშიებელი 

ორივე შესამე რიგის მინორი უდრის ნულს. გაფართოებული მატრიცის რანგი უდრის სამს, 
რადგანაც 

(2. ს 1 1- 1§/0. 
· – 

აქედან გამომდინარეობს, რომ სისტემა არათავსება:ია, 
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2. ამოვხსნათ სისტემა 
7XI + 3::1=2 

ბ -- 2:.=--3 

42: + 9Xგ= 11. 

კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცის რანგი უდოის 2-ს, ე. ი. უდრის უცნობთა 

რიცხვს; გაფართოებული მატრიცის რანგი ასევე უდრის 2-ს. ამრიგად, სისტემა თავსებადია 

და აქვს ერთადერთი ამონახსენი. 

პირველი ორი განტოლების მარცხენა მხარე წრფივად დამოუკიდებელია; თუ ამოვ- 

ხსნით ამ _ორ განტოლებისაგან შედგენილ სისტემას, უცნობებისათვის მნიშვნელობებს. 

მივიღებთ: 
5 23 

21: – –“ ე ==. 

ადვილი სანახავია, რომ ეს ამონახსენი მესამე განტოლებასაც აკმაყოფილებს. 

3. ამოვხსნათ სისტემა 

2 LC 1ე–-2X –- 12, ++X.I=1, 
ვაუ –- 1, -+L #ე + 4;კ ++ 3X.=4, 

XI -+ 5Xე –– 9Xვ –– 82, + 1.=0. 

სისტემა თავსებადია, რადგანაც გაფართოებული მატრიცის რანგი, ისევე როგორც 

რანგი კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცისა, უდრის ოოს. პირველი და მესამე გან– 

ტოლებების მარცხენა მხარეები წრფივად დამოუკიდებელია, რადგანაც X, და X-ის კოეფი- 

ციენტებისაგან შედგენილი მეორე რიგის მინორი განსხვავებულია ნულისაგან. ამოვხსნათ ამ 

ორი განტოლებისაგან შედჭენილი სისტემა, ისე რომ X,, »» და X. უცნობები ჩავთვალოთ 

თავისუფალ უცნობებად, რომელთაც უკვე მიცემული აქვთ რაიმე რიცხობრივი მნიშვნელო- 

ბები, და გადავიტანოთ ისინი განტოლებათა მარჯვენა მხარეებში. კრამერის წესის ჯამოყე- 

ნება მოგვცემს: 

, 

ს. 

5 -1 3 
2ლ–-- -L –-- – უჯ. – ჯ 

ჯ 11 4 3 4 4 წ 

1 7 7 
ჯლ=ლ=-– –-–-+–+–-; –>.» 

3 4 4 + 4 ა: 

ეს ტოლობები განსაზღვრავენ მოცემული სისტემის ზოგად ამონახსენს; თუ მივცემთ 

მასში თავისუფალ უცნობებს ნებისმიერ რიცხეით მნიშვნელობებს, მივიღებთ სისტემის 

ყეელა ამონახსენს, ასე, მაგალითად, სისტემის ამონახსენი იქნება ვექტორები (2, 5, 3, 0, 0), 

1 1 
(3, 5, 2, 1, ––2), (0, – ,: ––), L, +) და ა. შ, მეორე მხრივ, ზოგადი ამონახსენიდან 

მიღებული X#, და X-ის გამოსახულებების ჩასმა: სისტემის ნებისმიერ განტოლებაში, რომე- 

ლიც წინა განხილვიდან იყო გამორიცხული, მაგალითად, მეორეში, იგივეობას მოგეძემს. 

4. ამოვხსნათ სისტემა _ . -“” · 

4 “+ Xა ––-2Xვ + 2) =–3, 

ხე 2%; -- Xვ -:224==2, | 
2X, + 5X, –X==--1,. | 

3X, + 3ჯვ –– ჯე –– 3ჯ,=1. 

მართალია, უცნობთა რიცხვი უდრის განტოლებათა რიცხვს, მაგრამ სისტემის დეტერ– 

მინანტი ნულის ტოლია და ამიტომ კრამერის წესი ვერ გამოიყენება. კოეფიციენტებისაჯან 

დედგენილი მატრიცის რანგი უდრის სამს--ამ მატრიცის მარჯვენა ზედა კუთხემი მოთაესე- 

ბ. ლია მეყამე რიგის ნულისაგან განსხეაყებული მინორი. გაფართოებული მატრიცის რანგიც 
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«უდრის სამს, ე. ი. სისტემა თავსებადია, თუ განვიხილავთ მხოლოჯ პირველ სამ განტოლება) 

და X-ს ჩავთვლით თავისუფალ უცნობად, მივიღებთ შემდეგი სახის ზოგად ამონახსენ» 

1 2 -8 9 
ქელი ალ ე ბლ + ჯსს #,=0. 2 5 ფრ) 29 2 14-ე ი 

, 

5. ვთქვათ მოცემულია # უცნობიანი #+1I განტოლებისაგან შედგენილი სისტემა. ამ 

სისტემის გაფართოებული 24 მატრიცი იქნება #+1 რიგის კვადრატული მატრიცი. თუ ჩვენი 

სისტემა · თავსებადია, მაშინ, კრონეკერ-კაპელლის თეორემის თანახმად, 4 მატრიცის დე- 

ტერმინანტი ნულის ტოლი უნდა იყოს. 

ასე, მაგალითად, ვთქვათ მოცემულია სისტემა 

ა –- 8:,=3, 

2X, -I- Xე == 1, 
42, + 7Xე=–-4. 

ამ განტოლებათა კოვგფიციენტებისაგან და თავისუფალი წევრებისაგან შედგენილი დეტერ- 
მინანტი განსხვავებულია ნულისაგან: 

1-8 პ 

2 1!) 1 |1=–77, 

4 7-4 

ამიტომ სისტემა არათავსებადია, შებრუნებული დებულება, სახოგადოდ რომ ვთქვათ, არ 

იქნება სამართლიანი: 4 მატრიცის დეტერმინანტის ნულთან ტოლობის პირობიდან არ 

გამომდინარეობს, რომ 4 და 4 მატრიცთა რანგი ერთმანეთს ემთხვევა. 

§ 195. წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემები 

წინა პარაგრაფის შედეგები გამოვიყენოთ წრფივ ერთგვაროვან 

განტოლებათა სისტემებისათვის: 

01% –+ თეა %, + ·.·+0,ჯ.=90, 

თ. XI + რევ Xე L ს. + შა =0, (68) 

0,) X) + 0/ე %ა + ... +0,, X„=0. 

# კრონეკერ-კაბელლის თეორემიდან გამომდინარეობს, რონ ეს სისტემა 

ყოველთვის” თავსებადია, რადგანაც ნულოვანი სვეტის დამატება არ ასწევს 

მატრიცის რანგს. ეს, თუმცა, უშუალოდაც ჩანს: (1) სისტემას აშკარად აქვს 

ნულოვანი ამონახსენი(0,0,...,0). 

ვთქვათ, (1) სისტემის კქოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცის რანგი 

უდრის „-ს. თუ #=:7, მაშინ ნულოვანი ამონახსენი იქნება (1) 

სისტემის ერთადერთი ამონახსენი; როცა #< 7, მაშინ სის- 
ტემას აქვს აგრეთვე არანულოვანი ამონახსენები, რომელთა 

მოსაძებნად გამოიყენება იგივე ხერხი, რაც ზემოთ განტოლებათა ნებისმ: ირი 
სისტემის შემთხვევაში გამოიყენებოდა. კერძოდ, M-უცნობიან # წრფიე 

ერთგვაროვან, განტოლებათა სისტემას მაზინ ღა მხოლოდ 

მაშინ აქვს არანულოვანი ამონახაენები, როცა ამსისტემი 

; §3 
,;



დეტერმინანტი უდრის ნულს!. მართლაც, ამ დეტერმინანტის ნულ- 

თან ტოლობა ტოლფასია იმისა რომ # მატრიცის რანგი ნაკლებია »-ზე. 

მეორე მხრივ, თუ ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემაში გან- 

ტოლებათა რიცხვი ნაკლებია უცნობთა რიცხვგზე, მაშინ 

სისტემას აუცილებლად გააჩნია ნულისაგან განსხვავებული 

ამონახსენები, რადგანაც რანგი ამ შემთხვევაში არ შეიძლება უცნობთა 

რიცხვის ტოლი იყოს; ეს შედეგი, სხვა მოსაზოებებზე დაყრდნობით, „ევე 

მიღებული იყო § 1-ში. 

განვიხილოთ, კერძოდ, # უცნობიანი M#-I განტოლებისაგან შედგენილი ერთგვაროვან 

განტოლებათა სისტემა, ამასთან ვიგულისხმოთ, რომ ამ განტოლებათა მაოცხენა 

მხარეებიერთმანეთის მიმართ წრფივად დამოუკიდებელნი არიან. 

ვთქვათ, ამ სისტემის კოეფიციენტთა მატრიცი არის 

რთი» -1)1 ძიი.19 ამი 1 

აღვნიშნოთ //:-ით (M--1) რიგის მინორი. რომელიც მიიღება 4 მატრიციდან 1-ური, /)1= 

=1, 2, ..., IM. სვეტის ამოშლის შემდეგ. მაშინ "სისტემის ერთ-ერთი ამონახსენი 

იქნება 

741, --Mე, 13, –1/ აც... (–-1)12/ (2) 

რიცხვთა სისტემა, ხოლო ყოველი სხვა ამონაბსენ5ი მისი პროოპორ- 

ციული ივნება. 

დამტკიცება. რადგანაც პირობის თანახმად, .L მატრიცის რანგი უდრის M--1-ს, 

ამიტომ #ჯ მინორებიდან ერთი მაინც განსხვაებული უნდა იყოს ნულისაგან; ვთქვათ, 

ასეთია #Mი. მივიღოთ, რომ XL. არის თავისუფალი უცნობი და გადავიტანოთ იგი ყველა 

განტოლების მაოჯვენა მხარეში, რის შემდეგაც მივიღებთ 

თ, XI + 0,125 + .. კ რთ. 1 1=-–-იყი 

0): XI – რეა %5 + ..+ რეო 1 1ი1=- რი 1» 

0. 1)1 X+ში. 1:Xვ + აბ რისი 17ი-1== –მი-)-იბ?ი: _ 
· 

შემდეგ, თუ გამოვიყენებთ კრამერის წესს, მიეიღებთ მოცემული სისტემის ზოგად ამონახსენ”, 

რომელსაც ადვილი გარდაქმნების შემდებჯ, შეიძლება მივცეთ ასეთი სახე 

21=(-–-1)"“ - ა 181, 2, ..., 1-1, (პ) 

დავუშვათ, რომ ჯა=(–--1)9-.//,; მივილებთ: ჯXჯ:= (–-1)1#-!-1/#,, 1=1, 2, ..,IM-1, ან, რად- 

განაც სხვაობა (26– –- 1) -– ((--1)=2ი –- 21 არის ლუწი რიცხვი, #ჯ= C-–-1)!–! /#/ჯ.ე, ი. (2) 

რიცბეთა სისტემა მართლაც არის განტოლებათა სისტემის ამონახსენი. ამ სისტემის ნების- 

მიერი სხვა ამონახსენი მიიღჭბა (3) ფორმზულებიდან, მასმი X-ის სხვადასხვა რიცხვობრივი 

მნიშვნელობების აღებით, და ამიტომ ის პროპორციულია (2) ამონახსენისა, გასაგებია, რო8 

_ეეაეეა_- ნ . 

1 უმ დებულების ერთი ნაწილი უკვე დამტკიცებული იყო '6 7-ში, 
% ·



ყველა ზემონათქვამი სამართლიანი იქნება იმ შემთხვევაშიც, როდესაც #4» =0, მაგრამ ერთ–- 

ოთი M,;, 1 ·1 ·: #-1 მინორთაგანი განსხვავებულია ნულისაგან. 

წოფივ ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემის ამონახსენებს აქვთ ”შე3- 

დეგი თვისებები, თუ ვექტორი 8=(ჩ), ჩკ ·->, ნ») არის (1) სისტემის ამონახ- 

სენი, მაშინ მისი ამონახსენი იქნება #2=(/ხს /ანე, ·->. ს (ხი) ქექტორიც, სადაც 

„# არის ნებისმიერი რიცხვი. ჩვენ ამაში დავრწმუნდებით მისი უშუალო ჩასმით 

(1) სისტემის ნებისმიერ განტოლებაში. შემდეგ, თუ / ==(C, 6, ·. 6„) ვექტორი 

არის (1) სისტემის რომელიღაც მეორე ამონახსენი, მაშინ მისი ამონახსენი 

იქნება 8 ი +=(ხ1–– 6I ხ, -- ნე... ს, + C.) ქექტორიც: 

»ჩ” MM "ო 

2ჯენი(ნ, + თ) = 3,0 ს, + =0აC=0, :=1, 2, ...,+. 
351 ჯ 51 

ამიტომ, საზოგადოდ, ერთგვაროვანი (1) სისტემის ამონა§ნ- 
სენთა ყოველი წრფივი კომბინაცია თვითონ იქნება ამ სის- 

ტემის ამონახსენი. შევნიშნოთ, რომ არაერთგვაროვანი სისტე- 

მის შემთხვევაში, ე. ი. წრფივ განტოლებათა ისეთი სისტემის შემთხვე- 

ვაში, რომლის თავისუფალი წევრებიდან ყველა არ უდრის ნულს, იძსგაეს 
დებულებას არა აქვს ადგილი: არაერთგვაროვან განტოლებათა არც ორი 

ამონახსენის ჯამი და არც ამონახსენის ნამრავლი რიცხვზე აღარ იქნება უკვე 

ამ სტება ამონახსენი. 

§ 9-დან ვიცით, რომ ჯ-განზომილებიან ვექტორთა ყოეელი სისტენა, 

რომელიც შეიცავს #-ზხე მეტ ვექტორს, იქნება წრფივად დამოკიდებული. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ერთგვაროვან (1) სისტემის ამონახსენებიდან, 

რომლებიც, როგორც ვიცით, #-განზომილებიან ვექტორებს წარმოადგენენ, 

შეიძლება შევარჩიოთ სასრული მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი 

სისტემა, მაქსიმალური იმ გაგებით, რომ (1)-ის ყოველი სხვა ამონახსენი 

იქნება შერჩეულ სისტემაში შემავალ ამონახსენთა წრფივი კომბინაცია. 

ერთგვაროვანი (1) სისტემის ამონახსენთა ყოველ მაქსინალურ წრფივად 

დამოუკიდებელ სისტემას ეწოდება მის ამონახსენთა ფუნდამენჯა- 

ლური სისტემა. 

ერთხელ კიდევ აღვნიშნოთ ხაზგასმით, რომ M-გა ან ზომილებიანი 

ვექტორი მაშინ და მხოლოდ მაზინ იქნება9ზ(1) სისტემის 

ამონახსენი, როდესაც ის წარმოადგენს მოცემული ფუნდა- 

მენტალური სისტემის ვექტორთა წრფივ კომბინაციას. 

გასაგებია, რომ ფუნდამენტალური სისტემა იარსებებს მხოლოდ იძ 

შემთხვევაში, როცა (1) სისტემას აქვს არანულოვანი ამონახსენები, ე. ი. 

როცა მისი კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცის რანგი ნაკლებია 

უცნობთა რიცხეზე. ამასთან, (1) სისტენას შეიძლება ჰქონდეს აზონახსენთა 

მრავალი სხვადასხვა ფუნდამენტალური სისტემები. მაგრამ ყველა ეს სისტემა 

ურთიერთექვივალენტურია, რადგანაც ნებისმიერი სისტემის ყოველი ვექტორი 

წოფივად გამოისახება ნებისმიერი სხეა სისტემით და ამიტომ ეს სისტემები 
შეიცავენ ამონახსენთა თანაბარ რაოდენობას. 

8?



სამართლიანია შემდეგი თეოოემა: 

თუ წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა (1) სისტემის 
კოეფიციენტთა მატრიცის რანგი # ნაკლებია უცნობთა#ჩ 

რიცხვზე, მაშინ (1) სისტემის ამონახსენთა ყოველი ფუნდა- 

მენტალური სისტემა შედგება #-–-» ამონახსენისაგან. 

დამტკიცებისათვის შევნიშნოთ, რომ M--/ არის (1) სისტემის თავისუფალ 

უცნობთა რიცხვი; დავუშვათ, რომ თავისუფალი უცნობებია Xჯ,,), %-+ე) >. 2“ 

განვიხილოთ ნებისმიერი ნულისაგან განსხვავებული 1” რიგის ძი დეტერმი- 

ნანტი, რომელიც ჩავწეროთ შემდეგი სახით: 

C1.'”-L11 61”--+2 3 "თა! 61 

ნი-./-+1 61 ლწ+L97 "პ.ა სე ნი-რი 

თუ ავიღებთ თავისუფალი უცნობების მნიშვნელობებისათვის ამ დეტერ- 

მინანტის ჯ1-ური სტრიქონის ელემენტებს, 1 <1 <# –– 7, მივიღებთ, როგორც 

ჩვენთვის უკვე ცნობილია, X), X,, ..., +. უცნობთათვის ცალსახად განსაზღვრულ 

მნიშვნელობებს, ე. ი. მივიღებთ (1) განტოლებათა სისტემის სავსებით გარ- 

კვეულ ამონახსენს; დავწეროთ ეს ამონახსენი ვექტორის სახით 

__  .– 

ჩვენს მიერ მიღებული თ,, თ,, ..., C- „ ვექტორთა სისტემა წარმოადგენს 

განტოლებათა (1) სისტემის ამონახსენთა ფუნდამენტალურ სისტემას. მართ- 

ლაც, ვექტორთა ეს სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია, რადგანაც ამ ვექ- 
ტორებისაგან, როგორც სტრიქონებისაგან, შედგენილი მატრიცი შეიცავს 

ნულისაგან განსხვავებულ X#--» რიგის ძი მინორს. მეორე მხრივ, ვთქვათ 

? ზ-=(ხს –_- ხი. ხი... ნი»). “1 

არის განტოლებათა (1) სისტემის ნებისმიერი ამონახსენი დავამტკიცოთ, 

რომ § ვექტორი წრფივად გამოისახება თე, თ,, ...,თ,_» ვექტორებით, აღვნიშ- 

ხოთ თით, 1= 1, 2, ...,MX–/7, ძ დეტერმინანტის ;-ური სტრიქონი და გან- 

ვიხილოთ იგი როგორც (M-7)-განხომილებიანი ვექტორი, დავუშვათ წემ- 

დეგ, რომ 
· 8 '=(ხ,., ჩხ. „ა ნო) 

»X,,1=1, 2,..1-–-», ეექტორები წრფივად დამოუკიდებელია, რადგანაც ძუჯე,;. 

მაგრამ, (#--–7)-განზომილებიან 
” “ ' 

თ1,ე % ა ·..ანი-როცხ 

ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოკიდებულია, რადგანაც ამ სისტემაში 

ვექტორთა რიცხვი მეტია მათ განზომილებაზე. მაშასადამე, არსებობენ ისეთი 

/ე ეთ ე ჩია, რიცხვები, რომ 

· ჩ' = ეთ. C ერი –- + I. რთი, (4) 

განვიხილოთ ახლა #-განზომილებიანი ვექტორი 

8=/#M)Cთ) –“ ეთ) + ..._”. 
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ეექტორი 6, რომელიც წარმოადგეს ერთგვაროვან განტოლებათა (1) სისტე- 

მის ამონახსენთა წრფივ კომბინაციას, თვითონ იქნება ამ სისტემის ამონახსენი. 

(4)·-დან გამომდინარეობს, რომ ბ ამონახსენში თავისუფალ უცნობთა მნიშვ- 

ნელობები ნულის ტოლია. მაგრამ განტოლებათა (1) სისტემის ის ერთად- 

ერთი ამონახსენი, რომელიც მიიღება ყველა თავისუფალ უცნობთა ნულოვანი 

მნიშვნელობებით, იქნება ნულოვანი ამონახსენი. ამრიგად, მ=0, ე. ი. 

ზ=ჰ#ურ%) –- აე +... + ჩარი, 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შევნიშნოთ, რომ ზემოთ ჩატარებული დამტკიცება უფლებას გვაძლევს 

ვამტკიცოთ ერთგვაროვან განტოლებათა (1) სისტემის ამონახსენთა ყველა 
ფუნდამენტალური სისტემის მიღების შესაძლებლობა, თუკი ძ დეტერმინანტად 

ავიღებთ ყველა შესაძლო ნულისაგან განსხვავებულ (M–/) რიგის დეტერმი- 

-ნანტს. 

მაგალითი. მოცემულია წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა 

მე+ % –- 83+ 2 + 2,=0, 

2-2 1 მჯ 71, + 2X,=9, 
% + 112, -- 12 -C 34X, – 5X,=0, | 
სშ- 5: + 2X–- 16», LC 3+::=0 

სისტემა. ' 
კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცის რანგი უდრის 2-ს, უცნობთა რიცხვი 

ტოლია ხუთისა, ამიტომ განტოლებათა ამ სისტემის ამონახსენთა ნებისმიერი ფუნდამენ– 

ტალური სისტემა შედგება სამი ამონახსენისაგან. შემოვისახღეროთ პირველი ორი წრფივად 

დამოუკიდებელი განტოლებით, მივიღოთ X, #, Xგ თავისუფალ უცნობებად და ამოეხსნათ 

სისტემა. მივიღებთ შემდეგი სახის ზოგად ამონახსენს 

3 1 7 
გ + - #9“ ლია წელ ო%ვილოც % ++ %§. 

ავიღოთ, ზემდეგ. სამი წრფივად დამოუკიდებელი 3-განზომილებიანი მექტორი (1), 0, 0). 

(0, 1, 0) და. (0, 0. 1), თუ ჩავსვამთ თვითეული მათგანის კომპონენტებს ზოგად ამონაზხსენში, 

როგორც თავისუფალ უცნობთა მნიშვნელობებს, და გამოვთვლით X; და «ე-ის მნიშენელობებს, 

მივიღებთ მოცემული სისტემის ანონახსენთა შემდეგ სდშმილი სისტემას: 

თ =(17, გათ 0), + : -(+-. --4.0,1, 0), 
8. მ 

1 1 
' რ=(--;-, 2:90, > 

დავანთავროთ ეს პარაგრაფი ერთგვაროვან და არაერთგვაროვან სისქე- 

მათა აზონასსენებსს შორის არსებული კავშირის განხილვით, ვთქეათ, ეოცე- 

მულია წრფივ არაერთგვაროვან განტოლებათა სისტემა: 

0,1XI + თვე - +. + რიალი ხ1 | 

მაი თ იი · + ძეიჯი=ხ; 

  

(1) 

' აკლი 
თ.IXI + რაჯ –- „ო... (სატა „



' წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა · 

0ძ)I1XI + რა: –1- -. · + თაX,ს=0 

რთ, -L ძ,:X, -L ·- “1 თაბი =9 (6)- 

თ, XI + მკვ, ლოლ თ =0 

სისტემას, რომელიც მიიღება (5) სისტემიდან თუ თავისუფალ წევრებს შევცვ- 

ლით ნულებით ეწოდება (5) სისტემის დაყვანილი სისტემა. (5) და (6) 

სისტემის ამონახსენთა მორის არსებობს მჭიდოო კავშირი, რომელზედაც · 

მიუთითებს შემდეგი ორი თეორემა. 

I (5) სისტემის ნებისმიერი ამონახსენისა და დაყვა- 

ნილი (6) სისტემის ნებისმიერი ამონახსენის ჯამი კვლავ 

იჭნება (5) სისტემის ამონახსენი. : 

მართლაც, ვთქვათ «ც თ... 6, ამონახსენია (5) სისტემისა, ხოლო 

ძ, ძე: ·-- სე #.-–(6) სისტემისა, ავილოთ (5) სისტემის ნებისმიერი განტოლება 

და მასში უცნობების მაგივრად ჩავსვათ «, –C ძც 2: -- ძე, ს 6.+ძ. რიც<=ვები. 

მივიღებთ: , 

ი" ი » 

შ1ემე(+--2)= თ, თ + 3,თ,მ,=ს+-0=M- 
=1 კო: 151 

11. (50 სისტემის „ნებისმერი ორი ამონახსენის სხვაობა 

აოის დაყვანილი (6 )სისტენის ამონახსენი. 

მართლაც, "თქვათ 61ს Cე7 +." სნოს CI და C –– ი აღის (5) სისტემის ოღი 

აზონახსენი. ავილოთ (6) სისტემის ნებისმიერი განტოლება და მას§ მი უცნო- 

ბების ნაცვლად ჩავსვათ რიცხვები 

რ 

' · ვ...» 
ი 
მივიღებთ 

» –“ 
ი. 

ს თ, (C –- C,)= სთ, – % თე C, = ხს--ხ,=0 
#51 7-1 151 ' 

ამ თეორემებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ ვიბოვით წოფივ არაერთ- 

გვაროვან (5) განტოლებათა სისტემის ერთ ამონახსენს, მაშინ მისი გინა/"ე- 

ბით დაყვანილი (6) სისტემის თვითეულ ამონახსენთან, მივიღებთ (5) სისტე-. · 

მის ყველა ამონახსენს.



თავი მესამე 

მატრიცთა ალგებრა 

§ 181. მატრიცთა გამრავლება · 

წინა თავებში მატრიცის ცნება გამოყენებული იყო, როგორც არსებითი 

დამხმარე საშუალება წრფივ განტოლებათა სისტემების შესასწავლად. აძ (ცნე- 
ბის მრავალრიცხოვანმა სხვა გამოყენებებმა აქცია იგი საგნად დიდი დაპოუ- 

კიდებელი თეორიისა, რომლის ბევრი ნაწილი გამოდის ჩვენი კურსის ფარ- 

გლებიდან. ჩვენ შევისწავლით ამ თეორიის საფუძვლებს, რომელიც იჭით 

იწყება, რომ მოცემული რიგის ყველა კვადოატულ მატრიცთა სიმრავლეში, 

თავისებური, მაგრამ სავსებით მიზანშეწონილი წესით განისაზღვოება ოღი 

ალგებრული ოპერაცია--შეკრება და გამრავლება. დავიწყოთ მატრიცთა გამ- 

რავლების განმარტებით; მატრიცთა შეკრება ჯ 15-ში იქნება შემოტანილი. 

ანალიზური გეომეტრიის კურსიდან ცნობილია, რომ სიბრტყეზე პართ- 

კუთხოვან კოორდინატთა სისტემის ღერძების თ კუთხით მობრუნების დროს 

წერტილის კოორდინატები გარდაიქმნება შემდეგი ფორმულებით: 

X=X 6086 -–- I 5Iი თ, 

წ. ჰ “ვით -- ი0§თ, 

სადაც X და 7 წერტილის ძველი კოორდინატებია, ხოლო »" და + “- დას 

ახალი კოორდინატები; ამრიგად, ჯ და / წრფივად გამოისახებიან ჯ და V-ით, 

რაღაც რიცხვობრივი კოეფიციენტების საშუალებით. მრავალ სხვა შემთხვევა-· 

შიც აგრეთვე გვხვდება უცნობთა (ან ცვლადთა) შეცვლა, რომლის დროსაც. 
ძველი უცნობები წრფივად გამოისახებიან ახლებით; უცნობთა ასეთ შეცვლას 
“ჩვეულებრივ უწოდებენ მათ წრფივ გარდაქმნას (ან წოფივ ჩასმას). მაქასა- 

დამე, ვღებულობთ შემდეგ განმარტებას _ 

სუცნობთა წრფივი გარდაქმნა ეწოდება » უცნობიან X,, X,,-.»7Xი 

სისტემიდან # უცნობიან 1), V,, ·-- 7 სისტებაზე ისეთ გადასელას, რომლის 

დროსაც ძველი უცნობები, რაიმე რიცხვითი კოეფიციენტების საშუალებით,. 

წრფივად გამოისახებიან ახალი უცნობებით: 

9



%1 = 0)1VI + თ.ა» +.--+ Cთთი)+ი | 

X,ე = 0,171 -1L- 0,)Xე -L--..- შე» 
წათანან ნატო თოთო | ს. 

2»= 909110»: + ... + რCაი/ი. 

(1) წრფივი გარდაქმნა სავსებით განისაზღვრება მისი კოეფიციენტები: 

-საგან ზედგენილი მატრიცით 

C11 თა ... რ 

4= C,4 რავ ·.- რეი · - -“V 

C მი: ....9?ც» 

რადგანაც ერთი და იგივე მატრიცის მქონე ორი წრფივი გარდაქმნა შეიძ. 

ლება განსხვავებული იყოს მხოლოდ უცნობების აღსანიშნავად შემოტანილი 

ასოებით; თუმცა შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ ამ აღნიშვნათა შემოტანა 

მთლიანად ჩვენზეა დამოკიდებული. პირიქით, თუ გვაქვს #-ური რიგის ნების. 

მიერი მატრიცი, ჩვენ შეგვიძლია მაშინვე დავწეროთ ისეთი წრფივი გარ- 

დაქმნა, რომლისთვისაც ეს მატრიცი იქნება კოეფიციენტთა მატრიცი. ამრიგად, 

» უცნობთა წრფივ გარდაქმნებსა და #-ური რიგის კვადრატულ მატრიცებს 
იორის არსებობს ურთიერთ ცალსახა თანადობა, და ამიტომ წრფივ გარდა- 

ქმნებთან დაკავშირებულ ყოველ ცნებას და ამ გარდაქმნათა ყოველ თვისებას 

უნდა შეესაბამებოდეს მატრიცებთან დაკავშირებული ანალოგიური ცნება ან 

თვისება. 

განვიხილოთ: ორი ფრფივი გარდაქმნის თანმიმდევრობითი შესრულების 

საკითხი. ვთქვათ, (1) წრფივ გარდაქმნას მოსდევს შემდეგი წრფივი გარ- 

-დაქზნა 

715 ხ1)? -L ნჯ:7 -I- -.. LC ნკიჯი · 

7 5= ნე12: -I- რეე? -1 -.. -L ხი»”ი, , “ი; 

ბ)ბი= ხა + ხი:7:+ „.+წჩწიი ჯო! 

ღოზელსაც გადაყავს 2, ”,,·..  უცნობთა სისტემა ჯ. 7, ··..ჯ, სისტემაში; 

ამ გარდაქმნის მატრიცი აღვნიშნოთ ჯ-თი. ჩავსვათ (2)-დან აღებული 4), 
' თ-ს ი უცნობთა გამოსახულებანი ' (1)-ში, მაშინ მივიღებთ Xე, Xე, ·-., 2» 

უცნობთა წრფივ გამოსახვას ჯ,, ჯე, ·-–» ჯი» 'უცნობთა საშუალებით. ამგვარად, 

უცნობთა ორი წრფივი გარდაქ 3ჰნის თანმიმდევრობით შეს- 
რულების შედეგი კგლავ წრფივი გარდაქმნაა. 

ზაგალითი. 

X1== 31) –“ 21%, 2(=7 + 7 

ა =1 + 5, ! X=4შ -L 2 

წოთივ გარდაქმნათა მიმდევრობით შესრულების შედეგი იქნება წოფივი გარდაკმჩა 

X=3(» -L თე) – (4ფ –- 2ჯ,)= -–-ჯ -L ჯა 

%=(აო -– დ) + 5რფ -; 27:)=215 --11ღ. C,



(1) და (2) წრფივ გარდაქმნათა თანმიმდევრობით შესრულების წედეგად 
მიღებული წრფივი გარდაქმნის მატრიცი აღვნიშნოთ C-თი და ვიპოვოთ ის. 
კანონი, რომლითაც მისი ი ელემენტები, 1, L == 1, 2, ...,7, 4 და 8 მატრი- 
ცის ელემენტებით გამოისახებიან. თუ მოკლედ ჩავწერთ (1) და (2) გაC- 
დაქმნებს 

ო 

ს= მი) (=1, 2, ..., 70 ”/=% ხად, /=1, 2, ...)%, 
)51 "1 

სახით. მივიღებთ 

== XIVთ, > ,'C)= 2C ძეხ, .)“ 1=1, 2, ..-,ჩ 
2: 

ამრიგად, ჯ-ს კოეფიციენტს ჯ-ს გამოსახულებაში, ე, ი. C მატრიცის «ა 

ელემენტს, აქვს 

C,კ= 2, თცხ,.=Cთეხ)ს –- მანე + ·..+- მნი (3) 
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სახე, 7 მატრიცის ის ელემენტი, რომელიც მდებარეობსჯურ 

სტრიქონსა და ურ სვეტში, უდრის ” მატრიცის ჯ-ური 

სტოროიქონისა და # მატრიცის /#-ური სვეტის შესაბამის. ქლე- 

მენტების ნამრავლთა ჯამს. 

(3) ფორმულა, რომელიც  C მატრიცის ელემენტებს გამოსახაეს 1 და 

88 მატრიცების ელემენტების საშუალებით, შესაძლებელს ხდის მოცემული 

4 დაე #8 მატრიცებისათვის მაშინვე დაიწეროს 0 მატრიცი, ისე რომ გვერდი 

ავუაროთ 4 და 8 მატრიცების შესაბამის წრფივ გარდაქმნათა განხილეას.“ამ 

გზით #-ური რიგის ყოველ კვადრატულ მატრიცთა წყვილს შეესაბამება ეცალ- 

სახად განსაზღვრული მესამე მატრიცი. შეგვიძლია ვთქვათ, რომ M»M-ური 

რიგის ყველა კვადრატულ მატრიცთა სიმრავლეში ჩვენ განვსაზღვრეთ ალგებ- 

რული ოპერაცია; მას ეწოდება მატრიცთ აზ გამრავლება, ხოლო LC) 

მატრიცს – 4 მატრიცის ნამრავლი ს მატრიცზე: 

C=4V%. 

ერთხელ კიდევ ჩამოვაყალიბოთ წრფივ გარდაქმნებისა და მატრიცთა 

გამრავლებას შორის არსებული დამოკიდებულება, ... 

უცნობთა წრფივ გარდაქმნას, რომელიც მიიღება 4 და. 

8 მატრიცებიანი ორი წრფივი გარდაქმნის მიმდევრობითი 

ჰესრულების შედეგად, კოეფიციენტთა მატრიცად აქეს 4# 
მატრიცი, 

მაგალითები, 

ა (+5)-C + თ (ა 3:C9 ლორია)“ 
„; მ)



2 01 -–3 10 – 6 13 

–) –2 32 0 21 )= 6 2 9 
–1 5 0-13 –12-–-3 14 

ა (ე-( ს)“ ს))“ (5 3)“ 
4) ევიპოვოთ 

X) = 5)1 –– X -L 313, 

=+X –- 21, ' 

X3= 7Xე –– 75 
და · 

)=2: “Lე, 
29= #–– 5ჯ”ე, 

პ= 24% 
ჯოფევ ზარდაქმნათა მიმდევრობით შესრულების შედეგი. 

მატრიცთა გადამრავლებით მივიღებთ: 

5-1 3 20 1: 10 5 10 
1-2 0 )-/01-5)=| 2-2 11 I, 
0 7-1 02 0 0 5--35 

აზიტომ საძებნ წოფივ გარდაქმას აქვს სახე: 

#=10ჯ, + 5;, -L 10ღ ე, · 
2= 27) -- 27, +L 11ჯე, 
%ე== 5ჯე –– 35ჯე. . 

ავიღოთ ზემოთ განხილული მატრიცთა გამრავლების მაგალითებიდან 

ერთ-ერთი, ვთქვათ (2), და ვიპოვოთ იმავე მატრიცთა ნამრავლი, ოღონდ 

შებრუნებული მიმდევრობით; 

, –3 19 2. 01 – 8 3-–-21 

0 21 -“'-–2 32 |=|. 0 5 9 

00-13 44-15 141--6 13 

გხედავთ, რო8 მატრიცთა ნამრავლი დამოკიდებულია მამრავლთა თანმიმ- 

დევრობაზე ე.ი, მატრიცთა გამრავლება არაკომუტატურდღია. ეს 

ყოსალოდნელიც იყო, რადგან C მატრიცის განმარტებაში + და 8 მატრიცები 

შედიან არატოლფასოვნად: 4-ში იღება სტრიქონები ხოლო #-ში--სვეტები. 

მაგალითები .-ური რიგის არაგადანაცვლებადი მატრიცებისა, ე. ი. 

ისეთი მატრიცებისა, რომელთა ნამრავლი იცვლება თანამამრავლთა გადაად- 
გილებით, შეიძლება მოვიყვანოთ „»-ის ყველა მნიშვნელობებისათვის დაწყე- 

ბული ” = 2-დან. (1) მაგალითში მეორე რიგის მატრიცები არაგადანაცვლე- 

ბადია, მეორე მხრივ, შეიძლებ ორი მოცემული მატრიცი შემთხვევით 

აღიოჩ5დეს გადანაცვლებადი, როგორც შემდეგი მაგალითიდან ჩანს: 

(+ მ).05 2) 605 2)'(-+ 2)“ 9).



მ?ატრიცთა გამრავლება ასოციაციურია; მაშასადამე, შეიძ- 

ლება ვილაპარაკოთ გარკვეული მიმდევრობით (ნამრავლის არაკომუტატურობის 

გამო) აღებულ ნებისმიერ სასრული რაოდენობის ჟჯ-ური რიგის მატრიცთა 

ცალსაბად განსაზღვრული ნამრავლის შესახებ. 

დამტკიცება. ვთქვათ მოცემული გვაქვს სამი ნებისმიერი #-ური 

რიგის მატრიცი 4, 8 და (0. ჩავწეროთ ისინი შემოკლებული ფორმით, 

რომელიც გვიჩვენებს მათი ელემენტების საერთო სახეს: 1=(ძე), ,3 =(ხ,,), 

C=!C,). შემდეგ შემოვიტანოთ შემდეგი აღნიშენები: 

48=V=(.,ე) #80=L=(სი), 

(48)C=5=(წV), 4(60=1=– (/)- 

ბვენ უნდა დავამტკიცოთ შემდეგი ტოლობის სამართლიანობა: ( 48)0 = 

= I(8C) ე. ი. 5=7'. მაგრამ. 

» 

<9“ წ. 9. = სთ, ' – 
ლ I. 

და აიიტომ, ი5=VC, 7=4#”7/ ტოლობების გამო, 

I) ”M 

7, -2. #V 6;= ჯ) გი ხი 0). 
: 151 L=1 

ჩM 1) # 

(,= ბ იათ,= საბა” ნით, 
წლ <1 1=1 

ე. ი. C;=V, როცა # 1=1, 2... #M 

მატრიცთა ნამრავლის თვისებების შემდგომი შესწავლა მოითხოვს მათი 

დეტერმინანტების გამოყენებას; ამასთან შევთანხმდეთ, რომ, სიმოკლისათვეის, 

4 მატრიცის დეტერმინანტი აღვნიზნოთ | #|I-ით, თუ მკითხველი ყოველ 

ზემოთ განხილულ მაგალითში გამოთვლის გადასამოავლებელ მატრიცთა 

დეტერმინანტებს და შეადარებს ამ დეტერმინანტების ნამრავლს მოცემულ 

მატრიცთა ნამრავლის დეტერმინანტს, დაინახავს მეტად საგულისხმო კანონ- 

ზომიერებას, რომელიც გამოიხატება დეტე რმინანტთა გადამრავლე- 

ბის შემდეგი მნიშვნელოვანი თეორემით: 

„ური რიგის რამდენიმე მატრიცის ნამრავლის დეტერ- 

ნინანტი უდრის ამ მატრიცთა დეტერმინანტების ნამ- 
რა ვლ ს. . 

საკმარისია ეს თეორემა დავამტკიცოთ ორი მატრიცის შემთხეევისათ- 
ვის. ვთქვათ, მოცემულია »-ური რიგის მატრიცები 21=(თ,,) და 11=(ს,,) და 

ვთქვათ, რომ 48-=C0=(C/. ავაგოთ 20 რიგის შემდეგი დაზხმარე 43 დეტერ- 
მინანტი: მის ზედა მარცხენა კუთხეში მოვათავსოთ ,( მატრიცი, მარჯეჟქნა 

ქვედა კუთხეში-- 8 მატრიცი, მთელი მარჯვენა ზედა კუთხე შევავსოთ ნულე- 
2ით და, ბოლოს, მარცხენა ქვედა კუთხის მთავარი დიაგონალი მევავსოთ – 1 

რიცხვით, ხოლო ამ დიაგონალის გარეთ ჯავწეროთ კვლავ "ხელები, შამასა- 

-დამე, + დეტერმინანტს ექნება შემდეგი საშე; 

ყა



ხ“” 00 სახ ხა „ანიი |. 

თუ + დეტერმინანტის მიმართ გამოვიყენებთ ლაპლასის თეორემას 

დაზლას პირველი » სტრიქონის მიზედვით-––მივიღებთ შემდეგ ტოლობას, 

+=IXII -|78I (4, 

შეორე მარიგ შევეცადოთ "+ დეტერმინანტი ისე გარდაექმნათ, რონ 

მისი მნიშვნელობა არ შევცვალოთ, ხოლო ყველა V,, ელემენტი, 2, /=1, 2....#, 
შეიცვალოს ნულებით. აზ მიზნით + დეტერმინანტის მე-(/ -- 1) სვეტს მივუ- 

მატოთ ხუ-ზე გამრავლებული პირველი სვეტი, ხ,,-ზე გამრავლებული მეორე 
სვეტი და ა. შ., საბოლოოდ მე-,; სვეტი გამრავლებული: ხ,,-ზე. შემდეგ + 

დეტერმინანტის მე-( –- 2) სვეტს მივუმატოთ #,ე-ზე გამრავლებული პერველი 

სვეტი, ხ,კ-ზხე გამრავლებული მეორე სვეტი და ა. შ. სახოგადოდ 3? დეტერ- 

მინანტის მე-(;1-+-/) სვეტს, სადაც /=1, 2,...,#7 მივუმატოთ შესაბამისად 

ხა, ხე” -. ხი, კოეფიციენტებით აღებული პირველ » სვეტთა ჯამი, 
ადვილი სანახავია, რომ ამ გარდაქმნებს, რომლებიც დეტერმინანტს არ 

ცვლიან, მართლაც მივყევართ ყველა ხყ ელემენტების ნულებით შეცვლამდე. 
ერთდროულად, დეტერმინანტის ზედა მარჯვენა კუთხეში მოთავსებული 

ნულები შეიცვლება შემდეგი რიცხვებით: დეტეომინანტს 1-ური სტრიქონისა 

და #-+;)ური სვეტის გადაკვეთაზე, (,7=1, 2, ..., 7, ახლა მოთავსებული 

იქნება რიცხვი თ, ჩ,; +- რიცხვ, .-. + თიხია,, რომელიც (3)-ის ძალით არის 

C= 48 მატრიცის ი", ელემენტი. მაშასადამე, ახლა დეტერმინანტის ზედა 

მარჯვენა კუთხე უჭირავს C მატრიცს: 

რთ) რევ... CV 6I1 6კე -'. 61» 

#ტ= ძი1 რიე ·.. მიი 6თ1 6თ”ე ·.. ნიო 

=1. 0... 0 .0 0...0 

ერთხელ კიდევ გამოვიყენოთ ლაპლასის თეორემა და დეტერმინანტი 

გავშალოთ უკანასკნელი # სვეტის მიმართ. ICI მინორისათვის დამატებითი 

მინორი უდრის (--1)?, მაგრამ განაც |0I მინორი მოთავსებულია 1, 2,...#» 

ხომრიან სტრიქ.. ნებში და M-L 1, #-L2, ,.., 2 ნორრიან სეეტებში, ამასთან 

LC)



+ 
" 

1+2+..+#“+·-Cთ+1)-L (#--2) + ..+ 2=2)ტ-+ს 

უვალი 
_ ანუ, რადგანაც 2(0+ 7») ლუწი რიცხვია, 

ამიტომ 

–_-_. (3. 
საბოლოოდ, (4) და C)- -დან გამომდინარეობს დასამტკიცებელი ტოლობა 

IL C | =III· IX). 
' დეტერმინანტთა გამრავლების თეორემის დანტკიცეა შეიძლებოღა 

ლაპლასის თეორემის გამოუყენებლადაც. ერთ-ერთ ასეთ დამტკიცებას მკით- 
ხველი ნახავს § 16-ის ბოლოს. 

§ 14 შებრუნებული მატრიცი, 

კვადრატულ მატრიცს ეწოდება გადაგვარებული (ან განსაკუთ- 
რებული), თუ მისი დეტერმინანტი უდრის ნულს, და გადაუგვარე- 

ბელი (ან არაგანსაკუთრებული)-- წინააღმდეგ შემთხვევაში. შესაბა- 
მისად, უცნობთა წრფივ გარდაქმნას ეწოდება გადაგვარებული ან გა- 

დაუგვარებელი იმისდა მიხედვით, ნულის ტოლია თუ ნულისაგან განსხვა- 
ვებული ამ გარდაქმნის კოეფიციენტებისაგან შედგენილი დეტერმინანტი. 
წინა პარაგრაფის ბოლო ნაწილში დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინა- 

რეობს შემდეგი დებულებები: 

- ისეთი მატრიცების ნამრავლი, რომელთაგან ერთი 
მაინც გადაგვარებულია, გადაგვარებული მატრიცი იქნება, 

ნებისმიერ გადაუგვარებელ მატრიცთა ნამრავლი თვი- 

თონაც იქნება გადაუგვარებელი მატრიცი. 

აქედან, მატრიცთა გადამრავლებასა ღა წრფივ გარდაქმნათა თანმი8- 

დევრობით შესრულებას შორის არსებული კავშირის გამო, გამომდინარეობს 

ასეთი დებულება: რამდენიმე წრფივი გარდაქმნის თანმიმდევ- 
რობით ჩატარების შედეგი მაშინ და მხოლოდ მაშინ იქნება 

გადაუგვარებელი გარდაქმნა, თუ ყველა მოცეზული გარდა- 
ქმნა გადაუგვარებელია, 

“ერთეულის როლს მატრიცების გაღდამრავლებაში 
ერთეულოვანი 

1 0...0 

წ #=|9 1...0 

0 0...1 

მატრიცი ასრულებს; ამასთან იგი გადანაცვლებადია მოცემული რიგის 
მქონე ნებისმიერ 4 მატრიცის მიმართ 

48= -#4- 4 (1) 
7 ა. კუროში 297



ამ ტოლობების დასამტკიცებლად შეგვიძლია გამოვიყენოთ ან მატრიცთა 
გადამრავლების წესი უშუალოდ, ან შემდეჯი შენიშვნა: ერთეულოვანი მატ- 
რიცი შეესაბამება 

X1-=»ს 

ჯგ = 1», 

უცნობთა იგივურ წრფივ გარდაქმნას, რომლის ჩატარებაც, ცხადია, არ 

ცვლის უცნობთ,' მიუხედავად იმისა განვახორციელებთ მას ნებისმიერ სხვა 

წრფივ გარდაქმნამდე, თუ მის შემდეგ. | 

შევნიშნოთ, რომ # მატრიცი არის ერთადერთი მატრიცი, 

რომელიც ნებისმიერი / მატრიცისათვის აკმაყოფილებს 

0) პირობას. მართლაც, რომ არსებობდეს კიღევ #' მატრიცი იმავე თვი 

სებით, მაშინ მივიღებდით : 

MX ს=#" I M=7#, 
საიდანაც # =X. : 

მოცემული 4 მატრიცისათვის შებრუნებული მატრიცის არსე- 

ბობის საკითხი თურმე უფრო რთულია, მატრიცთა გადამრავლების არაკო- 

მუტატურობის გამო, ჩვენ ახლა ვილაპარაკებთ მარჯვენა შებრუნებული მატ- 

რიცის შესახებ, ე. ი. ისეთი 4-1 მატრიცის შესახებ, რომლის გადამრავლება 

4 მატრიცზე მარჯვნიდან გვაძლევს ერთეულოვან მატრიცს, 

: 44-1=#. () 

გადაგვარებული #( მატრიცისათვის #41 მატრიცი რომ არსებობდეს; მაშინ, 

როგორც ვიცით, (2) ტოლობის მარცზენა მხარეში მდგომი ნამრავლი 474“ 1 

იქნებოდა გადაგვარებული მატრიცი, იმ დროს, როცა სინამდვილეში ამ ტო- 

ლობის მარჯვენა მხარეზე მდგომი I; მატრიცი გადაუგვარებელია, ვინაიდან 

მისი დეტერმინანტი ერთის ტოლია. ამრიგად, გადაგვარებულ მატრიცს არ 

შეიძლება ჰქონდეს მარჯვენა შებრუნებული მატრიცი. ასეთიკე მოსაზრებები 

გვიჩვენებს, რომ მას არ გააჩნია არც მარცხენა შებრუნებული მატრიცი და 
ამიტომ. გადაგვარებულ მატრიცისათვის შებრუნებული მატ- 

რიცი საზოგადოდარ არსებობს, 

გადავდივართ რა გადაუგვარებელი მატრიცების შემთხვევაზე, წინასწარ 

შემოვიტანოთ შემდეგი დამხმარე ცნება. ვთქვათ მოცემულია „-ური რიგის 

თ) თე ...რთი 

მატრიცი.



მატრიცს, რომელიც შედგენილია ,, მატრიცის ელემენტების ალგებრული 

დამატებებით, სადაც თ, ელემენტის ალგებრული დამატება მდებარეობს ქ)-ური 
სტრიქონისა და I-ური სვეტის გადაკვეთაზე, ეწოდება 7 მატრიცის მიერ- 

თებული (ანუ საურთიერთო) მატრიცი. 

ვიპოვოთ ნამრავლები ,4+ და 4.4. გამოვიყენოთ § 6-დან ცნობილი 

ფორმულა დეტერმინანტის დაშლის შესახებ სტრიქონის ან სეეტის მიმართ 

დღა აგრეთვე § 7-დან თეორემა დეტერმინანტის ნებისმიერი სტრიქონის (სვე- 
ტის) ელემენტთა სხვა სტრიქონის (სვეტის) შესაბამისი ელემენტების ალგებ- 

რულ დამატებებზე ნამრავლების ჯამის. შესახებ; მაშინ, თუ 4 მატრიცის 

დეტერმინანტს ძ-თი აღვნიშნავთ, 

ძ=)|.4I, 
მივიღებთ შემდეგ ტოლობას: 

ძმ0..0 

44"=/"ჭ= | 9 0.9 |, (3) 

0 0...ძ 

აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ 4 მატრიცი გადაუგვარებე- 

ლია, მაშინ მისი მიერთებული 4 მატრიციც გადაუგგარე- 

ბელი იქნება, ამასთან 4" მატრიცის ძ" დეტერმინანტი წარ- 

მოადგენს / მატრიცის ძ დღეტერმინანტის (ფ–1) ხარისხს. 
მართლაც, თუ გადავალთ (2) ტოლობიდან დეტერმინანტთა შორის ტო- 

ლობაზე, მივიღებთ 

ძი'!=ძ", 
საიდანაც, იმის გამო, რომ ძ #0, 

იე%=ქშ-! 1), , 

ახლა უკვე ადვილია დავამტკიცოთ ნებისმიერი გადაუგვარებელი 

მატრიცისათვის შებრუნებული მატრიცის არსებობა ღა ვიბოვოთ მისი სახე. 
თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ თუ განვიხილავთ ორი მატრიცის ,(#8 ნამ- 

რავლს და ერთ-ერთი მამრავლის, მაგალითად V#-ს, ყველა ელემენტს გავყოფთ 
ერთი და იგივე ძ რიცხვზე, მაშინ „(8 ნამრავლის ყველა ელემენტიც გაიყოფა 

ამავე რიცხვზე: დამტკიცებისათვის საკმარისია მოვიგონოთ მატრიცთა გადა- 
მრავლების განმარტება. ამრიგად, თუ 

ძ=| 4| # 9, 
მაშინ (3) ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ /( მატრიცისათვის შებ- 

რუნებული მატრიცი იქნება ის, რომელიც მიიღება მიერთე- 

ბული 4" მატრიცის ყველა ელემენტის ძ რიცხეზე გაყოფით: 

-უოXI.:·._ 

1 შეიძლებოდა დაგვემტკიცებინა, რომ თუ 4 მატრიცი გადაგვარებულია, მაშინ მისი 

მიერთებული 4» მატრიციც გადაგეარებულია და ამასთან მისი რანგი არ აღემატებოდა 
1 რიცხვს.



| +სL 4. წელ” 

ი.ი ძ 

ს "ქა 11. 4 
“! “იძ ძ ძ 

| 4. ვ» ი" 

მართლაც, (3)-დან გამომდინარეობს ტოლობები 

«(II 1= 1-1 4:= 1. (4) 

ერთხელ კიდევ გავუსვათ ხაზი იმ გარემოებას, რომ 4-1 მატრიცის 

ურ სტრიქონში მოთავსებულია |4 დეტერმინანტის ჯ-ური სვეტის 

ელემენტთა ალგებრული დამატებები, გაყოფილი ძ= |4|-ზე. 
ადვილი დასამტკიცებელია, რომ ,1-1 მატრიცი არის ერთადერთი 

მატრიცი, რომელიც მოცემული გადაუგვარებელი 4 მატრი- 

ცისათვის აკმაყოფილებს (4) პირობას. მართლაც, თუ C, მატრიცი 

ისეთია, რომ 

4C=C21= #, 

C24.4“1=C(4,L“1)=C0C#=C, 

C44 1=(Cთ.I)1-1= ს 4 1= LL), 

მაშინ 

საიდანაც C=-L" 1. 

(4)-დან და დეტერმინანტთა გადამრავლების თეორემიდან გამომდინა- 

რეობს, რომ 4-1 მატრიცის დეტერმინანტი ტოლია უეს“ ისე, 
ა 

რომ-ეს მატრიციც ასევე იქნება გადაუგვარებელი; მისთვის 

შებრუნებული იქნება -I მატრი ცი. 

თუ ახლა მოცემულია V-ური რიგის ორი კვადრატული /| და # მატ- 

რიცი, რომელთაგან 4 გადაუგვარებელია, ხოლო კ8-ნებისმიერი, მაშინ შეგ- 

ვიძლია შევასსრულოთ მარცხენა და მარჯვენა გაყოფა # მარრიცისა 

-I-ზე, ე. .ი, ამოვხსნათ მატრიცული განტოლებები 

4X=8, X4=7#. (5) 
ამისათვის, მატრიცთა გადამრავლების ასოციაციურობის გამო, საკმარისია და 

ვუშვათ, რომ · 

X= 118, X=8.L1; 

ამასთან (5) განტოლებების ეს ამონახსენები, მატრიცთა გადამრავლების არა- 

კომუტატურობის გამო, საზოგადოდ სხვადასხვა იქნებიან, 

მაგალითე ბ ი. 1) მოცემულია მატრიცი 

3-- 10 
4=| 2. 11 I. 

2-14, 

'100



მისი დეტერმინანტი | „L | =5, ამიტომ 'შებრუნებული მატრიცი არსებობს, ამასთან 

..“ 04 +I 

(1= 2 12 _ 3. 
“ 2 + 5 

1 1 

(01.52. 
2) მოცემულია მატრიცები · 

3 2 –17 
= ,· 8= · 
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ამიტომ /#V= #, X»X1=ს განტოლებათა ამონახსენები იქნებიან მატოიცები 
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#-( §5):(-+ §)“(-V 4)“ 
სწორკუთხოვანი მატრიცების გამრავლება, თუმცა წინა პარაგრაფში 

განსაზღვრული იყო მხოლოდ ერთნაირი რიგის მქონე კვადრატული მატრი- 

ცების გამრავლება, მაგრამ შესაძლებელია ამ განმარტების გავრცელება ისეთ 

მართკუთხოვან 4 და 8 მატრიცთა შემთხვევისთვისაეც, რომელთათვის შესაძ- 

ლებელია წინა პარაგრაფის (3) ფორმულის გამოყენება, ე. ი. როცა ,( მატ- 
რიცის ყოველი სტრიქონი შეიცავს იმდენ ელემენტს, რამდენსაც 8 მატრიცის 

ყოველი სეეტი, სხვა სიტყვებით რომ ვთქეათ, შეიძლება ვილაპარაკოთ 

4 და 8 სწორკუთხოვანი მატრიცების გამრავლების შესახებ 
იმ შემთხვევაში, თუ 4 მატრიცის სვეტთა რიცხვი ტოლია 

„ # მატრიცის სტრიქონთა რიცხვისა; «მასთან, 48 მატრი- 
ცის სტრიქონთა რიცხვი უდრის I მატრიცის სტრიქონთა 

_ რიცხვს, ხოლო მისი სვეტთა რიცხვი–.” მატრიცის სვეტთა 
რი ცხვს. . 

მაგალითები: 

–-13 0 
ს C 1 –4 3 წ) –21 1 - (ა 15 ი). 
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( : 0--2 2) 16 

101



2.ბ 

ვ) (510 –3) 1 “ =(11 –-1). 

0 
შეგვიძლია მართკუთხოვან მატრიცთა გადამრავლებას დავუკავშიროთ 

უცნობთა წრფივი გარდაქმნების თანმიმდევრული შესრულება, თუკი უკანასკ- 

ნელთა განმარტებაში უარს ვიტყვით იმ პირობაზე, რომ "წრფივი გარდაქმნის 

დროს უცნობთა რიცხვი არ შეიცვალოს. 

თუ სიტყვასიტყვით გავიმეორებთ კვადრატული მატრიცებისათვის ზემოთ 

მოცემულ დამტკიცებას, ადვილად შევამოწმებთ აგრეთვე, რომ ასოცია- 

ციურობის კანონი ძალაში ოროჩება სწორკუთხოვანი მატრი- 

ცების გადამრავლების შემთხვევაშიაც. 

ვისარგებლოთ ახლა მართკუთხოვანი მატრიცების გადამრავლებითა და 

შებრუნებული მატრიცის თვისებებით, რათა მივიღოთ კრამერის წესის · 

ახალი გამოყვანა, რომელიც უკვე აღარ მოითხოვს ისეთ რთულ გამო- 

თვლებს, როგორიც § 7-ში დაგვჭირდა. ვთქვათ, მოცემულია # უცნობიანი 

» წრფივ განტოლებათა სისტემა 

თ. X, -+ ძეXე -L ·.. თო+Xი= ხ), 

Cთ,1X, -L რ.,X, -+- ·-. -L- რ,ეX„= ჩე, რ) 

, 

რთი1X1 –+ ძიივ%ე –+ ... -- ძიიXი= ჩი, 

ამასთან ამ სისტემის. დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისაგან. (6) სისტე- 

მის კოეფიციენტებისაგან შედგენილი მატრიცი აღვნიშნოთ 4-თი; ეს მატრიცი 

გადაუგვარებელია, რადგანაც, პირობის თანახმად, ძ= | 4 | 2420. შემდეგ, 

აღვნიშნოთ X-ით უცნობთა სვეტი, ხოლო ჯ-თი-(6) სისტემის თავისუფალი 

წევრების სვეტი, ე. ი. 
წ> (MI 
% ნ) 

X=I)'.: |, '8= 

(IM) ს 
4>X ნამრავლს აქვს აზრი, რადგანაც # მატრიცის სვეტების რიცხვი უდრის 

X მატრიცის სტრიქონების რიცხვს, ამასთან ეს ნამრავლი იქნება განტოლე- 

ბათა (6) სისტემის მარცხენა ნაწილებისაგან შედგენილი სვეტი. ამრიგად, 

(6) სისტემა შეგვიძლია ჩავწეროთ ერთი მატრიცული განტოლების სახით 

4X=7#7. (7) 

თუ გავამრავლებთ (7) ტოლობის ორივე მხარეს მარცხნიდან 4“1 მატ- 

რიცზე, რომლის არსებობა გამომდინარეობს კვადრატული 4 მატრიცის გადა- 

გვარებლობიდან, მივიღებთ: 

შ X»Xჯ=4 8. , (8) 
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მარჯვნივ მდგომი ნამრავლი იქნება ერთი სვეტისაგან შედგენილი მატ- 
რიცი; მისი ქ-ური ელემენტი უდრის 4“! მატრიცის ჯ-ური სტრიქონის ელე- 

მენტებისა და # მატრიცის შესაბამისი ელემენტების ნამრაელთა ჯამს, ე. ი. 
უდრის რიცხვს 

4) –- 

მაგრამ მარჯვენა მხარეში მოთავსებული ფრჩხილი წარმოადგენს იმ ძ/ დეტერ- 

მინანტის დაშლას ჩ7-ური სვეტის მიხედვით, რომელიც მიიღება ძ „დეტერმი- 

ნანტისაგან მისი 7/-ური სვეტის # სვეტით შეცვლით. ამრიგად, (8) ფორმუ- 

ლები ტოლფასოვანია § 7-ის (3) ფორმულებისა რომლებიც გამოსახავენ 
(6) სისტემის კრამერის წესით მიღებულ ამონაჩხსენს. 

დაგვრჩა ვაჩვენოთ, რომ უცნობთა მიღებული მნიშვნელობები მართლაც 

შქჟადგენენ (6) სისტემის ამონახსენს. ამისათვის საკმარისია (8) გამოსახულება 

ჩავსვათ (7) მატრიცულ განტოლებაში, რაც. ცხადია, მოგვცემს იგივეობას 

#8=8წ8. 

მატრიცების ნამრავლის რანგი, გადაგვარებული მატრიცების შემთხვე- 

ვისათვის დეტერმინანტების გამრავლების თეორემა სხვას არაფერს იძლევა, 

გარდა იმისა რომ ნამრავლიც იქნება გადაგვარებული, თუმცა გადაგეარე- 

ბული კვადრატული მატრიცები ერთიმეორისაგან შეიძლება გავარჩიოთ კიდევ 
მათი რანგის მიხედვით.. შევნიშნოთ, რომ არ არსებობს სავსებით განსაზღვ- 

რული დამოკიდებულება თანამამრავლთა რანგებსა და ნამრავლის რანგს შორის, 

როგორც ამას შემდეგი მაგალითები გვიჩვენებს; 

((5)' თი)“ (სი)' 

4; .„ 1 
ს +X--+-,+ ... +2» ხნ == ყყეი –+ 4ე,სა-L ·..-L 4ი,ხი). 

0 0V_ 00 

ფეფულ! 
ორივე შემთხვევაში მრავლდებიან მატრიცები, რომელთაც აქვთ რანგი 1, 

მაგრამ ნამრავლს ერთ შემთხვევაში აქვს რანგი 1, ხოლო მეორე შემთხეე- 
ვაში--რანგი 0, სამართლიანია, და ამასთანავე არა მარტო კვადრატული; 

არამედ სწორკუთხოვანი მატრიცებისთვისაც, მხოლოდ შემღეგი თეორემა. 

) მატრიცთა ნამრავლის რანგი არ აღემატება თვითეული 

თანამამრავლის რანგს. 
საკმარისია დავამტკიცოთ ეს თეორემა ორი თანამამრავლის შემთხვევი- 

სათვის. ვთქვათ, მოცემულია მატრიცები # და M, რომლებისთვისაც #8 

ნამრავლს აქვს აზრი; აღვნიშნოთ /#=C0. განვიხილოთ § 13-ის (3) ფორმუ- 

ლა, რომელიც იძლევა გამოსახულებებს C მატრიცის ელემენტებისათვის. თუ 

განვიხილავთ ამ ფორმულას მოცემული #-სათვის და ყველა შესაძლო ჯ-სათვის 
(1=1, 2,...), მივიღებთ, რომ C მატრიცის #-ური სვეტი წარმოადგენს ,| მატ- 

რიცის ყველა სვეტის ჯამს აღებულს რაღაც კოეფიციენტებით (სახელდობრ, 

ხს, ჩის... კოეფიციენტებით). ამით დამტკიცებულია, რომ (0 მატრიცის 
სვეტების სისტემა წრფივად გამოისახება # მატრიცის“ სვეტების სისტემით 
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და ამიტომ, როგოოც ეს § 9-შია ნაჩვენები, პირველი სისტემის რანგი ნაკლე– 

ბია ან ტოლი მეორე სისტემის რანგისა, სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, 

C მატრიცის რანგი არ არის მეტი 4 მატრიცის რანგზე. რადგანაც, მეორეს 

მხრივ, § 13-ის იმავე (3, ფომულიდან, მოცემული (-სათვის და ყველა #-სა- 

თვის, გამომდინარეობს, რომ 0 მატრიცის ყოველი ;ჯ-ური სტრიქონი წარ- 

მოადგენს 8 მატრიცის სტრიქონთა წრფივ კომბინაციას, ამიტომ ანალოგიური 

მსჯელობით მივიღებთ, რომ 0 მატრიცის რანგი არ აღემატება # მატრიცის 
რანგს. 

უფრო ზუსტი შედეგი მიიღება იმ შემთხვევაში, როდესაც ერთ-ერთი 

თანამამრავლი წარმოადგენს გადაუგვარებელ კვადრატულ მატრიცს: 

ნებისმიერი #/ მატრიცის გადაუგვარებელ კვადრატულ 

0 მატრიცზე მარცხნიდან ან მარჯვნიდან ნამრავლის რანგი 

უდრის 4( მატრიცის რანგს. 

ვთქვათ, მაგალითად, 

#+Iთ=C- (9) 

წინა თეორემიდან გამომდინარეობს, როზ (C მატრიცის რანგი არ აღე- 

მატება 4 მატრიცის რანგს. მაგრამ, თუ გავამრავლებთ (9) ტოლობას მარჯვ- 

ნიდან C-ზე, მივიღებთ ტოლობას 

#4#=00“1, 

და ამიტომ, კვლავ წინა თეორემის საფუძველზე, # მატრიცის რანგი არ 
აღემატება C მატრიცის რანგს. ამ ორი შედეგის შედარება ამტკიცებს, რომ 

4 და C მატრიცების რანგები ტოლია. 

§ 15. მატრიცების შეკრება და მატრიცის გამრავლება რიცხვზე 

ური რიგის კვადრატული მატრიცებისათვის შეკრება განიმარტება 

შემდეგნაირად: 

ორი ო-ური რიგს კვადრატული /#=(4ი,) და 8=(/,) მატრი- 

ცის 4+ 8 ჯამი ეწოდება ისეთ (0=X(-C,) მატრიცს, რომლის 

ყველა ელემენტი წარმოადგენს 4 და '#. მატრიცების შესა- 

ბამისი ელემენტების ჯამს: 

ი,=ძ0ც + ხა ') 
ჩვენს მიერ განმარტებული მატრიცების შეკრება, ცხადია, იქნება კომუ- 

ტატური და ასოციაციური. მისთვის არსებობს შებრუნებული ოპერაცია -–გა- 

მოკლება: # და # მატრიცების სხვაობა იქნება მატრიცი, რომლის ელემენტე- 

ბი წარმოადგენენ მოცემული მატრიცების შესაბამისი ელემენტების სხვაობებს. 

ამასთან ნულის როლს თამაშობს ნულოვანი მატრიცი, რომელიც მთლიანად 

ნულებისაგან შედგება. შემდგომში ეს მატრიცი აღინიშნება სიმბოლო 0-ით, 

  

' შეიძლებოდა, რასაკვირველია, მატრიცების გამრავლებაც განმარტებული ყოფილიყო 

ასეთივე ბუნებრივი წესით: შესაბამისი ელემენტების გადამრავლებით. მაგრამ § 13-ში გან- 
მარტებული გამრავლებისაგან განსხვავებით ასეთ გადამრავლებას არ ექნებოდა რაიმე 

სერიოზული გამოყენება. „ 
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ნულოვანი მატრიცისა და რიცხვი 0-ის ერთმანეთმი არევა სერიოზულ საშიშ- 
როებას არ წარმოადგენს. 

კვადრატული მატრიცების შეკრება და მათი გამრავ- 

ლება, განმარტებული § 13-მში, დაკავშირებულია დისტრი- 

ბუციულობის კანონებით. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემულია სამი )-ური რიგის მატრიცი 4=(თ,), 
78 =(ხ,), Cღ=C(.,). მაშინ ნებისმიერი ( და ჟ7-სათვის ადგილი ექნება ცხად 

ტოლობას 

” _ი ა ო 

ბ, (იL+ ხი)6.;= ბ, ი.6C; + ბ, ხილ). 
49551 ”-– –_” #=1 

მაგრამ ამ ტოლობის მარცხენა მხარე არის (1+ #8)C მატრიცის ჯ-ური სტრი- 

ქონისა და /-ური სვეტის გადაკვეთაზე მდებარე ელემენტი, ხოლო მარჯვენა 

მსარე–– 40 + 8 მატრიცში იმავე ადგილზე მდებარე ელემენტი, ამით დამ- 

ტკიცებულია ტოლობა 
(.11+73)C= #74 8C. 

“,ტოლობა CL(4 + ს)=C4 +C 8 დაზტკიცდება ასეთივე გზით, გასაგებია, 

რომ მატრიცების გამრავლების არაკოზმუტატურობა თხოულობს დისტრიბუ- 

ციულობის ამ ორივე კანონის დამტკიცებას. 

შემოვიტანოთ მატრიცის რიცხვზე გამრავლების შემდეგი განმარტება. 

კვადრატული „L=(ი,) მატრიცის #„რიცხეზე 7: ნამრავ- 

ლი ეწოდება ისეთ /#'=(ი,,) მატრიცს, რომელიც მიიღება 

მატრიცის ყველა ელემენტის გამრავლებით /: რიცხეზე: 

«',,=7:0(. 

მატრიცის რიცხვზე გამრავლების ერთ ასეთ მაგალითს ჩვენ უკვე შევხვ- 

დით წინა პარაგრაფში: თუ 4 მატრიცი გადაუგვარებელია და ამასთან 

| 4 | =ძ, მაშინ მისი შებრუნებული 41”: მატრიცი და მიერთებული ,L" 

მატრიცი დაკავშირებულნი არიან ტოლობით 

–_ I 1=707 14%, 

როგორც ვიცით, ყოველი #-ური რიგის კვადრატული მატრიცი შეგვიძ- 

"ლია განვიხილოთ როგორც #-განზომილებიანი ვექტორი, ამასთან მატრიცე- 

ბისა და ვექტორების ეს შესაბამისობა ურთიერთცალსახაა, ამ თვალსაზრი- 

სით ახლახან განმარტებული მატრიცების შეკრება და მატრიცების რიცხვზე 

ნამრავლი გადაიქცევა ვექტორების შეკრებად და ვექტორის რიცხვზე გამ- 

რავლებად. ამრიგად, #-ური რიგის კვადრატული მატრიცების 

ერთობლიობა შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც »ჯ"-განზო- 

მილებიანი ვექტორული სივრცე. 

აქედან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობების სამართლიანობა (სადაც 
4 და 8 #X-ური რიგის მატრიცებია, #7, / რიცხვებია, 1 არის რიცხვი ერთი): 
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(4 + 8)=#4+L#, (1) 

(L-++–-I))4=#4 +7L+, “. (2) 

XI 4)=(-)4. (3) 

1 “.#4=7L (4) 
(1) და (2) თვისებები ერთმანეთთან აკავშირებს მატრიცების რიცხვზე 

გამრავლებას მატრიცების შეკრებასთან. ამასთან ერთად არსებობს მეტად 

მნიშვნელოვანი კავშირი მატრიცის რიცხვზე გამრავლებასა და თვით მატრი- 

ცების გაზრავლებას შორის, სახელდობო: 

(L4)13= 4(ML8)=7:(.4.8), (5) 

ე. ი თუ მატრიცების გამრავლების დროს ერთი თანამამ- 

რავგლი მრავლდება სჯ რიცხვზე, .მაშინ მთელი ნამრავლიც 

მრავლდება ამავე ჯ რიცხვზე. 
მართლაც, ვთქვათ მოცემულია მატრიცები „2=(ი,) და 18=(ნც) და 

რიცხვი #. მაშინ ნებისმიერი ; და 7-სთვის გვექნება: 

(Mი,,)ხ,;= =7#ჯ მა ხ,,, _ აძის 
4§=1 

მაგრამ ამ ტოლობის მარცხენა ნაწილი არის (#1)» მატრიცის ჯ-ური სტრი- 

ქონისა და 7-ური სვეტის გადაკვეთაზე მდებარე ელემენტი, ხოლო მარჯვენა 

ნაწილი --#(4 8) მატრიცში იმავე ადგილზე მდებარე ელემენტი. ამით დამ- 

ტკიცებულია ტოლობა 
(#,4)სც = XC. 7). 

ასეთივე გზით მტკიცდება ტოლობა 2(#18) =X(.4,8). : 
მატრიცის რიცხვზე გამრავლების ოპერაცია საშუალებას გვაძლევს შემო- 

ვიყვანოთ მატრიცების ჩაწერის ახალი ხერხი. #,,-თი აღვნიშნოთ მატრიცი,, 

რომლის ჯ- ური სტრიქონისა და /-ური სვეტის გადაკვეთაზე მდებარეობს 

რიცხვი 1, ხოლო ყველა სხვა ელემენტი ნულის ტოლია. თუ დავუშეებთ, რომ 

1=1, 2,...,# და ჯ=1, 2, ...,#, მაშინ მივიღებთ X,; სახის #1 მატრიცს, რომ- 

ლებიც, როგორც ადვილი შესამოწმებელია, დაკავშირებული არიან გამრავ- 

ლების შემდეგი ცხრილით: 

ს.სM,.,:=10ი0; #0იX#=0, როცა (დ #/. 

#M, მატრიცი მხოლოდ იმით განსხვავდება #, მატრიცისაგან, რომ მის ' 

ჯური სტრიქონის და ე-ური სვეტის გადაკვეთაზე მდებარეობს რიცხვი #. თუ 

გავითვალისწინებთ ამას და გაზოვიყენებთ მატრიცების შეკრების განმარტებას, 

ნებისმიერი კვადრატული 4 მატრიცისათვის გვექნება ასეთი ჩაწერა: 

ძ11 რ,)2გ'.. მ)» 

4=| 953 061. რი | = 33 ნ, (6) 
–_"წრო ლექ 

ი. რიგ... მით 

ამასთან, ცხადია, რომ 4 მატრიცს გააჩნია ერთადერთი (6) სახის ჩაწერა, 
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XX მატრიცს, სადაც # ერთეულოვანი მატრიცია, მატრიცის რიცხვზე 

გამრავლების განმარტების თანახმად, აქვს შემდეგი სახე: 

. 0) 5. 
# 

XML = · , 

მხ“ #) _' 
ე. ი. მთავარ დიაგონალზე მდებარეობს ერთი და იგივე L რიცხვი, ხოლო 

-ყველა ელემენტი ამ დიაგონალის გარეთ ტოლია ნულისა. ასეთ მატრიცებს 

სკალარული მატრიცები ეწოდებათ. 

მატრიცების შეკრების განმარტება გვაძლევს შემდეგ ტოლობას 

ს8 +I8–=(-I)X. (7) 

მეორე მხრიე, თუ გამოვიყენებთ მატრიცების გამრავლების განმარტებას, ანდა 

დავეყრდნობით (5) ტოლობას, მივიღებთ: 

## . 18 =(MI). (8) 

4მატრიცის გამრავლება # რიცხვზე შეგვიძლია გავი- 

გოთ, როგორც #- გამრავლება სკალარულ XL მატრიცზე 

მატრიცთა გამრავლების აზრით, მართლაც, (5)-ის მიხედვით 

(L#5).4 = 4(+8)=#.4. 
აქედან განომდინარეობს ასევე, რომ ყოველი სკალარული მატ- 

რიცი გადანაცვლებადია ნებისმიერ / მატრიცთან. მეტად 

მნიშვნელოვანია ის ფაქტი, რომ სკალარული მატრიცები ერთადერთია, რომ- 

ლებსაც ეს თვისება გააჩნიათ: 

თუ რაიმე #-ური რიგის C=C,,)) მატროიცი გადანაცვლე- 

ბადია ამავე რიგის მქონე ნებისმიერ მატრიცთან, მაშინ 

C მატრიცი სკალარულია, 

მართლაც, დავუშვათ, რომ ჯ #ქ და განვიხილოთ, პირობის თანახმად, 

ტოლი ნამრავლები C#, და #)ცC (იხ. ზემოთ X,;, მატრიცის განმარტება). 

ადვილი სანახავია, რომ C#,, მატრიცის ყველა სვეტი, 7-ური სვეტის გარდა, 

შედგება ნულებისაგან„ ხოლო ჟჯ-ური სვეტი ემთხვევა C მატრიცის (-ურ სვეტს; 

კერძოდ 0#,; მატრიცის ჯ-ური სტრიქონისა და კ-ური სვეტის გადაკვეთაზე 

მდებარეობს «,, ელემენტი. ანალოგიურად, #,,() მატრიცის ყველა სტრიქონი, 

გარდა I-ური სტრიქონისა, შედგება ნულებისაგან, ხოლო (ჯ-ური სტრიქონი 

ემთხვევა C მატრიცის 1-ურ სტრიქონს; 12,,C( მატრიცის ჯ-ური სტრიქონისა 

და /-ური სვეტის გადაკვეთაზე მდებარეოზს «,; ელემენტი. თუ გამოვიყენებთ 
ტოლობას C#;= 770, მივიღებთ, რომ (ც=ი,, (როგორც ტოლი მატრიცების 
ერთი და იგივე ადგილებზე მდებარე ელემენტები), ე. ი. C მატრიცის მთა- 
ვარი დიაგონალის ყველა . ელემენტი ერთმანეთის ტოლია. მეორეს მხრიე, 
C#, მატრიცის /-ური სტრიქონისა და /-ური სვეტის გადაკვეთაზე მდება- 
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რეობს «,, ელემენტი; ხოლო #0 მატრიცის ამავე ადგილხე მდებარეობს 
ნული (რადგან ; #)) და ამიტომ, «ჯ=0, ე. ი. C მატრიცის ყოეელი ელემენტი 

მთავარი დიაგონალის გარეთ უდრის ნულს. თეორემა დამტკიცებულია, 

§ 16“. დეტერმინანტთა თეორიის აქსიომატიკური აგება 

ური რიგის დეტერმინანტი არის რიცხვი, რომელიც („ცალსახად განი- 

· საზღვრება #-ური რიგის მოცეზული კვადრატული მატრიცით. ამ ცნების გან- 

მარტება, მოყვანილი § 4-ში, მიუთითებს წესზე, რომლის მიხედვითაც დეტერ- 

მინანტი განისაზღვრება მოცემული მატრიცის ელემენტების საშუალებით. 

მაგრამ ეს კონსტრუქციული განმარტება შეიძლება შევცვალოთ აქსიომატი- 

კური განმარ/ჟტებით; სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, შეიძლება §§ 4 და 6-ში 

დეტერმინანტის დადგენილ თვისებებს შორის ისეთებზე მივუთითოთ, რომ 

მატრიცის ერთადერთი ფუნქცია ნამდვილი მნიშვნელობებით, რომელსაც ეს 

თვიაებები გააჩნია, მისი დეტერმინანტი იყოს, 

ასეთი სახის უმარტივესი განმარტება დეტერმინანტის სტრიქონის მი- 

ხედვით დაშლის გამოყენებაში მდგომარეობს, ვიხილავთ ნებისმიერი რიგის 

კვადრატულ მატრიცებს და ვუშვებთ, რომ ყოველ ასეთ ჟ7/ მატრიცს შეესა- 

ბამება რიცხვი #7V, ამასთან სრულდება შეზდეგი პირობები: 

1) თუ 7 მატრიცი პირველი რიგისაა, ე. ი, შედგება მხოლოდ ერთი 

თ ელემენტისაგან, მაშინ ძ,,=0ი. 

2) თუ »-ური რიგის M მატრიცის პირველი სტრიქონი ი,,, იც... 6» 

ელემენტებისაგან შედგება და თუ 7/,ით, 1=1, 2, ...,M, აღნიშნულია (#–1) 

რიგის მატრიცი, რომელიც მიღებულია 1/-იდან პირველი სტრიქონისა და 

ური სვეტის ამოშლით, მაშინ 

ძ»#=0,,0M, –– რეეძMე + ძემ) –...+( –1)ბ-1ი), ი. 

ყოველი #”/ მატრიცისათვის რიცხვიი/„ეუდრის ამ მატრი- 

ცის დეტერმინანტს. ვანდობთ მკითხველს ამ დებულების დამ ,კიცებას, 

რომელიც ჩატარდება ონდუქციის ხერხით /„-ის მიმართ და § 6-ის 'მედეგების 

გამოყენებით. 

ბევრად უფრო საინტერესოა დეტერმინანტის აქსიომატიკური განსაზღვ- 

რის სხვა ფორმები, რომლებიც ეხებიან მხოლოდ ერთ მოცემულ „-.ურ რიგს 

და რომლებსაც საფუძვლად უძევთ დეტერმინანტისათვის § 4-ში დადგენილი 

რამდენიმე უმარტივესი თვისება. ჩვენ შევუდგებით ახლა ერთ-ერთ ასეთი 

განმარტების განხილვას. 

ვთქვათ ყოველ #-ური რიგია კვადრატულ 7/ მატრიცს შეესაბამება 

რიცხვი ძ/ და ამასთანვე სრულდება შემდეგი პირობები: 

1. თუ #/ მატრიცის სტრიქონებიდან ერთი მაინცმრავლ- 

დება# რიცხვზე, მაშინ ძ/ რიცხვიც გამრავლდება #-ზე. 

II. ქ/ რიცხვიარ იცვლება, თუ M# მატრიცის რომელიმე 

სტრიქონს ემატება ამ მატრიცის სხვა სტრიქონი. 
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1II თუ ჯერთეულოვანი მატრიცია, მაშინ იძ, =1. 

დავამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი // მატრიცისათვის რიცხვი 

ძ/ ტოლია ამ მატრიცის დეტერმინანტისა. 

გამოვიყვანოთ ჯერ I-–-1II პირობებიდან ძი,7/ რიცხვის რამდენიზე თვისება, 
რომლებიც ანალოგიურია დეტერმინანტის შესაბამისი თვისებებისა. 

(1) თუ M# მატრიცის სტრიქონებიდან ერთი მაინც შედ- 

გება ნულისაგან, მაშინ ძ,,=9. 

მართლაც, თუ ნულებისაგან შედგენილ სტრიქონს გავამრავლებთ 0 

რიცხვზე, ამით არ ეცვლით მატრიცს, მაგრამ I პირობის ძალით, რიცხვი 

ძა, იძენს მამრავლად 0-ს. ამიტომ 

ძ/ჯ=0 ძ,/ =9. 

(2) ი/ რიცხვი არ შეიცვლება, თუ 2 მატრიცის ჯურ 

სტოიქონს მივუმატებთ #L რიცხეზე გამრაელებულ ამავე 

მატრიცის ჯ;.ურ სტრიქონს, 1#/. 

თუ L=0, მაშინ ყველაფერი დამტკიცებულია. თუკი # # 0, მაშინ გავამ- 

რავლებთ ჟ-ურ სტრიქონს # რიცხვზე: მივიღებთ 71I!' მატრიცს, რომლისთვი- 

საც, I პირობის ძალით, ი, =I0ი/. შემდეგ I მატრიცის ;-ურ სტრიქონს 

მივუზატებთ მის /„ურ სტრიქონს და მივიღებთ ქ1/"” მატრიცს, ამასთან, IL 

პირობის ძალით, ი/" =ი,/. ბოლოს, M” მატრიცის 7-ურ სტრიქონს ვამრავ- 

ლებთ #“1 რიცხვზე. ვღებულობთ IL” მატრიცს, რომელიც სინამდეილეში 

მიღებულია 1/ მატრიცისაგან ისეთი გარდაქმნით, რომელიც, მითითებულია 

დასამტკიცებელი თვისების ფორმულიოთოებაში; ამასთანავე 

ძ,,”'=7#-1ძკ#," =# 10,'=#- 1 · ი ,=4V. 

(3) თუ M# მატრიცის სტრიქონები წრფივად დამოკიდე- 

ბულია, მაშინ ძ,ჯ=0. 

მართლაც, თუ ერთი სტრიქონი, მაგალითად (L-ური, არის სხვა სტროიქო- 

ნების წრფივი კომბინაცია, მაშინ გაზოვიყენებთ რა რამდენჯერმე (2) გარ- 

დაქმნას, შევძლებთ, რომ ჯ-ური სტრიქონი შევცვალოთ ნულებიანი სტრიქო- 

ნით. (2) გარდაქმნა არ ცვლის ძ,, რიცხეს და ამიტომ, (1) თვისების გამო, 

ი,ყ=90. 

(4 თუ X მატრიცის ჯური სტრიქონი წარმოადგენს 

ორი ზ და ჯვექტორის ჯამს და თუ ./' და /#//"' მატრიცები 

მიღებულია # მატრიცისაგან მისი(ჯური სტრიქონის ჩ და, 

შესაბამისად, 7 ვექტორებით შეცვლით, მაშინ 

ძა= ძM9“+-ძა,". 

მართლაც, ვთქვათ # არის )/ მატრიცის ყველა სტრიქონის სისტემა, 

გარდა!ჯ-ურისა. თუ 3-ში არსებობს წრფივი დამოკიდებულება, მაშინ წრფი- 

ვად დამოკიდებული იქნება ყველა //, M” და #“" მატრიცის სტრიქონები 
და ამიტომ, (3) თვისების ძალით, ძ,/,=ძ,, =ძ/" =0, საიდანაც გამომ- 
დინარეობს, ამ შემთხვეგისათვის, ·დასამტკიცებელი თვისების სამართლიანობა, 
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"თუკი 8 სისტემა, რომელიც შედგება M--1 ვექტორისაგან, წრფივად დამოუ- 

კიდებელია, მაშინ, როგორც გვიჩვენებს § 9-ის შედეგები, მისი შევსება შეიძ- 
ლება რაიმე თ ვექტორით ჯ განზომილებიან ვექტორული სივრცის მაქსიმალურ 

წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა სისტემამდე. ამ სისტემის საშუალებით 

შეგვიძლია 8 და X7 ვექტორები გამოვსახოთ წრფივად. დავუშვათ, რომ თ ვექ- 

ტორი ამ გამოსახულებებში შედის # და, შესაბამისად, ! კოეფიციენტებით; 

8-+7+”/ ვექტორის გამოსახულებაში, ე. ი. 1/ მატრიცის ჯ-ური სტრიქონისათვის, 

თ ვექტორი შევა, მაშასადამე, L-+- / კოეფიციენტით. ახლა შეიძლება #, //' 

და MM“ მატრიცების გარდაქმნა, თუ გამოვაკლებთ მათ ჯ-ურ სტრიქონებს 

სხვა სტრიქონთა რაიმე წრფივ კომბინაციებს ისე, რომ მათი ჯ-ური სტრი- 

ქონები შესაბამისად იყოს ვექტორები (#L -L7)თ, თ და /თ. ამიტომ, თუ აღვ- 

ნიშნავთ M9?ით მატრიცს, რომელიც მიიღება 1/-საგან მისი I-ური სტრიქონის 

შეცვლით თ ვექტორათ და თუ გავითვალისწინებთ (2)-ს და 1-ს, მიგიღებთ 

ტოლობებს:. · 

რ)/=(# -I- !)ძ/9, ძ,/=VXძ,/9, ძ»M =Iძ9. 

ამით (4) თვისება დამტკიცებულია. 

(5) თუ #”/ მატრიცი მიღებულია # მატრიცის ორი სტრი- 

ქონის ტრანსპოზიციით, მაშინ ძ;=-–ძ/. , 

ვთქვათ, მართლაც, საქიროა # მატრიცში ჯ-ურ და ჯ/ურ ნომრებიანი 

სტრიქონების გადანაცვლება. ამას შეგვიძლია მივაღწიოთ შემდეგ გარდაქმ- 

ნათა თანმიმდევრობით; ჯერ 1, მატრიცის #ურ სტრიქონს მივუმატებთ მის 

ური სტრიქონს და მივიღებთ 7ჯ' მატრიცს, ამასთან, II პირობის ძალით, 

ძV=ძ/. შეზდეგ M მატრიცის ჯრ სტრიქონს გამოვაკლებთ მის ;-ურ 

სტრიქონს და მიგიღებთ #”' მატრიცს, რომლისთვისაც, (2) თვისების ძალით, 

გვექნება ძა, =ძ,/; M” მატრიცის /ჯ/-ური სტრიქონი # მატრიცის ჯ-ური 

სტრიქონისაგან ნიშნით იქნება განსხვავებული, ახლა M"“ მატრიცის ჯ-ურ 

სტრიქონს დავუმატოთ მისი /-ური სტრიქონი. M'“ მატრიცისათვის, რომელ- 

საც ვღებულობთ ამ გარდაქმნით, II პირობის ძალით, გვექნება ძ,/,"V=ძ//, 

ამასთან ამ მატრიცის ჯ-ური სტრიქონი თანხვდება 7/ მატრიცის /-ურ სტრი- 

ქონს. ბოლოს, გადავაზგრავლებთ რა 71/” მატრიცის /-ურ სტრიქონს -–1 

რიცხვზე, მივიღებთ საძებნ 7L მატრიცს. ამიტომ, I პირობის ძალით, 

ძ17= ––ძე'= – ძ/. 

(60 თუ M#' მატრიცი M# მატრიცისგანაა მიღებული 

სტრიქონთა გადანაცვლებით და, ამასთან, M' მატრიცის 

ჯურ სტრიქონს,“ ჯ=1,2,...,#, M მატრიცის თ, სტრიქონი წარ- 

მოადგენს, მაშინ 

ძყ=2+ ძ/M. 

ამასთან, პლუს ნიშანი იმ შემთხვევას შეესაბამება, როცა 

C 2 ..#” ) 

თ, Cთვ...რი 
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ჩასმა ლუწოვანია, ხოლო მინუს ნიშანი იმ შემთხვევას 
როცა ეს ჩასმა კენტოვანია. 

მართლაც, M#'. მატრიცი შეიძლება მივიღოთ )/ მატრიცისაგან ორი 

სტრიქონის რამდენჯერმე ტრანსპოზიციით, რის გამოც შესაძლებელია ვისარ- 

გებლოთ (5) თვისებით, ამ ტრანსპოზიციათა რიცხვის ლუწკენტოვნება, 
როგორც § 3-დანაა ცნობილი, ზემოთ აღნიშნული ჩასმის ლუწკენტოენებას 

განსაზღვრავს. 

/ ახლა განვიხილოთ მატრიცები 7/ = (ია). V=(ს,) და მათი ნამრავლი 
0=717M § 13 აზრით. ვიპოვით იი რიცხეს. ვიცით, როზ ი მატრიცის ყოველი 

ური სტრიქონი V მატრიცის ყველა სტრიქონის ჯამს წარმოადგენს, აღებულს 

შესაბამისად ძი, ი, ·.. იც კოეფიციენტებით (იხ., მაგალითად, § 14). 0 

მატრიცის ყველა სტრიქონი შევცვალოთ მათი აღნიშნული წრფივი გამოსა- 
ხულებებით » მატრიცის სტრიქონებით და ვისარგებლოთ რამდენიმეჯერ 

(4) თვისებით. მივიღებთ, რომ ძლ რიცხვი ძ; რიცხვთა ჯამის ტოლი იქნება 

ყოველგვარი შემდეგი სახის ” მატრიცებისათვის: ” მატრიცის ჯ-ური სტრი- 

ქონი, 1=1, 2, ...,V, V მატრიცის თ,-ური სტრიქონის «.», რიცხვზე ნამრავლის 

ტოლია. ამასთან, (3) თვისების ძალით, შესაძლებელია განხილვიდან გამოვ- 

რიცხოთ ყველა ის 7” მატრიცი, რომლისთვისაც არსებობენ ისეთი ინდექსები 

(: და ,/ (94-97, რომ თ,=თ,; სხვანაირად რომ ვთქვათ, მხოლოდ ისეთი #' 

მატრიცები დარჩებიან, რომლებისთვისაც თ,, თ,, ·.., თ, ინდექსები 1, 2, 3,...,# 

რიცხვთა გადანაცვლებას შეადგენენ. I-სა და (6) თვისების ძალით, ასეთი 

მატრიცისათვის ძჯ; რიცხვს აქვს სახე , 

ი7=2C06|)X, ძელე ·-· 0,2, 0» 

სადაც ნიშანი ინდექსთა ჩასმის ლუწკენტოვნებით განისაზღვოება, აქედან ძი 

რიცხვისათვის მივიღებთ შემდეგ გამოსახულებას: თუ ყოველი ძ; სახის შესაკ- 

რებიდან გამოვიტანთ ფრჩხილებს გარეთ საერთო ძყ მამრავლს, მაშინ, ცხა- 

დია, ფრჩხილებში M მატრიცის | MM |) დეტერმინანტი დარჩება § 4-ში მო- 

ცემული კონსტრუქციული განმარტების აზრით, ე. ი. 

ძი= I XI · ძჯ. ო 

თუ ახლა # მატრიცის სახით ერთეულოვან # მატრიცს ავიღებთ, მაშინ 

მივიღებთ C= M# და, III თვისებების ძალით, ძყ =ძჯ=1, ე. ი, ნებისმიე- 

რი # მატრიცისათვის ადგილი აქვს ტოლობას 

ძ.,=I V I 

რის დამტკიცებაც მოითხოვებოდა. ერთდროულად კიდევ ერთხელ, 

ამასთან ლაპლასის თეორემის გამოყენების გარეშე, დაზ- 

ტკიცებულია თეორემა დერტერმინანტთა გამრავლების შე- 

სახებ. ამისათვის საკმარისია ('!) ტოლობაზი ძე ღა ძ» რიცხვები შესაბა- 

მისი მატრიცების დეტერმინანტებით შევცვალოთ, 
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_ ეს აქსრიომატიკური განხილვა L-III პირობები დამოჟუკიდებლო: 

ბის დანტკიცებით დავამთავროთ, ე. ი. იმის დამტკიცებით, რომ არც ერთი 

ამ პირობათაგანი არ წარმოადგენს დანარჩენი ორის შედეგს. 

III პირობის დამოუკიდებლობის დასამტკიცებლად დავუშვათ, რომ ძი,/ =0 

# ური რიგის ყოველი M მატრიცისათვის. ცხადია, I და IL პირობები შეს- 

რულდება, II1 პირობა კი დაირღვევა. 

11 პირობის დამოუკიდებლობის დამტკიცებისათვის დავუშვათ, რომ 

ყოველი 21, მატრიცისათვის ძ,, რიცხვი ამ მატრიცის მთავარ დიაგონალზე 

მდგომი" ელემენტების ნამრავლის ტოლია. I და III პირობები სრულდება, 

ხოლო 11 პირობას უკვე აოა აქვს ადგილი. 

ბოლოს, 1 პირობის დამოუკიდებლობის დასამტკიცებლად დავუშვათ, 

რომ ძი7V=1 ყოველი 1/ მატრიცისათვის. ამ შემთხვევაში II და III პირობები 

სრულდება, ხოლო I პირობა ირღვევა.



თავი მეოთხე 

კომპლექსური რიცხვები 

§ 17. კომპლექსურ რიცხვთა სისტემა 

ელემენტარულ ალგებრის კურსში რამდენიმეჯერ ხდება რიცხვთა მარა- 

გის გამდიდრება. მოსწავლე, რომელიც ალგებრის შესწავლას იწყებს, არით- 

მეტიკიდან იცნობს დადებით მთელ' და წილად რიცხვებს, ალგებრა არსები- 

თად იწყება უარყოფითი რიცხვების შემოტანით, ე. ი, ჩამოყალიბებით უმნიშვ- 

ნელოვანეს რიცხვთა სისტემიდან პირველისა--მთელ რიცხვთა სისტემისა, 
რომელიც ყველა დადებითი და ყველა უარყოფითი მთელი რიცხვისა და 

ნულისაგან შედგება, და რაციონალურ რიცხვთა უფრო ფართო სის- 
ტემისა, რომელიც ყველა მთელი რიცხვისა და ყველა როგორც დადებითი, 

ასევე უარყოფითი წილადი რიცხვისაგან შედგება. 

რიცხეთა მარაგის შემდგომი გაფართოება ხდება მაშინ, როცა ირაციო- 

ნალური რიცხვები შემოიტანება, სისტემა, რომელიც ყველა რაციონალური და 

ყეელა „ირაციონალური რიცხვისაგან შედგება, ნამდვილ (ანუ ' არს) 

რიცხვთა სისტემად იწოდება. ნამდვილ რიცხვთა სისტემის მკაცრი აგება 
„ჩვეულებრივ მათემატიკური ანალიზის საუნივერსიტეტო კურსში შედის, მაგ- 

რამ ჩვენთვის წინა თავებში საკმარისი იყო და შემდეგშიც საკმარისი იქნება 

ნამდვილი რიცხვების შესახებ ის ცოდნა, რომელიც აქვს უმაღლესი ალგებრის 

შესწავლის დამწყებ მკითხველს. 

. დაბოლოს, ელემენტარული ალგებრის კურსის დასასრულს, ნამდვილ 
რიცხვთა სისტემა ფართოვდება კომპლექსურ რიცხეთა სისტემამდე. 

რიცხეთა ეს სისტემა,. რა თქმა უნდა, მკითხველისათვის უფრო უცხო რჩე- 

ბა, ვიდრე ნამდვილ რიცხვთა სისტემა, თუმც მას სინაზდვილეში მრავალი 

ძალიან კარგი თვისება აქვს. ამ თავში ერთხელ კიდევ იქნება გადმოცემული, . 

აუცილებელი სისრულით, კომპლექსურ რიცხეთა თეორია. 

კომპლექსური რიცხვები შემოდის შემდეგ ამოცანასთან დაკავშირებით, 

როგორც ცნობილია, ' ნამდვილი რიცხვები საკმარისი არ არის იმისათვის, 

რომ ნამდვილ კოეფიციენტებიანი ნებისმიერი კვადრატული განტოლება 

ამოვხსნათ,- კვადრატულ განტოლებათაგან უმარტიეესი, რომელსაც არა აქვს 

ფესვები ნამდვილ რიცხვებს შორის, არის 

„ბ24+1=0, · თ 
8 ა კუროში · “113



ამჟამად ჩვენ მხოლოდ ეს განტოლება გვაინტერესებს. ჩვენს წინაშე მდგომი 

ამოცანა ასეთია: ნამდვილ რიცხვთა სისტემა უნდა გავაფარ- 

თოოთ რიცხვთა ისეთ სისტემამდე, რომელშიც (1) განტოლე- 

ბას უკვე ექნება ფესვი. ; 
“იმ მასალად, რომლისგანაც აიგება რიცხვთა ეს ახალი სისტემა, ავი- 

ღოთ სიბრტყის წერტილები. მოვიგონოთ, რომ ნამდვილი რიცხვების გამო- 

სახვა სწორი ხაზის წერტილებით (იმაზე დაფუძნებული, რომ თუ მოცემული 

კოორდინატთა სათავისა და სამასშტაბო ერთეულისათვის წრფის ყოველ 

წერტილს თანადობაში მოვუყვანთ მის აბსცისს, მაშინ ურთიერთცალსახა - 

თანადობას დავამყარებთ წრფის ყველა წერტილთა სიმოავლესა და ყველა 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეს შორის) სისტემატურად გამოიყენება მათემა- 

ტიკის ყველა დარგში და იმდენად ჩვეულია, რომ ჩვენ ჩეეულებრივ არ ვან- 

სხვავებთ ნამდვილ რიცხვსა და მის გამომსახველ წერტილს. 

ამრიგად, ჩვენ გვინდა განვსაზღვროთ რიცხვთა სისტემა, 
რომელიც გამოისახება სიბრტყის ყველა წერტილით. აქამდე 

ჩვენ არ დაგვჭირებია სიბრტყის წერტილთა შეკრება ან გამრავლება, ამიტომ 

უფლება გვაქვს წერტილებზე ოპერაციათა განსაზღვრის ამორჩევისას მხოლოდ 

იმაზე ვიზრუნოთ, რომ ახალ რიცხვთა სისტემას ჰქონდეს ყველა ის თვისება, 

რისთვისაც მას ვქმნით. ეს განმარტებები, განსაკუთრებით ნამრავლისათვის, 

პირველად ძალიან ხელოვნურად მოგვეჩვენება, მაგრამ მე-10 თავში ნაჩვენები 

"ტქნება, რომ ოპერაციის არც ერთი სხვა განმარტება, პირველი 

შეხედვით თითქოს უფრო ბუნებრივიც კი, ვერ მიგვიყვანდა მიზნამდე, 

ე. ი, ნამდვილ რიცხვთა სისტემის ისეთი გაფართოების აგებამდე, რომელიც 

(1) განტოლების ფესვებს შეიცავდეს. იქვე ნაჩვენები იქნება, რომ ამ აგე- 

ბისას სიბრტყის წერტილების შეცვლა ნებისმიერი სხვა 

მასალით ვერ მიგვიყვანდა რიცხვთა ისეთ სისტეზამდე, რო- 

მელიც თავისი ალგებრული თვისებებით განსხვავებული 

იქნებოდა კომპლექსურ რიცხვთა იმ სისტემისაგან, ოომე- 

ლიც აიგება ქვემოთ. 

ვთქვათ, სიბრტყეზე არჩეულია კოორდინატთა მართკუთხოვანი სისტემა. 

შევთანხმდეთ, რომ სიბრტყის წერტილები აღვნიშნოთ თ, 8, 7, ... ასოებით 

და თ წერტილი ძ აბსცისით და ჩხ ორდინატით ჩავწეროთ ასე: (თ, ხ), ე- ი. 

ანალიზურ გეომეტრიაში მიღებული აღნიშვნის ცოტაოდენი განსხვავებით 

დავწერთ თ=(ი, ხს), თუ მოცემულია «=(ი, ნ) და ჩ=(-, ძ) წერტილები, მაშინ 

ამ წერტილთა ჯამი ვუწოდ ოთ წერტილს «“--C. აბსცისითა- და ხ+ძ 
ორდინატით, ე. ი. 

“ (ი,ხ)+(C, ძე)=(ძ ++, ხ-+ძ); , (2 

თ=C, ხნ) და 8=(ი, ძე) წერტილთა ნამრავლი ვუწოდოთ წერტილს ძC--– , 
–ხძ აბსცისითა და 0ძ-+ხი ორდინატით, ე. ი. ' , 

(ი, ხ) (6, ძ)== (ძი–– ხძ, იძ + ხი. (3) 

ამ გზით სიბრტყის ყველა წერტილთა სიმრავლეში განვსაზღვრეთ -ორი 

ალგებრული ოპერაცია. ვაჩვენოთ, რომ ამ ოპერაციებს აქვს ყველა 
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   ის ძირითადი თვისება, რომელიც აქვს ოპერაციებს ნაშდვი 

რიცხვთა სისტემაში ან რაციონალურ რიცხვთა სისტემაშ/.: 
ისინი ორივე კომუტატური და'ასოციაციურია, ერთმანე/»- 
თან დაკავშირებული არიან დისტრიბუციულობის კანონ/თ 
და მათთვის არსებობს შებრუნებული ოპერაციები–გამ ოკ- 

ლება და გაყოფა (გარდა ნულზე გაცოფისა). 

შეკრების კომუტატურობა და ასოციაციურობა ცხადია (უფრო ზუს „ტად, 

ისინი გამომდინარეობენ ნამდვილ რიცხვთა შეკრების სათანადო თვის/კბები- 
დან), რადგან სიბრტყის წერტილთა შეკრებისას მათ აბსცისებს ცალკე ყ„კრებთ 

და ორდინატებს კიდევ ცალკე. გამრავლების კომუტატურობა ემყარე#ჯა იმას, 

    
   

            

   
   

   

    

გამრავლების ასოციაციურობას ამტკიცებს შემდეგი ტოლობები; 

((ძ, ხ) (C, ძ)) (9, /)=(იC-– ხძ. იძ –– სძ) (, /) = 

=(ძ00 –– ხსძი– ძძ/ –– სი/, ძი –– ნძ/+ძძ( + ხთ), / 

CV, ს) IC რ C, /)1=C, ს) («– 2/. (/+40=. / 
=(თ06–– ძძ/ –– ნ01 –– ხძი, თ: + იძ--სი,--ნძ/). 1 

დისტრიბუციულობის კანონი გამომდინარეობს ტოლობებიდან ) 

არე I(თ, ნ)+(-, ძ)I) (–7)=(4+4ი, ს +ძ9) (, /)= 

| =(02 –– (6 – ხ/-–– ძ/, ი/ +-C/ +-ხნ(+ძი, 

ფ0C670+69(%-/)=(C-060/+სწ0+C- 
=(ძი-–ხ/-- თ-ძის 0/+M-+-6/ +ძე# 

· განვიხილოთ შებრუნებული ოპერაციების საკითხი. ფ უ მოცემულია თ = 

=(თ, ხ) და 8=(-, ძე) წერტილები, მაშინ მათი სხვაობა/ იქნება ისეთი («, 7) 

წერტილი, რომ 

7, (/1--ძ0= 

(თ ძ) + (+, ჯ)=(C0, ხ). 

აქედან, (2)-ეს ძალით, 

შავი სს ს (4+--95=0, ძ1+-3=წჩ. 

ამრიგად, თ=(0ძ, ჩხ) და 8=(« ი) წერტილთა სხვაობ/, 

თ-8=(C--, ხი) (4 
წერტილი და ეს სხვაობა ცალსახად განისაზღერება/, კერძოდ, ნული იქნება 

(0, 0) კოორდინატთა. სათავე, ხოლო თ=(0, ს) წერ/ხილის მოპირდაპირე 
წერტილი იქხება 

– თ=(- 0, –-"). (5) 

შემდეგ, ვთქვათ, მოცემულია თ--(თ, დ) და / 8=(-, ძ) წერტილები, ამას- 
თანავე წ წერტილი განსხვავებულია ნულისაგან, / ე. ი. C, ძ« კოორდინატთაგან 
ერთი მაინც არ არის ნული და, ამიტომ, 01-/ ე #90. განაყოფი თ-სი 8-ზე 

უნდა იყოს ისეთი (X,ჯ) წერტილი, რომ (ი, //) (», ))=(0, ჩ).. აქედან, (3)-ის 
ძა ლით, 
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" იX- ძ»=>0, 

" ძX-–+C0VX=ხ- 

აზ განტოლებათა სისტემის ამოხსნით მივიღებთ: 

გ იC-L იძ ჯ= ხ--- ძი. 

V ცა ძ? „61 1-ი! 

ამრიგად, როცა 8 #90, განაყოფი > არსებობს და ცალსახად განისაზ- 

ღვრეშა: 
% თ _ ( ძ-+სხი ხ-– იძ ) () 

ჯ 8 კაLი? „2.1? 

თუ აქ ვ; ულისხმებთ, რომ 8=თ, მივიღებთ, რომ წერტილთა ჩვენი გამრავ- 

ლებისას ა რთეული არის (1,0) წერტილი, რომელიც ძევს აბსცისთა ღერძზე 

კოორდინატთა სათავიდან მარჯვნივ 1-ის ტოლ მანძილზე, შემდეგ, თუ (6)-ში 

ვიგულისხმებთ, რომ თ=1 =(I), 0), მივიღებთ, რომ, როცა ვ #0, მაშინ §-ს 

შე ბრუნეზული წერტილი იქნება: 

V · 
% გალ , >)“ (7) 

' ლი " „მქ? 
ამრიგად, ჩვენ ავაგეთ' რიცხვთა სისტემა, რომელიც გამოისახება სიბო- 

ტყის წერტილებით და ამასთანავე ამ რიცხვებზე ოპერაციები განისაზღვრება 

(2) და (3) ფორზულებით. რიცხვთა ამ სისტემას ეწოდება კომპლექსურ 

რიცხვთა სისწყტემა. 

ვაჩვენოთ, (იომ „კომპლექსურ რიცხვთა სისტემა ნამდვილ · 

რიცხვთა სისტემის გაფართოებაა, ამ მიზნით განვიხილოთ აბსცის- 

თა ღერძზე მდებარე წერტილები, ე. ი, (ძ, 0) სახის წერტილები; თუ (თ, 9) 
რტილს მო ახსიაი თანადობამი „ ნამდეი რიცხვს, ცხადია მივიღებთ ერტილ ვუყვახ დ დვილ რიცხვს, ცხადია მივიღე 

ურთიერთცალსახა თა.ნადობას განხილულ წერტილთა სიმრავლესა და ყველა 

ნამდვილ რიცხვთა სი+'რავლეს შორის. ამ წერტილებზე (2) და (3) ფორმულე- 

ბის გამოყენება გვაძლაავს ტოლობებს სალა ' 

ს ( 09+6თ=C6+V, 0, , 
ზ (თ, 0) - (ჩ, 0)=(თM, 0), 

ე. ი. (4, 0) წერტილები ერ, თმანეთთან. იკრიბება და მრავლდება ისევე, როგორც 

შესაბამისი ნამდვილი რიცს, ვები. ამრიგად, აბსცისთა ღერძზე მდებარე 
წერტილთა სიმრავლე, განხილული როგორც კომპლექსურ 
-რიცხგთა სისტეზის ნ აწილი, თავისი ალგებრული თვისეზბე- 

"ბით არაფრით არ გასსსხვავდება ნამდვილ რიცხვთა სისტე- 

მისაგან, რომელიც ჩვე ულებრივი წესით გამოისახება წრფის 

წერტილებით. ეს საშუალ ებას გვაძლევს შემდეგში (4, 0) წერტილი და ძი 

ნამდვილი რიცხვი არ განვასსავავოთ, ე. ი. ყოველთვის ვიგულისხმოთ, რომ 
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(«, 01=4ი. კერძოდ, კომპლექსურ რიცხვთა სისტემის ნული (0, 0) და ერთეული 
(1, 0) აღმოჩნდნენ ჩვეულებრივი 0 და 1 ნამდვილი რიცხვები. 

ახლა ჩვენ უნდა ვაჩვენოთ, რომ კომპლექსურ რიცხვთა შორის 

არსებობს (1) განტოლების ფესვი, ე, ი. ისეთი რიცხვი, რომლის 

კვადრატი უდრის –1 ნამდვილ რიცხვს. ეს იქნება, მაგალითად, (0, 1) წერ- 
ტილი, ე. ი. ორდინატთა ღერძზე კოორდინატთა სათავიდან ზემოთ 1-ის 

ტოლ მანძილზე მდებარე წერტილი. მართლაც, (3)-ის გამოყენებით მივიღებთ: 

(0,1) (0, 11)=(–1, 0)=-–1, 

შეცთანხმდეთ ეს წერტილი აღვნიშნოთ X;-თი, ისე რომ (1=--1, · 

დაბოლოს ვაჩვენოთ, რომ ჩვენს მიერაგებული კომპლექსური 

რიცხვები შესაძლებელია ჩვეულებრივად ჩავწეროთ. ამისათ- 

ვის თავდაპირველად ვიპოვოთ ხ ნამდვილი რიცხვისა და ; წერტილის ნამ- 

ოავლი: : აი 

_ ხჯ=Vხ, 0) · (0, 1)1=(0, #); 

მაშასადამე, ეს იქნება ორდინატთა ღერძზე მდებარე და ს ორდინატის მქონე 

წერტილი, ამასთანავე ორდინატთა ღერძის ყველა წერტილი წარმოდგენადია 

ასეთი ნამრავლის სახით. ახლა, თუ (თ, ნ) ნებისმიერი წერტილია, მაშინ... · 

” (0, ს) = (ი, 0) ++ (0, #) 
ტოლობის გამო მივიღებთ: 

(ი, ხ)=#4 4 ჩ,, 

ე. ი. ჩვენ მართლაც მივედით კომპლექსურ რიცხვთა ჩვეულებრივ ჩაწერამდე: 

8 -L.ს; გამოსახულებაში ჯამი და ნამრავლი უნდა გავიგოთ, რა თქმა უნდა, 

ჩვენს მიერ აგებულ კომპლექსურ რიცხვთა სისტემაში განმარტებული ოპერა- 

ციების აზრით. 

ახლა, როცა კომპლექსური რიცხვები უკვე აგებული გვაქვს, მკითხველისა- 

თვის ძნელი არ იქნება შეაზოწმოს, რომ წიგნის წინა თავების, მთელი 

შინაარსი– დეტერმინანტთა თეორიაც, წრფივ განტოლებათა სისტემების 

თეორიაც, ვექტორთა წრფივად დაზოკიდებულების თეორიაც და მატრიცებზე 

ოპერაციების თეორიაც–ყოველგვარი შეზღუდვის გარეშე გად- 

მოიტანება იმ შემთხეევაშიც, როცა განიხილება ნების- 
მიერი კომპლექსური რიცხვები და არა მხოლოდ ნამდვილი 

რიცხვები. = 

დასასრულ შევნიშნოთ, რომ ჩეენს მიერ ჩატარებული აგება კომპლექსურ 
რიცხვთა სისტემისა შემდეგ კითხვას ბადებს: შეიძლება თუ არა ისე გან- 

ვსაზღვროთ სამგანზომილებიანი სივრცის წერტილთა შეკრება და გამრავლება, 

რომ ამ წერტილთა ერთობლიობა გახდეს რიცხვთა ისეთი სისტემა, რომელიც 

მოიცავს კომპლექსურ რიცხვთა სისტემას, ან ნაზდვილ რიცხვთა სისტემას 
. მაინც.” ეს კითხვა გამოდის ჩვენი "კურსის ჩარჩოებიდან, შევნიშნავთ მხოლოდ, 

რომ პასუხი მასზე უარყოფითია. 

მეორე მხრივ, თუ შევნიშნავთ, რომ კომპლექსურ რიცხვთა ზემოთ გან- 
საზღვრული შეკრება არსებითად ემთხვევა სიბრტყეზე კოორდინატთა სათა- 

117



ციდან გამომავალ (იხ. შემდეგი პარაგრაფი) ვექტორთა. შეკრებას, ბუნებრივია 
დავსვათ ასეთი კითხვა: შესაძლებელია თუ არა რომელიმე »-სათვის · # - გან- 

ზომილებიან ნამდვილ ვექტორულ სივრცეში ისე განვმარტოთ ეექტორთა. 
გამრავლება, რომ ამ გამრავლებისა და ვექტორთა ჩვეულებრივი შეკრების 

მიმართ ჩვენი სივრცე აღმოჩნდეს ისეთი რიცხვითი სისტემა, რომელიც ნამ- 
დვილ რიცხვთა სისტემას შეიცავს. შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ ამის გაკეთება 

შეუძლებელია, თუ მოვითხოვთ ოპერაციათა ყველა იმ თვისებების შენარჩუ- 

ნებას, რომელთაც ადგილი აქვთ რაციონალურ, ნამდვილ და კომპლექსურ 

რიცხვთა სისტემებში ხოლო თუკი უარს, ვიტყვით გამრავლების კომუტა- 

ტურობაზე, მაშინ ასეთი აგება შესაძლებელია ოთხგანზომილებიან სივრცეში; 

რიცხვთა სისტემას, რომელიც ასე მიიღება, ქვატერნიონთა სისტემა 

ეწოდება. ანალოგიური აგება შესაძლებელია რვაგანზომილებიან სივრცეშიც– 

იქ, სადაც მიიღება ეგრეთწოდებული კელის რიცხვთა სისტემა. მაგ- 

რამ აქ მოგვიხდება უარი ვთქვათ არა მარტო “ნამრავლის კომუტატურობაზე, 
არამედ მის ასოციაციურობაზეც და შევცვალოთ ეს უკანასკნელი უფრო 
სუსტი მოთხოენით. 

§ 18. კომპლექსური რიცხვების შემდგომი შესწავლა 

ისტორიულად შექმნილი ტრადიციების შესაბამისად 1 კომპლექსურ 

რიცხვს ვუწოდოთ წარმოსახვითიერთეული, ხოლო ჩ#| სახის რიცხვებს-– 

წმინდა წარმოსახვითი რიცხვები, თუმც ამ რიცხვების არსებობა 

ჩვენში ეჭვს არ იწვევს და შეგვიძლია ვაჩვენოთ სიბრტყის ის წერტილები,-– 

ორდინატთა ღერძის წერტილები, –– რომლებითაც ეს რიცხვები გამოისახე- 

ბიან, თ კომპლექსური რიცხვის =6+Lს; სახით ჩაწერაში ი რიცხვს ეწოდება 

თ რიცხვის ნამდვილი ნაწილი, ხოლო წ#I-ს–-მისი წარმოსახვითინა- 
წილი. სიბრტყეს, რომლის წერტილები გაიგივებულია კომპლექსურ რიცხვებ- 

თან, § 17-ში გადმოცემული წესით, ვუწოდოთ კომპლექსური ს იბრტყე. 

ამ სიბრტყის აბსცისთა ღერძს ეწოდება ნამდვილი ღერძ 9, რადგან მისი 

წერტილები გამოსახავენ ნამდვილ რიცხვებს; სათანადოდ, კომპლექსური 
სიბრტყის ორდინატთა ღერძს ეწოდება წარმოსახვითი ღერძი. 

ი«-+ სხ, სახით ჩაწერილ კომპლექსურ რიცხვთა შეკრება, გამრავლება,, 

გამოკლება და გაყოფა, როგორც ეს გამომდინარეობს წინა პარაგრაფის (2), 

(4), (3) „და (6) ფორმულებიდან, ხდება შემდეგნაირად: 

(ი+ჩნ,))+(6-C ძუ)=(4 -L ი + 06+ძ) 
(0ი-+ხ1))-–(2+ძ:)=(0ი-–-ი2)+ (ხ –– ძX, 
(2–-–ხ) (C+ძ)0= (ი-–-–ხი)+(იძ-+ხთ(, 

ი+ხ! _ ძ-+-ხძ _ M–-ძძ L 

«-ძ”ძ CC +ძ (1 -L ძ? 

შეგვიძლია გთქვათ,დ რომ კომპლექსურ რიცხვთა შეკრებისას 

ცალკე იკრიზება მათი ნამდვილი ნაწილები და ცალკე წარ- 

მოსახვითი ნაწილები; ანალოგიურ წესს აქვს ადგილი გამოკლებისთვი- 

საც. გამრავლებისა და გაყოფის ფორმულების: სიტყვიერად ჩამოყალიბება 
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ძალიან "გრძელია და მას არ ვიძლეეით. ამ ფორმულებიდან უკანასკნელის 
დამახსოვრება არ არის აუცილებელი; საჭიროა მხოლოდ დამახსოვრება, რომ 

მისი მიღება შესაძლებელია მოცემული წილადის მრიცხველისა და მნიშვნელის 
გამრავლებით ისეთ რიცხვზე, რომელიც მნიშვნელისაგან განსხვავდება მხოლოდ 

· წარმოსახვითი ნაწილის ნიშნით. 

  

მართლაც, · 

9-LML “ (9+ს0 C–ძი _ (2-+სძ)+(-–იძ; _ 
-+ი (--ძ)(6-ძ!) C'+ძ“ 

ძი-+ხნხძ ': ხი–იძ. . 
ცზ+ ე! ' 9 +- კ? ' 
    

7 

მაგალითები, 

1) (2+5))+(1-–7)=(2+1)+(
5-7)/=3--2/;“ 

2) (3--90 –(7-+ #)=(3--7)-I-(–9 –- 1/=–-4 –10;; 

3) 1 +20 (3–9=() -3-–-2-(–1)1--I) ·(-–-1)+2 · 3)=5 +5;; 

ტე 23111 (2349 (3–0 _ 70--2C 
ვე; (34ი6ი 10 

კომპლექსური რიცხვების გამოსახვამ სიბრტყის წერტილებით აღგეიძრა 

ბუნებრივი სურვილი, რომ კომპლექსური1 რიცხვებისათვის განსახღვრული 

ოპერაციებისათვის გვქონდეს გეომეტრიული განმარტება. შეკრებისათვის 

=7--2!. 

  

ნახ. 2 ნახ. 3 

ასეთი განმარტება დაუბრკოლებლად შეიძლება იქნას მიღებული, ვთქვათ, მოცე- 

მულია თ=ძ-Lხ; და 8=“+-ი!; ოიცხვები. შევაერთოთ მათი შესაბამისი («, ხ) და 

(რი) წერტილები კოორდინატთა სათავესთან მონაკვეთებით და ავაგოთ ამ მონა- 

კვეთებზე, როგორც გვერდებზე, ბარალელოგრამი (ნახ. 2), ამ პარალელოგრამის 

მეოთხე წვერო, ცხადია, იქნება («+ი, ს--ძ) წერტილი. ამრიგად, კო? პლექ- 

სურ რიცხვთა“ შეკრება გეომეტრიულად სრულდება პარალე- 

ლოგრამის წესით,ე.ი.კოორდინატთა სათავიდან გამომავალ 

ვექტორთა შეკრების წესით. შემდეგ, #=ძი–-ხ, რიცხვის მო- 
ბირდაბირე რიცხვი იქნება კომპლექსური სიბრტვის კოორ. 
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დინატთა სათავის მიმართ თ წერტილის სიმეტრიული წერ. 

ტილი (ნახ. 3). აქედან დაუბრკოლებლად მიიღება გამოკლების გეომეტრიული, 

განპჰარტება, 

კომპლექსურ რიცხვთა გამრავლებისა და გაყოფის გეომეტრიული აზრი 

ნათელი გახდება მხოლოდ მას შემდეგ, რაც შემოვიღებთ კომპლექსური რიცხ- 

ვებისათვის ახალ ჩაწერას, რომელიც განსხვავდება იმისაგან, რასაც ჩვენ აქამდე 

ვიყენებდით, თ რიცხვის თ=ი-I-ჩ, სახით ჩაწერა იყენებს ამ რიცხვის შესაბა- 

მის წერტილის დეკარტის კოორდინატებს. მაგრამ 

წერტილის მდებარეობა სიბრტყეზე სავსებით 

განისაზღგრება აგრეთვე მისი პოლარული კოორდი- 
ნატებით: #-ით, რომელიც არის მანძილი კოორ- 

დინატთა სათავიდან წერტილამდე, და დ-ით, რო- 

მელიც კუთხეა აბსცისათა ღერძის დადებით მიმარ- 

თულებასა და კოორდინატთა სათავიდან ამ წერ- 

ტილამდე მიმართულებას შორის (ნახ, 4). | 

” რიცხვი არაუარყოფითი ნამდვილი რიცხ- 

ნახ. 4, ვია, ამასთანავე იგი უდრის ნულს მხოლოდ 0 

წერტილისათვის. თ-სათვის რომელიც ძევს ნამდვილ ღერძზე, ე..ი. რომე– 

ლიც არის ნამდვილი რიცხვი, #» რიცხვი იქნება თ-ს აბსოლუტური სიდიდე, 

ამიტომ ნებისმიერი თ კომპლექსური რიცხვისთვისაც მას ზოგჯერ უწოდებენ 

თ რიცხვის აბსოლუტურ სიდიდეს; თუმცა ხშირად, # რიცხვს. უწოდე- 

ბენ თ რიცხვის მოდულს. იგი აღინიშნება | თ | -თი. 

დ კუთხეს ეწოდება თ რიცხვის არგუმენტი და აღინიშნება ასე: 8IV თ 1. 
დ კუთხეს შეუძლია მიიღოს ნებისმიერი ნამდვილი მნიშვნელობა, როგორც 

დადებითი, ასევე უარყოფითი, ამასთანავე დადებითი კუთხეები გადაიზომება 

საათის ისრის საწინააღმდეგო მიმართულებით; მაგრამ, თუ კუთხეები გან- 

სხვავდებიან ერთმანეთისაგან 2»--ით ან 2=-ს ჯერადი რიცხვით, მაშინ მათი 

შესაბამისი სიბრტყის წერტილები .ემთხვევიან. 

ამრიგად, თ კომპლექსური რიცხვის არგუმენტს აქვს უსასრულოდ მრა- 

ვალი მნიშვნელობა, რომლებიც ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან 2»-ს მთელი 

ჯერადი რიცხვით; მაშასადამე, მოდულითა და არგუმენტით მოცემული ორი 

კომპლექსური რიცხვის ტოლობიდან შეგვიძლია დავასკვნათ მხოლოდ, რომ 

არგუმენტები განსხვავდებიან 2»X-ს მთელი ჯერადით, მაშინ, როცა მოდულები 

ტოლია, არგუმენტი განსაზღვრული არ არის მხოლოდ 0 რიცხვისათვის, 

მაგრამ ეს რიცხვი სავსებით განისაზღვრება ტოლობით (0|=0. 

კომპლექსური რიცხვის არგუმენტი ნამდვილი რიცხვის ნიშნის ბუნებრივი 

განზოგადებაა. მართლაც, დადებითი ნამდვილი რიცხვის არგუმენტი ტოლია 

0-სა, უარყოფითი ნამდვილი რიცხვის არგუმენტი რტოლია »-სი, ნამდვილ. 

ღერძზე კოორდინატთა სათავიდან გამოდის მხოლოდ ორი მიმართულება და 

ისინი შეიძლება განვასხვავოთ ორი სიმბოლოთი + და +, მაშინ, როცა 

კომპლექსურ სიბრტყეზე 0 წერტილიდან გამომავალი მიმართულებანი უსას- 

1 მაშასადამე, ჩვენ უარს ვიტყვით წერტილის პოლარული კოორდინატების ჩვეულებ- 

'რივ სახელწოდებაზე––პოლარული რადიუსი და პოლარული კუთხე. 
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რულოდ მრავალია და ისინი განსხვავდებიან უკვე მათ მიერ ნამდვილი ღერ- 

ძის დადებით მიმართულებასთან შედგენილი კუთხით. 

წერტილის დეკარტისა და პოლარულ კოორდინატებს შორის არსებობს 
შემდეგი კავშირი, რომელიც სამართლიანია სიზოტყეზე წერტილის ნებისმიერი 

მდებარეობისათვის: 

ძ=700დ, ხ=75Iი დ, (1) 

საიდანაც 

,=4+ ნბა, თ 
გამოვიყენოთ (1) ფორმულები ნებისმიერი თ = #-+ხ; კომპლექსური 

რიცხვისათვის: | 

თ=ი + M1I=7 005C -- (510. დ), 
ანუ , 

თ=7/”(0056Cდ + I5%5III დ). (3) 

პირიქით, ვთქვათ «=ი -+ ს; რიცხვი ჩაიწერება თ=7/ე (იი: დე + (3510 დი) 
სახით, სადაც #. და· დე რაიმე ნამდვილი რიცხვებია, ამასთანავე ”:>»90. 

მაშინ „, -05დ-ა=თ, #7. 910 დე=ხ, საიდანაც #ა= + V/ ი+#?, ე. ი., (2)-ის ძა- 

ლით, 7#:) =IC|. აქედან, (1)-ის გამოყენებით, მივიღებთ: 005 დე==005 დ, 91ი დ.= 
=810 დ, ე. ი. დ-=2Iწ” თ. ამრიგად, ყოველი თ კომპლექსური რიცხვი 

ცალსახად "ჩაიწერება (3) სახით, სადაც #=:ICI), დ=იხღთ (ამასთა- 

ნავე, რა თქმა უნდა, დ არგუმენტი განისაზღვრება მხოლოდ 27X-ის ჯერადი 

შესაკრების სიზუსტით). თ რიცხვის ამ ჩაწერას ეწოდება მისი ტრიგონო- 

მეტრიული ფორმა და შემდეგში ძალიან ხშირად გამოიყენება. 

რიცხვები 

ჯ % 19 „.. 19 
Cთ=-3 | 00 –– -+I5)) –– =005 ––-- X+I2ა1) –– » 

( 1L 4 )' ე ვ 5190 

==. I) 
– ჯ 

მოცემულია ტრიგონომეტრიული ფორმით; აქ Iთ|I=3, | ზ1=–1, |#I=|I“ პ; იფრლ > ' 

8 13 %, მ1C (2. ნ 9Xდვ3 +) გაყს 13.- "IC 8 = –- სჯ, 11ყ7=-–-.-- ე)ო3= ––, 0I)-2%წ=––#X. |, 
სწ“ ვ აასს. ' 7 

მწორე მხრიე. კომპლექსური რიცხეები 

, 2 -. 2 
თ'=(–2) ხილ -“ -- 79 +“), 8'=3(| ი0ა –-– X–-I 91) –-– X. |, 

5 5 /. .. 3 3 

ჯ 3 3 3 
/=2| იის –- + I 91 ---X |, ნ-ის –- X--IC0ჯ დ ( ( ა +! 3 ) 2 LI იჯ 2 

არ არიან მოცემული ტრიგონომეტრიული ფორმით, თუმც მათი ჩაწერა გვაგონებს (3) ხაწე- 

რას, ეს რიცხვები ტრიგონომეტრიული ფორმით ჩაიწერებიან ასე: 
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6 ._ 6 4 4 
თ'=2| ი05-–– X+71590ი-–– ჯ |, §'=3 –2X+18ს –– ( = +: 5 ) ზ C 3 «+131 3 ჯ ). 

7 7 
ი =005 –“– X+I51)) –“– ”. 

21 MI 
ჯ რიცხვის ტრიგონომეტრიული ფორმის მოძებნისას ვაწყდებით სიძნელეს, რომელსაც თითქ- 

მის ყოველთვის ვხვდებით კომპლექსური რიცხვის ჩვეულებრივი ჩაწერიდან ტრიგონომეტ- 

რიულ ფოომაზე გადასვლის დროს და პირიქით: შეუძლებელია, გარდა რამდენიმე შემთხვე» 

ვისა, სინუსისა და კოსინუსის მოცემული რიცხვითი მნიშვნელობით მოვძებნოთ კუთხე ზუს- 

ტად და მოცემული კუთხისათვის დავწეროთ მისი სინუსისა და კოსინუსის ზუსტი მნიშვ- 
ნელობანი. 

. ვთქვათ, თ და ზ კომპლექსური რიცხვები მოცემულია ტრიგონომეტ- 

რიული ფორმით: თ=7(005C -LI 5II დ), ზ=7 (0095 დ ––- 1510 დ). გადავამშრავ- 
ლოთ ეს რიცხვები: · 

თ8=I„ (005 დ –- | 510 დ)! · II" (008 დ' –– 1810 დ'))= 

=II(00§ დ ა08 დ' –L ( 608 დ 810 დ' –I- 1810 დ 005 დ' – 5 დაი დ), 
ანუ 

თზ=I” (605 (დ -L დ) -L ; 51! (დ -L დ')). (4) 

მივიღეთ თვ ნამრავლის ჩაწერა ტრიგონომეტრიული ფორმით და ამიტომ 

| თ8 | = წ”, ანუ 
|Iთ8 I =2ICთI83|1, (5) 

ე· ი კომპლექსურ რიცხვთა ნამრავლის მოდული თანამამ- 

რავლთა მოდულების ნამრავლის ტოლია; შემდეგ, მ8I–(C3)=დC-L-დ', 

ანუ 

2Xწ (8) = 2ICC--2X68, (6) 
ე. ი კომპლექსურ რიცხვთა ნამრავლის არგუმენტი თანა-“ 

მამრავლთა არგუმენტების ჯამის ტოლია1, ცხადია, ეს წესები 

გავრცელდება ნებისმიერი სასრულო რიცხვ თანამამრავლზე. (5) ფორმულის 

” გამოყენება, ნამდვილი რიცხვების შემთხვევაში, გვაძლევს ამ რიცხვთა აბსო- 

ლუტური სიდიდის ცნობილ თვისებას, ხოლო (6), როგორც ადვილი შესამოწ- 

მებელია, გადაიქცევა ნამდვილ რიცხეთა გადამრავლებისას ნიშნის წესად. 

ანალოგიურ წესს აქვს ადგილი განაყოფისთვისაც. მართლაც, ვთქვათ; 

თ=/ (005დ + 1810 დ), ზ=/ (0ლ09 ჯ -–+ 1510 დ'), ამასთანავე 8 #0, ე. ი. „” # 0, 

მაშინ ი “ 

თ 7(008 დ –I- 1910 დ) ” (009 დ –I- 71510 დ) (005 დ' –– 510 დ') 

ზ ”#“(ი059%+181ი დ) # (C0§" დ –-4811)? დ') 
  

ლ -- (იიც დ 005 დ' –I– 7510 დ 608 დ” –– ; 008 დ 510 დ”–++31ა0 დ 51 დ”), 
, , 

< 

=–---ეაეეაე' - , 

! შევნიშნოთ, რომ აქ ტოლობა გვესმის 2#-ს ჯერადი შესაკრების სიზუსტით, 
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ანუ 

  

თ 
უვ. --- (605 (# – დ) + (510 (წ –– წ). . (7) 

I 

აქედან გამომდინარეობს, რომ (3 = +, ანუ 
. , 

თ! _ IთI = I, თ 
წ # ” '   

ე. ი. ორი კომპლექსური რიცხვის განაყოფის მოდული არის 

გასაყოფის მოდული გაყოფილი გამყოფის მოდულზე; შემდეგ, 

Cრ , 

გIფ (+)=9-9 , ანუ. 

თ V 
ეIი| –– |ლ=-მფ ფთ –– აIყV8, (9) 

(+) 
ე. ი ორი კომპლექსური რიცხვის განაყოფის არგუმენტი 

მიიღება გასაყოფის არგუმენტიდან გამყოფის არგუმენტის 

გამოკლებით. 

ახლა გამრავლებისა და გაყოფის გეომეტრიული აზრი დაუბრკოლებლად 

გამოირკვევა, მართლაც, (5) და (6) ფორმულების გამო, თ რიცხვის 8-= 
- V . 

  

ნახ. 5 ნახ. 6 

==V' (008 დ +151 დ) რიცხვზე ნამრავლის გამომსახველ წერტილს მივიღებთ, 

თუ 0-დან თ-საკენ მიმავალ ვექტორს (ნახ. 5) საათის ისრის საწინააღმდეგო 

მიმართულებით მოვაბრუნებთ დ =0IC3 კუთხით, და შემდეგ აზ ვექტორს 

გავჭიმავთ „“= | ზ | -ჯერ (როცა 0 < „<1, რა თქმა უნდა, ეს იქნება 
შეკუმშვა და არა გაჭიმვა). შემდეგ, (7)-დან გამომდინარეობს, რომ, როცა 

%«=; /((ი0§დ +1510Cთ6) #9, | გვექნება 

–1 (605 (დ) + (§1ს (– დ)), (10) 
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ე. ი. |თ 1|==|თI“1, ეIC(თ“ 1) = –– გI- თ. ამრიგად, თ 1! წერტილს მივიღებთ, 

თუ თ წერტილიდან გადავალთ თ' წერტილზე, რომელიც ძევს „“1 მანძილზე 

ნულიდან გამომავალ იმავე ნახევარ წრფეზე, რომელზედაც თ (ნახ. 6)!, 

და შემდეგ გადავალთ თ'-ის სიმეტრიულ წერტილზე ნამდვილი ღერძის მიმართ. 

ტრიგონომეტრიული ფორმით მოცემული კომპლექსურ რიცხვთა ჯამი 

და სხვაობა არ შეიძლება გამოვსახოთ (4) და (7)-ის მსგავსი ფორმულებით. 

მაგრამ ჯამის ზოდულისათვის ადგილი აქვს შემდეგ მნიშვნელოვან უტო- 

ლობებს: 

| |Iთ|I– |ზI<IთI8|I<|IთI--Iჩ I, (11) 
ე. ი. ორი კომპლექსური რიცხვის ჯამის მოდული ნაკლებია 

ან ტოლი შესაკრებთა მოდულების ჯამზე და მეტია ან ტოლი 

ამმოდულების სხვაობაზე. (11) უტოლობანი გამომდინარეობენ ელე- 

მენტარულ გეოზეტრიაში სამკუთხედის გვერდების შესახებ ცნობილი თეორე- 

მიდან იმის გამო, რომ | «+3 I, როგორც ვიცით, უდრის | «| და I 81 
გვერდებიანი პარალელოგრამის დიაგონალს, მაგრამ სპეციალუო განხილვას 

მოითხოვს, რომელსაც მკითხველს ვანდობთ, შემთხვევა, როცა თ, 8 და 0 

წერტილები ერთ სწორ ხაზზე ძევს; (11) ფორმულებში მხოლოდ ამ შემთხვე- 

ვაში შეიძლება ზილწეულ იქნას ტოლობანი, ' 

(11)-დან, თ – 3=თ L- (–8)-ს და 
: |“–3|=LI81 (12) 

(ეს ტოლობა გამომდინარეობს თუნდაც –3 რიცხვის გეომეტრიული განმარ- 

ტებიდან) გამო, გამომდინარჭობს უტოლობანი · 

ICI ––|3)დ<)თ–-მ|)<|Iთ)+I2!, (13) 
ე. ი. სხვაობის მოდულისათვის ადგილი აქვს იგივე უტოლობებს, რასაც ჯამის 

მოდულისათვის, : 

უ1)) უტოლობანი შეგვეძლო მიგვეღო აგრეთვე შემდეგი გზითაც: ეთქვათ, თ= 

=7(ლ05დ –- 1510 დ), 3 ==I (005დ' –- | §1ი დ') და C-+- 8 რიცხვის ტრიგონომეტრიული 

ფორმაა #-+-8 = 7#(0050 –- 151ი ს). ცალკე ნამდვილი და (ცალკე წარმოსახვითი ნაწი- 
ლების შეკრებით მივიღებთ: · 

#7 60§Cდ -+ /" 608 +" == 77005 C, 

"ჯ»59Iი დ –+7 510 დ” =7:51ი 0; 

თუ გავამრავლებთ პირველი ტოლობის ორივე მხარეს 0605 ს.ზე, მეორე ტოლობის ორივე 

მხარეს–– 510 V-ზე და შევკრებთ, მივიღებთ: 

” (005 დ 008 (ს –L- 91 დ ნIი 'ს)+7” (008 დ იი8 ს –L §1ი დ' 31 თ) = 

=7! («იც? ს –I- აI9)2'ს), 

  

1 |Iთ'|I= ICI მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა | C | =1, ე. ი. თუ თ წერტილი 

ძევს ერთეულოვან წრეზახზე. თუ « ძევს ერთეულოვანი წრის შიგნით, მაშინ ი' იქნება მის 

გარეთ, და პირიქით; ამასთან, ცხადია/ ამ გზით ჩვენ მივიღებთ ურთიერთცალსახა თანადო- 

ბას ერთეულოვანი წრის გარეთ მდებარე კომპლექსური სიბრტყის ყველა წერტილსა და ამ 

წრის შიგნით მდებარე და წ ულისაგან განსხვავებულ ყველა წერტილს შორის. 
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თი „ი05 (დ –– ყ) -L ," 005 (89' –– ს)= 7. 
აქედან, რადგან კოსინუსი არასოდეს არ არის ერთზე მეტი, ჯამომდინარეობს უტოლობა 

„+ >7, ე.ი. IთI+ |8|I > | თ-L წ I, მეორე მხრივ თC=(თ ––- 8) – 8=(თ+8)-L 
–+ (– 8). აქედან დამტკიცებულისა და (12)-ის ძალით, 

_______--.. 
ეას'|'წ““ 

საჭიროა შევნიშნოთ, რომ კომპლექსური რიცხვებისათვის ცნებები „მეტი“ 

და „ნაკლები“ არ შეგვიძლია განვსაზღეროთ გონივრულად, რადგან ეს რი- 

ცხვები, ნამდვილი რიცხკებისაგან განსხვავებით, განლაგებული არიან არა ' 

წრფეზე, რომლის წერტილები ბუნებრივად მოწესრიგებულია, არამედ სიბრ– 

ტყეზე. ამიტომ თვით კომპლექსური რიცხვები (და არა მათი 

მოდულები) არასოდეს არ შეიძლება შეერთებულ იქნან 

უტოლობის ნიშნით. 

შეუღლებული რიცხვები. ვთქვათ, მოცემულია თ=ძ0+ს; კომპლექსური 

რიცხვი ძი -–- ნ; რიცხეს, განსხვავებულს თ-საგან მხოლოდ წარმოსახვითი 

ნაწილის ნიშნით, ეწოდება თ-ს შეუღლებული 

რიცხვი და აღინიშნება თ-ით. 

მოვიგონოთ, რომ კომპლექსურ რიცხვთა 

გაყოფის განხილვისას მივმართეთ “შეუღლებულ 

რიცხვს, თუმცა არ შემოგვიღია ეს სახელწოდება. 

ცხადია, თ-ის შეუღლებული რიცხვი იქნება 

თ, ე. ი. შეიძლება ვილაპარაკოთ შეულლებულ 
რიცხვთა წყვილზე, ნამდვილი რიცხვები, და მხო- 

ლოდ ისინი, არიან თავის თავის შეუღლებულნი, 

' გეომეტრიულად შეუღლებული რიცხეები ნამ- 
დვილი ღერძის მიმართ სიმეტრიული წერტილებია (ნახ, #.: აქედან გამომ- 

დინარეობს ტოლობანი: 

  

ნახ, 7 

|თ|=|თ|, ი ფთ=–გდ თ. (14) 

შეუღლებულ კომპლექსურ რიცხეთა ჯამი და ნამრავლი ნამდვილი 

რიცხვებია. მართლაც, _ 

თ--თ=20ძ, | : (15) 

თთ=07?-I ს1=|CI?. I 

უკანასკნელი ტოლობა გვიჩეენებს, ოომ თCთ რიცხვი დადებითიც კი არის. 

როცა თ #0. § 24-ში მიიღება თეორემა, “რომელიც გვიჩვენებს, როზ შეუღლე- 

ბულ ·.რიცხვთა ახლა დამტკიცებული თვისება მათთვის დამახასიათებელია. 

ტოლობა 

(ი– ხ)+( – ძეუ=(4--ი00 –– (ხ+ძ)! 

გვიჩვენებს როზ ორი რიცხვის ჯამის. შეუღლებული რიცხვი 

· ტოლია შესაკრებთა შეუღლებული რიცხვების ჯამისა, 
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თ -8=თ-L-3. (16) 
ანალოგიურად, “ 

' (ი–-– ს))(6 – ძე=(ძა–- ხი) – (იძ–+ ხი)! 

ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ნამრავლის შეუღლებული 

რიცხვი ტოლია თანამამრავლთა შეუღლებულ რიცხვგთა ნამ- 

რავლის: : 

თ3=C · 8. (17) 
უშუალო შემოწმება გვიჩვენებს .აგრეთვე ' 

თ-8=Cთ-ვ3, ' (18) 

(”7თ% თ -“ I=-- (19) (L)“% 

  

ფორმულების სამართლიანობას, 
(– დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: თუ თ რიცხვი რაიმე სახით 

გამოსახულია 8,,8,, ·..,ე, კომპლექსური რიცხვებით შეკრე- 

ბის, გამრავლების, გამოკლებისა და გაყოფის საშუალებით, 

მაშინ ამ გამოსახულებაში ყველა 8, რიცხვის შეცვლით მისი 

შეუღლებულით მივიღებთ თ-ის შეუღლებულ რიცხვს; კერძოდ, 
თუ თ ნაზბდვილი რიცხვია, მაშინ იგი არ იცვლება ყველა 8, კომპლექსური 

რიცხვის შეცვლით მისი შეუღლებულით. : 

' ამ დებულებას დავამტკიცებთ ინდუქციით #-ის მიმართ, რადგან, როცა 

#=2, იგი გამომდინარეობს (16)--(19) ფორმულებიდან. 

ვთქვათ, თ რიცხვი გამოსახულია ზ8,. 8,, ··.წ, რიცხეებით, არ არის 

სავალდებულო ეს რიცხვები განსხვავებულნი იყვნენ. ამ გამოსახულებაში 

ნაჩვენებია შეკრების, გამრავლების, გამოკლებისა და გაყოფის ოპერაციების 

„ შესრულების გარკვეული რიგი. უკანასკნელი ნაბიჯი იქნება ამ ოპერაციები- 

· დან ერთ-ერთის შესრულება ჩ..8., ·.., 3, რიცხვებით გამოსახულ 4, რიცხვზე, 

სადაც 1 <#<%#M-–-1, და 8.,,ც..., მ რიცხვებით გამოსახულ +, რიცხეზე. 

ინდუქციური დაშვების თანახმად, 8,, 8, ·-., მ რიცხვების შეცვლა შეუღლე- 
ბულებით იწვევს /,-ის შეცვლას 1,-ით, 8L.4, 8მ.+ ე, ···, მი რიცხვთა შეუღლებულ- 

ებით შეცვლა კი +,-ს შეცვლის ჯე-ით. მაგრამ (16) –– (1901 ფორმულებიდან 

ერთ-ერთის გამო +, და +,-დან ჯ, და ჯე-ზე გადასვლა თ რიცხვს გარდაქმ- 

V ნის 'თ-ში. 

გადავდივართ კომპლექსური რიცხვის ახარისხებისა და მისგან ფესვის 

ამოღების საკითხზე. თ=ი + ხ; რიცხვის # მთელ დადებით ბარისხში ასაყვა- 

ნად საკმარისია (რთ + ხ1)% გამოსახულებისათვის გამოვიყენოთ ნიუტონის ბინო- 

მის ფორმულა (ეს ფორმულა სამართლიანია კომპლექსური რიცხვებისთვისაც, 

რადგან მისი დამტკიცება ემყარება მხოლოდ დისტრიბუციულობის კანონს), 

126 , 

§ 19, კომპლექსურ რიცხვებიდან ფესვის. ამოღება



და შემდეგ ვისარგებლოთ #2? =-1, (1=--), 1ხ)=!) ტოლობებით, საიდანაც 

საზოგადოდ · 
ცტ6=1, (091 =-;, 0-2 1 091 _ /, 

თუ თ რიცხვი მოცემულია ტრიგონომეტრიული ფორმით, მაშინ მთელი 

დადებითი »-სათვის წინა პარაგრაფის (4) ფორმულიდან გამომდინარეობს 

შემდეგი ფორმულა: კეტე! 
IV (608 დ –I- ( 5IიX დ))=/" (00§ Mდ -LI §1|0 დ), გბ (1) 

რომელიც მუავრის ორმულა იწოდება, ე. ი. კომპლექსური 

რიცხვის” აზარისხებისას მოდული ახარისხდება ამ ხარის- 

ხში, არგუმენტი კი მრავლდება ხარისხის მაჩვენებელზე. 

(1) ფორმულა სამართლიანია მთელი უარყოფითი მაჩვენებლებისთვისაც. მარ- 

თლა/), თ "=(თ 1)"-ის ძალით, საკმარისია მუავრის ფორმულის გამოყენება 

თ“! რიცხვზე, რომლის ტრიგონომეტრიულ ფორმას გვაძლევს წინა პარაგრა- 

ფის (10) ფორმულა. 

მაგალითები: 

1) 1)7=(, ჯ129-–- –I; 

2) (2+ 501=21-+3.2.5(+3.2. 5 + 5:0=8 + 
+60; – 150 – 125:=-- 142 –- 65;; 

ვ) II 2 (თ > + წა)! 5) = (/(C გა' (ი0§%-L 730 #)ლ- -4; 

4) | 3 C – 1519 <)| = 

=2. იL(---» )+'9(– +“; > (თა –X%+7510 <§7%). 

მუავრის ფორმულის კერძო შემთხვევა, სახელდობრ 

(ი§C -L : 9III დ)” = ლი§ II<§ –I1– 1§1L დ 

ტოლობა, საშუალებას გვაძლევს . ადვილად მივიღოთ ჯერადი კუთხის სინუ- 

სისა და კოსინუსის ფორმულები. მართლაც, ამ ტოლობის მარცხენა მხარის 

გაშლით ბინომის ფორმულით და ტოლობის ორივე მხარის ნამდვილი და 

არმოსახვითი ნაწილების ცალ-ცა ატოლებით, მივიღებთ: ა ვ ლების ცალ-ცალკე გატოლე ვიღე 

9080 დ=00§" დ -(ჯ) ლ081“2დ. 9102 დ 5= (+) ილიევ"“ბ დ · §101დ – ..., 

ს) 

§1ე ჯდ= (+) 008" 1 დ.· §10 დ–- (2) ი085“9 დ . 8104 დ –L- 
7 

II) - · 
+(5) ლიყ" ნ დ · 89)05დ –– ,.., 
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აქ (+) ბინომური ფოეფიციენტის ჩვეულებრივი აღნიშენაა: 

„X_ /7ფ-1)Cთდ-–-2) ·-·.(V-#-- 1) 

ჯL 1.2-3...# ' 

X=2-სათვის მივიღებთ ცნობილ ფორმულებს წ 

008 2დ= 0082 დ –– 510? დ, 

§1)) 2დ = 2005 დ §11! დ, 
ხოლო, როცა #=3, : 

C0§ 3ჯ=C00§3Cდ –– 3იიCდ 510? დ, 

81)) 3დ = 3ლ0§? დ 51) დ –– 9102? დ 
ფორმულებს. . 

კომპლექსური რიცხვებიდან ფესვის ამოღება წარმოადგენს უკეე ბევრად 

მეტ სიძნელეს. დავიწყოთ «=0-–+/| რიცხვიდან კვადრატული ფესვის ამო- 

ღებით. ჯერ არ ვიცით, არსებობს თუ არა ისეთი კომპლექსური რიცხვი, 

რომლის კვადრატი უდრის თ-ს. ვიგულისხმოთ, რომ ასეთი V-L 9; რიცხვი 

არსებობს, ე. ი. თუ ვისარგებლებთ ჩვეულებრივი აღნიშვნით, “შეგვიძლია 

. დავწეროთ: 

M ძ+ს1=% ++ %#. · 
(I –- V)1=20 -L ხI 

ტოლობიდან გამომდინარეობს 

ცზ. უზ, კ 

2იხზ=წჩ. ' 

(2 ტოლობიდან თითოეულის ორივე მხარის კვადრატში აყვანით და შემდეგ 
შეკრებით, მივიღებთ: 

„. (ყ.-ს) + 400“ =(ყ? –I- ყ?ბ)?=:6" -Lჩ?, 

(2) 

საიდანაც · 

ს” LC ამ= +IV ი? -ხ1; ტ 

დადებით ნიშანს ვიღებთ იმიტომ, რომ ჯ და წ ნამდვილი რიცხვებია და 

ამიტომ ტოლობის მარცხენა ნაწილი დადებითია. ამ ტოლობიდან და. (2) 

ტოლობათაგან პირველიდან მივიღებთ: · : ' 

ძ--რ +V თ. +V9),' . 

#= C-2+M 2 1+-V). 

კვადრატული ფესვების ' ამოღებით #-სათვი“ მივიღებთ ერთმანეთისაგან 

ნიშნით განსხვავებულ ორ მნიშვნელობას, აგრეთვე ორ მნიშვნელობას ყფ-სა- 

თვისაც. ყველა ეს მნიშვნელობა იქნება ნამდვილი, რადგან კვადრატული 

ფესვები ნებისმიერი იძ და ხ-სათვის ,ამოიღება დადებითი. რიცხვებიდან. # და 

ჯ-სათვის მიღებული მნიშვნელობანი არ შეიძლება კომბინირებულ იქნან ერთ - 
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მანეთთან ნებისმიერად, რადგან, (2) ტოლობათაგან მეორის ძალით, „სდ ნამ- 

ოავლის ნიშანი უნდა ემთხვეოდეს: ნ-ს ნიშანს. ეს იძლევა # და V-ს მნიშვნე- 

ლობათა ორ შესაძლებელ კომბინაციას, ე. ი. (+: სახის ორ რიცხვს, რო. 

მელნიც იქნებიან თ რიცხვიდან კვადრატული ფესვის მნიშვნელობები; ეს 

რიცხვები ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან ნიშნით. ელემენტარული, თუმცა 

საკმაოდ გრძელი, შემოწმება (მიღებული რიცხვების კვადრატში ამაღლება, 

ხ>9 და ნ<0 შემთხვევებისათვის ცალ-ცალკე) გვიჩვენებს, რომ ჩვენს მიერ 

ნაპოვნი რიცხვები მართლაც არიან თ რიცხვიდან კვადრატული ფესვის 

მნიშვნელობანი ამრიგად, კომპლექსური რიცხვიდან კვადორა- 

ტული ფესვის ამოღება ყოველთვის შესაძლებელია და გვაძ- 

ლევს ორ მნიშვნელობას, რომელნიც ერთმანეთისაგან გან- 

სხვავდებიან ნიშნით, : 

· კერძოდ, ახლა უკვე შესაძლებელი გახდა კვადრატული ფესვის ამოღება 

უარყოფითი ნამდვილი რიცხვიდანაც, ამასთანავე ამ ფესვის მნიშვნელობანი 

"იქნებიან წმინდათ წარმოსახვითი, მართლაც, თუ ი<0 და #=09, გეაქვს 

M ი? “+ ხ1=-ი, რადგან ეს ფესვი უნდა იყოს დადებითი, ხოლო მაშინ „7? => 

= –6-4=0, ე. ი. #=0, საიდანაც I ი =2+Vს. 

მაგალითი: ვთქვათ, =21--20/. მაშინ MM“. ც! -L ხშ =M“ 441 -L 400 = 29. 

1 1 
ამიტომ #? = “> (21 + 29)=25, თ=- (–21 + 29)=4, საიდანაც #== > 5, 

სჯ=+-2; # და V-ს ნიშნები უნდა იყოს განსხვავებული ჩ-ს უარყოფითობის გამო, ამიტომ 

I“ 21--20ჯ=-L (5 –– 21). 

ძ + ხI სახით მოცემული კომპლექსური რიცხვიდან ორზე უფრო მაღალი 

ხარისხის ფესვის ამოღების ცდა ხვდება გადაულახავ სიძნელეებს. ასე, თუ 

მოვინდომებთ იმავე მეთოდით, როგორც ზემოთ, ამოვიღოთ კუბური ფესვი 

ძიძ-+ჩ: რიცხვიდან, უნდა ამოვხსნათ გარკვეული დამხმარე კუბური განტოლება, 

რაც ჩვენ ჯერ არ ვიცით, და რაც, თავის მხრიე, მოითხოვს, როგორც § 38-ში 

ვნახავთ, კომპლექსური რიცხვიდან კუბური ფესვის ამოღებას. მეორე მხრივ, 

ტრიგონოზეტრიული ფორმა ძალიან ხელსაყრელია ნებისმიერი ხარისხის 

ფესვის ამოსაღებად და მისი საშუალებით ჩვენ ახლა სავსებით ამოვწურავთ 

ამ საკითხს. 

გთქვათ, თ=/ (ი05დ +- 1510 დ) რიცხვიდან უნდა ამოვიღოთ ჯ ხარისხის 

ფესვი. ვიგულისხმოთ, რომ ეს შესაძლებელია და შედეგად მიიღება ი (0ს5V+ 

+L(5)ი 3) რიცხვი, ე. ი. 

(0(ლი§% –– 1850 9))1=7/ (C0§ დ -L (51) დ). (3) 
» 

მაშინ, მუავრის ფორმულის ძალით, ი" =„V, ე. ი. 0=V/ », სადაც მარ. 

ჯვენა მხარეში დგას » დადებითი ნამდვილი რიცხვიდან ჯ/ ხარისხის ფესვის 

ამოღებით ცალსახად განსაზღვრული დადებითი მნიშვნელობა. მეორე მხრივ, 
(პა ტოლობის მარცხენა ნაწილის არგუმენტია V9. მაგრამ არ შეიძლება 
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დამტკიცება, რომ »9: ტოლია დ, რადგან ეს კუთხეები სინამდვილეში შეიძლება 

განსხვავდებოდნენ 2#%-ს მთელი ჯერადი შესაკრებით. ამიტომ X#9-=დ -L 2M», 

სადაც # მთელი რიცხვია, საიდანაც 

ვ. დ-L-27X 

L/. 

პირიქით, თუ ავიღებთ IV, («ა (9:1+-2M%. –+:5I) 42%) რიცხვს, 
L/) #M 

მაშინ ნებისმიერი მთელი დადებითიან უარყოფითი სათვის, 

ამ რიცხვის XX ხარისხი ტოლია თ. ამრიგად, 

V” #7 (-05 დ ++1 აი 9 -I/ „(თა 91+26- –+ 151 912%%), მ 6) 
» ” , , 

თუ მივცემთ #-ს სხვადასხვა მნიშვნელობას, ყოველთვის არ მივიღებთ 

საძიებელი სვის განსხვავებ მნიშვნელობებს. მართლაც), როცა“ ებელი ფესვის გ ვავეაულ ვხელოაბე ლაც ცა. 

#=0, 1,2, ...,#--1, რ. 
მივიღებთ ფესვის » მნიშვნელობას, რომელიც ყეელა განსხვავებული იქნება, 

რადგან #-ს ერთით გაზრდა იწვევს არგუმენტის % ით გაზრდას. ახლა 

ვთქვათ, # ნებისმიერია. თუ #=7ძ -“+L7, ი</-<ი 1, მაშინ 

დ+2:%X  დ+2C049-L)% _ დ+2/%X -L 2“», 
#7 # წ? 

  

ე. ი. ჩვენი #-სათვის არგუმენტის მნიშვნელობა განსხვავდება #=7/-სათვის 

არგუმენტის მნიშვნელობისაგან 2>-ს ჯერადი რიცხვით, მაშასადამე, მივიღებთ 

ფესვის იმავე მნიშვნელობას, რასაც #-ის ტოლი, ე. ი. (5) სისტემაში შემა- 

ვალი, 7#:-სათვის. 

ამრიგად, თ კომპლექსური რიცხვიდან ჯ ხარისხის ფესვის 

ამოღება ყოველთვის შესაძლებელია და გვაძლევს »ჯ გან- 

სხვავებულ მნიშვნელობას. ა ხარისხის ფესვის ყველა მნიშე- 

ნელობა განლაგებულია ნულ ცენტრიან და M-IთI რადიუსიან 

წრენაზზე და ყოფს ამ წრეხაზს ჯ ტოლ ნაწილად. 

კერძოდ, « ნამდვილი რიცხვიდან # ხარისხის ფესვსაც აქვს » განსხვა– 

ვებული მნიშვნელობა; ამ მნიშვნელობებიდან ნამდვილი იქნება ორი, ერთი ან 

არცერთი იმისდა მიხედვით, თუ როგორია 8-ს ნიშანი და X-ის ლუეწკენტოვნება. 

მაგალითები: 

CI 

1) ზ=Iჯ/ 2 ( თი -- > 2-2 ) = _ 

3 _ --=+2% სახრე 

=V/ 21 0 6––“–– .“ყყიეო  /; 
3 3 
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, -- - 2 

#=0: ვ3ა=I/ 2 სას)!“ 
4 4 

11 11 
#=1: 8,=M 2 | 005 –– X+151) ––ჯ |; 

' ( 12. .9042 ) 

1 19 19 
#=2: =M 2 | 005-–– X+I)5910ი ––. ჯ |. 8) VI ( 12 +! 12 ) 

2) 3==V“ 1 -V/ 005 –- + 131ი -2 

3 +-2 , - + 2 
= -_=-_- ა ე: .-.... 008 2 +! 2 ; 

- XL  .. 2 M/ 2 .I/2. 5... 5 
„პი=005 –>- 61310 --- = –ე–+41-–53-; ზ, = 005 ->5+1310 --5= –-ჩი: 

– 
3) 3=>=ჯს/ 8 =)/ 8(0009% ––= 1510 >X)= 

-2(Cა 51%“ იი წ14%), ' 
  

; 

მა= 2( «ია -2- 4+:9ი- )- 1-+ჯV/ 3; 

8,==2(005X+1512 X)=--2; 

8,=2 C გ 5490 2-2 )– 1–XM 3. 

ფესვები ერთეულიდან, განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია # ხარის- 

სის ფესვის ამოღება რიცხვიდან 1. ამ ფესვს აქვს # მნიშვნელობა, ამასთანავე 

1=00§0 –- 19100 ტოლობისა. და (4) ფორმულის გამო, ყველა ეს მნიშენე- 

ლობა, ანუ, როგორც ვიტყვით, ერთეულიდან ჯ ხარისხის ყეელა ფესვი, 

მოიცემა ფორმულით 

.” 27: =>. ე 
V” 1 =პ03 , +519 #5 

” ” 

    ; #=0, 1, ..., 1 – 1, (6) 

ერთეულიდან # ხარისხის ფესვის ნამდვილი მნიშენელობანი მიიღებიან (6) 

ფორმულიდან #=0 და + მნიშვნელობისათვის, თუ » ლუწია, და #=0-თვის, 

თუ ი კენტია. კომპლექსურ სიბრტყეზე # ხარისხის ფესვები ერთეულიდან 
განლაგებულია ერთეულოვან წრეხაზზე და ყოფენ მას # ტოლ რკალად; გაყო- 
ფის წერტილთაგან ერთ-ერთი, არის რიცხვი 1. აქედან გამომდინარეობს, რომ 
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ერთეულიდან ჯ ხარისხის ის ფესეები, რომელნიც არ არიან ნამდვილი, გან- 

ლაგებულია ნამდვილი ღერძის მიმართ სიმეტრიულად, ე. ი. წყვილ-წყვილად 

შეუღლებულებია.: 
ერთეულიდან კვადრატულ ფესეს აქვს ორი მნიშვნელობა: 1 და –), 

ერთეულიდან მეოთხე "ხარისხის ფესვს-–-ოთხი მნიშვნელობა: 1, –1, ჯ და 

–– I. შემდეგისთვის სასარგებლოა დავიმახსოვროთ ე რთეულიდან კუბური 

2 – 
3 +; 511 

რიცხვები, სადაც Xჯ=0, 1, 2, ე. ი., გარდა თვით ერთეულისა, აგრეთვე ურთი- 

ერთ შეუღლებული რიცხვები 

2:X 
    ფესვის მნიშვნელობანი. (6)-ის ძალით ეს იქნება ლიივ 

2 .-. 2 1 MV/ პ 
6,=00§-+ -+- 18 <1 = – -- -+“–, | 

აღ. 7 
4 , . .. 4 1 /1113 ო 

6:= 605 -ვ- +- 1510 –ვი= ვ “3. 

თ კომპლექსური რიცხვიდან ჯ» ხარისხის ფესვის ყველა 

მნიშვნელობა შეგვიძლია მივიღოთ ერთ-ერთი მათგანიდან 

მისი გამრავლებითერთეულიდან# ხარისხის ყველა ფესვზე. 

მართლაც, ვთქვათ, 8 არის თ რიცხვიდან » ხარისხის ფესვის მნიშვნელობა- 

თაგან ერთ-ერთი, ქ. ი. 3%1=თ, ხოლო 6–-ერთეულიდან # ხარისხის ფესვის 

ნებისმიერი მნიშვნელობა, ე. ი. §"=1, მაშინ (86)1=3M2%=თ, ე. ი. 36-ც 

იგნება M” თ -ის მნიშვნელობათაგან ერთ-ერთი. ჭ რიცხვის გამრავლებით 

ერთეულიდან » ხარისხის ფესვის მნიშვნელობათაგან თითოეულზე, მივიღებთ 

თ რიცხვიდან ჯ ხარისხის ფესვის ჯ განსხვავებულ მნიშვნელობას, ე. ი. ამ 

ფესვის ყველა მნიშვნელობას. 

მაგალითები: 1) --8-დან კუბური ფესვის ერთ-ერთი მნიშვნელობაა –-2. (7)-ის 

ძალით, ორი დანარჩენი იქნება –-26,=1 -- ჯM” 3 და –-26:=1 –+-1M// 3. რიცხვები 
(იზ. ზედა მაგალითი 3), 

' _– 

2) V/ 81 აქვს ოთხი მნიშვნელობა: 3, – 3, 3; ––3). 

ერთეულიდან 7» ური ხარისხის ორი ფესვის ნამრავლი 

თვითონ არის ჯ-ური ხარისხის ფესვი ერთეულიდან, მართლაც, 

თუ C6=1 და »"=L1, მაშინ (6უ)|=6=1. შემდეგ, რიცხვი, რომელიც 

ერთეულიდან ჯ-ური ხარისხის ფესვის შებრუნებულია, თვი- 

თონ არის ასეთივე ფესვი. მართლაც, ვთქვათ 6M=1, მაშინ 6. 6-1=1- 

დან გამომდინარეობს 6". (6-1)/=1, ე. ი. (6 )5=1. საზოგადოდ, ერთეუ- 

„ლიდან „»-ური ხარისხის ფესვის ყოველი ხარისხი აგრეთვე 

ერთეულიდან #-ური ხარისხის ფესვია, 
ერთეულიდან # ხარისხის ყოველი ფესვი არის ერთეულიდან 1 ხარისხის 

ფესვიც, ყოველი X-ს ჯერადი /-სათვის. აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ 

განვიხილავთ ერთეულიდან » ხარისხის ყველა · ფესვთა ერთობლიობას, მაშინ.. 
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ამ ფესვთაგან ზოგიერთი უკვე იქნება ერთეულიდან »' ხარისხის ფესვი, » 

რიცხვის გამკოფ რომელიმე 7'-სათვის. მაგრამ, ყოველი VI-სათვის არსებობს 

ერთეულიდან # ხარისხის ისეთი ფესვები, რომეონიც არ არიან ერთეულიდან 
არცერთი უფრო ნაკლები ხარისხის ფესვები. ასეთ ფესვებს ეწოდებათ ერთეუ- 

ლიდან #ჯ ხარისხის პირველყოფილი ფესვები. მათი არსებობა გამომ- 

დინარეობს (6) ფორმულებიდან: თუ მოცემული # მნიშვნელობის შესაბამის 

ფესვის მნიშვნელობას აღვნიშნავთ #,-თი (ისე, რომ 6:=1), მაშინ მუავრის (1) 

“ფორმულის საფუძველზე 
6,=86ჯ. 

მაშასადაზე, 6, რიცხვის „-ზე უფრო ნაკლები არც ერთი ხარისხი არ იქნება 

. · 2%X... 
1-ის ტოლი, ე. ი. §,=060§“– –-181ი 2% არის პირველყოფილი ფესვი. 

» I. 

ერთეულიდან #-ხარისხის « ფეხვი მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ იქნება პირველყოფილი, თუ მისი #! ხარისხები, #= 

=0, 1, ...,#-–-–1, განსხვავებულია, ე. ი. თუ მათ მიერ ამოიწუ- 

რება ერთეულიდან» ხარისხის ყველა ფესვი. 

მართლაც, თუ § რიცხვის ყველა აღნიშნული ხარისხები განსხვავებულია, 

მაშინ, (ეხადია, § იქნება # ხარისხის პირველყოფილი ფესვი. ხოლო თუ, მაგა- 

ლითად, 6'=6!, როცა 0<:<71<#-–-1, მაშინ §!I+L=1, ე, ი., 1<.1-–-#< 

<#-–-1 უტოლობათა ძალით, § ფესვი არ იქნება პირველყოფილი. 

ზემოთ ნაპოვნი §, რიცხვი ზოგად შემთხვევაში არა ერთადერთი პირ- 

ველყოფილი # ხარისხის ფესვია. ყველა ასეთი ფესვის მოძებნას ემსახურება 

შემდეგი თეორემა. 
არ 

თუნ ერთეულიდან ჯ ხარისხის პირველყოფახლი ფესვია, 

ზაშინ.თ რიცხვი მაშინ და მხოლოდ მაშინ იქნება ჯ» ხარის- 

ხის პირველყოფილი ფესვი, როცა L თანამარტივია #-თან. 

მართლაც, ვთქვათ, ძ არის # და # რიცხვთა უდიდესი საერთო გამყოფი. 

თუ ი.>1 და #=ძ"', #=ძI', მაშინ 

.(8პ)' = დი = გ!M-- (5) =1, 

ე. ი. §' ფესვი აღმოჩნდა ერთეულიდან /„' ხარისხის ფესვი. 

ვთქვათ, მეორე მხრიე, ძ=1 და ამასთანავე §' რიცხვი არის ერთეუ- 

ლიდან # ხარისხის ფესვი, 1 <<. #. ამრიგად, 

(6ს)"=5%=-1. 

რადგან 6 რიცხვი ერთეულიდან # ხარისხის პირველყოფილი ფესვია, 

ე. ი. მისი მხოლოდ M-ის ჯერადი მაჩვენებლიანი ხარისხები შეიძლება იყოს 

ერთეულის ტოლი, ამიტომ #» რიცხვი ჯერადი იქნება ჯ-ის. მაგრამ აქედან 

გამომდინარეობს, რომ # და # რიცხვები არ შეიძლება იყვნენ თანამარტიენი» 

· რადგან 1 <-.M <.-M, წინააღმდეგ დაშვებისა. 
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ამრიგად, ერთეულიდან # ხარისხის პირველყოფილ ფესვთა რიცხვი. 

ტოლია #-ზე ნაკლებ და მასთან თანამარტივ მთელ დადებით # რიცხვთა 

„რაოდენობისა, ამ რიცხვის გამოსახულება, რომელიც ჩვეულებრივ აღინიშნე- 

ბა დ(/), შეიძლება ვნახოთ რიცხვთა თეორიის ნებისმიერ კურსში. 

თუ ჯ მარტივი რიცხვია, მაშინ ერთეულიდან # ხარისხის პირველყო- 

ფილი ფესვები იქნება ყველა ეს ფესვი, გარდა თვით ერთეულისა. მეორე 
-' მხრივ, ერთეულიდან მეოთხე ხარისხის ფესვთა შორის პირველყოფილი იქნება 

1 და –-I, მაგრამ არა 1 და ––-1,



თავი მეხუთე 

მრაჭმალწევრები და მათი ფესვები 

1 § 50. ოპერაციები მრავალწევრებზე 

წიგნის პირველი ორი თავის შინაარსი, სახელდობრ დეტერმინანტთა 

თეორია და წრფივ განტოლებათა სისტემების თეორია, წარმოიშვა სას.ოლო 

ალგებრის კურსის იმ მიმართულების უშუალო განვითარებით, რომელმაც 

დაწყებული ერთუცნობიან პირველი ხარისხის ერთი განტოლებიდან მიგვი- 

ყვანა პირველი ხარისხის ოო და სამუცნობიან ორ და, შესაბამისად, საუ გან- 

ტოლებათა სისტემამდე, ელემენტალურ ალგებრის მეორე მიმართულება, რო- 

მელიც იქ კიდევ უფრო მნიშვნელოვნადაა აღიარებული, მდგომარეობს გადა- 

სვლაში პირველი ხარისხის ერთუცნობიან განტოლებიდან კვლავ ერთუცნო- 

ბიან, მაგრამ უკვე ნებისმიერ კვადრატულ განტოლებაზე, ხოლო შემდეგ 

მესამე და მეოთხე ხარისხის ზოგიერთი კეოძო სახის განტოლებებზეც. ეს 

მიმართულება უმაღლეს ალგებრაში ვითარდება ძალიან დიდ და შინააოსიან 

დარგად, რომელიც მიძღვნილია ერთუცნობიან ნებისმიერი #-ური ხარისხის 

ნებისმიერი განტოლებების შესწავლისადმი. ალგებრის ამ ნაწილს, ისტორიუ- 

ლად ყველაზე ადრინდელს, მიეკუთვნება როგორც წინამდებარე, ასევე რა9- 

დენიმე შემდგომი თავი. 

ჩ-ური ხარისხის განტოლების ზოგადი სახე (სადაც # რომელიმე მთელი 

დადებითი რიცხეია) არის 

· ძე: + ი" 1-L... + ი, ,X+ძ,=0. (1) 

ამ განტოლების იაკ, 0, ···; 6-1, რი კოეფიციენტებად ვიგულისხმებთ ნებისმიერ 

კომპლექსურ რიცხვებს, ამასთანავე უფროსი კოეფიციენტი ძკ განსხვა- 

ვებული უნდა იყოს ნულისაგან, 

თუ მოცემულია (1) განტოლება, ყოველთვის იგულისხმება, რომ მოით- 

ხოვება მისი ამოხსნა. სხვა სიტყვებით, მოითხოვება მოიძებნოს ჯ უცნო- 

ბისათვის ისეთი რიცხვითი მნიშვნელობანი, რომელნიც დააკმაყოფილე- 

ბენ ამ განტოლებას, ე. ი. უცნობის ნაცვლად ჩასმისა და ყველა მითითებულ 

ოპერაციათა შესრულების შეძდეგ ისინი (1) განტოლების მარცხენა ნაწილს 

აქცევენ ნულად. 
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მაგრამ მიზანშეწონილია (1) განტოლების ამოხსნის ამოცანა შევცვალოთ 
უფოო ზოგადი ამოცანით, ამ განტოლების მარცხენა 

ძე?" + ძეჯბშ 1-1... ი, 1X –L ძი (2+ 

მხარის შესწავლით, რომელსაც ჯ უცნობის მიმართ #-ური ხარისხის 

მრავალწევოი (ანუ პოლინომი) ეწოდება, ამ ტერმინთაგან ჩვენ ავირ- 

ჩევთ პირველს; მტკიცედ უნდა გვახსოვდეს, რომ ახლა მრავალწევრი ეწოდება 

მხოლოდ (2) სახის გამოსახულებას, ე. ი. X უცნობის მხოლოდ მთელ არა- 

უარყოფით ხარისხების ჯამს, აღებულთ რაიმე რიცხვითი კოეფიციენტებით 

და არა ერთწევრთა ნებისმიერ ჯამს, როგორც ეს იყო ელემენტალურ ალგებ- 

რაში, კერძოდ, მრავალწევრებად არ ჩავთვლით ისეთ გამოსახულებებს, რომ- 

ლებიც #« უცნობს შეიცავენ უარყოფითი ან წილადი მაჩვენებლებით, მაგალი- 

1 1, 
თად, 2 - --.-+-3, ან ჟა. ბმ-L ხმ? X-1-++ ძ-<+6+- «+ /X7, ან კიდევ 2 +1. 

ჯ 
მრავგალწეგრთა შემოკლებული ჩაწერის მიზნით ვისარგებლებთ / (1), ((X), დC) 

და ა. შ. სიმბოლოებით. · 

ორ 7(X) და დ«(X) მრავალწევრს ჩავთვლით ტოლად (ანუ იგივურად 

ტოლად) /(2:)=ჯწ(:) იმ შემთხვევაში, თუ ტოლია მათი კოეფიციენტები 

ერთი და იმავე ხარისხთან. კერძოდ, არც ერთი მრავალწევრი, რომლის ერთი 

კოეფიციენტი მაინც განსხვავებულია ნულისაგან, არ შეიძლება ნულის ტოლი 

იყოს, და ამიტომ #-ური ხარისხის (1) განტოლების ჩაწერაში ნახმარ ტოლობის 

ნიშანს არავითარი კავშირი არ აქვს მრავალწევრთა ახლახან განმარტებულ 

ტოლობასთან. მრავალწევრთა დამაკავშირებელი ნიშანი = შემდეგში ყოველ- 

თვის უნდა გაგიგოთ ამ მრავალწევრთა იგივური ტოლობის აზრით. 

ამრიგად, »-ური ხარისხის (2) მრავალწევრს უნდა შევხედოთ, როგორც 
გარკვეულ ფორმალურ გამოსახულებას, რომელიც სავსებით განისაზღვრება 

თავის ძა, 0), ·--, ი კოეფიციენტთა ერთობლიობით, სადაც ძე: # 0. ამ სიტყვათა 

ზუსტი აზრი გამოირკვევა ბევრად უფრო გვიან, მე-10 თავში. შევნიშნოთ, რომ 

გრავალწევრის (2) სახით, ე. 0. ჯ უცნობის ხარისხების კლებადო- 

ბის მიხედვით ჩაწერის გარდა, დაშვებული იქნება მისი სხვა ჩანაწერებთც, 

რომლებიც (2)-დან მიიღებიან შესაკრებთა გადანაცვლებით, მაგალი · ჩაწერა 

უცნობის ზრდადი ხარისხებით. 
რა თქმა უნდა, (2) მრავალწევრისთვის შეგვეძლო შქნვეხედა მათემატი- 

ზის თვალსაზრისითაც), ე. ი. ჩაგვეთვა იგი ჯX კომპლექსური 

სურ ფუნქციად. მაგრამ ა გავითვალისწინოთ, რომ 

ითვლება ი,“ შემთხევევაში, როცა ტო- 

ლადის ყოველი მნიშვნელო- 
წევრი, ტოლი ზემოთ აღნიშნული 

   
   

      

     
კური ანა 

ცვლადის კომ 
ორი ფუნქცია ტო 

ლია მათი მნიშვნელობა 

ბისათვის. ცხადია, რომ ორ, 

ფორმალურ-ალგებრული ა 

მაგრაზ შებრუნებული „ჟებულება დამტკიცებული 

ამის შემდეგ, „ალგებრული და ფუნქციონალურ-თეო 
რიცხვითი კ )ფიციენტებიანი მრავალწევრის ცნების შესა 

გახდებიან ტოლძალოვანი, ჯერჯერობით კი ყოველთვის უნდა მივუთითოთ 
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სახელდობრ რომელი აზრით განიხილება მრავალწევრის ცნება. წინამდებარე 
და ორ შემდგომ პარაგრაფში მრავალწევრს განვიხილავთ, როგორც ფორმა- 
ლურ-ალგებრულ გამოსახულებას. 

გასაგებია, რომ ნებისმიერი ნატურალური ჯ რიცხვისათვის არსებობენ 

ჩ-ური ხარისხის მრავალწევრები. ყველა შესაძლებელი მრავალწევრის გან- 

ხილვისას, გარდა პირველი ხარისხის, კვადრატული, კუბური და ა, შ. მრა- 

ვალწევრებისა, შევხვდებით აგრეთვე ნულოვანი ხარისხის მრავალ- 

წევრებსაც, ე. ი. ნულისაგან განსხვავებულ კომპლექსურ 

რიცხვებს. ოიცხეს ნულსაც აგრეთვე ჩავთვლით მრავალწევრად; ეს იქნება 

ერთადერთი მოავალწევრი, რომლის ხარისხი არ არის განსაზღვრული. 

ახლა კომპლექსურ კოეფიციენტებიან ზრავალწევრთათვის განვსაზღვრავთ 

შეკრებისა და გამოკლების ოპერაციებს. ეს ოპერაციები შემოღებული იქნება 

ნამდვილ კოეფიციენტებიან მრავალწევრებზე ოპერაციების მსგავსად, რომე- 
ლიც მკითხველისათვის ცნობილია ელემენტალური ალგებრის კურსიდან. 

თუ მოცემულია კომპლექსური კოეფიციენტებიანი /(ჯ) და C(X) მრა- 
ვალწევრები, რომლებიც, მოხერხებულობისათვის, ჯ-ის ზრდადი ზარისხებითაა 

ჩაწერილნი 2 

#(X=ძ0- + 4ი,X+ ·-.+ ძა. ეა" 1 + იეჯ", რე #0, 

§(1)=ხ-+ნ,X+ -.+წჩ, „ შ-- ხან  ხ,#0, 

და თუ, მაგალითად, 7” >, მაშინ მათი ჯამი ეწოდება მრავალწევრს 

#(X)+ 7(X.=ი + C,X-- ·.“+ 6 ი. ,ჯ"“1+ძა2ბ, 

რომლის კოეფიციენტები მიიღებიან / (X) და დჟ (:) მრავალწევრების უცნობის 
ერთნაირ ხარისხიან წევრთა კოეფიციენტების შეკრებით, ე. ი. 

7 ი:=ძ,–+ხ, 1=0, 1, ·... 7. (3) 

ამასთანავე, როცა M >>, მაშინ ს,.,, ჩ,+ჯ, ·--, ნ» უნდა ჩავთვალოთ ნულის 

ტოლად. ჯამის ხარისხი ტოლი იქნება #-ისა, თუ 7” მეტია +X«-ზე, მაგრამ 

როცა #=Lა, მაშინ იგი შეიძლება შემთხვევით აღმოჩნდეს »-ზე ნაკლები, 

სახელდობრ იმ შემთხვევაში, როცა ხა= --ძ,. 

#2) და დ#(X) მრავალწევრთა ნამრავლი ეწოდება მრავალწევრს 

#(0)ა-.დ(9= ძა + ძ,ჯ-I- ·..+- მძ. ა" მა, ,2შ9ი, 

რომლის კოეფიციენტები განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

ძ,= ?ეთსი 2=0, 1, ...,ი–++ჯ--1, #M+V, (4) 

„+ · 

ე. ი, ქ, კოეფიციენტი მიიღება, თუ / (X) და C(ჯ) მრავალწევრთა ისეთ კოე- 

ფიციენტებს, რომელთა ინდექსების ჯამი ჯ-ს ტოლია, გადავამრავლებთ და 

შემდეგ ყველა ასეთ ნამრავლს შევკრებთ; კერძოდ, ძა=ძახ, ძ,=ძას,-L 
–+ ი,ხეს''. ე რი+ა=ძ„ხ,. უკანასკნელი ტოლობიდან გამომდინარეობს ძ.კ, # 0 

უტოლობა და ამიტომ ორი მრავალწევრის ნამრავლის ხარისხი 

ტოლია ამ მრავალწევრთა ხარისხების ჯამისა. 

137



აქედან გაზომდინარეობს, რომ ნულისაგან განსხვავებულ მრა– 

ვალწევრთა ნამრავლი არასოდეს არ იქნება ნულის ტოლი. 

როგორი თვისებები აქვს მრავალწევრებისათვის ჩვენს მიერ შემოღებულ- 

ოპერაციებს? შეკრების კომუტატურობა და ასოციაციურობა 

მაშინვე გამომდინარეობს რიცხვთა შეკრებისათვის ამ თვისებათა სამართლია- 

ნობიდან, რადგან იკრიბებიან უცნობის ყოველ ცალკეულ ხარისხთან მდგომნი 

კოეფიციენტები. გამოკლება თურმე შესაძლებელია: ნულის როლს ასრუ– 

ლებს რიცხვი ნული, რომელიც მივაკუთვნეთ მრავალწევრთა რიცხვს, ხოლო. 

ზემოთ დაწერილი / (::) მრავალწევრის მოპირდაპირე იქნება მრავალწევრი 

–/სელ-–იი მიება ომები 1 ძა", 

გამრავლების კო მუტატურობა გამომდინარეობს რიცხვთა 

გამრავლების კომუტატურობიდან და იმ. ფაქტიდან, რომ მრავალწევრთა 

გამრავლების განმარტებაში ორივე / (1) და «(ჯ») მრავალწევრის კოეფიცი- 

ენტები გამოიყენებიან სავსებით თანასწორუფლებიანად. გამრავლების 

ასოციაციურობა მტკიცდება შემდეგნაირად: თუ ზემოთ დაწერილ / (XI; 

და დ(X») მრავალწევრთა გარდა, კიდევ მოცემულია ' 

ჩ (::)==0ი + 6C1X +... + C(-,ჯ 1 –+- 200, 2) # 0, 

მრავალწევრი, მაშინ ჯ'-ს კოეფიციენტი, 1=0, 1, ...0,#-–++-––/, L/ (2) § (X)| #(X). 

ნამრავლში იქნება რიცხვი 

2 ( 2, 0. ”) რი= > რჯ ხ)6 თს 

წ3ობ: L+I5-ვ L+|+ო-! 

ზოლო / (X)IC (X) / (2)1 ნამრავლში-–მისი ტოლი რიცხვი 

2. ძი ( სა ხ#6»)= 2, ძL | C„- 
L+,=, (+ი=) X+I+-ო»-=; 

დაბოლოს, დისტრიბუციულობის კანონის სამართლიანობა- 

გამომდინარეობს ტოლობიდან 

ა ლ ლ 

2“ მხი “ე ი > თა 

რადგან ამ ტოლობის მარცხენა ნაწილი არის ჯ-ს კოეფიციენტი | / (»:) + 

–+C(X)1#(+ა) მრავალწევრში, ხოლო მარჯვენა ნაწილი –- უცნობის იმავე. 

ხარისხის კოეფიციენტი / (X) # (X) +- დ (X)# (+) მრავალწევრში. 
შევნიშნოთ, რომ მრავალწევრთა გამრავლებისას ე რთეულის როლს 

ასრულებს რიცხვი 1, განხილული, როგორც ნულოვანი ხარისხის მრავალ- 

წევრი, მეორე მხრივ. /() მრავალწევრს მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ აქვს შებრუნებული #- 1(X) მრავალწევრი, 

#Cთ0/.C)=1, (5). 
თუ /() ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრია, მართლაც, თუ /(C2:) 

ნულისაგან განსხვავებული ი რიცხვია, მაშინ მისი შებრუნებული მრავალწევრი 

იქნება „-1 რიცხვი. ხოლო, თუ / (»)-ს აქვს # >> 1 ხარისხი, მაშინ (5) ტო- 
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ლობის მარცხენა ნაწილის ხარისხი, თუკი /“1(X») მრავალწევრი არსებობს, 

არ იქნება ნაკლები #-ზე მაშინ, როცა მარჯვნივ დგას ნულოვანი ხარისხის 

მრავალწევრი. 

„ აქედან გამომდინარეობს, რომ მრავალწევრთა გამრავლები- 

სათვის შებრუნებული ოპერაცია–გაყოფა-––არ არსებობს, ამ 

მხრივ კომპლექსურ კოეფიციენტებიანი ყველა მრავალწევრთა სისტემა გვა- 

გონებს ყველა მთელ რიცხვთა სისტემას. ეს ანალოგია მჟღავნდება იმაშიც, 

რომ მრავალწევრებისათვის ისევე, როგორც მთელი რიცხვებისათვის. არსე- 

ბობს ნაშთით გაყოფის ალგორითმი. ეს ალგორითმი ნამდვილ კოე- 

ფიციენტებიან მრავალწევრთათვის მკითხველისათვის ცნობილია ჯეC კიდევ 

ელემენტალური ალგებრიდან. მაგრამ, რადგან ახლა ჩვენ ვიხილავთ კომპლექ- 

სურ კოეფიციენტებიან მრავალწევრთა შემთხეევას, ერთხელ კიდევ უნდა 

მოვიყვანოთ ყველა მასთან დაკავშირებული ფორმულირება და დამტკიცება. 

ნებისმიერი ორი /(1) და «(ჯ) მრავალწევრისათვის შეგ- 

ვიძლია მოვძებნოთ ისეთი «(») და 7(:) მრავალწევრები, დომ 

# (X)=ჯ (9) 0 (X) + ”CX), (0 
ამასთანავე /„(7)-ის ხარისხი ნაკლებია «C:-ის ხარისსხე, ანდა 
#X(>–)=0. ამ პირობის დამაკმაყოფილებელი ი(X) და #(20 მრა- 

ვალწევრები ცალსახად განისაზღვრებიან. 

პირველად დავამტკიცოთ თეორემის მეორე ნახევარი. ვთქვათ. კიდევ 

არსებობენ 9 (>) და „(X) მრავალწევრები, რომელნიც აგრეთვე აკმაყოფი- 
ლებენ _. 

' #/C)=§(99(90)+7 0ე თ) 
ტოლობას, ამასთანავე, #(ჯ)-ის ხარისხი კვლავ ნაკლებია «(»)-ის ხარისტზე 1, 

(6) და (7) ტოლობათა მარჯვენა ნაწილების გატოლებით მივიღებთ: 

§(2) (9(9) –9001)=”0 0 – 70... 
ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ხარისხი ნაკლებია «(»)-ის ხარისხზე, მაო- 

ცხენა ნაწილის ხარისხი კი, როცა «(X) – 7(2) #9, მეტია ან ტოლი «(X)-ის 

ხარისხისა. ამიტომ უნდა გვქონდეს «0)-–9700=0, ე. ი. 4(X–)=4(X, ხოლო 

მაშინ კი #(X1=X»(X), რის დამტკიცებაც გვინდოდა. 

გადავიდეთ თეორემის პირველი ნახევოის დამტკიცებაზე. ვთქვათ,/ (») 

და ((ჯ) მრავალწევრებს აქვთ ხარისხები » და +, "შესაბამისად. თუ M<-V, 

მაშინ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ 09 (X)=0, #(X)= #(ჯ»). თუკი M>+M, მაშინ 

ვისარგებლებთ იმავე მეთოდით, როგორც ელემენტალურ ალგებრაში ხდება 

ნამდვილ კოეფიციენტებიან, უცნობის კლებადი ხარისხებით დალაგებულ. ჰპრა- 

ვალწევრთა გაყოფა. ვთქვათ, 

1 ანდა # (X) =0; შემდეგში ეს შემთხვევა არ იქნება ცალკე განხილული. 
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#(0ელ–იძიებ+ ძე 1-C ...+ძმ, ,X- -ძ,, ძე #9, 

დ (0:)= ნე I ნ, 1-6. .46ნს )X4+ ნ ხი # 0- 
თუ გიგულისხმებთ 

#70 -– + დე 00= /, (X, (8) 

ზივიღებთ მრავალწევრს, რომლის ხარისხი ნაკლებია ჯ#-ზე. აღვნიშნოთ ეს 

ხარისხი ,,-ით, ხოლო /,(ჯ) მრავალწევრის უფროსი კოეფიციენტი --ძ,ე-ით. 

ზემდეგ, თუ კიდევ », >+, დავუშვათ 
თ 

710 +. ჯ– "ე (2)= /; C:) (8) 
ი , 

აღვნიშნოთ ”,-ით ხარისხი, ხოლო თძ,-ით უფროსი კოეფიციენტი /#,(») მრა- 

ვალწევრისა, შემდეგ დავუშვათ 

#6) 54 «5, (1= /, იი C% 
0 

და ა. შ. 

რადგან #1 (X), /3 (+), ... მრავალწევრთა ხარისხები მციოდებიან,. »>M.> 

=>, > -., ამიტომ ნაბიჯთა სასრული რიცხვი შემდეგ მივალთ ისეთ /»(X) 

ზრავალწევრამდე, | 
ძ , ' ლ #I-L(2) –- 25 982%-X600=/-V9, (8) 

ი 

რონლის "ხარისხი 2IL ნაკლებია §-ზე, რის შემდეგაც ჩვენი პროცესი ჩერდება. 

(8), (8,), ...,(8..,) ტოლობათა შეკრებით მივიღებთ: 

ა 9. თ. «ი შლ == _ 0L 1: ა ვ, თ _ , აა # ცა (+ აღხეიფიორევითლა )§თ #0, 
9 

ე. ი. ნრავალწევრები · 

ეგკ–ებბგე < .'.„–.“..–– 4“ (ჯ) ს 15.2 L..+ თ 2ჰ% I, 

#(X)=/7V(2) 
მართლაც აკმაყოფილებენ (6) ტოლობას, ამასთანავე #(ჯX)-ის ხარისხი სინამ- 

დვილეში ნაკლებია (§(ჯ)-ის ხარისხზე. 

<.. შევნიზნოთ, რომ #(:) მრავალწევრს ეწოდება განაყოფი # (X)-ისა 

დ§(X)-ზე, #(ჯ)-ს კი–ამ გაყოფის ნაშთი. 

ზაშთით გაყოფის ალგორითმის განხილვიდან ადვილად გამომდინარეობს, 

რომ, თუ /(X დაჯ(»X) ნამდვილ კოეფიციენტებიანი მრავალწევ- 

რებია, მაშინ ყველა /,(X), /:(X),... მრავალწევრის კოეფიციენ- 

ტები და ამიტომ მფ) განაყოფისა დაჯC) ნაშთის კოეფიციენ- 

-ტებიც ნამდვილი იქგნება. : 

ა
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-- ვ 31. გამჟყოფები. უდიდესი საერთო გამყოფი 

ვთქვათ, მოცეპმულია კომპლექსურ კოეფიციენტებიანი არანულოვაზბი 

#60) და დ(») მრავალწევრები. თუ / (ჯ-ის დ(ჯI-ზე გაყოფით მიღებული 
ნაშთი უდრის ნულს, ე. ი., როგორც ამბობენ, #(2) იყოფა (ანუ უნაშ- 

თოდ იყოფა) დ(ჯX)-ზე, მაშინ დ(ჯX) მრაგალწეგრს ეწოდება / (ჯ) მრავალ- 
წევრის გამყოფი. 

დ(X7) მრავალწევრი მაშინ და მხოლოდ მაშინ იქნება #(» 
მრავალწევრის გამყოფი, თუ არსებობს 

#»ძ)=ი(ებიი (3) 
ტოლობის დამაკმაყოფილებელი «(») მრავალწევრი. 

მართლაც, თუ დ(ჯ) არის /(X»)-ის გამყოფი, მაშინ თ (ჯ)-ად უნდა ავი- 

ღოთ განაყოფი / (+)-ისა დ ()-ზე. პირიქით, ვთქვათ, (1) ტოლობის დამაკზა- 
ყოფილებელი ს (1) მრავალწევრი არსებობს. ისეთი (9 (») და #(X) მრავალ-. 

წევრთა ერთადერთობის გამო, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

X#(C»)ლ=დ(2)9(2)+--(X) 

ტოლობას და იმ პირობას, რომ »#(XჯX)-ის ხარისხი ნაკლებია დ (ჯ)-ის ხარისზზე, 

რაც წინა პარაგრაფში იყო დამტკიცებული, ჩვენს შემთხვევაში გამომღი- 

ნარეობს, რომ / (X)-ის დ (X)-ზე გაყოფით მიღებული განაყოფი ტოლია C(L)-ისა, 

ხოლო ნაშთი უდრის ნულს. 
გასაგებია, რომ, თუ (1) ტოლობას აქვს ადგილი, მაშინ თ C:)-ც იქნება 

-# 00-ის გამყოფი. შემდეგ ცხადია, რომ დ(»)ის ხარისხი მეტი არ არის 
#(X)-ის ხარისხზე. ! · 

შევნიშნოთ, რომ, თუ / (X) მრავალწევრს და მის « (») გამყოფს ორიეეს 

აქვს რაციონალური ან ნამდვილი კოეფიციენტები, მაშინ 6 (X) მრავალწევრ- 

საც აგრეთვე რაციონალური ან, შესაბამისად, ნამდვილი კოეფიციენტები 

ექნება, რადგან იგი მოიძებნება გაყოფის ალგორითმის საშუალებით. რა თქმა 

უნდა, რაციონალურ ან ნამდვილ კოეფიციენტებიან მრავალწევრს შეიძლება 

ჰქონდეს ისეთი გამყოფებიც, რომელთა ყველა კოეფიციენტი არ არის რაციო- 

ნალური ან, შესაბამისად, ნამდვილი, ამას გვიჩვენებს, მაგალითად, ტოლობა 

მ-ი 1=(1-I)(L+-). 
მივუთითოთ მრავალწევრთა გაყოფადობის ზოგიერთი ძირითადი თვისება, 

რომელიც შემდეგში ნახავენ მრავალრიცხოვან გამოყენებას, 

1. თუ /(–) იყოფა წ(ჯ-ზე, ხოლო ((#X) იყოფა # (;)-ზე, მაშინ 
#C) გაიყოფა #(»/)-ზე. 

მართლაც, პირობის ძალით, /#(X)=ჯწ(X)დ(X) და §(X)= ჩ(ესიცე,5 და 

ამიტომ / (X)= # (20 (II (X) დ (X)). 
II, თუ /(ჩ»X) და ((»>) იყოფიან დ(»-ზე, მაშინ მათი ჯამიცა 

და სხვაობაც აგრეთვე გაიყოფიან დ<§(»)-ზე, 

მართლაც, / (X)=% (2:) დ (X) და წ (+X)=%(X) 7 (X) ტოლობათაგან გამომდი- 

წარეობს / (>) + დ 60=% CX (V (%) + » Cი). 
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111. თუ /#/(X) იყოფა «(2)-ზე, მაშინ ნამრავლი #(»-ისა ნე- 

ბისმიერ «(:) მრავალწევრზე აგრეთვე გაიყოფა დ(Xჯ)-ზე. 

მართლაც, თუ / (X)=-დ (X) V (X), მაშინ / (X) დ (::)=% (>) LV (X) ჯ (:)1. 
11 და III-დან გამომდინარეობს შემდეგი თვისება: 

1V. თუ /:(X)// :(2), ·-·- /I(2) მრავალწევრთაგან თითოეული 

იყოლა დთდ(71)-ზე, მაშინ Cდ(»)-ზაე გაიყოფა 

#) (2) დ 0)+-7:(5) C (1) + --. + /+C:) დ. (2) 
ზმოავალწევრიც, სადაც («,(X), §:(2), -··, .(2)--–ნებისმიერი მრა- 

ვალწევრებია. 
V. ყოველი /(ჯ) მრავალწევრი იყოფა ნულოეანი ხარის- 

ხის ნებისმიერ მრავალწევრზე. 

ვართლაც, თუ /#(X)=0თძაX" –- ი)" 1 -L ... + ი, ხოლო « ნებისმიერი 

რიცხვია, ნულისაგან განსხვავებული, ე. ი. ნულოვანი ხარისხის ნებისმიერი 

მოავალწევრია, მაშინ 

#(X)=- (+>+ 91 გი–1 L ს.“ · 
6 6 < 

VI. თუ #6) იყოფა დ(»)-ზე, მაშინ /(X გაიყოფა «დ(»-ზეც, 
სადაც 2 არის ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი 
რიცხვი. 

მართლაც, /(X)=დ(:)ს 0 ტოლობიდან გამომდინარეობს /(X)= 

<(6დ(X) · C-19 601 ტოლობა, 
VII. 2/(-) მზრავალწევრები, C#0, დამხოლოდისინი, ივნე- 

ბიან /(X>) მრავალწევრის ის გამყოფები, რომელთაც იგივე 

ხარისხი აქვთ, რაც /(X)-ს. 

მართლაც, /(2)=0-+(-/ (201, ე. ი- / (2) იყოფა «/ (>)-ზე. 
მეორე მხრივ, თუ #(X) იყოფა დ(ჯ)-ზე, ამასთანავე #(X) და დ(X»)-ის 

ხარისხები ემთხვევიან, მაშინ / (X)-ის დ(»)-ზე გაყოფით მიღებული განაყოფის 

ხარისხი უნდა იყოს ნულის ტოლი, ე. ი. /(X)=ძდ(ჯ) ძ #0, საიდანაც 

დ(»)=ძ“! / (X). 
აგედან გამომდინარეობს შემდეგი თვისება: . 

VIII. /(X) და «(X) მრავალწევრები მაშინ და მხოლოდ მაშინ 
იყოფიან ერთდროულად ერთმანეთზე, როცა ჯ«(X)=-C/ (>), #90. 

დაბოლოს, VIII და I-დან გამომდინარეობს თვისება: 

I#. ყოველი გამყოფი ორი /(») და.C/ (7), სადაც #0, მრა- 
ვალწევრიდან ერთ-ერთისა, მეორე მრავალწევრის გამყოფიც 

იქნება. · 

უდიდესი საერთო გამყოფი. ვთქვათ, მოცემულია ნებისმიერი მრავალ- 

წევრები /(») და §(»X). დ(X) მრავალწევრს ეწოდება /(X) და «(X) მრავალ- 
წევრთა საერთო გა მყოფი, თუ იგი თითოეული ამ მრავალწევრის გამ-. 

ყოფია. V თვისება (იხ. ზემოთ) გვიჩვენებს, რომ / (X) და «(X) მრავალწევ– 

რების საერთო გამყოფთა რიცხეს მიეკუთვნება ნულოვანი ხარისხის ყველა 

142



'ვრავალწევრი. თუ ამ ორ მრავალწევრს სხვა საერთო გამყოფები არ აქვთ, 

მაშინ მასთ ურთიერთ მარტივი ეწოდებათ. 
ზოგად შემთხევევაში /(») და ((X) მრავალწევრებს შეიძლება ჰქონდეთ 

გამყოფები, დამოკიდებულნი ჯ-ზე, და ჩვენ გვინდა ამ მრავალწევრთა უდი- 
-დესი საერთო გამყოფის ცნების შემოტანა. 

უხერხული იქნებოდა ისეთი განმარტების მიღება, რომლის მიხედვით 

#(X) და «(;) მრავალწევრთა უდიდესი საერთო გამყოფი არის მათი უდი-· 

დესი ხარისხის საერთო გამყოფი. ერთი მხრივ, ჯერ კიდევ არ ვიცით, ხომ 

არ ექნებათ / (ჯX) და დ(X)-ს უდიდესი ხარისხის მრავალი სხვადასხვა საერთო 

გამყოფი, რომლებიც ერთმანეთისაგან განსხვავდებიან არა მარტო ნულოვანი 

ხარისხის მამრავლით, ე. ი. ხომ არ შეიცავს ეს განმარტება მეტად დიდ 

განუსაზღვრელობას. მეორე მხრივ, მკითხველი ელემენტარულ არითმეტიკაში 

უკვე შეხვედრია მთელ რიცხვთა უდიდესი საერთო გამყოფის მოძებნის ამო- 

ცანას და იცის, რომ 12 და 18 მთელ რიცხვთა უდიდესი საერთო გამყოფი 

6 არის არა მარტო ამ რიცხვების საერთო გამყოფთა შორის უდიდესი, არა- 
მედ იყოფა კიდეც მათ ნებისმიერ სხვა საერთო გამყოფზე; მართლაც, 12 და 

18 რიცხვების სხვა საერთო გამყოფებია 1, 2, 3, –-1, –-9, –-3, –-6 რი- 

ცხქები. 
ამიტომ მრავალწევრების შემთხვევაში მივიღებთ ასეთ განმარტებას: 

# ე და «(ჯ) მრავაულწევრთა უდიდესი საერთო გამყოფი ეწოდება 

ისეთ ძ”(») მრავალწევრს, რომელიც არის მათი საერთო გამყოფი და ამასთა- 
-ნავე, თვითონ იყოფა ამ მრავალწევრთა ნებისმიერ სხვა საერთო გამყოფზე. 

#0) და «(X) მრავალწევრთა უდიდესი საერთო გამყოფი აღინიშნება (/ (X), 

'" #(X)) სიმბოლოთი. 

ეს განმარტება ღიად ტოვებს კითხვას, არსებობს თუ არა ნებისმიერ 

#(X) და «(ჯ) მრავალწევრთა უდიდესი საერთო გამყოფი, ამ კითხვაზე ახლა 

დადებითი პასუხი გაიცემა. ამავე დროს მითითებული იქნება მოცემულ მრა- 

ვალწევრთა უდიდესი საერთო გამყოფის პრაქტიკულად მოძებნის მეთოდი. 

გასაგებია, რომ ჩვენ არ შეგვიძლია აქ გადმოვიტანოთ ის წესი, რომლითაც 

ჩვეულებრივ ხდება მთელ რიცხვთა უდიდესი საერთო გამყოფის მოძებნა, 

რადგან მრავალწევრებისათვის ჯერ კიდევ არა გვაქვს მთელი რიცხვის მარტივ 

მამრავლებად დაშლის მსგავსი რამ. მაგრამ მთელი რიცხვებისათვის არსებობს 

სხვა წესიც. ეგრეთწოდებული მიმდევრობითი გაყოფის ალგო- 

რითმი, ანუ ევკლიდეს ალგორითმი; ეს წესი სავსებით გამოიყენება 

მრავალწეერებისთვისაც. 

მრავალწევრებისათვის ევკლიდეს ალგორითმი მდგომარეობს შემდეგში. 

ვთქვათ, მოცემულია / («) და წ (ჯ) მრავალწევრები, I (X) ვყოფთ ((»)-ზე და 
ვღებულობთ, საზოგადოდ რომ ეთქვათ, რაიმე „,(ჯ) ნაშთს. შემდეგ „(X) 

ვყოფთ „, (X)-ზე და ვღებულობთ ჯ, (») ნაშთს, „,(ჯ) ვყოფთ ”,(X)-ზე და ა. შ. 
რადგან ნაშთების ხარისხები სულ მცირდებიან, ამიტომ თანმიმდევრობით 
გაყოფის ამ მწკრივში ჩეენ უნდა მივაღწიოთ იმ ადგილამდე, სადაც გაყოფა 

მოხდება უნამთოდ და ამიტომ პროცესი შეწყდება, სწორედ ის #C) 

ნაშთი, რომელზედაც უნაშთოდ იყოფა წინა „ ,(2) ნაშთი, 
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იქნება #(ე) და დ(.) მროავალწევრთა საერთო უდიდესი გამ. 
ყოფი. 

დამტკიცებისათვის წინა აბზაცში გადმოცემული ჩამოვწეროთ შემდეგი 
ტოლობათა მწკრივის სახით: : 

/თ=ჯ0,(0+ MC), I 
I 

§ (X)=7) (X) #:(X) –+ ჩე (2), 

7”, (+) = 7; (2:) ძე.(X) –C #ე (2:), : (2 
მთანი ნნთ თონ თი ა ) 

7L-ე (:)=/L-; (X) ის: (X) -– ”L-, (2), | 

ML (X) =>7+ კ, (X) 4L C2:) –L- ”, (X), | 

ი, 0ე=” 60 თა, (ი. I 
უკანასკნელი ტოლობა გგიჩეენებს,, რომ #.(1) გამყოფია ჯL , (»ჯ)-ის. აქე–- 

დან გამომდინარეობს, რომ უკანასკნელის წინა ტოლობის მარჯვენა ნაწილის- 
ორივე შესაკრები იყოფა IV (»)-ზე, რის გამოც I(ჯ) გამყოფი იქნება 7» ,(»X)- 

საც. შემდეგ, ამავე გზით თუ ავალთ ზემოთ, მივიღებთ, რომ IV(X) გამყოფი 

იქნება ” ვ (X), -·. #”2 (2), #71 (ჯ)-საც. აქედან, შეორე ტოლობის ძალით, გამოვა, 

რომ ი” (2) გამყოფი იქნება C(»)-ის და, მაშასადამე, პირველი ტოლობის 

საფუძველზე-- / ()-საც. ამრიგად, M(X») არის /() და ყჟ(»X)-ის საერთო 
გამყოფი. 

„ახლა ავიღოთ #(X) და ჟ#(ჯ) მრავალწევრთა ნებისმიერი დ(ჯ) საერთო 

გამყოფი. რადგან (2) ტოლობათაგან პირველის მარცხენა ნაწილი და მარ- 

ჯვენა ნაწილის პირველი შესაკრები იყოფიან დ (»ჯ)-ზე, ამიტომ „ჟ, (X)-იც გაი-. 

ყოფა დ (»X)-ზე. თუ გადავალთ მეორე და შემდგომ ტოლობებზე, ამავე წესით 

მივიღებთ, რომ დ(:)-ზე გაიყოფიან #,.(»), 73(X), ·.. მრავალწევრები. დაბო- 

ლოს, თუ უკვე დაზტკიცებულია, რომ =«.:(X) და IL , (+) იყოფიან დ (::)-ზე, 
მაშინ უკანასკნელის წინა ტოლობიდან მივიღებთ, რომ #L(X)-იც იყოფა დ(ჯ)-ზე. 
ამოიგად, II(CX) სინამდვილეში იქნება /(X») და C(X) მრავალწევრთა უდიდესი 

საერთო გამყოფი, ' 

მაშასადამე, დავამტკიცეთ, რომ ნებისმიერ ორ მრავალწევრს აქვს უდი- 
დესი საერთო გამყოფი და მივიღეთ მისი გამოთვლის წესი. ეს წესი გვიჩ- 

ვენებს, რომ, თუ /(ჯ) და #(>X) მრავალწევრებს ორივეს აქვს რა- 

ციონალური ან ნამდვილი კოეფიციენტები, მაშინ მათი 

უდიდესი საერთო გამყოფის კოეფიციენტებიც აგრეთვე 

რაციონალურიან, შესაბამისად, ნამდვილი იქნებიან, თუმცა, 
რა თქმა უნდა, ამ მრავალწევრებს შეიძლება ჰქონდეთ ისეთი გამყოფებიც, 

რომელთა ყველა კოეფიციენტი რაციონალური (ნამდვილი) არ არის. ასე მა- 

გალითად, რაციონალურ კოეფიციენტებიან 

# (2)=:ტ–-3ჯ?--9X--6, დ(:)ლ=#9-6 2მ –- 2 –– 2 

მრავალწევრებს უდიდეს საერთო გამყოფად აქვთ რაციონალურ კოეფიცი- 
ენტებიანი უჯ? 2 მრავალწევრი, თუმც მათ აქვთ საერთო გამყოფი X-IM 2, 

რომლის ყველა კოეფიციენტი რაციონალური არ არის, 
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თუ ძC:) არის / (X) და «(;) მრავალწევრთა უდიდესი საერთო განყოფი, 

მაშინ, როგორც VIII და IX (იხ. ზემოთ) თვისებები გვიჩეენებს, ამ მრავალ- 

წევრთა უდიდეს საერთო გამყოფად შეგვეძლო აგვერჩია იძ (2) მრავალწევრიც, 

სადაც 2 არის ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი რიცხვი. სხვა სიტყვებით, 
ორი მრავალწევრის უდიდესი საერთო გამყოფი განისაზღევ- 

რება მხოლოდ ნულოვანი ხარისხის მამრავლის სიზუსტით, 

ამის გამო შეგვიძლია შევთანხმდეთ, რომ ორი მრავალწევრის უდი- 

დესი საერთო გამყოფის უფროსი კოეფიციენტიყოველთვის 

ჩავთვალოთ ერთის ტოლად. თუ ვისარგებლებთ ამ პირობით, შეგვიძ- 

ლია ვთქვათ, რომ ორი მრავალწევრი თანამარტივია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, თუ მათი უდიდესი საერთო გამყოფი უდრის 

ერთს. მართლაც, ორი თანამარტივი მრავალწევრის უდიდეს საერთო გამ- 

ყოფად შეგვიძლია ავიღოთ ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი რიცხვი, 

მაგრამ თუ გავამრავლებთ მას შებრუნებულ ელემენტზე, მივიღებთ ერთს. 

მაგალითი. მოეძებნოთ 

# (»X)-= ჯ' + ვუბ აემ. 4:--ქ, დ (:)=3;13-L 10ჯ? –+ 2X–--3 

მრავალწეერების უდიდესი საერთო გამყოფი. 

თუ გამოვიყენებთ მთელ კოეფიციენტებიან მრავალწევრებზე ევჯლიდეს ალგოოითჩს, 

იმისათვის, რომ თავიდან ავიცილოთ წილადი კოეფიციენტები, შეგეიძლია გავამრავლოთ 

გასაყოფი ან შევკეეცოთ გამყოფი ნებისმიერ ნულისაგან განსხვავებულ ოიცხეზე, ამასთანავე 

არა მხოლოდ მიმდევრობითი გაყოფის რომელიმე ადგილიდან დაწყებული, არამედ თეით ამ 

გაყოფის პროცესშიც. გასაგებია, ეს მიგვიყვანს განაყოფის დამახინჯებაზე, მაგრამ ჩვენთვის 

საინტერესო ნაშთები შეიძენენ მხოლოდ ნულოვანი ხარისხის მამრავლს, რაც, როგორც 

ვიცით, უდიდესი საერთო გამყოფის მოძებნისას დასაშვებია. 

#70 გავყოთ დ (2)-ზე, წინასწარ #ძე გავამრავლოთ 3-ზე: 

ვეტ -L 9ჯ3 –- 32 -- 12ჯ-–- 9 | 393 +-10ჯ?-- 2X-–- 3 

ვ.) 1-10ჯ9 -L 2X2.– 3ჯ X+1 
  

ემა 5ჯ 9-9 

(გავანრავლოთ –-3-ზე) 

3ე;:) -L- 15:: -L 27ჯ –- 27 

ვუჯბ -L 101: –C 2X –– პ 

5ჯ7 + 25ჯ –L 30. 

ამრიგად, პირველი ნაშთი, 5-ზე შეკვეცის შემდეგ, იკნება 71 (X)== XX ++ 5X +-6. 

გაეყოთ მასზე წ (ჯX) მრავალწევრი: . 

33 -L 10;:1 + 2ჯX– 3 |1?7+-5X+6 

ვებ -L 15ჯ%-++16»ჯ 3ვჯ–5 

– 5:1- 16X-3 

–. 5 -- 25-30 
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მაშასადამე, მეორე ნათი 9-ხე შეკვეცის შემდეგ უქნება ”» (0=ჯ-+3. რადგან 

სC0=7 6 (C+-2). 
იტომ #5(1:) იქნება ის უკანასკნელი ნაშთი, როომელხედაც უნაშთოდ იყოფა წინა ნაშთი. 

ოიზად, იგი იქნება საძიებელი უდიდესი საერთო. გამყოფი: 

(/ («), C(X))=X-+-3. 
შემდეგი თეორემების დამტკიცებისათვის გამოვიყენებთ ეეკლიდეს 

ალგორითმს. 

თუ ძ(;) არის /(X) და «(:) მრავალწევრთა უდიდესი საერCრ- 

თო გამყოფი, მაშინ შეგვიძლია ვიპოვოთ ისეთი V(::) და V(C1) 

ზრავალწევრები, რომ 

#0 9VC0) +§ეთიი=ძღე. (3) 
აზასთანავე, თუ /(11)და 2«(:) მრავალწევრთა ხარისნწები ნულზე 

გეტია, შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ ((»)-ის ხარისხი ნაკლებია 

§(2)-ის ხარისხზე, V(»)ის ხარისხი კი ნაკლებია /(:)-ის ხა- 

რისხზე. 

დამტკიცება დამყარებულია (2) ტოლობებზე. თუ გავითვალისწინებთ, 
რომ #(:)=0(X) და ვიგულისხმებთ #IL(X)=1, დV, (X)= –4იL(1), მაშინ (2) 

ტოლობათაგან უკანასკნელის წინა ვოგვცემბს: 

ძ (1:1)=7L.., (2:) 1, (2:) –– 7-1 (X) 7 (2:). 

აქ (2)-ის წინა ტოლობიდან, თუ ჩავსვამთ #-_, (X)-ის გამოსახულებას ჯ, ვ (+) და 

”- ე 'X)ის საშუალებით, მივიღებთ: 

-9(:ე)=IV-: (X) II (2) –– 7-5 (X)% (ჯ), 

სადაც, როგორც ჩანს, #,(X)=9,(2:), 9: (2X)=-%, (X)-– წ, (+) .-,(X). თუ გა5- 
ვაგრძობთ (2) ტოლობებში ზემოთ სვლას, დაბოლოს მივალთ დასამტკიცებელ 

(3) ტოლობამდე, : · 
თეორემის მეორე დებულების დასამტკიცებლად ვიგულისხმოთ, რომ 

(3) ტოლობის დამაკმაყოფილებელი %(2:) და V(X) მრავალწევრები უკვე მოძებ- 

ნილია, მაგრამ, მაგალითად, «(2:)-ის ხარისხი მეტია ან ტოლი (1:)-ის ხარის- 

ხის. V(»ჯ) გავყოთ ( (Xჯ)-ზე: | 

ა 

'
“
C
 

% (X)==ჯ (X) 9 (X) ++ „ (ჯ), 
სადაც #”(:)-ის ხარისხი #(X)-ის ხარისხზე ნაკლებია, და ჩავსვათ ეს გამოსა- 

ხულება (3)-ში. მივიღებთ 

#C9)#7 (2) -- ( (X) LV (X) + / (+) 4(X) 1=ძ (2) 
ტოლობას. #(»)-თან მდგომი მამრავლის ხარისხი უკვე ნაკლებია §(2)-ის 

ხარისხზე. თავის მხრივ, კვადრატულ ფრჩხილებში მოთავსებული მრავალწეე- 

რის ხარისხი ნაკლებია /(ჯ)-ის ხარისხზე, რადგან წინააღმდიგ შემთხეევაში 

მარცხენა ნაწილის მეორე შესაკრების ხარისხი ნაკლები არ იქნებოდა ((X) /(X) 

ნამრავლის ხარისხზე და რადგან პირველი შესაკრების ხარისხი ნაკლებია ამ 

ნამრავლის ხარისხზე, ამიტომ მთელ მარცხენა ნაწილს ექნება ჯ(7) / (X)-ის 
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ხარისიზე მეტი ან ნაკლები ხარისხი მაშინ, როცა ძ(X) მრავალწევრს, ჩვენი 

დაშვებით, უეჭველად აქვს ნაკლები ხარისხი. 

თეორემა დამტკიცებულია. ამავე დროს მივიღეთ, რომ, თუ / (») და 

§(2) მრავალწევრებს აქვთ რაციონალური ან ნამდვილი კოეფიციენტები, 

მაშინ (3) ტოლობის დამაკმაყოფილებელი V(X) და თV(X) მრავალწევრებიც 
შეგვიძლია ავირჩიოთ ისე, რომ მათი კოეფიციენტები იყვნენ რაციონალური 

ან, შესაბამისად, ნამდვილი. 

მაგალითი. ვიპოვოთ (31) ტოლობის დამაკმაყოფილებელი #(ჯ) და წ (X) მრავალ- 

· წევრები, თუ 
#7 ცელაჭ –-7-3ჯ-–10, „60ელ–ჯ1+6X? –- 9X-–- 14, 

ამ მრავალწევრზე გამოვიყენოთ ეეკლიდეს ალგორითმი, ამასთანავე გაყოფისასახლა უკვე 

აღარ შეგვიძლია დავუშვათ განაყოფთა დამახინჯებანი, რადგან ეს განაყოფები გამოიყენებიან 

M (1) და 7 (X) მოავალწევრთა მოძებნაში. მივიღებთ ტოლობათა ახეთ სისტემას: 

/ (0=( 6) + (71 -L 12; + 4): 
54% 235 8 , _ 1 0 54), 235, _ §6)=C-79-+#612+4( აჯი) 25 6-2; 

–7XI+ 12ჯ + 4=(ჯ –2 (7-2). 

- აქედან სამომდიბიეობს, თ რომ (/ (X), წხიაიიიი და რომ, 

7 5 
#(X)ა=–--– ლ .: 
“თ 235 %+ ვე. · წი 2352. 235 

თუ გამოვიყენებთ ს გნამარტიე მრავალწევრებზე ახლა დაზტკიცებულ 
თეორემას, მივიღებთ ასეთ შედეგს: 

#(X და დ«() მრავალწევრები თანამარტივია ზაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, თუ შესაძლებელია 

0 /C04“00+ჯ§00#C60=1 (4 
ტოლობის დამაკმაყოფილებელი #(X)_და ა(ჯ) მრავალწევრთა 

- მოძებნა. 

ამ შედეგზე დაყრდნობით შესაძლებელია თანამარტივ მრავალ- 

წევრებზე რაზდენიმე მარტივი, მაგრამ მნიშვნელოვანი თეორემის დამ- 

ტკიცება: 
აათუ /(ლX– მრავალწევრი თანამარტივია დ(») და %(:) მრა- 

ვალწევრებიდან) თითოეულთან, მაშინ იგი თანამარტივია 

მათ ნამრავლთანაც. 

მართლაც, (4)-ის ძალით, არსებობს ისეთი #(X) და V(X) მრავალწევ- 
“რები, რომ , 

#/60)«4C0 -++C(X)V9(2)=1. 
ამ ტოლობის # (ჯ)-ზე გამრავლებით მივიღებთ: 

# (2) IM) ყ (91 + (ი (29) 9 6:19 0=% (2), 
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საიდანაც გამომდინარეობს, რომ / (ჯ)-სა და დ (1) ს (X–)-ის ყოველი საერთო გაზ- 
ყოფი გამყოფი იქნებოდა დ (ჯ)-საც; მაგრამ, პირობის ძალით, (/ (>), ს (X) )=1, 

ბ) თუ /(X) და ((1) მრავგალწევრთა ნამრავლი იყოფა «(1)-ზე, 

მაგრამ /(X:) და დ(:) თანამარტივია, მაშინ «(ჯ) იყოფა დ (X)-ზე., 
მაოთლაც, 

#009%00-+-?(9V(X)=1 
ტოლობის დ«(X)-ზე გამრავლებით მივიღებთ: 

L/ (X) §(X)1 9 (2) +დ (X) (V(X) ყ C01=ჯC;). 
ამ ტოლობის მარცხენა ნაწილის ორივე შესაკრები იყოფა დ(»)-ზე; მაშასა- 

დამე, მასზე გაიყოფა ( (ჯ)-იც- 

გ) თუ /() მრავალწევრი იყოფა დ(ჯ) და V») მრავალწევ- 
რებზე, რომელნიც ურთიერთ შორის თანამარტივია, მაშინ“ 

#(2) გაიყოფა მათ ნამრავლზეც. 

მართლაც), /(X)=დ(X) %(X) ისე, რომ მარჯვნივ მდგომი ნამრავლი იყოფა · 

ს(ე)-ზე. ამიტომ ბ)-ს ძალით, დ (+) იყოფა ს (X)-ზე, დ (+)=0 (იე, საიდა- 
ნაც #6)=|დ ი 8 6919 (ი. 

უდიდესი საერთო გამყოფის განსაზღვრება შეიძლება გავრცელდეს მრა- 

ვალწევრთა ნებისმიერი სასრული სისტემისათვის: /.(21), #,(2:), ·-·; / კ (+) მრა- 

ვალწევრთა უდიდესი საერთო გამყოფი ეწოდება ამ მრავალწევრთა · 

ისეთ საერთო გამყოფს, რომელიც იყოფა მათ ნებისმიერ სხვა საერთო გამ- 

ყოფზე. მრავალწევრთა ნებისმიერი სასრული სისტემისათვის უდიდესი საერთო 

გამყოფის არსებობა გამომდინარეობს შემდეგი თეორემიდან, რომელიც 

გვაძლევს მისი გამოთვლის წესსაც. 

#)I(X); 7/ა(X),-·-, /+(2) ი მრავალწევრთა უდიდესი საერთო გაზ-“ 

ყოფი უდრის /,CV) მრავალწევრისა და /,(X, /,(X),..-,//-1() 
მრავალწევრთა უდიდესი საერთო გამყოფის უდიდეს საერ-” 

თო გამყოფს., 

მართლაც, თეორემა ცხადია, როცა ჯ=2 „ ამიტომ ვიგულისხმებთ, რომ 

იგი სამართლიანია ( -- 1-სათვის, ე. ი., კერძოდ, უკვე დამტკიცებულია: · 
#1(X) /#:(X)-·/. 1(X) მრავალწევრთა ძ(X) უდიდესი საერთო გამყოფის 

არსებობა. ძ(»)-ით აღვნიშნოთ ძ(X) და /,(X) მრავალწევრთა უდიდესი საერ- 

თო გამყოფი. ცხადია, იგი იქნება ყველა მოცემული მრავალწევრთა საერთო 

გამყოფი, მეორე მხრივ, ამ მრავალწევრთა ყველა სხვა საერთო გამყოფი 

გამჟოფი იქნება აგრეთვე ძ(X)-საც და, მაშასადამე, ძ(- საც. · 

კერძოდ /, (X), /, (X),-.-,/; (2) შრავალწევრთა სისტემას ეწოდება თანა-- 
მარტივი, თუ ამ მრავალწევრთა საერთო გამყოფები მხოლოდ ნულოვანი 

ხარისხის ზმრავალწევრებია, ე. ი. თუ მათი უდიდესი საერთო გამყოფი უდრის 1, 

თუ §>2, მაშინ შესაძლებელია ეს მრავალწევრები წყვილ-წყვილად თანა–. 

მარტივნი არ იყვნენ. მაგალითად, ! 

#(00=»3 --7პ+7X+15, (00= 7 --X -- 20, ' 
M(X)ლ–ჯ9მ –- #2 –– 12ჯ 
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· მ0რავალწევრთა სისტემა თანამარტივია, თუმცა 

(/ (ე), (X))=X-–5, (7 (>), 6(X))=+–3, (7(X), # (X))=Xჯ--4 

მკითხველი ადვილად განაზოგადებს თანამარტივ მრავალწევრებზე ზემოთ 

დამტკიცებულ ა)--ბ) თეორემეს მრავალწეგრთა ნებისმიერი სასრული 
: რიცხვის შემთხეევაზე. 

“#5 95. მრავალწევრთა ფესვები 

§ 20-ში უკვე შევხვდით მრავალწევრის მნიშვნელობებს, როდესაც ვლა- 

· -პარაკობდით მრავალწევრის ცნების შესახბ თფუნქციონალურ-თეორიული 

თვალსაზრისით. მოვიგონოთ განმარტება. 

.. თუ 

#7 0ე)=ძებ იები L+...+ მა (65) 

რაიმე მრავალწევრია, ხოლო «-–- რაიმე რიცხვი, მაშინ რიცხვს 

# (0)=ძე+ძი,ლ01-L...+ძ., 

:რომელიც მიღებულია / (»)-ის (1) გამოსახულებაში ჯ უცნობის შეცვლით « 

რიცხვით და თანმიმდევრობით ყველა მითითებული ოპერაციის შესრულებით, 

„ეწოდება /(:) მრავალწევრის მნიშვნელობა, როცა X=0. გასაგე- 
- ბია, რომ, თუ /(2:)=:((X) მრავალწევრთა ალგებრული ტოლობის თვალსაზრისით, 

რომელიც განმარტებულია § 20-ში, მაშინ / (-0=ჯ (ი) ნებისმიერი «-სათვის, 

ადვილი სანახავია აგრეთვე რომ, თუ 

დ(X)= / (X)-C « (+), V(X)= / (X) დ (X), 

დ(ი)=/(ი)+წ(ი, V(00=/ (9( (ე. 

სხვა სიტყვებით, § 20-ში განმარტებული მრავალწევრთა შეკრება და გამოავ- 

ლება მრავალწევრთა ფუნქციონალურ-თეორიული თვალსაზრისით განხილვისას 

გადაიქცევიან ფუნქციათა შეკრებად და გამროავლებად, რომელნიც გვესმის, 

როგორც ამ ფუნქციების სათანადო მნიშვნელობათა შეკრება და გამრავლება. 

თუ /(20=0, ე. ი. /(:) მრავალწევრი ნული ხდება მასში უცნობის 

ნაცვლად « რიცხვის ჩასმით, მაშინ (-ს ეწოდება /(ჯ») მრავალწევრის (ან 

#(2.=0 განტოლების) ფესვი. ახლა ნაჩვენები იქნება როომ ეს ცნება 

მთლიანად შეეფარდება მრავალწევრთა გაყოფადობის იმ თეორიას, რომელიც 

წინა პარაგრაფის შესწავლის საგანი იყო, 

„. თუ, / (1) მრავალწევრს გავყოფთ პირველი ხარისხის ნებისმიერ მოავალ- 

წევრზე (ანუ, როგორც შემდეგში ვიტყვით, წრფივ მრავალწევრზე), 
მაშინ ნაშთი ან ნულოვანი ხარისხის რაიმე ზრავალწევრი იქნება, ან ნული, 

ე. ი. ყოველ შემთხვევაში –– რაიმე » რიცხვი. შემდეგი თეორემა საშუალებას . 

· « გვაძლევს ვიპოვოთ ეს ნაშთი, თვითონ გაყოფის შეუსრულებლად, იმ შემ- 

თხვევაში, როცა გაყოფა ხდება ;-- სახის მრავალწევრზე. 

· მაშინ 
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#(0) ზრავალწევრის »–- წრფივ მრავალწევრ ზე გაყოფის. 

ნაშთი ტოლია /#() მრავალწევრის /() მნიშვნელობისა, 
როცა ::=«. 

მართლაც, ვთქვათ, 

#7(0=(+-–-0ი490)+”/. 
თუ ავიღებთ ამ ტოლობის ორივე ნაწილის მნიშვნელობას, როცა X=%, მი-- 
ვიღებთ: 

#(-00=(C--0)9(-)+7=7, 

რაც თეოოემას ამტკიცებს. 

აქედან გამომდინარეობს განსაკუთრებით მნიშვნელოვანი შედეგი: 

– რიცხვი მაშინ და მხოლოდ მაშინ იქნება /(ჯ;) მრავალ-. 
წევრის ფესვი, როცა /(») იყოფა X-–/-ზე. 

მეორე მხრივ, თუ /(:) იყოფა პირველი ხარისხის რაიმე თX+სხ მრა- 

ვალწევრზე, მაშინ, ცხადია, იყოფა #-(C- +) მრავალწევრზეც, ე. ი. X-–« 
ძ 

სახის მრავალწევრზეც. ამრიგად, #/(») მრავალწევრის ფესვების მო- 

ძებნა ტოლფასია მისი წრფივი გამყოფების მოძებნისა. 

ზემოთ ნათქვამის ძალით, საინტერესოა / (X) მრავალწევრის X-– წრფივ 
ოღრწევრზე გაყოფის შემდეგი მეთოდი, უფრო მარტივი, ვიდრე მრავალწევრთა 

გაყოფის ზოგადი ალგორითმი. ამ მეთოდს ეწოდება პორნერის მეთოდი. 

ვთქვათ, 

/ (2.)=0ე15+ თ" 1 -- 0," ზ-..- თი (2)- 

#(CX=(ჯ-–ი90ე +7, (3). 

ეე __ 
(პ)-ში ჯ-ის ერთნაირი ხარისხების კოეფიციენტების შედარებით მივიღებთ 

და 

სადაც 

Cთა=ხი, 

თძ,ლ=ხ, – ინჩი, 

· რე=7 --იხი კ. _ი ა 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ხა=ძე, ხს=06ჩL 1 +-0 #=1, 2) ...,#1-1, ე, ი: 

ს კოეფიციენტი მიიღება წინა M., კოეფიციენტის «-ზე გამ- 
რავლებით და სათანადო თ კოეფიციენტის მიმატებით; და- 

ბოლოს, #=ინი.)+0თ,, ე. ი. ” ნაშთი, ტოლი, როგორც ვიცით, /(2)-სი, მიიღება· 

ამავე კანონით. ამრიგად, განაყოფისა და ნაშთის კოეფიციენტები შეგვიძლია: 

თანმიმდეგრობით მივიღოთ ერთი და იმავე სახის გამოთვლით, რომელნიც 
განლაგდებიან სქემაში, როგორც შემდეგი მაგალითები გვიჩვენებს: 

1. / (X)=2ჯზ –- #9 –- 3ე9-X –“- 3 გავყოთ X--3-ზე. 
შევადგინოთ ცხრილი, რომელშიც ხახის ზემოთ განლაგდებიან / (X) მრავალწევრის 

კოეფიციენტები, ხაზის ქვემოთ––განაყოფისა და ნაშთის შესაბამისი კოეფიციენტები, რომ-- 
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ლებიც გამოთვლილია თანმიმდევრობით, ხოლო მარცზნივ გვერლიით–-C-ს მნიშვნელობა მო– 

ცემულ მაგალითში: 

2 –-1 –3 0 1 –3 

3 2, 372-1=5, 3:5-3=12, 3·12--0=პ36, 3:36+1=109, 37 109-–3=324 
  

ამრიგად, საძიებელი განაყოფი იქნება 

9(X)=2ჯ!) + 5:93 + 12: –I- 36ჯ –L 109, 

ხოლო ნაშთი #= /#/ (3)=324, 

2: #/(1)ლ–ჯ!–- 8ე1-L ჯ? +4ჯ-9 გავყოთ X--1-ხე. 

1 –-8 1 4-9 

–)1 –9 10=6–=3“' 
ამიტომ განაყოფი იქნება 

9(:)=X) –– 9? -L 10ჯ –– 6, 

ხოლო ნაშთი #= / (–1)= – 3, 

ეს მაგალითები გვიჩვენებენ, რომ ჰორნერის მეთოდი ზეიძლება 

აგრეთვე გამოყენებულ იქნას,რომ #(% მრავალწევრის მნიშე- 

ნელობა სწრაფად გამოვითვალოთ უცნობის მოცემული 

მნიშვნელობისათვის. | 
ჯერადი ფესვები. თუ /(X) მრავალწევრის ფესვია «, ე. ი. / (01)=0, 

მაშინ #(X) იყოფა, როგორც ვიცით, +--ზე. შეიძლება აღმოჩნდეს. რომ 

# (1) მრავალწეევრი იყოფა X-C წრფივი ორწევრის არა მხოლოდ პირველ 

ხარისხზე, არამედ მის უფრო მაღალ ხარისხზე. ყოველ შემთხვევაში მოიძებ- 

ნება ისეთი ნატურალური რიცხვი #, რომ / (1) უნაშთოდ იყოფა (X--)!-ზე. 

მაგრამ არ იყოფა (X--C):++1-ზე. ამიტომ 

#(0ე=(L-–-იდ(X, 

სადაც დ(X) მრავალწევრი (X–ი)ზე უკვე არ იყოფა, ე. ი. C რიცხვი მას თეს- 

ვად არა აქვს. # ორიცხეს ეწოდება # ფესვის ჯე რადობა /(:) მრავალწევრ3ჰი, 
ხოლო თვით « ფესვს--ამ მრავალწევრის #-ჯერადი ფესვი, თუ X#:-!, 

მაშინ ამბობენ, რომ ფესვი « მარტივია. 

ჯერადი ფესვას ცნება მჭიდრო კავშირშია მრავალწევრის წარმოებულის 

ცნებასთან. მაგრამ ჩვენ შევისწავლით ნებისმიერ კომპლექსურ კოეფიციენტე- 

ბიან მრავალწევრებს და ამიტომ არ შეგვიძლია უბრალოდ ვისარგებლოთ წარ- 

მოებულის ცნებით, რომელიც მათემატიკური ანალიზის კურსშია შემოტანილი. 

ის, რაც ქვემოთ იქნება ნათქვამი, უნდა განვიხილოთ როგოოც ანალი- 

ზის კურსისაგან დამოუკიდებელი განმარტება მრავალწევრის წარმოი- 

ბულისა. 

ვთქვათ, მოცემულია ჯ-ური ხარისხის მრავალწევრი 

#(2) = ძეს" + ძ.ჯბ! +... + ი. 1X-+- იი 

ნებისმიერი კომპლექსური კოეფიციენტებით. მისი წარმოებული (ანუ 

პირველი წარმოებული) ეწოდება (ს–1) ხარისხის მრაგალწევრს 
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# (-)=#ძაX"“ 1 -L (1 –– 1) რ, >... +-2ძიი-აX + ძა. 

ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრის და ნულის წარმოებული ითვლება ნულის 

ტოლად. პირველი წარმოებულის წარმოებულს ეწოდება #(%X) მრავალწევრის 

მეორე წარმოებული და აღინიშნება /”(X)-ით, და ასე შემდეგ. ცხა- 

დია, რომ ' 

#70 (10=V!ძა 

და ამიტომ /0%1)(;)=0, ე, ი. »-ური ხარისხის მრავალწევრის 
(#I(+-1)ე წარმოებული წნულის ტოლია. 

ჩვენს შემთხვევაში არ შეგვიძლია ვისარგებლოთ კომპლექსურ კოეფი- 

ციენტებიან მრავალწევრებზე წარმოებულის თვისებებით, რომელიც დამტკი- 

ცებულია ანალიზის კურსში ნამდვილ კოეფიციენტებიან მრავალწევრებისათვის 

და თუ ვისარგებლებთ მხოლოდ ზემოთ მოცემული წარმოებულის განმარტე- 

ბით, საჭიროა ეს თვისებები ახლად დავამტკიცოთ. ჩვენ გვაინტერესებს შემ- 

დეგი თვისებები, რომელნიც, როგორც აზბობენ, წარმოადგენენ ჯამისა და: 
ნამრავლის გაწარმოების ფორმულებს: 

(70 ++CCIC) /=7' (+) + დ“ C), (4) 

C/ C:) · ( (X)) = / (ჯ) დ" (X) -L /' (X) დ Cე). (5) 
ეს ფორმულები ადვილად შემოწმდება უშუალო გამოთვლითაც, თუკი 

# დუ) და ((ჯ)-ად ავიღებთ ორ ნებისმიერ მშრავალწევრს და გამოვიყენებთ 

წარმოებულის ზემოთ მოცემულ განმარტებას; ამ შემოწმებას ვანდობთ მჭი- 

თხველს. ' 

(5) ფორმულა ადვილად განზოგადდება მამრავლთა ნებისმიერი სასრუ- 

ლი რიცხვის ნამრავლის შემთხვევაზე და ამიტომ ჩვეულებრივი წესით შეგ- 

ვიძლია ფორმულის გამოყვანა ხარისხის წარმოებულისთვისაც: 

(/M2>) /=#/!'1(090 /'(. · (6) 

ჩვენი მიზანია შემდეგი თეორემის დამტკიცება: 

თუ 2 რიცხვი /#/(:) მრავალწევრის #-ჯერადი ფესვია, 

მამინ, როცა #>1, იგი იქნება ამ მრავალწევრის პირველი 

წარმოებულის (#-–-1)-ჯერადი ფესვი; ხოლო, თუ #=1, მაშინი 

არ იქნება /#'(X)-ის ფესვი. · 

მართლაც, ვთქვათ, 

#(X)=(ჯX-ი0)დ(:), M > 1, (7) 
სადაც დ(X) უკვე არ იყოფა ჯ--ი-ზე. (7) ტოლობის გაწარმოებით მივიღებთ: 

# (X)ლ–(X-–-ი2)ტდ" (+) + #(L-- 6)“ 1დ00= 

=(X--ი)“ 1 I(X--)დ' (X) –- XC (2)). 

კვადრატულ ფრჩხილებში მდგომი ჯამის პირველი შესაკრები იყოფა %--“-ზე, 

ხოლო მეორე არ იყოფა (::–-2)-ზე; ამიტომ მთელი ჯამი არ შეიძლება გაიყოს 

ჯ--“ზე. თუ გავითვალისწინებთ, რომ /”(X)ის განაყოფი (X--)“1-ზე განი- 

საზღვრება ცალსახად, მივიღებთ, რომ (+-ი"“! არის ჯ--” ორწევრის უდი- 
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დღესი ხარისხი, რომელზედაც იყოფა /' (X) მრავალწევრი, რის დამტკიცებაც 
მოითხოვებოდა, 

თუ ამ თეორემას რამდენიმეჯერ გამოვიყენებთ, მივიღებთ, რომ /(»X) 

მრავალწევრის #-ჯერადი ფესვი იქნება (#-–-2)-ჯერადი ფესვი 

ამ მრავალწევრის +L«- წარმოებულისა (#>I) და პირველადათო 

იქნებაფესვი /(:)-ის #-ური წარმოებულისა. 

§ 953, ძირითადი თეორემა 

წინა პარაგრაფში მრავალწევრის ფესვების შესწავლისას არ დაგვისვამს 

კითხვა იმის შესახებ, ყოველ მრავალწევრს აქვს თუ არა ფესვები. ცნობილია, 

«ომ არსებობენ ნამდვილ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრები, რომელთაც 

არ აქვთ ნამდვილი ფესვები: X7-+ 1 ერთ-ერთი ასეთი მრავალწევრია. შეიძ. 

ლებოდა გვეფიქრა, რომ არსებობენ მრავალწევ–ები, რომელთაც ფესვები არა 

აქვთ კომპლექსურ რიცხვთა შორისაც კი, განსაკუთრებით მაშინ; თუ განიხი- 
ლება ნებისმიერი კომპლექსურ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრები. ეს რომ ასე 

ყოფილიყო, მაშინ საქირო იქნებოდა კომპლექსურ რიცხეთა სისტემის შემდგომი 
გაფართოება. მაგრამ, სინამდვილეში, სამართლიანია კომპლექსურრიც- 

ხვთა ალგებრის შემდეგი ძირითადი თეორემა: 

ო მრავალწევრს ნებისმიერი რიცხვითი კოეფიცი- 

ენტებით, რომლის-–ხსართხსხი ერთზე ნაკლები არ არის, აქეს 
როთი მაინ, საზოგადოდ კომპლექსური, ფესვი. 

"ეს თეორემა მთელი მათემატიკის ერთ-ერთი უდიდესი მიღწევათაგანია 

და გამოყენებას პოულობს მეცნიერების სრულიად განსხვავებულ დარგებში, 

კერძოდ,. მასხე დაფუძნებულია რიცხვითი კოეუფიციენტებიანი მრავალწევრე- 

ბის მთელი შემდგომი თეორია, ამიტომაც წინათ ამ თეორემას უწოდებდნენ 

(და ზოგჯერ ახლაც უწოდებენ) „უმაღლესი ალგებრის ძირითად თეორემას“. 

მაგრამ, სინამდვილეში, ძირითადი თეორემა წმინდად ალგებრული არ არის. 

ყველა მისი დამტკიცება,-––-და ისინი კი მეტად ბევრი მოიძებნა გაუსის შემ- 

'"დეგ, რომელმაც პირველად დაამტკიცა ეს თეორემა XVIII საუკუნის სულ 

ბოლოს –იძულებულია ცოტად თუ ბევრად გამოიყენოს ნამდვილ და კომა- 

ლექსურ რიცხვთა ე. წ ტოპოლოგიური თვისებები, ე. ი. უწყვეტობასთან 

დაკავშირებული თგისებები. 

დამტკიცებაში, რომელიც ახლა იქნება ჩატარებული, კომპლექსურ კოე- 

ფიციენტებიანი /(:) მრავალწევრი განიხილება, როგორც ჯ კომპლექსური 

ცვლადის კომპლექსური ფუნქცია. ამოიგად, ჯ-ს შეუძლია მიიღოს ნებისმიერი 

კომპლექსური მნიშენელობა, ე. ი., როგორც ამბობენ, თუ გავითვალისწინებთ 

§ 17-ზი გადმოცემულ კომპლეგსურ რიცხვთა აგების წესს, X ცვლადი იცვლება 
კომპლექსურ სიბრტყეზე. /(X) ფუნქციის მნიშვნელობანიც აგრეთვე 
კომპლექსური რიცხეები იქნებიან. შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ ეს მნიშვნე- 

ლობანი აღინიშნებიან კომპლექსური სიბრტყის მეორე ეგზემპლარზე, მსგავსად 

იმისა, როგორც ნამდვილი ცვლადის ნამდვილი ფუნქციის შემთხვევაში დამო- 

უკიდებელი (კვლადის მნიშვნელობანი აღინიშნებიან ერთ რიცხვით წრფეზე 
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(აბსცისათა ღერძზე), ხოლო ფუნქციის მნიშვნელობანი – გზეორეზე (ორდინატთა 
ღერძზე). 

უწყვეტი ფუნქციის განმარტება, მკითხველისათვის მათემატიკური ანა- 

ლიზის კურსიდან ცნობილი, გადაიტანება კომპლექსური ცვლადის ფუნქცი- 

ებზეც. ამასთანავე, განმარტების ფორმულირებისას აბსოლუტური მნიშვნე- 

ლობანი იცვლებიან მოდულებით. 

სახელდობრ, ჯ კომპლექსური ცვლადის /(X) კომპლექსურ ფუნქციას X” 
წეროტილზი უ წ ყვეტი ეწოდება, თუ ნებისმიერ დადებით ნამდვილ C 

ღიცხვისათვის შეგვიძლია ავირჩიოთ ისეთი დადებითი ნანდვილი 6 რიციეი, 

რომ, როგორიც არ უნდა იყოს (საზოგადოდ რომ ვთქვათ, კომპლექსული) # 

ნაზრდი, რომლის მოდული აკმაყოფილებს |/|<8 უტოლობას, სამართლიანი 

იქნება აგრეთვე 

|/C/ი+ 7) –– /(+0))<- 8 

უტოლობაც. #(X) ფუნქციას ეწოდება უწყვეტი, თუ იგი უწყვეტია ყველა 
ჯა წერტილში, რომელშიც იგი განსაზღვრულია, ე. ი., თუ /(X) არის 0რა- 

ვალწევრი შთელს კომპლექსურ სიბრტსეზე. 

#(>) მრავალწევრი წარმოადგენს ჯ კომპლექსური ცვლა- 

დის უწყვეტ ფუნქციას. 
ამ თეორემის დამტკიცება შეიძლება ჩატარებულ იქნას ისევე, როგოოც- 

ეს კეთდება ზათემატიკური ანალიზის კურსში, სახელდობრ, იმის ჩვენებით, 

რომ უწყვეტ ფუნქციათა ჯამი და ნამრავლი უწყვეტია და იმის შენიზენით.” 

რომ ფუნქცია. მუდმივად ერთი და იმავე კომპლექსური რიცხვის ტოლი, 

უწყვეტი იქნება. მაგრამ ჩვენ წავალთ სხვა გზით. 

| თავდაპირველად დავამტკიცებთ თეორემის კერძო შემთხვევას, სახელ- 

დობო შემთხვევას, როცა /#/(») მრავალწევრის თავისუფალი წევრი ნულის. 

ტოლია, ამასთანავე დავამტკიცებთ / (»)-ის უწყვეტობას მხოლოდ Xჯა:=0 წეო- 

ტილში. სხვა სიტყვებით, დავამტკიცებთ შემდეგ ლემას (#-ის ნაცვლად 

გწერთ ჯ-ს): 

ლემა 1. თუ /(უ) მრავალწევრის თავისუფალი წევოი 

ნულის ტოლია ' 

' #/ 0ელ=ძეაჯ + ი,X7) 1 +...+ ძა 2, 

ე. ი. /(0)=0, მაშინ ნებისმიერი 8>0-სათვის შეგვიძლია: 

ავირჩიოთ ისეთი 8>909, რომ ყველა ჯ-სათვის, რომელთათვი-- 

საც |«|I<-8, გვექნება |/(»)|<-%. 
მართლაც), ვთქვათ, 

“4=)08X (1C6, |C, 1 ,..,, | რ».ჯ|)- 

6 რიცხვი უკვე მოცემული გვაქვს. ვაჩვენოთ, რომ, თუ 8 რიცხვად ავიღებთ. 

6 
, 1). 

4-+L-5 ' 

შაშინ. იგი დააკმაყოფილებს მოთხოვნილ პირობებს. 
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მართლაც, 

II (2 | < 10 II X,L-L IV, II XI" 1-L...–- | ძი. I XI< 

<4(9M+I»/41+.+ IXI), 

  

  

ე. 9 
_ |) «Iო+L 

#VC0| 4 -MI-I>2I 
1–XI 

რადგან | «ჯ | <2 და, (1)-ის თანახმად, 8<1, ამიტომ 

| 21 ჯ).1 | წ | 

1–IXI 1-IჯI " 
და ამიტომ 

· ტტ! 
#0 )ლC4121) 4  4+- .. 

1–XI 1-2 18 

, 4–L+6 

რის დამტკიცებაც მოითხოვებოდა. 

ახლა გამოვიყვანოთ შემდეგი ფორმულა. ეთქვათ, მოცემულია მრავალ- 

წევრი , 

# (X)ლ–0აX" + 0," 1 +...+ თ, 0, 

"ნებისმიერი კომპლექსური კოეფიციენტებით. მასში ჩავსვათ ჯ-ის ნაცვლად 

: X+# ჯამი, სადაც # არის მეორე უცნობი. თუ გავშლით მარჯვენა ნაწილში 
(X+#), #<%#, ხარისხებიდან თითოეულს ბინომის ფორმულით და #-ის 
ერთნაირ ხარისხიან წევრებს დავაჯგუფებთ, მაშინ როგორც მკითხველი 

ადვილად შეამოწმებს, მივიღებთ 

/#60+ #)=/C) +#ჩ/'ი +1 ბ 27 თ4ი+ ე /ო (ი   

ტოლობას, ე. ი. დავამტკიცებთ ტეილორის ფორმულას, რომელიც 

გვაძლევს / (X+-#)-ის დაშლას # „ნაზრდის“ ხარისხებათ. 

ახლა ნებისმიერი /(ჯX) მრავალწევრის უწყვეტობა ნების- 
მიერ ჯ წერტილში დამტკიცდება შემდეგნაირად. ტეილორის ფორ- 

მულით : 

#/Cთა + ჩ)– /6)=6ჩ+C 4... თნბ=V (0), 
სადაც 

1 1 
2.=/' (ჯა), რთ“-#/ (XაM.·., 6=-- #(). 

დ(M) მრავალწევრი # უცნობის მიმართ არის თავისუფალი წევრის არმქონე: 

მრავალწევრი, ამიტომ, ლეშა 1-ის ძალით, ყოველი §>0-სათვის შეგვიძლია 

ავირჩიოთ ისეთი 9 >0, რომ, როცა |#I<8§, გვექნება |დ(#M)| “6, ე. ი. 

I/ #ი+#)– / (X) | <5 
რის დამტკიცებაც მოითხოეებოდა. 
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უტოლობიდან ” 

I / CC + #) | –– | #C%I) I <. | / (+ + #)-–– / (X)I, 
რომბელიც § 18-ის (13) ფორმზულაზეა დამყარებული, და ახლა დამტკიცებულ 

გრავალწევრის უწყვეტობიდან გამომდინარეობს / (ჯ») მრავალწევრის |/ (ჯ) | 

მოდულის !უწყვეტობა; ცხადია, ეს მოდული ;; კომპლექსური ცვლადის 
ხამდვილი არაუარყოფითი ფუნქციაა. 

ახლა დავამტკიცებთ ლემებს, რომლებიც გამოიყენება ძირითადი თეო- 

რემის დამტკიცებისას. 

ლემა უფროსი წევრის მოდულის შესახებ. თუ მოცემულიაჯ#ჯ#-ური 

ხარისხის მრავალწევრი, #7 >), 

# (-21)ლ–ძე11შ+0თ,ჯ" 1 -I- ძეჯზ“2 IL... ის 

ნებისნიერი კომპლექსური კოეფიციენტებით და თუ #--ნე- 
ბისმიერი დადებითი ნამდვილი რიცხვია, მაშინXჯ უცნობის 
მოდულით საკმარისად დიდი მნიშვნელობებისათვის ადგი- 

ლი აქვს 
|0ეX" | >>M | 0,5“ 1 –L- 0,Xჯ5“? -L...-L რთ. | (2) 

უტოლობას, ე.ი. უფროსი წევრის მოდული მეტია ყველა 

დანარჩენ წევრთა ჯამის მოდულზე და ამავე დროს იმდენ- 

ჯერ მეტი, რამდენჯერაც გვინდა. 
მართლაც, ვთქვათ, თ,, თ,,.--,ძ0ი, კოეფიციენტთა მოდულებიდან #4 უდი- 

დესია: 
4=X)83X( | 0, | , | რე | ,-·-»- I ი, I). 

მაშინ (იხ. § 18-ში კომპლექსურ რიცხვთა ჯამისა და ნამრავლის მოდულების 

თვისება) 

თ,ჯ"1 -L ძ,ჯ" წ -C...+თა | < | ძ, I ჯII1+ | თ, I XI“ +... 

«+ <:40 იმსხანი+0=40=ჯ. 
თუ დავუშვებთ »I)>>1, მივიღებთ: 

(5-1 I(L2V 
(III IაI-1” 

საიდანაც 

| თ.ბ ც,ჯ"-2 -L., ·-L თ | <4 5. 

(XI 

ამრიგად, (2) უტოლობა შესრულდება, თუ Xჩ», გარდა | ჯ | >1 პირობისა, 

- დააკმაყოფილებს აგრეთვე უტოლობას 
' -" #4 12. 

| «| რე2” | = ძე II XI", ჯ-- 

„ი,თ 

ე. ი. თუ X4 „4. I 1, (3) 
11%. ” 

L3>- 
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რადგან (3) უტოლობის მარჯეენა ნაწილი მეტია 1, ამიტომ შეგვიძლია ვთკ46ვათ, 

რომ ამ უტოლობის დამაკმაყოფილებელი « მნიშვნელობებისათეის ადგილი 

აქვს (2) უტოლობას, რაც ამტკიცებს ლემას. 

ლემა მრავალწევრის მოდულის ზრდის შესახებ. კოვმპლე ქ - 

სურ კოეფიციენტებიანი ყოველი /ც) მრავალწევრისა- 

თვის, რომლის ხარისხი ერთზე ნაკლები არ არის, და ყო- 

ველი, რაგინდ დიდი დადებითი ნამდვილი 7! რიცხვისათვის 

შეგვიძლია ავირჩიოთ ისეთი დადებითი ნამდვილი X რCრი- 

ცხვი, რომ, როცა |>|>M, მაშინ გვექნება |/C)|I>M 
ვთქვათ, 

#C)=თა»"-+ძ,ჯ"“ -L...-L ძ,. 

§ 18- ის (11) ფორმულით 

L/ და|=|რ” + (05. -L...-+ ძე) | > | ძეა Iთო L.+- 9“ (4 
გამოვიყენოთ ლემა უფროსი წევრის მოდულის შესახებ; დავუშვათ #=2: 

იარსებებს ისეთი V, რიცხვი, რომ, როცა |XI > X,, გვექნება 

|მა+"I > 2 |Cთ,X"“1-L...+ თ.I, 
საიდანაც 

(ფონ +. +4<-- 1 თბს 
ე. ი., (4)-ის ძალით, 

· 1 1 
I/I(X) | > | ში» |-- ---|რი>"|= -- Iთი»” I. 

ამ უტოლობის მარჯვენა მხარე #-ზე მეტია, როცა 

2 " 2# 

· |X|I >> #-= I9%I · 

ამრიგად, როცა |X) > V=Cთ8X(CM,, XV)» გვექნება |/ (:) | > XV. 
ამ ლემის არსი შეიძლება ცხადვყოთ შემდეგი გეომეტრიული ილუსტოა- 

"ციის საშუალებით, რომელიც ამ პარაგრაფში არაერთხელ იქნება გამოყენე- 

ბული. ვიგულისხმოთ, რომ კომპლექსური სიბრტვის ყოველ ჯა წერტილში 

აღმართულია ამ სიბრტყისადმი პერპენდიკულარი, რომლის სიგრძე (მოცე- 

მული სამასშტაბო ერთეულისათვის) ტოლია ამ წერტილში / (+) მრავალწევ- 

რის მნიშვნელობის მოდულისა, ე. ი. ტოლია. | / (ჯ:)I. ზემოთ დამტკიცებული 

მრავალწევრის მოდულის უწყვეტობის გამო პერპენდიკულართა ბოლოები 

შეადგენენ კომპლექსური სიბრტყის ზემოთ მღებარე რაიმე უწყვეტ მრუდე 

ზედაპირს, ლემა მრავალწევრის მოდულის ზრდის შესახებ გვიჩვენებს, რომ 

ეს ზედაპირი, როცა | Xა | იზრდება, სულ უფრო და უფრო შორდება კომპ- 

ლექსურ სიბრტყეს, თუმცა, გასაგებია, ეს დაშორება სრულიად არ არის მონო- 

ტონური. ნახ. 8 სქემატურაღ გამოსახავს ამ ზედაპირის თანაკვეთის წირს 0 
წერტილზე გამავალ და კომპლექსუდ სიბრტყისადმი პერპენდიკულარულ 

სიბრტყესთან, 
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დამტკიცებაში ძირითად როლს ასრულებს შემდეგი ლემა: 

დალამბერის ლემა. თუ, როცა X:=:), #-ური ხარისხის /#(ა 

ზრავალწევრი, 7>1, ნული არ ხდება, /(2:)#0, და ამიტომ 

IX (5) | >9, მაშინ შეიძლება მოვძებნოთ ისეთი, საზოგადოდ 

კომპლექსური, / ნაზრდი, რომ 

IX (Xი-L#) | < I #(C(29ი) I. 

ტეილორის ფორმულით, თუ /# ნაზრდი 

ჯერ კიდევ ნებისმიერია, გვაქვს ! 

# C-6- -L ჩ) = / (ჯა) -L #/ (ი) + 

–- 8ავიაეასებგ– ” –აეაეა–_ 2 %ი რ“ ი). 

წახ, 8 პირობის ძალით, ჯე: არ არის /(2)-ის ფესვი. 

მაგრამ შემთხვევით შეიძლება ეს რიცხვი 

აღმოჩნდეს #M:)-ის ფესვი, და აგრეთვე, შესაძლებელია, შემდგომ წარმო- 

ებულთაგან რამოდენიმესიც. ვთქვათ, #-ური წარმოებული (#>1) პირველია,:· 

რონბელსაც ჯა არ აქვს ფესვად, ე. ი. 

#"%)=/” (ჯა) =...= /0-ს (C,)=0, 0 (X.)1X# 0. 
ასეთი # იარსებებს, რადგან, თუ თა არის /(+ჯ) მრავალწევრის უფროსი კ. კოე- 

ფიციენტი, მაშინ 

#0) C:))ლ=2)! ძა #4 0. 

აზრიგად, 

I Cი+-#) = # Cი)-> #/ 9 (XI) + მობ არაც X)-L.- +” – /ო (ი). 

0-1 (Xა),..., / I" 1) (X,) რიცხვებიდან ზოგი შეიძლება აგრეთვე გაუტოლდეს. 

ნულს, მაგრამ ეს ჩვენთვის არაარსებითია. 

თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს გავყოფთ /(7ე)-ზე, რომელიც, პირო- 

ბის ძალით, განსხვავებულია ნულისაგან, და თუ შემოვიღებთ აღნიშვნას 

_ /თ დ) (C23, #7C) =VM#, #-L- 1,..-.,, 

მივიღებთ: 

_# თი-L#) _ 1-+-ისშ -- თ, ,ე'+1 -L...-- 6ა/?, 

# (%ი) 

„ანუ, რადგან C##0, 

9914 =0 +ი/)+ი( 259 ჩ L...- 65 ცილ. ): 

#7 (XI) C (23 

მოდულზე გადასვლით მივიღებთ: 

_#/(%-+#/)_ <|14+6MM+L6/)| 594 #+... „ი ა/ო) + LC) 

#(C%)   
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ამ ზომენტამდე არ გაგვიკეთებია არავითარი დაშვება /# ნაზრდის შესა- 

-ხებ. ახლა ავი რჩევთ #, ამასთანავე ცალკე ავირჩევთ მის მოდულს და მის 

აოგუმენტს. /-ის მოდული ავირჩიოთ შემდეგნაირად. რადგან 

C+1,/ | ნ "ცის 
C (23 

არის #-ის მიმართ მრავალწევრი თავისუფალი წევრის გარეშე, ამიტომ, 

ლემა 1-ის ძალით (თუ ვიგულისხმებთ +---), შეგვიძლია მოვძებნოთ ისეთი 

25,, რომ, როცა | # | <-9,, გვექნება 

9+I, CC ი ყო+ CL, (6) 
C 2 6L 

  

მეორე შხრიე, როცა 

L 

| # | _მა=I/ |", 
„გვექნება : 

| 61! | < 1. : (7) 

ვიგულისხმოთ, რომ #-ის მოდული არჩეულია 

| # |< X01# (9,, მა) (8) 

უტოლობის შესაბამისად. მაშინ (6)-ის გამო (5) უტოლობა გადაიქცევა მკაცრ 

“უტოლობად · 
# (--L7) 

#C) 

(7) პირობით ვისარგებლებთ მხოლოდ უფრო გვიან. 

/-ის არგუმენტის არჩევისათვის მოვითხოვოთ, რომ თ! რიცხვი იყოს 

უარყოფითი ნამდვილი რიცხვი, სხვა სიტყვებით 

8XC (CI) = ისთ რ –– # იI 8 //I =X, 

I<! 1+2M'(-- –- | 2" I; (9) 

საიდანაც 
ჯ--ეჯთ 

მXწ # = “08% · (19) 

ამასთანავე, #-ის ასეთი არჩევისას C#+ა რიცხვი განსხვავებული იქნება თავის 

აბსოლუტური სიდიდისაგან ნიშნით, 

CM=--CჩII 

და ამიტომ, თუ ვისარგებლებთ (7) უტოლობით, 

| 1+C/1|=11–) CM! | (=1--I იჩ!!. 
ამრიგად, #-ის არჩევით (8) და (10) პირობათა საფუძველზე, (9) უტოლობა 

მიიღებს სახეს 

_# (%-L”). 1 1 <1-- |,/'|+ –– |Cს'ლ=1---- | თ, 
#Vა 2 2 
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ე. ი. ნით უმეტეს 

I /%+4 |_ I (>-L#)) 
7 (+) L/ (XაM) | 

საიდანაც გამომდინარეობს · 

L# (X#-+#) | < | #(X#ი)ს 
რაც ამტკიცებს დალამბერის ლემას. 

ზემოთ მოცემული გეომეტრიული ილუსტრაციის საშუალებით შესაძლე- 

ბელია დალამბერის ლემის შემდეგნაირად ახსნა, მოცემულია, რომ 1/(X-)|>9. 

ეს ნიშნავს, რომ? ჯ, წერტილში კომპლექსური სიბრტყისადმი აღმართული 

პერპენდიკულარის სიგრძე გამსხვავებულია ნულისაგან. მაშინ, დალამბერის 

ლემის ძალით, შესაძლებელია ისეთი X,=Xა-+” წერტილის მოძებნა, რომ 

L/ (+) | <= I / (Xი) | ე ი. +, წერტილში პერპენდიკულარი უფრო მოკლე იქნება, 
ვიდოე 1, წერტილში და, მაშასადამე, პერპენდიკულარის ბოლოებით წარმო- 

ქმნილი ზედაპირი ამ ახალ წერტილში რამოდენიმედ უფრო ახლოს იქნება 

კომპლექსურ სიბრტყესთან, როგორც ლემის დამტკიცება გეიჩვენებს, # მო- · 

დული შეგვიძლია ვიგულისხმოთ რაგინდ მცირე, ე. ი. #», წერტილი შეგვიძლია 

ავირჩიოთ X- წერტილთან რაგინდ ახლოს; მაგრამ შემდეგში ამ შენიშვნით 

არ ვისარგებლებთ. 

ცხადია, / (X) მრავალწევრის ფესვები იქნებიან ის კომპლექსური რიცხ- 

ვები (ე. ი. კომპლექსური სიბრტყის ის წერტილები), რომელშიც პერპენდი-. 

კულარის ბოლოებით წარმოქმნილი ზედაპირი ეხება ამ სიბრტყეს, მხოლოდ 

დალამბერის ლემაზე დაყრდნობით შეუძლებელია ასეთ წერტილთა არსებობის 

დამტკიცება. მართლაც, თუ ვისარგებლებთ ამ ლემით, შეგვიძლია მოვძებნოთ 

მხოლოდ წერტილთა ისეთი უსასრულო მიმდევრობა ჯი, Xკ) Xეს..ს რომ 

I/ (X) I > I» (%L) I >I7 (X,)1 >.... (11) 

მაგრამ აქედან არ გამომდინარეობს ისეთი "ჯ წერტილის არსებობა, რომ 

#C0:=90, მით უმეტეს, რომ დადებით ნამდვილ. რიცხვთა კლებადი (11) მიმ- 

დევრობა სრულებით არ არის სავალდებულო, რომ ნულისაკენ მიისწრა- 

ფვოდეს. | 
შემდგომი განხილვა ემყარება ერთ თეორემას კომპლექსური ცვლადის 

ფუნქციათა თეორიიდან, რომელიც წარმოადგენს მკითხველისათვის მათემა–- 

ტიკური ანალიზის კურსიდან ცნობილ ვაიერშტრასის თეორემის განზოგადე- 

ბას. იგი ეხება კომპლექსური ცვლადის ნამდვილ ფუნქციებს, ე. ი. მხოლოდ 

ნამდვილი მნიშვნელობის მიმღებ კომპლექსური ცვლადის ფუნქციებს; ასეთი 

ფუნქციის მაგალითია მრავალწევრის მოდული. სიმარტივისათვის ამ თეორე- 

მის ჩამოყალიბებაში ვიხმართ. ჩაკეტილ.# წრეს, რომლის ქვეშ გვესმის 

წრე კომპლექსურ . სიბრტყეზე, რომელსაც დამატებული აქვს ყველა მისი 

საზღვრის წერტილი. 

თუ ჯ კომპლექსური ცვლადის ნამდვილი (§C) ფუნქცია 
უწყვეტია # ჩაკეტილი წრის ყველა წერტილში, მაშინ 
# წრეში არსებობს ისეთი ი წერტილი, რომ ყოველი ჯწერ- 
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ტილისათვის /#/-დან ადგილი აქვს V«(>V7/(ჯ”») უტოლობას. 

მაშასადამე, » წერტილი წარმოადგენს #ჯ«()-ისათვის მინიმუ- 
მის წერტილს ჯ წრეში, 

ამ თეორემის დამტკიცება შეგვიძლია ვნახოთ კომპლექსური ცვლადის 

ფუნქციათა თეორიის ყველა კურსში და ჩვენ მას არ მოვიყვანთ. 

თუ შემოვისაზღვრებით შემთხვევით, როცა ჯდ(») ფუნქცია არაუარყო- 

ფითია I წრის ყველა წერტილში,–- მხოლოდ ეს შემთხვევაა ჩვენთვის საინ- 

ტერესო, –ამ თეორემას ავხსნით გეომეტრიულად იმ ილუსტრაციის საშუა- 

ლებით, რომელიც უკვე იყო გამოყენებული ზემოთ, # წრის ყოველ ჯა წერ- 
ტილში აღვმართოთ ( (ჯა) სიგრძის პერპენდიკულარი., ამ პერპენდიკულარების 
ბოლოები შექმნიან უწყვეტი მრუდე ზედაპირის ნაქერს, ამასთანავე, # წრის 

ჩაკეტილობის გამო, ამ ზედაპირის ნაჭრისათვის მინიმუმის წერტილების არსე- 

ბობა გეომეტრიულად საკმარისად ნათელი ხდება. რა თქმა უნდა, ეს ილუსტ- 

რაცია არ ცვლის თეორეზის დამტკიცებას. 

ახლა შეგვიძლია უშუალოდ გადავიღეთ ძირითა ღი თეორემის 

დამტკიცებაზე. ვთქვათ, მოცემულია # ხარისხის, # >1, / (») მრავალ- 
წევრი. თუ მისი თავისუფალი წევრია ძ,, მაშინ, ცხადია, /(0)=თძეა. ვიგუ- 

ლისხმოთ, რომ #1=| /(0)|=|I0„ და გამოვიყენოთ ჩვენი მრავალწევრისათვის 

ლემა მრავალწევრის მოდულის ზრდის შესახებ. მაშასადამე, არსებობს ისეთი 

#, რომ, როცა | X | > XV, გვაქვს. | / (+) | > | / (9) I. შემდეგ, ცხადია, რომ 
ზემოთ მითითებული ვაიერშტრასის თეორემის განზოგადება გამოიყენება 

| #(2 | ფუნქციისათვის # ჩაკეტილი წრის ნებისმიერი არჩევისათვის. #:--დ 

ავიღებთ ჩაკეტილ წრეს, შემოსახღვრულს #»# რადიუსიანი წრეხახით ცენტ- 

რით 0 წერტილში. ვთქვათ, X, წერტილი |'/(:)) ფუნქციის მინიმუმის 
წერტილია # წრეში, საიდანაც, კერძოდ, გამომდინარეობს | / (X)) | < | / (0). 

ადვილი სანახავია, რომ ჯე სინამდვილეში იკნება | /(X)I-ის 

მინიმუმის წერტილი მთელს კომპლექსურ სიბრტყეზე: თუ »" 

წერტილი ძევს #V2-ს გარეთ, მაშინ | 1” | > XV და ამიტომ 

I7(I)I >I#70)| > 1 /Vთ)I. 
დაბოლოს, აქედან გამომდინარეობს, რომ #(X,)=0, ე. ი. რომ ჯ.კ არის 

#0ე-ის ფესვი; თუ გეექნებოდა / (X-) ჯ#0, მაშინ, დალამბერის ლემის 

ძალით, იარსებებდა ისეთი >, წერტილი, რომ | / (ჯე | < | / (X) |; მაგრამ 

ეს ეწინააღმდეგება » წერტილის ახლახან დამტკიცებულ თვისებას. 

შევნიშნოთ, რომ ძირითადი თეორემის კიდევ ერთი დამტკიცება მოყვა- 

ნილი იქნება § 55 ში. 

§ 954. ძირითადი თეორემის შედეგები 

გთქვათ, მოცემულია »-ური ხარისხის, I > 1, მრავალწეგრი 

#/ (+)=0აჯ" -- 0,1 1 --...L+ ი ,X-+ ი. (8) 
ნებისმიერი კომპლექსური კოეფიციენტებით. ჩვენ მას კვლავ განვიხილავთ, 

როგორც ფორმალურ ალგებრულ გამოსახულებას, რომელიც სავსებით განი- 
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საზღვრება თავისი კოეფიციენტებით. წინა პარაგრაფში დამტკიცებული ძირი- 

თადი თეორემა ფესვების აოსებობის შესახებ საშუალებას გვაძლევს ვამტკი- 

ცოთ / ე-ის კომპლექსური ან ნამდვილი თ, ფესვის არსებობა, ამიტომ /(1) 

მრავალწევრს აქეს დაშლა 

#(00=(-თ)დ(»). 

დ(ჯ) მრავალწევრის კოეფიციენტები კვლავ ნამდვილი ან კომპლექსური 
რიცხვებია და ამიტომ « (X)-ს აქვს ფესვი თ,. საიდანაც 

# 00=C0ლ-6) (X--C.) 0 (ჯ). 
თუ გავაგრძელებთ ასე შემდეგ. ნაბიჯთა სასრული რიცხვის შემდეგ მივალთ 

#ური ხარისხის /(:) მრავალწევრის ჯ» წრფივ მამრავლთა 

ნამრაელად დაშლამდე: 

# C)=0ი(+X–- თ.) (X-––თე) ·-· (X – თა). 2 (2) 

ძე კოეფიციენტი გამოჩნდა შემდეგი მიზეზით: (2) გამოსახულებაში მარჯვ- 

ნივ რომ ყოფილიყო რომელიმე # კოეფიციენტი, მაშინ ფრჩხილების გახსნის 

შემდეგ /(X) მრავალწევრის უფროს წევრს ექნებოდა ხ»" სახე, თუმც სინაზდვი- 

ლეში, (1)-ის გამო, იგი არის ძა» წევრი. ამიტომ #6=C0ე. 
#0) მრავალწევრისათვის (21 ტიპის დაშლა ერთად- 

ერთია მამრავლთა რიგის სიზუსტით. : 

მართლაც, ვთქეათ, კიდევ გვაქვს დაშლა 

/ (ე=რთა(X-8,) (X-–8ა)..-(X-- 8»). (3) 
(2) და (3)-დან გამომდინარეობს ტოლობა 

___- თ 
«%, ფესვი განსხვავებული რომ იყოს ყველა 8,-საგან, 2=1, 2,...,/, მაშინ (4)-ში 

თუ ჩავსვამთ უცნობის ნაცვლად თ,;-ს,' მარცხნივ მივიღებთ ნულს, ხოლო 

მარჯვნივ ნულისაგან განსხვავებულ რიცხვს. ამრიგად, ყოველი თ, ფესვი 

ტოლია რომელიღაც /, ფესვის და პირიქით. 

აქედან კიდევ არ გამომდინარეობს (2) და (3) დაშლათა თანამთხვევა. 
მართლაც, თ; 1=1, 2,...,1,, ფესეთა 'მორის შეიძლება გექონდეს ტოლი ფესვები. 

ვთქვათ, მაგალითად, მათგან (უ ფესვი ტოლია თ,-ის და, მეორე მხრიე, მ8,, 

7=1, 2,...), ფესვთა შორის თ, ფესვის ტოლია / ფესვი, უნდა დავამტკიცოთ, 

რომ ჯ=I/. 

რადგან მრავალწევრთა ნამრავლის ხარისხი ტოლია თანამამრავლთა 

ხარისხების ჯამისა, ამიტომ ნულისაგან განსხვავებული ორი მრავალწევრის 

ნამრავლი არ შეიძლება იყოს ნულის ტოლი. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

თუ მრავალწევრთა ორი ნამრავლი ერთმანეთის ტოლია, მაშინ ტოლობის 

ორივე ნაწილი შეგვიძლია შევკვეცოთ საერთო მამრავლ- 

ზე: თუ 

ცე #0, მაშინ # (X) დ(L)=ჯ (X) § (2) 
და # (2) #90, მაში 

L/ (»)––ჯ()| # (I1=9 

1C2 –



ტოლობიდან გამომდინარეობს 

7 (9:-/0)=9, 
ე. ი. 

| # (X)=ყ 7. 
გამოვიყენოთ ეს (4) ტოლობის მიმართ. თუ, მაგალითად, (+>”/, ძაშინ (4) 

ტოლობის ორივე ნაწილის (_–– თ,) მამრავლზე შეკვეცით მიეალთ ტოლობამდე, 

რომლის მარცხენა მხარე კიდევ შეიცავს ჯ-თ, მამრავლს, ხოლო მარჯვენა 

მას არ შეიცავს, მაგრამ ზემოთ ნაჩვენები იყო, რომ მას მივყავართ წინა-· 

აღმდეგობამდე. ამრიგად, / (+) მრავალწევრისათვის (2) დაშლის ერთადერ- 

თობა დამტკიცებულია. : 

თუ გავაერთიანებთ ერთნაირ მამრავლებს, (2) დაშლა შეგვიძლია გადაე- 

წეროთ 

# (1ე)=06ა6(X--თ,)" (X-–- თ,)"ი -.. (X--თ)M (5) 

M +, -L.-.+76=#. 

ამასთანავე, იგულისხმება, რომ თ,, თ,,...თ, ფესვთა შორის უკვე არ არიან 

ტოლი ფესვები. 
„ დავამტკიცოთ, რომ (5)-ში #, რიცხვი, 1=1,2,...,/, წარმოადგენს 

#/(0ე მრავალწევრში თ; ფესვის ჯერადობას. მართლაც, თუ ეს 

ჯერადობა ტოლია («,, მაშინ #, <-+,. მაგრამ, ვთქვათ, /#, <- +, ჯერადი ფესვის 

განმარტების ძალით, არსებობს დაშლა 

ა #7 (ე:=(-– თე5თ (უჯ. 
ამ დაშლაში თუ შევცელით C(X») მამრავლს მისი წრფივ მამრავლებად დაშ. 

ლით, მივიღებთ / (X«)-ის დაშლას წრფივ მამრავლებად, უექველად განსხეა- 
ვებულს (2) დაზლისაგან, ე. ი., ზემოთ დამტკიცებული დაშლის ერთადერთო- 

ბის გამო, მივიღეთ წინააღმდეგობა. 

ამრიგად, დავამტკიცეთ შემდეგი მნიშვნელოვანი შედეგი: 

ნებისმიერ რიცხვით კოეფიციენტებიან ყოველ I, X>1, 

ხარისხის /(2:) მრავალწევრს აქვს » ფესვი, თუ ყოველ ფესვს 

ჩავთვლით იმდენჯერ“, რამდენიც არის მისი ჯერადობა, 

შევნიშნოთ, რომ ჩვენი თეორემა სამართლიანია მაშინაც, როცა #=0, 

რადგან, გასაგებია, ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრს არ აქვს ფესვი. ეს 

თეორემა არ გამოიყენება მხო ლოდ 0 მრავალწევრისათეის, რომელსაც არ 

აქვს ხარისხი და ნულის ტოლია X«-ის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის. ამ 

უკანასკნელი შენიშვნით ვისარგებლებთ წშემდეგი თეორემის დამტკიცე- 

ბისას: · 

თუ /ც0ე და §(X) მრავალწევრებს, რომელთა ხარისხიარ 

აღემატება »ჯ-ს, აქვთ ტოლი მნიშვნელობანი უცნობთა #-ზე 
მეტი სხვადასხვა მნიშენელობისათვის, მაშინ /(X)=ყ(:). 

მართლაც, /(X) – (XX) მრავალწევრს, ჩეენი დამვების თანახმად, აქვს 

”I-ზე მეტი ფესვ2 და რადგან მისი ხარისხი არ აღემატება X-ს, ამიტომ 

ადგილი უნდა ჰქონდეს ტოლობას /(X)--/(X)=0. 

სახით, სადაც 
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ამრიგად. თუ მხედველობაში მივიღებთ, რომ განსხვავებული რიცხვები 

უსასრულოდ ბევრია, ზეგვიძლია ვამტკიცოთ, რომ ნებისმიერი ორი 

განსხვავებული /(X) ,და 2«(X) მრავალწევრისათვის მოიძებ- 

ნება ჯ უცნობის ისეთი «მნიშვნელობანი, რომ /(-)#((0),. ასეთი 

C შეგვიძლია მოვძებნოთ არა მხოლოდ კომპლექსურ რიცხვთა შორის, არამედ 

ნამდვილ, რაციონალურ და აგრეთვე მთელ რიცხვთა შორისაც კი. 

ამრიგად, რიცხვითი კოეფიციენტებიანი ორი მრავალ. 

წევოი, რომელთაც ჯ უცნობის თუნდაც ერთ რომელიმე ხა- 

რისხთან მდგომი კოეფიციენტები აქვთ განსხვავებული, 

იქნება Xჯ კომპლექსური ცვლადის სხვადასხვა კომპლექსური 

ფუნქცია, დაბოლოს, ამით დამტკიცდა § 20-ში მითითებული მოა- 

ვალწევრთა ტოლობის ორი-––-ალგებრული და ფუნქციონა- 

ლურ-თეორიული --–განმარტების ტოლფასობა რიცხვითი 

კოეფიციენტებიანი მრავალწევრებისათვის. 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემა საშუალებას გეაძლევს დავამტკიცოთ, 

რომ მრავალწევრი, რომლის ხარისხი არ აღემატება X-ს, სავ- 

სებით განისაზღვრება უცნობის ჯ-ზემეტი ნებისმიერი სხვა- 

დასხვა მნიშვნელობისათვის მიღებული მნიშვნელობებით. 

შესაძლებელია თუ არა მრავალწევრის ამ მნიშვნელობების მოცემა ნებისმიერად? 

თუ ვიგულისხმებთ, რომ მრავალწევრის მნიშვნელობანი მოიცემა უცნობის 

# + 1 განსხვავებული მნიშვნელობისათვის, მაშინ პასუხი იქნება დადებითი: 

ყოველთვის არსებობს მრავალწევრი არა უმეტესი /ჯ-ური ხა- 
რისხისა, რომელიც იღებს წინასწარ მოცემულ მნიშვნელო- 

ბებს უცნობთა მოცემული »-I-1 განსხვავებული მნიშვნელო- 
ბისათვის. 

მართლაც, ვთქვათ, უნდა ავაგოთ მრავალწევრი არა უმეტეს V-ური 

ხარისხისა, რომელიც უცნობის თ, ძე,...,0.,, განსხვავებული მნიშვნელობი- 

სათვის მიიღებს C,, C,....,„+) მნიშვნელობებს, შესაბამისად. ეს მრავალწევრი 
იქნება: » 

” თ-%X (((X–- 0,)...(X-–- 0, ე) (1-– რცე). .(V -- მიკე) . (6) 

2 (თ, – ძ,) ...(0, –- 0,-,)) (% – ძი)... (თ, – 0») 

მართლაც, მისი ხარისხი არ არის #”-ზე მეტი, ხოლო /(ი მნიშვნელობა 
ტოლია (ს. · · · 

(6) ფორმულას ეწოდება ლაგრანჟის საინტერპოლაციო ფორ- 

მ ულა. სახელწოდება „საინტერბოლაციო“ დაკავშირებულია იზასთან, რომ 

ამ ფორმულით, თუ ვიცით მრავალწევრის მნიშვნელობა / + 1 წერტილში, 

შეგვიძლია გამოვთვალოთ მისი მნიშვნელობა ყველა სხვა წერტილში. 
ვიეტას ფორმულები. ვთქვათ, მოცემულია /-ური ხარისხი” /(») მრა. 

ვალწევრი უფროსი კოეფიციენტით 1, : 

#(X)ლ–»ჯ" + თ," 1 –- ძ,ჯბიმ -L...-L ძა-,X -L იი. (7) 

და, ეთქვათ, თ). თა... თ --მისი ფესვებია!. მაშინ #(0ე)-ს აქვს შემდეგი 

დაშლა: _ _ 
' აქ ყოველი ჯერადი ფესვი აიღება შესაბამის რიცხეჯერ, 
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/ლ(0=>(C რ#)(.. რთ)... (+ · 2, 

ყარჯყნივ მდგომი ფრჩხილების გადასრავლებით, შემდეგ კი მსგავსი წევრების 

შყერთებით და მიღებული კოეფიციენტების (7)-ის კოეფიციყნტებთან შედა 
რებით მივიღებთ შემდეგ ტოლობებს, რომლებსაც ვიეტას ფორმულე- 

ბი ეწოდებათ დღა რომლებიც მრავალწევრის კოეფიციენტებს გამოსახავენ 
მისი ფესვების საშუალებით: 

0,=-(, + თ, -L...-L რა) 

იკ=Cთ,ხ, - თ,თვ –I-...-L თ,თაე -L რათე + ...-+ იი კრი, % 

თვ == --(%,6ეთე -L 6,ხ,C, –I-...-C- ა. რ, 1 თ), 

თძ,ა-,ლ–(-–-1)"“1(თ,თე...თ, + Cთ,Cთ, ... თა ეთ, -...-- თერე ... თ,), 

ძა=(-–-1)" თ;თ, ... თ. 

ამრიგად, #-ური ტოლობის მარჯვენა ნაწილში, #=1, 2, ..-,/, დგას ჯამი # 

ფესვის ყოველგვარი ნამრავლისა, აღებული პლუს ან მინუს ნიშნით იმისდა 

მიხედვით # ლუწია თუ კენტი. 

როცა #=2, ეს ფორმულები გადაიქცევა ელემენტალური ალგებრიდან 

ცნობილ ფორმულებად, რომლებიც აკავშირებენ კვადრატული მრავალწევრის 

ფესვებსა და კოეფიციენტებს. როცა #=3, ე. ი. კუბური მოავალწევრისათვის, 

უს ფორმულები მიიღებს სახეს: 

ძ,= –(თ, + თ. -+ თე), ძე=თ,თე -L თ,%ე –- თრეთვ, 6ე = –-თ,Cთერე. 

ვიეტას ფორმულები აადვილებს მრავალწევრის ჩაწერას მისი მოცემული ფესეებით. 

ასე მაგალითად, მოვძებნოთ მეოთხე ხარისხი) /(X) მოაეალწევრი, რომელსაც აქეს მარტივ 

ფესეებად 5 და –-–2 რიცხვები და ორჯერად ფესვად რიცხეი 3. მივიღებთ; 

თ=-6-2+3-+-3)=-9, 
ძ.=5(--2)+5.3--5 3+(-2) 3-+-(--2) 3-3 3=17, 

ძე=-–-|5.(-2) 3+5 (-2)-3+5 3 3+(-2). 3 · 3)=ქჭ, 

ძ.2=5 · (--2).3 3=--90, 
და ამიტომ 

# (X) = ჯ" – 9X9 + 17; -+ 33:-- 90. 

თუ /(+) მრავალწევრის უფროსი კოეფიციენტი ი, განსხვავებულია 

1-ისაგან, მაშინ გიეტას ფორმულების გამოყენებისათვის აუცილებელია თავდა- 

პირველად ყველა კოეფიციენტი გავყოთ ძე-ზე, რაც გავლენას არ მოახდენს 

მრავალწევრის ფესვებზე. ამრიგად, ამ შემთხეევაში ვიეტას ფორმულები მოგვ- 

ცემს ყველა კოეფიციენტის უფროს კოეფიციენტთან ფარდობის გამოსახუ- 
ლებას. 

ნამდვილ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრები. ახლა კომპლექსურ 

რიცხევთ ალგებრის ძირითად თეორემიდან გამოყვანილი იქნება რამდე- 

ნიმე შედეგი, რომელიც ეხება ნამდვილ კოეფიციენტებიან მრავალწევრებს. 

არსებითად, სწორედ ამ შედეგებზეა დამყარებული ძირითაღი თეორემის 

ის განსაკუორებით დიდი მნიშვნელობა, რომელზედაც ლაპარაკი იყო ადრე. 
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ვთქვათ, ნამდვილ კოეფიციენტებიას 
# (21):=0აჯ" –L იბ. .1-...-I რი ,X I მი, 

მრავალწევრს აქვს კომპლექსური « ფესვი, ე. ი. 

ძეთ" 1-0,თბ 1 -L...“+ მა )თ + იი=0. 

ვიცით, რომ უკანასკნელი ტოლობა არ დაიოღვევევა, თუ მასში ყველა რიცხეს 

შევცვლით მისი შეუღლებულით. მაგრამ ყველა ძა, 0,, ... ი, კ, მ, კოეფიციენტი 

და აგრეთვე მარჯვნივ მდგომი 0 რიცხვი, როგორც ნამდვილნი, ამ შეცვლის 

დროს დარჩებიან უცვლელი და მივიღებთ: 

ძათ"- ითა 1 L...-L ძმ, ,თ-+ი,=0 
ტოლობას, ე, ი. _ 

7 (თ)=9. 

ამრიგად, თუ კომპლექსური (და არა ნამდვილი) თ რიცხვი 

არის ნამდეილ “"კოეფიციენტებიანი /(0) მრავალწევრის 

ფესვი, მაშინ #(:-ის ფესვი იქნება თ შეუღლებულირიცხვიც. 
მაშასადამე, /(1) მრავალწევრი გაიყოფა კვადრატულ სამწევრზე 

'დ(=(C- 0) (+-- C)=1?- (თ+C)X + «თ, (8) 
რომლის კოეფიციენტები, როგორც § 18-დან ვიცით, ნამდვილია. თუ ვისარ- 

. გებლებთ ამით, დავამტკიცებთ, რომ / (X) მრავალწევრისთ დათ ფეს- 

ვებს აქვთ ერთი და იგივე ჯერადობა, 

მართლაც, ვთქვათ, ამ ფესვებს აქვთ # და / ჯერადობა, შესაბამისად, 

და ვთქვათ, მაგალითად, # > /. მაშინ / (1) გაიყოფა «(ჯ») მრავალწევრის 
I-უო ხარისხზე, · 

#7 (0=49!(ე0(. 
9#(X) მრავალწევრს, როგორც ორი ნამდვილ კოეფიციენტებიანი მრავალწევ- 

რის განაყოფს, აგრეთვე ექნება ნამდეილი კოეფიციენტები, მაგრამ? ზემოთ 

დამტკიცებულის წინააღმდეგ მას ექნება თ რიცხვი (#-–--/)-ჯერად ფესვად, 

მაშინ, როცა თ რიცხვი არ არის მისი ფესვი. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

= /. 
ამრიგად, ახლა შეგვიძლია ვთქვათ, რომ ყოველი ნამდვილ კოე-, 

ფიციენტებიანი მრავალწევრის კომპლექსური ფესვები 
წყვილ-წყვილად შეუღლებულია. აქედან და ზემოთ დამტკიცებული 
(2) სახის დაშლის ერთადერთობიდან გამომდინარეობს შემდეგი საბოლოო 

შ ი: ედებ 2. 
ყოველი ნამდვილ კოეფიციენტებიანი /(»ჯ) მრავალწეე- 

რი ერთადერთი გზით (მამრავლთა რიგის სიზუსტით) წარმო- 

იდგინება თავისი ძე უფროსი კოეფიციენტისა და ნამღვილ 

კოეფიციენტებიანი რამდენიმე მრავალწევრის ნამრავლის 

სახით, ამასთანავე ამ უკანასკნელში გეხვედება მხოლოდ 

"--თ წრფივი სახის მამრავლები, რომლებიც შეესაბამებიან 
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#(00 მრავალწევრის ნამდვილ ფესვებს, და (8) კვადრატული 

სახის მამრავლები, როომელნი,, შეესაბამებიან მის მეუღლე- 

ბულ კომბლექსუო ფესვთა წყვილებს. 
შემდეგისათვის სასარგებლოა ხაზგასმით აღენიშნოთ, რომ ნამდვილ 

კოეფიციენტებიან მოავალწევრთა შორის, უფროსი კოეფიციენტით 1, უფრო 

ნაკლები ხარისხის მაზრავლებად დაუშლადი ანუ, როგორც ჩეენ ვიტყვით, და უ- 

ყვანადი არიან მხოლოდ X-–-% სახის წრფივი მრავალწევრები და (8) სახის 

კვადრატული მრავალწევრები. 

§ 355" რაციონალური წილადები 

მათემატიკური ანალიზის კურსში მთელი რაციონალური, ჩვენს მიერ 

მრავალწევრად წოდებული, ფუნქციების გარდა, შეისწავლება აგრეთვე წი- 
ღადოაციობალური ფუნქციები; ესენი არიან ორი მთელი რაციო- 

ს #C>, 
§(C 

ნალური ფუნქციი ე განაყოფები, სადაც ( (ჯ) # 0. ამ ფუნქციებზე ალგებ- 

რული ოპერაციები იწარმოება იმავე კანონით, როგორც რაციონალურ რი- 

ცხეებზე, ე. ი. როგორც წილადზე მთელი მრიცხველითა და მნიშენელით. ორი 

წილად-რაციონალური ფუნქციის ანუ, როგორც შემდეგში ვიტყვით, როაციო- 

ნალური წილადის ტოლობა გვესზის აგრეთვე იმავე აზრით, როგორც 

ელემენტალურ არითმეტიკაში წილადების ტოლობა. გარკვეულობისათვის 
ჩვენ განვიხილავთ ნამდვილ კოეფიციენტებიან რაციონალურ წილადებს; 

მკითხველი ადვილად შენიშნავს, რომ აზ პარაგრაფის მთელი შინაარსი თითქ- 

მის სიტყვასიტყვით შეიძლება გადავიტანოთ კომპლექსურ კოეფიციენტებიანი 

რაციონალური წილადების შემთხვევაზე. 

რაციონალურ წილადს ეწოდება უკვეცი, თუ მისი მრიცხველი თანა- 

მარტივია მნიშვნელთან. 

ყოველი რაციონალური წილადი ტოლია რომელიმე 
უკვეცი წილადის, რომელიც ცალსახად განისაზღვრება მრი- 

ცხველისა და მნიშვნელისათეის საერთო ნულოვანი ხარის. 

ხის მამრავლის სიზუსტით. 

მართლაც, ყოველი რაციონალური წილადი შეგვიძლია შეეკვეცოთ 

მრიცხველისა და მნიშვნელის უდიდეს საერთო გამყოფზე, რის შემდეგაც 

მივიღებთ მის ტოლ უკეეც წილადს. შემდეგ, თუ #C 4. > და რ 2 უკვეცი წი- 

ლადები ერთმანეთის ტოლია, ე. ი. 

/C)40)=ჯC)დ(, 8 
მაშინ /(:) და წ#(-ის თანამარტივობიდან გამომდინარეობს, § 21-ის ბ) 

თვისების გამო, რომ დ (ჯ) იყოფა / (:)-ზე, ხოლო «(ჯ) და V(1)-ის თანამარ- 

ტივობიდან კი გამომდინარეობს, რომ /(ჯ) იყოფა « (ჯ)-ზე. ამრიგად, / (X)= 

=-:დ(»ჯ) და მაშინ (1)-დან გამომდინარეობს §(+X)-=04% (ჯ). 
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რაციოსალერ წილადს ეყოდება წესიერი. თე მრიცხეელის სარისსი 

ნაკლებია მნიშვნელის ხარისხზე, თუ შევთანხმდებით, წესიერ წილადთა რიცხეს 

მივაკუთვნოთ 0 მრავალწევრი, მაშინ საზართლიანია შემდეგი თეორემა: 

ყოველი რაციონალური წილადი წაომოიდგინება, ამას- 

თანავე ერთადერთი გზით, მრავალწევრისა და წესიერი 

წილადის ჯამის სახით. 

ი 
მართლაც, თუ მოცემულია   <5 რაციონალური წილადი და თუ მრი- 

ჯ 
ცხველს გავყოფთ მნიშვნელხე, მივიღებთ 

#(2)=((X)9(1) 4-7(7X) 
როლობას, სადაც „ (ჯ)-ის ხარისხი ნაკლებია §- -ის ხარისხზე, მაშინ, როგორც 

ადვილად შევამოწმებთ, 

#9 ცე #0), 
§ (>) (463) 

-თუ აგრეთვე ადგილი აქვს .· 
ჯ – ს ) #70 –აე+ 92(0 

§ (2) ს (ე) 

ტოლობას, სადაც C(X)-ის ხარისხი ნაკლებია «#(1)-ის ხარისხზე, მაშინ მი- 

ვიღებთ 

– 

  

დ(ჯ) _ #C) _დ (X) დ (1) – ი (2)ჯ7 0) 

სთ («C(:) ა (ი§(X 
ტოლობას, რადგან მარცხნივ დგას მრავალწევრი, ხოლო მარჯვნივ, როგორც 

ადვილი სანახავია, წესიერი წილადი, ამიტომ მივიღებთ ი(») --წ(1=0 და 

29(9 _ #C) _ ი, · 
(163) § (X) 

შესაძლებელია წესიერი რაციონალური წილადების შემდგომი “მესწავლა, 

ამასთანავე მოვიგონოთ, რომ, როგორც წინა პარაგრაფის ბოლოს იყო 

აღნიშნული, დაუყვანადი ნამდვილი მრავალწევრებია X- თ სახის მრავალწევ- 

რები, სადაც თ რიცხვი ნამდვილია, და X?--(3 +) X+883 სახის მრავალწევ 

რები, სადაც 8 და 8 შეულლებული კომპლექსურ” რიცხვთა წყვილია. რო- 

გორც ადვილი შესამოწმებელია, კომპლექსურ შემთხვევაში ანალოგიურ როლს 

ასრულებენ ჯ–ით სახის მრავალწევრები, სადაც თ არის ნებისმიერი კომპლექ- 

სური რიცხვი, 

#7 IX) 

§(X) 
მისი ”თ მნიშვნელი არის დაუყვანადი # (ჯ) მრავალწევრის ხარისხი 

§(0=ჩ'0–), #>1, 

#(1) მრიცხველის ხარისხი კი ნაკლებია /(7)-ის ხარისხზე. 

სამართლიანია შემდეგი ძირითადი თეორემა: 

ძ(X) –9 (11= 

წესიერ რაციონალურ წილადს ეწოდება უმა არ ტივესი, თუ 
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ყოველი წესიერი რაციონალური წილადი იშლება უმარ. 
ტივეს წილადთა ჯამად. 

დამტკიცება, ჯერ განვიხილოთ –. 7.9... 

#დ(0#C) 

წილადი, სადაც §(») და #(+X) მრავალწევრები თანამარტივია, 

«CV, M(X))=1,. 

მაშასადამე, § 21-ის გამო არსებობენ ისეთი ჯ ორ და წთ(I) მრავალწევრები, 
რომ 

· წესიერი რაციონალური 

(00#(000+ჩ6ე96)--1, 
საიდანაც 

წ (2) I6ე / დ-1+ # (20 (9 (9) / (1)1= / (X, (2) 
ვთქვათ, V (X) / (+) ნამრავლის #(X)-ზე გაყოფისას მივიღებთ V(») ნაშთს, 

რომლის ხარისხი ნაკლებია / (X»)-ის ხარისხზე. მაშინ (2) ტოლობა შეგვიძლია 

გადავწეროთ 
§ (:)#(2)-6# (0ე)9(1ე)=7 (X) (61) 

სახით, სადაც V(X) მრავალწევრია, რომლის გამოსახულება შეგვიძლია ადვი- 

ლად დავწეროთ, რადგან «(2)X(X;) ნამრაელისა და, პირობით, /(ჯ) მრა- 
ვალწევრის ხარისხები ნაკლებია დთ(X)/(X) ნამრაკლის ხარისხზე, ამიტომ 

/(1)7(X) ნამრავლსაც აქვს "ნაკლები ხარისხი, ეიდრე დ«(2:)#/ (+)-ს, რის გამო 

წ(ჯ)-ის ხარისხი ნაკლებია. წ (ჯ-ის ხარისხზე. ახლა ც) ტოლობიდან გამომ- 
დინარეობს 

#0) _ 970 _ #(X) 

წილ) (დლ) ' #(ლ) 
ტოლობა, რომლის მარჯვენა ნაწილში დგას წესიერ წილადთა ჯამი, 

თუ «(იუ # (:) მნიშვნელთაგან ერთი მაინც იშლება თანამარტივ მამ- 

რავლთა ნამრავლად, მაშინ შესაძლებელია შევასრულოთ შემდგომი დაშლა. 

თუ ასე გავაგრძელებთ, მივიღებთ, რომ ყოველი წესიერი წილადი 

იშლება რამდენიმე წესიერ წილადთა ჯამადღ, რომელთაგან 

თითოეულს მნიშმვნელად აქვს რომელიმე დაუყეანადიმრა- 

ვალწევრის ხარისხი. უფრო ზუსტად, თუ მოცემულია #C ა წესიერი 
§( 

წილადი, რომლის მნიშვნელს აქვს დაშლა დაუყეანად მამრავლებად 

წ C(2)=გ)' (+) ტე" (ჯ) ·. ჩI"' (X) 
(რა თქმა უნდა, ყოველთვის შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ რაციონალური 

წილადის. მნიშვნელის უფროსი კოეფიციენტი ერთის ტოლია), ამასთანავე 

ჩი; (X) #-// 6), როცა (4% ქ, მაშინ 
MV 9 ) II (: ) ჯი თ +.4 05) _ 1. -4C : 

(0 ჯტი ა თხი წუ 
ამ ტოლობის მარჯვენა ნაწილის ყველა შესაკრები წესიერი წილადია. 

  

  

169



"–.. 
ჩ/(ა) 

დაუყვანადი მოავალწეკოია. ნამთით გაყოფის ალგორითხი გამოვიყენოთ: 

MCX) გავყოთ /#11(X)-ზე, მიღებული ნაშთი გავყოთ /#1“მ?(ჯ)-ზე და ა. ფშ, 

მივალთ შემდეგ ტოლობებამდე: 

# (X)=ჯ#"“ %(ჯ) +)(X) +160 (+), 

#:(1)= გ.“ 2002 (9 + #9, (X), 

/IL-5(X)== #(X) §L ჯ (X)-+I#-; (X). 

ამასთანავე, რადგან #(ჯ+)-ის ხარისხი, პირობის თანახმად, ნაკლებია #%X»)-ის 

ხარისხზე, ხოლო ყოველი (X,„(1) ნაშთის, ჯ1=1, 2,..., #- 1, ხარისხი ნაკლებია 

სათანადო /#!“'(ჯ) გამყოფის ზარისსზე, ამიტომ ყველა L+, (ჯ), §, (2), ·--, ML) (2) 

განაყოფის ხარისხი მკაცრად ნაკლებია # (1) მრავალწევრის ხარისხზე. უკა- 

ნასკნელი 7( , (+) ნაშთის ხარისხი აგრეთვე ნაკლებია # (ჯ)-ის ხარისხზე, მიღე- 

ბულ ტოლობათაგან გამომდინარეობს: 

«0ე =/1-16) ცე<+ იბ #00 +L...4- ანეი-00+%-, (+. 

აქედან მივალთ საძიებელ წარმოდგენამდე “დ რაციონალური წილადისა 

ჯVC ' 

განსახილეელი დაგვოჩა სახის წესიერი წილადი, სადაც 163) 

  

უმარტივეს წილადთა ჯამის სახით 

M(X) _ 10-1(X) , 95, (X) = <5 (2) +, (X) . 

ჩი იმ "თოდ ! /თი ! ჯია 
ძირითადი თეორემა დამტკიცებულია. იგი შეიძლება შევავსოთ ე რთად-, 

ერთობის შემდეგი თეორემით: : 

ყოველ წესიერ რაციონალურ წილადს აქვს ერთადერთი 

დაშლა უმარტივეს წილადთა ჯამის სახით, 

მართლაც, ვთქვათ, რომელიმე წესიერი წილადის წარმოდგენა უმარტი- 

ვეს წილადთა ჯამის სახით შესაძლებელია ორგვარი სახით. ამ წარმოდგენა- 

თაგან ერთის მეორიდან გამოკლებით და მსგავსი წევრების შეერთებით 

მივიღებთ უმარტივეს წილადთა ჯამს, რომელიც იგივურად ნულის ტოლია. 

ვთქვათ, ამ ჯამის შემადგენელი უმარტივეს წილადთა მნიშვნელები არიან 

განსხვავებულ დაუყვანად /, (X), #:(X), ·.-, /,(X) მრავალწევრთა რაიმე ხარის- 

ხები და ვთქვათ, #,(X), 11, 2,....4, მრავალწევრის უმაღლესი ხარისხი, , 

რომელიც არის ამ. მნიშვნელთაგან ერთ-ერთი, არის /#;(+), განსახილველი 

ტოლობის ორივე ნაწილი გავამრავლოთ #,M “1 (X) #:% (+) ... #,M (+) ნამრაელზე. 

ამასთანავე, ჩეენი ჯამის ყველა შესაკრები, გარდა ერთისა. გადაიქცევა მრა- 

ვალწევრად. რაც შეეხება 19_ შესაკრებს, იგი გადაიქცევა წილადად, 

11V2 : ' 

რომლის მნიშვნელი იქნება /#,(X), მრიცხველი კი--V (X) #,5 (ი.../,“ ცე). ნამ. 
რავლი. მრიცხველი უნაშთოდ არ იყოფა მნიშენელზე, რადგან #, (») მრავალ- 
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წევრი დაუყვანადია, მრიცხველის ყველა მამრავლი კი მასთან თანამარტძვია, 

თუ შევასრულებთ ნაშთით გაყოფას, მივიღებთ, რომ მრავალწევრისა და ნული- 

საგან განსხვავებული წესიერი წილადის ჯამი ნულის ტოლია, მაგრამ ეს შეუძ- 

ლებელია. · 

  მაგალითი. დავშალოთ უმარტივეს წილადთა ჯამად ნამდვილი წესიერი 

წილადი, სადაც 
# (1)=210-–- 10ჯ3 -I- 7»? -+L 4++3, 

§(0=ჯ5 – 20 -L 2»მ – პჯ-L 2, 
ადვილად შემოწმდება, რომ 

§ (+X)=(ჯ-L 2) (L – 1)? (1 -L-1), 
ამასთანავე #42, #-1, X#+1 მრავალწევრთაგან თითოეული დაუყვანადია. ზემოთ გადმოცე- 

მული თეორიიდან გამომდინარეობს, რომ საძიებელ დაშლას უნდა პქონდეს შემდეგი სახე: 

(ი, 7» 0, 0X+X 
= 96 - –“ ; , (4) I . 2 9 _: წე X-2 (L-I) 2-7) 11-- L 

სადაც +, #, (ს ს» და # რიცხვები დარჩა მოსაძებნი. 
(4) ტოლობიდან გამომდინარეობს ტოლობა. 

/ (§)=-IL(X--1)” (ჯ7-LI) -L 18(ჯ-L- 2) (»? + 1) + C(+-L- 2) (X--1) (28 -I- 1)-L- 
+90X(+2) (X--1)'-I- # CC + 2) (+-1)3, (5) 

(5) ტოლობის ორივე მხარეში # უცნობთან მდგომი ეოთნაირი ხარისხის კოეფიციენტების 

გატოლებით მივიღებთ ხუთ წრფიე განტოლებათა სისტემას „>, #, (/, X, # ბუთი უცნობის 

მიმართ, ამასთანავე, როგორიც ხემოთ დამტკიცებულიდან გამომდინარეობს. ამ სისტემას აქეს 

ამოხსნა და ამასთანავე ერთადერთი. მაგრამ ჩვენ წავალთ სხვა გზით, 

(5) ტოლობაში თუ ვიგულისხმებთ LX= --2, მიეიღებთ 45/ =135 ტოლობას, საიდანაც 

შემდეგ, (5)-ში თუ ვიგულისხმებთ X=1, მიეიღებთ 68 -=6, ე. ი. 

- 8=1, . 

ამის შემდეგ (5) ტოლობაში დაეუშვათ მიმდევრობით X=0 და X ---1, თუ გამოვიყენებთ (6) 

და (7)-ს, მიეიღებთ 

_20+21=-2, ) გ 

– 40 -–47--49=–-8 (') 
განტოლებებს, საიდანაც 

' #)=1. (9) 

დაბოლოს, (5) ტოლობაში დავუშვათ ჯXჯ=2. თუ გამოვიყენებთ (6), (7) და (9), მიეალთ გან- 

ტოლებამდე 
200 -I- 41==--52, 

რომელიც (8) განტოლებათაგან პირველთან ერთად გვაძლევს 

C=-2, 77=--3, 

#0) _ 3 1 2 ჯ-3 – სალ 

___-_" 

ამრიგად,



თავი მეექვსე 

კვადრატული ფორმები 

წ 56, კვადრატული ფორმის დაყვანა კანონიკურ სახე%ე 

კვადრატულ ფორმათა თეორიის სათავე ანალიზურ გეომეტრიაშია, 

სახელდობრ მეორე რიგის წირთა (და ზედაპირთა) თეორიაში. (ცნობილია, 
რომ სიბრტყეზე მეორე რიგის ცენტრალური წირის განტოლებას, სწორკუ- 

თხოვან კოორდინატთა სათავის ამ წირის ცენტრში გადატანის შემდეგ, 

აქვს სახე 

4» -+-28X) + C).= 7. „ (1) 
შემდეგ, ცნობილია, რომ შესაძლებელია კოორდინატთა ღერძების რაიმე თ 

კუთხით ისეთი მობრუნება, ე. ი, 1,  კოორდინატებიდან »ჯ'", V კოორდინა- 

ტებზე ისეთი გადასვლა: 

X=-1 008Cთ 7 5)თ, | (თ) 

X=X 5111%-+#V 0208 2C, 

რომ ახალ კოორდინატებში ამ წირის განტოლებას ჰქონდეს „კანონიკური"ბ 

სახე 

: 4 7?8+0 წ = 7; (3) 
მაშასადამე, ამ განტოლებაში უცნობთა ჯ»'V ნამრავლის კოეფიციენტი ნულის 

ტოლია. ცხადია, კოორდინატთა (2) გარდაქმნა შეგვიძლია გავიგოთ, როგორც 

უცნობთა წრფივი გარდაქმნა (იხ, § 13), ამასთანავე გადაუგვარებელი, რად- 

გან მისი კოეფიციენტთაგან შედგენილი დეტერმინანტი ერთის ტოლია. ეს 

გარდაქმნა გამოიყენება (1) განტოლების მარცხენა ნაწილში, და ამიტომ 
მეგვიძლია ვთქვათ, რომ (1) განტოლების მარცხენა ნაწილი (2) გადაუგვარე- 

ბელი წოფივი გარდაქმნით (3) განტოლების მარცხენა ნაწილად გარდაი- 

ქმნება. ' ' 
მრავალრიცხოვანმა გამოყენებამ მოითხოვა ანალოგიური თეორიის აგება 

იმ შემთხვევისათვის, როცა უცნობთა რიცხვი ორის ნაცვლად ნებისმიერი 
„ რიცხვის ტოლია, კოეფიციენტები კი ან ნამდვილი ანდა ნებისმიერი კომპ- 

ლექსური რიცხვები არიან. 
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თუ განვაზოგადებთ გამოსახულებას, რომელიც (1) განტოლების მარცხენა 
ნაწილში დგას, მივალთ შემდეგ ცხნებამდე. · 

# კვადრატული ფორმა ჯ,, >, ··. ჯა ” უცნობის მიმართ ეწოდება 
ჯამს, რომლის ყოველი წევრი ან ამ უცნობთაგან ერთი რომელიმეს კვადრა- 

ტია, ან ორი განსხვავებული უცნობის ნამრავლი, კვადრატულ ფორმას ეწო- 
დება ნამდვილი ან კომპლექსური იმისდა მიხედვით, მისი კოეფი- 

ციენტები ნამდვილია თუ ნებისმიერი კომპლექსური რიცხვები. 

ვიგულისხმოთ, რომ / კვადრატულ ფორმაში უკვე შესრულებულია 

მსგავსი წევრების შეერთება და შემოვიღოთ ამ ფორმის კოეფიციენტები- 

სათვის შემდეგი აღნიშვნები: ჯ,:ტ-ის კოეფიციენტი აღვნიშნოთ «„-თი, X, X; 

((#” )) ნამრავლის კოეფიციენტი კი–2იც-თი (შეად. (1) !). მაგრამ, რადგან 
2:2;;==2ე, ამიტომ ამ ნამრავლის კოეფიციენტი შეგვეძლო აღგვენიშნა 2ი,,-თაც, 

ე. ი. ჩვენს მიერ შემოღებული აღნიშენები გულისხმობს 

0,=26/ ' (4) 

ტოლობის სამართლიანობას. ახლა, 29, ჯ,X; წევრი შეგვიძლია ჩავკწეროთ 

2ძ.; X #ჯ=0მც 9, იი შე XI 

სახით, მთელი / კვადრატული ფორმა კი – ყველა შესაძლებელ ი,ცX,X, წევრთა 

ჯამის სახით, სადაც | და 7 უკვე ერთმანეთისაგან დამოუკიდებლად იღებენ 

მნიშვნელობებს 1-დან ჯ„-მდე: 

„ -. 

ი რ X, 7) (5) 

751 

- 

2 

-1= 

(4
. 

ს - 

კერძოდ, როცა ჯ=/, მიიღება ძ„,X,7 წევრი. 

ცხადია, ი,, კოეფიციენტებისაგან "მეგვიძლია შევადგინოთ ს რიგის 

კვადრატული 4=0(4;,) მატრიცი; მას ეწოდება / კვადრატული ფორმის 
მატრიცი, ხოლო მის „ რანგს – ამ კვადრატული ფორმის რანგი. კერძოდ, 

თუ #=V%, ე, ი. მატრიცი გადაუგვარებელია, მაშინ # კვადრატულ ფორმასაც 

გადაუგვარებელი ეწოდება. (4) ტოლობის გამო „| მატრიცის მთავარი 

დიაგონალის მიმართ სიმეტრიული ელემენტები ტოლია, ე. ი, „| მატრიცი 

სიმეტრიულია. პირიგით, ნებისმიერი I-ური რიგის სიმეტრიული .I მატ- 

რიცისათვის შეგვიძლია ვაჩვენოთ I უცნობის მიმართ სავსებით განსახღვრული 

(5) კვადრატული ფორმა, რომელსაც კოეფიციენტებად ექნება „I მატრიცის 

ელემენტები, 
თუ გამოვიყენებთ § 14-ში შემოღებულ სწორკუთხოვან მატრიცთა გამ- 

რავლებას, მაშინ- (5) კვადრატული ფორმა შეგვიძლია ჩავწეროთ სხვა სახით. 

თავდაპირველად შევთანხმდეთ შემდეგ აღნიშვნაში: თუ მოცემულია კვადრა- 

ტული, ან სახოგადოდ სწორკუთხოვანი, 4 მატრიცი, მაშინ „L-ით აღენიშ- 

ნოთ / მატრიცის ტრანსპონირებით მიღებული მატრიცი. თუ „| და 8 მატრი- 

ცები ისეთებია, რომ მათი ნამრავლი განსაზღვრულია, მაშინ ადგილი აქეს 

(/I I) =: 8 /4' (6) 
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ტოლობას, ე. ი, ნამრავლის ტრანსპონირებით მიღებული მატ- 

რიცი ტოლია შებრუნებული რიგით აღებულ თანამამრავლ- 

თა ტროანსპონირებით მიღებულ მატრიცთა ნამზრავლისა. 

მართლაც, თუ „(# ნამრავლი განსაზღვრულია, მაშინ, როგორც ადვილი 

შესამოწმებელია, განისაზღვრება #7! ნამრავლიც: #” მატრიცის სვეტების 

რიცხვი ტოლია .I მატრიცის სტრიქონების რიცხვისა. (I //” მატრიცის ჯ-ურ 

სტრიქონსა და /-ურ სვეტმი მდგომი ელემენტი 2190 მატრიცში ძევს /.უო 

სტრიქონსა და ; ურ სვეტში, ამიტომ იგი ტოლია .,I მატრიცის „ური სტრი- 

ქონისა და 8” მატრიცის (ჯ-ური სვეტის სათანადო ელემენტების ნამრავლთა 

ჯამის, ე ი, ტოლია #' მატრიცის ჯ-ური სვეტისა და // მატრიცის (ჯ-ური 

სტრიქონის სათანადო ელემენტების ნამრავლთა 'ჯამის, რითაც (6) ტოლობა 

დამტკიცებულია. 
შევნიშნოთ, რომ 4 მატრიცი მაშინ და მხოლოდ მაშინ არის 

სიმეტრიული, თუ იგი ემთხვევა თავის ტრანსპონირებულს, 

ე. ი. თუ 
24'= ,L. 

ახლა, უცნობთაგან შედგენილი სვეტი აღვნიშნოთ X-ით, 
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ჯი 

X არის # სტრიქონისა და ერთი სვეტის მჭონე მატრიცი. ამ მატრიცის 

ტრანსპონირებით მივიღებთ ერთი სტრიქონისაგან შედგენილ 

X'=(:, “ეა... 2») 

მატრიცს. 

(5) კვადრატული ფორმა მატრიცით 2= (ი) ახლა შეგვიძლია ჩავწეროთ 

შემდეგი ნამრავლის სახით: 
#=X" IX. ! თ 

ზართლაც, IX ნამრავლი იქნება მატრიცი, რომელიც შედგება ერთი 

სვეტისაგან:



თუ ამ მატრიცს მარცხნიდან გავამრავლებთ X' მატრიცზე, მივიღებთ კმატ- 
რიცს“, რომელიც შედგება ერთი სტრიქონისა და ერთი სვეტისაგან, სახელ- 

დობრ (5) ტოლობის მარჯვენა ნაწილს. 
რა მოუვა # კვადრატულ ფორმას, თუ მასში შემავალ XI მეთის ქი 

უცნობებს გარდაექმნით 0 = (ი) მატრიცით მოცემულ 

= 34) I=1, 2, ..-,) #, (8) 

(1. · 

წრფივი გარდაქმნით? ჩავთვალოთ, რომ, თუ / ფორმა ნამდვილია, მაშინ #2) 

მატრიცის ელემენტებიც ნამდვილია. თუ აღვნიშნავთ X,, Xე, ·.-,  უცნობთა 

სვეტს. X-ით, მაშინ (8) წრფივ გარდაქმნას ჩავწერთ მატრიცული ტოლობის 

სახით 

–0X. რ 
აქედან, (6)-·ის ძალით, 

=X"V". ით 
თუ (9) და (10)-ს ჩავსვამთ / ფორმის (7) ჩაწერაში, მივიღებთ: 

#=X"(0'40)X, 

#=X 81 
ანუ 

სადაც 

#=0' 10. 

# მატრიცი იქნება სიმეტრიული, რადგან (6) ტოლობის გამო, რომელიც, 

ცხადია, სამართლიანია მამრავლთა ნებისმიერი რიცხვისათვის, და 2X'=.( ტო- 

ლობის გამო, რაც 4 მატრიცის სიმე ტრიულობის ტოლფასია, გვაქვს: 

138'=C0) ,I'()=C0' 40 = I. 

ამრიგად, დამტკიცდა შემდეგი თეორემა: 

· 4 მატრიცის მქონე კვადრატული ფორმა „ უცნობის 

მიმართ უცნობთა წრფივი გარდაქმნის შემდეგ, რომლის 

მატრიცია (ი, გარდაიქმნება ახალ უცნობთა მიმართ კვცად- 

რატულ ფორმად, რომლის მატრიცი (I) ნამრავლია. 

„ ახლა ვიგულისხმოთ, რომ ეასრულებთ გადაუგეარებელ წოფივ 

გარდაქმნას, ე. ი, 0 და ამიტომ («'-ც გადაუგვარებელი მატრიცებია. ამ შემ- 

თხვევაში (0 #0 ნამრავლი მიიღება #4 მატრიცის გამრავლებით გადაუგვარე- 

ბელ მატრიცებზე, ღის გამოც, როგორც 5 14-ის შედეგებიდან გამომდინარეობს, 

ამ ნამრავლის რანგი უდრის ,„( მატრიცის რანგს. ამრიგად, კ ვადრატული 

ფორმის რანგი გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნით არ 

იცვლება, 
ახლა განვიხილოთ, ამ პარაგრაფში მითითებულ შეორე რიგის ცენტრა- 

ლური წირის (3) კანონიკურ სახეზე დაყვანის გეომეტრიული აზოცანის ანა- 

ლოგიურად, საკითხი ნებისმიერი კვადრატული ფორმის რომელიმე გადაუგეა- 
რებელი წრფივი გარდაქმნით უცნობთა კვადრატების ჯამის სახით წარმოდ- 
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გენის შესახებ, ე. ი. ისეთი სახით წარმოდგენის შესახებ, როცა განსხვავებულ 

უცნობების ნამრავლთა ყველა კოეფიციენტი ნულის ტოლია; კეადრატული 

ფორმის ამ განსაკუთრებულ სახეს ეწოდება კანონიკური. თავდაპიოველად 

ვიგულისხმოთ, რომ / კვადრატული ფორმა >, 2... ი # უცნობის მიმართ 

გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნით უკვე დაყვანილია კანონიკურ სახეზე 

#= ჩ;1.,' “+ ხი); +.-..+ ნ.“ (11) 

სადაც X,, 1, ·-. 1, ახალი უცნობებია. რა თქმა უნდა, ჩ#,, ხ., ·.., სა კოეფიცი- 

ენტებიდან რამდენიმე შეიძლება ნული იყოს. დავამტკიცოთ, რომ (11)-ში 

ნულისაგან განსხვავებულ კოეფიციენტთა რიცხვი უსა- 

თუოდ / ფორმის ჯ რანგის ტოლია. · 

მართლაც, რადგან (11)-მდე მივედით გადაუგვარებელი „გარდაქმნის 

საშუალებით, ამიტომ (11) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში მდგომი კვადრა- 

ტული ფორმაც აგრეთვე უნდა იყოს » რანგის. მაგრამ ამ კვადრატული ფორ- 

მის მატრიცს აქვს დიაგონალური სახე 

ნ. 
ხ, 9 

0 

· ხ.. 

და მოთხოენა, რომ ამ მატრიცს ჰქონდეს # რანგი, ტოლფასია იმისა, რომ 

მის მთავარ დიაგონალზე იდგეს ზუსტად # ნულისაგან განსხვავებული ელე- 

მენტი. 

დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი ძირითადი თეორემა კვადორა- 

ტული ფორმების შესახებ. 

ყოველი კვადრატული ფორმა შეიძლება დავიყვანოთ 

კანონიკურ სახეხე რომელიმე გადაუგვარებელი წრფივი 

გარდაქმნით. ამასთანვე, თუ განიხილება ნამდვილი კვადრა- 

ტული ფორმა, მაშინ აღნიშნული წრფივი გარდაქმნის ყველა 

„კოეფიციენტიც ნამდვილად შეგვიძლია ჩავთვალოთ. 

ეს თეორემა სამართლიანია ერთუცნობიანი კვადრატული ფორმის შემ. 

თხვევაში, რადგან ყოველ ასეთ ფორმას აქვს სახე ი»?, რომელიც კანონიკუ- 

რია. მაშასადამე. დამტკიცება შეგვიძლია ჩავატაროთ ინდუქციით უცნობთა 

რიცხვის მიმართ, ე, ი. დავამტკიცოთ თეორემა კვადრატული ფორმებისათვის 

#” უცნობის მიმართ, თუ ვიგულისხმებთ, რომ იგი უკვე დამტკიცებულია ფორ- 

მებისათვის უცნობთა ნაკლები რიცხვის მიმართ. 

ვთქვათ, მოცემულია კვადრატული ფორმა 

#/=Iას | ' (12) 

51 )51 

2ეს ძნა თთ I უცნობის მიმართ. ჩვენ შევეცდებით მოვძებნოთ ისეთი გადაუ- 

გვარებელი წრფივი გარდაქმნა, რომელიც /-დან გამოყოფს ერთ-ერთი უცნო- 

ბის კვადრატს, ე. ი. /-ს მიიყვანს ამ კვადრატისა და დანარჩენ უცნობთა 

176



მიმართ რაიმე კვადრატული ფორმის ჯამის სახემდე. ეს მიზანი ადვილად 

მიიღწევა იმ შემთხვევაში, თუ / ფორმის მატრიცში მთავარ დიაგონალზე 
მდგომ «,ც, ძე ,·.,მ, კოეფიციენტთა შორის არიან ნულისაგან განსხვავე- 
ბული, ე. ი. თუ (12)-ში შედის ერთი მაინც #ჯ, უცნობის კვადრატი ნულისაგან 
განსხვავებული კოეფიციენტით. 

ვთქვათ, მაგალითად, ძ,, # 0. მაშინ როგორც ადვილი შესამოწმებე- 

ლია, ი:. (ი +00% +..+ მკი“ი). გამოსახულება, რომელიც წარმოადგენს 

კვადრატულ ფორმას, შეიცავს 2, უცნობის მიმართ ისეთივე წევრებს, როგორ- 

საც # ფორმა, ამიტომ სხვაობა 

#--0(-)X, + #იცXე +..-C- ძები)?=/ 

იქნება კვადრატული ფორმა, რომელიც შეიცავს მხოლოდ X,, ..-, X. უცნობებს, 

მაგრამ არა #-ს · „ აქედან 

-#=ძ,1 (ი)1X, -L 6,:%Xე +. ო რამი) –+V/. 

თუ შემოვიღებთ აღნიშენებს 

X,=0,1% + 6,1 +...-+L რიშ 1,=X, როცა (=2, პ,. (13) 

მაშინ მივიღებთ 

#V=თ:1+# (14) 

სადაც ახლა ჯ იქნება კვადრატული ფორმა ე, V, ·.·, ს უცნობების მიმართ, 
(14) გამოსახულება არის / ფორმისათვის საძიებელი გამოსახულება, რადგან 

იგი მიიღება (12)-დან გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნით, სახელდობრ კი 

(13) წრფივი გარდაქმნის შებრუნებული გარდაქმნით, რომლის დეტერმინანტია 

ი), და ამიტომ არ არის გადაგვარებული, 

თუკი ადგილი აქვს ძ,,=ძ,ა= „.=ძყა=0 ტოლობებს, მაშინ წინასწარ 

უნდა შევასრულოთ დამხმარე წრფივი გარდაქმნა, რომელიც / ფორმაში 

წარმოშობს უცნობთა კვადრატებს. რადგან ამ ფორმის (12) ჩაწერის კოეფი- 

ციენტებს შორის უნდა იყოს ნულისაგან განსხვავებული, –– წინააღმდეგ შემ- 

თხვევაში არაფერი არ იქნებოდა დასამტკიცებელი,-––ამიტომ ვთქვათ, მაგა- 
ლითად, ი, #9, ე, ი. / წარმოადგენს ჯამს 2ძ,ეX,ჯე წევრისა და იმ წევრე- 

ბისა, რომელთაგან თითოეულში შედის ჯვ ,... 2 უცნობთაგან ერთი მაინც. 

ახლა შევასრულოთ წრფივი გარდაქმნა 

Mა=7< ჯე %ი=ფ+დ) 2=ჯ როცა 1=3,...,#, (15) 
იგი იქნება გადაუგვარებელი, რადგან აქვს , 

. . 
II 1'0...0 

0 01.,..0 I=2#79 

12 ა, კუროზნი 7



დეტერმინანტი. ამ გარდაქმნის შედეგად ჩვენი ფორმის 2ი,, 1, X) წევრი 

შიიღებს სახეს 

20,:XI1Xე = 20კე (#| –– 2) (| + წე) =2ძკედ" –- 26, 7, 

ე. ი. / ფორმაში გამოჩნდა, ნულისაგან განსხვავებული კოეფიციენტით, 
ერთბაშად ორი უცნობის კვადრატი, ამასთანავე ისინი არ შეიძლება შეიკვე- 

ცონ დანარჩენ წევრთაგან არც ერთთან, რადგან ამ უკანასკნელთაგან თითო- 

ეულში შედის ჯე ,...,7» უცნობთაგან ერთი მაინც. ახლა უკვე ჩვენ ვიმყოფე- 

ბით ზემოთ განხილული შემთხვევის პირობებში, ე. ი' კიდევ ერთი გადაუგვა- 

რებელი წრფივი გარდაქმნით / ფორმა შეგვიძლია მიეიყვანოთ (14) სახეზე. 

დამტკიცების დამთავრებისათვის დაგვრჩა აღვნიშნოთ, რომ ( კვადრა- 

ტული ფორმა დამოკიდებულია უცნობთა ჯ„-ზე ნაკლებ რიცხვზე და ამიტომ, 

ინდუქციური დაშეების ძალით, X,, ჯე, ··» 7 უცნობთა რომელიმე გადაუგვა- 

რებელი გარდაქმნით იგი დაიყვანება კანონიკურ სახეზე. მაშასადამე, ეს გარ- 

დაქმნა, როგორც ყველა # უცნობის ისეთი (როგორც ადვილი სანახავია 

გადაუგვარებელი) გარდაქმნა რომლის დროსაც » უცვლელად რჩება, 

მიგვიყვანს (14) კანონიკურ სახეზე. ამრიგად, / კვადრატული ფორმა ორი ან 

სამი გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნით, რომელნიც შეიძლება შევცვალოთ 

ერთი გადაუგვარებელი გარდაქმნით–-მათი ნამრავლით, დაიყვანება უცნობთა 

კვადრატების ჯამის სახეზე რაიმე კოეფიციენტებით. ამ კვადრატთა რიცხვი, 

როგორც ვიცით, ტოლია # ფორმის რანგისა, უფრო მეტიც, თუ / კვადრა- 

ტული ფორბა ნამდვილია, მაშინ / ფორმის როგორც კანონიკური სახის, 

ასევე /-ის ამ სახეზე მიმყვანი წრფივი გარდაქმნის კოეფიციენტებიც ნამდ- 

ვილნი იქნებიან; მართლაც, (13)-ის შებრუნებულ წრფივ გარდაქმნასაც და 

(15) წრფივ გარდაქმნასაც ნამდვილი კოეფიციენტები აქვთ. 

ძირითადი თეორემის დამტკიცება დამთავრებულია, ამ დამტკიცებაში 

გამოყენებული მეთოდით შეიძლება ვისარგებლოთ კერძო მაგალითებში კვად- 

რატული ფორმის კანონიკურ სახეზე კონკრეტულად დასაყვანად., ოღონდ 

ინდუქციის ნაცვლად, რომლითაც ვისარგებლეთ დამტკიცებაში, ზემოთ გად- 

მოცემული მეთოდით თანმიმდევრობით უნდა გამოვყოთ უცნობთა კვადრა- 

ტები. 

მაგალითი. დავიყვანოთ კანონიკურ სახეზე 

#=2Xუ+ –- 6X:Xვ + 2Xე2) (16) 
კვადრატული ფორმა. 

ამ ფორმაში უცნობთა კვადრატების უქონლობის გამო თავდაპირველად შევასრულოთ 

გადაუგვარებელი 

X,=1 –– 7) X:=X -L XV Xვ= 7 
ფშოფივი გარდაქმნა, მატრიცით 

.. | 1.--10 

) 4=I1 1090 , 

0 91 

რის შემდეგაც მივიღებთ; 

#=2))შ –- 2? –- 4V ვ -– 8»ეჯე. 
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ახლა, V,ჭ-ის კოეფიციენტი განახვავებულია ნულისაგან და ამიტომ ჩვენი ფოომიდან შეგვიძ- 

ლია გამოეყოთ ერთი უცნობის კვადრატი. თუ ვიგულისხმებთ, 

ა =2), 27 ლე =7 2ე= ქვ, 
ე. ი. თუ შევასრულებთ წრფიე გარდაქმნას, რომლისთვისაც შებრუნებულს ექნება მატრიცი 

ლ 1 

8= 

.ზ 

#-ს მივიყვანთ სახეზე 

C
C
 

სა
) 

– 

C
C
 ”- 0 

_ 1 

1 
#/=-> ჯემ 2ქე -- 2ჯე! –- ჩ:ეჯე. 

ჯერჯერობით გამოიყო მხოლოდ | გ უცნობის კეადრატი, რადგან ფორმა კიდეე 

შეიცავს ორი სხვა უცნობის ნამრავლს. ვისარგებლოთ იმით, რომ ჯე?ის კოეფიციენტი ნული- 

საგან განსხვავებულია და კიდევ ერთხელ გამოვიყენოთ ზემოთ გადმოცემული მეთოდი. თუ 

შევასრულებთ წრფივ გარდაქმნას 

ხს=ჯ, ფს=--2ღ>-4ჯ, (ე= ჯე, 
რომლისთვისაც შებრუნებულს აქეს 

1... 0 0 

· C=| 9 1 –2 
2 

0 ეი. 1 

მატრიცი, დაბოლოს, / ფორმას მივიყვანთ კანონიკურ სახეზე 

/=--/' –-- 146). (17) 

წოფიევი გარდაქმნის რომელიც (16)-ს უშუალოდ მიიკვანს (17) სახეზე, მატრიცი იქნება 

ნამრავლი · 
1 1 

5-2 3 
480=| 1 _ 1 _, 

2 2 

0 0 1 

, 

უძუალო ჩასმითაც შეგვიძლია შევამოწმოთ, რომ გადაუგვარებელი ( რადგან დეტერ- 

: I 
მინანტი ტოლია == წრფივი გარდაქმნა 

ა 1 1 , 
ტლ ს +643, 

1 1 
ძელს ხს! “ახ 2.9) ვ 

Xჯე== (ე 
(16)-ს გარდაქმნის (17)-ზი, 
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კვადოატული ფორმის კანონიკურ სახეზე დაყვანის თეორია აგებულია 

მეორე რიგის ცენტრალური წითოების გეომეტრიული თეორიის ანალოგიურად, 

მაგრამ იგი არ შეიძლება ჩავთვალოთ ამ უკანასკნელი თეორიის განზოგადე- 

ბად. მართლაც, ჩვენს თეორიაში დასაშვებია ვისარგებლოთ ნებისმიერი 

გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნით, მაშინ როცა მეორე რიგის წირის 

კანონიკურ სახეზე დაყვანა მიიღება წრფივ გარდაქმნათა მეტად სპეციალური 
(2) სახით, რომელიც სიბრტყის ბრუნვას წარმოადგენს. ამ გეომეტრიული 

თეორიის განზოგადებაც შესაძლებელია „ უცნობის ნამდვილ კოეფიცი- 

ენტებიან კვადრატული ფორმების შემთხვევაში. ეს განზოგადება, რომელიც 

იწოდება კვადრატული ფორმების დაყვანად მთავარი ღერძე- 

ბის მიმართ, გადმოცემული იქნება მე-8 თავში. 

§ 987. ინერციის კანონი 

კანონიკური სახე რომელზედაც მიიყვანება მოცემული” კვადრატული 

ფორმა, სრულიად არ არის მისთვის (ალსახად განსაზღვრული: ყოველი კვად- 

რატული ფორმა შეიძლება დაყვანილ იქნას კანონიკურ სახეზე მრავალი გან–- 
სხვავებული ხერხით. ასე მაგალითად, წინა პარაგრაფში განხილული / = 

=2X,Xგ--6X3%ვ +-2XეX, კვადრატული ფორმა გადაუგვარებელი წრფივი 

%,=71-1-3/+2/3, 

Xგ == ჩვ–-/ე –- 21, 

%ე=2 # 
გარდაქმნით დაიყვანება 

#=2/,/ -L 647, – 8/ავ 

კანონიკურ სახეზე, რომელიც განსხვავდება ადრე მიღებულისაგან. 

ისმება კითხვა, რა აქვთ საერთო იმ განსხვავებულ კანონიკურ კვადრა- 

ტულ ფორმებს, რომლებზედაც დაიყვანება მოცემული / ფორმა? ეს კითხვა, 

როგორც ვნახავთ, მჭიდროდ არის დაკავშირებული ასეთ კითხვასთან; რა 

პირობებშია შესაძლებელი ორი მოცემული კვადრატული ფორმიდან ერთის 

გადაყვანა მეორეში გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნით? ამ კითხეებზე 

პასუხი დამოკიდებულია იმაზე, კომპლექსურ კვადრატულ ფორმებს განვიჩხი- 

ლავთ თუ ნამდვილს. | 

'“ თავდაბირველად ვიგულისხმოთ, როზ განიხილება ნებისმიერი კომპ- 

ლექსური კვადრატული ფორმები და, ამასთან ერთად, ვიგულისხმოთ, რომ 

გამოიყენება აგრეთვე ნებისმიერი კომპლექსურ კოეფიციენტებიანი გადაუგვა- 
რებელი წრფივი გარდაქმნები. ვიცით, რომ # რანგის მქონე ყოველი /» უცნო- 

ბიანი / კვადრატული ფორმა დაიყვანება კანონიკურ სახეზე 

#=C)ს)1 + რა 14.“ რს 

სადაც ყველა ი. რ... C კოეფიციენტი განსხკავტბულია ნულისაგან. ვისარ- 

გებლოთ იმით, როზ ყოველი კომპლექსური რიცხვიდან ამოდის კვადრატული 

ფესვი და შევასრულოთ შემდეგი გადაუგვარებელი წოფივი გარდაქმნა; 
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ა=ს CV, როცა „აებსბს..' #”; ჯ,=V,, როცა ქლ=7/41, I. 

იგი / ფორმას ზიიყვანს სახეზე 

ს ' #/=უ' + ჯ! +---+ჯ% (1) 

რომელსაც ნორმალური ფორმა ეწოდება. ეს არის უბოალოდ ჯ უცნობის 

კვადრატების ჯამი ერთის ტოლი კოეფიციენტებით. 

ნორმალური სახე დამოკიდებულია / ფორმის მხოლოდ ; რანგზე, ე. ი. 

# რანგის ყველა კვადრატული ფორმა დაიყვანება ერთი და იმაეე (1) ნორმა- 

ლურ სახეზე. მაშასადამე, თუ #» უცნობიან / და ყ« ფორმებს აქვთ ერთნაირი 

„ რანგი, მაშინ შესაძლებელია /-ის გადაყვანა (1)-ში, შემდეგ კი (1)-ისა ჯ«-ში, 

ე. ი. არსებობს ისეთი გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნა, რომელიც #-ს 

«ში გადაიყვანს. რადგან, მეორე მხრივ, არც ერთი გადაუგვარებელი წრფივი 

გარდაქმნა არ ცვლის ფორმის რანგს, ამიტომ მივედით შემდეგ შედეგამდე: 

ორი კომპლექსური კვადრატული ჯ უცნობიანი ფორმა 
მაშინ და მხოლოდ მაშინ მიიყვანება ერთიმეორემდე კომაპ- 

ლექსურ კოეფიციენტებიანი გადაუგვარებელი წრფივი 
გარდაქმნით, თუ ამ ფორმებს აქვთ ერთი და იგივე რანგი. 

ამ თეორემიდან ადეილად გამომდინარეობს, რომ ჯ» რანგის მქონე 

კომპლექსურ კვადრატულ ფორმას კანონიკურ სახედ შეიძ- 

ლება ჰქონდეს ჯუცნობის კვადრატების ყოველი ჯამი ნული- 

საგან განსხვავებული ნებისმიერი კომპლექსური კოეფიცი- 

ენტებით. _ 

მდგომარეობა რამდენიმედ უფრო რთულია იმ შემთხვევაში, თუ განიხი- 

ლება ნამდვილი კვადრატული ფორმები და, რაც განსაკუთრებით საყუ- 

რადღებოა, თუ განიხილება მხოლოდ ნამდვილ კოეფიციენტებიანი წრფივი 

გარდაქმნები. ამ შემთხვევაში ყველა ფორმის მიყვანა (1) სახეზე უკვე შეუძ- 

ლებელია, რადგან ეს მოითხოვდა უარყოფითი რიცხვიდან კვადრატული 

ფესვის ამოღებას. მაგრამ, თუ კვადრატული ფორმის ნორმალურ სახეს 

ახლა ვუწოდებთ რამდენიმე უცნობის კვადრატების ჯამს, კოეფიციენტებით 

+1 ან –1, მაშინ ადვილი საჩვენებელია, რომ ყოველი ნამდვილი /( 

კვადრატული ფორმა ნამდვილ კოეფიციენტებიანი გადაუ- 

გვარებელი წრფივი გარდაქმნით შეიძლება მიყვანილ იქნას 

ნორმალურ სახეზე. 

მართლაც, # რანგის მქონე # უცნობიანი / ფორმა დაიყვანება კანონი- 

კურ სახეზე, რომელიც შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგნაირად (თუ საჭირო 

იქნება, უცნობთა დანომვრას შევცვლით): 

7 =Cჰ) +.-+ რ ნI+1/მ%+1 –აა CV", 0<ხ<»ი 

სადაც ყველა 6, ·-.ა CL, 61) ''', 6, რიცხვი დადებითია და განსხვავებული ნული- 

საგან, მაშინ ნამდვილ კოეფიციენტებიანი გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნა 

ღა=IM/ CX როცა 1=1,2,...,7, ჯ,=)ე, როცა ჯ=/-1,..., 
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/-ს მიიყვანს კანონიკურ სახეზე 

/ =20 ნონ მოწევ თი 
ამ ჯამმი შემავალ კვადრატთა საერთო რიცხვი ფორმის რანგის ტოლია. 

ნამდვილი კვადრატული ფორმა კანონიკურ სახეზე შეიძლება დაყვანილ 

იქნას მრავალ სხვადასხვა გარდაქმნით, მაგრამ უცნობთა ნუმერაციამდე 

სიზუსტით იგი დაიყვანეა მხოლოდ ერთ ნორმალურ სახეზე. ამას აჩვენებს 

შემდეგი მნიშვნელოვანი თეორემა, რომელსაც ეწოდება ნამდვილ კვად- 
რატულ ფორმათა ინერციის კანონი: 

ნორმალურ სახეში, რომელზედაც დაიყვანება მოცე- 

მული ნამდვილ კოეფიციენტებიანი კვადრატული ფორმა 

ნამდვილი გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნით, დადებით 

კვადრატთა და უარყოფით კვადრატთა რიცხვი დამოკიდე- 

ბული არ არის ამ გარდაქმნის არჩევაზე. . 

მართლაც, ვთქვათ, ჯ -რანგის კვადრატული / ფორმა Xჯ, Xვ, ს ი 

უცნობის მიმართ ორი გზით არის დაყვანილი ნორმალურ სახეზე: 

_ ჩM=)მ ნნ მო აა ულ ფინი ბიწი (29) 
რაოგან #X,, Xე, -·» > უცნობებიდან #,, #, ··· 1» უცნობებზე გადასვლა იყო 

გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნა, ამიტომ, პირიქით, მეორე უცნობებიც 

აგრეთვე წრფივად გამოისახებიან პირველის საშუალებით ნულისაგან განსხვა- 

ვებული დეტერმინანტით: 

X= ბ)იიXი 1=1, 2, ..., I. (3) 
§35=1 

ანალოგიურად 

· 

უ=1)ხი»ი 1=1,2, 7, (4) 
451 

ამასთანავე, კოეფიციენტებისაგან შედგენილი დეტერმინანტი კვლავ განსხვა- 
ვებულია ნულისაგან, ხოლო კოეფიციენტები როგორც (3)-ში, ისე (4)-შიც 

ნამდვილი რიცხვებია. . ' 

ახლა ვიგულისხმოთ, რომ L< , და დავწეროთ ტოლობათა სისტემა 

3·#=0, >... #=0, 2I11=9, ·-·,7-=90, ..-, 7:=0. (5) 

თუ ამ ტოლობათა მარცხენა ნაწილებს შევცვლით (3) და (4)-დან მათი გამო- 

სახულებით, მივიღებთ #-–-/ + # ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემას 

» უცნობით ::,, ჯე... X. ამ სისტემაში განტოლებათა რიცხვი ნაკლებია 

უცნობთა რიცხვზე, ამიტომ, როგორც § 1-დან ვიცით, ჩვენს სისტემას აქვს 

არანულოვანი ნამდვილი ამონახსენი თ;, თე, ..., თ. : : · 

ახლა (2) ტოლობაში ყველა » და ყველა ჯ შევცვალოთ მათი (3) და (4) 

გამოსახულებით, შემდეგ კი უცნობების ნაცვლად ჩავსვათ რთ, თე, -.., თა 

რიცხვები. თუ -სიმოკლისათვის +X#,(თ) და 7/(ი)-თი აღვნიშნავთ /, და X;, 

182



უცხობთა შნი'მვნელობებს, რომლებიც მიღებულია ასეთი ჩასმის შემდიგ. მაშინ 

(2), (5)-ის გამო, გარდაიქმნება ტოლობად 

–-)%კ (8) – .,. –- #1 (თ)-=ჯ,ზ (თ) -L-...+ 27,7(Cთ), (6) 

რადგან (2) და (4)-ში ყველა კოეფიციენტი ნამდვილია, ამიტომ (6) ტოლობაში 

შემავალი ყველა კვადრატი დადებითია, რის გამო (6) თავის მხრივ გამოიწვევს 

ყველა ამ კვადრატთა ნულთან ტოლობას; აქედან გამომდინარეობს ტო- 
ლობები 

ჯ) (თ)=20, ..., ?| (=)==0. (7) 

მეორე მხრივ, თვით თ,, თ,, ..., თ, რიცხვების არჩევის გამო, 

ჯ+L(თ) =90,'..., „(თ) =9, ..., V(«)=0. (8) 

ამრიგად, # ერთგვაროვან წრფივ განტოლებათა სისტემას 

2=0, 1=1, 2, ...,7, 

” უკნობით X,, XV ·.25ს (7) და (8)-ის გამო, აქვს თ,, თე, ..., თ, არანულოვანი 

ამონახსენი, ე. ი. ამ სისტემის დეტერმინანტი უნდა იყოს ნულის ტოლი. 

მაგრამ ეს ეწინააღმდეგება იმას, რომ (4) გარდაქმნა იგულისხმებოდა რო- 

გორც გადაუგვარებელი, ასეთივე წინააღმდეგობამდე მივალთ, როცა / < X. 

"აქედან გამომდინარეობს #=/ ტოლობა, რაც ამტკიცებს თეორემას. 

დადებით კვადრატთა რიცხვს იმ ნორმალურ სახეში, რომელზედაც დაი- 

ყვანება მოცემული ნამდვილი / კვადრატული ფორმა, ეწოდება ამ ფორმის 

ინერციის დადებითი ინდექსი, უარყოფით კვადრატთა რიცხეს – 

ინერციის უარყოფითი ინდექსი, ინერციის დადებით და უარყოფით 

ინდექსთა შორის სხვაობას კი-–-/ ფორმის სიგნატურა. გასაგებია, რომ 

ფორმის მოცემული რანგისათვის ·ახლახან განსაზღვრული სამი რიცხვიდან 

ერთი რომელიმეს მოცემა სავსებით განსაზღვრავს დანარჩენ ორს, და ამიტომ 

შემდგომ ფორმულიჟებებში შეგვიძლია ვილაპარაკოთ ამ სამი რიცხვიდან ერთ 

ნებისმიერზე. 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი თეორემა: 

ორი ნამდვილ კოეფიციენტებიანი/ უცნობიანი კგადრა- 

ტული ფორმა მაშინ და მხოლოდ მაშინ გადავა ერთიმეო- 

რეში გადაუგვარებელი ნამდვილი წრფივი გარდაქმნით, თუ 

ამ ფორმებს აქვთ ერთი და იგივე რანგი და ერთი და იგივე 

სიგნატურა. | 

მართლაც, ვთქვათ, / ფორმა გადაუგვარებელი ნამდვილი გარდაქმნით 

გადადის ( ფორმაში. ვიცით, რომ ეს გარდაქმნა არ ცვლის ფორმის რანგს. 

მას არ შეუძლია შეცვალოს სიგნატურაც, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში 

# და ( დაიყვანებოდნენ განსხვავებულ ნორმალურ სახეებზე და მაშინ / 

ფორმა დაიყვანებოდა, ინერციის კანონის საწინააღმდეგოდ, ორივე ამ ნორ- 
მალურ სახეზე. პირიქით, თუ / და # ფორმებს აქვთ ერთი და იგივე რანგი 

და ერთი და “იგივე სიგნატურა, მაშინ ისინი დაიყვანებიან ერთსა და იმავე 

ნორმალურ სახეზე და ამიტომ შესაძლებელია, რომ ისინი გადავიდნენ ერთ·- 

მანეთში, 
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თუ «დ კვადრატული ფორმა მოცემულია კანონიკური სახით 

წ= ჩხ)» + ჩავ" + ...+ ხე? (9) 

სადაც კოეფიციენტები ნულისაგან განსხვავებული ნამდვილი რიცხვებია, 

მაშინ ცხადია, რომ ამ ფორმის რანგი არის „. შემდეგ, თუ გამოვიყენებთ 

_ ასეთი ფორმის ნორმალურ სახეზე დაყვანის უკვე ზემოთ გამოყენებულ წესს, 

ადვილი სანახავია, რომ « ფორმის ინერციის დადებითი ინდექსი ტოლია (9) 
ტოლობის მარჯვენა ნაწილის დადებით კოეფიციენტთა რიცხვისა. აქედან და 

წინა თეორემიდან გამომდინარეობს ასეთი შედეგი: 

# კვადრატულ ფორმას მაშინ და მხოლოდ მაშინ ექნება 

(9) ფორმა თავის კანონიკურ სახედ, თუ / ფორმის რანგი 
არის 7, ხოლო ამ ფორმის ინერციის დადებითიინდექსი კი 

ემთხვევა დადებით კოეფიციენტთა რიცხვს (9)-ში. · 

დაშლადი კვადრატული ფორმები. თუ გადავამრავლებთ # ცვლადის 

მიმართ ნებისმიერ ორ წრფივ ფორმას : 

დ=0,X, + თე +... + ძიXა, ა9=წჩ;ჯX, -L ხებე L.-·-+ ჩიჯი, 

მივიღებთ, ცხადია, რაიმე კვადრატულ ფორმას. მაგრამ ყოველი კვადრატული 

ფორმა არ წარმოიდგინება ორი წრფივი ფორმის ნამრავლის სახით, და ჩვენ 

გვსურს გამოვიყვანოთ პირობები, რომლის დროსაც ამას ექნება ადგილი, ე. ი. 

რომლის დროსაც კვადრატული ფორმა დაშლადია. 

# («ს წ-ა?) კომპლექსური კვადრატული ფორმა იშლება 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ,თუ მისი რანგი ნაკლებია ან უდრის 

ორს, /#(წ, %,) -.ს X)) ნამდვილი კვადრატული ფორმა იმლება 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ მისი რანგი ან არ აღეზატება 

ერთს, ან კიდევ იგი ტოლია ორისა, ხოლო სიგნატურაკი 

უდრის ნულს. . · 

თავდაპირველად განვიხილოთ დ და ს წრფივ ფორმათა ნამრავლი. თუ 
ამ ფორმათაგან ერთი მაინც ნულოვანია, მაშინ მათი ნამრავლი იქნება ნუ- 

ლოვან კოეფიციენტებიანი კვადრატული ფორმა, ე. ი. მას ექნება რანგი 0. 

თუ დ და ს წრფივი ფორმები პროპორციულია 

დ =240, 
ამასთანავე C#0 და დ ფორმა არანულოვანია: ვთქვათ, მაგალითად, 
მე კოეფიციენტი განსხვავდება ნულისაგან, მაშინ გადაუგვარებელი წრფივი 

გარდაქმნა 

2),=01%, +..–+4იXი, 1/,=2ჯ/, როცა 1=2, 3, ..., # 

დს კვადრატულ ფორმას მიიყვანს 

დრ = წუ" 

სახეზე. მარჯვნივ დგას კვადრატული ფორმა რანგით 1 და ამიტომ დს კვად- 

რატულ ფორმასაც ექნება რანგი 1, ბოლოს, თუკი დ და ს წრფივი ფორმები 

არ არიან პროპორციული, ვთქვათ, მაგალითად, 
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(წ. რე # 0, 

L2, ჩხ; 
მაშინ წრფივი გარდაქმნა 

V.=4,X, + 0,Xე +... + მიბის 

Vე = M1X) 4 ჩ:Xე “–ი...+- ხიჯი, 

V=2ჯ როცა 1=3) 4, ...,#M 

იქნება გადაუგეარებელი; იგი დო კვადრატულ ფორმას მიიყვანს სახეზე 

#9 =1)ქ15- 

მარჯვნივ დგას კვადრატული ფორმა რანგით 2, რომელსაც ნამდეილი კოე- 
ფიციენტების შემთხვევაში აქვს სიგნატურა 0. 

გადავიდეთ შებრუნებული დებულების დამტკიცებაზე. რა თქმა უნდა, 

0 რანგის მქონე კვადრატული ფორმა შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც 

ორი ისეთი წრფივი ფორმის ნამრავლი, რომელთაგან ერთი ნულოვანია. 

შემდეგ 1 რანგის მქონე / (ჯ,, X, ..., 2) კვადრატული ფორმა გადაუგვარე- 
ბელი წრფივი გარდაქმნით დაიყვანება 

#=0))7?, C#90, 

» =(თ», 
სახეზე. თუ გამოვსახავთ 1კ-ს წრფივად X,, #,, ·.., ჯ-ის საშუალებით, მივიღებთ 

# ფორმის წარმოდგენას ორი წრფივი ფორმის ნამრავლის სახით. ბოლოს, 

# (XV 9, ·.ს 2) ნამდვილი კვადრატული ფორმა, რომლის რანგია 2 და სიგ- 

"ნატურა 0, გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნით დაიყვანება 

/=ებ– წ! 
სახეზე; ამავე სახეზე შეგვიძლია დავიყვანოთ ნებისმიერი 2 რანგიანი კომპ- 

ლექსური კვადრატული ფორმა- მაგრამ 

ეც" –– 1ე1=C0/, –– 71) (2, –+ Vე), 

სადაც მარჯვნივ, ), და I,-ის შეცვლის შემდეგ მათი წრფივი გამოსახულე- 

ბებით #X,, X,, .., ჯ-ის საშუალებით, დადგება ორი წრფივი ფორმის ნამრავლი, 

თეორემა დამტკიცებულია. 

სახეზე, ე. ი. 

ა 98, დადებითა ანსაზღვრ ი ფორმები დადე დზ ღვოული ფ ე 

ნამდგილ  კოეფიციენტებიან ” უცნობიან / კვადრატულ ფორმას 

ეწოდება დადებითად განსაზღვრული, თუ იგი დაიყვანება ისეთ 
ნორმალურ სახეზე, რომელიც შედგება ს დადებითი კვადრატისაგან, ე. ი. 

თუ ამ ფორმის რანგიც და ინერციის დადებითი ინდექსიც ტოლია უცნობთა 
რ ა 
აემე ეი ი თეორემა საშუალებას გვაძლევს დავახასიათოთ დადებითად 

განსაზღვრული ფორმები იმის გარეშე, რომ ისინი დავიყვანოთ ნორმალურ 

ან კანონიკურ სახეზე, 
185



ხამდვილ კოეფიციენტებიანი / კეადრატული ფორმა 

მე ბეა.) 7 უცნობის მიმართ მაშინ და ნხოლოდ მაშინაა და- 

დებითად განსაზღვრული, თუ ამ უცნობთა ყოველი ისეთი 

ნამდვილიმნიშვნელობებისათვის, როზელთაგან ერთიმაინც 

განსხვავდება ნულისაგან, ეს ფორმა იღებს დადებით მნიშე- 

ნელობებს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, / ფორმა დადებითად განსაზღვრულია, ე. ი, 

დაიყვანება ნორმალურ სახეზე 

#=7/“ +1? +..+ 3? (1) 

ამასთანავე, 

#= შერი?» 1=1, 2, ..-ა 1) (9) 
ჟ._ - 

სადაც ი, ნამდვილი კოეფიციენტები ნულისაგან განსხვავებულ დეტერმინანტს 

ქპნიან. თუ გვსურს ჩავსვათ /-ში X„ Xე ,..., > უცნობთა ნებისმიერი ნამდვილი 

მნიშვნელობანი რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან, მაშინ 

თავდაპირველად იგი შეგვიძლია ჩავსვათ (2)-ში, შემდეგ კი ყველა 2„-სათვის 

ზიღებული მნიშვნელობანი ჩავსვათ (1)-ში, შევნიშნოთ, რომ 1), 7 ···, /.'სათ- 

ვის (21-დან მიღებული მნიშვნელობანი არ შეიძლება ყველა ერთდროულად 

უდრიდეს ნულს, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში მივიღებდით, რომ ერთგვა- 

როვან წრფივ განტოლებათა 2 

13,+>= ს 1=1,ც 2,...,#M 

სისტემას აქვს არანულოვანი ამონახსენი, თუმცა მისი დეტერმინანტი განსხვა- 

ვებულია ნულისაგან. ,, 7ე, ·.., //ჰ-სათვის მიღებულ მნიშვნელობებს თუ ჩავ- 

სვამთ (1)-ში, მიგიღებთ / ფორმის მნიშვნელობას, რომელიც ტოლია 7; ნამ- 

დვილი რიცხვის კვადრატების ჯამისა, რომელთაგან ყველა არ უდრის ნულს, 

მაშასადამე, ეს მნიშვნელობა შკაცრად დადებითი იქნება. 

პირიქით, ვთქვათ, / ფორმა არ არის დადებითად განსაზღვრული, ე. ი. 
მისი ან რანგი, ან ინერციის დადებითი ინდექსი ნაკლებია #-ზე. ეს ნიშნავს, 

რომ ამ ფორმის ნორმალურ სახეში, რომელზედაც იგი დაიყვანება, ვთქვათ, 

გადაუგვარებელი (2) წრფივი გარდაქმნით, ერთი მაინც ახალი უცნობის, მაგალი- 

თად »»-ის, კვადრატი ან სავსებით არ შედის, ან შედის მინუს ნიშნით. ვაჩვენოთ, 

რომ ამ შემთხვევაში X«,, X,, ... ჯი უცნობთათვის შეგვიძლია შევარჩიოთ ისეთი 

ნამდვილი მნიშვნელობანი, რომ ყველა ისინი ნულს არ უდრიდეს და რომ /# 

ფორმის მნიშვნელობა უცნობთა ამ მნიშენელობებისათვის იყოს ნული ან 

უარყოფითიც კი, ასეთი იქნებიან, მაგალითად, X,, #,,..., X„-სათვის ის მნიშვ- 

ნელობანი, რომლებსაც მივიღებთ, თუ კრამერის” წესით ამოვხსნით წრფივ 

განტოლებათა სისტემას, რომელიც მიღებულია (2)-დან„ როცა 1:=%75= 

=...=/ 1=090, /.=1. მართლაც, X;, ას... %» უცნობთა ·ამ მნიშვნელობები- 

სათვის / ფორმა უდრის ნულს, თუ ქ)? არ შედის ამ ფორმის ნორმალურ 

სახეში, და უდრის --1-ს, თუ », შედის ნორმალურ სახეში მინუს ნიშნით, 
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ახლა დამტკიცებული თეორემით ესარგებლობთ ყეელგან, სადაც გამოი- 

ყენება დადებითად განსაზღვრული კვადრატული ფორმები. მაგრამ მისი დახ- 

მარებით ფორმის კოეფიციენტების მიხედვით არ შეგვიძლია დავადგინოთ: 

იქნება თუ არა ეს ფორმა დადებითად განსაზღვრული, ამ მიზანს ემსახურება 
მეორე თეორემა რომელსაც ჩამოვაყალიბებთ და დავამტკიცებთ მას შემდეგ, 

როცა შემოვიღებთ ერთ დამხმარე ცნებას. 

ვთქვათ, მოცემულია / კვადრატული ფორმა „ უცნობის მიძართ მატ- 

რიცით 4=(0,). ამ მატრიცის 1, 2,...,/ რიგის მინორებს, რომელნიც განლა- 

გებული არიან მის მარცხენა ზედა კუთხეში, ე. ი. მინორებს 

    

61ჯ 013 ·-· რ41L #11 0ჯე ·.. თ. 

ია 011 01: რვ რეგ... მეL | . რეჯ რვე რე» 
შე შეე) | იიაა.ა.ა ” ს .-...... 

0I1 რა ·.. რიკ რივ ·· რი” 

რომელთაგან უკანასკნელი ემთხვევა, ცხადია, 4 მატრიცის დეტერმინანტს, 

ეწოდება / ფორმის მთავარი მინორები, 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა: · 

ნამდვილ კოეფიციენტებიანი „ უცნობიანი / კვადრა- 

ტულიფორმამაშინდა მხოლოდ მაშინ არის დადებითად გან: 
საზღვრული,თუ მისი ყველა მთავარი მინორი მკაცრად და- 
დებითია. 

დამტკიცება. როცა #=1 თეორემა სამართლიანია, რადგან ამ შემ- 

თხვევაში ფორმას აქვს სახე ძი»? და ამიტომ დადებითად განსაზღვრულია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ იძ >0. ამიტომ თეორემას დავამტკიცებთ #» 
უცნობის შემთხვევაში იმ დაშვებით, რომ იგი უკვე დამტკიცებულია კვადრა- 

ტული ფორმებისათვის #-1 უცნობის: მიმართ, 

თავდაპირველად გავაკეთოთ შემდეგი შენიშვნა: 

თუ / კვადრატულ ფორმაზე ნამდვილი კოეფიციენტებით, რომლებიც 

ადგენენ ,#„( მატრიცს, შესრულებულია გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნა 

ნამდვილი .0 მატრიცით, მაშინ ფორმის დეტერმინანტის (ი. მისი 

მატრიცის დეტერმინანტის) ნიშანი არ იცვლება. 

მართლაც, გარდაქმნის შემდეგ მივიღებთ კვადრატულ ფორმას მატრიცით 

ი" 40, მაგრამ, | CI=IC0) ტოლობის გამო, 

IC 40|=ICII· II I0I=14| · ICI, 
ე. ი. III დეტერმინანტი მრავლდება დადებით რიცხვზე, 

ახლა, ვთქვათ, მოცემულია კვადრატული ფორმა 

»· 

#/=2 იი XIX 
#/51 

მისი ჩაწერა შეიძლება 

.- 
#=დ(წს ჯა: მიე) 22ენობის+ იი ჯე? (3) 

#51 
· 
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სახით. სადაც # იქნება კვადრატული ფორმა „/-!) უცნობის მიმართ, 

რომელიც შედგება / ფორმის იმ წევრებისაგან; რომლებშიც არ შედის «, 

უცნობი. ცხადია, # ფორმის მთავარი მინორები ემთხვევიან / ფორმის ყველა 
მთავარ მინორს, გარდა უკანასკნელისა. ' 

ვთქვათ, / ფორმა დადებითად განსახღვრულია, ამ შემთხვევაში # ფორ- 

მაც იქნება დადებითად განსახლვრული: რომ არსებობდნენ XI, ი... ქი -) 

უცნობთა ისეთი მნიშვნელობანი, ღომლებიც ყველა არ უდრის ნულს და 

რომელთათვისაც ჯ ფორმა იღებს არამკაცრად დადებით მნიშვნელობას, 

მაშინ, თუ ვიგულისხმებთ დამატებით, რომ ჯ„=0, მივიღებთ, (3)-ის გამო, / 

ფორმის აგრეთვე არამკაცრად დადებით მნიშენელობას, თუმც 2,, XX» 

უცნობთა ყველა მნიშვნელობა არ უდრის ნულს. ამიტომ, ინდუქციური დაშეე- 

ბის ძალით, დ ფორმის ყველა მთავარი მინორი, ე. ი. / ფორმის ყველა მთა-, 

ვარი მინორი, გარდა უკანასკნელისა, მკაცრად დადებითია. რაც შეეხება /# 

ფორმის უკანასკნელ მთავარ მინორს, ე. ი. თვით ·1 მატრიცის დეტერმინანტს, 

“მისი დადებითობა გამომდინარეობს შემდეგი მოსაზრებიდან: / ფორმა, მისი 

დადებითად განსაზღვრულობის გამო, გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნით 

დაიყვანება ნორმადურ სახეზე, რომელიც შედგება # დადებითი კვადრატი- 

საგან. ამ ნორმალური სახის დეტერმინანტი მკაცრად დადებითია და ამიტომ, 

ზემოთ გაკეთებული შენიშვნის გამო, დადებითია თვით / ფორმის დეტერ- 

მინანტიც. · 

ვთქვათ ახლა, / ფორმის ყველა მთავარი ზინორი მკაცრად დადებითია. 

აქედან გამომდინარეობს დ ფორმის ყველა მთავარი მინორის დადებითობა, 

ე. ი., ინდუქციური დაშვებით, ამ ფორმის დადებითად განსაზღვრულობა. 

მაშასადამე, არსებობს X,, X,, ·--- X--1 უცნობთა ისეთი გადაუგვარებელი წრფივი 

გარდაქმნა, რომელიც დ ფორმას დაიყვანს M--! დადებით კვადრატთა ჯამის 

სახეზე 7,, შვა. ი-) ახალ უცნობთა მიმართ. ეს წრფივი გარდაქმნა შეიძ- 

ლება შევავსოთ ყველა X,, X-ს» >» უცნობის (გადაუგვარებელ) წრფივ გარ- 
დაქმნამდე, თუ ვიგულისხმებთ, რომ #ჯა=ჰჯი. (3)-ის ძალით, „/ ფორმა მითი- 

თებული გარდაქმნით დაიყვანება : 

21 M–-1 

#=2) X»” + 2 გი წი -L- ჩი» 7,” (4) 

151 “1 

სახეზე; ჩვენთვის 1, კოეფიციენტთა ზუსტი გამოსახულებანი არაა არსებითი. 

რადგან 

ა? + 2ხ:1Xი = (++ ს,იშთ)“ ს?) 

ამიტომ გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნა 

ჯ; = 4-ჩსიოი, 1=1, 2,..., #--1, 

ჯია ·. 

(4)-ის ძალით, / ფორმას დაიყვანს კანონიკურ სახეზე . 

/=9 2-4 დ (8) 
4-1 . 
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#/ ფორმის დადებითად განსაზღვრულობის დასამტკიცებლად დაგვრჩა 

2 რიცხვის დადღებითობის დამტკიცება. (5) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში 

მდგომი ფორმის დეტერმინანტი უდრის ი-ს. მაგრამ ეს დეტერმინანტი უნდა 

იყოს დადებითი, რადგან (9) ტოლობის მარჯვენა ნაწილი მიიღება / ფორ- 
- მიდან ორი გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნით, ხოლო / ფორმის დეტეC- 

მინანტი დადებითი იყო, როგორც ამ ფორმის მთავარ მინორთაგან უკანასკ- 

ნელი, 
თეორემის დამტკიცება დამთავრებულია. 

· მაგალითები; 1, კვადრატული ფორმა 

/ =57ჯ, ++ 14 5Xჯ%ვ –- 4X,Xე –- ზვ –- 4XXე 

დადებითად განსაზღვრულია, რადგან მისი მთავარი შინორები 

5 2-4 

521 1-,, 2 1-21=1 
_–4-2 5 

    

დადებითია, 

2. კვადრატული ფოომა 

ს /(=34)1-+X5ი + 5 + 4X)1ე –– 8X,Xე –– 425%ე 

არ იქნება დადებითად განსახღერული, რადგან მისი მეორე მთავარი მინორი უარყოფითია: 

(> 
შევნიშნოთ, რომ დადებითად განსაზღერული კვადრატული ფორმების 

მსგავსად შეგეიძლია შემოვიტანოთ უარყოფითად განსაზღვრული 

ფორმები, ე. ი. ნამდვილი კოეფიციენტებიანი ისეთი გადაუგვარებელი 

კვადრატული ფორმები, რომელთა ნორმალური სახე მოიცავს უცნობთა 

მხოლოდ უარყოფით კვადრატებს, გადაგვარებულ კვადრატულ ფორმებს, 

რომელთა ნორმალური სახე შედგება ერთი ნიშნის კვადრატებისაგან, ზოგჯერ 

უწოდებენ ნახევრადგანსახღვრულს. ბოლოს, განუზღვრელი 

იქნებიან ისეთი კვადრატული ფორმები, რომელთა ნორმალური სახე მოიცავს 

უცნობთა როგოოც დადებით, ასევე უარყოფით კვადრატებს,.



თავი მეშვიდე 

წრფივი სივრცეები 

§ %ეი. წრფივი სივრცის განმარტება. იზომორფიზმი 

ზე-8 პარაგრაფში მოცემული #-განხომილებიანი ვექტორული სივრცის 

განპარტება იწყებოდა »-განზომილებიანი ვექტორის, როგორც # რიცხვთა 

დალაგებული სისტემის, განმარტებით. შემდეგ, #V-განზომილებიანი ვექტორე- 

ბისათვის შემოვიტანეთ შეკრება და რიცხვებზე გამრავლება, რამაც მიგვიყვანა 

#-განზომილებიანი ვექტორული სივრცის ცნებამდე. სიბრტყეზე ან სამგანზო- 

მილებიან სივრცეში კოორდინატთა სათავიდან გამომავალი მონაკვეთ-ვექტო- 

რების ერთობლიობები წარმოადგენენ ვექტორული სივრცის პირველ მაგა- 

ლითებ". მაგრამ, როდესაც ამ მაგალითებს ვხვდებით გეომეტრიის კურსში, 

ჩვენ ყოველთვის საჭიროდ არ ვთვლით ვექტორები წარმოვიდგინოთ კომპონენ- 

ტების საშუალებით რომელიმე ფიქსირებული კოორდინატთა სისტემის მიმართ, 

რადგან ვექტორების როგორც შეკრება, ისე მათი სკალარზე გამრავლება განი- 

საზღვრება გეომეტრიულად, კოორდინატთა სისტემის ამორჩევისაგან დამოუკი- 

დებლად. სახელდობრ, ვექტორების შეკრება სიბრტყეზე და სივრცეში ხდება 

პარალელოგრამის წესით, ხოლო ვექტორის თ რიცხვზე გამრაელება ნიშნავს მის 

თ-ჯერ გაქიმვას (ვექტორის მიმართულება უნდა შეიცვალოს საწინააღმდეგო მი- 

მართულებით, როცა თ უარყოფითია). მიზანშეწონილია ზოგად შემთხვევაშიც 

მოვიყვანოთ ვექტორული სივრცის „უკოორდინატო“ განმარტება, ე. ი. განმარ- 

ტება, რომელიც არ მოითხოვს ვექტორების მოცემას რიცხვთა დალაგებული 

სისტემების საშუალებით, ახლა მოყვანილი იქნება ასეთი განმარტება, ეს განმარ- 

ტება არის აქსიომატიკური: მასში არაფერი იქნება ნათქვამი ცალკეული 

ვექტორის თვისებებზე, მაგრამ იქნება ჩამოთვლილი ის თვისებები, რომლე- 

ბიც უნდა ჰქონდეთ ვექტორებზე მომქმედ ოპერაციებს, 

ვთჟვათ, მოცემულია ” სიმრავლე; მის ელემენტებს აღვნიშნავთ მცირე 
ლათინური ასოებით: თ, ს, #,... 1. ვთქვათ, შემდეგ, სიმრავლეში განმარტებულია 

1 იმისაგან „განსხვავებით, რაც მიღებული იყო მე-2 თავში, ამ თავსა და შემდეგ თავში 

ქექტორებს აღვნიშეავთ მციოე ლათინუ=ი ასოებით, ხოლო რიცხეებს– მცირე ბერძნული 

ასოებით. 
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შეკრების ოპერაცია, რომელიც ი, ნ ელემენტების ყოველ წყვილს V-დან 
უთანადებს ცალსახად განსაზღვრულ #«–-ხ ელემენტს ”-დან, რომელსაც მათი 

ჯამი ეწოდება, და ნამდვილ რიცხეზე გამრავლების ოპერაცია, 

ამასთან თ, ნამრავლი « ელემენტისა თ რიცხეზე განსაზღვრულია ცალსახად 

და ეკუთვნის I”-ს. 

7 სიმრავლის ელემენტებს ეწოდებათ ვექტორები, ხოლო თვითონ 

V-ს – ნამდვილი წრფივი (ანუ ვექტორული, ანუ აფინური) 

სივრცე, თუ აღნიშნულ ოპერაციებს გააჩნიათ შემდეგი ILI--VIII თვისებები: 

1. შეკ6რება კომუტატურია, «+ჩ=ხ--ი. 
1L. შეკრება ასოციაციურია, (ი+-ს)++6=94-(ხ+Cთ). 

III. /-ში არსებობს ნულოვანი 0 ლ ლემენტი, რომელიც აკმაყო- 

ფილებს პირობას:  +0 =ძ ყველა «-სათვის X”-დან, 

თუ ვისარგებლებთ I ით, ადეილად მტკიცდება ნულოვანი ელემენ- 

ტის ერთადერთობა; : თუ 9, და 0ე––ორი ნულოვანი ელემენტია, მაშინ 

_ 0,-L0,=0,, “ – 
– 0,+0,=0,+0,=0,, 
საიდანაც 0,=0,. 

IV. ყოველი თ ელემენტისათვის MX -დან არსებობს მოპირდაპირე-–ძ 

ელემენტი, რომელიც აკმაყოფილებს პირობას: ი–I-(-–- 0) =0. 

II და I-ის გამო ადვილად მოწმდება მოპირდაპირე ელემენტის 

ერთადერთობა: თუ (-–-ი), და (–ძ); ი-ს ორი მოპირდაპირე ელემენტია, 

მაშინ 

(–ი),+Iი--(--0),)=(–ი),-0=C-9ძ),. 

I(–ი)+ი)-LC-–ი)ე=0–--(--ძ)ე=(–-ძ)ა, 

საიდანაც (–ი),=(–ი)ე. 

II” აქსიომებიდან მიიღება «–ს სხვაობის არსებობა და 

ერთადერთობა, ე, ი. ისეთი ელემენტისა რომელიც აკმაყოფილებს 

განტოლებას 

ხ–-–-X=0. (1) 

მართლაც, შეიძლება დავუშვათ, რომ 

რი–სხ=0+(–სხ), 

ვინაიდან 

ს4+ 6 (-0)=6+C-014-4=0+4=ი. 
ხოლო, თუ კიდევ არსებობს ისეთი 6 ელემენტი, რომელიც (1) განტოლებას 

აკმაყოფილებს, ე. ი. 

ს---ბ=ძ0, 

მაშინ, თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს დავუმატებთ –- ს ელემენტს, მივი- 

ღებთ, რომ 

ი=#6–+-(--). 
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შემდეგი V – 171(L აქსიომები (შეად. § 8) აკავშირებენ რიცხვზე გამრავ- 
ლებას შეკრებასთან და რიცხვებზე ოპერაციებთან. სახელდობრ, ნებისმიერი 
ი, ხს ელემენტებისათვის #7 -დან, ნებისმიერი ნამდვილი თ, ვ რიცხვებისათვის 
და ნამდვილი 1 რიცხვისათვის ადგილი უნდა ჰქონდეთ ტოლობებს: 

V. თ(ი-–-ნ)=Cთ4«-Lთჩ; 

VI. (თ-+-ზ)ძ=ძ0ი-+ჩი, 

VII. (თ3)ი=თ(8ი); 
"VIII. 1. ძი 

მივუთითოთ ამ აქსიომებიდან · გამომდინარე ზოგიერთ უმარტივეს 

შედეგზე. 
ILI. თ. 0=0. 
მართლაც, რომელიმე ძი-სათვის X7-დან 

თი=თ(-+L0)=Cთი-+-თ .0, 

თ. 0=თი-თი=თ“+LL-(თი)1=0. · 

(2). 0.#=0, ! 
სადაც მარცხნივ დგას რიცხვი ნული, ხოლო მარჯვნივ –-)”-ის ს ნულოვანი ელე: 

მენტი. 

დამტკიცებისათვის ავიღოთ ნებისმიერი თ რიცხვი. მაშინ 

თი=(თ-L0)ი=თ0-+-0-:ძ, 
საიდანაც 

0.ძ-–=%ე–-თძ=0. 

(3). თუ თ4=0, მაშინ ან «=0, ან 4=0. 

მართლაც, : თუ თ« #0, ე. ი. > 1 რიცხვი არსებობს, მაშინ 

ი=1.ი-=(თ“1თ)2=Cთ I(თი)ლ–Cთ“1. 0=0,. 

(4). თ(– ი)= –-რთი. 
+ მართლაც, 

თი-+თ(-9)=თ(2+(-4)1=თ.0=0, 
ე. ი. «LC –ი) ელემენტი არის «7 ელემენტის მოპირდაპირე. 

L5). (--თ)ი= –თი. 

მართლაც. 

თი+(-6რ)=(თ+(C-ი))ი=0 ი=0, 
ი. (–-თ)« ელემენტი არის თი ელემენტის მოპირდაპირე. 

161. _ თ(ი--ნ)=Cთ6--თხ. · 

მართლაც, |4|)-ის თანახმად, 

თ(ძ–6)=%I#6+(-–ს)|= თ2-L-თC–-ხ)=%0ი-1-(---Cხ) =თძ – თხ. 

(7). (თ--31)ძპ=თი–ჯი. 
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მართლაც, 

(თ–-მ)ი=I>თ--(–ჩ)1ღ=თ9-L(--მ)ძ=-თა-I-C--8)იძ=Cთი–-ზი. 

შევნიშნოთ, რომ ზემოთ ჩამოთვლილ აქსიომებს და მათ შედეგებს შემ- 

დეგში გამოვიყენებთ სპეციალური აღნიშენის გარეშე. 
ზემოთ მოყვანილია ნამდვილი წრფივი სივრცის განმარტება. თუ დავუ- 

შვებდით, რომ ” სიმრავლეში განმარტებულია გამრავლება არა მარტო 

ნამდვილ, არამედ ნებისმიერ კომპლექსურ რიცხეებზეც, მაშინ ILI-VIII აქსიო- 

მების შენარჩუნებით მივიღებდით კომპლექსური წრფივი სივრცის 

განმარტებას. გარკვეულობისათვის ქვემოთ განიხილება ნაზდვილი 

წრფივი სივრცეები, მაგრამ რაც იქნება ნათქვამი ამ თავში 

სიტყვა სიტყვით გადაიტანება კომპლექსური წრფივი სივ“- 

ცეების შემთხვევაზე. 

პდვეილად შეიძლება ნამდვილი წრფივი სივრცეების მაგალითების 

მოყვანა, ასეთები იქნებიან, უწინარეს ყოვლისა, ის ყ-განზომილებიანი ნამ- 

დვილი ვექტორული სივრცეები, შედგენილი სტრიქონ-ვექტორებისაგან, რომ- 

ლებიც შეისწავლებოდნენ მე-2 თავში. წრფივ სივრცეებს წარმოადგენენ 

აგრეთვე სიბრტყეზე ან სამგანზომილებიან სივრცეში კოორდინატთა სათავი- 

დან გამომავალი მონაკვეთ-ვექტორების სიმრავლეები თუ შეკრების და 

რიცხვზე გამრავლების ოპერაციები გაგებულია იმ გეომეტრიული აზრით, 

რომელიც მოყვანილ იქნა პარაგრაფის დასაწყისში. 

არსებობენ აგრეთვე ე. წ. „უსასრულოგანზომილებიანი“ წრფივი სიერ- 

ცეების მაგალითები. განვიხილოთ ნამდვილი რიცბვების ყეელა შესაძლო 

მიმდევრობა; მათ აქვთ სახე 

ძ=(თ,, თე, «..რი-.-). 

მიმდევრობებზე ოპერაციებს ვაწარმოებთ კომპონენტობრივად: თუ 

ხ=(8,, 8. ··-, ზი, ·-.), 

ძიძ+ხ=(თ+ზ,, ლ L8,...თი--მო···) 

მეორე მხრივ, ნებისმიერი ნამდვილი +# რიცხვისათვის 

74 = (XC), V თეა. /Cი-.) 
სრულდება ყველა I--VIII აქსიომა, ე. ი. ვღებულობთ ნამდვილ წოფივ 

სივრცეს. 

უსასრულოგანზომილებიანი სივრცის მაგალითს წარმოადგენს აგრეთვე 

ნამდვილი ცვლადის ყოველგვარ ნამდვილ ფუნქციათა სიმრავლე, თუ ფუნქ- 

ციების შეკრება და მათი ნამდვილ რიცხეზე გამრავლება გვესმის ისე, როგორც 
ეს ფუნქციათა თეორიაშია მიღებული, ე. ი. როგორც ფუნქციათა მნიშვნე- 

ლობების შეკრება ან რიცხვზე გამრავლება დამოუკიდებელი ცვლადის ყოველი 

მნიშვნელობისათვის, : 

იზომორფიზმი. ჩვენი . უახლოესი მიზანი იქნება ყველა წოფივი სიგრცი- 

დან გამოვყოთ ისეთები, რომლებსაც, ბუნებრივია, ვუწოდოთ სასრულოგან- 

ზომილებიანი. შემოვიტანოთ ჯერ ერთი ზოგადი ცნება, 
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წრფივი სივ”ცის განმარტებაში ლაპარაკი იყო ვექტორებზე, ოპერა. 

ციების თვისებებზე. მაგრამ არაფერი არ იყო ნათქვამი თვით ამ ვექტორების 

თვისებებზე. ამის გამო შეიძლება -მოხდეს, რომ რომელიმე ორი მოცემული 

წოფივი სივრცის ვექტორები სავსებით განსხვავდებიან თავისი ბუნებით ერთ- 

მანეთისაგან, მაგრამ ეს ორი სივრცე ოპერაციების თვისებების თვალსაზრი- 

„სით ერთმანეთისაგან არ განირჩევა. ზუსტი განმარტება ასეთია: 

== ორ ნამდვილ წრფივ I” და ”” სივრცეს ეწოდება იზომორფული, 

თუ მათ ვექტორებს შორის“ დამყარებულია ურთიერთცალსახა თანადობა-– 

ყოველ იძ ვექტორს X” -დან ეთანადება ი ვექტორი #'- -დან, რ ვექტორის ანა- 

ახი- ამასთან განსხვავებულ ვექტორებს X-დან აქვთ განსხვავებული ანასა-“ 

ხები დ და V-ის ყოველი ვექტორი წარმოადგენს ”-ს რომელიმე ვექტორის 

ანასახს,-–– და თუ ამ თანადობის დროს ორი ვექტორის ჯამის ანასახი 

არის ამ ვექტორების ანასახების ჯამი, 

(თ-+-ნ)=6'-+V, : ' (2) 

ხოლო ვექტორის რიცხვზე ნაზრავლის ანასახი არისამ ვექ- 

ტორის ანასახის ამაგე რიცხეზე ნამრავლი, 

(თი) = თი". 2 (3) 
აღვნიშნოთ, რომ XI. ,და 7”, სივრცეებს შორის ურთიერთცალსანხა თანა- 

დობას, რომელიც (2) და (3) პირობებს აკმაყოფილებს, ეწოდება იზო, მ ოთრ- 

ფული თანადობა. 

=> ასე მაგალითად, სიბრტყეზე კოორდინატთა სათავიდან გამომავალ მონა- 

' პეით- ვექტორთა სივრცე იზომორფულია ნამდვილ რიცხვთა დალაგებული 

წყვილებისაგან შქდგენილი ორგანზომილებიანი ვექტორული სივრცისა: ამ 

სივრცეებს შორის მივიღებთ იზომოოფულ თანადობას, თუ სიბრტყჟზე დავა- 

ფიქსირებთ რომელიმე კოორდინატთა სისტემას და ყოველ მონაკვეთ-ვექტორს 

შევუთანადებთ მისი კოორდინატების დალაგებულ წყვილს. 

დავამტკიცოთ წრფივი სივრცეების იზომორფიზმის შემდეგი თვისება: 

#7” და 7” სივრცეებს შორის იზომორფული თანადობის დროს 

# სივრცის ნულის ანასახია X' სივრცის ნული. 

ვთქვათ, მართლაც, ძ არის #”-ს რაიმე ვექტორი, ხოლო ი” –-მისი ანასახი 

”7'-ში. მაშინ, (2)-ის გამო, 

ი'=(თ+0)'= ი +09', 

ე. ი. C იქნება 7” სივრცის ნული. 
– 

30. სასრულოგანზომილებიანი სივრ ბი. ბაზისები ულოგ ლე ვოცეე ე 

როგორც მკითხველს ადვილად შეუძლია შეამოწმოს, მე-9 პარაგრაფში 

მოცემული სტრიქონ-ვექტორთა წრფივი დამოკიდებულების როგორც 

ორივე განმარტება, ისე მათი ეკვივალენტობის - დამტკიცებაც იყენებენ 

მხოლოდ ოპერაციებს ვექტორებზე და ამიტომ შესაძლებელია მათი გადატანა 

ნებისმიერი წრფივი სივრცეების შემთხვევაზე. მაშასადამე, აქსიომატიკურად 
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განსაზღვრულ წრფივ სივრცეებში , შეიძლება ლაპარაკი ვექტორთა წრფივად 
დამოუკიდებელ სისტემებზე, მაქსიმალურ წრფივად დამოუკიდებელ სბსტე- 

მებზე, თუ ასეთები არსებობენ, და ა, შ. 

თუ წრფივი »” და IXI' სივრცეები იზომორფულია, მაშინ X-ს 

მეა შეი...“ ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოკიდებულია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა წრფივად დამოკიდებულია 

მათი X»'-ში ი”, 6,0 ანასახების სისტემა. 

შევნიშნოთ, რომ, თუ #->ი” თანადობა (ყველა ·ძი-სათვის V-დან) არის 

იზომორფული თანადობა X7 და X-ს შორის, მაშინ შებრუნებული ი' -+ი თანა- 

დობაც იქნება იზომორფული. ამიტომ საკმარისია განვიხილოთ შემთხვევა, 

როცა ი, რ-ი სისტემა წრფივად დამოკიდებულია. ვთქვათ, არსებობენ 

ისეთი თ,, თე,..-.,თV რიცხვები რომელთაგან ერთი მაინც განსხვავდება ნული- 

საგან, რომ 

თ,ი,+რთარ,+-..·+--თ.ი:=0. 

განხი-ლული იზომორფიზმი დროს ტოლობის მარჯვენა მხარის ანასახია, 

როგორც ვიცით, I” სივრცის 0' ნული. თუ ავიღებთ მარცხენა მხარის ანასახს 

და რამდენჯერმე გამოვიყენებთ (2)-ს და (3)-ს, მივიღებთ 

თეი, + თემი +-··+Cი0ს=0“, 

ე. ი. ი", ი... სისტემა აგრეთვე აღმოჩნდა წრფივად დამოკიდებული. 

'სასრულოგანზომილებიანი სივრცეები. წრფივ ” სივრცეს ეწოდება ს ას- 

რულოგანზომილებიანი, თუ მასში შეიძლება მოინახოს ვექტორთა სას- 

რული მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი სისტემი; ვექტორთა ყოველ 

ასეთ სისტემას ეწოდება X” სივრცის ბაზისი. 

სასრულოგანზომილებიან წრფივ სივრცეს შეიძლება გააჩნდეს მრავალი 

განსხვავებული ბაზისები, ასე მაგალითად, სიბრტყეზე მონაკვეთ-ვექტორების 

სივრცეში ბაზისად გამოდგება ნულისაგან განსხვავებული და ეოთ წრფეზე 

არამდებარე ვექტორთა ნებისმიერი წყვილი. შევნიშნოთ, რომ ჩვენი განმარ- 

ტება სასრულოგანზომილებიანი სივრცისა ჯერ არ იძლევა პასუხს კითხეაზე, 

შეიძლება თუ არა ამ სივრცეში იარსებონ ბაზისებჭა, რომლებიც ეექტორთა 

სხვადასხვა რიცხვისაგან შედგებიან. უფრო მეტიც. შეგვეძლო იმის დაშვებაც 

კი, რომ ზოგიერთ სასრულოგანზომილებიან სივრეცეში არსებობენ ვექტორთა 

რაგინდ დიდი რიცხვისაგან შედგენილი ბაზისები. ახლა ჩვენ შეეუდგებით იმის 

გარკვევას, თუ რა მდგომარეობაა სინამდვილეში. 

ვთქვათ წრფივ ” სიეგრცეს აქვს 

' ' 6) ნვ) "აბა ჩნ (1) 

ბაზისი, რომელიც ” ვექტორისაგან შედგება. თუ ი არის I-ს ნებისმიერი ვექ- 

ტორი, მაშინ წრფივად დამოუკიდებელი (1) სისტემი“ მაქსიმალურობიდან 

გამომდინარეობს, რომ « წრფივად გამოისახება ამ სისტემის საშუალებით. 

: ძ=C,6, –+- თენე –-...-L თრი. (2) 

მეორე მხრიე, (1) სისტემის წრფივი დამოუჯიდებლობის გაპო, 4« ვექტორი- 

სათვის (2) გამოსახულება იქნება ერთადერთი: თუ 
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ძ= თ, 0 +Cთ ენ +...-+-რCთ ანი. 

მაშინ 

აეღეგეგაგ–ედეე“ 
საიდანაც 

თ,=Cთ', 1= 1, 2, .... I. 

ამრიგად, ძი ვექტორს ცალსახად ეთანადება (1) ბაზისის საშუალებით მისი 

(2) გამოსახულების კოეფიციენტების 

(თ,, თე, ·.. თ) (3) 

სტრიქონი ანუ, როგორც ვიტყვით, (1) ბაზისში მისი კოორდინატთა 

სტრიქონი. პირიქით, (3) სახის ყოველი სტრიქონი, ე. ი. ყოველი #-გან- 

ზომილებიანი ვექტორი მე-2 თავის აზრით, არის (1) ბაზისში კოორდინატთა 

სტრიქონი 17 სივოცის რომელიმე ვექტორისათვის, სახელდობრ იმ ვექტორი- 

სათვის, რომელიც ჩაიწერება (2) სახით (1) ბაზისის საშუალებით. 

· ამრიგად, ჩვენ მივიღეთ ურთიერთცალსახა თანადობა სივრცის ყველა 

ვექტორსა და სტრიქონთა ჯ„-განზომილებიანი ვექტორული სივრცის ყველა 

ვექტორს შორის, ვაჩვენოთ, რომ ეს თანადობა, რომელიც, გასაგებია, დამო- 

კიდებულია (1) ბაზისის არჩევაზე, არის იზომორფიზმი., 

I სივრცეში ავიღოთ, გარდა ძი ვექტორისა, რომელიც (1) ბაზისის საშუა- 

ლებით გამოისახება (2) სახით, კიდევ ჩხ ვექტორი, რომლის გამოსახულება 

(1) ბაზისის საშუალებით არის 

ხ=8აი,+ზათ -L...-L ზირ. · 

ძ-+-ხნ=(თ,+8,)0--(თ, + 8,)6; “+-...+ (თ. +8,)Cი, 

"ე. ი. თ და ნვექტორების ჯამს შეესაბამება (1) ბაზისში მათი 
კოორდინატთა სტრიქონების ჯამე. მეორე მხრივ, 

+6=(XC,)C, + (თე); –I---.+ (7C-)იი, 

ე. ი. ი ვექტორის ნამრავლს #ჯ რიცხვზე შეესაბამება (1) ბა- 

ზისში მისი კოორდინატთა სტრიქონის ნამრავლი ამავე? 

რიცხვზე. რას. 

“ ამით დამტკიცდა შემდეგი თეორემა:”.. .. 

MM ვექტორისაგან შედგენილი ბაზისის მჭონე ყოველი 
წრფივი სივრცე იზომორფულია სტრიქონთა იო-განზომილე- 

ბიანი ვექტორული სივრცისა. . 

როგორც ვიცით, წრფივ სივრცეებს შორის იზომორფული თანადობის 

დროს ვექტორთა წრფივად დამოკიდებული სისტემა გადადის წრფივად 

დამოკიდებულ სისტემაში და პირიქით. ამიტომ წრფივად დამოუკიდებელი 

სისტემა გადადის წრფივად დამოუკიდებელში. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

იზომორფული თანადობის დროს ბაზისი გადადის ბაზისში. 

მართლაც, ვთქვათ, V და 1” სივრცეებს. შორის იზომორფული თანა- 

დობის დროს # სივრცის რარა რი ბაზისი გადადის »” სივრცის გეს ითუა რ 

ვექტორების სისტემაში, რომელიც თუმცა წრფივად დამოუკიდებელია, მაგრა 
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არ არის მაქსიმალური. მამასადამე V“-ში შეიძლება მოინახოს ისეთი /' ვექ- 

ტორი, რომ #",, C,, ·-, (>, /, სისტემ. დარჩება წრფივად დამოუკიდებელი. 
მაგრამ /” ვექტორი არის 7-ს რომელიმე / ვექტორის ანასახი განხილული 

იზომორფიზმის დროს. ვღებულობთ, რომ #,, 2, ·-., წს / ქეჭტორთა სისტემა 

უნდა, იყოს წრფივად დამოუკიდებელი, რაც ეწინააღმდეგება ბაზისის განმარ- 

ტებას. 
შემდეგ, ჩვენ ვიცით (იხ. § 9) რომ სტრიქონთა »„-განზომილებიან 

ვექტორულ სივრცეში ყველა მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი სისტემა 

შედგება # ვექტორისაგან, რომ #-+ I) ვექტორისაგან შედგენილი ყოველი 

სისტემა წრფივად დამოკიდებულია და რომ ვექტორების ყოველი წრფივად 

დამოუკიდებელი სისტემა შედის რომელიმე მაქსიმალურ წრფივად დამოუკიდე- 

ბელ სისტემაში. თუ გამოვიყენებთ იზომორფული თანადობების ზემოთ დამყა- 

რებულ თვისებებს, მივალთ შემდეგ შედეგებამდე: 
სასრულოგანზომილებიანი წრფივი 7 სივრცის ყველა 

ბაზისი შედგება ვექტორთა ერთი დღა იგივე რიცხვისაგან. 

თუ ეს რიცხვი უდრის ჯ-ს, მაშინ 7-ს ვუწოდებთ #-განზომილებიან 

წრფივ სივრცეს, ხოლო ჯ რიცხეს –– ამ სივრცის განზომილებას, 

განზომილებიანი წრფივი სივრცის #»+1 ვექტორისა- 

გან შედგენილი ყოველი სისტემა წრფივად დამოკიდე- 
ბულია. ' 

”განზომილებიანი წრფივისივოცისეექტორთა ყოველი 
წოფივად დამოუკიდებელი სისტემა შედის ამ სივრცის რო- 

მელიმე ბაზისში. 

ახლა ადეილი. შესამოწმებელია, რომ · ნამდეილი წრფივი სივრცეების 
ზემოთ მოყვანილი მაგალითები --–მიმდევრობების სივრცე და ფუნქციების 

სივრცე--არ არიან სასრულოგანზომილებიანი სივოცეები: თითოეულ ამ სივრ- 

ცეთაგანში მკითხველი ადვილად მონახავს წრფივად დამოუკიდებელ სისტემებს, 

რომლებიც შედგებიან ვექტორთა რაგინდ დიდი ოიცხვისაგან. · 

ბაზისებს შორის კავშირი. შესწავლის ობიექტს ჩეენთვის სასრულოგანზო- 

მილებიანი წრფივი სივრცეები წარმოადგენენ. გასაგებია, რომ #ჯ-განხომილე- 

ბიანი წრფივი სივრცეების შესწავლისას სინამდვილეში ვსწავლობთ სტრი- 

ქონთა იმ /#, განხომილებიან ვექტორულ სივრცეს, რომელიც შემოტანილი 

იყო მე-2 თავში, მაგრამ ადრე ამ სივრცეში გამოყოფილი იყო ერთი ბაზისი-–- 

სახელდობრ ზაზისი, მედგენილი ერთეულოვანი ვექტორებისაგან, ე, ი. გექტო- 

რებისაგან, რომელთა ერთი კოორდინატი ერთის ტოლია, ხოლო ყველა და: 

ნარჩენი ნულია–და ამ სივრცის ყველა ვექტორი მოცემული იყო ამ ბაზისშმი 

თავისი კოორდინატების სტრიქონით; ახლა კი ჩვენთვის სივრცის ყველა ბა- 

ზისი ტოლფასია, 
| ვნახოთ, თუ რამდენად ბევრი ბაზისის მონახვა შეიძლება „-განზომილებიან 

წრფივ სივრცეში და როგორ არიან ეს ბაზისები დაკავშირებული ერთმანეთთან. 

ვთქვათ, #-განზომილებიან წრფივ 17 სივრცეში მოცემულია ბაზისები 

ა<– (4) 

ა” (5) 
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(5) ბაზისის ყოველი ვექტორი, ისევე როგორც ”7 სივოცის ნებისმიერი ვექტორი, 

ცალსახად ჩაიწერება (4) ბაზის საშუალებით : 

2',= ა +,;,, 1=1, 2, .,., #M. (6) 

მატრიცს, რომლის სტრიქონები წარმოადგენენ (5) ვექტორების კოორდი- 

ნატთა სტრიქონებს (4) ბაზისში, ეწოდება (4) ბაზისიდან (5) ბაზისზე გა დასვ- 

ლის მატრიცი, · 

კავშირი (4) და (5) ბაზისებსა და გადასვლის #” მატრიცს შორის შეიძ- 

ლება ჩაიწეროს, (6)-ის გამო, 

ევა. ........ 
, 

65 %:1 რეე ·.. “9. რ 

თ 

  

    

  

  
LC» I ( რავ ნივ თა. «იჰ L“ 

მატრიცული ტოლობის სახით ან, თუ სვეტებად დაწერილ (4) და (5) ბაზისებს 

აღვნიშნავთ შესაბამისად «-თი და «ით, 

C=7% 
სახით. · 

მეორე მხრივ, თუ #” არის (5) ბაზისიდან (4) ბაზისზე გადასვლის მატ- 

რიცი, მაშინ 

#ი=1”. 

აქედან 
#=(I1" 7 #4, 

#'=(47"M”, 

ე. ი., # და «' ბაზისების წრფივად დამოუკიდებლობის გამო, 

2'>7=172X'=X, 
საიდანაც 

1” =7 1, 

ამით დამტკიცდა, რომ ერთი ბაზისიდან მეორე ბაზისზე გადასვ- 
ლის მატრიცი ყოველთვის გადაუგვარებელი მატრიცია. | 

ყოველი ნამდვილელემენტებიანი »-ური რიგის გადაუ- 

გვარებელი კვადრატული მატრიცი არის ჯ-ოგანზომილებიანი 

ნამდვილი წრფივი სიერცის მოცემული ბაზისიდან რომე- 

ლიმე სხვა ბაზისზე გადასვლის მატრიცი. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემულია (4):ბაზისი და »-ური რიგის გადაუგვარე- 

ბელი # მატრიცი, (5)ად ავიღოთ „სისტემა ვექტორებისა, რომელთა 
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კოორდინატთა სტრიქონებია (4) ბაზისში 7' მატრიცის სტრიქონები; მაშასა- 
დამე, ადგილი აქვს (7) ტოლობას. (5) ვექტორები წრფივად დამოუკიდებე- 

ლია –– მათ შორის წრფივი დამოკიდებულება გამოიწვევდა 7”. მატრიცის 

სტრიქონთა წრფივ დამოკიდებულებას, რაც ეწინააღმდეგება მის გადაუგვა- 

რებლობას. ამიტომ (5) სისტემა, როგორც წრფივად.დამოუკიდებელი სისტეზა, 

რომელიც შედგება #» ვექტორისაგან, წარმოადგენს ჩვენი სივრცის ბაზისს, 

ხოლო # მატრიცი არის (4) ბაზისიდან (5) ბაზისზე გადასვლის მატრიცი. 

ვხედავთ, რომ ყ-განხომილებიან წრფიე სივრცეში შეიძლება მოინახოს 

იმდენი განსხვავებული ბაზისი, რამდენი განსხვავებული #-ური რიგის გადაუ- 

გვარებელი კვადრატული მატრიციც არსებობს, მართალია, მაშინ ორი ბაზისი, 

შედგენილი ერთი და იგივე ვექტორებისაგან, ოღონდ სხვა თანმიმდევრობით 

ჩაწერილი, ითვლება განსხვავებულად. 

ვექტორის კოორდინატთა გარდაქმნა. ვთქვათ, M#M-განზომილებიან წოფივ 

სივრცეში მოცემულია (4) და (5) ბაზისები >7=(+,ც) გადასვლის მატრიცით, 

“=1%. 

მოვნახოთ კავშირი ნებისმიერი « ვექტორის ამ ბაზისებში კოორდინატთა 

სტრიქონებს შორის. 

ვთქვათ, 

ი=%, .“ (8) 

4 . მ. 
ი= %' თ“. 

(51 

თუ გამოვიყენებთ (6)-ს, მივიღებთ: 

ი ”» #M # 

1 ჯ51 · 1-1 V (51 

თუ (8)-ს შევადარებთ და გამოვიყენებთ ბაზისის საშუალებით ვექტორის ჩაწე- 

რის ერთადერთობას, მივიღებთ: 

თ,= %'თ',,, I=1, 2, ,.., VI, , 2 “I 

ე. ი. ადგილი აქვს ' 
· (თა თკ, ···, თ„)=(თ',ე C' ე +. თ ი)“ 

მატრიცულ ტოლობას, · 

ამრიგად, / ბაზისში ი ვექტორის კოორდინატთა სტრიქო- 

ნი უდრის «' ბაზისში ამ ქექტორის კოორდინატთა სტრი- 

ქონს, მარჯვნიდან გამრავლებულს ( ბაზისიდან (' ბაზისზე 

გადასვლის მატრიცზე.



გასაგებია, აქედან გამომდინარეობს 

(თს თ, ·-. C ი)=(თეც Cთეც ·.., თე)1 
ტოლობა. 

მაგალითი. განვიხილოთ სამგანხზომილებიანი ნამდვილი წრფივი სივრცე 

#6. ხას ზე (9) 

Cე=5რ--რე--შრა, | 

ბაზისით, 

“ე=20-L3«,, (10) 

Cვ=--20ი-+6-+L6 

ვექტორები აგრეთვე ქმნიან ამ სივრცის ბაზისს, ამასთან (9)-დან (10)-ხზე გადასვლის მატ- 

რიცია 

5-1-2 

-( 2 3.0 I, 
–224 1 

3 -–-1 6 

#71=| 2 1-4 I. 

( გ--3 1) 

ძ=C6-ჩნ4ხ5–-6 
ვექტორის კოორდინატთა სტრიქონია 

საიდანაც 

ამიტომ (10) ბაზისში 

3 –1 6 

(თ',, C'უ, თ':)=(1, 4, ––1)| –2 1– 4 |=(-–-13, 6, ––27), 

8-3 17 

ი=-–-13/,-+6/, – 277. 

§ 31. წრფივი გარდაქმნები 

მე-3 თავში ჩვენ უკვე შევხვდით უცნობთა წრფივი გარდაქმნის ცნებას. 

ცნება, რომელსაც ახლა შემოვიტანთ, ატარებს ამავე სახელწოდებას, მაგრამ 

სხვა ზასიათი აქვს. თუმცა, შეიძლებოდა მიგვეთითებინა ზოგიერთ კავშირზე ამ 

ორ ერთსახელა ცნებებს შორის. ' 
ვთქვათ, მოცემულია ჯ-განზომილებიანი ნამდვილი წრფივი სივრცე, 

რომელსაც აღვნიშნავთ X7„-ით. განვიხილოთ ამ სივრცის გა რდაქმნა, ე.ი. 

ასახვა, რომელსაც 7» სივრცის ყოველი იძ ვექტორი გადაყავს ამავე სივრ- 

ცის რომელიღაც ი' ვექტორში. ი' ვექტორს ეწოდება ძ ვექტორის ანასახი 

განხილული გარდაქმნის დროს. 
თუ გარდაქმნა აღნიშნულია დ-თი, მაშინ შევთანხმდეთ ძ ვექტორის 

ანასახი ჩაიწეროს არა დ(ი)-თი, ან დი-თი, რაც მკითხველისათვის უფრო 
ჩვეული იქნებოდა, არამედ იდ-თი. ამრიგად. 

ი'=ძღ. 
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წრფივი X„ სივრცის . დ გარდაქმნას ეწოდება ამ სივრცის წრფივი, 

გარდაქმნა, თუ მას ნებისმიერი ი, ჩ ვექტორების ჯამი გადაყავს ამ ვექტო- 

რების ანასახების ჯამში, 

(ი-+-ჩ)დ = იდ +C, 0) 
ხოლო ნებისმიერი ძ« ვექტორის თ რიცხვზე ნამრავლი გადაყავს « ვექტორის 

ანასახის ნამრავლში ამავე თ რიცხვზე, 

(თი)დ =თ(იდ). (2 
ამ განმარტებიდან მაშინვე გამომდინარეობს, რომ წრფივი სივრ- 

ცის წრფივ გარდაქმნას მოცემულ იი ძ,, ·... «ი ვექტორთა 

ნებისმიერი წრფივი კომბინაცია გადაყავს ამ ვექტორთა 

ანასახების წრფივ კომბინაციაში (იმავე კოეფიციენტებით), 

(თ,ი,-+თეთ, -L.--+ თ.0,)დ =თ,(0,#) +C,(4.დ) -L...-L თ(ისდ). (3) 

დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: 
წრფივი წ” სივრცის ნებისმიერი წრფივი დ გარდაქმნის 

დროს ნულოვანი 0 ვექტორი რჩება უძრავი, 

0დ=0, 

ხოლო მოცემული ძი ვექტორის მოპირდაპირე ვექტორის 

ანასახია ჟ/ ვექტორის ანასახის მოპირდაპირე ვექტორი, 

(–ი)დ=-–-იდ. 
მართლაც; თუ ხ ნებისმიერი ვექტორია, მაშინ, (2)-ის გამო, 

0დ =C( . ხ)დ=0 · (ხდ)=0. 
მეორე მხრივ, 

C–ი)დ=IC-–1)ი)დ=(-––1)(9დ)=––იდ. 
წრფივი სივრცის წრფივი გარდაქმნის ცნება წარმოიშვა როგორც გან- 

ზოგადება ანალიზური გეომეტრაის კურსიდან ცნობილი სიბრტყის ან სამ- 

განზომილებიანი სივრცის აფინური გარდაქმნის ცნებისა; მართლაც, (1) და 

(2) პირობები სრულდება აფინური გარდაქმნებისათვის. ეს პირობები სრულ- 

დება აგრეთვე სიბრტყეზე ან სამგანზომილებიან სივრცეში ვექტორთა პროექ- 

ციებისათვის რომელიმე წრფეზე (ან რომელიმე სიბრტყეზე). ამრიგად, მაგა- 

ლითად, სიბრტყის კოორდინატთა სათავიდან გამომავალ მონაკვეთ-ვექტორთა 

ორგანზომილებიან წრფივ სივრცეში გარდაქმნა, რომელსაც ყოველი ვექტორი 

გადაყავს მის პროექციაში სათავეზე გამავალ რომელიმე ღერძზე, იქნება 

წრფივი. 
ნებისმიერ ”„. სივრცეში წრფივი გარდაქმნების მაგალითებია იგივური 

§ გარდაქმნა, რომელიც ყოველ 4 ვექტორს უძრავად ტოვებს,” 
ძნ=თ,. 

და ნულოვა ნი თ გარდაქმნა, რომელსაც ყოველი ი ვექტორი გადაყავს 

ნულში, 
იდ =0, 
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ახლა ჩვენ მოვახდენთ წრფივი 7, სივრცის ყველა წრფივი გარდაქმნის 
ერთგვარ მიმოხილვას. ეთქვათ ამ სივრცის ბაზისია 

... (4) 

როგორც ადრე, სვეტში მოთავსებულ (4) ბაზისს აღვნიშნავთ «-თი. ვინაიდან 

X#, სივრცის ყოველი თ ვექტორი ცალსახად წარმოიდგინება (4) ბაზისის ვექ- 

ტორთა წრფივი კომბინაციის სახით, ამიტომ, (3)-ის გამო, « ვექტორის ანა- 

სახი ცალსახად გამოისახება (4) ვექტორთა ანასახების საშუალებით. სხვა 

სიტყვებით, ”/ი სივრცის ყოველი წრფივი დ გარდაქმნა ცალსა- 

ხად განისაზღვრება ფიქსირებული (4) ბაზისის ყველა ვეკ- 

ტორის «ი, §აC,.-.,ი ანასახების მოცემით. 

როგორიც არ უნდა იყოს 7, სივრცის ჯ ვექტორთა და: 

ლაგებული სისტემა, 

ეაეგეაბსაბსი –. (5) 

არსებობს ამ სივრცის ისეთი წრფივი, ამასთან ერთადერთი 

დ გარდაქმნა, რომ (5) არის (4) ბაზისის ვექტორთა ანასახე- 

ბის სისტემა ამ გარდაქმნის დროს, 

იდ=ძ, (=1, 2, .--, #. (6) 

დ გარდაქმნის ერთადერთობა ზემოთ უკვე დამტკიცებულია და საჭიროა 

დამტკიცდეს მხოლოდ მისი არსებობა. დ გარდაქმნა განვსაზღვროთ შემდეგ- 

ნაირად: თუ ძ სივრცის ნებისმიერი ვექტორია და 

არის მისი ჩაწერა (4) ბაზისში, მაშინ დავუშვათ 

«=>. თი. “უ). 

დავამტკიცოთ ამ გარდაქმნის წრფივობა. თუ 

ხ= » ჩ», 

(=1 

სივრცის ნებისმიერი სხვა ვექტორია, მაშინ 

"1 ("1 

(4-+-ხ)დ= > (« +.ზით I. => ჯ («-ჩ, 02,= 

= » «+2 წ,თ= იდ + ხდ. 
#1 
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ხოლო, თუ I ნებისმიერი რიცხვია, მაშინ 

(72)დ = > (7 თ.) 
(91 

დ= L (ფ თ)თ=V 2)თ.-=M(0დ). 
#=1 “=1   

რაც შეეხება (6) ტოლობების სამართლიანობას, ის გამომდინარეობს დ გარ- 

დაქმნის (7) განმარტებიდან, ვინაიდან (4) ბაზისში #, ვექტორის ყველა კოორ- 

დინატი ნულის ტოლია, გარდა (ჯ-ური კოორდინატისა, · რომელიც ერთს 
უდრის...” ' 

მაშასადამე; ჩვენ დავამყარეთ ურთიერთცალსახა თანა- 

დობა წრფივი X”იე სივრცის ყველა წრფივ გარდაქმნასა და ამ 

სივრცის » ვექტორისაგან შედგენილ დალაგებულ (5) სისტე- 
მებს შორის. 

მაგრამ ყოველ «; ვექტორს გააჩნია გარკვეული ჩაწერა (4) ბაზისში, 

«=2, რთ,,6;, 1= 1, 2, ... #. (8) 

35 - 
(4) ბაზისში «, ვექტორების კოორდინატებისაგან შეგვიძლია შევადგინოთ 

4=(6») (9) 

კვადრატული მატრიცი, თუ მის : ურ სტრიქონად ავიღებთ («, ვექტორის 

კოორდინატთა სტრიქონს, ;=1, 2, ..., ”. ვინაიდან (5) სისტემა ნებისმიერი 

იყო, ამიტომ 4 მატრიცი იქნება ნებისმიერი M-ური რიგის კვადრატული 

მატრიცი ნამდვილი ელემენტებით. 

ამრიგად, გვაქვს ურთიერთცალსახა თანადობა VI სივრ- 

ცის ყველა წრფივ გარდაქმნასა და #-ური რიგის ყველა 

კვადრატულ მატრიცს შორის; გასაგებია, ეს თანადობა დამოკიდე: 

ბულია (4) ბაზისის არჩევაზე. 

ვიტყვით, რომ 4 მატრიცი იძლევა (4) ბაზისში წრფივ დ გარდაქმნას, 

ანუ, უფრო მოკლედ, რომ 4 არის წრფივი დ გარდაქმნის მატრიცი 

(4) ბაზისში. თუ #2დ-თი აღვნიშნავთ სეეტს, შედგენილს (4) ბაზისის ვექტორთა 

ანასახებისაგან, მაშინ (6), (8) და (9)-დან გამომდინარეობს შემდეგი მატრიცუ- 

ლი ტოლობა, რომელიც მთლიანად აღწერს არსებულ კავშირებს წრფივ დ 

გარდაქმნას, « ბაზისსა და ამ ბაზისში ამ წრფივი · გარდაქმნის მომცემ 4 

მატრიცს შორის: ... 

ბდ = 406. (10) 

ვაჩვენოთ, როცა ვიცით (4) ბახისში წრფივი დ გარდაქმნის 4 მატრიცი, 

თუ როგორ უნდა მოინახოს ამ ბაზისში თ ვექტორის კოორდინატების მიხედ- 

ვით მისი ძდ ანასახის კოორდინატები. თუ : 

ი 

ძ= 2, (LC22ე 
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მაშინ 

იდ = X თ,(6დ), 

რაც ტოლფასია 

იდ =(თ;ც თე, ···, რა) (6§) 

მატრიცული ტოლობისა. 

თუ გამოვიყენებთ (10)-ს და გავითვალისწინებთ, რომ მატრიცთა გამ- 

რავლების ასოციაციურობა ადვილად მოწმდება იმ შემთხვევაშიც, როცა ერთ- 

ერთი მატრიცი არის ვექტორებისაგან შედგენილი სვეტი, მივიღებთ: 

იდ =I(თ,, 6; ,---; თი).414. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ იდ ეექტორის კოორდინატთა სტრი- 

ქონი უდრის იძ ვექტორის კოორდინატთა სტრიქონს, გამ- 

რავლებულს მარჯვნიდან წრფივი დ გარდაქმნის 4 მატ- 

რიცზე, სადაც ყველაფერი განხილული (4) ბაზისში. 

მაგალითი. ვთქვათ, სამგანხომილებიანი წრფივი სივრცის «,, 0,, (ე ბაზისში წრფივი 
თ გარდაქმნა მოიცემა 

–2 10 

4= ( 1 32 ) 

0 –-–41 

ძ= 50, + ჩე –– 24ე, 

–2 10 
(5, 1, ––2) ( 1 32 |)=(-–9,16,0), 

0 –-41 · 

ი%= –- 94, –+- 164,. : 

კავშირი წრფივი გარდაქმნის მატრიცებს შორის სხვადასხვა ბაზისში, 

თავისთავად იგულისხმება, რომ მატრიცი, რომელიც იძლევა წრფივ გარდა- 

ქმნას, დამოკიდებულია ბაზისის არჩევაზე, ვაჩვენოთ, თუ როგორია კავშირი 

სხვადასხვა ბაზისში ერთი და იგივე წრფივი გარდაქმნის მომცემ მატრიცებს 

შორის. 

ვთქვათ, მოცემულია « და « ბაზისები გადასვლის 7” მატრიცით, 

მატრიცით. თუ 

მაშინ 

#“'= 71%, (11) 

და, ვთქვათ, წრფივი დ გარდაქმნა ამ ბაზისებში მოიცემა შესაბამისად 4 და 

„4 მატრიცებით, · 
' -დ= 42, Cდ= /"'. (12) 

(11)-ის გამო, (12)-ის მეორე ტოლობა გვაძლევს 

(7იდ=< 4(19 
2%



ტოლობას, მაგრამ 

(22)დ= 199). 
მართლაც, თუ (%იცს 2 "ას თ) არის 7. მატრიცის (ური სტრიქონი, 

მაშინ 

(16 –– «ცნე +... +- დ.0-)9 = <,,(4კდ) + <ც(რ?) +--··ქ+ <ჯი(ბა?). 

ამრიგად, (12)-ის გამო, 

(7 ი)დ=7'(იდ) =7'(/60) =(7' „I, 

-1'(7-)=(C 4 7) 
ე· ი. 

(7 41)2=(.L IM. 

თუ ერთი მაინც Iჯ-სათვის, 1<1<7, 77//# მატრიცის ჯ-ური სტრიქონი გან- 

სხვავდება 47” მატრიცის ჯ-ური სტრიქონისაგან, მაშინ «,, (,, ··-, რი ვექტო- 

რების ორი სხვადასხვა წრფივი კომბინაცია იქნება ერთმანეთის ტოლი, რაც 

ეწინააღმდეგება # ბაზისის წრფივ დამოუკიდებლობას. ამრიგად, 

2.4= 47, 

საიდანაც, გადასვლის 7”' მატრიცის გადაუგვარებლობის გამო, 

4 =7/4X “1, .(=#“ 1,7. (13) 

შევნიშნოთ, რომ კვადრატულ X# და C მატრიცებს ეწოდებათ მსგავსი, 

თუ ისინი დაკავშირებული არიან 

Cთ=0“- 180 

' ტოლობით, სადაც 0-––რომელიღაც გადაუგვარებელი მატრიცია.ჯამასთან ამბო–- 

ბენ, რომ C მატრიცი მიღებულია # მატრიცისაგან 0 მატრიცით ტ რანს- 

ფორმირების საშუალებით. ' 

ამრიგად, ზემოთ დამტკიცებული (13) ტოლობები შეიძლება ჩამოყალიბ- 

დეს შემდეგი მნიშვნელოვანი თეორემის სახით: | 

სხვადასხვა ბაზისში ერთი და იგივე წრფივი გარდაქმ- 

ნის მომცემი მატრიცები ერთმანეთის მსგავსია. ამასთან,” 
ბაზისში წრფივი ი გარდაქმნის მატრიცი მიიღება# ბაზის- 

ში ამ გარდაქმნის მატრიცის ტრანსფორმირებით « ბაზი- 

სიდან « ბაზისზე გადასვლის მატრიცის საშუალებით. 

ხაზი გავუსვათ იმას, რომ, თუ «4 მატრიცი იძლევა « ბაზისში წრფივ დ 

გარდაქმნას, მაშინ ნებისმიერი. ,| მატრიცის მსგავსი, 8 მატრიცი, 

8=C0 140. 

აგრეთვე იძლევა « გარდაშმნას რომელიმე ბაზისში, სახელდობრ იმ ბაზისში, 

რომელიც მიიღება # ბაზისიდან 0"! გადასვლის მატრიცის საშუალებით. 

ქ "პერაციები წრფივ გარდაქმნებზე. თუ 7» სივრცის ყოველ წრფივ გარ- 

დაქმზას შევუთანადებთ მის მატრიცს ფიქსირებულ ბაზისში, მივიღებთ, რო- 

გორც უკვე დამტკიცდა, ურთიერთცალსახა თანადობას ყველა წრფივ გარდაქ- 
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მნასა და ყველა X-ური რიგის კვადრატულ მატრიცს შორის. ბუნებრივია ·შმო- 

ველოდეთ, რომ მატრიცების შეკრებისა და. გამრავლების ოპერაციებს, აგრეთ- 

ვე მატრიცის რიცხვზე გამრავლებას, შეესაბამებათ ანალოგიური ოპერაციები 

წრფივ გარდაქმნებზე. ' 
ვთქვათ, 7” სივრცეში მოცემულია წრფივი « და ს გარდაქმნა, დ--V 

გარდაქმნას, განსახღვრულს 

ი(დ -L ს)=იდ + ის (14) 
ტოლობით, ვუწოდოთ ამ გარდაქმნების ჯამი; მაშასადამე, მას ნებისმიერი 

ძ ვექტორი გადაყავს დ და ს გარდაქმნების დროს მისი ანასახების ჯამში. 

დ-ს გარდაქმნა წრფივია. მართლაც, ნებისმიერი « და ნ ვგექტო- 
რებისათვის და ნებისმიერი თ რიცხვისათვის 

(4+0) (დ -+V)= (6--ნ)დ+-(4 -+ ნ)V= იდ-Lწდ –I- ის + ხს= 
=0(დ -L 4) -L ჩ(დ+9); 

(თი) (დ-+ ს) = (თღძ)დ --(თთ)'ს = (იდ) + თ(20) = 

=Vთ(იდ-+იდ)= თი(დ -L V)I. 
მეორე მხრივ, დს გარდაქმნას, განსაზღვრულს 

ით(თდდ) = (ძდ)ს (15) 

ტოლობით, ვუწოდოთ დ და დ გარდაქმნების ნამ რავლი; ე. ი. ეს ის გარდაქმ- 
ნაა, რომელიც მიიღება დ და ს გარდაქმნების თანმიმდევრობით შესრულების 

შედეგად. 
«ს გარდაქმნა წრფივია: 

(0+ნჩ) (დს)=((0 + ხ)დ|ს =(იდ +ხჯ)ს= 

=(ძდ)დ + (ხდ)'ს = ი(დდ) + ნ(დდ); 

(თძ) (დს) =((თ2)დ1)ს==Iთ(9§)|)ს = თI(Cჯ)დ) = თIთ(დV)). 
ბოლოს, X»ჯ გარდაქმნას, განსაზღვრულს 

0(Xდ)=X(ძდ) (16) 
ტოლობით, ვუწოდოთ წრფივი დ გარდაქმნის ნამრავლი X 

რიცხვზე; მაშასადამე, ყველა ვექტორის ანასახი დ გარდაქმნის დროს მრავლ- 

დება X რიცხვზე. 
«დ გარდაქმნა ფრფივია: 

(0-Lხ) («დ) == XL(4 + ნ)დ|=X(9« + ხჯ) = 

=X%(4დ) -+X(ხ%) = 0(+6) +- ჩ(Xდ); ! 
(თ) (XC) = XL(«0)) = XIთ(0დ) | = თ(X(9დ)1 = თ(თ(X) 1. 

ვთვათ, 6), 6: ··. 6 ბაზისში დ და დ გარდაქმნები მოიცემიან, შესაბა- 

მისად, „1=(თ)) და 8=(%) მატრიცებით, . 

_ რ = 4ი, «ს=28“. 
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მაშინ, (14)-ის გამო, 

§(დ+%)=ი,%+ი(/0ს = > “ი + » ზს = + ზ.,#,, 
». 121 )ი1 2 

«თდ+4%)=(4-L 8#. 
ამრიგად ნებისმიერ ბაზისში წრფივ გარდაქმნათა ჯამის 

მატრიცი ტოლია ამავე ბაზისში ამ გარდაქმნათა მატრი- 

ცების ჯამისა, 

მეორე მბრიქე, (15)-ის გამო, 

ი(VV)= (49)ს = (> თა I. ს= C (44)= 
351 #51 

(«(დს) =( 418). 
სხვა სიტყვებით, ნებისმიერ ბაზისში წრფივ გარდაქმნათა ნამ- 
რავლის მატრიცი ტოლია ამავე ბაზისში ამ გარდაქმნათა 

მატრიცების ნამრავლისა. 

ბოლოს, (16)-ის გამო, 

2,(+დ) = X(2,დ)=%X » თკ; 0, == ზე რი)რ- 

M#=1 2 

ე. ი. 

2(##) = (X.4). ' 
მაშასადამე, რომელიმე ბაზისში # რიცხვზე წრფიეი დ გარდა- 

„ქმნის ნამრავლის მომცემი მატრიცი ტოლია ამ ბაზისში 

“თვით წრფივი დ გარდაქმნის მატრიცის ნამრავლისა X 

რიცხგზე. 

მიღებული შედეგებიდან გამომდინარეობს, რომ ოპერაციებს წრფივ 

გარდაქმნებზე ისეთივე თვისებები აქვთ, როგორც ოპერაციებს მატრიცებზე. ასე 

მაგალითად, წრფივი გარდაქმნების შეკრება კომუტატურია და ასოციაციური, 

ხოლო გამრავლება ასოციაციურია, მაგრამ როცა #>1, იგი არ არის კომუტა- 

ტური. წრფივი გარდაქმნებისათვის არსებობს ცალსახა გამოკლება. აღვნიშ- 
ნოთ აგრეთვე, რომ იგივური 6 გარდაქმნა წრფივ გარდაქმნებს 
შორის ერთეულის როლს ასრულებს, ხოლო ნულოვანი თ 

გარდაქმნა კი ნულის როლს. მართლაც, ნებისმიერ ბაზისში 6 გარდა- 

ქმნა მოიცემა ერთეულოვანი მატრიცით, ხოლო თ გარდაქმნა კი-– ნულოვანი 

მატრიცით. 
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§ 85.“ წრფივი ქვესივრცეები 

წრფივი ” სივრცის X ქვესიმრავლეს ეწოდება ამ სივრცის წრფივი 

ქვესივრცე, თუ ის თვითონ არის წრფივი სივრცე I-ში განსაზღვრული 

ეექტორების შეკრებისა და ეექტორის რიცხვზე გამრავლების ოპერაციების 

მიმართ. ასე მაგალითად, სამგანზომილებიან ევკლიდურ სივრცეში კოორდი- 

ნატთა სათავიდან გამომავალი და სათავეზე გამავაელლ რომელიმე სიბრტყეზე 

(ან რომელიმე წრფეზე) მდებარე ვექტორების ერთობლიობა იქნება წრფივი 

ქვესივრცე. 
იმისათვის, რომ წრფივი ” სივრცის არაცარიელი »X 

ქვესიმრავლე იყოს მისი წრფივი ქვესივრცე, საკმარისია 

სრულდებოდეს შემდეგი პირობები: 

1. თუ ძ და ხ ვექტორები ეკუთენის ჯ-ს, მაშინ ჯ#-ში შედის 

4+ხ ვექტორიც. 
2. თუ 4 ვექტორი ეკუთვნის #-ს, მაშინ #-ში შედის იძ 

ვექტორიც თ რიცხვის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის... .. 

მართლაც, 2 პირობის გამო, # სიმრავლე შეიცავს ნულოვან ვექტორს: 

თუ ი ვექტორი ეკუთვნის ჯ#-ს, მაშინ ჯL შეიცავს 0. ი«=0 ვექტორსაც. შემ- 

დებჯ, კვლავ 2 პირობის გამო, L სიმრავლე თავის თ ვექტორთან ერთად 

შეიცავს მის მოპირდაპირე –ძ=(–-1)ძი ვექტორსაც; ამიტომ 1 თვისების 

გამო #-ს ეკუთვნის 1--ის ნებისმიერი ორი ვექტორის სხვაობაც. რაც შეეხება 

წრფივი სივრცის განმარტებაში შემავალ ყველა დანარჩენ მოთხოვნილებას, 

ისინი, სრულდება რა X-ში, შესრულდება #-შიც. 

#7 სივრცის წრფივი ქვესივრცეების მაგალითებია თვითონ ” სივრცე 

და აგრეთვე მხოლოდ ნულოვანი ვექტორისაგან შედგენილი სიმრავლე,– 

ეგრეთ წოდებული ნულოვანი ქვესივრცე. უფრო საინტერესოა შემდეგი 
მაგალითი: ” სივრცეში ავიღოთ 

ძე შა, ·- 0, (1) 
ვექტორთა ნებისმიერი სასრული სისტემა და აღვნიშნოთ #-ით სიმრავლე 

ყველა იმ ვექტორისა, რომლებიც წარმოადგენენ (1) ვექტორების წრფივ 

კომბინაციებს. დავამტკიცოთ, რომ # იქნება წრფივი ქვესივრცე. მართლაც, ” 

თუ 
ხ=თ,0ი1+თეძე +-.-+ თ,ი, 6=8,2,+8,ით, -+L.-·-+ 8.ძი 

მაშინ 

ხ+2= (თ,+8,)0, + (C;-+8ა)რ: +-+ («+ზ,,, 

ე. ი. ხ+6C ვექტორი ჯ-ს ეკუთვნის; X-ს ეკუთვნის 

+წხ=0/თ,)6, +(VC,)ძ, +---·+ (64, 
ვექტორიც ნებისმიერი + რიცხვისათვის. 

ამბობენ, რომ ეს წრფივი L ქვესივ“იეე: წარმოქმნი ლ. ია 'თ) ვექტორთა 

სისტემით; კერძოდ, X#-ს ეკუთვნის თვით (1) ვექტორები., 
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· სხვათამორის სასრულოგანზომილებიანი წრფივი სივრ- 

ცის ყოველი წოფივი ქვესივრცე წარმოიქმნება ვექტორთა 

რაიმე სასრული სისტემით, რადგან, თუ ის არ არის ნულოვანი, მას 

გააჩნია სასრული ბაზისიც კი. წრფივი ჯ# ქვესივრცის განზომილება არ აღეზა- 

ტება თვითონ 7, სივრცის განზომილებას, ამასთან უდრის V-ს მხოლოდ 

მაშინ, როცა #=M,. რასაკვირველია, ნულოვანი ქვესივრცის განზომილებად 

უნდა ჩაითვალოს 0 რიცხვი, 

ყოველი #-სათვის,0<ს< Iს სივრცეში არსებობს #-ური 

განზომილების წრფივი ქვესივრცეები-- საკმარისია ავიღოთ ქვე– 

სივრცე, “წარმოქვნილი # წრფივად დამოუკიდებელ ვექტორთა ნებისმიერი 

სისტემით. 

ვთქვათ, 7 სივრცეში მოცემულია წრფივი ჯ, და L, ქვესივრცეები. #ი 
ერთობლიობა ვექტორებისა, რომლებიც ეკუთვნიან როგორც #,-ს, ისე X#;-ს, 

როგორც ადვილი შესამოწმებელია, იქნება წრფივი ქვესივრცე:; მას ეწოდება 

#,) და #. ქვესივრცეების თანაკვეთა. მეორე მხრივ, წრფივი ქვესივოცე 

იქნება L, და #ე ქვესივრცეების 'L ჯამიც, ე ი. ერთობლიობა 71”-ს ყველა იმ 

ვექტორისა, რომლებიც წარმოიდგინებიან ორი “შესაკრების ჯამის სახით, 

რომელთაგან ერთი ეკუთვნის #,-ს, ხოლო მეორე –X#,-ს, თუ #,, L,, ა და 

ს. ქვესივრცეების განზომილებებია, შესაბამისად, ძ,, ი,, ძა და ძ, მაშინ 

ადგილი აქვს წემდეგ ფორმულას: 

ძ=ძ,-Lძა--ძი, (2) 

ე. ი ორი ქვესივრცის ჯამის განზომილება უდრის ამ ქეე- 

სივრცეთა განზომილებების ჯამს, შემცირებულს მათი თა- 

ნაკვეთის განზომილებით. 

დამტკიცებისათვის ავიღოთ X#ჯი ქვესივრცის ნებისმიერი ბაზისი 

–” (3) 
და შევავსოთ იგი Xჯ, ქვესივრცის · 

რე რეც "'. (ძი! ხკი+1 ... ხკ, (4) 

ბაზისამდე და ჯე ქვესივროცის 

რა რს "ს რძის) 0ძი+L, '"", რძ (5) 

ბაზისამდე. თუ გამოვიყენებთ #, ქვესივრცის განმარტებას, ადვილი სანახავია, 

რომ ეს ქვესივრცე წარმოიქმნება 

4“ რეს "ა 4ძის ხვის" ... ხა., 6ძი+1) ”'", იძი (6) 

ვექტორთა სისტემით, მაშასადამე (2) ფორმულა იქნება დამტკიცებული, თუ 

დავამტკიცებთ (6) სისტემის წრფივ დამოუკიდებლობას, 

ვთქვათ, ადგილი აქვს 
თ,6,+რ%ეთე -L.-·-L თიეძძი + მძი+I9M40+1 + ·---I ჩა,ნა,-- 

“-/ძი410ძ0+1 -L-·· + V0«==9 
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ტოლობას რაიმე რიცხვითი კოეფიციენტებით. მაშინ 

ძი=თ,6,+თეძე -++..--L თიარძი “I ჩის+:ხძი+ჯ; -L·---+L ჩი,ნ,,= 

ა-__ . (7) 

ამ ტოლობის მარცხენა მხარე ეკუთვნის #,-ს, მარჯვენა კი Lჯ-ს, ამიტომ ძ 

· ვექტორი, რომელიც უდრის ამ ტოლობის როგორც მარცხენა, ისე მარჯვენა 

მხარეს, ეკუთვნის #ა--ს და, მაშასადამე, წრფივად გამოისახება (3) ბაზისის 

საზუალებით. მაგრან (7) ტოლობის მარჯვენა მხარე გვიჩვენებს, რომ ძი ვექ- 

ტორი წრფივად გამოისახება C6ძ0+1)-.."ძე ქექტორების საშუალებითაც. აქედან 

გამომდინარეობს, (5) სისტემის წრფივი დამოუკიდებლობის გამო, რომ ყველა 

“/ი+ I" Iძ კოეფიციენტი ნულის ტოლია, ე. ი. ძ=0 და ამიტომ, (4) სისტემის 

წრფივი დამოუკიდებლობის გამო, ყველა «,,..-,თყე, დძი+.'.·ძ კოეფიციენტი 

აგოეთვე ნულის ტოლია. ამით (6) სისტემის წრფივი დამოუკიდებლობა 

დამტკიცებულია. : 
ნკითხველს ვანდობთ შეამოწმოს, რომ ჩვენი დამტკიცება რჩება ძალაში 

იზ შემთხვევაშიც, როცა #ა ქვესივრცე ნულოვანია, ე. ი. ძა=0. 

მნიშვნელობათა არე და წრფივი გარდაქმნის ბირთვი. ვთქვათ, წრფივ 

1» სივრცეში მოცემულია წრფივი დ გარდაქმნა. თუ # არის I სივრცის 

ნებისმიერი წრფივი ქვესივრცე, მაშინ "ჩი ერთობლიობა ჯ-ის ყველა 

ვექტორთა ანასახებისა დ გარდაქმნის დროს აგრეთვე იქნე- 
ბა წრფივი ქვესივრცე, როგორც ეს მაშინვე გამომდინარეობს 

წოფივი ქვესივოცისა და წრფივი გარდაქმნის განმარტებებიდან., კერძოდ, XV 

სივრცის ყველა ვექტორის ანასახის ”,დ ერთობლიობაც წრფივი ქვესივრცე 

იქნება; მას ეწოდება გარდაქმნის მნიშვნელობათა არე. 

ვიპოვოთ მნიშვნელობათა არის განზომილება, ამისათვის შევნიშნოთ, 

რომ ვინაიდან სხვადასხვა ბაზისში ერთი და იგივე თ გარდაქმნის მომცემი 

მატრიცები ერთმანეთის მსგავსია, ამიტომ, § 14-ის უკანასკნელი თეორემის 

გამო, მათ ყველას აქვთ ერთი და იგივე რანგი, მაშასადამე, ამ რიცხვს შეგ- 

ვიძლია ვუწოდოთ წრფივი დ გარდაქმნის რანგი. 

წრფივი დ გარდაქმნის მნიშვნელობათა არის განზომი- 

ლება უდრის ამ გარდაქმნის რანგს. 

მართლაც, ვთქვათ, დ მოიცემა #4,, რე, ..., 7 ბაზისში 4 მატრიცის საშუა- 

ლებით. I” „დ ქვესივრცე წარმოიქმნება : 

რდ, რ, ·- 6იდ (8) 
ვექტორებით და ამიტომ X7ედ ქვესივრცის ბაზისი იქნება (8) სისტენის ნების- 

მიერი მაქსიმალური წრფივად დამოუკიდებელი ქვესისტემა. მაგრამ (8) სის- 

ტემაში წრფივად დამოუკიდებელი ვექტორების მაქსიმალური რიცხვი უდრის 

4 მატრიცის წრფივად დამოუკიდებელ სტრიქონთა მაქსიმალურ რიცხეს, 
ე. ი. უდრის ამ მატრიცის რანგს. თეორემა დამტკიცებულია. 

ჩვენ ვიცით, რომ წრფივი დ გარდაქმნის დროს ნულოვანი ვექტორი 

გადადის თავის თავში. მაშასადამე 7. სივრცის XL(დ) ერთობლიობა ყველა 

ვექტორისა, რომლებიც დ-ს დროს აისახებიან ნულოვან ვექტორში, არ 
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იქნება ცარიელი და ცხადია. წარმოადგენს წრფივ ქეესივოცეს. ამ ქვესივრცეს 

ეწოდება ჯ გარდაქინის ბირთვი, ხოლო მის განხომილებას-– ამ გარდაქმნის 

დეფექტი. 
I. სივრცის ნებისმიერი წრფივი დი გარდაქმნისათეის 

ამ გარდაქმნის ოანგისა და დეფექტის ჯამი უდრის მთელი 

სივრცის ; განზომილებას. 

მართლაც, თუ #» არის დ გარდაქმნის რანგი, მაშინ I”.დ ქვესიერცეს 

გააჩნია ბაზისი, შედგენილი » რაოდენობის 

რ), “ა, ..აძმ. (9) 

ვექტრრისაგან. I» სივრცეში შეგვიძლია ავირჩიოთ ისეთი 

–._. (19) 
ვექტორები, როზ 

ხ,:ჯ=ძ,, კI=1,2, ...) 7; 

რასაკვირველია, (10) ვექტორების არჩევა არ არის ცალსახა. (10) ვექტო 

რების ოომელიმე არატრივიალური წრფივი კომბინაცია რომ ასახულიყო 

« გარდაქმნით ნულში, კერძოდ, (10) ვექტორები რომ კოფილიყენენ წოფივად 

„დამოკიდებული, მაშინ (9) ვექტორები თვითონ იქნებოდნენ წრფივად დამო- 

კიდებული, რაც პირობას ეწინააღმდეგება. ამიტომ (10) ეექტორებით წარ- 

მოქმნილი წოფივი /, ქვესივოცის განზომილებაა „, ხოლო მისი თანაკვეთა 

#(ჯ) ქვესივრცესთან უდრის ნულს. 
მეორე მხრივ, /, და MV(C2) ქვესიგვრცეების ჯამი ემთხვევა მთელ X”, 

სივრცეს. მართლაც, თუ (დ არის სიგოცის ნებისმიერი ვექტორი, მაშინ ძ=C6= 

ეექტორი ეკუთვნის, რა თქმა უნდა, I „და ქვესივრცეს. მაშინ # ქვესივრცეში 

ნოიძებნება ისეთი ხ ვექტორი, რომ. 

ხი =ძ. 

–ხ ქექტორი ჩაიწერება (10) სისტემის საშუალებით იმავე კოეფიციენტებით, 

როგორითაც ძ ეექტორი ჩაიწერება (9) ბაზისის საშუალებით. აქედან 

თ=ხ+(6-–ხ), 

ანასთან «– ს ეექტორი ეკუთვნის X»(დ) ქვესივრცეს, ვინაიდან 

(6–-ხ)§=06––სდ=ძ – ძ=9. 
მიღებული შედეგებიდან და ზემოთ დამტკიცებული (2) ფორბულიდან 

განომდინარეობს თეორემის სამართლიანობა. 

გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნები. წრფივი I, სივრცის წრფიე 

ჯ გარდაქმნას ეწოდება გა დაუგვარე ბელი, თუ ის აკმაყოფილებს ერთ- 

ერთს შემდეგი პირობებიდან რომელთა ტოლფასობა მაშინვე გამომდინა- 

რეობს ზემოთ დამტკიცებული თეორემიდან: 

1. დ გარდაქმნის რანგი უდრის #-ს. 

2. დ გარდაქმნის მნიშენელობათა არეა მთელი XI”, 

სივრ 0 ე. 

· « გარდაქმნის დეფექტი უდრის ნულს. 
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გადაუგვარებელი წრფივი გარდაქმნებისათვის შეიძლება “მივუთითოთ. 

მრავალი სხვა განმაოტება რომელიც ზემოთ მითითებული განმარტებების. 
ტოლფასია, კერძოდ 4-6 განმარტებები. 

4. I, სივრცის განსხვავებულ ვექტორებს აქვთ დ გარ- 

დაქმნის დროს განსხვავებული ანასახები. 

მართლაც, თუ დ გარდაქმნას აქვს 4 თვისება, მაშინ ამ გარდაქუნის. 

ბიოთვი შედგება მხოლოდ ნულოვანი ვექტორისაგან, ე. ი. სრულდება 3 თვი- 

სებაც. ხოლო, თუ ი და ჩხ ვექტორები ისეთია, რომ ძ4+#ხ, მაგრამ ძ<2 =8მდჯ, 

მაშინ ი--ხ26-0, მაგრამ (4––ხნ)დ=0, ე. ი, 3 თვისება არ სრულდება. 

2-დან და 4-დან გამომდინარეობს ა · 

5. დ გარდაქმნა წარმოადგენს I, სივრცის ურთიეოროთ- 

ცალსახა ასახვას მთელ ამ სივრცეზე. 

5-დან გამომდინარეობს, რომ გადაუგვარებელი წრფივი დ გარდაქნნისა- 

თვის არსებობს შებრუნებული დ“! გარდაქმნა, რომელსაც ყოველი: 

იდ ვეჭტორი გადაყავს « ვექტორში, 
(იდ)დ 1=ი. 

დ“1 გარდაქმნა იქნება წრფივი, ვინაიდან 

(იდ+ხდ)დ 1=I((ი-+ს)დ)დ 1=6-+სჩ, 
(თ(9დ))დ-+=I(6ი)დ)დ-1–თი, .” 

<“1 გაოდაქბნის განმარტებიდან განომდინარეობს, რომ 

«დდ 1=Cდ 19 :=-6; · (11): 
თვით (11) ტოლობები შეიძლება მივიღოთ შებრუნებული გარდაქმნის განმარ- 

ტებად, აქედან და წინა პარაგრაფის უკანასკნელი “მედეგებიდან გამობლდი- 

ნარეობს, რომ, თუ გადაუგვარებელი წრფივი დ გარდაქმნ. 

მოიცემა რომელიმე ბაზისში 7/ მატრიცით, რომელიც გადა- 

უგვარებელია 1 თვისების გამო, მაშინ «9-1 გარდაქმნა მოი- 

ცემა ამ ბაზისში 4-1 მატრიცით. ' 

ამრიგად, მივედით გადაუგვარებელი წოფივი გარდაქმნის შემდეგ გან– 

მარტებამდე: 

6. დ გარდაქმნისათვის არსებობს შებრუნებული წრფი- 

ვი დ 1 გარდაქმნა. 

§ 33. მახასიათებელი ფესვები. და საკუთრივი მნიშვნელობები 

· ვთქვათ, 4=(ძ,) არის „-ური რიგის ნამდვილელემენტებიანი კვადრა-. 

ტული მატრიცი. ვთქვათ, მეორე მხრიქ, #» არის რაიმე უცნობი, მაშინ 21-21 

მატრიცს, სადაც 12 არის „-ური რიგის ერთეულოვანი მატრიცი, ეწოდება 4 

მატრიცის მახასიათებელი მატრიცი, ვინაიდან XX; მატრიცის მთავარ. 

დიაგონალზე მოთავსებულია », ხოლო ყველა დანარჩენი ელემენტი ნულის. 

ტოლია, ამიტომ 

212



ირ» რია ... რი,“ 

1-7. მატრიცის დეტერმინანტი იქნება #-ს მრავალწევრი, ამასთან 

I-ული რიგისა. მართლაც, მთავარ დიაგონალზე მოთავსებული ელემენტების 

ნასოავლი იქნება »-ს მრავალწევრი, რომლის უფროსი წევრია (–1)”XM, დე- 
ტეოზინანტის ყველა დანარჩენი წევრი კი არ შეიცავს მთავარ დიაგონალზე 

მოთაკსებულ ელემენტებიდან ორს მაინც და ამიტომ მათი ზბარისხი 4.-ს 

ნიმართ არ აღემატება #-2-ს ადვილად შეიძლებოდა აჭ მრავალწევრის 

კოეფიციენტების მონახვა. ასე მაგალითად, X" 1-თან მდგომი კოეფიციენტი 

უდრის (–-1)" 1, -+თ.ე+...-+ თ,)ს, ხოლო თავისუფალი წევრი ემთხვევა 

4 მარრიცის დეტერმინანტს. 

”-ური ხარისხის | 4--7./,)| მრავალწევრს ეწოდება | მატრიცის მახა- 

სიათებელი მრავალწევრი, ხოლო მის ფესვებს, რომლებიც შეიძლება 

იყვნენ როგორც ნამდვილი, ისე კომპლექსური, ეწოდება ამ მატრიცის მახა- 

სიათებელი ფესვები. ' : 

ესგავს მატრიცებს გააჩნიათ ერთი და იგივე მახა- 

სიათებელი მრავალწევრები და, მაშასადამე, ერთი და იგივე 

ნახასიათებელი ფესვე ბი. 

გთქვათ, მართლაც, 

8=0-'ჟი. 
მაშინ, თუ გავითვალისწინებთ, რომ „.# მატრიცი გადაადგილებადია 0) მატ- 

რიცთან, ხოლო |0-11=|CI “1, მივილებთ: . 

|43-–7M|=|0 "40-–-X12|=|C0 “1 (:1--X79)01= 

=)0-..I4--X#I.|0|=| 4-2. 
რაც უნდა დამტკიცებულიყო. 

ამ შედეგიდან გამომდინარეობს, § 31-ში დამტკიცებული იმ თეორემის 

გამო, რომელიც სხვადასხვა ბაზისში წრფივი გარდაქმნის მომცემ მატრიცებს 

დორის კავშირს ამყარებს, რომ თუმცა წრფივი დ გარდაქმნა შეიძ- 

ლება მოცეზბულ იქნას სხვადასხვა ბაზისში განსხვავებული 

მატრიცებით, მაგრამ ყველა ამ მატრიცს აქვს მახასიათებე- 

ლი ფესვების ერთი და იგივე ერთობლიობა. ამიტომ ამ ფესვებს 

შეიძლება ვუწოდოთ თვითონ დ გარდაქმნის მახასიათებელი ფე- 

სვები. ამ მახასიათებელ ფესვთა ერთობლიობას, ამასთან ყოველი ფესვი 

ჯერადობით, რომელიც მას აქვს მახასიათებელ მრავალწევრში, ეწოდება 

აიღება იმ წრფივი დ გარდაქმნის სპექტრი. 

წოფივი გარდაქმნების შესწავლის დროს მახასიათებელი ფესვები ძალიან 

დიდ ოღოლს თამაშობენ. მკითხველს ბევრჯერ ექნება შესაძლებლობა, რომ 

ამაში დარწმუნდეს. ჩვენ ახლა მივუთითებთ მახასიათებელი ფესვების გამო- 

ჯენებათაგან ერთ-ერთზე. 
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ვთქვათ, ნამდვილ წრფივ V, სივრცეში მოცემულია წრფივი ჯ გაო- 
დაქმნა. თუ ნულისაგან განსხვავებული ხ ვექტორი დ გარდაქმნით გადადის 

თვით #-ს პროპორციულ ვექტორში, 

ხ% =7-ხ, (ს 

სადაც #-- რაიმე ნამდვილი რიცხვია, მაშინ წ ვექტორს ეწრდება დ გარდა- 

ქმნის სა კუთრივი ვექტორი, ხოლოჰა რიცხვს--ამ გარდაქმნის საკუთ- 

რივი მნიშვნელობა, ამასთან, ამბობენ როგ საკუთრივი ხ ვექტორი 

მიეკუთვნება საკუთრივ ჩ»ა) მნიშვნელობას, 

შევნიშნოთ, რომ ვინაიდან ##0, ამიტომ #7. რიცხვი, რომელიც (1) 

პირობას აკმაყოფილებს, ხ ვექტორისათვის განისაზღვრება ცალსახად. შემ- 

დეგ, გავუსვათ ხაზი იმას, რომ ნულოვანი ვექტორი არ ითვლება თ გარდა- 

ქმნის საკუთრივ ვექტორად, თუმცა ის აკმაყოფილებს (1) პირობას, თანაც 

ნებისმიერი #ე სათვის, 

კოორდინატთა სათავის გარშემო ევკლიდური სიბოტყის ბრუნვა კუთ- 

ხით, რომელიც არ არის X-ს ჯერადი, წარმოადგენს მაგალითს წრფივი 

გარდაქმნისა, რომელსაც არ გააჩნია საკუთრივი ეექტორები. მეორე უკიდუ- 

რესი შემთხვევის მაგალითია სიბრტყის გაჭიმვა რომლის დროს კოორდი- 

ნატთა სათავიდან გამომავალი ყველა ვექტორი იჭიმება, ვთქეათ, ხუთჯერ. 

ეს იქნება წრფივი გარდაქმნა, ამასთან სიბრტყის ყველა არანულოვანი ვექ- 

ტორი მისთვის საკუთრივი იქნება; ყველა ისინი მიეკუთვნება საკუთრივ 

მნიშვნელობას 5, 

წრფივი C გარდაქმნის ნამდვილი მახასიათებელი ფე- 

სვები, თუ ისინი არსებობენ, და მზოლოდ ისინიარიანამ 

გარდაქმნის საკუთრივი მნიშვნელობები. 

ვთქვათ, მართლაც, ი24,, 6,, ·.·, ი“ ბაზისში დ გარდაქმნის მატრიცია 1= 

=(«%:), და, ვთქვათ, 

ხ=2,ზი 

ქექტორი არის «დ გარდაქმნის საკუთრივი ვექტორი, 

ხდ=7-ენ. ' (2) 

როგორც ეს დამტკიცებულია § 31-ში, 

ხდ =IV8,, 3, ·.-; 3») 41#+ (3) 

(2) და (3) ტოლობები გვაძლევენ 

მ.C,,+8ეC:, +...“ მირა1= Mიმას 

8მ1C,ე+23,თ,ე -L.- ლ გირი = რეჩ: : “ (4) 

მერი+2არ:» -L.- + მარი, =Xმი 

ტოლობათა სისტემას. ვინაიდან ხ#090, ამიტომ მი ში +. მ. რიცხვებიდან 

ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან. ამრიგად, (4)-ის გამო, 
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გაე I == (თეკ-–– #ე)2 -=%ეჯVე –C...“+ %,1X.„ =0, 

თეეX1 L (თეე-–-#ე)Xე +..--- თიეX, =0, ლ) 

თ,იX, + რთეიX, +... (თაი–X:)X =0 

წრფივ, ეოთგვაოოვან განტოლებათა სისტემას გააჩნია არანულოვანი ამონახ- 

სენი და ამიტომ მისი დეტერმინანტი უდრის ნულს, 

„–„ვეთითი___ -–-. 

ექებებჭგჭაი·ა'””დ”' (6) 

თ) %ი, . იი #5   

ტრანსპონირების შედეგად მივიღებთ 

| 4-–Xა# | =0, ” (7) 

ე. ი. საკუთრივი 7) მნიშვნელობა მართლაც აღმოჩნდა „I მატრიცის და, მაშა- 

სადამე, წრფივი დ გარდაქმნის მახასიათებელი ფესვი, ამასთან, გასაგებია, 

ნამდვილი. 

პირიქით, ვთქვათ, #ე არის დ გარდაქმნის და, მაშასადამე, 4 მატრიცის 

ნებისმიერი ნამდვილი მახასიათებელი ფესვი, მაშინ ადგილი აქვს (7) ტოლო- 
ბას და ამიტომ მისგან ტრანსპონირებით მიღებულ (6) ტოლობასაც. აქედან 

გამომდინარეობს, რომ წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა (5) სისტემას 

გააჩნია არანულოვანი ამონახსენი, ამასთან ნამდვილიდ) კი, ვინაიდან ამ სის- 

ტემის ყველა კოეფიციენტი ნამდვილია. თუ ამ ამონახსენს აღვნიშნავთ 

(იეს ჰე; ·--, ხი)-ით, (8) 

მაშინ ადგილი აქვს (4) ტოლობებს. #-თი აღვნიშნოთ IL, სივრცის ვექტორი, 

რომლის კოორდინატთა სტრიქონი («,, «ე, ..., თ ბაზისში არის (8); ცხადია, 

რომ ხ7#0. მაშინ (3) ტოლობა სამართლიანია, ხოლო («I და (3)-დან გამომ- 

დინარეობს (2). ამრიგად, ხ ვექტორი აღმოჩნდა დ გარდაქმნის საკუთრივი 

ვექტორი, რომელიც მიეკუთვნება საკუთრიე 7, მნიშვნელობას. თეორემა დამ- 

ტკიცებულია. 
შევნიშნოთ, რომ, თუ განვიხილავდით კომპლექსუო წრფივ სიერცეს, 

მაშინ მახასიათებელი ფესვის ნამდვილობის მოთხოვნა ზედმეტი იქნებოდა, 

ე. ი. დამტკიცდებოდა თეორემა: კომპლექსური წრფივი სივრცის 

წრფივი გარდაქმნის მახასიათებელი ფესვები და მხოლოდ 

ისინი არიან ამ გარდაქმნის საკუთრივი მნიშვნელობები. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ კომპლექსურ წრფივ სივრცეშიყო- 

ველ წრფივ გარდაქმნას გააჩნია საკუთრივი ვექტორები. 

თუ დავუბრუნდებით ჩვენს მიერ განხილულ ნამდვილ შემთხვევას, 

აღვნიშნავთ, რომ ერთობლიობა წრფივი დ გარდაქმნის საკუთრივი ვექტო- 
რებისა, რომლებიც მიეკუთვნებიან საკუთრივ »- მნიშვნელობას, ემთხვევა 

წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა (5) სისტემის არანულოვან ნამდვილ 

ამონახსენთა ერთობლიობას. აქედან გამომდინარეობს, რომ ერთობლიო ბა 
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წრფივი დ გარდაქმნის საკუთრივი ვექტორებისა, რომლე- 

ბიც ეკუთვნიან საკუთრივ #ე მნიშენელობას, იქნება, ნულო- 

ვანი ვექტორის დამატების შემდეგ, ი სივრცის წრფივი 

ქვესივრცე. მართლაც, § 12-ში დამტკიცებულიდან გამომდინარეობს, რომ 

» უცნობიან წრფივ ერთგვაროვან განტოლებათა ნების- 

მიერი სისტემის (ნამდვილ) ამონახსენთა ერთობლიობა 

იქნება, სივრცის წრფივი ქვესივრცე. 

წრფივი გარდაქმნები მარტივი სპექტრით. ბევრ შეპთხვევაში საჭირო 

ხდება ვიცოდეთ, შეუძლია თუ არა მოცემულ წრფივ დ გარდაქმნას ჰქონდეს 

რომელიმე ბაზისშიი დიაგონალური მატრიცი. სინამდვილეში საკმაოდ 

ბევრია წრფივი გარდაქმნა, რომელიც არ ზწეიძლება მოიცეს დიაგონალური 

მატრიცით. ამის აუცილებელი და საკმარისი პირობები მითითებული იქნება 

აჯ 6!-ში, ხოლო ახლა ჩვენ გვინდა მოვიყვანოთ ერთი საკმარისი. პირობა. 

დავამტკიცოთ ჯერ შემდეგი დამხმარე შედეგები: 

წოფივი დ გარდაქმნა მოიცემა «,,#,, ..., , ბაზისში დია- 

გონალური მატრიცით მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ამ 

ბაზისის ყველა ვექტორი არის § გარდაქმნის საკუთრივი 

ვექტორი. 
ბართლაც), 

2დ=4.ი: 

ტოლობა ტოლფასია იმისა, რომ ამ ბაზისში დ გარდაქმ5ის მომცემი მატრი- 

ცის ურ სტრიქონში მთავარ დიაგონალის გარეთ მოთავსებული ყველა ელე- 

მენტი უდრის ნულს, ხოლო მთავარ დიაგონალზე (ე. ი. ჯ ურ ადგილზე) 
დგას /; ოიცხვი. 

წრფივი დ გარდაქმნის საკუთრივი ხ,.სხ,, ...ჩ. ვექტო- 

რები, რომლებიც მიეკუთვნებიან სხვადასხვა საკუთრივ. 

მნიშვნელობებს, ქმნიან წრფივად დამოუკიდებელ სის- 
ტეძას. ' 

ამ დებულებას დავამტკიცებთ ინდუქციით #-ს მიმართ, ვინაიდან როცა 

=1 ის სამართლიანია––-ერთი საკუთრივი ვექტორი, არის რა ნულისაგან 

განსხვავებული, ქმნის წრფივად დამოუკიდებელ სისტემას. ვთქვათ, 

ხ,დ=#ს,, 1I=1, 2, ... L 

#67; როცა 1#/. 

თუ არსებობს წრფივი დამოკიდებულება 

თ,ხ, +თახე -L.--–I– ყ6ნს =0, (9) 

სადაც, მაგალითად, თ,#0, მაშინ, თუ (9) ტოლობის ორივე მხარის მიმართ 

გამოვიყენებთ დ გარდაქმნას, მივიღებთ 

თ.#ეხე+-თ,ბკხე -L..-+ თ.ახ,==0. 

თუ აქედან გამოვაკლებთ (9) ტოლობას, გამრავლებულს X-ზე, მივიღებთ 

თ,(1,-–-24)ნ-+ თე(-– 7), +..-L რცლს MM -=9, 

და 
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რაც :23ლევა ნ,, ხე, ..., 61; ვექტორებს შორის არატრივიალურ წრფივ დანო- 

კიდე? ლებას, ვინაიდან თ,(7., ––74)2#0. 

ავბობენ, რომ ნამდვილი წრფივი 17, სივრცის წრფივ დ გარდაქმნას 

აქვს ზარტივი სპექტრი, თუ ყველა მისი მახასიათებელი ფესვი ნამდვი- 

ლია და ერთმანეთისაგან განსხვავებული. მაშასადამე, დ გარდაქმნას აქვს 

# განსხვავებული საკუთრივი მნიშვნელობა და ამიტომ, დამტკიცებული თეო- 

რემის თანახმად, I, სივრცეში არსებობს ამ გარდაქმნის საკუთრივი ვექტო- 

რისაგან შედგენილი ბაზისი. ამრიგად, ყოველი წრფივი გარდაქმნა 
მარტივი სპექტრით შეიძლება მოიცეს დიაგონალური მატ, 

რი ცით. , 

აუ წოფივი გარდაქმნიდან გადავალთ მის მომცემ მატრიცებზე, მივი- 

ღებთ შემდეგ შედეგს: : 
ყოველი მატრიცი, რომლის ყველა მახასიათებელი 

ფესვი ნამდვილია და ერთმანეთისაგან განსხვავებული, 

მსგავსია დიაგონალური მატრიცისა, ანუ, როგორც ამბობენ, 

ასეთი მატრიცი დაიყვანება დიაგონალურ სახეზე.



თავი მერვე 

ევკლიდური სივრძეები 

_ § 34. ევკლიდური სივრცის განმარტება, ორთონორმირებული ბაზისები 

»-განზომილებიანი წრფივი სივრცის ცნება საკმაოდ არასრულად ანზო- 

გადებს სიბრტყის ან სამგანზომილებიძპნი ევკლიდური სივრცის ცნებებს –-,-უღრი 

განზომილების შემთხვევაში, როცა »>3, არ არის განმარტებული არც ვექ- 

ტორის სიგრძე, არც ვექტორებს შორის კუთხე და ამიტომ შეუძლებელია 

განვითარება იმ მდიდარი გეომეტრიული თერრიისა, რომელიც კარგად ცნო- 

ბილია მკითხველისათვის M=2 და ჩ=3-სათვის. თურმე შეიძლება მდგომა- 

რეობის გამოსწორება, და აი ასეთი გზით. 

ანალიზური გეომეტრიის კურსიდან ცნობილია, რომ სიბრტყეზეც და 

სამგანზომილებიან სივრცეშიც შეიძლება ვექტორების სკალარული გამრავლე- 

ბის შემოტანა. ის განისაზღვრება ვექტორების სიგრძეებით და მათ შორის 

მოთავსებული კუთხით. მაგრამ, თურმე, ვექტორის სიგრძეც და ეექტორებს 

შორის კუთხეც თავის მხრივ შეიძლება გამოისახოს სკალარული გამრავლების 

საშუალებით. ამიტომ ჩვენ განვმარტავთ სკალარული გამრავლების ცნებას 

ნებისმიერ „-განზომილებიან წრფივ სივრცეში, ამასთან განვმარტავთ აქსიო- 

მატიკურად იმ ზოგიერთი თვისების დახმარებით, რომლებიც. როგორც კარ- 

გად ცნობილია, სიბრტყის ან სამგანზომილებიან სივრცის ვექტორთა სკალა- . 

რულ გამრავლებას მართლაც გააჩნია. ამასთან, ვითვალისწინებთ რა იმ უშუალო 

მიზნებს, რომელთათვის ეს ნაწილი შეტანილია უმაღლესი ალგებრის კურსში, 

არ შევიტანთ ვექტორისა და ვექტორებს შორის კუთხის განმარტებებს, »- 

განზომილებიან სივრცეებში გეომეტრიის აგებით დაინტერესებულ მკითხველს 

ქთავაზობთ სპეციალურ ლიტერატურას, პირველ რიგში წოფივი ალგებრის 

უფრო სრულ წიგნებს. · ' 

აღვნიშნოთ, რომ ყველგან ამ თავში, გარდა ამ პარაგრაფის დასასრუ- 

ლისა, განიხილება ნამდვილი წრფივი სივრცეები. · _ 

ვიტყვით, რომ »-განზომილებიან ნამდვილ წრფივ 7» სივრცე 5ი გან- 

მარტებულია სკალარული გამრავლება, თუ ი, ხ ვექტორთა ყოველ 
218



წყვილს ეთანადება ნამდვილი რიცხვი, რომელსაც აღვნიშნავთ (ი, ჩ) სიაბო- 

ლოთი და რომელსაც « და ს ვექტორების სკალარული ნამრავლი. 

ეწოდება; ამასთან, სრულდება შემღეგი პირობები (აქ თი, ხ, «C–- IM, სივრცის. 

ნებისმიერი ვექტორებია, თ-––ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია): 

I. (თ, ხ)=(ხ, 0); 

IL. (=+ხ,Cთ=(ი“,თ+(, 2; 
III. (თძ, ხ) =თ(თ, ჩ); ს 

გ IV. თუ 0#0, მაშინ ი ვექტორის სკალარული კვადრატი მკაცრად დადე– 

აია (ი, თ>9. 
აღვნიშნოთ, რომ 1II-დან, როცა თ=0, გამომდინარეობს 

(0, ხ)=9 (1; 

ტოლობა, ე. ი. ნულოვანი ვექტორის ნებისმიერ ხნ ვექტოოროზე 
სკალარული ნამრავლი უდრის ნულს; კერძოდ, ნულს უდრის ნუ- 

ლოვანი ვექტორის სკალარული კვადრატი. 

1L და IIIL-დან მაშინვე გამომდინარეობს შემდეგი ფოომულა ვექ- 

“ტორთაორი სისტემის წრფივ კომბინაციათა სკალარული 

ნამრავლისათვის: 

-/ I ! LI 

X4« ძ, 2, 8, ხს; ) = 2296 ხ;). (2; 
“ა1 151 ჯ5) 51 

თუ წ-განზომილებიან წოფივ სივრცეში განმარტებულია სკალარული 

გამრავლება, მაშინ ამ სივრცეს ეწოდება »-განზომილებიანი ევკლიდღრი 

სივრცე. : 

· განზომილებიან წრფიე /, სივრცეში ნებისმიეოი #- 

სათვის შეიძლება განიმარტოს სკალარული გამრავლება, 

ე. ი, ეს სივრცე შეიძლება გადაიქცეს ევკლიდურ სივრცედ. 
მართლაც, ავიღოთ I”, სივრცეში ნებისმიერი ი«,, 6ე, ·..; “ი, ბახისი. თუ 

_% =%)8., ი- «I,  0=384. 
12) “რ. 

მაშინ დავუშვათ 

(9, ხ)= 9) თ. ა) 
+521 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ სრულდება I-IV პირობები, ე. ი. (1) ტო- 

ლობა განსაზღვრავს სკალარულ გამრავლებას I, სიცრცეში. 

ვხედავთ, ოომ, საერთოდ, ს-განზომილებიან წრფივ სივოცეში სკალარული 

გამრავლება შეიძლება მოიცეს მრავალი სხვადასხვა წესით -- (3) განმარტება, 

გასაგებია, დამოკიდებულია ბაზისის არჩევაზე, ხოლო ჩვენ ჯერ არ ვიცით, 

გარდა ამისა, შეიძლება თუ არა სკალარული გამრავლების შემოტანა ოაიმე 
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პოინციპიალურად განსხვავებული წესითაც. ჩვენი უახლოესი მიზანია #-გან- 

ზობილებიანი წრფივი სივრცის ევკლიდურ სივოცედ გადაქცევის ყველა შე- 
საძლო წესების მიმოხილვა და დადგენა იმისა, რომ ყოველი #ჯ:სათვის გარ- 

პველლი აზრით არსებობს ერთადერთი »-განზომილებიანი ეეკლიდური სივრცე. 

ვთქვათ ბოცემულია ნებისმიერი #7-განზომილებიანი ევკლიდური I 

სივოცე.: ე. ი. #-განზომილებიან წრფივ სივრცეში ნებისმიერი წესით შემოტა- 

წილია სკალაოული გამრავლება. 0 და ხს ვექტორებს ეწოდებათ ორთოგო- 

ნა–ური, თუ მათი სკალარული ნამრავლი უდრის ნულს, 

(ძ, ხა=9. 

(1)-დღდან გამომდინარეობს, რომ ნულოვანი ვექტორი ნებისმიერი ვექტორის 

ოღთოგონალურია; მაგრამ შეიძლება არსებობდნენ არანულოვანი ორთოგო- 

ნალური ვექტორებიც. 

ვექტორთა სისტემას ეწოდება ორთოგონალური სისტემა, თუ 

ან სისტემის ყველა ვექტორი წყვილ-წყვილად ერთმანეთის ორთოგონალურია, 

არანულოვან ვექტორთა ყოველი ორთოგონალურისის- 

ტემა წრფივად დამოუკიდებელია... , | 
ვთქვათ, მართლაც, #-ში მოცემულია ძთ,, 0,, ..., CV. ვექტორთა სისტემა, 

აჯასთან 0;#0, 1=1, 2, ·..» #, და . 

(ძთც 0,).=0, როცა 1#17. (4) 

თ,0, + თეთ, -L...-+ Cთ,0:=0, 

ნა2ინ, თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ სკალარულად თ, ვექ- 

ტორზე. 1<7<%#, (1), (2) და (4)-ის გამო მივიღებთ: 

0=(0, ი,))=(Cთ,0,+ თათ, -L...–– «,)0;, 0) = 

=თ)(თ,, 0)-+თ,(ძა, ძე) -L...+- თ(ძ,, 0.) = თ/(9,, 0,). 

ვინაიდან, IV-ის თანახმად, (ძ,, ძი)>>0, აქედან გამომდინარეობს თ,=0, 1= 

=1. 2, ..ას #, რაც უნდა დამტკიცებულიყო. 

ახლა აღწერილი იქნება ორთოგონალიზაციის პროცესი; ე. ი. 

რაიპე გადასვლის წესი ეეკლიდური #„» სივრცის # რაოდენობის 

თ, შე, .... რი (5) 

ვექტორთა ნებისმიერი წრფივად დამოუკიდებელი სისტემიდან ორთოგონა.- 

ლურ სისტემაზე, რომელიც აგრეთვე შედგება L არანულოვან ვექტორისაგან; 

ამ ვექტორებს აღვნიშნავთ V,, ,, ... , ხჯ-თი, 

დავუშვათ #, =თ,, ე. ი. (5) სისტემის პირველი ვეჭტორი შევა 

ჩვენს მიერ აგებულ ორთოგონალურ სისტემაში. შემდეგ, და- 

ვუ5ვათ I 
ხე=%,ჩ,+0თ,. 

ვინაიდან ხ,=9,, ხოლო თ, და თ, ვექტორები წრფივად დამოუკიდებელი არიან, 

ამიქ,ომ #, ვექტორი ნულისაგან განსხვავებულია ნებისმიერი თ, რიცხვისათვის, 
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ამოვირჩიოთ ეს რიცხვი იმ პირობით, რომ ხ, ვექტორი იყოს (, ვექ+5– 

რის ორთოგონალური: 

0=(ხ,, ხე)=(ნ,, თენ, + თ) = თე(ჩ,, ხ)+(6ნ,, ძე), 

საიდანაც, IV-ის გამო, = 

(4). 0C,) 

(ხ), ხ) ' 
1“–“ 

ვთქვათ, უკვე აგებულია არანულოვანი ხ,, ხე,..-.,ჩ ვექტორთა ორთოგობჯა-- 

ლური სისტემა; დამატებით დავუშვათ, რომ ყოველი ჯ-სათვის 1<V+#<>7, ბ 

ვექტორი არის თ,, ძე, ..., რ; ვექტორების ' წრფივი კომბინაცია. ეს დაშვება 

შესრულდება ხ,,, ვექტორისათვისაც, თუ ზას ავირჩევთ 

ხ,,.=თ,ხ,+თ,ხ, + -..-- თხ +267, 

სახით. ამასთან ხ,,, ვექტორი იქნება ნულისაგან განსხვავებული, ვინაიდან 

(5) სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია, ხოლო იძი,+, ვექტორი არ რჟეღის 

ხ,, ხე, -.ს ს ვექტორთა გამოსახულებებში. ავირჩიოთ ,, ჯ1=1, 2, -.., ,, კლე- 

ფიციენტები იმ პირობით, რომ I#,,, ვექტორი იყოს ორთოგონალური ყევლა 
ხ; ვექტორისა, 1=1, 2, ..., 7: 

0=V,, ხ,კ,)=(ხ,, თ,ხ, + თეხე ––.-.– თნ -- თც,)ლ=– 

=9%,(ხ,, ხე) თ,(ხ;, ხე) +...–– C/ხ,, ხ)+(Cხ:, თ(+)); 

აქედან, ვინაიდან ჩ,, ჩე, ..., ნ, ვექტორები ერთმანეთის ორთოგონალურია. 

თხი ხე)+(ჩი თ,,)=9, 

! 
.....“” 

(ხ, ნ.) 

თუ ამ პროცესს გავაგრძელებთ, ავაგებთ საძიებელ ორთოგონალურ ნ. 

ხ.; ·.., ჩ სისტემას. 

თუ გამოვიყენებთ ორთოგონალიზაციის პროცესს #, სივრცის ნების- 

მიერი ბაზისის მიმართ, მივიღებთ ჯ არანულოვანი ვექტორისაგან შედგენელ 

ორთოგონალურ სისტემას, ე. ი., ვინაიდან ეს სისტემა, დამტკიცებულის თა- 

ნახმად, წრფივად დამოუკიდებელია, ორთოგონალურ ბაზისს. ამასთა§, 

თუ გამოვიყენებთ ორთოგონალიზაციის პროცესის პირველ ნაბიჯთან დაკავ- 

შირებით გაკეთებულ შენიშვნას და აგრეთვე გავითვალისწინებთ, რომ ყოველი 

არანულოვანი ეექტორი შეიძლება შევიტანოთ სივრცის რომელიმე ბაზის<ე, 

შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ კიდევ შემდეგი დებულება: 

ყოველ ევკლიდურ სივრცეს გააჩნია ორთოგონალული 

ბაზისები, ამასთან ამ სივრცის ნებისმიერი არანულოვანი 

ვექტორი შედის რომელიმე ორთოგონალური ბაზისის შე: 

მადგენლობაში. 

შემდგობში მნიშვნელოვან როლს ითამაშებს ორთოგონალური ბაზისების 

ერთი სპეციალური სახე; ამ სახის ბაზისები შეესაბამებიან კოორდინატთა დე- 
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კარტის მართკუთხოვან სისტემებს, ოომლებიც გამოიყენებიან ანალიზურ გეო- 

შეტრიაზი. 

ი ვექტორს ვუწოდოთ ნორმირებული, თუ მისი სკალარული კვად- 

რატი უდრის ერთს, 
(ს, ხ)=1. 

თუ 4##0, საიდანაც (თ, 0)>90, მაშინ თ ვექტორის ნორმირება ეწოდება 

=- ! _ 
I” (თ თ) 

ქექრორზე გადასვლას. ს ვექტორი იქნება მოიმირებულიი ვინაიდან 

(#74 

(ხ, ხ)=   (წე 1 =1. 
ს7C. თ ' =ი8)“ L „” (ი, =2) რი 

ევკლიდური XL, სივრცის «,, §. ..., #, ბაზისს ეწოდება ორთონორმი- 

რებული, თუ ის ორთოგონალურია, ხოლო ყველა მისი ვექტორი ნორმი- 

რებულია, ე. ი. 

(, 6)=0, როცა 1#27, 

(2, 0,))=1, 1=1, 2, ....„”M. 
(6) 

ცსოვგელ ევკლიდურ სივრცეს გააჩნია ორთონორმირებე- 

ლი ბაზისები. 

დანტკიცებისათვის საკმარისია ავიღოთ ნებისმიერი ორთოგონალური ბა- 

ზისი და მოვახდინოთ ყველა მისი ვექტორის ნორმიოება. ამასთან, ბაზისი დარ- 

ჩება ორთოგონალური, ვინაიდან ნებისმიერი « და ვ3-სათვის “ი ხ)=0-დან 

გამომდინარეობს 

(თთ, 5ჩ)=-თ3(თ, ხ)=90. 

ევკლიდური ჯ#,სივრცის §,.4,..., ი, ჩაზისი იქნება ორთო- 
ნორმირებული მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა სიერცის 

ნებისმიერი ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი უდრის 

მითითებულ ბაზისში ამ ვექტორთა შესაბამისი კოორდინა- 

ტების ნამრავლების ჯამს, ე. ი. 

ძ=5%)თიი ხ= 9), (7) 
<1 15L 

როლობებიდან გამომდინარეობს 

(თ, ხ)= ბ, თ.ვ, (8), 
§=1 

მართლაც, თუ ბაზისისათვის სრულდება (6) ტოლობები, მაშინ 

(ძ. ხ)= მთი აVი)- დ თ;1,(წ7;, (;)= 3). 
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პირიჟით, თუ ბაზისი ისეთია, რომ ნებისმიერი ძ და ს ვექტორებისათვის, რომ. 

ლებიც ამ ბაზისში წარმოიდგინებიან (7) სახით, სამართლიანია (8) ტოლობა, 

მაშინ, თუ ძ და ხ ვექტორებად ავიღებთ ამ ბაზისის ნებისმიერ ორ, ერთმანე- 

თისაგან განსხვავებულ ან ერთი და იგივე «, და #«; ვექტორს, (8)-დან გამო- 

ვიყვანთ (6) ტოლობებს. 

თუ ამ მიღებულ შედეგს შევადარებთ ნებისმიერი »-სათვის »-განზომი- 

ლებიანი ევკლიდური სივრცეების არსებობის ადრე გადმოცემულ დამტკი- 

ცებას, შეიძლება გამოეთქვათ შემდეგი დებულება: თუ #-განზომილებიან 

წრფივ 7, სივრცეში არჩეულია ნებისმიერი ბაზისი, მაშინ 

1 „-ში შეიძლება ისე მოიცეს სკალარული გამრავლება, რომ 

მიღებულ ევკლიდურ სივოცეში ამორჩეული ბაზისი იქნება 

ერთ-ერთი ორთონორმზირებული ბაზისთაგანი, > 

ევკლიდური სივრცეების იზომორფიზმი. ევკლიდურ X; და IL სივრცეებს 

ეწოდებათ იზომორფული, თუ ამ სივოცეების ვექტორებს შორის შეიძ.- 

ლება დამყარდეს ისეთი ურთიერთცალსახზა თანადობა, რომ სრულდებოდეს 

ბძემდეგი პირობები; 

1) ეს თანადობა წარმოადგენს იხომორფულ თანადობას # და #' სივრ- 

ცეებს შორის, თუ ესენი განხილულია როგორც წრფივი სივრცეები (იხ. § 29); 

: 2) ეს თანადობა ინარჩუნებს სკალარულ ნამრავლს; სხვა სიტყვებით, თუ 

ჯ-ს ძ და სხ ვექტორების ანასახებია წელეი შესაბამისად ძ' და ს ვექტორები, 

Cაშინ 

(ით, ხ)=(თ'. ხ'). ' (9) 

1) პირობიდან მაშინვე გამომდინარეობს, რომ იზომორფულ ევკ- 

ლიდურ სივრცეებს აქვთ ერთი და იგივე განზომილება. და- 

ვამტკიცოთ შებრუნებული დებულება: 

| ნებისმიერი ევკლიდური # და 17” სივრცეები, რომლებ: 

საც აქვთ ერთი და იგივე განზომილება ” ერთმანეთის იზო- 

მორფულია. 

მართლაც, # და # სივრცეებში ამოვირჩიოთ ოოროთონორზირე- 

5 ული ბაზისები 

61) 0ვე ">. ე 6ჯ (10) 

და, შესაბამისად, 

61, 69) "6. (11) 

თუ #-დან ყოველ 
» 

6რ6= ს თ,/, 

1=5L 

ეექტორს შევუთანადებთ #”-დან 
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გექტორს, რომელსაც (11) ბაზისში იგივე კოორდინატები აქვს, რაც თ ვექ- 

ტორს (10) ბაზისში, ცხადია, მივიღებთ იზომორფულ თანადობას წ ოფ 4ვ # 

და #' სივრცეებს შორის. ვაჩვენოთ, რომ სრულდება (9) ტოლობაც: თუ 

ჩ ()) 

ხ=MI ბრ, ხ"= V' წ.“ – წარ 
+-1 151 

მაშინ, (8)-ის ძალით––გავითვალისწინოთ (10) და (11) ბაზისების ორთოზორ- 

მირებულობა! – 

” 

(თ, ხ)= %)თ,3=(0, ხ. 

“21 

ბუნებრივია იზომორფული ევკლიდური სივოცეები არ ჩავთვალოთ ეოთ- 

მანეთისაგან განსხვავებულად. ამიტომ ყოველი #V-სათვის არსებობს ერთად- 
ერთი V-განხომილებიანი ევკლიდური სივრცე იზავე აზრით, როგოოდჯ, ყოვე- 

ლი /-სათვის არსებობს ერთადერთი ჯ-განზომილებიანი ნამდვილი წრფივი 

სივრცე. 

კომპლექსური წრფივი სივოცეების შემთხვევაზე ამ პარაგრაფის ცნებები ღა შე– 

დეგები გადაიტანება შემდეგნაირად. კომპლექსურ წრფივ სივრცეს ეწოდება უნიტარული 

სივრცე, თუ მასში მოცემულია სკალარული გამრაქლება, ამასთან (თ, დხ) იქნება, სახოგა- 

დოდ, კომპლექსური რიცხვი; ამავე დროს უნდა "სრულდებოდეს 1II––IV აქსიომები (უკჯანასკ- 

ნელი აქსიომის ჩამოყალიბებაში ხახი უნდა გაესვას იმას, რომ არანულოვანი ვექტორის 

სკალარული კვადრატი ნამდვილია და მკაცრად დადებითი), ხოლო I აქსიომა იცვლება 

L (თ, ხ)=(ხ, 0). 
აქსიონით. სადაც, ჩეეულებისამებრ, ხაზი ალნიშნავს შეუღლებულ კომპლექსურ რიცხვზე 

გადასვლას. 

მაშასადამე. სკალარული გამრავლება უკვე აღარ იქნება კომუტატური. მიუ:ადავად 

ამისა, IL აქსიოვის სიმეტოიული ტოლობა სამართლიანი რჩება, 

II” (თ, ხ+-ი)=(თ, ხ)–-(თ, 2), 
ვინაიდან · 2. 

(თ, ხ+2)= (ჩ–+-C, თ)=(ხ,0)+-(ი, ი)=(ჩ, 0თ)-+ (2, ღ0)=(თ, ხნ)+(0, «). 
მეორე მხრიე 

IIL (თ, თხ) == თ(0, ჩ), 
ვინაიდან 

  

(თ, «ხ)= (თხ, 0) = თ (ხ, 0) == « (ხ, 0)= თ(თ, ხ). 

ვექტორთა სისტემის ორთოგონალობისა და ორთონორმირების ცნებები გადაიტანებ» 

უნიტარული სიერცეების შემთხვევაზე ყოველგვარი ცვლილებების გარეშე. ისევე როგორც ზე- 

მოთ, მტკიცდება ოოროთონორმირებული ბახისების არსებობა ყოველ სასრულოგანზომილებიან 

უნიტარულ სივრიეში. მაგრამ, ამასთან, თუ რ, რ, ..., ი არის ორთონორმირებული ბაზისი 

ღა თ, ხ ვექტორებს ამ ბაზისში აქვთ (7) ჩაწერა, მაშინ 

(თ, ხ) -» თ.ვ. 
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ამ თავის შემდგომი პარაგრაფების შედეგები აგრეთვე შეიძლება გადატამილ იკნას 

პეკლიდურიდან უნიტარულ სივრცეებზე. ჩვენ ამას არ გავაკეთებთ და დაინტერესებულ 

მკითხეელს ვთავაზობთ სპეციალურ წიგნებს წრფიე ალგებრაში, 

წ ვა, ორთოგონალური მატრიცები, ორთოგონალური გარდაქმნები 

ვთქვათ, მოცემულია # უცნობის ნამდვილი წრფივი გარდაქმნა: 

2:= მ 99V, 1=1, 2, ...) I; (1) 

L=1 

ამ გარდაქმნის მატრიცი აღენიმნოთ C-თი, ამ გარდაქმნას გადაყავს XI, 

Xვ, ს» X, უცნობთა კვადრატების ჯამი, ე. ი. #,1+-X79, -L...-+ წი კვადრატული 
ფორმა, რომელიც წარმოადგენს დადებითად განსაზღგრულ კვადრატულ ფორ- 

მათა ნორმალურ სახეს (იხ. § 28), #,, #.,.·,// უცნობთა რომელიღა() კვადრა- 

ტულ ფორმაში, შემთხვევით ეს ახალი კვადრატული ფორმა თვითონ შეიძლება 

აღმოჩნდეს #,, 15, ·.., 3”, უცნობთა კვადრატების ჯაზი, ე. ი, შეიძლება ადგილი 

ჰქონდეს : : : 
X,-CX LC... #ა=:%+1% +-..+ 1» (2) 

ტოლობას, რომელიც იგივურია X,, ჯე, ·-ს ს უცნობების მათი (1) გამოსა- 

„ხულებებით შეცვლის შემდეგ. უცნობთა (1) წრფივ გარდაქმნას, რომელსაც 

ეს თვისება გააჩნია, ე. ი., როგორც ამბობენ, რომელიც უცნობთა კვადრა- 

ტების ჯამს ინვარიანტულს ტოვებს, ეწოდება უცნობების ორთოგონა- 

ლური გარდაქმნა, ხოლო მის 0 მატრიცს – ორთოგონალური 

მატრი ცი. 

არსებობს ბევრი სხვა, ზემოთ მოყვანილი განმარტების ეკვივალენტური, 

განმარტება ორთოგონალური გარდაქმნის და ორთოგონალური მატრიცისა, 
მივუთითოთ ზოგიერთ მათგანზე, რომლებიც აუცილებელია შემდგომში. 

§ 26-დან ვიცით კანონი, რომლითაც გარდაიქმნება /ვადრატული ფორ- 
მის მატრიცი უცნობთა წრფივი გარდაქმნის შესრულების დროს. თუ მას 

ჩვენ შემთხვევაში გამოვიყენებთ და გავითვალისწინებთ, რომ მატრიცი კვად- 

რატული ფორმისა, რომელიც წარმოადგენს ყველა უცნობის კვადრატთა 

ჯამს, არის ერთეულოვანი მატრიცი, მივიღებთ, რომ (2) ტოლობა ტოლფასია 

მატრიცული 

ი'Mს0=X# 
ტოლობისა, ე. ი. 

0ი'მ=#), (3) 
საიდანაც 

თ=0 1 (4) 
და ამიტომ სამართლიანია 

ც 02=/“ (5) 
ტოლობაც, · 

ამრიგად, (4)-ის გამო, ორთოგონალური ი) მატრიცი შეიძ- 
ლება განისაზღვროს როგორც ისეთი მატრიცი, რომლისა- 
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თვის ტრანსპონირებული 0 მზატრიცი უდრის შებრუნებულ 

0 'მატრიცს. თითოეული (3) და (5) ტოლობათაგანი აგრეთვე შეიძლება 
მიღებულ იქნას ორთოგონალური მატრიცის განმარტებად. 

ვინაიდან („ მატრიცის სვეტუბი არიან ( მატრიცის სტრიქონები, ამი- 

ტომ (5)-დან გამოპდინაოეობს შემდეგი დებულება: კვადრატული ი) მატ- 

რიცი ორთოგონალურია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

მისი ნებისმიერი სტრიქონის ყველა ელემენტის კვადრატე- 

ბის ჯამი უდოის ერთს. ხოლო მისი ნებისმიერი ორი გან- 

სხვავებული სტრიქონის შესაბამის ელემენტთა ნამრავლე- 

ბის ჯამი უდრის წნულს. (3)-დან გამომდინარეობს ანალოგიური დებუ- 

ლება მატრიცის სეეტებისათვის. | 

თუ (3) ტოლობაში დეტერმინანტებზე გადავალთ, მივიღებთ, იმის გამო 

რომ | (-|= IV) Iც. 

| დ) | =1 
ტოლობას. აქედან გამომდინარეობს, რომ ორთოგონალური მატორი- 
ცის დეტერმინანტი უდრის +-1ჟ. ამრიგად, უცნობთა ყოველი 

ორთოგონალური გარდაქმნა გადაუგვარებელია. თავისთავად 

იგულისხმება, რომ შებრუნებულის თქმა არ შეიძლება; აღვნიშნოთ აგრეთვე, 

რომ არა ყოველი მატრიცი, რომლის დეტერმინანტი უდრის +#1, იქნება 

ორთოგონალური, , ი 

ორთოგონალურის შებრუნებული მატრიცი თვითონ 

იქნება ორთოგონალური. მართლაც, თუ (4)-ში გადავალთ ტრანსპო- 

ნირებულ მატრიცებზე, მივიღებთ: 

(0 “))/=(C0'”=C0=(C“ 1. 

მეორე მხრივ ორთოგონალური მატრიცების ნამრავლი თვი- 

თონ ორთოგონალურია. მართლაც, თუ 0) და #7 მატრიცები ორთოგო- 

ნალურია, მაშინ, თუ გამოვიყენებთ (4)-ს, აგრეთვე § 26-ის (6) ტოლობას და 

შებრუნებული მატრიცისათვის სამართლიან ანალოგიურ ტოლობას, მი- 

ვიღებთ 
(01) =I'=I 10“ 1=(0#)“'. 

ჯ 37-ში გამოყენებული იქნება შემდეგი დებულება: – 

ევკლიდური სივრცის ორთონორმირებული 'ბაზისიდან 

მის ნებისმიერსხვა ორთონორმირებულ ბაზისხზე გადასვლის 

მატრიცი ორთოგონალურია, · 

ვთქვათ, მართლაც, XX, სივრცეში მოცემულია ორი ორთონორმირებული 

რე რი ს ლს და C), კ ·.. “2 ბაზისი გადასვლის ()=(4,,) მატრიცით, 

% 

ვინაიდან ( ბაზისი ორთონორმირებულია, ამიტომ ნებისმიერი ორი ვექტორის, 

კერძოდ ”” ბაზისის ნებისმიერი ორი ვექტორის, სკალარული ნამრავლი უდრის 

ამ ვექტოოების / ბაზისში შესაბამის კოორდინატთა ნამრავლების ჯამს, მაგრამ, 
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ყინაიდან «' ბაზისიც ორთონორმირებულია, ამიტომ #”ის ყოველი ვექტორის 

სკალარული კვადრატი უდრის ·ერთს, ხოლო «ის ნებისმიერი ორი განსხვა- 

ვებული ვექტორის სკალარული ნამრავლი უდრის ნულს. აქედან, (” ბაზისის ვექ- 
ტორების კოორდინატთა სტრიქონებისათვის #« ბაზისში, ე. ი. 60) მატრი- 

ცის სტრიქონებისათვის გამომდინარეობს ის დებულებებით რომლები), 

როგორც ზემოთ გამოყვანილია (5) ტოლობიდან, დამახასიათებელია ორთო- 

გონალური მატრიცისათვის. 
ევკლიდური სივრცის ორთოგონალური გარდაქმნები. ახლა დროულია 

შევისწავლოთ ევკლიდური სივგ“ცეების წრფივ გარდაქმნათა ერთი საინტე- 

რესო სპეციალური ტიბი, თუმცა ამ ტიპის გარდაქმნებს შემდეგ არ გამოვიყენებთ. 

ევკლიდური #„, სივრცის წრფივ დ გარდაქმნას ეწოდება ამ ევკლიდუ- 
რი სივრცის ორთოგონალური გარდაქმნა, თუ ის ინახავს ყოველი 

ვექტორის სკალარულ კვადრატს, ე. ი, ნებისმიერი თ ვექტორისათვის 

(იდ, ძდ) =(თ, 0). (6) 
აქედან მიიღება შემდეგი უფრო. ზოგადი დებულება, რომელიც, გასაგებია, 

აგრეთვე შეიძლება მიღებულ იქნას ორთოგონალური გარდაქმნის განმარ- 

ტებად: 
ევკლიდური სივრცის ორთოგონალური «7 გარდაქმნა 

ინახავს ნებისმიერი ორი ძ,ს ვექტორის სკალარულ ნამ- 
როავლს. 

(იდ, სდ) = ი, ს). თ 
მართლაც, (6)-ის გამო ' 

· ((0+ბ)დ, (ი–-ს)დ)=(0-Lხ, 0–+წნ). 
მაგრა8 

((0+V)დ, (თ-+ხ)დ)=(9ი-+ხჯი, იდ+ხჯ)= 
=(0ძდ, 0დ)-+(ძCდ, ხდ)--(სდ, 0დ)+(ხდ, ხდ), 

(9+ხ, 6+ჩ)= (9, თ+(ი, ხ)-L-(6, 0)+(I, 6). 
აქედან, თუ როგორც თძ-სათვის, ისე ხ-სათვის გამოვიყენებთ (6)-ს და გავი- 

თვალისწინებთ სკალარული გამრავლების კომუტატურობას, მივიღებთ 

2(იდ, ნდ)=2(თ. ხ) 

და ამიტომ ადგილი აქვს (7)-აც. 

ევკლიდური სივრცის ორთოგონალური გარდაგზნის 
დროს ნებისმიერი ორთონორმირებული ბაზისის ყველა ვექჟ- 
ტორის ანასახი თვითონ ქმნის ორთონორმირებულ ბაზისს. 

პირიქით, თუ ევკლიდური სიგრცის წრფივ გარდაქმნას 
გადაყავს ერთი ორთონორმირებული ბაზისი მაინც კვლავ 
ორთონორმირებულ ბაზისში, მაშინ ეს გარდაქმნა ორთო: 

გონალურია, 

მართლაც, ვთქვათ, # არის M» სიერცის ორთოგონალური გაოდაქმნა, 

ხოლო ჩე ივა ..-, ლ, · აზ სივრცის ნებისმიერი ორთონორმირებული ბაზისი, (7)-ის 

გამო 
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(ი რ)=1, (=1, 2) .., M 

(წი 0,)=0 როცა (#7 

ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

(-%, (9)ლ=1, 1=1, 2, თ. 

(იდ, 69) =9 როცა (#; 

ტოლობები, ე. ი. 2,C, 6:<%, ·... (კდ ვექტორთა სისტემა აღმოჩნდა: ორთოგონა- 

ლური და ნორმირებული და ამიტომ ის იქნება #, სივრცის ორთონორზი- 

რებული ბაზისი. 

პირიქით, ვთქვათ, #:, სივრცის წრფივ «< გარდაქმნას გადაყავს ორთო- 

ნორმირებული «,, თ. ..., („ ბაზისი ისევ – ორთონორმირებულ ბაზისში, ე. ი. 

69% C:%,) ··» “დ ვექტორთა სისტემა არის #, სივრცის ორთონოორმირებული 

ბაზისი, თუ 

" - 

0ი=%)თი 

2 

არის # სივრცის ნებისმიერი ვექტორი, მაშინ 

= სწ ' : 
9= 2,რ(რთ). 

ე. ი. ძდ ვექტორს «დ ბაზისში აქვ! ს ის კოორდინატები, რაც ძ ვექტორს # 
ბაზისში. მაგრამ ორივე ეს ბაზისი პრის ორთონორმიოებული და ამიტომ ნების- 

მიერი ვექტორის სკალარული კვადრატი უდრის ნებისმიერ ამ ბაზისთაგანში 

მისი კოორდინატების კვადრატების ჯამს. ამრიგად, 

რ, 0)=(6დ, Cჯ)=3)თ”, 
წლი 

ე. 9. (60) ტოლობა მართლაც სრულდება, 
ევკლიდური სივოცის ორთოგონალური გაორდაქმნანე- 

ბისმიერ ორთონორმირებულ ბაზისში მოიცემა ორთოგონა- 

ლური მატრიცით. პირიქით, თუ ევკლიდური სივრცის წრფი- 

ვი გარდაქმნა ერთ ორთონორმირებულ ბაზისში მაინც მოი- 

ცემა ორთოგონალური მატრიცით, მაშინ ეს გარდაქმნა 

ორთოგონალურია. · 

მართლაც, თუ დ გარდაქმნა ორთოგონალურია, ხოლო #«,, 6ე, ·..: წე ბაზი- 

სი ორთონორმირებული, მაშინ «,,დ, 6,<, ·-., (IC ქექტოოთა სისტემაც იქნება 

ორთონორმირებული ბაზისი.-/ ბაზისში C - გარდაქმნის #4 მატრიცი, 

06თ= /,L4, (8) 

იქნება, მაშასადამე, ორთონორმირებული 6 ბაზისიდან ორთონორმირებულ (§ 

ბაზისზე გადასვლის მატრიცი, ე. ი. როგორც ზემოთ დამტკიცებულია, იქნება 

ორთოგონალური. 
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პირიქით, ვთქვათ, წრფივი ჯ გარდაქმნა ნოიცემა ორთონორზირებულ 

ჩას სა ბაზისში ორთოგონალური „I მატრიცით: მამ სადაზე, ადგილი აქვს (8) 

ტოლობას, ვინაიდან / ბასისი ორთონორმირებულია, აპიტომ ნებისპიერი ვექ- 

ტორების, კერძოდ ი,ჯ%, ი-C, ..- /Iჯ სისტემის ნებისმიერი ვექტოოების, სკალა- 

რული ნამრავლი უდრის « ბაზისში ამ ვექტორთა შესაბამისი კოორდინატების 

ნამრავლების ჯამს. ამიტომ, ვინაიდან „| მატრიცი ორთოგონალურია, 

(ი,%, (/დ) =1, 1=1, 2, .... 2? 

(ოთ, 2,ყ)=0 როცა I#4, 
ე. ი. -დ სისტემა თვითონ აღმოჩნდა /:, სივრცის ორთონორმირებული ბაზისი. 
აქედან გამომდინარეობს დ გარდაქმნის ორთოგონალობა, 

როგორც მკითხველმა იცის ანალიზური გეომეტრიის კურსიდან, სიბრ- 

ტუის ყველა აფინურ გარდაქმნათა შორის, რომლებიც უძრავად ტოვებს 

კოორდინატთა სათავეს, ბრუნვები (შეერთებული, შესაძლოა, სარკისებურ 

ასახვებთან) წარმოადგენენ ერთადერთ ეექტორთა სკალარული ნამრავლის 

შემნახეელ გარდაქმნებს, ამრიგად, #-განზომილებიანი ევკლიდური სივრცის 

ორთოგონალური გარდაქმნები შეიძლება განვიხილოთ როგორც ამ სივრცის 

„ბრუნვები". 

ეეკლიდუორი სივრცის ორთოგონალურ გარდაქმნათა რიცხვს, ცხადია, 

ეკუთვნის იგივური გარდაქმნა. მეორე მხრივ, ჩვენს მიერ დამყარებული კაეშირი 

ორთოგონალურ გარდაქმნებს დღა ორთოგონალურ მატრიცებს შორის და 

აგრეთვე § 31-ში გადმოცენული კავშირი წრფივ გარდაქმნებზე და მატოი- 

ცებზე ოპერაციებს შორის საშუალებას იძლევა ორთოგონალური მატრიცების 

ცნობილი თვისებებიდან გამოვიყვანოთ ევკლიდური სივოცის ორთოგონალური 

გარდაქმნების შემდეგი თვისებები, რომლებიც უშუალოდაც ადვილად მოწი- 

დება: 

8 ყოველი ორთოგონალური გარდაქმნა გადაუგვარებე- 

ლია და მისი შებრუნებული გაორდაქზნა აგრეთვე ორთოგო- · 

ნალურია. · 

"ნებისმიერი ორთოგონალური გარდაქმნების ნაზრავლი 

ორთოგონალურია. ' 

§ 86. სიმეტრიული გარდაქმნები 

#-განზომილებიანი ეეკლიდური სიერცის წრფივ დ გარდაქმნას ეწოდება 

სიმეტრიული (ანუ თვგითშზეუღლებული). თუ ამ სივრცის ნებისმიერი 

ორი ი, ს ვექტორისათვის ადგილი აქვს 

(იდ, ხ)–-(ი. ხდ) (1) 

ტოლობას, ე. ი. სიმეტრიული გარდაქმნის სიმბოლო სკალარული გამრავლე- 

ბის დროს შეიძლება გადავიტანოთ ერთი მამრავლიდან მეორეზე. 

სიმეტრიული გარდაქმნების მაგალითებია, ცხადია, იგივური 6 გარდაქმნა 

და ნულოვანი თ გარდაქმნა. უფრო ზოგად მაგალითს წარმოადგენს წრფივი 
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გარდაქმნა, რომლის დროს ყოყელი ვექტორი მრავლდება ფიქსირებულ » 
რიცხეზე, 

ძ+=%0ი. 

მართლაც, ამ შემთხვევაში 

(ძდ, ს)= (თი, ხ)=თ(ი, ხ)=(4, თხ)= (09, ხX). 

სიმეტრიული გარდაქმნების როლი ძალიან დიდია და ჩვენთვის აუცი- 

ლებელია მათი საკმაოდ დეტალურად შესწავლა. 

ევკლიდური სივრცის სიზეტრიული გარდაკვმნა ნების- 

მიერ ორთონორმირებულ ბაზისში მოიცემა სიმეტრიული 

მატრიცით, პირიქით, თუ ევკლიდური სივრცის წრფიეი 

გარდაქმნაერთ ორთონორმირებულ ბაზისში მაინც მოიცე- 

მა სიმეტრიული მატრიცით, მაშინეს გარდაქმნა სიმეტრი- 

ულია, 
მართლაც, ვთქვათ, სიმეტრიული C გარდაქმნა მოიცემა ორთონორმი- 

რებული «,, იე, ·· ს 6, ბაზისში (=6(Vთ,,) მატრიცით. თუ გავითვალისწინებთ, 

რომ ორთონორმირებულ ბაზისში ორი ვექტორის სკალარული ნამრავლი 

უდრის ამ ვექტორთა შესაბამისი კოორდინატების ნამრავლების ჯამს, მი-· 

ვიღებთ: 

” 

(#, « )=L2, XIV 6, 1)=%» 

L-1 

- 

(7, #,#)ლ(4,, ტი რთ |: %; 
წ თ 

ე. ი. (1)-ის გამო, 

თ:ლთე 

ყეელა ჯ; და 7:ფსათვის. ამრიგად, I მატრიცი აღმოჩნდა სიმეტრიული. 

პირიქით, ვთქვათ, წრფივი დ გარდაქმნა მოიცემა ორთოწორზირებულ 

ია რე ს იე ბაზისში სიმეტრიული ,7=(C,,) მატრიცით, 

«,,=თ,; ყეელა | და 2 სათვის, (2) 

თუ 
M" ==) - 

42 ა 
ხ=V%იი §C= ბ) “კ”; 

დ. უი 

სივრცის ნებისმიერი ვექტორებია, მაშინ 

ხს%= ბ, შა(0:%) =2, (» 237-C,; 0, 

1. „.:) 

– (დ>: პორ ი-ა (პა I 

(21 V/-L 
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რთუ გამოვიყენებო # ბაზისის ორთონორმირებას. მივიღებთ 

' ლ 

(დ, 0)= M “ ბ.%,V/ 
“ი 

(60, C-) = X8 ზით. 
, “ 

(2)-ის გამო უკანასკნელი ტოლობების მარჯვენა მხარეები ერთმანეთს ე?თხ- 

ქევა და ამიტომ 

: (ხდ, 2)=(ნ, იC), 

რაც უნდა დამტკიცებულიყო, 
მიღებული შედეგიდან გამომდინარეობს სიმეტრიული გარდაქმნების 

შემდეგი თვისება, რომელიც უშუალოდაც ადვილად მოწმდება: 

სიმეტრიული გარდაქზნების ჯამი და აგრეთვე სიმეტ- 

რიული გარდაქმნის რიცხვზე ნამრავლი წარმოადგენენ 

სიმეტრიულ გაოდაქმგნებს, 

დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი მნიშვნელოვანი თეორემა: 

სიმეტრიული გარდაქმნის ყველა მახასიათებელიფესვევი 

ნამდვილია. 

ვინაიდან ნებისმიერი წრფივი გარდაქმნის მახასიათებელი ფესვები ემთხ. 

ვევიან ნებისმიერ ბაზისში ამ გარდაქმნის მატრიცის მახასიათებელ ფესვებს, 

ხოლო სიმეტრიული გარდაქმნა მოიცემა ორთონორმირებულ ბაზისებში სიმეტ- 

რიული მატრიცებით, ამიტომ საკმარისია დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება: 

სიმეტრიული მატოიცის ყველა მახასიათებელი ფესვი 

ნამდგილია. 

მართლაც, ვთქვათ, ». არის სიმეტრიული 4=(9,:) მატრიცის მახასია. 

თებელი ფესვი (შესაძლოა კომპლექსური). 

|4-–# | =9 

მაშინ კომპლექსურ კოეფიციენტებიან წრფივ ერთგვაროვან 

2ერი1=2?იი 1=1, 2, ..., M, 

წო ლთ 

განტოლებათა სისტემას აქვს ნულის ტოლი დეტერმინანტი, ე. ი. გაანჩია 

არანულოვანი გ,.3,,..., კ, ამონახსნები, საზოგადოდ კომპლექსური: 

ამრიგად, 

”" 

გა რიშ =ბიჩი (=1, 2, ..., M. (C)) 

, 

თუ (3) ტოლობების ყოველი ჯ-ურის ორიეე მხარეს გაეამრავლებთ 2; რიცხვის 

შეუღლებულ :, რიცხეზე და მიღებული, ტოლობების მარცხენა და მარჯვენა 

მბარეებს ცალცალკე შევკრებ», მივალთ 
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პჯ თ 3. 2 = 7) +X)8, 2 (4) 
(რაი! #1 

ტოლობაბდე, , 

(4)-ში #..ის კოეფიციენტი ნულისაგან განსხვავებული ნამდვილი რიცხეია, 
როგორც ჯამი არაუარყოფითი ნამდვილი რიცხვებისა, რომელთაგან ერთი 

მაინც მკაცრად დაცებითია, ამიტომ »: რიცხვის ნამდვილობა დამტკიცდება, 

თუ (4) ტოლობის მარცხენა მხარის ნამდვილობას დავამტკიცებთ, რისთვისაც 

საკმარისია ვაჩვენოთ, რონ ეს კომბლექსური რიცხვი ემთხვევა თავის შეუღ 

ლებულს. აქ პირველად იქნება გამოყენებული (ნამდვილი) „I მატრიცის სიმე- 

ტრიჟლობა, 

ჯ” " +" 

ა > ლ > ლ, == 
სა თ,; 3; ქ:= სათი ა 8.= სX. 0; წ(== 
1151 (751 I 

” " " 

სქ) 9 ს» 8. წ 5.5. = ბა 3, 3, == 2ერი 8,3, == 245 ) 8) 2. 

შევნიშნოთ, რომ უკანასკნელის წინა ტოლობა მიღებულია აჯამვის ინდექსე- 

ბისათვის აღნიშვნების უბრალო შეცვლით: (ჯ-ს ნაცვლად წერია /, ხოლო I-ს 

ნაცვლად წერია 1. მაშასადამე, თეორემა დამტკიცებულია. 

ევკლიდური I, სივრცის წრფივი დ გარდაქმნა სიმეტ- 

რიულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა #, სივრცეში არსე: 

ბობს ორთონორმირებული ბაზისი, შედგენილი ამ გაოდა- 

ქმნის საკუთრივი ვექტორებისაგან. 

ერთი მხრიდან ეს დებულება თითქმის ცხადია: თუ #ი.ში არსებობს 

ორთონორმირებული იძ,, #ე....., (| ბაზისი, ამასთან 

. ა” დ =//,. 1=1,2, ....I, 

მაშინ # ბაზისში « გარდაქმნა მოიცემა 

7 0 
LL 

75 

0 –. 

დიაგონალური მატრიცით, მაგრამ დ-აგონალური მატრიცი სიმეტრიულია 

და ამიტომ დ გარდაქმნა მოიცემა ორთონორმირებულ « ბაზისში სიმეტრიული 

მატრიცით, ე. ი. იქნება სიმეტრიული. 

თეორემის ძირითად შებრუნებულ დებულებას დავამტკიცებთ ინდუქციით: 

# სივრცის # განხომილების მიმართ. მართლაც, როცა #=1, #. სივრცის 

ყოველ წოფიე დ გარდაქმნას აუცილებლად გადაყავს ნებისმიერი ვექტორი 

მის პროპორციულ ვექტორში, აქედან გამომდინარეობს, რომ ყოველი აოა- 

ნულოვანი ი ვექტორი იქნება «-ს საკუთრივი ვეჭტორი (როგორც. სხვათა- 
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მორის. გამომდინარეობს ისიც, რომ /2, სივრცის ყოველი წრფივი გარდაქმნა 

იქნება სიმეტრიული). თუ მოვახდენთ C« ვექტორის ნორმირებას. მივიღებო 

I, სივოცის საძიებელ ორთონორმირებულ ბაზისს. 

ვთქვათ, დებულება უკვე დამტკიცებულია (#--1) განხომილებიანი ევკლი- 
დური სივრცისათვის და, ვთქვათ, ჯ. სივრცეში მოცემულია სიმეტრიული <C 

გარდაქმნა. ზემოთ დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ 

« სათვის არსებობს ნამდვილი მახასიათებელი #.ე ფესვი. მაშასადამე, ეს რიცხვი 
იქნება დ გარდაქმნის საკუთრივი მნიშვნელობა. თუ ი არის დღ გარდაქმნის 

საკუთრივი ვექტორი, რომელიც მიეკუთვნება ამ საკუთრიგ მნიშვნელობას, 

მაშინ ძ ვექტორის ყოველი პროპორციული არანულოვანი ვექტორიც იქნება 

დ ს საკუთრივი ქექტორი, რომელიც მიეკუთენება იმავე საკუთრივ 7#ე მნიშე- 

ნელობას, ვინაიდან 

(90) = (0) = თათ) = 7”ა(თძ). 

კერძოდ, ძი ვექტორის ნორმირებით მივიღებთ ისეთ «, ვექტორს, რომ 

' 2, დ=71ა6,ს 

· (ი,. “,1=1. · 

როგორც დამტკიცებულია § 34-ში, არანულოვანი ”, ვექტორი შეიძლება 

შევიტანოთ #2, სივრცის ორთონორმირებულ 

„ა“. (5) 

ბაზისში. ის ვექტორები, რომელთა პირველი კოორდინატი (5) ბაზისში უდრის 

ნულს, ე. ი. თე( ე –--.. -L თ,“ ს სახის ვექტორები, ცბადია ქმნიან I, სივრ- 

#”ცის (I-- 1)-განზომილებიან წოფივ ქეესივრცეს, რომელსაც #-ით აღვნიშნავთ, 

ის იქნება (VI –– 1)-განზომილებიანი ევკლიდური სივრცეც კი, ვინაიდან სკა- 
ლარული ნამრაქლი, განსაზღვრულია რა #ი-ის ყველა ვექტორისათვის, გან- 

საზღვრულია, კერძოდ, /,-ის ქექტორებისათვის, ამასთან გააჩნია ყველა აუცი- 

ლებელი თვისება. 

ლ # ქვესიევრცე შედგება #„, სივრცის ყველა იმ ვექტორისაგან, რომლებიც 

ი”, ვექტორის ორთოგონალურია. მართლაც, თუ 

ძი= თი +თას + ' თანა, 

მაშინ, (5) ზაზისის ორთოგონალობისა და «, ვექტორის ნორზირების გამო, 

(ი, ი)=0, (თ, თ) –L- თ (6, 6ე) “რთ (რა C)=%, 

ე. ი, (-ც -)=0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა თ, =0, 

თუ ი ვექტორი ეკუთენის ); ქვესივრცეს, ე. ი, („,, ი)=9, მაშინ ი« ვექ- 
ტორიც ეკუთვნის /#-ს., მართლაც, დ გარდაქმნის სიმეტრიულობის გამო, 

(«,, იჯ) =-(6,დ, 0) = (#-ა6), C)=7-ი(ის 0) =7..0=9, 

ე. ი. ი ვეჭტორი ი-ის რორთოგონალურია და ამიტომ ეკუთვნის /(,.-ს. /, ქეე· 

სივრცის ეს თეისება, რომელსაც «C გარდაქმნის მიმართ მისი ინვარონ- 
ტობა ეწოდება, საშუალებას იძლევა ჩავთვალოთ დ, განხილული მხო- 

ლოდ #-ის ვექტორებზე გამოყენებაში, ამ (/ –– 1)-განზომილე- 
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ბიანი ევკლიდური სივრცის წრფივ გარდაქმნად, ის იქნება /)/, სივრცის 

სიმეტოიული გარდაქმნაც კი, ვინაიდან (1) ტოლობა, რომელიც სრულდება 

#-ის ნებისმიერი ეექტორებისათვის, შესრულდება, კეოძოდ, /,-ში შემავალი 

ვექტორებისათვის. 

ინდუქციური დაშვების ძალით, /, სივოცეში არსებობს ორთონორმირე- 

ბული ბაზისი, შედგენილი დ გარდაქმნის საკუთრივი ვექტორებისაგან; აღვნიშ- 

ნოთ იგი #,,.. ს) «--ით, ყველა ეს ვექტორი «, ეექტოთლის ორთოგონალურია 

და ამიტომ «,, C,..., 2) იქნება #. სივრცის საძიებელი ორთონორმირებული 

ბაზისი, შედგენილი დ გარდაქმნის საკუთრივი ეექტორებისაგან. თეორემა _დამ- 

ტკიცებულია. ! 

§ 37. კვადრატული ფორმის მთავარ ღერძებზე დაყვანა, 

ფორმათა წყვილები 

გამოვიყენოთ წინა პარაგრაფის უკანასკნელი თეორემა შემდეგი მატრი- 

ცული თეორემის დასამტკიცებლად: 

ყოველი სიმეტრიული 4 მატრიცისათვის შეიძლება . 

მოინახოს ისეთი ორთოგონალური 0 მატრიცი, როზელსაც 

4 მატრიცი დაყავს დიაგონალურ სახეზე, ე. ი. C 140 მატრი- 

ცი, მიღებული / მატრიცის ტრანსფოომირებით ი მატრი- 

ცის საშუალებით, იქნება დიაგონალური. 

მართლაც), ვთქვათ, მოცემულია #/-ური რიგის სიმეტრიული 4 მატრიცი. 

თუ ნც რ, სი არის ჯ7-განხომილებიანი ევკლიდური #.„ სივრცის რაიმე 

ორთონორმირებული ბაზისი, მაშინ 4 მატრიცი იჰლევა ამ ბაზისში სიმეტრიულ 

% გარდაქმნას როგორც დამტკიცებულია, #„,- ში არსებობს ორთონორმი- 

რებული /,კ. #:, ·.., /» ბაზისი, შედგენილი « გარდაქმნის საკუთრივი ეექტორე- 

ბისაგან; ამ ბაზისში დ მოიცემა დიაგონალური 7; მატრიცით (იხ, ჯ 3ვ). 

მაშინ, § 31-ის თანახმად, ' 

#3=0) 140, (1) 

სადაც 0 არის / ბაზისიდან « ბაზისხზე გადასვლის მატრიცი, 

+=0/. ლ) 
ეს მატრიცი, როგორც ერთი ორთონორმირებული ბაზისიდან მეორე ასეთსავე 

ბაზისზე გადასვლის მატრიცი, იქნება ორთოგონალური –იხ. § 35. თეორემა 

დაზტკიცებულია. 
ვინაიდან ორთოგონალური 0) მატრიცისათვის მისი შებრუნებული მატ- 

რიცი უდრის ტრანსპონირებულს, 0“-1=V)', ამიტომ (1) ტოლობა შეიძლება 

გადაიწეროს ' 

#»=CV'/4ი 

სახით. მაგრამ ჯ 26-დან ცნობილია, რომ სწორედ ასე გარდაიქმნება სიმეტ- 

რიული 4 მატრიცი კვადრატული ფოოროზისა, რომელიც განიცდის ცვლადთა 

ფრფივ გარდაქმნას 0 მატრიცით, ხოლო თუ გავითვალისწინებთ, რომ ორთო- 

გონალური მატრიცით უცნობთა წრფივი გარდაქმნა წარმოადგენს ორთოგო- 
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სალურ. გარდაქმნას (იხ. ჯ 35) და რომ კანონიკურ სახეზე დაყვანილ კვადრა- 

ტულ ფორმას აქვს დიაგონალური მატრიცი, წინა თეორემის საფუძველზე 

ეღებულობთ შემდეგ, თეორემას ნამდვილი კვადრატული ფორ- 

მის,მთავარ ღერძებზე დაყვანის შესახებ; 
' “ ” 

ყოველი ნამდვილი /(ჯ, #...:2) კვადრატული ფორმა 
უცნობთა რაიმე ორთოგონალური გარდაქმნით შეიძლება 

დაყვანილ იქნას კანონიკურ სახეზე. 

თუმცა შეიძლება არსებობდეს უცნობთა ბევრი სხვადასხვა ორთოგონა- 

ლური გარდაქმნა, რომლებსაც მოცემული კვადრატული ფორმა დაყავთ კანო. 

ნიკურ სახეზე, მაგრამ. თვით ეს კანონიკური. სახე სინამდვილეში განისაზღვ- 

რება ცალსახად: 8 
როგორიც არ უნდა იყოს ორთოგონალური გარდაქზნა. 

რომელსაც დაყავს კანონიკურ სახეზე 4 მატრიცის მქონე 

# დ თოს) კვადრატული ფორმა, ამ კანონიკური სახის 

კოეფიციენტები იქნება #4 მატრიცის მახასიათებელი ფეს: 

ვები, აღებული თავიანთი ჯერადობით. 

ვთქვათ, მართლაც, / ფორმა რაიმე ორთოგონალური გარდაქმნით და- 
ყვანილია 

· # (ა, +)... %,)ლ=VI)', + ჩა) + ... + სა" 

კანონიკურ სახეზე. ეს ორთოგონალური გარდაქმნა ინვარიანტულს ტოეებს 

უცნობთა კვადრატების ჯამს და ამიტომ, თუ /. არის ახალი უცნობი, მაშინ 

# CM შვი. იი) –– 2. 2)>8= ჯესი? _ ს» +. 

251 251 წო 
“ 

თუ გადავალთ ამ კვადრატული ფორმების დეტერმინანტებზე და გავითვა- 

ლისწინებთ, რომ წრფივი გარდაქმნის შესრულების შემდეგ კვადრატული 

ფორმის დეტერმინანტი მრავლდება გარდაქმნის დექტეთრმინანტის კვადრატზე 

(იხ. ჯ 28) ხოლო ორთოგონალური გარდაქმნის დეტერმინანტის კვადრატჭ,ი 

უდრის ერთს (იხ. « 35), მივიღებთ 

Mს-- 0 

4- მ.ხ. ბზ =1ICC-X 
0. 0 .. სა-2. 

ტოლობას, რომლიდანაც გამომდინარეობს თეორემის სამართლიანობა, 

ამ შედეგს შეიძლება მიეცეს მატრიცული ჩამოყალიბებაც: 

როგორიც არ უნდა იყოს ორთოგონალური მატრიცი, 

რომელსაც დაყაეს სიმეტრიული /„ მატრიცი დიაგონალურ 

სახეზე” მიღებული, დიაგონალური მატრიცის მთავარო დია- 

გონალზე მოთავსებული იქნება 4 მატრიცის მახასიათე- 

ბელი ფესვები, აღებული თავიანთი ჯერადობით. 

კვადრატული ფორმის მთავარ ღერძებზე დამყვანი ორთოგონალური 

გარდაქმნის პრაქტიკული მონახვა. ზოგიერთ ამოცანაში აუცილებელია ვიცო- 
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დეთ არა მარტო ის კანონიკური სახე, რომელსედაც დაიყვანება ნამდვილი 

კვადოატული ფორმა ორთოგონალური გარდაქმნით, არამედ თვით ის ორთო- 

გონალური გარდაქმნაც, რომელიც ანხორციელებს ამ დაყვანას. გაძნელდე- 

ბოდა ამ გარდაქმნის მონახვა, თუ გამოვიყენებდით მთავარ ღერძებზე დაყვა- 

ნის შესახებ თეორემის დამტკიცებას, და გეინდა მივუთითოთ სხვა გზაზე. 

სახელდობრ, საჭიროა მხოლოდ ვისწავლოთ მონახვა ორთოგონალური 0 მატ. 

რიცისა, რომელსაც მოცემული სიმეტრიული ,| მატრიცი დაყავს დიაგონა- 

ლურ სახეზე ან, რაც იგივეა, მონახვა მისი შებრუნებული #11 მატრიცისა, 

(2)-ის გამო ეს იქნება ( ბაზისიდან / ბაზისზე გადასვლის მატრიცი, ე. ი. მისი 

სტრიქონები არიან # ბაზისში 4 მატრიცით განსახღვრული სიმეტრიული C 

გარდაქმნის » საკუთრივი ვექტორისაგან შედგენილი ორთონორმირებული 

სისტემი“ საკოორდინატო სტრიქონები (2 ბაზისში) დაგვრჩენია მოვნახოთ 

საკუთრივი ეექტორების ასეთი სისტემა. 

ვთქვათ, »#ა არის „ მატრიცის ნებისმიერი მახასიათებელი ფესვი და, 

ვთქვათ, მისი ჯერადობა უდრის #ს:-ს, ს 33-დან ვიცით, რომ დ გარდაქმნის 

საკუთრივი »ე მნიშვნელობის შესაბამისი ყველა საკუთრივი ვექტორის საკო- 

ორდინატო სტრიქონების ერთობლიობა ემთხვევა წრფივ ერთგვაროვან 

(4–:01-)X =0 (3) 

განტოლებათა სისტემის არანულოვან ამონახსენთა ერთობლიობას; 4 მატრი- 

ცის სიმეტრიულობა საშუალებას იძლევა აქ 4-ს ნაცვლად დავწეროთ „I. 

სიმეტრიული 4 მატრიცის დიაგონალურ სახეხე დამყვანი ორთოგონალური 

· ნატრიცის არსებობისა და ამ დიაგონალური სახის ერთადერთობის ზემოთ 
დამტკიცებული თეორემებიდან გამომდინარეობს, რომ (3) სისტემისათვის 

ყოველ შემთხვევაში შეიძლება #L- წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსენის 

მონახვა. ამონახსენთა ასეთ სისტემას ვეძებთ § 12-დან ცნობილი მეთოდებით, 

ხოლო შემდეგ ეახდენთ მიღებული სისტემი“ ორთოგონალიზაციას და ნორ- 

მირებას § 34 ის თანახმად. 

თუ ჩ)-ად თანმიმდევრობით ავიღებთ სიმეტრიული #/ მატრიცის ყველა 
განსხვავებულ მახასიათებელ ფესეს და გავითვალისწინებთ, რომ ამ ფესეთა 

ჯერადობების ჯამი უდრის #-ს, მივიღებთ « გარდაქმნის „ საკუთრივი ვექ- 

ტორისაგან შედგენილ სისტემას რომლებიც მოცემულია ” მათი კოორდინა- 

ტებით « ბაზისში, იმის დასამტკიცებლად, რომ ეს იქნება საკუთრივი ვექტო- 

რების საძიებბელი ორთონორმირებული სისტემა, დაგვრჩენია დავამტკიცოთ 

შემდეგი ლემა: 
სიზეტრიული « გარდაქმნის საკუთრივი ვექტორები, 

რომლებიც მიეკუთვნება სხვადასხვა საკუთრივ მნიშენე- 

ლობებს, ერთმანეთის ორთოგონალურია. · 

ვთქვათ, მართლაც, 

სC=#)ჩ, C% =7-0, 

ამასთან 7.,#7,. ვინაიდან 

(ხდ, -6)=(/-,ხ, C)==#, (ს, 2), 

(ხ, 2ი)=(ჩ, #6) =7-, (ნ, 6), 
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- 
ამიტომ 

(ხდ, 6) =ხ, ”დ) 
ტოლობიდან გამომდინარეობს 

?, (ჩხ, 0)= > (ჩ, 0) 

(ხ, 20=0, 

ანუ, 7, # 2,-ის გამო, 

რაც უნდა დამტკიცებულიყო. 

მაგალითი. დავიყვანოთ მთავარ ღერძებზე 

7 (%ი %, 21, 2,)=2X,%Xე -L 2ჰუჯე –– მეშ –- 2X;%ვ უ- 2XX + 2%:2, 
“კვადოატული ფორმა, 

ამ ფორმის .( მატრიცს აქვს სახე: 

· 7 0: 1 1–1I 

) 0-1) 1 

4 11.01 
–11 1 0, 

მოვნახოთ მისი მაზასიათებელი მრავალწევრი: 

–. 1 1--1 

= 4. 1-1 1 - 1/ | 
| 4-––217-|= 1-1-2> 1 =(.–1)3 (/ +- 3), 

–.1 1 1-) 

ამრიგად, # მატრიცს აქვს სამჯერადი მახასიათებელი ფესეი 1 და მარტივი მახასიათებელი 

ფესვი ––3, მაშასადამე, უკვე შეგვიძლია დავწეროთ ის კანონიკური სახე, რომელზედაც დაი- 
ყვანება / ფორმა ორთოგონალური გარდაქმნით: 

#=VM ნ 11-ე – პა? 
ვიპოვოთ ორთოგონალური გარდაქჰნა, რომელიც ანხორციელებს ამ დაყეანას. წრფივ 

ერთგვაროვან (3) განტოლებათა სისტემა, ოოცა /ა=1, ღებულობს სახეს: 

'– უა + 1. -L ჯე – 2,=0, 

შლ %–ქე4- 2 =0, 

წელ ბელ შეუ %=9, 
–1--1) + ვ –– ჯა=0. 

ამ სისტემის რანგი უდრირ 1-ს და ამიზომ მიათვის შეიძლება მოინახოს სამი წოფიებ: დ 

დამოუკიდებელი აზონახსენი. ასეთები იქნებიან, მაგალითად, 

ხ.=–( 1,1,0,0), 

ხე=( 1,0, 1,0), 
ხე=(-––1, 0, 0, 1). 

თუ მოვასდენთ ვექტორთა ამ სისტემის ორთოგონალიხაციას, მივიღებთ 

6, =ხ, =(1, 1,0, 0), 

1 1 1 
ლ ი - =| –“ – -–-,1,9 , რ 2 1 L-ხ: (; ' 2 ) 

1 1 ” 1 1 1 
C=-რ6+ -–რუის=| –--ჯს '3) ვ. ') 

ვექტორთა სისტემას. 
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მეორე მხრიე, წრფივ ერთგვაროვან (ჰ) განტოლებათა სისტემა, როცა 7) =–-3. ღე- 
ბულობს სახეს: 

3X, + 1 + #ვ – 2§4:=0, 
X + 3X, –19434+X#=0, 

1 –– 2 43- 3Xე + Xგ=9, 

–-X, + 1 -L «3 -- პX,=0. 

აშ სისტემის რანგი უდრის 3 ს. მისი არანულოვანი ამონახსენია 

“ი =(1, --1, –-1, 1) 
ვექტორი. 

რ. 0 6, CV მექტორთა სისტემა ორთოგონალურია, თცგ მოვაბდენთ მის ნორმი- 

რებას, მივალთ · 

ვექტორთა ორთონორმირებულ სისტემამდე. ამრიგად, / ფოომა დაიყვანება მთავარ ღერ- 
ძებზე ' 

1 1 
3. 2, =–>2= X, 2 IC 2 '+.> 2.“ 

1 1 _ 2. 

სიალისი ი ს ი. 
1 

2 ე23 1. 2)7 3 
1 1 

რი“ %1+-2 2 

  

    

1 
რ“ი“ე2ვიი1 2 

21 2 
ორთოგონალური გაოდაქმნით. 

უნდა აღინიშნოს, რომ «ჯერადი საკუთრივი მნიმენწელობის 'შესაბამისი წრფივად დამო– 

უკიდებელ საკუთრივ ვეჭტორთა სისტემის არჩევა არის ძალზედ არ:ცალსახა და ამიტომ 

არსებობს ბეერი სხვადასხვა ორთოგონალური გარდაქმნა, რომელსაც დაყავს / ფორმა კ.ნო- 

ნიკურ სახეზე. ჩვენ მოვნახეთ მხოლოდ ერთი მათგანი. 

ფორმათა წყვილები. ვთქვათ, მოცემულია # უცნობის ნამდვილი 

# (2, 10.) ) და წას #7... X) კვადრატული ფორმების წყვი- 

ლ ი. არსებობს თუ არა 1. X,, ს >, უცნობების ისეთი გადაუგვარებელი 

წრფივი გარდაქმნა, რომელსაც შეეძლოს ერთდროულად ორივე ამ ფორმის 

დაყვანა კანონიკურ სახეზე? 
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ხოგად შემთხვევაში პასუხი იქნება უარყოფითი. მაგალითად, განვი- 

ხილოფ: 

ა 7 («ს 1)=7)ბ წ (ს, -)5=)/3 

ფორმათა წყვილი. ეთქვათ, არსებობს გადაუგვარებელი წოფივი 

აა =6))| + 692 | (4) 

22 == 6:11 +031, 1 

გარდაქმნა, რომელსაც დაყავს ორივე ეს ფორმა კანონიკურ სახეზე. იმისათვის. 

რომ შესაძლებელი იყოს (4) გარდაქმნით / ფორმის დაყვანა კანონიკურ 

სახეზე, «0 ია კოეფიციენტებიდან ერთ-ერთი უნჯა იყოს ნულის ტოლი, 

სხვანაირად გვექნებოდა 2ი,C, ))), წევრი. 7, 1; უცნობთა ნუმერაციის შეცვ- 
ლით, თუ საჭიროა, შეიძლება დავუშვათ, რომ «C,,=0 და ამიტომ «,, #90. 

მაგრამ ახლა მივიღეთ, რომ 

§ (2, 9::)==2)LX'I (0:1)L-I-( 22/5) = C)16911'?1 –– 6116კა LX. 

ვინაიდან დ ფორმა აგრეთვე უნდა გადავიდეს კანონიკურ სახეში, ამიტომ 

C(I-1= 0, ე, ი. –ი1=0, რაც 0,1=0-თან ერთად ეწინააღმდეგება წრფივი (4) 

გარდაქმნის გადაუგვარებლობას. 

სულ სხვა მდგომარეობა გეექნება, თუ დავუშვებთ, რომ ერთი ჩვენი 

ფორმათაგანი, მაგალითად CC, 2ა, -.-, ს, არის დადებითად განსა- 

სღვრული!. სახელდობრ, სამართლიანია თეორემა: : 

თუ / დაჯ, არის / უცნობის ნამდვილი კვადრატული 

ფორმების წყვილი, რომელთაგან მეორე დადებითად განსა- 

ზღვრულია,მამინ არსებობს გადაუგვარებელი წრფივი გარ- 

დაქმნა, რომელსაც ერთდროულად დაყავს (დ ფორმა ნორმა- 

ლურ სახეზე, ხოლო / ფორმა კანონიკურ სახეზე. 

დამტკიცებისათვის შევასრულოთ ჯერ ს + ს.ს უცნობების გადაუ· 

გვარებელი წრფივი გარდაქმნა 

X=7'»”, 

რომელსაც დადებითად განსაზღვრული « ფორმა დაყავს 

წ (ხს ის. )ლ–1-- )ს +..+)» 

ნორმალურ სახეზე. ამ დროს / ფორმა გადავა ახალი ცვლადების რაღაც ·ჯ 

ფორმაში, 

# (ფეესებებილ– თი)=დC სა. Vეს ·». წ). 

მოვახდინოთ ახლა 1) 7, სი უცნობების ო რთოგონალური გარდაქმნა, 

X#=C0თ#X#. 

  

1 ეს პირობა არ არის, რა თქმა უნდა. აუცილებელი: ასე მაგალითად. ორივე შემი 

ისაქტზ ე ევ (ბ-მ ჯმ? ფორმას აქეს კანონიკური სახე. თუმცა მათ შორის არ 
% XV და ოა –X. ვა ფ უკვე 

არის დადებითად განსახღვოული ფორმა. =>”



რომელსაც დ ფორმა დაყავს მთავარ ღეოძებზე, 

დ (%X, 19, «+ 4) =2XI#) -L ჩე? ზვ თაა რია ს · 
ამ გარდაქმნას (იხ. განმარტება § 35-ში) გადაყავს XI, I...) უცნობთა 

კვადრატების ჯამი ჯ;|, ჯე, .-·· 2 უცნობთა კვადრატების ჯამმი. ამის შედეგად 

ვღებულობთ - 
#7 (ოს ში ა ი)ლ=4)ჯშე + 1ეჯტე –– ... + 72 ი, 

§ თს «თ ა ი)= უა +2%V-ნ..+ 2 
ე. ი, წრფივი 

X=L(#'0)# 

გარდაქმნა არის საძიებელი გარდაქმნა,



თავი მეცხრე 

მრავალწევტრთა ფესვების გამოთვლა 

§ 38. მეორე, მესამე და მეოთხე ხარისხის განტოლებები 

.· § 23-ში დამტკიცებული ძირითადი თეორემა რიცხვითი კოეფიციენტე- 

ბიანი #-ური ხარისხის ნებისმიერი მრავალწევრისათვის ადგენს კომპლექსური 

ფესვის არსებობას, მაგრამ მისი დამტკიცებანი (როგორც ზემოთ მოყვანილი, 

ისე აქამდე ცნობილი სხვა ნებისმიერი) წმინდა „არსებობის დამტკიცებანია“ 

და არ იძლევა ფესვთა პრაქტიკული ძიების არავითარ მეთოდს. ამ მეთოდე- 

ბის ძიება დაიწყო, ბუნებრივია, კვადრატული განტოლების ამოხსნის ანალო- 

გიური ფორმულის გამოყვანის ცდით, რომელიც ნამდვილ კოეფიციენტებიან 

შემთხვევაში ცნობილია მკითხველთათვის ალგებრის სასკოლო კურსიდან. ახლა 

ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ ეს ფორმულა სამართლიანი ოჩება კომპლექსურ კოეფი- 

ციენტებიანი კვადრატული განტოლებისათვის და რომ ანალოგიური ფორზუ– 

ლები, თუმცა ბევრად უფრო რთული, შეიძლება გამოყვანილ იქნეს მესამე და 

მეოთხე ხარისხის განტოლებებისთვისაც. · 

კვადრატული განტოლებები, ვთქვათ მოცემულია კვადრატული გან- 
ტოლება 

'ე'+ხ+0=0 

ნებისმიერი კომპლექსური კოეფიციენტებით; უფროსი კოეფიციენტი ზოგადო- 

ბის შეუხღუდველად შეიძლება ჩავთვალოთ ერთის ტოლად. ეს განტოლება 

შეიძლება შემდეგნაირად გადაიწეროს 

(«++ )+(4- #)=5. 

–ძ კომპლექსური რიცხვიდან შეიძლება კვადრატული როგორც ვიცით,”- 

ფესვის ამოღება კომპლექსურ , რიცხვთა სისტემიდან . გამოუსვლელად. ამ 
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ფესვის ორ მნიშვნელობას, რომელნიც ერთმანეთისაგან მხოლოდ ნიშნით 

„ განსხვავდებიან, ჩვენ ჩავწერთ +/“ + –- ძ# სახით, ამიტოპ 

.. _ 

ე. ი. მოცემული განტოლების ფესვები შეიძლება მოიძებნოს ჩვეულებრივი · 

= 60. #” L _ ყ 238 4 მ. 

მაგალითი, ამოებსნათ განტოლება 

ე? -– 32 -L (3–-1) = 0. 

თუ გამოვიყენებთ გამოყვანილ ფორმულას, მივიღებთ: 

3 9 · 3 1 –––- 
«=-2- + / > –(ეპ–ა) =-2+-2M/ –-3+4%. 

§ 19-ის მეთოდების დახმარებით ეპოულობთ: 

IM – პ+4:=2+(1+2!) 

და ამიტომ X1=2-L1, ქე=1-–-+, 

კუბური განტოლებები. კვადრატულ განტოლებათა შეზთხვევისაგან გან- 

სხვავებით კუბური განტოლებების ამოხსნისათვის აქამდე არ გვქონდა მე- 

თოდი ნამდვილ კოეფიციენტებიან შემთხვევაშიც კი, ჩვენ გამოვიყვანთ კვად- 

რატული განტოლების ფორმულის ანალოგიურ ფორმულას კუბური განტო- 

ლებისათვის. ამასთანავე თავიდანვე დავუშვებთ, რომ კოეფიციენტები ნების- 

მიერი კომპლექსური რიცხვებია, 

ვთქვათ მოცემულია კუბური განტოლება 

»” + 6).+ხ)/ + -2=0 : (1) 
ნებისმზიერი კომპლექსური კოეფიციენტებით. შევცვალოთ (1) განტოლებაში 

უცნობი ჯ ახალი თ» უცნობით, რომელიც /-·თან დაკავშირებულია ტოლობით 

  

  

თ 
ლქ –-–. 2 27=%--1 (4) 

მივიღებთ განტოლებას ჟ-ის მიმართ, რომელიც არ შეიცავს, რაც ადვილი 

შესამოწმებელია, ამ უცნობის კვადრატს, ე. ი. 

ეზ--ჯთ + «=9 (3) 

სახის განტოლებას. თუ იქნება ნაპოვნი (3) განტოლების ფესვები, მაშინ, (2)-ის 

გამო მივიღებთ მოცემული (1) განტოლების ფესვებსაც. ჩვენ დაგვრჩენია, 

მაშასადამე, ვისწავლოთ ნებისმიერ კომპლექსურ კოეფიციენტებიანი „არა- 

სრული" კუბური (3) განტოლების ამოხსნა. , 
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ძირითადი. თეორემის თანახმად. (3) განტოლებას სამი კომპლექსური 
ფესვი აქვს. ვთქვათ «ე, არის ნებისმიერი მათგანი. შემოვიტანოთ დამხმარე 

უცნობი « და განვიხილოთ მრავალწევრი 

# (MI)ლV'–ეს– + · 

ნისი კოეფიციენტები. კომპლექსური რიცხვებია და ამიტომ მას გააჩნია ორი 

კომპლექსური ფესვი « და 8, ამასთან, ვიეტას ფორმულების თანახმად, 

თ–+8=14%, : (4) 

თვ=-- #-. (5) 

თუ ჩავსვამთ (3)-ში „' სიის (4) ამოსახ ბას, მივიღებთ: უ ჩავსვ (3) ს ფეხე გ ულე ვიღე 

(«+531 -ხ(+8)-+-+9=9 

«9 -L- 59 –- (33 -++ 6) («+ 3).– 9=9. 

მაგრამ (5)-დან გამომდინარეობს 328 –+- #=0, და ამიტომ ვღებულობთ: 

თ?1-L51=-–-ძ. (6) 

მეორე მხოივ (5)-დან გამომდინარეობს 

ვ ჩ.. თ 

(6) და (7) ტოლობები გვიჩვენებენ, რომ თ) და ჭ: რიცხეები აოიან 

ქადი–L =0 (8) 

კონპლექსურ კოეფიციენტებიანი კვადრატული განტოლების ფესვები. 

თუ ამოვხსნით (8)-ს, მივიღებთ: 

=-92+// 9+7#., 
საიდანაც 1 

კ –4++I/ =# 9 ჟ/. ი. 9 
“ -25+I/ %+8 +387. ზ= –2-ყ5+8. (თ 

მივდივართ შემდეგ კარდანოს ფორმულამდე, რომელიც გამო. 

სახავს (3) განტოლების ფესვებს მისი კოეფიციენტებისაგან კუბური და კვად- 

რატული რადიკალების საშუალებით: 

1 სულ ერთია (8) განტოლების რომელ ფესვს მივიჩნევთ ით'-ად და რომელს /!-ად, 

რადგან ძ და ძ (6) და (7) ტოლობებში და აგრეთეე ჯა-სათვის (4) გამოსახულებაში შედიან 

სიპჰეტრიულად. 
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–__ ს .–. 
რადგან კომპლექსურ რიცხვთა ველში კუბურ რადიკალს აქვს სამი მნი- 

შვნელობა, ამიტომ (9) ფორმულები იძლევიან სამ მნიშვნელობას თ-სთვის:. 

და სამს 3-სთვის, მაგრამ, როდესაც ვიყენებთ კარდანოს ფორზულას, არ 

შეიძლება ავიღოთ თ რადიკალის და ვ რადიკალის მნიშვნელობების ნების- 

მიერი კომბინაცია: «ს მოცემული მნიშვნელობისთვის უნდა ავილოთ ჯ-ს 

სამი მნიშვნელობისგან მხოლოდ ის, რომელიც აკმაყოფილებს (5)-ს. 
დავუშვათ, თ, არის თ რადიკალის სამი მნიშვნელობისგან ნებისმიერი. 

მაშინ ორი სხვა შეიძლება, როგორც დამტკიცებულია § 19-ში, მივიღოთ 

თ-ის გამრავლებით ერთიანიდან 6 და #6? კუბურ ფესვებზე: 

თ.:=Cთ, 6, რთვ=თ,57, 

აღვნიშნოთ 2,)-ით 3 რადიკალის სამი მნიშვნელობისგან ის, რომელიც შეესა- 

ბამება თ რადიკალის თ, მნიშვნელობას (5)-ის ძალით, ე. ი. თ,ვ,= – § · 

8-ს ორი სხვა მნიშვნელობა იქნება 

5.25 9 §?, = –59 სეს... 
რადგან, §9=1 გამო, 

თ.ვ =0;6 · ე)6–მ=C12)§3== თე31=–- 8. , 

ამიტომ თ რადიკალის თ, მნიშვნელობას შეესაბამება 3 რადიკალის 2ე მნიშვნე-: 

ლობა; ანალოგიურად თკ მნიშვნელობას შეესაბამება ვ, მნიშვნელობა. ანგვა- 

რად, (3) განტოლების სამივე ფესვი შეიძლება შემდეგნაირად ჩაიწეროს: ' 

9=6) -L 8), 

„მ ე==თე +- ვე==თ)6 –- მ)87, (10)- 

ქე=თვ –L პე ==C)6? -L #16. 

ნამდვილ კოეფიციენტებიანი კუბური განტოლებები, ვნახოთ რა შეიძ- 

ლება ითქვას 

"+ სი +–-0ი=0 (11) 
არასრული კუბური განტოლების ფესვების შესახებ თუ მისთ კოეფიციენტები- 

ნამდვილი რიცხვებია. თურმე ამ შემთხვევაში მთავარ როლს ასრულებს კარ- 
2 ვ 

დანოს ფორმულაში კვადრატული რადიკალის ქვეშ მდგომი ++ 4 · გამო- 

სახულების ნიშანი. შევნიშნოთ, რომ ამ გამოსახულების ნიშანი შებრუნებულია: 

4 27 

გამოსახულების ნიშნისა, რომელსაც (11) განტოლების დისკრიმინანტს 

უწოდებენ (შეადარეთ ქვევით § 54); შემდგომ ფორმულირებებში გამოყენე- 
ბული იქნება დისკრიმინანტის ნიშანი, 
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1) ვთქვათ M <0. ამ შემთხვევაში კარდანოს ფორმულის ყოველი კვად- 

რატული რადიკალის ქვეშ დგას დადებითი რიცხვი და ამიტომ ყოველი კუ- 

ბური რადიკალის ქვეშ იქნეა ნამდვილი რიცხვი. მაგრამ ნამდვილი 

რიცხვის კუბურ ფესვს აქვს ერთი ნამდვილი და ორი შეუღლებული კომპ- 

ლექსური მნიშვნელობა. ვთქვათ თ, არის თ რადიკალის ნამდვილი მნიშვნე- 

ლობა; მაშინ თ,-ის შესაბამისი ვ რადიკალის §,; მნიშვნელობაც (5) ფორმუ- 

ლის ძალით ნამდვილი იქნება, რადგან რიცხვი # ნამდვილია. ამგვარად (11) 

განტოლების ==, +2, ფესვი აღმოჩნდა ნამდვილი. ორ სხვა ფესვს ვიპო- 

ვით, თუ შევცვლით ამ პარაგრაფის (10) ფორმულაში 6=§, და §?=ჯ#, ფესვებს 

ერთეულიდან მათი (7) გამოსახულებებით § 19-დან: 

– “რ : +%,2)+8 (- – =2 2 )- 

=- 451" კეივ რს, 

ჰვ=რთ5 + 85=06, C. –.C3)48 C-+ +:%2)– 

=- 92 +3. –7/ 3 თ-–წ) : 

2 2 

რადგან თ, და 3, ნაზდვილი რიცხვებია, ეს ფესვები იქნებიან შეუღლებული 

კომპლექსური რიცხვები, ამასთან წარმოსახვითი ნაწილის კოეფიციენტი ნუ- 

ლისაგა5ნ განსხვავებულია, რადგან C,) # 8, რიცხვები სხვადასხვა კუბური რა- 

-დიკალების მნიშვნელობებია. 

ამგვარად, თუ #) < 0,X11) განტოლებას აქვს ერთი ნამდვილი 

და ორი შეუღლებული კომპლექსური ფესვი. 
2) ვთქვათ 71=0. ამ შემთხვევაში 

3 ==ი. 3 ““ი 
= ეა” _ 7 
MC 2: ა». 27 

დაე თ, იყოს თ რადიკალის ნამდვილი მნიშვნელობა; მაშინ ვ; იქნება, (5)-ის 

ძალით, ნამდვილი, ამასთანავე თ,=72). თუ შევცვლით (10) ფორმულაში ჩ,-ს 

თ,-ით და გამოვიყენებთ ცხად ტოლობას 6 + 6“ = –- 1, მივიღებთ. 

«=2ძ), :=თ) (5 + 27)=--თ,, 2კვ=0ე (6? -L §)=–-თ). 
ანგვარად, თუ 7)=0, მაშინ (11) განტოლების ყველა ფესვი ნამდ- 

ვილია, ამასთან ორი მათგანი ერთმანეთის ტოლია. 

3) დაბოლოს ვთქვათ 7) >0, ამ შემთხვევაში კარდანოს ფორმულაში 

კვადრატული რადიკალის ნიშნის ქვეშ დგას უარყოფითი ნამდვილი რიცხვი, 

და ამიტომ კუბური რადიკალის ნიშნების ქვეშ დგანან შეუღლებული კომპ- 
ლექსუოი რიცხვები. ამგვარად, ახლა თ და 8 რადიკალების ყველა მნიშენე- 

ლობა კომპლექსური იქნება. თუმცა (11) განტოლების ფესვთა შორის ერთი 
მაინც უნდა იყოს ნამდვილი. დაე ეს იყოს ფესვი 

2=-%ე –- ზა. 
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რადგან თ და ქე რიცხვთა ჯამიც და მათი ნამრავლიც, ოომელიც –- 

უდღოის, ნამდვილია. ამიტომ თ.ე და 3, ერთმანეთის შეუღლებულნი არია5 
როგორც ნამდვილ, კოეფიციენტებიანი კვადრატული განტოლების ფესვები. 

მაგრამ მაშინ თენ და მეზ? რიცხვებიც ერთმანეთის შეუღლებულია, ისე. როგორც 

თა? და ზე რიცხეებიც, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ (11) განტოლების 

2, = რენ -- მაზ 25= %ენ" –- ჩან 

ფესვებიც ნამდვილი იქნება. 

მივიღეთ, რომ (11) განტოლების სამივე ფესვი ნამდვილია, ამასთან 

ადვილი საჩვენებელია, რომ მათ შორის ტოლი არ არის. მართლაც, წინა- 

აღმდეგ შემთხვევაში შეიძლებოდა 2) ფესვის არჩევანი ბსე გაგვეხორციელე- 

ბინა, რომ ადგილი ჰქონოდა 2:=ყჯე ტოლობას, საიდანაც 

თე(6 –– 6')= მი(6 –– §"), 
ე. ი. თა=-წა, რაც აშკარად შეუძლებელია. 

ამგვარად, თუ #7>90, მაშინ (11) განტოლებას აქვს სამი 

განსხვავებული ნაპდვილი ფესვი. 

ეს უკანასკნელი შემთხვევა გვიჩვენებს რომ კარდანოს ფორმულის 

პრაქტიკული მნიშვნელობა ძალზედ მცირეა. მართლაც, თუმცა როცა #>90 

ნამდვილ კოეფიციენტებიანი (11) განტოლების ყველა ფესვი ნამდვილი რიცხვია, 
მაინც მათი მოძებნა კარდანოს ფორმულის საშუალებით მოითხოვს კუბური 

ფესვის ამოღებას კომპლექსური რიცხვიდან, რისი გაკეთებაც შეგვიძლია მხოლოდ 

ამ რიცხვთა ტრიგონომეტრიულ ფორმაზე გადასვლით. ამიტომ ფესვთა რადი- 

კალების საშუალებით ჩაწერა კარგავს პრაქტიკულ მნიშვნელობას. მეთოდების 

საშუალებით, რომელიც ამ წიგნის ფარგლებს სცდება, შესაძლებელია დამ- 

ტკიცდეს, რომ განხილულ შემთხვევაში (11) განტოლების ფესვები საერთოდ 

არანაირად არ შეიძლება რადიკალების საშუალებით კოეფიციენტებით გამო- 
ისახოს, ისე რომ რადიკალების ქვეშ იყოს ნამდვილი გამოსახულებები. (11) 

განტოლების ამოხსნის ეს შემთხვევა და უყვანადად იწოდება (არ აურიოთ 

მრავალწევრის დაუყვანადობასთან!), 

მაგალითები: 1, ამოვხსნათ განტოლება 

73 -L 3)შ – 3ჯ--14=-0. (12) 

ჩასმას ჯ7CX-–-1 ეს განტოლება მიჰყავს 

უმ ––- 6ე ––-9=0 

სახემდე. აქ ჩ#=--6, ე=--9, ამიტომ 

უ 

4 -- + L= “> 0, 

ე. ი. (12) განტოლებას აქვს ერთი ნამდვილი და ორი შეუღლებული კომპლექსური ფესვი. 

3/" „ხელ 3/0 7 8 _. 
რფ)-ის მიხედდვეთ დთ= 91 7 M 8, 3= ვრ 3-- -= |/ 1. ამიტომ 

2 2 2 2 
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· 3 
თ1=2, 21= 1, ე. ი. 1==3. ორი სხვა ფესვი მოიძებნება (10) ფორმულით: >გ:=–- + 

=C) ვ #3 +:--, == ვ #4».   

აქედან გამომდინარეობს, რომ მოცემული განტოლების ფესვებია 

M- 3. 5 3 5... 
/I=2 ჯ=-–-- 44+C-ვ=“ს შ=-5–“-   

რიცხვები. 

2. ამოვხსნათ განტოლება 

ეჭ ––- 12ჟ +- 16=0. 

აქ ჩ=–12, 02=16, ამიტომ 

“ეჯ: ი 
2.27. ს 

8 ეაეაეა– 

აქედან გამომდინარეობს; თ =V/ – 8, ე. ი. თ,=–-2, ამიტომ 

მე=–--4, უელ=ფვ3=2. · 
3. ამოვბსნათ განტოლება 

· ექ -––- 19 + 30=0. 

აქ #=-- 19, ძ=30, ამიტომ 

4 27 27 

ამგვარად, თუ დავრჩებით ნამდვილ რიცხვთა ფარგლებში, კარდანოს ფოომულა ამ განტო- 

ლებისათვის გამოუსადეგარია, თუმცა მისი ფესვებია 2,3 და –-5 ნამდვილი რიცხვები. 

მეოთხე ხარისხის განტოლებები. მეოთხე ხარისხის ნებისმიერი კომპ- 

ლექსურ კოეფიციენტებიანი 
7 + ი) + ნ)+ი)/ + ძ=0. · (13) 

განტოლების ამოხსნა დაიყვანება რომელიღაც მესამე ხარისხის დამხმარე 

განტოლების ამოხსნაზე. ეს ხერხდება შემდეგი მეთოდის საშუალებით, რომე- 

ლიც ფერარის ეკუთვნის. 

წინასწარ (13) განტოლება X7=»-– «+ ჩასმით დაიყვანება 

ყა -IL ხებ -L ”ე;-L #=0 (14) 

სახეზე. შემდეგ ამ განტოლების მარცხენა ნაწილი შემდეგნაირად იგივურად 

გარდაიქმნება დამხმარე თ პარამეტრის საშუალებით: · 

(6 + ჩი"+მი-L „=( > + + +თ | 46+-იძთ+– # ფბ -2თებ–ხთ 

_-__- 
ანუ 

0. (15) 
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ახლა თ ისე შევარჩიოთ, რომ კეადრატულ ფრჩხილებში მოთაესებული 

მრავალწევრი სრულ კვადრატად იქცეს. ამისათვის მას ერთი ორჯერადი 

ფესვი უნდა პქონდეს, ე. ი. ადგილი უნდა ჰქონდეს 
2 

ყე--4-2თ (თ+/-+4#-)–9 (16) 

ტოლობას. (16) ტოლობა თ უცნობის მიმართ კომპლექსურ კოეფიციენტებიან 

კუბურ განტოლებას წარმოადგენს. ამ განტოლებას, როგორც ვიცით, სამი 

კომპლექსური ფესვი აქვს. ვთქვათ თ, ერთ-ერთი მათგანია; ის გამოისახება, 
კარდანოს ფორმულის გამო, (16) განტოლების კოეფიციენტებით რადიკალების 

დახმარებით; ე. ი. (14) განტოლების კოეფიციენტებით. _ 

«-ს მნიშვნელობის ამ არჩევისას (15#ში კვადრატულ ფრჩხილებში მო- 

რ ფესვი აქვს და ამიტომ (15) 
%ი 

თავსებულ მრავალწევრს ორჯერადი   

განტოლება ასეთ სახეს იღებს | 

–. აე“ 
(„+++ +%) =C 2) 0, 

ე. ი. იგი ორ კვადრატულ განტოლებად იშლება: 

4 : ჩ 9 ფბ წ” 2ძა 2: – ––- =0, 6 (224 (--+4+ 2 /“ 2თ) ) 

ებ I მთე თ L- -- თ - --- 21-- )=0. 
2 2 I// 2“) 

  

  

ი» 

რადგან (14) განტოლებიდან (17) განტოლებამდე იგივური გარდაქმნე- 

ბის დახმარებით მივედით, ამიტომ (17) განტოლების ფესვები (14) განტო- 

ლების ფესვებიც იქნება.. ამასთანავე ადვილი დასანახია, რომ (14) განტოლე- 
ბის ფესვები გამოისახებიან კოეფიციენტებით რადიკალების დახმარებით. 

ჩვენ არ ამოვწერთ შესაბამის ფორმულებს მათი სირთულის და პრაქტიკული 

გამოუსადეგარობის გამო, არ გამოვიკვლევთ აგრეთვე ცალკე შემთხეევას, 

როცა (14) განტოლებას ნამდვილი კოეფიციენტები აქვს. 

შენიშვნა უმაღლესი ხარისხის განტოლებათა “შესახებ. მაშინ როცა 

კვადოატულ განტოლებათა ამოხსნის მეთოდებს ჯერ კიდევ ძველი ბერძნები” 

ფლობდნენ, შესამე და მეოთხე ზარისხის განტოლებათა ამოხსნის ზემოთ გად- 

მოცემული მეთოდების აღმოჩენა XVI საუკუნეს ეკუთვნის. ამის შემდეგ თითქ- 

მის სამი საუკუნე გრძელდებოდა უშედეგო ცდები გადაედგად შემდეგი ნაბიჯი, 

ე. ი. ეპოვნათ ფორმულები, რომლებიც რადიკალების დახმარებით გამოსახავდ- 

დნენ ნებისმიერი მეხუთე ხარისხის განტოლების (ე. ი. ასოებიანი კოეფი- 

ციენტებით მოცემულ მეხუთე ხარისხის განტოლების) ფესვებს მისი კოეფიცი- 

ენტების საშუალებით. ეს ცდები მხოლოდ მას შემდეგ შეწყდა, რაც გასული 

საუკუნის ოციან წლებში აბელმა დაამტკიცა, რომ ნებისმიერი „ური ხარის- 

ხის განტოლებისათვის, როცა X>5, ასეთი ფორმულების პოვნა შეუძლე- 

ბელია · 
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2აგრაზ აბელის ეს შედეგი არ გამორიცხავდა იმის შესაძლებლობას, 

რომ რიცხვითი კოეფიციენტებიანი ყოველი კონკრეტული მრავალწევრის 

ფესვები რამენაირად მაინც გამოისახებიან კოეფიციენტებით რადიკალთა 

რაიზე კომბინაციის დახმარებით, ე. ი., როგორც იტყვიან, ყოველი განტო- 

ლება ამოხსნადია რადიკალებში. მოცემული განტოლების რადიკალებში ამო- 

ხსნაღობის პირობების საკითხი მთლიანად გამოიკვლია გალუამ გასული საუ- 

კუნის ოცდაათიან წლებში. აღმოჩნდა, რომ ყოველი V-ისათვის დაწყებული 

#ჯ=5-დან შესაძლებელია მივუთითოთ რადიკალებში ამოუხსნად #-ური ხარის- 

ხის განტოლებაზე, მთელრიცზოვანი კოეფიციენტებითაც კი. ასეთი იქნება 

მაგალითად განტოლება 

' „9 –– 4: –-2=0. 

გალუას გამოკვლევებმა გადაზწყვეტი გავლენა იქონია ალგებრის შემდ- ? 

გომ განვითარებაზე. მაგრამ მათი გადმოცემა ჩვენს ამოცანებში არ შედის. 

ას ვი. ფესვების საზღვრები 

აბავენ ვიცით, რომ არ არსებობს რიცხვით კოეფიციენტებიან მრავალ- 

წევოთა ფესვების ზუსტი მნიშვნელობების ძიების მეთოდი. მიუხედაეად ამისა, 

მექანიკის, ფიზიკისა და ტექნიკის ყოველი დარგის სრულიად სხვადასხვა პრობ- 

ლემები დაიყვანება მრავალწევრთა, რომლებიც ხანდახან საკმარისად მაღალი 

ხარისხისაა. ფესვების-საკითხზე. ეს მდგომარეობა გახდა მიზეზი მრავალი გამო- 

კვლევისა, რომელთა მიზანი იყო შესაძლებელი გაეხადათ ამა თუ იმ დებულე- 
ბის გაზნოთქმა რიცხვითი კოეფიციენტებიანი მოავალწეევრის ფესვების შესახებ, 

მათი. ცოდნის გარეშე. სწავლობდნენ მაგალითად. საკითხს თუ როგორი 

განლაგება აქეს ფესვებს კომპლექსურ სიბრტყეზე (პირობები, როდესაც ყველა 

ფესვი ერთეულოვანი წრის შიგნითაა, ე. ი. ერთზე ნაკლები მოდულისაა, როდე- 

საც ყველა ფესვი მარცხენა ნახევარ სიბრტყეშია, ე. ი. უარყოფით ნამდვილ 

ნაწილიანია, და ა. შ.). ნამდვილ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრებისათვის 

გუშავდებოდა ნამდვილ ფესვთა რაოდენობის განსაზღვრის მეთოდები, ეძებდნენ 
საზღვოებს, რომელთა შორისაც ეს ფესვები უნდა ყოფილიყო მოთავსებული 

და, ბოლოს, მრავალი გამოკვლევა მიეძღვნა ფესეთა მიახლოებითი გამოთელის 

მეთოდებს: ტექნიკურ გამოყენებებში ჩვეულებრივ საკმარისია ვიცოდეთ ფეს- 
ვების მიახლოებითი მნიშვნელობა რაიმე წინასწარ მოცეზული სიზუსტით, და 

რომც იყოს მრავალწევოის ფესვები რადიკალებში გამოსახული, ეს რადიკა- 

ლები მაინც შეიცვლებოდა მათი მიახლოებითი მნიშვნელობებით. 

ყველა ეს გამოკვლევა თავის დოოზე უმაღლესი ალგებრის მთავარ 

ფინაარს შეადგენდა. ჩვენ კურსში ვათავსებთ ამ შედეგების ძალიან მცირე 

ნაწილს, ანასთან, ვიღებთ რა მხედველობაში გამოყენების პიოველად მოთხოე-' 
ნებს, ვიფარგლებით ნამდვილ კოეფიციენტებიანი განტოლებებით, აგრეთვე 

ათი ნამდვილი ფესვებით და მხოლოდ ზოგჯერ ვცილდებით ამ ფარგლებს. 

ამასთანავე ჩვენ სისტემატურად განვიხილავთ ნაზდვილ კოეფიციენტებიან 

7 (2) მრავალწევრს როგორც ნამდვილი „ ცვლადის (უწყვეტ) ნამდვილ ფუნქ- 
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ციას და, სადაც კი ეს სასარგებლო იქნება, მოვიხმართ მათემატიკური ანალი- 

ზის შედეგებსა და მეთოდებს. 
ნამდვილ კოეფიციენტებიანი / (I) ბმრავალწევრის ნამდვილი ფესვების 

გაზოკვლევა სასარგებლოა დავიწყოთ ამ მრავალწევრის გრაფიკის განხილვით: 

ცხადია, მრავალწევრის ნამდვილი ფესვები იქნება :: ღერძ- 

თან მისი გრაფიკის გადაკვეთის წერტილების აბსცისები 

და მხოლოდ ისინი. 

განვიხილოთ, მაგალითად, მეხუთე ხარისხის 

# (დ)5ლ–ე,ზ -L 2ე; –- 5.) -L ზეშ –- 7; ––- 3 

ნრავალწევრი. § 24-ის შედეგების საფუძველზე ამ მრავალწევრის ფესვების 

. შესახებ შეგვიძლია გთქვათ შემდეგი: რადგან მისი ხარისბი კენტია, / (.V)-ს 

ერთი ნამდვილი ფესვი მაინც გააჩნია, თუკი ნამდვილ ფესვთა რაოდენობა 

ერთზე მეტია, მაშინ იგი უდრის სამს ან ხუთს, რადგან კომპლექსური ფეს- 

# ვები წყვილ-წყვილად შეუღლებულია. 
# (2) მრავალწევრის გოაფიკის განხილვა 

ნებას გვაძლევს მეტი ვთქვათ მის ფესვებზე. 

აგაგოთ ეს გრაფიკი (ნახ. 9)1 „;-ის მხოლოდ 

· მთელი მნიშვნელობების აღებით და გამოვ- 

  
  

  

  

; 'თვალოთ # (ე-ის მნიშვნელობები თუნდაც 

: ჰორნერის მეთოდით: 

ჯ! ' თ |ჩ() 

_ –4 139 
–3 144 

· =2 | 83 
–1 18 

0 –3 

0 //? 2 | 39. 
.უ_. > · |. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ 7 (გ) მრავალწევოს სამი     ნამდვილი ფესვი მაინც გააჩნია--დადებითი 

ნახ, 9 ფესვი თ, და ორი უარყოფითი ფესვი თ, და 

თვ, ამასთანავე 

1<თC<2 –1<თ<90, –-–4<თ < –პ, 

გრაფიკის განხილვით მრავალწევრის (ნამდვილ) ფეხვებზე მიღებული 

ინფორმაცია პრაქტიკისათვის, ჩვეულებრიქე, საკმაოდ დამაკმაყოფილებელია. 

_ " 

! ნახაზიე „ ღერძის მიმართ მასშტაბი აღებულია ათჯერ ნაკლები, ვიდრე ჯX ღეოძის 

მიმართ. 
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მაგრამ ყოველთვის რჩება ეჭვი ნამდვილად ნაპოვნია თუ არა ყველა ლღესეი- 
ასე. განხილულ მაგალითში ჩვენ არ ვაჩვენეთ, რომ ჯ»=2 წერტილის გარჯვნივ 
და გ=--4 წერტილის მარცხნივ აღარ არსებობს მრავალწევრის ფეაეები. 
უფრო მეტიც, რადგან ჩვენ ვიღებდით ჟ-ის მხოლოდ მთელ მნიშვნელობებს, 
შეიძლება დავუშვათ, რომ ჩვენს მიერ აგებული გრაფიკი სავსებით ზუსტად 
ვერ ასახავს # (2) ფუნქციის „ჭეშმარიტ ყოფაქცევას, შესაძლოა არ ასახავს მის 

უფრო წვრილ რხევებს და ამიტომ კარგავს ზოგ ფესვს. 
მართალია, გრაფიკის აგების დროს შეგვეძლო აგვეღო არა მარტო ჟჯ-ის 

მთელი მნიშვნელობები, არამედ ჯ-ის მნიშვნელობები 0,1 ან 0,001 სიზუსტით. 

ამით სამაგიეროდ მაშინვე ძალზე გართულდებოდა /# (ე-ის მნიშვნელობების 

გამოთვლა, ამავე დროს ზემოთ აღნიშნული ეჭვები სრულიადაც არ იქნებოდა. 

ლიკვიდირებული. მეორე მხრივ, შეიძლებოდა მათემატიკური ანალიხის ბეთო- 

დებით #(-) ფუნქციის მაქსიმუმთა და მინიმუმთა გამოკვლევა და ა: გზით 

ჩვენი გრაფიკის შედარება ფუნქციის ჭეშმარიტ ყოფაქცევასთან: მაგრან ეს. 
მიგვიყვანდა #' (ე) წარმოებულის ფესვების საკითხამდე, ე. ი. ისეთივე. აპოცა- 
ნამდე, როგორსაც ჩვენ ვარჩევთ. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ საჭიროა იმ საზღვრების საძებნად, რო-- 

მელთა შორისაც იმყოფება ნამდვილ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრის ნამ- 

დვილი ფესვები, და ამ ფესვთა რაოდენობის განსასაზღვრავად უფრო სოულყო- 
ფილი მეთოდები ვეძიოთ. ახლა ჩვენ შევუდგებით ნამდვილ ფესვთა: 

საზღვრების საკითხის შესწავლას, მათი რაოდენობის საკითხი კი რებდეჟფ. 
პარაგრაფში გადაგვაქვს. 

უფოოსი წევრის მოდულის ლემის დამტკიცება (§ 23) მრავალწევრის. 
ფესვთა. მოდულისათვის უკვე იძლევა” რაღაც საზღვარს. მართლაც, ოუ და-- 

ვუშვებთ § 23-ის (3) უტოლობაში #=1, ოლო რომ, როცა 

II>1+   (1)' 
” (0) + , 

სადაც თა უფროსი კოეფიციენტია, ხოლო 4 დანაოჩენი კოეფიციენტების მო- 

დულთა მაქსიმუმი, მაშინ მრავალწევრის უფროსი წევრის მოდული მეტია ყველა. 

დანაოჩენ წევრთა ჯამის მოდულზე და ამიტომ (1) უტოლობის დამაკმაყოფი- 

ლებელი ე;-ის არავითარი მნიშვნელობა არ შეიძლება იყოს ამ ზრავალწევრის 

ფესვი- : | 
ამგვარად, ნებისმიერ რიცხვით კოეფიციენტებიანი #LC) 

  მოავალწევრისათვის რიცხვი 1-+ არის მის ყველა, ნამ- 
((6I 

დვილდა კომპლექსურ, ფესვთა მოდულების ზედა საზღვარი.“ 

ასე, ზემოთ განხილული # (:) მრავალწევრისათვის ეს საზღვარი არის Cიცხვი 

9, რადგან თე=1, „=8. 

მაგრამ ეს საზღვარი, ჩვეულებრივ, ძალზედ მაღალია, განსაკუთრებით 

როცა გვაინტერესებს მხოლოდ ნამდვილ ფესვთა საზღვრები. ახლა გადმო- 

· ცემული იქნება სხვა, უფრო ზუსტი, მეთოდები. ამასთან უნდა გვახსოვღეს, 

რომ თუ მითითებულია საზღვრები, რომელთა შორისაც უნდა იმყოფებოდნენ. 
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"მრავალწევრის ნაზდვილი ფესვები, ეს სრულიადაც არ ამტკიცებს, 
როპ ასეთი ფესვები მართლაც არსებობენ. 

ვაჩვენოთ ჯერ, რომ საკმარისია მხოლოდ ნებისმიერი მრა: 

ვალწევრის დადებით ფესვთა ზემო საზღვრის .მონახვა. 

მართლაც, ვთქვათ მოცემულია »#-ური ხარისხის მრავალწევრი /#(-) და დაე 
X იყოს მის დადებით ფესვთა ზემო საზღვარი. განვიხილოთ 

დ ა=გ"/ (+) , 

დე (#2)= / (––ე), 

დვ (2)=25 # (– +) 

სრავალწევრები და ვიპოვოთ მათ დადებით ფესვთა ზემო საზღვრები; დაე 

ესენი იყვნენ შესაბამისად #,, #,, #Vე რიცხვები. მაშინ > რიცხვი იგნე- 
1 

ბა #7 (ე) მროავალწევრის დადებით ფესვთა ქვედა საზღვარი: 

თუ >» არის / (:)-ის დადებითი ფესვი, მაშინ – იქნება დ) (2)-ის დადებითი 

ფესვი და 1. < Mვ-დან გამომდინარეობს «>--. ანალოგიურად,––-V, დღა 
თ 1 

1 

–> რიცხვები /(2) მრავალწევრის უარყოფით ფესვთა 
-Vვ 

ქეედა და ზედა საზღვრებია. ამრიგად, /#/(>) მრავალწევრის ყველა 

დადებითი ფესვი აკმაყოფილებს > << Mე: უტოლობას, ყველა უარყოფითი 
+V 1 : 

1 
ფესვი კი -– ნ»<.<-–- 7 უტოლობას. 

დადებითი ფესვების ზედა საზღვრის განსასაზღვრავად შეიძლება გამო- 

ვიყენოთ შემდეგი მეთოდი. დავუშვათ მოცემულია ნამდვილ კოეფიციენტე.· 

ბიანი 

7 (თ«)=რე2” -L ძე" 1-L ...+ძ» 

მრავალწევრი, ამასთან ძა > 0. შემდგომ ვთქვათ «,, # > 1, უარყოფით კოე- 

ფიციენტთაგან პირველია; ასეთი კოეფიციენტი სულ რომ არ ყოფილიყო, 
მაზინ / (>) მრავალწევრს საერთოდ არ ექნებოდა დადებითი ფესვი. დაბოლოს, 

| დაე // უარყოფითი კოეფიციენტების აბსოლუტურ მნიშვნელობათაგან უდი- 

დესი იყოს, მაშინ 
# ”ჩ# 

+ 2 
რიცხვი იქნება /(:) მრავალწევრის დადებით ფესვთა ზედა- 

საზღვარი. 
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მართლაც, თუ დავუშვებთ, რომ > 1 და იკ მე)... 0-1 კოეფიციენ- 

ტიდან ყველას შევცვლით ნულით, ხოლო თ;), 0ჯ+1 46 კოეფიციენტიდან 

ყეელას-- 8 რიცხვით, ჩვენ მრავალწევრის მნიშვნელობის მხოლოდ შემბცირე- 

ბას შევძლებთ, ე. ი. 
ეM-ნ+1 1 

/00>ი6აბ- მცა იამე ით--1)=თბ-8 “ი 
ე. ი., რადგან > 1, 

' „M-I+1 MM-0+1 
# (1ე)>ითა."– 83" _ გე). (თებ („--1)-- 8). (2). 

თდ-–-1 მ2–-4 

თუ 
(3 +” = 

->1+1/“ 8, (3). 
ი 

თაეL 1-1 8>ძ(+-–-1'–7#7, 

(2) ფორმულაში კვადრატულ ფოჩხილებში მდგომი გამოსახულება დადებითია,. 

ე. ი. /(2)-ის მნიშვნელობა, (2)-ის გამო, მკაცრად დადებითია. ამგვარად, (3) 

უტოლობის დამაკმაყოფილებელი ე;-ის მნიშვნელობები ვერ იქნება / («I-ის 

ფესვები, რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

ეს მეთოდი ზემოთ განხილული # (>) მრავალწევრისათვის იძლევა, ”=2 

და 71=7-ის განო, დადებით ფესვთა ზედა საზღვრად 1 +- V 77 ღიცავს, 

რაც შეიძლება შევცვალოთ უახლოესი მეტი რიცხვით 4. 

დადებით ფესვთა ზედა საზღვრის ძიების სხვა მრავალრიცხოვანი ნეთო- 

დებიდან ჩვენ გადმოვცემთ მხოლოდ ნიუტონის მეთოდს. ეს მეთოლი 

უფრო რთულია, ვიდრე ზემოთ მოყვანილი, სამაგიეროდ, ჩვეულებრივ, უფროო 

კარგ შედეგს იძლევა. 
ვთქვათ მოცემულია ნამდვილ კოეფიციენტებიანი / (ე) მრავალწევორი 

დადებითი უფროსი ძე კოეფიციენტით. თუ მრავალწევრი და ყველა 

ზისი თანმიმდევრობითი წარმოებული # (>), /” (>)... #99 (ე) 

იღებს დადებით მნიშვნელობებს როცა Xჯ=ი, მაშინ ოიცხეი 

62 იქნება დადებით ფესვთა ზედა საზღვარი. 

მართლაც, ტეილორის ფორმულის თანახმად (იხ. § 23) 

მაშინ, რადგან 

8. 
1 ..-ფ- იე შშ, 

01) 
  

, 92 # (ი) 
#()=7(0)+(–0/ (ე + «–- ი? # > 

' ჩვენ ვხედავთ, რომ თუ ::>»0, მაშინ მარჯვნივ იქნება მკაცრად დადებითი 

რიცხვი, ე. ი. „-ის ასეთი მნიშენელობა ვერ იქნება / (ყ-ის ფესვი. 
მოცემული / (») მრავალწევრის შესაბამის ი რიცხვის საპოვნელად სასარ- 

გებლოა შემდეგნაირად მოვიქცეთ. წარმოებული /I)(,)=#/! ძე დადებითი Cი- 

ცხვია, ამიტომ /Cთ-)(ჯ) მრავალწევრი გ-ის ზრდადი ფუნქციაა. მაშასადავე, 
არსებობს ისეთი რიცხვი «,, რომ, როცა #X > ის წარმოებული /CთC- (1) და- 
დებითია. აქედან გამომდინარეობს, რომ, როცა »ჯ » CV, წარმოებული /C>" 7.) 

იქნება >-ის ზრდადი ფუნქცია, ამიტომ არსებობს ისეთი რიცხვი ი,, ”, > ი. 
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რომ, უოცა 2>ძ წარმოებული ოში (უ-იც დადებითი იქნება. თუ ასე 

გავაგონელებთ, ბოლოს „მივალთ საძიებელ ი რიცხვამდე. 

“აპოვიყენოთ ნიუტონის მეთოდი ზემოთ განხილულ / (ე;) მრავალწევრისათვის. 

355 გვაქვს:   

#(+0)= >»? -+ 2:10 –- 52 -L ზემ –– 7 – 3, 

/' ('71=5ე2 +- ზე ––- 15ე7--16ა –– 7, 

/'' (–)=20ე:) -L+ 24ე? –– 30, -L- 16, 

”'' ((0)= 601? –– 48ე; –– 30, 

/#!V (>) =120ჯ -I- 48, · 

ჩV (-)=120. 

აჯვილი შესამოწმებელია (თუგინდ პორნერის მეთოდით), რომ, როცა X=2, ყველა 

ეს მრავალწევრი დადებითია. ამგეარად რიცხვი 2 / (ი) მრავალწევრის დადებით ფესვთა 

ზედა საზღვარია. ეს შედეგი ბევრად უფრო ზუსტია, ვიდრე ზემოთ სხვა მეთოდებით მიღე- 

ბული. 

/ (.–) მრავალწევრის უარყოფით ფესვთა ქვედა სახღვრის საპოვნელად განვიხილოთ 

მრავალწევროი Cე (2:)ლ= –--# (–– ე). რადგან 

.___.__.. 

დ (2:)=5ე:ბ -– ზე3 –– 15ე? –– 16: –– 7, 

და (ვ)= 20.3 – 24:91 –-– 30. –- 8, 

დ." (თ)ლ60ე2 –- 48, –– 30, 

(XI V (X)=1 20ე:)? -–-48, 

თე V C) =120, 

“ აბიტომ ყველა მრავალწევრი დადებითია, როცა #=4, რაც ადვილი შესამოწმებელია. 

ამი ხომ რიცხვი 4 არის და(X)-სათვის დადებით ფესვთა ზედა საზლვარი და რიცხვი--4 

იქნება # ((C)/სათვის უარყოფით ფესვთა ქვედა საზღვარი. 
დაბოლოს თუ განეიხილავთ ”ა , 

# ()= – 27 (--)=53“ აეე... 
ჯ7 

1 
დვ (ე)=––- “7 (– ->) =3ე,ნ- შებ 8ე? -- 5ექ--2ე -L 1 

ჯ 

„”მრავალწევოებს, ნიუტონის მეთოდის დახმარებით მათთვის ვიპოვით დადებით ფესვთა ზედა 

საზღვრად შესაბამისად რიცხვებს 1 და 4, ამიტომ ჩM (თ) მრავალწევრის დადებით ფესვთა 

ქვედა საზღვარი იქნება -1-=), უარყოფით ფესვთა ზედა საზღვარი კი +. რიცხვი. 

ამგვარად, # (2) მრავალწევრის დადებითი ფესვები მოთავსებულია 1 და 2 რიცხვებს 
  

1 ჩვენ -–/I(––თ)-ს ვიღებთ M(–-–თ)-ის ნაცვლად, რადგან ნიუტონის მეთოდის გამოსა- 

ყენებლად უფროსი კოეფიციენტი დადებითი უნდა იყოს. დე (თ) მრავალწევრის ფესეებზე 

-ნიშნის ეა შეცვლა, გასაგებია, არავითარ გავლენას არ ახდენს. 
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1 
ფმოოის, უარყოფითი ფესვები –4 და –“– რიცხვებს შორის. ეს შ,დეგი ძალიან კარგად 

ეთანიმება იმას, რაც ზემოთ გრაფიკის განხილვით იყო ნაპოვნი, 

§ 40. შტურმის თეორემა 

ახლა გადავდივართ ნამდვილ კოეფიციენტებიანი მოროავალ- 

წევრის ნამდვილ ფესვთა რიცხვის საკითხზე. ჩეენ გვაინტე- 

რესებს ოოგორც ნამდვილ ფესვთა საერთო რიცხვი, ისე ცალ-ცალკე დადე- 

ბით ფესეთა რიცხვი, უარყოფით ფესვთა რიცზვი და საერთოდ მოცემულ #4 

და ს საზღვრებს შორის მოთავსებულ ფესვთა რიცხვი. არსებობს რამდენიმე 

წეთოდი ფესვთა ზუსტი რაოდენობის საძიებლად. ამასთანავე ყველა ისინი 

საკმარისად რთულია; მათ შორის ყველაზე მოსახერხებელი შტურმის მე- 

თოდია, რომელსაც ქვემოთ გადმოვცემთ. 

შემოვიტანოთ ჯერ ერთი განსაზღვრა, · რომელიც შემდეგ პარაგრაფშიც 

იქნება გამოყენებული. 

ვთქვათ მოცემულია ნულისაგან განსხვავებული რიცხვების რაიმე სასრუ- 

ლი დალაგებული სისტემა, მაგალითად 

1, 3, – 2, 1, –4, ––8, –-3, 4,1. თ) 
ანოვწეროთ თანმიმდევრობით ამ რიცხვთა ნიშნები: : 

+, +, – –_ –,–, +, –+. (2) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ნიშანთა (2) სისტემაში ერთიმეორის გეერდზე ოთხჯერ 
დგას საწინააღმდეგო ნიშანი. ამის გამო ამბობენ, რომ (1) დალაგებულ სის- 

ტემაში ადგილი აქვს ოთხ ნიშანცვლას. გასაგებია, შეგვიძლია დავთვა- 

ლოთ ნ იშანცვლათა რიცხვი ნულისაგან განსხვავებულ ნამდვილ რიცხვ- 

თა ყოველ დალაგებულ სასრულო სისტემისათვის. 

განვიხილოთ ახლა ნამდვილ კოეფიციენტებიანი / (§) მრავალწევრი, 

ანასთანავე დავუშვათ, რომ / (>) მრავალწევრს არა აქვს ჯერადი ფეს- 

ვები, რადგან წინააღმდეგ შემთხვევაში ჩვენ შეგვიძლია იგი გავყოთ მისა და 

მისი წარმოებულის უდიდეს საერთო გამყოფზე. ნამდვილ კოეფიციენტებიან, 

ნულისაგან განსხვავებულ მრავალწევრთა სასრულო დალაგებულ სისტემას 

# 6)=/ი (თ), / (თ), 79 (თ), ·-- /+ (2), (3) 
ეწოდება / («) მრავალწევრის შტურმის სისტემა, თუ შესრულებულია 

შემდეგი მოთხოვნები: 
1) (3) სისტემის მეხობელ მრავალწევრებს არა აქვთ საერთო ფესვები. 
2) უკანასკნელ /, (ე) მრავალწეყრს არა აქეს ნამდვილი ფესვები. 

პ) თუ თ (3) სისტემის რომელიმე შუალედური '/.(თ) მრავალწევრის ნამ- 

დვილი ფესვია, 1 < 8<+-- 1, მამინ /, 1(თ) და /L.)(თ)-ს აქვთ სხვადასხვა 
იშანი. 

4) თუ თ არის / (ე) მრავალწევრის ნამდვილი ფესვი, მაშინ ნამრავლი 

წენეწელი) იზრდება, როცა «=თ; სხვაგვარად რომ ეთქეათ, ,თუ ჯ ზრდი- 

სას გაივლის თ წერტილზე, ეს ნამრავლი იცვლის ნიშანს მინუსიდან პლუსზე. 
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საკითხი იმის შესახებ, გააჩნია თუ არა ყოველ მრავალწევრს შტურმის 

სისტემა, განხილული იქნება ქვემოთ; ახლა კი ვთქვათ /(ჯ)-ს აქვს ასეთი 

სისტემა და ვაჩვენოთ თუ როგორ შეიძლება მისი გამოყენება ნამდვილ ფესვთა 

რაოდენობის საპოვნელად. 

თუ ნამდვილი რიცხვი ” არ არის მოცემული #70 მრავალწევრის ფესვი, 

ხოლო (3) ამ მრავალწევრის შტურმის სისტემაა, მაშინ ავიღოთ 

# (ო #ICთე, #ა (ი), ··-, /+() 
ნამდვილ რიცხვთა სისტემა, ამოვშალოთ იქიდან ნულის ტოლი რიცხვები და 

ავღნიშნოთ |I7 (2)-თი დარჩენილ სისტემაში ნიშანცვლათა რიცხეი; ვუწოდოთ 

1V (იეს #/(ე) მრავალწევრის შტურმის (3) სისტემაში ნი“ან- 
ცვლათა რიცხვი, როცა „=ი1. 

სამართლიანია შემდეგი 

მტურმის თეორემა. თუ « და ხ ნამდვილი რიცხვები, 

ი<ხ არ არიან /#/(.) მრავალწევრის ფესვები, რომელსაც 

არ გააჩნია ჯერადი ფესვები, მაშინ I” (ი) > 11 (0) და სხვაობა 

VV (ი) -– I/ (ყ) უდრის /(ჯ) მრავალწევრის « და ჩ-ს შორის მდე- 
ბარე ნამდვილ ფესვთა რიცხეს. 

ამგვარად, /(ჯ) მრავალწევრის « და #-ს შორის მდებარე ნამდვილ ფესვ- 

თა რიცხვის განსაზღვრისათვის (გახსენებთ, რომ /(:)-ს პირობის თანახმად 

არა აქვს ჯერადი ფესვები) საჭიროა მხოლოდ დავადგინოთ თუ რაზდენადღ 

მცირდება ამ ზმრავალწევრის შტურმის სისტემაში ნიშანცვლათა რიცხვი «- (-დან 

ხ-ზხე გადასვლისას. 

თეორემის დასამტკიცებლად "განვიხილოთ თუ როგორ იცვლება 1IL (2) 

ღიცხვი დ-ის ზრდისას, სანამ ე; ზრდისას არ შეხვდება შტურმის (3) სისტემის 

არც ერთი მრავალწევრის ფესვს, ამ სისტემის მრავალწევრთა ნიშნები არ 

შეიცვლება, და ამიტომ IV (2) რიცხვი უცვლელი დარჩება. ამის გამო და 

აგრეთვე 2) პირობის გამო შტურმის სისტემის განმარტებიდან ჩვენ დაგვრ- 

ჩენია განვიხილოთ ორი შემთხვევა: როცა ფ გადის ერთ-ერთ შუალედურ 

#V(0”), 1 <<§-–-1, მრავალწევრის ფესვზე და როცა დ; გადის თვით /(>) 

მრავალწევრის ფესვზე. 

ვთქვათ თ არის /, (>), 1 <<< +-1, მრავალწევრის ფესვი. მაშინ 1) 

პირობის თანახმად 7; (თ) და /.,1(თ) განსხვავდებიან ნულისაგან. მაზასა- 

დამე, შეიძლება მოიძებნოს ისეთი დადებითი რიცხვი §, შესაძლებელია ძალ- 

ზედ მცირეც, რომ (თ--2, თ+6) მონაკვეთში /, _, (:) და #I+1(>) მრავალწევრებს 

არა ჰქონდეთ ფესვები და ამიტომ შეინარჩუნონ მუდმივი ნიშანი. ამასთანავე 

3) პირობის ძალით ეს ნიშნები სხვადასხვა იქნება. აქედან გამომ- 

დინარეობს, რომ რიცხვთა 

#/L-I (თ––8), #. (თ–-9), 71 (თ–-) (4) 

  

1 თავისთავად ცხადია, რომ /(X) მრავალწევრის შტურმის სისტემაში ნიშანევლას 

არაფერი აქვს. საპართო თვით / (X) მრავალწევრის ნიშანცვლასთან, როდესაც Xჯ გაივლის 

ამ მრავალწევრის ფესვზე. 
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და 

#L-1(%-L25), /-(თ-L8), /+,1(თ-+§) (5) 

ყოველ სისტემას აქვს ზუსტად ერთი ნიშანცვლა იმისდა მიუხედავად, თუ 

როგორია /.(თ- 5) და /(თ-+-6) რიცხვთა ნიშნები. ასე მაგალითად, თუ 

#-1(:) მრავალწევრი განხილულ მონაკვეთხე უარყოფითია, ხოლო /(:.) (>) 

მრავალწევრი დადებითი და თუ /((–«–-6)>0, /,(თ+-6<0, მაშინ (4) და 
(5)-ს შეესაბამებათ ნიშანთა სისტემები 

–,(4+· – ,– +, 

ამგვარად, „-ის გავლისას შტურმის სისტემის ერთ-ერთ შიგა მრავალწევრის 
ფესეზე ნიშანცვლები ამ სისტემაში შეიძლება მხოლოდ გადაადგილდნენ, მაგრამ 

არა ჩნდებიან და არ იკარგებიან; ამიტომ რიცხვი V”L(-) ასეთი გა- 

დასვლის დროს არ იცვლება. 

მეორე მხრივ, ვთქვათ თ თვით მოცემული /(V) მრავალწევრის ფესვია. 
1) პირობის თანახმად თ არ იქნება /, (+)-ის ფესვი. არსებობს, მაშასადამე, 

ისეთი დადებითი რიცხვი 6, რომ (თ – 5, თ-C 8) არ შეიცავს /, (>) მრავალ- 
წევრის ფესვებს, და ამიტომ /, («) ინარჩუნებს ამ მონაკვეთზე ნიშანს. თუ ეს 

ნიშანი დადებითია, მაშინ 4) პირობის თანახმად თვით /(:) მრავალწევრი 

(თ-–– 5, C-–- 6) მონაკვეთზე ჯ-ის ზრდადი ფუნქცია იქნება და ამიტომ / (თ-–65) < 

<0, /(C+5)>9. 
#(08-–6), /((-- 5) და /(თC+2), #(«+-C) (6) 

რიცხვთა სისტემებს, მაშასადამე, შეესაბამებათ ნიშანთა 

–– + და +, + 
სისტემები, ე. ი. შტურმის სისტემაში იკარგება ერთი ნიშანცვლა. 

თუკი #(4)-ის ნიშანი (თ-- 5, თ-C წ) მონაკვეთზე უარყოფითია, მაშინ, ისევ 

4) პირობის გაზო, / (2) მრავალწევრი ამ მონაკვეთზე „კლებადია, საიდანაც 

/(-- 60 >9, /(=+-5)<0; რიცხვთა (6) სისტემებს შეესაბამება ახლა ნი- 

შანთა 

+, და –, 
სისტემები, ე. ი. შტურმის სისტემაში ისეე იკარგება ერთი ნიშა ნ- 

ცვლა. 
ამგვარად, II” («) რიცხვი იცვლება (--ის ზრდისას) მხოლოდ 

როცა ჯ გაივლის /(.) მრავალწევრის ფესვზე, ამასთან ამ8 

შემთხვევაში იგი კლებულობს ზუსტად ერთეულით. 

ამით შტურბის თეორემა, ცხადია, დამტკიცებულია. იმისათვის, რომ 

იგი გამოვიყენოთ 1#(>) მრავალწევრის ნამდვილ ფესვთა საერთო რიცხვის 

საძიებლად, საკმარისია «-ს მნიშვნელობად ავიღოთ უარყოფით ფესგთა ქვედა 

საზღვარი, ხოლო ხ-ს მნიშვნელობად დადებით ფესვთა ზედა საზღვარი, მაგ- 
რამ უფრო მარტივია თუ მოვიქცევით შემდეგნაირად. § 23-ში დამტკიცებული 
ლემის თანახმად, არსებობს ისეთი დადებითი რიცხვი X, შეიძლება საკმაოდ 
დიდიც, რომ, როცა | > | > », შტურმის სისტემის კეელა მრავალწევრის 
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ნიშანი დაემთხვევა მათ უფროს წევრთა ნიშანს. სხვანაირად რომ ვთქვათ, 
არსებობს ა; უცნობის იმდენად დიდი დადებითი მნიშვნელობა, რომ შტურმის 

სისტემის ყველა მრავალწევრის მისი შესაბამისი მნიშვნელობის ნიშანი ემთხ- 

ვევა მათ უფროს კოეფიციენტთა ნიშანს; ე-ის ეს მნიშვნელობა, რომ- 

ლის გამოთვლა საჭირო არაა, პირობითად აღვნიშნოთ სიმბოლოთი Cდ. 
მეორე მხრივ, არსებობს ე-ის აბსოლუტური მნიშვნელობით იმდენად დიდი 

უარყოფითი მნიშვნელობა, რომ შტურმის სისტემის მრავალწევრთა მისი შე- 

საბამისი მნიშვნელობების ნიშნები ემთხვევიან მათ უფროს კოეფიციენტთა 

ნიშნებს ლუწ ხარისხიან მრავალწევრთათვის და შებრუნებულს კენტ ხარისხიან 

მრავალწევრთათვის; შევთანხმდეთ ჟ„-ის ეს მნიშვნელობა აღვნიშნოთ – =<-ით. 

ცხადია, (-––<%, თ) მონაკვეთში მოთავსდება შტურმის სისტემის ყველა მრა- 

ვალწევრის ყველა ნამდვილი ფესვი და, კერძოდ, / (7) მრავალწევრის ყველა 
ნამდვილი ფესვი. თუ გამოვიყენებთ შტურმის თეორემას ამ მონაკვეთზე, ჩვენ 

ვიპოვით აზ ფესვთა რაოდენობას, შტურმის თეორემის გამოყენება კი (––C, 0) 
და (0, თ) მონაკვეთებზე მოგვცემს / («) მრავალწევრის სათანადოდ დადებით 

და უარყოფით ფესვთა რაოდენობას. 

ჩვენ დაგვრჩენია ვაჩვენოთ, რომ ყოველ ნამდვილ კოეფიციენ- 

ტებიან /#() მრავალწევრს, რომელსაც არა აქვს ჯერადი 

ფესვები, გააჩნია შტურმის სისტემა: ასეთი სისტემის აგებისათვის 

გამოყენებული სხვადასხვა მეთოდებიდან ჩვენ ჩამოვაყალიბებთ ერთს, ყველაზე 

უფრო ხმარებულს. დავუშვათ /: (2)=/' (2), რითაც უზრუნველყოფილია შტურ- 
მის სისტემის განმარტების 4) პირობის შესრულება. მართლაც, თუ თ არის 

/ (2) მრავალწევრის ნამდვილი ფესვი და თუ #(2) ზრდადია, როცა =0თ, 

მაზმინ /” (თ) ამ წერტილში დადებითია და ამიტომ / (თ) /”(ფ) ნამრავლი 

ზრდადია: თუკი / (2) მრავალწევრი კლებადია, როცა დჯ=თ, მაშინ /”(თ)<-0, 

და ამიტომ / (2) /” (X) ნამრავლი ისევ ზრდადი იქნება. შემდგომ ვყოფთ /(7)-ს 

I (-)-ზე და ამ გაყოფის შედეგად მიღებულ ნაშთს, აღებულს შებრუნე- 

ბული ნიშნით, მივიჩნევთ /,(>)-ად: 

/ (თ)=/) (2) 9, («) – /; (24). 

საერთოდ, თუ /+-L(ე)ს და /L(>) მრავალწევრები უკვე ნაპოვნია, მაშინ /V,) (თ) 
იქნება /L 1 (თ)-ს /V+(0)-ზე გაყოფისაგან მიღებული ნაშთი, აღებული შებრუ- 
ნებული ნიშნით: 

II-I (თ)= / I (თ) ი) (2) –– /++1 (თ). (7) 

აქ აღწერილი მეთოდი / (ე) და /' (თ) მრავალწევრთათვის გამოყენებული 

ევკლიდეს ალგორითმისაგან მხოლოდ იმით განსხვავდება, რომ ნაშთს ყოველ- 

თვის ეცვლება ნიშანი შებრუნებულით და შემდგომი გაყოფა წარმოებს უკვე 
ამ ნაშთზე შებრუნებული ნიშნით, რადგან უდიდესი საერთო გამყოფის ძიე- 

ბისას ნიშნის ასეთ შეცვლას მნიშვნელობა არა აქვს, ამიტომ ჩვენი პროცესი 

შეჩერდება რაიმე /,(თ)-ზე, რომელიც / (თ) და /'(თ)-ის უდიდესი საერთო 

გამყოფი იქნება. მაგრამ რადგან / (თ)-ს არა აქვს ჯერადი ფესეები, ე. ი. ის 

ურთიერთ მარტივია #' ()-თან, ამიტომ /,(თ) სინამდვილეში იქნება რაიმე 

ნულისაგან განსხვავებული ნამდვილი რიცხვი. 
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აქედან გამომდინარეობს რომ, ჩვენ ზიერ აგებული 

/ (+)=/5Cი/, / (21=/+ CC, /2(ს ·. /+(+) 

ურავალწევრთა სისტემა აკმაყოფილებს, აგრეთვე, მტურმის სისტემის განსა- 

ზღვრის 2) პირობასაც,. 1) პირობის შესრულების დასამტკიცებლად დავუშვათ 
რომ, მეზობელ /+(») და /+41(”) მრავალწევრებს გააჩნიათ საერთო თ ფესვი. 

ნაზინ (7)-ის ძალით « იქნება აგრეთვე /: (+) მრავალწევრის ფესვიც. 

/L-2(+)=/+-1 (V) 0C- 1 (23-–/ LC») 

ტოლობაზე გადასვლით მივიღებთ რომ, « არის /(+-ე(7)ქჭის ფესვიც. თუ გავა- 

გრძელებთ, დავინახავთ, რომ, თ არის / (+) და / (+-ის საერთო თდესვი, რაც 

ეწინააღმდეგება ჩვენ დაშვებებს. დაბოლოს 3) პირობის შესრულება გამომდი- 

ნარეობს პირდაპიო (7) ტოლობიდან: თუ /+(9)=0, მაშინ /, _1(თ)= – /L+(2). 

მოვიხმაროთ შტეოპბის მეთოდი წინა პარაგრაუში განხილული 

# (/)=/“ – 2)) -- 5,2 – 8, - 7-3 

§რავალწევოისათვის, ჩ-ევ წინასწარ არ შევამოწმებთ აქვს თუ არა /! (V-)-ს ჯერადი ფესეები, 

რადგან შტურმის სისტემის აგების ზემოთ აღწერილი მეთოდი, ერთდროულად ემსახურება 

ზრავალწევრისა და მისი წაოპ.იებულის თანამაოტივობის შემოწმებასაც. 

აღნიშნული მეთოდით ვიპოვოთ შტუომის სისტემა /! (.;)-ისათვის: ამასთან ევკლი- 

ღეს ალგორითმისაგან განსხვავებით გაყოფის პროცესში შევკვეცთ და გავამრავლებთ მბოლოდ 

ნებისწიერ დადებით თოიცზეებზე, რადგან ნაშთთა ნიშნები შტურმის მეთოდში მთავარ 

როლს ასრულებენ. ჩვე5 მიჟ( ღებთ ასეთ სისტემას: 

ლვ–__-<--0.-_ჟ 

MI())ლ–5„! -L მაჰ 152 1 16- 7, 

/,!'21=66.,9 -– 150.1 -L- 172: + 61. 

Mე(+)ლ– –– 464,კპ –L- 1135 –L- 723, 

ჩ. (+) =--–32599 453, –– 8486 093, 

ჩ,(#)=–--1“ 
განესასღვროთ ამ სისტემის მოავალწევრთა “ნიშნები, როცა ჯ 2=-თ და X=2, რის- 

თვესაც, ოოგორც მითითებული იყო, უნდა ვუყუროთ მხოლოდ უფროსი კოეფიციენტების 

§სიშნებს და ამ მრავალწევრთა ხარისხებს. ჩვენ მივიღებთ შემდეგ ცხრილს: 

  

    

    

  
  

  
  

(16 2) | იი) იი ს.(X) 1 ხVX) | I(X) | ნიშანცვლათა რიცხვი 

= II-I. · : ! 

CI -I+I-1-I-| თ 
ამგვარად, X-ის გადასვლისას ––თ-დან თ-მდე შტურმის სისტემა კარგაეს სამ ნიშან- 

ევლას, ამიტომ /! («:)-ს აქვს ზუსტად სამი ნამდვილი ფესვი. აქედან ჩანს, რომ წინა პარაგ- 
რაფში ამ მრავალწევრის გრაფიკის აგების დროს ჩეენ არ დაგვიკარჯავს არც ერთი ფესეი. 
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მოვიხმაროთ შტუომის მეთოდი სხვა უფრო მარტივი მრავალწევრისათვის,; ვ=ქვათ 

მოცემულია მრავალწევრი 

/ (7ე)ლე3+3ეზ –– 1. 

ვიპოვოთ მის ნამდვილ ფესვთა რაოდენობა, აგრეთვე მთელი სახღვრები, რომელთა 9-5რი–- 

საც მოთავსებულია ყოველი ამ ფესეთაგანი. ამასთან ნუ ავაგებთ თავიდან ამ მოავალწე-რის 

გოაფიკს. 

/ («)-ს მრავალწევრის შტურმის სისტემა იქნება 

/ (2)=ე:9 –– 3ე1-–1, 

/1(8)= 32” -I- 6ჯ,, 

/2()=27-L1, 

| /3(2)=1. 
გვიპოვოთ ამ სისტემაში ნიშანცვლათა, რიცხვი, როცა X=–Cთდ და X=00 

  

II). | MI) | #-(X) | ჩე(X) | ნიშანცვლათა რიცხვი 
          
  ულო 
  

= | + – +I + 
      

# (2) მრავალწევოს აქვს, მაშასადამე, სამი ნამდვილი ფესვი, ამ ფესვთა მდებარეობის უურო 

ზუსტი დადგენისათვის გავაგრძელოთ წინა ცხრილი: 

  

    
  

  

  

  

  

70) | რი0 | რთ | რთ ნიშანცვლათა რიცხვი 

– – + – | + | 3 

X--2 + 0 _ | + | 2 

6-2 1-6 ; 

X=0 | - 10 + | + | L 

Xჯ= 1 + + + + 0       

  

ამგვარად, / (X) მრავალწევრის შტურმის სისტემა კარგავს თითო-თითო ნიშანცელა:, 

როცა X გადადის --3-დან –-2-მდე, –1-დან 0-მდე და 0-დან 1-მდე. მაშასადამე, ამ «-ა– 

ვალწევრის ფესვები თ,, თ; და თე აკმაკოფილებს უტოლობებს: 

–3<თ<-2 - 1<თC,<0, 0<თ <1. 
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2 
§ 41. სხვა თეორემები ნამდვილ ფესვთა რაოდენობის შესახებ 

შტურმის თეორემა ბოლომდე წყვეტს საკითხს გბრავალწევრის ნამდვილ 
ფესვთა რაოდენობის შესახებ. მაგრამ, მისი მნიშვნელოვანი ნაკლია შტურმის 

სისტემის აგებისათვის საჭირო რთული გამოთვლები, როგორც მკითხველს 

შეეძლო დარწმუნებულიყო, თუკი ჩაატარებდა ზემოთ მოყვანილი მაგალითე- 

ბიდან პირეელისათვის საჭირო ყველა გამოთვლებს. ამის გამო ახლა დავამ- 

ტკიცებთ ორ თეორემას, რომლებიც არ იძლევიან ნამდვილ ფესვთა ზუსტ 

რიცხვს და მხოლოდ შემოსაზღვრავენ ამ რიცხვს ზემოდან. ეს თეორემები, 
ლრომბლებსაც იყენებენ როცა ნამდვილ ფესვთა რაოდენობა გრაფიკის მეოხებით 

ქეემოდანაა შემოსაზღვრული, ხანდაზან იძლევიან საშუალებას ვიპოვოთ ნამ- 

დვილ ფესვთა ზუსტი რიცხვი შტურმის მეთოდის გარეშე, 

ვთქვათ მოცემულია ნამდვილ კოეფიციენტებიანი #-ური ხარისხის /(ე:) 
ზრავალწევრი, ამასთან ვუშვებთ, რომ მას შეიძლება ჰქონდეს ჯერადი ფესვები. 

განვიხილოთ მისი თანმიმდევრობითი წარმოებულების სისტემა 

/ (2)=/V(§), /' (9), /” (დ), ..., / 5-1) (კ), / 15) (დ), (1) 

რობელთა შორისაც უკანასკნელი უდრის / (0) მრავალწევრის უფროს ძა 

კოეფიციენტს გამრავლებულს ჯ»!-ზე და ამიტომ ყოველთვის ინარჩუნებს 

მუდმივ ნიშანს. თუ ნამდვილი რიცხვი «დ არ არის (1) სისტემის არც ერთი 
მრავალწევრის ფესვი, ·მაშინ 5(0)-თი აღვნიშნოთ 

7 (0), /' (0 / (თ... /')(0, /ლ5(0) 

რიცხვთა დალაგებულ სისტემაში ნიშანცვლათა რიცხვი. ამგვარად შეიძლება 

განვიხილოთ მთელრიცხვოვანი ფუნქცია „9 (2), განსაზღვრული -ის იმ მნიშე- 

ნელობათათვის, რომელნიც არ აქცევენ ნულად (1) სისტემის არც ერთ მრა- 

ვალწევრს. 
ვნახოთ თუ როგორ იზრდება 5 (>) რიცხვი თ-ის ზრდასთან ერთად. 

სანამ .» არ გაივლის (1)-ის არც ერთი მრავალწევრის ფესეზე, 5 (>) რიცხვი 

არ შეიძლება შეიცვალოს. ამის გამო ჩვენ უნდა განვიხილოთ ორი შემთხვევა: 

«“-ის გავლა /(:) მრავალწევრის ფესვზე და დ-ის გავლა რომელიმე /V (ჯ) 
წარზოებულის ფესეზე, 1 << -# –– 1. 

ვთქეათ თ არის / (ი) მრავალწევრის /-ჯერადი ფესვი, />».1, ე. ი. 

/(90=/”C6)=...=/V-ი 6)=0, / (6) #9. 
დაე § იყოს იმდენად მცირე დადებითი რიცხვი, რომ (თ-–-5, თ-L 6) მონა- 

კვეთი არ შეიცავდეს / (7), /' (2), ..., / “2 (:) მრავალწევრთა ფესვებს განსხვა- 
ვებულს თ-საგან და აგრეთვე არ შეიცავდეს /(0(7) მრავალწევრის არც ერთ 

ფესვს. დავამტკიცოთ რომ რიცხვთა 

! / (თ–- 6-5), /” (თ –– 6), ..., / I. 1(თ-- 2), /(M(თ-–13) 

სისტემაში ყველა ორ მეზობელ რიცხვს აქვს სხვადასხვა ნიშანი, მაშინ, როცა 

ყველა 

/ (თ-+6), / (თ + 3), ..., / 0-1) (თ +- 0), /VI (თ –– გ) 
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რიცხვს აქვს ერთი და იგივე ნიშანი. რადგან (1) სისტემის ყოველი მრა- 

ვალწევრი არის წინას წარმოებული, ამიტომ საჭიროა მხოლოდ დავამტკი- 

ცოთ, რომ თუ » გადის / (+) მრავალწევრის თ ფესვზე, მაშინ, ამ ფესვის ჯერა- 

დობისაგან დამოუკიდებლად, გადასვლამდე / (2)-სა და /” (»+)-ს ჰქონდათ, სხვა- 

დასხვა ნიშანი, ხოლო გადასვლის შემდეგ მათი ნიშნები ენთხვევიან. თუ 

(#(თ--6-) >9, მაშინ / (ი) კლებულობს (თ –-§,თ) მონაკვეთზე, და ამიტომ 

I (-- 60)<-0; თუკი / (« ––- 5) <0, მაშინ / (>) ზრდადია და ამიტომ /'(თ-–-5):> 

>90. მაშასადამე, ორივე შემთხვევაში ნიშნები განსხვავებულია. მეორე მხრივ, 

თუ /(თ-C-6)>0, მაშინ / (ი) ზრდადია (თ, თ + 6) მონაკვეთზე, ამიტომ /I(»–- 

–+22> 0; ანალოგიურად / (თ+6)<-0-დან გამომდინარეობს /“ (თ -- §) <0. 

ამგვარად, თ ფესვზე გადასვლის შემდეგ # (0)-ისა და /”(+)-ის ნიშნები უნდა 

ემთხვეოდნენ. 

დამტკიცებულიდან გამომდინარეობს, რომ, როდესაც ე; გაივლის / (+) 

მრავალწევრის /-ჯერად ფესვზე, 
/ («), / (თ)... /. (სე), /9მ/(C) 

სისტემა კარგავს / ნიშანცვლას. 

ვთქვათ ახლა თ არის 

ჟე), (რს), ს, /ხორიფ, 1<ს<8ი–1, 1> 
წარმოებულთა ფესვი, მაგრამ არ არის არც /VC M(ე)-ის და MI (06 -M(ეე)-ის 

ფესვი. ზეგოთ დამტკიცებულის თანახმად, ჯ-ის გავლა თ-ზე იწვევს 

/M (თ), /0I9 დე, ..., / 09 (თ), / 070 (2) 

სისტემაში / ნიშანცვლის დაკარგვას, მართალია, ამ გადასვლამ შეიძლება 

შექმნას ახალი ნიშანცვლა /(“ 9(ე)-სა და /40(,)-ს შორის, მაგრამ რადგან 

1>1, >-ის გავლისას თ რიცხვზე : 

(0-9 ცე, 0 ფე), /049 6), ...,/04-0 6ე, /0+ი (ყე 

სისტემაში ნიშანცვლათა რიცხვი ან არ იცვლება, ან იკლებს, იგი შეიძლება 

შემცირდეს მხოლოდ ლუწი რიცხვით, რადგან /4“) (ყე) და IIIC,) მრავალ- 

წევრები არ იცვლიან ნიშანს, როცა დ გაივლის თ მნიშვნელობაზე, 

მიღებული შედეგებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ «და ნ რიცხ- 

ვები, «<9, არ არიან (1) სისტემის არც ეოთი მრავალწევრის 

ფესვები, მაშინ /(დ) მრავალწევრის 0#-სა და ჩ-ს შორის ზოთავ- 

სებულ ნამდვილ ფესვთა რაოდენობა, დათვლილი ყოველი 

იმდენჯერ, რამდენიც მისი ჯერადობაა, უდრის #§(ი)--5() 
სხვაობას ან ნაკლებია მასზე ლუწი რიცხვით. 

იმისათვის, რომ შევასუსტოთ თ და ხ რიცხვებზე დადებული პირობები, 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები, ვთქვათ ნამდვილი რიცხვი დ არ არის / („) 
მრავალწევრის ფესვი, თუმცა იგი შეიძლება იყოს (1) სისტემის რომელიმე 

სხვა მრავალწევრის ფესვი. აღვნიშნოთ წ, (0)-თი 

/ (0, /' (0), 7” (0). / ბ (ი, /ოM(თ (2? 
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რიცხვთა სისტემაში შემდეგნაირად დათვლილი ნიშანცვლათა რიცხვი: თუ 

(0 =/0-ს(=...=/0-რს (დ) =0, (3) 
მაგრამ 

/0Cი (უ # 0, /”' (2) # 0, (4) · 

მაშინ ვთვლით, რომ /(0(,), /(',) (-),...,/ ნ I“)V(-) აქვთ ისეთივე ნიშანი, რაც 

(00 (ი); ეს, ცხადია, ტოლფასია იმისა, რომ (2) სისტემის ნიშანცვლათა 

ოიცხვის დათვლისას ნულები ამოშლილებად ჩავთვალოთ, მეორე მხრიე, §_(0)-თი 

აღვნიშნოთ (2) სისტემის ნიშანცვლათა რიცხვი შემდეგნაირად დათვლილი: 

თუ ადგილი აქეს (3) და (4) პირობებს, მაშინ ვთვლით, რომ /“'%(2), 0<:1<. 

<1=1, აქვს იგივე ნიშანი, რაც /0“ (-)-ს თუკი სხვაობა /–-# ლუწია და 

შებრუნებული ნიშანი-–- თუკი ეს სხვაობა კენტია. 

ახლა თუ გვინდა გაეიგოთ /' (ე) მრავალწევრის /-სა და ხ-ს, ი <.ნ, შორის 

მოთავსებულ ნამდვილ ფესვთა რიცხვი, ამასთან 4 და #ხ არ არიან / («) მრა- 

ვალწევრის ფესვები, მაგრამ შეიძლება იყვნენ (1) სისტემის სხეა მრავალწევრთა 

ფესქეები, მაშინ ვიქცევით შემდეგნაირად. ვთქვათ 6 იმდენად მცირეა, რომ 

(ი, რ + 26) მონაკვეთი არ შეიცავს / (>) მრავალწევრის ფესვს და აგრეთვე 

(1) სისტემის ყველა დანარჩენ მრავალწევრთა «-საგან განსხვავებულ ფესვებს; 

მეორე მხრივ, უ იყოს იმდენად მცირე რიცხვი, რომ (სჩ –– 2უ, ხ) მონაკვეთი 
არ შეიცავდეს /(§)-ის ფესვებს და (1) სისტემის დანარჩენ მრავალწეერთა ხ-საგან 

განსხვავებულ ფესვებს. მაშინ /(ჯ) მრავალწევრის ნამდვილ ფესვთა რიცხვი, 
რომელიც ჩვენ გვაინტერესებდა, ტოლი იქნება ამ მრავალწევრის თ -+გ-სა და 

ხ – უ-ს შორის მოთავსებულ ნამდვილ ფესვთა რიცხვისა, ე. ი. ზემოთ დამტ- 

კიცებულის თანახმად, უდრის 5(#-L 6) -- -(ხ –– უ) სხვაობას ან ნაკლებია ამ 

სხვაობაზე ლუწი რიცხვით. მაგრამ ადვილი შესამჩნევია, რომ 

5(ძ-L65)=,. (9), ,(ხ––უ)=52 (ნ) 
ამით დამტკიცდა შემდეგი 

ბიუდან-ფურიეს თეორემა. თუ ძ დახ, ძ<-Mხ, ნამდვილი რიცხვე- 

ბი არ არიან ნამდვილ კოეფიციენტებიანი /(:) მრავალ- 

წევრის ფესვები, მაშინ ამ მოავალწევრის ით-სა და ხ-ს შო- 

რის მოთავსებულ ნამდვილ ფესვთა რიცხვი, თვითეული 

იმდენჯერ დათვლილი, რამდენჯერაც მისი ჯერადობაა, 

უდრის 2.(ი0ე)-– ა. (ნე) სხვაობას ან ნაკლებია ამ სხვაობაზე 

ლუწი რიცხვით. 
აღვნიშნოთ =< სიმბოლოთი ჟ უცნობის იმდენად დიდი დადებითი მნი- 

შვნელობა, რომ (1) სისტემის ყველა მრავალწევრის მისი შესაბამისი მნიშვნე- 
ლობების ნიშნები დაემთხვეს მათ უფროს კოეფიციენტთა ნიშნებს. რადგან ამ 

კოეფიციენტებად იქნება თანმიმდევრობით ძ,, #I0ე, M (M –– 1)ძე, ·--. I! ძე რი(ხ- 
ვები, რომელთა ნიშნებიც ერთმანეთს ემთხვევიან, ამიტომ X(4<9) = § (ლ=)=0. 

მეორე მხრივ, რადგან 

/ (0) 1-=0ა) /, (0)=ძი_ I (0)=ძი 2! 

/''(0)ლ–ძი»_ეპ!, ..., /VM/(0)=ძე · MI, 
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სადაც თა, ძ|), ... მი-/ (ა) მრავალწევრის კოეფიციენტებია, აზიტომ წ, (0) 

ემთხვევა / (+) მრავალწევრის კოეფიციენტების სისტემის ნიშანცვლათა რიცხეს, 

ამასთან ნულის ტოლი კოეფიციენტები მხედველობაში არ მიიღება. ამგვარად 

თუ გამოვიყენებთ ბიუდან-ფურიეს თეორემას (0, <=) მონაკვეთისათვის, მივი- 
ღებთ შემდეგ თეორემას: 

დეკარტის თეორემა. / (1) მრავალწევრის დადებით ფესვთა 

რიცხვი, დათვლილი ყოველი იგზგდღენჯერ, რამდენიც მისი 

ჯერადობაა, უდრის ამ მრავალწევრის კოეფიციენტთასის- 

ტემაში ნიშანცვლათა რიცხვს (ამასთან ნულის ტოლი კოე- 

ფიციენტები მხედველობაში არ მიიღება) ან ნაკლებია 

მასზე ლუწი რიცხვით. : 

# C() მრავალწევრის უარყოფით ფესვთა რიცხვის განსაზღვრისათვის, 

ცხადია, საკმარისია გამოვიყენოთ დეკარტის თეორემა / (--ე) მრავალწევრი- 

სათვის. ამასთანავე, თუ /(.) მრავალწევრის არც ერთი კოეფიციენტი არ 
უდრის ნულს, მაშინ, ცხადია, / (– ე) მრავალწევრის კოეფიციენტთა' სისტე- 

მაში ნიშანცვლებს შეესაბამება / (C) მრავალწევრის კოეფიციენტთა სისტემაში 

ნიშნების შენარჩუნება და პირიქით. ამგვარად, თუ /(V) მრავალ- 

წევრს არა' აქვს ნულის ტოლი კოეფიციენტი, მაშინ მის 

უარყოფით ფესვთა ოიცხვი (დათვლილი თავისი ჯერადო- 

ბიანად) უდრის კოეფიციენტთა სისტემაში ნიზნის შენა+“- 

ჩუნებათა რიცხვს ან ნაკლებია მასზე ლუწი რიცხვით. 

მივუთითოთ დეკარტის თეორემის კიდევ ერთ დამტკი- 

ცებაზე, რომელიც ბიუდან-ფურიეს თეორემას არ ეყრდნობა. ჯერ დავამტკი- 

ცოთ შემდეგი ლემა: 

თუი >0, /(2) მრავალწევრის კოეფიციენტთა სისტემა ში 

ნიშანცვლათა რიცხვი ნაკლებია (:;-––ი)/'(:) ნამრავლის კოე- 

ფიციენტთა სისტემაში ნიშანცვლათა რიცხვზე კენტი რი- 

ცხვით. 

მართლაც, თუ შევაგროვებთ ფრჩხილებში ერთმანეთის გვერდით მდგომ 

წევრებს რომელთაც ერთნაირი ნიშნები აქვთ, მაშინ /(») მრავალწევოს, 
რობლი უფროს კოეფიციენტსაც დადებითად ვთვლით, შემდეგნაირად 

ჩავწერთ 
/ ()=(ძეთ" ––...–– ხეფ5-1) –– (ძეს ––...–- ხ,ე,51)-I-... 

«+ C- 1) (9, -L...+ ნ, თე. (5) 
აქ ი ->9, თ > 0,..,) ი, >0, მაშინ როცა ჩ,, ჩე, ....ხ, დადებითი ან წულის 

ტოლია, მაგრამ ს... გთვლით მკაცრად დადებითად, ე. ი. ი. სადაც 12> 
არის / (2) მრავალწევრის უფ უცნობის უმცირესი ხარისხი ნულისაგან  ანრეა 

ვებული კოეფიციენტით. შემთხვევით შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ ფრჩხილი 

(ძეგ .-L...+ ხ)2"“!) 

შეიცავს მხოლოდ ერთ შესაკრებს, სახელდობრ, მაშინ, როცა L, -L 1=Vჯ. ანა- 

ლოგიური შემჩნევა შეიძლება გაკეთდეს (5) ფორმულის სხვა ფრჩხილების 
შესახებაც. 
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ჩავწეროთ ახლა (« – ი)/ (2) ნამრავლის ტოლი მრავალწევრი, ამასთან 
გაპოვყოთ მხოლოდ ის წევრები, რომელნიც შეიცავენ თ-ს ხარისხად » -+1, 

5-1, ..ს I.“ 1 და /, ჩვენ მივიღებთ: 

(CC –თ) / (თ) =(ძეე"!1 +...) –_ (ძ',ფM+1 –+..) -L... , 

ო (-1) (6, MI) --..-- რს,-1X9, (6) 

სადა: ი«',=ძ,- -ნ, 1=1, 2, ..ს§, და ამიტომ, რადგან ი > 0, ყველა «', მკაც- 

რად დადებითია, ამგვარად, / (7) მრავალწევრის კოეფიციენტთა., სისტემაში 

ძა" და -–- ის წევრთა (აგრეთვე –ძ,ს და ი.ი წევრთა და ა. შ.) შორის 

იქნება ერთი ნიშანცვლა. ხოლო (#; –– 0) / (+) მრავალწევრის შესაბამის ძეე:+1 
და –ი)კიბ“! წევრებს შორის (შესაბამისად –ი,ა5ს11 და ძეეხ+1 წევრებს 

შორის და ა. შ.) იქნება ან ერთი ნიშანცვლა ან მეტი, მაგრამ აუცილებლად 
ლუწი რიცხვით. ამასთან ამ ნიშანცვლების ზუსტი ადგილები ჩეენ არ გვაინ- 

ტეღესებს; შეიძლება, მაგალითად, მოხდეს, რომ აXM13-ის კოეფიციენტი (6)-ში 

უარყოფითი იყოს, ოოგორც – ი, კოეფიციენტი, ამიტომ ამ ორ მეზობელ 

პოეფიციენტს შორის არ იქნება ნიშანცვლა, ე. ი. პირველ ფრჩხილში ნიშან- 

ცვლები სადღაც უფრო ადრე იქნებოდა მოთავსებული. შევნიშნოთ ახლა, რომ 

უკანასკნელი ფრჩხილი (5)-ში არავითარ ნიშანცვლას არ შეიცავდა, იმ დროს, 

როცა უკანასკნელი ფრჩხილი (6)-ში მას შეიცავს, თანაც კენტ რიცხვს: 

საკნარისია მხედველობაში მივიღოთ, რომ წCე და (კ–ი0)/ (+) მრავალწევრთა 

უკანასკნელ ნულისაგან განსხვავებულ კოეფიციენტებს, ე. ი. (–1),,, და 

(–1M“1ნ,,,0, სხვადასხვა ნიშნები აქვთ. ამგვარად / (+)-დან (+. -- ი) /” (#)-ზე 

გადასვლისას ნიშანცვლათა საერთო რიცხვი კოეფიციენტთა სისტემაში აუცი- 

ლებლად მატულობს, თანაც კენტი რიცხვით (რამდენიმე შესაკრების ჯამი, 

როზელთა შორის ერთი კენტია, დანარჩენები კი-–-ლუწი, გასაგებია, კენტი 

იქნება"), ლემა დამტკიცებულია. 

დეკარტის თეორემის დასამტკიცებლად აღვნიშნოთ / («) მრავალწევრის 

ყველა დადებითი ფესვი თე, თე, ..., თ-თი. ამრიგად, 

#(ე=(:-–თ) (;-–– თ.) --.: ((C –- თ,) დ (ი:), 

სადაკ რდ(,) ნამდვილ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრია, რომელსაც უკვე 

აღარა აქვს დადებითი ნამდვილი ფესეები. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

დ(-) მოავალწევრის პირველი და უკანასკნელი ნულისაგან განსხვავებული 
„ კოეფიციენტები ერთი და იმავე ნიშნისა არიან, ე, ი, ამ მრავალწევრის კოე- 

ფიციენტთა სისტემა ლუწ რიცხე ნიშანცვლას შეიცავს. თუ მოვიხმართ ზემოთ 

დამოკიცებულ ლემას 

%(ი), (–-––- თე) დ(1), (–– თ.) (+ –– თ,) დ (=), ..-»„/ (+) 

მრავალწევრებისათვის, მივიღებთ, რომ? კოეფიციენტთა სისტემაში ნიშან- 

ცვლათა რიცხვი ყოველთვის იზრდება კენ#ი რიცხვით. ე. ი. ერთეულით 

პლუს ლუწი რიცხვი და ამიტომ / (:) მრავალწევრის კოეფიციენტთა სისტე- _ 
მაში ნიშანცვლათა რიცხვი მეტია L რიცხვზე ლუწი რიცხვით. 
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გაზნოვიყენოთ დეკარტისა და ბიუდან-ფურიეს თეორემები ზემოთ განხილული 

# C9)=-2:5 –- 23) –- 521 1 893 7: --3 

მრავალწევრისათვის. · · 

კოეფიციენტთა სისტემაში ნიმანცვლათა რიცხვი უდოის სამს და ამიტომ დეკარტის 

თეორემის თანახმად /I (2X)-ს შეიძლება ჰქონდეს სამი ან ერთი დადებითი ფესვი. მეორე” 

მხრივ, '/ («)-ს არა აქვს ნულის ტოლი კოეფიციენტი, და რადგან კოეფიციენტთა სისტემაში 

ორი ნიშნის შენარჩუნებაა, ამიტომ 7! (+)-ს აქვს ორი უარყოფითი ფესვი ან არა აქვს არც 

ეოთი. თუ შევადარებთ გრაფიკის საშუალებით ადრე მიღებულ შედეგებს, მივიღებთ, როომ 

ორი არის ზუსტი რიცხვი ჩვენი მრავალწევრის უარყოფითი ფესვებისა. 

დადებით ფესვთა რიცხვის ზუსტი განსაზღვრისათვის ,ეისარგებლოთ ბიუდან-ფურიეს 

თეორემით, ამასთან გამოვიყენოთ იგი (1, თ) მონაკვეთზე, რადგან § 39-ში უკვე ნაჩვენები 

იყო, რომ 1 არის /' (2) მრავალწევრის დადებით ფესვთა ქვედა სახღვარი. /! CC)-ის თა5- 
მიმდევრობითი წარმოებულებიც უკვე იყო ჩამოწერილი § 39-ში, ვიპოვოთ მათი ნიშნები 

როცა 7=1 და #-=C. 

  

            
  

  

იხ(X). | 117(X) | 11//(X) | 07/I(X)I1)/V დ)| სV(X) ნიშანცვლათა რიცხვი 
' · 

ოღაღღლლო 
=> + + ++ +! +| 0 

  

აქედან გამომდინარეობს, რომ წარმოებულთა სისტემა +-ის გადასვლისას 1-დან თ-ზე კარ- 

გავს ერთ ნიშანცვლას, ამიტომ # (ი0:)-ს აქეს ზუსტად ერთი დადებითი ფესვი. 

ამ მაგალითთან დაკავშირებით შევნიშნავთ, რომ საერთოდ მრავალ- 

წევრის ნამდვილ დადებით ფესვთა რიცხვის ძებნისას უნდა 

დავიწყოთ გრაფიკის აგებით და ბიუდან-ფურიესა დადე- 
კარტის თეორემების გამოყენებით, მხოლოდ უკიდურეს 

შემთხვევაში უნდა გადავიდეთ შტურმის სისტემის აგე- 

ბაზე. 

დეკარტის თეორემა უშვებს ზოგიერთ დაზუსტებას იმ კერძო შენთხვე- 

ვაში, როცა თავიდან ცნობილია, რომ ყველა ფესვი ნამდვილია, როგორც 

ამას ადგილი აქვს, მაგალითად, სიმეტრიული მატრიცის მახასიათებელი მრა- 

ვალწევრისათვის. სახელდობრ: 

თუ / (2) მრავალწევრის ყველა ფესვი ნამდვილია, თავი- 

სუფალი წევრი კი ნულისაგან განსხვავებული, მაშინ ამ 

მრავალწევრის დადებით ფესვთა რიცხვიV, უდრის მის კოე- 
ფიციენტთა სისტემაში ნიშანცვლათა ·«, რიცხვს, ხოლო 

უარყოფით ფესვთა რიცხვი #, უდრის /(–:) მრავალწევრის 
კოეფიციენტთა სისტემაში ნიშანცგლათა რიცხვს... 

მართლაც, ჩვენ დაშვებებში 

ს + ხ.=I (7) 
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სადაც # არის / (2) მრავალწევრის ხარისხი, და, დეკარტის თეოოეპის თა–- 

ნახმად, 

სხ <9, ჩე «ემე. (8). 
დავამტკიცოთ, რომ 

+ 1- +, <7. (9) 

დაზტკიცებას ჩავატარებთ ინდუქციით #-ის მიძართ, რადგან. როცა 

#=1, იმის გამო რომ ძია #9, ი, # 0, მხოლოდ ერთ - 

/ (:)ლ–ძი6+ძს / (–-2):= – ძა4 + ძ, 

მრავალწევრთაგანს აქვს ნიშანცვლა, ე. ი. ამ შემთხვევაში +, +- + =1. ვლეკვათ 
ფორმულა (9) უკვე დამტკიცებულია მრავალწევრთათვის, რომელთა ხარისხი, 0 

ნაკლებია #-ზე. თუ 

/ (2)=ძაყ" + მი-I –+..+იძი, 

სადაც 7<#–1, ი.) #0, მაშინ დავუშვათ, რომ 

§ (:)ლ–ძი I)VI+...4-ბი. 
ამ შემთხვევაში · 

/ (2)=ძა>" -+ ( (9), 
/ (–23)=C-1)"ტე,"–-წ/(-–იე. 

თუ #3 და + არიან შესაბამისად (« (ი:) და C(–ე) მრავალწევრების კოეფი- 
ციენტთა სისტემების ნიშანცვლათა რიცხვები, მაშინ, ინდუქციის დაჭზეების 

თანახმად (ცხადია, რომ / »1), 

«+ <1 

თუ 1=6–--1, მაშინ ნიშანცვლა პირველ ადგილზე, ე. ი., / (.)-ისათვის თ, და. 

ძ,=0ძი,) შორის, ექნება მხოლოდ ერთს / (X») და /(– ს) მრავალწეგრთაგა5, 

ამიტომ 

ი –+-–5=§44+I)+1 <7-+--1=V. · 

თუკი 1<M--2, მაშინ შესაძლებელია ნიშანცვლა პირველ ადგილზე ჰქონდეს 

ორივე / (1, / C-–-). მრავალწევრს, მაგრამ ამ შემთხვევაშიც 
9 წე <. II-I, +2ლC1+2< (ს(--21-+-2=V.. 

განვიხილავთ რა (7), (8) და (9), მივიღებთ, რომ 

ს =9ზ, #ე= ჯე, 

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

ხს.45, ფესვთა მიახლოებითი გამოთვლა 

წინა პარაგრაფებში გადმოცემული მეთოდები საშუალებას გვაძლევს 

გამოვყოთ ნამდვილ კოეფიციენტებიანი / (ე) მრავალწევრის ნაპღვილი 

ფესვები, ე. ი. ყოველი ფესვისათვის მივუთითოთ საზღვრები, რომელთა შზო- 
რისაც მხოლოდ ეს ერთი ფესვი იმყოფება. თუ ეს საზღვრები საკმაოდ 

ვიწროა, მაშინ მათ შორის მოთავსებული ნებისმიერი რიცხვი შეიძლება ჩაგ- 
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თვალოთ საძიებელი ფესვის მიახლოებით მნიშვნელობად. ამგვარად, მას 

ზეზდეგ, რაც შტურმის მეთოდით (ან ოაიმე სხვა უფრო ეკონომიური საშუა- 

ლებით) დადგენილი იქნება, რომ # და ხ რაციონალურ რიცხვთა შორის 

„/ (2) პრავალწევრის მხოლოდ ერთი ფესვი იმყოფება, რჩება ამოცანა იმდენად 

შევანციროთ ეს საზღვრები, რომ ახალ ი' და ჩ' საზღვრებს ერთნაირი ჰქონ- 

დეთ შჟინასწარ მოცემული რაოდენობა ათწილადის პირველი ნიშნებისა; ამით 

სანიებელი ფესვი გამოთვლილი იქნება მოცემული სიზუსტით. 

არსებობს ბევრი მეთოდი, რომელიც საშუალებას გვაძლევს საკმაოდ 

სწრაფად და საჭირო სიზუსტით ვიპოვოთ ფესვის მიახლოებითი მნიშვნელობა, 

"ჩვენ აივუთითებთ ორ მათგანზე, თეორიულად უფრო უბრალოსა და ზოგადზე, 

რონელთა ერთდროულად გამოყენებით საკმაოდ სწრაფად ვაღწევთ მიზანს. 

უნდა აღინიშნოს, რომ? მეთოდები, რომლებიც ახლა იქნება გადმოცემული, 

გა:ოიყენება არა მაოტო მრავალწევრთათვის, არამედ უწყვეტ ფუნქციათა 
უფლო ფართო კლასისათვისაც. 

შეგმდეგში დავუშვებთ, რომ თ არის /(») მრავალწევრის მარტივი 
ფესვი, რადგან ჯერადი ფესვისაგან ყოველთვის შეგვიძლია განვთავისუფლ- 

დეთ, და, რომ თ ფესვი უკვე გამოყოფილია «ძი და ხ საზღვრებით, თძ<-თ< ხ; 

აჟედან, კერძოდ, გამომდინარეობს, რომ / (ი)-ს და /(ხ)-ს სხვადასხვა ნიშ- 

-ნები აქვს. 

წრფივი ინტერპოლაციის მეთოდი (რომელსაც აგრეთეე ცრუ მდგო- 

ზარეობის მეთოდი ეწოდება). თ ფესვის მიახლოებით მნიშვნელობად შეიძ- 

ი–+ხ 
ლება მიგვეღო, მაგალითად ძი და ხ სახღვრების ნახევარჯამი, > ' ე. ი.   

მონაკვეთის შუა ადგილი, რომელსაც ბოლოებად თ« და ს აქვს. მაგრამ უფრო 

ბუზებრივია დავუშვათ, რომ ფესვი იმ «თ, 6 საზღვართან უფრო ახლოსაა, 

რომელსაც შეესაბამება მრავალწევრის აბსოლუ- 

#I ტური სიდიდით უფრო მცირე მნიშვნელობა. 

წრფივი ინტერპოლაციის მეთოდი იმაში მდგომა- 

რეობს, რომ თ ფესვის მიახლოებით მნიშვნელო- 

ბად აიღება რიცხვი ი, რომელიც (თ, ხ) მონაკვეთს 

ჰყოფს / (0) და / (ს) რიცხვების აბსოლუტური სი- 
დიდეების პროპორციონალურ ნაწილებად, ე. ი. 

  

1
.
 

ს 

    

ი–- _ _ #0). 
  

ხ–””  ”ოი” 
ნიშანი მინუსი მარჯვენა მხარეს იმიტომაა დას- 

მული, რომ / (ი) და /(ჯ)-ს სხვადასხვა ნიშნები აქვთ, აქედან 

:=V% (თ) –– «/ (ჩ) 

/ (0) –/ (ე) 

გეომეტრიულად, როგორც ნახ. 10 გვიჩვენებს, წრფივი ინტერპოლა- 

„ციის მეთოდი იმაში მდგომარეობს, რომ (ი, ს) მონაკვეთზე მრუდი »=/ (2) 

იცვლება მისი 4(ძ, / (ი)) და 7(ჩ, / ()) წერტილების შემაერთებელი ქორ- 
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დით და # ფესვის მიახლოებით მნიშვნელობად აიღება ამ ქორდის. და 

თ ღერძის თანაკვეთის წერტილის აბსცისი. 

ნიუტონის მეთოდი, რადგან თ არის / («) მრავალწევრის მარტივი ფეავი, 
ამიტომ /” (თ) # 0. დავუშვათ აგრეთვე, რომ /” (თ) # 0, რადგან სხვაგვარად 
საკითხი დაიყვანება /” (+) მრავალწევრის, რომელსაც ნაკლები ხარისხი აქვს, 

ვიდრე / (ჯ-ს, ფესვის გამოთვლამდე. შემდეგ დავუშვათ, რომ («, ნ) მონაკვეთი 

  

ნახ. 11 ნახ. 12 

არა მარტო არ შეიცავს / (ე)-ის Cთ-საგან განსხვავებულ ფესვებს, არამედ არ 

შეიცავს, /' (-) მრავალწევრისა და აგრეთვე /” (ე) მრავალწევრის არც ერთ 
ფესვს1. ამრიგად, როგორც მათემატიკური ანალიზის კურსიდან გამონდონა- 
რეობს, (თ, ხ) მონაკვეთზე ჯ=/(ჯ) მრუდი ან მონოტონურად იზოდება, ან. 

#, 

   
ნახ. 13 ნახ, 14 

მონოტონურად მციოდება, აგრეთვე ან მონაკვეთის ყველა წერტილში ანოხნზე- 

ქილობით ზევითაა ნიმართული, ან ყოველ წერტილში ამოზნექილობით ქიე-. 

ვითაა მიმართული. მაშასადამე, (თ, ხ) მონაკვეთზე მრუდის მდგომარეობა 

შეიძლება ოთხნაირი იყოს (ისინი მოცემულია 11 –- 14 ნახაზებზე). 

1 საზღვრების შევიწროებას, რომელსაც ამ პირობის დაკმაყოფილებამდე მიეყავართ, 

ჩვეულებრივად ყოველგვარი დაბრკოლების გარეშე ვაღწევთ, რადჭან ადრე გადმოცეპული 
გეთოდები საშუალებას გვაძლევს დავადგინოთ /“(X) და /'(X) მრავალწევრის ფესვთა რიც4ვი 
ნებისმიერ მონაკვეთში. 
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აღვნიშნოთ ი:-ით « და ს სახსღერებიდან ის, რომელშიც /(»)-ის 

ნიპა:ი ემთხვევა /”(,)-ის ნიშანს. რადგან /' (ი)-სა და / (ნ)-ს სხვადა- 

სხვა ნიზნები აქვთ, /"' (+) კი ინარჩუნებს ნიშანს მთელ (ი, ხ) მონაკვეთზე, 

ანიტომ ასეთ იე:-ხე შეიძლება მივუთითოთ, 11 და 14 ნახაზებზე მოყვანილ 

დსეათხვევებში იძა=ძ, ოო სხვა შემთხვევაში ძ,=ხ. /=/ (X) მრუდის თე აბსცის- 

იან წერტილში. ე. ი. (ა. / («ი)) კოორდინატებიან წერტილში, გავავლოთ 

ამ მრუდის მხები და ამ მხების თ ღერძთან გადაკვეთის წერტილის აბსცისი 
აღვნიშნოთ ძ-თი. ნახ. 11--14 გვიჩვენებს, რომ ·ი.ძ რიცხვი შეიძლება “თ 

ფესვის ნიახლოებით მნიშვნელობად ჩავთვალოთ. მაშასადამე. ნიუტონის მე- 

თოდი :დგოზარეობს (თ, ჩ) მონაკვეთზე ჯ=/ (ი) მოუდის ამ მონაკვეთის ერთ- 
ერთ სახღვარში მხებით შეცვლაში. პირობა, რომელიც დადებულია ძა: 

წერტილის არჩევაზე, ძალიან მნიშვნელოვანია. ნახ. 15 გვიჩვენებს, რომ ამ 

  

V 

4 

| ბ « 
0 « “V ლ= =>+X 

# 

ნახ. 15 

პირობის დაუცველად მხების ჯ« ღერძთან გადაკვეთის წერტილმა შეიძლება 

სულაც არ მოგვცეს საძიებელი ფესვის მიახლოება. 

გაზვოვიყვანოთ ფორმულა, რომლითაც მოიძებნება ძ რიცხვი. როგორც 

ცნობილია, #=/ () მრუდის (ი, / (იი)) წერტილში მხების განტოლება 
შეიძლება 

»–-/ («ი)=/ (იი)(#–- რი) “ 
სახით ჩაიწეროს, თუ მასში მხების ე; ღერძთან გადაკვეთის წერტილის (4, 0) 
კოოოდინატებს ჩავსვამთ, მივიღებთ: 

| –/ («1 =/ (ი) (ძ-–– «ა), 
საიდანაც 

/ (თი) · (2) 

თუ მკითხველი ნახ. 11--14-ზე ქორდებით ზეაერთებს # და # წერტი. 
ლებს, აღმოაჩენს, რომ წრფივი ინტერპოლაციისა და ნიუტონის 

მეთოდები ყველა შემთხვევაში თ ფესვის ჭეშმარიტი ჩმნი- 
შვნელობის მიახლოებას იძლევა სხვადასხვა მხრიდან, თუ 

(თ, ხ) მონაკვეთი უკვე ისეთია, როგორიც ნიუტონის მეთოდშია საჭირო, 

მიზანშეწონილია ამ ორი მეთოდის კომბინირება. ამ გზით ჩვენ მივიღებთ 

270



«თ ფესვისათვის ბევრად უფრო ვიწრო ი და ძ საზღვრებს. თუ ისინი ჯერ კიდევ 

არ გვაძლევენ მიახლოების საჭირო სიხუსტეს, მაშინ ამ სახღვრებისათვის კიდევ 

უნდა ვიხმაროთ ორივე აღნიშნული მეთოდი (იხ, ნახ. 16) და ა. შ., ამასთან 

ფეიძლება დამტკიცდეს, რომ ეს პროცესი ნამდვილად გვაძლევს საშუალებას 

«თ ფესვი ნებისმიერი სიზუსტით გამოვ- V 

თვალოთ. 

გამოვიყენოთ ეს მეთოდები წინა პარაგ- 

რაფში განხილული 

# (-)ლ=1:;წ -L 22პ=-5.09-|.8ე1შ--7.---3 

მრავალწევრისათეის. 

ჩეენ ვიცით, როშ ამ შრავალწევრს აქვს 

ზარტივი თ, ფესვი, რომელიც 1<:9V,<2 სახღე- 

რებში მოთავსებული. შეიძლება წინდაწინ 

ეთქვათ, როომ ეს სახღვრები ძალხედ ფართოა · 

იმისათვის რომ მხოლოდ ერთხელ გამოყენე- ნაბ. 16 
ბულმა ინტერპოლაციისა და ნიუტონის მეთო- 

ღებმა კარგი შედეგი მოგვცეს, მაგრამ გამოვიყენოთ ისინი იმიტომ, რომ გექონდეს ერთი 

საგალითი, რომელიც არ მოითხოეს რთულ გამოთვლებს. 

როგორც წინა პარაგრაფში ვნახეთ, ჩ#' (+), #” (დ) ..- # (> წარმოებულები იღებენ 

ღადებით მნიშვნელობას, როცა 1=1, აქედან § 39-ის შედეგების საფუძველხე გამომდინა- 

  

რეობს, რომ ჯ#=1 მნიშვნელობა არის. /! (2:)-ის და აგრეთვე /  (2)-ის დადებით ფესვთა 
სედა საზღვარი, მაშასადამე, (1,2) მონაკვეთი არ შეიცავს ამ წარმოებულთა ფესვებს და 

ამიტომ მისთვის შეიძლება გამოვიყენოთ ნიუტონის მეთოდი. ამის გარდა ამ მონაკვეთში 

#'' (>) ყველგან დადებითია და რადგან 

#(1)=–-4, #(2ე=329, 

ამიტომ უნდა ჩავთვალოთ, რომ ძია=2. თუ მივიღებთ მხედველობაში, რომ /!' (2) =109, (2) 
დოომულიდან გვექნება: 

ძ-2-- 9 1 .რი6.. 
109 109 

ნეორე მხოივ (1) ფორმულა გვაძლევს 

2-(–-4)-1.39 _ 4? 
ილ=--- ა =-->=109., 

_-4--39 43 

ღა მაშასადამე თ, ფესვი მოთავსებულია -, 

1,09<-თ, <.1,65 
სახლვოებში , 

ჩვენ მივიღეთ საზღვოების მეტად უმნიშვნელო შევიწროება, რომ ეს შედეგი დამაკმა–- 

ყოფილებლად ჩავთვალოთ. რასაკვირველია, შეიძლებოდა ახლად მიღებული სახღერებისათვის 

კიდევ ერთხელ გამოგვეყენებინა ჩვენი მეთოდები. მაგრამ მიზანშეწონილია თავიდანეე ვიპო- 

ვოთ თ,-სათვის საკმაოდ ვიწრო საზღვრები, მაგალითად 0,1-მდე სიზუსტით, ან 0,01-მდეც 

კი და მხოლოდ შემდეგ გამოვიყენოთ ეს მეთოდები, გაLსაგებია, რომ ყეელაფერი ეს გამოთე– 

ლას საკმაოდ გაართულებს. მაგრამ კონკრეტული ამოცანების გადაწყვეტის დროს, რომლე- 

ბიც მოითხოვენ მრავალწევრთა ფესვების საკმაოდ ზუსტ ცოდნას, უნდა დავთანხმდეთ ამაზე. 

დავუბრუნდეთ # (>) მრავალწევრს და მის თ, ფესვს, თანაც აღვნიშნოთ, რომ ქვე- 
§აოთ მოყვანილ მრავალწევრთა ყველა მნიშვნელობა ჰორნერის მეთოდითაა გამოთვლილი. 

რადგან 
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მათემატიკური ანალიზის კურსი იწყება „ნამდვილი ჯ ცვლადის ფუნქკ- 

ციის განსახღვრით., განვიხილოთ ერთობლიობა ფუნქციათა, რომელნიც 

განსახღვრულნი არიან „»-ის ყველა ნამდვილი მნიშვნელობისათვის და 

იღებენ ნამდვილ მნიშვნელობებს და შემდეგნაირად განვმარტოთ ამ 

ერთობლიობაში ალგებრული ოპერაციები: ორი /(:) და დ«(2) ფუნქციის 

ჯამი იყოს ფუნქცია, რომლის მნიშვნელობა ნებისმიერი X=ჯე-ისათვის 

ტოლია მოცემული ფუნქციების მნიშვნელობების ჯამისა, ე. ი. უდრის /'(X:,)-C 

–+- ((X), ამ ფუნქციების ნამრავლი იქნება ფუნქცია, რომლის მნიშვნელობა 

Xჯ=ჯეა-ისათვის ტოლია ნამრავლისა / (X)) · C(Xჯ,). ჯამი და ნამრავლი, ცხადია, . 

არსებობს განხილული ერთობლიობის ნებისმიერი ორი ფუნქციისათვის. I-V 

თვისებების სამართლიანობა შეიძლება შემოწმდეს ყოველგვარი დაბრკოლების 

გარეშე--–ფუნქციათა შეკრება და გამრავლება დაიყვანება ყოველ ჯ.ზე მათ 

მნიშვნელობათა შეკრებასა და გამრავლებაზე, ე. ი. ნამდვილ რიცხვთა ოპე- 

რაციებზე რომელთათვისაც L“-V თვისებებს ადგილი აქვთ. ბოლოს, თუ 

ჩავთვლით / (X) და §((ჯ).ფუნქციათა სხვაობად ფუნქციას, რომლის მნიშვ- 
ნელობა ყოველ Xჯ=7ე)-ზე უდრის / (X:)-––/ (X-) სხვაობას, ჩეენ მივალთ შეკრების 

შებრუნებულ – გამოკლების -- ოპერაციამდე ამით დამტკიცებულია, 

რომ ყველა »ჯ-სათვის განმარტებულ ფუნქციათა ერთობ- 

ლიობა ზემოთ მოთხრობილი წესით შეკრებისა და გამრაე- 

ლების ოპერაციების შემოყვანის შემდეგ, ხდება რგოლი. 

ფუნქციათა რგოლების სხეა მაგალითებს მივიღებთ, თუ შევინახავთ 

ფუნქციებზე ოპერაციების ზემოთ მოცემულ განპარტებებს, მაგრამ განვიხი- 

ლავთ ფუნქციებს განმარტებულს, მაგალითად, Xჯ ცვლადის იხოლოდ დადე- 

ბითი მნიშვნელობებისათვ“;,; ან ფუნქციებს განმარტებულს ჯ-ის მნიშვნელობე- 

ბისათვის (0, 1) მონაკვეთიდან. საერთოდ რგოლი იქნება სისტემა ყველა ფუნქ- 

ციებისა, რომელთაც აქვთ განსაზღვრის რაიმე მოცემული არე. შესაძლებელია 

აგრეთვე რგოლის მაგალითი მიგვეღო ისე, რომ არ გაგვეხილა მოცემულ 

არეზე განსაზღვრული ყველა ფუნქცია, არამედ მხოლოდ უწყვეტი ფუნქციები, 
რომლებიც მათემატიკურ ანალიზში შეისწავლებიან, მეორე მხრივ, შეიძლებო- 
და გაგვეხილა კომპლექსური ცვლადის კომპლექსური ფუნქციები. საერთოდ 

ფუნქციათა სხვადასხვა რგოლები, როგორც სხვადასხვა რიცხვითი რგოლები, 

ძალიან ზევრია. · 

გადავდივართ რგოლის განმარტებიდან ბირდაპირ გამომდინარე რგო- 

ლის ზოგიერთ უმარტივეს თვისებათა დადგენაზე. ეს თვისებები 

რიცხვთა შემთხვევაში ძალიან ჩვეულია, მაგრამ შესაძლოა მკითხველს ეჩვენოს 

მოულოდნელად, რომ ისინი მხოლოდ 1ჰ- V“V პირობებისა და ცალსახა გამოკ- 

ლების არსებობის შედეგია. 

“ თავდაპირველად რამოდენიმე შენიშვნა 1) --– V პირობების შესახებ. კო- 

მუტატურობის კანონის როლი არ მოითხოვს განმარტებას. ასოცია- 
ციურობის კანო ნის როლი შემდეგია: ალგებრული ოპერაციის განმარ- 

ტებაში მხოლოდ ორი ელემენტის ჯამსა ან ნამრავლზეა ლაპარაკი, თუ ჩვენ 

მოვინდომებთ, მაგალითად, სამი ძი, ხ, თ ელემენტის ნამრავლის განმარტებას, 

შემდეგ დაბრკოლებას წავაწყდებით: იV და %C ნამრაგლები, სადაც #6=V, 
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იხ=ს შეიძლება საერთოდ არ ემთხეეოდნენ ერთმანეთს, ე. ბ. ი (ხი) # (იხ)# 
ასოციაციურობის კანონი მოითხოვს, რომ ეს ნამრავლები იყვნენ ტოლი რგო- 
ლის ერთი და იმავე ელემენტისა: ეს ელემენტი ბუნებრივია მივიღოთ იVMდ ნამ- 

რავლად, რომელიც უკვე ყოველგვარი ფრჩხილების გარეშე ჩაიწერება. უფრო 

მეტიც, ასოციაციურობის კანონი საშუალებას გვაძლევს ცალ- 

სახად განესაზღვროთ რგოლის ელემენტთა ნებისმიერი 

სასრულო რიცხვის ნამრავლი (შესაბამისად, ჯამი), ე, ი. 

საშუალებას გვაძლევს დავამტკიცოთ ნებისმიერი # ელემენტის ნამრავლის 

დამოუკიდებლობა ფრჩხილების თავდაპირველი განაწილებისაგან. 

დავამტკიცოთ ეს დებულება ინდუქციით # რიცხვის მიმართ. როცა #=3, იგი უკვე 

დამტკიცებულია, ამიტომ ვუშვებთ, რომ # > 3, ამასთან ეთელით, რომ „-ზე ნაკლები ყველა 

რიცხვისათვის ჩვენი დებულება უვე დამტკიცებულია. დაე, მოცემული იყოს ელემენტები 
რი,, იე ,.ს მ და დაე ამ სისტემაში როგორღაც ზანაწილებული იყოს ფრჩხილები, რომლებიც 

მიუთითებენ თუ როგორი მიმდევრობით უნდა შესრულდეს გამრავლება. უკანასკნელი ნა– 

ბიჯი იქნება პირველი # ელემენტის (სადაც 1 <-/ <#-- 1) ნამრავლის გამრავლება 

0I+ე, 0L+ე ·-. ი ნამრავლზე. რადგან ეს ნამრავლები შედგება M-ზე ზაკლებ რიცხვ მამრავლი- 

სატან და ამიტომ დაშვების თანახმად ცალსახად განსაზღვრულია, ამიტომ ჩვენ დაგერჩენია 

ნებისმიერი # და )- სათვის დავამტკიცოთ ტოლობა 

(VI 09 >>. I) (იL+1 #L+ე: ... („) =(1რე ··+ VI) (CI(+) #I+ე ·- #ი)- 

ამისათვის საკმარისია განვიხილოთ ”შემთხეევა 7=#+1, მაგრამ ამ შემთხვევაში თუ დავუშ- 

ვებთ, რომ · · 

ირე -·.იVს|=ხ, ივ იIჯე ··.CV==0, 

ასოციაციურობის კანონხე დაყრდნობით შივიღებთ წ 

სხ (იII ი)= (ხიI 16. 

ამით ჩვენი დებულება დამტკიცებულია. 

კერძოდ შეიძლება ვილაპარაკოთ /, ერთმანეთის ტოლ ელემენტთა ნამ- 

რავლზე, ე. ი. შემოვიტანოთ « ელემენტის ი" ხარისხის ცნება მთელი 

დადებითი მაჩვენებლით, ადვილი შესამოწმებელია, რომ ყეელა ჩვეულებრივი 

წესი მაჩვენებლებზე სამართლიანი რჩება ნებისმიერ რგოლში. ანალოგიურად 
შეკრების ასოციაციურობის კანონს მივყავართ თ ელემენტის ოი ჯერადის 

ცნებამდე მთელი დადებითი / კოეფიციენტით. 

დისტრიბუციის კანონი, ე. ი. ფრჩხილების გახსნის ჩვეულებრივი 

წესი რგოლის ცნებაში ერთადერთი მოთხოვნაა, რომელიც შეკრებასა და. 

გამრავლებას აკავშირებს; მხოლოდ ამ კანონის გამოა, რომ ორი ოპერაციის 

ერთდროული შესწაელა იძლევა მეტს, ვიდრე მათი („ცალ-ცალკე შესწავლა.. 

დისტრიბუციის კანონის ფორმულირებაში მონაწილეობას იღებს მხოლოდ 

ორი შესაკრების ჯამი. მაგრამ ყოველგვარი სიძნელის გარეშე მტკიცდება 

ნებისმიერი #-სათვის 

(ი,+Vიგ-I-..-L ის)ხ=ი,ხ + იხ +...+- იხ 

ტოლობის სამართლიანობა, შემდეგ კი ჯამის ჯამზე გამრავლების ზოგადი 

წესი, 7 
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ყოველ რგოლში სრულდება დისტრიბუციის "კანონი 

სხვაობისათვისაც. მართლაც, სხვაობის განმარტების თანახმად ი«-––ხ 
ელემენტი აკმაყოფილებს ' - 

ხს+(ჯყ-ხ)=თ 

ტოლობას. თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ (6-ზე და მარცხენა 

ნაწილისათვის გამოვიყენებთ დისტრიბუციის კანონს, მივიღებთ: 

ხი+( – ხ)ი=თი. 

(ი––ხ) ელემენტი არის, მაშასადამე, ით და ხი ელემენტთა სხვაობა: 

(ი –– ხ)ი=4ი6 –– ხი. 

რგოლთა ძალიან მნიშენელოვანი თვისებები გამომდინარეობენ გამოკლე- 

ბის არსებობიდან. თუ ი არის # რგოლის ნებისმიერი ელემენტი, მაშინ C-–-ძ 

სხვაობა რგოლის რომელიღაცა სრულიად გარკვეული ელემენტია. მისი როლი 

რიცავით რგოლებში ნულის როლის ანალოგიურია, მაგრამ განმარტების 

თანახმად იგი შესაძლოა დამოკიდებულია ი ელემენტის არჩევანზე, ამიტომ 
ჩვენ მას ჯერჯერობით აღვნიშნავთ 0,კ-თი, ! 

დავამტკიცოთ, რომ სინამდვილეში 0, ელემენტები ყოველი «-სათვის 

ერთმანეთის ტოლია. მართლაც, თუ ხ არის # რგოლის ნებისმიერი სხვა 

ელემენტი, მაშინ, 

ი+ დ – _)= ხ 

ტოლობის ორივე მხარისადმი 0კ ელემენტის მიმატებითა და 0-+-ი=ი ტო- 

ლობის გამოყენებით, მივიღებთ: 

0.+-ხ=0,-Lი «0 ი=ი+0-რ- =ხ. 

ამგვარად, 0„=ხ –– ნხ=9ჯ, 

ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ ყოველ ჯ# რგოლს გააჩნია ცალსა- 

ხად განსაზღვრული ელემენტი, რომლის ჯამიც ამ რგოლის 
ნებისმიერ 6 ელემენტთან უდრის ი-ს. ვუწოდოთ ამ' ელემენტს # 

რგოლის ნული და აღვგნიშნოთ. 0 სიმბოლოთი, მის არევას რიცხვ ნულთან 

სერიოზულად არ ვთვლით. ამგვარად 

თ«თ+მ=Cთ ყოველი თ-სათვის 7I-დან, 

შემდეგ, ყოველ რგოლში ნებისმიერი ი ელემენტისათვის 

არსებობს ცალსახად განსაზღგრული შებრუნებული ელე- 

მენტი –ი, რომელი; აკმაყოფილებს 

«–+(–0):-90 
' · 

ტოლობას, სახელდობრ, ეს ელემენტი იქნება 0-6 სხვაობა; (ყალსახობა 

გამოკლების ცალსახობიდან გამომდინარეობს, ცხადია, რომ –(–ი)=0. 
რგოლის ორი ნებისმიერი ელემენტის სხვაობა ხ–-ი შეგვიძლია ახლა 

ხ–თძ=ხ--(-თ) 
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სახით ჩავწეროთ, მართლაც, 

ს+(- ი)+60=ნ4+I-Cთ+9)=ნ+0=). 
რგოლის ნებისმიერი ი ელემენტისათვის და ნების- 

მიერი მთელი დადებითი ჯ რიცხვისათვის ადგილი აქეს 

M(C–ი)ლ–-(ი) 

ტოლობას. მართლაც, შესაკრებთა დაჯგუფებით მივიღებთ: 

I -L 8 (– «)ლ–IIV-L(-–ი))1=# · 0=0. 

ჩვენ მოგვეცა შესაძლებლობა განვსაზღვროთ რგოლის ელემენტის უარ- 

ყოფითი ჯერადები: თუ #->909, მაშინ ერთმანეთის ტოლ I(–ი) და 

– (Iი) ელემენტებს აღვნიშნავთ ( – »)ი-თი. ბოლოს შევთანხმდეთ, რომ ნების- 
მიერი ი ელემენტის ნულოვან 0,ტ ჯერადად ჩავთვლით განხილული 
რგოლის ნულს. ! 

ჩვენს მიერ ნულის განსაზღვრა მოცემულია მხოლოდ შეკრებისა და მისი 
შებრუნებული ოპერაციის დახმარებით, ე. ი, გამრავლების გამოუყენებლად. 

მაგრამ რიცხვთა შემთხვევაში რიცხვ ნულს გამრავლების მიმართაც აქეს ერთი 

დამახასიათებელი და ძალიან მნიშვნელოვანი თვისება, თურმე ეს თვისება 

გააჩნია ნებისმიერი რგოლის ნულს: ნებისმიერ რგოლში ნებისმიერი 
“ელემენტის ნაზრავლი ნულზე ნულის ტოლია. დამტკიცება პირ- 

დაპირ დისტრიბუციის კანონს ეყრდნობა: თუ « არის /, რგოლის ნებისმიერი 
ელემენტი, მაშინ როგორიც არ უნდა იყოს ამ რგოლის დამხმარე ელემენტი 

ჯ მივიღებთ: 

( .0=0(X– 12)=იX –– «X=8. 

თუ გამოვიყენებთ ნულის ამ თვისებას, შეიძლება დამტკიცება, რომ 

ყოველ რგოლშინებისმიერი ძი,ს ელემენტებისათვის სამარ- 

თლიანია 

(–ი)სხ=–იხ 

ტოლობა. მართლაც, 

იხ+(–ი)ნ=|ი-L(–ი))ხ=0 .ხ=0. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ კარგად ცნობილი და მაინც ცოტაოდენ საი- 

დუმლო წესი უარყოფითი რიცხვების გამრავლებისა-– ე მინუსი მინუსზე იძლევა 

პლუსს"--–აგრეთვე რგოლის განმარტებიდან გამომდინარეობს, ე. ი, ნების- 

მიერ რგოლში ადგილი აქვს 

(–ი)( –ხ)=თხ 

ტოლობას. მართლაც), , 

(–ი) (–ნ)=–წი(–:))=–(–ინ)=ინ. 
მკითხველი გაუჭირვებლად დაამტკიცებს, რომ ყოველ რგოლში ნების- 

მიერი ელემენტის ჯერადებისათვის (მათ შორის უარყოფითებისათვისაც) 

სამართლიანი რჩება რაიმე რიცხვის ჯერადზე მოქმედების ყველა წესი. 
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ამგვარად, ნებისმიერ რგოლში ალგებრულ ოპერაციებს აქვთ ბევრი 
ჩვენთვის ჩვეული თვისება ოპერაციებისა რიცხვებზე. მაგრამ არ უნდა ვიფიქ- 

როთ, რომ ყოველი რგოლი ინარჩუნებს რიცხვთა შეკრებისა და გამრავ- 

ლების ნებისმიერ თვისებას. ასე, რიცხვთა გამრავლებას აქვს ზემოთ განხი- 

ლულის შებრუნებული თვისება: თუ ორი რიცხვის ნამრავლი უდრის 

ნულს, მაშინ მამრავლთაგან ერთი მაინც უდრის ნულს. ეს 

თვისება უკვე აღარ შეიძლება გავრცელდეს ნებისმიერ რგოლზე-– ზოგიერთ 

რგოლში შეიძლება მივუთითოთ ნულისაგან განსხვავებულ ელემენტთა ისეთ 

წყვილზე, რომელთა ნამრავლი ნულის ტოლია, ე. ი. «#0, ჩხ #0, მაგრამ 

«ხ=0; ამ თვისებიან «, ხ ელემენტებს ნულის გამყოფებს უწოდებენ. 
ნულის გამყოფებიანი რგოლის მაგალითების პოვნა, ცხადია, არ შეიძ- 

ლება რიცხვით რგოლებში, არ შეიცავს ნულის გამყოფებს არც რიცხვით 

კოეფიციენტებიან მრავალწევრთა რგოლი, მაგრამ ფუნქციათა ბევრი რგოლი 

შეიცავს ნულის გამყოფებს. პირეელყოვლისა, შევნიშნოთ, რომ ფუნქციათა 

ყოველ რგოლში ნული იქნება ფუნქცია, რომელიც + (ვლადის ყოველი მნი- 

შენელობისათვის უდრის ნულს. ავაგოთ ახლა შემდეგი / (») და V(X) ფუნქ- 

ციები, რომლებიც განსაზღვრულია ჯ-ის ყველა ნამდვილი მნიშვნელობისათვის: 

#(2ე=90, როცა Xჯ <0, #(2=5X% როცა 1>9; 

§(:)=», როცა ჯ<:0, –(X)=90, როცა # > 9. 

ორივე ეს ფუნქცია ნულისაგან განსხვავებულია, რადგან მათი მნიშენელობა 
ჯ-ის ყოველი მნიშვნელობისათვის არ უდრის ნულს; ამ ფუნქციების ნამრავლი 

კი ნულის ტოლია, 

რგოლის განმარტებაში შემავალი 1--V თვისებებიდან ყველა ერთნაირად აუცილე- 
· ბელი არ არის. მეცნიერების განვითარება გვიჩვენებს, რომ მაშინ, როცა შეკრების I და II 

თვისებებს და დისტრიბუციის ”–” კაწონს ადგილი აქვს ყველა გამოყენებაში, რგოლის გან. 

მარტებაში გამრავლების III და IV თვისებების შეტანა ხშირად ძალზე შემბოჭველია, რად- 
გან ავიწროვებს ამ ცნების შესაძლო გამოყენების არეს, ასე, #-ური რიგის ნამდეილ ელემენ- 

ტებიან კვადრატულ მატრიცთა სიშრავლე, განხილული მატრიცთა შეკრებისა და გამრავლე- 

ბის ოპერაციებით, აკმაყოფილებს რგოლის განმარტებაში შემავალ ყველა თვისებას, გარდა 

გამრავლების კომუტატურობის კანონისა, არაკომუტატურ გამრავლებას ვხვდებით იმდენად 

ხშირად და ისეთ მნიშვნელოვან შემთხეევებში, რომ ამჟამად ტერმინ „რგოლის" ქეეშ ჩვეუ- 

ლებრივ ესმით არაკომუტატური რგოლი (უფრო ზუსტად, არა აუცილებლად 

კომუტატური რგოლი, გამრავლების შესაძლო არაკომუტატურობის აზრით), ხოლო რგო- 

ლის იმ კერძო ტიპს, რომელშიაც სრულდება III მოთბოვნა, უწოდებენ კომუტატურ 

რგოლს, · · 
დ უკანასკნელ ხანებში იხრდება ინტერესი არაასოციაციურ გამრავლებიანი რგოლებისადმი 

და რგოლის ზოგადი თეორია იგება უკვე როგორც არაასოციაციურ (0. ი. არა აუცილებლად 

ასოციაციურ) რგოლთა თეორია. ასეთი რგოლის უმარტიეესი მაგალითია სამგანზომილებიანი 

ევკლიდის სივრცის ვექტორთა სიმრავლე შეკრებისა და (ანალიზური გეომეტრიის კურსიდან 

ცნობილი) ვექტორთა ვექტორული გამრავლების მიმართ. 

5 

§ 46 ველი 

მსგავსად იმისა, როგორც რიცხვით რგოლთა შორის გამოიყო და იწოდა 

რიცხვით ველებად ის რგოლები, რომლებშიაც შესაძლებელია გაყოფის შეს- 
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რულება (გარდა ნულზე გაყოფისა), ბუნებრივია გავაკეთოთ ეს ზოგად შემ- 
თხვევაშიაც, თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ არავითარ რგოლში 

არაა შესაძლებელი ნულზე გაყოფა გამრავლების მიწართ ნულის 

ზემოთ დამტკიცებული თვისების გამო: ი ელემენტის გაყოფა ნულზე ნიშნავს 
რგოლში ისეთი ჯ ელემენტის პოვნას, რომ 0. ჯ=ი, რაც, როცა ი #90, შეუძ- 
ალებელია, რადგან მარცხენა მხარე ნულის ტოლია, 

შემოვიტანოთ შემდეგი განმარტება: 

რგოლს ეწოდება ველი, თუ იგი შედგება არა მარტო ნულისაგან 
და თუ მასში შესაძლებელია გაყოფა (ამასთან ცალსახად) ყოველ შემთხვევაში, 

გარდა ნულზე გაყოფის შემთხვეკისა, ე. ი, თუ ნებისმიერი თ და ჩ ელემენ- 
ტებისათვის ”-დან რომელთაგან ს განსხვავებულია ნულისა- 

გან, არსებობს ჯ#-ში ისეთი ელემენტი «ი, ამასთან მხოლოდ ერთადერთი, 

რომელიც აკმაყოფილებს ტოლობას ჩი=V. ელემენტი « იწოდება ი და ხ ელე- 

მენტთა განაყოფად და აღინიშნება §(=+ სიმბოლოთი1, 

ველის მაგალითია, ცხადია, ყველა რიცხვითი ველი. რგოლი, რომელიც შემ- 

დგარია ჯ უცნობის მრავალწევრებისაგან ნამდვილი კოეფიციენტებით ან საერ- 

თოდ კოეფიციენტებით რაიმე რიცხვითი ველიდან, არ წარმოადგენს ველს -– 
მრავალწევრთა ნაშთით გაყოფა განსხვავდება, რასაკვირველია, „უნაშთოდ“ გაყო- 

ფისაგან, რომელიც იგულისხმება ველის განმარტებაში. მეორე მხრიე, ადვილი 
დასანახია,, რომ ნამდვილ კოეფიციენტებიანი წილად-რაციო- 

ნალური ყველა ფუნქციის ერთობლიობა (იხ. § 25) იქნება 

ველი, რომელიც შეიცავს მრავალწევრთა რგოლს იმის მსგავსად, როგორც 
რაციონალურ რიცხვთა ველი შეიცავს მთელ რიცხვთა რგოლს. 

ფუნქციათა რგოლებს შორის შეიძლება ველთა ზოგიერთ სხვა მაგალითზე 
მივუთითოთ; მაგრამ ჩეენ მათზე არ გავჩერდებით და გადავალთ სულ სხვა 

სახის მაგალითებზე. . 

ყველა რიცხვითი რგოლი და საერთოდ რგოლები, რომელთაც ჩეენ. 
აქამდე ვიხილავდით, შეიცავს უსასრულოდ ბევრ ელემენტს. მაგრამ არსებობს 

რგოლები და ეელებიც კი, რომელნიც ელემენტთა სასრულო რიდცხეს შეიცავენ. 
სასრული რგოლისა და სასრული ველის უმარტივესი მაგალითები, 

რომელნიც არსებითად გამოიყენებიან მათემატიკის განსაკუთრებულ დარგში-– 

რიცხვთა თეორიაში, შემდეგნაირად აიგება. 

ვიღებთ 1-ისაგან განსხვავებულ ნებისმიერ ნატურალურ # რიცხვს. ი და 
ხნ მთელი რიცხვები იწოდებიან # მოდულით შედარებადებად, 

(#=ხ (წიძძ »), . 

  

“V ველში -გაყოფის ერთადერთობა, ისე როგორც რგოლის განპარტებაში ნაგულის- 

ხმევი გამოკლების ერთადერთობა, სინამდვილეში . შეიძლება გაუპირვეებლად დავამტკიცოთ 

· სხვა მოთხოვნათა დახმარებით, რომლებიც შედიან ველის ან, სათანადოდ, რგოლის განმარ- 
ტებაში,. 
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თუ ეს რიცხვები #»-ზე გაყოფისას ერთი და იმავე ნაშთს იძლევა ე. ი. თუ 

მათი სხვაობა უნაშთოდ იყოფა „-ზე. მთელ რიცხვთა მთელი რგოლი იშლება 

# არათანამკვეთ 

C. C. .." C»-) (1) 

# მოდულით ერთმანეთთან შედარებად რიცხვთა კლასებად, ამასთან 0; კლასი, 

#=0,1,....M-1, შედგება იმ რიცხეებისაგან რომელნიც #-ზე გაყოფისას 

ნაშთში #ს იძლევიან, შესაძლებელია თურმე სრულიად ბუნებრივი წესით 

განვმარტოთ ამ კლასთა შეკრება და გამრავლება. 

ამისათვის ავიღოთ ნებისმიერი (ამასთან არა აუცილებლად განსხვავე- 

ბული) CL) და C; კლასები (1) სისტემიდან. თუ მივუმატებთ CL კლასის ნების- 

მიერ რიცხეს C, კლასის ნებისმიერ რიცხვს, მივიღებთ რიცხეს, რომელიც 

შევს ერთ სრულიად გარკვეულ კლასში, სახელდობრ C,) კლასში, თუ X-+-I1<IV, 

ან CI, კლასში, თუ M-+-7 >). ამას მიეყევართ კლასთა შეკრების 

შემდეგ განმარტებამდე: 

CL C= Cა,ე როცა L+1<V, (23) 

CL“ C= თ I-ც, როცა L+7>V. 

მეორე მხრიე, თუ გავამრავლებთ CV კლასის. ნებისმიერ რიცხვს C/ კლასის 

ნებისმიერ რიცხვზე, მივიღებთ რიცხვს, რომელიც აგრეთვე ძევს სრულიად 

გარკვეულ კლასში, სახელდობრ C, კლასში, სადაც ჯ არის »#/ ნამრავლის 

ჯ/-ზე გაყოფის ნაშთი. ამიტომ ჩვენ ვიღებთ, კლასთა გამრავლების 

ასეთ განმარტებას: ' - 

(+ C=0,, სადაც MI=IM09 –-„, 0 <:7<V7. · (3) 

„ მოდულით ერთმანეთთან შედარებად მთელ რიცხვთა 

კლასების (1) სისტემა იქნება რგოლი (2) და (3) პირობებით 
განმარტებული ოპერაციების მიმართ. მართლაც, რგოლის გან- 

მარტების |-–-V მოთხოვნების სამართლიანობის დადგენა ადვილად შეიძლება 

უშუალო შემოწმებით, მაგრამ იგი გამომდინარეობს აგრეთვე მთელ რიცხვთა 
რგოლში ამ მოთხოვნების სამართლიანობისა და მთელ რიცხვებზე ოპერაციებსა 
და კლასებზე ოპერაციებს შორის კავშირიდან, რომელიც ზემოთაა მითითებული. 

ნულის როლს ასრულებს, ცხადია, კლასი C:, რომელიც შედგება ისეთი რიცხ- 

ვებისაგან, რომლებიც »-ზე უნაშთოდ იყოფიან. C, კლასის, #= 1,-2, ... M--1, 

შებრუნებული იქნება 0»: კლასი. მაშასადამე, კლასთა (1) სისტემაში შეიძ- 

ლება გამოკლების განსაზღვრა, ე. “ი. ეს სისტემა აკმაყოფილებს ყველა მოთ- 

ხოვნას, რომელიც რგოლის განმარტებაში შედის, შევთანხმდეთ, მიღებული 

რგოლი აღვნიშნოთ 27». 

„ თუ # შედგენილი რიცხვია, მაშინ. 2, რგოლს გააჩნია 
ნულის გამყოფები და ამიტომ, როგორც ქვემოთ იქნება ნაჩვენები, არ 

შეიძლება იყოს ველი. მართლაც თუ M=VMI სადაც 1<L<», 1<7<V», 

მაშინ CL და C, კლასები განსხვავდებიან. ნულოვანი Cა კლასისაგან, მაგრამ 

კლასების გამრავლების განმარტების (იხ, (3)) ძალით CI C=C.. ' 
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# (1,33=–0,13987, / (1,311=0,0662923851, 

ამიტომ 

1,3<-თ) <-1,31, 

ე. ი. ჩვენ ვიპოვეთ ი, ფესვის მნიშვნელობა 0,01-ის სიზუსტით. გამოვიყენოთ ახლა ამ :5:ლი 

საზღვრებისათვის წოფივი ინტერპოლაციის მეთოდი: 

1,31 .(––<0,13987)––1,3 · 0,0662923851 
ი= = 

–-0,13987-–0,0662923851 

= -5.26940980063 _ 1 ვენ678 
0,2061623851 

  

გამოვიყენოთ ამავე საზღვრებისათვის ნიუტონის მეთოდი, ამასთანავე უნდა დავუ92:C 

ძა=1,31. რადგან 
ჩ' (1,31)=20,92822405, 

ამიტომ 

0,0662923851  27,3496811204 

20,928221ი7- 20,92822405 
  ძ=1,31 –– =1,30683... 

ამგვარად, . 

1,30678 <= თ, <= 1,30684 ! 
და ამიტომ, თუ დავუშვებთ, რომ C,) =1,30681, მოგვივა 0,00003-ზხე ნაკლები შეცდომა. 

ჩვენ აქამდე არ გვიჩეენებია, რომ ზევით გადმოცემული მეთოდები ნამ- 
დვილად იძლევა საშუალებას გამოვთვალოთ ფესეი ნებისმიერი სიზუსტით, 

ე. ი. არ დაგვიმტკიცებია ამ მეთოდების კრებადობა. დავამტკიცოთ ეს ნიუ- 

ტონის მეთოდისათვის მაინც. 

ვთქვათ, როგორც ზემოთ, / (:) მრავალწევრის მარტივი თ ფესვი მოთავ- 

სებულია (თ, ხ) მონაკვეთში, რომელიც ისეა ამორჩეული, როგორც. ეს აუცი- 

ლებელია. ნიუტონის მეთოდის გამოსაყენებლად. აქედან, კერძოდ, გამომდი- 

ნარეობს ისეთი დადებითი 4 და #8 რიცხვების არსებობა, რომ ყველგან 

(თ, ხ) მონაკვეთზე 

| (2) | > 4, I /” (2) | < 8. (LI. 
შემოვიღოთ აღნიშვნა 

ი 8. 
2-4 

და დავუშვათ, რომ 

C(ე(ნ– «<1. (4) 

ამ უტოლობის შესასრულებლად, შეიძლება თ ფესვის (თ, ხ) საზღვრების უფრო 

ვიწრო საზღვრებით შეცვლა; მაგრამ ეს არ დაარღვევს (3) უტოლობათა სა- 

მართლიანობას. დაე, თე იყოს თ, ხ სახლვრებიდან ის, რომელშიც უნდა გა- 

მოვიყენოთ ნიუტონის მეთოდი. (2). ფორმულის თანახმად ჩვენ მივიღებთ = 

ფესვის მიახლოებით მნიშვნელობად თანმიმდევრობით თ), თე,..., თL,.., რიცხვებს, 

რომლებიც (თ, ს) მონაკვეთში მდებარეობენ და დაკავშირებული არიან ერთ- 

მანეთთან 
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თხ-==((L 1–- L(თ- ა). #= 1, 2, ... (5) 

/ (იI-1) ” 
ტოლობებით,. 2 

დაე 
ვ თ=(L+/ჩხ #=0,1, 2... (6) 

აშინ 

0=/ ()=/ («0 -I-#V/ (რ)–- ი /”” რ, + ზჩა, 

სადაც 0–=0<1, რადგან /" (ი) #0, (თ, ხ) მონაკვეთზე დადებული პირო- 

ბის თანახმად. ამიტომ, თუ მხედველობაში მივიღებთ (9 და (6)-ს, მივიღებთ 

/#'./" ((C-+ სჩ.) _ თ. (ი 

თნ ჩდ. ი! ით ა სრონდ)ებერავიი 
Iს. ,I=–#7, |) დს > = CM), #=0, 1, 2,... 

ამგვარად / რა 4 

| ჩ-ს 1–ლ CM. <0, , < 07, <...< 0: 1-) ც.ბ 

ან, რადგან | #ე | = | თ–ძა| <ხ--ი, 

| M.-, | < 0 '1(C(ნ – ი)I",, L=0, 1, 2,... (7) 
აქედან (4) პირობის თანახმად გამომდინარეობს, რომ /#, სხვაობა თ 

ფესვსა და მის #, მიახლოებით მნიშვნელობას შორის, რო- 

მელიც მიღებულია ნიუტონის მეთოდის თანმიმდევრობითი 

გამოყენებით, ნულისკენ მიისწრაფვის #-ს ზრდის დროს, 

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა, 
აღვნიშნოთ, რომ (7) ფორმულა შეფასებას აძლევს (L+1) ნაბიჯის 

ცდომილებას, რაც მნიშვნელოვანია, თუ ნიუტონის მეთოდი მარტო გა- 

მოიყენება და არა წრფივი ინტერპოლაციის მეთოდთან კომბინაციაში, 

მიახლოებითი გამოთვლის თეორიის კურსებში მკითხეელს შეუძლია 

გაეცნოს ზემოთ გადმოცემული მეთოდებით გამოთელების უფრო რაციონალური 

განლაგების საშუალებებს, რომლებიც აადვილებენ მათ გამოყენებას. ამავე 

კურსებში შეიძლება ნახოს ფესვთა მიახლოებითი გამოთვლის ბეერი სხვა 

მეთოდის აღწერა. მათ შორის ყველაზე უფრო სრულყოფილია ლობაჩევ ს. 

კის მეთოდი (რომელსაც ხანდახან შეცდომით გრეფეს მეთოდს უწოდებენ). 
ეს მეთოდი საშუალებას გვაძლევს ერთად ვიპოვნოთ ყველა ფესვის მიახლოე- 

ბითი მნიშვნელობა, მათ შორის კომპლექსურისაც, თანაც არ მოითხოვს ფეს- 

ვების წინდაწინ გამოყოფას; მაგრამ იგი დაკავშირებულია ძალზედ რთულ 

გამოთვლებთან, ამ მეთოდს საფუძვლად უდევს. ქვემოთ % 11 თავში განხი- 

ლული სიმიტრიულ. მრავალწევრთა თეორია. . 
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თავჭი მეათე 

ველები და მრავალწევრები 

§ 48. რიცხვითი რგოლები და ველები 

კურსის წინა განყოფილებებში მასალის გადმოცემისას ხშირად ჩვენ გან- 

ვიხილავდით ან ნებისმიერ კომპლექსურ რიცხვებს, ან მხოლოდ ნამდვილ 

რიცხვეს და თან აღვნიშნავდით, რომ მიღებული შედეგები სამარ- 

თლიანი რჩებოდა მხოლოდ მაშინ, თუ შემოვიფარგლებოდით ნამდვილი 

რიცხვებით (ან, შესაბამისად, რომ ისინი სიტყვასიტყვით გადაიტანებოდნენ 

ნებისმიერ კომპლექსურ რიცხვთა შემთხვევაზე) როგორც წესი, ყველა ამ 

შემთხეევაში შეგვეძლო შეგვენიშნა რომ გადმოცემული თეორია მთლიანად 

შეინახებოდა იმ შემთხვევაშიც კი თუ მხოლოდ რაციონალურ რიცხვებს განვი- 

“ -„ხილავდით. დადგა დრო ვაჩვენოთ მკითხველს ამ პარალელიზმის ჭეშმარიტი 

მიზეზი, გადმოვცეთ შემდეგი მასალა მისთვის დამახასიათებელ ბუნებრივ ზო- 

გადობაში, ე. ი. საერთოდ მიღებულ ალგებრულ ენაზე. ამ მიზნით შემოვიღოთ 

ველის ცნება და, . ·აგრეთვე, უფრო ვრცელი –– რგოლის ცნება, რომელიც 

ჩვენს კურსში მხოლოდ დამხმარე როლს ასრულებს. 

ცხადია, რომ ყველა კომპლექსურ, ყველა ნამდეილ და ყველა რაციონა- 

ლურ რიცხვთა სისტემებს, ისეეე როგორც ყველა მთელ რიცხვთა სისტემას 

აქვსის საერთო თვისება, რომ ყოველ მათგანში არა მარტო 

შეკრება და გამრავლება, არამედ გამოკლებაც შეიძლება 
„შესრულდეს ამ სისტემიდან გამოუსვლელად. აღნიშნული 

რიცხვითი სისტემების ეს თვისება განასხვავებს მათ, მაგალითად, მთელ და- 

დებით ან ნამდვილ დადებით რიცხვთა სისტემებისაგან. 

კომპლექსურ ან, კერძოდ, ნამდვილ რიცხვთა ყრვეელ სისტემას, რომელიც 
შეიცავს თავისი ორი ნებისმიერი რიცხვის” ჯამს, სხვაობას და ნამრავლს, 
ეწოდება რიცხვითი რგოლი. ამგეარად, ყველა მთელ, რაციონალურ, 

ნამდვილ “და კომპლექსურ რიცხვთა სისტემა წარმოადგენს რიცხვით რგოლს. 

მეორე მხრივ, დადებით რიცხვთა არავითარი სისტემა არ იქნება რგოლი, 

რადგან თუ ძ და ხნ ორი სხვადასხვა დადებითი რიცხვია, მაშინ ან #--ხ ან 

სხ -–– 6 უარყოფითია. უარყოფით რიცხვთა არავითარი სისტემაც არ იქნება 
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რგოლი, თუნდაც იმიტომ რომ ორი უარყოფითი რიცხვის ნამრავლი დადე- 
ბითია, 

რიცხვითი რგოლები სულაც არ ამოიწურება ზემოთ განხილული ოთხი 
მაგალითით, მითითებული იქნება ზოგიერთი სხვა მაგალითიც, ამასთანავე 
იმის შემოწმებას, რომ რიცხვთა განხილული სისტემა ნამდვილად რგოლია, 
ყოველთვის მივანდობთ მკითხველს. 

ლუწი რიცხვები შეადგენენ რგოლს; საერთოდ, ყოველი ნატურალური 

M-ისათვის ერთობლიობა “რიცხვებისა რომელნიც უნაშთოდ იყოფიან #-ზე, 
იქნება რგოლი. კენტი რიცხვები რგოლს: არ შეადგენენ, რადგან ორი კენტი 

რიცხვის ჯამი ლუწია. 

რგოლი იქნება რაციონალურ რიცხვთა'ერთობლიობა, რომელთა შეუკვე- 
ცადი წილადის სახით ჩაწერის მნიშვნელი იქნება 2-ის რომელიმე ხარისხი; 

ამ ერთობლიობას ეკუთვნის, კერძოდ, ყველა მთელი რიცხვი, რადგან მათ 

შეუკვეცად ჩანაწერს მნიშვნელად აქვს 1, ე. ი. ორი ნულ ხარისხში, ამ მაგა- 
ლითში 2-ის ნაცვლად შეიძლება, რასაკვირველია, ავიღოთ ნებისმიერი მარ- 

ტივი რიცხვი #. საერთოდ, თუ ავიღებთ მარტივ რიცხეთა ნებისმიერ სიმ- 

რავლეს, სასრულოს ან უსასრულოსაც კი, და თუ განვიხილავთ რაციონალურ 
რიცხვთა სისტემას, რომელთა შეუკვეცადი ჩაწერის მნიშვნელი იყოფა მხოლოდ 

აღებული სიმრავლის მარტიე რიცხეებზე, ჩვენ მივიღებთ აგრეთვე რგოლს. 

მეორე მხრივ, რაციონალურ რიცხვთა ერთობლიობა, რომელთა შეუკეეცადი 

ჩაწერის მნიშვნელი არ იყოფა არავითარი მარტივი რიცხვის კვადრატზე, არ 
იქნება რგოლი, რადგან რიცხეთა აღნიშნული თვისება არ ინახება გამრავ- 

ლების შემდეგ. 
გადავდივართ რიცხვითი რგოლების მაგალითებზე, რომელნიც არ შე- 

დიან მთლიანად რაციონალურ რიცხვთა რგოლში. 

ი+ხM2”' (აჰ) 
სახის რიცხვთა ერთობლიობა, სადაც « და ჩ ნებისმიერი “რაციონალური 

“რიცხვებია, იქნება რგოლი. ამ რგოლს ეკუთვნის, კერძოდ, ყველა რაციო- 

ნალური რიცხვი (როცა. ჩ=0), აგრეთვე რიცხეი M/” 2 (როცა თ =0, §=1). 

ჩვენ მივიღებდით რგოლს მაშინაც, თუ შემოვიფარგლებოდით (1) სახის რიც- 

ხვებით მთელი კოეფიციენტებით თ, ს. ამ მაგალითებში შეიძლება, რასაკვირ- 

ველია, |/ 2. რიცხვის მაგივრად აგვეღო |/ 3 ან IV 5 და ა. შ. 

„ ნებისმიერი: რაციონალური: (ან პარტო მთელი) ი,ხ კოეფიციენტებიანი 
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_ (“–- სი > 2 (2 

· ვ 

სახის რიცხვთა სისტემა არ იქნება რგოლი, რადგან // 2 რიცხვის · თავის 

თავზე წამრავლი არ შეიძლება, როგორც: ადვილი შესამოწმებელია, ჩაიწეროს 

(2) სახით?. მაგრამ ნებისმიერი იხ რაციონალურ კოეფიციენტებიანი 

ე მართლაც ვთქვათ 
8 
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«+-90C2 +624 თ) 
სახის რიცხვების სისტემა უკვე რგოლი იქნება, იგივეს ექნება ადგილი თუ 

შემოვიფარგლებით მთელ კოეფიციენტებიანი შემთხვევით. 

განვიხილოთ ახლა ყველა ნამდვილი რიცხვი, რომელიც შეიძლება მიღე- 

ბულ იქნეს შეკრების, გამრავლების და გამოკლების ოპერაციის რამოდენი- 

მეჯერ ჩატარებით მკითხველისათვის კარგად ცნობილ X რიცხვსა და რომე- 

ლიმე რაციონალურ რიცხვს შორის. ესენი იქნებიან რიცხეები, რომელნიც 

შეიძლება შემდეგნაირად ჩაიწერონ 

–-. რ 
სადაც თა, თ), თე ·-·ი„ რაციონალური რიცხვებია, # > 0. აღვნიშნოთ, რომ 

არავითარ რიცხვს არა აქვს (4) სახის ორი სხვადასხვა ჩაწერა. წინააღმდეგ 

შემთხვევაში, თუ ავიღებთ ორი ასეთი -ჩაწერის სხვაობას, მივიღებთ, რომ 

რიცხვი X აკმაყოფილებს რომელიმე განტოლებას რაციონალური კოეფიცი- 

ენტებით; მაგრამ მათემატიკური ანალიზის მეთოდებით მტკიცდება, რომ » 

არ შეუძლია დააკმაყოფილოს სინამდვილეში არც ერთი განტოლება რაციო- 

ნალური კოეფიციენტებით, ე. ი. არის ტრანსცენდენტული რიცხვი. თუმცა 

ამ შედეგის გამოუყენებლად, ე. ი. იმის დაუშვებლად, რომ (4) სახის რიცხვის 

ჩაწერა ცალსახაა, მაინც შეიძლება ჩვენება, რომ (4) სახის რიცხვები შეადგე- 
ნენ რგოლს. 

რგოლი იქნება აგრეთვე ერთობლიობა რიცხვებისა, რომელნიც მიიღებიან 

# რიცხვისა და რაციონალური რიცხვებისაგან შეკრების, გამრავლების, გამოკ- 

ლებისა და გაყოფის ოპერაციების მეშვეობით, რომლებიე რამდენიმეჯერაა მოხ–- 

მარებული. დასამტკიცებლად არ არის აუცილებელი მოვძებნოთ განხილული 

რიცხვებისათვის რაიმე სპეციალური კარგი ჩაწერა. (თუმცა იგი შეიძლება 

მოინახოს): თუ თ და 8 რიცხვები მიღებული არიან X-სა და რაციონალური 

8 

სადაც თ და ბ რაციონალურებია. თუ ამ ტოლობის ორივე ნაწილს გავამრავლებთ M 2 -ზე 

მივიღებთ: 

8 მ __ 
2=6V 24 4. 

თუ ჩავსვამთ აქ (2') გამოსახულებას _ჯ 4 -ისათვის, აშკარა გარდაქმნების შემდეგ მივიღებთ 

ტოლობას · 

' C+VM) (7. 2 =2--ინ. (2) 
თუ.ძ + ახ? #90, მაშინ 

2 : _ _ 2-9. 
5 თ-LV2 , 

რაც შეუძლებელია, რადგან მარჯვნივ დგას ი რაციონალური რიცხვი. თუკი თ-L#? =0; მაშინ, 

(2”) გამო, და 2––ის =0, ამ ორი ტოლობიდან გამომდინარეობს §2=--2,. "რაც ისევ შეუძლე- 

ბელია ხ რიცხვის რაციონალობის გამო. 
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რიცხვებისაგან აღნიშნული ოპერაციებით, მაშინ იგივეა სამართლიანი, გახა- 

გებია, თ+8, თ– 8, თვ რიცხვებისათვისაც, აგრეთვე (როცა 8#0) + რიცხ- 

ვისათვისაც. , 

ბოლოს, თუ ავიღებთ ნებისმიერი თ, ჩ რაციონალურ კოეფიციენტე- 

ბიანი თ+/#L კომპლექსური რიცხვების ერთობლიობას, მივიღებთ რგოლს; 

იგივეს ექნება ადგილი თუ შემოვიფარგლებით მთელი ი,ნ კოეფიციენ- 

ტებით. · 

განხილულ მაგალითებს არ შეუძლიათ მოგვცენ სრული წარმოდგენა თუ 
რამდენად მრავალგვარია რიცხვითი რგოლები, მაგრამ ჩვენ ჯერჯერობით არ 

გავაგრძელებთ მაგალითების სიას და გადავალთ რიცხვითი რგოლების ერთი 

სპეციალური და ძალიან მნიშვნელოვანი ტიპის განხილვაზე. რასაკვირველია, 

ვიცით, რომ ყველა რაციონალურ, ყველა ნამდვილ და ყველა კომპლექსურ 
რიცხვთა სისტემებში შეიძლება შეუზღუდავად ეაწარმოოთ გაყოფა (გარდა 
ნულზე გაყოფისა), მაშინ როცა მთელ რიცხვთა გაყოფას გამოევყავართ ამ 

რიცხვთა სისტემიდან. აქამდე ჩვენ ყურადღებას არ ვაქცევდით ამ განსხვავე- 

ბას, სინამდვილეში კი ის ძალიან მნიშვნელოვანია და მივყავართ შემდეგ 

განმარტებამდე. 

რიცხვით რგოლს ეწოდება რიცხვითი ველი, თუკი მისი ორი 
ნებისმიერი რიცხვის განაყოფი (გამკოფი იგულისხმება, რასაკვირველია, ნუ- 

ლისაგან განსხვავებულად) მასვე ეკუთვნის. მაშასადამე, შეიძლება ვილაპარა- 
კოთ რაციონალურ რიცხვთა ველზე, ნამდვილ რიცხვთა ველზე, კომპლექსურ 

რიცხვთა ველზე, მაშინ როცა მთელ რიცხვთა რგოლი არ არის ველი. 

რიცხვითი რგოლების ზემოთ განხილული ზოგიერთი მაგალითი სინამ- 

დვილეში ველია თავდაპირველად აღვნიშნოთ, რომ არ არსებობენ რაციო- 

ნალურ რიცხვთა ველისაგან განსხვავებული და მთლიანად მასში შემავალი 
რიცხვითი ველები (მარტო ნულისაგან შემდგარ სისტემას არ ჩავთვლით 

ველად). სამართლიანია შემდეგი უფრო ზოგადი დებულებაც: 

რაციონალურ რიცხეთა ველი მთლიანად შედის ყო- 

ელ რიცხვით 89.) 

მართლაც ვთქვათ, მოცემულია რაიმე რიცხვითი ეელი, რომელსაც 

ჩვენ ავღნიშნავთ X ასოთი. თუ « არის #X ველის ნულისაგან განსხვავებული 

ნებისმიერი რიცხვი, მაშინ »X· შეიცავს თ რიცხვის თავის თაეზე განაყოფსაც, 

ე. ი. რიცხვ ერთიანს. თუ შეეკრებთ ერთიანს თავის თავთან რამდენიმეჯერ, 
მივიღებთ, რომ ყველა ნატურალური რიცხვი შედის # ველში. მეორე მხრივ, 

# ველი უნდა შეიცავდეს თ დ სხვაობას, ე. ი. რიცხვ „ნულს, და ამიტომ 

#-ს ეკუთვნის ნულისაგან ნებისმიერი ნატურალური რიცხვის გამოკლების 
შედეგი, ე. ი. ნებისმიერი მთელი უარყოფითი რიცხვი. დაბოლოს, #X ველში 

შედის მთელ რიცხვთა განაყოფებიც, ე. ი. საერთოდ ყველა რაციონალური 
რიცხვი. 

კომპლექსურ რიცხვთა ველი შეიცავს ბევრ სხვადასხვა ველს, და რაციო- 

ნალურ რიცხვთა ველი იქნება მათ შორის მხოლოდ უმცირესი. ამგვარად, 

· ზემოთ განხილული ! 
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თ–+ს/ 2. (5) 
სახის რიცხვთა რგოლი ნებისმიერი რაციონალური (და არა მარტო 
მთელი) კოეფიციენტებით ი, ს იქნება ველი. მართლაც), განვიხილოთ (5) სახის 

ორი რიცხვის, 2 -+-# წ. 2. 2 და ი+ძშV/ 2, განაყოფი, ამასთან მეორე რიცხვი 
ნულისაგან განსხვავებულად ჩავთვალოთ; მაშასადამე, ნულისაგან განსხვავდება 

6-– ძM/ 2 რიცხვიც, და ამიტომ 

«+ხM/ 2 _ (ი+ხM 2)(ი-–-ძ/ 2) _ 

ი+/ი/ 2 (ი-+ძI 2)(6--ძI 2) 
#6--2ხძ ხი– იძ „-–-- 
=-– _აეაებებეს“––_ 2 

(1--207ქ + ე" 20! “ 

ჩვენ ისევ მივიღეთ (5) სახის რიცხვი, ამასთან კოეფიციენტები რაციო- 

ნალური რჩება. გასაგებია, რომ ამ მაგალითში I“ 2. რიცხეი შეიძლება შეი- 
ცვალოს ნებისმიერი რაციონალური რიცხვის კვადრატული ფესვით, რომლის: 

განაც არ ამოიღება კვადრატული ფესვი თვით რაციონალურ რიცხვთა ველში.. 

ამრიგად, #–+-#ჩ სახის რიცხვები რაციონალურ V, ხ-თი შეადგენენ ველს. 

ჯ 41. რგოლი 

მათემატიკის სხვადასხვა დარგში, აგრეთვე ტექნიკასა და ბუნებისმეტ- 

ყველებაში მათემატიკის გამოყენებისას საკმაოდ ხშირად ვხვდებით ისეთ მდგო- 

მარეობას, როდესაც ალგებრული ოპერაციები წარმოებენ არა რიცხვებზე, 

არამედ სულ სხვა ბუნების ობიექტებზე. ასეთი მაგალითების დიდი რიცხვის 

პოვნა შეიძლება წიგნის წინა თავებში – მოგაგონებთ მატრიცთა გამრავლებასა 

და შეკრებას, ვექტორთა შეკრებას, ოპერაციებს მრავალწევრებზე, ოპერაციებს 

წრფივ გარდაქმნებზე.ე ალგებრული ოპერაციის ზოგადი განსაზღერა, 

რომელსაც აკმაყოფილებენ რიცხვით რგოლებში შეკრებისა და გამრავლების 

ოპერაციები, აგრეთვე ოპერაციები მითითებულ მაგალითებში, შემდეგში მდგო- 

მარეობს, 

: ვთქვათ მოცემულია რაიმე სიზრავლე //, შემდგარი ან რიცხვებისაგან, 

ან გეომეტრიული ბუნების ობიექტებისაგან, საერთოდ რაიმე საგნებისაგან, 

რომლებსაც ჩეენ ვუწოდებთ ამ სიმრავლის გლემენტებს. ამბობენ, რომ 

# სიმრავლეში განსაზღვრულია ალგებრული ოპერაცია, თუ 

მითითებულია კანონი რომლის მეშვეობითაც ელემენტების ნებისმიერ 

«, ხ წყვილს ამ სიმრავლიდან ცალსახად შეესაბამება (შეუსაბამდება) 

რაიმე მესამე ელემენტი ი, რომელიც აგრეთვე 7I-ს ეკუთვნის, ამ ოპერაციას 

შეიძლება დაერქვას შეკრება და მაშინ ი-ს ეწოდება თ და ჩნ ელემენტების 

ჯამი და აღინიშნება სიმბოლოთი 6=0ი+ჩ; ამ ოპერაციას შეიძლება ეწოდოს 

გამრავლება, -ე. ი. 0 იქნება თ და ხ ელემენტების ნამრავლი, ი=იჩ; 

ბოლოს, შესაძლებელია, რომ #/ სიმრავლეში განმარტებული_ ოპერაციისათვის 

შემოღებულ იქნეს ახალი ტერმინოლოგია და სიმბოლიკა. 
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ყოველ რიცხვით რგოლში განმარტებულია ორი დამოუკიდებელი ოპე- 

რაცია-- შეკრება და გამრავლება, რაც შეეხება გამოკლებასა და გაყოფას, ეს 
მოქმედებები არ შეიძლება ჩავთვალოთ ახალ ოპერაციებად, რადგან ისინი 

შესაბამისად შეკრებისა და გამრავლების შებრუნებული მოქმედებები არიან, 

თუ მივიღებთ შებრუნებული ოპერაციის შემდეგ საერთო განმარტებას. 

ვთქვათ # სიმრავლეში განმარტებულია ალგებრული ოპერაცია, მაგა- 

ლითად შეკრება. ამბობენ, რომ ამ ოპერაციისათვის არსებობს 

შებოუნებული ოპერაცია-–გამოკლება, თუ თი, ნ ელემენტების ნების- 

· მიერი წყვილისათვის 7I-დან არსებობს M-ში ისეთი ელემენტი ძ, ამასთან 
მხოლოდ გრთადერთი, რომელიც აკმაყოფილებს #+ძ=ძთ ტოლობას; მაშინ 

ელემენტ ძ-ს ეწოდება თ და ჩ ელემენტების სხვაობა და აღინიშნება 4=6–წჩ 
სიმბოლოთი, 

რიცხვით ველებში შებრუნებული ოპერაცია გააჩნია, ცხადია, როგორც 

შეკრებას, ისე გამრავლებას (უკანასკნელი, მართალია, შეზღუდულია: გამყოფი 

უნდა განსხვავდებოდეს ნულისაგან), რიცხვით რგოლებში კი, რომლებიც არ 

არიან ველები (როგორც, მაგალითად, მთელ რიცხვთა რგოლში), შებრუნე- 

ბული ოპერაცია გააჩნია მხოლოდ შეკრებას. 

: მეორე მხრივ, თ უცნობის ყველა მრავალწევრთა სისტემაში, რომელთა 

კოეფიციენტებიც ეკუთვნიან ფიქსირებულ რიცხვით Xჯ ველს, განმარტებულია, 

აგრეთვე, ორი ოპერაცია-– შეკრება და გამრავლება, ამასთან შეკრებას გააჩნია 
შებრუნებული ოპერაცია–-გამოკლება. : 

· რიცხვით რგოლებშიაც ღა მრავალწევრთა სისტემაშიც შეკრებისა და 

გამრავლების ოპერაციებს, როგორც „ცნობილია, აქვთ შემღეგი თვისებები 

(თ, ხ, -––– ნებისმიერი რიცხვებია განხილული რიცხვითი რგოლიდან ან ნების- 

მიერი მრავალწევრებია განხილული სისტემიდან):. 

I. შეკრება კომუტატტრია: ის” ს–+რ. 
1I. შეკრება ასოციაციურია: «-+(ნ§+Lი =(C-Lხ)-L«- 

11I. გამრავლება კომუტატურია: იხ=ხი, 7 
. გამრავლება ასოციაციურია: დIხ0) = (ძხ)ი. 

V. შეკრება და გამრავლება დაკავშირებულნი არიან დისტრიბუცითზ. 

კანონით: 

(ი 2ემი=#00+ ხი. 
(((64C)=(06+C0 

ჩვენ უკვე მომზადებულნი (529) #გრლის“ ცნების, ალგებრის ერთ-ერთი 

მნიშვნელოვანი ცნების, ზოგადი განსაზღვრისათვის. 

# სიმრავლეს ეწოდება რგოლი, თუ მასში განმარტებულია ორი ოპე- 

რაცია-–-შეკრება და გამრავლება, ორიეე კომუტატური და ასოციაციური, და- 

კავშირებულნი, აგრეთვე, დისტრიბუციის კანონით, ამასთან შეკრებას აქვს .შებ- 

რუნებული. ოპერაცია – გამოკლება. 

· ამგვარად, რგოლის მაგალითებია რიცხვითი რგოლები და ჯ უცნობის 

მრავალწევრთა რგოლები კოეფიციენტებით მოცემული რიცხვითი ველიდან 

ან მოცემული რიცხვითი რგოლიდანაც კი, მივუთითოთ კიდევ ერთ მაგალითზე, 

რომელიც კარგად ამჟღავნებს რგოლის ცნების სიფართოვეს. 

       
     

; (ყომჟთმიე რ ” 
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თუკი M მარტივი რიცხვია, მაშინ 2. რგოლი ველი 
იქნება. 

მართლაც, ვთქვათ მოცემულია 0, და C» კლასები, ამასთან C, # Cი, 

ე. ი. 1<#<7M-–-1. უნდა ვაჩვენოთ, რომ შეიძლება (0, გავყოთ C»-ზე, ე. ი. 
ვიპოვოთ ისეთი C, კლასი, რომ C,. C,=0». თუ 0»=C-, მაშინ C,=Cა: 

თუკი 0» # Cა მაშინ განვიხილოთ 

ჩხ, 2ხ, 3ჩ, ..., –6–-1)L (4) 
რიცხეთა სისტემა. ყველა ეს რიცხვი ნულოვან Cკ) კლასს გარეთა ძევს, რად- 

გან ორი, მარტივ » რიცხეზე ნაკლები ნატურალური რიცხვის ნამრავლი არ 

შეიძლება #-ზე გაიყოს. შემდეგ. არავითარი ორი #+«ჯ და IL რიცხვი (4) სის- 

ტემიდან, (ჯ < /, არ შეიძლება იყოს ერთ კლასში, რადგან მაშინ მათი 

#ს-- +L=(CI -– +# 

სხვაობა გაიყოფოდა #ჯ-ზე, რაც ისევ # რიცხვის სიმარტივეს ეწინააღმდეგება. 

ამგვარად, ყოველ არანულოვან კლასში ძევს ზუსტად ერთი რიცხვი (4) სის- 

ტემიდან. კერძოდ, C,, კლასში ძევს რიცხვი /,, სადაც 1 <:7<M-–1, ე, ი. 

C · C-=Cი, მაშინ კი C; კლასი იქნება საძიებელი განაყოფი 0),უ-ისა C#-ზე. 

ამგვარად, ჩვენ მივიღეთ უსასრულოდ ბევრი სხვადასხვა სასრულო ველი: 

ველი 27), რომელიც მხოლოდ ორი ელემენტისაგან შედგება, აგრეთვე ველები 

..– 
გადავდივართ ველთა ზოგიერთი თვისების განხილვაზე, რომე- 

ლიც გამომდინარეობს გაყოფის არსებობიდან. ეს თვისებები ანალოგიურია 

რგოლის თვისებებისა, რომელნიც ეყრდნობიან გამოკლების არსებობას, და 
მტკიცდება ისეთივე მსჯელობით, ამიტომ დამტკიცების ჩატარებას ვანდობთ 

მკითხველს. 

ყოველ ჯველს აქვს ცალსახად განსაზღვრული ელემენ- 
ტი, რომლის ნამრავლი ამველის ნებისმიერ კ ელემენტზე 

უდრის თ-ს, ეს ელემენტი, რომელიც ემთხვევა ერთმანეთის ტოლ განაყო- 

ფებს + ყოველი ძ«-სათვის, იწოდება #» ველის ე რთეულად და აღინიშნება 

1 სიმბოლოთი. ამგვარად, 

“რი. 1=ძ ყველა თი-სათვის X#-დან. 

ყოველ ველში ნულისაგან განსხვავებულ ნებისმიერ 

ი ელემენტისათვის არსებობს ცალსახად განსაზღვრული 

შებრუნებული ელემენტი ი“), რომელიც აკმაყოფილებს 
ი 1-1 

ტოლო ბას, სახელდობრ 0-1 = – · ცხადია, რომ (თ “))-1=0. განაყოფი 

L2 შეგვიძლია ჩავწეროთ ახლა 
ი 

: ხ 
–=ხ 1 
ი 

სახით. 
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ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი ძ ელემენტისათვის და ნებისმიერი 

მთელი დადებითი გ რიცხვისათვის ადგილი აქვს 

(ე!) = (ი")“ 1 

ტოლობას, თუ ამ ერთმანეთის ტოლ ელემენტებს აღვნიშნავთ ი””-ით, მივი- 

ღებთ ველის ელემენტის უარყოფით ხარისხებს, რომელთათვისაც 

შენარჩუნებულია მოქმედების ჩვეულებრივი წესები, ბოლოს, დავუშვათ ი9=1 

ყველა ძ« სათვის. 

ერთეულის არსებობა არ არის ველის დამახასიათებელი თვისება: ერთე- 

ული გააჩნია, მაგალითად, მთელ რიცხვთა რგოლს. ამასთანავე, ლუწ რიცხვთა 

რგოლის მაგალითი გვიჩვენებს, რომ ყოველ რგოლს არა აქვს ერთეული. 

მეორე მხრივ, ყოველი რგოლი, რომელსაც აქვს ერთეული და 

რომელშიც არის ნულისაგან განსხვავებული ნებისმიერი 

ელემენტის შებრუნებული ელემენტი, იქნება ველი. მართლაც), 

ამ შემთხვევაში განაყოფი 0 (#70, იქნება ხი“1 ნამრავლი. ამ განაყოფის 
თ 

ერთადერთობა ადვილად მტკიცდება. · . 

შევნიშნოთ, რომ არავითარიველიარ შეიცაეს ნულის გამ- 

ყოფებს. მართლაც, ვთქეათ 06=0, მაგრამ ი # 0. თუ გავამრავლებთ ტო- 

ლობის ორივე მხარეს «“! ელემენტზე, მივიღებთ მარცხნივ (თ“10)ხ =1 · ნ=ჩ. 

მარჯვნივ კი თ“1-0=0, ე. ი. ხ=0. აქედან გამომდინარეობს, რომ ყოველ 

ველში ნებისმიერი ტოლობა შეგვიძლია შევკვეცოთ.ნული- 
საგან განსხვავებულ საერთო მამრავლზე. მართლაც), თუ თ6= 

=M0 და 0 #0, მაშინ (ი ––ჩ)თ2=0, საიდანაც თ-- ხ=0, ე. ი. თ=Vჩ. 

+ (სადაც ხ # 0) განაყოფის განმარტებიდან და მისი «ხ“1 ნამრავლის 

სახით ჩაწერის ზემოთ დამტკიცებული შესაძლებლობისაგან დაუბრკოლებლივ 

შეიძლება გამოვიყვანოთ, რომ ნებისმიერ ველში შენარჩუნებულია 

წილადებზე მოქმედების ყველა ჩვეულებრივი წესი, სახელ- 
დობრ: 

+ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა თძ=Mი; 

  

06 _ იძძ1 ნი - 

ძ ი ” 

ი 6 00. 

ხ ძ ჩი 

++ 
ხ 

- 

ველის მახასიათებელი. რიცხვთა ველების ყეელა თვისება არ ინახება 

ნებისმიერი ველის შემთხვევაში. ასე, თუ მივუმატებთ 1 რიცხვს თავის თავს 

რამდენიმეჯერ, ე. ი. თუ ავიღებთ ერთეულის მთელ დადებით ჯერადს, ჩვენ 
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არასდროს არ მივიღებთ ნულს, და საერთოდ ყველა ეს ჯერაღები, ე. ი. ყეე- 

ლა ნატურალური რიცხეები, ერთმანეთისაგან განსავავებულია. თუკი ავიღებთ 

ერთეულის მთელ ჯერადებს რაიმე სასრულო ეგელში, მაშინ მზათ შორის აუცი- 

ლებლად იქნება ტოლები, რადგან ამ ველს ელემენტების მხოლოდ სასრულო 

რაოდენობა აქვს. თუ # ველის ერთეულის ყველა მთელი ჯერადი # ველის 

განსხვავებული ელემენტია, ე. ი. #1 #7 71, როცა # #IV, მაშინ ამბობენ, 

რომ X ველის მახასიათებელი ნულია; ასეთია, მაგალითად, ყველა 

რიცხვითი ველი. თუ არსებობს ისეთი მთელი რიცხვები 7; და /, რომ ჯ >7, 

მაგრამ #-ში ადგილი აქვს ტოლობას #- 1=7-1, მაშინ (ჯ--)/) . 1=0, ე. ი, 

თში არსებობს ერთეულის ისეთი დადებითი ჯერადი, როზელიც უდრის 

ნულს, ამ შემთხვევაში -ს ეწოდება სასრულო მახასიათებლიანი 

ველი, სახელდობრ ჩ მახასიათებლიანი, თუ # არის ის პირველი და- 

დებითი კოეფიციენტი, რომლითაც L ველის ერთეული ხდება ნულის ტოლი. 

სასრულო მახასიათებლიანი ველის მაგალითია ყველა სასრულო ველი; მაგრამ 
არსებობენ უსასრულო ველებიც, რომელთაც სასრულო მახასიათებელი აქვთ. 

თუ #ჯ ველს აქვს მახასიათებლად ს, მაშინ # რიცხვი მარ- 

ტივი იქნება. 

მართლაც), #ჯ=V! ტოლობიდან, სადაც Lჯ < სჩ, !I< 7, გამოვიდოდა 

(§(- 1) V-11)=#+1=0 ტოლობა, ე. ი., რადგან ველში არ შეიძლება იყოს ნუ- 

ლის გამყოფი, ან #-·1=-0, ან /. 1=0, რაც ეწინააღმდეგება მახასიათებლის 

განმარტებას, როგორც უმცირეს დადებით კოეფიციენტს, რომელიც ველის 

ერთეულს ნულად აქცევს. 
თუ #X ველის მახასიათებელი უდრის ჟ/#/-ს, მაშინნების- 

მიერი თ ელემენტისათვის ამ ველიდან ადგილი აქვს #2=0 

ტოლობას. თუკი # ველის მახასიათებელი უდრის 0-ს დათ 

ამ ველის ელემენტია, „-––მთელი რიცხვი, მაშინ #0 და M»7ჯ9მ- 

დან გამომდინარეობს Iთ #90. 

მართლაც, პირეელ შემთხვევაში #თ ელემენტი, ე. ი. ი-ს ტოლი (# შე- 

საკრების ჯამი, შეიძლება, თუ თ-ს ფრჩხილებს გარეთ გავიტანთ, წარმოვად- 

· გინოთ 

ჩთ=თ (ს · 11=C ·0=909 

სახით. მეორე შემთხევევაში »”თ=0 ტოლობიდან, ე. ი. თ(/ 1)=0, გამოვი- 

დოდა #· 1=0 ტოლობა, როცა თ #90, ე. ი., რადგან ველის მახასიათებელი 

უდრის ნულს, #=90. : 

ქვეველი, გაფართოება. დაე ჯ ველში მისი ელემენტების. რაიმე ნაწილი, 

რომელიც ჯ სიმრავლეს შეადგენს, თვითონ იყოს ველი ი? ოპერაციების 

მიმართ, რომელნიც განმარტებულია ჯX ველში, ე. ი. ნებისმიერი ორი თ, ხ 

ელემენტისათვის “დან #X ველში შემაკალი თ + ბ, თხ, თ--ხ და, როცა 

ხ #0, --- ელემენტები ეკუთვნიან ჯ-ს ((– V კანონები, “ რადგან ისინი 

 ხრულდება .#-ში, შესრულდება, რასაკვირველია, შიც). მაშინ X-ს ეწოდება 

# ველის ჭვეველი,: ხოლო L-ს. ==» "ველის გაფართოება. გასაგებია, 
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რომ XL ველის ნული და ერთეული შევა აგრეთვე ჯ"-შიც და იქნება ჯ'-ისა- 

თვის ნული და ერთეული. ასე, რაციონალურ რიცხვთა ველი ნამდვილ რიცხვთა 

ველის ქვეველია; ყველა რიცხვითი ველი იქნება კომპლექსურ რიცხვთა ველის 
ვეველი. 

ვთქვათ > ველში მოცემულია X»' ქვეველი და ი ელემენტი, რომელიც 
X-ის გარეთა ძევს, და ვთქვათ X ველში ვიპოვეთ მინიმალური #2” ქვეველი, 

რომელიც შეიცავს ჯ”-საცა და ი-საც. ასეთი მინიმალური ქვეველი შეიძლება 

იყოს მხოლოდ ერთი, რადგან თუ #"' იქნებოდა კიდევ ერთი ქეეველი ამავე 

თვისებებით, მაშინ >” და XL” ქვეველთა თანაკვეთა (ე. ი. ორივე ქვეველის 

საერთო ელემენტთა ერთობლიობა) შეიცავდა X' და თ ელემენტს და ნების- 

მიერ ორ თავის ელემენტთან ერთად · მათ ჯამს (ეს ჯამი უნდა შედიოდეს 

#L“ -შიც და XL“ -შიც და ამიტომ მათ თანაკვეთაშიც), აგრეთვე მათ ნამრავლს, 

სხვაობასა და განაყოფს; სხვა სიტყვით, ეს თანაკვეთა თვითონ იქნებოდა 

გჭვეველი »” ქვეველის მინიმალობის საწინააღმდეგოდ. ჩვენ ვიტყვით, რომ 

#”" ველი მიღებულია X»' ველთან «ი ელემენტის მიერთებით, 

და ასე ჩავწერთ #?“= XL' (ი). 

გასაგებია, რომ. X (0) ველი შეიცავს თ ელემენტისა და I” ველის ყველა 
ელემენტის გარდა აგრეთვე ყველა იმ ელემენტს, რომელიც მიიღება მათგან 

შეკრებით, გამრავლებით, გამოკლებითა და გაყოფით. მაგალითის სახით 

მივუთითებთ § 43-ში განხილულ რაციონალურ რიცხვთა ველის გაფართოე- 

ბაზე, რომელიც შედგება თ+ხ I” 2 სახის რიცხვებისაგან, სადაც თ, ხ რა- 

ციონალურია: ეს გაფართოება მიიღება რაციონალურ რიცხვთა ველისადმი 

I“ 2 რიცხვის მიერთებით. 

§ 40", რგოლთა (ველთა) იყომორფიზმი. კომპლექსურ 

რიცხვთა ველის ერთადერთობა' 

რგოლთა თეორიაში დიდ როლს ასრულებს იზომოორფიზმის ცნება. 

სახელდობრ, # და ჯ' რგოლებს ეწოდებათ იზ ომორფულნი, თუ მათ 

შორის შესაძლებელია დამყარდეს ისეთი ურთიერთ ცალსახა თანადობა, რომ- . 

ლის დროსაც ნებისმიერი თ, სხ ელემენტებისათვის #-დან და მათი შესაბამისი 

თ  ელემენტებისათვის ჯ'-დან თ + ხ ჯამს შეესაბამება თ' -L ს' ჯამი, ხოლო 

თხ ნამრავლს შეესაბამება იხ ნამრავლი. . 

ვთქვათ # და # რგოლებს შორის დამყარებულია იზომორფული თანა- 

დობა. ამ თანადობის დროს ჯ რგოლის 0 ნულს ეთანადება # 

რგოლის 0' ნული. მართლაც, დაე 0 ელემენტს ეთანადებოდეს ი' ელე- 

მენტი #"-დან. ავიღოთ ნებისმიერი C ელემენტი ჯL,-დან და მისი შესაბამისი 

თ' ელემენტი #”-დან; მაშინ თ-+- 0 ელემენტს უნდა შეესაბამებოდეს თ'-LC" 
ელემენტი; მაგრამ თ-+90=თ, ამიტომ ი” +.=თ', საიდანაც ი'=0“'. შემდეგ 

–ძ ელემენტს შეესაბამება-–ი ელემენტი. მართლაც, ვთქვათ – 

ელემენტს შეეჟსაბამება ელემენტი ი', მაშინ თ+C-––ძ)-=0 ელემენტს უნდა დეესა- 

ბამებოდეს თ -L ი” ელემენტი, ე. ი. თ + ძ=0, საიდანაც თ =--თ'. აქედან 
გამომდინარეობს, რომ ჯ-ის ელემენტთა :სხვაობას. შეესაბამება 

290 ' –



ჯის შესაბამის ელემენტთა სხვაობა. ანალოგიური მსჯელობე- 

ბით შეგვიძლია ვაჩვენოთ, რომ თუ ჯ, რგოლს აქვს ერთეული, მაშინ ამ ელე- 

მენტის ანასახი (ე. ი. ელემენტი, რომელიც შეესაბამება მას #'-ში განაი- 

ლული იზომორფიზმისას) იქნება » რგოლის ერთეული და თუ თ ელემენტს 

Xჯ-დან აქვს შებრუნებული ელემენტი თ“, მაშინ ც“1 ელემენტის ანასახი ჯ#”"-ში 

იქნება თ-ის შებრუნებული ელემენტი. , 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ველის იზომორფული რგოლი 

თვით იქნება გელი. ადვილი დასანახია, აგრეთვე, რომ რგოლის თვი- 

სება-––არ ჰქონდეს ნულის გამყოფები -- ინახება იხომორფული თანადო- 

ბისას, საერთოდ, იზომორფული რგოლები შეიძლება განსზვავდებოდნენ ერთ- 

მანეთისაგან ელემენტების ბუნებით, მაგრამ ისინი იგივური არიან თავისი 

ალგებრული თვისებებით; რაიმე რგოლის მიმართ დამტკიცებული ყოველი 

თეორემა სამართლიანი იქნება მასთან იზომორფული ყოველი რ«გოლისათვის, 

თუკი თეორემის დამტკიცებისას გამოვიყენებთ მხოლოდ ოპერაციების თვი- 

სებებს და არა ამ რგოლის ელემენტების ინდივიდუალურ თვისებებს. ამ 

მიზეზის გამო ჩვენ არ ჩავთვლით სხვადასხვად იზომორფულ 

რგოლებს ან ველებს; ჩვენთვის ისინი იქნებიან ერთი და იგივე რგოლის 

ან ველის სხვადასხვა ეგზემპლარები. 

გამოვიყენოთ ეს ცნება კომპლექსურ რიცხვთა ველის აგების საკითხისა· 

თვის. კომპლექსურ რიცხვთა ველის § 17-ში გადმოცემული კონსტრუქცია, 

რომელიც ეყრდნობა სიბრტყის წერტილების გამოყენებას, არ არის ერთად- 

ერთი შესაძლებელი. წერტილების მაგივრად შეგვეძლო აგვეღო სიბრტყეზე 

კოორდინატთა სათავიდან გამომავალი მონაკვეთები (ვექტორები) და, თუ 

ვექტორები მოცემული იქნება კოორდინატთა ღერძებზე მათი თ, ხ კომპონენ- 

ტებით, გაგვესაზღვრა ვექტორთა შეკრება და გამრავლება § 17-ის იმავე 

(2) და (3) ფორმულებით, როგორც სიბრტყის წერტილების შემთხვევაში. 

შეიძლებოდა, შემდეგ, უარი გვეთქვა საერთოდ გეომეტრიული მასალის გამო- 

ყენებაზე; თუ შევნიშნავთ, რომ სიბრტყის წერტილებიცა და ვექტორებიც 

სიბრტყეზე მოცემულია ნამდვილ რიცხვთა დალაგებული (თ, ხ) წყვილით, 

შეიძლება უბრალოდ ავიღოთ ყველა ასეთი წყვილის ერთობლიობა და მასში 

შემოვიყვანოთ შეკრება და გამრავლება (2) და (3) ფორმულებით მითითებული 

პარაგრაფიდან, ; – 

სინამდვილეში, როგორც შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, თავისი ალგებ- 

რული თვისებებით ყველა ეს ველი განუსხვავებელია: 
ნამდვილ რიცხვთა ” ველის ყველა გაფართოება, რომე- 

ლიც მიიღება #8 ველისადმი : 

19-4+-1=90 (1) 

განტოლების ფესვის მიერთებით, ერთმანეთის იზოზორფე- 

ია. : · ღ დაე, მართლაც, მოცეზული იყოს რაიმე ველი, რობელიც #) ველის 
გაფართოებაა დღა შეიცავს (1) განტოლების დამა ,მაყოფილებელ ელემენტს. აჭ 
ელემენტის აღნიშვნის არჩევანი ჩვენს ხელშია ღა ჩვენ ამ მიზნისათვის ვიხ- 
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მართ 1 ასოს, ამგვარად, ადგილი აქვს ჯ' + 1=0 ტოლობას (საიდანაც 11= 

=–-1), სადაც ხარისხში აყვანა და შეკრება უნდა გავიგოთ # ველში გან- 

მარტებული ოპერაციების აზრით, ჩვენ გვინდა ახლა ვიპოვოთ /)(ჯ) ველი, 

რომელიც მიიღება ი) ველისადმი ჯ ელემენტის მიერთებით, ე. ი. ვიპოვოთ 

X ველის მინიმალური ქვეველი, რომელიც შეიცავს #) ველსაცა და 2 ელე- 
მენტსაც. ' · 

ამ მიზნისათვის განვიხილოთ Xჯ ველის ყველა ის თ ელემენტი, რომელიც 
შეიძლება ჩაიწეროს 

თ=6 -L ხხ? (2) 
სახით, სადაც თ და ს ნებისმიერი ნამდეილი რიცხვებია, ხოლო ს რიცხვის 

ნამრავლი 1 ელემენტზე და ჯამი თ რიცხვისა ამ ნამრავლთან უნდა გავიგოთ 

ჩ# ველში განსაზღვრული ოპერაციების აზრით. # ველის არავითარ თ ელე- 

მენტს არ შეიძლება ჰქონდეს ასეთი სახის ორი სხვადასხვა ჩაწერა: 

“ თ=თ+ჩMბ=C0C -Lს? 

და ხ # ხ-დან გამოვიდოდა, რომ 

წ-ი 
ჯ= 

ხ-ხ 

ე- ი. # იქნებოდა ნამდვილი რიცხვი; თუკი ს=-ს, მაშინ ი=ი.  ველის'ელე- 
მენტთა რიცხვს, რომელნიც შეიძლება (2) სახით ჩაიწეროს, ეკუთვნის კერ- 

ძოდ ყველა ნამდვილი რიცხვი (შემთხვევა ხ=>0), აგრეთვე «თვით ; ელემენ- 

ტიც (შემთხვევა თ=0, ხ=1). ! 

გუჩვენოთ, რომ (2) სახის ყველა ელემენტის ერთობლიობა 

შეადგენს # ველის ქვეველს; ეს იქნება საძიებელი X# (2) ველი. (დაე) 
მოცემული გვქონდეს ელემენტები თ«=თ + ს? და ზ=0-Lძ:. მაშინ თუ გამო- 

ვიყენებთ შეკრების კომუტატურობასა და ასოციაციურობას და დისტრიბუციის 
კანონს, რომელთაც ადგილი აქვთ »X ველში, მივიღებთ: 

თ-+-ჩ=(თ + ხ?) +- (0-+ ძე) =(C+0) + (%L-L ძ)), 

თ-L8=(თ+თ + (6 +თ:, _. () 
ე: ი. ეს ჯამი ისევ ეკუთვნის ელემენტთა განხილულ სიმრავლეს. შემდეგ,. 

: –ზ=(-–თ+C--ძბ ! 

რადგან (3)-ის გამო სამართლიანი იქნება მ ++C-8)=0-+0:1=0 ტოლობა: 

ამიტომ · 

თ-- ჩ=თ--(-8)=(თ–ი)-L (ს –– ძ#, (3 
ე. 9. · გამოკლებასაც არ გამოვყავართ განხილული სიმრავლის საზღვრებს 
გარეთ. თუ ისევ გამოვიყენებთ I-V თვისებებს, რომელთაც ადგილი .აქვთ 

ჯ ველის ოპერაციებისათვის (იხ. § 44), და დავეყრდნობით 1პ=--! ტოლო- 
ბას, მივიღებთ: · . · 

  

საიდანაც 

თ8=(თ -L- ხი (C-- ძა) =060+თძ: + ხX% შელი _ 
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გ. 0. | – 
თ3=(თ0 – ხძ) –- (იძ -L ხი; . (4) 

ამგვარად, (2) სახის ნებისმიერი ორი ელემენტის ნამრავლი იქნება ისევ 
ამავე სახის ელემენტი. ბოლოს, დავუშვათ, რომ 8 #20, ე. ი. 0, ძ რიცხვები- 

დან ერთი მაინც ნულისაგან განსხვავებულია, მაშინ იქნება აგრეთვე C--ძა# 

უ#6-0 და · 

(თ+ძ?) (6 –– ძჯ)=6? –– (ძ;)2= 6? –– ქ1;ებზ= 0? –- ქ, 

ამასთან 02 -IL ი? # 0, ამიტომ, თუ გამოვიყენებთ წინა პარაგრაფში აღნიშნულ 

დებულებას, რომ ყოველ ეელში შენარჩუნებულია წილადებზე მოქმედების 

ყველა ჩვეულებრივი წესი, და ამიტომ, კერძოდ, წილადი არ იცვლება მისი 

მრიცხველისა და მნიშვნელის ერთი და იმავე ნულისაგან განსხვავებულ ელე- 

მენტზე გამრავლებით, მივიღებთ: 

თ _ 9+ბ!_ (ი+სი (6-4!) _ (იი-+ხძ)+(ბი–იძ) 
ზ ი+ი (6-+ძ?)(-–ძ!?) 01-+ქ! , 

თ0ი _ 62+ხძმ ხC –– იძ . 
8 მქ? სეიდუ 

ელემენტი ისევ (2) სახისა იქნება. 

ვუჩვენოთ ახლა, რომ ველის ჩვენს მიერ მიღებული 7X1) ქევ- >» 

ველი იზომორ რ ის წერტილების იმ ველისა, 

4 ლიც 17-ში იყო აგებული. თუ შევუთა 8-C)–ვულის- 

ირ+სხ? ელემენტს (თ, ბ) წერტილს, # (?) ველის ელემენტების (2) სახით ჩაწერის 
ზემოთ დამტკიცებული ერთადერთობის გამო, ჩვენ მივიღებთ ამ ველის ელე- 

მენტებსა და სიბრტყის ყველა წერტილს შორის ურთიერთ ცალსახა თანადო- 

ბას. ამ თანადობისას ნამდვილ ი რიცხვს ი=ი +207 ტოლობის გამო ეთანადება 

(ი, 0) წერტილი, ხოლო 1=0 ++; ელემენტს ეთანადება (0, 1) წერტილი, მეორე 

მხრივ, თუ შევადარებთ ამ პარაგრაფის (3) და (4) ფორმულებს ყ§ 17-ის (2) 

და (3) ფორმულებს, მივიღებთ, რომ #(7) ველის თ და 8 ელემენტების ჯამსა 

და ნამრავლს ეთანადება წერტილები, რომელნიც არიან თ და ჩ ელემენტების 

შესაბამის წერტილთა ჯამი და შესაბამისად ნამრაელი. 

ამით, რადგან რაიმე მოცემული ველის იზომორფული ყველა ველი ერთ- 

მანეთის იხომორფულია, მთავრდება თეორემის დამტკიცება. კერძოდ, ჩვენ 

-ვხედავთ, რომ წერტილებზე ოპერაციებისათვის § 17-ში (2) და (3) ფორმუ- 

ლების არჩევანი შემთხვევითი არაა და არ შეიძლება შეიცვალოს. 

(4) 

კომპლექსუო რიცხვთა ველის აგების ზემოთ განხილული წესის გარდა არსებობს 

ბევრი სხვა, მივუთითოთ ერთ მათგანზე რომელიც იყენებს მატრიცთა გამრავლებასა და 
შეკრებას. 

განეიხილოთ ნამდეილ რიცხეთა ველზე მეორე რიგის მატრიცთა არაკომუტატური 

რგოლი, ცხადია, რომ 

(5 00 
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სკალარული მატრიცები შეადჯენენ ამ რგოლში ქვეველს, რომელიც იზომორფულია ნამდეილ 
რიცხვთა ველისა. მაგრამ თურმე ნამდვილ რიცხვთა ველზე მეორე რიგის 

მატრიცთა რგოლში შეიძლება აგრეთვე ვიპოვოთ ქვეველი, რომე- 

ლიც იზომორფულია კომპლექსურ რიცხვთა ველისა. მართლაც, შევუთა- 

ნადოთ ყოველ კომპლექსურ თ+-ხ1? რიცხვს 

== 

მატრიცი. ამ გზით კომპლექსურ რიცხვთა მთელი ველი აისახება, ამასთან ურთიერთ ცალ- 

სახად, მეორე რიგის მატრიცთა ნაწილზე, ამასთან 

( L.)IC #2)“ C იი «- )' 
თ ი) ( იძ –( იი-ხძ იძ+ხი ) 

( ; ი/ V-ძ ი –(თიძ+ხი) იი– სძ 
ტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ ეს ასახვა იხომორფულია, რადგან მატრიცები, რომ- 

ლებიც დგანან ტოლობების მარჯეენა ნაწილებში, შეესაბამებიან (თ--0)-–(ხს-+– ძ)1== 

=(თ +ხბ)-I-(C-+- ძე) და (თი –- ლხძ)+(თძ -L ხი) =(თ+ხ1)(0–+ ძე) კომპლექსურ 
რიცხვებს. კერძოდ, წარმოსახვითი ? ერთეულის როლს ასრულებს 

01 

–10 

მატრიტცი. 

ჩვენ მიერ მიღებული შედეგი გვიჩვენებს კომპლექსურ რიცხვთა ველის აგების კიდევ, 
ერთ შესაძლებელ წესს, იმდენადვე დამაკმაკოფილებელს როგორც ისინი, რომლებიც ზემოთ 

იყო განხილული, 

§ 47. წრფივი ალგებრა და ნებისმიერ ველზე 

მრავალწევრთა ალგებრა 

წიგნის იმ წინა თავებში, რომლებიც წრფივი ალგებრისადმია 

მიძღვნილი, ჩვეულებრივ ძირითადი ველის როლს ასრულებს ნამდვილ რიცხვთა 

ველი. მაგრამ დაბრკოლების გარეშე შეიძლება შემოწმება, რომ ძალიან ბევრი 

ამ თავებიდან სიტყვასიტყვით გადაიტანება ნებისმიერი ძირითაღი ველის 

შემთხვევაზე. 

ასე, ნებისმიერი ძირითადი ჯ ველისათვის სამართლია-. 

ნი რჩება 1 თავში გადმოცემული გაუსის მეთოდი წრფივ 
განტოლებათა სისტემის ამოხსნისათვის, დეტერმინანტთა 

თეორია და კრამერის წესი. მხოლოდ შემჩნევა ირიბსიმეტრიულ დე- 
ტერმინანტებზე, რომელიც მოყვანილია § 4-ის ბოლოს, მოითხოვს დაშვებას, 

რომ XL ველის მახასიათებელი განსხვავებული იყოს ორისაგან. 

მაგრამ. ამავე პარაგრაფის 4 თვისების დამტკიცებაც კარგავს ძალას, თუ # 

ველის მახასიათებელი უდრის ორს, თუმცა თვით ეს თვისება სამართლიანი 

რჩება. : 
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სასარგებლოა შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ 1 თავში არაერთხელ გამოთქ- 
მული დებულება, რომ წრფივ განტოლებათა განუზღვრელი სისტემისათვის 
არსებობს უსასრულო. სიმრავლე სხვადასხვა ამონახსნებისა, ინარჩუნებს ძალას 

ნებისმიერი უსასრულო ძირითადი ჯ ველის შემთხვევაში, მაგრამ აღარ 

არის სამართლიანი თუ #X ველი „სასრულოა, 

შემდეგ, მთლიანად გადაიტანება ნებისმიერი ძირითადი 

ველის შემთხვევაზე 2 თავში გადმოცემული ვექტორთა 

წრფივი დამოკიდებულების თეორია, მატრიცის რანგის 

თეორია და წრფივი განტოლებების სისტემათა ზოგადი 

თეორია, აგრეთეე 3 თავიდან მატრიცთა ალგებრა. 

§ 26.ში აგებული კვადრატულ ფორმათა ზოგადი თეორია 

გადაიტანება ნებისმიერი ძირითადი #ჯ ველის შემთხვე- 

ვაში, რომლის მახასიათებელიც განსხვავდება ორისაგან. 

ამ შეზღუდვის გარეშე, როგორც ადვილი საჩვენებელია, ამ პარაგრაფის მთა- 

ვარი თეორემა უკეე აღარაა სამართლიანი. 

ვთქვათ, მაგალითად, X#= 2ე, ე. ი. ორ 0 და 1 ელემენტისაგან შემდგარი ეელია, 

ამასთან 1+-1=0, საიდანაც) –1=1, ვთქეათ ამ ველზე მოცემულია /=7,Xე კვადრატული 
ფორმა, თუ არსებობს წრფივი 

2=ხ)1) -L ხ+5:7ე, 

X:= 0ვ1V, –L ს: 

გარდაქმნა, რომელიც /-ს კანონიკურ სახეზე დაიყვანს, მაშინ ა 

/ =CL,V “+ ხ:ა7-) (ს): “L M:5:X2) = 0;ერე12" + 

+(სხვე -L სჯეხე1)717ე -L- ხჯეხიეV'ი 

ტოლობაში V/,Vე ნამრავლთან მდგარი კოეფიციენტი ხ,,ხ, + ხნ, ნულის ტოლი უნდა იყოს. 

მაგრამ ეს კოეფიციენტი უდრის ჩეენს მიერ აღებულ წრფივი გარდაქმნის დეტერმინანტს, 

რადგან იქნება ხ,ეხე)=>1 ან ხ,კხე1=0, ორივე შემთხვევაში ხ,კხ,, თ --ხ,კხა,. ჩეენი წრფივი 

გარდაქმნა გადაგვარებული აღმოჩნდა, 

6 თავის შემდგომი შინაარსი არსებითად ეხება კომპლექსურ ან ნამდვილ 
კოეფიციენტებიან კვადრატულ ფორმებს. 

ბოლოს, ნებისმიერი მთავარი / ველის შემთხვევაში 

შეინახება 7 თავში აგებული წრფივი სივრცეებისა და მათი 

წრფივი გარდაქმნების მთელი თეორია. თუმცა მახასიათებელი 

ფესვის ცნება დაკავშირებულია ნებისმიერ ეელზე მრავალწევრთა თეორიასთან, 

რომლის შესახებ ლაპარაკი ქვემოთ იქნება. შევნიშნოთ, რომ § 33-ის თეო- 

რემა მახასიათებელი ფესვისა და საკუთრივი მნიშენელობის შორის კავშირის 

შესახებ მიიღებს ახლა შემდეგ ფორმულირებას: წრფივი ჯ გარდაქმნის მახა- 

სიათებელი ფესვები, რომელნიც ძირითად ” ველში მდებარეობენ, და მხოლოდ 

ისინი არიან ამ გარდაქმნის საკუთრიეი მნიშვნელობები. 

რაც შეეხება ევკლიდის სივრცეთა თეორიას (8 თავი), იგი არსებითად 

დაკავშირებულია ნამდვილ რიცხვთა ველთან. 
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შესაძლებელია ნებისმიერი ძირითადი ჯX ველის შემთხეევაზე მრავალ- 
წევრთა ალგებრის ზოგიერთი ზემოთ გადმოცემული ნაწილის გადატა- 

ნაც. მაგრამ წინასწარ საჭიროა ნებისმიერ ველზე მრავალწევრის ცნებას 

ზუსტი აზრი მივცეთ. 

საქმე იმაშია, რომ § 20-ში მითითებული იყო ორი თვალსაზრისი მრა- 

ვალწევრის ცნებაზე – ფორმალურ-ალგებრული და ფუნქციონალურ-თეორიული, 

ამ ორივეს გადატანა შეიძლება ნებისმიერი ძირითადი ველის შემთხვევაზე. 

თუმცა ისინი სრულფასოვანი არიან რიცხვითი ველების შემთხვევაში (იხ. 

§ 24), და, როგორც ადვილი შესამოწმებელია, საზოგადოდ უსასრულო ველე- 

ბისათვის, მაგრამ სასრული ველებისათვის ისინი აღარ არიან 

სრულფასოვანი. 

განვიხილოთ, მაგალითად, § 45-ში შემოტანილი 2, ველი, რომელიც 

შედგება ორი 0 და 1 ელემენტისაგან, ამასთან 1 -++-1=0, ჯ--1 და »X2-+-1 

მრავალწევრები კოეფიციენტებით ამ ველიდან განსხვავებულნი არიან, ე, ი. 

არ აკმაყოფილებენ მრავალწევრთა ტოლობის ალგებრულ განმარტებას, ამას- 

თანავე, ორივე ეს მრავალწევრი იღებს, როცა ჯ=0, მნიშვნელობას 1, ხოლო 

როცა X=1--მნიშვნელობას 0, ე, ი. როგორც Xჯ „0ცვლადის“ „ფუნქციები“ 

მნიშვნელობებით 2, ველში ისინი უნდა ტოლებად ჩაითვალონ. 27ვ ველში, 

რომელიც შედგება სამი ელემენტისაგან: 0, 1, 2, ამასთან 1+2=-20, იმავე 

მდგომარეობაში იმყოფება #9-+-X-+1 და 2X+- 1 მრავალწევრები, ასეთი 

მაგალითები შეიძლება მივუთითოთ საერთოდ ყველა სასრულო ველისათვის. 

ამგვარად, თეორიაში, რომელიც ნებისმიერი » ველის შემთხვევას 

ეხება, შეუძლებელია მრავალწევრზე ფუნქციონალურ-თეორიული თვალსაზ- 

რისის მიღება. მაშასადამე, აუცილებელია მრავალწევრის ფორმალურ-ალგებ- 

რულ განმარტებას მიეცეთ სრული სიცხადე. ამ მიზნით ჩვენ ჩავატარებთ 

ნებისმიერ ნ ველზე მრავალწევრთა რგოლის ისეთ აგებას, 

რომელიც თავიდან არ გამოიყენებს მრავალწევრის ჯ „უცნობის4 საშუალებით 

ჩვეულებრივ ჩაწერას. 

განვიხილოთ #X ველის ელემენტთა ყველა შესაძლებელი სასრულო დალა- 

გებული სისტემა, რომელთაც აქვთ 

(თა, C1, «.. რ6ი-1 ძი) ' (1) 

სახე, ამასთანავე » ნებისმიერია, # » 0, მაგრამ როცა #>0 უნდა იყოს ძი # 0. 

თუ განვსაზღვრავთ (1) - სახის სისტემებისათვის შეკრებასა და გამრავლებას 

§ 20-ის (3) და (4) ფორმულების შესაბამისად, ამ სისტემათა ერთობლიობას 

გარდაექმნით კომუტატურ რგოლად; ამისათვის საჭირო თვისებების დამტკი- 

ცებები სიტყვასიტყვით იმეორებენ იმას, რაც გაკეთებული იყო § 20-შა 

რიცხვითი მო«ავალწევრებისათვის. 

ჩვენს მიერ აგებულ რგოლში (თ) სახის სისტემები (#=0 შემთხვევა) 
შეადგენენ ქვეველს, რომელიც ველის იზომორფულია. ეს ნებას გვაძლევს 

ასეთი სისტემები გავაიგივოთ #X ველის შესაბამის” თ ელემენტებთან, ე. ი. 

ჩავთვალოთ 
| (თ)=თ ყველა თ-სათვის #-დან. “(2 
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მეორე მხრივ, აღვნიშნოთ (0, 1) სისტემა ჯ ასოთი, 

Xჯ=(0, 1). 

მაშინ, თუ გამოვიყენებთ გამრავლების ზემოთ მითითებულ განსაზღვრებას, 

მივიღებთ, რომ ;2=(0, 0, 1) და საერთოდ 

:=(0, 0, ...,0, 1). 
(9, 0, ..., 0, ) (3) 

#-ჯერ 

თუ გამოვიყენებთ ახლა დალაგებული სისტემების შეკრებისა და გამრავ- 

ლების განსაზღვრას, აგრეთვე (2) და (3) ტოლობებს, მივიღებთ: 

(თი: თჯს რე» ··" რი. რი) = 

= (თა) +C, თ) + (0,0, თა) +... 

++ (9, 0, ... 0, ძი-,))-+ (0, 0, ...,9, ი»)= 

#-–1-ჯერ ოM-ჯერ 

= (თია) + (თ,) (9, 1) + (C;) (9, 0, 1) +... 
·..+(ძრი.კ)(0, 9, .+..,9, 1)–+–(თ»)(0, 0,..., 0, 1) = 

Mხ--1-ჯერ #-ჯერ 

=ძა+0;X -L ძიეX2+...-L 6 ეა" “1 -L იაჯ. 

ამგვარად, (1) სახის ყოველი დალაგებული სისტემა შეიძლება ჩაიწეროს 

ჯ-ის მიმართ მრავალწევრის სახით კოეფიციენტებით ჯ ჟქელიდან, ამასთან 
ეს ჩაწერა, ცხადია, ცალსახა იქნება დაბოლოს, თუ დავეყრდნობით შეკრე- 

"ბის უკვე დამტკიცებულ კომუტატურობას, შეიძლება გადავიდეთ +-ის კლე- 

ბადი ხარისხებით ჩაწერაზე. 
მაშასადამე ჩვენ ავაგებთ კომუტატურ რგოლს, რომელსაც ბუნებრივია 

ვუწოდოთ Xჯ ველზე 7; უცნობის მრავალწევრთა რგოლი. ეს 
რგოლი აღინიშნება XIX) სიმბოლოთი. ! 

I) რგოლში შედის თვით # ველი, როგორც ეს უკვე ზემოთ 

იყო ნაჩვენები, შემდეგ, როგორც რიცხეით ველებზე მრავალწევრთა რგოლე- 

ბის შემთხვევაში (იხ, § 20), IX) რგოლს აქვს ერთეული, არ შეი- 

ცავს ნულის გამყოფებს და არ არის ველი. 

თუ # ველი შედის უფრო დიდ ს ველში, მაშინ ჯ(I) რგო. 

ლი XIII) რგოლის ქვერგოლი იგნება: ყოველი მრავალწევრი კოე- 
ფიციენტებით ჯ-დან, ცხადია, შეიძლება ჩავთვალოთ მრავალწევრად ჯ ველ- 

ზეც, ხოლო მრავალწევრთა ჯაზი და ნამრავლი დამოკიდებულია მხოლოდ მათ 

კოეფიციენტებზე და ამიტომ არ იცვლება დიდ ველზე გადასელისას. 

იმისათვის, რომ უფრო კარგად წარმოვიდგინოთ »# ველზე მრავალ- 

წევრთა რგოლის“ ცნების ჭეშმარიტი მოცულობა, შევხედოთ მას კიდევ 

ერთი მხრიდან. 
დაე, ველი შედიოდეს ქვეერგოლის სახით რომელიმე კომუტატურ 

L რგოლში, L რგოლის თ ელემენტს ეწოდება ალგებრული X ველის 
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მიმართ, თუ არსებობს „-ური ხარისხის ისეთი განტოლება, » >1, კოეფა- 
ციენტებით ჯX ველიდან, რომელსაც #« ელემენტი აკმაყოფილებს; თუ ასეთი 

განტოლება არ არსებობს, მაშინ « ელემენტს ეწოდება ტრანს ცენდენ- 

ტული X#ჯ ველის მიმართ. გასაგებია, რომ L IX) რგოლის ჯ ელემენტი 

ტრანსცენდენტულია #ჯ ველის მიმართ, ' 

სამართლიანია შემდეგი თე ორემა: 

თუ L რგოლის თ ელემენტი ტრანსცენდენტულია # 
ველის მიმართ, მაშინ »ჯ” ქვერგოლი, რომელიც მიიღება 7 

ველისადმი თ ელემენტის მიერთებით (ე. ი, რგოლის მინიმა- 

ლური ქვერგოლი, რომელიც # ველსა და თ ელემენტს შეიცავს), იზო- 
მორფულია მრავალწევრთა #L»)I რგოლისა. 

მართლაც, # რგოლის ყოველი ჩ ელემენტი, რომელიც შეიძლება 

ზ=0იეთ” + ი,თ? 1-L...-L ის ს+ იი, #>0, (4) 

სახით ჩაიწეროს «ე, ი, ·., იი „ი, კოეფიციენტებით X ველიდან, შევა #” ქვე– 
რგოლში. 8 ელემენტს არ შეიძლება ჰქონდეს (4) სახის ორი განსხვავებული 

ჩაწერა, რადგან თუ გამოვაკლებდით ერთს მეორეს, ჩვენ მივიღებდით, რომ 

# ველზე არსებობს განტოლება, რომელსაც თ ელემენტი აკმაყოფილებს, რაც 

ეწინააღმდეგება ამ ელემენტის ტრანსცენდენტობას, თუ (4) სახის ელემენტებს 

შევკრებთ ჯL რგოლში შეკრების წესით, ცხადია, შეიძლება შეეკრიბოთ C 

ელემენტის ერთნაირ ხარისხებთან მდგარი კოეფიციენტები; მაგრამ ეს ემთხ- 

ვევა მრავალწევრთა შეკრების წესს. მეორე მხრივ, თუ (4) სახის ელემენტებს 

გადავამრავლებთ # რგოლში გამრავლების წესით, გამოვიყენებთ'რა დისტრი- 

ბუციის კანონს, ჩვენ შეგვიძლია ჩავატაროთ წევრ-წევრა გამრავლება, ხოლო 

შემდეგ შევაგროვოთ მსგავსი წევრები; ცხადია, ეს მიგვიყვანს მრავალწევრთა"! 

გამრავლების ჩვენთვის ცნობილ წესამდე. ამით დამტკიცებულია, რომ (4) 

სახის ელემენტები # რგოლში ქვერგოლს შეადგენენ, რომელიც # ველსა და 

თ ელემენტს შეიცავს, ე. ი. რომელიც #'-ს ემთხვევა, და რომ ეს ქვერგოლი 

· მრავალწევრთა ჯLX) რგოლის იზომორფულია. 

ჩვენ ვხედავთ, რომ მრავალწეგრთა ოპერაციების. განსაზღვრის ზემოთ 

გაკეთებული არჩევანი შემთხვევითი არ იყო: ის სავსებით განისაზღვრება 

იმით, რომ IჯI რგოლის ჯ ელემენტი ტრანსცენდენტული უნდა იყოს » 

ველის მიმართ. 

შევნიშნოთ, რომ მრავალწეგრთა /#(;) რგოლის აგებისას ჩვენ არსად არ 

გამოგვიყენებია X ველის ელემენტთა გაყოფა დღა მხოლოდ ერთხელ, სახელ- 

დობრ მრავალწევრთა ნამრავლის ხარისხის შესახებ დებულების დამტკიცე- 

ბისას, უნდა დაკვკოდნობოდით / ველში ნულის გამყოფების არარსებობას. 

მაშასადამე, შეიძლება ავიღოთ ნებისმიერი კომუტატური # რგოლი და, გავი- 

მეორებთ რა ზემოთ მოყვანილ აგებას, მივიღებთ # რგოლ ზე მრავალ- 

წევრთა ჯ#I#) რგოლს; თუ ამასთან: რგოლი არ შეიცავს ნუ- 

ლის გა მყოფებს, მაშინ მრავალწევრთა ნამრავლის ხარისხი უდრის თანა- 

მამრავლთა ხარისხების ჯამს ღა ამიტომ მრავალწევრთა # (წ) რგო- 

ლიც აგრეთვე, არ შეიცავს ნულის გამყოფებს, 
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დაეუბრუნდეთ მრავალწევრებს კოეფიციენტებით ნებისმიერი » ველი- 
დან. შევნიშნოთ, რომ ამ შემთხვევაზე გადაიტანება ძირითადად მრაგალ- 

წევრთა გაყოფადობის მთელი თეორია, რომელიც გადმოცემულია 

ჩვენი წიგნის §§ 20-22-ში. სახელდობრ, XIX) რგოლში ადგილი აქეს 
ნაშთით გაყოფის ალგორითმს, ამასთან განაკოფიცა და ნაშთიც 

თვითონ ეკუთვნიან L(ჯ) რგოლს, შემდეგ, XI») რგოლში აზრი აქვს 

გამყოფის ცნებას და შეინახება ყველა მისი ძირითადი თვი- 

სება. ამასთან ის გარემოება, რომ გაყოფის ალგორითმს არ გამოვყავართ 

ძირითადი X ველის ფარგლებიდან, ნებას გვაძლევს ვამტკიცოთ, რომ დ (») 

მრავალწევრის ის თვისება, რომ /(ჯ)-ის გამყოფი იყოს, არ 

არის დამოკიდებული იმისაგან, ვიხილავთ #X ველსათუ მის 

ნებისმიერ გაფართოებას, 
IL) რგოლში შენარჩუნებულია აგრეთვე უდიდესი სა- 

ერთო გამყოფის განსაზღვრა და ყველა მისი თვისება, მათ 

რიცხვში შენარჩუნებულია ევკლიდეს ალგორითმი და ამ 

ალგორითმის საშუალებით § 21-იი დამტკიცებული თეო- 

რემა. შევნიშნოთ, რომ რადგან ნაშთით გაყოფის ალგორითმი, როგორც 

ვიცით, დამოკიდებული არაა იმისგან თუ ძირითად ველად რომელია არჩეუ- 

ლი, ამიტომ შეგეიძლია ვამტკიცოთ, რომ ორი მოცემული მრავალ- 

წევრის უდიდესი საერთო გამყოფი აგრეთვე არ არის დამო- 

კიდებული იმაზე, ვიხილავთ ჩვენ »X ველსა თუ მის ნების- 

მიერ გაფართოებას. , 

ბოლოს, X ველზე მრავალწევრთათვის შენარჩუნებულია 

ფესვის ცნების აზრი და სამართლიანი რჩება ფესვის ძირი- 

თადი თვისებები. შენარჩუნებულია ჯერად ფესვთა · თეორიაც; თუმცა 

ჩვენ ამ საკითხს კიდევ ერთხელ დავუბრუნდებით შემდეგი პარაგრაფის ბოლოში, 

ეს შენიშვნები საშუალებას მოგვცემს შემდგომში ნებისმიერ »#X ველზე 

მრავალწევრთა შესწავლისას დავეყრდნოთ §§ 20-–22. 

4. § 48. მრავალწევრის დაშლა დაუყვანად მამრავლებად 

§ 24-ის კომპლექსურ და ნამდვილ რიცხვთა ველებისათვის ფესვის 

არსებობის თეორემის საფუძველზე დამტკიცებული იყო მრავალწევრის დაუ- 

ყვანად მამრავლებად დაშლის არსებობა და ერთადერთობა, ეს შედეგები 

ზოგადი თეორემების კერძო შემთხვევებია, რომლებიც ნებისმიერ ჯ# ველზე 

მრავალწევრებს ეხება. ეს პარაგრაფი მიეძღვნება ამ ზოგადი თეორიის გადმო- 

ცემას, რომელიც მთელი რიცხვების მარტივ მამრავლებად დაშლის თეორიის 

პარალელურია. 

თავდაპირველად განვსაზღვროთ ის მრავალწევრები, რომლებიც მრა- 

ვალწევრთა რგოლში იმავე როლს ასრულებენ, რასაც მთელ რიცხვთა რგოლ- 

ში- მარტივი რიცხვები. თავიდანეე აღვნიშნოთ, რომ ამ განსაზღვრებაში 

ლაპარაკი იქნება მხოლოდ იმ მრავალწევრებზე, რომელთა ხარისხი 

ერთზე შეტი ან ტოლია; ეს სრულიად ეთანხმება იმას, რომ მარტივ 
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რიცხვთა განსაზღვრებასა და მთელ რიცხვთა მარტივ მამრავლებად დაშლის 
შესწავლისას 1 და –-1 რიცხვებს განხილვიდან გამორიცხავენ. 

დაე, მოცემული იყოს »-ური, M» > 1, ხარისხის /(»ჯ) მრავალწევრი კოე- 

ფიციენტებით # ველიდან. § 21-ის V თვისების გამო ყველა ნულოვანი ხა- 

რისხის მოავალწევრი / (ჯ)-ის გამყოფი იქნება. მეორე მხრიე, VII თანახმად, 

/ (ფ-ისათვის გამყოფები იქნება, აგრეთვე, ყველა C/ (X) მრავალწევრი, სადაც 
თ ნულისაგან განსხვავებული ელემენტია #-დან, ამასთან მათ მიერ ამოიწუ- 

რება /(X) მრავალწევრის ჯ»-ური ხარისხის მქონე ყველა გამყოფი. რაც შე- 

ეხება / (ჯ)ის გამყოფებს, რომელთა ხარისხი 0-ზე მეტია, მაგრამ ჯ-ზე ნაკ- 
ლებია, ისინი შეიძლება XIX) რგოლში არსებობდნენ, ღა შეიძლება, არც 

არსებობდნენ. პირველ შემთხვევაში / (1) მრავალწევრს X ველში (ან X ველის 
მიმართ) დაყვანადი ეწოდება, მეორე შემთხვევაში--ამ ველში დაუყვა- 
ნადი... . 

თუ გავიხსენებთ გამყოფის განსაზღვრას, შეიძლება ვთქვათ, რომ »M-უ რი 

ხარისხის /(»–) მრავალწევრი დაყვანადია ს ვგელში,თუ იგი 
შეიძლება დაიშალოს ამ ველის მიმართ (ე.ი. XL: რგოლში) 
ორი მამრავლის ნამრავლად, რომელთა ხარისხებიც »-ზე 

ნაკლებია: - 

/ 0ე=ი(ეს (ი, (1) 
და #(X) დაუყვანადია ჯ ველში, თუ მის ())სახის ნებისმიერ 
დაშლაში ერთ მამრავლთაგანს აქვს ხარისხი 0, მეორეს-– 
ხარისხი ჯ, 

განსაკუთრებული ყურადღება უნდა მივაქციოთ იმ გარემოებას, რომ 
მრავალწევრის დაყვანადობის ან დაუყვანადობის შესახებ ლაპარაკი შეიძლება 

მხოლოდ მოცემული # ველის მიმართ, რადგან ამ ველში დაუყვანადი მრა- 

ვალწევრი შეიძლება დაყვანადი აღმოჩნდეს რაიმე მის ჯ გაფართოებაში. ასე, 

ჯზ-2 მრავალწევრი მთელი კოეფიციენტებით დაუყვანადია რაციონალურ 

რიცხვთა ველში – იგი არ შეიძლება დაიშალოს რაციონალურ კოეფიციენტე: 

ბიანი პირველი ხარისხის ორი მამრავლის ნამრავლად, მაგრამ თურმე ნამ- 
დვილ რიცხვთა ველში ეს მრავალწევრი დაყვანადია, როგორც 

გმ 2=(ლ-IV 2)(+-+V 2) 
ტოლობა გვიჩვენებს. X2 –- 1 მრავალწევრი დაუყვანადია არა მარტო რაციო- 

ნალურ რიცხვთა ველში, არამედ ნამდვილ რიცხვთა ველშიაც, მაგრამ დაყვა- 

ნადი ხდება კომპლექსურ რიცხვთა ველში, რადგან , 

#.-+1=(X-–-49)(+7. 
მივუთითოთ დაუყვანად მრავალწევრთა ზოგიერთ ძირითად თვისებაზე, 

ამასთან გვახსოვდეს, რომ ლაპარაკია ველში დაუყვანად მრავალწევ- 

რებზე. 
ათ პირველი ხარისხის ყოველი მრავა ლწევრი დაუკქვა- 

ნადია. 

309 ·



მართლაც, ეს მრავალწევრი რომ ორი ნაკლები ხარისხის მრავალწევრთა 
ნამრავლად იშლებოდეს, მაშინ ამ მამრავგლებს უნდა ჰქონდეთ 0 ხარისხი: 

მაგრამ ნებისმიერი ნულ ხარისხიანი მრავალწევრების ნამრავლი ისევ ნული 

ხარისხისა იქნება და არა პირველისა, 

8) თუ #(V) მრავალწევრი დაუყვანადია, მაშინ დაუყვა: 

ნადი იქნება აგრეთვე ყოველი იხ(X) მრავალწევრი, სადაც 

2 ნულისაგან განსხვავებული ელემენტია Xჯ-დან. 

ეს თვისება გამომდინარეობს § 21-ის | და VII თვისებებიდან, იგი 
ნებას მოგვცემს იქ, სადაც ეს საქიროა შემოვიფარგლოთ იმ დაუყვანად მრა- 

ვალწევრთა განხილვით, რომელთა უფროსი კოეფიციენტიც ერთის ტოლია. 

“) თუ /(X) ნებისმიერი, ხოლო #(»X) დაუყვანადი მრავალ- 

წევრია, მაშინან /(»X) იყოფა #(:)-ზე, ან ეს მრავალწევრები 

თანამარტივნი არიან, 
_ თუ (/ (X»X), #(2)=ძ0;, მაშინ ძ (ჯ)-ს, რადგან იგი დაუყვანად # (X) მრა- 

ვალწევრის გამყოფია, ან აქვს ხარისხი 0, ან კიდევ არის C620(»), 6 #0, სახის 

მრავალწევრი, პირველ შემთხვევაში #(») და #(ჯ») თანამარტივია, მეორეში 

» (2) იყოფა „ (#)-ზე. 
· მ) თუ /(») და (() მრავალწეგრთა ნამრავლი იყოფა 
დაუყვანად #() მრავალწევრზე, მაშინ ერთი მაინც ამ. მამ- 

რავლთაგან იყოფა #C(1))-ზე. 

მართლაც, თუ /(X) არ იყოფა #(:-ზე, მაშინ თანახმად ჯ) /(») და. 

ჩხ (X) თანამარტივია, ამ შემთხვევაში კი თანახმად 83 21-ის ბ) თვისებისა ჯ(X) 

მრავალწევრი უნდა იყოფოდეს / (X)-ზე, 
ბ) თვისება დაუბრკოლებლივ ვრცელდება ნებისმიერი სასრულო რიცხვ- 

მამრავლთა ნაზრავლის შემთბხვევაზე. | 

შემდეგი ორი თეორემა არის მთელი ამ პარაგრაფის მთავარი მიზანი, 

-“. (XI რგოლის ყოველი /() მრავალწევრი, რომელსაც.» 
ხარისხი აქვს, X>1, იშლება დაუყვანად მამრავლთა ნამ- 
რავლად. 

მართლაც, თუ / (X) მრავალწევრი თვითონაა დაუყვანადი, მაშინ აღნიშ- 

ნული ნამრავლი შედგება მხოლოდ ერთი მამრავლისაგან, თუკი ის დაყგანა- 
დია, მაშინ შეიძლება დაიშალოს ნაკლები ხარისხის მშამრავლთა ნამრავლად. 

თუ ამ მამრავლთა შორის კიდევ არის დაყვანადი, მაშინ ვახდენთ მათ მამ- 
რავლებად შემდგომ დაშლას, და ა. შ. ეს პროცესი უნდა შეჩერდეს სასრულო 

რიცხვი ნაბიჯის შემდეგ, რადგან / (1)-ის მამრავლებად ნებისმიერი დაშლისას 

ამ მამრავლთა ხარისხების ჯამი უნდა უდრიდეს V-ს და ამიტომ ჯ- ზე დამო- 
კიდებულ მამრავლთა რიცხვი არ უნდა აღემატებოდეს #-ს. 

მთელ რიცხვთა მარტივ მამრავლებად დაშლა ცალსახაა, თუ შემოვი- 

ფარგლებით მთელი დადებითი რიცხვების განხილვით. მაგრამ. ყველა მთელ 

რიცხვთა რგოლში ცალსახობას ადგილი აქვს მხოლოდ ნიშნის სიზუსტით: 

ასე, –-6=2. (-–-3)=(––-2) · 3, 10==2 · 5=(-–2) · (–5) და ა, “> ანალოგიურ 

მდგომარეობას აქეს ადგილი მრაგალწევრთა რგოლშიც.. თუ _ -. . 

=> – “#(X)=სა(2)ტხ:(9) ·..ჩ-C) -. · ა.ა 3



არის / («) მრავალწევრის დაშლა დაუყვანად მამრავლთა ნამრავლად და # 
ველის C,, ი, ··· ი, ელემენტები ისეთებია, რომ მათი ნამრავლი 1 უდრის, 
მაშინ 

# 00=(L9V/, C1)) · (0, (11 ·.. IC (X)) 

აგრეთვე იქნება, ჩ) გამო, #(X)-ის დაუყვანად მამრავლთა ნამრავლად დაშლა. 

თურმე ამით ამოიწურება / (X)-ის ყველა დაშლა: 

თუ XL) რგოლის /(:) მრავალწევრი ორნაირად დაიშალა 
დაუყვანად მამრავლთა ნამრავლად: 

7 (X) =#, C2:) ე (X) ··- ჩ, (X) = 0; (X) 9, (>) ·. · 9 (X), (2) 

მაშინ :=; და შესაბამისი ნუმერაციის დროს ადგილი ექნება 
ტოლობებს ' 

- ძუ(X)=Cჩ:(2ე), 1=1, 2, ... #, (3) 

სადაც თ არის X ველის ნულისაგან განსხვავებული ელე- 

ი. 

ე ის) თეორემა სამართლიანია პირველი ხარისხის მრავალწევრთათვის, 
რადგან ისინი დაუყვანადია. ამიტომ ჩვენ დამტკიცებას წავიყვანთ ინდუქციით 

მრავალწევრის ზარისხის მიმართ, ე. ი. დავამტკიცებთ თეორემას / (2:)-ისათ- 

ვის, დაშვებით, რომ უფრო ნაკლები ხარისხის მრავალწევრთათვის იგი უკვე 

დამტკიცებულია. 
რადგან ი, (»–) გამყოფია / (X)/ისათვის, ამიტომ ბ) თვისებისა და (2) 

ტოლობის გამო, ქ, (X»–) გამყოფი იქნება #,(X) მრავალწევრთაგან ერთის მაინც, 

მაგალითად 1, (X»X)-ისა. მაგრა რადგან მრავალწევრი დაუყვანადია, ხოლო 

4#:(X)·ის ხარისხი ნულზე მეტია, ამიტომ არსებობს ისეთი ელემენტი თ,, რომ 

9; (X) = 0)ჩ) (ჯ). (4) 

თუ ჩავსვამთ დ, (X)-ის ამ გამოსახულებას (2)-ში და შევკვეცთ (რაც კანონიე- 

რია, რადგან ჯXIXI რგოლში არ არის ნულის გამყოფები), ჩვენ მივიღებთ 

#. (X) ჩვ (X) ·.· #, (X) = 019; (7) ძვ (X) ·.· ი, (X) 

ტოლობას, რადგან ამ ნამრავლის ტოლი მრავალწევრის ხარისხი ნაკლებია 

#(X)-ის ხარისხისა, ამიტომ დამტკიცებულია, რომ ჯ+-––1=ჯ/–1, საიდანაც +=/, 

და რომ არსებობს ისეთი ელემენტები ი”. 0ვ..·C,, რომ დC',ჩე(X)=0,0ე(2), 

საიდანაც #,(X)=(0, 1 0), (X), და CM(2)=4ძ(X), 1=3,..-ჯ. თუ დავუშვებთ, 
რომ ი,“ -ე=0, და თუ გავითვალისწინებთ (4)-ს, ჩვენ მთლიანად მივიღებთ 
(3) ტოლობებს, : 

ახლახან დამტკიცებულ თეორემას შეგვიძლია მივცეთ ასეთი უფრო 

მოკლე ფორმულირება: ყოველი მრავალწევრი ნული ხარისხის 

მამრავლამდე სიზუსტით ცალსახად იშლება დაუყვანად მამ-.. 
რავლებად, 

მაგრამ ყოველთვის შეგვიძლია განვიხილოთ შემდეგი სპეციალური სახის 

დაშლა, რომელიც უკვე ყოველი მრავალწევრისათვის სავსე. 
ბით ცალსახა იქნება: ვიღებთ / (;) მრავალწევრის ნებისმიერ დაშლას 
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დაუყვანად მამრავლებად და ყოველი ამ მამრავლიდან ფრჩხილებს გარეთ 
გამოგვაქვს უფროსი კოეფიციენტი. მივიღებთ დაშლას 

#/ (X)=ძაჩ, (»X) Lა (+)... ხ, (ე, (5) 

სადაც ყველა #((:), 1=1,2,...,§, არის დაუყვანადი მპრავალწევრი ერთის 
ტოლი უფროსი კოეფიციენტით. მამრავლი ძა ტოლი იქნება / (») მრავალ- 

წევრის უფროსი კოეფიციენტისა, რაც ადვილი დასამტკიცებელია, თუ შევას- 

რულებთ გამრაელებას (5) ტოლობის მარჯვენა ნაწილში, 

(5) დაშლაში შემავალი დაუყვანადი მამრავლები აუცილებელი არ არის 

ყველა ერთმანეთისაგან განსხვავდებოდეს. თუ (5) დაშლაში დაუყვანადი ჩ (ჯ) 

მრავალწევრი რამდენიმეჯერ გვხვდება, მაშინ მას / (X)იის ჯერადი მამ- 
რავლი ეწოდება, სახელდობრ /;- ჯერადი (კერძოდ ორჯერადი, სამჯერადი 

და ა, შ.), თუ (5) დაშლაში # (:)-ის ტოლი ზუსტად # მამრავლი შედის. თუკი 

ჩ 0) მამრავლი (5) დაშლაში მხოლოდ ერთხელ შედის, მაშინ მას / (»)-ის 
მარტივი (ან ერთჯერადი) მამრავლი ეწოდება. 

თუ (5) დაშლაში /, (X), # (2:), .--, M (+) მამრავლები ერთმანეთისაგან გან- 
სხვავებულია, ხოლო ყოველი სხვა მამრავლი უდრის ერთ-ერთ მათგანს, და თუ 

ჩ! (2), §=1, 2, ....7, არის, / (1) მრავალწევრის /7;,-ჯერადი მამრავლი, მაშინ (5) 

დაშლა შეიძლება შემდეგნაირად გადაიწეროს: 
· 

- 7 (2)=0იჩ:' (7) ჩვ" (X) ·.· I"! (X). (6) 

სწორედ ამ ჩაწერას გამოკიყენებთ ჩვეულებრივ შემდგომში, განსაკუთრებით 

არ აღვნიშნავთ, რომ ხარისხის მაჩეენებლები უდრის შესაბამისი მამრავლის 

ჯერადობას, ე. ი. რომ #;(X) # #/ (1), როცა 3? #/. 

თუ მოცემულია /(»X) და ((»)) მრავალწევრების დაუყვანაღ 
მამრავლებად დაშლა, მაშინ ამ მრავალწევრთა უდიდესი 

საერთო გამყოფი ძ(:) უდრის იმ მამრავლების ნამრავლს, 

რომელნიც შედიან ერთდროულად ორივე დაშლაში, ამას- 

თან ყოველი მამრავლი აიღება ორივე მოცემულ მრავალ- 

წევრში მისი ჯერადობებისაგან უმცირესის ტოლი ხა- 
რისხით. ' 

მართლაც, აღნიშნული ნამრავლი გამყოფი იქნება ორივე / (X), V (2) 

მრავალწევრისათვის და ამიტომ ძ(X)-ისათვისაც. ეს ნამრავლი რომ განსხვავ- 

დებოდეს ძ (1)-ისაგან, მაშინ ძ (+)-ის დაუყვანად მამრავლებად „დაშლაში ან 
შევიდოდა მამრავლი, რომელიც არ შედის / (+) და («(X) მრავალწევრების 

ერთის დაშლაში მაინც, რაც შეუძლებელია, ან ღა ერთ მამრავლთაგანს 

ექნებოდა მეტი ხარისხი, ვიდრე მასა აქეს /(») და §(X) მრავალწე ვრთაგან 

ერთ-ერთის დაშლაში, რაც აგრეთვე შეუძლებელია. 

ეს თეორემა ანალოგიურია იმ წესისა რომლითაც ჩვეულებრივ ეძებენ 
მთელ რიცხვთა უდიდეს საერთო გამყოფს. მაგრამ მას არ შეუძლია მრავალ- 

წევრთა შემთხეევაში ევკლიდეს ალგორითმი შესცვალოს. მართლაც, რადგან 

მოცემულ მთელ დადებით რიცხვზე ნაკლებ მარტივ რიცხვთა რაოდენობა 

მაოლოდ სასრულოა, ამიტომ მთელი რიცხვის დაშლა მარტივ მამრაყლებად 
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სასრულო რაოდენობა გასინჯვით მიიღწევა. ამას უკვე არა აქვს ადგილი 
უსასრულო მთავარ ველზე მრავალწევრთა რგოლისათვის, და ზოგად შემთხეე- 

ვაში არ არსებობს მრავალწევრის დაუყვანად მამრავლებად დაშლის პრაქტი- 

კული წესი. უფრო მეტიც, გადაწყვეტა საკითხისა, არის თუ არა / (ჯ) მრა. 

ვალწევრი მოცემულ #X ეელში დაუყვანადი, ზოგად შემთხვევაში ძალზედ ძნე- 

ლია. ასე, ყველა დაუყვანადი მრავალწევრის აღწერა კომპლექსურ და ნამდვილ 

რიცხვთა ველების შემთხვევაში მიღებული იყო § 24ში როგორც ფესვების 

არსებობის ძალიან ღრმა თეორემის შედეგი. რაც შეეხება რაციონალურ 

რიცხვთა ველს, ამ ველის მიმართ დაუყვანად მრავალწევრთა შესახებ § 56-ში 

მოყვანილია მხოლოდ კერძო ხასიათის დებულებები. 

ჩვენ ვუჩვენეთ, რომ მრავალწევრთა რგოლში, როგორე0 მთელ რიც"ვთა რგოლში, 

ადგილი აქვს „მარტივბ (დაუყვანად) მამრავლებად დაშლას და რომ ეს დაშლა გარკვეული 

აზრით ცალსახაა, ისმება კითხვა, შეიძლება თუ არა ამ შედეჯების გადატანა რგოლია უფრო 

ფართო კლასებზე. ჩვენ შემოვიფარგლებით ისეთი კომუტატური რგოლების შემთხვევით, 

რომელთაც აქვთ ერთეული და არ შეიცავენ ნულის გამყოფებს. 

ეუწოდოთ ერთეულის გამყოფი რგოლის ისეთ თ ელემენტს, რომლისათვისაც 

ამ რგოლში არსებობს შებრუნებული თ“! ელემენტი, 

თთ 1=1. 

მთელ რიცხვთა რგოლში ესენია რიცხვები 1 და –-1, მრავალწევრთა # (XI რგოლში-–-ყველა 

ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრი, ე. ი ნულისაგან განსხვავებული რიცაეები #7 ველიდან, 

წულისაგან განსხვავებულ C ელემენტს, რომელიც არაა ერთეულის გამყოფი, ვუწოდოთ რგო- 

ლის მარტივი ელემენტი, თუ ყოველ მის დაშლაში ორი მამრავლის ნამრავლად, #=თხ, 

ამ მამრავლთაგან ერთი აუცილებლად ერთეულის გამყოფია, მთელ რიც1პვთა რგოლში მარ- · 

ტივი ელემენტები იქნება მარტივი რიცხვები, მრავალწევრთა რგოლში–დაუყეანადი მრა- 

ვალწევრები. 
დაიშლება თუ არა განსახილველი რგოლის ყოველი ელემენტი, რომელიც განსხვავ- 

დება ნულისაგან და არ არის ერთეულის გამყოფი, მარტივ მამრავლთა ნამრავლად? თუ 

დაიშლება, იქნება თუ არა ეს დაშლა ცალსახა? უკანასკნელი უნდა გავიგოთ შემდეგი 

აზრით: თუ · 

რთ=წაჩ;ე ··. ML=9; თე... 9) 

–ძ ელემენტის ორი დაშლაა მარტიე მამრავლებად, მაშინ # =/ და (შესაძლოა ნუმერაციის 

შეცვლის შემდეგ) 
0,=წ,0, 1=1, 2, .....·XM) 

სადაც C, ერთეულის გამყოფია, 
თურმე ზოგად შემთხვევაში ორივე ამ კითხვას უნდა გავცეთ უარყოფითი პასუხი. ჩვენ 

შემოვიფარგლებით ერთი მაგალითით, სახელდობრ, მივუთითებთ რგოლს, რომელ- 
შიაც თუმცა.მარტივ მამრავლებად დაშლა შესაძლებელია, მაგრამ 

არ არის ცალსახა, 

განვიხილოთ 

თ=თ+ხM –--3 “ლ” 
სახის კომპლექსური რიცხვები, სადაც რ და ხ მთელი რიცხეებია, ყველა ასეთი რიცხეი 
შეადგენს რგოლს, რომელსაც არა აქვს ნულის გამყოფები და შეიცავს ერთეულს; მართლაც, 

'6+სMM =3) C+9ძ V/ = 3)=(ი–3სთ + 6ი+იი/ =3. ()



ვუწოდოთ თ=თი +ხ/ –3 რიცხვის ნ ორმა მთელ დადებით 

XX(C>)=0? -L 3ხ? 

რიცხეს. (8)-ის გამო ნაბრავლის წორმა უდრის ნორმათა ნამრავლს, 

# (თ8) = X (თ) XV (8), (9) 
მართლაც, 

(იი–3Mძ)?--3 (ხი + იძ)?=ი ჰი? -L9ხზძ?-L 3?! + 

-L პიზძბ= (CV? -L პს?) (ი? -–L 3ძ"). 

თუ ძთ რიცხვი ჩვენ რგოლში ერთეულის გამყოფია, ე. ი. თ რიცხვს აქვს (7) სახე. 

მაშინ, (9) ძალით, 

M#(თ M(C”1)=VM (თთ”1)= V (11=1 

და ამიტომ MI) =1, რადგან M(C) და M(C“!) რიცხვები მთელი დადებითია. თუ თ==0+ბI/ –-3, 

მაშინ M(თ) =1-დან გამომდინარეობს 

· #V(2თ)=–ი2?-L 3ჰ01=1; 

მაგრამ ეს შესაძლებელია მხოლოდ როცა ხ=0, ძ#= +1. ამგვარად, ჩვენ რგოლში, რო- 

გორც მთელ რიცხვთა რგოლში, ერთეულის გამყოფებია მხოლოდ 

1 და –1 რიცხვები და მხოლოდ ამ რიცხვებს აქეთ ერთის ტოლი 

ნორმა. 
(9) ტოლობა ნამრავლის ნორმისათვის გადაიტანება, ცხადია, ნებისმიერ სასრულო 

რიცხე მამრავლთა შემთხვევაზე, აქედან ადეილი გამოსაყვანია, რომ ჩვენი რგოლის 

ყოველი ი რიცხეი შეიძლება დაიშალოს სასრულო რიცხვ მარტივ 

მამრავლთა ნამრავლად; დამტკიცების ჩატარებას ვანდობთ მკითხველს, 

მაგრამ, მარტივ მამრავლებად დაშლის ცალსახობა უკვე 

შეუძლებელია ვამტკიცოთ. სამართლიანია, მაგალითად, ტოლობები 

4=2 2=(1-L (/ ––3) (1--–// -–3), 

ჩვენ რგოლში არ არის ერთეულის გამყოფი გარდა 1 და –1 რიცხვებისა და,ამიტომ 

1+I/ –3 (ასევე 1 –V –3) რიცხვი არ შეიძლება განსხვავდებოდეს 2 რიცხეისაგან მხოლოდ 

მამრაელით, რომელიც ერთეულის გამყოფია. ჩვენ დაგერჩენია ვუჩვენოთ, რომ ყოველი 2, 

1+I –3, 1-–I/ –3 რიცხეთაგან მარტივია განხილულ რჯჭოლში, მართ- 

ლაქ, ყოველი ამ სამი რიცხვის ნორმა უდრის რიცხე 4-ს. ვთქვათ C ნებისმიერია ამ რიცხეთა- 

გან და ეთქვათ · 

თ=8». 
მაშინ, (9)-ის თანახმად, სამი შემთხვევიდან შესაძლებელია ერთ-ერთი: 

1) V(8)-24, VC)=1; 2) XV (8)=-1; MV (7)=4; 3) V (8)=# (7)=2. 
პირველ შემთხვევაში რიცხვი ჯ იქნება, როგორც ვიცით, ერთეულის ზამყოფი, მეორე შემთხ- 

ვევაში ერთეულის ჯამყოფი იქნება 8. რაც შეეხება მესამე შემთხვევას, იგი საერთოდ შეუძ- 

ლებელი» , 
იზ L 3ნ%=2 

ტოლობის შეუძლებლობის გამო, როცა 8 და ს მთელებია. 

#- რადი მამრავლები. თუმცა, როგორც უკვე ზემოთ იყო მითითებული, 
ჩვენ კი შეკვიძლია მრავალწევრის დაშლა დაუყვანად მამრავლებად, მაგრამ 

არსებობს მეთოდები, რომლის საშუალებით შეგვიძლია გავიგოთ აქვს თუ არა 

მოცემ მრავალწევრს ჯერადი მამრავლები: და დადებითი პასუხის შემთხვე- 
ვაში. დავიყვანოთ ამ მრავალწევრის შესწავლა ისეთი მრავალწევრის შესწავ- 
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ლაზე, რომელსაც უკვე აღარა აქვს ჯერადი მაზრავლი. მაგრამ ეს მეთოდები 

მოითხოვენ ძირითად ველზე ზოგიერთი შეზღუდეების დაშვებას. სახელდობრ, 

ამ პარაგრაფის მთელი შემდგომი შინაარსი გადმოიცემა დაშვებით, რომ 

ველს 0 მახასიათებელი აქვს. ამ შეზღუდვის გარეშე თეორემები 

ჯერად მამრავლთა შესახებ, რომლებიც ქვემოთ იქნება დამტკიცებული, ძალას 

კარგავს; ამასთანავე, გამოყენების თვალსაზრისით, ნულ მახასიათებლიანი 

ველის შემთხვევა ყველაზე მნიშვნელოვანია, რადგან მას ეკუთვნის, კერძოდ, 

ყველა რიცხვითი ველი, 
თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ განსახილველ შემთხვევაზე გადმოიტა- 

ნება მრავალწევრის წარმოებულის (ცნებაც, რომელიც შემოტანილი იყო 

§ 22-ში კომპლექსურ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრებისათვის, და ამ ცნე- 

ბის ძირითადი თვისებები 1. ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი თეორემა: 

თუ #(ჯ–) არის /(ჯ>) მრაგალწევრის #-ჯერადი დაუყვანადი 

მამრავლი, XL>1, მაშინ იგი ამ მრავალწევრის წარზოებულის 

(#–1)-ჯერადი მამრავლი იქნება. კერძოდ, მრავალწევრის 

მარტივი მამრავლი არ შედის წარმოებულის დაშლაში. 

მართლაც, ვთქვათ - 

/Cფ=/'თ#C, ით 
ამასთან 0#(X»X) უკვე არ იყოფა # (X)-ზე. თუ (10) ტოლობას გავაწარმოებთ, 

მივიღებთ: 

#"0)=ჯ"0)#' C0 -- ჩს'! ცი ჩ' (7) დ (2) =/ ) (X) IV (X) §' (9) -L ##' (1) ( (X) I. 
ფრჩხილებში მდგომი მეორე შესაკრები არ იყოფა #(X)-ზე; მართლაც, V(Xჯ) 

არ იყოფა #(7)-ზე პირობის ძალით, #'(»)-ს აქვს ნაკლები ხარისხი, ე. ი. 
აგრეთვე არ იყოფა #(X»)-ზე, აქედან კი #(X) მრავალწევრის დაუყვანადობისა 

და ამ ' პარაგრაფის მ) და § 21-ის IX თვისებების გამო, გამომდინარეობს 

ჩვენი დებულება. მეორე მხრივ, ფრჩხილებში მდგომი ჯამის პირველი შესაკ- 

რები იყოფა #(»)-ზხე და ამიტომ მთელი ეს ჯამი არ შეიძლება იყოფოდეს 

ჩ(X)-ზე, ე. ი. #(X) მამრავლი შედის /'”(X)-ში L-– 1 ჯერადობით. 

ჩვენი თეორემიდან და ორი მრავალწევრის უდიდესი საერთო გამყოფის 
ძიების ზემოთ აღნიშნული წესისაგან გამომდინარეობს, რომ თუ მოცემულია 

# (+) მრავალწევრის დაუყვანად მამრავლებად დაშლა: 

. / (2)=ძიგ;" (%) ჩ;5% (X).. #ს"! (+), (11) 
მაშინ /#/() მრავალწევრისა და მისი წარმოებულის უდიდეს 
საერთო გამყოფს აქვს შემდეგი დაშლა დაუყვანად მამრაე- 

ლებად: 
(/ –ი, / ფ0)=ჯოიიტო შლი. .ტM 100, _ (0123 

სადაც /#/M” 1 (>) მამრავლი, როცა #,=1, უნდა შევცვალოთ ერთეულით. კერ- 

ძოდ, #(X) მრავალწევრი მაშინ და მხოლოდ მაშინ არ შეიცავს 

1 სასრულო მახასიათებლიან ველთათვის ძალას კარგავს დებულება, 

ხარისხის მრავალწევრის წარმოებულის ხარისხია M –– 1: · - 
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ჯერად მამრავლებს. როცა იგი თანამარტივია თავის წაC- 
მოებულთან. ' 

მაშასადამე, ჩვენ ვისწავლეთ პასუხის გაცემა კითხვაზე: აქვს თუ არა 
მოცემულ მრავალწევრს ჯერადი ფესვები. უფრო მეტიც, რადგან არც მრა- 
ვალწევრის წარმოებული, არც ორი მრავალწევრის უდიდესი საერთო გამყოფი 
დამოკიდებული არ არის იმაზე, # ველს განვიხილავთ თუ მის ნებისმიერ 

წე გაფართოებას, ამიტომ ახლახან დამტკიცებული რეზულტატის შედეგის 

სახით ვიღებთ; 

თუ ნულ მახასიათებლიანი # ველის კოეფიციენტებიან 
# დ) მრავალწევრს არა აქვს ამ ველის მიმართ ჯერადი მამ- 
რავლები, მაშინ მას არ ექნება ჯერაღი მამრავლები 

# ველის არავითარ X გაფართოგბის მიმართაც, 

კერძოდ, თუ /#(X) დაუყვანადია X-ს მიმართ, ხოლო ჯ# არის ჯ ველის 

რაიმე გაფართოება, მაშინ, თუზცა /(X) უკვე შეიძლება დაყვანადი იყოს 

ჯ-ს მიმართ, მაგრამ თავიდანვე ცნობილია, რომ იგი არ გაიყოფა დაუყვა- 

ნადი მრავალწევრის (L მიმართ) კვადრატზე, 

ჯერადი მამრავლების გამოყოფა. თუ მოცემულია / (ჯ) მრავალწევრი 
(11) დაშლით და თუ ძ,(X)-ით აღენიშნავთ / (:)-სა და მისი /'(X) წარმოე- 
ბულის უდიდეს საერთო გამყოფს, მაშინ (12) იქნება ძ,(X)·ისათვის დაშლა. 
თუ გავყოფთ (11)-ს (12)-ზე, მივიღებთ: 

«C)= 254“ სატ რ-ი, 
ძ, თ. 

უ. ი, მივიღებთ მრავალწევრს, რომელიც არ შეიცავს ჯერად მამრავლებს, 

ამასთან ყ, (ჯ)-ის დაუყვანადი მამრავლი იქნება მამრავლი / (X)-სათვისაც). 

„ამით /(X)-ისათვის დაუყვანადი მამრაელების ძიება დაიყვანება მათ ძიებაზე 

წ, (X)--მრავალწევრისათვის რომელსაც საერთოდ უფრო ნაკლები ხარისხი 

აქვს და, ყოველ შემთხვევაში, შეიცავს მარტიე მამრავლებს. თუ ეს ამოცანა 

1?) (X)-ისათვის გადაწყვეტილი იქნება, მაშინ გერჩება მხოლოდ ნაპოვნი 

დაუყვანადი მამრავლების ჯერადობის განსაზღერა / (X)-ში, რასაც მივაღწევთ, 

გაყოფის ალგორითმის გამოყენებით. 

თუ ახლახან გადმოცემულ მეთოდს გაევართულებთ, შეიძლება მაშინვე გადავიდეთ 

რამდენიმე მრაეალწევრის განხილვაზე, რომელთაც ჯერადი მამრავლები არა აქეთ, ამასთან 

თუ ვიპოვით ამ მრავალწევრთა დაუყვანად მამრავლებს, ჩვენ არა მარტო ვიპოვით /'(X)-ის 

ყველა დაუყეანად მამრავლს, არამედ ზეეცოდინება მათი ჯერადობაც. 

დაე, (11) იყოს /(X)-ის დაშლა დაუყვანად მამრავლებად, ამასთან მამრავლთა უდიდესი 

ჯჭერადობაა «, # > 1. აღვნიშნოთ /“, (X)-ით / (+) მრავალწეერის ყველა ერთჯერადი მამრაგ- 

„ ლის ნამრავლი, /-ე (X)–ით –– ყველა "ორჯერადი მამრავლის ნამრავლი, მაგრამ მხოლოდ 

თითოჯერ აღებული და ა. შ., ბოლოს /”, (X):ით – ყეელა +-ჯერადი მამრავლის ნამრავლი, 

აგრეთვე აღებული მბრლოდ თითოჯერ; ამასთან თუ რომელიმე ჯ1-სათეის # (X)-ში არ არის 

1-ჯერადი მამრავლი, მაშინ ეთვლით /-/(X)=1. მაშინ /(X) გაიყოფ> /“ს (X) მრავალწევრის 

#-ურ ზარისხზე.. #=, 2,.../, და (11) დაშლა მიიღებს 

# 00 = თა XL (2) ?, (X) 1”ე? (X) -+. XI," (X) 
ვთ



სახეს, ხოლო (12) დაშლა #ძ; (+1)= (წყ (X), #” (69) )-ისათვის გადაიწერება 

ი, (X) = X#ე (ჯ) #?ე (X) ,-. XV 1 (ჯ) 
სახით, 

თუ აღვნიშნავთ ძე (X)-ით ძ, (63) მრავალწევრისა და შისი წარმოებულის უდიდეს 

საერთო გამყოფს და საერთოდ ძI; (X)-ით ძ».- 1 (X) და ძლ, (X) მრავალწევრების უდიდეს 

საერთო გამყოფს, ჩვენ იმავე გზით მივიღებთ: 

ძ; («)= 7-ე (X) M#მ?,...# I 1? 0), 

ძვ (X) = XI, (X) #%...# I,” 9 (X), 

ძ._, (X)=X, (X) 

  

  

  

  

ძ,(X)=1. 
აქედან 

9; (X)-= #თ = ა X, (X) X” (1) #ვ (»)...X#V (X), 
ძ) (X) 

სთ-ით. #C, 

_ 9, (2) = . 
L) თო-- დ) #3 რინ თ 

= ძ, , (63) = . ს, (X) “თ. I) (+), 

და ამიტომ, ბოლოს, 

წ, (2) ზე (X) 
7 (ი)=–-–-, #Xე)(X2)= ,...) IM (2)=%, (X). 

05>C3) შვ (2) 

ამგვარად, გამოვიყენებთ რა მხოლოდ ისეთ ხერხს, რომელიც არ მოითხოვს #(7) 

მრავალწევრის დაუყვანადი მამრავლების ცოდნას, სახელდობრ გაწარმოებას, ევკლიდეს 

ალგორითმს და გაყოჟის ალგორითმს, ჩვენ შეგვიძლია ვიპოვოთ I” (+); XX" (2)).--,.# (X) 

მრავალწევრები, რომელთაც არა აქვთ ჯერადი მამრავლები, ამასთან #% (X) გრავალწევრის, 

X#=1, 2,..., §, ყოველი დაუყვანადი მამრავლი იქნება X-ჯერადი +# (X)-ისათვის. – 

აქ მოყვანილი მეთოდი, ცხადია, არ შეიძლება ჩავთვალოთ მრავალწევრის დაუყვანად 

მამრავლებად დაშლის მეთოდად, რადგან, როცა #=1, ე. ი. ჯერადი მამრავლების არ მქონე 

მრავალწევრისათვის, მივიღებთ მხოლოდ / (2:) = 7) (ა). 

და § 40", ფესვის არსებობის თეორემა 

თავისთავად ცხადია, რომ § 23-ში დამტკიცებული ძირითადი თეორემა 

ყოველი რიცხვითი მრავალწევრისათვის კომპლექსურ რიცხვთა ველში ფესვის 

არსებობის შესახებ არ შეიძლება გადატანილ იქნეს ნებისმიერი ველის შემთხვე- 

ვაზე. ამ პარაგრაფში დამტკიცებული იქნება თეორემა, რომელიც რამდენადმე 

ცვლის ველთა ზოგად თეორიაში კომპლექსურ რიცხვთა ალგებრის მითითებულ 

ძირითად თეორემას, . . 
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ვთქვათ, მოცემულია ჯ ველზე / (71) მრავალწევრი. ბუნებრივია ისმის 

კითხვა: თუ / (X) მრავალწევრს საერთოდ არა აქვს ველში ფესვი, მაშინ 

არსებობს თუ არა # ველის ისეთი ჯ გაფართოება, რომელშიაც /(7)-ისათვის 

მოიძებნება თუნდაც ერთი ფესვი? ამასთან შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ /(ჯ) 

მრავალწევრის ხარისხი ერთზე მეტია: ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრთათვის 

ამ კითხვას აზრი არა აქვს, ხოლო პირველი ხარისხის ყოველ იX+ ხ მრავალ- 

წევრს აქვს ფესვი 2 იმავე ველში. მეორე მხრივ, „ცხადია, შეიძლება 

შემოვიფარგლოთ ისეთი შემთხვევით, როცა / (X) მრავალწევრი დაუყვანადია: 

თუ იგი დაყვანადია #.ს მიმართ, მაშინ მისი ნებისმიერი დაუყვანადი მამ- 

რავლის ფესვი თვით მისი ფესვიც იქნება. 

პასუხს ჩვენთვის საინტერესო კითხვაზე იძლევა ფესვის არსებო- 

ბის შემდეგი თეორემა: 
> XX ველის მიმართ დაუყვანადი ყოველი /(X) მრავალ- 

წევრისათვის არსებობს ამ ველის ისეთი გაფართოება, 

რომელშიაც არის ფესვი /(7)-ისათვის, ყველა მინიმალური 

ველი, რომელიც შეიცავს #X ველსა და ამ მრავალწევრის 

რომელიმე ფესვს, ერთმანეთის იზომორფულია, 

დავამტკიცოთ ჯერ ამ თეორემის მეორე ნახევარი. 

ვთქვათ, მოცემულია #-ს მიმართ დაუყვანადი 

# (X)=ძ”2ჩ +0ძ, ეთ. L...+ იის-1დ2 + ძი (1) 

მრავალწევრი, ამასთან #>2, ე. ი. / (>)-ს არა აქვს ფესვი თვით X ველში. 

დავუშვათ, რომ არსებობს » ველის #. გაფართოება, რომელიც შეიცავს 

/# (ჯ)-ის თ ფესვს, და დავამტჯიცოთ შემდეგი ლემა, რომელიც აუცილებელია 
შემდგომში, მაგრამ რომელიც თავისთავადაც საინტერესოა: 

თუ #-ს მიმართ დაუყვანადი /(») მრავალწევრის X-ში 

მდებარე თ ფესვი არის აგრეთვე ფესვი #XILე რგოლის რო- 

მელიმე #(X) მრავალწევრისა, მაშინ /(:) იქნება V«(X)-ის 

გამყოფი. 

მართლაც, “6 ველის მიმართ / (ჯ) და 7 (X) მრავალწევრებს აქვთ საერთო 

გამყოფი ჯ –– თ და ამიტომ არ არიან თანამარტივი, მაგრამ მრავალწევრთა 

თვისება არ იყვნენ თანამარტივი არ არის დამოკიდებული ველის არჩევანზე, 

ამიტომ შეგვიძლია გადავიდეთ # ველზე და გამოვიყენოთ წინა პარაგრაფის 

?) თვისება. 

ვიპოვოთ ახლა / ველის მინიზალური ქვეველი Xჯ (თ), რომელიც შეიცავს 

ჩ ველსა და თ ელემენტს. მას აუცილებლად ეკუთვნის ყველა 

ზ=ხა–-ხ,თ + ნეთ? +...+L ნ», 1 (2) 

სახის ელემენტი, სადაც ხე, #,, ხ,,...,ნ»–) ველის ელემენტებია. ჯX ველის არც 

ერთ ელემენტს არ შეიძლება ჰქონდეს ორი (2) სახის განსხვავებული ჩაწერა: 

თუ ადგილი აქვს აგრეთვე 
ზლთ +066 + CC +. 6-თა 
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ტოლობას, ამასთან ერთი #-სათვის მაინც C # ხ,, მაშინ თ იქნება 

§ (+)=(ჩი – ძი) + (ხ, –– 6.) # +- (6; – «,) #7 +. -.+L (ნწი-ე–– რ-)) გ" “1 

მრავალწევრის ფესვი, რაც ეწინააღმდეგება ზემოთ დამტკიცებულ ლემას, 

რადგან ((»)-ის ხარისხი # (X»)-ის ხარისხზე ნაკლებია. 

'# ველის ელემენტთა რიცხვს, რომელთაც აქვთ (2) სახე, ეკუთვნის 

X ვილის ყველა ელემენტი (როცა ნ,=/ჩ,=..=M. :=0), აგრეთვე თვით 
თ ელემენტიც (როცა ხ,=1, ხეა=ჩხე=...=ს, ,=0). დავამტკიცოთ, რომ (2) 

სახის ელემენტები შეადგენენ მთელ საძიებელ XV!) ქვე- 
ველს. მართლაც, თუ მოცემულია 8 ელემენტი ((2) ჩაწერით) და 

დ 
მაშინ, ველში ოპერაციათა თვისებების გამო, 

ზ +–-ჯ=(ხე -- 2) ++ (ს, + 6,) თ + (ხე -L ი.) თ? -L...+ (სა. >-ი, ,) თ", 

ე. ი, (2) სახის ორი ელემენტის ჯამი და სხვაობა ისევ იქნება ამავე სახის 

ელემენტი. : 
თუ გადავამრავლებთ 8-სა და ჯ-ს, მივიღებთ გამოსახულებას, რომელიც 

შეიცავს თ"-ისა და თ-ს უფრო მაღალ ხარისხებს. მაგრამ (1)-დან და /(თ)=0 

ტოლობიდან გამომდინარყობს, რომ თ" და ამიტომ თ"), თ"? და ა. შ., 

გამოისახება « ელემენტის ნაკლები ხარისხებით. 37 გამოსახულების ძიების 

ყველაზე მარტივი წესი შემდეგში მდგომარეობს: ვთქვათ 

დ(X)=ხა+ ხ,X+L...+ ხი, >"), ს (+)=0 + C «+...+ 2-1 ჯ" 1, · 

საიდანაც დ (თ) =8, % (თ)=+V. გადავამრავლოთ დ(») და V(X) მრავალწევრები 
და გავყოთ ეს ნამრავლი / (1)-ზე; მივიღებთ 

დ(X)V(X)=/ (X)0()+7/(7), (3) 

#7(X)=–ძა + ძ,1-+...-–+ ძი, X"”1, 

თუ ავიღებთ (3) ტოლობის ორივე ნაწილს, როცა Xჯ=თ, მივიღებთ 

-< 99% 0=/(90(9 +” (9, 

სადაც '! 

ე. ი., / («)=0 გამო, 

ზX=ძა + ი,თ ––...+ ძი, თ”, 

ამგვარად, (2) სახის ორი ელემენტის ნამრავლი ისევ ამავე სახის ელემენტია. 
დაბოლოს, ვაჩვენოთ, რომ თუ 8 ელემენტს აქვს (2) სახე, ამასთან #9, 

მაშინ 8“! ელემენტი, რომელიც # ველში არსებობს, აგრეთვე შეიძლება 

ჩაიწეროს (2) სახით. ამისათვის ავიღოთ 

დ (X)=ხაე + ჩ,X –I...+ ხა_) ჯ"“1 

მრავალწევრი #IXI რგოლიდან. რადგან დ(ჯ)-ის ხარისხი ნაკლებია # 0უე-ის 
ხარისხზე, ხოლო / (2) · დაუყვანადია ჯ-ს მიმართ, ამიტომ დ(X) და #(»X) 
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თანამარტივია და ამიტომ, §§ 21 და 47 თანახმად, X წ: რგოლში არსებობს 
ისეთი V(X) და V(::) მრავალწევრები, რომ 

დ(X)#(X) +- / (0)V(X)=1;, 
ამასთან შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ #(ჯ)-ის ხარისხი ჯ-ზე ნაკლებია: 

%#(X)=% –+– 9» +..4+ იე 2" 

აქედან / (თ,=0 ტოლობის გამო, გამომდინარეობს: 

9(0)#(0)=1 
და ამიტომ, Cდ(თ)=3 ტოლობის გამო, მივიღებთ: 

ზ 1=V(თ0)=+ + 59 თ-+...+ ი- ეთ), 

ამგვარად, “X ველის (2) სახის მქონე ელემენტთა ერთობლიობა შეადგენს 

“ს ველის ქვეველს; ეს იქნება საძიებელი (თ) ველი. შემდგომ, რადგან ჩვენ 
ვნახეთ, რომ (2) სახის ჩ და ჯ ელემენტთა ჯამისა და ნამრავლის ძიებისას 

საჭიროა ვიცოდეთ მხოლოდ ამ ელემენტთა გამოსახულებების კოეფიციენტები 

თ-ს ხარისხების მიმართ, ამიტომ შეგვიძლია ვამტკიცოთ შეზდეგი შედეგის 

სამართლიანობა: თუ არსებობს "X-ს გარდა »# ველის სხვა X გაფართოება, 

რომელიც აგრეთვე შეიცავს / (X) მრავალწევრის რომელიმე თ' ფესვს, და თუ 

#(თ") არის > ველის მინიმალური ქვეველი, რომელიც X-სა და თ-ს შეიცავს, 

მაშინ (CV) და X(C”') ველები იზომორფულია. ამასთან მათ შორის 

იზომორფული თანადობის მისაღებად (2) სახის 8 ელემენტს ჯ(თ7)-დან უნდა 

შევუთანადოთ 

აა–ეეესერი ..–– 
ელემენტი (თ>”)-დან, რომელსაც იგიეე კოეფიციენტები აქვს. ამით დამტკი- 
ცებულია თეორემის მეორე ნახევარი, 

გადავდივართ ამ თეორემის ძირითადი პირველი ნახევრის დამტკიცებაზე, 

ამასთან ზემოთ გადმოცემული მიგვითითებს საამისო გზებზე. მოცემული 

გვაქვს # > 2 ხარისხის / («) მრავალწევრი, დაუყვანადი #X ეელის მიმართ, 
და უნდა ავაგოთ # ველის გაფართოება, რომელიც შეიცავს ფესვს / (ჯ)-ისა- 

თვის. ამისათვის ავიღოთ მრავალწევრთა მთელი XIX) რგოლი და დაეკოთ 

იგი არათანამკვეთ კლასებად, ერთ კლასში მოვათავსოთ მრავალწევრები, 
რომელნიც მოცემულ / (»–) მრავალწევრზე გაყოფისას იძლევიან ერთ და იმავე 

ნაშთს. სხვა სიტყვებით, დ(X) და V(X) მრავალწევრები ეკუთვნიან ერთ და 

იმავე კლასს, თუ მათი სხვაობა უნაშთოდ იყოფა / (-)-ზე. 

შევთანხმდეთ, აღვნიშნოთ მიღებული კლასები «, #, C და ა. შ. ასოებით 
და შემდეგი სრულიად ბუნებრივი წესით განვმარტოთ კლასების ჯამი და 

ნამრავლი. ავიღოთ ნებისმიერი ორი #4 და 8 კლასი, ავირჩიოთ „I კლასში 

რაიმე დ, (») მრავალწევრი, 8 კლასში –– რაიმე (ს, («) მრავალწევრი და 
აღვნიშნოთ X, (X)-ით ამ მრავალწევრთა ჯამი, 

XI (9) =0, (X) + 9 (7), 
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ხოლო 8, (X)-ით –– მათი ნამრავლი, 

მ, (+)=დ, (7) · V, (X). 
ავირჩიოთ ახლა 4 კლასში ნებისმიერი სხვა დ.(ჯ) მრავალწევრი, #8 კლასში-–– 

ნებისმიერი #,(») მრავალწევრი და აღვნიშნოთ შესაბამისად X,(X)-ით და 
9, (X)-ით, მათი ჯამი და ნამრავლი: · 

X1(X)=და (7) –+- VI (X), 

ს, (X) =დ, (X) · დ (XI. 

პირობის თანახმად დ, (»X) და დე:(2) მრავალწევრები არიან ერთ „ კლასში და 

ამიტომ მათი სხვაობა ფ, (>) –– დ, (X) უნაშთოდ იყოფა / (»X)-ზე, იგივე თვისება 

აქვს თ, (X) –– ს, (+) სხვაობასაც. აქედან გამომდინარეობს, რომ 

XI (9) –– X; (X) = (დ, (X) -L %, (X) 1 – (დე(X) -L #, (X) | = 
=Lდ, (X) –– დ; (X) |) + (თ, (X) –– #, (X) | (4) 

სხვაობაც აგრეთვე უნაშთოდ იყოფა / (2)-ზე. იგივეა სამართლიანი ს,(#) – მუ(ჯ) 

სხვაობისთვისაც, რადგან 

ზ, (X) –– მე (+) =დ, LX) Vს, (2:) –– ე (2) დე (ჯ) = 

=დ, (0) 9, (X) –– დ, (2:) დ; (X) -L დ, (X) CI; (თ) –– დე (+) VI, ()= 

=6, (X) IV) (+) –– % (+) 1 + (6, (2) –– დ; (2) 1 %; (2). (5) 
· (4) ტოლობა გვიჩვენებს, რომ X,(-) და X,(X) მრავალწევრები ერთ 

კლასშია. სხვაგვარად, /# კლასის ნებისმიერი მრავალწევრის ჯამი # კლასის 

ნებისმიერ მრავალწევრთან ეკუთვნის სრულიად გარკვეულ C კლასს, რომე- 

ლიც არ არის დამოკიდებული იმისაგან, თუ სახელდობრ რომელი მრავალ- 

წევრია ამორჩეული „წარმომადგენლად“ ,4 და #8 კლასებიდან; ვუწოდოთ ამ 

C კლასს „I! და ჩ კლასთა ჯამი: 

C= 4+V#. : 

ანალოგიურად, (5)-ის გამო, 1 და #8 კლასების წარმომადგენლების 

არჩევანზე არაა დამოკიდებული . ის #/) კლასიც, რომელშიც ძევს # კლასის 

ნებისმიერი მრავალწევრის ნამრავლი #8 კლასის ნებისმიერ მრავალწევრზე: 
ამ კლასს ვუწოდოთ 4 და # კლასების ნამრავლი: 

#02 =-Lჩ. 

ვუჩვენოთ, რომ კლასთა ერთობლიობა, რომელზედაც მრავალწევრთა 

ჩვენი IX) რგოლია დაყოფილი, შეკრებისა და“ გამრავლების ოპერაციების 

აღნიშნული შემოტანის შემდეგ ველად იქცევა, მართლაც, ორივე ოპერაცი- 

ისათვის ასოციაციურობისა და კომუტატურობის კანონებისა 

და დისტრიბუციის კანონის სამართლიანობა გამომდინარეობს მათი 

სამართლიანობიდან #) რგოლში, რადგან კლასებზე ოპერაციები დაიყვანება 

მათში შემავალ მრავალწევრთა ოპერაციებზე. ნულის როლს, ცხადია, ასრუ- 

ლებს კლასი შემდგარი მრავალწევრებისაგან რომელნიც უნაშთოდ იყოფიან 

# (1) მრავალწევრზე, ამ კლასს ვუწოდოთ ნულოვანი და აღვნიშნოთ 0 სიმ. 
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ბოლოთი. მოპირდაპირე /„ კლასისათვის, რომელიც შესდგება მრავალ- 
წევრებისაგან, რომელნიც / (7»)-ზე გაყოფისას ნაშთში დ (ჯ)-ს იძლევიან, იქნება 

კლასი შედგენილი მრავალწევრებისაგან რომელნიც /(X)ზე გაყოფისას 

იძლევიან ნაშთში -– დ (X)-ს, აქედან გამომდინარეობს, რომ მრავალწევრთა 

სიმრავლეში სრულდება ცალსახა გამოკლება. 

იმის დასამტკიცებლად, რომ კლასთა სიმრავლემი, სრულდება გაყო- 

ფა, საქიროა ვუჩვენოთ, რომ არსებობს კლასი, რომელიც ერთეულის როლს 

ასრულებს და რომ ყოველი ნულოვანისაგან განსხვავებული კლასისათვის 

არსებობს შებრუნებული კლაყი. ერთეული იქნება, ცხადია, კლასი მრავალ- 

წევრებისა, რომელნიც / (X)-ზე გაყოფისას ნაშთში 1-ს იძლევა; ამ კლასს ვუწო- 

დოთ ერთეულოვანი და აღვნიშნოთ X; სიმბოლოთი, 

ვთქვათ ახლა მოცემულია ნულისაგან განსხვავებული 2-4 კლასი, თ(X) 

მრავალწევრი, რომელიც 4 კლასში წარმომადგენლადაა არჩეული, არ გაი- 

ყოფა, მაშასადამე, უნაშთოდ / (»)-ზე და ამიტომ, / (ჯ) მრავალწევრის დაუ- 

ყვანადობის გამო, ეს ორი მრავალწევრი თანამარტივია. ამგვარად XILXI 

რგოლში არსებობენ V(X) და თ(X) მრავალწევრები, რომელნიც 

559 Cდ(»)V(X)+ /(X)C(X)=1 

ტოლობას აკმაყოფილებენ, საიდანაც 

დ(1:)V(X)=1 –– /(უყ(ჯ. (6) 

(6) ტოლობის მარჯვენა ნაწილი / («»)-ზე გაყოფისას ნაშთში 1-ს იძლევა, 

ე. ი, ერთეულოვან კლასს ეკუთვნის, თუ კლასს, რომელსაც #(»X) მრავალ- 

წევრი ეკუთვნის, 8-თი აღვნიშნავთ, მაშინ (6) ტოლობა გვიჩვენებს, რომ 

-I8=X, 

საიდანაც 83= 4“). ამით ყოველი არანულოვანი კლასისათვის შებრუნებული 

კლასის არსებობა დამტკიცდა, ე. ი. დამთავრდა იმის დამტკიცება, რომ 

კლასები ველს შეადგენენ. 
აღვნიშნოთ ეს ველი #-თ და ვუჩვენოთ, რომ იგი # ველის 

გაფართოებაა,. /# ველის ყოველ ძი ელემენტს შეესაბამება იმ მრავალწევ- 

რებისაგან შემდგარი კლასი, რომელნიც / რ(0)ე-ზე გაყოფისას ნაშთში «ძ-ს 

იძლევიან თვითონ თი ელემენტი, განხილული როგორც ნულ ტხარისხიანი 

მრავალწეერი, ამ კლასს ეკუთვნის. ამ სპეციალური სახის ყველა კლასი 

შეადგენს # ველში ჩ– ველის იზომორფულ ქვეველს. მართლაც, შესაბამისობის 
ურთიერთ ცალსახობა ცხადია; მეორე მხრიე, ამ კლასებში წარმომადგენლე- 

ბად შეგვიძლია /7 ველის ელემენტები ავირჩიოთ და ამიტომ ჯ-ს ელემენტე- 

ბის ჯამს (ნამრავლს) შეესაბამება შესაბამისი კლასების ჯამი (ნამრავლი), 

მაშასადამე, ნება გვაქვს შემდგომში არ განვასხვაოთ /7 ველის ელემენტები და 

მათი შესაბამისი კლასები. 

დაბოლოს, X-ით აღვნიშნოთ. იმ მრავალწევრებისაგან შემდგარი კლასი, 

რომელიც / (2)-ზე გაყოფისას ნაშთში ჯ-ს იძლევიან. ეს კლასი X ველის სრუ- 
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ლიად გარკვეული ელემენტია ღა ჩვენ გვინდა ვუჩვენოთ, რომ იგი / (1) 
მრავალწევრის ფესვია. ვთქვათ 

#0 = რანი, შ-ს + მი #2 თა 
აღვნიშნოთ /,-ით ზემოთ მითითებული აზრით X ველის „, ელემენტის შესა- 

ბამისი კლასი, ჯ1=20, 1,...,I, და ვიპოვოთ რას უდრის 'L ველის 

45X" + +, XI 1+...-+ 4ს-, X + 4» (7) 

ელემენტი. თუ ჩავთვლით #4, კლასის წარმომადგენლებად ი, ელემენტებს 

1=0, 1,...,,, ხოლო X კლასის წარმომადგენლად – ჯ მრავალწევრს და თუ 

გამოვიყენებთ კლასთა შეკრებისა და გამრავლების განმარტებებს, მივიღებთ, 

რომ (7) კლასში შედის თვითონ / (X) მრავალწევრი. მაგრამ / (X) უნაშთოდ 

იყოფა თავის თავზე და ამიტომ (7) კლასი ნულოვანია. ამგვარად, თუ 

შევცვლით (7)-ში „2, კლასებს # ველის მათი შესაბამისი «, ელემენტებით, 

მივიღებთ, რომ 'L ველში ადგილი აქვს, 

"ძიXო +901 X" 1 I... + ია 1X +ი,ა=0 

ტოლობას, ე. ი. X კლასი მართლაც არის /(») მრავალწევრის ფესვი.. _, – 

ამით მთავრდება ფესვის არსებობის თეორემის დამტკიცება. შევნიშნოთ, 

რომ თუ ავიღებთ X-დ ნამდვილ რიცხვთა ველს და დავუ- 

შვებთ /(X)=X1+1, მივიღებთ კომპლექსურ რიცხეთა ველის 

აგების კიდევ ერთ წესს. 

ფესვის არსებობის თეორემიდან შეგვიძლია გამოვიტანოთ იმის ანალო- 

გიური შედეგი, როგორიც გამოვიტანეთ წ 24-ში კომპლექსურ რიცხეთა 

ალგებრის ძირითადი თეორემიდან. თავდაპირველად გავაკკთოთ ერთი 

შენიშვნა რადგან / (») მრავალწევრის ყოველი წრფივი Xჯ-6ი მამრავლი 

დაუყვანადია, ამიტომ იგი უნდა შედიოდეს დაუყვანად მამრავლებად იმ 

ერთადერთ დაშლაში, რომელიც / (»X)-ს გააჩნია, 

მაგრამ / (»)-ის დაუყვანად მამრავლებად დაშლაში წრფივ  მამრავლთა 

რიცხვი არ შეიძლება აღემატებოდეს ამ მრავალწევრის ხარისხს. ჩვენ მივდი- 

ვართ შემდეგ შედეგამდე: 
#-ური ხარისხის /(:) მრავალწევრს #ჯ ველში შეიძლება 

ჰქონდეს არა უმეტეს ”» ფესვისა, თუნდაც ყოველი ფესვი 

დავთვალოთ იმდენჯერ, რამდენჯერაც მისი ჯერადობაა. 

X#-ური ხარისხის / (+) მრავალწევრის # ველის მიმართ დაშლის ველი 

ვუწოდოთ LX ველის ისეთ 0 გაფართოებას, რომელშიაც შედის / (2)-ის 

# ფესვი (ჯერად ფესვებს ვთვლით იმდენჯერ რამდენიც მისი ჯერადობაა). 

მაშასადამე, /(X) მრავალწევრი # ველის მიმართ დაიშლება წრფივ მამრავ- 

ლებად, ამასთან 0 ველის არავითარი შემდგომი გაფართოება არ გამოავლენს 

7 (2)-ის ახალ ფესვებს. 
LL) რგოლის ყოველი /(ი მრავალწევრისათვის არსე- 

ბობს #.ველის მიმართ დაშლის.ველი. 
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მართლაც, თუ #-ური ხარისხის / (+) მრავალწევრს, #>1, თვითონ 
# ველში აქვს # ფესვი, მაშინ # იქნება დაშლის საძიებელი ველი. თუკი 
# («) არ იშლება #-ს მიმართ წრფივ მამრავლებად, მაშინ ვიღებთ მის ერთ- 

ერთ არაწრფივ დაუყვანად დ(ჯ) მამრავლს და ფესვის არსებობის საფუძველზე 

ვაფართოებთ X-ს დ(2)-ის ფესვის შემცველ I” ველამდე. თუ #”-ის მიმართ 

# (XI) მრავალწევრი კიდევ არ იშლება წრფივ მამრავლებად, მაშინ ისევ 

გაფართოებთ ველს კიდევ ერთი არაწრფივად დარჩენილი დაუყვანადი მამრავ- 

ლის ფესვის შექმნით. სასრულო რიცხვ-ნაბიჯის შემდეგ ჩვენ მივალთ, ცხა- 

დია, / (ჯ)-ის დაშლის ველამდე. 
გასაგებია, / (»)-ს შეიძლება ბევრი სხვადასხვა დაშლის ველი ჰქონდეს. 

შეიძლებოდა დაგვემტკიცებია, რომ წ” ველისა და /(X+) მრავალწევრის 
# ფესეის (სადაც # ამ მრავალწევრის ხარისხია) შემცველი ყველა მინიმალური 

ველი ერთმანეთის იზომორფულია. მაგრამ ჩვენ არ გამოჟიყენებთ ამ დებულე- 

ბას და ამიტომ არ მოვიტანთ მის დამტკიცებას. 

ჯერადი ფესვები. წინა პარაგრაფში დამტკიცებული იყო, რომ 0 მახა- 

სიათებლიან # ველზე /(ჯ) მრავალწევრს მაშინ და მხოლოდ მაშინ არა აქვს 

ჯერადი ფესვები როდესაც იგი თანამარტიეია თავის წარმოებულთან, 

აღნიშნული იყო აგრეთვე, რომ #-ს მიმართ ჯერადი მამრავლების უქონლობა 

# (ე-ისათვის იწვევს ასეთი მამრავლების უქონლობას # ველის ნებისმიერი 
#” გაფართოების მიმართ. თუ გამოვიყენებთ ამას, ისეთი შემთხეევისათვის, 

როცა # არის / (ჯ-ის დაშლის რაიმე ველი, და თუ გავიხსენებთ ჯერადი 

ფესვის განმარტებას, მივალთ შემდეგ შედეგამდე: 

თუ 0 მახასიათებლიან # ველზე /(:;) მრავალწევრს არა 

აქვს ჯერადი ფესვები დაშლის მოცემულ ველში, მაშინ იგი 

თანამარტივია თავის /'(1;) წარმოებულთან. პირუკუ, თუ /#() 

თანამარტივია თავის წარმოებულთან, მაშინ მას არა აქვს 

ჯერადი ფესვები არც ერთ თავის დაშლის ველში. 

კერძოდ აქედან, გამომდინარეობს, რომ 0 მახასიათებლიანი ”# 

ველის მიმართ დაუყვანად /(:) მრავალწევრს არ შეიძლება 

ჰქონდეს ჯერადი ფესვები ამველისარც ერთ გაფართოე- 

ბაში, სასრულო მახასიათებლიანი ველისათვის ეს დებულება აღარ არის 
_ სამართლიანი –– მდგომარეობა, რომელიც შესამჩნევ როლს ასრულებს ველთა 

ზოგად თეორიაში, 

შევნიშნოთ, რომ ნებისმიერი ველის შემთხეევაში შენარ- 

ჩუნებულია ვიეტას ფორმულებიც (იხ. § 24); ამასთან მრავალწევრის 

ფესვები აიღება ამ მრავალწევრის რაიმე დაშლის ველში, 

§ ნ0'. რაციონალური წილადების ველი 

§ 25-ში გადმოცემული რაციონალური წილადების თეო- 

რია სავსებით გამოსადეგია ნებისმიერი ძირითადი ველის 

შემთხვევაში. მაგრამ ნამდვილ რიცხვთა ველიდან ნებისმიერ # ველზე 
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გადასვლისას შეხედულება #2 გამოსახულებასე როგორც # ცვლადის 

ფუნქციაზე უნდა შეიცვალოს, რადგან, როგორც ვიცით, იგი უკვე გამოუ- 

სადეგარია მრავალწევრებისათვის. ჩვენს წინაშე დგას ამოცანა თუ როგორი 

აზრი უნდა მივანიჭოთ ამ გამოსახულებებს იმ შემთხვევაში, როდესაც კოე- 

ფიციენტები ნებისმიერ # ველს ეკუთვნიან. უფრო ზუსტად, ჩვენ გვინდა 

ავაგოთ ველი, რომელშიაც შედის მრავალწევრთა #LX) რგოლი, ამასთან ისე, 

რომ ამ ახალ ველში განმარტებული შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები, 

გამოყენებულნი მრავალწევრებზე, ემთხვეოდნენ # I») რგოლის ოპერაციებს; 

მოკლედ, L(XI რგოლი ამ ახალი ველის ქვერგოლი უნდა იყოს. მეორე 

მხრივ, ამ ახალი ველის ყოველი ელემენტი უნდა წარმოგვიდგებოდეს (ამ 

ველში განმარტებული გაყოფის აზრით) ორი მრავალწევრის განაყოფის სახით. 

როგორც ახლა იქნება ნაჩვენები, ასეთი ველი შეიძლება აიგოს ყოველი 

-სათვის; მას აღნიშნავენ X(;) (უცნობი მრგვალ ფრჩხილებშია ჩასმული!) 

და # ველის მიმართ რაციონალური წილადების ველს უწოდებენ. 

თავდაპირველად დავუშვათ, რომ #ჯ IX») რგოლი უკვე არის რაიმე 0 ველის 

ქვერგოლი. თუ / (X) და ((ჯ) ნებისმიერი მრავალწეერებია X# (XI-დან, ამასთან 

§(Xე) #9, მაშინ 0 ველში არსებობს ცალსახად განსაზღვრული ელემენტი, 

რომელიც უდრის / (ჯ»)-ის განაყოფს (§#(X)-ზე., თუ აღვნიშნავთ ამ განაყოფს, 

როგორც ჩვეულებრივ ველის შემთხვევაში, ”ი -ით, ჩვენ შეგვიძლია განა- 

ყოფის განმარტების საფუძველზე დავწეროთ 

  

  

#00=(0.405 (1) 
: წ) 

ტოლობა, სადაც ნამრავლი უნდა გავიგოთ 0 ველში გამრავლების აზრით. 

#C> დი)   შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ რაიმე –-–-- ულ და აცი განაყოფები უდრის C ვე- 

ლის ერთსა და იმავე ელემენტს; ის პირობაა წილადების ტოლობის ჩვეუ- 

ლებრივი პირობა: 

”თ თ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა /(XV(X)= 
„ #თ ზი) 

=C(7)(/ (ჯ). 
მართლაც, თუ #9 §C) =თ, მაშინ, (1)-ის თანახმად, 

წთ) თთ) 
#”/თ=წ(ეთ, დ(0)=#4C0)თ, 

საიდანაც 

#M0ეს(01=§(00ა%C0)ითი=წ ედ)... 
პირუკუ, თუ / (4) % (თ)=ჯ (2) დ(2)=# (X) გამრავლების აზრით #XI რგოლში, 
მაშინ, თუ გადავალთ 0 ველზე, მივიღებთ 

XI0 _ «თ _(= 

(0 ჯაჭთ «ლი 
ტოლობებს. 
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შემდეგ, ადვილი დასანახია, რომ C-ს ნებისმიერი ელემენტების, რომელ- 

ნიც არიან #I#I-ის მრავალწევრთა განაყოფები, ჯამი და ნამრავლი, შესაძლე- 

ბელია ისეე წარმოვიდგინოთ ასეთივე განაყოფის სახით, ამასთან სამართლია- 

ნია წილადების შეკრებისა და გამრავლების ჩვეულებრივი წესები: 

  

# (2) +900 ლკისელსოა001 1021 თ) 
წთ ბ%() § (თ) თ (2) 

#0 დო _ /თ.ით). (3) 
წთ) სალ) V().V() 

მართლაც, თუ ყოველი ამ ტოლობის ორივე ნაწილს გავამრავლებთ ( () V (X) 

ნამრავლზე და გამოვიყენებთ (1)-ს, მივიღებთ #L2;) რგოლში სამართლიან 

ტოლობებს. (2) და (3) ტოლობების სამართლიანობა გამომდინარეობს იქი- 

დან, რომ (0) ველში ნულის გამყოფების არარსებობის გამო მიღებული ტო- 

ლობებიდან ყოველის ორივე ნაწილი შეგვიძლია შევკვეცოთ ნულისაგან გან- 

სხვავებულ  (X) სდ (X) ელემენტზე ტოლობის დაურღვევლად. 
ეს წინასწარი შენიშვნები მიგვითითებენ იმ გზაზე, რომლითაც უნდა 

წავიდეთ #X(X) ველის აგებისას, ვთქვათ მოცემულია ნებისმიერი X ველი და 

მასზე მრავალწევრთა #(X) რგოლი. ყოველ / (X), § (+) მრავალწევრთა დალა- 
ბებულ წყვილს, სადაც V(X) # 0, ჩვენ შევუსაბამებთ #2 სიმბოლოს, რო- 

მელსაც / (X) მრიცხველიანი და #«(1) მნიშვნელიანი რაციონა- 

ლური წილადი ეწოდება. ხაზს ვუსვამთ, რომ ეს უბრალოდ სიმბოლოა, 

რომელიც მრავალწევრთა მოცემულ წყვილს შეესაბამება, რადგან თვით #(::| 
რგოლში მრავალწევრთა გაყოფა საერთოდ არ სრულდება, ხოლო X (::| რგო- 

"ლი არავითარ ველში ჯერჯერობით არ შედის; (C(X) კიდევაც რომ პყოფდეს 

-) ახალი #7» # C-ს ახალ ჯC 

რომელიც მიიღება განაყოფის სახით /(4)-ის გაყოფისას « (X)-ზე. 

#V) დიე 

ვეწოდოთ «ცე. დ) “ჭცე 
#0) 8 (163) (4) 

აყხ) 4(:) 

თუ XIX) რგოლში ადგილი აქვს / (X) ს (:)=§(X)დ(X) ტოლობას. ცხადია, 
რომ ყოველი წილადი თავისი თავის ტოლია, აგრეთვე თუ ერთი წილადი 

მეორის ტოლია, მაშინ მეორეც უდრის პირველს. დავამტკიცოთ აშ ტოლობის 

ცნების ტრანზიტულობა. ეთქვათ მოცემულია (4) და 

დ(9) _ #(X 
ბიე Vე 

ტოლობები. XIX) რგოლში მათი ტოლფასი 

#ჯ0იბთ=ჯწ/(0)დ(ჯ), თ(»)9(X)=0(X)V(X) 

  

  სიმბოლო ჯერ უნდა გავარჩიოთ იმ მრავალწევრისაგან, 

  რაციონალურ წილადებს ტოლი: 

(5) 
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ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

#009000%(00=§0)დC()C00=( 0) «(CX) 2 (X) 
და ამიტომ, ნულის არატოლ (როგორც ერთ-ერთი წილადის მრიცხველი) 

ს (+) მრავალწევრზე შეკვეცის შემდეგ, ვიღებთ: 

#(X)თ=თ(X)=(§(X)V (X), 
საიდანაც, წილადების ტოლობის განმარტების თანახმად, 

#0 _ #00. 
(0 90” 

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. · , 
გავაერთიანოთ ახლა ერთ კლასში ყველა წილადი, რომელიც რაიმე 

მოცემულს უდრის, და ამიტომ ტოლობის ტრანზიტულობის გამო ერთმანე- 

თის ტოლია, თუ ერთ კლასში არის ერთი მაინც წილადი, რომელიც არ 

შედის სხვა კლასში, მაშინ, როგორც ტოლობის ტრანზიტულობიდან გამომ- 

დინარეობს, ამ ორ კლასს არა აქვს არც ერთი საერთო ელემენტი. 
ამგვარად, XL (ჯ) რგოლის მრავალწევრების დახმარებით ჩაწერილი ყველა 

რაციონალური წილადის ერთობლიობა იშლება ერთმანეთის ტოლი წილა- 

დების არაგადამკვეთ კლასებად. ჩვენ გვინდა ახლა ისე განვმარტოთ ალგებ- 

რული ოპერაციები ტოლი წილადების კლასთა ამ სიმრავლეში, რომ 

იგი ველი აღმოჩნდეს. ამისათვის განესახღვრავთ ოპერაციებს რაციონალურ 

წილადებზე და ყოველთვის შევამოწმებთ, რომ შესაკრების (ან მამრავლის) 

შეცვლა მისი ტოლი წილადით ცვლის ჯამს (ან ნამრავლს) აგრეთვე მისი 

ტოლი წილადით, ეს ნებას გვაძლევს ვილაპარაკოთ ტოლი წილადების კლა- 

სების ჯამსა და ნამრავლზე. ' 

თავდაპირველად გავაკეთოთ ასეთი შენიშვნა რომელსაც შემდგომში 

არაერთხელ გამოვიყენებთ: რაციონალური წილადი ტოლ წილა- 

დად გადაიქცევა, თუმის მრიცხველსა და მნიშვნელს გა- 

ვამრავლებთ ნულისაგან განსხვავებულ ერთი და იმავე მრა- 

ვალწევრზე, ან შევკვეცთ ნებისმიერ საერთო მამრავლზე. 

მართლაც, 

“ #თ _ /თ#MCთ. 
X) # (7). » რადგან #7 IXI რგოლში ნც) 6§0)#/C0 

/ 09IC0ე#(9)=§წ(ი (/ (90# (». 
რაციონალურ წილადთა შეკრებას ჩვენ (2) ფორმულით განვსაზ- 

ღვრავთ; რადგან დ (2) # 0 და V(X) # 0-დან გამომდინარეობს, ჯ(X) VI(CX)#9, 
ამიტომ ამ ფორმულის მარჯვენა ნაწილი მართლაც რაციონალური წილადი 

იქნება. შემდგომ, თუ მოცემულია, რომ – 

#ო  ჩთ, 90 დრ, 
(თ ით” ბთ %( 

/ (2) §ა(0)=#(7) /6(X), 9(2%) % (X) =% (X) თი (>). (L2) 
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მაშინ თუ (ნ) ტოლობებიდან პირველის ორივე ნაწილს გავამრავლებთ 

დ (X) %ი(#)-ზე, ხოლო მეორის ორიეე ნაწილს (« (::) წ (2:)-ზე და შემდეგ ამ 

ტოლობებს წევრ-წევრად შევკრებთ, მივიღებთ: 
L/ (2) 9 (ი) + ( (>) < (2) 1) Cი (+) 9 (2) = I /ი (X) ა (2) -I- #5 (>) %ი (>) ) ( (+) ” (7). 

რაც 

/ ()9(თ)+# (9) დ). _ /5 (4) 5 (X) -L #5 (>) დი (X) 
წ()ედთ #5 (2) ი (X) 

ტოლობის ტოლფასია, 

ამგვარად, თუ მოცემულია ერთმანეთის ტოლი წილადების ორი კლასი, 

მაშინ ერთი კლასის ნებისმიერი წილადის ჯამი მეორე კლასის ნებისმიერ 

წილადთან ერთმანეთის ტოლი იქნება, ე. ი. მოთავსდება რომელიღაც სავსე- 

ბით გარკვეულ მესამე კლასში, ამ კლასს მოცემული ორი კლასის ჯამი 

ეწოდება. | 
ამ შეკრების კომუტატურობა უშუალოდ გამომდინარეობს (2)-დან, 

ხოლო ასოციაციურობა მტკიცდება შემდეგნაირად: 

წი დ)! #() _ #(თ)თ (თ) + #(თ) დ(2) #(X) _ 

წთ აი“() დდ) - §(0%. C) დ (2) 

_ # (თ) დ (დ) ი(თ)-+ ”«(2) დ (თ) 9 (თ) -L ( (2) დ (ე: # (დ) _ 

(46311731XC3) , 

_ #(9) _ დ() ზ (თ) + დ (9) # (2) =) (61) დ() #(2>) + +290 +C |, 
(თ) · ს (თ) 9 (27) §(თ) ათ თ() 

წილადების ტოლობის განმარტებიდან დაუბრკოლებლივ გამომდინა- 

რეობს, რომ ყველა # ლ სახის წილადი, ე. ი. ნულის ტოლი მრიცხვე- 

ლიანი წილადები, ერთმანეთის ტოლია და რომ ისინი შეადგენენ ტოლი 

წილადების სრულ კლასს. ამ კლასს ჩვენ ვუწოდებთ ნულოვანს და და- 

ვამტკიცებთ, რომ იგი ჩვენ შეკრებაში ნულის როღს. ასრულებს. მართლაც, 

  

  

  

თუ მოცემულია ნებისმიერი 2-5 ე წილადი, მაშინ “ 

0 დ(ი) _ 0-თდ()+((იედ() _ (#()დ0). _ დთ(X) 

ნი) შ%(7) ყუს(ი წი)ბიე შ?(» 
ტოლობიდან 

#თ -L –/M(ე _ _ 9 , 
წ (1) წ) (ე 

რომლის მარჯვენა ნაწილი ნულოვან კლასს ეკუთვნის, გამომდინარეობს, რომ 

იი, წილადის ტოლი წილადების კლასი ოი თ) წილადის ტოლი წილადე- 

ბის კლასის მოპირდაბირე იქნება. აქედან, როგორც ვიცით, გამომდი- 
ნარეობს ცალსახა გამოკლების შესაძლებლობა. 
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რაციონალურ წილადთა გამრავლებას განემარტავთ (3) ფორმულით, 

ამასთან, (დ (00 ()# 0 გამო, ამ ფორმულის მარჯვენა ნაწილი მართლაც 

რაციონალური წილადი იქნება. შემდეგ, თუ 

#”თ _ #5» თო. დ(თL _ დე (2). 

წთ #60)” ბლ «ი )” 
ე· ი. 

#6) დ (+)=/ C) /, 6), დ (9) 9, (+) =4 C) დ, (2), 
მაშინ თუ ამ უკანასნელ ტოლობებსს წევრ-წევრად გადავამრავლებთ, 

მივიღებთ: 

# (%) წი (2:) დ(::) ზი («) =( (X) /ი (X) CV (+) და(«), 
რაც 

„#VCI0დ(#) _ /ი(2) და(2) 
წ(2)ს (2) წი (%X) წი (X) 

ტოლობის ტოლფასია, ამგვარად კლასთა ჯამის ზემოთ მოცემული განმარტე- 

ბის ანალოგიურად შეიძლება ვილაპარაკოთ ერთმანეთის ტოლი წილადების 

კლასთა ნამრავლზე. 

ამ გამრავლების კომუტატურობა და ასოციაციურობა უშუა· 

ლოდ გამომდინარეობს (3)-დან, ხოლო დისტრიბუციის კანონის სამართ- 

ლიანობა შემდეგნაირად მტკიცდება: 

# (9) + ი | #(თ). _ # 0) ს0)+#6C)დ() 4!) _ 

წთ) %()I) წ) §(იი დ) V(2) 

_ II (1 (0) + C(2)დ(2)1#(C) - #(თ)დ(2)% (თ) -L 7(2)დ(2) # (>) 

„,§(0)დ.(2)9 (2) წ(თ)დ დ)V(ჯ) 
= #0)%(2)M(X) (2) +წ6(2)დ(X)#(თ)9(თ) _ _#/(თ)#(თ) დ(»)#9() 

«(ფახთოი”ო ეII – 
_#თ თ , 9თფ «თ. 
"ით ?0) შბ!() «(ე 

ადვილი დასანახია, რომ 22 სახის წილადები, ე. ი. წილადები, რო-   

მელთა მრიცხველიც მნიშვნელს, უდრის, ყველა ერთმანეთის ტოლია და ცალ. 

კეულ კლასს შეადგენს. ამ კლასს ერთეულოვანი ეწოდება და ჩეენს გამ- 

რავლებაში ერთიანის როლს ასრულებს: 

#(C2) , დ<(9) _ #V)დლ) _ იი. 
ეა” '““““ 'C, 

დაბოლოს, თუ #2 წილადი არ ეკუთენის ნულოვან კლასს, ე. ი. 

  # (2) #7 0, მაშინ ახსებია სალათი #- ,„ რადგან 
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· #7თ (თ _ /თ/;ღოთ 
წთ /#ლ)ს #(თ2)/() 

ბოლო ამ ·როღობის მარჯვენა ნაწილი ერთეულოვან კლასს ეკუთვნის, აზი- 

ტომ +C ა" ფილადის ტოლი წილადების კლასი შებრუნებული იქნება 

“ თ წილადის ტოლი წილადების კლასისა, აქედან გამომდინარეობს ცალსახა 

გაყოფის შესაძლებლობა. 

ამგვარად, ერთმანეთის ტოლი /#/ ველის კოეფიციენტე- 

ბიანი რაციონალური წილადების კლასები ოპერაციების 

ჩვენი განმარტებისას შეადგენს -კომუტატურ ველს, სწორედ 

ეს ველი იქნება საძიებელი #(») ველი, თუმცა, ჩვენ უნდა დავამტკიცოთ 

კიდევ, რომ ჩვენს მიერ აგებულ ველში #I>) რგოლის იზომორფული ქვე- 
რგოლი შედის, და რომ ველის ყოეელი ელემენტი წარმოგვიდგება ამ ქვერგო- 
ლის ორი ელემენტის განაყოფის სახით. 

თუ ჩვენ I») რგოლის ნებისმიერ ·# (I) მრავალწევრს შევუსაბამებთ 

#ი ა წილადის ტოლი რაციონალური წილადების კლასს (წილადებს შორის, 

ცხადია, არიან ისეთი წილადებიც, რომელთა მნიშვნელი უდრის ერთეულს), 

მივიღებთ # I) რგოლის ურთიერთ ცალსახა ასახვას ჩვენ მიეო აგებული 

ველის შიგნით, მართლაც, 

  

(ე _ -(იო 
1-1 

ტოლობიდან გამომდინარეობს /(1). 1=1 · დ(ჯ), ე. ი. / (+)=დ(:ე. ეს ასახეა 
იზომორფიზმიც კი იქნება, როგორც 

ჯა ს §0) _ #Iი 1+/(ე:.1 _ #/ი)+ჯ( 

  

  

  

12 1 

#7დ ჯიო _/ო კო 
1 1 1 

ტოლობები გვიჩვენებს. . 

ამგვარად, #C) სახის წილადების ტოლი წილადების კლა- 

სები შეადგენენ ჩვენ ველში #(.:) რგოლის იზომორფულ 

ქვერგოლს, ამიტომ #5 წილადი შეიძლება აღვნიშნოთ უბრალოდ 

  

1 
#/(ე-ით. დაბოლოს, რადგან, როცა #7(X)7#9, 769 წილადის ტოლი წი- 

  ლადების კლასი (ა ტოლი წილადების კლასის შებრუნებულია, ამიტომ 

#0) _) _/თ 
! დ) (() 
  

2) ა. კუროზი 32)



ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ ჩვენი ველის ყველა ელემენტი 

შეიძლება ჩავთვალოთ (ამ ველში განსაზღვრული ოპერაციების აზრით) 

#7IX) რგოლის მრავალწევრების განაყოფად, 
ჩვენ აგაგეთ ნებისმიერი # ველის მიმართ რაციონალური წილადების 

#(X) ველი. ამავე მეთოდით, თუ ავიღებთ მრავალწევრთა რგოლის მაგივრად 

მთელ რიცხვთა რგოლს, შეიძლება რაციონალურ რიცხვთა ველის აგებაც. თუ 

გავაერთიანებთ ამ ორ შემთხვევას და გამოვიყენებთ იმავე მეთოდს, შეიძლება 

დამტკიცდეს თეორემა, რომ საზოგადოდ ყოველი კომუტატური რგოლი, რო. 

მელსაც არა აქვს ნულის გამყოფები, რაიმე ველის ქვერგოლია.



თავი მეთერთმეტე 

რამდენიმე ცვლადის მრავალწევრები 

§ 51, რამდენიმე ცვლადის მრავალწევრთა რგოლი 

ხშირად გვიხდება განხილვა მრავალწევრებისა, რომლებიც დამოკიდებუ- 

ლია არა ერთი, არამედ ორი, სამი და საერთოდ რამდენიმე ცელადისაგან. 

ასე, წიგნის პირველ თავებში უკვე შევისწავლეთ წრფივი და კვადრატული 
ფორმები, რომელნიც წარმოადგენენ ასეთი მრავალწევრების მაგალითებს, სა- 

ზოგადოდ » 2, მი,..ს 2. (ქვლადის / («აც თ ჯი) მრავალწევრი რაიმე # 

ველის მიმართ ეწოდება თ,5% თ,5... დი (სადაც ყველა X >X29) სახის სასრუ- 
ლო რიცხვ წევრების ჯამს კოეფიციენტებით # ველიდან; ამასთან, გასაგე- 

ბია ეთვლით, რომ / (2, »..ს 2) მრავალწევრი არ შეიცავს მსგავს წევრებს 

და რომ განიხილება მხოლოდ ნულისაგან განსხვავებული კოეფიციენტებიანი 

წევრები. » ცვლადის ორი მრავალწევრი, / (>, 2-ს 2) და წ (2, 2-9), 

ტოლებად (ან იგივურად ტოლებად) ითელება, თუ ტოლია მათი კოე- 

ფიციენტები ერთნაირ წევრებთან. 

თუ მოცემულია / (2, ში--. 2) მრავალწევრი. I, ველის მიმართ, მაშინ 
მისი ხარისხი ,, უცნობის მიმართ, 1=1, 2,..., წ”, ეწოდება იმ უდი- 
დეს მაჩვენებელს, რომლითაც შედის ე, ამ მრავალწევრის წევრებში, შემთხ- 

ვევით ეს ხარისხი შეიძლება 0-ის ტოლი იყოს, რაც ნიშნავს, რომ თუმცა / 

ითვლება # უცნობის დ, 2... თის აა მრავალწევრად, მაგრამ ე, უცნობი 

სინამდვილეში მის ჩაწერაში არ შედის. 

მეორე მხრივ, თუ ვუწოდებთ 

ესხ ეე... ლ- 

წევრის ხარისხს /, +. +-...-+/ რიცხვს, ე. ი. უცნობებთან მაჩვენებლე- 

ბის ჯამს, მაშინ / (2, «ს ყი) მრავალწევრის ხარისხი (ე.ი, ხა· 

რისხი უცნობთა ერთობლიობის მიმართ) მისი წევრების ხარისხე- 

ბიდან უდიდესი იქნება, კერძოდ, ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრები იქნე- 

ბიან, როგორც ერთი უცნობის შემთხვევაში მსოლოდ # ველის ნულისაგან 

განსხვავებული ელემენტები. მეორე მხრიე, როგორც ერთი უცნობის მრავალ- 

წევრების შემთხვევაში, ნული იქნება ერთადერთი X ცვლადის მრავალწევრი, 

რომლის ხარისხი გაურკვეველია. გასაგებია, #ო9 საზოგადოდ მ”ავალწევრს 
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შეიძლება ჰქონდეს უდიდესი ხარისხის რამდენიმე წევრი, და ამიტომ არ შე- 

იძლება ვილაპარაკოთ მრავალწევრის უფროს (ხარისხის მიხედვით) წევრზე. 

# ველის მიმართ # უცნობის მრავალწევრთათვის შემდეგნაირად განი- 
საზღვრება შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციები. / (ე; ე, . ს რა) და 
9 (თა თ; თი) მრავალწევრთა ჯამი ეწოდება მრავალწევრს, რომლის კოე- 

ფიციენტები მიიღება / და C მოავალწევრების შესაბამისი კოეფიციენტების 

შეკრებით; თუ ამასთან რაიზე წევრი შედის მხოლოდ ეოთში /, ( მრავალ- 

წევრებიდან, მაშინ მასთან კოეფიციენტი მეორე მრავალწევრში ითვლება, 

ცხადია, ნულის ტოლად. ორი „ერთწევრის“ ნამრავლი შემდეგი ტოლობით 

განიმარტება: ' 

წ თემ... 2:,ი · ხ=,ს ფე ს+ LI LI, , ი2, ვ... ეო = (V(ხ) 2,MV!, ეეხ... აში ი, 

რის შემდეგაც / (2, თ.ა ი) და წ(2,ც 2... თა) მრავალწევრების ნამრავ- 

ლი განიმარტება როგორც წევრ-წევრა გადამრავლებისა და შემდეგ მსგავსი 

წევრების დაყვანის შედეგი. 

ოპერაციების ასეთი განმარტებისას # ველის მიმართ» 

უცნობის მრავალწევრთა ერთობლიობა კომუტატურ რგო- 

ლად გადაიქცევა, ამასთან ამ რგოლს არ გააჩნია ნულის გამ- 

ყოფები. მართლაც, როცა #”=1, ჩვენი განმარტებები ემთხვევა § 20-ში მოცე- 

მულ განმარტებას ერთი უცნობის მრავალწევრთა შემთხვევისათვის. ვთქვათ უკეე 

დამტკიცებულია, რომ L ველის კოეფიციენტებიანი #-–-1 XV 1, იი | უცნო- 

ბების მრავალწევრები შეადგენენ თგოლს, რომელშიც არ არის ნულის გამყოფი, 

"98 მათის თე უცნობის ყოველი მრავალწევრი შეიძლება წარმოვადგინოთ მხო- 

ლოდ ერთადერთი სახით, როგორც ჯა უცნობის მრავალწევრი კოეფიციენ- 

ტებით, რომელნიც +“, XI, ·...ს შიის მრავალწევრებია; პირუკუ, ყოველი 

გირის მრავალწევრი კოეფიციენტებით /)/. ველის მიმართ «,, :ი:, ·..,ე თ-ის 

მრავალწევრთა“ რგოლიდან შეიძლება განვიხილოთ, რასაკვირველია, როგორც 

ამავე /#> ველის მიმართ დ, 2... ი-ს ი უცნობების მთელი ერთობლლეო- 

ბის მრავალწეკ6რი დაუბრკოლებლად მოწმდება, რომ ჩვენს მიერ მიღებული 

ურთიერთ ცალსახა თანადობა » უცნობის მრავალწევრებსა და #-–– 1 უცნო- 

ბის მრავალწევრთა რგოლის ზიმართ ერთი უცნთბის მრავალწევრებს შორის 

იზომორფიზმია შეკრებისა და გამრავლების ოპერაციათა მიმართ. დასამტკი- 

ცებელი დებულება გამომდინარეობს იქიდან, რომ ა» --– 1 უცნობის მრავალ- 

წევრთა რგოლის მიმართ ერთი უცნობის მრავალწევრები თვითონ შეადგენენ 

რგოლს, ამასთან იგი, როგორც ერთი უცნობის მრავალწევრთა რგოლი, 

უნულგამყოფო რგოლის მიმართ თვითონ აო შეიცავს ნულის გამყოფებს (იხ. 

§ 47). 
მაშასადამე, ჩვენ დავამტკიცეთ # ველის მიმართ #» უცნობის 

მრავალწევრთა რგოლის არსებობაა ეს რგოლი აღინიშნება 

–““” სიმბოლოთი. · 

შემდეგი განხილვები ნებას გვაძლეეს # უცნობის მოავალწევრთა რგოლს 

მევხედოთ ცოტა სხვანაირი თვალსაზრისით. ვთქვათ /, ველი შედის რაიმე 

კომუტატურ # რგოლი ქვერგოლის სახით. ავიღოთ I-ში ” ელემენტი 
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თ რე... 6 და ს რგოლის მინიმალური L” ქვერგოლი, რომელიც შეიცავს აყ 

ელემენტებსა და მთელ /” ველს, ე. ი. ქვერგოლი, რომელიც მიიღება # ვე- 
ლისადმი თ,, C.,.--·, თ ელემენტების მიერთების შედეგად. # ქვერგოლი 
შესდგება # რგოლის იმ ელემენტებისაგან, რომელნიც თ,, თ,,..., ჯი ელემენ- 

ტებითა და ს ველის ელემენტებით გამოისახებიან შეკრების, გამოკლებისა 

და გამრავლების დახმარებით, ადვილი დასანახია, რომ ესენი იქნებიან ჯL 

რგოლეს ზუსტად ის ელეჭენტები, რომელნიც “შეიძლება ჩაიწეროს (ოპერა- 

ციების დახმარებით, რომელთაც #-ში აქვთ ადგილი) თ,, თ,,..-., თე მრავალ- 

წევრების სახით კოეფიციენტებით #-დან, ამასთან ეს ელემენტები როგორც 

# რგოლის ელემენტები" ერთმანეთთან შეიკრიბება და გამრავლდება » უცნო- 

ბის მრავალწევრთა შეკრებისა და გამრავლების სწორედ ზემოთ მითითებუ- 

ლი წესით. 

რასაკვირველია, საზოგადოდ, #' ქვერგოლის მოცემულ 3 ელემენტს ბევ- 
რი ჩაწერა აქვს თ,, თ,,..., თ„-ის მრავალწევრის სახით კოეფიციენტებით # 

ქელიდან. თუ #”-ის ყოველი 8-სათვის ასეთი ჩაწერა ცალსახაა, ე. ი. თუ 

თ,, თვ,..., თ-ის სხვადასხვა მრავალწევრი #" რგოლის სხვადასხვა ელემენტია (მა- 

შასადამე, # რგოლისაც), მაშინ თ,, თ,..., თ სისტემას # ველის მიმართ ალ- 

გებრულად დამოუკიდებელი ეწოღება, წინააღმდეგ შემთხვევაში ა ლ- 
გებრულად დამოკიდებული!, აქედან შეიძლება შემდეგი დასკენის გა- 

მოტანა: ' 

თუ ს ველი კომუტატური # რგოლის ქვერგოლია და თუ 
ჩ#-ის თ,, თ... თ, ელემენტთა სისტემა /-ს მიმართ ალგებრუ- 

ლად დამოუკიდებელია, მაშინ ” ველისადმით,, თ,,.... თა ელე- 

მენტების მიერთებით შექმნილი # რგოლის 77" ქვერგოლი 

მრავალწევრთა #ს:ც თ.ა) რგოლის იზომორფულია, 
# უცნობის მრავალწევრთა 77 IV, თა... თ) რგოლის სხვა თვისებები- 

დან მივუთითოთ შემდეგზე: ეს რგოლი /" ველის მიმართ # უცნობის რა- 

ციონალურ წილადთა /X, >, ·..სც 2) ველში შეიძლება ჩაიდ- 

გეს. ამ ველის ყოველი ელემენტი შეიძლება -L სახით ჩაიწეროს, სადაც / 
L 

და # ჩI.ც 2... (ი რგოლის მრავალწევრებია, ამასთან 1.9 მაშინ 

წ 
და მხოლოდ მაშინ, თუ /ს =/ჯ. ამ რაციონალურ წილადთა შეკრება და გამ- 

რავლება ხდება წესით, რომელიც, როგორც § 45-შია მითითებული, სამართ- 

ლიანია ყოველი ველის განაყოფებისათვის. /? (ი, X«,,.·» თი) ველის არსებობის 

დამტკიცება ტარდება ისე, როგორც ეს გაკეთდა § 50-ში #=1 შემთხვევი- 

სათვის. 

1 ჯ,=1 შემთხვევისათვის შესაბამისი ცნებგბი უკვე შემოვიტანეთ § 47-ში; ელემენტს, 

რომელიც I) ველის მიმართ ალგებრულად დამოუკიდებელია ახლაზან მოცემული ზანმარტე- 

ბით, ეუწოდეთ ტრანსცენდენტული 7#-ს მიმართ, წინაღმდებ შემთხეევაში––ა ლგ ებ- 

რული #--.1 მიმართ. 

328



რამჯენიმე უცნობის მრავალწევრებისათვის ავაგოთ გაყოფადობის თეორია, რომელიდ 

ერთი უცნობის მრავალწევრთა გაყოფადობის იპ თეორიას განაზოგადებს, რომელიც ჩეენ შე- 

ვისწავლეთ მე-5 და მე-10 თავში. მაგრამ რადგან რამდეიიმე უცნობის მრავალწევრთა რგო- 

ლის დეტალური შესწავლა არ შედის ჩვენს ამოცანებში, ამიტომ ”შემოვიფარგლებით მზო- 

ლოდ მრავალწეერის დაუყვანად მამრავლებად დაშლის საკითხით. 

თავდაპირველად შემოვიტანოთ შემდეგი ცნება: თუ / (ეკ, .,.>., ა) მრავალწევრის 

ყველა წევრს ერთი და იგიეე §« ხარისხი აქეს, მაშინ. ასეთ მრავალწევრს ე რთგვაროვანი 

მრავალწევრი ეწოდება, ან, მოკლედ, § ხარისხის ფუ ორმა; ჩეენთეის უკვე ცნობილია 

წრფივიდაკეადრატული ფორმები, შეიძლება განვიხილოთ, შემდგომ, კუბური ფორ- 

მები, რომლის ყველა წევრის ხარისხია უცნობთა ერთობლიობის მიმართ 3, და ა, შ./ უცნო- 

ბის ყოველი მრავალწეერი ცალსახად წარმოიდგინება ამ უცნობთა 

რამდენიმე ფორმის ჯამის სახით, ამასთანყეელა განსხეავებულისხა- 

რისხისა, საკმარისია გავაერთიანოთ ის წევრები: რომელთაც ერთი და იგივე ხარისხი 

აქვთ, რომ მივიღოთ საძიებელი წარმოდგენა. ასე, მეოთხე ხარისხის /# (ე;,, ე: ე:1)== 

=3ჟ, გ, -- 7 ემ, ეზ -C 5 დ ფე ი) + ეც 2 დე 6 + დევ მრავალწეერი იკნება 
მეოთხე ხარისხის დ. –7 ჯე მლ ფოომის, კუბური 3, ვე: –-5 9 დე + ე: ფორმის, 

წრფივი ე; –– 2 ჯე ფორმისა და თავისუფალი წევრის (ნულოვანი ხარისხის ფორმის) -–6 ჯამი. 

დავამტკიცოთ შემდეგი თეორემა: 

უცნობის ნულისაგან განსხვავებული ორი მრავალწევრის ნამ- 

რავლის ზარისხი უდრის ამ მრავალწევრების ხარისხთა ჯამს, 

თავდაპირველად დავუშვათ, რომ მოცემული გვაქვს §« ხარისხის დ (თაც რეე: 2) და 

ჯ ხარისხის შდ (ე; დ,,..., ჟი) ფო რმები. დ ფორმის ნებისმიერი წევრის ც ფორმის ნე- 

ბისმიერ წეერზე ნამრაელის ხარისხი, ცხადია,. § –I- / იქნება და ამიტომ დდ ნამრავლი (ჯ + ჯ 

ხარისხის ფორმა იქნება, რადგან მსგავს წევრთა დაყვანას არ შეუძლია ამ ნამრავლის ყველა 

კოეფიციენტი ნულად აქციოს ჯ# (ე;,, 2... თა) რგოლში ნულის გამყოფის არყოფნის გამო. 

თუ ახლა მოცემულია ნებისმიერი / (აას რვა. დია) და წ (ცს მე... მი) მრავალ- 

წევრები შესაბამისად (ჯ და /ჯ ხარისხისა, მაშინ, წარმოვადგენთ რა ყოეელ მათგანს განსხვა- 

ვებული ხარისხების ფორმათა ჯაზის სახით, მივიღებთ: 

| (IC 2)... თა)=6 (ას, რეს". ძწჯი)+... 

§(0 რვ... 9ი)ლ=8 (6), მეა.. «ი) +. 

სადაც დ და დ არის შესაბამისად ჯ და ჯ ხარისხების ფორმები, ხოლო მრავალწერტილი 

ცვლის ნაკლები ხარისხის ფორმებს, მაშინ - 

/6=თ0 +... 
დრ ფორმას დამტკიცებულის თანაზმად (ჯ + / ხარისხი აქვს, ხოლო რადგან მრავალწერტი– 

ლით შეცვლილი ყველა წერტილის ხარისხი ნაკლებია, ამიტომ /„ ნამრავლის ხარისტზი 

((-I-/)-ს ტოლია. თეორემა დამტკიცებულია. 

დ მრავალწევრს ეწოდება / მრავალწექრის გა მყოფი, ხოლო /-ს–გაყოფადი 

დ-ზე, თუ ჯLა:,, ფთ... 2,1) რგოლში არსებობს ისეთი ც მრავალწევრი, რომ / == დდ. ად- 

ვილი სანახავია, რომ გაყოფადობის I-IX თვისებები § 2(-დან თავს იჩენს ახლა განხილულ 

ზხოგად შემთხვევაშიც. ჯ ხარისხის /, # > 1, მრავალწევრს ეწოდება დაყვანადი #9 

ქეელის მიმართ, თუ იგი იშლება ჯXL,, შევ.) 2) რგოლის მრავალწევრთა ნამრავლად, 

რომელთა ხარისხებიც ნაკლებია 7;-ზე, და და უყვანადი--წინააღმდეზ შემთხეევაში. 
, 

#Iთი #».. ჯა) რგოლის ყოველი მრავალწევრი, რომელსაძ ნუ- 

ლისაგან განსხვავებული ხარისხი აქვს,იშლება დაუყვანად მამრავლ- 
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თია ნამრავლად. ეს დამლა ცალსახაა ნულოვანი ხარისნისმაირუვ- 

ლამდესიზუსტით. 

ეს თეორემა ანხოგადოებს § 48-ის შესაბამი,» “შედეგებ-, რომლებიც “"მევხერ» ერთ, 

ძ0ქელადის მროავალზწევოს. მისი პირეცლი წინადადება მტკიცდება მითითებული პარაგრაფის 

მსჯელობის სიტყვა-სიტყვით გამეორებით. მეორე წ,ნადადების დამტკიცება წარმოადგენს 

უკეე საგრძნობ სიძნელეს. მის ჩატარებამდე შევნიშნოთ, რომ ამ თეორემის მეორე წინადა- 

დებიდან ასეთი შედეგი გამომდინარეობს: თუ /) წს შენ თ. ი) რგოლისორი /#და 

წ მრავალწევრის მამრავლი იყოფა დაუყეანად გ მრავალწევრზე, 
მაშინ ერთი მაინც ამ მრავალწევრებიდან იყოფა ჩ“ხე. მართლაც, წინააღმდეგ ”შემთხქე- 

ვაში მივიღებდით /“ ნამოაელის ორ დაშლას დაუყვანად მამრავლებად, რომელთაგანაც ერ- 

თი არ შეიცავს ჩ-ს, ხოლო მეოოე შეიცაეს. 

ვთქეათ თეორემა უკვე დამტკიცებულია ჯ უცნობის მრავალწეერებისათვის და ჩვენ 

გვინდა დავამტკიცოთ იგი „ -+-1 უცნობის 2 1) შე... 2 მრავალწეერებისათვის, ჩავწე” 

როთ ეს მრავალწევრი დ (X) სახით; მაშასადამე მისი კოეფიციენტები იქნება 20ე ჭე... ჯეთა 

მოავალწევოები. ამ კოეფიციენტებისათვის თეორემა უკვეე დამტკიცებულია, ე. ი. ყოველი მათ- 

განი ცალსახად იშლება დაუყვანად მამრავლთა ნამრავლად. ვუწოდოთ C (2) მრავალწევრს 

პრიმიტიული (უფრო სუსტად, პრიმიტიული ნ, +, თა. #7 რგოლის ში- 

მართ),თუ მისი კოეფიციენტები არ შეიცავს არც ერთ საერთო დაუყვანად მამრავლს, ე. ი. 

ერთობლივად თანამარტიენი არიან, და დავამტკიცოთ გაუსის შემდეგი ლემა: 

ორი პრიმიტიული მრავალწეერის ნამრავლი თვითონ პრიმი- 

ტიული მრავალწევრია. 

მართლაც, ვთქვათ მოცემულია პრიმიტიული 

/((უ=იე1+ თ ჯ' 1-L...- იჯ“! -L...+ CL, 

წეე=ხექ+ ნ 2) 1 +...+ ს, “1 -L,..-- ხ, 

მრავალწევრები კოეფიციენტებით /7 IX,, 2... ჯა) რგოლიდან და ვთქვათ 
/(ე დელი) + უქ 1. + დორი LL... + რა 

თუ ეს ნამრავლი არ არის პრიმიტიული, მაშინ რი: რ-ს 61+I კოეფიციენტებს ექნებათ 

საერთო დაუყვანადი მამრავლი ჩ=ჩM0(1), X-,-. Xი), რადგან პრიმიტიული /'(ჯ) მრა- 

ვალწევრის ყველა კოეფიციენტი ვერ გაიყოფა ტ-ზე, ამიტომ ი, კოეფიციენტი იყოს პირვე- 
+ ლი, რომელიც არ იყოფა ჯ-ხე; ანალოგიურად ხ,-ით ავღნიშნოთ დ (+) მრავალწევრის პიო- 

ველი კოეფიციენტი, რომელიც /-ზე არ იყოფა. თუ / (ჯ)-სა და C(ჯ)-ს წევრ-წევრად გადა– 
ვამრაელებთ და შევაგროვებთ წევრებს, რომელნიც ე;:++I-VI+I)-ს შეიცავენ, მივიღებთ 

იკ)ლიჯხს;+ ძა: 1ს,,1 + ი ვსავ“+... + ია ხ;-1-+- იცი მ/-ე“L... 

ამ ტოლობის მარცხენა ნაწალი იყოფა დაუყვანად ს მრავალწევრზე. მასზე იყოფა აგრეთეე 

მარჯეენა ნაწილის ყველა შესაკრები, გარდა პირველისა; მართლაც ჯ და ჟ-ს არჩევანზე და- 

დებული პირობების გამო ყველა კოეფიციენტი ,_,, (ა და''" აგრეთეე ხ,_), ხ/ ფთ. იყო- 

ფა ჩ'ხზე. აქედან გამომდინარეობს, რომ „, წ; ნაზრავლიე უნდა იყოფოდეს ჯ-ხე და ამიტომ, 

როგორც ზემოთაა აღნიშნული, ჯხ-“ზე უნდა იყოფოდეს ი„,ხ; მრავალწევოებიდან ერთი მაინც. 

რასაც ადგილი არა აქეს. ამით მთავრდება ლემის დამტკიცება იმის დაშვებით, როომ სამართ- 

ლიანია ძირითადი თეორემა ;, უცნობის მრავალწევრთათვის, 

როგორც ვიცით, ჯა 'ულ ჯგ) რგოლი შედის რაციონალურ წილადთა /) (რა, 

შუილი 27ი) ველში, რომელსაც აღვნიშნავთ Cდ-თი: 

0=Cჯ, ჯეს. ბი). 
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ზანეიხზილოთ მრავალწევრთა 0IX) ოგოლი. თუე დ(ს) პრაეალწევრი „»ძ რგოლს ეკუთვხის, 

მაშენ ყოველი მისი კოეფიციენტი წარმოიდგინება ჩხ, 2ეს.. ს ჯე) რგოლის მრავალ- 

წევრთა განაყოჟის საჭით. თუ გამოვიტანთ» ფროპჭილებს გარეთ ამ განაყოფთა საერთო მწიშვ- 

ნელს, ხოლო შემდეგ მრიცაკელების საერთო მამრავლებს, დ (ა) შეიძლება 

«6)=+/ (ი 

სახით წარმოვიდგინოთ. აქ ც და ც არიან მრავალწევრები 6 IX %X,,-.ს ჯე) რგოლიდან, 

ხოლო # (13 –- ჯ-ის მრავალწევრი კოეფიციენტებით 12 IX, ვა... ჯ»)-დან, ამასთან პრი- 

მიტიული მრავალწევრიც კი, რადგან მის კოეფიციენტებს არა აქვთ საერთო მამრავლები. 

ამ გზით ყოველ დ (ს) მრაეალწევოს 0 |) რგოლიდან თანადობაში აქვს მოჟვანილი 

პრიზიტიული # (ა მრავალწევრი, მოცემული დ(ჯ)ისათვის # (+) მრავა ლწეე- 

რი განსაზღვრულია ცალსახად ჯ ველის ნულისაგან განსხვავებული 

მამრავლის სიზუსტით. მართლაც, ვთქვათ 

დC)=-L ”/() = + §(2), 

სადაც « (ე) ისევ პრიმიტიული მრავალწევრია, მაშინ 

იძ/ (+) = ხი (X)- 
ამგვარად, „იძ და ჩე მაღებულია # IM, ბე. .ს | რგოლის მიმართ ერთი და იგივე მრა– 

ვალწევრის კოეფიციენტების ყველ· საერთო მამრაელის გამოტანით, აქედან გამომდინა- 

რეობა, ა2 რგოლში (ინ დ§უქციის დაშეებით) ცალსახად დაშლის თეორემის სამართლიაზობის 

გამო, რომ ც/ და ჩე შეიძლება გან.ხვავდებოდნენ ერთმანეთისაგან მხოლოდ ნულოვანი ხა- 

რიახის მამოავლით. მაშასადამე ასეთივე მამოავლეთ განახვავდებიან ერთმანეთი"აგან პრიმი- 

ტიული /# (ჯ) და ( (X) მრავალწევრები. 

0 (XI რგოლისორი მრავალწევრის ნამრავლს შეესაბამება მა- 

თი შესაბამისი პრიმიტიული მრაეალწევრების ნამრავლი. მართლაც, თუ 

«(00=-- / 6), §6)=-- #Cი, 
ხ ძ 

სადაც # (ჯ) და წ(ე) პრიმიტიული მოავალწეჟრებია, მაშინ 

დ6009(0=4წ /ფაჯღ.. 

მაჯრამ,- როგორც ზემოთაა დამტკიცებული, / (ჯ) # (+) ნამრავლი პრიმიტიული მრავალ- 

ორია, 
წმ შემდგომ აღვნიშნოთ, რომ თუ (1(ჯ») რბოლის დ(ჯ) მრავალწევრი დაუჯ- 

ვანადია 0 ველის მიმართ, მაშინ მისი შესაბამისი პრიმიტიული 

/ 0) მრავალწევრი, განხილული როგორც X»ჯ,X,, შე. ჯეის მრავალწევ- 

რი, აგრეთეე დაუყეანადია და პირუკუ. მართლაც, თუ # მრავალწევრი დაყ– 

ვანადია, /=/) თ მაშინ ორივე მამრავლი უნდა შეიცავდეს ჯ უცნობს, რადგან სხვაგვა- 

რად / მოავალწევრი არ იქნებოდა პრიმიტიული. აქედან გამომდივარეობს დ (ჯ) მრავალწევ- 

რის დაყვანადობა C) ველის მიმართ: 
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«თ. ი /0= (+) ი. 
პირუკუ, თუ დ (7) მრავალწევრი დაყვანადია ()-ს მიზართ, დ (XX) = დ, (X) «ე (X), მაშინ პოი- 

მიტიული (#, (X) და / ; (X) მრავალწევრები, რომელნიც შეესაბამებიან დ, (+) და დე (ჯ) მრა- 

ვალწევრებს, ორივე შეიცავს ჟ;;-ს, მაგრამ მათი ნამრავლი, როგორც ზემოთაა დამტკიცტებუ- 

ლი, უდრის / (2-ს (სიხუსტით მამრავლამდე # ველიდან). 

ავიღოთ ახლა პრიმიტიული # მრავალწევრი და დავშალოთ იგი დაუყვანად მამრავ- 

ლებად, /=/, (ე... /+. ყეელა ეს მამრავლი არა თუ შეიცავს ჯ უცნობს, არამედ პრიმი- 

ტიული მრავალწევრიც კი იქნება, რადგან წინააღმდეგ / მრავალწევრი არ იქნებოდა პრი- 

მიტიული. პრიმიტიული / მრავალწევრის ეს დაშლა ცალსახა იქნება 

–ჩ ველიდან მამრავლამდე სიზუსტით. მართლაც, წინა ლემის თანახმად, ამ 

დაშლას შეიძლება შევხედოთ როგორც (/ (ჯ)-ის დაუყვანად მამრავლებად დაშლას 0. ველის 

მიმართ, მაგრამ რაიმე ველზე ერთი უცნობის მრავალწევრებისათვის დამლის ცალსახზობა 

ჩვენთვის უკვეე ცნობილია; ამ ცალსახობას ადგილი აქეს სიზუსტით მამრავლებამდე C) ველი- 

დან; მაგრამ ჩვენ შემთხვევაში, ყველა /„ მამრავლის პრიმიტიულობის გამო, იგი იქნება ხი– 

ზუსტით მამრავლებამდე X-დან. 

ამ ლემების შემდეგ, რომელთა სამართლიანობაც ინდუქციის დაშვებიდან გამომდინა- 

რეობს, ჩეენი ძირითადი თეორემის დამტკიცება ტარდება ყოველგვარი დაბრკოლების გაორე- 

შე. მართლაც, ყოველი დაუყვანადი მრავალწევრი #9 (ჯ, ა შეენ. წი რგოლიდან იკნება 

ან დაუყვანადი მრავალწევრი # (IX, 2ეა'.ს ი) რგოლიდან, ანდა დაუყვანადი პრიმიტიუ– 

ლი მრავალწევრი, აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ მოცემული გვაქვს C (X, X,.X,,..-,Xი) 

მრავალწევრის! რაიმე დაშლა დაუყვანად მამრავლებად, მაშინ თუ გავაერთიანებთ მამ- 

რავლებს, დ-ს წარმოვადგენთ. : 

დ (2, X.. %ე..ს Xი)=Cთ(%, ვა. XV) / (XX შეს. ბი) 

სახით, სადაც « დამოუკიდებელია ჯ-ისაგან, ხოლო / პრიმიტიული მრავალწევრია. მაგრამ 

ჩვენ ვიცით, რომ ეს დაშლა დ-სათვის ცალსახაა სისუსტით მამრავლებამდე ჯ-დან. მეორე 

მხრივ, რადგან ჯ უცნობის „, მრავალწევრისათვის დაუყეანად შამრაჟლებად დაშლის ცალსახო– 

ბას ადგილი აქვს ინდუქციის დაშვებით, ხოლო პრიმიტიული # მრავალწევრისათვის დამტკიცე- 

ბულია წინა ლემაში, ამიტომ ჩვენი თეორემა გ I. 1 უცნობის შემთხვევისათვისაც სავსებით 

დამტკიცებულია. 
ზემოთ დამტკიცებული ლემებიდან გამომდინარეობს კიდეე ერთი საინტერესო შედეგი: 

თუ დ(;) მრავალწევრი კოეფიციენტებით #L,, ჯ,)..., ჯაI/დან დაცვა- 
ნადია 0=/2(ჯ,, #ე,-', 2ი) ველის მიმართ, მაშინიგი შეიძლება დავ- 

შალოთ მამრავლებად, როომელნიც დამოკიდებულია „«-ზე და კოეფი- 

ციენტებად ჩხ წლ XII რგოლის მრავალწევრები აქვს. მართლაც, 

თუ დ(X) მრავალწევრს შეესაბამება პრიმიტიული ( (:) მრავალწევრი, ე. ი. დ(X)=C0/ (X), 

მაშინ, როგორც ვიცით, დ პცუე-ის დაშლადობიდან გამომდინარეობს / (X)-ის დაშლადობა; 

მაგრამ უკანასკნელს მივყევართ დ (ჯ)-ის დაშლადობამდე #7I+,, X.,..., #გ) რგოლის 
მიმართ, · 

ერთი უცნობის მრავალწევრების შემთხვევისაგან განსხვავებით, რომელთა დაშლაც 

წრფივ მამრავლებად, როგორც ვიცით § 49-დან, შეიძლება განსახილველი ველის შესაბამი– 

სად შერჩეული გაფართოების მიმართ, ნებისმიერი ველის მიმართ არსებობს 

რამდენიმე (ორი ან მეტი) უცნობის ნებისმიერი ხარისხის აბსოლუტუ- 
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ოად დაუყვა ნა დი მროავალწევრები. ე. ი. მრავაიწევრები, რომელნიც დაუყვანა- 

დი რჩებიან ამ ველის ნები'აიერი გაფართოებისას, 

ასგოია, მაბალირრად. 

(ხა ული!) 
ჭრავალწევოი. სადაც დ (ჯ) ერთი უცზობის ნებისმიერი მოაეალწევოია /, ველის მიმართ, 

მართლაც, /#” ველის რაიმე /? გაფართოებაში რომ არსებობდეს 

/(% 1)=§(% 7)#(#, 7) 
დაშლა, მაშინ, თუ დსა და /-ს ჩავწერთ ჯ-ის ხარისხების მიხედვით, მივიღებდით, რომ, მა- 

გალითად, 

§(X. 1))=0ა(X) 7 + «I(X), # (5 1)=ხა (7), 
ე. ი. ც არაა დამოკიდებული »„-ისაგან ხოლო შემდეგ, (/ე (X) ხე (X)=>1-ის გამო, რომ 

ხე ე-ს აქვს 0 ზარისტზი, ე. ი. / არაა დამოკიდებული ჯ-ისაგანაც. 

მრავალწევრის წევრების ლექსიკოგრაფიული დალაგება, ერთი უცნო- 

ბის მრავალწევრებისათვის ჩვენ გვაქვს წევრების დალაგების ორი ბუნებრივი 

წესი უცნობის ხარისხების კლებადობითა და მატებით. რამდენიმე უცნობის 

მრავალწევრების შემთხვევაში ასეთი წესები უკვე არ არსებობს: თუ მოცემუ- 
ლია სამი უცნობის მეხუთე ხარისხის 

/ (7 %ას %ვ) = X, Xგ' Xვ” -L X,1 ჯე – 2ჯგ9 ჯე? –L- 21? ჯე ჯემ 

მრავალწევრი, მაშინ მისი ჩაწერა შეიძლება 

/ (Xც %ი, Xვ)==X)" Xვ –|- X,? Xე Xე? -L X; Xე? Xვ“ -L #3 ჯვ? , 

სახითაც და არ არის საფუძველი ერთი ამ ჩაწერათაგანი ვარჩიოთ მეორეს. 

მაგრამ არსებობს რამდენიზე უცნობის მრავალწევრის წევრების სრულიად 

გარკვეული დალაგების წესი, თუმცა იგი დამოკიდებულია უცნობთა ნუმერა- 

ციის არჩევანისაგან; ერთი უცნობის მრავალწევრთათვის მას მივყავართ უც- 

ნობის კლებადი ხარისხებით დალაგებამდე. ეს წესი, რომელსაც ლექსიკოგ- 

რაფიული ეწოდება, ნაკარნახევია ლექსიკონებში სიტყვების დალაგების 

ჩვეულებრივი წესით: თუ ასოებს ანბანის ზიხედვით დავალაგებთ, ორი მო- 

ცემული სიტყვის ურთიერთ მდებარეობას განსაზღერავს მათი პირველი ასოე- 

ბი, თუ ეს ასოები ერთნაირია, მაშინ მეორე ასოები და ა, შ. 

ვთქვათ მოცემულია / (X,, #ე, ·-., X») მრავალწევრი ჯIX,, #,, ·..) 71 
რგოლიდან და მასში ორი განსხვავებული წევრი: 

2: 5, ქეზე თ. 2) (1) 

4ეწ ჯე --. 28 ას (2) 

რომელთა კოე ფიციენტებიც რაიმე ნულისაგან განსხვავებული ელემენტებია 

#--დან, რადგან (1) და (2) წევრები განსხვავებულია, ამიტომ უცნობთა მაჩ- 

ვენებლების სხვაობიდან ' 
ს-ს, 12=1, 2, ·., # 

ერთი მაინც განსხვავდება ნულისაგან. (1) წევრი. ჩაითვლება (2) წევრზე მა ღ: 

ლა დ ((2) წევრი კი-–(1) წევრზე დაბლად), თუ ამ სხვაობებიდან პირველი 
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ნულისაგან განსხვავებული დადებითია, ე. ი. თუ არსებობს ისეთი ,„ 1<;< 

<< #7, რომ 

””.  .._- .... 

სხვაგვარად, (1) წევრი იქნება (2) წევრზე მაღალი, თუ მაჩვენებელი ჯ,-თან 

(1)-ში მეტია, ვიდრე (2)-ში, ანუ, თუ ეს მაჩვენებელი ტოლია, მაგრამ მაჩვე- 

ნებელი X,-თან (1)-ში მეტია, ვიდრე (2)-ში და ა. შ. ცხადია, იმისაგან, რომ 

(1) წევრი (2) წევრზე მაღალია, არ გამომდინარეობს უცნობთა ერთობლიო- 

ბის მიმართ პირველის ხარისხის მეტობა მეორის ხარისხზე: 

X,მ X, X3 2) X,7 ჯვ? 

წევრებიდან პირველი უფრო მაღალია, თუმცა უფრო ნაკლები ხარისხი აქვს, 

ცხადია, / (Xჯ, 2-ს +) მრავალწევრის ნებისმიერი ორი განსხვავებუ- 

ლი წევრისაგან ერთი მეორეზე მაღალი იქნება. ადვილი შესაზოწმებელია აგ- 

რეთვე, როზ, თუ (1) წევრი (2) წევრზე მაღალია, ხოლო (2) წევრი, თავის 
მხრივ, 

(ემ, მეეე. Xი'" (პ) 

წევრზე მაღალია, ე. ი. არსებობს ისეთი ე), 1 < 1 <7, რომ 

––__––––– - –-–.-=.ჟ.-––_.–.... 

მაშინ, იმისდა მიუხედავად ? მეტი, ტოლი თუ ნაკლები იქნება ყ-ზე, (1) წევ- 

რი (3) წევრზე მაღალი იქნება, ამგვარად, თუ ჯერ იმ წევრს დავაყენებთ, . 
რომელიც უფრო მაღალია, ჩვენ მივიღებთ / (X,, 1, ··., ჯი) მრავალწეერის 

. წევრების სავსებით ჯგარკვეულ დალაგებას, რომელსაც ეწოდება ლექსიკო- 

გრაფიული. 

ასე, 

/ (+ 1 ბვ, %)=1ე -L 3 2,9 ე“ ჯვ –– X,? 2) 28 + 

5 X, Xე წ, + 29 + 7-4 

მრავალწევრი დალაგებულია ლექსიკოგრაფიულად. 
/ (X0 ბეს 1) მრავალწევრის ლექსიკოგრაფიული ჩაწერისას ერთი მი- 

სი წევრთაგანი დადგება პირველ ადგილზე, ე. ი. ყველა სხვა წევრზე უფრო 

მაღალი იქნება. ამ წევრს ეწოდება მრავალწევრის უმაღლესი წევ- 
რი; წინა მაგალითში უმაღლესი წევრი იქნება X,, წევრი. უმაღლეს წევრთა 

შესახებ ჩვენ დავამტკიცებთ ლემას, რომელსაც გამოვიყენებთ შემდგომი პა- 

რაგრაფის ძირითადი თეორემის დამტკიცებისას: 

/ უცნობის ორი მრავალწევრის ნამრავლის უმაღლესი 
წევრი უდრის თანამამრავლთა უმაღლესი წევოების ნამ- 
რავლს. 

მართლაც, ვთქვათ მრავლდება / ლ, ი ·- ს) XI და §(%, +...) ი) 
მრავალწევრები, თუ 

იXჯ,ზ X,5 ... წი“ (4) 

იქნება / (X,, X,-.. #ი) მრავალწევრის უმაღლესი წევრი, ხოლო · 

' C' 2) 2? ... ჯი _ (5) 
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აყ მრავალწევრის სებისპიერი წევრი, მაშინ იარსებებს ისეიი 7, 1 <.:>=V7, 

რომ 

ხელმ... IM 1=9% ს (M-> +. 
პეორე მხრივ, თუ 

ხ 24 7 ააა. აი, (6) 

ხ"XI9 2ე% ამა მი (7) 

იქნებიან (დ (CX,, Xე. .·., ჯი) მრავალწევრის უმაღლესი და ნებისმიერი წევრები, 

მაშინ იარსებებს ისეთი ), 1-<< კ < ”ჯ, რომ 

ჯგჟგეი“ “., 

თუ გადავამრავლებთ (4) და (6) წევრებს, აგრეთვე (5) და (7) წევრებს, მი- 
ვიღებთ: 

იხჯაოს Xეხ 6 ქი უბ ი (8) 

თ'ხ'X,5 120 6... ბია ეი (9) 

მაგრამ ადვილი დასანახია, რომ (8) წევრი (9) წევრზე მაღალია; თუ, მაგა- 
ლითად, 1? <-ქ, მაშინ 

ს+7=95 +. II) +! 1=9% LI +%-#2 მაგრამ ხ+Lს>95+ 7 

რადგან /:>+Xი 1, > #(. „ასევე მოწმდება, რომ (8) წევრი (4) და (7) წევრების 

ნამრავლზე მაღალი იქნება, აგრეთვე (5) და (6) წევრების ნამრავლზე მაღა- 
ლიც. ამგვარად, (8) წევრი– / და # მრავალწევრების უმაღლეს წევრთა ნამ- 

რავლი -–იქნება ყველა სხვა წევრზე მაღალი, რომელნიც მიიღებიან / და # 

მრავალწევრების წევრ-წევრად გადამრავლების შედეგად და ამიტომ ეს წევ- 
რი არ ისპობა მსგავსი წევრების დაყვანისას, ე. ი. რჩება უმაღლეს წევრად 

/ წ ნამრავლში. 

§ 69, სიმეტრიული მრავალწევრები 

რამდენიმე უცნობის მრავალწევრთა შორის გამოიყოფიან ისეთები, 

რომლებიც არ იცელებიან უცნობთა არავითარი გადანაცვლებისას, მაშასადა- 
მე, ასეთ მრავალწევრებში უცნობები შედიან სრულიად სიმეტრიულად, ამი- 

ტომ ეს მრავალწევრები იწოდებიან სიმეტრიულ მრავალწევრებად 

(ან სიმეტრიულ ფუნქციებად), უმარტივესი მაგალითები იკნება: ყვე- 

ლა უცნობის ჯამი #, + ჯა +.-·-+ ,, უცნობთა კვადრატების ჯამი ე? -I- X,? 

+.-.+ #,?; უცნობთა ნამრავლი 1) X;... XI) და ა. შ.-იმის გამო, რომ ჯ» სიმ- 

ბოლოს ყოველგვარი ჩასმა წარმოიდგინება ტრანსპოზიციათა ნამრავლის სა- 

ხით (იხ, § 3), რაიმე მრავალწევრის სიმეტრიულობის დასამტკიცებლად საკ- 

მარისია შევამოწმოთ, რომ იგი არ იცვლება ორი უცნობის არც ერთი 

ტრანსპოზიციის დროს, ' ' ა 

შემდგომში ჩეენ განვიხილავთ #» უცნობის სიმეტრიულ მრავალწევრებს 

კოეფიციენტებით რაიმე ” ველიდან. ადვილი დასანახია, რომ ორი სიმეტ- 

რიული მრავალწევრების ჯამი, სხვაობა და ნამრავლი თვითონ სი- 
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მეტრიული იქნება, ე. ი, სიმეტოიული მრაგალწევრები შეადგეზენ ქვერ- 

გოლს # ველის მიმართ # უცნობის ყველა მრავალწევრის /?:წX,, Xე, ·. ს XI 

რგოლში, რომელსაც ეწოდება ნ ველის მიმართ # უცნობის სიმეტ- 

რიულ მრავალწევრთა რგოლი. ამ რგოლს ეკუთვნის ჯ-ს ყველა ელე- 
მენტი (ე. ი. ნულოვანი ხარისხის ყველა მროავალწევრი და აგრეთვე ნულიც), 

„რადგან ისინი, ცხადია, არ იცვლებიან უცნობთა არავითარი ჩასმის დროს. 

ყოველი სხვა სიმეტრიული მრავალწევრი აუცილებლად შეიცავს ყველა # უც- 
ნობს დღა მათ მიმართ ერთი და იგივე ხარისხიც კი აქვს: თუ სიმეტრიულ 

/ (XI %ე..ს 2) მრავალწევრს გააჩნია წევრი, რომელშიც »; უცნობი შედის 

/, ხარისხით, მაშინ მას გააჩნია წევრიც, რომელიც მიიღება მისგან ჯ;; და Xჯ, 

უცნობების ტრანსპოზიციით, ე. ი. », უცნობის შემცველი იმავე /; ხარისხში. 

”» უცნობის შემდეგი #» სიმეტრიული მრავალწევრები იწოდება ელემენ- 

ტარულ სიმეტრიულ მრავალწევრებად: 

თ) ->X) -L %ე +-...–- 2, 

თე= 29 Xე -L X) Xვ –L...-I- 2-1 %ი) 

თე=7%, ევ + 2 2: 2, –+...-+ 2. %ი-1%ი ძ) 

თა == XI 9... %0-1-LC 2 90... 29-92 “ი +... – ვ Xე ... ჯი) 

C,=. 21 Xე +... XV. 

ეს მრავალწევრები, რომელთა სიმეტრიულობაც ცხადია, სიმეტრიულ მრავალ- 

წევრთა თეორიაში დიდ როლს ასრულებენ. ისინი ნაკარნახევია ვიეტას ფორ- 

მულებით (იხ. § 24) და ამიტომ შეიძლება ვთქვათ, რომ უფროს კოეფი- 
ციენტად ერთიანის მქონე ერთი უცნობის მრავალწევრის 

კოეფიციენტები იქნებიან, ნიშნამდე სიზუსტით, მისი ფეს- 

ვების ელემენტარული სიმეტრიული მრავალწევრები. ელე- 
მენტარული სიმეტრიული მრავალწევრების ეს კავშირი ვიეტას ფორმულებთან 

ძალიან მნიშვნელოვანი იქნება ერთი უცნობის მრავალწევრთა თეორიაში 

სიმეტრიული მრავალწევრების იმ გამოყენებისათვის, რომლისთვისაც ჩვენ 

მათ ვსწავლობთ. 

“ რადგან /”/ ველის მიმართ # 2: ჯე. ·· ჯა უცნობის სიმეტრიული მრა. 

ვალწევრები შეადგენენ რგოლს, ამიტომ ცხადია შემდეგი დებულებები: სი- 

მეტრიული მრავალწევრი იქნება ნებისმიერი ელემენტარული სიმეტრიული 

მრავალწევრის ყოველი მთელი დადებითი ხარისხი, აგრეთვე ასეთი ხარისხე- · 

ბის ნამრავლი, ამასთან აღებული ნებისმიერი კოეფიციენტით #-დან და ბო- 

ლოს, აღნიშნული ნამრავლების ყოველი ჯამი. სხვაგვარად, ელეზ?ენტარულ 
სიმეტრიულ თ, თთ.,..., თ, მრავალწევრთა ყოველი მრავალ- 

წევრი კოეფიციენტებით 7#-დან, განხილული როგორც XI, 

ჯის > უცნობების ზრავალწევრი. სიმეტრიული იკქნება, ასე, 

დავუშვათ M=3 და ავიღოთ თლე. 2თე მრავალწევროი. თუ შევცვლით თ), 
=, და ძე-ს მათი გამოსაზულებებით, მივიღებთ: 

თ 0, -L 2ძე=%" 151! IL ძე ვ“ -|- #ე? #ე + 2) ჭყზ ნ X,(ყბ +5 X) Xვ «ე; 
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მარჯვნივ დგას, ცხადია, X, X, ჯეის სიმეტრიული მრავალწევრი. 
ამ შედეგის შებრუნებულია სიმეტრიული მრავალწევრების 

შესაზებ შემდეგი ძირითადი თეორემა: 

ს” ველის მიმართ 1: 1,-.» 2, უცნობების ყოველი სიმეტრიული მრა-- 

ვალწევრი თ,, თე,...0, ელემენტარული სიმეტრიული მრავალწევრების მრავალ- 

წევრია კოეფიციენტებით, რომელნიც > ველს ეკუთვნიან, 

მართლაც, ვთქვათ მოცემულია 

/ (00 შვა. 2) 

სიმეტრიული მრავალწევრი და ვთქვათ მის ლექსიკოგრაფიულ ჩაწერაში უმაღ- 

ლესია 

თი X,M) Xე% ... X (2) 

წევრი, ამ წევრში უცნობთა მაჩვენებლები უნდა აკმაჟოფილებდნენ უტო- 

ლობებს : – ; 

I > „ –/ი (3) 

მართლაც, ვთქვათ რომელიღაც სალი <1). რადგან / (XV შე... XI). 
ნსრავალწევრი სიმეტრიულია, იგი უნდა შეიცავდეს 

რებ «ეტ, ებთ 2041 ია. ლება (4) 

წევოს, რომელიც მიიღება (2) წევრიდან 42; და %)1 უცნობების ტრანსპოზი- 

ციით, ამას მივყავართ წინააღმდეგობამდე, რადგან (4) წევრი ლექსიკოგრა- 

ფიული დალაგების აზრით (2) წევრზე მპღალია: X)ე, ჯე, ·.., X; I-ის მაჩვენებ- 

ლები ორივე წევრში ემთხვევა, მაგრამ ჯ,ს მაჩვენებელი (4) წევრში მეტია, 

ვიდრე (2) წევრში. 
ავილოთ ახლა ელემენტარულ სიმეტრიულ მრავალწევრთა შემდეგი ნამ- 

რაგლი ((3) უტოლობების გამო ყველა მაჩვენებელი არაუარყოფითი იქნება): 

%61=-(/0 თ.ა) 5 თაი“ ბე .. ფე ცხა .-"ი თა". · (5) 

ეს იქნება 1), X,,.... X. უცნობთა სიმეტრიული მრავალწევრი, ამასთან მისი · 
უმაღლესი წევრი უდრის (2) წევრს, მართლაც, თ), თ,, 0ე,.-., 9 მრავალწევრ- 

თა უმაღლესი წევრები უდრის შესაბამისად IX, X,2,, XIX-Xვს +.) მევ...) 
ხოლო რადგან წინა: პარაგრაფის ბოლოს დამტკიცებულია, რომ ნამრავ- 

ლის უმაღლესი წევრი უდრის თანამამრავლთა უმაღლესი წევრების ნამრავლს, 

ამიტომ «<, მრავალწევრის უმაღლესი წევრი იქნება 

(/0 X1% 5 (+) X,)%“ ჩე (2 2ე)ბ წ. (21, .-» მ 1)ბ-1 ხი (Xკ 2, ს... დ) =2 

<V/95 შებ, 2% .. მახ 

აქედან გამომდინარეობს, რომ /”-დან დ-ის გამოკლებისას მათი უმაღლე- 

სი წევრები ბათილდებიან, / · #, /). სიმეტრიული მრაეალწეერის უმაღლე- 
სი წეერი (2) წევრზე დაბალი იქნება, რომელიც უმაღლესია ( ზრავალწევრ- 

ში. თუ ·» გავიშე- არა ებთ /,) მრავ ვალწევრისათვის, რომლის კოეფიციენტები, ცხა- 

დია, # ეელს ეჯუთვნის, იმავეს, მივალთ 
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/1:=თდე + /; 

ტოლობამდე, სადაც «დ.კ ელემენტარული სიმზეტოიული მრავალწევოების ხა- 
რისხთა ნამრავლია რომელიღაც. კოეფიციენტით # ველიდან, ხოლო /,–-სი- 

მეტრიული მრავალწევრი, რომლის უმაღლესი წევრი /”-ის უმაღლეს წევრზე 

დაბალია, აქედან გამომდინარეობს 

ტ ბ /(/=%-+%,-+L / 
ოლო ა, 

თუ განვაგრძობთ ამ პროცესს, რომელიღაც V«-სათვის მივიღებთ /,=0 

და ამიტომ მივალთ /“-სათვის თ), თ,, ... -,-ის მრავალწევრის სახით გამოსა- 

ხულებამდე კოეფიციენტებით 77-დან: ს 
მართლაც, ეს პროცესი როზ უსასრულო იყოს? მაშინ ჩვენ მივიღებდით 

სიმეტრიულ მრავალწევრთა უსასრულო 

ეას|'ეა'.._– (6) 
მიმდევრობას, ამასთან ყოველი მრავალწევრის უმაღლესი წევრი წინამდება- 

რე მრავალწევრის უმაღლეს წევრზე დაბალი იქნებოდა და მით უმეტეს (2)-ზე 

დაბალი. მაგრამ, თუ · 

ხX.ს ჯერ... ბე (7) 

// მრავალწევრის უმაღლესი წევრია, მაშინ ამ მრავალწევრის სიმეტრიულო- 

ბიდან გამომდინარეობს (3) უტოლობების მსგავსი 

7 > ა > ··. > ს (8) 

უტოლობები, მეორე მხრივ, რადგან (2) წევრი (7) წევრზე მაღალია, ამიტომ 

I) > წ) (9) 

მაგრამ ადვილი დასანახია, რომ მთელ არაუარყოფით რიცხვთა (7), 7)...» 7 
სისტემების რომელნიც აკმაყოფილებენ (8) და (9) უტოლობებს, ამორჩე- 

ვა მხოლოდ სასრულო რიცხვნაირად შეიძლება. მართლაც, (8) მოთხოვნაზეც 

რომ უარი ვთქვათ და მხოლოდ დავუშვათ, რომ ყველა /,, ჯ1=1, 2,..., # არ 

არის /,ე-ზე მეტი, მაინც 7, რიცხეთა არჩევანი მხოლოდ (/ე -L 1)5-ნაირად 

შეიძლება. აქედან გამომდინარეობს, რომ მრავალწევრთა (6) მიმდევრთბა 

მკაცრად კლებადი უმაღლესი წევრებით არ შეიძლება უსასრულო იყოს. 

თეორემის დამტკიცება დასრულებულია. 

ზემოთ აღნიშნული კავშირი ელემენტარულ სიმეტრიულ მრავალწევრებ- 

სა და ვიეტას ფორმულებს შორის ნებას გვაძლევს გამოვიყვანოთ ასეთი 

მნიშვნელოვანი შედეგი სიმეტრიულ მრავალწევრთა ძირითადი თეორემ- 

იდან: 

1 უნდა გავითეალისწ-ნოთ. რომ «, მრავალწევრი საერთოდ შეიცავს ისეთ წევრებსაც- 

რომელნიც არ არის /,_, მრავალწეერმი და აპიტომ /”-.I”დან __––-––_–_ «,-ხე გადასე- 

ლა დაკაყშირებულია არა მარტო /+-1ის რალმე ჯეყრების შო 'პობასთან, არ მიედ ახალი, 

წევრების გაჩენასთანაც. აქ ჯ.=1, 2 ვ... 
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ვთქვათ /(უ) ერთი უცნობის მრავალწევრია Xჯ# ველის 

მიმართ, რომელსაც უფროს კოეფიციენტად აქვს ერთეუ- 
ლი, მაშინ /(X) მრავალწევრის ფესვების, რომელნიც X-ს 

მიმართ /(:1 მრავალწევრის რაიმე დაშლის ველს ეკუთვნიან, 
ყოველი სიმეტრიული მრავალწევრი (კოეფიციენტებით 

#-დან) (() მრავალწევრის კოეფიციენტების მრავალწევ- 
რი იქნება (კოეფიციენტებით /-და ნ) და ამიტომ #7 ველის 

ელემენტიც. 
ძირითადი თეორემის ზემოთ მოყვანილი დამტკიცება ერთდროულად იძლევა სიმეტ- 

რიული მრავალწევრებისათვის ელემენტარულებით გამოსახულების ძიების პრაქტიკულ მე- 

თოდს. თავდაპირველად შემოვიტანოთ შემდეგი აღნიშვნები: თუ 

C X1ბ, X:ხ, ... ჯაი (10) 

შუს შესა. 2 უცნობთა ხარისხების რაიმე ნამრავლია (ამასთან მაჩეენებლებთა შორის 

შეიძლება იყოს ნულის ტოლიც!), მაშინ 

8” (თუ! 1 X,M .. ჯი") (1 1) 

აღნიშნავს ჯამს ყველა'წევრისა, როშელნიც მიიღებია5 (10)-დან უცნობთა ყოველგვარი გადაად- 

გილებისას. ცხადია, რომ ეს სიმეტრიული მრავალწევრი იქნება, ამასთან ერთგვაროვანი და რომ 

# უცნობის ყოველი სიმეტრიული მრავალწევრი, რომელიც (12) წევრს შეიცავს, შეიცავს აგ–- 

რეთეე (11) მრავალწევრის ყველა სხვა წევრს. მაგალითად, 85 (:1)= =ფ, 95 (1 Xე)= 6.) 
(X,2?) ყველა უცნობის კვადრატთა ჯამია და ა. 

მაგალითი. ჯ უცნობის #7=X (ც2? X.) ს ამეტრიული მრავალწევრი გამოვსახოთ ელე- 

მენტარული სიმეტრიული მოავალწევრებით. ' 2. 

აქ უმაღლესი წევრი ;;,2 ჯე პარის და ამიტომ დ, =თ),)1“ 1 თ,=ფკ შეა, ქ. ი. 

დე=(ჯ + «+ .4- Xა) (XI Xვ -+ 10 Xვ + ·..“+ X-1 Xა) == 

= 8 6? X,) + 390 2 23), 

/I=/– დ,=–-35(% 1, Xვ)--–3ძ,, 

/= 9) + /1=0, თე -- 3 თ. _ 

უურო რთულ მაგალითებში მიზანშეწონილეა წინასწარ დავადგინოთ თუ რომელი 

წევრები შეიძლება შეეიდეს ამ მრავალწევრების ელემენტარულობით „გამოსახულებაში, ხო–- 

ლო შემდეგ ვიპოვოთ ამ წევრების კოეუიციენტები განუსახლვრელი კოეფიციენტების მე- 

თოდით. 
მაგალითები, 1, ვიპოვოთ გამოსახულება /= 5(1)” %ე 2) სიმეხრიული მრავალწევ- 

რისათვის. 

ჩვენ ვიცით (იხ. ძირითადი თეორემის დამტკიცება), რომ საძიებელი დ (თ), თ,)..-, 9) 

მრავალწევრის წევრები განისახღვრება /), /.,.. სიმეტრიულ მრავალწევრთა უმაღლესი 

წევრებით, ამასთან ეს უმაღლესი წევრები მოცემული /' მრავალწევრის უმაღლეს წევრზე: 

დაბალია, ე. ი. ჯმ ჯე?-ზე დაბალია. ე-პოვოთ ყეელა 1: X.5ი ,.. ჯი ნამრავლი, რომე- 

ლაც შემდეგ პირობება აკმაჟოუილება: 1) იგი ,,2 ჯ,ზე დაბალი უნჯა იყოს, 2) შეიძლება 

სიმეტრიული მრავალწევრის უმაღლესი წევრი იყოს, ე. ი. აკმაყოფილებდეს /, » /, > ·.. > 
>7/, უტოლობებს, 3) უცნობთა ერთობლიობის მიმართ მას უნდა ჰქონდეს ხ:რისხი 4 (რად- 

გან, როგორიც ეიცით,- ყველ) /", '(თ ... მრავალწევრს იგიეე ზარისხი აქვს, რაც ერთგეარო- 

საიდანაც 

ამიტომ 
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ვან # მრავალწევრს), თუ ამოეწერთ მაჩვენებელთა მხოლოდ შესაბამის კომბინაციებს 

და გვერდით მივუთითებთ ც-ს ხარისხების იმ ნამრავლებს, რომლებსაც ისინი განმარტავენ, 

მივიღებთ შემდეგ ცხრილს: 

' 22000 ... თ,წ“2 0,2 9-=თ,?, 

21100 ... თ,'“1 0,1“ 1 ფე!“ ბ==თ, ძე, 

11110 ... თ,“ თ,1-1 ცე1-0 =– თ). 

ამგვარად # მრავალწევრს შემდეგი 

: #=თ" + 4თფთ ლე + 89 
სახე აქვს. კოეფიციენტი ფე“თან დავუშვით ერთიანის ტოლად, რადგან ეს წევრი განისაზღვ- 

რება # მრავალწევრის უმაღლესი წევრით და, როგორც ძირითადი თეორემის დამტკიცები–- 

დან ვიცით, აქვს იგივე კოეფიციენტი. 4 და # კოეფიციენტებს შემდეგნაირად ვიპოვით. 

დავუშვათ 2:=X:0=X53=1, X, == ...= ჯ.=0. ადვილი მისახვედრია, რომ უცნობთა 

ამ მნიშვნელობებისას # მრავალწევრი იღებს მნიშვნელობას 3, ხოლო თე, თე, თვ და ძა 

შესაბამისად 3, 3, 1 და 0 მნიშვნელობებს. ამიტომ · : 

3=9 + 4.3.1L8737 0, 

საიდანაც 4=-–- 2. დავუშვათ ახლა ჯ,==ჯ,=Xე==X,=1, Xგ=...=%გ=0, /, თ, თლე, 
და თ, მრავალწევრების მნიშვნელობები იქნება შესაბამისად 6, 4, 6, 4, 1. ამიტომ 

. 6=36-2.4.44+ 8-1, 

საიდანაც 8=>=2. ამგვარად # სათვის საძიებელი გამოსახულება იქნება 

#0 –-2თC -L2თ0თ,. 

ჩლე=- + 9-+272+>-LI 
მრავალწევრის ფესვთა კუბების ჯამი. 

ამ ამოცანის ამოსახსნელად ვიპოვოთ 59 (2) სიმეტრიული მოავალწევრისათვის ელე- 

მენტარული სიმეტრიული მრავალწევრებით გამოსახულება. თუ გამოვიყენებთ იმავე მეთოდს, 
როგორიც წინა მაგალითში გექონდა, მივიღებთ 

3000 ... თ,3, 

2100 ...თთ 

1110 ... თვ 

5 (თ?)=თმ –I- 4თ, თე –L 8 თე. 

დავუშეათ ჯერ ჯ,==X:=1, Xკ= ... =Xჯე=0, ხოლო შემდეგ X:==2ე==X3= 1, 
%.I=...=ქ=0, მივიღებთ 4=–3, 8=3, ე. ი. 

2. ეიპოვოთ 

ცხრილს და ამიტომ 

8§(009)=0)1 – 3თ თი –-3C. (12) 

მოცემული # (;:) მრავალწევრის ფესვთა კუბების ჯამის საპოვნელად, ვიეტას ფორმუ- 

ლების თანახმად, ზემოთ ნაპოვნ გამოსახულებაში უნდა შევცვალოთ თე კოეფიც-ენტით ჯპ- 

თან შებრუნებული ნიშნით, ე. ი. (––1)-ით, თ შევცვალოთ კოეფიციენტით ;;9-თან, ე. ი. 2-ით, 

და ბოლოს თვ შევცვალოთ კოეფიციენტით ჯ-თან შებრუნებული ნიშნით, ე. ი.--1-ით. ამგვა– 
რად, ფესვთა კუბების ჩვენთვის საინტერესო ჯამი უდრის 

· (–- 1))1–– 3.C––-11:.2+3-:(–1)=2. 
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მკითხველს შეუძლია შეამოწმოს ეს შედეგი, თუ გაითვალისწინებს, რომ / (X)-ს ფეს- 

ვ. 1 .// 3. 
ვებად ს-ი-1 4:73 –_ V- –– 

2 
რომ (12) ფორმულა არ არის დამოკიდებული მოცემულ 70) მრავალწევრზე და ნებას გვაძ- 

ლევს ვიპრვოთ ნებისმიერი მრავალწევრის ფესვთა კუბების ჯამი. 

სიმეტრიული / მრავალწევრის ელემენტარულებით გამოსახვის მეთოდს, 

რომელიც მიღებული იყო ძირითადი თეორემის დამტკიცებისას, მიკყავართ 

სავსებით გარკვეულ ზრავალწევრამდე თ, თ. ..., 0„-გან. თურმე არავითარი 
წესით არ შეიძლება /-ისათვის თ), თ,, ..., ძე-ით სბვა გამოსახულების მიღება. 

ამას გვიჩვენებს ერთადერთობის შემდეგი თეორემა: 

ყოველ სიმეტრიულ მრავალწევრს აქვს მხოლოდ ერთად- 

ერთი გამოსახულება მრავალწევრის სახით ელემენტარე- 

ლი სიმეტრიული მრავალწევრებისაგან, ' 

დავამტკიცოთ ეს თეორემა. # ველზე სიმეტრიულ /-(«. X-ს» X») მრა- 

-ვალწევრს რომ ჰქონდეს ორი სხვადასხვა გამოსახულება თ, C;...., C,„-თაგან: 

    რიცხვები აქვს. ცხადია აგრეთვე, 

მაშინ #(თ, 2... %,)=დ (თ, თვ... თძი)=ს(ფ, თეს... თი), 

X(Cთ. თე,-.. 0,)=დ(თ, დეკა... ძე) თ(თ, თ.-ს თ) 

სხვაობა თ,, თე, ..., თე-თა ნულისაგან განსხვავებული მრავალწევრი იქნებოდა, 

ე. ი. მისი ყველა კოეფიციენტი ნულის ტოლი არ იქნებოდა, მაშინ როცა ამ 
მრავალწევრში თ,, თ,,..., თე შეცვლა მათი 1, 2...., ჯა გამოსახულებებით მიგ- 

ვგიყვანდა LX. 7... #ა) რგოლის ნულამდე. ჩვენ დაგვრჩენია ამიტომ და- 

ვაზტკიცოთ, რომ თუ X (თ. თ... თე) მრავალწევრი ნულისაგან განსხვავებუ- 

ლია, ე. ი, აქკს ერთი მაინც ნულისაგან განსხვავებული კოეფიციენტი, მაშინ 

წ (29, %ეს.. 2») მრავალწევრიც, როზელიც X»-გან მიიღება თე, თ,, .+.. , თ, სიდი- 

დეთა მათი X»), X,,..., Xგ გამოსახულებებით შეცვლით: 

X(თ, თა... თ.)=ჯ (=, «ეკ. ი), (13) 

აგრეთვე ნულისაგან განსხვავებულია. 

თუ ი თხ თკ% ,.. 9„ს» ერთერთი წევრია »ჯ მრავალწევრისა, ამასთან თ # 

უ60, მაშინ ყველა თ ს შეცვლა მათი (1) გამოსახულებებით მოგვცემს +), Xე, 

„ს ჯის მრავალწევრს, რომლის უმაღღესი წევრიც (ლექსიკოგრაფიული და- 

ლაგების აზრით), როგორც უკვე ვიცით ძირითადი თეორემის დამტკიცები- 
დან, იქნება 

თX,), (X1. X,) ბ, --. (X1Xვ ».+ 2)", ==თქებ X,5 .-. აი, 
სადაც 

M1=M-L Mა +.---I #ი, 
1 =/ე + ... –+ Mი, 

= 
ის = IM 

ა ან _–_” აქედან .. ს=ს- IM 2=1, 2,.., #=1 
#ა= ი, 

- ქვ8 შაო



გ. ი. ს ს ი მაჩვენებლებით შეიძლება აღვადგინოთ გამოსავალი ჯ მრა- 

ვალწევრის X(,, L:.-- #„ მაჩვენებლები. ამგვარად, X მრავალწევრის განსხვავებულ 

წევრებს, რომლებიც განსილულნი არიან როგორც X#LI #ე. ·.; ჯის მრავალ- 

წევოები, აქვთ სხვადასხვა უმაღლესი წევრები. 

განვიხილოთ ახლა ჯ მრავალწევრის ყველა წევრი; ყოველი მათგანისათ- 

ვის ვიპოვოთ მისი X;, #,..., X, მრავალწევრის სახით წარმოდგენის უმაღლე- 

სი წევრი და ავირჩიოთ ამ უმაღლესი წევრებიდან ის, რომელიც ყველაზე 

მაღალი იქნება ლექსიკოგრაფიული დალაგების აზრით. როგორც ზემოთაა 

ნათქვამი, ამ წევრს არა აქვს მსგავსი უმაღლეს წევრთა შორის, რომელნიც 

მიიღებიან ჯ მრავალწევრის სხვა წევრებისაგან, ხოლო რადგან იგი, პირობის 

თანახმად, ყველა ამ უმაღლეს წევრხე მაღალია, ამიტომ მით უმეტეს მა- 

ღალია სხვა წევრზე, რომელიც მიიღება X მრავალწევრის წევრებში თ, თკ, ... 

თ, ელემენტების მათი (1) გამოსახულებებით შეცვლით. მაშასადამე ჩვენ ვიპო- 

ვეთ ისეთი წევრი, რომელიც ჩნდება (ნულისაგან განსხვავებული კოეფიციენ- 

ტით) X(თფ, თე:..·, წი)-დან # (X, ჯXე,..., Xჯი)-ზე გადასვლისას მხოლოდ ერთხელ 
და ამიტომ არაფერთან არ შეიძლება შეიკვეცოს. აქედან გამომდინარეობს 

რომ წ#(X, X,.· ჯა) მრავალწევრის ჯოეფიციენტებიდან ყველა ნულს არ უდ- 

რის, ე. ი. ეს მრავალწევრი არ არის # LX, ჯა. დას) რგოლის ნული, რისი 

დამტკიცებაც გვინდოდა. · 
დამტკიცებულ თეორემას, ცხადია, შეიძლება მივცეთ შემდეგი ფორმუ- 

ლირება: · 

თ, თ,» 9 ელემენტარულ სიმეტრიულ მრავალწევრთა 

სისტემა, თუკი ეს მრავალწევრები განხილულნი არიან რო- 

გორც მრავალწევრთა #წი, >;,.., ჯი) რგოლის ელემენტები, 
ალგებრულად დამოუკიდებელია Xჯ ველის მიმართ. 

§ 63”. დამატებითი შენიშვნები სიმეტრიულ მრავალწევრებზე 

შენიშვნები ძირითად თეორემა%ზე. სიმეტრიულ მრავალწევრებზე ძირი- 

თადი თეორემის დამტკიცება, რომელიც წინა პარაგრაფში იყო ჩატარებუ- 

ლი, ნებას გვაძლევს გავაკეთოთ რამდენიმე არსებითი დამატება თეორემის ფორ- 

მულირების შესახებ, რომელსაც ჩვენ ქვემოთ გამოვიყენებთ. თავდაპირველად, 

ჩვენს მიერ / (-%, X,,.-ს» +) სიმეტრიული მრავალწევრის ელემენტარული სი- 
მეტრიული მრავალწევრებით გამოსახვად ნაპოვნი დ (თე, თეს..»წი) მრავალწევრის 

კოეფიციენტები არა მარტო XX ველს ეკუთვნიან, არამედ გამოისახზ ებიან 
# მრავალწევრის კოეფიციენტებით შეკრებისა და გამოკლე- 
ბის დახმარებით, ე. 0. ეკუთვნიან # რგოლს, რომელიც # მრა- 

ვალწევრის კოეფიციენტებითაა წარმოქმნილი #ჯ ველში: 

მართლაც, აღვილი დასანახია, რომ X,, ჯე, ..., X უცნობთა მიმართ დ, 

მრავალწევრის ყველა კოეფიციენტი (იხ. წინა პარაგრაფის (5) ფორმულა) 
არის / მრავალწევრის უმაღლეს წევრთან მდგომი ძი კოეფიციენტის მთელი 
ჯერადი და ამიტომ # რგოლს ეკუთვნის. ვთქვათ უკვე დამტკიცებულია, რომ 
L-ს მკუთვნის დკ, დ,..., დ, მრავალწევრთა CX,, «ე... X„ მიმართ) ყველა კოე- 
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ფიციენტი, მაშინ #,= / –- დე –– დე-– ... –– დ, მრავალწევრის კოეფიციენტებიც 

აგრეთვე ჯ-ს მიეკუთვნება და ამიტომ ჯ#-ში იქნება X, Xე, ..- ს) Xთა მიმართ 

91 ზრავალწევრის ყველა კოეფიციენტიც. 
მეორე მხრივ, დ(თ, 0....., 9) მრავალწევრის თ,,თ,, ..., 6ა-ის მი- 

მართ ერთობლივი ხარისხი უდრის ხარისხს, რომელიც აქვს 

#(%. მა. +“) მრავალწევრს ყოველი ჯ;, უცნობის მიმართ. 

მართლაც, რადგან (2) წინა პარაგრაფიდან არის / მრავალწევრის უმაღლე- 

სი წევრი, ამიტომ /) იქნება ჯ-ის ხარისხი ჯ, უცნობის მიმართ და ამიტომ, 
სიმეტრიულობის გამო, ნებისმიერი სხვა X, უცნობის მიმართაც. მაგრამ დ,-ის 

ხარისხი თ ერთობლიობის მიმართ წინა პარაგრაფის (5)-ის თანახნად უდრის 

((2 – 1) +L (ე -L ვ) -L ·. -+ CV. 1-ს) + #ი=7 

რიცხვს. შემდეგ, რადგან /; მრავალწევრის უფროსი წევრი / მრავალწევრის 
უფროს წევრზე დაბალია, ამიტომ /,-ის ხარისხი ყოველი ჯ-ს მიმართ 

არ აღემატება /#-ის ხარისხს ყოველი ·ამ უცნობის მიმართ. მაგოამ დ, მრა- 

ვალწევრი ისეთივე როლს ასრულებს /,-თვის, როგორსაც /-თვის დ,, ამი- 

“ტომ თ ერთობლიობის მიმართ დ.-ს ხარისხი უდრის /,-ის ხარისხს ყოველი 
"X-ის მიმართ, ე. ი. იგი არ-არის ჯ-ზე მეტი და ა. შ. ამგვარად დ(თ,, თ,,...,თ) 

-ის ხარისხიც 7,-ზე მეტი არ არის. ხოლო რადგან არც ერთ ღდ,-ს 1>1-ით 

არ შეუძლია შეიცავდეს ყველა თ,, თე... თ, იმავე ხაოისხებში, როგორც დ,, 

ამიტომ დ(თ,, თ,,.... თ„)·მის ხარისხი ზუსტად ჯ,-ის ტოლია. ამით ჩვენი დე- 

ბულება დამტკიცებულია, – : 
ბოლოს, ვთქვათ თთ," თეს ... თი ერთ-ერთი წევრია C(თ,, თ,,..., 9) მოა- 

ვალწევრისა, ვუწოდოთ ამ წევრის წონა 

ს 6-2, +..-+ X7ი 

რიცხვს, ე. ი. სათანადო თ,ს ინდექსზე გამრავლებულ მაჩვენებლების ჯამს. 

სხვაგვარად, ეს იქნება ჩვენ მიერ აღებული წევრის ხარისაი X„ X,,-., X» 

უცნობთა ერთობლიობის მიმართ, როგორც ეს გამომდინარეობს § §1-ში 

დამტკიცებული თეორემიდან მრავალწევრთა ნამრავლის ხარისხის შესახებ. 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი დებულება: 

თუ ერთგვაროვან სიმეტრიულ /(Xჯ. 1, ·-., X) მრავალ- 

წევრს აქვს უცნობთა ერთობლიობის მიმართ ხარისხი («, მა- 

შინთ-თი მისი დეთ. თე,..., თ.) გამოსახულების ყველა წევრს ექ- 
'ნება ერთი და იგივე L-ის ტოლი წონა. 

: მართლაც, თუ (2) წინა პარაგრაფიდან არის „ერთგვაროვანი # მრავალ 
წევრის უმაღლესი წევრი, მაშინ” 

) +=ს ++ +» | 
მაგრამ დ, წევრის წონა წინა პარაგრაფის (5)-ის თანახმად ტოლია რიცხვისა 

(ს, – ი)+2(%–-#ვ) –> ·-· +CCV– 1) (სა) –- ჩა) +IVI=%(+# + 

> +ს+6X+.21ი. 
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ე. ბი. აგრეთვე +-ის ტოლია. შამდეგ, /,=/ –-–დ, მრავალწევრი, როგორც ორი 
+ ხარისხის ერთგვაროვანი მრავალწევრის სხვაობა, თვითონ იქნება + ხარისხის 

ერთგვაროვანი მრავალწევრი და ამიტომ «დ მრავალწევრის დე წევრი იქნება 

+ წონისა და ა, შ. ' 

სიმეტრიული რაციონალური წილადები. ძირითადი თეორემა სიმეტ- 

რიულ მრავალწევრებზე შეიძლება გავრცელებულ იქნეს რაციონალური წი- 

ლადების შემთხვევაზე. X,, 2... ჯი უცნობთა -“- რაციონალურ წილადს 

ვუწოდოთ სიმეტრიული, თუ იგი თავისი თავის ტოლი რჩება უცნობთა 

ნებისმიერი ჩასმისას. ადვილი საჩვენებელია, რომ ეს განმარტება არ 

არის დამოკიდებული იმაზე, ვიღებთ -- წილადს თუ მის 

' წილადს. მართლაც, თუ თ ჩვენი უცნობების რაიმე ჩასმაა, ხო- 
7 

ტოლ 
ლო დ– ამ უცნობთა ნებისმიერი მრავალწევრი, მაშინ შევთანხმდეთ დ«-თი 

აღვხიშნოთ ის ბრავალწევრი, რომელშიაც დ გადაყავს თ ჩასმას. დაშვების 

თანახმად, ნებისმიერი თ-სათეის, 

წოლა 
. 

ე. ი. /-ი=ჯი/Vის. მეორე მხრივ, ტოლობიდან 

: #-+# 
: # ი 

გამომდინარეობს #–ა=6C/%, საიდანაც /#თყთია=ეთ/თ,, თუ უკანასკნელი ტო- 

ლობის ორივე ნაწილს გავამრავლებთ /-ზე, მივიღებთ: ' · 

#7 9ყაზ==/ყ9 (9 =- ე. /9 /ეთ, 

საიდანაც /Vთი-ზე შეკვეცის შემდეგ გამომდინარეობს: #ყეი=»/%ე, ე. ი. 

ხი #7. | 
§ა“ L4 §9 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა: 

Xც ა-ს თი უცნობთა ყოველი სიმეტრიული რაციონალ- 

ური წილადი კოეფიციენტებით #X ველიდან წარმოდგენა- 
დია თ), C,,.... 6 ელემენტარული სიმეტრიული მრავალწევრე- 
ბის რაციონალური წილადის სახით და თან ისეთი კოეფი- 
ციენტებით, რომელნიც ისევ #-ს ეკუთვნიან. 

მართლაც, ვთქვათ მოცემულია 

#(X0 2. 2.) 

ააა ნწ (X0 %Xა ·- ს) ჯი) 

სიმეტრიული რაციონალური წილადი. თუ დავუშვებთ, რომ იგი უკვეცია, 
შეიძლება დამტკიცება, რომ /-ც და ჟ§-ც სიმეტრიული მრავალფევრებია. მაგ- 
რამ შემდეგი გზა უფრო მარტივი იქნება. თუ (« მრავალწევრი არ არის სი– 

34),



მეტრიული, მაშინ გავამრავლოთ მრიცხველი და მნიშენელი ყველა იმ „1-1 

მრავალწევრის ნამრავლზე, რომელიც მიღებულია წ#-სგან უცნობთა ყოველგ- 

ვარი არაიგივური ჩასმით ადვილი შესამოწმებელია, რომ მნიშვნელი ახლა 

სიმეტრიული მრავალწევრი იქნება. მთელი წილადის სიმეტრიულობის გამო 

მრიცხველიც სიმეტრიული იქნება და ამიტომ თეორემის დასამტკიცებლად 

დაგვრჩენია მრიცხველი და მნიშენელი ელემენტარული სიმეტრიული მრავალ- 

წევრებით გამოვსახოთ. 
ხარისხოვანი ჯამები, გამოყენებებში ხშირად გეხვდება 

+-=X/ბ-L ჯე" + ..- -L ჯი #=1, 2, -.. 

სიმეტრიული მრავალწევრები, ე. ი. Xც ა...) ჯა უცნობთა /7;-ური ხა- 

რისხების ჯამი, ეს მრავალწევრები, რომელნიც ხარისხოვან ჯამებად 

იწოდებიან, უნდა გამოისახონ, ძირითადი თეორემის ძალით, ელემენტარუ- 

ლი სიმეტრიული მრავალწევრებით. მაგრამ, ამ გამოსახულებების ძიება დიდ 

#-თათვის საკმაოდ რთულია და ამიტომ საინტერესოა («,, §,,... და 0ო,, თ.კ..., 

თ, მრავალწევრებს შორის ის კავშირი, რომელიც ახლა იქნება დადგენილი. 

პირველ ყოვლისა L,=თ. შემდეგ, თუ # <7, მაშინ ადვილი შესამოწმე- 

ბელია შემდეგი ტოლობები: 

9 19.=5% + 8 (X1“1 X,) 1, 

# ვ 9:=8 (X,' 1 §,) -I- 8 (++? X, Xე), 

#4 0,= 8 (ჯ,! 11 ჯ,...X,) -L 5 (X,"“! X,.--X( %+)), (65) 

24<:5<:0--2, 

ით ,=8 (X,'X,--.XL_.) –- L თ. 

თუ ავიღებთ ამ ტოლობების ალტერნირებულ ჯამს (ე. ი. მორიგეობით სხვა- 

დასხვა ნიშნიან ჯამს), ხოლო შემდეგ კი გადავიტანთ ყველა წევრს ტოლო- 

ბის ერთ ნაწილში, მივიღებთ ფორმულას: 

ს-ს შ -L ს კთ- ·. + (–- 1) 1 თ კ + (–-1)' #თC=0, (2) 

(I <- 7) 

თუკი X> I, მაშინ ტოლობების (1) სისტემა მიიღებს 

«ს.კ 06ე=# + § (#,! 1 X,), 

%-ვ 9ე)=5 (X,'“1 ჯ,) -+ 5 (2? თ, თ.) 

#”.ინი=8 (ყ,“ი“1 2Xვ ა... ჯი.) 

1 იხ, წინა პარაგრაფის (11). 
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სახეს, საიდანაც გამომდინარეობს ფორმულა 

ს-ს ,“+-9-ა წვე... + (–-1) +. ძ,=0 CV: > #). (3) 

(2) და (3) ფორმულები ნიუტონის ფორმულებად იწოდება, ისი- 

ნი აკავშირებენ ხარისხოვან მწკრივებს ელემენტარულ სიმეტრიულ მრავალ. 

წევრებთან და საშუალებას გვაძლევენ თანმიმდევრობით ვიპოვოთ L,, +«,, წა...” 

თათვის გამოსახულებები თ,, თ,,..., თ,„-ით. ასე, ჩვენ ვიცით, რომ +,= თ, რაც 

გამომდინარეობს (2) ფორმულიდანაც. თუ შემდეგ #=2 <-X, მაშინ, (2):.ის 

თანახმად, +, –– §, თ, +– 2თე)=0, საიდანაც 

§«ე=0C,7? -- 20. 

შემდეგ, + –– §ე C, –L-», თე –– 3ოთ=0, როცა #=3<#%, საიდანაც, გამოვიყე- 

ნებთ რა +, და §,-სათვის უკვე ნაპოვნ გამოსახულებებს, მივიღებთ: 

= 3 
ყვ=0 –3CთCCთC-+3თ, 

რაც ჩვენთვის უკვე ცნობილია (იხ. (12) წინა პარაგრაფიდან). თუკი #=3, 

მაგრამ #=2, მაშინ, (3) ის თანახმად, ჯ.კ –– +, თ, + §+,0,==0, საიდანაც §.=0C,9– 
–3თთ,. ნიუტონი ფორმულების გამოყენებით შეიძლება ზოგადი ფორმუ- 

ლის მიღება, რომელიც წ-ს გამოსახავს თ,, თე,.... თ„-ით, მაგრამ ეს ფორმუ- 

ლა ძალზედ რთულია და ჩვენ მას არ მოვიჟვანთ. ” 

თუ ძირითად #ჯ ველს 0 მახასიათებელი აქვს და მაშასადამე ნებისმიერ 

ნატურალურ » რიცხვზე გაყოფას აზრი აქვს1, მამინ (2) ფორმულა საშუა- 

ლებას იძლევა თანძიმდევრობით გამოვსაბოთ თ), თ,, -.., თ ელემენტარული 

სიძეტოიული მრავალწევოები პირველი # ხარისხოვანი (,, «,..., #გ ჯამებით. 

ასე, ძ,=+4,, ამიტომ 

1 1 
თ=+- (§, თ, –– +) == რ (წ, –– §.), 

1 
თ. ფით +Cარ)=->- C,? -39%-+-21) 

და ა, შ. აქედან და ძირითადი თეორემიდან გამომდინარეობს შემდეგი შე- 

ი: 

ოა ნულ მახასიათებლიანი # ველის მიმართX, ა„/ ..., ჯგ უც- 

ნობთა ყოველი სიმეტრიული მრავალწევრი წარმოდგენადია 

#9, წს ს ხარისხოვანი ჯამების მრავალწევრის სახით კოე- 

ფიციენტებით 7 ველიდან, 

უცნობთა ორი სისტემის მიმართ სიმეტრიული მრავალწევრები. შემდეგ 

პარაგრაფში და აგრეთვე § 58-ში გამოყენებული იქნება სიმეტრიული მრა- 

თ · 

' გ მახასიათებლიან ველში –– გამოსახულებას აზრი არა აქვს, როცა რა ს ჯ ს როცა ც უ# 0, რად– 

გან ამ ველში ნებისმიერი ჯ-სათვის LხX=9. 

ვა



ვგალწევრის ცნების ერთი განზოგადება. ვთქვათ მოცემულია წა Xვე +. ს ჯი და 

VI 7. 7. უცნობთა ორი სისტემა, ამასთან მათი 

Xვ, ვ ასე ბიე VII სუ .“.” » (4) 

გაერთიანება ” ველის მიმართ ალგებრულად დამოუკიდებელია. # ველზე 

# (0 7ი, ს) 2 7) 2, ·..) 7) მრავალწევრი იწოდება უცნობთა ორი 

სისტემის მიმართ სიმეტრიულად, თუ იგი არ იცვლება 1: X.,.-., ჯი 

უცნობთა ნებისმიერი გადაადგილებისას ერთმანეთში და X,, 7,, -··, # ულძ- 

ნობთა––ერთმანეთში. თუ X,, ჯX,..-, X- ელემენტარული სიმეტრიული მრავალ- 

წევრებისათვის შევინარჩუნებთ თ,, თ,, .-., ძ„ აღნიშვნებს, ხოლო ,, 'წ/ვ,-. ქ» 

ელემენტარულ სიმეტრიულ მრავალწევრებს აღვნიშნავთ X,, «,, ..., «., მაშინ 

ძირითადი თეორემა შემდეგნაირად განზოგადდება: 

#ჯ ველზე ყოველი /#C,, Xე..-., ი 7 7!» 7) მრავალწევრი, 
სიმეტრიულიLX;, :,..., დგ. და X#, 7. # უცნობთა სისტემების 

მიმართ, უცნობთა ამ ორი სისტემის ელემენტარული სი- 

მეტრიული მრავალწევრების მრავალწევრის სახით წარ- 

მოდგენადია ცოეფიციენტებით X-დან) 

#(% %ვ.-. %ოს 2. Xე,''·ს #) == დ (თ), თე... თის “%), “ვ,'.. თ). 

მართლაც, / მრავალწევრი შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც #0. 

წ... /) მრავალწევრი, კოეფიციენტებით, რომელნიც X,, 2:,.-., ჯ-ის მრა- 
ვალწეგრებია. რადგან / არ იცვლება X,, 2)... ჯი უცნობთა გადაადგილებისას, 

# მრავალწევრის კოეფიციენტები X»,, 27... Xი სიმეტრიული მრავალწევრები 

იქნება და ამიტომ ძირითადი თეორემის ძალით წარმოდგენადია თ,, თე,..., თე-ის 

მრავალწევრების სახით (კოეფიციენტებით X#X-დან). მეორე მხრივ, #LCX,, Xე)>--,%») 

ველზე განხლულინ / (7, 7 -., ) მრავალწევრი სიმეტრიული იქნება 
7, 72) ·-., 7-ის მიმართ და ამიტომ წარმოდგენადი დ(ხც თ: ე) მრავალ- 

წევრის სახით. დ მრავალწევრის კოეფიციენტები, როგორც ამ პარაგრაფის 

დასაწყისშია "ნაჩვენები, # მრავალწევრის კოეფიციენტებით გამოისახება შეკ- 

რებისა და გამოკლების დახმარებით და ამიტომ ისინიც ,, თე...., წ-ის მრა- 

ვალწევრები იქნებიან. ამას, „ცხადია, /-სათვის საძიებელ გამოსახულებამდე 

მივყავართ თ,, თ,,..-., თი, + 1ე,..., დით. 

მაგალითი. 

# CC %., %Xვ) I, Vე) == X,%ეXვ –– %:%21/ჯ –– X1%ე/ე –– X1Xვ)/, –- 

– X,Xვ%ე –– %:Xე7ე –– %:%ვ7ე -L %7172 + Xვ71Xე “L X31 7 

ზრავალწევრი სიმეტრიულია როგორც “ე %, %ვ უცნობთა მიმართ, ისე »I ე უცნობთა 

მიმართაც, მაგრამ არ იქნება სიზეტრიული ყველა ზუთი უცნობის ერთობლიობის მიმართ, 

როგორც გამოირკეევა თუნდაც ვ; და 2, უცნობების ტრანსპოზიციის დროს. ვიპოვოთ თ,, თე, 

თე, «ე, “ით გამოსახულება #“ სათვის: 

#==თ; თე თევ – (თ, თე +L თ; თე + თ, თე) ), –– (თ, თე -L- თ, თე –L თე თე) 7 + 

+C,-+L2, +.) 117გ=თე –– თ), –– 0,3, ++ 0, 2, 7ე)=0კ –– თ, <, -L თ 9. 

344.



ახლახან დამტკიცებული თეორემა, ცხადია, უცნობთა სამი და მეტი 
- რიცხვი სისტემების შემთხვევაზეც გავრცელდება. 

უცნობთა ორი სისტემის მიმართ სიმეტრიული მრავალწევრებისათვის 

სამართლიანია, აგრეთვე, ელემენტარული სიმეტრიული მრავალწევრებით წარ- 

მოდგენის ერთადერთობის თეორემა. სხვაგვარად, სამართლიანია წემ- 

ღეგი თეორემა: 

თა თე,» თი და 7,, 7», #» უცნობების მოცემულ სისტემა- 

თა ელემენტარული სიმეტრიული მრავალწევოების 

ა... _ 

გაერთიანებული სისტემა ალგებრულად დამოუკიდებელია 

# ველის მიმართ: 

მართლაც, ვთქვათ X ველზე არსებობს ნულის ტოლი 

დ(თ,, თეს..ც წი რ), “ის. 4.) 

მრავალწევრი, თუმცა ყველა შისი კოეფიციენტი არ არის ნული. ეს მრა- 

ვალწევრი შეიძლება განვიხილოთ როგორც #%LC>V,, +, ·-., C) მრავალწევრი 

“ კოეფიციენტებით, რომელნიც თ,, ძ,,-., თის მრავალწევრებია. მაშასადამე, 

შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ «რ არის «<,, «ე, ·-., +-ის მრავალწევრი რაციო- 
ნალურ წილადთა 

0=X#C,, 2). თა) 

ველის მიმართ. ი. ·/ვა"' სისტემა ალგებრულად დამოუკიდებელი რჩება 0 

ველის მიმართ: ამ სისტემისათვის რომ არსებობდეს ალგებრული დამოკიდე- 

ბულება კოეფიციენტებით C0)-დან, მაშინ, განვთავისუფლდებოდით რა მნიშვ- 

ნელისაგან, მივიღებდით ალგებრულ დამოკიდებულებას (4) სისტემაში, წი- 
ნააღმდეგ დაშვებისა. ჩვენ ვიღებთ, რომ #+,, +,,..., +, სისტემა აგრეთვე ალ- 

გებრულად დამოუკიდებელი უნდა იყოს 0 ველის მიმართ და ამიტომ დ მრა- 

ვალწევრის ყველა კოეფიციენტი ნულის ტოლია. მაგრამ ეს კოეფიციენტები 
თ, 9-ს, 9 მრავალწევრებია და ამიტომ, ისევ ერთადერთობის თეორემის 

საფუძველზე უცნობთა ერთი სისტემის (ამჯერად >,, ჯე, -.., თ„ სისტემის) 

შემთხვეეაში, ამ უკანასკნელი მრავალწეგრების ყველა კოეფიციენტი თვითონ 

ნულის ტოლია. წინააღმდეგ დაშვებისა ამით დამტკიცებულია, რომ დ მრა- 

ვალწევრის ყველა კოეფიციენტი ნულის ტოლი უნდა იყოს. 

„ § §4. რეზულტანტი. უცნობის გამორიცხვა. დისკრიმინანტი. 

თუ მოცემულია / (თ, C...., 2) მრავალწევრი # (>, თ,, .... თ) რგო- 
ლიდან, მაშინ მის ამონახსნად იწოდება უცნობთა მნიშვნელობების ისეთი 

დერე თე=Cე,; .·., თგ=C6ი, 

სისტემა, აღებული ჯ# ველიდან ან ამ ველის რაიმე X გაფართოებიდან, რომე- 
ლიც / მრავალწევრს ნულად აქცევს: · 

# (თ. თ;,-.ს თ)=0.



ყოველ / მრავალწევრს, რომლის ხარისხიც ნულზე მე- 
ტია, აქვს ამონახსენი: თუ თ, უცნობი შედის ამ მრავალწევრის ჩაწე- 

რაში, მაშინ თ,,..., თ,-ად არსებითად # ველის ნებისმიერი ელემენტები შეიძ- 

ლება ავიღოთ, ოღონდ, / (თ. თე, ·-.) თ.) მრავალწევრის ხარისხი დარჩეს 

მკაცრად დადებითი, ხოლო შემდეგ, გამოვიყენებთ რა ფესვის არსებობის 

თეორემას (§ 49), ავიღოთ # ველის ისეთი წე გაფართოება, რომელშიაც ერ- 

თი დ, უცნობის / (>, თ... თი) მოავალწევრს აქვს ფესვი თ,. ამასთან ერ- 

თად ჩვენ ვხედავთ, რომ ერთი უცნობის # ხარისხისს მრავალწევრის ის 

თვისება, რომ მას ყოველ ველში ჰქონდეს არა უმეტეს # ფესვისა, რამდენიმე 

უცნობის მრავალწევრისათვის აღარ არის სამართლიანი. 

თუ მოცემულია ” უცნობის რამდენიმე მრავალწევრი, მაშინ შეგვიძ- 

ლია დავსვათ ყველა ამ მრავალწევრთათვის საერთო ამონახსენის პოვნის სა- 

კითხი, ე. ი. განტოლებათა იმ სისტემის ამონახსენისა, რომელიც მიიღება მო- 

ცემულ მრავალწევრთა ნულთან გატოლების შედეგად. ამ ამოცანის კერძო 

შემთხეევა, საელდობრ წრფივ განტოლებათა სისტემა, უკვე იყო დეტალუ- 

რად განხილული მეორე თავში. მაგრამ ერთი უცნობის ნებისმიერი ხარისხის 

ერთი განტოლების მეორე – მოპირდაპირე ––კერძო შემთხვევაში ჩვენ არაფერი 

არ ვიცით ფესვების შესახებ იმის გარდა, რომ ისინი არსებობენ ძირითადი 

ველის რაიმე გაფართოებაში. რამდენიმე ცვლადის განტოლებათა ნებისმიერი 

არაწრფივი სისტემის ამონახსენის პოვნა და შესწავლა, ცხადია, კიდევ უფრო 

რთული ამოცანაა, თუმცა იგი ჩვენი კურსის ფარგლებს სცილდება და. გან- 

საკუთრებული მათემატიკური მეცნიერების –ალგებრული გეომეტოიის--სა- 

განს წარმოადგენს. ჩვენ აქ შემოვიფარგლებით ორი უცნობის ნებისმიე- 

რი ხარისხის ორი განტოლების სისტემის შემთხვევით და ვუზვენებთ, რომ 

ეს შემთხვევა დაიყვანება ერთი უცნობის ერთი განტოლების შემთხვევაზე. 

განვიხილოთ ჯერ ერთი უცნობის ორი მრავალწევრის საერთო ფესვის 

არსებობის საკითხი, ვთქვათ მოცემულია 

აა''.–” I თ 
ნწ(2)=ხათ + ნ, 1-L ... + ს. 1 თ-++ წ, 

მრავალწევრები # ველის მიმართ, ამასთან თე # 0, ხე # 0. 

წინა თავის შედეგებიდან დაუბრკოლებლად გამომდინარეობს, რომ /(ჯ) 

და «(2) მრავალწევრებზს მაშინ და მხოლოდ მაშინ აქვთ საერ- 

თო ფესვი წველის რაიმე გაფართოებაში, როცაისინიარ 

არიან თანამარტივნი. ამგვარად საკითხი მოცემული მრავალწევრების 

საერთო ფესვის არსებობის შესახებ შეიძლება გადაწყდეს მათდამი ევკლიდეს 

ალგორითმის გამოყენებით. 

ახლა ჩვენ მივუთითებთ სხვა მეთოდზე ამ საკითხზე პასუხის გასაცემად. 

ეთქვათ ჯX არის »X ველის რაიმე ისეთი გაფართოება, რომელშიაც # (თ)-ს 

"აქვს »# ფესვი თ,, 0,,..., თი, ხოლო ( (2)-ს + ფესვი მა მ... ჩი; ჯ-დ შეიძლე- 

ბა ავიღოთ / (თ) § (თ) ნამრავლის დაშლის ველი. “ჯL ველის 
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” ჯ 

XC, ი=ი”ნ IL II რ–8ი თ 
ჯ=1 1=1 : 

ელემენტს ეწოდება / (თ) და (თ) მრავალწევრები” რეზულტანტი. დხა- 
დია, რომ / (თ) და (§(თ)-ს მაშინ და მხოლოდ მაშინ აქვთ #-ში საერთო ფეს- 

ვი, როცა #(/, §)=0. რადგან 
§ 

«თ=M II თ–ზა, 
1=1 

ამიტომ 
ჯ 

(6)=ჩ II C–8ა; 
1... 

მაშინ #(/, () რეზულტანტი შეიძლება 

# 

X#Cჩ #)=თ" II §#(C) (3) 
1=1 

სახით ჩაიწეროს. : 

რეზულტანტის განმარტებაში / (თ) და (თ) მრავალწევრები გამოიყენე- 
ბა არასიმეტრიულად. მართლაც. 

# M 

#ს(C8 /)=ნ-' ი” || II 6-–- ია=(–-1)M #V/, ჟ). (4) 

(3)-ის შესაბამისად #(C> /) შეიძლება 

წ 

#C, /0-ნ" II #6) ლთ 
ვ1=1 

სახით ჩაიწეროს. 
რეზულტანტის (2) გამოსახულება მოითხოვს / (თ) და §(თ) მრავალწევ– 

რების ფესვების ცოდნას და ამიტომ პრაქტიკულად გამოუსადეგარია ამ ორი 
მრავალწევრის საერთო ფესვების არსებობის საკითხის გადასაწყვეტად. მაგ- 

რამ თურმე რეზულტანტი 7#(/, ედ) შეიძლება წარმოვადგინოთ / (თ) და დ (2) 

მრავალწევრების თა, თ,,--., თ», ჩი ნა... ა კოეფიციენტების მრავალწევრის 
სახით. · 

ასეთი წარმოდგენის შესაძლებლობა ადვილად გამომდინარეობს წინა პარაგრაფის შე- 

დეგებიდან. მართლაც, (2) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ #V,. თ რეზულტანტი არის უც- 

ნობთა ორი სისტემის მიმართ სიმეტრიული მრავალწევრი: თ,, თეს. თე სისტემისა და 

ზ., ჩე,..., 8, სისტემის. ამიტომ იგი წარმოდგენადია, როგორც წინა პარაგრაფის ბოლო- 

შია დამტკიცებული, უცნობთა ამ ორი სისტემის მიმართ ელემენტარული სიმეტრიული მრა– 

ვჭალწევრების მრავალწევრის სახით, ე, ი., ვიეტას ფორმულების გამო, <.1= 1, 2,..-.M, 

%ი 
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ხ.. 
და + 21=1, 2, ..., 5, განაყოფების მრავალწევრების სახით; (2)-ში ჩართული თე” ჩე" 

ი 
მამრავლი ანთავისუფლებს მიღებულ გამოსახულებას ძე და ჩე მნიშვნელებისაგან, თუმცა 

ძნელი იქნებოდა გვეძებნა კოეფიციენტებით რეზულტანტის გამოსახულება იმ შეთოდების 

დაზმარებით, რომელნიც წინა პარაგრაფში იყო აღწერილი და ჩვენც სხვა ხერხით ვისარ- 

გებლებთ. 

(1) მრავალწევრების რეზულტანტის გამოსახულება, რომელსაც ჩვენ ვი- 

პოვით, გამოსადეგი იქნება ასეთი მრავალწევრების ნებისმიერი წყვილისათ- 

ვის. უფრო ზუსტად, ჩვენ ჩავთვლით, რომ (1) მრავალწევრთა ფესვების 

____ (6) 

სისტემა ++: დამოუკიდებელ უცნობთა სისტემაა,ე.ი. §51-ის 

აზრით #ჯ ველის მიმართ ალგებრულად დამოუკიდებელი 

ო + ელემენტის სისტემა. ' 

ჩვენ მივიღებთ რეზულტანტისათვის გამოსახულებას, რომელიც, თუ გან- 

ვიხილავთ როგორც (6) უცნობების მრავალწევრს (ვიეტას ფორმულების თა- 

ნახმად კოეფიციენტების ფესვებით შეცვლის შემდეგ), ტოლი იქნება (2) ტო- 
ლობის მარჯვენა ნაწილისა, რომელიც აგრეთვე უნდა განვიხილოთ როგორც 

(6) უცნობთა მრავალწევრი, 

გვესმის რა ტოლობა (6) უცნობთა სისტემის მიმართ სწორედ ასეთი 

იგივური ტოლობის აზრით, ჩვენ დავამტკიცებთ, რომ (1) მრავალწევრე- 

ბის რეზულტანტი #(/, /) უდრის#+: რიგის შემდეგ დეტერ- 
მინანტს: 

ძი თე ... თი 

თი თ: ·'..იი § სტრიქონი 

ი»=> თი თ1ვ ·· («ი · თ 

ჩა ხ, ხ, 

ჩ ნ, ·.. ნ, „ სტრიქონი 

| ნე ხ, «ნ, 
(თავისუფალ ადგილზე ნულები დგას) ამ დეტერმინანტის აგებულება საკ- 

მაოდ ნათელია; ჩვენ აღვნიშნავთ მხოლოდ, რომ მის მთავარ დიაგონალზე 

„ჯერ თა კოეფიციენტი, ხოლო შემდეგ »-ჯერ ჩე კოეფიციენტი დგას. 
ჩვენი დებულების დასამტკიცებლად ორნაირად გამოვითვლით თია" ხე" 1174 

” ნამრავლს, სადაც #/ არის #-+-+ რიგის შემდეგი დამხმარე დეტერმინანტი: 

8,541 წე", ქ... 8,5+5“1 დთ,შ7./-1 ფთ," 1 ქ... თ,ო1#/-1 

ჩ,.I,-1 ზ,ე“.“? ქ... გ,5+ჯ/-2 თე“. ასატანი ქ... თე+/-9 

V#= ზ,? ჩ, X თ, თ? 8 

ჩ, ზ, ჩ, თ, თ, ... თ



# ვანდერმონდის დეტერმინანტია და ამიტომ, როგორც § 6-შია მითითე- 

ბული, უდრის მისი ბოლოდან მეორე სტრიქონის ელემენტთა სხვაობების ნამ– 

რავლს ამასთან ყოველ წინა ელემენტს აკლდება ნებისმიერი შემდგომი ელე- 

მენტი. ამგვარად, 

4 = II (%-– ჩი · I II (6 -–– თ)- II (თ, – თ,) 

1 <<< 8=1 1 «ლ 1<# 
და ამიტომ, (4)-ის გამო, 

_ ძი ჩა" 9/ = ი -#(C. 7. II C(;–8ზე- 
1<1<ქ<+# 

-· II (ე. (8) 
1<1< 1<7# 

მეორე მხრიე, გამოვთვალოთ #)/ ნამრავლი მატრიცთა ნამრავლის დე- 

ტერმინანტის თეორემის საფუძველზე. თუ გადავამრავლებთ შესაბამის მატ- 

რიცებს და მხედველობაში მივიღებთ, რომ ყველა თ ფესვია / (»)- “ისათვის, 

ხოლო ზ–-ფესვი «(დ)-ისათვის, მივიღებთ: 

რთი" ნა” 1) = 

ზე“ 1/ (8) 8.“ / (8,) ... ჩ 1 /(8). Cღ 9 

ვ"? / (ზა) 8? 78) ... 8-1 78) 0 9 

ჩ/ (8) მ./ (8) ბოს > / (ვა 9 0 ... 0 

CC თფფ·“"' ''"”' 0. 0 
0 0 ... 0 თ"! C(თ,) თ,”“1ი(თ) ... თე” დ (თ,))| 

0 "9 ·.. 0 თ,"“? თ(თ) თე" "ი(თ.)... თე"? თ(თია) 

| 0. 0 ... 9 – თ) | თ წლი) ... თ § (თ.) 

9 9 ა. 0 «() დC)ს . (თ) 

“თუ გამოვიყენებთ ლაპლასის თეორემას, შემდეგ დეტერმინანტის სვეტები- 
დან გამოვიტანთ საერთო მამრავლებს და გამოვითვლით დარჩენილ დეტერ- 

მინანტებს როგორც ვანდერშონდის დეტერმინანტებს, მივიღებთ: 

თა” ხა” 107#/ = თე ხა" I (ი. II რწ–ზ).. 
2=1 1<-1ლ<1<+ 

2 

LI §((თ) .· II (თ, –– თ,) 

§=1 1<6C1<» 
ან, თუ გამოვიყენებთ (3) და (5), 
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თა" ჩა 9I#=71(/, 0 (I 7). „_.–. .- 
1<1<ე)<ჯ 

LI რთ–-4«) (9) 
1<1<1<%ჩ 

ჩვენ მივიღეთ, რომ (8) და (9) ტოლობების მარჯვენა ნაწილები, განხი- 

ლულნი როგორც (6) უცნობების მრავალწევრები, ერთძანეთის ტოლია, მი- 

ღებული ტოლობის ორივე ნაწილი შეიძლება შეიკვეცოს საერთო მამრავლებ- 
ზე, რომელნიც იგივურად ნულები არ არიან. საერთო 7#1(ი, /) მამრავლი 

ნულს არ უდოის: თ: #0 და ხე#90, პირობის თანახმად; ამიტომ საკმარისია 

(6) უცნობებისათვის შევარჩიოთ ერთმანეთის არატოლი მნიშვნელობები (ძი- 

რითად ველში ან რაიმე მის გაფართოებაში), რომ (4)-დან მივიღოთ 7#7(V, /) 

მრავალწევრისათვის ნულისაგან განსხვავებული მნიშვნელობა, ასევე მტკიც- 

დება, რომ ორი სხვა საერთო მამრავლიც ნულისაგან განსხვავებულია. თუ 

შევკვეცავკთ ყველა ამ საერთო მამრავლზე, მივალთ ტოლობამდე 

#(/, ეყ=X, (19) 
რომლხს დამტკიცებაც იყო საჭირო. 

უარი ვთქვათ ახლა მოთხოვნაზე, რომ (1) მრავალწევრე- 

ბის უფროსი კოეფიციენტები ნულისაგან განსხვავდებოდ- 

ნენ1, მაშასადამე, ამ მრავალწევრების ჭეშმარიტ ხარისხებზე მხოლოდ იმისი 

თქმა შეიძლება რომ ისინი არ არიან მეტი „ფორმალურ" ჯ და, შესაბამისად 

ჯ+ ხარისხებზე. ახლა რეზულტანტისათვის (2) გამოსახულებას არა აქეს აზრი, 

რადგან განხილულ მრავალწევრებს შეიძლება ნაკლები ფესვები აქვთ, ვიდრე 

# ან +. მეორე მხრივ, (7) დეტერმინანტი ახლაც შეიძლება დაიწეროს · და 
რადგან უკვე დამტკიცებულია, რომ ეს დეტერმინანტი უდრის რეზულტანტს, 

როცა თე #0, ხე# 0, ამიტომ ჩვენ ზოგად შემთხვევაშიც ვუწოდოთ მას 

/ (თ) და #«(დ) მრავალწეგრების რეზულტანტი და აღვნიშნოთ 7(/, 7)-ით, 

მაგრამ ახლა კი აღარ შეიძლება ვივარაუდოთ, რომ რეზულტანტის 

ნულთან ტოლობა ჩვენი მრავალწევრებისათვის საერთო ფესვის არსებობის 

ტოლფასია, მართლაც, თუ ძა=0 და ჩა=0, მაშინ #(/, წ9)=0 დამოუკიდებ- 

ლად იმისა აქვს თუ არა /# და წ მრავალწეგრებს საერთო ფესვები, მაგრამ 

თურმე ეს შემთხვევა ერთადერთია, როცა რეზულტანტის ნულთან ტოლო- 

ბიდან არ შეიძლება გამოვიტანოთ დასკვნა მოცემული მრავალწევრების საერ- 

თო ფესვის არსებობის შესახებ 21, სახელდობრ, სამართლიანია შემდეგი თეო- 

რემა: · 

+ მრავალწევრის უფროსი კოეფიციენტის შესახებ ამ პირობაზე, რომელსაც ჩვენ აქამ– 

დე მიედევდით, ეს დროე"ითი უარის თქმა გამოწვეულია შემ იგომი გამოყენებით: ჩვენ გვინ- 

და განვიხილოთ ორი უცნობის მრავალწევრთა სისტემები და ერთი ამ უცნობთაგანი მივი»- 

ღოთ კოეფიციენტად. მაშასადამე, ამ უცნობის კერძო მნიშენელობისათვის უუროსი კოეფი- 

ციენტი შეიძლება ხული გახდეს, 
" (7) დეტერმინანტი ნულის ტოლია, რასაკვირეელია, როცა თია=/ჩ,=0. მაგრამ ამ 

შემთხვევაში (1) მრავალწევრებს აქვთ საერთო ფესვი 0, · 
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თუ მოცემულია (1) მრავალწევრები ნებისგიერი უფრო“ 

სი კოეფიციენტებით, მაშინ ამ მრავალწევრების (7) რეზულ- 

ტანტი ზაშინ და მხოლოდ მაშინ უდრის ნულს, თუ ამ მზრა- 

ვალწევრებს აქვთ ერთი საერთო ფესვი ანდა მათი უფროსი 

კოეფიციენტები ნულის ტოლია. 

დამტკიცება. თა# 0, ჰ:#9 შემთხვევა უკვე განხილულია ზემოთ, 
ხოლო თა=ჩ-ა=0 შემთხვევა გათვალისწინებულია თეორემის ფორმულირება- 

ში. ჩვენ დაგვრჩენია განეიხილოთ შემთხვევა, როცა (1) მრავალწევრების 

ერთ-ერთი უფროსი კოეფიციენტი, მაგალითად «ა, განსხვავებულია ნულისა- 

გან, ხოლო #ე უდრის ნულს. 

თუ #,=0 ყოველი §-სათვის, 1=0, 1,..., +, მაშინ 7(/, ჟ)=0, ·რადგან 

(7) დეტერმინანტი შეიცავს ნულოვან სტრიქონებს. მაგრამ ამ შემთხვევაში 

წ (თ) მრავალწევრი იგივურად ნულის ტოლია და ამიტომ მას აქვს საერთო 

ფესვი / (თ) თან. თუკი - 
ხნე=ზხე==.-.=MხL 1=0, მაგრამ ხნ, #9, ი=<+ჯ 

§(თ)=ხა დ ხ-L ნეთ ხთ. .L ... + ჩ,_, თ-LVჩ,, 

მაშინ, თუ შევცვლით (7) დეტერმინანტში ჩა, ჩ,-.» #ჩL, ელემენტებს ნულე- 

ბით და გამოვიყენებთ ლაპლასის თეორემას, ცხადია, მივალთ 

#0 0=Cთ! 0”, 2) (658) 

ტოლობამდე. მაგრამ, რადგან ორივე / და C მრავალწევრის უფროსი კოე. 

ფიციენტები ნულისაგან განსხვავებულია, ამიტომ ზეპოთ დამტკიცებულის 

თანახჰპად #(/, §)1=0 ტოლობა აუცილებელი და საკმარისია / და « მრა- 
ვალწევრების საერთო ფესვის არსებობისათვის. მეორე მხრივ, (11)-ის თანახ- 

მად, #C,, §)=0 და #(/, ოღ=9 ტოლობები ტოლფასია, ხოლო რადგან « 

და # მრავალწევრებს ერთნაირი ფესვები აქვთ, ამიტომ ვიღებთ, რომ გან- 

ხილულ შემთხვევაშიც #(/, დ რეზულტან უის ნულთან ტოლობა /(») და 

' § (თ) მრავალწევრების საერთო ფესვის არსებობის ტოლფასია. ამით თეორე- 
მა დამტკიცებულია. 

ვიპოვოთ 

/ C0)=თით -+ თ,თ+ი,, (წ (=)= ნე“ -+ჩ,თ-L ნ, 
კვადრატული მრავალწევრების რეხულტანტი. (7)-ის თანახმად 

და თუ 

თ იე თ. 9 

0 თით თ 

ხე ხე 681. 9! 

0 ჩე ხ, ხ. 

#VC, #)= 

ან, თუ გამოვითვლით დეტერმინანტს პირკელი და მესამე სტრიქონების მიმართ, გაშლით 

#“ წ)= (რანა– თ? ი)“ ––(თენუ-–– თხე) (თ, ჩვ –თძახე. (12) 
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ასე, თუ მოცეზულია 

/ (0=:'-62+2, დ (0)=ჯ“-C»+5 
მრავალწევრები, მაშინ, (12)-ის თანახმად, #2 V', 00)=233 და ამიტომ ამ მრავალწეერებს 

არა აქვთ საერთო ფესვები. თუკი მოცემულია ' 

/ ()ლ–უბ–4 ვ-–-5, დ (2)=7'–-72-L10. 

მრავალწევრები, მაშინ 7 (#, ჟ)=09, :). ი. ამ მრავალწევრებს აქვთ საერთო ფესვი; ეს 

ფესვი არის რიცხვი 5. 

უცნობის გამორიცხვა ორი უცნობის ორი მრავალწევრის სისტემიდან. 

ვთქვათ მოცემულია დ და V# უცნობების ორი / და წ მრავალწევრი ·კოეფი- 

ციენტებით რაიმე 1) ველიდან. ჩვენ ჩავწერთ ამ მრავალწევრებს ჯ უცნობის 

კლებადი ხარისხებით: 

ჯ (თ, 2)=9ძი CV) ე – თ, (6)) ეშ 1-I...4+- (CL-) (წე) (2 + (71 (V), I (13) 

§(თ, 7)=ხი 0.) 2! -L წ, (7) 7 1 -M..+ ხ(-, 0) 9 + I 02); 
კოეფიციენტები I») რგოლის მრავალწევრები იქნება. "ვიპოვოთ # და « მრა- 

ვალწევრების, რომლებიც განხილული არიან როგორც ჯ-ის მრავალწევრები, 

რეზულტანტი და აღვნიშნოთ იგი 71 (/, ჟ)-ით; (7)-ის გამო, იგი ერთი #” 

უცნობის მრავალწევრი იქნება კოეფიციენტებით # ველიდან: 

1% LV, ()=X 0)· (14) 
ვთქვათ მრავალწევრთა (13) სისტემას 7, ველის რაიმე გაფართოებაში 

აქვს საერთო ამონახსენი »=თ, ჯX=8. თუ ჩავსვამთ (13)-ში /-ის მაგივრად ჩ 

მნიშვნელობას, მივიღებთ ერთი ჯ უცნობის / (თ, 3) და (თ, ზ) მრავალწევ- 

რებს· ამ მრავალწევრებს საერთო თ ფესვი აქვთ და ამიტომ მათი რეზულ- 

ტანტი, რომელიც (14)-ის თანახმად X (8)კს უდრის, უნდა უდრიდეს ნულს, 

ე. ი. ჩ უნდა იყოს #,(/,,) რეზულტანტის ფესვი. პირუკუ, თუ (13) 
მრავალწევრების #.(/, ჯ) რეხულტანტს აქვს ზ ფესვი, მაშინ / (თ, 8) და 
§(თ, 8) მრავალწევრების რეზულტანტი ნულის ტოლია, ე. ი. ან ამ მრა- 

ვალწევრებს საერთო ფესვი აქვთ, ანდა ორივე მათი უფრო. 

სი კოეფიციენტი ნულის ტოლია, 

რია (8) =ჩი (8)=0. 
ამ გზით მრავალწევრების (13) სისტემის საერთო ამონახსენის პოვნა 

დაყვანილია ერთი / უცნობის ერთი (14) მრავალწევრის ფესვის პოვნაზე, 

ე. ი. როგორც საერთოდ ვამბობთ, ჯ; უცნობი გამორიცხულია 

მრავალწევრთა (13) სისტემიდან. 

შემდეგი თეორემა პასუხობს კითხვაზე იმ მრავალწევრის ხარისხის შესახებ, რომელიც 

მიიღება ორ უცნობიანი ორი მრავალწევრის სისტემიდან ერთი უცნობის გამორიცხვის 

შემდეგ: 

დ 90. #C, 7) და «(თ, ჯ) მრავალწევრების ხარისხი უცნობთა ერ- 

თობლიობის მიმართ შესაბამისად ჟუ და ჯ უდრის,მაშინ 7;,(/, )მრა- 

გალწევრის ხარისხი წ უცნობის მიმართ არ აღემატება უჟ,წნამრავლს 

თუ, რასაკვირველია, ეს მრავალწეგრი არ უდრის იგიეურად ნულს. 
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--«უპირველეს ყოვლისა. თუ ჩვენ განვიხილავთ ერთი უცნობის ორ მრავალწევრს ერთეუ- 

ლის ტოლი უფროსი კოეფიციენტებით, მაშინ მათი /7(/, V) რეზულტანტი. (2)Iის თანახ- 

მად, კჯ ხარისხის %,, «,..... თა, შა ვეც.) ვეის ერთგვაროვანი მრავალწევრი იქმნება. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ ოეზულტანტის V,,. (/;... (იი წე მი, +.» #ც კოეფი- 
ციენტებით გამოსაბხვაში შედის 

(CM ძებ -.. /(«' ნ, ნასა ... 0,” 

წევოი და თუ ამ წევრის წონად იწოდება 

/) + 2 ყ–-...4+ გ -I- 0) 27 +L...+ +, 
რიცხვი. მაშინ კოეფიციენტებით 77(/. ჯ)“ს გამოსახვის ყველა წევრს 

ერთი და იგიქე წონა აქვს, რომელიც I-ს უდოის.ეს დებულება სამართლია- 

ნია საფ „შემთხვევაშიც. (7) რეხულტანტის წევრებისათვის, თუ ((0 რ გრ 1... “ ს, ხი! > 

, ხეს ... ხ,, წევრის წონ ად იწოდება ·. 

0 /ა+-1 ./ე +...“ თ 90-/.+1-· ს+-..+CმV (15) 

რიცხვი. მართლა0, თუ (7) დეტერმინანტის წევრებში ,,კ და ჩა მამრავლებს შევცვლით ერ- 

თეულით. მივალთ უკვე განხილულ შემთხვევამდე, მაგრა3 ამ მამრავლების მაჩვენებლები შე- 

დიან (15)-ში 0 კოეფიციენტებით. 

ჩაეწეროთ ახლა IL და V მოავალწევრები შემდეგი სახით: 

# CV, +)=00(1') დ" + (IC, (%) თ". თ «ქრი. 

ყV(> +)=წჩა (6)) XC '“ ხ, “ფ» ეო + ... –+ ს, (# ').. 

რადგან. # არის / (თ, )/)-ის ხარისხი უცნობთა ერთობლიობის მიმართ, ამიტომ თ» (6, 

კოეფიციენტის, #» =0, 1, 2,..., ”, ხარისხი არ აღემატება მის ” ინდექსს; იგიეე სამართ- 

ლიანია #, (+)-ისთვისაც. აქედან გამომდინარეობს, რომ #.(C/ ,,V) რეხულტანტის ყოვე- 
ლი წევრის ხარისხი არ აღემატება ამ წევრის წონას. ე. ი. იგი არ აღემატება 7+ რიცხეს, 

რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

მაგალითები. 

1. ვიპოვოთ · _ 

# დ, 1)=21-6-324+2»#%-3, 8 
დ (თ, ))=2 თბ 2 გ ი-27+ ვ 

მრავალწევრთა სისტემის საერთო ამონახსენი, 

გამოვრიცხოთ ამ სისტემიდან ე; უცნობი, რისთვისაც გადაეწეროთ იგი. 

“ 

  

"ირ... 06 
იი. ყ(ას 11=(27--2) 2+(2+-C3) I 

სახით; მაშინ. 

7 პე “27+3 

#.(/ექ ეუ= 2-2 2»+3 ბ (|=27'+11»->-12,“ 

0 2-2 2»+3 

რეზულტანტის ფესვები იქნება ჟ1.= –– 4, მალოლო რიცხვები. წ» უცნობის ამ მნიშვ- 

წელობებისათვის (16) მრავალწევრების უფროსი კოეფიციენტები ნულად არ იქცევა, ამიტომ 
23 ა, კუროში 353



ყოველი მათგანი თ-ის რაიმე მნიშვნელობასთან ერთად შეადგენს მრავალ წევრთა მოცემული 

სისტემის ამონახსენს., 

# (00 – 4)-= –– 40, -–- 12ჯ--5, 

დწ(თ, –– 4)=–-10;–5 

1 
მრავალწევრებს აქეთ საერთო ფესვი თ“; = –– “ი 

მრავალწევრებს აქვთ საერთო ფესვი თ, == 0. ამგვარად, მოავალწევრთა მოცემულ სისტემას 

აქვს ორი ამონაზხსენი: | 

1 3 
თ.=- - -, 8=-4 და თ.=0, შალ“. 

2 

2, გამოვოიცხოთ ერთი უცნობი მრავალწევრთა 

# (თ 7=22? 1) – X77+»2+5, 
§წ (თ, ))=თ?)1-1+2 >” –– 5#/+1 

სისტემიდან. 

რადგან ორივე მრავალწევრს 7 უცნობის მიმართ აქვს ხარისხი 2, მაშინ როცა „; უც- 

ნობის მიმართ ერთ მათგანს აქეს ხარისხი 3, ამიტომ მიზანშეწონილია გამოვრიცხოთ V. გა- 

დავწეროთ სისტემა 

| #(CC 7=C–79).”+C0229)-.#7+(7+5), | (LV) 
–C, 1)=C'+2ი 78-54. | 

სახით და ვიპოვოთ მისი რეხულტანტი (12) ფორმულის: გამოყენებით: 

7 (/, ო=I-- 2) -1-–(თ-+5)(დ21-L2 2)|1-–-IC-– 2) (–- 5) –– 2 21 (22-L 

+27)) (222 - 1 –– (თ-L 5) C– 5))=4წზ-L 8! + 11 დზ + 84 დნ -L 161 „' -I- 

–- 154ფ9 -L96ე? -- 125. 

ოეზულტანტის ერთ–ერთი ფესვია 0, მაგრამ ჯ უცნობის ამ მნიშვნელობაზე (17) მრა– 

ვალწევრების ორივე უფროსი კოეფიციენტი ნული ხდება, ამასთან როგორც ადვილი დასა- 

ნახია #C(9, 1) და « (9, +) მრავალწევრებს არა აქვთ საერთო ფესვი. ჩვენ არა გვაქვს წე- 

სი რეხულტანტის სხვა ფესვების საპოვნელად. მხოლოდ შებვიძლია ვამტკიცოთ, რომ ისინი 

რომ ზვეპოვნა (მაგალითად XC. ჯე“ის დაშლის ველში), არც ერთი მათგანი არ გადააქ- 

ძევდა ნულად (17) მრავალწევრების ორივე უფროს კოეფიციენტს და ამიტომ ყოველი ამ 

ფესვთაგანი ჯ-ის რაიმე შნიშვნელობასთან (ერთ ან რამდენიმესთანაც კი) ერთად შეადგენდა 

მრავალწევრთა მოცემული სისტემის ამონახსენს. . 

არსებობს მეთოდები, რომელიც ნებას გვაძლევს თანმიმდევრობით გა- 

მოვრიცხოთ უცნობები ნებისმიერ რიცხვ უცნობთა და მრავალწევრთა სის- 

ტემებიდან. მაგრამ ეს მეთოდები ძალზედ რთულია და ამიტომ არ შციძლება 

ჩვენ კურსში ჩავრთოთ, 
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დისკრიმინანტი. ანალოგიურად ი8 საკითხისა, როომელმაც მიგვიყვანა რე- 

ზულტანტის ცნებამდე, შეიძლება დავსვათ საკითხი იმ პირობებზე, რომლის 

დროსაც //I2;|) რგოლის „ ხარისხის / (>) მრავალწევრს აქეს ჯერადი ფესვე- 

ბი. ვთქვათ 

#(Cი)ლ=Cე #" - ((ცყ ვშ! L ... - თი 192 4 ი #0 #0, 

ღა ვთქვათ /, ველის რაიმე გაფართოებაში ამ მრავალწევრს აქვს თ,, თ;...., თი 

ფესვები. ცხადია, რომ ამ ფესვთა შორის მაშინ და მბოლოდ მა- 

შინ იქნება ერთმანეთის ტოლი, როცა 

4=(თე –– თ.) (თე–– თ,) . (თგ--თ,) 

(%ვ –- თ) (თ, –– თა) ·-- (თგ –– Cთ,) >. 

ი (ლ – თ, კ)= II (თ; – თ;) 

#2>2 >ე12>1 

წსამძოავლი უდოის ნულს ან, რაც იგივეა, როცა 

I)=ყიე“ბ“? II (თ, –– თ,) 

"I->1>)2>>1 

ნაზრავლი, რომელსაც / CC) მრავალწევრის დისკრიმინანტი ეწოდე- 

ბა, უდრის ნულს. · . 

+ ნამრავლისაგან განსხვავებით, რომელმაც შეიძლება ნიშანი შეიცვა- 

ლოს -ფესვების გადაადგილებისას, 7) დისკრიმინანტი სიმეტრიულია თ,, თ,,.-., 

თ.-ის მიმართ და ამიტომ შეიძლება /(:) მრავალწევრის კოეფიციენტებით 

გამოისახოს. ამ გამოსახულების საპოვნელად იმ დაშვებით, რომ #ჩ ველს 

აქვს მახასიათებელი ნული, შეგვიძლია ვისარგებლოთ კავშირით, რო- 

მელიც არსებობს / (») მრავალწევრის დისკრიმინანტსა და ამ მრავალწევრი- 

სა და მისი წარმოებულის რეზულტანტს შორის, ასეთი კავშირის არსებობა 

ბუნებრივად მოსალოდნელია: ჩვენ ვიცით § 49-დან, რომ მრავალწევრს მა- 

3ინ და მხოლოდ მაშინ აქვს ჯერადი ფესეები, როცა მას აქვს საერთო ფეს- 

ვები /”'(»ჯ) წარმოებულთან, და ამიტომ მაშინ და მხოლოდ მაშინ /:=0, რო- 

ცა #(/, #0=0, 
აC პარაგრაფის (3) ფორმულის თანახმად 

” 

#0ჩ ,უე=რ" 1 1 / რი. წ 

ლთ გავაწარმოებთ ' 

- ” 

#Cთ)=ია || (C–თ» 
#==! 

ტოლობას, მივიღებთ: 
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” 

”თ=თ – 1I თ- ა. 
#=1 1567 

აქ ჯ-ის მაგივრად »; ჩასმის შემდეგ ყველა შესაკრები, გარდა «-ურისა ნული 

ხდება და ამირღომ 

# (2)=იშ II (% ––- >.) 
1 

საიდანაც 
· ; 

#(ჩ /ე=იოიი«” IL II თ - +. 
L=1 1%% 

ან ნამრავლში ნებისმიერი ჯ და ·/)-სათვის, 1> 1, მედის ორი ნაჭრავლი: 

თ, –– თ; და თ, –– თ,. მათი ნამრავლი უდრის (-- 1) . (თ, – თ,)?, ხოლო რად- 
III 1) 

გან არსებობს #1. ჯ ინდექსების 2.“ წყვილი, რომელიც აკმაყოფი- 

ლებს ”» > 1? > 1 > 1. უტოლობებს, ამიტომ : 

' MC) –– 1) , 11I(I–– 1) 

#(4/)=-)) 2 თ”! | თ–-თ)=(-1 2 #«.#. 
#>)>12>1 

„მაგალითი. ვიპოვოთ 

# (0)=ძთ -L სჯ -+L 2 

კვადრატული სანწევრის დისკრიმინანტი. რადგან I” (+X)=2 /(+X –+- ჩ, "ამიტომ 

  

  

““ «ხი 

MC. /)=I 2 ს 0 |ლთ(–-ხ? –> 4 იი). 
109 2ის 

#(M-–1) 
  ჩვენ ' შემთხვევაში =1 და ამიტომ. 

'ს=–-თ1#(ჩ, /)ლ=ხ“ – 40... ს 

ეს ემთხვევა იმას, რასაც სასკოლო ალგებრაში ჩვეულებრიე კვადრატული ჯანტოლები. დის:- 
რიმინანტს უწოდებენ. · 

დისკრიმინანტის პოვნის სხვა წესი შემდეგში მდგომარეობს. .შევადგი- 

ნოთ ვანდერმონდის დეტერმინანტი «,, თ,, ..., #, ფესვების ხარისხებისა გან. 
როგორც § 6-შია დამტკიცებული, · ' 

1 1 .. 1 

თ რ... ი | _ 

თ, თე? ... რა? = II (თ –– «,)=4 
%1>%:>12>1 

თ". თფ."“1 ... თ,ი““1 

და ამიტომ დისკრიმინანტი უდრის ამ დეტერმინანტის კვადრატს გამოავლე- 

ბულს იდე“ ?-ზე. თუ გავამრავლებთ ამ დეტერმინანტს თავის ტრანსპონირე- 
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ბულზე მატრიცთა გამრავლების წესით და გავიხსენებთ წინა პარაგრაფში 

განმარტებულ ხარისხოვან ჯამებს, მივიღებთ: ' 

ჯ.-_-- - 

––__.-. 
! 

1) == ე“ მ“? ჯ„ღეღე-._-- .--–- ? (18) 

ზი 1 წი 41 ·.. პეო 

სადაც # არის თ,, თ., -.., თ, ფესვების #-ური ხარისხების ჯანი, 
ნაგალითი, ვიპოვოთ / (»)ლ=ე3 -L «ე + ნ, + კუბური მრავალწევოის დიაკოი- 

2გინანტი. (18)-ის თანახმად 

  

3.5. 

4#)=I 5, §ვ §ე 

წე 53 მა 
როგოოც წინა პარაგრაფიდან ვიცით, 

+=6CთC=-თ, 

5 =თ, 2 თე= #12 ს, 

ჯე=0,ეპ–-30თ,06--– 3თძვ=-იყზშ-- 3ინ-–--3, ს 

თუ გამოვიყენებთ” ნიუტონის ფორმულას, ჩვენ ვიპოვით აგოეთეე. თა= 0-ის გამო, რომ 

ჯ,ლ=0C,1--4 თ,? Cთე-L4 თ,თვ--2 თ.?=ც0შპ---4 01 ხ-+-4 იი-L2 #2. 

საიდანაც 
#MX=პ(ჯეჯ,-L2 §.წანვ – 5ემ--ატი--3 კვ2=ფბებ-- 4 ხ1--4ი3%6+ 

+. 18 ხი–-27 იბ. , (19) 

კერძოდ, როცა V=0, ე. ი. არასრული კუბური მრავალწეერისათვის ·ვიღებთ 

==4ხე. 27 07: 

ეს მთლიანად შეესაბამება იმას, რაც § 38-შია ნათქვამი. 

ს 
ა ნი. კომპლექსურ რიცხვთა ალგებრის ძირითადი თეორემის 

8. მეორე დამტკიცება >. ' ' 

აჯ 23-ში, ზატარებული "ძირითადი თეორემის დამტკიცება სრულიად არა- 
“ლგებოული იყო. ჩვენ გვინდა ახლა გადმოვცეთ სხვა დამტკიცება, რომელიც 
დიდ ალგებრულ აპარატს იყენებს –- მასში არსებითად გამოიყენება სი- 
მეტრიული მრავალწევრების ძირითადი თეორემა (§ 52), აგრეთვე ყოველი 
მრავალწევრისათვის დაშლის ველის არსებობის თეორემა (§ 49),–– მაშინ რო. 
ცა ამ დამტკიცების არაალგებრული ნაწილი მინიმალურია და დაყვანილია 
ერთ ძალიან მარტივ დებულებაზე. 

თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ ყ§ 23-ში დამტკიცებულია მრავალწევ- 
რის უფროსი წევრის მოდულის ლემა. თუ /#(X) მრავალწევრის კოეფიციენ- 
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ტებს ნამდვილად ჩავთვლით და დავუშვებთ /=1, ამ ლემიდან ასეთ ზედეგს 

მივიღებთ; 

ის აბსოლუტური სიდიდით საკმაოდ დიდი ნამდვილი 
ზნიშვნელობებისათვის ნამდვილ კოეფიციენტებიანი /(L) 

მოავალწევრის ნიშანი მისი უფროსი წევრის ნიშანს ემთ- 

ხვევა. 
აქედან გამომდინარეობს შემდეგი შედეგი: 

კენტი ხარისხის ნამდვილ კოეფიციენტებიან გრავალ- 

== ერთი მაინც ნამდვილი ფესვი აქვს. 

მართლაც. ვთქვათ 

= #(2)ლ–რძედ" 14-ე" 1+...-L იი, 

ამასთან ყველა კოეფიციენტი ნამდვილია. »-ის კენტობის გამო ჯ-ის დადე- 

ბით და უარყოფით მნიშვნელობებზე თე" უფროს წევრს სხვადასხვა ნიშანი 

აქვს და ამიტომ, როგორც ზემოთაა დამტკიცებული, «-ის აბსოლუტული სი- 

დიდით საკმაოდ დიდ დადებით და უარყოფით მნიშვნელობებზე / (ე) მრა- 

ვალწევრს აგრეთვე სხვადასხვა ნიშანი აქვს. მაშასადამე, არსებობს ჯ-ის ისე- 

თი ნამდვილი მნიშვნელობები, მაგალითად ი და წ, რომ 

#M(()ლ0, / (0) >9. 

მაგრამ ანალიზის კურსიდან ცნობილია, რომ / (X) მრავალწევრი (ე. ი. მთე. 

ლი რაციონალური ფუნქცია) უწყვეტი ფუნქციაა და ამიტომ, უწყვეტ. ფუნგ- 
ციათა ერთ-ერთი ძირითადი თვისების გამო, კ-ის « და #ს შორის მოთავ- 

სებულ რაიმე ნამდვილ მნიშვნელობაზე / („) იღებს ნებისმიეო ნოცემულ 

მნიშვნელობას, რომელიც / (თ) და / (კ) შორისაა მოთავსებული, კერძოდ 

არსებობს « და #-ს შორის მდებარე ისეთი თ, რომ / (=)=0, 

ამ შედეგზე დაყრდნობით დავამტკიცებთ ახლა შემდეგ დებულებას: 

ნამდვილ კოეფიციენტებიან ნებისმიერი ხარისხის ყო- 

ველ მრავალწევრს აქვს ერთი მაინც კომპლეგსური ფესვი. 

მართლაც, ვთქვათ მოცემულია ნამდვილ კოეფიციენტებიანი / (>) მრა- 

ვალწევრი, რომელსაც #=2%/ ხარისხი აქვს, სადაც 4 კენტი რიცხვია. რადგან 

#=0 შემთხვევა უკვე განხილულია ზემოთ, ვთვლით, რომ #>9, ე. ი. M-ს ლუწ 

რიცხვად გთვლით, და დამტკიცებას #-ს მიმართ ინდუქციით წავმართავთ, 

თუ ჩავთვლით. რომ ჩვენი დებულება უკვე დამტკიცებულია ნამდვილ კოე- 
ფიციენტებიანი ყველა იმ მრავალწევრისათვის, რომელთა ხარისხიც იყო- 

ფა 2" 1-ზე, მაგრამ არ იყოფა 2-ზე!, „ 

ვთქვათ ჯX არის / (დ) მრავალწევრის დაშლის ველი კოპპლექსურ რიცხ- 

ვთა ველის” მიმართ (იხ. § 49) და ვთქვათ თ,, თ,, ..., თე არის / (დ) მრავალ- 

წევრის # ველში შემავალი ფესეები. ავირჩიოთ ნებისმიერი ნამდვილი ი რიცხვი 
და ავიღოთ / ველის 

მა=თაკCთ,;--0 (=+თ,), 1<ქ/, (1) 

  

1 მაშასადამე, ეს ზარისხი შეიძლება M-ზე მეტიც იყოს. 
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სახის მქონე ელემენტები. ცხადია, 8§,, ელემენტთა რიცხვი უდრის 

== 1)_ 2% ლი) 2» (2-4--1)=2+“1ე", (2) 

სადაც 4' კენტი რიცხვია. 

ავაგოთ ახლა //წდ) რგოლის თ) მრავალწევრი, რომელსაც ფესვებად 

აქვს ყველა 23,, ელემენტი და მხოლოდ ისინი 

(ყთ= II (ლ-–-ჯჭვ»- 
ქ ბ<1/ 

ამ მრავალწევრის კოეფიციენტები 1,,-ების ელემენტარული სიმეტრიული მრა- 

ვალწევრებია. მაშასადამე, (1)-ის გამო, ისინი იქნებიან თ,, თ,,... თ-ის ნამდ- 

ვილ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრები (რადგან 2 ნამდვილი რიცხვია), ამას- 

თან სიმეტრიული მრავალწევრებიც კი. მართლაც, ორი ნებისმიერი თ-ს, მაგა- 

ლითად თ და თ,, ტრანსპოზიცია იწვევს ყველა 3; სისტემაში მხოლოდ გადაად- 

გილებას: ყოველი ჩ;,, სადაც ) განსხვავებულია ჯ:-სგან და 7-სგან, გადაიქცევა გ; 
და პირუკუ, მაშინ როცა 3. დღა ყველა ჩ,,, თუ 1 და 1 განსხვავებულია /; და 

|-სგან ადგილზე რჩება. მაგრამ (« (>) მრავალწევრის კოეფიციენტები არ 

ი/)ვლება მისი“ ფესვების გადაადგილებისას. 

აქედან გამომდინარეობს, სიმეტრიული მრავალწევოების ძირითადი თეო- 

რემის ძალით, რომ დ«(ჯ) მრავალწევრის კოეფიციენტები მოცემული / (+) 

გრავალწევრის კოეფიციენტების მრავალწევრები იქნებიან (ნამდვილი კოეფი– 

ციენტებით) და ამიტომ თვითონაც ნამდვილი რიცხვები იქნებიან. ამ მოა- 

ვალწევრის ხარისხი, რომელიც 2,, ფესვთა რიცხვს უდრის, იყოფა (2)-ის ძა–- 

ლით, 2" 1-ზე, მაგრამ არ იყოფა ·2+-ზე. ამიტომ ინდუქციის დაშვების ძალით 

§ (თ) მრავალწევრის ზ;: ფესვებიდან ერთი მაინც კომპლექსური. რიცხვი უნ- 
და იყოს, 

ამგვარად, ნამდვილი « რიცხვის ყოველგვარი აოჩევისას შეიძლება მივუ- 

თითოთ ჯ, 1) ინდექსთა ისეთ წყვილზე, სადაც ·1<7<7, 1 <.1< 7, რომ 

თ,თ, –- C (თ, + თ,) ელემენტი კომპლექსური რიცხვია–– გავიხსენოთ, რომ /; ველი 

შეიცავს კომპლექსურ რიცხვთა ველს ქვეველის სახით. გასაგებია, რომ « რიცხვის 

სხვა არჩევანის დროს მას, საზოგადოდ, აღნიშნული აზრით ინდექსთა სხვა წყვი- 

ლი შეესაბამება. მაგრამ არსებობს უსასრულოდ ბევრი სხვადასხვა ნამდვილი ი 

რიცხვი, მაშინ როცა ჩვენს განკარგულებაში IL, ჯ წყვილების მხოლოდ სას- 

რულო რიცხვია. აქედან გამომდინარეობს, რომ შეიძლება ორი ისეთი განს- 
ხვავებული ნამდვილი რიცხვი C,, თ:, C, # 6. ავირჩიოთ, რომ მათ შეესა- 
ბამებოდეს «, ქ ინდექსთა ერთი და იგივე წყვილი, რომელთათვისაც 

თრ, + C. (თ -+ თ;)=C0, || 

თრ, + ი (C-+- #)=ს | (3) 

კომპლექსური ოიცხქვებია, 
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(3) ტოლობებიდან გამომდინარეობს: 

(რს –– ოს (C, –– ,)=(0 –ჩ, 
საიდანაც 

  

ე, ი. ეს ჯამი თურმე კომპლექსური რიცხვია. აქედან და (3)-ის თუნდაც პირ- 

ქველი ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ თ; თ; ნამრავლიც კომპლექსური 

რიცხვია. ამგვარად, «; და «; ელემენრები აღმოჩნდა კომპლექსურ კოეფიცი- 

ენტებიანი 

# მ? (C---თ) ი + თთ,=0 .. 

კვადოატული განტოლების ფესვები და ამიტომ, როგორც კომპლექსურ კოე- 

ფიციენტებიანი კვადრატული განტოლების ამონასსენის § 38-ში გამოყვანი. 

ლი ფოღმულიდან გამომდინარეობს თვითონ უნდა იყვნენ კომპლექსური 

რიცხვები. მაშასადამე. / (>) მრავალწევრის ფესვებს შორის ვიპოვეთ ორი 

კომპლექსური ფესვიც კი და აზით დავამტკიცეთ „ჩვენი დებულება. 
ძირითადი თეორემის სრული დამტკიცებისათვის დაგვოჩენია განვიხი- 

% ლოთ ნებისმიერ კომპლექსურ კოეფიციენტებიანი · მრავალწევრის შემთხვე– 

ვა. ვთქვათ 
#(თ)= ძამბ + ძველი ი...“ თი 

ასეთი მრავალწევრია, ავიღოთ 

ჩ ((1=ძებ + ოა 1. ქა. . 

მრავალწევრი, რომელიც მიიღება / (2)-დან ყველა კოეფიციენტის შეუღლე- 
ბული კომპლექსური რიცხვით შეცელით, და განვიხილოთ ი 

# (2)= /(2) / (თ)ლ–ხაფბბ -L გლო! I ხუან... -L ხი 
ნაზრავლი, სადაც, ცხადია, 

ჩხს= 2, (6 7, #=0, 1, 2, ..., 2». 

ზ+უ1=L 

შეუღლებული. კომპლექსური რიცხვების ს 18-დან ცნობილ თვისებებზე” დაყრ- 

დნობით ვიღებთ, რომ 

ხ,= 2, = ((; = ხL, 

§43=L 
ე. ი. # (2) მრავალწევრის ყველა კოეფიციენტი ნამდვილია. 

როგორც ზემოთ დავამტკიცეთ, აქედან გამომდინარეობს. რომ #" (2:) 
დ რავალწევრს ერთი მაინც 8 კომპლექსური ფესვი აქვს, 

X# (8)= / (8) / (§)=0. 4: საოვვეეი 

8 
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ე. ი. ან #(3),=0, ანდა # (3)=9. პირველ შემთხვევაში თეორემა დამტკიცე· 

ბულია. თუკი ადგილი აქვს მეორე შემთხვევას, ე. ი. 

ძი 2 ი-L ი, ვი 1-L. ..-9 #ა=0. 

იაზინ. თუ ყველა აქ შემავალ კომპლექსურ ლდღიცხვს შეუღლებულით შევცვლით 

(რაც, როგორც ვიცით, ტოლობას არ არღვევს), მივიღებთ: 

#60) = თაა" - ლიბ L 4 «„=0, 
ე. ი. 7 (+) ფესვად აქვს ჯ კომპლექსური რიცხვი. ძირითადი თეორეზის დაჭვ- 
რკიცება დამთავრებულია.



თავი მეთორმეტე 

რაციონალურ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრები 

ჯ 56“, რაციონალურ რიცხვთა ველზე მრავალწევრთა დაჟყვანადობა 

მესამე რიცხვითი ველი, რომელიც ნამდვილ და კომბლექსურ ოიცხვთა 

ველებთან ერთად ჩვენთვის განსაკუთრებულ ინტერესს წარმოადგენს, ოაციო- 

ნალურ რიცხვთა ველია; აღვნიშნოთ იგი #:-ით. იგი ყველაზე მცირეა ოიცხვით 

ველებს შორის: როგორც § 43-შია დამტკიცებული, /, ველი მთლიანად შედის 

ყოველ რიცხვით ველში. ჩვენ გვაინტერესებს ახლა რაციონალურ რიცხვთა 

ველზე მრავალწევრის დაყვანადობის საკითხი, ხოლო შემდეგ პარაგოაფში-–- 
რაციონალუო · კოეფიციენტებიანი მრავალწევრის რაციონალური (მთელი და 

წილადი) ფესვების საკითხი. კიდეე ერთხელ გავუსვათ ხაზი იზას, რომ ეს ორი 
განსხვავებული საკითხია: 

ებ - 2ე1-+-1=600+-1) 

მრავალწევრი დაყვანადია რაციონალური ველის მიმართ, თუმცა არა აჟვს 

აოც ერთი რაციონალური ფესვი. 

რა შეიძლება ვთქვათ ), ველზე დაყვანადი მრავალწევრების ჟზესახებ? 

თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ თუ მოცემულია / (») მრავალწევოი, რომ- 

ლის კოეფიციენტები რაციონალურია, მაგრამ ყველა არ არის მთელი, მაშინ, 

თუ კოეფიციენტებს საერთო მნიშვნელზე დავიყვანთ და / (>)-ს ამ მნიზვნელზე, 

გავამრავლებთ, რომელიც, მაგალითად, #-ს ტოლია, მივიღებთ // (>) მრავალ- 

წევრს, რომლის ყველა კოეფიციენტი უკვე მთელი რიცხვია. ცხადია, რომ 

/ (თ) და MM (7) მრავალწევრებს ერთნაირი ფესვები აქვთ; მეორე მხრივ, ისი- 

ნი ერთდროულად /(; ველის მიმართ დაყვანადი ან დაუყვანადია. 

: მაგრამ ჩვენ ჯერ არ მიგვიღია უფლება შემოვიფარგლოთ შემდგონში 

მთელ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრების განხილვით. მაოთლაც, ვთვვათ 

მთელრიცხვოვანი ყ (2) მრავალწევრი (ე.-ი. მრავალწევრი მთელი კოეფიციენ- 

ტებით) დაყვანადია რაციონალურ რიცხვთა ველის მიმართ, ე. ი. იშლება. 

ნაკლები ხარისხის რაციონალურ (საზოგადოდ, წილად) კოეფიციენტებიან მამ- 

რავლებად. გამომდინარეობს თუ არა აქედან წ (თ)ის დაშლა მთელ” კოეფი- 

ციენტებიან მამრავლებად? სხვანაირად რომ ვთქვათ, შეიძლება თუ არა რა- 
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ციონალურ რიცხვთა ველის მიმართ დაყვანადი მთელ კოეფიციენტებიან. მღა- 

ვალწევრი დაუყვანადი აღმოჩნდეს მთელ რიცხვთა რგოლის მიმართ? 

ამ კითხვებზე პასუხი შეიძლება მივიღოთ § 51-ში ჩატარებული ანალო- 

გიური განხილვების დახმარებით. მთელ კოეფიციენტებიან / (თ) მრავალწევრს 

ვუწოდოთ პრიმ იტიული, თუ მისი კოეფიციენტები ერთობლივად თანამარ- 

ტივია, ე. ი. არა აქვთ საერთო მამრავლები, რომელნიც განსხვავდებიან 1 

და 1. თუ მოცემულია რაციონალურ კოეფიციენტებიანი ნებისმიეოი «(V)' 

მრავალწევრი, მაშინ მისი წარმოსახვა, ამასთან ცალსახად, შეიძლება შეუკ- 
ვეცადი წილადისა და რაიმე პრიმიტიული მრავალწევრის ნამრავლის სახით: 

დ(2):= - #/ (ი: (ა 

„ამისათვის საჭიროა განოვიტანოთ ფრჩხილებს გარეთ Cდ(.) მრავალწევრის 

ყველა კოეფიციენტის საერთო მნიშვნელი, ხოლო შემდეგ ამ კოეფიციენტე- 

ბის მრიცხველების საერთო მამრავლებიც; "შევნიშნოთ, რომ / (თ)-ის ხარისხი 

დ(7)-ის ხარისხს უდრის. (1) წარმოდგენის ცალსახობა (ნიშნამდე. სიზუსტით). 

შემდეგნაირად მტკიცდება. ვთქვათ 

: C · დოი IC = -,§Cთ, 

სადაც დ (63) ისევ ბრიმიტიული მრავალწევრია. მაშინ 

რ0/ (დ) =ხი დ(თ)- . 

ამგვარად, ძ«ძ და ჩა მიღებულია ერთი და იგივე მთელრიცხოვანი ვ3რა- 

ვალწევრის კოეფიციენტებიდან ყველა საერთო მამრავლის გამოტანით, ამი- 

ტომ ერთმანეთისაგან შეიძლება მხოლოდ ნიშნით განსხვავდებოდნენ. აქედან- 

გამომდინარეობს, რომ პრიმიტიული / (>). და « (2) მრავალწევრებიც ერთმა- 

ნეთისაგან შეიძლება მხოლოდ ნიშნით განსხვავდებოდნენ. 

მთელრიცხოვანი პრიმიტიული მრაეალწევრებისათვის სამართლიანი: 

რჩება გაუსის ლემა: 

ორი მთელრიცხოვანი პრიმიტიული მრავალწევრის §ამ- 

რავლი თვითონ პრიმიტიული მრავალწევრია, 

მართლაც, ვთქვათ მოცემულია „ორი პრიმიტიული მთელრიცხოვანი 

---_3____-_-__ 

–––_>>>>.”.ჟ 
მრავალწევრი და ვთქვათ 

/ (თ) C(C) ·”კ–"! -- ფათ! LL. აეს“ 

თუ ეს ნამრავლი“ არ არის პრიმიტიული, მაშინ არსებობს ისეთი მარტივი 

ჯგ რიცხვი, რომელიც ყველა ძი, რ.-., VI) კოეფიციენტების საერთო გამყო- 
ფია, რადგან პრიმიტიული / (თ) მრავალწევრის ყველა კოეფიციენტი არ შეი- 
ძლება იყოფოდეს /#-ზე, ამიტომ ი; კოეფიციენტი იყოს პირველი. რომელიც: 
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ა-ხე არ იყოფა; ანალოგიურად ს,-ით ჩვენ აღვნიშნავთ «(C,) მოავალწევრის 

პბიოველ კოეფიციენტს, რომელიც #-ზე არ იყოფა. თუ / ()-სა და ჯ(:)-ს 
წევო-წევრად გადავაშრავლებთ და „2 XXს ”მემცველ წევრებს შევაგრო.- 
შვებთ. მივიღებთ: .. 5 

აუაებგბეჭბეასსხს'ხ!„I ასგაესგბგბ–” 

აზ >ოლობის მარცხენა ნაწილი იყოფა #-ზე. მასზე იყოფა აგრეთვე მარჯვენა 

ზაწილის ყველა შესაკრები, გარდა პირველისა; მართლაც, პირობის ძალით, 

რომელიც დადებულია ; და კ-ს არჩევანზე, ყველა «ს (ე, ·. და აგრეთეე 
ხ')ე: ჩა...» კოეფიციენტი იყოფა #-ზე. აქედან გამომდინაოეობს, რომ V/2, 

ნაწმრავლიც იყოფა #-ზე და ამიტომ. ი ოიცხვის სიმარტივის გამო, ჩ-ზე უნ- 

და გაიყოს ერთი მაინც (,;; ხ, კოეფიციენტებიდან, რასაც ადგილი არა აქეს: 

ამიო 5თავოდება ლემის დამტკიცება. 

გადავდივართ ზემოთ დასმული კითხვების პასუხზე. ვთქვათ მთელ კოე- 

ფი,ჯიენტებიანი /- ური ხარისხის «(ა) მრავალწევრი დაყვანადია რაციონა- 

ლურ რიცხვთა ველის მიმართ: 

დწი= §) CV) § CV). 
სადაც თ) (MX) და დ, (-) რაციონალურ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრებია და 

მათი ხარისხები ნაკლებია #ჯ-ზე.' მაშინ ' 

ი + ჩი, 721, 2, 

სადა 4 შეუკვეცადი წილადია, /1(9ე)-– პრიმიტიული მრავალწევრი. აქედან 

ყ(ე= 9496 (0 C) /) CI). 
ხ,ხ. 

აწ >ოლობის მარცხენა ნაწილი მთელრიცხოვანი მრავალწევრია, ამიტომ 

მარჯეენა ნაწილის ხ,ხ, მნიშვნელი უნდა' შეიკეეცოს, მაგრამ კვადრატულ 
ფოჩხილებში მდგომი მრავალწევრი, გაუსის ლემის თანახნად, პრიმიტიულია. 

აზიტონ #,ხ,-ის ყოველი. მარტივი მამრავლი შეიძლება შეიკვეცოს მხოლოდ 

იერის რაიმე მარტივ მამრავლთან, ხოლო რადგან "«; და ხ; თანამარტივია, 

«1, 2, ამიტომ „,: რიცხვი უნამთოდ უნდა გაიყოს V,-ზე, C,-–-ნ,-ზე: 

=ხუთ” ა ((L==ხე(. 

§ (005=თთ% /1(9) 75; («). 

თა (უი, კოეფიციენტს მივუერთებთ /1(2), /1(>) მამრავლებიდან ნების- 
მიეოს, მივიღებთ (§ (ე) მრავალწევრის დაშლას ნაკლები ხარისჩის მთელ კოე- 

ფიციენტებიან მანრავლებად. ამით დამტკიცდა შემდეგი თეოოემა: 

ვ2თელ რიცხვთა რგოლის მიმართ დაუყეანაღი მთელ 

კოეფიციენტებიანი მრავალწევრი დაუყვანადია რაციონა- 

ლუღლ.რიცხვთა ველის მიმართაც. 
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ახლა, საბოლოოდ, ჩვენ უფლება გვაქვს “იმ საკითხებში, რომლებიც ე:ე- 

ბა რაციონალურ რიცხვთა ველის მიმართ მრავალწევრის დაყვანადობას, რე- 

მოვიფარგლოთ მხოლოდ მთელრიცხოვანი მრავალწევრების დაშლით ნამოავ- 

ლებად, რომლის კოეფიციენტებიც აგრეთვე მთელია. 

ჩვენ ვიცით, რომ კომპლექსუო რიცხვთა ველის მიმართ დაყვანადია ყო- 

ველი ზრავალწევრი, როძლის ხარისხი ერთზე მეტია, ხოლო ნამდვილ ლი(ჯხზვ- 

თა ველის მიმართ – ყოველი მრავალწეგვრი (ნამდვილი კოეფიციენტებით), 
რომლის. ხარისხი მეტია ორზე. სულ სხვა მდგომარეობაა რაციონალურ რიიჯჯხ- 

ვთა ველის შემთხვევაში: ნებისმიერი #-სათვის შეიძლება მივუთი- 

თოთ #-ური ხარისხის მრავალწევრზე რაციონალური (მთე- 

ლითაც კი) კოეფიციენტებით, რომელიც დაუყვანადია თრა- 

ციონალურ რიცხვთა ველის მიმართ. ამ დებულების დანტკიცება 

უყრდნობა ველის მიმართ მრავალწევრის დაუყვანადობის შემდეგ საკმარის 

ნიშანს, რომელსაც აიზენშტაინის კრიტერიუმი ეწოდება: 

ვთქვათ მოცემულია მთელ კოეფიციენტებიანი 

/ (ე): (“ეებ– (ყყ“ზი1 “იი 14” -C #7 

მრავალწევრი. თუ ერთი წესით მაინც შეიძლება'ისეთი მზათრ- 

ტივი ტჯ რიცხვის შერჩევა, რომ იგი აკმაყოფილებდეს მ?დემ. 

დეგ მოთხოვნებს: 

1) უფროსი «ე კოეფიციენტი არ-ივოფა ჩ-ზე, 

2) ყველა დანარჩენი კოეფიციენტი იყოფა #-ზე, 

3) თავისუფალი წევრი იყოფა რა #-ზე, არ იყოფა /#”-ზ,ე. 

მაშინ /'(ი მრავალწევრი დაუყვანადია რაციონალურ ოიცხე- 

თა ველის მიმართ. · 

მართლაც, თუ /() მრავალწევრი დაყვანადია ” ველის მიმართ, მაშინ 

იგი იშლება ორი ნაკლები ხარისხის მამრავლებად მთელი კოეფიციენტებით: 

/ (20= (ხევ! –- მეე I +...-- ს) ((აა' 4+რფი” 1+...+ ი), 

სადაც. L<V, 1<V, L+#-/. აქედან თუ ტოლობის ორივე ნაწილში შევა- 
დარებთ კოეფიციენტებს, ზივიღებთ: 

/”/#”. -ხს“ს 

“(0-1 - MLCI 1 + ხL.14:9 

რი იალ=ხ.C 2-1 ხL 101 + ჩ-ე თ. (2) 

((ტ'' ხი რი: 

რადგან ი, იყოფა #-ზე, ხოლო # რიცხვი მარტივია, (2) ტოლობათა- 

გან პირველიდან გამომდინარეობს, რომ #,, (0, მამრავლებიდან ერთი უნდა. 

იყოფოდეს #-ზე. ისინი ორივე ერთდროულად არ შეიძლება იყოფოდნენ /ტ-ზე. 

რადგან «,, პირობის თანახმად, არ იყოფა /#?-ზე. ვთქეათ,' მაგალითად, #, 
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იყოდა ე-ზე და ამიტომ „, თანამარტივია #-თან. გადავდივაოთ ახლა (2) ტო- 

ლობებიდან მეორეზე. მისი მარცხენა ნაწილი. აგრეთვე მაოჯეენა ნაწილის 
პბირველი შესაკრები იყოფა #-ზე, ამიტომ #-ზე იყოფა #6) ფ ნამრავლი); მაგ- 

ღამ რადგან („, არ იყოფა ი-ზე, ანიტომ #-ზე გაიყოფა #ჯ.კ. ასევე მივიღებთ 

(2) ჭ#ოლობათაგან მესამედან, რომ #L , იყოფა #-ზე, და ა. შ. ბოლოს, # -L1 

ტოლობიდან მიიღება, რო- წა იყოფა #- ზე; მაგრამ მაშინ (2) ტოლობათაგან 

უკანასკნელიდან გამომდინარეობს, რომ «ს იყოფა ტ-ზე, რაც ეწინააღმდეგება 

დაშვებას. 

ალიან ადვილია ნებისმიერი #„/-სათვის დავწეროთ „/-ური ხარისხის 

მოელოიცაოვანი მრავალწევრი, რომელიც აიზენშტაინის კრიტერიუმის პირო- 

ბებს დააკნაყოფილებს და, მაშასადამე, დაუყვანადი იქნება რაციონალუო 

რიცხვთა ველის მიმართ. ასეთია, მაგალითად, «"-+ 2 მრავალწევრი; მისთვის 

გამოდგება აიზენშტაინის კრიტერიუმი, ოოცა /# ::2. 

აიზენიტაინის კრიტერიუმი /!; ველის მიმართ დაყვანადობის მხოლოდ 

ჰაკმარისი პიოობაა, მაგრამ სრულიადაც არაა აუცილებელი: თუ მოცემული 

/ (+) მრავალწევოისათვის შეუძლებელია ისეთი მარტივი ჩ რიცხვის პოვნა. 

რონ აიზენზტაინის კრიტერიუმის პირობები დაკმაყოფილდეს, მაშინ იგი შეიძ- 

ლება დაყვანადი იყოს, როგორც „2 -–- 57 + 6, მაგრამ შეიძლება დაუყვანა- 

-დიც ივოს. როგორც გ? > 1. აიზენმტაინის კოიტერიუმის გარდა არსებობს 

7: ველის ზიმართ მოავალწევრის დაუყვანადობის ბევრი სხვა საკმარისი კრი- · 

ტერიუზი. მაგრამ ნაკლებად მნიშვნელოვანი. აოსებობს, აგრეთვე : მეთოდი, 

ოომზელიც კრონეკერს ეკუთვნის და რომელიც საშუალებას გვაძლევს გადავწყ- 

ვიტოთ მთელ კოეფიციენტებიანი ნებისმიერი მროავალწევრი დაყვანადია თუ 

არა / ველის მიმართ, მაგრან ს მეთოდი ძალზედ რთულია და პრაქტიკუ- 

ლად თითქზის გამოუყენებელი 

92:გალითი, განიბილოთ 

კ 
იფ.“ 1 61 იბ. 

ჯჩჯ–-1I 

  

2რავალყევოი, სადაც ჯ მარტივი ოიცხვია. ამ მრავალწევრის ფესვებია თვით ერთეულისაგან 

განსხვავებული ჯ-ური ხარისხი“ ფესვები ერთეულიდან: რადგან ეს ფესვები L-თან ერთად 

“ყოფენ კომპლექსური სიბრტყის ერთეულოვან წრეს ტოლ ჯ ნაწილად, ამიტომ /„ (2) მრა– 

ვალწევრს წრის დაყოფის მრავალწევრი ეწოდება. 

+9 მრაეალწევრისათვის არ შეიძლება პირდაპირ გამოვიყენოთ აიხენშტაინის კრიტე- 

ოიუზი. მაგრამ მოვახდინოთ უცნობის შეცვლა, დაშვებით დ=) – 1. მივიღებთ: 

(0-0 ე 09 97-11 „ე ცი +- 
(I-C 1) –– 1 “ 

+56-) _. + 4 46/01+ 
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LV) სოავალწევრის კოეფიციენტებია ბინომიალური კოეფიციენტები "და ამიტომ ყეელა, 

გარდა უფროსისა, იყოფა ჩ-ხე, ამასთან თავისუფალი წევრი არ იყოფა» #"-ზე. ამგვარად 

აიზენშტაინის კრიტერიუმის თანახმად « (») მრაეალწევრი დაუყვანადია /; ველის მიმართ, 

აქედან გამომდინარეობს # ველის მიმართ დაუყვანადობა წრის დაყოფის 

7ი() მოავალწევრისა. მართლაქტ, თუ 

/„(თ)=დ8(% (თ), 

§(:)=დ(X+1)ს(”/-L1). 
დარან 

51. მთელრიცხოვან მრავალწევრთა რაციონალური ფესვები 

“
/
 

ზემოთ მითითებული იყო, რომ მოცემული მრავალწევრის დაუყეანად 

მამოავლებად დაშლის საკითხს რაციონალურ რიცხვთა ველის მიმართ არა 

აქვს პრაქტიკულად რამდენადმე დამაკმაყოფილებელი ამოხსნა. მაგრამ ამ სა- 

კითხის კერძო შემთხვევა, რომელიც რაციონალურ კოეფიციენტებიანი მრა- 

ვალწევრის წრფივი მამრავლების გამოყოფას, ე. ი. მისი რაციონალური ფეს- 

ვების მონახვას ეხება, უკვე ძალზედ მარტივია და აზოიხსნება დიდი გამოთვ- 

ლების გარეშე. თავისთავად ცხადია, რომ რაციონალურ კოეფიციენტებიანი 

მრავალწევრის რაციონალური ფესვების მონახვის საკითხი არანაირად არ 

ამოწურავს ამ მრავალწევრის ნამდვილი ფესვების საერთო საკითხს, ე. ი. 

მეცხრე თავში გადმოცემული მეთოდები და შედეგები მთლიანად ინარჩუნე- 

ბენ თავის მნიშვნელობას რაციონალურ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრი- 
სათვისაც. 

შევუდგებით რა რაციონალურ კოეფიციენტებიანი მრავალწეერის რაც- 

იონალური ფესვების ძიების საკითხს, შევნიშნოთ, რონ როგორც წინა პარაგ- 

რაფში იყო აღნიშნული, შეგვიძლია შემოვიფარგლოთ მხოლოდ მთელ კოე- 

ფიციენტებიანი მრავალწევრის განხილვით; ჩვენ განვიხილავთ ამასთან ცალკე 

ნთელი ფესვების შემთხვევას და ცალკე წილადი ფესვების შემთხვევას. 

თუ მთელი «თ რიცხვი არის მთელ კოეფიციენტებიანი 

(თ) მრავალწევრის ფესვი, მაშინ თ იქნება ამ მოაეალწევ- 

რის თავისუფალი წევრის გამყოფი. 

მართლაც, ვთქვათ 

#(თ)ლ–ია«" + ძეთ" 1--...+ «ი. 

# (2) გავყოთ (2:-–- თ)-ზე: 

# (ფთ)= (ი: –_ თ) (ბი ყოი1 –- ხ, ყო? +...-+ ხა_1)- 

თუ გაყოფას შევასრულებთ § 22ში აღწერილი ჰორნერის მეთოდით, 

მივიღებთ, რომ განაყოფის ყველა კოეფიციენტი, მათ რიცხეში 

ნი-1-ც, მთელი რიცხვია, ხოლო რადგან 

' ძი=-–-რთნხ.1=თ(–- ხი 1), 

ამიტომ ჩვენი დებულება დამტკიცებულია !. 

1 შეცდომა იქნებოდა გვემტკიცებინა ეს თეორემა იმახე დაყრდნობით, რომ თავისუ– 
ფალი ძია წევრი / (თ) მრავალწევრის ყველა ფესვის ნამრავლია (ნიშნამდე სიზუსტით): ამ 

36?



აძგვაოად, თუ მთელრიცხოვან / (+) ძრავალწევოს გააჩხია მთელი ფეს- 

ვები, მაშინ ისინი მოინახება თავისუფალი წევრის გამყოფთა შორის. სავი- 

ოოა, მაშასადამე, გავსინჯოთ თავისუფალი წევრის ყოველგვარი გამყოფ ვები. 

როგორც დადებითი, ისე უარყოფითი; თუ არკ ერთი მათგანი არ არის მრა- 

ვალწევრის ფესვი, პაშინ ჩვენს პრავალწევრს მთელი ფესვი საერთოდ არა 

ჰქონია. 

თავისუფალი წევრის ყველა განყოფის გასინჯვა შეიძლება ძალხედ ოთუ- 

ლი აღმოჩნდეს, მრავალწევრის მნიშვნელობები რომ გამოვთვალოთ თუნდაც 

ჰორნერის 8 მეთოდით და არა უცნობის პაგივრად ყოველი გაძყოფის პიოდა. 

პირი ჩასმით. შემდეგი შენიშვნები ნებას „გვაძლევს რამდენადხე გავაპაღრტი- 

ვოთ ეს გამოთვლები. თავდაპიღრღველად, რადგან 1 და -–-1 ყოველთვისაა თა-· 

ვისუფალი წევრის გამყოფი, გამოვთვლით /'(1) და / (–-1), რაც არ წარპოად- 

გენს · დაბრკოლებას. შემდეგ, თუ მთელი « ოიცხვი ფესვია / (#)-სათვის: 

/ (ი სი თ)4 I), 
მაშინ, როგორც ზემოთაა აღნიშნული, იძ (2) განაყოფის ყველა კოეფიციენ- 

ტი იქნება მთელი რიცხვი და მაშასადამე ' · 

ს კი, #C49.. 
თ–) «+1 · 

  –ძ(-1) 

განაყოფები უნდა იყვნენ მთელი რიცხვები. ამგვარად, თავისუფალი წევ- 

რის მხოლოდის ჯ გამყოფები უნდა გაისინჯოს (1 და. ––1-სა- 

გან .-განსხეავებულთა რიცხვიდან), რომელთათვისაც 10). 

  

თ --1 

/#/C–)) , ი განაყოფები მთელი რიცხვებია. 
თ+). 

მაგხლითები., 1, ვიპოვოთ 

– | (2)ლებ–2ეზ–გ-–-6 

მოავალწევოის მთელი ფესვები. , 

თავისუფალი წეერის გამყოფებია + 1, -. 2, – 3, · 6. რადტან, /(1) =- 8, 

ჯI(-1) <--–8, ამიტომ 1 და –-1 არ არის ფესვები. შემდეგ. · 

8 –8 –8 –8 

2+1' –2-1' 6--1' --6- 1 
  

რიცხვები წილადებია და ამიტომ 2, --2, 6, ––6 განყოფები უნდა უკუვაგდოთ, მაში როცა 

–8 –8 . -8 · –8 

3-1. 31)1' ვ. 17. 3)I1 
ე. 
  

  

ფესგთა შორის შეიძლება იყოს წილადი), ირაციონალურიც, კომპლექსურიც და აპიტო2 

წინასწარ შეუძლებელია ვთქვათ, რომ დ-ს გარდა ყველა ამ, ფესვთა. ნამრავლი მთელი. 
–__ 
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“რიცხვები მთელია, და ამიტომ 3 და ––-3 გამყოფები უნდა გავსინჯოთ. გამოვიყენოთ ჰორნე– 

რის შეთოდი: ' 

1-–-2 -–-1! –-–-6 

–3I)1 --5 14 --48” 
ე. ი. / (– 3)=-- 48 და ამიტომ –– 3 არ არის / (ე:)-ის ფესვი, ბოლოს 

1--2-1--6 

3 1 1 2 0 

ე. ი. / (31=0: რიცხვი 3 არის / (ჟ)-ის ფესვი. ერთდროულად ვიპოვეთ (/ (ჟ)-ის (თ––3)-ზე 

განაყოფის კოეფიციენტები: 

/ ((01=(დC-–– 3)(71-L = -+L2). 
ადვილი დასანახია, რომ ე; -L ქ; –L 2 ზანაყოფს არა აქეს ფესვად რიცხვი 3, ე. ი. ეს ოიცბვი 

არ არის / (ფ)ის ჯერადი ფესვი. 

2. ვიპოვოთ 

#/(2)ლ–3პ ებ ჟ ––- 5, -2თდ>+2 

მრავალწეერის მთელი ფესვები. 

აქ თავისუფალი წევრის გამყოფებია + 1 და + 2. შემდგომ, /#/())=– 10 /(C–< 1)=1, 

ე. ი. 1 და ––1 არ არის ფესვები. ბოლოს, რადგან 

1 ა –1 

2+1“ -2-) | 
რიცხვები წილადებია, ამიტომ 2 და ––2 აგრეთვე არ არის ფესვები და # (ე;) მრავა ლწევრს 

საერთოდ არ აქვს მთელი ფესვები. 

გადავდივართ წილადი ფესვების საკითხზე, 

თუ ,მთელ რიცხოვან მრავალწევრს, რომლის უფროსი 

კოეფიციენტი ერთის ტოლია, აქვს რაციონალური ფესვი, 

მაშინ ეს ფესვი იქნება მთელი რიცხვი. 

მართლაც, ვთქვათ მთელ კოეფიციენტებიან 

/(თ)=თ" -+ თ.დ + თ.დ"? -L...+L ი. 

ხ 
მრავალწევრს აქვს ფესვად უკვეცი -- წილადი, ე. ი. 

თ ი-L ს-=- ხ ; ხ + ხ 
.-. ? 2 
    4+...-+ ძი“ 0. 

აქედან 

LV 

« 

ე. ი. უკვეიცი წილადი უდრის მთელ რიცხვს, რაც შეუძლებელია. 

მთელრიცხოვანი 

/ (ე=თა2=" -+ 6 თ" -L ი," ?-L..-ემი ე თ-+L 
მრავალწევრის ყველა რაციონალური (წილადი და მთელი) 

ფესვის მისაღებად საჭიროა ვიპოვოთ 

–ეი,','გ'ზე--·-“.–.. 
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„ დო)ლ=უბუირ ებ «იია)" '-ხ..+-იძა  რი ქ I რი ბრი 
მრავალწევრის ყველა მთელი ფესვი და გავყოთ ისინი იე-ზე. 

მართლაც, / (>) „გავამრავლოთ დე" 1-ზე, ხოლო შემდეგ მოვახდინოთ უც- 

ნობის შეცვლა, დავუშვებთ რა X=ძე 2. ცხადია, რომ 

| დ (V)=დ (იი) ია" 1 / (+). 
აქედან გამომდინარეობს, რომ / (ჯ) მრავალწევრის ფესვები უდრის დ (#) მრა- 

ვალწევრის ფესვებს გაყოფილს «ე)-ზე. კერძოდ, / (დ)-ის რაციონალურ ფეს- 

ვებს შეესაბამება აგრეთვე დ())-ის რაციონალური ფესვები; მაგრამ, რადგან 

დ()-ის უფროსი კოეფიციენტი უდრის ერთს, ამიტომ ეს ფესვები შეიძლება 

მხოლოდ მთელი იყოს და ჩვენ უკვე გვაქვს მათი მონახვისათვის მეთოდი. 
მაგალითი, ვიპოვოთ 

/ (0ე)=3 ე 5 ,პ-Lე14465.-–-2 

მოავალწევოის რაციონალური ფესხვები. 

თუ / (–)-ს გავამრავლებთ 32-ზე და დავუშვებთ ჯ=3 ე მივიღებთ: 

თ0)=/-+5,71 43? + 45-54. 
ეეძებთ დ (#) მრავალწევრის მთელ ფესვებს. 

ვიპოვოთ დ (1) ჰორნერის მეთოდით: 

1 5 3 45 –54 

1 116954 0. 
ამგვარად, დფ (11=0, ე. ი. 1 არის დ (კ)-ის ფესეი, ამასთან 

<0) =(7-–-1)4(1), 

90)=1' + 6; + 97 + 54. 
ვიპოვოთ მთ) მრავალწევრის მთელი ფესვები. თავისუფალი წევრის გამყოფებია 

რიცხვები “1. –2, +3, 1-6, +9, +18, -:27 -+-54: აქ 

9(I)=70, #(–-1)= 50. 

სადაც 

  

თუ გამოვითვლით ყოველი 2 გამყოფისათვის -" 40) >-1 და 4 4-9) ს აღმოვაჩენთ, რომ 
Cთ 

უნდა გადავაგდოთ ყეელა გაზყოფი, გარდა («; –- თ- -სა, ვსინჯავთ ამ გამყოფს 

169 54 

უე» 
ანჯვაოად. ი (--6)=0. უ. ი. ––6 არის 0 6)-ის ფესვი და ამიტომ დ (ჯ)“ისაც. 

დ(7) მრავალწევრს აქვს, მაშასადამე, მთელი 1 და –6 ფესვები. ამგვარად / (2) მრა– 

1 
ქალწევრის რაციონალური ფესვები იქნება მხოლოდ და მხოლოდ 3. და –-2. 

კიდევ ერთხელ ხაზს ვუსვამთ იმას, რომ ზემოთ აღწერილი მეთოდები გა- 

მოსადეგია მხოლოდ მთელ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრებისათვის და 

მხოლოდ მათი რაციონალური ფესვების მოსაძებნად, 
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§ 58“, ალგებრული რიცხვები 

ყოველ #-ური ხარისხის რაციონალურ კოეფიციენტებიან მრავალწევრს 

კომპლექსურ რიცხვთა ველში აქვს # ფესვი, რომელთაგანაც ზოგიერთები (ან 

ყველაც კი) შეიძლება რაციონალურ რიცხვთა ველის გარეთ იყვნენ. მაგრამ 

არა ყოველი კომპლექსური ან ნამდვილი რიცხვი არის რაიმე რაციონალურ 

კოეფიციენტებიანი მრავალწევრის ფესვი. ის კომპლექსური (კერძოდ, ნამდ- 

ვილი) რიცხვები, რომელნიც არიან ასეთი მრავალწევრების ფესეები, იწოდე- 

«ბიან ალგებრულ რიცხვებად, ტრანსცენდენტული რიცხვების საწი- 

ნააღმდეგოდ. ალგებრულ რიცხვებს ეკუთვნის ყველა რაციონალური რიცხვი, 

როგორც პირველი ხარისხის რაციონალურ კოეფიციენტებიანი მრავალწევ- 

· ” 
რის ფესვი, აგრეთვე ყოველი L/ თ« სახის რადიკალი ფესქვეშა რაციონალუ- 
რი თ რიცხვით, როგორც ჟშ- ი ორწევრის ფესვი. მეორე მზრივ, მათემატი- 

კური ანალიზის დიდ კურსებში მტკიცდება ტრანსცენდენტობა #2 რიცხვისა 

(ნატურალურ ლოგარითმთა სისტემის ფუძისა), აგრეთვე ელემენტარული გეო- 

მეტრიიდან ცნობილი X რიცხვისა. 

თუ თ რიცხვი ალგებრულია, მაშინ-იგი იქნება ფესვი რაიმე მთელ კოე- 

ფიციენტებიანი მრავალწევრისაც კი და ამიტომ ამ მრავალწევრის დაუყვანად 

გამყოფთაგან ერთ-ერთის ფესვი აგრეთვე მთელი კოეფიციენტებით. ის 

დაუყვანადი მთელრიცხოვანი მრავალწევრი, რომლის ფეს- 

ვიცაა თ, განსაზღვრულია ცალსახად მუდმივი მამრავლის 
სიზუსტით, ე. ი. სავსებით ცალსახად, თუ მოვითხოვთ, რომ 

ამ მრავალწევრის კოეფიციენტები ერთობლივად თანა- 

მარტივნი იყვნენ (ე. ი. რომ მრაგალწევრი პრიმიტიული იყოს). მართ- 

ლაც, თუ თ არის დაუყვანადი / (>) და «C(თ) მრავალწევრის ფესვი, მაშინ ამ 

მრავალწევრების საერთო უდიდესი გამყოფი განსხვავებულია ერთისაგან, და 

ამიტომ ეს მრავალწევრები, მათი დაუყვანადობის გამო, შეიძლება განსხვავ- 

· დებოდნენ ერთმანეთისაგან მხოლოდ ნულოვანი ხარისხის მამრავლით. 

ალგებრული რიცხვები, რომელნიც არიან ერთი და იგივე დაუყვანადი 

- (#7; ფელის მიმართ) მრავალწევრის ფესვები, იწოდებიან ერთმანეთის შეუღ- 

ლებულად!). მაშასადამე, ალგებრულ რიცხვთა მთელი სიმრავლე იყოფა 

ერთმანეთის შეუღლებულ რიცხვთა არათანამკვეთ სასრულო კლასებად. ყო- 

ველ რაციონალურ რიცხევს, როგორც პირველი ხარისხის მრავალწევრის ფესეს, 

არა აქვს შეუღლებული რიცხვი, რომელიც მისგან განსხვავდება. ეს თვისება 

დამახასიათებელია რაციონალური რიცხვებისათვის: ყოველი არარაციონალუ- 

რი ალგებრული რიცხვი იქნება დაუყვანადი შრავალწევრის ფესვი, რომლის 

ზარისხი ერთზე მეტია და მისთვის არსებობს მისგან განსხვავებული შეუღ- 

ლებული. : 
ყველა ალგებრული რიცხვის სიმრავლე კომპლექსურ 

რიცხვთა გელის ქვეველია. სხვაგვარად, ალგებრულ რიცხვთა 

1 ეს ცნება არ უნდა ავურიოთ კომპლექსურ რიცზვთა შეუღლებლობასთან. 
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ჯამი, ნამრავლი, სხვაობა და განაყოფი ისევ ალგებრული 

რიცხვი იქნება. 

მართლაც, ვთქვათ მოცემულია ალგებრული თ და ჩ რიცხეები. აღვნიშ- 

ნოთ თ1=თ, Cთ,,.... თი ყველა თ-ს შეუღლებული რიცხვი, 8,=8, ზ8,,-.., ვ,-ით-- 

ზ-ს შეუღლებული რიცხვი, / (დ)-ითა და ჟ(ჯ)-ით--რაციონალურ კოეფიციენ- 
ტებიანი დაუყვანადი მრავალწევრები, რომელთაც ფესვებად შესაბამისად Cთ 

და 8 აქვთ. დავწეროთ მრავალწევრი, რომლის ფესვებია ყოველგვარი შესაძ- 

ლებელი თ; –I- ჩ, ჯაზები; ეს იქნება 

„ ა. 

დო= IL II =თ–- თ+გა). 
ჯ1=1 უ=1 

ამ მრავალწევრის კოეფიციენტები, ცხადია, არ შეიცელება ყველა თ,-ის ერთ- 

მანეთში გადანაცქელებისას, აგრეთვე ყველა ჩ,-სათვის. ისინი არიან, მაშასადა- 

მე, ცვლადთა ორი სისტემის მიმართ სიმეტრიული მრავალწევრების თეორე- 

მის საფუძველზე (იხ. § 53-ის ბოლო), მრავალწევრები / (დ) და # (თ) მშრავალ- 
წევრების კოეფიციენტების მიმართ. სხვაგვარად, დ (7) მრავალწევრის კოეფი- 

ციენტები რაციონალური რიცხვებია და ამიტომ თ + 8=თ, +-8, რიცხვი, რო- 

მელიც მისი ერთ-ერთი ფესვია, იქნება ალგებრული. 

ამგვარადვე 
ჯ ჯ 

სთ- IL II «=- რ თ-8) 
1-=1 ' ?%=1 

და 

” ა 

XLC2)= I II (> –– % 8, 

ჯ=1 1=1 
მრავალწევრების დახმარებით მტკიცდება თ –- 8 და თვ რიცხვების ალგებრუ- 

ლობა. 8. 

განაყოფის ალგებრულობის დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, 

რომ თუ თ რიცხვი ალგებრულია და ნულისაგან განსხვავებული, მაშინ თ“ 1-იც 

არის აგრეთეე ალგებრული რიცხვი. ვთქვათ თ არის 

/ (9=თა ფბ" + თე" !--... + იი ,თ+ თი 

რაციონალურ კოეფიციენტებიანი მრავალწევრის ფესვი. მაშინ, ცხადია. 

ნ(2)=–თეთ"-L იი თ?! +..-+L თ,« -+ 4 

მრავალწევრს, აგრეთვე, რაციონალური კოეფიციენტებით, ფესვად ექნება თ ” 
რიცხვი, რისი დამტკიცებაც გვინდოდა. 

ახლახან დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ რაციონა- 

ზ 
ლური რიცხეისა და რადიკალის ნებისმიერი ჯამი, მაგალითად 1+V 2, აგ” 

რეთვე რადიკალთა ნებისმიერი ჯამი, მაგალითად M 3-+ MV 5, იქნება ალ- 
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ბებრული ოიცხვები. შაგოამ ჯერჯერობით არ მეგვიძლია ვაძტკიცოთ „ოო- 

სართულიანი?“ რადიკალების სახით ჩაწერილი რიცხვების მაგალითად 

V1-- / 2, ალგებრულობა, ეს გამომდინარეობს მხოლოდ 'მემდეგი თეორე- 

მიდან: 

თუ თ რიცხვი არის 

დ(უ=2შ +თი წებ +-...+X+#/ 
მრავალწევრის ფესვი, რომლის კოეფიციენტები ალგებრუ- 

ლი რიცხვებია, მაშინ თ-ც ალგებრული რიცხვია. 

გთქვათ თ,, ჩ,,-.., #»„, (/ გაირბენენ შესაბამისად თ, ჩ,..., 2, = შეულ- 

ლებულ რიცხვებს, ამასთან თ,=თ, (, =8ჩ,..., 1=2, (II = LL. განვიხილოთ 

–“ ((თ)=9" + ((5 ყი1 + ზ;ეო“? +..+ ჩ2,ჯ + LL 

სახის ყოველგვარი მრავალწევრი, ასე რომ დ,,),.-., 1) 1(2)=თ(.) და ავიღოთ 

ყველა ამ მრავალწევრთა 

X#C)=. II უი კეთი ((თ) 

ნამრავლი. #' (>) მრავალწევრის კოეფიციენტები სიზეტრიულია, ცხადია, თ,, 

უც. MM, II სისტემებიდან ყოველის მიმართ და ამიტომ (ისევ § 53-ის 

თეორემის თანახმად) ისინი არიან მრავალწევრები იმ დაუყვანადი (რაციონა - 

ლურ კოეფიციენტებიანი0) მრავალწევრების კოეფიციენტების, რომელთა 

ფესვებიცაა შესაბამისად თ, მ8,...., X #, ე. ი. თვითონ არიან რაციონალური 

რიცხვები. მაშასადამე, თ რიცხვი, რადგან იგი დ(ჯ)ის ფესვია, იქნება რა- 

ციონალურ კოეფიციენტებიანი # (7) მრავალწევრის ფესვი, ე. ი. ალგებ- 

რული რიცხეი. 

გამოვიყენოთ ეს თეორემა თ=I|/ 1+12 რიცხვისათვის. თ=1 –+MV 2 

რიცხვი ალგებრულია წინა თეორემის თანახმად და ამიტომ თ რიცხვი ალ- 

გებრულ კოეფიციენტებიანი ჯმ --თ მრავალწევრის ფესვი იქნება, ე. ი. 

თვითონაც ალგებრულია. საერთოდ, თუ მკითხველი. გამოიყენებს რამდენიმე- 

ჯერ ზემოთ დამტკიცებულ ორივე თეორემას, ადვილად მივა შემდეგ შედე- 

გამდე: 
ყოველი რიცხვი, რომელიც რაციონალურ რიცხვთა ვე- 

ლის მიმართ რადიკალებში ჩაიწერება (ე. ი, ოომელიც გამო- 

ისახება რადიკალების რამდენადაც გინდა რთული კომბინა- 
ციით, საზოგადოდ „მრავალსართულიანით“), ალგებრული 

რიცხვე იქნება. 

ალგებრული რიცხვები, რომლებიც რადიკალებში ჩაიწერებიან, შეადგე- 
-ნენ, ცხადია, ველს. მაგრამ უნდა გვახსოვდეს, რომ ეს ველი, როგორც § 38-ის 
-ბოლოში გაკეთებული (დაუმტკიცებლად) შენიშენიდან გამომდინარეობს, ყვე- 

ლა ალგებრულ რიცხვთა ველის მხოლოდ ნაწილია. 

ზემოთ აღნიშნული იყო ორი რიცხვის ტრანსცენდენტობა: / და ჯ. მაგრამ სინამდეი- 

ლეში ტრანსცენდენტული რიცბვები უსასრულოდ ბევრია. უფრო მეტიც, თუ გამოვიყენებთ. 
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სიმრავლეთა თეორიის ცნებებსა და მეთოდებს, ჩვენ ვუჩვენებთ, როომ ტოანსცენდენ ტული: 

რიცხვები უფრო მეტია, ასე ვთქვათ, ვიდრე ალგებრული რიცხვები: ამ გამოთქმის ზუსტი. - 

აზრი ნათელი იქნება ქვემოთ. 

უსასოულო 7#/ სიმრავლეს ეწოდება თვლადი, თუ იგი შეიძლება ურთიერთ ცალ– 

სახად შეუსაბამდეს ნატურალურ რიცხვთა სამრავლეს, ე. ი. თუ მისი ელემენტები შეიძ ლება 

დაინომროს ყველა ნატურალური რიცხვის დახმარებით, და არათვლადი–- წინააღმდეგ 

შემთხვევაში. 

ლემა 1. ყოველი უსასრულო #M სიმრავლე შეიცავს თვლად ქვე- 
სიმრავლეს, 

მართლაც, ავიღოთ ##-ში ნებისმიერი Cჯ ელემენტი. ამოვირჩიოთ შემდეგ C1-ისაგან 

განსხვავებბული თვ ელემენტი, სახოგადოდ, ეთქვათ #M-ში უკვე ამორჩეულია #7 სხვადასხვა. 

ელემენტი თI თვ. რ». რადგან / სიმრავლე უსასრულობის გამო არ შეიძლება ამ 
ელემენტებით ამოიწუროს, ამიტომ შეიძლება მივუთითოთ მათგან განსხეავებულ იყ. ელე– 

მენტზე, თუ გავაგრძელებთ ამ პროცესს, ჩვენ მოვნახავთ უსასრულო ქვესიმრავლეს, რომელიც 

(I ((ფა +: ს) (ყა. ა 

ელემენტებისაჭან შედგება; ამ სიმრავლის თელადობა ცხადია. 

ლემა2. თვლადი # სიმრავლის ყოველი უსასრულო # ქვესიმ- 

რავლე თვითონ თვლადია. 

“4 სიმრავლე, მისი თვლადობის გამო, შეიძლება 

(1) (წეა/' თა რნ/ებაა (1): 

სახით ჩაიწეროს. ვთქვათ კ), არის (I!) მიმდევოობის პირველი ელემენტი, რომელიც „;-ს 

ეკუთვნის, 0Iა ––მეორე ელემენტი ამავე თვისებით და ა. შ. თუ დავუშვებთ ძსე=ხი, 1=1, 

2-..,მივიღებთ, რომ 8 ქვეესიმრავლის ელემენტები შეადგენენ 

: ხ,, ხ.-ს ნი... 
მიმდევრობას, ე. ი, ეს ქვესიმრავლე თვლადია. 

ლემა3. სასსრულოსიმრაელეთა თვლადი სიმრაელის გაერთიანე–- 

ბა, რომელთაც წყვილ-წყვილად საერთო ელემენტები არა აქვთ, 

თვლადი სიმრავლეა. ' 

მართლაც, ვთქვათ მოცემულია სასოულო 

+ ტას. ი... 

სიმრავლეები და ვთქვათ # მათა გაერთიანებაა. ცხადია # „სიმრავლის ყველა ელემენტი 

დაინომრება, თუ ნებისმიერად გადავნოზრავთ სასრული ,4, „სიმრავლის ელემენტებს, ხოლო 

შემდეგ განვაგრძობთ ამ ნუმერაციას 4, სიმრავლის ელემენტებზე გადასვლით და ა. შ. 

ლემა 4. ორი თვლადი სიმრავლის გაერთიანება, რომელთაც არ>. 

აქვთსაერთო ელემენტები,თვლადი სიმრავლეა. 

“ვთქვათ მოცემულია თვლადი ,/ სიმრავლე 

01, რვაას (წი... 

ელემენტებით და # სიმრავლე 
ხ:, ხეც... მოს-.. 

ელემენტებით და ვთქვათ C ამ სიმრავლეთა გაერთიანებაა, თუ დავუშვუბო 

ძი=0ე»-)' წო 0: #=1,.2,..-, 

მაშინ C სიმრავლის ყველა ელემენტი წარმოიდგინება 
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61 C0ევ ა.ვ 0ეჩხ-ჯ) CM...” 

მიმდევრობის სახით, რაც ამტკიცებს ამ სიმრავლის თვლადობას. 

დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი თეორემა: 

ყველა ალგებრულ რიცხეთა სიმრავლე თვლადია. 

თავდაპირველად დავამტკიცოთ მთელ კოეფიციენტებიანი ერთი ცვლა- 

დის ყველა მრავალწევრის სიმრავლის თვლადობა. თუ 

/(«)ლ–ძე“" –- ძეც" 1 -L ...-+ იი )2+ძი 

ასეთი მრავალწევოია, ამასთან ნულისაგან განსხვავებული, მაშინ ვუწოდოთ ამ მრავალზევ- 

რის სიმაღლე 

Mხ/ლ=# ე- | «ა | + | I ·.··+ | იი-11 -L I «. | 

ნატურალურ რიცხვს. ცხადია, რომ არსებობს მხოლოდ სასრული რიცხვი მთელოიცხოვანი 

მრავალწევრებისა მოცემული /, სიმაღლით; აღენიშნოთ ეს სიმრავლე 1/,-ით. ამის გარდა, 

#M#-ე“ით აღვნიშნოთ სიმრავლე, რომელიც მარტო ნულისაგან შედგება. ყველა მთელოიცხვო- 

ვანი მრავალწევრების სიმრავლე სასრულ V„V/, ML ქ/ს... .Mი,... სიმოავლეთა გაეო- 
თიანება იქნება, ე. ი. ლემა 3-ის თანახმად იგი თელადია. , 

აქედან, ლემა 2-ის თანახმად. გამომდინარეობს, რომ ყეელა მთელოიცხვოვან 

პრიმიტიულდაუყვანად მრავალწევრთა სიმრავლე აგრეთვე თელა- 

დია. ამასთან ჩვენ ვიცით, რომ ყოველი ალგებრული რიცხვი ერთი და მხოლოდ ერთი მრა- 

ვალრიცხვოვანი პრიმიტიული დაუყვანადი მრავალწევრის ფესვია, მაშასადამე, თუ შევაგრო- 

ვებთ ყველა ასეთი მრავალწეერის ფეჯჩვებს, ე. ი. თუ ავიღებთ სასოულო სიმრავლეთა თვლად 

სიმრავლეს, მივიღებთ ყველა ალგებრული რიცხვის სიმრავლეს: ამგვარად. ეს სიმოავლე, ლემა 

3-ის თანახმად, თვლადი იქნება. 

ბოლოს დავამტკიცოთ თეოოემა: · 

ყ:ქელა ტრანსცენდენტული ოიცხვის სიმოავლე არათელადია, 

თავდაპირველად განეიხილოთ ყველა ნამდვილი ა»: რიცხვის ” სიმრავლე, რომელ- 

ნიც ნულსა და ერთს შორისაა მოთავსებული, 0 (2-1, და დავამტკიცოთ, რომ ეს 

სიმრავლე არა თვლადია. ცნობილია, რომ მითითებბული „ს ოიცხვიდან ყოველი 
შეიძლება 

#ი==0, თ, თ. ... თე... 

წესიერი უსასრულო ათწილადის სახით ჩაიწეროს რომ ეს ჩაწერა ცალსახაა, თუ არ და- 

ეუშვებთ ისეთ წილადებს, რომლებშიც ყველა ჯ„-სათვის დაწყებული რაიმე => V-დან, ჟუვე–- 

ლა თ.„=9; პირუკუ, ყოველი აღნიშნული სახის წილადი უდრის ოაიმე ე; რიცხვს # სიმ- 

რავლიდან. დავუშვათ ახლა, რომ /' სიმრავლე თვლადია. ე. ი. რომ ყველა ე; ოიცხვი 

შეიძლება ” 

ებას“ – (2) 

მიმდევრობის სახით ჩავწეროთ. ვთქვათ 

(XC=0, 6,1 რCთივ.... რჯი.. 

არის ე, რიცხვის ჩაწერა უსასრულო ათწილადის სახით. დავწეროთ ახლა უსასოულო 

0, 3, 3,...8/... (3) 
ათწილადი, დაეუშვათ, რომ ქ, განსხვავებულია ე;, წილადის პირველი ათწილადის ნი'შნისა- 

გან, ე, ი. 8; # C–C, ჩე–თ წილადის მეორე ათწილადის ნიშნისაგან, ე. ი. მ. # თე, და 

საერთოდ, ჩი # თ... დავუშვათ, ამას გარდა, რომ ზ. ციფოთა·. შორის უსასრულოდ ბეე- 

რია 9-საგან განსხვავებული. ნათელია, რომ არსებობს ყველა ამ მოთხოვნის დამაკმაყოფილე– 

ბელი (3) წილადი. მაშასადამე, იგი არის რიცხვი # სიმრავლიდან, მაგრამ, თვით აჯების 
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თანანსად, განსხვავებულია (2) მიმდევრობის ყველა რიცბვისგან. ეს წინააღმდეგობა ამტკი- 

ცებს # სიმრავლის არათვლადობას. · 

აქვდან გამომდინარეობს ყველა კომპლეკსური რიცხვის სიზრავლის 

არათვლადობა: ის როონ თვლადი იყოს. მაშინ, ლემა 2-ის თანახმად ვერო შეიცავდა 

არათვლად 7/' სიმრავლეა. ყველა ტრანსცენდენტული რიცხვის სიმრავლის არათელადობა 

ახლა ცხადია, რადგან, ლემა 4-ის თანახმად, ამ სიმრავლის გაერთიანება ყველა ალგებრულ 

რიცხვთა თელად სიმოავლესთან ყველა კომპლექსურ რიცხეთა სიმრავლეა, ე. ი. არათვ ლადია. 

ხვენს მიერ დანტკიცებული ორი თეოოემა გვიჩვენებს, ლემა 1-ის გამო, ოომ ტრანს- 

კენდენტულ რიცხვთა სიმოავლე სინამდვილეში ბევრად უფრო მდიდარია ელემენტებით 

ე. ი. უფოო „მძლავრია“, ვიდრე ალგებრულ რიცხვთა სიმრავლე.



თავი მეცამეტე 

მატრიცის ნორმალური ფორმა 

§ 59. #-მატრიცთა ექვივალენტობა 

ჩვენ ერთხელ კიდევ ვუბრუნდებით საკითხებს, რომლებიც მიეკუთვნება 

წრფივ ალგებრას. უკეე მე-7 თავის შესწავლისას მკითხველი დარწმუნდა იმა- 

ში, თუ რა მნიშვნელოვან როლს ასრულებს მატრიცთა მსგავსობის ცნება. 

სახელდობრ, ჟჯ-ური რიგის ორი კვადრატული მატრიცი მსგავსია მაშინ და' 

მხოლოდ მაშინ, როცა ისინი იძლევიან (განსხვავებულ ბაზისებში) #-განზომი- 

ლებიანი წრფივი სივრცის ერთ და იმავე წრფიე გარდაქმნას. მაგრამ ჩვენ 

“ჯერ არ შეგვიძლია ეუპასუხოთ კითხვაზე. მსგავსია თუ არა ორი მოცემული 

კონკრეტული მატრიცი. მეორე მხრივ, არ შეგვიძლია მოცემული # მატრი- 

ცის მსგავს მატრიცთა შორის მოვნახოთ ამა თუ იმ აზრით უმარტივესი სა- 

ხის მქონე მატრიცი, და ის საკითხიც კი, თუ რა პირობებშია ,| მატრიცი 

“მსგავსი დიაგონალური მატრიცისა, განხილულ იქნა § 33-.ში მხოლოდ ერთ 

კერძო შემთხვევაში სწორედ ეს საკითხები იქნება განხილული ამ თავში, 

ამასთან ერთბაშად ნებისმიერი ძირითადი /?: ველის შემთხვევაში. 

ჯერ დავიწყოთ შესწავლა #-ური რიგის კვადრატული მატრიცებისა, 

რომელთა ელემენტები არიან ერთი 2» უცნობის ნებისმიერი ხარისხების მრა- 

ვალწევრები კოეფიციენტებით /> ველიდან. ასეთ მატრიცებს ეწოდებათ მრა- 

ვალწევრული მატრიცები, პოლინომიალური მატრიცები 

ანუ. მოკლედ, 2 მატრიცები. 7-მატრიცის მაგალითია /! ეელის ელემენ- 

ტებიანი ნებისმიერი კვადრატული 4 მატრიცის მახასიათებელი 4–272# მატ- 
რიცი; ამ მატრიცის მთავარ დიაგონალზე მოთავსებულია პირველი ხარისხის 

მრავალწევრები, მთავარი დიაგონალის გარეთ – ნულოვანი ხარისხის მრავალ- 
წევრები ან ნულები. ” ველის ელემენტებიანი ყოველი მატრიცი-- ასეთ 

'მატრიცებს სიმოკლისათვის ვუწოდებთ რიცხვით მატრიცებს--აგრეთ- 

ვე იქნება X#-მატრიცის კერძო შემთხეევა: მისი ელემენტები არიან ნულოვანი 
ხარისხის მრავალწეერები ან ნულები. 
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ვთქვათ, მოცემულია 

('- -.რჯო(#) ) 
#10) ღეა” 

ძი().). .-იძი»(#) 

#მატრიცი. ამ მატრიცის ელემენტარული გარდაქმნები ვუწოდოთ 

შემდეგი ოთხი ტიპის გარდაქმნებს: ' 

1) 401) მატრიცის ნებისმიერი სტრიქონის გამრავლება 77 ველის 5ული- 

საგან განსხვავებულ” ნებისმიერ თ რიცხვზე: · 

2) 4!) მატრიცის ნებისმიერი სვეტის გამრავლება #ჯ ველის ნულისა– 

გან განსხვავებულ ნებისმიერ თ რიცხვზე; 

3) 40) მატრიცის ნებისმიერი 1-ური სტრიქონისათვის მისი ნებისმიე- 

რი კ-ური სტრიქონის მიმატება, 1#I, რომელიც გამრავგლებულია 777.) რგოლის 

ნებისმიერ დ(X) მრავალწევრზე; 

4) 40) მატრიცის ნებისმიერი ური სვეტისათვის მისი ნებისმიერი: 

.)ური სვეტის მიმატება, /5:-,, რომელიც გამრავლებულია /M») რგოლის 

ნებისმიერ დ(21) მრავალწევრზე. . 
ადვილი დასანახია, რომ #-მატრიცის თითოეული ელემენტდტა- 

რული გარდაქმნისათვის არსებობს შებრუნებული გარდა- 

"მნა, რომელიც აგრეთვე არის ელემენტარული გარდაქმნა. 

ასე მაგალითად, 1) გარდაქმნისათვის” შებრუნებული იქნება ელემენტარული 

გარდაქმნა, რომელიც მდგომარეობს იმავე სტრიქონის გამრავლებაში თ“! 

რიცხვზე, რომელიც არსებობს თ#0 პირობის გამო; 3) გარდაქმნისათვის შე- 

ბრუნებული იქნება გარდაქმნა, რომელიც მდგომარეობს ური სტრიქონისა- 

თვის – დ(X)-ზე გამრავლებული /-ური სტრიქონის მიმატებაშზი. 

#0) მატრიცზი შეიძლება რამდენიმე ელემენტარული 

გარდაქმნის საშუალებით გადავანაცვლოთ ნებისმიელი 

ორი სტრიქონი ან ნებისმიერი ორი სვეტი. 

ვთქვათ, მაგალითად, საჭიროა გადავანაცვლოთ 4#(.) მატრიცის ჯ-ური 

და /-ური სტრიქონები, ამის გაკეთება შეიძლება ოთხი ელემენტარული გარ- 

დაქმნის საშუალებით, როგოოც გვიჩვენებს შემდეგი სქემა: ' 

0-რ-რიდ)-დ. 
აქ თანმიმდევრობით სრულდებოდა ასეთი გარდაქმნები: ა) ჯ-ურ სტრიქონს 

ემატებოდა -ური; ბ) --ურ სტრიქონს აკლდებოდა ახალი (ური; გ) ახალ 

ჯ-ურ სტრიგონს ემატებოდა ახალი /-ური; დ) ახალი (-ური სტრიქონი მრავლ- 

დებოდა-––1-ზე, | · 
ჩვენ ვიტყვით, რომ 7>(2) და XC») X»-მატრიცები ექვივალენტურია, 

(რასაც ჩავწერთ 40)-–-7(0) სიმბოლოთი) თუ 40.) მატრიციდან შეიძლება. 

გადასვლა #8(1) მატრიცზე ელემენტარულ გარდაქმნათა სასრულო ოიცხვის 
საშუალებით. ცხადია ექვივალენტობის ეს დამოკიდებულება არის რეფლექ- 

სური და ტრანზიტული, აგრეთვე სიმეტრიულიც ყოველი ელემენტარული 
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გარდაქმნისათვის შებრუნებული ელემენტარული გარდაქმნის არსებობის გა- 

მო. სხვა სიტყვებით, /”) ველზე «-ური რიგის ყველა კვადრატული 
#»მატრიცი იშლება ექვივალენტურ მატრიცთა ურთიერთ- 

არამკვეთ კლასებად. 

ჩვენი უახლოესი მიზანია მოცემული 4(+) მგატრიცის ყველა ეკვივალენ- 

ტურ X-მატრიცს შორის შეძლებისამებრ მარტივი სახის მატრიცის მონახვა. 

ამისათვის შემოვიტანოთ შემდეგი ცნება. კანონიკური #7-ატლიეცი 

ეწოდება » მატრიცს, რომელსაც გააჩნია შემდეგი სამი თვისება: 

ა) ეს მატრიცი დიაგონალურია, ე. ი. აქვს სახე 

61(2.) 0 
( “X ) (0 

0 #ი(2) 

ბ) ყოველი ი») მრავალწევრი, .1=2, 3,..., ს), უნაშთოდ იყოფა რ.I(#) 

მრავალწევრზე; . 
გ) ყოველი CV») მრავალწევრის, 1==1, 2... Mს უფროსი კოეფიციენტი 

უდრის ერთს, თუ ეს მრავალწევრი განსხვავდება ნულისაგან. 

შევნიშნოთ, რომ თუ (1) კანონიკური »#-მატრიცის მთავარ დიაგონალ- 

ზე მოთავსებულ #«(2) მრავალწევრთა მორის გვხვდება ნულის ტოლები, პა- 

შინ ბ) თვისების გამო, მათ აუცილებლად უკავიათ მთავარ დიაგონალზე "უკა- 

ნასკნელი ადგილები. მეორე მხრივ, თუ C(1) მრავალწევრთა შორის გეხვდება 

ნულოვანი ხარისხის მრავალწევრები, მაშინ, გ) თვისების თანახმად, ყველა 

ისინი 1-ის ტოლია და, ბ) თვისების თანახმად, (1) მატრიცის მთავარ დია- 

გონალზე უკავიათ პირეელი ადგილები. 

კანონიკურ Xმატრიცთა რიცხეს ეკუთვნის, კერძოდ, ზოგიერთი დღიცბ- 

ვითი მატრიცი, მათ შორის ერთეულოვანი და ნულოვანი მატრიცები. 

ყოველი »-მატრიცი ექვივალენტურია რომელიმე კა'ნო- 

ნიკური Xმატოიცისა, ე. ი. სხვა სიტყვებით, იგი ელემენტა- 

რული გარდაქმნებით დაიყვანება კანონიკუო სახეზე. 

ამ თეორემას დავამტკიცებთ ინდუქციით განხილულ »-მატრიცთა # 

რიგის მიმართ. მართლაც, როცა #=1, გვექნება 

4(>=(9(+). 

თუ «0)=0, მაშინ ჩვენი მატრიცი უკვე კანონიკურია. ხოლო თუ ძ(2) 7:0, 

მაშინ საკმარისია გავკოთ ი(.) მრავალწევრი მის უფროს კოეფიციენტხე-- 

ეს იქნება მატრიცის. ელემენტარული გარდაქმნა–- და მივიღებთ კანონიკურ 

მატრიცსს. 

ვთქვათ, თეორემა უკვე დამტკიცებულია M--1 რიგის „.- მატრიცებისათ- 
ვის. განვიხილოთ ნებისმიერი »-ური რიგის 4(1) +-ნატრიცი. თუ ის ნულო- 
ვანია, მაშინ უკვე კანონიკურია და არაფერია დასამტკიცებელი. ამიტომ ვუ- 

შვებთ, რომ 4(+) მატრიცის ელემენტებს შორის არიან არანულოვანები. 

თუ საჭიროა, 4() ზატრიცის სტრიქონებისა და სვეტების გადაადგი- 

ლებით, შეგვიძლია გადავიტანოთ ერთი არანულოვანი ელემენტთაგანი მარ(კ- 
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ტენა ზედა კუთხეში. ამრიგად, .4(#) მატრიცის ექვივალენტურ 4#.-მატრიცებს 

შორის არიან ისეთები, რომელთა მარცხენა ზედა კუთხეში მოთავსებულია 

არანულოვანი მრავალწევრი. განვიხილოთ ყველა ასეთი მატრიცი. ამ მატრი- 

ცების მარცხენა ჭედა კუთხეში მოთავსებულ მრავალწევრებს შეიძლება ჰქონ- 

დეთ სხვადასხვა ხარისხი. მაგრამ მრავალწევრის ხარისხი არის ნატურალუ- 

რი რიცხვი, ხოლო ნატურალურ რიცხვთა ყოველ არაცარიელ სიმრავლეში 

არსებობს უმცირესი რიცხვი, მაშასადამე, 7#() მატრიცის ექვივალენტურსა 

და მარცხენა ზედა კუთხეში არანულოვანი ელემენტის მქონე ყველა X»-მატ- 

რიცს შორის შეიძლება მოინახოს ერთი ისეთი, რომ მის მარცხენა ზედა 

კუთხეში მოთავსებულ მრავალწევრს ჰქონდეს უმცირესი შესაძლო ხარისხი. 

ბოლოს, თუ ამ მატრიცის პირველ სტრიქონს გავყოფთ აღნიშნული მრავალ- 

წევრის უფროს კოეფიციენტზე, მივიღებთ 4(2) მატრიცის ექვივალენტურ 
ისეთ #»-მატრიცს, 

რი) ხც0ა ... ხა 
ჰია– (ია ხე) ·.- ხათ | , 

ხი) ხილ») ·. ჩიო(») 

რომ რ(2#0, ამ მრავალწევრის უფროსი კოეფიციენტი უდრის 1-ს, და 

ელემენტარული გარდაქმნების არავითარი კომბინაციით 

არ შეიძლება გადავიდეთ მიღებული მატრიციდან ისეთ მა- 

ტრიცზე, რომლის მარცხენა ზედა კუთხეში იქნებოდა ნაკ- 

ლები ხარისხის მრავალწევრი, 

დავამტკიცოთ, რომ მიღებული მატრიცის პირველი სტრი- 

ქონისა და პირველი სეეტის ყველა ელემენტი უნაშთოდ 

იყოფა ო(2)-ზე. ვთქვათ, მაგალითად, 2<:7<--სათვის : 

ხ);(#)=რო(2)9(4+-I-7(#). 

"სადაც 7(2)-ს ხარისხი ნაკლებია (,(1)-ს ხარისხზე. თუ .„(>) განსხვავებულია 

ნულისაგან, მაშინ, თუ ჩვენი მატრიცის ჯ-ური სვეტიდან გამოვაკლებთ მის 

პირველ სტრიქონს, გამრავლებულს V#(2)-ზე, ხოლო შემდეგ გადავანაცვლებთ 

პირველ და ჟ/-ურ სვეტებს, მივალთ 4(+) მატრიცის ექვივალენტურ ისეთ მა- 

ტოიცამდე, რომლის მარცხენა ზედა კუთხეში მოთავსებულია /„(#) მრავალ- 

წევრი, ე. ი. რ(1)-ს ხარისხზე ნაკლები ხარისხის მრავალწევრი. რაც ეწინა- 
აღმდეგება ამ მრავალწევრის არჩევას. აქედან გამომდინარეობს #/CL)=90, რაც 

უნდა დანტკიცებულიყო. 

თუ ახლა ჩვენი მატრიცის 7/-ური სვეტიდან გამოვაკლებთ მის პირველ 

სვეტს, გამრავლებულს ძ(2)-ზე, მაშინ #,, ელემენტს შევცვლით ნულით. თუ ასეთ 

გაოდაქპნებს ჩავატარებთ ჯ=2, 3..., #-სათეის, ნულებით შევცვლით ყველა ხ.,0) 

ელემენტს. ანალოგიური გზით შეიცვლება ნულებით ყველა ჩა(2) ელემენტიც, 

ჯ1=2, 3,..../”. მაშასადამე მივალთ M#(/) მატრიცის ექვივალენ- 

ტურ ისეთ მატრიცამდე, რომლის მარცხენა ზედა კუთხეში 
მოთავსებულია ი0) მრავალწევრი, ხოლო პირველი სტრიქო- 
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ნისა და პირველი სვეტის ყველა დანარჩენი ელემენტი +4=- 

ლია ნულის, 
- 

რ0)აზი ... 9 

«ა-( 0 ძევ()---2,„(2) | (2) 

0 «-ვ)..-თიი(2) 

ინდუქციური დაშვების თანახმად, ჩვენს მიერ მიღებული (2) მატრიცის 
მარჯვენა ქვედა კუთხეში მოთავსებული #-1I რიგის მატრიცი ელემენტარუ- 

ლი გარდაქმნებით დაიყვანება კანონიკურ სახეზე: 

შეერი.) (C ე) 

(LC 0ა/ ს0  _ %0ა/. 
თუ ჩავატარებთ ამ გარდაქმნებს (2) მატრიცის შესაბამის სტრიქონებსა და 

სვეტებზე – ამასთან ამ მატრიცის პირველი სტრიქონი და პირველი სეეტი 

ცხადია დარჩება უცვლელი–მივიღებთ, რომ 

რე 0 

ა-( რია), . IL (პ) 
0 · “ი) 

· იმის დასამტკიცებლად, რომ (3) მატრიცი კანონიკურია, დაგვრჩენია 

ვაჩვენოთ, რომ 6,0.) უნაშთოდ იყოფა ((2)-ზე, ვთქვათ 

0:(+) = 6(4)4(2.)-+/ (X), 

სადაც #0)#0 და ჯ(1)-ს ხარისხი ნაკლებია (,0.)-ს ხარისხზე. მაგრამ თუ (3) 

მატრიცის მეორე სვეტს მივუმატებთ მის პირველ სვეტს, გამრავლებულს 

მ0)-ზე, ხოლო შემდეგ მეორე სტრიქონიდან გამოვაკლებთ პირველ სტრიქონს. 
მაშინ #,(#) ელემენტს შევცელით 7(.)' ელემენტით. შემდეგ, თუ გადავანაცვ- 

ლებთ პირველ ორ სტრიქონსა და პირველ ორ სვეტს, ჩეენ გადავიყვანთ («(+) 

მრავალწევრს მატრიცის მარცხენა ზედა კუთხეში, ეს კი ეწინააღმდეგება «,(X) 

მრავალწევრის არჩევას. 

თეორემა X»-მატრიცის კანონიკურ სახეზე დაყვანის შესახებ დამტკიცე- 
ბულია. ეს თეორემა უნდა შეივსოს ერთადერთობის შემდეგი თეოთ- 

რემით: 

ყოველი ჯმატრიცი ექვივალენტურია მხოლოდ ერთი ჯა- 
„,ნნონიკური მატრიცისა. 

მართლაც, ვთქვათ მოცემულია ნებისმიერი ჯ„-ური რიგის X(2) 2-მატ- 

რიცი. დავაფიქსიროთ რომელიმე ნატურალური # რიცხვი, 1<-#<-7, და გან- 

ვიხილოთ 4(2) მატრიცის ყველა #-ური რიგის მინორი. თუ გამოვითვლით 
ამ მინორებს, მივიღებთ X-ს მრავალწევრთა სასრულ სისტემას; მრავალწევრ- 

თა ამ სისტემის უდიდესი საერთო გამყოფი, აღებული I უფროსი კოეფი- 

ციენტით, აღვნიშნოთ ძ|()-თი. 
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ჰაშასადაზე: გვაქვს 

ძ.(,). ძ,()),-.-, ძი) (4) 

ზოავალწევრები, რომლებიც ცალსახად განსაზღვრულია თვი- 

თონ 47) მატრიცით. ამასთან ძ)(#) არის #(+) მატრიცის ყველა ელე- 

მენტის უდიდესი საერთო გამყოფი, აღებული კოეფიციენტით 1, ხოლო ძ».() 

უდრის 40.) მატრიცის დეტერმინანტს, გაყოფილს მის უფროს კოეფიციენტ- 

ზი. შევნიშნოთ აგრეთვე, რომ, თუ #(2) მატრიცს აქვს რანგი 7, მაშინ 

ძ.-3)(4) = ...=ძ.(») =0, 

ხოლო (4) სისტემის ყველა დანარჩენი მრავალწევრი განსხვავებულია ნუ- 

ლისაგან. · 

40) /-მატრიცის ყველა L-–ური რიგის მინორის «0) უდი- 
დესი საერთო გამყოფი, #=1,2,.... 7, არ იცვლება 40) მატრიც- 

ხი ელემენტარული გარდაქმნების შესრულების დროს. 

' ეს დებულება თითქმის ცხადია იმ შემთხვევისათვის როცა +(») მატ- 
რიცში სოულდება 1) ან 2) ტიპის ელემენტარული გარდაქმნა. ასე მაგალი- 

თად. თუ მატრიცის ჯ-ური სტრიქონი მრავლდება # ველის თ რიცხვზე, თ #90, 

მაშინ #-ური რიგის ის მინორები, რომლებზედაც გადის ჯ-ური სტრიქონი, 

გამრავლდება თ-ზე, ხოლო ყველა დანარჩენი /-ური რიგის მინორი დარჩება 

უცვლელი. მაგრამ რამდენიმე მრავალწევრის უდიდესი საერთო გამყოფის 

მოძებნისას ნებისმიერი ამ მრავალწევრთაგანი დაუბრკოლებლად შეიძლება 

გავამრავლოთ /” ველის ნულისაგან განსხვავებულ რიცხვებზე. 

განვიხილოთ ახლა 3) ან 4) ტიპის ელემენტარული გარდაქმნები. 

ვთქვათ. მაგალითად, რომ 4(.) მატრიცის ჯ ურ სტრიქონს ემატება მისი 

ჯ/ური სტრიქონი, /#I, გამრავლებული Cდ0.) მრავალწევრზე; ამ გარდაქმნის 

შემგდეგ მიღებული მატრიცი აღვნიშნოთ 4(1)-თი, ხოლო მისი ყეელა #-ური 

ოიგის მინორის უდიდესი საერთო გამყოფი, აღებული 1 უფროსი კოეფიცი- 

„ენტით,––- ძ,(2)-თი. ვნახოთ, თა ემართებათ აღნიშნული გარდაქმნის დროს 

-4(7) მატრიცის M-ური რიგის მინორებს. 

ცხადია, რომ არ შეიცვლება ის მინორები რომლებზედაც არ გადის 

ჯული სტრიქონი, არ შეიცელება ის მინორებიც, რომლებზედაც გადის რო- 

გორც L-ური, ისე ჯ;-ური სტრიქონები, ვინაიდან დეტერმინანტი არ იცვლება 

თუ მის ერთ სტრიქონს ზივუმატებთ მისი სხვა სტრიქონის ჯერადს. ბოლოს, 

ავიღოთ ნებისმიერი იზ #-ური რიგის მინორთაგანი, რომლებზედაც გადის 

ური სტრიჟონი, მაგრან არ გადის /-ური; აღენიზნოთ იგი #-ით. 40ა) მა-. 

ტრიცის შესაბამისი მინორი, ცხადია, შეიძლება წარმოვიდგინოთ როგორც 

ჯამი 7/ მინორისა და #(+) მატრიცის დი)-ზე გამრავლებული 7/“ მინორისა, 

რომელიც მიიღება /##/ მინორიდან, თუ 4(2) მატრიცის ჯ ური სტრიქონის 

ელემენტებს შევცვლით მისი უ:-ური სტრიქონის შესაბამისი ელემენტებით. 

ვინაიდან როგორც M, ისე #' იყოფა ძაქ)-ზე, ამიტომ M-L90)M“იც გა- 
იყოფა ძIC)-ზე. | 
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ზათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ 40) მატრიცის ყველა #-ური რი- 

გის მინორი უნაშთოდ იყოფა ძთ()-ზე და ამიტომ მ.0ე-ც იყოფა ძ.(ჯX)-ზე. 
მაგრამ, ვინაიდან განხილული ელემენტარული გარდაქმნისათვის არსებობს 

იმავე ტიპის შებრუნებული ელემენტარული გარდაქმნა, ამიტომ თ,0)-ც იყო- 

ფა ძ:(X)-ზე. ხოლო თუ გავითვალისწინებთ, რომ ორივე ამ მრავალწევრის 

უფროსი კოეფიციენტები უდრის I-ს, მაშინ ძ,(2)=ძ/(), რაც უნდა დამტკი- 

„ცებულიყო. 

ამრიგად, 40) მატრიცის ეკვივალენტურ ყველა 2-მატ- 

რიცს შეესაბამება (4 მრავალწევრების ერთიდა იგივე ერ- 

თობლიობა. კერძოდ, ეს ეხება 40)-ს ეკვივალენტურ ნებისმიერ (თუ რამ- 

დენიმშეა) კანონიკურ მატრიცს. ვთქვათ (3) არის ერთი ასეთი მატრიცთაგანი. 
გამოვითეალოთ ძIM2) მრავალწევრი, /#:==1, 2,..., #, (3) მატრიცის გამო- 

ყენებით. ცხადია, რომ ამ მატრიცის მარცხენა ზედა კუთხეში მოთავსებული 
M-ური რიგის მინორი უდრის 

40) რ0ა...«0ა) (5) 
ნამრავლს. შემდეგ, თუ (3) მატრიცში ავიღებთ #-ური რიგის მინორს, რო- 

მელიც მოთავსებულია (|, 1:,...,1ჯ ნომრიან სტრიქონებში, სადაც I1,<1, <.... <#, 

და იმავე ნომრიან სვეტებში, მაშინ ეს მინორი უდრის «,I(2.) Cი(#)..-“,, (2) 

ნამრავლს, რომელიც იყოფა (5)-ზე. მართლაც, 1<:70 და ამიტომ #,,0) იყო- 

ფა 4)(1)-ზე, 27, და ამიტომ §,,0) იყოფა «)(2)-ზე და ა. შ. ბოლოს, თუ (3) 

მატრიცში აღებულია #-ური რიგის მინორი, რომელზედაც ერთი (ჯ-სათვის 

მაინც გადის ამ მატრიცის ჯ-ური სტრიქონი, მაგრამ აო გადის მისი ჯ-ური სვე- 

ტი, მამინ ეს მინორი შეიცავს ნულოვან სტრიჯონს და ამიტომ უდრის,ნულს. 

ნათქვამიდან გამომდინარეობს, რომ სწორედ (5) ნამრავლი ივნება (3) 

მატრიცის და ამიტომ გამოსავალი #(?) მატრიცის ყველა #-ური რიგის მი- 

ნორის უდიდესი საერთო გამყოფი, 

ძ.(X)=Cრ(7') 2:(7.)...C (2), #=1, 2,..-, #. (6) 

ახლა ადვილი საჩეენებელია, რომ «V() მრავალწევრები, #=1,2,...,», 

ცალსახად განისაზღვრებიან თვითონ 40) მატრიცით. 

ვგთქვათ'ამ მატრიცის რანგი უდრის ;«ჟ-ს, მაშინ, როგორც ვიცით, 

ძი. >)#90, მაგრამ ძ#.,1011=0 და ამიტომ, (6)-ის გამო, #.,1(2)=90. აქედან, კა- 

ნონიკური მატრიცის თვისებების გამო, საზოგადოდ გამომდინარეობს, რომ 

თუ 40) მატრიცის ; ოანგი ნაკლებია X-ზე, მაშინ 

ი„+I(4)=7?-,ე(2)=...=6ი(2.) =0. (7) 

მეორე მხრივ, # << 7/-სათვის (6)-დან გამომდინარეობს, ძა ,(X) # 0 გა- 

მო, რომ - 
ი ძია 

#0ს(#.) == –. 

ძი. I(X) (8) 

აბით მთავრდება 2ჯ-მატრიცის კანონიკური სახის ერთადერთობის დამტ- 

კიცება, ერთდროულად მივიღეთ უშუალო მონახვის წესი 60) მრავალწევრე- 
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ბისა რომლებსაც ეწოდებათ ,4(7) ბატრიცის ინვარიანტული იამ- 

ოავგვლები. 

მაგალითი. დავიყვანოთ კანონიკურ სახეზე 

3. X 211 » = /. #“ 

4ი (5. 3». , 
X-მატრიკი. თუ შევასრულებთ ელეჭმენტარულ გარდაქმნათა ჯაქე:, მივიღებთ 

/ 2 ' ”1 10 · 
· 225 7 -“ “ა 28 X0 

40 | 3 I–I 3 ვ |– 

"27-52. 7. 25-+-57. 2. 

-1 3 ლლ. ის /12--1077--37 0 » 0 · 
CL 3 –( 0 ) 9 13. 1019-- 31“ 

0 ბ. , 

მეოოე მხოივ, შეიძლებოდა უშუალოდ ,|I(ჯ#) მატრიცის ინვარიანტული მამრავლების 

გამოთვლა. სახელდობრ, თუ გამოვითელით ამ მატრიცის ელემენტების უდედეს საერთო გა- 

მყოფს, მივიღებთ: 

ძსმX)=6)I)=4.. 

ხოლო თუ გამოვითვლით /(1) მატრიცის დეტერმინანტს და შევნიშნავთ, რომ მისი უფოო– 

სი კოეფიციენტი უდრის 1-ს, მივიღებთ: 

ძ:(2) =2"––1013 ––323 
და ამიტომ 

2 „0ე=-%0) ა 10X8--31. 
(803) 

§ 60. უნიმოდულარული X»-მატრიცები. რიცხვითი მატრიცების მსგავსობის 

კავშირი მათი მახასიათებელი მატრიცების ექვივალენტობასთან 

წინა პარაგრაფის შედეგებიდან გამომდინარეობს X»-მატრიცთა ექვივა-- 

ლენტობის ერთი კრიტერიუმი, რომელსაც შეიძლება მიეცეს ორი თითქმის 

იგივური ჩამოყალიბება; · 

ორი #მატრიცი ექვივალენტურია მაშინდა მხოლოდ მა- 

შინ, როცა ისინი დაიყვანება ერთი და იგივე კანონიკურ 

სახეზე, 

ორი #მატრიცი ექვივალენტურია მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა მათ გააჩნიათ ერთნაირი ინვარიანტული მამ- 

რავლები. , , 

გამოვიყვანოთ კიდევ ერთი კრიტერიუმი, რომელსაც აქვს უკვეე სხვა 

ხასიათი. 

ჩვენ ვიცით, რომ კანონიკურ Xმატრიცთა რიცხეს ეკუთვნის ერთეუ- 

ლოვანი # მატრიცი. V (1) #-მატრიცს ვუწოდოთ უნიმოდულა რული, 

თუ # მატრიცი არის მისი კანონიჯური სახე, ე. ი. თუ ყველა მისი ინვარი- 

ანტული მამრავლი უდრის ერთს. 
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#0) -მატრიცი უნიმოდულარულია მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა მისი დეტერმინანტი განსხვავებულია ნულისა- 
გან, მაგრამ არ არის დამოკიდებული 1-ზე, ე. ი. არის ძირი- 

თადი # ველის ნულისაგან განსხვავებული რიცხვი. 

მართლაც, თუ LსIC)-<+#, მაშინ ამ ორ მატრიცს შეესაბამება ერთი და 

იგივე ძ,,(0)-მრავალწევრი. მაგრამ ერთეულოვანი მატრიცისათვის ძ»(0)=>1. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ VV.) მატრიცის დეტერმინანტი რომელიც 

შა0)-საგან განსხვავდება მხოლოდ ნულისაგან განსახვავებული რიცხვითი მამ- 

რავლით, იქნება # ველის ნულისაგან განსხვავებული რიცხვი. პირიქით, თუ 

CV(»)-ამატრიცის დეტერმინანტი განსხვაგებულია ნულისაგან და არ არის და- 

მოკიდებული #-ზე, მაშინ ამ მატრიცისათვის ძა0.) მრავალწევრი იქნება 1-ის 

ტოლი და ამიტომ, წინა პარაგრაფის (6)-ის თანახმად, VC.) მატრიცის ყვე- 

ლა ინვარიანტული #0) მამრავლი, ჯ=1, 2,..., #, უდრის ერთს. · 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ყოველი გადაუგვარებელი რიცხ- 

ვითი მატრიცი არის უნიმოდულარული 1-მატრიცი:. მაგრამ 

უნიმოდულარულ 42.-მატრიცს შეიძლება ჰქონდეს ძალიან რთული სახე. ასე 

მაგალითად, 

2. 2პ3-+5 

> ააა აააასა 
»მატრიცი უნიმოდულარულია, ვინაიდან მისი დეტერმინანტი უდრის 20-ს, 

ე· ი. განსხვავებულია ნულისაგან და არ.არის დამოკიდებული 4.-ზე. 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ უნიმო- 

დულარული მატრიცების ნამრავლი თვითონ უნიმოდულა- 

რულია--საკმარისია გავიხსენოთ, რომ მატრიცების გამრავლებისას მრავლ- 

დება მათი დეტერმინანტები, 

თწ0) -მატრიცი უნიმოდულარულია მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა მისთვის არსებობს შებრუნებული მატრიცი, 

რომელიც აგრეთვე 2-მატრიცია. 

მართლაც, თუ მოცემულია გადაუგვარებელი #»-მატრიცი, მაშინ, თუ 

ჩვეულებრივი წესით მოვნახავთ შებრუნებულ მატრიცს, მოგვიხდება მოცემუ- 

ლი მატრიცის ელემენტთა ალგებრული დამატებების გაყოფა ამ მატრიცის 

დეტერმინანტზე, ე. ი. X-ს რაიმე მრავალწევრზე. ამიტომ ზოგად შემთხვევა- 

ში შებრუნებული მატრიცის ელემენტები იქნება X»ს რაციონალური წილადე- 

ბი და არა X-ს მრავალწევრები, ე. ი. ეს მატრიცი არ იქნება 17.მატ- 

რიცი. ხოლო თუ მოცემულია უნიმოდულარული მატრიცეი, მაშინ ალგებრუ- 

ლი დამატებების გაყოფა მოგვიხდება მხოლოდ # ველის ნწულისაგან განსხვა- 

ვებულ რიცხვზე, ე. ი. შებრუნებული მატრიცის ელემენტები იქნება 2-ს მრა- 

ვალწევრები და ამიტომ შებრუნებული მატრიცი თვითონ იქნება X-მატრიცი. 

პირიქით, თუ VI») 2 მატრიცს გააჩნია, შებრუნებული CV“1(2) X-მატრიცი, მა-· 

შინ ორივე ამ მატრიცის დეტერმინანტები არის X»-ს მრავა ლწეერები, მათი 
ნამრავლი უდრის 1-ს და ამიტომ ორივე დეტერმინანტი უნდა იყოს ნულო- 

ვანი ხარისხის მრავალწევრი. 
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უკანასკნელი შწენიშვნიდან გამომდინარეობს ახლა დამტკიცებული თეო- 

რემისადმი შემდეგი დამატება: 

უნიმოდულარული #მატრიცის შებრუნებული ჯ»-მატრი- 

ცი თვითონ უნიმოდულარულია. 
უნიმოდულარული მატრიცის ცნება გამოიყენება #მატრიცთა ეკ- 

ვივალენტობის შემდეგი ახალი კრიტერიუმის ჩამოყალიბებაში: 

ორი »-ური რიგის 47) და 80) 1-მატრიცი ეკვივალენტე- 

რია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს იმავე #-ური 

რიგის ისეთი უნიმოდულარული VV)და 7C,) #--მატრიცები, რომ 

803= V0.) 40) 7. (1 

შემოვიტანოთ ჯერ შემდეგი ცნება, რომელიც გამოიყენება ამ კრიტე- 

რიუმის დამტკიცების დროს. ელემენტარული მატრიცი ვუწოდოთ 

'(1. 9) 

-.თ.....IC, (2) 

| . 
(ი 1) 

რიცხვით (და, მაშასადამე, #-) მატრიცს, რომელიც ერთეულოვანი მატრიცი- 

საგან, განსხვავდება მხოლოდ იმით, რომ მთავარი დიაგონალის რომელიმე 

ურ ადგილზე, 1<<7, დგას ველის ნულისაგან განსხვავებული 

ნებისმიერი თ რიცხვი. მეორე მხრივ, ელემენტარული მატრიცი ვუ- 

წოდოთ აგრეთვე 
1 · I 

(0) 

2-მატრიცს, რომელიც განსხვავდება ერთეულოვანი მატრიცისაგან მხოლოდ 

იმით, რომ ჯ ური სტრიქონის და /-ური სეეტის გადაკვეთაზე, 1<17<7, 

1<2/ <7, „ამასთან (#2, დგას LI) რგოლის ნებისმიერი დ(0) მრავალწევრი. 
_ "ყოველი ელემენტარული მატრიცი უნიმოდულარულია. 

მართლაც, (2) მატრიცის დეტერმინანტი უდრის თ-ს, მაგრამ, პირობის თა- 
ნახმად, თ#0; (3) მატრიცის დეტერმინანტი კი უდრის 1-ს. 
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მლნ) ჯმატრიცში ნებისმიერი ელემენტარული გარდაქმ- 

ნის შესრულება ტოლფასია ამ მატრიცის მარცხნიდანან 

მარჯვნიდან რომელიმე ელემენტარულ მატრიცზე გამრავ- 

ლებისა. 

მართლაც, მკითხველი ადვილად შეამოწმებს შემდეგი ოთხი დებულების 

სამართლიანობას: 1) #(7) მატრიცის გამრავლება მარცხნიდან (2) მატრიცზე 

ტოლფასია 40) მატრიცის I. ური სტრიქონის თ რიცხვზე გამრავლებისა; 

27 40ა მატრიცის გამრავლება მარჯვნიდან (2) მატრიცზე ტოლფასია 40) 

მატრიცის ჯ-ური სვეტის თ ოიცხეზე გამრავლებისა; 3) ,(() მატრიცის გამ- 

რავლება მარცხნიდან (3) მატრიცზე ტოლფასია 401) მატრიცის ჯ-ური სტრი- 

ქონისათვის მისი, დ(+)ზე გამრავლებული, 2-ურით სტრიქონის მიმატებისა; 

4) 40 მატრიცის გამრავლება მარჯვნიდან (3) მატრიცზე ტოლფასია 40) 

მატრიცის 2-ური სეეტისათვის მისი, Cდ(0)- ზე გამრავლებული, 1ჯ-ური სვეტის 

მიმატებისა, 

გადავიდეთ ახლა ჯ»-მატრიცთა ჩვენი კრიტერიუმის დამტკი- 

ცებაზ ე· თუ 40)–-80ე), მაშინ „10)-დან შეიძლება გადავიდეთ +8()-ზე 

ელემენტარულ გარდაქმნათა სასრული რიცხვის საშუალებით, თუ თითოეულ 

ამ გარდაქმნათაგანს შევცვლით მარცხნიდან ან მარჯვნიდან ელემენტარულ 

მატრიცზე გამრავლებით, მივალთ 

130= (ც0ს..-CVს დ) 0) #7 „0)...#I0ა (4 

ტოლობამდე, სადაც ყველა C,(7),-.- VIX(X), 7(M)..., 72) მატრიცი ელემენ- 
ტარულია და, მაშასადამე, უნიმოდულარული. ამიტომ უნიმოდულარული იქ- 

ნებიან 

VV0) = (ს0)..-.Cს0), 7(2)=I)0....MI0) “ (5) 

მატრიცებიც, როზლებიც წარმოადგენენ უნიმოდულარულ მატრიცთა ნამრავ- 

ლებს, ხოლო (4) ტოლობა გადაიწერება (1) სახით. შევნიშნოთ, რომ თუ, მა- 

გალითად, 7#:=0, ე. ი ელემენტარული გარდაქმნები სრულდება მხოლოდ 

სვეტებზე, მაშინ ვუშვებთ უბრალოდ VX)= X 

დამტკიცების ჩვენს მიერ ჩატარებული ნაწილი საშუალებას იძლევა ერთ- 

დროულად გამოვთქვათ შემდეგი ·დებულება: 
ჯმატრიცი უნიმოდულარულია მაშინ და მხოლოდ შა- 

შინ, როცა შეიძლება მისი წარმოდგენა ელემენტარულ მატ- 

რიცთა ნამრავლის სახით. · 

მართლაც, ჩვენ ვსარგებლობდით იმით, რომ ელემენტარული მატრიცე- 

ბის ნამრავლი უნიმოდულარულია, პირიქით, თუ მოცემულია ნებისმიერი უნი- 
მოდულარული II") მატრიცი. მაშინ ის ეკვივალენტურია ერთეულოვანი # 
მატრიცისა. თუ გამოვიყენებთ ზემოთ ჩატარებულ დამტკიცებას 40) და 80) 

მატრიცების მაგივრად # და II (2) მატრიცებისათვის, (4)-დან მივიღებთ 

II"(ჯ) = CL)(2) ..VIC2.) Iს)0)..-V,(X) 

ტოლობას, ე. ი, IM (2) „მატრიცი აღმოჩნდა წარმოდგენილი ელემენტარულ 
მატრიცთა ნამრავლის სახით. · 
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ახლა ადვილია ჩვენი კრიტერიუმის შებრუნებული დებუ- 

ლების დამტკიცების ჩატარებაც, ვთქვათ 40.) და #0.) მატრიცებისა- 

თვის არსებობენ ისეთი უნიმოდულარული VC.) და X7(C1) მატრიცები, რომ 

ადგილი აქვს (1) ტოლობას, დამტკიცებულის თანახმად, CC.) და IC.) მატ- 

რიცები შეიძლება წარმოიდგინოს ელემენტარულ მატრიცთა ნამრაქლების სა- 

ხით; ვთქვათ, ეს არის (5) წარმოდგენები. (1) ტოლობა ახლა გადაიწერება (4) 

სახით და, თუ ელემენტარულ მატრიცზე ყოველ გამრავლებას შევცვლით შე- 

საბამისი ელემენტარული გარდაქნნით, ბოლოს მივიღებთ, რომ 4(1––80.)- 

მატრიცული მრავალწევრები. X-მატრიცის ცნებას შეიძლება სულ სხვა 

მხრიდან შევხედოთ. X ველზე ა„-ური რიგის მატრიცული 7-მრა- 

ვალწევრი ვუწოდოთ 2-ს მრავალწევრს, რომლის .კოეფიციენტები არიან 

ერთი და იგივე #-ური რიგის კვადრატული მატრიცები ელემენტებით #7 ვე- 

ლიდან; მისი ზოგადი სახე იქნება 

4აპ--4#-1-+L ,..-L 4C 1-4. (6) 

§ 15-ის თანახმად, თუ გავიგებთ 4, მატრიცის გამრავლებას +“ .ზე, 

1=0, 1,..., L, როგორც 4; მატრიცის ყველა ელემენტის გამრავლებას 2+“"-ზე, 

ხოლო შემდეგ თუ შევასრულებთ მატრიცთა შეკრებას იმავე § 15-ის შესაბა- 

მისად, მივიღებთ, რომ ყოველი ჯ-ური რიგის მატრიცული 4-მრა- 

გალწევრი შეიძლება ჩაიწეროს ჯ-ური რიგის მატრიცის 

სახით, 

ასე მაგალითად, 

ებეუეა>–  “. 
_ /423-+LX –-3-+L21+L1 
=( 0... როთი! 

პირიქით, ყოველი #·.ური რიგის #-მატრიცი შეიძლება ჩა- 

იწეროს #-ური რიგის მატრიცული )-მრავალწევრის სახით. 

ასე მაგალითად, 

ნ4> “9 )“(C 9)“+C 5)»+C 5)1+( 6 –ა)' 
ვინაიდან მატრიცების, და მათ შორის #-მატრიცების, ტოლობა ნიშნავს 

ამ მატრიცებში ერთნაირ ადგილებზე მდგომი ელემენტების ტოლობას, ამი- 

ტომ (6) სახის მატრიცული Xმრავალწევრების ტოლობა ნიშნავს »#-ს ერთ 

და იმავე ხარისხებთან მდგომი მატრიცული კოეფიციენტების ტოლობას, 

ამასთან, ჩვენ ვხედავთ, რომ თანადობა 2.-მატრიცებსა და მატრიცულ X-მრა- 

ვალწევრებს შორის არის ურთიერთცალსახა. 
ვთქვათ მოცემულია #0.) X-მატრიცი, ამასთან. 

403= 4ე4M+ 42“ '+...+4-)X+ 4, 
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სადაც „ე მატრიცი არ არის ნულოვანი. # რიცხვს ვუწოდოთ /(1) X-მატ- 

რიცის ხარისხი; ცხადია, ეს იქნება 4(0.) მატრიცისწელემენტების უმაღ- 
ლესი ხარისხი (0.-ს მიმართ). 

შეხედულება 7#-მატრიცებზე, როგორც მატრიცულ მრავალწევრებზე, სა- 

შუალებას იძლევა განვავითაროთ 7»-მატრიცებისათვის გაყოფადობის თეო- 

რია, რომელიც რიცხვითი მრავალწევრებისათვის გაყოფადობის თეორიის 
ანალოგიურია, მაგრამ, ბუნებრივია, გართულებტლია მატრიცთა გამრავლების 

არაკომუტატურობით და წნულის გამყოფების არსებობით. ჩვენ შემოვისაზღვ- 

რებით მხოლოდ ნაშთით გაყოფის ალგორითმის საკითხით. 

ვთქვათ, > ველზე მოცემულია ჯ-ური რიგის X»-მატრიცები: 

4(% = 4. + 42“ 1-L...+4-1X+-4, 

80) =38აM+ 184! 1+...+- 8, )2:+7,, 

· ამასთან დავუშვათ, რომ 8. მატრიცი გადაუგვარებელია, 

ე. ი, არსებობს ჩხ. 1 მატრიცი; მაშინ ჩველზე შეიძლება მო- 

ინახოს იმავეთი»-ური რიგის ისეთი 0,I0.) და #() X»-მატრიცე- 

ბი, რომ 

' 4(0უ=8(0ა) C0)+ XC). · (7) 
ამასთან. #0)-ს ხარისხი ნაკლებია #80)-ს ხარისსზე ან 

#)(0):=0. მეორე მხრივ, # ველზე შეიძლება მოინახოს ა»-ური 

რიგის ისეთი 0.) და #ე)(.) 1-მატრიცები, რომ 

40)= 0:ლა 80+1იC), (8) 

ამასთან #)(0)-ს ხარისხი ნაკლებია #(0)-ს ხარისხზე ან 

20)=0, დ0ა) და #0) მატრიცები, და აგრეთვე დ,(0) და 722), 
რომლებიც ამ პირობებს აკმაყოფილებენ, განისაზღვრებიან 

ცალსახად. 
ამ თეორემის დამტკიცება ტარდება ისევე, როგორც რიცხვითი მრა- 

ვალწევრებისათვის შესაბამისი თეორემის დამტკიცება (იხ. § 20). ვთქვათ, 

მაგალითად, (7) პირობას აკმაყოფილებენ აგრეთვე 00) და #0) მატრიცე- 

ბი, ამასთან XI(1)-ს ხარისხი ნაკლებია ჯ(#)-ს ხარისხზე. მაშინ 

8C0(დ0ე– 0)(1))= 10)-–720)- 

მარჯვენა მხარის ხარისხი ნაკლებია ზე, ხოლო მარცხენა მხარის ხარისხი, 
თუ კვადრატული ფრჩხილი განსხვავებულია ნულისაგან, მეტია ან ტოლი 

I-ის, ვინაიდან 8ა მატრიცი გადაუგვარებელია. აქედან გამომდინარეობს 0,0) 

და 7)(L.) მატრიცების ერთადერთობა. 

ამ მატრიცების არსებობის დამტკიცებისათვის შევნიშნოთ, რომ, რო- 

ცა M#>+V, 

40) –-18(2) · 85 "4 I 

სხვაობის ხარისხი იქნება მკაცრად ნაკლები #-ზე; ამიტომ შე“1/14-! იქნება 

„0I(ს მატრიცული X-მრავალწევრის უფროსი წევრი. შემდეგ გრძელდება ისე- 

ვე, როგორც § 20-ში. მეორე მხრივ, 
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40) – 4ი8ა5 'M 1 · 80) 
სხვაობის ხარისხი აგრეთვე მკაცრად ნაკლებია #-ზე, ე. ი. ა13კ ·# ”' იქნება 

0) პატრიცული 2-მრავალწევრის უფროსი წევრი. ჩვენ ვხედავთ, რომ 0,0) 
და 0,(.) #-მატრიცები (და აგრეთვე 72,(2) და #,.0), რომლებიც აკმაყოფი- 

ლებენ: თეორემის პირობებს, ზოგად შემთხეევაში მართლაც იქნებიან განსხვა- 

ვებული. ' 
ძირითადი თეორემა მატრიცთა მსგავსების შესახებ. როგორც უკვე 

აღინიშნა, ჩვენ ჯერ არ გვაქვს წესი იმ საკითხის ამოხსნისათვის, მსგავსია 

თუ არა მოცემული რიცხკითი 4 და # მატრიცები (ე. ი. ძირითადი #ჯ ვე- 

ლის ელემენტებიანი მატრიცები). მეორე მხრივ, მათი მახასიათებელი 7„-–7# 

და 8-#X მატრიცები არიან #-მატრიცები და საკითხი ამ მატრიცების ეკ- 

ვივალენტობის შესახებ წყდება სავსებით ეფექტურად. ამიტომ ადვილი გასა- 

' გებია თუ როანდენადღ დიდია შემდეგი თეორემის მნიშვნელობა: 
ს ველის ელემენტებიანი 4 და # მატრიცები მსგავსია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მათი მახასიათებელი „I–01X 

და 88-ე მატრიცები ეკვივალენტურია. 

მართლაც, ვთქვათ 4 და # მატრიცები მსგავსია, ე. ი. #7 ველზე არ- 

სებობს ისეთი გადაუგვარებელი C მატრიცი, რომ 

=C 140. 

C 1((4–,.I)0C=C 1 40–-X(C-1LC) = 8 – 2.#. 

მაგრამ გადაუგვარებელი რიცხვითი C- 1 და C მატრიცები არიან უნიმოდუ- 

ლარული X-მატრიცები. ჩვენ ვხედავთ, რომ #8-2# მატრიცი მიღებულია 

#–X# მატრიცის მარცხნიდან და მარჯვნიდან უნიმოდულარულ მატრიცებ- 

ზე გამრავლებით, ე. ი. 4-2 8-71#. 

შებრუნებული დებულების დამტკიცება უფრო რთულია. ვთქვათ 

მაშინ 

მხ 8--7.წ. 

მაშინ "არსებობენ ისეთი უნიმოდულარული VI) და /7I)1) მატრიცები, რომ 

V(X)(4–7#)V 0) =8–2#. (9) 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ უნიმოდულარული მატრიცებისათვის არსებო- 

ბენ მებრუნებული მატრიცები და არიან »-მატრიცები, (9)-დან გამოვიყვანთ 

შემდეგ ტოლობებს, რომლებიც ქვემოთ გამოგვადგება: 

00ა(4-9 =08-Xნ)/-/, | 
(4–X#)7 Cა)=ფ0“10(C8-–2.#).| 

ვინაიდან 8-7; X-მატრიცს აქვს X-ს მიმართ 1 ხარისხი, ამასთან შესა- 

ბამისი მატრიცული მრავალწევრის უფროსი კოეფიციენტი არის გადაუგვა- 

რებელი–# მატრიცი, ამიტომ VC>) და 8--X# მატრიცებისათვის შეიძლება 

გამოვიყენოთ ნაშთით გაყოფის ალგორითმი: არსებობენ ისეთი 010) და 79 

მატრიცები -– უკანასკნელს, თუ განსხვავებულია ნულისაგან, უნდა ჰქონდეს 4.-ს, 

მიმართ 0 ხარისხი, ე. ი. X-ზე არ არის დამოკიდებული,-–-რომ 
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სVC0)=(8-XX)00)-- LL. (11) 

#0ა=0,0)(8-–X#)+7#,- (12) 
თუ გამოვიყენებთ (11)-ს და (12)-ს, (9)-დან მივიღებთ: 

#)(4-–1 9) =(8--#6) – V C)(4-–X#%)0:0)(188--#6)–– 

–(8-27)0,(2)(4--2.#M)7(2)--C28-–-2.9)01(2)(4-–-+7)0»(2)(18 – #9), 
ანუ, (10) ის გამო, ! 

18((44--X#M)1პ =(.8--##M%)--(8 –X#%)I7 1050C5+(XX85--X#)-– 

–(8-2%)თ0ა0V-0)08-–26)+ 
+08-–21#6)01(1X4-–7#%)0,(4)(8-–7#) =(8–#X#)X 

XLCL-–- 7 1თთლა-I- 0,000 10)– ფ()(4-–1#)0,001(28-–2.X)). 
მარჯვნიე მოთავსებული კვადრატული ფრჩხილი სინამდვილეში უდრის ნულს: 
წინააღმდეგ შემთხვევაშიი არის რა #მატრიცი, ვინაიდან XX” 1)-ც და 

V 1X-ც არიან Xმატრიცები, მას ექნებოდა სულ მცირე 0 ხარისხი, ხო- 

ლო მაშინ ფიგურული ფრჩხილის ხარისხი იქნებოდა არანაკლები 1-ისა და, 

მაშასადამე, მთელი მარჯვენა მხარის ხარისხი იქნებოდა არანაკლები 2-ისა, 

მაგრამ ეს შეუძლებელია, ვინაიდან მარცხნივ დგას 1 ხარისხის X#-მატრიცი. 
ამრიგად, 

ანალოგიურად 

10 (41-––-X ი), = 8-–-27#, 

საიდანაც, თუ გავუტოლებთ X-ს ერთნაირ ხარისხებთან მდგომ მატრიცულ 

კოეფიციენტებს, მივიღებთ 

: #M#IL472=7#, (13) 

8 9,=>X. 04 
(14) ტოლობა გვიჩვენებს, რომ რიცხვითი #, მატრიცი არა მარტო განსხვა- 

ვებულია ნულისაგან, არამედ გადაუგვარებელიც არის, ამასთან 

წერე) =7#), 

ხოლო მაშინ (13) ტოლობა ღებულობს 

#, 147ე=28 

სახეს, რაც ამტკიცებს 4 და 8 მატრიცების მსგავსებას. 

ერთდროულად ჩვენ ვისწავლეთ მონახვა იმ გადაუგვარებე- 

ლი ჯე მატრიცისა, რომელიც ახდენს 24 მატრიცის ტრანს- 

ფორმირებას 8 მატრიცში. სახელდობრ, თუ 4-2# და 8-1# 

მატრიცები ეკვივალენტურია, მაშინ პირველი ელემენტარულ გარდაქმნათა 

სასრული რიცხვით გადაიყვანება მეორეში, ვიღებთ ამ გარდაქმნებიდან იმათ, 
რომლებიც ეხებიან სვეტებს, და იმავე თანმიმდევრობით აღებულ შესაბამის 

ელემენტარულ მატრიცთა ნამრავლს აღვნიშნავთ IL(X)-თი. შემდეგ IX(2)-ს 

ვყოფთ 8-27#-ზე, ამასთან ისე, რომ განაყოფი იდგეს გამყოფის მარცხნივ 
(იხ. (8)), სწორედ ამ გაყოფის ნაშთი იქნება #, მატრიცი. 
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აღნიშნული გაყოფა სინამდვილეში შეიძლება არ შევასრულოთ, არამედ 

ვისარგებლოთ შემდეგი ლემით, რომელიც პოეებს გამოყენებას აგრეთვე 
§ 62-ში. 

ლემა: ვთქვათ 

X70ა=V7აX+I7)X +... +-7, )X+X,, ”ა#9. (15) 
თუ 

XC.) = 0,(MX-#-– 8) + #,, 
მაშინ 

#= 8'7/ა+ 8 17)+-...+8V7,-.+VV,, (17) 

Mე=Mწა8'--7/ე8' '--..+M/,- 1.8 +X7,. 

საკმარისია დავამტკიცოთ ლემის ამ ორი დებულებიდან თუნდაც პირველი, 

მეორე დამტკიცდება სავსებით ანალოგიურად. დამტკიცება მდგომარეობს (16) 

ტოლობის სამართლიანობის უშუალო შემოწმებამი, თუ 70) მრავალწევრი 

იქნება შეცვლილი მისი (15) ჩაწერით, 7#,-ის მაგივრად იქნება ჩასმული (17), 

ხოლო 0)(#)-ად აიღება 

CI(-)= 7ა“ "-I-(87/ა+I/))“ ?-+(8 + 37/1+X/,)/ I... 

·-·.+(8 '7/ა- 8 7” +...--+I, )) 

მრავალწეგრი. ამ? შემოწმებას ვანდობთ მკითხველს. 

მაგალითი. მოცემულია 

–21 –10 -.4 
4= სც) 8= 

03 26 11 

მატრიცები. მათი მახასიათებელი მატრიცები ეკვივალენტურია, ვინაიდან დაიყვანებიან ეოთ 

და იმავე კანონიკურ სახეზე 

“ ”1 0 . 

(ხ 19-26)” 

ამიტომ ,| და ჯ§ მატრიცები მსგავსია. 

„ჯე მატრიცის მონახვისათვის, რომელიც ახდენს /-ს ტრანსფორმირებას X-ში, მო- 

ვნაოთ ელემენტარული გარდაქმნების რაიმე ჯაჭვი რომელსაც 4 –- 1” გადაყავს 

18-–).7#-ში. ასე მაგალითად, : 

-–2 1 => 1 ზი –4 – X8= –L · – – 
4-ს წ ა) 6 II-I) საია 

-( + “0- –4 )=8–X#. 
–-104 11-- 2 11-/ 

სვეტებს ეხება უკანასკნელი ორი გარდაქმნა; პირველ სვეტს ემატება შეორე, გამრავლებული 
1 

--68-ზე, ხოლო შემდეგ პირველი სვეტი მრავლდება –– “ხე, შესაბამისი ელემენტარული მატ- 

რიცების ნამრავლი იქნება 
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1 1 
_ .“ჭ.06 “0 

იი-(19( 2 ე-( 29 -–81%0 1 2. 1 
ეს მატრიცი არ არის დამოკიდებული ).-ზე და ამიტომ ის იქნება კიდეც საძიებელი #7. 

მატრიცი. 

რა თქმა უნდა, მატრიცი, რომელიც ახდენს 4-ს ტრანსფორმირებას 78-ში, განსაზღე- 
რულია არაცალსახად, მაგალითად, ასეთი იქნება აგრეთვე 

6.) 
ა 61, ფორდანის ნორმა რი ფორმა უოოდ ს ლუ ფ 

მატრიცი. 

ჩვენ ახლა განვიხილავთ ველის ელემენტებიან »-ური რიგის კვადრა- 

ტულ მატრიცებს. გამოყოფილი იქნება ასეთი მატრიცების ერთი სპეციალუ- 

რი ტიპი, ეგრეთ წოდებული ჟორდანის მატრიცები და ნაჩვენები იქნება, 

რომ ეს მატრიცები წარმოადგენენ ნორმალურ ფორმას მატრიცთა ძალიან 

ფართო კლასისათვის, სახელდობრ, მატრიცები, რომელთა ყეელა 

მახასიათებელი ფესვი მოთავსებულია ძირითად # ველში 

(და მხოლოდ ასეთი მატრიცები), მსგავსია ჟორდანის რაიმე 

მატრიცისა, ე. ი, როგორც ამბობენ, ისინი დაიყვანებიან 

ჟორდანის ნორმალურ ფორმაზე. აქედან გამომდინარეობს, რომ, თუ 

# ველად აღებულია კომპლექსურ რიცხვთა ველი, ყოველი კომპლექსურ 
ელემენტებიანი მატრიცი დაიყვანება კომპლექსურ რი- 

ცხვთა ველში ჟორდანის ნორმალურ ფორმაზე. 

შემოვიტანოთ აუცილებელი განმარტებები. # რიგის ჟორდანის უჯ- 

რედი, რომელიც მიეკუთვნება ჩე რიცხვს, ეწოდება / რიგის მატრიცს, 

1<< 7, რომელსაც აქვს 
2) 1 0 
(სბ 1 ! 

ახეთ. ი) 
1 

9 ს XI 

სახე; სხვა სიტყვებით, მის მთავარ დიაგონალზე დგას 1. ველის ერთი და 

იგივე ჯ». რიცხვი; მთავარი დიაგონალის ზემოდან უახლოესი პარალელური 

ხაზი მთლიანად დაკავებულია 1 რიცხვით; მატრიცის ყველა დანარჩენი ელე- 

მენტი ტოლია ნულის. ასე მაგალითად, 

ი (XC: 
იქნება შესაბამისად პირველი, მეორე და მესამე რიგის ჟორდანის უჯრედები, 
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#-ური რიგი, ჟორდანის მატრიცი ეწოდება »-ური რიგის მატ- 
რიცს, რომელსაც აქვს სახე 

ლ–ძ>ძ>ძ–ო 
IV 

#/= . ; () 

9 LV 
აქ მთავარი დიაგონალის გასწვრივ გვაქვს რომელილაც რიგების Vჰ,, 

ძე... 7, არა აუცილებლად განსხვავებული ჟორდანის უჯრედები, რომ- 

ლებიც მიეკუთვნება ს ველის აგრეთვე არა აუცილებლად განსხვავებულ რა- 

ღაც რიცხვებს; ყველა ადგილი ამ უჯრედების გარეთ დაკავებულია ნულებით. 
ამასთან +>1, ე, ი. -ური რიგის ერთი ჟორდანის უჯრედი ამავე რიგის 

ჟორდანის მატრიცათა რიცხვს ეკუთვნის, და, გასაგებია, ჯ<-». 

შევნიშნოთ, თუმცა ეს არ იქნება შემდეგში გამოყენებული, რომ შეით- 

ლებოდა ჟორდანის მატრიცის აღწერა ისე, რომ არ მიგვემართა ჟორდანის 

უჯრედის ცნებისათვის. სახელდობრ, ცხადია, რომ # მატრიცი იქნება ჟორ- 

დანის მატრიცი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა მას აქეს 

# 6 0 ჩჩ, '. ) 

· · 5 ” 

0 ») 

სახე, სადაც X, 1=1, 2..., ჩ, ნებისმიერი რიცხვებია X ველიდან, ხოლო ყო- 

ველი C,, 1=1, 2)..., I-––1, ტოლია ერთის ან ნულის, ამასთან, თუ §,=1, მა- 

შინ #,=2კკე.. 

დიაგონალური ზატრიცები წარმოადგენენ ჟორდანის 

მატრიცების კერძო შემთხვევას; ესენი იქნებიან ზუსტად ის ჟორ- 

დანის მატრიცები, როზელთათვისაც ყველა ჟორდანის უჯრედს აქვს 1 რიგი. 

ჩვენს უახლოეს მიზანს წარმოადგენს »-ური რიგის ნებისმიერიძ 

ჟეორდანისმატოიცის მახასიათებელიყ/#–ყ მატრიცისათვის 

კანონიკური სახის მონახვა. თავდაპირველად მოვნახოთ კანონიკური 

სახე #-ური რიგის ერთი ჟორდანის (1) უჯრედის მახასიათებელი 

(ჩა 1 0) 
' #ა–# 1 

(3) 
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მატრიცისათვეის. თუ გამოვითვლით ამ მატრიცის დეტერმინანტს და გავიხ- 

სენებთ, რომ ძ,(») მრავალწევრის უფროსი კოეფიციენტი უნდა უდრიდეს 1-ს, 

მივიღებთ, 
ი.(X) = (X-––-Xე)“. 

მეორე მხრიე, (3) მარრიცის #-1 რიგის მინორებს შორის არის ერთის ტო- 

ლი მინორი, სახელდობრ ის, რომელიც მიიღება ამ მატრიცის პირველი სვე- 

ტის და უკანასკნელი სტრიქონის ამოშლის შემდეგ. ამიტომ 

ძ.(.)=1. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ კანონიკურ სახეს (3) მატრიცისათ- 

ვის წარმოადგენს #»-ური რიგის შემდეგი 021-მატრიცი: 

(1 0) 

სყ). რ 
(ი (X-XI 

დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი ლემა: 

თუ CI (M, დე (#..,%(2) მრავალწევოები ნს) რგოლიდან 
წყვილ-წყვილად თანამარტივია, მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ 

ეკვივალენტობას: 

დ,(») 0 

/ ' დ;() . | ს 

· კ 

L9 დ) | II Vია 
L0 1=1 1 

ცხადია, საკმარისია განვიხილოთ შემთხვევა /=-2. ვინაიდან დI(2) და 

დე(») მრავალწევრები თანამარტივია, ამიტომ (I) რგოლში არსებობენ ისე- 

თი #,(1) და ჯ,(.:) მრავალწევრები, რომ 

დ)(X)ი(1)––დე(2)V (2) =: 1. 

(ითა თ) (9) ირის) 
0 დლ CXC3) 

– დჯ(2)MI(2)-1–დ(2)Mა(2) )– (5) 1. )– 

9 და(2) დექ) 

–( 1 აა. C დ»(#) 

დაპ) 0 ––დ)(ჯ)და(ჯ) 

–( _ არადა)“ (0 მაჯანა)' 

რაც უნდა დამტკიცებულიყო. 

1. 0) 

ამიტომ 
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გადავიდეთ ახლა (2) სახის # ჟორდანის მატრიცისათვის მახასიათებელი , 

(| ძე) | _ 0) 

| შა–-»% | 

(0 1 7=VI 

მატრიცის განხილვაზე, აქ #, I=1, 2,.., ,, არის ერთეულოვანი მატრიცი 

იმავე რიგისა რაც )#; უჯრედი. ვთქვათ, # მატრიცის ჟორდანის უჯრედები 

მიეკუთვნება შემდეგ განსხვავებულ რიცხვებს: 2), »,,,.., X, სადა; 1<-#. 

ვთქვათ, შემდეგ. X, 1=1, 2,...., /, რიცხვს მიეკუთვნება მ; ჟორდანის უჯრედი, 

«თ >1, და ვთქვათ ამ არაზრდად რიგში განლაგებული უჯრედების რიგები 

არის 

MI –>L52>-. > ჩი, (6) 

აღვნი:შნოთ, თუმცა ამით არ ვისარგებლებთ, რომ 

- 

! იძ: 

ს» 2, ა,=V. 

1=17=1 

თუ ელემენტარულ გარდაქმნებს გამოვიყენებთ (5) მატრიცის იმ სტრი- 

ქონებისა და სვეტების მიმართ, რომლებიც გადიან ამ მატრიცის #,–2.#, უჯ- 

რედზე, ცხადია, ჩვენ არ შევეხებით სხვა დიაგონალურ უჯრედებს. აქედან 

გამომდინარეობს, რომ (5) მატრიცში შეიძლება ელემენტარული გარდაქმნე- 

ბის დახმარებით ყოველი #,--X#,გ !=1,2,..., #, უჯრედი შეიცვალოს შესა- 

ბამისი (4) სახის უჯრედით. სხვა სიტყვებით, #--XX მ ატ რიცი ეკვივა- 

ლენტურია დიაგონალური მატრიცისა, რომლის დიაგონალ- 

ზეც ერთიანების რაღაც რიცხვთან ერთად დგანან აგრეთვე 

შემდეგი მრავალწევრები, რომლებიც შეესაბამებიან ჰყ მატ- 

რიცის ყველა ჟორდანის უჯრედს: 

(21-ე)! (+--X)ბ,.,,, (X––X)29 , 

(2-–-ჯც)"", (1--X)12, ,.., (+-–X)Xთ , 

(2-4, (2--ჯეტი,..., (+–- MM . | 
(7) 

ამასთან ჩვენ არ ვუთითებთ იმ ადგილებს დიაგონალზე, რომლებზეც დგანან 

(7) მრავალწევრები, ვინაიდან ნებისმიერ დიაგონალურ X»მატრიცში შეიძლე- 

ბა დიაგონალური ელემენტების ნებისმიერად გადანაცვლება სტრიქონების და 
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ერთსახელა სვეტების გადანაცვლებების საშუალებით. ეს შენიშვნა უნდა მი- 

ვილოთ მხედველობაში შემდეგშიაც. 

ვთქვათ ი უდიდესია ძ,, (1=1, 2,.... |, რიცხვთა შორის, აღვნიშნოთ 

რი. ()-თი ნამრავლი მრავალწევრებისა, რომლებიც დგანან (7) ცხრილის 

7-ურ სვეტში, ჯ7=1, 2...., 4, ე. ი. 

ჯ 

რთ-)0= I | (#–7ი'; (8) 
=1 

ამასთან, თუ /-ურ სვეტში გვაქვს ცარიელი ადგილები –– ზოგიერთი ; ებისათ- 

ვის შეიძლება. აღმოჩნდეს, რომ თ <ქ),-–-მაშინ შესაბამის მამრავლებს (8)-ში 

ვთვლით ერთის ტოლად. ვინაიდან პირობის თანახმად 2, #,,--., » რიცხვები 

განსხვავებული არიან, ამიტომ (7) ცხრილის /-ურ სვეტში მოთავსებული 

წრფივი ორწევრების ხარისხები წყვილ-წყვილად თანამარტივი «ქნებიან. ამი- 

ტომ, ზემოთ დამტკიცებული ლემის საფუძველზე, ელემენტარული გარდაქმნე- 
ბის საშუალებით შეიძლება მათი შეცვლა განხილულ დიაგონალურ მატრიც- 

ში მათი ი, ;,1(+.) ნამრავლით და ერთიანების გარკვეული რიცხვით, 

თუ ამას ჩავატარებთ 2=1, 2,..., (-სათვის, მივიღებთ, რომ 

(1, 9) 
' | 

ძV--I “ 1 ს პოცებტე (9) 

. რა ალ 

ეს კი იქნება ძ–-)# მატრიცის საძიებელი კანონიკ ური სახე. 

მართლაც, უფროსი კოეფიციენტები ყველა მრავალწევრისა, რომელიც (9)-ში 

დგას მთავარ დიაგონალზე, ერთის ტოლია და თითოეული ამ მრავალწევრ- 
თაგანი უნაშთოდ იყოფა წინაზე (6) პირობის გამო, 

მაგალითი. ეთქვათ 
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მე-9 რიგის ამ ჟორდანის მატრიცისაოვის მრავალწევრთა (7?) ცხრილს აქვს სახე 

(+- 2)პ, X--2, 1-2, 
(X-- 5)2, (#-– 5)?. 

ამიტომ ,/ მატრიცის ინვარიანტული მამრავლები იკნება 

0ე(#.) = (2 – 2)91(»–- 5)?, 

00(X) = (1--2)X-– 5)7, 
6.(7) =7--2, 

შრავალწევრები, მაშინ როცა #,(X) =..,=4(X)=1. 

ახლა, როცა ვისწავლეთ მოცემული ჟორდანის # მატრიცის სახის მი- 

ხედვით უცბათ დავწეროთ მისი მახასიათებელი მატრიცის კანონიკური სახე, 

შეიძლება დამტკიცდეს შემდეგი თეორემა: 

ორი ჟორდანის მატრიცი მსგავსია ი გაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა ისინი შედგებიან ერთი და იგივე ჟორდანის 

უჯრედებისაგან, ე. ი, განსხვავდებიან, შესაძლოა, მხოლოდ 

ამ უჯრედების განლაგებით მთავარი დიაგონალის გა- 

სწვრივ. 

· მართლაც, მრავალწევრთა (7) ცხრილი -სავსებით განისაზღვრებოდა 

ჟორდანის ყ/ მატრიცის ჟორდანის უჯრედთა ერთობლიობით და მასში არა- 

ნაირად არ ისახებოდა ჟორდანის უჯრედების განლაგება ამ მატრიცის მთა- 

ვარი დიაგონალის გასწვრივ. აქედან გამომდინარეობს, რომ, თუ ჟორდანის 

/ და „7“ მატრიცებს გააჩნიათ ჟორდანის უჯრედთა ერთი და იგივე ერთობ- 

ლიობა, მაშინ მათ შეესაბამება მრავკალწევრების ერთი და იგივე (7) ცხრილი 

და ამიტომ ერთი და იგივე (მ) მრავალწევრები. ამრიგად, მახასიათებელ 

ძ–-)# და I #8 მატრიცებს გააჩნიათ ერთი და იგივე ინვარიანტული მამ- 

რავქლები, ე. ი. ეკვივალენტური არიან და ამიტომ თვითონ 7 და „' მატრი- 

ცებიც მსგავსია. 

პირიქით, თუ ჟორდანის V და „»' მატრიცები მსგავსია, მაშინ მათ მა- 

ხასიათებელ მატრიცებს გააჩნიათ ერთი და იგივე ინვარიანტული მამრავლე- 

ბი. ვთქვათ, (8) მრავალწევრები ქ1=1, 2,..., /-სათვის არიან ამ ინვარიანტული 

მამრავლებიდან ისინი„ რომლებიც განსხვავდებიან ერთისაგან. მაგრამ (8) 

მრავალწევრების მიხედვით აღდგება მრავალწევრთა (7) ცხრილი. სახელ- . 

დობრ, (8) მრავალწევრები იშლებიან წრფივ მამრავლთა ხარისხების ნამრავ- 

ლად, ვინაიდან ეს თვისება გააჩნიათ, როგორც უკვე დამტკიცებულია, ნების- 

მიერი ჟორდანის მატრიცისათვის მახასიათებელი მატრიცის ინვარიანტულ 

მამრაელებს. (7) ცხრილი შედგება სწორედ წრფივ მამრავლთა ყველა იმ მაქ- 

სიმალური ხარისხისაგან რომლებადაც იშლებიან (8) მრავალწევრები. ბო- 

ლოს, (7) ცხრილის მიხედვით აღდგება საწყისი ჟორდანის მატრიცთა ჟორ- 

დანის უჯრედები: (7) (ყხრილიდან ყოველ (0.-+)"” მრავალწევრს შეესაბამე- 

ბა #,; რიგის ჟორდანის უჯრედი, რომელიც მიეკუთვნება X რიცხვს. ამით 

დანტკიცებულია. რომ 7 და V" მატრიცები შედგებიან ერთი და იგივე ჟორ. 
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დანის უჯრედებისაგან და განსხვავდებიან, შესაძლოა, მხოლოდ მათი განლა- 

გებით. 

კერძოდ, ამ თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ დიაგონალური 

მატრიცის მსგავსი ჟორდანის მატრიცი თვითონ არის დია- 

გონალური და რომ ორი დიაგონალური მატრიცი მსგავსია 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ერთი მეორისაგან მიიღება 

მთავარ დიაგონალზე მოთავსებული რიცხვების გადანაცვ- 

ლებით. 

მატრიცის დაყვანა ჟორდანის ნორმალურ ფორმა%ზე. თუ # ველის 

ელემენტებიანი 4 მატრიცი დაიყვანება ჟორდანის ნორმალურ 

ფორმაზე. ე. ი მსგავსია ჟორდანის მატრიცისა მაშინ როგორც 

ზემოთ დამტკიცებული თეორემიდან გამომდინარეობს 4 მატრიცი- 

სათვის ჟორდანის ნორმალური ფორმა ცალსახად განი- 

საზღვრება მთავარ დიაგონალზე ჟორდანის უჯრედების 

განლაგებამდე სიზუსტით. პირობა იმისა, რომ # მატრიცს გააჩნდეს 

ასეთი დაყვანა, მითითებულია შემდეგ თეორემაში, რომლის დამტკიცება იძ- 

ლევა ერთდროულად 4 მატრიცის მსგავსი ჟორდანის მატრიცის მოძებნის 

პრაქტიკულ წესს, თუ ასეთი ჟორდანის მატრიცი არსებობს, ამასთან, # 

ველში დაყვანადობა ნიშნავს, რომ ტრანსფორმირების მატრიცის ყვე- 

ლა ელემენტი მოთავსებულია Xჯ ველში. 

ველის ელემენტებიანი 4 მატრიცი დაიყვანება 7” 

ველში ჟორდანის ნორმალურ ფორმაზე მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა 4 მატრიცის ყველა მახასიათებელი ფესვი მო- 

თავსებულია თვით ძირითად Xჯ ველში. ' 

მართლაც, თუ 4 მატრიცი მსგავსია # ჟორდანის მატრიცისა, მაშინ ამ 

ორ მატრიცს გააჩნია ერთი და იგივე მახასიათებელი ფესვები. მაგრამ „» 

მატრიცის მახასიათებელი ფესვები მოინახება ყოველგვარი დაბრკოლებების 

გარეშე: ვინაიდან #-/#7# მატრიცის დეტერმინანტი უდრის მთავარ დიაგო- 

ნალზე მოთავსებული მისი ელემენტების ნამრავლს, ამიტომ |» --#LI შრავალ- 

წევრი იშლება # ველზე წრფივ მამრავლებად და მისი ფესეებია ” მატრი- 

ცის მთავარ დიაგონალზე მოთავსებული რიცხეები, და მხოლოდ ისინი, 

პირიქით, ვთქვათ, 4 მატრიცის ყველა მახასიათებელი ფესვი მოთავსე- 

ბულია თვითონ # ველში. თუ 4– #I მატრიცის 1- «საგან. განსხვავებული ინ. 

ვარიანტული მამრავლები იქნება 

6»-90+1(#)..-, 0»-)(2), 0ი(7.). (10) 

I4- XI)=–(–-1)" ნი ი+I(#)..-ი IX) თ (ბ). 

მაშინ 

მართლაც, 4-7## მატრიცის და. მისი კანონიკური მატრიცის დეტერმინან- 

ტები ერთმანეთისაგან შეიძლება განსხვავდებოდნენ მხოლოდ მუდმივი მამრავ- 

ლით, რომელიც სინამდვილეში უდრის (--1)”"-ს, ვინაიდან სწორედ ასეთია 
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მახასიათებელი | 4 –##MI ზრავალწევრის უფროსი კოეფიციენტი. ამრიგად, 

(10) მრავალწევრებს შორის არ არის ნულის ტოლი, ამ მრავალწევრთა ხა- 
რისხების ჯაძი უდრის გ.-ს და ყველა ისინი იშლება ველზე წრფივ მამრავ- 

ლებად –-ეს უკანასკნელი იმის გამო, რომ, პირობის თანახმად, | 4 ––-7 I) მრა- 

ვალწევრს გააჩნია ასეთი დაშლა, 
ეთქვათ (8) არის (10) მრავალწევრების დაშლები წრფივ მამრავლთა ხა 

რისხების ნამრავლად. ია_,,) 2=1, 2,.., 4, მრავალწევრის ელემენტა: 

რული გამყოფები ვუწოდოთ სხვადასხვა წრფივ ორწევრთა ერთისაგან 

განსხვავებულ ხარისხებს, რომლებიც შედიან მის (8) დაშლაში, ე. ი. 

(+-–-7)ბM#, (#-––-#3)ბ?/,..., (#.–– 7)". 

ყველა (10) მრავალწევრის ელემენტარულ გამყოფებს ვუწოდოთ 4 მატრ ი. 

ცის ელემენტარული გამყოფები და ამოეწეროთ ისინი (7) (ცხრი-· 

ლის სახით. 

ავიღოთ ახლა #-ური რიგის # ჟორდანის მატრიცი, შედგენილი ჟორ- 

დანის უჯრედებისაგან, რომლებიც განსაზღვრულია შემდეგნაირად: 4 მატ- 

რიცის ყოველ ელემენტარულ C-ს” გამყოფს მოვუყვანთ 

თანადობაში /,, რიგის ჟორდანის უჯრედს, რომელიც მი- 

ეკუთვნება 2», რიცხვს, ცხადია, რომ #/--X მატრიცის 1-საგან განსხვა- 
ვებული ინვარიანტული მამრავლები იქნებიან (10) მრავალწევრები და მხო- 

ლოდ ისინი. ამიტომ 4–1# დღა #-2X# მატრიცები ეკვივალენტურია და, 

მაშასადამე, 4 მატრიცი მსგავსია # ჟორდანის მატრიცისა. 

მაგალითი. ვთქვათ მოცემულია 

( 16 7 87 –)108) 

გ 9-2 54! 
–3 3 16 –-18| 

–ჟ-_ . 
მატრიცი. თუ ჩვეულებრივი წესით დავიყვანთ „4-1 მატრიცს კანონიკუო სახეზე, მივი- 

ღებთ, რომ ამ მატრიცის ერთისაგან განსხვავებული ინვარიანტული მამრავლები არიან 

2,(0 =(+--1)%X+-2), 
6ე(#)ლ=7X#–-1 

მრავალწევოები. ჩვენ ვხედავთ, რომ / მატრიცი დაიყვანება ჟორდანის ნორმალურ ფორმა- 

ზე რაციონალუო რიცხვთა ველშიც კი. მისი ელემენტარული გამყოფებია (+-–-1)2, X-–-1 და 

#+2 მრავეალწევრები და ამიტომ ,„ მატრიცის ჟორდანის ნორმალური ფორმა არის 

(1.1 .9 9) 
“0 | 

– 
| 

I0 1.9 

700 1 0 | 
(0. 0.0 –2 | 

მატრიცი. 

რომ გვდოზოდა ისეთი გადაუგვარებელი მატრიცის მონახვა, რომელიც მოახდენდა 

„4 მატრიცის ტრანსფორმირებას ყ/. მატრიცში, მაშინ უნდა გამოგვეყენებინა წინა პარაგ- 

რაფის ბოლოში გაკეთებული მითითებები, 

400



თოლოს, ყიხა ააოაგოაფეიის საფუძველასე ძეიძლეია დაძღკიცდეს დია- 

გონალურ სახეზე მატრიცის დაყვანადობის შემდეგი აუცი- 

ლებელი და საკმარისი პირობა, რომლიდანაც მაშინვე გამომდი- 
ნარეობს დიაგონალურ სახეზე დაყვანადობის § 3პ-ში დამტკიცებული საკმა- 

რისი კრიტერიუმი. 

# ველის ელემენტებიანი #-ური რიგის / მატრიცი და- 
იყვანება დიაგონალურ სახეზე მაშინ და მხოლოდ მაშინ, რო- 

ცა მისი მახასიათებელი მატრიცის უკანასკნელი ინვარიან- 

ტული C(ა მამრავლის ყველა „ფესვი მოთავსებულია ჩველ- 
ში, ამასთან ამ ფესვებს შორის არ არის ჯერადები. 

მართლაც, დიაგონალურ სახეზე . მატრიცის დაყვანადობა ტოლფასია 

ისეთ ჟორდანის სახეზე დაყვანადობისა, რომლის „ყველა ჟორდანის უჯრედს 

აქვს 1 რიგი. სხვა სიტყვებით, 4 მატრიცის ყველა ელემენტარული გამყოფი 

უნდა იყოს პირველი ხარისხის მრავალწევრი. მაგრამ, ვინაიდან 4-–X# მატ- 

რიცის ყველა ინვარიანტული მამრავლი არის #,(») მრავალწევრის გამყოფი, 

ამიტომ უკანასკნელი პირობა ტოლფასია იმისა, რომ «,(.) მრავალწევრის 

ყველა ელემენტარულ გამყოფს აქვს 1 ხარისხი, რაც უნდა დამტკიცებულიყო, 

§ 69. მინიმალური მრავალწევრი 

ვთქვათ, მოცემულია ჯ ველის ელემენტებიანი ჯ»-ური ოიგის 4 კვადრა– 

ტული მატრიცი. თუ · 

/0ა=თ I თ M-+M+.. თ +“ 
#0.) რგოლის ნებისმიერი მრავალწევრია, მაშინ 

#(C4)=თ 4 +Cთ 4! 1+ -..+1C 1. +%XL 

მატრიცს ვუწოდებთ /#(+) მრავალწევრის მნიშვნელობას, როცა #= 4; მი- 

ვაქციოთ ყურადღება -იმას, რომ /(.) მრავალწევრის თავისუფალი წევრი 

მრავლდება 4 მატრიცის ნულოეან ხარისხზე, ე. ი ერთეულოვან # მატ- 

რიცზე. ' 

ადვილად მოწმდება, რომ თუ 

.. /0ა)=დ0)ე+%(0) 

#(1=V(ა ფლა, 

#(4)=%(4)-V%(4) 

/(4)=%(4) %4). 
თუ /(.) მრავალწევრი ნული ხდება 4 მატრიცზე, ე. ი. 

#(4)=9, 
მაშინ 4 მატრიცს ვუწოდებთ მატრიცულ ფესეს ანე. იქ სადაც ეს არ 

გამოიწვევს გაუგებრობებს, უბრალოდ /(ჯ) მრავალწევრის ფესვს. 

26 ა. კუროში 4«0ჭ 

ან 

მაშინ 

და, შესაბამისად,



ყოველი 4 მატრიცი არის რომელიმე არანულოვანი მრა: 

ვალწევრის ფესვი. 
მართლაც, ჩვენ ვიცით, რომ ჯ-ური რიგის ყეელა კვადრატული მატრი- 

ცი ქმნის X ეელზე »?-განზომილებიან ვექტორულ სივრცეს. აქედან გამომდი- 

ნარეობს, რომ ჯ2-L1 რაოდენობის 

4", "1, ა 4, ჯ 

მატრიცთა სისტემა წრფივად დამოკიდებულია »ჯX ველზე, ე. ი. L-ში არსე-· 

ბობს ისეთი თა, Cე,..., თ, რი2,1 ელემენტები, რომელთაგან ერთი მაინც 

განსხვავდება ნულისაგან, რომ 

თა4" + თ" -1 I ...-L რემ 4 +რთა:ს 0 =0. 

ამრიგად, 4 მატრიცი აღმოჩნდა ფესვი არანულოვანი 

დ0)=თე" -L თქობ-1 L თიმ 2--რი2+1 
მრავალწევრისა, რომლის ხარისხი არ აღემატება ც?-ს. 

4 მატრიცი არის აგრეთვე ფესვი ზოგიერთი ისეთი მრავალწევრისა, 

რომელთა უფროსი კოეფიციენტები უდრის ერთს-საკმარისია ავიღოთ ნე-· 

ბისმიერი არანულოვანი მრავალწევრი, რომელიც ნული ხდება 4 მატრიცზე, 

და გავყოთ ეს მრავალწევრი მის უფროს კოეფიციენტზე. უმცირესი. ხარის- 
ხის მრავალწევრს 1 უფროსი კოეფიციენტით, რომელიც ნული ხდება 4 მატ- 

რიცზე. ეწოდება 4 მატრიცის მინიმალური მრავალწევრი. შე- 

ვნიშნოთ, რომ 4 მატრიცის მინიმალური მრავალწევრი გან- 

საზღვრულია ცალსახად, ვინაიდან ორი ასეთი მრავალწევრის სხვაო- 

ბას ექნებოდა ნაკლები ხარისხი, ვიდრე თითოეულ მათგანს, მაგრამ აგრეთვე 

გახდებოდა ნული 4 მატრიცზე, 

ყოველი /0) მრავალწევრი, რომელიც .ნული ხდება 4 
მატრიცზე, უნაშთოდ იყოფა ამ მატრიცის მინიმალურ #1) 

მრაქალწევრზე. 

მართლაც, თუ · 

#0) =ლ0ა) 9§0)-L#/CX», 
სადაც #(X)-ს ხარისხი ნაკლებია #I(#)-ს ზარისხზე, მაშინ 

I#C4)=V#I(4) 9(4)+7(4) 
და /(4)=7»!(4)=0-დან გამომდინარეობს ჯ(4)=0, რაც ეწინააღმდეგება მი- 

ნიმალური მრავალწევრის განმარტებას. 

დავამტკიცოთ ახლა შემდეგი თეორემა: : 

4 მატრიცის მინიმალური მრავალწევრი ემთხვევა 

4–21# ზახასიათებელი მატრიცის უკანა სკნილ ინვარიან- 

ტულ რი») მამრავლს, 

დამტკიცება. თუ შევინარჩუნებთ აღნიშვნებს” და გამოვიყენებთ 
§ 59- ის "შედეგებს, შეიძლება დაიწეროს . = 

ეას" 
რავნბეე ბ ვ ბ «ი თობ...



ტოლობა. აქედან გამომდინარეობს, კერძოდ, რომ #0) და ძა. ,0) მრავალ- 
წევრები არ არიან ნულოვანი. შემდეგ, #(2+)-თი აღვეიშნოთ 4–1.X#. მატრიც- 

თან მიკავშირებული მატრიცი (იხ. § 14), 

“ 80უ)=(C4–-2.X. 

როგორც § 14-ის (3) ტოლობიდან გამომდინარეობს, სამართლიანია 

(4-–2#) 80)=|4-–78IX (2) 
ტოლობა. მეორე მხრივ, ვინაიდან #80.) მატრიცის ელემენტები არიან პლუს 

ან მინუს ნიშნით აღებული 4-2» მატრიცის #-1I1 რიგის მინორები და 

მხოლოდ ისინი, ხოლო ძა (+) მრავალწევრი არის ყველა ამ მინორის უდი- 

დესი საერთო გამყოფი, ამიტომ 

8ყ9ა =ძი.0) 60), (3). 
ამასთან CV) მატრიცის ელემენტთა უდიდესი საერთო გამყო- 

ფი უდრის 1-ს. 

(2), (3) და (1) ტოლობებიდან გამომდინარეობს 

(4-–-X#%)ძ. +(2)C(2)=(–1)”ძგ_ 104.0) # . 

ტოლობა. ამ ტოლობის შეკვეცა შეიძლება არანულოვან ძა». 12) მამრავლზე, 

როგორც შემდეგი ზოგადი დებულებიდან გამომდინარეობს: თუ C0.)) არის. 

არანულოვანი მრავალწევრი, 7X2) =(ძეც0.)) ––არანულოვანი 2-მატრიცი, ამას- 

თან, ვთქვათ, ძ,((X#0, მაშინ «(2) #0.) მატრიცში (,,/) ადგილზე იქნება 
მოთავსებული ნულისაგან განსხვავებული დ0)ი,/0.) ელემენტი. ამრიგად, 

C4-–X#) C(X>) =(-––1)5 #„0.) #, 

6ი(#) 9=C0.#-–- 4) ((––1)"'1 CCX1|- (4 

ეს ტოლობა გვიჩვენებს, რომ .#- 4 ორწეერზე 4 მატრიცის „მარც- 

ხენა” გაყოფის ნაშთი, რომელიც მარცხნივაა, უდრის ნულს. მაგრამ § 60-ის 

ბოლოში დამტკიცებული ლემიდან გამომდინარეობს, რომ ეს ნაშთი უდრის 

რი(4) #7 =6,(4) მატრიცს. მართლაც, #0»(1)1 მატრიცი შეიძლება ჩაიწეროს 
როგორც მატრიცული 2.-მრავალწევრი, რომლის კოეფიციენტები არიან სკა- 

ლარული მატრიცები, ე, ი. გადაადგილებადია 4 მატრიცთან, ამრიგად, 

#ა(4)=9, _ 

ე: ი- (X) მრავალწევრი მართლაც ნული ხდება /# მატრიცზე. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ #.(1) მრავალწევრი უნაშთოდ იყოფა 4 

მატრიცის მინიმალურ XC») მრავალწევრზე, · | 

თ0)=თ0ა #0ა. -- რფ 
ცხადია, რომ 40) მრავალწევრის უფროსი კოეფიციენტი უდ- 
რის ერთს. 
1. ვინაიდან #I(,)=0, ამიტომ კელაქ, § 60- ის. იმავე ლემის გამო, ”I(X) #2. 
?1-მატრიცის 1-4 ორწევრზე მარცხენა გაყოფის ნაშთი უდრის ნულს, ე. ი,, 
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თ0)5=0 8-4) 001). (6) 
C), (4) და (6) ტოლობებს მივყავართ 

06– 4-1) 00))= 0)§–-4) (00) 40) 
ტოლობაზდე. 

ამ ტოლობის ორივე მხარე შეიძლება შეიკვეცოს საერთო X»#--4 მამ- 

რავლზე, ვინაიდან ამ მატრიცული 2»-მრავალწევრის # უფროსი კოეფიციენ- 

ტი არის გადაუგვარებელი მატრიცი. ამრიგად, 

! C0) =(– 1)”+1 დდა ილა. 
მაგრამ ჩვენ გვახსოვს, რომ C(1) მატრიცის ელემენტთა უდიდესი საე”თო 

გამყოფი უდრის 1-ს, ამიტომ 00) მრავალწევრს უნდა ჰქონდეს ნულოვანი 

ხარისხი, ხოლო ვინაიდან მისი უფროსი კოეფიციენტი უდრის 1-ს, ამიტ”-მ 

9(+)=1. ამრიგად, (5)-ის გამო, · 

, 6»M(#)==IIC>), 

რაც უნდა დამტკიცებულიყო. 
ვინაიდან, (1)-ის გამო, 4 მატრიცის მახასიათებელი მრავალწევრი 

უნაშთოდ იყოფა #(2) მრავალწევრზე, ამიტომ ახლახან დამტკიცებული თეო- 

რემიდან გამომდინარეობს შემდეგი 
ჰამილტონ-კელის თეორემა. ყოველი მატრიცი არის თა- 

ვისი მახასიათებელი მრავალწევრის ფესვი. 

წრფივი გარდაქმნის მინიმალური მრავალწევრი. დავამტკიცოთ ჯერ 

შემდეგი დებულება: : | 
თუ 4 და 8 მატრიცები მსგავსია და თუ /0) მრავალწევ- 

რი ნული ხდება 4 მატრიცზე, მაშინ ის ნული გახდება 7# 

მატრიცზეც. ' 

მართლაც, ვთქვათ, 

8=0C0V14C. 

/0) =თ,M+Cთ2-4+..-+% 216; 
რათ 4 1+L... + 4+თ=0. 

თუ მოვახდენთ ამ ტოლობის ორივე მხარის ტრანსფორმირებას 0 მატრი- 

“ცით, მივიღებთ: 

C-1 (თა4' -+თ, ქ“ 1 +L...-L თ 1 4-L თ X)0= 

=თ-(C“! 40)'+თ, (თ 1 ტ4/თ"'“1+...-+-%..(0 “1 40)-Lთ,#= 

=თე 8'+რთ8ც' '+...+თ , 8+თ, #=0, 

თუ 

მაშინ 

ე. ი. /(8)=90. 
აქედან გამომდინარეობს, რომ მსგავს მატრიცებს გააჩნიათ 

ერთი და იგივე მინიმალური მრავალწევრი. · 

ვთქვათ ახლა დ არის #X ველზე #-განხომილებიანი წრფივი სივრცის 

წრფივი გარდაქმნა; სივრცის სხვადასხვა ბაზისებში ამ გარდაქმნის · მომცემი 

მატრიცები ერთმანეთის მსგავსია. ამ მატრიცთა საერთო. მინიმალურ მრა- 
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ვალწევრს ეწოდება დ წრფივი გარდაქმნის მინიმალურიშზრავალ- 

წევრი. · 
თუ გამოვიყენებთ წრფივ გარდაქმნებზე ოპერაციებს, რომლებიც შემო- 

ტანილ იქნა § 32-ში, შეიძლება შემოვიტანოთ #XVL) რგოლის 

' #0ა=თაX-- თ, 4 1 -I-...+ თ 1X+ 2“ 

მრავალწევრის მნიშვნელობის ცნება, როცა ჯ» უდრის დ წრფივ გარდა–- 

ქმნას: ეს იქნება 

X#(Cდ)=თა C"-+-თ, დ-“1-L-...-C«-, დ-LCთ, 5 

წრფივი გარდაქმნა, სადაც § არის იგივური გარდაქმნა. 

“შემდეგ, ჩვენ ვიტყვით, რომ /(») მრავალწევრი ნული ხ ადე ბ ა დ წრფივ 

გარდაქმნაზე, თუ 

/(დ)=თ, 

სადაც თ არის ნულოვანი გარდაქმნა. 

თუ გაითვალისწინებს წრფივ გარდაქმნებზე და მატრიცებზე ოპერა- 

ციებს შორის კავშირს, მკითხველი ადვილად დაამტკიცებს, რომ დ წრფივი 

გარდაქმნის მინიმალური მრავალწევრი არის.ის ცალსახად 

განსაზღვრული უმცირესი ბარისხის მრავალწევრი 1 უფრო- 

სი კოეფიციენტით, რომელიც ნული ხდება « გარდაქმნაზე. 

ამის შემდეგ ზემოთ მიღებული შედეგები, კერძოდ ჰამილტონ-კელის თეორე- 

მა, შეიძლება ხელახლა ჩამოყალიბდეს წრფივი გარდაქმნების ენაზე. 

-



თავი მეთოთხმეტე 

გბგუფები 

§ 68. განმარტება და ჯგუფების მაგალითები 

რგოლები და ველები, რომლებიც ასე დიდ როლს ასრულებდნენ წინა 
თავებში, წარმოადგენდნენ ალგებრულ სისტემებს ორი დამოუკიდებელი ოპე- 
„რაციით: 'შეკრებითა და გამრავლებით. მაგრამ მათემატიკის სხვადასზვა.დარგ- 

ში და მის გამოყენებებში ძალიან ხშირად გვხვდება ისეთი ალგებრული სის- 

ტემებიც, „რომლებშიც განმარტებულია მხოლოდ ერთი ალგებრული ოპერა- 

ცია. ასე მაგალითად, თუ შემოვისაზღვრებით ჯერჯერობით იმ მაგალითებით, 

რომლებიც უკვე გაჩნდა ჩვენს წიგნში, აღვნიშნავთ, რომ #”-ური ხარისხის 
ჩასმათა სიმრავლეში (იხ. § 3) განვმარტეთ მხოლოდ ერთი ოპერაცია-–-გამ- 

რავლება. მეორე მხრივ, ვექტორული სივრცის განმარტებაში (§ 8) შედის 

ვექტორების შეკრება, მაშინ როცა ვექტორების გამრავლება ჩვენს მიერ არ 

იყო განმარტებული (შევნიშნავთ, რომ ვექტორის რიცხვზე გამრავლება არ 

აკმაყოფილებს ალგებრული ოპერაციის § 44-ში მოცემულ განმარტებას). 

ერთ ოპერაციანი ალგებრული სისტემების უმნიშვნელოვანეს ტიპს ჯგუ- 

ფები წარზოადგენენ. ამ ცნებას აქვს გამოყენებების უაღრესად ფართო არე 

და არის საგანი დიდი დამოუკიდებელი მეცნიერებისა–-ჯგუფთა თეორიისა. 

ეს თავი შეიძლება განვიხილოთ როგორც ჯგუფთა თეორიის შესავალი--მას- 

ში გადმოცემული იქნება ელემენტარული ცნობები ჯგუფებზე, რომლებთან 

გაცნობა აუცილებელია ყოველი მათემატიკოს«სათვის; თავი მთავრდება ერთი 

უფრო ნაკლებად ელემენტარული თეორემით, 

შევთანხმდეთ, როგორც ეს მიღებულია ჯგუფთა ზოგად თეორიაში, რომ 

განხილულ ალგებრულ ოპერაციას ვუწოდებთ გამრავლებას და გამოვი- 

ყენებთ შესაბამის სიმბოლიკას. გავიხსენოთ (იხ. § 44), რომ ალგებრული 

ოპერაცია იგულისხმება ყოველთვის შესრულებადად და 

ცალსახად-–განიილული სიმრავლის ნებისმიერი ორი გ და § ელემენტი- 
სათვის არსებობს ძნ ნამრავლი და არის ამ სიმრავლის ცალსახად განსაზღვ- 

რული ელემენტი, 
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%გუფი ეწოდება C სიმრავლეს ერთი ალგებრული ოპერაციით, რომე- 

ხ
-
-
 

  
ლიც ასოციაციურია (თუმცა არა აუცილებლად კომუტატური), და რომლის- L 

თვისაც არსებობს შებრუნებული ოპერაცია. 

ჯგუფური ოპერაციის შესაძლო არაკომუტატურობის გამო, შებრუნებუ- 

-ლი ოპერაციის შესრულებადობა ნიშნავს შემდეგს: ნებისმიერი ორი ი და ჩ 

ელემენტისათვის C-დან არსებობს C-ში ისეთი ცალსახად განსაზღე- 

რული ჯ ელემენტი და ისეთი ცალსახად განსაზღვრული 7 ელემენ- 

ტი, რომ 

ძ=ხ, )/0=ხნ. 

თუ C ჯგუფი შედგება ელემენტების სასრული რიცხვისაგან მაშინ 

მას ეწოდება სასრული ჯგუფი, ხოლო მასში შემავალ ელემენტთა 

რიცხვს–-ჯგუფის რიგი. თუ C ჯგუფში განმარტებული ოპერაცია კომუ- 

ტატურია, მაშინ C-ს ეწოდება კომუტატური ანუ აბელის ჯგუფი. 

! მივუთითოთ ჯგუფის განმარტებიდან გამომდინარე უმარტივეს თვისე- 

ბებზე. § 44-ში ჩატარებული მსჯელობების საფუძველზე შეიძლება ვთქვათ, 

რომ ასოციაციურობის კანონი საშუალებას იძლევა ცალსახად ვილაპარაკოთ 

ჯგუფის გარკვეული რიგით მოცემული (ჯგუფური ოპერაციის შესაძლო 

არაკომუტატურობის გამო) ელემენტების ნებისმიერი სასრული 
რიცხვის ნამრავლზე, 

გადავდივართ შებრუნებული ოპერაციის არსებობიდან გამომდინარე შე-. 

დეგებზე. 
ვთქვათ, C ჯგუფში მოცემულია ნებისმიერი ძი ელემენტი. ჯგუფის გან- 

მარტებიდან გამომდინარეობს C-მი ცალსახად განსაზღვრული ისეთი «კ ელე- 

მენტის არსებობა, რომ ი#ი,=თ; მაშასადამე, ეს ელეძბენტი ასრულებს ერთეუ- 

ლის როლს მასზე მარჯვნიდან ძ ელემენტის გამრავლების დროს. თუ ხ არის 

Cთ ჯგუფის ნებისმიერი სხვა ელემენტი და თუ ” არის ჯგუფის ელემენტი, 

რომელიც აკმაყოფილებს #2=#ცხ ტოლობას (მისი არსებობა გამომდინარეობს 

ჯგუფის განმარტებიდან), მაშინ მივიღებთ: 

ხ=7წძ=) (ძნა)= (70) #„==ხმა. 

ამრიგად, % ელემენტი ასრულებს მარჯვენა ერთეულის როლს C ჯგუფის 

ყველა ელემენტის მიმართ, და არა მარტო გამოსავალი «თ ელემენტის 

მიმართ; ამიტომ მას აღვნიშნავთ «-ით. შებრუნებული ოპერაციის განმარტე- 

ბის ცალსახობიდან გამომდინარეობს ამ ელემენტის ერთადერთობა, 

ასეთივე გზით შეიძლება დამტკიცდეს C ჯგუფში „არსებობა და ერთად: 

ერთობა #” ელემენტისა, რომელიც აკმაყოფილებს C“თ=6ი პირობას ყველა 

§0-სათვის C-დან, სინამდვილეში “ და «” ელემენტები ემთხვევა „ერთმანეთს 
ინაიდან «'“=4ი' და C”“=. ტოლობებიდან გამომდინარეობს #”=ჯ/“ ამით, 

დამტკიცებულია, რომ ყოველ C ჯგუფში არსებობს ცალსახად 
განსაზღვრული (« ელემენტი, რომელიც აკმაყოფილებს 

იი=6ძ=0 
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პირობას ყველა „/-სათვის C-დან. ამ ელემენტს ეწოდება C "ჯგუფის 
ერთეული და ჩვეულებრივ აღინიშნება 1 სიმბოლოთი. 

შემდეგ. ჯგუფის განმარტებიდან გამომდინარეობს მოცემული « ელე- 

მენტისათვის ისეთი ი და ი” ელემენტების არსებობა და ერთადერთო- 
ბა, რომ : 

ძი =1, ი” ძ=1, 

სინაზდვილეში ი” და ი” ელემენტები ემთხეჟეა ერთმანეთს: 

4C.ნ ი”ძი'=ძ" (ძი')= ი” · 1=0", 7 ტ#/C 
ი" ი00'=(ი'ძ) ი'=1 · ი'==ი' 

ტოლობებიდან წ რიას თ"=ძ'. ამ ელემენტს ეწოდება თ ელემენტის 

შებრუნებული და აღინიშნებ C ით, ე. ი... 

ძი 1=ძ0 1I=1, 

ამრიგად, ე გუფის ყო ლ ელემენტს გააჩნია ცალსახად გან- 

საზ 

  

    
უკანასვნელი ტტოლობებიდან გამომდინარეობს, რომ ძი“ 1 ელემენტის შებ- 

რუნებული ელემენტი არის თვითონ ძ ელემენტი. შემდეგ, ადვილი დასანახია, 

რომ რამდენიმე ელემენტის ნამრავლის შებრუნებული იქნება თანამამრავლთა 

შებრუნებული და ამასთან შებრუნებული რიგით აღებული ელემენტების ნამ- 
რავლი: 

“–“სეაეეეეღდზაეაეაუეუუაა ი. 

ბოლოს, ერთეულის შებრუნებულე ელემენტი იქნება თვითონ ერთეული. 

შემოწმება იმისა,. მოცემული ერთ ოპერაციანი სიმრავლე არის თუ არა 

ჯგუფი, ძალიან ადღვილდება იმის გამო, რომ ჯგუფის განმარტებაში შებრუ- 

ნებული ოპერაციის შესრულებადობის მოთხოვნა შეიძლება შეიცვალოს ერ- 

-თეულისა და შებრუნებული ელემენტების არსებობის დაშვებით, ამასთან 

მხოლოდ ერთი მხრიდან (მაგალითად, მარჯვნიდან) და მათი ერთადერთობის 

დაშვების გარეშე, ეს გამომდინარეობს შემდეგი თეორემიდან: 

სიმრავლე 6 ერთი ასოციაციური ოპერაციით იქნება 

ჯგუფი, თუ C-ში არსებობს ერთი მაინც # ელემენტი, რომელ- 
საც აქვს თვისება: | 

ძიი=0 ყველა ძ-სათვის C-დან, 

და თუ ამ მარჯვენა ერთეულოვან ელემენტებს შორის არ- 

სებობს ერთი მაინც ისეთი «ძე ელემენტი, რომლის მიმართ 
C-ს ყოველ ძ ელემენტს გააჩნია ერთი ზაინც მარჯვენა შებ- 

რუნებული 0“ ელემენტი: 
ით“ 1 =6ე. 

დამტკიცე ბა, ვთქვათ, თ! არის ძ-სათვის ერთი შებრუნებული ელე- 

მენტთაგანი, მაშინ 
ძ0” 1= #6 =#ენი==6ეძ0 1, 

ე. ი. ძი“ 1=ბპერ0ი 1. თუ ამ ტოლობის ორივე მხარეს მარჯვნიდან გავამრავ- 

ლებთ თ-1-ის ერთ-ერთ მარჯვენა შებრუნებულ ელემენტზე, მივიღებთ 04«-= 
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=მაშმა, საიდანაც ძ=გ8ეთ, ვინაიდან «ე პრის C-სათვის მარჯვენა ერთეული, 

ამრიგად, 2 ელემენტი აღმოჩნდა C-სათვის მარცხენა ერთეულიც. ახლა. თუ 

:, არის ნებისმიერი მარჯვენა ერთეული, : რ-ნებისმიერი მარცხენა ერთეუ- 

ლი, მაშინ 

ლ:::=0 და #ე01–რ 

ტოლობებიდან გამომდინარეობს #«,=4/,, ე. ი. ნებისმიერი მარჯვენა ერთეუ- 

ლი უდრის ნებისმიერ მარცხენას. ამით დამტკიცებულია C სიმრავლეში ერ- 

თეულოვანი ელემენტის ” არსებობა და ერთადერთობა; მას, როგორც ზე- 

მოთ, აღვნიშნავთ 1-ით. 

შემდეგ 
თ1=თ“!. 1=0თ- 10ი-!, 

ე. ი.. 0 1=0 1001, სადაც თ-1 არის თ-სათვის ერთ-ერთი მარჯვენა შებრუნე- 

ბული ელემენტი. თუ უკანასკნელი ტოლობის ორივე მხარეს მარჯვნიდან გა- 

ვამრავლებთ თ -1-ის ერთ-ერთ მარჯვენა შებრუნებულ ელემენტზე, მივიღებთ 

1=ძ“1თ, ე. ი. თ-1 ელემენტი არის ძ-სათვის მარცხენა შებრუნებული ელე- 

მენტიც. ახლა, თუ ძი, 1 არის თ-ს ნებისმიერი მარჯვენა შებრუნებული, თ,“ 1-- 

ნებისმიერი მარცხენა შებრუნებული, მაშინ 

ძა ით,“ 1=(ძე“1თ) 0,-1=თ, 1), 

თ, )ი0,-1=0ძ, 1(ძთ, 1)= 0, 1 

ტოლობებიდან გამომდინარეობს თ, -1=0ძ, 1, ე. 0. გამომდინა4ეობს 6-ს ყო- 

ველი ელემენტისათვის შებრუნებული ძი“! ელემენტის არსებობა და ერთადერ- 

თობა. 

ახლა ადვილი საჩვენებელია, რომ. C სიმრავლე არის. ჯგუფი. მართლაც, 

ძ:=ჩ, /0=ხ განტოლებებს აკმაყოფილებენ, როგორც ადვილი სანახავია, 

X=0თ0“ ბხ, ჯ7=წ0“1 

ელემენტები. ამ ამონახსნების ერთადერთობა გამომდინარეობს იქიდან, რომ 
თუ მაგალითად თX,=ძღე მაშინ, ამ ტოლობის ორივე მხარის მარცხნიდან 
თ“ 1 ზე გამრავლებით, მივიღებთ «,=Xე. თეორეჭა დამტკიცებულია. 

ჩვენ უკვე რამდენჯერმე შევხვდით იზომორფიზმის “ცნებას რგოლებისათ- 

ვის, წრფივი სივრცეებისათვის, ევკლიდური სივრცეებისათვის. ეს ცნება 

შეიძლება განიმარტოს ჯგუფებისათვისაც, და იგი ჯგუფთა თეორიაში ისე- 
თივე დიდ როლს ასრულებს, როგორსაც რგოლთა თეორიაში. C და C” ჯგუ- 

ფებს ეწოდებათ იზომორფული, თუ მათ შორის შეიძლება დამყარდეს 

ისეთი ურთიერთცალსახსა თანადობა, რომლის დროსაც ნებისმიერი ძ, ჩ 

ელემენტებისათვის C-დან და მათი სათანადო თ', სჩ ელემენტებისათვის C”- 
დან იხ ნამრავლს ეთანადება 0'ხ' ნამრავლი. როგორც § 46-ში (ნულისათვის 

და შებრუნებული ელემენტისათვის რგოლში), შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ C 
და C ჯგუფებს შორის ოზომორფული თანადობის დროს C ჯგუფის ერ- 

თეულს ეთანადება C” ჯგუფის ერთეული, და თუ 6 ელემენტს C-.დან ეთანა- 
დება თ ელემენტი C'-დან, მაშინ თ“1 ელემენტს ეთანადება ი'-! ელემენტი. 
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გადავდივართ რა ჯგუფების მაგალითებზე, აღვნიშნოთ, რომ 
თუ თ ჯგუფში ოპერაციას ვუწოდებდით შეკრებას, მაშინ ჯგუფის ერ- 

თეულს ეწოდებოდა ნული და აღინიშნებოდა 0 სიმბოლოთი, ხოლო შებრუ- 

ნებული ელემენტის მაგივრად ვილაპარაკებრდნით მოპირდაპირე ელე.- 

მენტზე და აღვნიშნავდით მას– თ-თი, 

ჯგუფების პირველ მაგალითად მივუთითოთ, რომ შეკრების მი- 

მართ ყოველი რგოლი (და, კერძოდ, ველი) წარმოადგენს 

ჯგუფს, ამასთან აბელისა; ეს არის ეგრეთწოდებული რგოლის ადი- 

ციური ჯგუფი. ეს შენიშვნა იძლევა ჯგუფთა კონკრეტული მაგალითების 
დიდ რაოდენობას, მათ შორის: მთელ რიცხვთა ადიციური ჯგუფი, ლუწ 

რიცხვთა ადიციური ჯგუფი, . რაციონალური რიცხვების, ნამდვილი რიცხვე- 
ბის, კომპლექსური რიცხვების ადიციური ჯგუფები და ა. შ. შევნიშნავთ, რომ 

მთელი რიცხვების და ლუწი რიცხვების ადიციური ჯგუფე- 

ბი ერთმანეთის იზომორფულია, თუმცა მეორე არის პირველის 

მხოლოდ ნაწილი: ასახვა, როპელიც ყოველ მთელ # რიცხვს უთანადებს ლუწ 

2 რიცხვს, იქნება ურთიერთცალსახა და, როგორც ადვილი შესამოწმებე- 
ლია, იზომორფულიც კი თანადობა დასახელებული ჯგუფებიდან პირველისა 

მეორეზე. 

გამრავლების მიმართ არც ერთი რგოლი არ წარმოადგენს ჯგუფს, ვი- 

ნაიდან შებრუნებული ოპერაცია--გაყოფა--ყოველთვის არ არის შესროულება- 

დი. მდგომარეობა არ იცვლება ნებისმიერი რგოლიდან ველზე გადასკლის 

დროსაც, რადგან ველში რჩება შეუსრულებელი ნულზე გაყოფა. მაგრამ გან- 

ვიხილოთ ველის ყველა, ნულისაგან განსხვავებული ელემენტის ერთობლიობა. 

ვინაიდან ველი არ შეეცავს ნულის გამყოფებს, ე. ი, ნულისაგან განსხვავე- 

ბული ორი ელემენტის ნამრავლი თვითონ განსხვავებულია ნულისაგან, ამი- 

ტომ განხილული ერთობლიობისათვის გამრავლება იქნება ალგებრული თპე- 

რაცია, თანაც ასოციაციური და კომუტატური, ამასთან გაყოფა უკვე ყოველ- 

თვის შესრულებადია და მას არ გამოვყავართ ამ ერთობლიობის ფარგლებს 

გარეთ, ამრიგად, ნებისმიერი ველის ნულისაგან განსხვავებუ- 

ლი ელემენტების ერთობლიობა არის აბელის ჯგუფი; ამ 

ჯგუფს ეწოდება ველის. მულტიპლიკაციური ჯგუფი. აქ შემავალი 
მაგალითები იქნება რაციონალური რიცხვების, ნამდვილი რიცხვების, კომბ– · 

ლექსური რიცხვების მულტიპლიკაციური ჯგუფები. 
გამრავლების მიმართ ჯგუფს ქმნის, ცხადია, ყველა დადებითი ნამდვი- 

ლი რიცხვი. ეს ჯგუფი იზომორფულია ყველა ნამდვილი რიცხ: 

ვების ადიციური ჯგუფისა: თუ ყოველ დადებით 0 რიცხეს შევუთა- 
ნადებთ ნამდვილ 1ი ძ რიცხვს, მივიღებთ ურთიერთცალსახა ასახვას პირვე- 

ლი ჯგუფისა მეორეზე, რომელიც იქნება იზხომორფიზმი 

10 (0,)=10 9 -L1ი 6 
ტოლობის გამო, 

ავიღოთ, შემდეგ, კომპლექსურ რიცხვთა ველში ერთეულიდან #- „ური! ხა- 
რისხის ,ფესვების ერთობლიობა. § 19-ში იყო დამტკიცებული, რომ ცხრთეუ- 
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ლიდან ორი „»-ური ხარისხის ფესვის ნამრავლი და აგრეთვე ერთეულიდან 
„M-ური ხარისხის ფესვის შებრუნებული რიცხვი თვითონ ეკუთვნის რიცხვთა 

განხილულ ერთობლიობას. ვინაიდან ერთეული აგრეთვე ეკუთენის ამ ერთობ- 

ლიობას” და ვინაიდან ნებისმიერი კომპლექსური რიცხვების გამრავლება ასო- 

ციაციურია და კომუტატური, ამიტომ ეღებულობთ, რომ ერთეულიდან 

M#ური ხარისხის ფესეები ქმნიან გამრავლების მიმართ აბე- 
ლის ჯგუფს, ამასთან სასრულს ჯ-ური რიგისა. ამრიგად, ნების- 

ზიერი ნატურალური #« რიცხვისათვის არსებობს სასრული 

ჯგუფები ო»-ური რიგისა. , 

ერთეულიდან ი-ური ხარისხის ფესვების ჯგუფი(გამრავ- 

ლეზის მიმართ) იზომორფულია § 45-მი აგებული 2, რგოლის 

ადიციური ჯგუფისა. მართლაც, თუ 6 არის ერთეულიდან ჯ-ური ხა- 

რისხის პირველადი ფესვი, მაშინ დასახელებული ჯგუფებიდან პირველის ყვე- 

ლა ელემენტს აქვს «' სახე, #=0, 1, ... „ I–– 1. თუ ყოველ CI რიცხვს თანა- 

დობაში მოვუყვანთ 7 რგოლის 0, ელემენტს, ე. ი. კლასს მთელი რიცხვე- 

ბისა, რომლებიც #ჯ-ზე გაყოფისას იძლევიან # ნაშთს, მაშინ მივიღებთ იზო- 

მორფულ თანადობას განხილულ ჯგუფებს შორის: თუ 0 <#<#-–-1, 0</<#-–1 

და თუ #+I=M0-+”/, სადაც 0<7<#-1, ხოლო 0 უდრის 0-ს ან 1-ს, მაშინ 

აბ. იI=5" და, ამასთან ერთად, CIL-LCI=C.. · 

დროა მოვიტანოთ ზოგიერთი მაგალითი რიცხვითი სიმრავლეებისა, 

რომლებიც ჯგუფებს არ წარმოადგენენ, ასე მაგალითად, ყველა მთელი რიცხ- 

ვის სიმრავლე არ იქნება ჯგუფი გამრავლების მიმართ, ყველა დადებითი 

ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე არ იქნება ჯგუფი შეკრების მიმართ, ყველა 

კენტი რიცხვის სიმრავლე არ იქნება ჯგუფი შეკრების მიმართ, ყველა 

უარყოფითი ნამდვილი რიცხვის სიმრავლე არ იქნება ჯგუფი გამრავლების 

მიმართ. ყველა ამ დებულების შემოწმება არ არის ძნელი. 

ყველა ზემოთ განხილული რიცხვითი ჯგუფი არის აბელის ჯგუფი. 

წრფივი სივრცეები წარმოადგენენ აბელის ჯგუფებს, რომლებიც არ შედგე- 

ბიან რიცხვებისაგან” როგორც მათი განმარტებიდან გამომდინარეობს (იხ. 

§§ 29, 47), ნებისმიერ ჩ ველზე ყოველი წრფივი სივრცე არის 
აბელის ჯგუფი შეკრების ოპერაციის მიმართ. 

გადავდივართ არაკომუტატური ჯგუფების მაგალითებზე. 

# ველზე ყველა ი-ური რიგის მატრიცის სიმრავლე არ იქნება ჯგუფი 

გამრავლების ოპერაციის მიმართ, ვინაიდან ირღვევა მოთხოვნა შებრუნებუ- 

ლი ელემენტის არსებობის შესახებ. მაგრამ თუ შემოვისაზღვრებით მხოლოდ 
გადაუგვარებელი მატრიცებით, მაშინ უკეე მივიღებთ ჯგუფს. მართლაც), ორი 

გადაუგვარებელი მატრიცის ნამრავლი არის, როგორც ვიცით, გადაუგვარებე- 
ლი, ერთეულოვანი მატრიცი არის გადაუგვარებელი, ყოველ გადაუგვარებელ 

მატრიცს გააჩნია შებრუნებული მატრიცი, აგრეთვე გადაუგვარებელი, და, ბო- 
ლოს, ასოციაციურობის კანონი, რომელიც სრულდება ყველა მატრიცისათვის, 

სამართლიანია, კერძოდ, გადაუგვარებელი მატრიცებისათვის, მაშასადამე, შეი- 

ძლება ვილაპარაკოთ # ველზე „-ური რიგის გადაუგვარებელ მატ- 
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რიცთა ჯგუფზე, რომლის ჯგუფური ოპერაცია არის მატრიცების გამ- 
რავლება; ეს ჯგუფი არაკომუტატურია, როცა #>2. 

ჩასმათა § 3-ში შემოტანილ გამრავლებას მიეყავართ სასრული არაკომუ- 

ტატური ჯგუფების ძალიან მნიშვნელოვან მაგალითებამდე. ჩვენ ვიცით, რომ 

ყველა #-ური ხარისხის ჩასმათა სიმრავლეში გამრავლება არის ალგებრული 

ოპერაცია, ამასთან ასოციაციური, თუმცა არაკომუტატური, როცა ” >3, რომ 

იგივური #, ჩასმა არის ამ გამრავლების ერთეული და რომ ყოველი ჩასმისათ- 

ვის არსებობს შებრუნებული ჩასმა. ამრიგად, #-ური ხარისხის ჩასმათა 

სიმრავლე ქმნის ჯგუფს გამრავლების მიმართ, ამასთან სას- 

რულს ჯ! რიგისა. ამ ჯგუფს ეწოდება ყური ხარისხის სიმეტრიუ- 

ლი ჯგუფი; იგი არაკოზმუტატურია, როცა #>»3. 

განვიხილოთ ახლა ყველა #-ური ხარისხის ჩასმათა ერთობლიობის მა- 

გივრად მხოლოდ ლუწი ჩასმების ერთობლიობა, რომელიც შედგება, რო- 

გორც ვიცით, – „! ელემენტისაგან. თუ გამოვიყენებთ § 3-ში დამტკიცე- 

ბულ თეორემას იმის შესახებ, რომ ჩასმის ლუწკენტოვნება ემთხვევა ამ ჩას- 

მის ტრანსპოზიციათა ნამრავლად რომელიმე დაშლაში შემავალ ტრანსპოზიცი- 

ათა რიცხვის ლუწკენტოვნებას, მივიღებთ რომ ორი ლუწი ჩასმის ნამ- 

რავლი თვითონ ლუწია; მართლაც, ჩვენ მივიღებთ /#8-ს წარმოდგენას 

ტრანსპოზიციათა ნამრავლის სახით, თუ ჩავწერთ ერთმანეთის მიმდევრობით 

4-ს და 1-ს შესაბამის დაშლებს. შემდეგ, ჩასმათა გამრავლების ასოციაციურო- 

ბა ჩვენთვის ცნობილია, იგივური ჩასმის ლუწკენტოვნება ცხადია. ბოლოს, 

ლუწი 4 ჩასმისათვის 4“) ჩასმის ლუწკენტოვნება გამომდინარეობს თუნდაც იქი- 

დან, რომ ამ ჩასმების ჩანაწერები შეიძლება მივიღოთ ერთიმეორიდან, თუ ზედა 

და ქვედა სტრიქონებს ადგილებს შევუცვლით, ე. 0. ისინი შეიცავენ ინვერსიათა 

ტოლ რიცხვს. ამრიგად, #-ური ზარისხის ლუწ ჩასმათა სიმრავლე 

არის გამრავლების მიმართ სასრული ჯგუფი – „! რიგისა,.ამ 

ჯგუფს ეწოდება ,-ური ხარისხის ნიშანცვლადი ჯგუფი; ადვილი 

შესამოწმებელია, რომ იგი არაკომუტატურია, როცა # »4, თუმცა კომუტა- 

ტურია, როცა #=3. · 

სიმეტრიული და ნიშანცვლადი ჯგუფები ძალიან დიდ როლს ასრულებენ 

სასრულ ჯგუფთა თეორიაში და აგრეთვე გალუას თეორიაში, შევნიშნავთ, რომ 

'მეუძლებელი იქნებოდა, ნიშანცვლადი ჯგუფების ანალოგიურად, კენტი ჩას- 

მებისაგან ჯგუფის აგება გამრავლების მიმართ, ვინაიდან ორი კენტი ჩასმის 

ნამრავლი ყოველთვის არის ლუწი ჩასმა. 

ჯგუფთა მრავალფეროვანი მაგალითების დიდ რიცხვს იძლევა გეომეტ- 

რიის სხვადასხვა განშტოება, მივუთითოთ ასეთი გვარის ერთ უმარტივეს 

მაგალითზე: თავისი ცენტრის გარშემო სფეროს ყველა ბრუნვის სიმრავლე 

არის ჯგუფი, ამასთან არაკომუტატური, თუ ორი ბრუნვის ნამრავლს ვუწო- 

დებთ მათი თანმიმდევრობითი შესრულების შედეგს. 
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§ 64. ქვეჯგუფები 

6 ჯგუფის 4 ქვესიმრავლეს ეწოდება ამ ჯგუფის ქვეჯგუფი, თუ ის 
თვითონ არის ჯგუფი იმ ოპერაციის მიმართ, როზელიც განმარტებულია C 

ჯგუფში. : 
იმის შემოწმების დროს, არის თუ არა C ჯბგუფის ,„ ქვესიმრავლე ამ 

ჯგუფის ქვეჯგუფი, საკმარისია შემოწმდეს: 1) მოთავსებულია თუ არა 4-ში 

4-ს ნებისმიერი ორი ელემენტის ნამრავლი; 2) შეიცაეს თუ არა 4 თავის ყოველ 

ელემენტთან ერთად მის შებრუნებულ ელემენტსაც. მართლაც, C ჯგუფში 

ასოციაციურობის კანონის სამართლიანობიდან გამომდინარეობს მისი სა- 

მართლიანობა 4-ს ელემენტებისათვის, ხოლო ის, რომ C ჯგუფის ერთეული 

ეკუთვნის 4-ს, გამომდინარეობს 2) და 1)-დან, 

წინა პარაგრაფში აღნიშნული ჯგუფებიდან ბევრი წარმოადგენს სხვა, 

აგრეთვე იქ მითითებული ჯგუფების ქვეჯგუფებს. ასე მაგალითად, ლუწი რიცხ- 
ვების ადიციური ჯგუფი წარმ–ადგენს ყველა მთელი რიცხვის ადიციური ჯგუ- 

ფის ქვეჯგუფს, ხოლო უკანასკნელი თავის მხრივ არის რაციონალური რიცხვე– 

ბის ადიციური ჯგუფის ქვეჯგუფი. ყველა ეს ჯგუფი, ისე როგორც საზოგა- 
დოდ რიცხვთა ადიციური ჯგუფები, წარმოადგენს კომპლექსური რიცხვების 

ადიციური ჯგუფის ქვეჯგუფებს. დადებითი ნამდვილი რიცხეების მულტიპლი- 

კაციური ჯგუფი წარმოადგენს ყველა ნულისაგან განსხვავებული ნამდვილი 

რიცხვის მულტიპლიკაციური ჯგუფის ქვეჯგუფს. #-ური ხარისხის ნიშანცვლადი 

ჯგუფი არის იმავე ხარისხის სიმეტრიული ჯგუფის ქვეჯგუფი. 

ხაზი გავუსვათ იმას, რომ ქვეჯგუფის განმარტებაში შემავალი მოთხოე- 

ნილება C ჯგუფის 4 ქვესიმრავლისადმი იყოს ჯგუფი იმ ჯგუფურიოპე- 

რაციის მიმართ, როზელიც განმარტებულია C ჯგუფში არის 

არსებითი. ასე მაგალითად, დადებითი ნამდვილი რიცხვების მულტიპლიკა- 

ციური ჯგუფი არ წარმოადგენს ყველა ნაზდვილი რიცხვის ადღიციური 

ჯგუფის ქვეჯგუფს, თუმცა პირველი სიმრავლე შედის, როგორც ქვესიმრავ- 
ლე, მეორეში, 

_ თუ თ ჯგუფში აღებულია 4 და 8 ქვეჯგუფები, მაშინ მა- 
თი თანაკვეთა 4ი7, ე. ი. ერთობლიობა ელემენტებისა, რომ- 

ლებიც მოთავსებულია როგორც 4-ში, ისე #8-ში, აგრეთვე იქ- 

ნება 6 ჯგუფის ქვეჯგუფი. 
მართლაც, თუ ჯ და » ელემენტები შედიან 4 ი 8 თანაკვეთაში, მაშინ 

ისინი მდებარეობენ # ქვეჯგუფში და ამიტომ 4-ს ეკუთვნის ჯ# ნამრავლიც 
და შებრუნებული ჯ“-1 ელემენტიც. იმავე მოსაზრებების გამო X/ და ჯ-. ელე– 

მენტები ეკუთვნიან 8 ქვეჯგუფსაც და ამიტომ ისინი შედიან 4ი 8-შიც. 

როგორც ადვილი დასანახია, მიღებული შედეგი სამართლიანია არა 

მარტო ორი ჯგუფისათვის, არამედ ჯგუფთა ნებისმიერი რიცზვისათვისა(), 
სასრულისათვის ან · უსასრულოსათვისაც კი. 

C ჯგუფის ქვესიმრავლე, რომელიც შეღგება ერთი L ელემენტისაგან, 
ცხადია, იქნება ამ ჯგუფის ქვეჯგუფი; ამ ჯგუფს, რომელიც შედის C. ჯგუ- 
ფის ნებისმიერ სხვა ქვეჯგუფში, ეწოდება C ჯგუფის ერთეულოვანი. 
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ქვეჯგუფი. მეორე მხრივ, თვითონ C ჯგუფი წარმოადგენს ერთ-ერთ თა- 

ვის ქვეჯგუფს. 
ქვეჯგუფების საინტერესო მაგალითს წარმოადგენენ ეგრეთწოდებული 

ციკლური ქვეჯგუფები. შემოვიტანოთ ჯერ C ჯგუფის თ ელემენტის 
ხარისხის ცნება. თუ » ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია, მაშინ ძ ელე- 

მენტის ტოლი #ჯ ელემენტის ნამრავლს ეწოდება ძ ელემენტის #-ური ხა- 

რისხი და აღინიშნება ძ"-ით. თ ელემენტის უარყოფითი ხარისხები 

შეიძლება განისაზღვროს ან როგორც ამ ელემენტის დადებითი ხარისხების 

შებრუნებული ელემენტები C ჯგუფიდან, ან როგორც თ“ 1 ელემენტის ტოლი 

რამდენიმე ელემენტის ნამრავლი. სინამდვილეში ეს განმარტებები ემთხვევიან 

ერთმანეთს, ' 

(ი") 1=(თ 1), # >0. (1) 

დამტკიცებისათვის საკმარისია ავიღოთ 2» თანამამრავლის ნამრავლი, რო- 

მელთაგან პირველი #ჯ ტოლია თ-სი, ხოლო დანარჩენები ტოლია თ” 1-ის, და 

მოვახდინოთ ყველა შეკვეცა ელემენტი, რომელიც ტოლია (1) ტოლობის 
როგორც მარცხენა, ისე მარჯვენა მხარისა, აღინიზნება ით“"-ით. დაბოლოს, 

შევთანხმდეთ თ ელემენტის ნულოვანი ძი ხარისხის ქეეშ გვესმოდეს 1 

ელემენტი. 
შევნიშნავთ, რომ თუ C ჯგუფში ოპერაციას ეწოდება შეკრება, მაშინ 

ძ ელემენტის ხარისხების მაგივრად უნდა ვილაპარაკოთ ამ ელემენტის ჯე- 

რადებზე და აღვნიშნოთ ისინი L0ძ-თი.· 

ადვილად მოწმდება, რომ ნებისმიერ ( ჯგუფში ნებისმიერი თ ელემენ- 

ტის ხარისხებისათვის ნებისმიერი დადებითი, უარყოფითი ან ნულოვანი + 

და თ მაჩვენებლების დროს ადგილი აქვს ტოლობებს 

ი" იეხ=ი" ძბ=0"Mი, (2? 

(ლუ= თ”. C) 
აღვნიშნოთ ( ძ)-თი 6 ჯგუფის ქვესიმრავლე, რომელიც შედგება თ ელე- 

მენტის ყველა ხარისხისაგან; მასში შედის თვითონ თ ელემენტიც, რომელიც 

თავის პირველ ხარისხს წარმოადგენს. (თ) ქვესიმრავლე იქნება C 

ჯგუფის ქვეჯგუფი: თანახმად (2)-სა (თ)-დან ელემენტების ნამრავლი 

მოთავსებულია ( თ)-ში, (თ)-ში შედის 1 ელემენტი, რომელიც უდრის თ.ს, 

დაბოლოს, (ძი | ყოველ თავის ელემენტთან ერთად შეიცავს მის შებრუნებულ 

ელემენტსაც, ვინაიდან (3)-დან გამომდინარეობს ტოლობა” 

(თ) 1=0ძ0“ 5". 

(თ) ქვეჯგუფს ეწოდება C ჯგუფის ციკლური ქვეჯგუფი, წარ- 
მოქმნილი თ ელემენტით. როგორც (2) ტოლობა გვიჩვენებს, ის ყო- 

ველთვის კომუტატურია, მაშინაც კი, როდესაც თვითონ C ჯგუფი არაკომუ- 

ტატურია. : · 

ზემოთ არსად იყო ნათქვამი, რომ თ ელემენტის ყვზლა ხარისხი წარ- 

მოადგენს ჯგუფის განსხვავებულ ელემენტებს. თუ სინამდვილეში ეს ასეა, მა- 
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შინ თ-ს ეწოდება უსასრულო რიგის ელემენტი. მაგრამ -ვთქვათ; # 
ელემენტის ხარისხებს შორის გვაქვს ტოლები, მაგალითად, ი0'ხ=CთI, როცა 

# # I; ამას ყოველთვის აქვს ადგილი სასრული ჯგუფების შემთხვევაში, მაგ- 

რამ შეიძლება მოხდეს უსასრულო ჯგუფშიც. თუ X >7/, მაშინ. 

ი'-!=1, 

ე. ი. არსებობენ თ ელემენტის დადებითი ხარისხები, ტოლნი ერთეულისა. 

გთქვათ, # არის თ ელემენტის უმცირესი დადებითი ხარისხი, რომელიც ერ- 

თეულის ტოლია, ე. ი. 

· 1) ი9=1, M>9, 

2) თუ თ'.=I, #>9, მაშინ L >». 

ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ თ არის სასრული რიგის ელემენტი, სა- 
ხელდობრ, უ» რიგისა. | 

'თუ 0 ელემენტს აქეს სასრული Xჯ რიგი, მაშინ ყველა ელემენტი 

.._-.--_-... (4) 

იქნება, როგორც ადვილი დასანახია, განსხვავებული. ძ ელემენტის ყო- 

ველი სხვა ხარისხი, დადებითი თუ უარყოფითი, ტოლია 

ერთ-ერთი (4) ელემენტთაგანისა. მართლაც, თუ # ნებისმიერი 

მთელი რიცხვია, მაშინ, თუ #-ს გავყოფთ »-ზე, მივიღებთ 

M=9M9 + 0<7<%, 

ამიტომ, (2)-ის და (3)-ის გამო, 

: ი" = (თ)? თ” = 0". (C-1) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ ძ ელემენტს აქვს სასრული 

» რიგი და CI=1, მაშინ # უნაშთოდ უნდა „გაიყოს »ჯ-ზე; მეორე 

მხრივ, ვინაიდან 

–1=#M(–-1)+(I--1), 

ამიტომ სასრული # რიგის ძი ელემენტისათვის 

ი-1=ცი-), 

ვინაიდან (4) სისტემა. შეიცავს # ელემენტს, ამიტომ ზემოთ მიღებული 

შედეგებიდან გამომდინარეობს, რომ ძ ელე მენტისათვის, რომელსაც 

აქვს სასრული რიგი, მისი #» რიგი ემთხვევა ციკლური (თ) 

ქვეჯგუფის რიგს (ე. ი. ელემენტთა -რიცხვს). : 
ბოლოს, შევნიშნავთ, რომ ყოველ ჯგუფს გააჩნია პირეელი · რიგის ერ- 

თადერთი ელემენტი, უს იქნება 1 ელემენტი- ციკლური (1 1 ქვეჯგუფი ემთხ- 
ვევა, ცხადია, ერთეულოვან ქეეჯგუფს. , 

' ციკლური ჯგუფები. C ჯგუფს ეწოდება ციკლური ჯგუფი, თუ 
იგი შედგება თავისი რომელიმე. თ ელემენტის ხარისხებისაგან,: ე. ი: ემთხვე- 

ვა ერთ-ერთ რომელიმე თავის ციკლურ (თ) ქვეჯგუფთაგანს; თ ელემენტს 
4:5,



ეწოდება ამ შემთხვევაში C ჯგუფის წარმომქმნელი ელემენტი. ყო- 

ველი ციკლური ჯგუფი, ცხადია, აბელის ჯგუფია. 
უსასრულო ციკლური ჯგუფის მაგალითს წარმოადგენს 

მთელი რიცხვების ადიციური ჯგუფი–ყოველი მთელი რიცხვი ჯე- 

რადია 1 რიცხვისა, ე. ი. ეს რიცხვი წარმოადგენს განხილული ჯგუფის წარ- 

მომქმნელ ელემენტს; წარმომქმნელ ელემენტად შეგვეძლო აგრეთვე აგვეღო – 1 
რიცხვი. 

„ური რიგის სასრული ციკლური ჯგუფის მაგალითს 

წარმოადგენს ერთეულიდან #-ური ხარისხის ფესვების მულ- 
ტიპლიკაციური ჯგუფი -–§ 19-ში ნაჩვენებია, რომ ყველა ეს ფესვი 
წარმოადგენს რომელიმე მათგანის ხარისხს, სახელდობრ პირველყოფილი 

ფესვისა 
შემდეგი თეორემა გვიჩვენებს, რომ სინამდვილეში ამ მაგალითებით ამო–- 

იწურება ყველა ციკლური ჯგუფი: 
ყველა უსასრულო ციკლური ჯგუფი ერთმანეთის იზო- 

მორფულია; ერთმანეთის იზომორფულია აგრეთვე მოცემუ- 

ლი #-ური რიგის ყველა სასრული ციკლური ჯგუფი. 

'" მართლაც, უსასრულო ციკლური ჯგუფი, წარმოქმნილი თ ელემენტით, 

აისაება ურთიერთცალსახდ მთელ რიცხვთა ადიციურ ჯგუფზე, თუ ამ 

ჯგუფის ყოველ ი' ელემენტს შეეთანადება # რიცხვი; ეს ასახვა იქნება იზო- 

მორფიზმი, ვინაიდან, თანახმად (2)-ისა, ი ელემენტის ხარისხების გადამრავ- 

ლებისას მაჩვენებლები იკრიბება, ხოლო, თუ მოცემულია „»-ური რიგის სას- 

რული ციკლური C ჯგუფი წარმოქმნილი თ ელემენტით, მაშაენ აღვნიშნოთ 

«ით ერთეულიდან ჯ„-ური ხარისხის პირველყოფილი ფესვი და შევუთანადოთ 

C ჯგუფის ყოველ ი' ელემენტს, 0<#<#, რიცხვი Cთ. ეს იქნება C ჯგუფის 
ურთიერთცალსახა ასახვა 1-დან ური ხარისხის ფესვთა მულტიპლიკაციურ 

ჯგუფზე, რომლის იზომორფულობა გამომდინარეობს (2)“დან და (5)-დან. 
ეს თეორემა საშუალებას იძლევა ვილაპარაკოთ უბრალოდ უსასრუ- 

ლო ციკლურ ჯგუფზე ან #-ური რიგის ციკლურ ჯხუფზე. 
დავამტკიცოთ ახლა თეორემა: 

“ციკლური ჯგუფის ყოველი ქვეჯგუფი თვითონაც ციკ- 
ლურია. 

მართლაც, ვთქვათ, C=( თ) არის ციკლური ჯგუფი, რომლის წარმომ- 

ქმნელია ძ ელემენტი, უსასრულო ან სასრული, და 4 იყოს C ჯგუფის ქვეჯგუ- 

ფი. შეიძლება ჩავთვალოთ, რომ 4 განსხვავებულია ერთეულოვანი, ქვეჯგუფისა- 

გან, ვინაიდან სხვანაირად დასამტკიცებელი აღარაფერი იქნებოდა. დავუშ- 

ვათ, რომ C' არის თ ელემენტის უმცირესი დაღებითი ხარისხი, რომელიც 

შედის 4-ში; ასეთი არსებობს, რადგან თუ 4-ში შედის 1-საგან განსხვავებუ- 
ლი თ“? ელემენტი, (: >0, მაშინ მისი შებრუნებული ი' ელემენტიც შედის 
4-ში. დავუშვათ, რომ 4-ში შედის აგრეთვე თ! ელემენტი, 17#90, ამასთან 

|! არ იყოფა #-ზე, მაშინ, თუ ძ, ძ >0, არის ჯ და 1 რიცხვების უდიდესი 

საერთო გამყოფი, არსებობენ ისეთი მთელი « და ს რიცხვები, რომ 

: Iყ-C/9 =ძ,: 
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და ამიტომ 4 ქვეჯგუფში. უნდა შედიოდეს ელემენტი 
(ი')“ · (ე')წ==049, 

მაგრამ, ვინაიდან ჩვენ დაშვებებში ძ< #L, ამიტომ მივდივართ წინააღმდეგო- 

ბამდე თ' ელემენტის ამორჩევასთან. ამით დამტკიცდა, რომ 4=(01)1I. 

ჯგუფის დაშლები ქვეჯგუფის მიმართ. თუ C ჯგუფში აღებულია M 

და M ქვესიმრავლეები, მაშინ ამ ქვესიმრავლეების /MV ნამრავლის 

ქვეშ გვესმის ეოთობლიობა C ჯგუფის ელემენტებისა, რომლებიც ერთი გზით 

მაინც წარმოიდგინებიან 7/7-დან რაიმე ელემენტის #-დან რაიმე ელემენტზე 

ნამრავლის სახით. ჯგუფური ოპერაციის ასოციაციურობიდან გამომდინარეობს 

ჯგუფის ქვესიმრავლეთა გამრავლების ასოციაციურობა: 

(MM) #=#I (V L). 

ერთი #!, V# სიმრავლეთაგანი, ცბადია, შეიძლება შედგებოდეს მხო- 

ლოდ ერთი თ ელემენტისაგან. ამ შემთხვევაში ჩვენ ვღებულობთ იV ნამ- 

რავლს ელემენტისა სიმრავლეზეან #Xთ ნამრავლს სიმრაე- 
ლისა ელემენტზე. 

ვთქვათ, C ჯგუფში მოცემულია ნებისმიერი 4 ქვეჯგუფი. თუ ჯ არის 

C-ს ნებისმიერი ელემყნტი, მაშინ X4 ნამრავლს ეწოდება 4 ქვეჯგუფის 

მიმართ C ჯგუფის მარცხენა მოსაზღვრე კლასი, წარმოქმ- 

ნილი ჯ ელემენტით. გასაგებია, რომ ჯ ელემენტი შედის მოსაზ-- 

ღვრე Xჯ4 კლასში, ვინაიდან 4 ქვეჯგუფი შეიცავს ერთეულს, ხოლო. 
ჯ-1=ჯ. 

ყოველი მარცხენა მოსაზღვრე კლასი წარმოიქმნება თა- 

ვისი ნებისმიერი ელემენტით, ე. ი. თუ /” ელემენტი შედის მო- 
საზღვრე ჯ.4 კლასში, მაშინ 

)/4=X4. (60 

მართლაც, ”# შეიძლება წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახით: 

წ»=თთ, 
სადაც ძ არის 4 ქვეჯგუფის ელემენტი. ამიტომ ნებისმიერი ი' და ი” ელემენ- 
ტებისათვის 4-დან გვექნება ' 

30” =:2; (00'), 

»ჯთ"=V”(თ-1 ი"), 

რითაც მტკიცდება (6) ტოლობა. ” 

აქედან გამომდინარეობს, რომ C ჯგუფის ორი ნებისმიერი 

მარცხენა მოსაზღერე კლასი 4 ქვეჯგუფის მიმართ ან ემთხ- 

ვევა ერთმანეთს, ანდა მათ არა აქვთ არც ერთი საერთო 

ელემენტი. მართლა(/), თუ მოსაზღვრე X4 და V4 კლასები შეიცავენ საერ- 
თო ჯ ელემენტს, მაშინ 

Xჯ4=74=V74. 

ამრიგად, მთელი C ჯგუფი იშლება არათანამკვეთ მარცხენა მოსაზღვრე 
კლასებად 4 ქვეჯგუ ფის მიმართ, ამ დაშლას ეწოდება C ჯგუფის მარც- 

ხენა დაშლა 4 ქვეჯგუფის მიმართ. 
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შევნიშნოთ, რომ ამ დაშლის ერთ-ერთი მარცხენა მოსაზღვრე კლანი 

იქნება თვითონ 4# ქვეჯგუფი; ეს მოსაზღვრე კლასი წარმოიქმნება 1 ელემენ- 

ტით ან საზოგადოდ, 4-ს ნებისმიერი თ ელემენტით, ვინაიდან 

0/1= 4. 

გასაგებია, რომ თუ „4 ნამრავლს ვუწოდებთ # ქვეჯგუფის ზი- 

მართ Cთ ჯგუფის მარჯვენა მოსაზღვრე კლასს, წარმოვგვმ- 

ნილს ჯ ელემენტით, ანალოგიური გზით მივიღებდით C ჯგუფის მაC- 

ჯვენა დაშლას 4 ქვეჯგუფის მიმართ, აბელის ჯგუფისათვის მისი 

ორივე დაშლა ნებისმიერი ქკეჯგუფის მიმართ, მარცსენა და მარჯვენა, გასა- 

გებია, ერთმანეთს დაემთხვევა, ე. ი. შეიძლება უბრალოთ ლაპარაკი ჯგუ”. 

ფის დაშლაზე ქვეჯგუფის მიმართ. 

ასე მაგალითად, # რიცხვის ჯერადი რიცხვების ქვეჯგუფის მიმართ 

მთელ რიცხვთა ადიციური ჯგუფის დაშლა შედგება # განსუვავებული მო- 

საზღვრე კლასისაგან, რომლებიც წარმოიქმნება შესაბამისად რიცხვებით 0, 1, 

2,..., #-–- 1. ამასთან, / რიცხვით, 0 <1 <:#-–-1, წარმოქქნელ კლასმი თავმოყ- 

რილია ყველა ის რიცხვი, რომელიც 7#;-ზე გაყოფისას იძლევა 7 ნაშთს. 

არაკოზუტატურ შემთხვევაში რაიმე ქვეჯგუფის მიმართ ჯგუფის დაშ- 
ლები შეიძლება განსხვავებული აღმოჩ5დნენ. 

განვიხილოთ, მაგალითად, მე-3 ხარისხის სიმეტრიული #§ე: ჯგუფი, ამას- 

"თან, თანახმად § 3-სა, მის ელემენტებს ჩავწერთ ციკლების საშუალებით. 4 

შვეჯგუფად ავიღოთ (12) ელემენტის ციკლური ქვეჯგუფი; ის შედგება იგი- 
ვური ჩასმისაგან და თვითონ (12) ჩასმისაგან. სხვა მარცხენა მოსაზღვრე კლასე- 

ბი იქნებიან: (13).4/ კლასი, როზელიც შედგება (13) და (132) ჩასზებისაგან, და 

(23).4 კლასი, რომელიც შედგება (23) და (123) ჩასმებისაგან. მეორე მხრივ, 

4 ქვეჯგუფის მიმართ 3ვ ჯგუფის მარჯვენა კლასები იქნებიან თვითონ /# 

ქვეჯგუფი, # - (13) კლასი, რომელიც შედგება (13) და (23) ჩასმებისაგან, 

და 4 -(2პ) კლასი, როზელიც შეჯგება (23) და (132) ჩასმებისაგან. ჩვენ ვხე- 

დავთ. რომ განხილულ შემთხვევაში მარჯეენა დაშლა განსხვავდება მარცხე- 
ნისაგან. 

სასრული ჯგუფების შემთხვევისათვის ქვეჯგუფის მიმართ ჯგუფის დაშ- 

ლების არსებობას მივყავართ შემდეგ მნიშვნელოვან თეორემამდე, 

ლაგრანჟის თეორემა, ყოველ სასოულ ჯგუფში ნების- 

მიერი ქვეჯგუფის რიგი წარმოადგენს თვითონ ჯგუფის რი- 
გის გა მ ყოფ ს. 

მართლაც, ვთქვათ, » რიგის სასრულ C ჯგუფში მოცეძულია # რიგის 

-4 ქეეჯგუფი. განვიხილოთ 4# ქეეჯგუფის მიმართ C ჯგუფის ია”ცხენა დაშ- 

ლა, ვთქვათ, იგი შედგება / კლასისაგან; 7 რიცხვს ეწოდება 4 ქ,ეჯგუფის 
ინდექსი Cთ ჯგუფში, ყოველი 1არცხენა ჩჯ4' კლასი შედგება ზუსტად #; ელე” 
მენტისაგან, ვინაიდან თუ 

ჯ0თ, = X0), 

სადაც ძ, და თ, ელემენტებია /-დან, მაშინ თ,=თე. ამრიგად, 

#=V#7/, (2) 
რაც უნდა დამტკიცებულიყო. 
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ვინაიდან ელემენტის რიგი ემთხვევა თავისი ციკლური ქეეჯგუფის რიგს, 

ამიტომ ლაგრანჟის თეორემიდან გამომდინარეობს, რომ სასრული ჯგუ- 

ფის ყოველი ელემენტის რიგი წარმოადგენს ჯგუფის რიგის 

გამყოფს. 
ლაგრანჟის თეორემიდან გამომდინარეობს აგრეთვე, რომ ყოველი 

სასრული ჯგუფი, რომლის რიგი არის მარტივი რიცხვი, იქ- 

ნება ციკლური. მართლაც, ეს ჯგუფი უნდა დაემთხვეს ციკლურ ქვე- 
ჯგუფს, წარმოქმნილს ერთეულისაგან განსხეავებული მისი ნებისმიერი ელე- 

მენტით. აქედან გამომდინარეობს, ციკლური ჯგუფების ზემოთ მიღებული აღ- 

წერის გამო, რომ ყოველი მარტივი ხ რიცხვისათვის არსებობს 

ერთად-ერთი, იზომორფიზმამდე სიზუსტით, # რიგისსასრუ- 

ლი ჯგუფი. ' 

§ 65. ნორმალური გამყოფები, ფაქტორ-ჯგუფები, ჰომომორფიშზმები 

(“+ ჯგუფის 4 ქვეჯგუფს ეწოდება ამ ჯგუფის ნორმალური გამ- 

ყოფი (ანუ ინვარიანტული ქვეჯგუფი), თუ 4 ქეეჯგუფის მიმართ 
Cთ ჯგუფის მარცხენა დაშლა ემთხვევა მარჯეენას. 

ამრიგად, აბელის ჯგუფის ყველა ქვეჯგუფი წარმოადგენს მასში ნორმა- 

ლურ გამყოფს. მეორე მხრივ, ყოველ C ჯგუფში როგორც ერთეულოვანი 

ქვეჯგუფი, ისე თვითონ ეს ჯგუფი იქნებიან ნორმალური გამყოფები; ერთე- 

ულოვანი ქეეჯგუფის მიმართ C ჯგუფის ორივე დაშლა ემთხვევა ჯგუფის 
დაშლას ცალკეულ ელემენტებად, თვითონ ამ ჯგუფის მიმართ C ჯგუფის 

ორივე დაზლა შედგება ერთი C კლასისაგან. 

მოვიყვანოთ არაკომუტატურ ჯგუფებში ნორმალური გამყოფების უფ- 

რო საინტერესო მაგალითები. მე-3 ბარისხის სიმეტრიულ §ე.ე ჯგუფში (123) 

ელემენტის ციკლური ქვეჯგუფი, რომელიც შედგება იგივური ჩასმისა და (123) 

და (132) ჩასმებისაგან, იგნება ნორმალური გამყოფი: აჰ ქვეჯგუფის მიქართ 

%. ჯგუფის ორივე დაზლაში მეორე მოსაზღვრე კლასი შედგება (12), (13) 
და (23) ჩასმებისაგან. 

საზოგადოდ #-ური ხარისხის სიმეტრიულ 5. ჯგუფში „”-ური ხარისხის 

ნიშანცვლადი 4» ჯგუფი იქნება ნორმალური გამყოფი. მართლაც, 4» ჯგუფს 

აქვს – ”! რიგი. ამიტომ 4, ქვეჯგუფის მიმართ §,, ჯგუფის ყოველი მოსაზღე- 

რე კლასი უნდა შედგებოდეს იმდენიეე ელემენტისაგან ღა, მაშასადამე, ასეთი 
კლასი კიდევ გვექნება მხოლოდ ერთი, სახელდობრ კენტი ჩასმების ერთობ- 

ლიობა. · 

„ #ური რიგის # ველის ელემენტეზიან გადაუგვარებელ კვადრატულ მატ- 
რიცთა მულტიპლიკაციურ ჯგუფში ის მატრიცები, რომელთა დე„ერმინანტი 

უდრის 1-ს, ცხადია, ქმნიან ქვეჯგუფს. ის იქნება ნორმალური გამყოფიც კი, 

ვინაიდან 7/ მატრიცით წარმოქანილი, ერთდროულად მარცხენა და მარჯეენა, 

მოსაზღვრე კლასი ამ ქვეჯგუფის მიმართ არის კლასი ყეელა მატრიცისა, 
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რომლის დეტერმინანტი უდრის M# მატრიცის დეტერმინანტს--საკმარისია 

გავიხსენოთ, რომ მატრიცთა გამრავლების დროს მრავლდება მათი დეტერ- 

მინანტები. 

ნორმალური გამყოფის ზემოთ მოყვანილ განმარტებას შეიძლება მიეცეს 

შემდეგი ფორმა: 

6 ჯგუფის 4 ქვეჯგუფს ეწოდება ამ ჯგუფის ნორმალური გამყოფი, თუ 
თ-ს ყოველი « ელემენტისათვის 

24= 4X, (0) 

ე. ი. ყოველი ჯ ელემენტისათვის C-დან და თ ელემენტისათვის ,(ჯ-დან შეიძ- 

ლება ვიპოვოთ /#-ში ისეთი თ' და თ” ელემენტები, რომ 

X+0ძ=0თX, 0X=თდთ". ა. თ 

შეგვიძლია მივუთითოთ ნორმალური გამოყოფის, გამოსავალის ტოლფას, 

სხვა განმარტებებზეც. ასე მაგალითად, C ჯგუფის თ და #' ელემენტებს ვუ- 

წოდოთ შეუღლებული, თუ C-ში არსებობს ერთი მაინც ისეთი ჯ ელე- 

მენტი, რომ 

ხ=თ 102, (3) 

ე. 0. როგორც ამბობენ, ხ ელემენტი მიიღება ძ ელემენტისაგან ჯ ელემენ- 

ტით ტრანსფორმირებით. (3)-დან გამომდინარეობს, ცხადია, 

თ=17ხX 1=(ჯ 1) 1ხჯ”1 
ტოლობა. 

თ ჯგუფის 4 ქვეჯგუფი იქნება C-ში ნორმალური გამცყო- 

ფი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ყოველ თავის ძ ელეზენტ- 

თან ერთად ის შეიცავს C-ში მასთან შეუ ღლებულ ყველა 

ელემენტსაც. · 
მართლაც, თუ 4 არის C-ში ნორმალური გამყოფი, მაშინ (2)-ის თა- 

ნახმად, ჩვენ მიერ ამორჩეული ძ ელემენტისათვის 4-დან და ნებისმიერი > 

ელემენტისათვის C-დან შეიძლება ვიპოვოთ #-ში ისეთი ი” ელემენტი, რო? 

ით=ფთ". 

აქედან 
თათ=თ“, 

ე. ი. ი-სთან შეუღლებული ყოველი ელემენტი მოთავსებულია #4-ში. პირი- 

ქით, თუ 4 ქვეჯგუფი ყოველ თავის 0 ელემენტთან ერთად შეიცავს მასთან 

შეუღლებულ ყველა ელემენტსაც, მაშინ 4-ში მოთავსებულია, კერძოდ, 

: ' თ 10დ=0" 

ელემენტი, საიდანაც გამომდინარეობს (2) ტოლობებიდან მეორე. იმავე მი- 

ზეზის გამო 4-ში მოთავსებულია 

(დ) ით 1=ფთფიდ 1=0ი" 

ელემენტიც, საიდანაც გამომდინარეობს (2) ტოლობებიდან პირველიც. 
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თუ გამოვიყენებთ ამ შედეგს, ადვილად დავამტკიცებთ, რომ (C; ჯგუ- 

ფის ნებისმიერ ნორმალურ გამყოფთა თანაკვეთა თვითონ 

იქნებაან ჯგუფის ნორმალური გამყოფი. მართლაც, თუ 4 და #8 

არიან C ჯგუფის ნორმალური გამყოფები, მაშინ, როგორც წინა პარაგრაფ- 

შია ნაჩვენები, 4 ი # თანაკვეთა იქნება C ჯგუფის ქეეჯგუფი. ვთჟვათ, C არის 

ნებისმიერი ელე?ენტი 47ი #-ჯღან, ჯ კი C ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი. მა- 

შინ თ'X> ელემენტი უნდა იყოს მოთავსებული „,„I-შიც და #-შიც, ვინაიდან 

ორივე ეს ნორმალური გამყოფი შეიცავს – ელემენტს. აქედან გამომდინა- 

რეობს, როზ თ '1ჯ ელემენტი შედის 47ი 8 თანკვეთაში. 

ფაქტორ-ვეგუფი. ნორმალური გამყოფის ცნების მნიშვნელობა დამყა- 

რებულია იმაზე, რომ ნორმალური გამყოფის მიმართ მოსაზღვრე კლასებიდან-– 
(1)-ის გამო ამ შემთხვევაში მარცხენა და მარჯვენა მოსაზღვრე კლასები შე- 

იძლება არ განვასხვავოთ – გარკვეული, ძალიან ბუნებრივი წესით, შეიძლება აი- 

გოს ახალი ჯგუფი. 

თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ თუ 4 არის ( ჯგუფის ნებისმიერი 

მჭეჯგუფი, მაშინ 
44=4, (4) 

ვინაიდან 4 ქვეჯგუფის ნებისმიერი ორი ელემენტის ნამრავლი ეკუთვნის 

4-ს და, ამასთან ერთად, თუ 4-ს ყველა ელემენტს გავამრავლებთ ერთეულ- ” 

ზე, უკვე მივიღებთ მთელ 4 ქვეჯგუფს. 
ვთქვათ, ახლა,, 4 არის C ჯგუფის ნორმალური გამყოფი. ამ შემთხ- 

ვევაში 4-ს მიმართ. 6-ს ნებისმიერი ორი მოსაზღვრე კლასის 

-ნამრავ ლი (C ჯგუფის ქვესიმრავლეთა გამრავლების აზრით) თვითონ 

იქნება მოსაზღვრე კლასი 4-ს მიმართ. მართლაც, თუ გამოვიყე- 

ნებთ ჯგუფის ქვესიმრავლეთა გამრაელების ასოციაციურობას, (4) ტოლობას და 

»X»X4=4) 

ტოლობას (შეად. (1)-ს), -> ჯგუფის ნებისმიერი დ და » ელემენტებისათვის . 
„მივიღებთ: 

თ. ·X4=XVXI 1.1 =:%/4- 

(5) ტოლობა გვიჩვენებს: “იმისათვის, რომ მოიძებნოს 4 ნორმალური 

გამყოფის მიმართ C ჯგუფის ორი მოცემული მოსაზღვრე კლასის ნამრავლი, 

ნებისმიერად უნდა ავირჩიოთ ამ მოსაზღვრე კლასებში თითო წარმომად- 

გენელი– გავიხსენოთ, რომ ყოველი მოსაზღვრე კლასი წარმოიქმნება ნე- 

ბისმიერი თავისი ელემენტით– და ავიღოთ ის მოსაზღვრე კლასი, რომელშიც 

მოთავსებულია ამ წარმომადგენლების ნამრავლი. 

ამრიგად, # ნორმალური გამყოფის მიმართ C ჯგუფის ყველა მოსაზღვ- 

რე კლასის სიმრავლეში განმარტებულია გამრაელების ოპერაცია. ვაჩვენოთ 

რომ ამასთან სრულდება ჯგუფის განმარტებაში შემავალი 
ყველა მოთხოგნა, მართლაც, მოსაზღვრე კლასთა გამრავლების ასოცია- 

ციურობა გამომდინარეობს ჯგუფის ქვესიმრავლეთა გამრავლების ასოციაციუ- 

რობიდან. ერთეულის როლს ასრულებს თვითონ 4 ნორმალური გამყოფი, 

რომელიც წარმოადგენს C-ს დაშლის ერთ-ერთ მოსაზღვრე კლასს 2-ს ზი- 
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მართ: სახელდობო, (4)-ისა და (1)-ის გამო ნებისმიერი „-ისათვის (ჯ-დან 

გვექნება 
ჯ.1-.1=თ7 1, 2 1X:1=%21,1=X,I. 

ბოლოს, მოსაზღვრე ჯ4# კლასისათვის შებრუნებული იქნება. მოსაზღვრე »“1.| 
კლასი, ვინაიდან 

ებეაეასას„' 

ჩვენს მიერ აგებულ ჯგუფს ეწოდება # ჯგუფის ფაქტორ-ჯგუფი 
4 ნორმალური გამყოფის მიმართ და აღინიშნება C/,I-თი, 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ყოველ ჯგუფთან დაკავშირებულია ახალ ჯგუფთა 
მთელი ერთობლიობა ––მისი ფაქტორ-ჯგუფებისა სავადასხვა ნორმალური გამ- 

ჟოფთა მიმართ. ამასთან C ჯგუფის ფაქტორ-ჯგუფი ერთეულოვანი ქვეჯგუ- 
ფის მიმართ, გასაგებია, იქნება თვითონ ( ჯგუფის იზომორფული. 

აბელის 6 ჯგუფის ყოველი C/,1 ფაქტორ-ჯგუფი თვითო- 
ნაც აბელურია, ვინაიდან ;:»=7ჯჯი-დან გამომდინარეობს 

#/I · X/I =2)/4=V»"72=X4L · 9.1 

ციკლური 06 ჯგუფის ყოველი 6/4 ფაქტორ-ჯგუფი თვი- 
თონ არის ციკლური, ვინაიდან თუ C წარმოიქმნება ( ელემენტით, 

C=I(), და თუ მოცემულია ნებისმიერი მოსაზღვრე »4 კლასი, მაშინ არ- 

სებობს ისეთი მთელი # რიცხვი, რომ 
· გ=დ 

და. ამიტომ ბ 

ს. =(წ.1X. 

სასრული C ჯგუფის ნებისმიერი C// ფაქტორ-ჯგუფის. 

რიგი არის თვითონ ამ ჯგუფის რიგის გამყოფი. მართლაც, 

Cთ/4 ფაქტორ-ჯგუფის რიგი უდრის # ნორმალური გამყოფის ინდექსს C 

ჯგუფში, და ამიტომ შეიძლება ვისარგებლოთ წინა პარაგრაფის (7) ტო- 

ლობით. 

მოვიყვანოთ ფაქტორ-ჯგუფთა ზოგიერთი მა გალითი. ვინაიდან მთელ 

რიცხვთა ადიციურ ჯგუფში ნატურალური /: რიცხვის ჯერადი რიცხვების 

ქვეჯგუფს, როგორც წინა პარაგრაფშია ნაჩვენები, აქვს ,# ინდექსი, ამიტომ 

ჩვენი ჯგუფის ფაქტორ-ჯგუფი ამ ქვეჯგუფის მიმართ იქნება #-ური რიგის. 

სასრული ჯგუფი, ამასთან ციკლური, ვინაიდან თვითონ განხილული ჯგუფი. 
ციკლურია. 

უ-ური ზარისხის სიმეტრიული ა. ჯგუფის ფაქტოორ-ჯგუფი »-ური ხა- 

რისხის ნიშანცვლადი 4„ ჯგუფის მიმართ იქნება მე-2 რიგის ჯგუფი, ამას–- 

თან, 2 რიცხვის მარტივობის გამო, ციკლური ჯგუფი (იხ, წინა პარაგრაფის. 

ბოლო). 

ზემოთ მოყვანილია აღწერა #-ური რიგის /# ველის ელემენტებიან გა” 

დაუგვარებელ მატრიცთა მულტიპლიკაციური ჯგუფის მოსაზღვრე კლასებისა 
ნორმალური გამყოფის მიმართ, რომელიც შედგენილია 1-ის ტოლი დეტერ– 
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მინანტის მქონე მატრიცებისაგან. ამ აღწერიდან გამომდინარეობს, რომ შე- 

საბამისი ფაქტორ-ჯგუფი იზომორფულია /# ველის ნულისაგან განსხვავებულ 

რიცხვთა მულტიპლიკაციური ჯგუფისა. 

ჰომომორფიზმები. ნორმალური გამყოფისა და ფაქტორ-ჯგუფის ცნებები 

მჭიდროდ დაკავშირებულია იზომორფიზმის ცნების შემდეგ განზოგადოე- 

ბასთან. 

C ჯგუფის 6” ჯგუფზე დ ასახვას, რომელიც უთანადებს ყოველ Cთ ელე- 
"მენტს თ-დან ცალსახად განსაზღვრულ თ =ძდ ელემენტს რ”-დან, ეწოდება 

რ-ს ჰომომორფული ასახვა რC”“-ზე (ანუ უბრალოდ ჰომომორფიზ- 

მი), თუ ყოველი თძ“ ელემენტი C”-დან არის ამ ასახვის დროს C-დან რომე- 

ლიმე 0 ელემენტის ანასახი თ =ძიდ, და თუ C ჯგუფის ნებისმიერი ძი, ხ 

ელემენტებისათვის 

    

   
   

(თხ) დ=0რ · ხდ. 

ცხადია, რომ, თუ დამატებით მოვითხოვდღით დ ასახვის ურთიერთცალ- 

სახობას, მივიღებდით იზომორფიზმის ჩვენთვის უკვე ცნობილ განმარტებას. 
თუ დარის ჰომომორფიზმი C ჯგუფისა C ჯგუფზე და 1 

და ი-––შესაბამისად C ჯგუფის ერთეული და ნებისმიერი 

ელემენტი, ხოლო 1 არის CV ჯგუფის ერთეული, მაშინ 

1 Cდ=1', 

(თ 1)დ=(0დ) !. 

მართლაც, თუ 1 დ=“' და «> არის C' ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი, 

“მაშინ C-ში არსებობს ისეთი ჯ ელემენტი, რომ დდ =;'. აქედან 

" > =თდდ=(:. 11დ=ფდ. 1 დ=ე.“ 
ანალოგიურად 

I =407 
და, მაშასადამე, #«'=1', 

მეორე მხრივ, თუ (თ“1) დ=ს', მაშინ 

1.=1დთდ=(4ი .)დ=იძდ (თ ')დ=ძდ ს 
და, ანალოგიურად, 

1'=ჩ' · იდ 
საიდანაც ხ'=(იდ)“!. 

Cთ ჯგუფის «' ჯგუფზე დ ჰომომორფიზმის ბირთვი ვუწოდოთ ერ- 

თობლიობას C ჯგუფის იმ ელემენტებისა, რომლებიც დ-ს დროს აისახებიან 

"' ჯგუფის 1 ერთეულში. 

თ ჯგუფის ყოველი ჰომომორფიზმის ბირთვი არის C 

ჯგუფის ნორმალური გამყოფი. 

მართლაც, თუ C ჯგუფის თ, ხ ელემენტები შედიან დ პომომორფიზმის 

ბირთქში, ე. ი. : 
ძდ=Lხდ=1', 

იაშინ 
(იხ)დ=09დ «სხდ=1' · 1=1“, 
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ე- 9. იხ ნამრავლიც მოთავსებულია დ ჰომომორფიზმის ბირთეში. მეორე 

მხრივ, თუ ძდ=1', მაშინ 

(ი "ედ=(იდღ)“1=1'1=1', 

ე. ი. ი იც შედის დ ჰომომორფიზმის ბირთვში. ბოლოს, თუ «დ= 1, ხოლო 

>» არის თ ჯგუფის ნების-იერი ელემენტი, მაშინ 

: ' (თ''ძდ)დ=(თ 1)დ ' 6დ- დ=(ჯდ) 1. 1'· „დ=1“, · 
განხილული ჰომომორფიზმის ბირთვი აღმოჩნდა C ჯგუფის ქვეჯაუფი, რო- 

მელიც ყოველ თავის ელემენტთან ერთად შეიცავს მასთან შეუღლებულ ყვე- 

ლა ელემენტსაც; მაშასადამე, ის იქნება ნორმალური გამყოფი. 

ვთქვათ, ახლა /# არის C ჯგუფის ნებისმიერი ნორმალური გამყოფი. 

თუ C ჯგუფის ყოველ თ» ელემენტს თანადობაში მოვუყვანთ ,„ ნორმალური 

გამყოფის მიმართ იმ მოსაზღვრე თ«/4 კლასს, რომელშიც მოთავსებულია ეს 

ელემენტი, მივიღებთ C ჯგუფის ასახკა მთელ C/ 4 ფაქტორ-ჯგუფზე. C/.4 
ჯბუფში გამრავლების განმარტებიდან (იხ. (5) გამომდინარეობს, რომ ეს 

ასახვა იქნება ჰომომორფული. 

მიღებულ პომომორფიზმს ეწოდება ჯგუფის ბუნებრივი ჰომომ ორ- 

ფიზმი C//4 ფაქტორ-ჯგუფზე. ამ პომომორფიზმის ბირთვი არის, ცხადია, 

თვითონ 4 ნორმალური გამყოფი. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 6 ჯგუფის ნორმალური გამყო- 

ფები და მხოლოდ ისინი არიანამ ჯგუფის პომომორფიზმთა 

ბირთვები. ეს შედეგი შეიძლება განვიხილოთ როგორც ნორმალური გამ- 

ყოფის კიდევ ერთი განმარტება. 

თურმე, ყველა ჯგუფი, რომლებზედაც C ჯგუფს შეუძლია ჰომომორფუ- 
ლად აისახოს, სინამდვილეში ამოიწურება ამ ჯგუფის ფაქტორ-ჯგუფებით, 

ხოლო C ჯგუფის ყველა ჰომომორფიზმი --თავის ფაქტორ-ჯგუფებზე თავისი 

ბუნებრივი ჰომომორფიზმებით. უფრო ზუსტად, სამართლიანია შემდეგი: 

თეორემა პომომორფიზმების შესახებ. ვთქვათ, მოცე- 

მულია 6 ჯგუფის 6" ჯგუფზე დ ჰომომორფიზმი და ვთქვათ, 

"I არის ამ პომომორფიზმის ბირთვი. მაშინ C6' ჯგუფი იზო- 

მორფულია თ/4 ფაქტორ-ჯგუფისადა ამასთან არსებობსისე- 

თი იზომორფული 0 ასახვა პირველი ამ ჯგუფთაგანისა მეო- 

რეზე, რომ დ და ძ ასახვების თანმიმდევრობითი. შესრულე- 

ბის შედეგი ემთხვევა C ჯგუფის ბუნებრივ ჰოზომორფიზმს 

(7/4 ფაჭქტორ-ჯგუფხე. | 
მართლაც, ვთქვათ, ჯ«' არის 6' ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი, ხოლო 

«არის C ჯგუფის ისეთი ელემენტი, რომ „დ=ე”, ვინაიდან ნებისძიერი ძ ელე- 

მენტისათვის დ ჰომომორფიზმის / ბირთვიდან ადგილი აქკს ითდ=1' ტოლო- 

ბას, ამიტომ 
(თძ) დ=ჯყდ · იდ=>' · 1'=/, 

ე. ი. მოსაზღვრე «4 კლასის ყველა ელემენტი დ-ს დროს აისახება ჯ' ელე– 

მენტში. 

424



მეორე მხრივ, თუ 2: არის C ჯგუფის ნებისმიერი ისეთი ელემენტი, 
–“% 

რომ ჯდ =>;, მაშინ 

(> ')დ=ფ Lდ..დ=(თდ) "-ჯდ=თ 1-7 =1“, 
ე. ი. –''> მოთავსებულია დ ჰომომორფიზმის #/ ბირთეში. თუ დავუშვებთ 

თ 17ჯ=90, მაშინ 7ჯ=20, ე. ი. 7 ელემენტი მოთავსებულია მოსაზღვრე »ჯ.4 კლას- 

ში. ამრიგად, თუ შევაგროვებთ C ჯგუფის ყველა იმ ელემენტს, რომელიც დ 

პომომორფიზმი დროს აისახება C' ჯგუფის ფიქსირებულ > ელემენტში, 

მივიღებთ ზუსტად მოსაზღვრე «1 კლასს. 

თ თანადობა, რომელიც C”-დან ყოველ ე” ელემენტს უთანადებს C ჯგუფის 

იმ მოსაზღვრე კლასს # ნორმალური გამყოფის მიმართ, რომელიც შედგება (ჯ 

ჯგუფის ყველა ელემენტისაგან, რომელსაც დ-ს დროს აქეს თ“ თავის ანასა- 

ხად, იქნება C ჯგუფის ურთიერთცალსახა ასახვა C/4 ფაქტორ-ჯგუფზ8%ე. ეს თ 

ასახვა იქნება იხომორფიზმი, ვინაიდან თუ 

ათ=თ4, )90==7-4, 
ე· ი, · 

მაშინ ითი=თ, 1Cდ=1) 
აძი 

მიტომ (თ))დ=თდ · ”ჯდ= თ» 
და აძიფ რო! 

(')')თ=თM4=2774 · X4=29 · »თ. 

ბოლოს, თუ დ არის ნებისმიერი ელემენტი C-დან და «დ=ჯ;', მაშინ 

(ჯდ)თ==ე"'თ=ჯ4, 

უ. ი. დ ჰომომორფიზმისა და თ იზომორფიზმის თანმიმდევრობითი შესრულე- 

ბა მართლაც ასახავს თ ელემენტს მის მიერ წარმოქმნილ მოსაზღვრე «4 

კლასში. თეორემა დამტკიცებულია. 

ა 66. აბელის თა პირდაპირი იჯამები L ელის ვბგუფ დ ვბბ”ე 

ჩვენ გვინდა ეს თავი დავამთავროთ ერთი ჯგუფურ-თეორიული თეორემით, 
რომელიც უფრო ღრმაა, ვიდრე ჯგუფთა ის ელემენტარული თვისებები, რომ- 

ლებიც ზემოთ იყო გადმოცემული. სახელდობრ, თუ დავეყრდნობით ციკლუ- 

რი ჯგუფების § 64.დან ჩვენთვის უკვე ცნობილ აღწერას, შემდეგ პარაგრაფ- 

ში მივიღებთ სასრულ აბელის ჯგუფთა სრულ აღწერას. 

როგორც აბელის ჯგუფთა თეორიაშია მიღებული, ჯგუფური ოპერა- 

ციისათვის გამოყენებული იქნება ადიციური ჩაწერა: ჩვენ ვილაპარაკებთ ჯგუ- 

ფის თ და ხ ელემენტების თ+-ხ ჯამზე, ნულოვან 0 ქეეჯგუფზე, რო- 
მელიმე ძ ელემენტის #« ჯერადებზე და ა. შ. 

ამ პარაგრაფში შევისწავლით ერთ კონსტრუქციას, რომელიც გადმო- 

ცემული იქნება აბელის ჯგუფებთან ზეფარდებით, თუმცა მისი შემოტანა შე- 
იძლებოდა ერთბაშად ნებისმიერი (ე. ი. არა აუცილებლად კომუტატური) 

ჯგეფებისათვის. ამ კონსტრუქციას გვიკარნახებს შემდეგი მაგალითები, სიბრ- 
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ტყე, განხილული როგორც ორგანზომილებიანი ნამდგილი წრფივი სივრცე, 

აოის აბელის ჯგუფი ვექტორთა შეკრების მიმართ. ამ სიბრტყეზე კოორდი- 

ნატთა სათავეზე გამავალი ნებისმიერი წრფე იქნება აღნიშნული ჯგუფის 

ქვეჯგუფი. თუ 4, და „1, არის ორი სხვადასხვა ასეთი წრფე, მაშინ, როგორც 

ცნობილია, ამ სიბრტყეზე კოორდინატთა სათავიდან გამომავალი ყოველი 

ვექტორი ცალსახად წარმოიდგინება ,, და „ე, წრფეებზე მისი პროექციების . 

ჯამის სახით, ანალოგიურად, სამგანხომილებიანი წრფივი სივრცის ყოვე- 
ლი ვექტორი ცალსახად ჩაიწერება სამი ვექტორის ჯამის სახით, რომ- 

ლებიც ეკუთვნიან სამ მოცემულ „,, 2: და ე წრფეს, თუკი ეს წოფეები 
"ერთ სიბრტყეში არ არის მოთავსებული. 

აბელის C ჯგუფს ეწოდება თავისი „Iე, .I,, ·--» -I+ ქვეჯგუფების პი ო- 
დაპირი ჯამი, 

თ=, ს + ა-LC- ...+ II, (65) 

თუ C ჯგუფის ყოველი ;; ელემენტი ჩაიწერება, ამასთან ერთადერთი 

წესით, თ,, ძე, ·-·., 0, ელემენტთა ჯამის სახით, რომლებიც აღებულია, შე- 

საბამისად, _I); ე, ··· ს IL ქვეჯგუფებში, , 

»=0 +0+..+თ (2) 

(1) ჩაწერას ეწოდება CV ჯგუფის პირდაპირი დაშზლა, „4, ქვეჯგუ- 

ფებს, 1=1, 2,..ს /#,--ამ დაშლის პირდაპირი შესაკრებები, ზოლო თ, 

ელემენტს (2)-დან 1=1, 2, -.., #,–-42% ელემენტის კომპონენტი (1) და– 

ფლის /#, პირდაპირ შესაკრებში. 

თუ მოცემულია C ჯგუფის ()) პირდაპირი დაშლა და თუ 

ამ დაშლის ყველა ან ზოგიერთი 4, პირდაპირი შესაკრები 

თვითონ დაშლილია 

4:=740 + ი + ·. + 2#ი IV > 1, (3) 

პირდაპირ ჯამად, მაშინ C ჯგუფი იქნება ყველა თავისი 

+, ჯ1=1, 2,-.» #ი 1=1, 2,.-.,#, 

 ჰვეჯგუფის პირდაპირი ჯამი. 

მართლაც, C. ჯგუფის ნებისმიერი „ ელემენტისათვის არსებობს (1) პირ- 

დაპირი დაშლის მიმართ (2) ჩაწერა, ხოლო ყოველი ძ, კომპონენტისათვის. 

1=1, 2,.-., #,–- : 

ძ,=0, +909, + 4 0VL (4, 
ჩაწერა „I, ჯგუფის (3) პირდაპირი დაშლის მიმართ. ცხადია, რომ ჯ იქნება. 

ყველა თ,; ელემენტის ჯამი, ჯ=1, 2,.-., #ც 1=1, 2, ... , #. ამ ჩაწერის ერთად- 

ერთობა გამომდინარეობს იქიდან, რომ თუ ავიღებთ :; ელემენტის ნების- 

მიერ ჩაწერას ელემენტების ჯამის სახით, რომლებიც აღებულია V«,/ ჯგუ- 

ფებში თითო ქეეჯგუფიდან თითო, და თუ შევკრებთ შესაკრებებს, რომლებიც 

ეკუთვნიან ერთ და იმავე „#1; ქვეჯგუფს, 1=1, 2, ..., L, ჩვენ უნდა მივიღოთ 
სწორედ (2) ტოლობა; “მეორე მხრივ, ყოველ ი, ელემენტს გააჩნია (4) სა– 

ბის მხოლოდ ერთი ჩაწერა. 
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პირდაპირი ჯამის განმარტებას შეიძლება მიეცეს სხვა ფორმა, ჯერ შე- 

მოვიტანოთ კიდევ ერთი ცნება, თუ აბელის C ჯგუფში მოცემულია რაღაც 

8. 78» ···, 3; ქვეჯგუფები, მაშინ (8, 8, ·-·, »,)-ით აღვნიშნოთ ერ- 

თობლიობა C ჯგუფის 7 ელემენტებისა, რომლებიც ერთი წესით მაინც 

შეიძლება ჩაიწეროს 7#,, 7,, --· , 8; ქვეჯგუფებში აღებული, შესაბამისად. 

ხეც ხე, 0, ელემენტთა ჯამის სახით, I 

ულ=ხ, +: -+ ---+Lხ. (5) 

(8. 8... 8) სიმრავლე იჭნება (, ჯგუფის ქვეჯგუფი- 
ამბობენ, რომ ეს ჯგუფი წარმოქმნილია #, #8,..... 8, ქვეჯგუფებით. 

დამტკიცებისათვის ავიღოთ (| #8,, #,, ·.., 8,)-ში / ელემენტი რ) ჩაწე- 

რით და აგრეთვე V ელემენტი, რომელსაც გააჩნია ანალოგიური 

7=ნს+ნ54+-.4+V 
ჩაწერა, სადაც ჩხ, არის ელემენტი #;-დან, 1=1, 2,..-, |. მაშინ 

X»+ 7 =(ხ, +") + Cს, + ს.) L ·---L (6 ++). 

– X=C- ხ,) + (–ჩ)) +- ··· -L (-––ხა, 

ე. ი. + და–ჯ» ელემენტებს აგრეთვე ექნებათ ერთი მაინც (5) სახის ჩა- 

წერა და, მაშასადამე, მიეკუთვნებიან | #,, #8,,..., 8,) სიმრავლეს, რაც უნ- 

და დამტკიცებულიყო. . 
(18,, 8»--, 8) ქვეჯგუფი შეიცავს თითოეულ # ქვეჯგუფ- 

თაგანს, 1=1, 2. „ 1. მართლაც, C ჯგუფის ყოველი ქვეჯგუფი “მეიცავს ამ. 

ჯგუფის ნულს და ამიტომ, თუ ავიღებთ, მაგალითად, #; ქეეჯგუფში ნების- 

მიერ ჩ, ელემენტს, ხოლო #8,,..-, 185) ქვეჯგუფებში –ი ელემენტს. მივიღებთ 
ხ. ელემენტისათვის (5) სახის შემდეგ ჩაწერას: 

ხე,==ხ, -+0 –+– ···+0, 

აბელის C ჯგუფი მაშინ და მხოლოდ მაშინ იქნება თა- 

ვისი 4,, 4,--.-4 ქვეჯგუფების პირდაპირი ჯამი, როცა ის. 

წარმოიქმნება ამ ქვეჯგუფებით, 

6=(4) 4, «VV (6) 

და როცა ყოველი „, ქვეჯგუფის, 1=2,..., ს, თანაკვეთა ყველა 
წინა 4, #1, ·.·.,41 ქვეჯგუფებით წარმოქმნილ ქვეჯგუფთან 
შეიცავს მხოლოდ ნულს, 

(4. #4 ვე..-, L 9 ი 4,|=9, (=2%..., #. ' “) 

მართლაც, თუ C ჯგუფს გააჩნია (1) პირდაპირი დაშლა, მაშინ (/-დან 

ყოველი ჯ« ელემენტისათვის არსებობს (2) ჩაწერა და ამიტომ ადგილი აქვს 

(6) ტოლობას. (7) ტოლობების სამართლიანობა გამომდინარეობს ნებისმიერი 

ჯ ელემენტისათვის (2) ჩაწერის ერთადერთობიდან: რომ რომელიმე 
ჯ-სათვის (| ”Iყ, 4«1ე,-·., -I(-ჯ | I /(ჯ თანაკვეთა შეიცავდეს ' არანულოვან » ელე- 
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მენტს. მაშინ, ერთი მხრივ, >» შეიძლება ჩაიწეროს როგორც რთ, ელემენტი 

4.-დან, ე. ი. «=0ძ,, და ამიტომ 

ჯ=0-I-...+0+0 +0-...+90; (8) 

მეოთე მხრივ, >-ს, როგორც ელემენტს (4, +, ·-·, 4--+) ქვეჯგუფიდან, 
გააჩნია 

»=0, + ძე + ...+0თ, 
სახის ჩაწერა, ე. ი. -. 

X»ჯ=0, +090, + ..·+0; 1-++0 + ... + 0. (9) 

(8) და (9) იქნება. ცხადია, « ელემენტისათვის (2) სახის ორი სხვადასხვა 

ჩაწერა. 

ბირიქით, ვთქვათ, სრულდება (6) და (7) ტოლობები. (6)-დან გამომდი- 

ნარეობს, რომ C ჯგუფის ნებისზიერ ჯ» ელემენტს გააჩნია ერთი მაინც (2) 

სახის ჩაწერა, მაგრამ, ვთქვათ, რომელიმე „ ელემენტისათვის არსებობს (2) 

სახის ორი სხვადასხვა ჩაწერა, 

ჯ=-0, + თ, + ...––თ=0, +0C) +...+თV. (10) 

მაშინ შეიძლება მოინახოს ისეთი (, 1 <#, რომ 

ძ.,=0 1, მ. ,=0%+ ც--. 0,,=0',. (11) 
მაგრა8ზ ' 

ძ# თ", 
ე. ი. ' 

ძ,–ძ', #90. (12) 

მაგრამ (9) და (11)-დან გამომდინარეობს 

ძთ-ი0ი'=(0, –– თ))-L (0 –– ი,) + -.- + (0, ს –– ი.) 

ტოლობა. რომელიც ეწინააღმდეგება, (12)-ის გამო, (7) ტოლობას. თეორემა 

დამტკიცებულია. 
პირდაპირი ჯამის ცნებას შეიძლება სულ სხვა მხრიდან შევხედოთ. 

ვთქვათ, მოცემულია # ნებისმიერი აბელის 4,, 4,,-... 4+ ჯგუფები, რომელ- 

თა შორის შეიძლება იზონორფულებიც იყოს. აღვნიშნოთ C-თი ერთობ- 

ლიობა · ს 
. (ძ. ძე,.-. %) (13) 

"სახის ყოველგვარი სისტემებისა, რომლებიც შედგება თითოეულ #,, >(,.--», 

4. ჯგუფში აღებული თითო ელემენტებისაგან. C სიმრავლე გახდება აბელის 

ჯგუფი. თუ (13) სახის სისტემათა შეკრება იქნება, განმარტებული წესით: 

(თ,, ძა... C)-(ი,, თ'ე,... 0 ))=(თ,+0“,, თ, L 0"... თ.-LC0"), (14) 

ე. ი. ელემენტები იკრიბება ცალკე თითოეულ მოცემულ 24), 4...» 4L ჯგუფ- 
ში. მართლაც, ამ შეკრების ასოციაციურობა და კომუტატურობა გამომ- 

დინარეობს თითოეულ მოცემულ ჯგუფში ამ თვისებების სამართლიანობიდან; 

'-ნულის როლს ასრულებს 
(0, 0,,..., 0) 
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კისტემა, სადაც 0,-თი აღნიშნულია 4, ჯგუფის ნულოვანი ელემენტი, 1=1,. 

ა» #; (13) სისტემისათვის მოპირდაპირე იქნება 

: (C-ძ,, ძი. თ) 
სისტემა. : 

აგებულ აბელის C ჯგუფს ეწოდება 4, 4),.-» #4 ჯგუფების პი რდა- 
პირი ჯამი და ჩაიწერება, როგორც ზემოთ: 

C=4 + 4:-L ·.--L+ 4;. 

ეს სახელწოდება გამართლებულია იმით, რომ C ჯგუფი, რომელიც 

წარმოადგენს 4,, #,,---, 4 ჯგუფთა პირდაპირ ჯამს ახლა- 

ხან განმაოტებული აზრით, შეიძლება დაიშალოს თავის 2“, 
4 ცს 4: ქვეჯგუფთა პირდაპირ ჯამად, რომლებიც შესაბა- 

მისად იზომორფულია 4,, #,,-··, 4. ჯგუფებისა. 

სახელდობრ, აღვნიშნოთ 4',-ით, 1=1, 2,..-., #, ერთობლიობა C ჯგუფის 

იმ ელემენტებისა, ე. ი. (13) სახის სისტემისა, რომლებშიც ჯ.ურ ადგილზე მო- 
თავსებულია 4, ჯგუფის ნებისმიერი თ; ელემენტი, ხოლო ყველა სხვა ადგი- 

ლი უკავია შესაბამისი ჯგუფების ნულებს; მაშასადამე, ესენი იქნება 

(0,,... .9%.), თე C:111'" , 9) (15) 

სახის სისტემები. შეკრების (14) განმარტება ს!,'" რომ 4, სიმრავლე 

იქნება C ჯგუფის ქვეჯგუფი; ჩვენ მივიღებთ ამ ქვეჯგუფის იზომორფიზაის 

2 ჯგუფთან, თუ ყოველ ()5) სისტემას შევუთანადებთ 4; ჯგუფის თ; ელე- 
მენტს: 

დაგვრჩენია დავამტკიცოთ, რომ C ჯგუფი არის #45, #',--., 4+ ქვეჯ- 

გუფების პირდაპირი ჯამი. მართლაც, C ჯგუფის ნებისმიერი (13) ელემენტი 

შეიძლება წარმოვიდგინოთ აღნიშნული ქვეჯგუფების ელემენტების ჯამის 
სახით: 

(თე, თე,-·· თL)=(თ,, 0ვ.-- –0) + (0,, თ, 0მე,-.., 0) +... + 

დ,, 0,,..., 0. ,, თა). 

ამ წარმოდგენის ერთადერთობა გამომდინარეობს იქიდან, რომ (13) სახის- 

სხვადასხვა სისტემები არიან C ჯგუფის სხვადასხვა ელემენტები. 

' თუ მოცემულია აბელის ჯგუფთა ორი 4ა 4-ს 8 და 8. 

18... 8, სისტემა, ამასთან #,და 8, ჯგუფები იზომორფულია, 

1=1, 2ც..., X, მაშინ 

0=4.+4+-.+ 4 
M=71, + 83-C-.-L18 

ჯგუფები აგრეთვე იქნებიან იზომორფული. 

მართლაც, თუ 1=1), 2,..., #-სათვის 4, და ს, ჯგუფებს შორის დამყა- 

რებულია დ; იზომორფიზმი, რომელიც ყოველ ი, ელემენტს 4;-დან უთანადებს. 

ი”თ ელემენტს #,-დან, მაშინ დ ასახვა, რომელიც C ჯგუფის ყოველ 

(თ, თ. 6) ელემენტს უთანადებს # ჯგუფის ელემენტს, განსაზღვრულს 
(თ.ე, თა.---,ის) დ=(0,თ,, თედე.-., თ.დ!) 

და 
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ტოლობით, იქნება, ცხადია, C ჯგუფის იზომორფული ასახვა # ჯგუფზე. 

თუ მოცემულია სასრული აბელის ,, 4.,..., #4. ჯგუფები, 

რომლებსაც აქვთ შესაბამისად ;,, »,,..., MI რიგი, მაშინ ამ 

ჯგუფების C პირდაპირი ჯამი აგრეთვე იქნება სასრული 

ჯგუფი და მისი ჟ„ რიგი უდრის პირდაპირ შესაკრებთა 

რიგების ნამრავლს, 

(16) 7 = ?1)მზე+ «ML. 

მართლაც, რიცხვი (13) სახის განსხვავებული სისტემებისა, რომელთათ- 

ვის «, ელეპენტს შეუძლია მიიღოს #7, სხვადასხვა მნიშვნელობა, თ, ელემენტი 

ღებულობს ჯ, სხვადასავა მნიშვნელობას და ა. შ., განისაზღვრება (16) ტო- 

ლობით. 

განვიხილოთ ზოგიერთი მაგალითი. 

თუ სასრული ციკლური (თ) ჯგუფის #ჯ რიგი იშლებაორ 

თანამარტივ ნატურალურ რიცხვთა ნამრავლად, 

#=წ+§/, (+, (I=1, 

ზამინ (V)I ჯგუფი იშლება“ ორ ციკლურ ჯგუფთა პირდაპირ 

ჯამად, რომლებსაც აქვთ, შესაბამისად, : და! რიგი. 

(თ) ჯგუფისათვის გამოვიყენებთ ადი/,ციურ ჩაწერას. თუ დავუშვებთ 

ჩ=!ძ, მაშინ, 

ჰხ== CI)თ=70თ=0, 
მაგრამ 0 < ჯ <+-სათვის · 

· #ხ-–(I)თ #9, 

ე. ი. ციკლურ |) ქვეჯგუფს აქვს + რიგი. ანალოგიურად C=+თ ელემენტის 
ციკლურ (XC) ქვეჯგუფს აქვს ( რიგი. (LI 0 (C) თანაკვეთა შეიცავს მოლოდ 
ნულს, ვინაიდან თუ #M=/0, როცა 0 < ჯ<-+, 0<7</, მაშინ 

(MIს)თ=(ჯ+)თ, 

საიდანაც, ვინაიდან /!| და # რიცხვები ნაკლებია ჯ»-ზე, 

: #!==15, 

რაც შეუძლებელია ჯ და / რიცხვების თანამარტივობის გამო. ბოლოს, არსე- 

ბობს ისეთი V და ყ) რიცხვები, რომ 

+M# -L Iი=1; 

თ=%(/თ) -L # (+X0V)==ჩ -+ MC 

და, მაშასადამე, (თ) ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი შეიძლება წარმოიდგი- 

ნოს როგორც (|) ღა (2) ქვეჯგუფების ელეპენტების ჯამი. 
ვუწოდოთ აბელის C ჯგუფს დაუ შლადი, თუ არ შეიძლება მისი დაშ- 

ლა ნულოვანი ქვეჯგუფისაგან განსხვავე ბული ორი ან რაზდენიმე მისი 
ქვეჯგუფის პირდაპირ ჯამად. სასრულ ციკლურ ჯგუფს, რომლის რიგი 

არის მარტივი # რიცხვის რაღაც ხარისხი, ეწოდება პრიმარული ციკ- 
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ლური ჯგუფი, რომელიც მიეკუთვნება მარტივ ჩ რიცხვს. თუ რამდენჯერმე 

გამოვიყენებთ ზემოთ დამტკიცებულ დებულებას, მივიღებთ, რომ ყოველი 

სასრული ციკლური ჯგუფი იშლება პრიმარულ ციკლურ 

ჯგუფუოთა პირდაპირ ჯამად, რომლებიც მიეკუთვნება სხვა- 

დასხვა მარტივ რიცხვს. უფრო ზუსტად, 

#=7,%5 ჩე). .ჩ, ი 

რიგის ციკლური ჯგუფი, სადაც ჯ#,, #, ·.., #, განსხვავებული 
მარტივი რიცხვებია, იშლეზა დ; ციკლურ ჯგუფთა პირდაპირ 

დჯამად, რომლებსაც აქვთ შესაბამისად /,", ტე". ტაო რიგი. 

ყოველი პრიმარული ციკლური ჯგუფი დაუშლადია. 

მართლაც, ვთქვათ, მოცემულია /# რიგის, სადაც # მარტივი რიცხვია, 

სასრული ციკლური (თ) ჯგუფი. ეს ჯგუფი. რომ დაშლადი ყოფილიცო, მა- 

შინ, (7)-ის თანახმად, მას ეჭნებოდა არანულოვანი ქეეჯგუფები, რომელთა 

თანაკვეთა უდრის წნულს. მაგრამ, სინამდვილეში, ჩვენი ჯგუფის ყოვე- 

ლი არანულოგანი ქვეჯგუფი ·შეიცავს ნულისაგან განსხვა- 

ვებულ 
ხ=," 

ელემენტს. დამტკიცებისათვის ავიღოთ ჩეენი ჯგუფის ნებისმიერი არა- 

ნულოვანი ჯ ელემენტი, 
თ=ჯთ, 0<- + < წ. 

+ რიცხვი შეიძლება ჩაიწეროს 

+=/'§5, 0<71<X7, 

სახით, სადაც + რიცხვი უკვე აღარ იყოფა #-ზე და, მაშასადამე, თანამარ- 

ტივია მასთან, და ამიტომ არსებობენ ისეთი V და წუ რიცხვები, რომ 

+ ს -|-- ჩწ=1. 
მაშინ 

ფე გ=ფცმ9++) ი=C-) 4) =გ-+( – ათ -= 
(ტ"-1-- #ტხე)თლ=ჯზ-1 ი –- ს (0 0)ლ–ჯწ- 1 =ხ, 

ე. ი. ხ ელემენტი შედის ციკლურ (დ) ქვეჯგუფში. 
მთელ რიცხვთა ადიციური ჯგუფი (ე. ირ. უსასრულო ციკ- 

ლური ჯგუფი) და აგრეთვე ყველა რაციონალურ რიცხვთა 
ადიციური ჯგუფი წარმოადგენს დაუშლად ჯგუფს. 

ორივე მითითებული ჯგუფის დაუშლადობა გამომდინარეობს იქიდან, 

რომ თითოეულ ამ ჯგუფში ნებისმიეროი ორი არანულოვანი ელემენტისათვის 

არსებობს არანულოვანი საერთო ჯერადი, ე. ი. ნებისმიერ ორ არანულოვან 

ციკლურ ქეეჯგუფს აქვს არანულოვანი თანაკვეთა. 

ბევნინნოთ, რომ თუ აბელის C ჯგუფში ოპერაციას ეწოდება გამრავ- 

ლება, მაშინ უნდა ვილაპარაკოთ არა პირდაპირ ჯამზე, არამედ პირდა- 

პირ ნამრავლზე. 
ნულისაგან განსხვავებულ ნამდვილ რიცხვთა მულტია- 

ლიკაციური ჯგუფი იშლება დადებით ნამდვილ რიცავთა 
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მულტიპლიკაციური ჯგუფისა და გამრავლების მიმართ ! 

და-) რიცხვებისაგან შედგენილი ჯგუფის პირდაპირ ნამ- 

რავლად. 
მართლაც, ჩვენი ჯგუფის მითითებული ორი ქვეჯგუფის თანაკეეთაში 

მოთავსებულია მხოლოდ რიცხვი 1-ამ ჯგუფის ერთეულოვანი ელემენტი. 

შეორე იხრივ, ყოველი დადებითი რიცხვი არის თავისი თავის ნამრავლი 1 

რიცხვზე, ყოველი უარყოფითი რიცხვი–--თავისი აბსოლუტური სიდიდის ნამ- 

რავლი ––1 რიცხვზე, 

§ 67. სასრული აბელის ჯგუფები 

თუ ავიღებთ პრიმარულ ციკლურ ჯგუფთა ნებისმიერ სასრულ ერთობ- 

ლიობას, რომელთაგან ზოგიერთი შეიძლება მიეკუთვნოს ერთ.და იმავე მარ- 

ტივ რიცხვს ან ჰქონდეს ერთი და იგივე რიგიც კი, ე. ი. იყოს იზომორფუ- 

ლი, მაშინ ამ ჯგუფების პირდაპირი ჯამი იქნება სასრული აბელის ჯგუფი.- 

თურმე, ამით ამოიწურება ყველა სასრული აბელის ჯგუფი: 

ძირითადი თეორემა სასრული აბელის ჯგუფების შესა: 

ხებ. ყოველი სასოული აბელის C6 ჯგუფი, რომელიცარარის 

ნულოვანი ჯგუფი, იშლება პრიმარულ ციკლურ ქვეჯგუფთა 
პირდაპირ ჯამად, 

ამ თეორემის დამტკიცება დავიწყოთ იმის შენიშვნით, რომ C ჯგუფ- 

ში აუცილებლად მოინახება არანულოვანი ელემენტები,. 

რომელთა რიგებია მარტივი რიცხვების ხარისხები. მართ- 

ლაც, თუ C ჯგუფის რომელიმე არანულოვან ჯ ელემენტს აქვს 1 რიგი, /თ=0. 

და თუ #, #L->0, არის მარტივი # რიცხვის ისეთი ხარისხი რომელზედაც 

1 რიცხვი იყოფა, , 

: 1=/ჯ, 

მაშინ თ» ელემენტი განსხვავებული იქნება ნულისაგან და ექნება ჯ რიგი, 

ვთქვათ, 
ჩა ჩი... ი) 

ყველა განსხვავებული მარტივი რიცხვებია, რომელთა რაღაც ხარისხე–- 

ბი არიან C ჯგუფის ზოგიერთი ელემენტის ხარისხები, #-თი აღვნიზნოთ ნე- 

ბისმიერი ამ რიცხვთაგანი, ხოლო #-თი ერთობლიობა 6 ჯგუფის ელემენტე- 

ბისა, რომელთა რიგებია # რიცხვის ხარისხები. 

# სიმრავლე არის C ჯგუფის ქვეჯგუფი. მართლაც, XX” ში 

შედის 0 ელემენტი, ვინაიდან მისი ხარისხი არის 1=-#9, შემდეგ, თუ #'2=90.: 

მაშინ #'(-- >)=0. ბოლოს, თუ #':,=90, #'»=9 და თუ, მაგალითად, L( >7. 

მაშინ 

#"(2 -L7)=9, 

ე. 9- > + 7 ელემენტის რიგი არის ან /! რიცხვი, ან ამ რიცხვის გამყოფი, 
ე· 9. ყოველ შემთხვევაში # რიცხვის რაღაც ხარისხი. 
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თუ # რიცხვად რიგრიგობით ავიღებთ თითოეულ (1) რიცხკთაგანს, მი- 
ვიღებთ «+ არანულოვან 

. (2) 

ქეეჯგუფს. CV ჯგუფი არის ამ ქვეჯგუფების პირდაპირი ჯამი, 

(1=#, -L ე.ნ ...-- /,. “3) 

მართლაც, თუ » არის (ჯ ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი, მაშინ მისი 1 

რიგი შეიძლება გაიყოს (1) სისტემის პხოლოდ ზოგიერთ მარტივ ოიცხვზე, 

1=ხ,05 ნახ... ხებ, 
სადაც M >9, 1=1, 2,-.., §. ამიტომ, როგორც ნაჩვენებია წინა პარაგრაფის 

ბოლოს, ციკლური (თ) ქვეჯგუფი იშლება პრიმარულ ციკლურ ქვეჯგუფთა 
პირდაპირ ჯამად, რომლებსაც აქვთ შესაბამისად #,%, /#ე'-., /,. რიგები. ეს 

პოიმარული ციკლური ქვეჯგუფები მოთავსებულია შჯეააბამის (2) ქვეჯგუფეტბ- 

ში და, მაშასადამე, დ ელემენტი წარმოიდგინება (2) ქვეჯგუფებიდან ყეელაში 

ან ზოგიერთში აღებული თითო ელემენტების ჯამის სააით, ამით დამტკიცე- 

“ბულია წინა პარაგრაფის (6) ტოლობის ანალოგიური 

C= II”. ლშ” 
(ტოლობა, 

იმავე პარაგრაფის (7) ტოლობის ანალოგიური ტოლობის დამტკიცები- 

სათვის ავიღოთ ნებისმიერი (L, 2 <= (<.+. მაშინ (7), 1),,.-·. /X +) ქვეჯგუფი- 

დან ნებისმიერი ჯ» ელეპენტი 6იიღებს 

· V5 «იყ -- ძია + ...+თ., 

სახეს, სადაც თ, ელემენტი, 7? ==1, 2,..., (<1, მრთაესებული იქნება #, ქეგ- 

ჯგუფში, ე. ი. ეენება #,,, რიგი. მარინ 

(ჩ,” ჩ.5M...ტ#.,5-)V. ·0, 

ე. ი. I ელემენტის რიგი იქნება #,4, #,5... ჩა რიცხვის რაღაც გაზყო- 

ფი და, მაშასადამე, » ელემენ-2ი, თუ ის განსაგავებულია ხულისაგან, არ შე- 

იძლება იყოს მოთავსებული /#, ქვეჯგუფში, ამით დამტკიცებულია, რომ 

(77. 7...) /M.,)ი //<-9, 

რაც უნდა დაზტკიცებულიყო. : 

პფევნიშნოთ, რომ აბელის ჯგუფს, რომლის ყველა ელემენტის რიგი არის 

ერთი და იგივე მარტივი # რიცხვის ხარისხი, ეწოდება ბრიმარული» 

რიცხვის მიიართ. პრემარული ციკლური ჯგუფები არის პრიმარული ჯგუფე- 

ბის კერძო შემთხვევა. ამოიგად, (2) ქვეჯგუფები პრინარულია. მათ ეწოდე– 

ბათ 6 ჯგუფის პრიმარული კომპონენტები, ხოლო (3) პირდაპირ 

დაშლას – ამ ჯგუფის დაშლა პრიმარულ კომპონენტებად. ეკი- 

ნაიდან (2) ქვეჯგუფები განსაზღვრულია (> ჯგუფმი ცალსახად, ამიტომ C 
ჯგუფის დაშლაც პრიმარულ კომპონენტებად განსაზღვრუ- 

ლია ცალსახად. 
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ყოველი სასრული აბელის ჯგუფის დაშლადობას პრიმარულ ჯგუფთა 

პირდაპირ ჯამად, ცბადია, ძირითადი თეორემის დამტკიცება 

დაჰყავს სასრული პრიმარული აბელის / ჯგუფის შემთიავე- 

ვაზე, რომელიც მიეკუთვნება რომელიღაც მარტივ # რიცხვს. 

განვიხილოთ ეს შემთხვევა. 

ვთქკათ, ი, არის #7 ჯგუფის ერთი ელემენტთაგანი, რომელსაც მასში 

აქვს უმაღლესი რიგი. შემდეგ. თუ I: ჯგუფში არის არანულოკანი ელემენ- 

ტები, ოოპელთა ციკლური ქეეჯგუფები ციკლურ (თ,) ქვეჯგუფთან თანაიკ- 
ვეთება მხოლოდ ხულზე, მაძინ ი,-იით აღვნიშნოთ ამ თვისეიის მქონე ელე- 

ზენტთა შორის უმაღლესი რიგის ერთი ელემენტთაგანი; ამრიგად 

(თ,)0(თ,)=90. ' 
ვთქვათ, უკვე ამორჩეულია C,, თ... 0:., ელემენტები. მათი ციკ- 

ლური ქვეჯგუფ.ბით წარიოქბნილი ” ჯგუფის ქვეჯგუფი აღენიშნოთ 
(ძი, თვ, ··· ს ძა, )-ით, 

–_____ რ 
ის შედგება, ცხადია, X ჯჯუფის ყველა ელემენტისაგან; რომელიდც, შეიძლება 

ჩაიწეროს თე, რთა. 0. ელეძენტების ჯერადი ელემენტების ჯამის სახით; 

ვიტყვით, რომ ეს ქკეჯგუფი წარმოიქიძნება იძ, ძე...., ი, ელემენტებით. 

აღვხი ვნოთ ახლა ძ,-თი უიაღლესი რიგის ერთი ელეპენტთაგანი # ჯაუფის 

იმ ელემენტებს შოოის, რომელთა ციკლურ ქვეჯგუფეის აქვთ ნულის ტოლი 

თანაკვეთა (თ, თა..-» 0-1) ქვეჯგუფთან; ამოიგად 

(თა თვა. 6-1 1 ი ( C,) =0. (5) 

X ჯგუფის სასრულობის გამო ეს პროცესი უნდა გაჩერდეს; ეთქვათ, 
ეს მოხდება იმის შემდეგ, რაც ამორჩეული იქნება თ, ძე.-, თ, ელემენტები: · 

თუ #-ით აღვნიშნავთ ამ ელეჰენტებით წარიოქმნილ ქვეჯგუფებს. 

I”=თა თუ. რთ.) 

#=IIთ.I, (თ ).··· | თ„ II) (CL) 

მაშინ, მაშასადამე ს ჯგუფის ნებისმიერი არანულოვანი ელე- 

მენტის ციკლურ ქვეჯგუფს #” ქეეჯგუფთან ექნება არანუ- 
ლოვანი თანაკვეთა, 

(6) და (5) ტოლობა (უკანასკნელი ს სამართლიანია ჯ1=2, 3,..., +-სათგის) 

გვიჩვენებს, (4)-ის გაო, რომ XL" ქვეჯგუფი არის ციკლური (I, (თვს... 

(თ,) ქვეჯგუფების პირდაპირი ჯამი, 

X=LV)+IC1+ + (თ,). თ 
დაგვრჩენია დავამტკიცოთ, რომ »” ქვეჯგუფი სინამდვილეში ემთხ- 

ვევა მთელ # ჯგუფს. 
ეთქვათ, ჯ არის #7 ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი, რომელსაც აქვს ი 

რიგი. ვინაიდან 

»ი(თ) #9, 

ე. ი- 
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ხოლო L:;) ქვეჯგუფს არა აქვს თავისი თავისაგან განსხვავებული არანულო- 

ვანი ქვეჯგუფები – გავიხსენოთ, რომ ქვეჯგუფის რიგი არის ჯგუფის რიგის 

გამყოფი, ხოლო # რიცხვი მარტივია,––ამიტომ სინამდვილეში |») ქვეჯგუფი 

მოთავსებულია ჯ#' ქვეჯგუფში და, მაშასადამე, „; ეკუთვნის I”-ს, ამრიგად, 

X ჯგუფის გ რიგის ყველა ელემენტი შედის ჯ” ქვეჯგუფში. 
ვთქვათ, უკვე დამტკიცებულია, რომ I” ქვეჯგუფში შედის # ჯგუფის 

ყველა ელემენტი, რომლის რიგი არ აღემატება #'1 რიცხვს და ვთქვათ,:· 

ე; არის ჯ-ს ნებისმიერი ელემენტი, რომელსაც აქვს #'ფ რიგი. როგორც თI, 

თეს.» ი, ელემენტების ამორჩევა გვიჩვენებს, მათი რიგი არ იზრდება და ამი- 

ტომ შეიძლება მივუთითოთ ისეთი |, 1<-1<::, რომ იც თ,,-· თ,-უ ელემენ- 

ტების რიგები მეტია ან ტოლი /'-სი, ხოლო ი; ელემენტის რიგი მკაცრად 

ნაკლებია ამ რიცხვზე, ე. ი. მნაკლებია დ ელემენტის რიგზე. აქედან გამომდინა- 

რეობს, პირობების გამო, რომელთაც ექვემდებარება თი, ელემენტის ამორჩევა, 
ომ თუ 

C0=(თ. 'რეა-ა- თ. I 

0ი(»)#0. . · 
მაგრამ წინა პარაგრაფში დამტკიცებული იყო, რომ # რიგის პრიმა- 

რული ციკლური (») ჯგუფის ყოველი არანულოვანი ქვეჯგუფი შეიცავს 

7=ჯ "2 (8) 
ელემენტს. მაშასადამე, » ელემენტი შედის 0 ი (თ) თანაკვეთაში და ამიტომ 

რ ქვეჯგუფშიც. ეს საშუალებას იძლევა ჯ ჩავწეროთ თ; თ... თე ელემენ- 
ტების ჯერად ელემენტთა ჯამის სახით, 

ჯ)=ს 0, + ს ძე“+- + თ-). (9) 
(8)-დან გამომდინარეობს, რომ. ჯ„ ელემენტს აქვს # რიგი. ამიტომ ' 

· (67) თე + (ჩი) თე + ·-. -+L (MI-,) თ-1=9, 

ე. ი., (7) პირდაპირი დაშლის არსებობის გამო, 

(#I/) თ,=9, 1=1, 2... 1-1. 

მაშასადამე, #,; რიცხვი უნდა გაიყოს თ, ელემენტის რიგზე და ამიტომ ჯ" 

რიცხევზეც, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ /,; იყოფა /"“1-ზე, 

1,=ცგ" 1, 1=1, 2,... 1-1. (19) 

მაშინ 

გთქვათ, 
ჯ=Iე C -L II: რე L- ··· + ?II LC. 

ის იქნება ელემენტი 0 ქვეჯგუფიდან და ამიტომ »' ქვეჯგუფიდანაც, ამას- 
თან, (9) და (10)-ის გამო, , 

7==ჯ" 1ჯ. (11) 
(8) და (11)-დან გამომდინარეობს 

Mი6-უ-0 
ტოლობა, ე. 9. 

1=9 -ჯ7 
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ელემენტის რიგი არ- არის #'-1-ზე მეტი და, მაშასადამე, ინდუქციური დაშ- 

ვების ძალით, | მოთავსებულია X” ქვეჯგუფში. ამიტომ ელემენტიც, რო- 

გორც ჯ-ის ორი ელემენტის ჯამი, დ„=ჯ»-+/, ეკუთვნის #' ქვეჯგუფს. ამით 

დამტკიცებულია, რომ # ჯგუფის /#' რიგის ყველა ელემენტი შედის Xჯ”-ში. 

ჩვენი ინდუქციური დამტკიცება საშუალებას იძლევა ვთქვათ, მაშასადა- 

მე, რომ # ჯგუფის ყველა ელემენტი შედის Xჯ ქეეჯგუფში, ე. ი. #=#. 
ძირითადი თეორემის დამტკიცება დამდავრებულია. 

ამრიგად, შედეგად ვღებულობთ, რომ სასრული აბელის ჯგუფი 

იქნება პრიმარული მარტიეი # რიცხვის, მიმართ მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა მისი რიგი არის ამ # რიცხვის ხარის- 

ხი. მართლაც, ნაჩვენები იყო, რომ ყოველი სასრული პრიმარული (V-ს მი- 

მართ) აბელის /!, ჯგუფი იშლება პრიმარულ (#-ს მიმართ) ციკლურ ჯგუფთა 

ჯამად და ამიტომ # ჯგუფის რიგი უდრის ამ ციკლურ ჯგუფთა რიგების პირ- 

დაპირ ნამრავლს, ე. ი. არის # რიცხვის ხარისხი. პირიქით, თუ სასრულ აბელის 

ჯგუფს აქეს ჯ' რიგი, სადაც # მარტივი რიცხვია, მაშინ მისი ნებისმიერი ელე- 

მენტის რიგი იქნება ამ რიცხვის გამყოფი, ე. ი. აგრეთვე # რიცხვის რაღაც 

ხარისხი და ამიტომ ჯგუფი იქნება პრიმარული #-ს მიმართ. 

ძირითადი თერრემა კიდევ არ ამოწურავს საკითხს სასრულ აბელის 

ჯგუფთა სრული აღწერის შესახებ, ვინაიდან ჯერ არ არის გამორიცხული . 

შესაძლებლობა იმისა, რომ რაღაც მარტივი რიცხვების მიმართ პრიმარული 

ციკლური ჯგუფების ორი სხვადასხვა ერთობლიობის პირდაპირი ჯამები “შე- 

იძლება აღმოჩნდეს იზომორფული ჯგუფები. სინამდვილეში ამას ადგილი არა 

აქვს, როგორც გვიჩვენებს შემდეგი თეორემა: 

თუ სასრული აზელის C ჯგუფი დაშლილია. ორი წესით 

პრიმარულ ციკლურ ქვეჯგუფთა პირდაპირ ჯამად, 

ი ი(რს+Iრო) + IC )=(ჩM,)) + (ჩ,)+--·+ (MI (12) 

მაშინ ორივე პირდაპირ დაშლას გააჩნია პირდაპირ შესაკ- 

რებთა ერთი და იგივე რიცხვი, :=:/, და ამ დაშლების პირდა- 

პირ შესაკრებებს შორის შეიძლება დამყარდეს ისეთი ურ- 

თიერთცალსახა თანადობა, რომ თანადი შესაკრებები იყვ- 

ნენ ერთი და იგივე რიგის ციკლური ჯგუფები, ე.ი. იზო- 

მორ ფული. 

შევნიშნოთ ჯერ, რომ თუ (12) პირდაპირი დაშლებიდან, მაგალითად, 

პირველმი მოვაგროეებთ პირდაპირ შესაკრებებს, რომლებიც მიეკუთენება 

მოცემულ მარტივ # რიცხვს, მაშინ მათი პირდაპირი ჯამი იქნება C ჯგუფის 

პრიმარული (#-ს მიმართ) ქვეჯგუფი და ამ ჯგუფის პრიმარული კომპონენ- 

ტიც კი, ვინაიდან მისი რიგი უდრის # რიცხვის უმაღლეს ხარისხს, რომელ- 

ზედაც რ ჯგუფის რიგი იყოფა. თუ ამ წესით გავაერთიანებთ პირდაპირ შე- 

საკრებებს თითოეულ (12) დაშლათაგანში, ორივე შემთხვევაში მივიღებთ C 

ჯგუფის დაშლას პრიმარულ კომპონენტებად, რომლის ერთადერთობა ზემოთ 

უკვე იყო აღნიშნული, 
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ეს საშუალებას იძლევა დავამტკიცოთ ჩვენი თეორემა იმ დაშვებით, 

რომ C ჯგუფი თვითონ არის პრიმარული მარტივი # რიცხ- 

ვის მიმართ. ვთქვათ, თითოეულ (12) დაშლათაგანში პირდაპირ შესაკ- 

რებთა ნუმერაცია არჩეულია ისე, რომ ამ შესაკრებების რიგები ზრდადობით 

არ მიყვებიან ერთმანეთს, ე. ი. თ,, თე, ···; თ, ელემენტებს აქვს შესაბამისად 

#", ჯ",..., ჯ" 

რიგები, ამასთან 

ე > ი >" > #ი 

ხოლო V,, ჩ,,..., ნ; ელემენტებს –– 

ჩა ხხ,..., #ჩ% 

სხ>7ი>-.>%. 
ჩვენს თეორემას რომ არ ჰქონოდა ადგილი, მაშინ მოინახებოდა ისეთი ;, 

1>1, რომ 

რიგები, ამასთან 
' 

#=ს,.ს ს ,=L- (13) 
MX ენ IV. 

გასაგებია, რომ 2? <. თII (+, /), ვინაიდან თითოეული (12) დაშლათაგანისათ- 

ვის ყველა პირდაპირი შესაკრების რიგების ნამრავლი უდრის C ჯგუფის 

რიგს. ვაჩვენოთ,. რომ ჩვენს დაშვებას მივყავართ წინააღმდეგობამდე. 

ვთქვათ, მაგალითად, 1 

მაგრამ 

#M<VM. (14) 
#-ით აღვნიშნოთ ერთობლიობა C ჯგუფის ელემენტებისა, რომელთა რიგე- 

ბი არ აღემატება #MX-ს, ის იქნება C ჯგუფის ქვეჯგუფი, ვინაიდან თუ დ და 

ჯ არიან #-ის ელემენტები, მაშინ დ» -L /-საც და – დ-საც ექნებათ რიგები, 

რომლებიც არ აღემატებიან /#"M რიცხვს. 

შევნიშნოთ, რომ # ქვეჯგუფს ეკუთვნის, კერძოდ, შემდეგი ელე- 
შენტები: 

' გის Mით, ხს ძე,..., ტ%-1-M თ, სც თა Cთ(+1)'>- რ. 

მეორე მხრივ, თუ 1 <.1<:48-–-1, მაშინ #5M-M-, ყ// ელემენტს ექნება #M„'1 რი- 

გი და ამიტომ #-ში არ შევა. აქედან გამომდინარეობს, რომ მოსაზღვრე 

იჯ+ #9 კლასს (გავიხსენოთ, რომ ვხმარობთ ადიციურ ჩაწერას!) აქვს, რო- 

გორც CM ფაქტორ-ჯგუფის ელემენტს, #3, რიგი; ასეთივეა მისი ციკლუ- 

რი (ი,-++ XI) ქვეჯგუფის რიგი. დავამტკიცოთ, რომ C6/V ჯგუფი არის 
ციკლურ (თV+#M), 1=1, 23.., 1-1 ქვეჯგუფთა პირდაპირი 
ჯამი, 

6/I=Iთ +IM#9V)+(თ+V9)+ -..+(ი-,+VMVM#V (15) 
და ამიტომ მისი რიგი უდრის 

ჯბი სი - ფე–!) +...+- (VI კ–ხე (16) 

რიცხვს, 
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· თუა" არის (; ჯგუფის ნებისმიერი ელემენტი, მაშინ არსებობს / 

0უ;=IIIIV1 +L Iჩეძე + ··. “+ IV, 

ჩაწერა. ვთქვათ, კ--1, 2,..., §–- 1-სათვის 

,ე=ჯM, M0V, +, 

< I, < ჩე M. (17) 

Mი,=9) (ს. %0,) + I,0,, 
ხოლო ვინაიდან სნარჯვენა მხარის პირველი შესაკრები შედის #-ში, 
ამიტომ · 

სადაც 

მაშინ 

აი, -C- 9 =Mს,0ი,+V. 
მეორე მხრივ, . 

0 + I=7)..., IM. თ L 11=X. 
ამიტომ 

თ-L >: 0I, ი, -L #) -L თ, თ + 9M)-L.-.. + (I, „+ XI) = 

=(C, ი + #I) + 0, იე-L #) +... -+VV- 1 CL 4+7ი.. (18) 

ვთქვათ, არსებობს კიდევ ერთი ასეთი ჩაწერა, 

2თ-+-I=0 0 + 9) +CCთ + M)+ ·.+ IV ი.-, + I (19) 
სადაც 

მაშინ 
<< ბ-ს, 1-1, 2,..., 11.“ (20) 

ე იე + თვ + ··· + M-) ძის 

სერი“ MI ძე + ·.- CM | ძი 

ელემენტები მოთავსებული იქნება 7//-ის მიმართ ერთ მოსაზღვრე კლასში, 

ე. ი. მათი სხვაობა მიეკუთვნება //-ს და ამიტომ 

და 

აებბებეესა ები” 

აქედან გამომდინარეობს (ვინაიდან (L2) დაშლებიდან პირველი პირდაბი- 
რია), რომ 

ჩ90M(M,-–- M,)0ჯ=90, 1=1, 2... §-–-1, 

და ამიტომ #M(უ, – »',) რიცხვი უნდა იყოფოდეს თ; ელემენტის #!, რიგზე 
და, მაშასადამე, VI, –– „, სხვაობა გაიყოფა /#:,-#X რიცხვზე. აქედან, (17) და 

(20) ის გამო, გამომდინარეობს, რომ ' 

1; '= # 2-1, 2, 1-1, 

ე. ი. (18) და (19) ჩანაწერები იგივურია. ამით დამტკიცებულია (15) პირდა- 

პირი დაშლის არსებობა, 

ანალოგიურლი განხილვები, ჩატარებული (12) პირდაპირი „დაშლებიდან 

მეორესათვის, გვიჩვენებს, რომ იგივე C/# ფაქტორ-ჯგუფს გააჩნია 

(I//(=(ხ, 1 //|4 I, --#)+..46Iნს+V)+(წ-+ #I+... 
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პირდაპირი დამლა, ე. ი. (13) და (14)-ის გამო, მისი რიგი უნდა იყოს (16) 
რიცხვზე მკაცრად მეტი. ეს წინააღმდეგობა ამტკიცებს თეორემას. 

ჩვენ უკვე მივიღეთ სასრული აბელის ჯგუფების სრული აღწერა, სა- 

ხელდობრ, ვიღებთ ერთისაგან განსხვავებულ, მაგრამ არა 

აუცილებლად ერთმანგთისაგან განსხვავებულ, 

ევტს"ს 

ნატურალურ რიცხვთა ყოველგვარსასრულ ერთობლიობებს, 

ამასთან თითოეული ამ რიცხვთაგანი უნდა იყოს რომელიმე 

მარტივი რიცხვის ხარისხი. ყოველ ასეთ ერთობლიობას მო- 

ვუყვანთ თანადობაში ციკლურ ჯგუფთა პირდაპირ ჯამს, 

რომელთა რიგები იქნებიან ამ ერთობლიობის რიცხვები. ამ 

წესით მიღებული ყველა სასრული აბელის ჯგუფი იქნება 

წყვილ-წყვილად არაიზომორფული, ხოლო ნებისმიერი სხვა 

სასრული აბელის ჯგუფი ერთი „ამ ჯგუფთაგანის იზომორ- 

ფულია. 
,





ლიტერატურის საძიებელი 

საძიებელში მოყვანილია წიგნები ალგებრის სხვადასხვა დარგიდან, რომლებიც გამოვიდა 

რუსულ ენაზე უკანასკნელი ოცი-ოცდაზუთი წლის მანძილზე, ზოგიერთი ამ წიგნთაგანი წარმო- 

ადგენს სახელმძღვანელოს ან სასწავლო წიგნს უნივერსიტეტების( ან პედინსტიტუტების ალგებ– 

რის კურსებისათვის, ხოლო სხვები –– კრებსით თხზელებებს ან მონოგრაფიებს ცალკეულ სა- 

კითხებში, რომლებიც განკუთვნილია კარგად მომზადებული მკითხველისათვის. 

უმაღლესი ალგებრა 

CწIIMC8MV ტ. IL, C6იიიხ 89ICIICI) გMIC6ის!, M3/. 4, | იCX6CXI5კს», 1941. 
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LLIი6#260ი 0.MIIIილიM6ი L., 1 600#MM M2+70Mს, CIIIII, 19126. 

თდგჯელი9ა 8. LI, მა-Mყთბ#ახ8ხIC M070Iხ! M#MVC61IIM0M 2MM66იხ!, 1 0C>XC6XM3/ჰ2+, 1950, 

დთიი3-C0ი ჩ., #7MMX2M5 83.» #0#M#30ი #ტ,, I 900Mწ M8+ი"ს) M 66 ოი! ჩინი. MMCთC- 
ი6M0M28#ხსMხIM V0883C8M#M M# MMM2MIMMC, 1I.M, 1950. 
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