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დეტერმინირებულ სისტემებში ქაოსის წარმოქმნის მექანიზმებიც. 
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(რუსეთი), მოსკოვის ბიზნესისა და პოლიტიკის ინსტიტუტში 
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ივ.ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის სახელმწიფო 
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მასალის გადმოცემისა და მეთოდური მითითებების მიმართ 

მიდგომა, წარმოადგენს ჩემი სხვა სასწავლო-მეთოდური შრომების 

გაგრძელებას. წიგნი ადაპტირებულია ტექნიკური უნივერსიტეტის 

პირველი კურსის მაგისტრანტებისა და დოქტორანტების მომზადების 

დონის გათვალისწინებით.   

ავტორი მადლობას უხდის პროფ. ა.ფრანგიშვილს, წიგნზე 

მუშაობისას გაწეული ხელისშეწყობისა და გვერდზე დგომისათვის; 

დიდ მადლობას უხდის პროფ. ზ.გასიტაშვილს იმ სითბოსა და 

მეგობრობისათვის, რამაც ხელი შეუწყო მოცემული სახელმძღვანელოს 

შექმნას.  
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ნაწილი 1. მეორე რიგის, ჩვეულებრივი 

მათემატიკური მოდელების აგების ტექნიკა  

შესავალი 

adamiani bunebasTan urTierTobis procesSi agrovebs 
garkveul gamocdilebas, romelic Tavidan codnis 
mouwesrigebel marags qmnis. 

Semdeg, xdeba Segrovili informaciis sistematizacia da 
klasifikacia. am etapze dagrovili codna warmoadgens – 
moZRvrebas, karl lineis tipTa Sesaxeb moZRvrebis 
analogiurad. 

amis Semdeg, Seiswavleba moZRvrebaSi ganxilul obieqtTa 
ganviTarebisa da urTierTqmedebis ZiriTadi 
kanonzomierebebi, romlebic ZiriTadad dakavSirebulia 
codnis sxva ufro Rrmad Seswavlil sferoebTan, analogiisa 
da intuiciis gziT, amitom xSirad atareben subieqtur-
SemoqmedebiT xasiaTs. codnis ganviTarebis am etaps – 
xelovneba ewodeba. 

Semdeg etapze, xdeba ZiriTad cnebaTa da 
kanonzomierebaTa mwyobr, aqsiomatur sistemad Camoyalibeba, 
rac saSualebas gvaZlevs codnis mocemuli sferos 
farglebSi vawarmooT Sesabamis movlenaTa prognozireba. am 
etapze, Cveni codnaTa maragi iZens mecnierul dones. 

Tanamedrove maTematikis miRwevebma(mandelbrotis 
fraqtalebis Teoria) saSualeba mogvca agvexsna 
`mSvenierebis~ arsic. 

aRmoCnda, rom Cven mogvwons xelovnebis esa Tu is nimuSi, 
formisa da Sinaarsis harmoniis SerwymiT, `SemTxveviT-
gamoucnobTan~(oqros kveTis farglebSi), rac damalulia 
ucxo damkvirveblis TvalTagan. 

adamianis mTeli inteleqtualuri moRvaweoba, dakavSire-
bulia mis garSemo arsebuli samyaros modelirebasTan. Cveni 
ganviTarebisa da codnis mixedviT, samyaros Sesaxeb Cveni 
warmodgenebic (samyaros modelebi) icvlebian. 

 ganasxvaveben modelirebis sam ZiriTad mimarTulebas. 
a) fizikuri modelireba; 
b) imitaciuri modelireba; 
g) maTematikuri modelireba. 
gansazRvreba: mocemuli procesis sqematur aRweras, rac 

saSualebas iZleva viwinaswarmetyveloT am movlenis 
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ZiriTadi kanonzomierebebi da ricxviTi maxasiaTeblebi 
modelireba ewodeba. 

 
a) fizikuri modeli – aris naturalur, an masStabebSi 

Secvlili modeli, romelic saSualebas iZleva 
SeviswavloT procesi eqsperimentalurad; 
 

b) imitaciuri modeli – aris kompiuteruli modeli, 
romelic gaiTamaSebs mocemul process ganmsazRvreli 
parametrebis sxvadasxva mniSvnelobebisaTvis da 
vizualurad gviCvenebs mosalodnel realizaciebs; 

 
g) maTematikuri modeli – aris maTematikuri meTodebis 

erTobliobiT procesis ganmsazRvrel parametrebs Soris 
damyarebuli kavSiri, romelic saSualebas iZleva 
viwinaswarmetyveloT movlenis suraTi, ganmsazRvreli 
parametrebis sxvadsaxva mniSvnelobebisaTvis mocemuli 
sizustiT. 
 umartivesi maTematikuri modelis magaliTia, raime 

procesis blok-sqema.  
 
ganvixiloT codnis evoluciis modeli grafis meSveobiT. 

 
 
 
 
 
 
 

 
nax. 1. codnis evoluciis blok-sqema da grafi. 

 
 cxadia, rom moyvanili grafi aris metad gamartivebuli, 

sqematuri, radgan yovel etapze, xdeba Sebrunebuli 
procesic, anu, codnis mouwesrigebeli maragis moZRvrebad 
gadaqcevis paralelurad, xdeba codnis moculobis 
gafarTovebac da a.S. ase rom, codnis evoluciis grafi ar 
unda iyos orientirebuli. 

 

 
nax.  2. codnis evoluciis araorientirebuli grafi. 

codnis mou-

wesrigebeli 

maragi 
1 

moZRvre

ba 

2 

xelovne

ba 

3 

mecniere

ba 

4 

1 2 3 4 

1 2 3 4 
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 maTematikuri modelebi, modelirebis meTodebis 
mixedviT iyofian or ZiriTad jgufad: a) uwyveti 
maTematikuri modelebi da b) diskretuli maTematikuri 
modelebi; Tumca, arseboben  

g) Sereuli tipis, rTuli sistemebis - sinTezuri 
maTematikuri modelebic. 

 

თავი 1. არადემპფირებული თავისუფალი 

რხევითი სისტემების მოდელირება 

Cvens garSemo arsebuli movlenebis umravlesoba, 
xasiaTdeba ganmsazRvreli parametrebis rxeviTi 
cvalebadobiT raime monotonurad cvladi parametris(drois) 
mimarT. aseT procesebs rxeviTi procesebi ewodebaT. rxeviT 
sistemebs, zogjer, oscilatorebs uwodeben. 

zogad SemTxvevaSi, rxeviTi sistema xasiaTdeba 
Tavisuflebis xarisxiT, anu sistemis ganmsazRvreli 
parametrebis aucilebeli raodenobiT. magaliTad, Tu Cven 
vswavlobT myari sxeulis brunviT rxevebs simetriis RerZis 
garSemo, maSin moZraobis aRsawerad sakmarisia erTi 
parametri -  mobrunebis kuTxe. rac imas niSnavs, rom aseT 
SemTxvevaSi, gvaqvs sistema, romlis Tavisuflebis xarisxic 
erTis tolia. rxeviTi sistemebis ZiriTadi Taviseburebebi, 
naTlad Cans ukve iseT oscilatorebis magaliTzec, 
romelTa Tavisuflebis xarisxic erTis tolia. amitom 
simartivisaTvis, Cven ganvixilavT rxeviTi sistemebis 
ZiriTad cnebebs swored aseTi martivi oscilatorebis 
magaliTebze, Tumca, arseboben iseTi rxeviTi sistemebic, 
romelTa Tavisuflebis xarisxic metia erTze. 

rxeviTi sistemebis daxasiaTeba xdeba, aseve, ori 
ZiriTadi mimarTulebiT. esenia, wrfivi da arawrfivi rxeviTi 
sistemebi. imis mixedviT, Tu, rogor tips miekuTvneba is 
diferencialuri gantolebebi, romlebic aRweren Sesabamis 
maTematikur modelebs. realuri rxeviTi sistemebi 
yovelTvis arawrfivia, Tumca, miaxlovebiT, kvlevis 
gamartivebis mizniT, isini SeiZleba Seicvalos Sesabamisi 
wrfivi sistemebiT. 

vTqvaT, ganixileba rxeviTi sistema erTi ganmsazRvreli 
)(tx  parametriT, romelic damokidebulia monotonurad 

cvlad t  parametrze. 
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gansazRvreba: iseT rxeviT sistemebs, romelTaTvisac 
adgili aqvs tolobas )()( Ttxtx   perioduli rxeviTi sistema 
ewodeba. xolo iseT minimalur T  mniSvnelobas, 
romlisTvisac am tolobas aqvs adgili rxevi periodi 
ewodeba. 

gansazRvreba: rxevis periodis Sebrunebul sidides 
T

f
1

  

rxevis sixSire ewodeba. rxevis sixSire gviCvenebs srul 
rxevaTa raodenobas monotonuri parametris(drois) erTi 
erTeuliT cvlilebis ganmavlobaSi. Tu, rxevis periods 
gavzomavT wamebSi, maSin rxevis sixSiris erTeuli iqneba 
herci(rxevaTa ricxvi erT wamSi). 

rxevis sixSiris dasaxasiaTeblad zogjer, iyeneben 
kuTxur sixSires  , romelic gamoxatavs rxevaTa 
raodenobas 2  monotonuri parametris mniSvnelobis(wamis) 

ganmavlobaSi. ase, rom 
T

f



2

 2  . 

sainteresoa, Tu ra ricxviTi mniSvnelobebi aqvT im 
rxeviTi procesebis rxevis sixSires, rac gvxvdeba bunebaSi 

ai Sesabamisi magaliTebic, gamosaxuli wm-1 erTeulebSi: 
10-10 – planetebis saukunebrivi SeSfoTebebis sixSire ; 
10-8 – planetebis brunvis sixSire ; 
10-5 – moqceva-ukuqcevis sixSire ; 
101 – rxevis sixSire manqanebSi ; 
100 – wamebis qanqara ; 
104 – akustikuri rxevebi ; 
105 – 108 – ultrabgeriTi meqanikuri rxevebi ; 
50 – cvladi deni ; 
1012 – infrawiTeli gamosxiveba ; 
1015 – xiluli optikuri speqtri ; 
1018 – rentgenis sxivebi ; 
1020 -   sxivebi ; 
1023 – kosmosuri sxivebi. 
rxeviTi procesebi xasiaTdebian agreTve A amplitudiT. 

gansazRvreba: erTi sruli rxevis ganmavlobaSi gadaxris 
naxevris sigrZes amplituda ewodeba. 

Tu, maxx - udidesi da minx - umciresi mniSvnelobebia 

ჰორიზონტული ზამბარის )(tx  gadaxrisTvis, rxevis erTi 

periodis ganmavlobaSi, maSin rxevis amplituda  minmax
2

1
xxA  . 
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perioduli rxevebisas, gadaxris ganzogadoebuli 
koordinati )(tx , asrulebs rxevebs 0x saSualo mniSvnelobis 

midamoSi  

 minmax0
2

1
xxx  . simetriuli rxevebis SemTxvevaSi, es 

mniSvneloba Seesabameba agreTve wonasworobis an uZraobis 
mdgomareobas. 

 
gansazRvreba: Tu, )(tx  funqcia mxolod miaxloebiTaa 

perioduli, anu  )()( Ttxtx  winaswar arCeuli  - mcire 

sididisaTvis, maSin )(tx  funqcias TiTqmis - perioduli 
funqcia ewodeba.  

rxeviTi sistemebi xasiaTdebian rxevis amplitudis 
cvlilebis xasiaTiT raime monotonuri parametris(drois) 
mixedviT.  

ამპლიტუდის მიხედვით, ganasxvaveben: rxevebs zrdadi 
amplitudiT (ngrevadi sistemebi) nax. 3, mudmivi 
amplitudiT(perioduli) nax. 4 da rxevebs, klebadi 
amplitudiT (milevadi) nax 5. 

20 0 20 40 60 80 100
100

0

100

f t( )

t  
nax. 3. rxevebi zrdadi amplitudiT 

10 5 0 5 10

0f t( )

t  
nax. 4. rxevebi mudmivi amplitudiT 
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0 20 40 60 80 100
1

0

1

f t( )

t  
nax. 5. rxevebi milevadi amplitudiT 

 
rxeviT sistemebs ganasxvaveben, aseve, warmoqmnis 

meqanizmidan gamomdinare Semdeg tipebad: 
1. sakuTrivi rxeviTi sistemebi (Tavisufali rxevebi); 
2. avtorxeviTi sistemebi (TviTagznebadi rxevebi); 
3. parametruli rxeviTi sistemebi (parametriT agznebadi 

rxevebi); 
4. iZulebiTi rxeviTi sistemebi(maiZulebeli Zalis 

gavleniT warmoSobili rxevebi); 
5. bmuli rxeviTi sistemebi(ramodenime rxeviTi sistema 

erTmaneTTanaa Sebmul-SekavSirebuli). 
ganvixiloT rxeviTi sistemis TiToeuli es tipi. 
sakuTrivi(Tavisufali) rxeviTi sistemebi xasiaTdebian 

imiT, rom maTi dinamika mTlianad emyareba sawyis biZgs da 
amis Semdeg isini aRar iReben gare zemoqmedebas. ase, rom 

maTi energiis gazrda ar xdeბa sistemis garedan. ganixilaven 
ori tipis sakuTriv(Tavisufal) rxeviT sistemebs: esenia 
aradempfirebuli da dempfirebuli rxeviTi sistemebi. 
dempfirebuli rxeviTi sistemebi gamoirCevian imiT, rom 
maTSi adgili aqvs energiis daxarjvas winaaRmdegobis 
Zalebis daZlevaze. 

magaliTad, gravitaciuli qanqara sawyisi biZgis Semdeg 
iwyebs Tavisufal rxevas. Tavisufali rxeviTi sistemebis 
dinamika aRiwereba erTgvarovani diferencialuri 
gantolebebiT. 

sakuTrivi rxevebisagan gansxvavebiT, avtorxeviT 

sistemebSi, adgili aqvs energiis Semodinebas garedan. 
amasTan, energiis wyaro araa TviTon rxeviTi sistema. sistema 
iRebs garedan, zustad imden energias, ramdensac xarjavs. 
magaliTi: ganvixiloT saaTi, romelSidac energiis wyaros 
warmoadgens aweuli tvirTi an SekumSuli zambara. aseTi 
saaTi avtorxeviT sistemas warmoadgens. avtorxevebi 
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aRiwerebian arsebiTad arawrfivi diferencialuri 
gantolebebiT. 

sakuTrivi rxevebisa da avtorxeviTi sistemebis 
SemTxvevvaSi rxevis sixSire ganisazRvreba TviT rxeviTi 
sistemis xasiaTidan gamomdinare, amitom aseT sistemebs 
avtonomiur sistemebs uwodeben.  

maTgan gansxvavebiT, parametrul da iZulebiT rxeviT 
sistemebs heteronomiul sistemebs uwodeben, radgan rxevis 

sixSire, aseT sistemebSi, ganisazRvreba gare zemoqmedebidan 
gamomdinare. parametruli agznebadobis sistemebSi, gare 
zemoqmedeba iwvevs sistemis Sida parametrebis periodul 
cvalebadobas.  

magaliTad, maTematikuri qanqara Zafze Camokiduli 
tvirTiT, roca Zafis sigrZe periodulad icvleba. 
parametruli rxeviTi sistemebis maTematikuri modelebi 
gamoirCevian imiT, rom Sesabamisi diferencialuri 
gantolebebis zogierTi koeficienti warmoadgens 
monotonuri parametris(drois) periodul funqcias. 

iZulebiT rxeviT sistemebSi, sistemaze moqmedebs 
agreTve, gare Zala, romelic gansazRvravs rxevis kanons. aq 
rxeviT procesebs gansazRvraven ara perioduli parametrebi, 
aramed damatebiTi wevrebi Sesabamis maTematikur modelSi, 
rac iwvevs Sesabamisi diferencialuri gantolebebis 
araerTgvarovnebas. 

bmuli rxeviTi sistemebis SemTxvevaSi, saqme gvaqvs ori 
an meti raodenobis rxeviT sistemasTan, romlebic axdenen 
erTmaneTze gavlenas. Tu, erTi sistema axdens gavlenas 
meoreze, xolo meore ver axdens gavlenas pirvelze es ar 
iqneba bmuli rxeviTi sistema. aseT SemTxvevaSi, ZiriTadi 
(pirveli) sistema iqneba Tavisufali, xolo meore sistema 
iqneba iZulebiTi rxeviTi sistema, romelic imarTeba pirveli 
sistemiT. 

P.S. arseboben Sereuli tipis sistemebic, romlebic 
erTdroulad arian iZulebiTi da avtorxeviTi sistemebi da 
a.S. 

ganvixilოT wrfivი rxeviTი procesebი. anu, iseTი 

rxeviTი procesebი, romelTa Sesabamisi maTematikuri 
modelebic warmoadgenen wrfiv diferencialur gantolebebs 
Sesabamisi sawyisi pirobebiT.  
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1.1 aradempfirebuli, Tavisufali rxeviTi procesebis 
maTematikuri   modelireba 

 
Tavisufali rxeviTi procesebi warmoiSobian maSin, roca 

sistemaze sawyis momentSi moqmedeben amZravi Zalebi, 
romlebic Semdeg qrebian da sistemas aZleven saSualebas 
gamoaCinos Tavisi Sinagani buneba. Tavisufali rxeviTi 
procesebis dros, sistemis kinetikuri da potencialuri 
energiebi periodulad cvlian erTmaneTs. Tu, sistemis 
kinetikuri da potencialuri energiebis jami monotonuri 
parametris(drois) mixedviT ar icvleba(mudmivia), maSin am 
sistemas konservatuli ewodeba. konservatul sistemebSi 
gvaqvs aradempfirebuli (aramilevadi) rxevebi.  

 

 
nax.1.1. wrfivi oscilatiris meqanikuri magaliTi 

 
ganvixiloT wrfivi oscilatoris meqanikuri rxevebi 

nax.1.1. magaliTze. am SemTxvevaSi, m  masis mqone sxeuli 
dakavSirebulia c sixistis mqone zambariT kedelTan, sadac 
zambaris meore mxare mWidrodaa Camagrebuli. aseT 
SemTxvevaSi, niutonis meore kanons CavwerT m  masis 
sxeulisaTvis 

cxxmxm
dt

d








 

.                                        (1.1) 

maSin,  advilad miviRebT Tavisufali rxeviTi sistemis 
maTematikur models 

0
2

0 


xx  ,                                              (1.2)  

00 )0(x     ;)0( vxx 


,                                       (1.3)                  

sadac,  

m

c
0  - rxevis kuTxuri sixSirea. 

koSis (1.2)-(1.3) amocanis analizuri amonaxsni moicema 
formuliT 



15 

 

 tsin cos)( 0

0

0
00 




v
txtx  ,                                  (1.4) 

an formuliT 
)- tcos()( 0 atx  ,                                       (1.5) 

sadac  rxevis sawyisi fazaa da 

00

0

2

0

2

02

0
 x

v
    tg,







v
xa .                                 (1.6) 

rxevis periodi da sixSire Sesabamisad iqneba 

T

1
f    ,

2

0





T .                                           (1.7) 

aseT rxevebs Seesabameba nax.1.2 

10 5 0 5 10

0f t( )

t  
nax.1.2 Tavisufali aradempfirebuli rxeviTi sistemis 

dinamika 

 
rogorc vxedavT, aseT SemTxvevaSi, gvaqvs perioduli 

rxevebi mudmivi a  amplitudiT, romelic damokidebulia 
rxeviTi sistemis sawyis mdgomareobaze, zambaris sixisteze 
da merxevi sxeulis m  masaze. 

Teorema: Tavisufali rxeviTi sistemis sruli meqanikuri 
energiis sidide ar icvleba drois mixedviT. 

 
damtkiceba:  marTlac ganvixiloT dinamikis gantoleba, 

gavamravloT orive nawili 


x  siCqareze da vaintegroT, maSin 
miviRebT 

 

constEE

EE
dt

d
x

c
x

m

dt

d
cxxmcxxm

potkin

potkin




















0
22

x x 0 2
2

 

r.d.g. 
Tavisufali rxeviTi sistemis energia 

22

0

22

0

22

2

2

1

222
amxx

mkxxm
E  

















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anu, sistemis energia pirdapirproporciulia rxevis 
amplitudis kvadratisa.  

 

 
1.2. aradempfirebuli, Tavisufali eleqtruli rxeviTi 

procesebis modelireba 

 
nax.1.3. rxeviTi konturi 

Tu, eleqtruli wredi Seicavs C  tevadobis 
kondensatorsa da L  induqciurobis mqone koWas, maSin am 
wredSi SeiZleba aRiZras eleqtruli rxevebi. amitom, aseT 
wreds rxeviT konturs uwodeben(nax.1.3). vTqvaT, jer 
kondensatoris zeda firfita damuxtulia dadebiTad, xolo 
qveda firfita – uaryofiTad(nax.1.3, а). amave dros, rxeviTi 
konturis mTeli energia Tavmoyrilia kondensatorSi. 
CavrToT K CamrTveli, maSin kondensatori daiwyebs 
ganmuxtvas da L  koWaSi gava deni. kondensatoris eleqtruli 
energia daiwyebs koWas magnitur energiad gardaiqmnas. es 
procesi damTavrdeba, roca moxdeba kondensatoris mTliani 
ganmuxtva da wredSi gveqneba maqsimaluri denis Zala(nax.1.3, 
б). am momentidan denis Zala daiwyebs Semcirebas ise, rom ar 
Seicvlis mimarTulebas. magram Semcireba moxdeba TandaTan, 
vinaidan mis Semcirebas ewinaaRmdegeba koWas TviTinduqciis 
eleqtromamoZravebeli Zala. denis xarjze daiwyeba 
kondensatoris damuxtva, warmoiqmneba eleqtruli veli, 
romelic amcirebs denis Zalas. bolosdabolos 
kondensatori miiRebs maqsimalur muxts, xolo deni 
gaTavdeba. amis Semdeg, kondensatori daiwyebs ganmuxtvas da 
deni daiZvreba sapirispiro mimarTulebiT da a. S. konturSi 
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Tu ara gvaqvs winaRoba, maSin miviRebT mkacrad periodul 
rxevebs. 

SevadginoT Sesabamisi maTematikuri modeli. vTqvaT, Q 
aris kondensatoris muxtis sidide, cU  kondesatorze 

modebuli Zabvaa. maSin 

C

Q
UC  .                                                (1.8) 

aseve, Tu I  aris denis Zala da LU  koWaze modebuli 
Zabvaa 

dt

dI
LUL  .                                               (1.9) 

kirxofis kanonis Tanaxmad, am SemTxvevaSi gveqneba 
gantoleba 

0
C

Q

dt

dI
LUU CL .                                    (1.10)     

magram, denis Zala aris muxtis cvlilebis siCqare, anu 

dt

dQ
I  .                                                (1.11)   

(1.10)-(1.11) tolobebidan cxadia, rom gveqneba gantoleba 

0
2

2


C

Q

dt

Qd
L .                                           (1.12)  

Tu, SemoviRebT aRniSvnas 

LC

12

0  ,                                              (1.13) 

maSin, rxeviTi konturis gantoleba (1.12) gadaiwereba 
Tavisufali rxevebis kanonikuri gantolebis saxiT 

0
2

0 


QQ  .                                            (1.14) 

cxadia, rom miiReba harmoniuli eleqtruli rxevebi 

LC

1
0   sixSiris, xolo rxevis periodi iqneba 

LCT 



2

2

0

 . am formulas eleqtrodinamikaSi tompsonis 

formulas uwodeben.  
rxeviTi sistemis dinamika iseTivea, rogorc nax.1.2 

gamosaxuli. 
P.S. rogorc vxedavT, miviReT igive saxis maTematikuri 

modeli, rogorc Tavisufali meqanikuri rxevebis dros. rac 
imas niSnavs, rom buneba erTiania da Tavisufali rxeviTi 
sistemebi eleqtruli sistemebisaTvis, emorCilebian igive 
kanonzomierebebs, rogorc  meqanikuri sistemebisaTvis. 
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1.3. aradempfirebuli, Tavisufali socialuri rxeviTi 
procesebis modelireba 

 
ganvixiloT volteras cnobili modeli  mtacebeli-

msxverpli. am modelSi, gvaqvs ori saxis cxovelebi. aqedan, 
erTi saxis cxovelebi ikvebebian meore saxis cxovelebiT. 
xolo meore saxis cxovelebi ikvebebian balaxiT. ismis 
kiTxva, mosalodnelia, Tu ara rom pirvelma saxem mTlianad 
gaanadguros meore saxis cxovelebi ? 

avagoT, am saxeobaTa raodenobis Sesaswavlad Sesabamisi 
maTematikuri modeli. vTqvaT, )(1 tN  aris pirveli 
saxis(mtaceblebis) raodenoba drois mocemul momentSi, 
xolo )(2 tN  - msxverplis Sesabamisi raodenoba. Tu, msxverpli 
cxovrobs marto Sesabamisi kvebis arealze, maSin misi 
raodenoba izrdeba da gvaqvs kanoni 

222 NN 


,                                             (1.15) 
sadac 2  aris zrdis siCqaris koeficienti. 
aseve, Tu mtaceblebi aRmoCndebian marto, maSin maTi 

raodenoba SimSilis gamo ganadgurdeba. Sesabamis kanons 
aqvs saxe 

111 NN 


,                                             (1.16) 
sadac 1  aris mtaceblebis sikvdilianobis siCqaris 

koeficienti. 
exla ganvixiloT, am ori saxeobis erTdrouli 

Tanacxovreba Sesabamis arealze. maSin, mtaceblebis 
gamravlebis siswrafe damokidebuli iqneba msxverplTan maTi 
Sexvedrebis raodenobaze, romelic proporciulia 21 NN   
sididis. maSasadame, sabolood miviRebT volteras models 

212111 NNNN  


,                                       (1.17) 

211222 NNNN  


,                                       (1.18) 
sadac 1  - msxverplis sikvdilianobis koeficientia 

mtaceblebTan Sexvedris gamo; 2  - mtaceblebis gamravlebis 
koeficientia. 

exla, ganvixiloT am modelis wonasworobis wertilebi, 
anu is mniSvnelobebi, romelTa drosac sistema 
stacionarulia 

0212111 


NNNN   ,                                   (1.19) 

0211222 


NNNN  .                                    (1.20) 
am sistemis aratrivialuri amonaxsnia 
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2

1
2

0

1

2
1

0 N       ,







N .                                     (1.21) 

saxeobaTa raodenobebis wonasworuli mniSvnelobebis 
mcire midamoSi, anu roca )(1 tn  da )(2 tn  mcire sidideebia, 
gvaqvs Tanadobebi 

)()(N      ,)()( 2

0

221

0

11 tnNttnNtN  .                         (1.22) 
Tu, am mniSvnelobebs SevitanT volteras (1.19)-(1.20) 

modelSi da movaxdenT miRebuli gantolebebis 
linearizacias, miviRebT sistemas 

2

1

22
1 nn








,                                             (1.23)  

1

2

11
2 nn








.                                            (1.24) 

Tu, gantoleba (1.23)-s gavawarmoebT droiT da 
gaviTvaliswinebT gantoleba (1.24)-s, miviRebT 

01211 


nn  .                                            (1.25) 
sadac, Tu SemoviRebT aRniSvnas 

21

2

0   ,                                              (1.26) 

miviRebT Tavisufali sistemebis rxevis kanonikur 
gantolebas 

01

2

01 


nn  .                                            (1.27) 

P.S. rogorc vxedavT, aqac miviReT Tavisufali rxeviTi 
sistemebis rxevis maTematikuri modeli. aq naTlad Cans, rom 
is Tu, rogori iqneba Sedegi, ori saxeobis Tanacxovrebisa 
damokidebulia maTi gamravlebisa da sikvdilianobis 
siCqareTa koeficientebis mniSvnelobebze. 

 
 
 
1.4. aradempfirebuli, Tavisufali ekonomikuri rxeviTi 

procesebis modelireba(frangiSvili-obgaZis modeli) 
  

ganvixiloT ekonomikuri wonasworobis gantoleba 
keinsis sistemaSi 

)()()( tItCtX  ,                                         (1.28) 
sadac,  )(tC  - moxmarebaa,  
        )(tI  - investiciebi,  
        )(tX - erovnuli Semosavali. 
samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT 

SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba 
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

 )()()( tXttI  ,                                         (1.29) 
sadac )(t  -aqseleraciis koeficientia. garda amisa, 

)(tC  - moxmareba warmoadgens erovnuli Semosavlis 
funqcias da is damokidebulia moxmarebis mTel 
winaistoriaze 

   dXFtC

t

 ),()(
0

 .                                      (1.30) 

Tu, (1.29) da (1.30) Tanadobebs SevitanT (1.28) wonasworobis 
gantolebaSi, miviRebT 

        
t

dtXFtXttX
0

,  .                                                            (1.31) 

gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT miviRebT 
                   ttXFtXttXttX ,   .                                                   (1.32) 
anu vRebulobT dinamikis frangiSvili-obgaZis 

diferencialur gantolebas Semdegi saxiT: 

            0,1 


ttXFtXttXt   .                                                  (1.33) 

radgan,   0t , SeiZleba (1.33) gantoleba gavyoT  t -ze.  
miviRebT dinamikis gantolebas Semdegi saxiT: 

 
 
 

 
 

   0,
11




 ttXF
t

tX
t

t
tX



 


 .                                                 (1.34) 

Tu, frangiSvili-obgaZis  ganzogadebul gantolebaSi 
(1.34), movaxdenT Casmas 

tt )(  da   )()(),( 2 tXtttXF   ,                        (1.35) 
maSin, dinamikis (34) gantolebidan miviRebT Tavisufali 

rxeviTi sistemebis kanonikur gantolebas 

0)()(
2

0 


tXtX  .                                       (1.36) 

 
P.S. rogorc vxedavT, kvlav miviReT Tavisufali rxeviTi 

sistemis maTematikuri modeli. rac imas mowmobs, rom 
Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modeli 
universaluria da is gvxvdeba sruliad sxvadasxva Sinaarsis 
amocanebis gadawyvetisas.  

 

ამოცანები და სავარჯიშოები 

 
1.SeadgineT Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri 

modeli da gamoikvlieT miRebuli sistemis: rxevis 
periodi, sixSire, faza da amplituda, sistemis sawyisi 
mdgomareobidan gamomdinare. 
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2.SeiswavleT energiis Senaxvis kanoni Tavisufali rxeviTi 
sistemebisaTvis. 

3.gamoikvlieT Tavisufali rxeviTi sistema fazur sibrtyeze. 
ipoveT traeqtoriebi fazur sibrtyeze. 

4.SeadgineT meqanikuri rxeviTi sistemis maTematikuri 
modeli(zambaraze gamobmuli tvirTi nax.1.1.) im 
SemTxvevaSi, roca m  masis tvirTze moqmedebs xaxunis 
Zalac. iqneba, Tu ara aseTi sistema Tavisufali ? rxevebi 
iqnebian dempfirebuli, Tu ara ? 

5. CamoTvaleT rxeviTi sistemebis tipebi. 
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Tavi 2. dempfirebuli Tavisufali (sakuTrivi) rxeviTi 
procesebis maTematikuri modelireba 

 
Tu, rxeviTi sistemis mTliani energia mcirdeba 

(winaaRmdegobis Zalebis gadalaxvaze Sesrulebuli muSaobis 
gamo), maSin aseT sistemas dempfirebuli sistema ewodeba. 
dempfirebul Tavisufal sistemebSi, gvaqvs dempfirebuli 
(perioduli-milevadi an araperioduli-milevadi) rxevebi. 

 
2.1. dempfirebuli Tavisufali (sakuTrivi) meqanikuri rxeviTi 

procesebis modelireba 

 
ganvixiloT dempfirebuli sakuTrivi(Tavisufali) meqa-

nikuri rxeviTi sistemis magaliTi (nax. 2.1.). roca zambaris 
sixistea c , xolo tvirTis zedapirTan xaxunis koeficienti 

k ; maSin 


 xkFxax.  

 
nax. 2.1. dempfirebuli sakuTrivi rxevebi m masis tvirTis 

zedapirTan xaxunis gaTvaliswinebiT 
SevadginoT m masis tvirTis Tavisufali rxevis 

maTematikuri modeli xaxunis Zalis gaTvaliswinebiT.  










xkcxxmxm

dt

d
.                                    (2.1) 

Tu, gavyofT m masis mniSvnelobaze (2.1) gantolebis 
orive mxares da SemoviRebT aRniSvnebs 

 2
m

      ,2

0 
k

m

k
,                                        (2.2) 

miviRebT, dempfirebuli Tavisufali(sakuTari) rxeviTi 
sistemis models    

02 2

0 


xxx  ,                                          (2.3) 

 sadac 0  - sistemis Tavisufali rxevebis sixSirea, 

xolo    - milevadobis koeficienti.                         
Tu, (2.3) diferencialur gantolebaSi movaxdenT eileris 

Casmas rtetx )( , maSin miviRebT Sesabamis maxasiaTebel 
gantolebas 

02 2

0

2  rr .                                          (2.4) 
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rac imas niSnavs, rom (2.3) diferencialuri gantolebis 
zogad amonaxsns aqvs saxe 

trtr
eCeCtx 21

21)(  , 2

0

2

2,1  r .                         (2.5) 

aq unda ganvixiloT ori SemTxveva: 
1) Tu, 0 , maSin (41) tolobidan gamomdinare, gvaqvs 

maxasiaTebeli algebruli gantolebis ori kompleqsuri 
urTierTSeuRlebuli r  amonaxsni. am SemTxvevaSi, diferen-
cialuri gantolebis zogadi amonaxsni Caiwereba formiT 

22

0

t 

0         ),cos()(    teAtx .                      (2.6) 

rxevis periodi gamoiTvleba formuliT 

22

0

22










T , xolo 0A  da   mudmivi ricxvebi 

ganisazRvrebian sawyisi pirobebidan gamomdinare. 
  0)0( x                                               (2.7) 

 0)0( vx 


                                               (2.8)           

            22

0

2

00 /xvxA                      (2.9) 

   0000000 /sin     ,/cos AxvAx                 (2.10)   

es SemTxveva, Seesabameba milevad rxeviT procesebs 
nax. 2.2. 

 
nax. 2.2. milevadi rxevebi 

 
amplitudis milevadobis siswrafe imarTeba   

parametriT. xolo dempfirebuli (2.3) sistemis rxevebis 
sixSire 0 . rac imas niSnavs, rom xaxunis Zala amcirebs 

sistemis sakuTari rxevebis sixSires, anu, dempfirebuli 
sistemis sakuTari rxevebis sixSire naklebia Sesabamisi 
aradempfirebuli sistemis rxevebis sixSireze. 

teAtA  
0)(  - sidides milevadi rxevebis amplitudas 

uwodeben. rogorc am formulidan Cans, rxevis amplituda 
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aseT SemTxvevebSi, klebulobs eqsponencialurad. SemoviRoT 
aRniSvna nA  - iT aRvniSnoT wrfivi Tavisufali 

dempfirebuli sistemis, wonasworobis mdgomareobidan 
dadebiTi mimarTulebiT maqsimaluri mimdevrobiTi gadaxris 
sidideebi. cxadia rom es sidideebi akmayofileben 
rekurentul Tanadobas 

   n

t

n AeA 

  
1 .                                       (2.11) 

gamoviTvaloT, ramdenjer Semcirdeba rxevis amplituda 
erTi periodis ganmavlobaSi, miviRebT 

(  Tt

Tt eAA 

   0 ,   t

t eAA  
0 ),    T

Tt

t e
A

A 


T
A

A
d

Tt

t 


ln .    

gansazRvreba: sidides Td   oscilatoris 
milevadobis(Caqrobis) logariTmul dekrements uwodeben. 

d - logariTmuli dekrementis Sebrunebuli sidide 
d

N
1

  

gviCvenebs im rxevaTa ricxvs, romlis Semdeg amplituda 
klebulobs e - jer. 

T - rxevis periodis ganmavlobaSi amplituda mcirdeba 
de -jer. 

rogorc viciT, energia rxeviT sistemaSi rxevis 
amplitudis kvadratis proporciulia, amitom, am SemTxvevaSi 
mTliani meqanikuri energia mcirdeba(xaxunis gamo siTboSi 
gardaiqmneba) kanoniT 

t-2

0 e  EE . 

2) Tu,  > 0  maSin r -is orive mniSvneloba namdvil ricxvs 

warmoadgens da amave dros, orive mniSvneloba uaryofiTia. 
diferencialuri gantolebis zogad amonaxsns am SemTxvevaSi, 
aqvs saxe  

 
tt

eCeCtx





 





 


2
0

22
0

2

21)(


.                        (2.12) 
am SemTxvevaSi, gvaqvs moZraobis aperioduli Caqroba 
nax. 2.3. 
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1
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1.2

1.3

x t( )

t

 

nax. 2.3. aperioduli milevadi moZraoba  
3) Tu, 0  , maSin maxasiaTebel gantolebas aqvs erTi 

orjeradi fesvi r . rogorc cnobilia, am SemTxvevaSi  
diferencialuri gantolebis zogad amonaxsns aqvs saxe 

  tetCCtx  
21)( .                                     (2.13) 

esec, aperioduli milevadi moZraobis gansakuTrebuli 
SemTxvevaa nax. 2.4. 

0 2 4 6 8 10
0

20

40

60

80
80

3.387 10
4



x t( )

100 t  
 
nax. 2.4. aperioduli milevadi moZraobis gansakuTrebuli 

SemTxveva 

 

 
2.2. dempfirebuli sakuTrivi eleqtruli rxeviTi procesebis 

modelireba 

 
ganvixiloT dempfirebuli eleqtruli rxeviTi sistema 

nax. 2.5. 
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nax. 2.5. dempfirebuli, Tavisufali eleqtruli rxeviTi          

sistema 

 
am sistemaSi (nax.2.5), aradempfirebuli rxeviTi 

konturisagan gansxvavebiT, CarTulia R  winaRoba, rac iwvevs 
energiis danakargebs da Tavisufali sistema xdeba 
dempfirebuli.  

SevadginoT Sesabamisi maTematikuri modeli. vTqvaT, Q 
aris kondensatoris muxtis sidide, cU  kondesatorze 

modebuli Zabvaa. maSin  

C

Q
UC  ,                                               (2.14) 

aseve, Tu I  aris denis Zala da LU  koWaze modebuli 
Zabvaa, maSin 

dt

dI
LUL  .                                              (2.15) 

aseve, Zabvis vardna R  winaRobaze iqneba 
IRUr  .                                              (2.16) 

kirxofis kanonis Tanaxmad, am SemTxvevaSi gveqneba 
gantoleba 

0
C

Q
IR

dt

dI
LUUU CrL .                            (2.17)     

magram, denis Zala aris muxtis cvlilebis siCqare, anu 

dt

dQ
I  .                                                (2.18)   

(2.17)-(2.18) tolobebidan cxadia, rom gveqneba gantoleba 

0
2

2


C

Q

dt

dQ
R

dt

Qd
L .                                    (2.19) 

 Tu, SemoviRebT aRniSvnebs 

  
L

R
2    , 

12

0  
LC

,                                    (2.20) 

maSin, gantoleba (2.19) miiRebs saxes 

02 2

0 


QQQ  ,                                        (2.21) 

 sadac 0  - sistemis sakuTari (Tavisufali) rxevebis 

sixSirea, xolo    - milevadobis koeficienti.   
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P.S. rogorc vxedavT dempfirebuli Tavisufali 
eleqtruli rxeviTi konturis dinamikis (57) gantoleba 
identuria Sesabamisi dempfirebuli, Tavisufali, meqanikuri 
sistemis dinamikis (39) gantolebisa. rac imas niSnavs, rom 
dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri 
modeli, erTnairad exeba rogorc meqanikur, aseve, eleqtrul 
rxeviT sistemebs. 

 

 
2.3. dempfirebuli sakuTrivi socialuri rxeviTi 

procesebis modelireba 

 
ganvixiloT volteras cnobili modeli  mtacebeli-

msxverpli. am modelSi, gvaqvs ori saxis cxovelebi. aqedan, 
meore saxis cxovelebi ikvebebian pirveli saxis cxovelebiT. 
xolo pirveli saxis cxovelebi ikvebebian balaxiT. 
SeviswavloT am sistemis Sesabamisi dinamika. amisaTvis 
aucilebelia sistemis maTematikuri modelis Sedgena. 

avagoT, am saxeobaTa raodenobis Sesaswavlad Sesabamisi 
maTematikuri modeli. vTqvaT, )(1 tN  aris pirveli 
saxis(msxverplis) raodenoba drois mocemul momentSi, xolo 

)(2 tN  - mtaceblebis Sesabamisi raodenoba. Tu, msxverpli 
cxovrobs marto Sesabamisi kvebis arealze, maSin misi 
raodenoba izrdeba mudmivi 0k  siCqariT, magram mtaceblebTan 

maTi Sexvedra iwvevs maTi zrdis siCqaris Semcirebas 2k  
siCqaris koeficientiT. mtaceblebisa da msxverplis 
Sexvedris sixSire damokidebulia maTi raodenobebis 
namravlze da maSasadame SegviZlia, SevadginoT Sesabamisi 
dinamikis gantoleba 

21101 )( NNkktN 


.                                       (2.22) 

analogiurad, mtaceblebis raodenobis zrda damoki-
debulia msxverplTan Sexvedrebis raodenobaze, rac pirda-
pirproporciulia maTi raodenobebis namravlisa. magram, 
mtaceblebic iRupebian siberiT, avadmyofobiT an ufro 
Zlier mtacebelTan brZolaSi. maTi sikvdilianobis 
koeficientia 2k . maSin, Sesabamis dinamikis gantolebas eqneba 
saxe 

222112 NkNNkN 


.                                       (2.23) 



29 

 

stacionaluri wertilis sapovnelad, gavutoloT nuls 
(2.22),(2.23) gantolebebis marjvena nawilebi. miRebuli 
sistemis amonaxsnia 

2

00

2

1

20

1 N      ,
k

k

k

k
N  .                                      (2.24) 

SeviswavloT (2.22),(2.23) sistema stacionaruli (2.24) 
amonaxsnis maxloblobaSi. amisaTvis saZiebel raodenobebs, 
mivceT mcire nazrdebi )(1 tn  da )(2 tn . anu, (2.22), 
(2.23)gantolebebSi SevitanoT axali sidideebi da ukuvagdoT 
kvadratuli wevrebi mcire nazrdebis mimarT 

)()( 1

0

11 tnNtN  ,                                        (2.25) 

)()( 2

0

22 tnNtN  .                                        (2.26) 
maSin, miviRebT 

1

2

01
221 )( n

k

kk
nktn 



,                                      (2.27) 

1

2

10
2)( n

k

kk
tn 



.                                           (2.28) 

Tu, gavawarmoebT (2.27) gantolebas da SevitanT )(2 tn


-s 
mniSvnelobas gantolebidan (2.28), maSin miviRebT 

01101

2

01
1 



nkkn
k

kk
n .                                      (2.29) 

Tu, SemoviRebT aRniSvnebs 

 2
2

01

k

kk
  da 2

010 kk , 

maSin, gantoleba (2.29) gadaiwereba dempfirebuli, 
Tavisufali rxeviTi sistemis kanonikuri saxiT 

02 1

2

011 


nnn  .                                       (2.30) 

es sistema ki, Cven ukve Seswavlili gvaqvs zemoT. 

 
P.S. rogorc vxedavT dempfirebuli Tavisufali rxeviTi 

sistema gvxvdeba, aseve, socialur sistemebSic. rac iZleva 
imis safuZvels, rom Cven CavuRrmavdeT sxvadasxva 
procesebis aRweras da naklebad davixarjoT miRebuli 
modelebis aRmweri gantolebebis gamokvlevaze. 
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2.4. dempfirebuli, sakuTrivi ekonomikuri rxeviTi 
procesebis modelireba frangiSvili-obgaZis modelis bazaze 

 
ganvixiloT ekonomikuri wonasworobis gantoleba 

keinsis sistemaSi 
)()()( tItCtX  ,                                         (2.31) 

sadac,  )(tC  - moxmarebaa,  
        )(tI  - investiciebi,  
        )(tX - erovnuli Semosavali. 
samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT 

SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba 


 )()()( tXttI  ,                                         (2.32) 
sadac )(t  -aqseleraciis koeficientia. garda amisa, 

)(tC  - moxmareba warmoadgens erovnuli Semosavlis 
funqcias da is damokidebulia moxmarebis mTel 
winaistoriaze 

   dXFtC

t

 ),()(
0

 .                                      (2.33) 

Tu, (2.32) da (2.33) Tanadobebs SevitanT (2.31) wonasworobis 
gantolebaSi, miviRebT 

        
t

dtXFtXttX
0

,  .                                                            (2.34) 

gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT miviRebT 
                   ttXFtXttXttX ,   .                                                   (2.35) 
anu vRebulobT dinamikis diferencialur gantolebas 

Semdegi saxiT: 

            0,1 


ttXFtXttXt   .                                                  (2.36) 

radgan,   0t , SeiZleba (2.36) gantoleba gavyoT  t -ze.  
miviRebT dinamikis gantolebas Semdegi saxiT: 

 
 
 

 
 

   0,
11




 ttXF
t

tX
t

t
tX



 


 .                                                 (2.37) 

Tu, frangiSvili-obgaZis  ganzogadebul gantolebaSi 
(2.37), movaxdenT Casmas 








 











2

1
)(

2
2

t
t e

et  ,    )()(),( 2

0 tXtttXF   .                (2.38) 

maSin, miviRebT dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi 
sistemis kanonikur gantolebas. 

02 2

0 


XXX  .                                       (2.39) 
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romelic, Cven ukve SeviswavleT sxva Sinaarsis 
procesebisaTvis. 

 
P.S. rogorc vxedavT, kvlav miviReT dempfirebuli, 

Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modeli. rac imas 
mowmobs, rom dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 
maTematikuri modeli universaluria da is gvxvdeba 
sruliad sxvadasxva Sinaarsis amocanebis gadawyvetisas. 

 
amocanebi da savarjiSoebi 

 
1.rogor sistemebs uwodeben dempfirebuls ? 
2.rogor gamoiTvleba dempfirebuli sakuTrivi rxeviTi 

sistemis milevadi rxevebis periodi, ra aris logariTmuli 
dekrementi da risTvisaa saWiro ? 

3.ra SemTxvevaSi gvaqvs Tavisufal, dempfirebul sistemaSi 
araperioduli milevadi rxevebi ? 

4.SeadgineT eleqtruli, dempfirebuli rxeviTi sistemis 
sqema da aageT Sesabamisi maTematikuri modeli. 

5.moiyvaneT socialuri dempfirebuli sistemis magaliTi 
da aCveneT koeficientebis ra mniSvnelobebisTvisaa 
mosalodneli, milevadi rxeviTi procesebi da ra Sinaarsi 
Seesabameba am SemTxvevas. 
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Tavi 3. iZulebiTi rxeviTi procesebis maTematikuri 
modelireba 

 
iZulebiT rxeviT sistemebSi, sistemaze moqmedebs gare 

Zala, romelic gansazRvravs rxevis kanons. aq, rxeviT 
procesebs gansazRvraven damatebiTi wevrebi Sesabamis 
maTematikur modelSi, rac iwvevs Sesabamisi diferencialuri 
gantolebebis araerTgvarovnebas. 
 

3.1. iZulebiTi meqanikuri rxeviTi procesebis modelireba 

 
ganvixiloT meqanikuri rxeviTi sistema im pirobebSi, 

roca gvaqvs maiZulebeli Zalis moqmedeba. 

 
nax. 3.1. iZulebiTi meqanikuri rxeviTi sistema 

tQf  cos maiZulebeli perioduli Zalis moqmedebis 
pirobebSi 

 
Tu, gvaqvs rxeviTi sistema (nax.3.1), romelic Sedgeba m  

masis sxeulisagan, roca zambaris sixistea c , xolo tvirTis 

zedapirTan xaxunis koeficienti k anu, 


 xkFxax. . xolo 

moZraobis gamomwvevi gare perioduli Zalaa tQf  cos , 
advili misaxvedria rom niutonis dinamikis kanonidan 
gamomdinare, SegviZlia SevadginoT gantoleba m  masis 
sxeulis xgadaadgilebebis Sesaswavlad 

t)cos( 


Qxkcxxm .                                  (3.1)  
gavyoT am gantolebis orive mxare m  masis sidideze da 

SemoviRoT aRniSvnebi: 
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.
m

Q
    ,2

m

k
      ,2

0 H
m

c
                                   (3.2) 

maSin, gantoleba (3.1) gadaiwereba formiT 
t)cos(2 2

0 


 Hxxx .                                              (3.3) 

amrigad, miviReT wrfivi, dempfirebuli, iZulebiTi 
rxeviTi sistemis maTematikuri modeli(3).  

exla SeviswavloT am sistemis Taviseburebebi. 
ganvixiloT ori SemTxveva: 

1) iZulebiTi rxeviTi sistema araa dempfirebuli; 
2) dempfirebuli, iZulebiTi rxeviTi sistema. 
 

1) Tu, rxeviTi sistema araa dempfirebuli, maSin 0  da 
dinamikis gantoleba miiRebs saxes : 

)cos(2

0 tHxx 


 .                                      (3.4) 

rogorc cnobilia, wrfivi araerTgvarovani diferenci-
aluri gantolebis zogadi amonaxsni tolia, Sesabamisi 
erTgvarovani gantolebis zogadi amonaxsnisa da araerT-
gvarovani gantolebis kerZo amonaxsnebis jamisa.  

dzoaraertgzogadiertg xxx ker..var  .                              (3.5) 

(3.4) gantolebis Sesabamisi erTgvarovani gantolebis 
zogadi amonaxsni warmoadgens aradempfirebuli, Tavisufali 
rxeviTi sistemis amonaxsns  

)- tcos( 0.var  ax zogadiertg .                                  (3.6) 

sadac 
00

0

2

0

2

02

0
 x

v
    tg,







v
xa .  

araerTgvarovani (3.4) sistemis kerZo amonaxsns eZeben 
saxiT 

)cos(ker. thx dzoaraertg   .                                    (3.7) 

Tu, (3.7) gamosaxulebas CavsvamT gantolebaSi (3.4), 
miviRebT rom 

)cos()cos()cos( 2

0

2 tHthth   , 

saidanac cxadia, rom 

22

0  


H
h . 

rac, imas niSnavs rom (3.4) araerTgvarovani gantolebis 
kerZo amonaxsns aqvs saxe 

)cos(
22

0

ker. t
H

x dzoaraertg 


 


.                               (3.8) 
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ase, rom am SemTxvevaSi gvaqvs araerTgvarovani (3.4) 
gantolebis zogadi amonaxsni (3.5), romelic gadaiwereba 
formiT 

)cos()cos()(
22

0

0 t
H

tatx 


 


 .                        (3.9) 

formula (3.9) ZalaSia, Tu  0 . aseT SemTxvevaSi, Cven 

gvaqvs ori sxvadasxva sixSiris rxevaTa jami, sistemis 
dinamika gamosaxulia nax.3.2. 

10 5 0 5 10
2

0

2

x t( )

t  
nax.3.2 ori sxvadasxva sixSiris harmoniuli rxevebis jami 

 
Tu, sistemis sakuTrivi rxevis sixSire 0  emTxveva, 

maiZulebeli perioduli Zalis rxevis   sixSires, gvaqvs 
rezonansi. 

aseT SemTxvevaSi, (3.4) gantolebis zogadi amonaxsnis 
sapovnelad, (3.9) amonaxsni gadaiwereba saxiT: 

))cos()(cos()cos()( 022

0

0 tt
H

tatx 


 


 .           (3.10)   

Tu, (3.10) formulaSi gadavalT zRvarze, roca 0   

lopitalis wesis gamoyenebiT, miviRebT zogad amonaxsns 

)sin(
2

)cos()( 0

0

0 tt
H

tatx  


 .                        (3.11) 

rogorc (3.11) amonaxsnidan Cans, rezonansis SemTxvevaSi 
rxevis amplituda wrfivi kanoniT izrdeba(nax.3.3.). 

0 5 10 15 20 25
50

0

50

x t( )

t  
nax.3.3. rezonansuli rxevebis dinamika 
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rodesac, maiZulebeli Zalis rxevis sixSire axlosaa 
sistemis sakuTrivi rxevebis sixSiresTan, adgili aqvs 
rxevebis cemas ori maxlobeli sixSiriT. 

 
2) exla ganvixiloT, wrfivi, dempfirebuli iZulebiTi 

rxeviTi sistemis SemTxveva. aseT SemTxvevaSi, gvaqvs 
maTematikuri modeli 

t)cos(2 2

0 


 Hxxx .                                              (3.12) 

 veZeboT am gantolebis kerZo amonaxsni saxiT  
)sin()cos( ttx   ,                                  (3.13) 

Tu, (3.13) formulas SevitanT (3.12) gantolebaSi, maSin    
da  koeficientebis sapovnelad, gveqneba gantoleba 

)cos()sin()cos(

)cos(2)sin(2)sin()cos(

2

0

2

0

22

tHtt

tttt








(3.14) 

(3.14) gantolebidan, Tu gavutolebT Sesabamis 
koeficientebs trigonometriul funqciebTan, miviRebT 
sistemas: 

02

2

2

0

2

2

0

2







 H
                                (3.15) 

am sistemis amonaxsnebia 
 

  22222

0

22

0

4 









H
,                                   (3.16) 

  222222

0 4

2











H
.                                  (3.17) 

gamosaxulebaSi (3.13) SemoviRoT damatebiTi kuTxe, maSin 
(3.16)-(3.17) Tanadobebis gaTvaliswinebiT, miviRebT (3.12) 
araerTgvarovani gantolebis kerZo amonaxsns formiT: 

  
)sin(

4

*

22222

0

22

.var 



 



 t
H

x Krdzoaraertg .        (3.18) 

 Cven SeviswavleT Sesabamisi erTgvarovani gantolebis 
zogadi amonaxsni, Tavisufali, dempfirebuli rxeviTi 
sistemebis Seswavlis dros. gvqonda sami SemTxveva: 

a) Tu, 0 , maSin 22

0

t 

0var         ),cos(    teAxertg  ;   

b) Tu,  > 0 , maSin 
tt

ertg eCeCx





 





 


2
0

22
0

2

21var



 ; 

g) Tu, 0  , maSin   t

ertg etCCx  
21var . 

maSasadame, araerTgvarovani gantolebis zogadi 
amonaxsni iqneba 

varker.)( ertgdzoaraertgv xxtx  .                                  (3.20) 
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cxadia, rom aqac gveqneba sami sxvadasxva SemTxveva. 
 

P.S. davaleba studentebs: Mathcad –is bazaze, SeiswavleT am 
sami SemTxvevis Sesabamisi rxeviTi sistemebis dinamika. 

 
 
 
3.2. iZulebiTi eleqtruli rxeviTi procesebis modelireba 

 
ganvixiloT iZulebiTi eleqtruli rxeviTi procesi  
(nax. 3.4) 

 
nax.3.4 rxeviTi konturi eleqtruli denis wyaroTi 

romlis eleqtomamoZravebuli Zalaa )(tE  
 
kirxofis kanons am wredisaTvis aqvs saxe 

)(tE
C

Q
IR

dt

dI
LUUU CrL  ,                                                               (3.21) 

sadac Q aris kondensatoris muxtis sidide, cU  konden-

satorze modebuli Zabvaa. 
C

Q
UC  . I  aris denis Zala da LU  

koWaze modebuli Zabvaa, amasTan, 
dt

dI
LUL  . Zabvis vardna R  

winaRobaze aris IRUr  . xolo, eleqtruli denis 
mamoZravebeli Zalaa )(tE . maSasadame, miviRebT maTematikur 
models 

)(tE
C

Q
IR

dt

dI
L  .                                     (3.22) 

Tu, (3.22) formulaSi gaviTvaliswinebT im faqts, rom 
denis Zala aris muxtebis mowesrigebuli nakadi da denis 
Zala gamoiTvleba formuliT 



 QI ,                                                 (3.23)  
miviRebT denis wyaros Semcveli eleqtruli rxeviTi 

konturis dinamikis gantolebas  
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 ).(
2

2

tE
C

Q

dt

dQ
R

dt

Qd
L                                   (3.24)  

  Tu, SemoviRebT aRniSvnebs 

 
L

E(t)
F(t)   , 

L

R
2    , 

12

0  
LC

,                            (3.25)  

maSin, (3.24) gantoleba miiRebs iZulebiTi, dempfirebuli, 
wrfivi rxeviTi sistemis maTematikuri modelis saxes. 
romelic Cven ukve gamovikvlieT wina TavSi  

).(2 2

0 tFQQQ 


                                    (3.26) 

 
P.C. rogorc vxedavT, iZulebiTi, dempfirebuli, wrfivi 

eleqtruli rxeviTi sistemis maTematikuri modeli emTxveva, 
Sesabamisi meqanikuri sistemis maTematikur models. 

 

 
3.3. iZulebiTi socialuri rxeviTi procesebis modelireba 

 
ganvixiloT sociumis dinamika droSi. vTqvaT, )(tN  aris 

sociumis moculobis cvlilebis kanoni droSi. m  am 
sociumis saarsebo arealia, xolo )(1 tf - sociumis moculobis 
cvlilebis gamomwvevi Zalaa. amitom, sociumis moculobis 
cvlilebis kanonis sapovnelad ganvixiloT Sesabamisi 
dinamikis gantoleba 

)(1 tfNm 


.                                             (3.27) 
cxadia, rom sociumis moculobis cvlilebis gamomwvevi 

Zala Sedgeba sami nawilisagan: a) dadebiTi wevri romelic 
gamowveulia garedan migraciiT mocemul sociumSi )(tf ;  

b) uaryofiTi wevriT kN , rac Seesabameba sociumis 
Semcirebis gamomwvev Zalas bunebrivi sikvdilianobis gamo, 

k - Sesabamisi sikvdilianobis koeficientia; g) 


 N2  es is 
Zalaa, romelic iwvevs sociumis Semcirebas sxva sociumebTan 
brZolaSi marcxis gamo. es imas niSnavs, rom 

kNNtftf 


2)()( 21 .                                    (3.28) 
Tu, (3.28) Tanadobas SevitanT (3..27) gantolebaSi, miviRebT 

dinamikis gantolebas 

)(2 2 tfkNNNm 


 .                                     (3.29) 
am gantolebis gayofiT m  arealis sidideze da 

Sesabamisi aRniSvnebis SemoRebiT 
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).(
)(f

   ,
m

k
     , 22

0 tf
m

t

m
 


                               (3.30) 

gantoleba (3.28) gadaiwereba saxiT 

)(2 2

0 tfNNN 


 .                                     (3.31) 

es gantoleba ki emTxveva wrfivi, iZulebiTi rxeviTi 
sistemis maTematikur models. rac imas niSnavs, rom rxeviTi 
sistemis maTematikuri modeli universaluria da is aRwers, 
sruliad sxvadasxva Sinaarsis procesebs. 

 
 

3.4. iZulebiTi ekonomikuri rxeviTi procesebis 
modelireba 

 
ganvixiloT ekonomikuri wonasworobis gantoleba 

keinsis sistemaSi 
)()()( tItCtX  ,                                        (3.32) 

sadac,  )(tC  - moxmarebaa,  
        )(tI  - investiciebi,  
        )(tX - erovnuli Semosavali. 
samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT 

SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba 


 )()()( tXttI  ,                                         (3.33) 
sadac )(t  -aqseleraciis koeficientia. garda amisa, 

)(tC  - moxmareba warmoadgens erovnuli Semosavlis 
funqcias da is damokidebulia moxmarebis mTel 
winaistoriaze 

   dXFtC

t

 ),()(
0

 .                                      (3.34) 

Tu, (3.33) da (3.34) Tanadobebs SevitanT (3.32) wonaswo-
robis gantolebaSi, miviRebT 

        
t

dtXFtXttX
0

,  .                                                            (3.35) 

gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT miviRebT 
                   ttXFtXttXttX ,   .                                                   (3.36) 
anu vRebulobT dinamikis diferencialur gantolebas 

Semdegi saxiT: 

            0,1 


ttXFtXttXt   .                                                  (3.37) 

radgan,   0t , SeiZleba (3.37) gantoleba gavyoT  t -ze.  
miviRebT dinamikis gantolebas Semdegi saxiT: 
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 
 
 

 
 

   0,
11




 ttXF
t

tX
t

t
tX



 


 .                                                 (3.38) 

Tu, frangiSvili-obgaZis  ganzogadebul gantolebaSi 
(3.38), movaxdenT Casmas 








 











2

1
)(

2
2

t
t e

et ,        )()()(),( 2

0 tftXtttXF   .         (3.39) 

miviRebT wrfivi, iZulebiTi, Tavisufali rxeviTi 
sistemis dinamikis maTematikur models 

 )(2 2

0 tfXXX 


 .                                   (3.40) 

 
P.S. rogorc vxedavT, kvlav miviReT wrfivi, 

dempfirebuli, iZulebiTi, rxeviTi sistemis maTematikuri 
modeli. rac imas mowmobs, rom dempfirebuli, iZulebiTi 
rxeviTi sistemis maTematikuri modeli universaluria da is 
gvxvdeba sruliad sxvadasxva Sinaarsis amocanebis 
gadawyvetisas. 

 
amocanebi da savarjiSoebi 

 
1.aageT iZulebiTi, wrfivi, dempfirebuli rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli, roca maiZulebeli Zala nebismieri 
perioduli, ara aucileblad harmoniuli funqciaa. 

2.aageT iZulebiTi, wrfivi, dempfirebuli rxeviTi sistemis 
maTematikuri modeli, roca maiZulebeli Zala nebismieri, 
sazogadod - araperioduli funqciaa. 

3.SeadgineT iZulebiTi, wrfivi, dempfirebuli rxeviTi 
sistemis maTematikuri modelis gamosakvlevi programa 
Mathcad –is bazaze. 

4.ra Taviseburebebi axasiaTebs aradempfirebul, iZulebiT 
rxeviT sistemebs ?  

5.riT gansxvavdebian erTmaneTisagan iZulebiTi, wrfivi, 
rezonansuli dempfirebuli da aradempfirebuli rxeviTi 
sistemebi ? 
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Tavi 4. bmuli rxeviTi sistemebis maTematikuri 
modelireba 

 
bmuli rxeviTi sistemebis SemTxvevaSi, saqme gvaqvs or an 

meti raodenobis rxeviT sistemasTan romlebic axdenen 
erTmaneTze gavlenas. Tu, erTi sistema axdens gavlenas 
meoreze, xolo meore ver axdens gavlenas pirvelze es ar 
iqneba bmuli rxeviTi sistema. aseT SemTxvevaSi 
ZiriTadi(pirveli) sistema iqneba Tavisufali, xolo meore 
sistema iqneba iZulebiTi rxeviTi sistema, romelic imarTeba 
pirveli sistemiT. 

 
     4.1. bmuli meqanikuri rxeviTi procesebis modelireba 

 
ganvixiloT wrfivi, bmuli, meqanikuri rxeviTi sistemis 

magaliTebi(nax.4.1), (nax.4.2). 
 

 
nax.4.1 bmuli meqanikuri rxeviTi sistemis magaliTi 

 
a) es sistema Sedgeba ori 1m  da 2m  masis sxeulebisagan, 

romlebic kedelTan da arTmaneTTan dakavSirebuli arian 
Sesabamisad, 1c  da 2c  sixistis mqone zambarebiT, romlebic 
emorCilebian hukis kanons. 

pirveli sxeulis gadaadgileba sawyisi mdgomareobidan 
aRvniSnoT 1x  da meore sxulis gadaadgileba, Sesabamisad 2x . 
maSin, niutonis meore kanonidan gamomdinare, miviRebT 
maTematikur models 
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    1221111 xxcxcxm 


,                                                                                   (4.1) 

   12222 xxcxm 


.                                                                   (4.2) 

  


 0

11

0

11 )0(x    ;)0( xxx ,                                                                  (4.3) 

   


 0

22

0

22 )0(x    ;)0( xxx .                                                                (4.4) 

 
davaleba studentebs: Mathcad –is bazaze, SeiswavleT am 

maTematikuri modelis Sesabamisi bmuli rxeviTi sistemis 
dinamika. 

 b) exla ganvixiloT bmuli meqanikuri rxeviTi sistema, 
romelic Sedgeba ori erTmaneTTan zambariT dakavSirebuli 
maTematikuri qanqarisagan (nax.4.2). Tu, davwerT niutonis 
dinamikur gantolebas TiToeuli qanqarisaTvis, zambariani 
kavSiris gaTvaliswinebiT da movaxdenT standartul 
gardaqmnebs, miviRebT bmuli meqanikuri (nax.4.2) rxeviTi 
sistemis maTematikur models. 

 
nax. 4.2 bmuli meqanikuri sistema zambariT dakavSirebuli 

ori qanqariT 

 
Sesabamis maTematikur models aqvs saxe: 

 21

2

11

2

011 


 ,                                  (4.5) 

 12

2

22

2

022 


 .                                 (4.6) 

sadac, 
1

01
l

g
  da 

2

02
l

g
  qanqarebis sakuTari rxevis 

sixSireebia, xolo 1  da 2  koeficientebi asaxaven 
qanqarebis urTierTqmedebas, romelic ganpirobebulia k  
sixistis mqone zambariT. 
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11

2
2

1
lm

kh


 ,   

22

2
2

2
lm

kh


 .                                  (4.7) 

 
davaleba studentebs: Mathcad –is bazaze, SeiswavleT am 

maTematikuri modelis Sesabamisi bmuli rxeviTi sistemis 
dinamika. 

g) ganvixiloT bmuli meqanikuri sistema, Sedgenili N  
rxeviTi sistemisagan(nax.4.3). 

 
nax.4.3. N  rxeviTi sistemisagan Sedgenili 

bmulimeqanikuri rxeviTi sistema 
 
vTqvaT, mocemuli gvaqvs bmuli, meqanikuri rxeviTi 

sistema, romelic Sedgema N  rxeviTi sistemisagan, TiToeuli 
rxeviTi sistema Sedgeba Sesabamisi im  masis sxeulisagan da 

es sxeulebi erTmaneTTan dakavSirebuli arian zambarebiT, 
ise rom im  da 1im  masis sxeulebi dakavSirebuli arian 

drekadi zambariT, romlis sixistea 1 , iic . advili misaxvedria, 

rom Tu, CavwerT niutonis dinamikis gantolebas im  masis 

sxeulisaTvis am sistemaSi, miviRebT Sesabamis maTematikur 
models 

    )(11i ,1i ,1 tFxxcxxcxm iiiiiiiii  



,  Ni ,1 .              (4.8) 

sadac )(tFi  aris i ur sxeulze moqmedi gareSe Zala. 

 
P.S. xSirad, roca undaT Seiswavlon drekadi myari 

xseulis rxevebi, mas ganixilaven rogorc N  erTnairi masis 
sxeuls dakavSirebuls erTnairi c  sixistis zambarebiT. 
maSin, myari, drekadi sxeulis rxevebi SeiZleba SeviswavloT, 
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rogorc Sesabamisi bmuli, wrfivi diskretuli, meqanikuri 
rxeviTi sistemis rxevebi. Sesabamis maTematikur models 
eqneba saxe 

 112 



 iiii xxxcxm ,  Ni ,1                           (4.9) 

  
davaleba studentebs: Mathcad –is bazaze, SeiswavleT am 

maTematikuri modelis Sesabamisi bmuli rxeviTi sistemis 
dinamika, roca 3N . 

 

 
4.2. bmuli eleqtruli rxeviTi procesebis modelireba 
 
ganvixiloT, bmuli rxeviTi eleqtruli sistema, romlis 

SemadgenlobaSicaa ori rxeviTi konturi dakavSirebuli 
erTmaneTTan kondensatoriT. 

 
nax.4.4 bmuli eleqtruli rxeviTi sistema 

 
CavweroT kirxofis kanonebi nax.4.4 gamosaxuli rxeviTi 

konturebisaTvis 

 21 IIi     


 21 qqq 21 qqq  .                       (4.10) 

,0
11

1

1

1
1  q

C
q

Cdt

dI
L                                    (4.11) 

 ,0
11

2

2

2
2  q

C
q

Cdt

dI
L                                  (4.12) 

sadac, 


 11 qI  da 


 22 qI .  
amitom, sistema (4.11), (4.12) SegviZlia gadavweroT saxiT 

 12

1

1

11

1

11
qq

CL
q

LC
q 


,                                   (4.13) 

 12

2

2

22

2

11
qq

CL
q

LC
q 


.                                 (4.14) 
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P.S. bmuli rxeviTi eleqtruli sistemebi gamoiyeneba 
eleqtroteqnikaSi, signalebis gasafiltrad. 

 

 
4.3. bmuli socialuri rxeviTi procesebis modelireba 

 
ganvixiloT, ori urTierTmoqmedi socialuri jgufi 

romelTa moculobebsac aRvniSnavT, Sesabamisad 1N  da 2N . am 
ori sociumis moqmedebis arealebi aRvniSnoT 1m  da 2m . maSin, 
Tu gaviTvaliswinebT im faqts, rom socialuri jgufebi 
urTierTqmedeben toli da sawinaaRmdegod mimarTuli 
ZalebiT, romlebic pirdapirproporciulia maTi 
moculobebis sxvaobisa, anu  122 NNk  . amasTan, Tu CavTvliT 
rom jgufebis moqmedebis 1m  da 2m  areali SezRudulia da 
maSasadame rac ufro gaizrdeba sociumis 1N  da 2N  
moculoba, miT ufro naklebi iqneba am sociumis zrdis 
siCqare, miviRebT bmuli socialuri rxeviTi sistemis 
maTematikur models 

 1221111 NNkNkNm 


,                               (4.15) 

 1222322 NNkNkNm 


.                              (4.16) 

 
P.S. rogorc vxedavT, am SemTxvevaSic miviReT bmuli 

rxeviTi sistemis maTematikuri modeli, romelic 
analogiuria Sesabamisi eleqtruli bmuli rxeviTi sistemis 
maTematikuri modelisa. 

 
4.4. bmuli ekonomikuri rxeviTi procesebis modelireba 

ganvixiloT ori, urTierTkonkurentunariani produqciis, 
bazarze realizebul moculobaTa 1X  da 2X  dinamika. cxadia, 
rom rac ufro didia realizebuli produqciis moculoba, 
miT ufro naklebia realizebuli produqciis zrdis 
siCqaris cvlileba, bazris gajerebis gamo. aseve, 
realizebuli produqciis moculobis cvlilebis siCqare 
pirdapirproporciulia moculobaTa sxvaobisa. amave dros, 
moqmedi Zalebi sididiT tolia da mimarTulebiT 
sawinaaRmdego. Tu, 1m  da 2m  arian Sesabamisi produqciis 
fasebi, miviRebT bmuli ekonomikuri rxeviTi sistemis 
maTematikur models 

 1221111 XXkXkXm 


,                               (4.17) 
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 1222322 XXkXkXm 


.                              (4.18) 

P.S. rogorc vxedavT, am SemTxvevaSic miviReT bmuli 
rxeviTi sistemis maTematikuri modeli, romelic 
analogiuria Sesabamisi eleqtruli bmuli rxeviTi sistemis 
maTematikuri modelisa. am modelis ageba SesaZlebelia 
frangiSvili-obgaZis modelis bazazec. 

 
amocanebi da savarjiSoebi 

 
1.gansazRvreT wrfivi, bmuli rxeviTi sistema da aageT 

Sesabamisi meqanikuri rxeviTi sistemis maTematikuri modeli. 
2.gamoikvlieT bmuli rxeviTi sistema Mathcad programis 

saSualebiT. 
3.aageT bmuli rxeviTi socialuri sistemis maTematikuri 

modeli da gamoikvlieT Mathcad programis saSualebiT. 
4.aageT bmuli rxeviTi ekonomikuri sistemis maTematikuri 

modeli frangiSvili-obgaZis (2.37) modelis bazaze da 
gamoikvlieT Mathcad programis saSualebiT. 

5.aageT bmuli rxeviTi fsiqologiuri sistemis 
maTematikuri modeli. 
 
gamoyenebuli literatura 
 
1. Рабинович М.И., Трубецков Д.И. Введение в теорию колебаний и волн, 

Наука, Москва,1984 

2.Андронов А.А.,Витт А.А., Хайкин С.Э. Теория колебаний, Москва, 1959 

3.Волтерра В. Математическая теория борьбы за существование, Наука, 

Москва, 1976 

4.Магнус К. Колебания,пер. с немецкого,Мир,Москва,1982 

5.Трубецков Д.И., Рожнев А.Г.Линейные колебания и волны, изд. 

Саратовского ГУ, Саратов,2002 
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9.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(uwyveti 
modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 
gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

10.obgaZe T., obgaZe l., mWedliSvili n., daviTaSvili i., 
TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi (ekonomiqsi 
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Mathcad – isa da Matlab – is bazaze), t.2., saqarTvelos 
teqnikuri universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2007 

11.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(magistrante-
bisaTvis), t.3., saqarTvelos teqnikuri universitetis 
gamomcemloba, Tbilisi, 2008 
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Tavi 5. rxeviTi sistemebis modelirebis variaciuli 
meTodebi 
 

maTematikuri modelebis asagebad, xSirad, iyeneben 
universalur variaciul principebs. romlebic emyareba 
saukunovan praqtikul gamocdilebas bunebaSi mimdinare 
procesebis Sesaxeb. cnobilia, rom buneba erTiania, anu, 
mecnierebis erT sferoSi mimdinare procesebi, analogiuria, 
meore sferoSi mimdinare procesebisa. rac imas niSnavs, rom 
sakmarisia aRmovaCinoT procesebis msgavsebis kriteriumebi, 
rom SegviZlia fizikaSi damuSavebuli modelebi gamoviyenoT 
sxvadasva inteleqtualur sferoebSi. 

 
5.1. hamiltonis universaluri variaciuli principi. 

zogadi Teorema da praqtikuli realizaciis algoriTmi. 
Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modelis 

ageba 
 

ganvixiloT dinamikuri sistema, romlisTvis 
mdgomareobis ganmsazRvreli koordinatia ).(tQ  Sesabamisad, 


Q  warmoadgens ganmsazRvreli parametris cvlilebis 
siCqares. ganvsazRvroT dinamikuri sistemis lagranJis 
funqcia, rogorc sxvaoba mis kinetikur da potencialur 
energiebs Soris 

pk EE
dt

dQ
QL ),( .                                        (5.1) 

sadac 
      kE , da pE  - Sesabamisad, sistemis kinetikuri da 

potencialuri energiebia. 
ganvixiloT, sidide romelsac moqmedebas uwodeben da 

aRweren formuliT 

 









2

1

,)(

t

t

dt
dt

dQ
QLQS .                                       (5.2) 

am sididezea damokidebuli sistemis yofaqceva. 
hamiltonis universaluri principi ambobs, rom Tu sistema 
realuria, maSin )(tQ  aris )(QS  funqcionalis stacionaluri 
funqcia, anu 

  0
0





QS
d

d
.                                       (5.3) 

hamiltonis principSi moqmedi )(t  funqcia, aris sacdeli 
funqcia, romelic nulis tol mniSvnelobas iRebs drois 1t  
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da 2t  momentebSi. )(t   funqcias )(tQ  funqciis variacia 
ewodeba. hamiltonis principi saSualebas iZleva avagoT 
rxeviTi sistemis maTematikuri modeli. 

ganvixiloT sistemis Tavisufali rxevebi, roca 
mocemuli gvaqvs zambara m  masis tvirTiT da zambaris 
sixistis koeficientia c . maSin, sistemis lagranJis funqcia 
iqneba 

22

2

2

X
c

dt

dX
m

L 










 .                                       (5.4) 

qmedebisaTvis gveqneba gamosaxuleba 

 






















2

1

2

1

2

2

22
),()(

t

t

t

t

dtX
c

dt

dXm
dt

dt

dX
XLXS .                      (5.5) 

gamoviTvaloT qmedeba )(t   variaciis SemTxvevaSi 

 
 

 



















 


2

1

2

2

22

t

t

dtX
c

dt

Xdm
XS 


 .                    (5.6) 

gavawarmooT es funqcia   cvladis mixedviT, maSin 
mivioRebT rom 

 
 


















































2

1

222

2

2

2

22

2

1
t

t

dtXXc
dt

d

dt

d

dt

dX

dt

dX
m

d

d
XS

d

d 











 

    





































2

1

2

2t

t

dtXc
dt

d

dt

d

dt

dX
m 





.                          (5.7) 

Tu, davuSvebT rom 0 , miviRebT rom 

   







 

2

1

00

t

t

dtcX
dt

d

dt

dX
mXS

d

d






 .                       (5.8) 

am gantolebis marjvena nawilis pirveli wevris 
nawilobiTi integrebiT da imis gaTvaliswinebiT, rom 

0)()( 21  tt  , miviRebT 

  0
2

1

2

2

0 







  dtcX

dt

Xd
mXS

d

d
t

t




 .                        (5.9) 

radgan, )(t  nebismieri sacdeli funqciaa, miviRebT 
Tavisaufali rxeviTi sistemis maTematikur models 

0
2

2

 cX
dt

Xd
m .                                          (5.10) 

anu, Tu SemoviRebT aRniSvnas 

m

c
2 ,                                                (5.11) 
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miviRebT Tavisufali rxeviTi sistemis klasikur 
maTematikur models 

.02 


XX                                              (5.12) 

 
P.S. rogorc vxedavT, variaciul meTods mivyavarT igive 

maTematikur modelamde Tavisufali rxeviTi sistemisaTvis. 

 

 
5.2. iZulebiTi rxeviTi sistemis maTematikuri modelireba 

variaciuli meTodiT 
 

im SemTxvevaSi, roca sistemaze moqmedebs maiZulebeli 
Zala 0F , icvleba mxolod potencialuri energiis formula 

da iRebs saxes 

 

X

p XF
X

cdXF
X

cE
0

0

2

0

2

22
.                             (5.13) 

xolo, kinetikuri energiis gamosaxuleba rCeba ucvleli 

2

2











dt

dX

mEk .                                           (5.14) 

Sesabamis lagranJis funqcias eqneba saxe 

XF
X

c
dt

dX

mL 0

2

2

22











 .                                  (5.15) 

Tu, ganvaxorcielebT wina paragrafis analogiur 
gardaqmnebs, maSin miviRebT iZulebiTi, aradempfirebuli, 
rxeviTi sistemis maTematikur models 

02

2

FcX
dt

Xd
m  .                                        (5.16) 

 
davaleba studentebs: aageT iZulebiTi rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli variaciuli meTodiT. 
 

amocanebi da savarjiSoebi 
 
1.CamoayalibeT hamiltonis universaluri variaciuli 

principi. 
2.aageT Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modeli 

hamiltonis variaciuli principis bazaze. 
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3.aageT iZulebiTi, aradempfirebuli rxeviTi sistemis 
maTematikuri modeli hamiltonis principis bazaze. 

4.lagranJis funqciisa da hamiltonis funqciis kavSiri. 
5.lagranJis funqciisa da hamiltonis funqciis 

erTmaneTisagan gansxvaveba. 

 
gamoyenebuli literatura 

 
1.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 
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2.obgaZe T., obgaZe l., mWedliSvili n., daviTaSvili i., 
TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi (ekonomiqsi 
Mathcad – isa da Matlab – is bazaze), t.2., saqarTvelos 
teqnikuri universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2007 

3.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(magistrante-
bisaTvis), t.3., saqarTvelos teqnikuri universitetis 
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Tavi 6. არაწრფივი სისტემების მოდელირება 
 

6.1. aradempfirebuli,  Tavisufali, arawrfivi rxeviTi 
procesebis maTematikuri modelireba 

 
arawrfivi rxeviTi sistemis Sesabamisi maTematikuri 

modelebi aRiwerebian arawrfivi gantolebebiT. realuri 
sistemebi arawrfivia da mxolod garkveuli miaxlovebiT, 
SeiZleba SevcvaloT wrfivi sistemebiT. wrfivi rxeviTi 
sistemebis maTematikuri modelirebis sakiTxebi Cven ukve 
ganvixileT da exla SevudgebiT arawrfivi sistemebis 
Seswavlas. 

ganvixiloT, Tavisufali, arawrfivi rxeviTi sistema. Aam 
SemTxvevaSi, arawrfivia aRmdgeneli Zalis damokidebuleba 
ganmsazRvrel  parametrze, anu, gvaqvs damokidebuleba )(xf . 
Aase, rom Sesabamis maTematikur models aqvs saxe 

0f(x)  


xm .                                                                                       (6.1) 
am gantolebis amoxsna kvadraturebSi, sazogadod, 

SeuZlebelia. Tumca, SesaZlebelia am gantolebis zogadi 
Tvisebebis Seswavla energetikuli meTodis meSveobiT.  

Ggantoleba (6.1) gavamravloT 


x  sidideze da vaintegroT, 
maSin miviRebT, rom 

 


0

2

xf(x)  
2

1
Econstdtxm .                              (6.2) 

amasTan,  

  


potEdxxfdtxxf )()( ,                                  (6.3) 

Aase, rom (6..2) gantoleba warmoadgens energiis Senaxvis 
kanons 

okin EE  potE  .                                           (6.4) 

cxadia, rom (6.2) tolobidan gamomdinare, SegviZlia 
CavweroT Tanadoba 

potEExm 


0

2

2

1
.                                        (6.5)  

Aaqedan gamomdinare, SegviZlia vipovoT rxevis siCqare 

)(
2

0 potEE
m

vx 


.                                      (6.6) 

Ffazur sibrtyeze, 0x  wertilidan x  wertilamde 

gadaadgilebis dro gamoiTvleba formuliT 
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 




x

x

x

x
potEE

m

dx
t

v

dx
tt

0 0 )(
2

0

00 .                             (6.7) 

Sesabamisad rxevis periodis gamosaTvlelad miviRebT 
formulas 





max

min )(
2

2

0

x

x
potEE

m

dx
T .                                    (6.8) 

Ees formula(6.8), ra Tqma unda, samarTliania, mxolod 
Sekruli fazuri traeqtoriebisaTvis. 

 

 
6.2. Tavisufali rxeviTi sistema alag-alag wrfivi  aRmdgeni 

ZaliT 

 
ganvixiloT, rxeviTi sistema alag-alag wrfivi aRmdgeni 

ZaliT. 










 0 xif h,-

0 xif , 
sgn)(

h
xhxf .                                (6.9) 

aseTi situacia gvaqvs releur marTvis sistemebSi.  
Aam SemTxvevaSi, amonxsni unda veZeboT cal-calke im 

SemTxvevebisaTvis, roca x>0 da roca x<0. 

Aim SemTxvevaSi, roca x>0, gvaqvs gantoleba 

,)( hxfxm 


                                        (6.10) 

0vt
m

h
x 


,                                           (6.11) 

00

2

2
xtvt

m

h
x  .                                     (6.12) 

Tu, CavTvliT rom, rxeviTi sistema sawyis momentSi 
imyofeba Tavis zRvrul mdebareobaSi, miviRebT sawyis 
pirobebs formiT 

Ax )0(0 ,                                              (6.13) 

0)0(0 v .                                               (6.14)  

Tu, (6.11) gantolebidan ganvsazRvravT t  parameters da 
CavsvavT (6.13) tolobaSi, miviRebT fazuri traeqtoriebis 








 

xx; gantolebas. 

)(
2

xA
m

h
vx 



.                                       (6.15) 
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6.3. dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi procesebis 
maTematikuri modelireba 

 
Ddempfirebis SemTxvevaSi, rxeviTi sistema xarjavs 

energias winaaRmdegobis Zalis daZlevaze. Sesabamis 
maTematikur modelSi, winaaRmdegobis Zala, damokidebulia 

ganmsazRvreli parametris 


x  warmoebulze. 
zogad SemTxvevaSi, dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi 

sistemis maTematikur models aqvs saxe 

0)()( 


xfxgx .                                        (6.16) 
zogjer, dempfirebis Zalebi da aRmdgeni Zalebi ise 

mWidrod arian dakavSirebuli erTmaneTTan, rom maTi 
gancalkeveba ar xerxdeba. aseT SemTxvevaSi, gvaqvs 
gantoleba 

0),( 


xxfx .                                           (6.17) 
SevadginoT am sistemis Sesabamisi gantoleba fazur 

sibrtyeze. amisaTvis SemoviRoT aRniSvna vx 


, maSin 

dx

dv
v

dt

dx

dx

dv

dt

dv
x 


. Aaqedan gamomdinare, (6.17) gantoleba 

gadaiwereba Semdegi saxiT 

.
),(

v

xxf

dx

dv


                                            (6.18) 

Ees gantoleba saSualebas gvaZlevs SevadginoT 
dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis Sesabamisi 
suraTi fazur sibrtyeze. 

Eexla ganvixiloT am sistemis Sesabamisi energetikuli 
gantoleba. Aam gantolebis misaRebad, gavamravloT (6.16) 

gantoleba 


x  sidideze da vaintegroT. maSin, miviRebT rom 

 
 xt

Edxxfdtxxgmv
0

0

0

2 )()(
2

1
.                             (6.19) 

Tu, SemoviRebT aRniSvnas DE  - dempfirebis Zalebis 
gadalaxvaze daxarjuli energiisaTvis, miviRebT energiis 
gantolebas 

Dpotkin EEEE  0 .                                       (6.20) 

Aam gantolebidan, naTlad Cans, rom dempfirebul 
Tavisufal rxeviT sistemaSi adgili aqvs energiis 
disipacias. 
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6.4. dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistema mSrali 
xaxuniT 

 
mSral xaxuns myar sxeulebs Soris, adgili aqvs im 

SemTxvevaSi, roca erTmaneTs exeba ori sxeuli romlebic 
gadaadgildebian erTmaneTis mimarT, ise rom, maT Soris ar 
aris Txevadi masa. am SemTxvevaSi, xaxunis Zalebi TiTqmis ar 
arian damokidebuli gadaadgilebis siCqareze da mimarTuli 
arian fardobiTi siCqaris sawinaaRmdego mimarTulebiT. 

umetes SemTxvevaSi, mSrali xaxunis Zala miaxlovebiT 
gamoiTvleba Semdegi formuliT 










0 vifr  

0  vif  r
Kr .                                        (6.21) 

Aase rom, 


 x sgnrKr .                                          (6.22) 
rac imas niSnavs, rom am SemTxvevaSi, procesis Sesabamis 

maTematikur models aqvs saxe   

0)(x sgn 


xfrxm .                                    (6.23) 
es gantoleba, cal-calke ixsneba im SemTxvevebisaTvis 

roca 0v  da roca 0v . 
Tu, 0v  maSin (6.23) gantolebida miviRebT rom 

rxfxm 


)( .                                         (6.24) 
Mmis Sesabamis energetikul gantolebas aqvs saxe 

00 ExrEEE potkin  .                                  (6.25) 

Aam rxeviTi sistemisaTvis fazuri traeqtoriebis 
gantolebas eqneba saxe 

 potExrE
m

v  0

2
  Tu, 0v .                          (6.26)             

 potExrE
m

v  0

2
   Tu, 0v .                        (6.27) 

 
amocanebi da savarjiSoebi 

 
1.gamoiyvaneT aradempfirebuli Tavisufali rxeviTi sistemis 

energetikuli gantoleba. 
2.gamoiyvaneT Tavisufali, rxeviTi sistemis fazuri 

traeqtoriebis gantoleba, alag-alag wrfivi aRmdgeni 
Zalis SemTxvevaSi. 
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3.SeadgineT dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 
Sesabamisi suraTi fazur sibrtyeze. 

4.gamoiyvaneT dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 
traeqtoriebis gantoleba fazur sibrtyeze mSrali 
xaxunis SemTxvevaSi 

5.gamoikvaneT arawrfivi sistemis traeqtoriebis zogadi 
gantoleba fazur sibrtyeze. 
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Tavi 7. avtorxeviTi sistemebi 
 

avtorxevebi - gansakuTrebuli tipis rxevebia. am tipis 
rxevebis warmoSobisaTvis, damaxasiaTebelia energiis wyaros 
arseboba, romelic avsebs sistemis energetikul danakargebs. 

 
7.1. zogadi sqemebi da struqturuli Taviseburebebi 

 
struqturisa da moqmedebis principis mixedviT 

ganasxvaveben avtorxeviTi sistemebis or tips: 
1. oscilatoruli sistema; 
2. dagrovebiTi sistema. 
oscilatoruli tipis sistemisaTvis damaxasiaTebelia 

struqturuli sqema nax. 7.1 
 
 
 
 
 

 
nax.7.1 oscilatoruli tipis avtorxeviTi sistemis 

struqturuli sqema 

 
oscilatoruli tipis sistemebSi, CamrTveli moqmedebs, 

rogorc ukukavSiri rxeviT sistemasa da energiis wyaros 
Soris, romelic irTveba saWiro momentSi da sistemas 
amaragebs saWiro energiiT. 

 
ganvixiloT, Sesabamisi tipis praqtikuli magaliTebi, 

cxrili 7.1 
                                               cxrili 7.1. 

£
№ 

avtorxeviTi 
sistema 

energiis 
wyaro 

oscilatori ukukavSiris 
saSualeba 

1 zari eleqrobatar
ea 

CaquCi kontaqti 

2 saaTi deformirebu
li zambara 

balansiri CamomSvebi 
regulatori 

3 violenCelos 
simi 

moZravi xemi simi mSrali xaxuni 
qrobadi 

maxasiaTebliT 
4 TviTmfrinavis 

mzidi frTa 
haeris nakadi drekadi 

frTa 
haeris nakadisa 
da frTis 

urTierTqmedebis 
arastacionaruli 

Zalebi 

energiis wyaro oscilato
ri 

CamrTvel
i 
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dagrovebiTi, avtorxeviTi sistemis struqturuli sqema 
mocemulia nax.7.2. 

 

 
 

nax. 7.2. dagrovebiTi avtorxeviTi sistemis struqturuli 
sqema 

 
dagrovebiTi avtorxeviTi sistema, xSirad, asrulebs 

wyvetad(diskretul) rxevebs.  
 
 
7.2. van-der-polis avtogeneratoris maTematikuri modeli 
 
ganvixiloT van-der-polis avtogeneratoris sqema 

 nax. 7.3. 

 
 

nax.7.3. van-der-polis generatoris sqema 
a) tranzistorze; б) eleqtronul lamfaze 

 
Sesabamis maTematikur models aqvs saxe: 

dt

dI
MU

dt

dU
RC

dt

Ud
LC a

c
cc 

2

2

.                               (7.1) 

mniSvnelovania, rom eleqtronul lamfis badeze aU  

Zabvis gazrda, iwvevs anoduri aI denis gazrdas. imisaTvis, 

energiis 
wyaro 

energiis 
damgrove-
beli 

gadamrTveli 
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rom miviRoT anoduri denis TviTagzneba, unda vicodeT 
damokidebuleba )( caa UII  . warmoebuls 

c

a
c

dU

dI
US )( ,                                            (7.2) 

baduri maxasiaTeblis simrude ewodeba. Sesabamisi 
grafikebi mocemulia nax. 7.4. 

 
 

nax.7.4. а)anoduri denisa da б) baduri simrudis, badur 
Zabvaze damokidebulebis grafikebi 

 
muSa mdgomareobaSi, adgili aqvT damokidebulebebs: 

2

20 cUSSS  ,                                                (7.3) 

3

20
3

1
ccaoa USUSII  .                                         (7.4) 

 Tu, (7.3) da (7.4) formulebs gaviTvaliswinebT, maSin (7.1) 
gadaiwereba saxiT 

02

0

2

202

2









 c

c
c

c U
dt

dU

M

RC
USS

LC

M

dt

Ud
 ,                      (7.5) 

sadac, gaTvaliswinebulia rom  

LC

12

0  .                                               (7.6) 

Tu, SemoviRebT aRniSvnebs  

RCMS

MS
Ux c




0

2 ,               
LC

RCMS 
 02 ,              (7.7)  

maSin, miviRebT van-der-polis avtogeneratoris 
maTematikur models, romelic aRwers erT-erTi, cnobili 
avtorxeviTi sistemis dinamikas. 

  012 2

0

2 


xxxx  .                                     (7.8) 

 
7.3. avtorxeviTi hidroaerodrekadi sistemebi (flateri da 

divergencia) 

 
hidroaerodrekadi sistemebi - warmoadgenen drekad 

konstruqciebs, romlebic moTavsebuli arian haeris an 
wylis nakadebSi da ganicdian Sesabamis urTierTqmedebas. 
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hidroaerodrekadi sistemebis magaliTs warmoadgenen 
samSeneblo nagebobebi, romlebic moTavsebulni arian qaris 
zemoqmedebis qveS. haeris nakadis moqmedebis Sedegad 
nagebobebSi aRiZreba rxevebi da Tu, nagebobas ar SeuZlia 
qaris mier aRZruli rxevebis Caqroba, SesaZloa nagebobis 
dangrevac, rac araerTxel momxdara. amitom, proeqtirebis 
etapze, aucilebelia qaris datvirTvebis Seswavla nebismieri 
maRlivi Senoba-nagebobis an kiduli-vanturi xidebisaTvis.  

datvirTvebis Seswavla saSualebas gvaZlevs aviciloT 
flateri, anu, mavne - gamanadgurebeli rxevebi da sworad 
davaproeqtoT esa Tu is nageboba. 

flateris Seswavlas didi mniSvneloba aqvs safreni 
aparatebis proeqtirebis drosac.  

haeris zemoqmedebis Sedegad, TviTmfrinavis frTa 
ganicdis deformacias da am deformaciis Sedegad icvleba 
garsdenis reJimi, am movlenas divergencias uwodeben. 
divergenciis Sedegad icvleba frTis geometria, ramac 
SeiZleba gamoiwvios nakadis perioduli mowyveta da 
Sesabamisi sixSiris rxevebi. aseT SemTxvevaSi, SesaZloa 
rezonansuli rxevebis warmoqmna da frTis damsxvreva 
garkveuli – kritikuli siCqariT frenis SemTxvevaSi. amitom, 
frTis proeqtirebisas, aucilebelia divergenciis kritikuli 
siCqaris daangariSeba, raTa Tavidan aviciloT konstruqciis 
arasaimedoba muSa siCqareebis diapazonSi. flateri SeiZleba 
warmoiqmnas konstruqciis Taviseburebidan gamomdinare, gare 
zemoqmedebis gareSec, flateris kritikuli siCqaris 
gadametebisas an siCqareTa garkveuli diapazonis 
SemTxvevaSic. 

a) divergenciis Sesaswavlad, ganvixiloT frTis 
sqematuri, gamartivebuli modeli nax. 7.5 

 
 

 
 

 
 

nax.7.5. frTis divergenciis sqematuri modeli 
 

ganvixiloT brtyeli firfita, romelic marcxena mxares 
drekadadaa Camagrebuli(frTis Tavisufali mxare), marjvena 
mxares ki, aqvs saxsruli Camagreba(frTis Camagreba 
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fuzelaJTan). firfita moTavsebulia haeris nakadSi, romlis 
siCqarecaa v . vipovoT divergenciis kritikuli siCqare. 

frTis gadaxrisas   kuTxiT, warmoiqmneba wnevis Zalebi, 
romlebic SeiZleba davSaloT or mdgenelad (Subluri 
winaRobis Zala da amwevi Zala). 







 l
v

CX x
2

2

 ;        





 l
v

CY y
2

2

.                                            (7.9) 

sadac 
            xC  - Subluri winaRobis koeficientia ; 

      yC  - amwevi Zalis koeficientia ; 

        - haeris simkvrivea; 
      l  - frTis qordaa; 

        b  - manZilia saxsruli SeerTebidan aerodinamikuri 
wnevebis tolqmedis modebis wertilamde. 

firfitaze(frTaze) modebuli Zalebis momentebis jami 
saxsruli SeerTebis RerZis mimarT iqneba 

bYbXlcM  2

0 ,                               (7.10) 

sadac, 0c  - drekadi Camagrebis zambaris sixistea, agreTve 

gaTvaliswinebulia rom   mcire kuTxea da  sin . CavsvaT 
(7.10) formulaSi (7.9), maSin miviRebT 







 





 lb
v

Clb
v

ClcM yx
22

2
2

2
2

0 .               (7.11)    

SemoviRoT aRniSvna: I  - firfitis inerciis momentia 
saxsruli SeerTebis RerZis mimarT. Tu, gaviTvaliswinebT 
Sesabamis gantolebas firfitisaTvis 

MI 


 .                                              (7.12) 
miviRebT maTematikur models 

0)
2

(
2

0 








 lb
v

ClcI y ,                             (7.13) 

winaRobis Zalis momentis Sesabamisi wevri gamotovilia, 
radgan is ufro maRali rigis usasrulod mcirea. 

vinaidan,   usasrulod mcire SeSfoTebaa, sistemis 
mdgradobisaTvis, anu , sawyisi SeSfoTebis CaqrobisaTvis 
gvaqvs piroba 

0
2

2

0 


 b
v

Clc y


.                                     (7.14) 

aqedan, cxadia rom, divergenciis kritikuli siCqare 
iqneba 

bC

lc
v

y

kr






02

.                                          (7.15) 
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am formulidan gamomdinare SegviZlia davaskvnaT, rom 
rac ufro metia frTis sixiste, miT ufro metia 
divergenciis kritikuli siCqarec. rac metia divergenciis 
siCqare, miT ufro ukeTesia TviTmfrinavis frTisaTvis. 

b) exla ganvixiloT TviTmfrinavis frTis flateri. mis 
Sesaswavlad ganixileba gamartivebuli – sqematuri modeli 
nax. 7.6 

 
nax. 7.6. TviTmfrinavis frTis flateris sqematuri 

modeli 

 
exla ganvixiloT is SemTxveva, roca firfitis orive 

mxares gvaqvs drekadi Camagreba. aseT SemTxvevaSi, 
mosalodnelia sxva tipis aramdgradobac, romelic 
dakavSirebulia organzomilebiani sistemis arakonserva-
tulobasTan.  

ganvixiloT mcire SeSfoTebebi am sistemaSi;  
)(ty  - firfitis simZimis centris gadaadgileba; 
)(t  - firfitis mobrunebis kuTxe. 

1c  da 2c  drekadi saxrdenebis sixisteebia ; 

12

2lm 
 - firfitis inerciis momentia, misi sibrtyis 

perpendikularulad simZimis centrze gamavali RerZis 
mimarT ; 

l  - firfitis sigrZea nakadis mimarT ; 
b  - manZilia amwevi Zalis modebis wertilidan mis 

marjvena bolomde. 







 l
v

CY y
2

2

.                                        (7.16) 

drekad reaqciis Zalebs aqvT saxe 

)
2

(11

l
ycR





;    )
2

(22

l
ycR





.                       (7.17) 

SeSfoTebuli moZraobis diferencialur gantolebebs 
aqvT saxe 
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

 ymYRR 21 ;                                       (7.18) 













 

12222

2

21

lml
bY

l
R

l
R .                          (7.19) 

Tu, am gantolebebSi SevitanT (7.16) da (7.17) 
mniSvnelobebs, miviRebT 

01211 


cycy  ;                                      (7.20)  

02221 


 cyc .                                       (7.21) 
sadac 

 
l

v

m

C

m

lcc

m

cc
c

y













22
c   ;

2

21
12

21
11


.                      (7.22) 

   
 bl

v

lm

C

m

cc

lm

cc
c

y














 2

2
6

3
c   ;

6 2

2

21
22

21
21


.           (7.23)  

am sistemis maxasiaTebel gantolebas aqvs saxe: 

0
         22

2

21

12        11

2






cc

cc




.                                       (7.24) 

anu, 
  0211222112211

24  cccccc .                          (7.25) 
ase, rom maxasiaTebeli gantolebis fesvebs eqnebaT saxe 

 21122211

2

22112211
4,3,2,1

22
cccc

cccc








 



 .              (7.26)  

cxadia, rom sistemis mdgradobis pirobebs aqvs saxe 
2

2211
21122211

2
0 







 


cc
cccc .                              (7.27) 

pirveli utolobis darRvevisas am sistemaSi gveqneba 
divergencia nax. 7.7 a, xolo, meore utolobis darRvevisas 
gvaqvs flateri nax. 7.7 б. 

 

 
nax.7.7. frTis mdgradobis dakargvis grafikebi, 

а) divergencia ; б) flateri 
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mdgradobis zRvariTi mniSvnelobebi (7.27) utolobebSi, 
gvaZleven Sesabamisi kritikuli siCqareebis mniSvnelobebs, 
Tu, gaviTvaliswinebT (7.22) da (7.23) Tanadobebs, miviRebT rom 

divergenciis kritikuli siCqarea 

  bclbcC

lcc
v

y

div





21

212


.                                (7.28) 

flateris kritikuli siCqarea 

21

2

221

2

1

3

1
2

cc

cccc

C
v

y

flat









.                             (7.29) 

 

 

 
7.4. qimiuri avtorxeviTi sistemebi  

(prigoJin-lefevris modeli) 
 

avtorxeviTi sistemebi gvxvdeba zogierTi qimiuri 
reaqciis Seswavlisasac. cnobilia b. belousovis mier 1950 
wels aRmoCenili da mogvianebiT, a.Jabotinskis mier 
Seswavlili qimiuri reaqcia. belousov-Jabotinskis reaqcia 
warmoadgens malonis mJavis daJangvis process, ionebis 
katalizatoris arsebobisas. am reaqciis mimdinareobisas, 
xdeba koncentraciis rxevebi, ris gamoc,narevis feri 
icvleba: cisferi-wiTeli-cisferi . . . garda perioduli 
rxevebisa, qimiuri procesebis dinamika ufro rTulia da 
bolomde araa Seswavlili. arsebobs belousov-Jabotinskis 
reaqciis sxvadasxva maTematikuri modelebi, rogoricaa 
fildis, keresis, noiesis da sxva. magram arcerTi maTgani 
bolomde ver aRwers qimiur dinamikas. 

ganvixiloT hipoteturi qimiuri reaqciis modeli, 
romelsac briuseliatori qvia da SemuSavebulia  

i. prigoJinis skolis mier. prigoJin-lefevris modeli 
aris, ori Sualeduri produqtis mqone reaqciis 
maTematikuri modeli, romelsac aqvs perioduli amonaxsnebi 
parametrebis gansazRvruli mniSvnelobebisaTvis. es modeli 
agebul iqna im maTematikuri meTodebis demonstraciisaTvis, 
romlebic SemuSavebuli iqna q. briuselSi, nobelis premiis 
laureatis prigoJinis xelmZRvanelobiT, amitom, am models 
zogjer `briuseliators~ uwodeben. 

progoJin-lefevris raqciis reaqtorul sqemas aqvs saxe: 
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























constEconstDconstBconstA

EX

XYX

DYXB

XA

k

k

k

k

,,,

32

4

3

2

1

               (7.30) 

es sistemac Riaa e.i. emateba an akldeba A , B , D , E  
nivTierebebi ise, rom maTi raodenoba SeinarCuneba erT 
doneze. 

prigoJin-lefevris maTematikur models advilad 
avagebT (7.30) reaqtoruli sqemidan gamomdinare: 

 




















YXkBXk
dt

dY

XkBkYXkAk
dt

dX

2

32

42

2

31

                                 (7.31) 

CavweroT (7.31) gantolebebi uganzomilebo saxiT, 
amisaTvis SemoviRoT axali cvladebi formulebiT 

YXtk 
4

3

4

3
4

k

k
y   ,

k

k
    x, ,                           (7.32) 

maSin (7.31) gadaiwereba saxiT 

yxxbax 


2)1( ,                                    (7.33) 

.2 yxxby 


                                          (7.34) 
sadac, 

      .
k

k
b    ,

4

2

3

4

3

2

1 BA
k

kk
a 


                             (7.35) 

amrigad, Cven miviReT meore rigis dinamikuri sistema ori 
a  da b  marTvis parametriT. 

wonasworobis pirobebs aqvT saxe 

a

b
ax  00 y   , .                                          (7.36) 

wonasworobis wertilSi ar xdeba x  da y  koncentraci-
ebis cvlileba. 

vipovoT wonasworobis mdgomareobis aramdgradobis 
pirobebi. anu, is pirobebi, roca sistemaSi warmoiqmnebian 
avtorxevebi. 

amisaTvis, wonasworobis wertils mivceT mcire 
SeSfoTebebi da vnaxoT rodis Sordeba sistema 
wonasworobis wertils. ganvixiloT SeSfoTebuli 
mdgomareoba 
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 
a

b
y    ,ax .                                      (7.37) 

SevitanoT es mniSvnelobebi (7.33),(7.34) gantolebebSi, 
maSin gveqneba 

)()2()1()1( 22  


a

b
aababa ,               (7.38) 

)()2()( 22  


a

b
aaab .                        (7.39)  

am sistemis linearizacia gvaZlevs  

 


2)1( ab ,                                       (7.40) 

.2  


ab                                          (7.41) 
am sistemis yofaqcevis gamosakvlevad SevadginoT 

maxasiaTebeli gantoleba, risTvisac unda movaxdinoT Casma 
    pe     ,pe .                                       (7.42) 

maSin miviRebT, rom 
baapbp  22)()1( .                                 (7.43) 

Tu, gavxsniT frCxilebs, miviRebT kvadratul gantolebas 
.0)1( 222  abapp                                   (7.44) 

misi fesvebia 

2
222

4

)1(

2

1
a

baba
p 





 .                            (7.45) 

am formulidan naTlad Cans rom wertilSi 
12  abkr ,                                             (7.46) 

sistema kargavs mdgradobas da iwyeba avtorxevebi 
prigoJin-lefevris hipotetiur qimiur sistemaSi.  

 

 

 
amocanebi da savarjiSoebi 
 

1.rogori avtorxeviTi sistemebia TqvenTvis cnobili ? 
aRwereT maTi muSaobis principebi. 
2.van-der-polis avtogeneratoris maTematikuri modeli. 

3.SeadgineT TviTmfrinavis frTis flateris Sesabamisi 
maTematikuri modeli da ipoveT kritikuli siCqare. 

4.SeadgineT TviTmfrinavis frTis divergenciis Sesabamisi 
maTematikuri modeli da ipoveT kritikuli siCqare. 

5.prigoJin-lefevris maTematikuri modeli da avtorxevebis 
warmoqmnis piroba 
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Tavi 8. parametruli rxeviTi sistemebi 
 

parametruli rxeviTi sistemebisaTvis damaxasiaTebelia, 
rxevebis agzneba romelime ganmsazRvreli parametris droSi 
cvlilebis gamo. yvelaze ufro xSirad gvxvdeba, aseTi 
parametrebis perioduli cvlileba. parametruli rxevebi 
sistemaSi ar aRiZreba, Tu sistema wonasworobis 
mdgomareobaSia. es ganasxvavebs parametrul rxevebs 
iZulebiTi rxevebisagan. 

 
8.1. fizikuri qanqara sakidi RerZis perioduli 

gadaadgilebisas(maties gantoleba) 

 
ganvixiloT fizikuri qanqara (sxeuli), romelsac 

SeuZlia brunva A horizontaluri brunvis RerZis mimarT. 
moZraoba xasiaTdeba brunvis   kuTxiT RerZis mimarT. 
davuSvaT, rom brunvis A RerZi moZraobs vertikalur 
sibrtyeSi garkveuli )(taa   kanoniT. qanqaras moZraobis 
gantolebis Sedgenisas RerZTan dakavSirebuli aTvlis 
sistemis mimarT, unda gaviTvaliswinoT, rogorc simZimis 
Zalis momentis sidide  

sin mgsM s ,                                          (8.1) 

aseve, inerciis Zalis momentic  

sin


samMb .                                           (8.2) 

aqedan gamomdinare, fizikuri qanqaris moZraobis 
gantolebas eqneba saxe 

 sin











sagmMMI bs ,                              (8.3) 

an sxvanairad 

0sin 











 sag
I

m
,                                      (8.4) 

sadac 
      )(ta - drois perioduli funqciaa; 
      I  - fizikuri qanqaras inerciis momentia; 
      s  - manZilia qanqaras mocemuli wertilidan brunvis        
  A - RerZamde. 
Tu, ganvixilavT SemTxvevas roca tAa  cos , miviRebT 

rom 

0sin)cos( 


 stAg
I

m
.                             (8.5)    
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Tu, SemoviRebT aRniSvnebs 
I

mgs
2  da 

I

mAs
 ,  maSin (8.5) 

modeli gadadis maties modelSi 

.0sin)2cos( 2 


 t                                   (8.6) 
amrigad, miviReT parametruli rxeviTi sistema. 
 

 
8.2.  eleqtruli rxeviTi sistema perioduli 

parametrebiT (meisneris gantoleba) 
 

eleqtruli rxeviTi sistemisaTvis, romelic Sedgeba  
C  - tevadobis kondensatorisagan da L  - induqciurobis 

magnituri koWasagan, gvaqvs Tavisufali rxeviTi sistemis 
modeli 

.0
1







Q
CL

Q                                               (8.5) 

Tu, kondensatoris tevadoba drois perioduli funqciaa 
)(tCC  , maSin gvaqvs periodulkoeficientebiani diferenci-

aluri gantoleba, romlisTvisac SesaZloa parametruli 
rxevebis warmoqmna. aseTi rxevebi, rogorc wesi, mavnea 
rxeviTi sistemisaTvis. aseT SemTxvevaSi, cdiloben sistema 
ise daaproeqton rom aicilon parametruli rxevebi. 

Tumca, zogierTi Wiri margebeliao da l. mandelStamma 
da n. papaleksma daaproeqtes cvladi denis generatori, 
romlis muSaobis principic damyarebulia kondensatoris 
tevadobis cvlilebaze. tevadobis cvlileba xdeba imis 
xarjze, rom kondensatoris firfitebis nawili Seadgens 
mbrunav kbilana borbals. 

Tu, tsignPP
CL




cos  
1

0 , t , 
2

0




P
 , 

2




P
  maSin (8.5) 

gadaiwereba Semdegi saxiT 

  0)(cos 


QsignQ  .                                 (8.6) 
parametruli rxeviTi sistemis modeli (8.6), meisneris 

gantolebas warmoadgens. 

            
8.3. parametruli rxevebi frangiSvili-obgaZis 

ekonomikuri sistemis farglebSi(maties gantoleba) 

 
ganvixiloT wonasworuli ekonomika. 
wonasworobis pirobebis mixedviT vadgenT wonasworobis 

gantolebas. 
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                                                      (8.7) 
sadac, C(t) moxmarebaa, I(t) _investiciebi. 
samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT 

SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba 
     tXttI   ,                                           (8.8) 

sadac,   t  aqseleraciis koeficientia. garda amisa,  tC  
moxmareba warmoadgens warmoebis moculobis funqcias, 
amasTan is damokidebulia moxmarebis mTel wina istoriaze, 
anu erovnuli Semosavlis moculobaze: 

    
t

dttXFtC
0

.                                        (8.9) 

(8.8)-is da (8.9)-is (8.7)-Si SetaniT miviRebT 

        
t

dttXFtXttX
0

 .                               (8.10) 

(8.10) gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT 
miviRebT 

            tXFtXttXttX    .                    (8.11) 
anu vRebulobT dinamikis diferencialur gantolebas 

Semdegi saxiT: 
            01  tXFtXttXt   .                    (8.12) 

radgan,   0t , SeiZleba (8.12) gantoleba gavyoT  t -ze.  
miviRebT dinamikis gantolebas Semdegi saxiT: 

 
 
 

 
 

   0
11




 txF
t

tX
t

t
tX



 


 .                    (8.13) 

Tu (8.13)-Si SevarCevT  t  da   txF   
 

      tXtttXF

tt





2cos2 


   ;                                 (8.14) 

miviRebT ekonomikuri dinamikis maties gantolebas: 
      02cos2  tXttX  .                              (8.15) 

rogorc vxedavT, miviReT maties gantoleba, 
romlisTvisac damaxasiaTebelia parametruli rxevebis 
arseboba. 

 
 
 

amocanebi da savarjiSoebi 
 

1.riT gansxvavdebian parametruli rxevebi Tavisufali 
rxevebisagan ? 

2.gamoiyvaneT fizikuri saqanis parametruli rxevebis 
gantoleba. 
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3.gamoiyvaneT maties maTematikuri modeli parametruli 
rxevebisaTvis. 

4.gamoiyvaneT eleqtruli rxeviTi sistemis maTematikuri 
modeli. 

5.gamoiyvaneT mesneris maTematikuri modeli parametruli 
rxevebisaTvis 

 
gamoyenebuli literatura 
 
1.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 
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2.obgaZe T., obgaZe l., mWedliSvili n., daviTaSvili i., 
TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi (ekonomiqsi 
Mathcad – isa da Matlab – is bazaze), t.2., saqarTvelos 
teqnikuri universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2007 

3.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(magistrante-
bisaTvis), t.3., saqarTvelos teqnikuri universitetis 
gamomcemloba, Tbilisi, 2008 

4.Кузнецов А.П.,.Кузнецов С.П., Рыскин Н.М.Нелинейные колебания, 

Москва,2002 

5.Магнус К. Колебания. Пер. с англ.,Мир, Москва, 1982 
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Tavi 9. arawrfivi iZulebiTi rxeviTi sistemebi 
 
iZulebiT rxeviT sistemebSi, sistemaze moqmedebs gare 

Zala, romelic gansazRvravs rxevis kanons. aq, rxeviT 
procesebs gansazRvraven damatebiTi wevrebi Sesabamis 
maTematikur modelSi, rac iwvevs Sesabamisi diferencialuri 
gantolebebis araerTgvarovnebas. 

wrfivi iZulebiTi rxeviTi sistemebisagan gansxvavebiT, 
arawrfiv, iZulebiT rxeviT sistemebSi adgili aqvs 
arawrfivi rezonansis movlenas. am movlenis saxelwodebiT 
erTiandebian is movlenebi, romelTac adgili aqvT arawrfiv 
sistemebSi, gare perioduli zemoqmedebis dros da romlebic 
mJRavndeba, rxevebis Tvisobrivi da raodenobrivi 
maxasiaTeblebis cvlilebiT gare zemoqmedebis amplitudisa 
da sixSiris mixedviT. 

 
9.1. amocanis zogadi dasma 

 
inerciis koeficientze gayofis Semdeg, arawrfivi 

iZulebiTi rxeviTi sistemis maTematikuri modeli, zogad 
SemTxvevaSi, Caiwereba aseTi saxiT 

)()(),( tqgqqfq 


.                                     (9.1)  
aq 

)(t  - gare maiZulebeli Zalaa; 
)(qg  - aRmdgeni Zalaa; 

    ),(


qqf  - disipaciisa da amaCqarebeli Zalebis  

    kombinaciaa; pirveli maTgani mimarTulia 


q  - siCqaris 
sawinaaRmdego mimarTulebiT, xolo meore – siCqaris 
mimarTulebiT. 
zogad SemTxvevaSi, (9.1) gantolebis amoxsna SeuZle-

belia, Tumca, kerZo SemTxvevebSi es SesaZlebelia. zogad 
SemTxvevaSi, gantoleba SeiZleba gamokvleul iyos 
kompiuteris daxmarebiT. 
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9.2. frangiSvili-obgaZis arawrfivi, iZulebiTi, 
ekonomikuri rxeviTi sistemis maTematikuri modeli 

(diufingis gantoleba) 
 

ganvixiloT wonasworuli ekonomoka, anu ekonomika, roca 
moTxovna tolia miwodebisa. sxvanairad rom vTqvaT, 
iwarmoeba zustad imdeni X(t), ramdenic sWirdeba bazars Y(t). 

)()( tYtX  .                                                 (9.2) 

X(t) aris miwodeba (warmoebis moculoba), Y(t) - moTxovna. 
(9.2) wonasworobis pirobiT SeiZleba SevadginoT 

gantoleba: 
I(t),C(t)X(t)                                             (9.3) 

sadac,  C(t) – moTxovnis funqciaa, I(t) – investiciis funqcia. 
samuelson-hiksis aqseleraciis principze dayrdnobiT 

SeiZleba davweroT gantoleba:  

)t(X)t(I


   ,                                                                                        (9.4) 

sadac  -aqseleraciis koeficientia. 
garda amisa, moxmareba warmoadgens warmoebis moculobis 

funqcias, romelic damokidebulia warmoebis mTel wina 
istoriaze gavlil t droSi. sxvanairad,  

  C(t)=  
0

( ),  ,

t

F X d                                                                              (9.5) 

wonasworobis (9.3) gantolebaSi (9.4) da (9.5) CasmiT 
miviRebT: 

      dttXFtXtX

t

0




  .                                                                      (9.6) 

(9.6) gantolebis orive mxaris diferencirebiT miviRebT: 

      tXFtXtX 


 .                                                                            (9.7) 
anu, miviRebT frangiSvili-obgaZis dinamikis 

diferencialur gantolebas Semdegi saxiT: 

       0
11




tXFtXtX


.                                                                  (9.8)    

vTqvaT: 

;
1

e
                                                                                                  (9.9) 

maSin miviRebT wonasworuli ekonomikis dinamikis 
gantolebas Semdegi saxiT: 

       01 


tXFtXetX ,                                                                    (9.10) 
sadac: 
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conste  , xolo    tXF1   moxmarebis simkvrivea. 
Tu, ganvixilavT SemTxvevas, rodesac  

        )cos(
3

1 tAtXtXtXF   .                                                     (9.11) 
maSin (9.11)-dan miviRebT diufingis gantolebas Semdegi 

saxiT:  

         )cos(
3

tAtXtXtXetX 


 .                                               (9.12)  
romelic aRwers arawrfiv, iZulebiT rxevebs, 

frangiSvili - obgaZis ekonomikur sistemaSi. 
 
 
 

9.3. xalxis masis emociuri qcevis dinamikis       
maTematikuri modelireba, perioduli gare                                  

PR – gamRizianeblis moqmedebis SemTxvevaSi 
 

ganvixiloT xalxis masis emociuri qmedebis maTematikuri 
modeli. xalxis masisaTvis damaxasiaTebelia gadasvla erTi 
mdgomareobidan meoreSi, gare emociuri zemoqmedebis 
gavleniT, romlis rols SeiZleba asrulebdes saeklesio 
piri, politikosi, avanturisti an teleJurnalisti. am 
zemoqmedebaTa erTobliobas PR – gamRi-zianeblis 
zemoqmedebas uwodeben. ganvixiloT xalxis masaze emociuri 
zemoqmedebis sqematuri modeli nax.9.1 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
nax.9.1 xalxis masaze emociuri zemoqmedebis sqematuri 

modeli 
xalxis masis emociuri dinamikis maTematikuri modeli 

dgeba niutonis meore kanonis bazaze 

f
d

Pd
n 

2

2

2


,                      121  PP .                                                                        (9.13) 

sadac 
      n – brbos Semadgeneli xalxis raodenobaa 

emociuri 
zemoqmedebis 

centri 

mSvidi 
xalxis masa 

aRgznebuli 
xalxis masa, brbo 
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             P2 –  imis albaTobaa, rom xalxis masa aRgznebul  
mdgomareobaSia;; 

                   f  –xalxis masaze emociuri zemoqmedebis Zalis  

sididea; 

                      - xalxis emociuri agznebis sididis maxasiaTebeli  
parametria; 

                    P1 –imis albaTobaa, rom xalxis masa mSvid 
mdgomareobaSia.. 

xalxis masaze emociuri zemoqmedebis Zalis sidide, 
pirdapirproporciulia maTi ormagi moculobisa da imis 
albaTobisa, rom masa mSvid mdgomareobaSi imyofeba; aseve, 
roca izrdeba aRgznebadobis albaToba, emociuri 
zemoqmedebis Zala mcirdeba. ase, rom gveqneba 



 212 PPnf  ,    davuSvaT, rom 1 .                                             (9.14) 

(9.13) da (9.14) iZleva models 

 


 222 12 PPP .                                                                                              (9.15) 

ganvixiloT, SemTxveva roca sistemaze moqmedebs 
perioduli PR – gamRizianebeli. maSin (9.13) da (9.14) 
Tanadobebis nacvlad gveqneba 




 sin
2

2

2

Anf
d

Pd
n ,      



 212 PPnf  ,    1 ,     121  PP .     (9.16) 

maSin miviRebT maTematikur models 

)sin(2 212

2

2







AnPnP
d

Pd
n ,                                                                                                     (9.17) 

sadac 

21 1 PP  .                                                                                                              (9.18) 

amitom, gvaqvs Sesabamisi maTematikuri modeli 

    


sin12 222 APPP .                              (9.19)  
amrigad, miviReT xalxis masis emociuri qcevis dinamikis  

maTematikuri modeli, perioduli gare  
PR – gamRizianeblis moqmedebis SemTxvevaSi. rac 

warmoadgens arawrfivi iZulebiTi rxeviTi sistemis aSkara 
magaliTs. 

 
amocanebi da savarjiSoebi 
 

1.arawrfivi, iZulebiTi rxeviTi sistemis maTematikuri 
modelis zogadi saxe. 
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2.gamoiyvaneT arawrfivi, iZulebiTi, ekonomikuri, rxeviTi 
sistemis maTematikuri modeli frangiSvili-obgaZis modelis 
bazaze(diufingis gantoleba). 

3.Mathcad – is bazaze amoxseniT diufingis gantoleba da 
SeiswavleT amonaxsnebis yofaqceva fazur sibrtyeze. 

4.gamoiyvaneT xalxis masis emociuri qcevis dinamikis 
maTematikuri modeli da gamoikvlieT Mathcad – is bazaze.  

5. gamoiyvaneT xalxis masis emociuri qcevis dinamikis 
maTematikuri modeli gare, perioduli PR – gamRizianeblis 
moqmedebis SemTxvevaSi 
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ნაწილი II. უწყვეტი, ჩვეულებრივი მათემატიკური მოდელების 

გამოკვლევის პრაქტიკული მეთოდები 

იმ შემთხვევაში, როცა გვაინტერესებს მოცემული მათემატიკური 

მოდელის კერძო რეალიზაცია კონკრეტული საწყისი პირობების დროს 

(კოშის ამოცანა), ჩვენ ვიყენებთ, უმეტესწილად, რუნგე-კუტას 

რიცხვით მეთოდს ცვლადი ბიჯით, რაც იძლევა ამონახსნების 

გრაფიკული გამოსახვის საშუალებას. 

 თუმცა, გვაქვს ისეთი მოდელებიც, რომლებსაც გააჩნიათ 

პარამეტრების ისეთი, გარკვეული მნიშვნელობები (ბიფურკაციის 

წერტილები), სადაც პროცესი შეიძლება წარიმართოს სხვადასხვა 

სცენარებით. ეს დამახასიათებელია, როგორც წესი, არაწრფივი 

სისტემებისათვის. სისტემას შეიძლება ქონდეს პერიოდული 

ამონახსნები (ზღვარითი ციკლები), ან სისტემა პარამეტრების 

გარკვეული მნიშვნელობებისათვის გადიოდეს ქაოსურ რეჟიმზე. 

არაწრფივი სისტემების ასეთი გამოკვლევებისათვის, შემუშავებულია 

გეომეტრიული მეთოდები, რომელთაც ზოგჯერ სისტემების 

თვისობრივ თეორიასაც უწოდებენ. სწორედ ასეთი მეთოდების 

შესწავლას ემსახურება ჩვენი სახელმძღვანელოს ეს ნაწილი. 

 

თავი 10.  ჩვეულებრივი სისტემების ანალიზური ამონახსნები და  

ელიფსური ფუნქციები 

განვიხილოთ თავისუფალი არადემპფირებული რხევითი 

სისტემის მოდელი 

 ,                                                                                          

(10.1) 

ეს მოდელი, როგორც უკვე ვიცით, შეიძლება შეესაბამებოდეს 

მატერიალური ნაწილაკის მცირე რხევებს, რომლებიც გამოწვეულია 

წონასწორობის მდგომარეობისაკენ მიმართული ძალით. ასეთ 

შემთხვევაში  ,  სადაც  - შეესაბამება ზამბარის სიხისტეს, 

ხოლო  ზამბარაზე გამობმული სხეულის მასაა. ასეთი მარტივი 
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წრფივი სისტემისათვის, ადვილია ზუსტი ამონახსნის პოვნა 

 ჩასმის საშუალებით: 

.                                                                            
(10.2) 

ინტეგრების ორ ცვლადს - რხევის ამპლიტუდასა და ფაზის 

წანაცვლებას, განსაზღვრავენ   და  საწყისი პირობებიდან 

გამომდინარე 

 ,    .                                  

(10.3) 

 

10.1. წრფივი ოსცილატორის თავისუფალი რხევების მოდელის 

ინტეგრება კვადრატურებში 

ეხლა დავუბრუნდეთ (10.1) დიფერენციალურ განტოლებას და 

ამოვხსნათ სხვანაირად, ისე, რომ შემდეგ, ამ მეთოდის განზოგადებაც 

შეგვეძლოს უფრო რთული სისტემების ამოსახსნელად. ამისათვის 

გადავწეროთ განტოლება ნორმალური სახით 

,                                                                                                     (10.4) 

.                                                                                               

(10.5) 

ასეთ წარმოდგენას, დიდი მნიშვნელობა აქვს 

ჰამილტონური(ინტეგრებადი) სისტემებისათვის, რომელებზედაც 

გვექნება საუბარი მოგვიანებით. თუ გავამრავლებთ (10.4) განტოლების 

ორივე მხარეს , ხოლო (10.5) განტოლების ორივე მხარეს   

სიდიდეებზე და შედეგებს შევკრიბავთ, მივიღებთ 

.                                                                                      

(10.6) 

ადვილი მისახვედრია, რომ (10.6) შეგვიძლია გადავწეროთ სახით 



80 

 

.                                                                           

(10.7) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება 

მუდმივი სიდიდეა 

.                                                                                 

(10.8) 

ინტეგრების   ცვლადს მოძრაობის ინტეგრალს, ანუ პირველ 

ინტეგრალს უწოდებენ. თუ, გავითვალისწინებთ იმას, რომ , 

ადვილი მისახვედრია რომ  სიდიდეს აქვს სისტემის მექანიკური 

ენერგიის შინაარსი. ამ ინტეგრალის გამოყენებით შეგვიძლია (10.4)-

(10.5) სისტემის რიგი, დავწიოთ ერთი ერთეულით. ამისათვის, 

გამოვსახოთ (10.8) თანადობიდან  

,                                                                             

(10.9)  

და ჩავსვათ მისი მნიშვნელობა (10.4) განტოლებიდან. გვექნება 

უკვე პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება 

.                                                                          

(10.10) 

ამ განტოლებაში განვაცალოთ ცვლადები, მაშინ მივიღებთ 

 ,                                                                           

(10.11) 

თუ, ვაინტეგრებთ (10.11) განტოლებას, მივიღებთ ინტეგრირების 

კიდევ ერთ მუდმივას: 

                                                                       

(10.12) 
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თუ, გავამრავლებთ (10.12) ტოლობას    ცვლადზე და ავიღებთ 

ორივე მხარიდან სინუსს, მივიღებთ ამონახსნს 

,                                                                  

(10.13) 

ეს ამონახსნი, ცხადია რომ იდენტურია, ადრე სხვა გზით 

მიღებული (10.2) ამონახსნისა. ინტეგრების მეორე მეთოდი უფრო 

რთული ჩანს, თუმცა, ამ მეთოდს ამონახსნამდე მივყავართ არაწრფივი 

განტოლებების ისეთ შემთხვევებშიც, როცა პირდაპირი მარტივი 

ინტეგრება(ჩასმის ხერხით) არ გამოდის. 

ამრიგად, ამ პარაგრაფის მეთოდით, სისტემის ამონახსნის პოვნის 

ალგორითმს აქვს ოთხი ეტაპი: 

1. პირველი ინტეგრალის იდენტიფიკაცია; 

2. პირველი  ინტეგრალის გამოყენება სისტემის ხარისხის ერთი 

ერთეულით დასაწევად; 

3. ამოცანის ამოხსნა კვადრატურებში, ანუ ანალიზური ამონახსნის 

პოვნა; 

4. შებრუნებული ფუნქციის პოვნა, რომელსაც მივყავართ ცალსახა 

ამონახსნამდე. 

უნდა აღინიშნოს, რომ საზოგადოდ, არაწრფივი განტოლებების 

კვადრატურებში ამოხსნა არ ხერხდება, მითუმეტეს, თუ მათი რიგი 

ორზე მეტია. 

წრფივი ოსცილატორის რხევის პერიოდს ადვილად ვპოულობთ 

(10.2) ამონახსნიდან 

.                                                                                                   

(10.14) 

თუმცა, რხევის პერიოდის პოვნა შესაძლებელია მეორე, 

გეომეტრიული  (10.9),(10.11) მიდგომიდანაც. მართლაც, თუ 

გავიხსენებთ რომ   შეესაბამება სისტემის მექანიკურ ენერგიას, 

ადვილად ვიპოვით სისტემის ზღვრული წონასწორობის წერტილებს 

(10.9) ტოლობიდან  , რაც იმას ნიშნავს, რომ  

სისტემის  სრული რხევის პერიოდი (10.11) თანადობიდან 

გამომდინარე იქნება 
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.                                                               

(10.15) 

P.S. ცხადია, რომ რხევის პერიოდი წრფივი ოსცილატორის 

თავისუფალი რხევის შემთხვევაში არაა დამოკიდებული ენერგიაზე 

და მაშასადამე საწყის პირობებზე. 

 

 

10.2. არაწრფივი ოსცილატორის თავისუფალი რხევების 

მოდელირება 

  განვიხილოთ, მარტივი არაწრფივი სისტემის თავისუფალი 

რხევების მოდელი წონასწორობისაკენ მიმართული არაწრფივი ძალით 

.                                                                                         

(10.16) 

გადავწეროთ ეს სისტემა ნორმალური სახით 

                                                                                                     
(10.17) 

                                                                                             
(10.18)    

გავამრავლოთ (10.17) განტოლების ორივე მხარე , ხოლო (10.18) 

განტოლების ორივე მხარე   სიდიდეებზე და შედეგები შევკრიბოთ, 

მივიღებთ 

                                                          
(10.19) 

(10.19) ადვილად გარდაიქმნება მარტივ განტოლებად 

                                                                                     
(10.20) 

რომელსაც გადავწერთ სახით 
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(10.21) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ფრჩხილებსი მოთავსებული გამოსახულება 

მუდმივი სიდიდეა და მას ამ სისტემის პირველი ინტეგრალი ქვია, 

ხოლო შინაარსით, ის არის ამ არაწრფივი სისტემის მექანიკური 

ენერგია 

.                                                                          

(10.22) 

თუ, გავითვალისწინებთ (10.17) ტოლობას, (10.22) ტოლობიდან 

მივიღებთ განტოლებას 

.                                                                            

(10.23) 

ცვლადთა განცალება გვაძლევს განტოლებას 

        ,                                                                      

(10.24) 

საიდანაც, წინა მაგალითის ანალოგიურად ვპოულობთ რხევის 

პერიოდს 

 .                                                                      

(10.25) 

ეს ინტეგრალი გამოითვლება გამა-ფუნქციის მეშვეობით 

.                                                                            

(10.26)  

P.S. რხევის პერიოდი ეხლა უკვე დამოკიდებულია ენერგიაზე. რაც 

მეტია ნაწილაკის ენერგია, მით უფრო მცირეა მისი რხევის პერიოდი. 
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ამ შემთხვევაში რხევის სიხშირეც ენერგიაზეა დამოკიდებული და 

მაშასადამე საწყის პირობებზეც. ესაა, ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი 

განმასხვავებელი ნიშანი წრფივ და არაწრფივ სისტემებს შორის.                                       

 

10.3. მეორე რიგის არაწრფივი სისტემები და ელიფსური 

ფუნქციები 

პრაქტიკაში არსებული მოდელების უმრავლესობა, არაწრფივი 

დიფერენციალური განტოლებებით აღიწერება. დიფერენციალურ 

განტოლებათა საკმაოდ დიდ კლასს შეადგენენ ისეთი მოდელები, 

რომლებიც აღიწერებიან  

,                                                                                            (10.27) 

ტიპის განტოლებებით. სადაც  - პოლინომი, რაციონალური ან 

ტრანსცენდენტული ფუნქციაა დამოკიდებული  ცვლადზე. 

პოლინომის შემთხვევაში, მაგალითად 

,                          

(10.28) 

ჩვენ შეგვიძლია, განტოლება (10.27) ვაინტეგროთ (10.28) ფუნქციის 

გათვალისწინებით, რისთვისაც გადავწერთ მათ ნორმალური სახით 

                                                                                                     
(10.29) 

                                                                                        
(10.30) 

გავამრავლოთ (10.29) განტოლების ორივე მხარე -  

გამოსახულებაზე, ხოლო (10.30) განტოლების ორივე მხარე  

გამოსახულებაზე და შევკრიბოთ, მაშინ მივიღებთ განტოლებას 

                                                                           

(10.31) 
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რომელსაც ადვილად გადავწერთ ინტეგრებადი სახით 

                                                           

(10.32) 

ამ ტოლობიდან მივიღებთ პირველ ინტეგრალს 

                                                                  

(10.33) 

საიდანაც ამოვხსნით  ცვლადს 

,                                

(10.34)  

თუ, გავითვალისწინებთ (10.29) ტოლობას გვექნება 

                               

(10.35) 

 ცვლადთა განცალებით მივიღებთ, რომ 

 .                                               

(10.36) 

ეხლა უკვე ამოცანის ამოხსნა დავიდა მარჯვენა მხარის 

ინტეგრალის გამოთვლამდე. თუ, ფესვქვეშა მრავალწევრის ხარისხი არ 

აღემატება სამს, მაშინ ინტეგრალი გამოისახება „ელიფსური“  

ფუნქციებით.  

ელიფსური ფუნქციები, ჩვეულებრივი ტრიგონომეტრიული 

ფუქციების(sinx, cosx, . . .) განზოგადებაა. ხოლო, ელიფსური 

ინტეგრალები შებრუნებული ტრიგონომეტრიული ფუნქციების( 

arcsinx, arccosx . . .)  განზოგადებაა. ელიფსური ფუნქციების თეორია 

განავითარეს აბელმა და იაკობმა.  მიუხედავად იმისა, რომ ასეთი 

მოდელების რაოდენობა არც ისე დიდია, რომლებსაც ვხსნით 

ელიფსური ფუნქციებით, მაინც ბევრი საინტერესო ამოცანა(ქანქარას 
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რხევების ამოცანა . . .) ხვდება ელიფსური ფუნქციების მოქმედების 

არეშიც.  თუ (10.28) ფუნქციის ხარისხი,  არ აღემატება  სამს, მაშინ მისი 

ამონახსნი მოიცემა იაკობის ელიფსური ფუნქციებით. ხოლო, თუ მისი 

ხარისხი არ აღემატება ორს, ამონახსნი მოიცემა ვაიერშტრასის 

ელიფსური ფუნქციებით.     

 

 

10.4. იაკობის ელიფსური ფუნქციები 

განვიხილოთ სისტემა 

.                                                                   

(10.37)  

ამ სისტემის შესაბამისი (10.33) პირველი ინტეგრალი შეგვიძლია 

ჩავწეროთ სახით 

                                   

(10.38) 

სიმარტივისათვის, გადავწეროთ ეს სისტემა შემდეგნაირად 

.                                                   

(10.39) 

ამ განტოლების მარჯვენა ნაწილი შეიძლება დაიშალოს 

მამრავლებად და შემდეგ გარდაიქმნას ლეჟანდრის კანონიკური 

სახემდე 

.                                                                

(10.40) 

ამ განტოლების ინტეგრება გვაძლევს გამოსახულებას 
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.                                                                        

(10.41) 

რომლის მარჯვენა ნაწილში მდგარ ინტეგრალს პირველი გვარის 

ელიფსური ინტეგრალი ეწოდება და აღინიშნება 

.                                                                  

(10.42) 

ცხადია, რომ როცა  ეს ფუნქცია ემთხვევა ჩვეულებრივ 

 ფუნქციას, რაც შეესაბამება ჩვენს მიერ ადრე ამოხსნილ 

ამოცანას (10.12).  

P.S. იაკობის ელიფსური ფუნქციები, არიან ელიფსური 

ინტეგრალების შექცეული ფუნქციები. 

 (10.42) ფორმულაში მოვახდინოთ ცვლადთა გარდაქმნა , 

მაშინ გვექნება პირველი გვარის ელიფსური ინტეგრალი 

.                                                                             

(10.43) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

,                                                                               

(10.44) 

მაშინ   ელიფსური ფუნქცია იქნება  

 

განიხილავენ სხვა ტიპის ელიფსურ ფუნქციებსაც 

 

გვაქვს ანალოგია ჩვეულებრივ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებთან 
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ამოცანები და სავარჯიშოები: 

1.იაკობისა და ვეიერშტრასის ელიფსური ფუნქციების ცნება; 

2.დამოკიდებულია, თუ არა თავისუფალი, არადემპფირებული 

რხევითი სისტემის რხევის პერიოდი სისტემის ენერგიაზე ? პასუხი 

დაასაბუთეთ. 

3.დამოკიდებულია, თუ არა არაწრფივი, კუბური რხევითი სისტემის 

რხევის პერიოდი სისტემის ენერგიაზე ? პასუხი დაასაბუთეთ. 

 

 

 

გამოყენებული ლიტერატურა: 

1.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti 
modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 
gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

2.obgaZe T., obgaZe l., mWedliSvili n., daviTaSvili i., 
TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi (ekonomiqsi 
Mathcad – isa da Matlab – is bazaze), t.2., saqarTvelos 
teqnikuri universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2007 

3.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(magistrante-
bisaTvis), t.3., saqarTvelos teqnikuri universitetis 
gamomcemloba, Tbilisi, 2008 

4. Алешкевич В.А., Деденко Л.Г.,КараваевВ.А. Колебания и волны, учеб.  

пос., МГУ, Москва, 2001 

5. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Механика, теоретическая физика, т.1, Наука, 

Москва, 1973 

6.თ.ობგაძე. maTematikuri modelirebis kursi (რხევითი 

პროცესები), t.4, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2010 

7.თ.ობგაძე. maTematikuri modelirebis kursi(სოციალურ-

ეკონომიკური პროცესები), t.5, saqarTvelos teqnikuri 

universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2012 

8.М.Табор. Хаос и интегрируемость в нелинейной динамике, пер.с англ., 

Мир, Москва,1988 
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  თავი 11. დინამიკური სისტემების გამოკვლევა ფაზურ სივრცეში 

დინამიკური სისტემის ფაზურ სივრცეში გამოკვლევა, საშუალებას 

იძლევა, სისტემის ანალიზურად ამოუხსნელად იქნას შესწავლილი, ამ 

სისტემის ამონახსნების ძირითადი თვისებები: განსაკუთრებული 

წერტილები, ბიფურკაციები, ზღვარითი ციკლები . . . 

განსაკუთრებულად ხელსაყრელია ფაზური სივრცის ცნება იმ 

შემთხვევაში, როცა ცვლადების რიცხვია ორი და მაშასადამე, ფაზური 

სივრცე ფაზურ სიბრტყეს წარმოადგენს. 

 

11.1. წრფივი დინამიკური სისტემების ფაზური ტრაექტორიების 

აგების ალგორითმი 

 

განვიხილოთ წრფივი დინამიკური სისტემა: 

                                                                                          

(11.1) 

,                                                                                          

(11.2) 

1. ამ დინამიკური სისტემის შესასწავლად, უნდა ამოვიწეროთ 

სისტემის კოეფიციენტების მატრიცა: 

,                                                                                              

(11.3) 
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    ვიპოვოთ ამ მატრიცის კვალი და დეტერმინანტი: 

                                                               
(11.4) 

2. ცხრილი 11.1 მიხედვით, დავადგინოთ განსაკუთრებული 

წერტილის (0;0) ტიპი; 
 

ცხრილი 11.1 

  
 

მდგრადი 

კვანძი 

  
 

მდგრადი 

ფოკუსი 

  
 

არამდგრადი 

კვანძი 

  
 

არამდგრადი 

ფოკუსი 

 ჰიპერბოლური-უნაგირა წერტილი 

  ცენტრი 

3. ვიპოვოთ განსაკუთრებული მიმართულებები:  

                                                                                       

(11.5)  

                                                                    

(11.6) 

4. თუ, განსაკუთრებული წერტილი კვანძია ან უნაგირა წერტილი, 

მაშინ ვპოულობთ ასიმპტოტებს ჩასმით  

5. ვპოულობთ ფაზური ტრაექტორიების მიმართულებებს. 

 

განსაკუთრებული წერტილების მახლობლობაში, ორი ცვლადის 

მქონე დინამიკური სისტემის ფაზურ ნაკადს, შეიძლება ქონდეს ერთ-

ერთი სახე ნახ.11.1 და ნახ.11.2-დან: 
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ნახ.11.1. ლოკალური ფაზური ნაკადები                     ნახ.11.2.ლოკალური ფაზური   

ნაკადები 

а) მდგრადი კვანძი; б)არამდგრადი კვანძი;                   а) მდგრადი ფოკუსი; б) არამდგრადი            

в)ჰიპერბოლური(უნაგირა) წერტილი.                                ფოკუსი;   в)ცენტრი.        
 

კვლევის ეს სქემა ძალაშია, ზოგადად, ყველა წრფივი 

ავტონომიური სისტემისათვის 

                                                                        

(11.7) 

ამ შემთხვევაში,  

;    .                              

(11.8) 

 

განვიხილოთ პრაქტიკული მაგალითი: 

 

1. ვთქვათ, მოცემულია დინამიკური სისტემა 

.                                                                                         

(11.9)                                 

გადავწეროთ სისტემა ნორმალური სახით 

                                                                                       

(11.10) 

                                                                                        (11.11) 
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სისტემის კოეფიციენტების მატრიცას აქვს სახე: 

.                                                                                           

(11.12) 

      

2. რადგან (11.10)-(11.11) სისტემის დეტერმინანტი უარყოფითია, 

ცხრილი 11.1 გვაძლევს, რომ  განსაკუთრებული (0;0) წერტილი 

ჰიპერბოლური- უნაგირის ტიპს მიეკუთვნება; 

3. განსაკუთრებულ მიმართულებებს მივიღებთ (11.10) და (11.11) 

განტოლებების მარჯვენა მხარეების ნულთან გატოლებით და 

ამოხსნით  ცვლადის მიმართ: 

                                                                  

(11.13)      

პირველ წრფეს ფაზური ტრაექტორიები კვეთენ ვერტიკალური 

მიმართულებით, ხოლო მეორეს ჰორიზონტული მიმართულებით. 

4. ვპოულობთ ასიმპტოტებს: 

  ;                                                                         

(11.14) 

ამ ტოლობიდან ვიღებთ კვადრატულ განტოლებას 

,  ანუ,  .                                 

(11.15) 

ამ განტოლების ფესვებია  . რაც იმას ნიშნავს რომ 

გვაქვს ასიმპტოტები: . 

5. ეხლა განვსაზღვროთ ფაზური ტრაექტორიების მიმართულე-

ბები (ნახ.11.3) ამისათვის ავიღოთ რაიმე წერტილი 

ასიმპტოტზე, მაგალითად (1;-1) და გამოვითვალოთ  ამ 

წერტილში (11.9) ფორმულიდან გამომდინარე 

       , 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ფუნქცია  კლებადია -ის ზრდისას და 

უახლოვდება განსაკუთრებულ (0;0) წერტილს.  
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ნახ.11.3. უნაგირის ტიპის განსაკუთრებული წერტილის ფაზური 

ტრაექტორიები 

 

11.2. ფაზური ტრაექტორიები და ფაზური პორტრეტი 

დიფერენციალური განტოლებების ამონახსნის შესახებ ყველაზე 

სრულ ინფორმაციას იძლევა მისი გამოკვლევა ფაზურ სიბრტყეზე. ორი 

 და  ცვლადი, საშუალებას გვაძლევს, შევისწავლოთ (11.1),(11.2) 

სისტემის ამონახსნის ყოფაქცევა - ფაზურ სივრცეში და რადგან 

ცვლადების რაოდენობა ორია, ფაზური სივრცე წარმოადგენს ფაზურ 

სიბრტყეს. 

იმ შემთხვევაში, თუ, საქმე გვაქვს  პირველი რიგის 

დიფერენციალური განტოლებების სისტემასთან (11.7), ან უფრო 

ზოგად, არაწრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემასთან 

                                                            

(11.16) 

მაშინ თითოეული  ცვლადებიდან, შეგვიძლია 

განვიხილოთ, როგორც  განზომილებიანი ფაზური სივრცის 

დამოუკიდებელი ცვლადი. ფაზური სივრცის ცნებას აზრი აქვს 

ნებისმიერი დიფერენციალური განტოლებისათვის, თუმცა, როგორც 

დავინახავთ, მას განსაკუთრებულად მდიდარი გეომეტრიული 

სტრუქტურა აქვს ჰამილტონური სისტემებისათვის.  
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მოცემული მომენტისათვის, ფაზური  და  კოორდინატების 

ნებისმიერი მნიშვნელობა ფაზურ სიბრტყეზე, მთლიანად 

განსაზღვრავს (11.1),(11.2) სისტემის  მდგომარეობას, დროის ამ 

მომენტისათვის. როგორც წესი, ამ სისტემის ნებისმიერ  ამონახსნს, 

ფაზურ სიბრტყეზე შეესაბამება გლუვი წირი, რომელსაც ფაზურ 

ტრაექტორიას (ან დონის წირს) უწოდებენ. ხოლო ამ ტრაექტორიის 

გასწვრივ მოძრაობას - ფაზურ ნაკადს ეძახიან. რადგან 

დიფერენციალური განტოლებების ფუნდამენტური თვისებაა, 

ამონახსნის ცალსახა ხასიათი, ნათელია, რომ სხვადასხვა ფაზური 

ტრაექტორიები არ იკვეთებიან. 

 თუ, ერთ ნახაზზე დავიტანთ, სხვადასხვა საწყისი პირობების 

შესაბამის ფაზურ ტრაექტორიებს, მაშინ მივიღებთ მოცემული 

სისტემის ფაზური ტრაექტორიებისაგან შემდგარ რთულ სურათს, 

რომელსაც სისტემის ფაზურ პორტრეტს უწოდებენ. განვიხილოთ 

მაგალითები: 

1. განვიხილოთ თავისუფალი რხევითი სისტემა-წრფივი 

ოსცილატორი (ამ სახით რხევითი სისტემის წარმოდგენა 

ხელსაყრელია ჰამილტონური სისტემებისათვის, რომლებსაც 

შემდგომში დაწვრილებით განვიხილავთ): 

                                                                                                     
(11.17) 

                                                                                            
(11.18)   

გავამრავლოთ (11.17) განტოლების ორივე მხარე   

გამოსახულებაზე, ხოლო (11.18) განტოლების ორივე მხარე -ზე. 

მიღებული შედეგები შევკრიბოთ, მაშინ მივიღებთ, რომ 

                                                                                    
(11.19) 

იმისათვის, რომ გავარკვიოთ ფაზური ტრაექტორიებისა და 

ნაკადის სახე, განვიხილოთ, ამ სისტემის პირველი ინტეგრალი. ჩვენი 
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სისტემის შემთხვევაში, ის ადვილად მიიღება (11.19) განტოლების 

ინტეგრებით 

.                                                                               

(11.20) 

ადვილი მისახვედრია, რომ ეს ინტეგრალი სისტემის მექანიკურ 

ენერგიას წარმოადგენს. პირველი ინტეგრალი (11.20) საშუალებას 

გვაძლევს, ფაზური  და  კოორდინატების სიბრტყეში, 

წარმოვადგინოთ სისტემის ფაზური პორტრეტი, რომლის თითოეული 

ფაზური ტრაექტორია ელიფსია და ნახევარღერძების სიდიდე, 

დამოკიდებულია საწყის პირობებზე, რომლებიც განსაზღვრავენ 

სისტემის ენერგიის სიდიდეს. ხოლო ღერძებთან გადაკვეთის 

წერტილები კი, ადვილად განისაზღვრება (11.20) თანადობიდან  

ნახ.11.4. 

 

11.4.თავისუფალი რხევითი სისტემის ფაზური პორტრეტი 

თავისუფალი რხევითი სისტემის ფაზური ნაკადი, 

შემოსაზღვრულია ფაზურ სივრცეში, სისტემის საწყისი ენერგიის 

შესაბამისი ელიფსური ფაზური ტრაექტორიით. ფაზური ნაკადი, 

წარმოადგენს კონცენტრული ელიფსების ერთობლიობას, რომლებიც 

ფაზურ სივრცეში განლაგებული არიან განსაკუთრებული წერტილის 

(0;0) გარშემო. განსაკუთრებული წერტილი ამ ელიფსების ცენტრს 

წარმოადგენს. ჩაკეტილი ფაზური ტრაექტორიები ფაზურ სიბრტყეში, 

შეესაბამება  პერიოდულ რხევებს. ასეთი ტიპის განსაკუთრებულ 

წერტილს - ცენტრს უწოდებენ. 

2. განვიხილოთ ეხლა დემპფირებული რხევითი სისტემა 
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(11.21) 

.                                                                                    
(11.22) 

რომელიც მიიღება დემპფირებული რხევითი სისტემის 

მოდელიდან 

=0.                                                                                   

(11.23)         

როგორც ვიცით, ამ განტოლების ამონახსნი, მოიცემა ფორმულით 

.                                                                 

(11.24) 

სადაც  , თუ, ფესქვეშა გამოსახულება მეტია ნულზე, 

ხოლო,  განისაზღვრება ამოცანის საწყისი პირობებით. 

ამ სისტემისათვის, მექანიკური ენერგია აღარაა მუდმივი და ის 

ექსპონენციალურად კლებულობს 

 .                                                                                 

(11.25) 

განსაკუთრებული წერტილის (0;0) ირგვლივ, ამონახსნები ეხვევა 

სპირალურად ნახ.11.5. 

 

ნახ.11.5.დემპფირებული თავისუფალი რხევითი სისტემის 

ფაზური ტრაექტორიები 
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ამ ტიპის განსაკუთრებულ წერტილებს - მდგრად ფოკუსს 

უწოდებენ. 

3. მათემატიკური ქანქარის რხევითი სისტემის აგება 

 

 
 

ნახ.11.6 მათემატიკური ქანქარას სქემა 

 

მათემატიკური ქანქარას, რხევითი სისტემის შესაბამისი 

დიფერენციალური განტოლება, ყველაზე უფრო მნიშვნელოვანია იმ 

არაწრფივი განტოლებებიდან, რომლის ანალიზური ამოხსნაც 

შეიძლება აიგოს იაკობის ელიფსური ფუნქციების მეშვეობით. ნახ.11.6 

გათვალისწინებით და ნიუტონის მეორე კანონზე დაყრდნობით, 

ადვილად ავაგებთ მათემატიკური ქანქარის რხევითი სისტემის 

დინამიკის, დიფერენციალურ განტოლებას 

                                                                              
(11.26) 

სადაც,  დაკიდული ტვირთის მასაა; საკიდელის სიგრძეა; 

ქანქარას ვერტიკალიდან გადახრის კუთხეა. 

თუ, (11.26) განტოლების ორივე მხარეს, შევკვეცავთ მასაზე და 

გავყოფთ საკიდელი სიგრძეზე, გვექნება 

=0.                                                                                        

(11.27) 

თუ, განვიხილავთ მცირე გადახრების შემთხვევას  მაშინ 

შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ . ასეთ შემთხვევაში, ქანქარის 

არაწრფივი განტოლება (11.27) გარდაიქმნება წრფივ განტოლებად და 

ის შეესაბამება, უკვე შესწავლილ თავისუფალ, არადემპფირებულ 

რხევით სისტემას 



98 

 

=0.                                                                                               

(11.28) 

ამ სისტემის საკუთრივი რხევის სიხშირე იქნება 

.                                                                                                 

(11.29) 

საწყისი (11.27) არაწრფივი სისტემის პირველი ინტეგრალი, 

შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც სისტემის დაყვანილი მექანიკური 

ენერგია და ჩავწეროთ სახით 

,                                                                            

(11.30) 

მართლაც, (11.30) პირველი ინტეგრალის წარმოებული გვაძლევს 

(11.27) განტოლებას,  რაც იმას ნიშნავს, რომ (11.27) განტოლების 

ინტეგრებით, შეიძლება მიღებულ იქნას (11.30) პირველი ინტეგრალი. 

(11.30) პირველი ინტეგრალის ამოხსნით მივიღებთ  

.                                                                          (11.31) 

გარდავქმნათ ეს ინტეგრალი პირველი გვარის ელიფსურ 

ინტეგრალად. ამისათვის, ჯერ შემოვიღოთ აღნიშვნა 

 ,                                                                                      

(11.32) 

მაშინ (11.31) ინტეგრალი გადაიწერება სახით 

.                                                                        

(11.33)  

თუ, გამოვიყენებთ ცვლადთა გარდაქმნას , 

სადაც ,  მივიღებთ              

.                                                                        

(11.34) 

სადაც მოდულის ცხადი სახე იქნება  

იაკობის ელიფსური ფუნქციების გამოყენებით, შეგვიძლია ჩავწეროთ, 

რომ  
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 და ჩვენ მივდივართ გადახრის კუთხის, 

ცხადად გამოსახვის ფორმულაზე დროის მიხედვით, რასაც ვეძებდით 

.                                                                  

(11.35) 

ეხლა ავაგოთ მათემატიკური ქანქარის (11.27) რხევითი სისტემის 

ფაზური პორტრეტი. ამისათვის, გადავწეროთ ის ნორმალური 

ფორმით 

                                                                                                             
(11.36) 

.                                                                                                 

(11.37) 

ამ განტოლებათა სისტემას შეესაბამება პირველი ინტეგრალი 

.                                                                                       

(11.38) 

ცხადია, რომ ენერგიის მცირე სიდიდის მნიშვნელობებისათვის, 

(0;0) წონასწორობის წერტილის მახლობლობაში, გვექნება წრფივი 

პერიოდული ხასიათის რხევები. გასაგებია, რომ ამ დროს ფაზური 

პორტრეტი წარმოადგენს კონცენტრულ წრეწირებს ცენტრით 

წონასწორობის წერტილში. ენერგიის სიდიდის ზრდის შემთხვევაში, 

რხევის ამპლიტუდებიც გაიზრდება, ვიდრე არ მიაღწევს ისეთ ენრგიას 

როდესაც სურათი მკვეთრად იცვლება და ქანქარა აცდება ჩვეულებრივ 

რხევის რეჟიმს და ენერგიის შემდგომი ზრდისას, იწყებს ბრუნვით 

მოძრაობებს საკიდელი წერტილის მიმართ. ეს მოხდება, მაშინ როცა 

სხეული  წონასწორობის მდგომარეობიდან გადადის  

კუთხის შესაბამის მდგომარეობაში და ეს მოხდება როცა ენერგია 

იქნება   წერტილი , როცა ქანქარა ყირამალა დგას და 

 ქანქარას არამდგრადი წონასწორობის მდგომარეობა უკავია. 

შემდგომ, დამაბრუნებელი ძალის პერიოდულობის გამო, ფაზური 

პორტრეტი პერიოდულად უნდა გამეორდეს (0;0) წერტილიდან 

მარჯვნივ და მარცხნივ  პერიოდით. ამგვარად,  
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წერტილები მდგრადი წონასწორობის წერტილებია და  

არამდგრადი წონასწორობის წერტილებია. უნდა აღინიშნოს, რომ 

არამდგრადი წონასწორობის წერტილებში ადგილი აქვს რხევითი 

მოძრაობის გადასვლას ბრუნვით მოძრაობაში. რაც გამოიხატება 

ფაზური ტრაექტორიების გაშლაში. მთლიანად, მათემატიკური 

ქანქარის ფაზურ პორტრეტს აქვს სახე ნახ. 11.7 

                                                                     სეპარატრისები 

 

ნახ.11.7.მათემატიკური ქანქარის ფაზური პორტრეტი 

ფაზური ტრაექტორიების წყვილს, რომლებიც ერთმანეთისაგან 

გამოყოფენ რხევითი და ბრუნვითი მოძრაობის შესაბამის 

ტრაექტორიებს და იკვეთებიან არამდგრადი წონასწორობის შესაბამის 

წერტილებში - სეპარატრისები ეწოდებათ. ფაზურ სიბრტყეზე, 

სეპარატრისის გასწვრივ მოძრაობას შეესაბამება მოძრაობა უსასრულო 

პერიოდით. სეპარატრისები გამოყოფენ, სისტემის მუშაობის 

თვისობრივად სხვადასხვა რეჟიმებს. ასე, რომ ისინი  ბიფურკაციის 

მრუდებს წარმოადგენენ. 

 

11.3. კონსერვატული სისტემების ფაზური პორტრეტები 

წინა განხილულ მაგალითებში არსებობდა მუდმივი პირველი 

ინტეგრალი სისტემის მექანიკური ენერგიის სახით, რაც 

გვიმარტივებდა სისტემისათვის გლობალური ფაზური პორტრეტის 

აგებას. 

ისეთ სისტემებს, რომლებისთვისაც ენერგია წარმოადგენს პირველ 

ინტეგრალს - კონსერვატიული სისტემები ეწოდებათ. 
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იმ შემთხვევებში, როდესაც სისტემის მთლიანი ენერგია 

შეგვიძლია წარმოვადგინოთ(ტრადიციული ფორმით), როგორც 

კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების ჯამი, ფაზური 

ტრაექტორიების სტრუქტურა (რომლებსაც ამ შემთხვევაში დონის 

წირებს უწოდებენ) განსაკუთრებულად მარტივდება. ასეთი 

სისტემებისათვის, შეგვიძლია ჩავწეროთ, რომ 

                                                                  

(11.39) 

სადაც, „პოტენციალური  ფუნქცია“, როგორც წესი  ცვლადის 

არაწრფივი ფუნქციაა. მაგალითად, მათემატიკური ქანქარისათვის 

; ხოლო კუბური ოსცილატორისათვის 

. თუ, გავითვალისწინებთ, რომ დინამიკის 

განტოლება ჩაწერილი სახით 

                                                                                   (11.40) 

შეესაბამება ნაწილაკის მოძრაობას პოტენციალურ ორმოში ,( 

სადაც, სრულებით არაა სავალდებულო, რომ ეს განტოლება მექანიკურ 

პროცესებს აღწერდეს), ფიზიკური ინტუიციით ადვილად ავაგებთ 

შესაბამის დონის წირებს.  

მაგალითები: 

1. განვიხილოთ თავისუფალი, არადემპფირებული რხევითი 

სისტება (წრფივი ოსცილატორი). 

მოძრაობის განტოლება 

  
გადავწეროთ (11.40) სახით 

.          

როგორც ვხედავთ, ამ შემთხვევაში    ავაგოთ ამ 

კვადრატული ფუნქციის შესაბამისი დონის წირები და 

შესაბამისი ფაზური პორტრეტი ნახ.11.8. 
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ნახ.11.8 თავისუფალი, არადემპფირებული რხევითი სისტემის 

(კონსერვატული სისტემა) ფაზური პორტრეტის აგება 

2. მათემატიკური ქანქარის შემთხვევაში, გვაქვს პერიოდული 

პოტენციალური ორმო . შესაბამის ფაზურ 

პორტრეტსაც ადვილად ავაგებთ ანალოგიურად, ნახ.11.9. 

 

ნახ.11.9 მათემატიკური ქანქარას (კონსერვატიული სისტემის) 

ფაზური პორტრეტის აგება პოტენციალური ორმოს გრაფიკის 

საშუალებით 

3. კუბური ოსცილატორის ფაზური პორტრეტი 

განვიხილოთ კუბური ოსცილატორი რომლის დინამიკის 

განტოლებას აქვს სახე 

, 

მაშინ შესაბამის პოტენციალურ ფუნქციას აქვს სახე: 

. პოტენციალური ფუნქციის გრაფიკის 

მეშვეობით ადვილად ავაგებთ სისტემის ფაზურ პორტრეტსაც 

ნახ.11.10 
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ნახ.11.10 კუბური ოსცილატორის ფაზური პორტრეტი 

4. კვადრატული ოსცილატორის ფაზური პორტრეტი 

განვიხილოთ სისტემა 

, ამ სისტემის პოტენციალურ ფუნქციას ექნება 

სახე: . ამ პოტენციალური ფუნქციის დონის 

წირები საშუალებას გვაძლევენ ავაგოთ სისტემის ფაზური 

პორტრეტი ნახ.11.11 

 
ნახ.11.11 კვადრატული ოსცილატორის ფაზური პორტრეტი 

 

 

11.4. სისტემის მდგომარეობის განმსაზღვრელი, განსაკუთრებული 

წერტილების მდგრადობის გამოკვლევა  

გლობალური ფაზური პორტრეტის აგება, განსაკუთრებულად 

მარტივია ერთგანზომილებიანი კონსერვატიული სისტემებისათვის. 

მნიშვნელოვანი როლი უკავიათ განსაკუთრებულ (წონასწორობის) 

წერტილებს, რომლებიც ხასიათდებიან ცნობილი ლოკალური 
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ყოფაქცევით: მდგრადი წონასწორობის წერტილების გარშემო 

წარმოიქმნებიან ფაზური, შეკრული მრუდები; ხოლო, არამდგრადი 

წერტილების გარშემო წარმოიქმნებიან ჰიპერბოლური ფაზური 

წირები. არაკონსერვატიული სისტემების შემთხვევაში, თუ, ზუსტი 

ამონახსნი არაა ცნობილი, ფაზური პორტრეტის შედგენა მეტად 

რთული პროცესია. თუმცა, ყოველთვის შესაძლებელია მიახლოებითი 

ლოკალური ფაზური პორტრეტის შედგენა, თუ, განვსაზღვრავთ 

წონასწორობის წერტილებს (რომლებსაც, შემდგომში უძრავ 

წერტილებს ვუწოდებთ) მათ გარშემო გამოვხაზავთ შესაბამის ფაზურ 

ტრაექტორიებს. უძრავი წერტილები შეგვიძლია განვიხილოთ, 

როგორც ფაზური ტრაექტორიების მაორგანიზებელი ფაქტორები. ასე, 

რომ თუ, ვიპოვით უძრავ წერტილებს და გამოვიკვლევთ მათი 

მდგრადობის საკითხს, მაშინ შესაძლებელი ხდება ავაგოთ სისტემის 

გლობალური ფაზური პორტრეტი. 

განვიხილოთ ზოგადი სახის, მეორე რიგის სისტემები: 

                                                                                           

(11.41) 

                                                                                           

(11.42) 

სადაც  და  ნებისმიერი ორი ცვლადის, საზოგადოდ, არაწრფივი 

გლუვი ფუნქციებია.  

უძრავი ეწოდებათ ისეთ  წერტილებს, რომელთათვისაც 

ფაზური ნაკადი სტაციონარულია ანუ, :  

                                                                                        

(11.43)   

                                                                                        

(11.44) 

P.S. მაშასადამე, უძრავი წერტილების საპოვნელად, უნდა 

ამოვხსნათ ალგებრულ განტოლებათა სისტემა (11.43),(11.44). ამ 

განტოლებათა სისტემას, საზოგადოდ, შეიძლება ქონდეს ნებისმიერი 

რაოდენობის ამონახსნი. 
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მას შემდეგ, რაც ვიპოვით ყველა უძრავ წერტილს, უნდა 

მოვახდინოთ თითოეული მათგანის გამოკვლევა მდგრადობაზე.  

სისტემის უძრავი  წერტილის  მდგრადობაზე 

გამოკვლევისათვის, უნდა შევისწავლოთ სისტემის ყოფაქცევა, ამ 

წერტილის მცირე მიდამოში . ამისათვის  და  

ფუნქციები გავშალოთ ამ ნაზრდების მიმართ ტეილორის მწკრივებად, 

უძრავი წერტილის მიდამოში  

                                                     

(11.45)   

                                                                                        

(11.46) 

თუ, შემოვიფარგლებით, მხოლოდ პირველი რიგის წევრებით, 

მაშინ არაწრფივი სისტემა (11.45),(11.46), შეგვიძლია გადავწეროთ 

წრფივი მიახლოების სახით (11.47) 

,                                              

(11.47) 

სადაც 2x2 მატრიცას, რომელსაც ავღნიშნავთ A ასოთი, მდგრადობის 

მატრიცას უწოდებენ. უძრავი წერტილების მდგრადობის შესასწავლი, 

(11.47) პირველი რიგის, წრფივ, დიფერენციალურ განტოლებათა 

სისტემა ადვილად ზოგადდება იმ შემთხვევისათვის, როცა ცვლადთა 

რაოდენობაა  და მოცემული გვაქვს განტოლებათა სისტემა 

                                                                

(11.48) 

უძრავი წერტილების მდგრადობის პირობების ჩამოყალიბება 

ადვილად ზოგადდება (11.47) სისტემიდან (11.48) სისტემისათვის, 

საკუთრივი რიცხვების ენაზე.  

შემოვიღოთ აღნიშვნები ; ხოლო ორი საკუთრივი 

ვექტორია  და , რომლებიც შეესაბამებიან, შესაბამისად, ორ 
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საკუთრივ  და  რიცხვს. მაშინ (11.47) სისტემის ზოგადი ამონახსნი, 

როგორც ვიცით, მოიცემა ფორმულით 

,                                                                  

(11.49)  

სადაც    და  ნებისმიერი მუდმივი რიცხვებია, ხოლო საკუთრივი 

რიცხვები წარმოადგენენ მდგრადობის მატრიცის მახასიათებელი 

(11.50) განტოლების ფესვებს 

                                                                                    
(11.50)  

I - ერთეულოვანი მატრიცაა. ჩვენი წინა მსჯელობებიდან ცხადია, 

რომ თუ,  და  საკუთრივი რიცხვები წმინდა წარმოსახვითი 

კომპლექსური რიცხვებია, მაშინ შესაბამისი უძრავი წერტილის 

მახლობელი წერტილებიდან დაწყებული ლოკალური ფაზური 

ტრაექტორიები, წარმოადგენენ ელიფსებს და შეესაბამებიან მდგრად 

უძრავ წერტილებს. ხოლო, თუ საკუთრივ რიცხვებს გააჩნიათ 

არანულოვანი ნამდვილი ნაწილი, მაშინ შესაბამისი უძრავი წერტილის 

მდგრადობა-არამდგრადობის საკითხი დამოკიდებულია მის ნიშანზე. 

აქ ბევრი სხვადასხვა შემთხვევაა და ჩვენ მათ შევისწავლით, მაგრამ არ 

უნდა დაგვავიწყდეს   და  საკუთრივი ვექტორების წვლილიც. 

მათი მიმართულებები მიუთითებენ, ლოკალური ფაზური 

ტრაექტორიების მიმართულებებზე. 

 

11.4.1. უძრავი წერტილების კლასიფიკაცია 

1. თუ, , მაშინ გვაქვს მდგრადი კვანძი ნახ.11.1а, 

ლოკალური ფაზური ნაკადი ორივე მხრიდან ჩაქრობადია უძრავი 

წერტილისაკენ; 

2. თუ, , მაშინ - არამდგრადი კვანძი ნახ.11.1.б, 

ლოკალური ფაზური ნაკადი ორივე მხარეს ექპონენციალურად 

იზრდება, უძრავი წერტილიდან გამოსვლისას; 

3. თუ, , მაშინ - უნაგირა(ჰიპერბოლური) წერტილია. 

ექსპონენციალური ზრდა გვაქვს ერთ მხარეს და ექსპონენციალური 
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კლება მეორე მხარეს ნახ. 11.1.в. სწორედ ასეთ ტიპს მიეკუთვნებიან 

მათემატიკური ქანქარასა და ზოგიერთი სხვა, არაწრფივი 

ოსცილატორის განხილული, არამდგრადი უძრავი წერტილები. უძრავ 

წერტილში შემავალ და გამომავალ მიმართულებებს, ხშირად, მდგრად 

და შესაბამისად, არამდგრად მრავალსახეობებს (სეპარატრისები) 

უწოდებენ; 

4. თუ, , მაშინ - მდგრადი 
ფოკუსია. ნაკადი ეხვევა და შედის უძრავ წერტილში ნახ. 11.2.а;  

5. თუ, , მაშინ - არამდგრადი 
ფოკუსი. ასეთ შემთხვევაში საკუთრივი რიცხვის ნამდვილი ნაწილი 

დადებითია, რაც იმას ნიშნავს, რომ სპირალი გამოდის უძრავი 

წერტილიდან და თანდათან იხსნება ნახ.11.2.б; 

6. თუ, , მაშინ - მდგრადი ელიფსური 
(ცენტრი) წერტილი. ასეთ შემთხვევაში გვაქვს ელიფსური ფაზური 

ტრაექტორიები უძრავი წერტილის გარშემო. 

P.S. ზოგჯერ, მაგალითად 4,5,6 შემთხვევებში ისმის კითხვა, თუ 

საითაა მიმართული ფაზური ტრაექტორიები, საათის ისრის 

მიმართულებით, თუ მის საწინააღმდეგოდ. ამ კითხვაზე პასუხის 

გასაცემად მოცემული უძრავი წერტილისათვის, უნდა განვიხილოთ 

გაწრფივებული (11.47) განტოლება. დავუშვათ, რომ  . 

თუ, აქედან გამომდინარე, მივიღებთ  რომ  , მაშინ  „გვაქვს 

დაღმასვლითი მოძრაობა“, ანუ ლოკალურად, ფაზური ტრაექტორიები 

მოძრაობენ საათის ისრის მიმართულებით, ხოლო თუ, , მაშინ 

გვაქვს „აღმასვლითი მოძრაობა“ და მაშასადამე, საათის ისრის 

საწინააღმდეგოდ. 

აქამდე განვიხილავდით არაგადაგვარებული  და  ფესვების 

შემთხვევებს.  

თუ, ფესვები გადაგვარებულია, მაშინ (11.47) განტოლების ზოგადი 

ამონახსნი ჩაიწერება ფორმულით 

.                                                       (11.51) 
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ასეთ შემთხვევებში, უძრავი წერტილის ტიპი, ცხადია, რომ 

დამოკიდებულია  და  საკუთრივი ვექტორების ნიშანზე და 

ტიპზე. 

7.  თუ, , მაშინ ნაკადის წირები წარმოადგენენ 

დამოუკიდებელ ურთიერთმკვეთ წრფეებს, რომლებიც ქმნიან: 

а) მდგრად ვარსკვლავს, თუ  ნახ.11.12а; 

б)არამდგრად ვარსკვლავს, თუ  , ნახ.11.12б. 

 

ნახ.11.12.ლოკალური ფაზური ნაკადები: а)მდგრადი ვარსკვლავი; 

б)არამდგრადი ვარსკვლავი; в)მდგრადი არასაკუთრივი კვანძი; 

г)არამდგრადი არასაკუთრივი კვანძი 

8. თუ, საკუთრივი ვექტორი , მაშინ ფაზური 

ტრაექტორიები იქნებიან მრუდი წირები და წარმოქმნიან: 

а)მდგრად არასაკუთრივ კვანძს, თუ  ნახ.11.12.в; 

б)არამდგრად არასაკუთრივ კვანძს, თუ , ნახ.11.12.г 

 

11.4.2. უძრავი წერტილების ანალიზის მაგალითები 

ეხლა განვიხილოთ ზემოთმოცემული მეთოდების გამოყენება 

ჩვენს ნაცნობ რხევით სისტემებზე. 
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а) დემპფირებული თავისუფალი რხევითი სისტემა 

ასეთ სისტემას, აქვს ერთადერთი უძრავი წერტილი 

. სისტემის შესაბამისი მოდელი წრფივია და გაწრფივება 

აღარ ჭირდება 

.                                                                       

(11.52) 

მდგრადობის მატრიცაა . მისი საკუთრივი 

რიცხვებია  და . იმის 

მიხედვით, თუ, როგორია ფესქვეშა გამოსახულება, გვაქვს სხვადასხვა 

ვარიანტები: 

 თუ, , მაშინ  , შესაბამისად წერტილი 

 მდგრადი კვანძია; 

 თუ, , მაშინ  და შესაბამისად 

გვაქვს მდგრადი სპირალი(ფოკუსი);თუ (11.52) ტოლობაში 

დავუშვებთ, რომ , მაშინ მივიღებთ, რომ 

 , აქედან გამომდინარეობს, რომ მოძრაობა წარმოებს 

საათის ისრის მიმართულებით ნახ.11.5; 

 თუ, , მაშინ , შესაბამისად, ამ 

შემთხვევაში, გვაქვს არასაკუთრივი მდგრადი კვანძი. 

 

б) მეორე მაგალითია თავისუფალი მათემატიკური ქანქარა  

 

ამ სისტემას აქვს უძრავი წერტილების უსასრულო რაოდენობა 

 და გაწრვივებულ მოდელს აქვს სახე 

,                                                      

(11.53) 

საკუთრივი რიცხვები იქნება  . როცა , 

მაშინ , რაც იმას ნიშნავს, რომ ამ შემთხვევაში გვაქვს 
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მდგრადი, ელიფსური (ცენტრი) უძრავი წერტილები, ხოლო, როცა 

, მაშინ , რაც შეესაბამება ჰიპერბოლურ 

(უნაგირა) არამდგრად უძრავ წერტილებს. 

в) ეხლა განვიხილოთ მათემატიკური ქანქარის თავისუფალი, 

დემპფირებული რხევითი სისტემა 

შესაბამის მათემატიკურ მოდელს აქვს სახე 

                                                                                                (11.54) 

.                                                                               

(11.55)  

ამ სისტემას იგივე  უძრავ წერტილთა 

სისტემა აქვს, რაც თავისუფალ მათემატიკურ ქანქარას. მაგრამ 

შესაბამის გაწრფივებულ სისტემას აქვს სახე 

.                                                           

(11.56) 

სისტემის მდგრადობის მატრიცის  საკუთრივი რიცხვებია:  

  . 

 უძრავ წერტილებში   კვლავ აქვს 

ადგილი უტოლობებს  , რაც იმას ნიშნავს რომ ეს 

წერტილები, ჰიპერბოლური (უნაგირა) ტიპს განეკუთვნებიან. ხოლო 

წერტილებში     კი ადგილი აქვს რამოდენიმე 

შემთხვევას: 

 ,  კომპლექსურად შეუღლებული ფესვებია 

უარყოფითი ნამდვილი ნაწილით, მაშინ გვაქვს მდგრადი 

ფოკუსი მბრუნავი საათის ისრის მიმართულებით ნახ.11.13; 

 , რასაც მივყავართ უტოლობებამდე , ეს კი 

იმას ნიშნავს, რომ გვაქვს მდგრადი კვანძი; 
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 , მაშინ ჩვენ გვაქვს გადაგვარებული შემთხვევა, როცა 

, რაც შეესაბამება მდგრად არასაკუთრივ კვანძს. 

რადგან ამ შემთხვევაში, ენერგია არაა მუდმივი, დონის წირებს 

ზუსტად ვერ დავხაზავთ, როცა არ ვიცით ზუსტი ამონახსნი, თუმცა, 

უძრავი წერტილების იდენტიფიკაცია და ფაზური ტრაექტორიების 

ლოკალური ანალიზი, საშუალებას გვაძლევს, მიახლოებით ავაგოთ 

სისტემის გლობალური ფაზური პორტრეტი. 

 

 
ნახ.11.13. ჩაქრობადი(დემპფირებული) მათემატიკური 

ქანქარას ფაზური პორტრეტი იმ შემთხვევაში, როცა  

 

г) განსაკუთრებულ ყურადღებას იმსახურებს 

 მტაცებელი-მსხვერპლის მოდელი 

 

ეს მოდელი პირველად ააგო ვოლტერამ პოპულაციური დინამიკის 

შესასწავლად. განვიხილოთ ერთ-ერთი, ამ ტიპის მოდელებიდან 

,                                                                                           

(11.57) 

.                                                                                        

(11.58)  

  სადაც  შეიძლება აღნიშნავდეს, მაგალითად კურდღლების  

პოპულაციას (კურდღლების ზუსტ რაოდენობას პოპულაციაში), ხოლო 

 მელიების პოპულაციას. შესაძლოა ტრივიალური შემთხვევა, როცა 

, მაშინ კურდღლების პოპულაცია უსასრულოდ იზრდება, 

რადგან მელიები არ არიან. შებრუნებულ შემთხვევაში, როცა და 

, მელიები განწირული არიან შიმშილით სიკვდილისათვის, 

რადგან არ არიან მათი საკვები კურდღლები. ორივე პოპულაციის 

თანაცხოვრებისათვის, არსებობს ბალანსის შესაძლებლობა, რადგან 

მელიები ამცირებენ კურდღლების პოპულაციას და თუ ბევრს შეჭამენ 

თვითონ კი გამრავლდებიან, მაგრამ შემდგომში საჭმელი აღარ ეყოფათ 
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და მათი პოპულაციაც შემცირდება. (11.57),(11.58) განტოლებათა 

სისტემა უმარტივესია და მისი უფრო დაზუსტება მარტივია იმის 

გათვალისწინებით, რომ კურდღლების კვების არეალიც 

შეზღუდულია, არსებობს ავადმყოფობა, უჭკუო საქციელი, 

კურდღლების მიერ კურდღლების დახოცვა . . . 

სისტემას აქვს ორი უძრავი წერტილი  და 

 . გაწრფივებულ განტოლებას აქვს სახე 

,                                        (11.59) 

პირველი უძრავი წერტილის შესაბამისი საკუთრივი რიცხვებია 

, რაც იმის მიმანიშნებელია რომ   ჰიპერბოლური 

(უნაგირა) წერტილია. ხოლო მეორე უძრავი წერტილის შესაბამისი 

საკუთრივი რიცხვებია , რაც შეესაბამება ელიფსურ წერტილს. 

შესაბამის მიახლოებით ფაზურ პორტრეტს აქვს სახე ნახ.11.14 

 

 

ნახ.11.14.მტაცებელი-მსხვერპლის მოდელის ფაზური პორტრეტი 

 

P.S. უნდა აღინიშნოს, რომ გაწრფივებული მოდელით მდგრადობის 

შესწავლა, ყოველთვის არ იძლევა რეალურ შედეგს არაწრფივი 

სისტემებისათვის. 

 

 

11.4.3. ზღვარითი ციკლები 

ზღვარითი ციკლი, წარმოადგენს ფაზური ტრაექტორიების 

განსაკუთრებულ ტიპს, რომელსაც ჩვენ ვერ ავაგებთ გაწრფივებული 

ანალიზის მეშვეობით. ყველაზე უფრო პოპულარულია ზღვარითი 

ციკლი, რომელიც აქვს ვან-დერ-პოლის ცნობილ რხევით სისტემას: 
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.                                                                 

(11.60)  

გაწრფივებული, პირველი რიგის მიახლოების დონეზე 

ჩატარებული  მდგრადობის ანალიზი ამ სისტემისათვის 

,                                                                                                     

(11.61) 

,                                                                        

(11.62) 

გვიჩვენებს, რომ სისტემას აქვს უძრავი წერტილი , 

რომელიც წარმოადგენს არამდგრად კვანძს, თუ  და 

წარმოადგენს არამდგრად ფოკუსს, თუ   . განვიხილოთ აქედან 

მეორე შემთხვევა. რადგან (11.62) განტოლების მარჯვენა ნაწილში,  და 

 ცვლადების ზრდისას, დომინირებს არაწრფივი წევრი 

 ), შეგვიძლია დავუშვათ, რომ პირიქით,  უძრავი 

წერტილისაკენ მიახლოებისას, ხდება არაწრფივი წევრის ჩაქრობა. ასე, 

რომ უძრავი წერტილიდან მოშორებით, ხდება ფაზური 

ტრაექტორიების მოძრაობა პერიფერიიდან ცენტრისაკენ. ამონახსნის 

უწყვეტობა ითხოვს, რომ არსებობდეს ამონახსნი მათ შორისაც. ეს 

ამონახსნი არის ზღვარითი ციკლი, რომელიც წარმოადგენს უძრავი 

წერტილის მომცველ შეკრულ მრუდს. სისტემის სხვა ამონახსნები, 

რომლებიც გამოდიან ამ მრუდის გარედან, ასევე, შიგნიდან 

მიიზიდებიან ზღვარითი ციკლის მიერ. მისკენ მიისწრაფიან, მაგრამ 

არასოდეს არ კვეთენ. ამ სისტემის ზუსტი ამონახსნი ცნობილი არ 

არის, თუმცა, უბრალო ფიზიკურ მსჯელობას მივყავართ ზღვარით 

ციკლამდე. მისი ზუსტი გეომეტრიული ფორმის დადგენა 

შესაძლებელია მხოლოდ სისტემის მიახლოებითი ამოხსნით 

სხვადასხვა საწყისი პირობების შემთხვევაში. 

საზოგადოდ, ზღვარითი ციკლი შეიძლება იყოს  მდგრადი 

(როდესაც შიგნითაც და გარეთაც დაწყებული ფაზური ტრაექტორიები 

ზღვარითი ციკლისაკენ მიისწრაფიან) ნახ.11.15а, ან არამდგრადი, როცა 

ზღვარითი ციკლის მახლობლობაში დაწყებული ტრაექტორიები 

თანდათან სცილდებიან მას, ნახ. 11.15б. 
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ნახ. 11.15 ზღვარითი ციკლის სქემატური ნახაზები:а)მდგრადი 

ზღვარითი ციკლი; б)არამდგრადი ზღვარითი ციკლი 

 

ამოცანები და სავარჯიშოები: 

1. შეადგინეთ მოცემული სისტემების ფაზური პორტრეტები და 

პასუხი დაასაბუთეთ: 

 а) 

  

პასუხი:  

б)  

 

 
პასუხი:  

в)  
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პასუხი: 

2. ჩამოაყალიბეთ უძრავი წერტილების მდგრადობის გამოკვლევის 

ალგორითმი და განიხილეთ უძრავი წერტილების 

კლასიფიკაცია; 

3. შეადგინეთ კონსერვატიული სისტემის მაგალითები, ააგეთ 

შესაბამისი პოტენციალური ორმო და ფაზური პორტრეტი.  

 

 

გამოყენებული ლიტერატურა: 

1.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti 
modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 
gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

2.obgaZe T., obgaZe l., mWedliSvili n., daviTaSvili i., 
TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi (ekonomiqsi 
Mathcad – isa da Matlab – is bazaze), t.2., saqarTvelos 
teqnikuri universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2007 

3.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(magistrante-
bisaTvis), t.3., saqarTvelos teqnikuri universitetis 
gamomcemloba, Tbilisi, 2008 

4. Алешкевич В.А., Деденко Л.Г.,КараваевВ.А. Колебания и волны, учеб.  

пос., МГУ, Москва, 2001 

5. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Механика, теоретическая физика, т.1, Наука, 

Москва, 1973 

6.ობგაძე თ. maTematikuri modelirebis kursi (რხევითი 

პროცესები), t.4, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2010 

7.ობგაძე თ. maTematikuri modelirebis kursi(სოციალურ-

ეკონომიკური პროცესები), t.5, saqarTvelos teqnikuri 

universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2012 
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8.Табор М. Хаос и интегрируемость в нелинейной динамике, пер.с англ., 

Мир, Москва,1988 

9.Косевич А.М.,Ковалёв А.С. Введение в нелинейную физическую 

механику,Наукова думка, Киев, 1989 

10.Яковенко Г.Н.Лекции по теоретической механике устойчивость, 

колебания, гамильтонова механика, Москва, 2003   (www.study.com.ru) 

11.Берже П.,Помо И.,Видаль К. Порядок в хаосе о детерминистском 

подходе к турбулентности, Пер. с франц. под ред. Данилова Ю.А.,Мир, 

Москва, 1991 
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ნაწილი Ш. ჰამილტონური სისტემების დინამიკა 

 

ჩვენს მიერ, წინა თავებში განხილული სისტემების უმრავლესობა 

ჰამილტონური სისტემების რიგს მიეკუთვნება. ანუ, მათი შესაბამისი 

მოდელები, შეიძლება გადაიწეროს ჰამილტონის ფორმით. 

ჰამილტონური იყო ყველა კონსერვატული სისტემა. თუმცა, ჩვენს მიერ 

განხილული სისტემებიდან ზოგი დემპფირებულ (დისიპატიურ) 

პროცესებსაც შეიცავდა და ისინი დისიპატიური სისტემების რიგს 

მიეკუთვნებიან, რომელთა შესახებაც, ამ ტომში არ გვექნება საუბარი. 

აქ კი, განვიხილავთ კლასიკური მექანიკის მოდელებს და მათი 

გამოკვლევის მეთოდებს. შესაბამისად, განვიხილავთ ლაგრანჟისა და 

ჰამილტონის ფორმალიზმს.  

 

 

თავი 12. ლაგრანჟის ფორმალიზმი და ჰამილტონური სისტემები 

 

სივრცეში, მატერიალური წერტილის მდგომარეობის დასახასი-

ათებლად გამოიყენება r


 რადიუს-ვექტორი, რომლის კოორდინატებიც 

ემთხვევა ამ წერტილის დეკარტულ კოორდინატებს ),,( zyxr


. ამას 

გარდა, მატერიალური წერტილის დინამიკის დასახასიატებლად 

გამოიყენება )(trv 

  სიჩქარე და )(trW 


  აჩქარება. თუ, მოცემული 

გვაქვს n-მატერი-ალური წერტილი, მაშინ მათი განლაგების 

დასახასიათებლად დაგვჭირდება n - ცალი რადიუს-ვექტორი და 

მაშასადამე, 3 n -კოორდინატი. 

 

განსაზღვრება: იმ პარამეტრების მინიმალურ რაოდენობას, 

რომლებიც ცალსახად ახასიათებენ სისტემის განლაგებას - მისი 

თავისუფლების ხარისხი ეწოდება. 

n - მატერიალური წერტილის შემთხვევაში, სამგანზომილებიან 

სივრცეში, სისტემის თავისუფლების ხარისხი 3n  - ის ტოლია.  

 

P.S. ეს პარამეტრები არაა აუცილებელი, რომ წერტილთა დეკარტის 

კოორდინატები იყვნენ. 

განსაზღვრება: ნებისმიერ nqqq ,,, 21   პარამეტრების ერთობლიობას, 

რომლებიც ცალსახად ახასიათებენ სისტემის განლაგებას, n- თავისუფ-

ლების ხარისხის მქონე სისტემის განზოგადებულ კოორდინატებს 
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უწოდებენ, ხოლო მათი, დროით წარმოებულების ერთობლიობას: iq , 

განზოგადებულ სიჩქარეებს. 

 

 

12.1. ლაგრანჟის ფუნქცია და ჰამილტონის პრინციპი 

 

სისტემის მხოლოდ კონფიგურაციის ცოდნა, არაა საკმარისი იმის 

გასაგებად, თუ რა მდგომარეობა ექნება სისტემას დროის სხვა 

მომენტებში. როგორც ექსპერიმენტებით იქნა დადგენილი, მექანიკური 

სისტემის მდგომარეობის საპოვნელად დროის ნებისმიერ მომენტში, 

უნდა ვიცოდეთ სისტემის საწყისი კონფიგურაცია )0(iq  და 

შემადგენელი მატერიალური წერტილების საწყისი )0(iq  სიჩქარეები. ამ 

ორი ძირითადი ფიზიკური პარამეტრის ცოდნა, კლასიკურ მექანიკაში, 

საშუალებას გვაძლევს, ვიპოვოთ iq  აჩქარებებიც დროის ნებისმიერ 

მომენტში.  

თუ, სისტემა გადაადგილდება  მდგომარეობიდან  

მდგომარეობაში, მაშინ ჭეშმარიტი მოძრაობის საპოვნელად, უნდა 

ვისარგებლოთ ჰამილტონის უმცირესი ქმედების პრინციპით. 

 

ეს პრინციპი მოითხოვს რომ, თუ, სისტემა გადაადგილდება  

მდგომარეობიდან, რომელიც დროის  მომენტში ეკავა, ახალ,  

მდგომარეობაში დროის  მომენტისათვის, მაშინ ინტეგრალს ამ 

დროის მომენტებს შორის მოცემული ),,,,,,,( 2121 tqqqqqqL nn
  

ფუნქციიდან, რომელსაც ლაგრანჟიანს უწოდებენ, იყოს 

ექსტრემალური, ანუ, ნულს უნდა უდრიდეს ქმედების  ინტეგრალის 

პირველი ვარიაცია  

.                                                                                     

(12.1) 

ეხლა, ჰამილტონის პრინციპზე დაყრდნობით, გამოვიყვანოთ 

მოძრაობის განტოლება.                                                                                                      

 სიმარტივისათვის, ზოგადობის შეუზღუდავად, განვიხილოთ 

ისეთი სისტემა, რომლის თავისუფლების ხარისხიც ერთის ტოლია. 

ასე, რომ საპოვნელია  ფუნქცია, რომელიც ექსტრემუმს მიანიჭებს 

 ქმედების ინტეგრალს ლაგრანჟიანიდან და სისტემას 

გადაიყვანს  მდგომარეობიდან, რომელიც დროის  მომენტში 

ეკავა, ახალ,  მდგომარეობაში დროის  მომენტისათვის .  
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ვთქვათ  ჩვენი საძებნი ფუნქციაა. მივცეთ მას მცირე  

ნაზრდი-ვარიაცია, მაშინ გვექნება ახალი  ფუნქცია. რადგან 

ამ ფუნქციამ უნდა გაიაროს  და  წერტილებში, ცხადია რომ  

.                                                                                    

(12.2) 

შესანიშნავია ის ფაქტი, რომ ჩვენ ვეძებთ გადაადგილების 

ვარიაციას და თვითონ გადაადგილება ჯერ არ ვიცით. ქმედების 

ინტეგრალის ექსტრემუმის საპოვნელად, მისი პირველი ვარიაცია 

ნულს უნდა გავუტოლოთ 

.                           

(12.3) 

თუ, პირველი ინტეგრალის ინტეგრალქვეშა გამოსახულებას 

გავშლით ტეილორის ფორმულით და შევინარჩუნებთ, მხოლოდ 

წრფივ წევრებს, გვექნება 

,                                                               

(12.4) 

სადაც , ამ ფაქტის გათვალისწინებით და (12.4) 

ინტეგრალქვეშა გამოსახულების მეორე წევრის ნაწილობითი 

ინტეგრებით მივიღებთ 

.                                                    

(12.5) 

თუ, გავითვალისწინებთ (12.2) სასაზღვრო პირობებს 

გადაადგილების პირველი ვარიაციისათვის, მივიღებთ რომ (12.5) 

ფორმულაში პირველი შესაკრები ნულის ტოლია. მაშინ ცხადია, რომ 

მეორე ინტეგრალის ინტეგრალქვეშა გამოსახულებაც უნდა ნულის 

ტოლი იყოს. ამრიგად, მივიღეთ დინამიკის განტოლება ლაგრანჟის 

ფორმით 

.                                                                                                   

(12.6) 

 თავისუფლების ხარისხის შემთხვევაში  

ცვლადებისათვის, ცალ-ცალკე უნდა შევადგინოთ ვარიაციები 

. მაშინ, ანალოგიურ პროცედურას, 

მივყავართ ლაგრანჟის ცნობილ განტოლებებამდე 
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,  .                                                                          

(12.7) 

თუ, მოცემული სისტემისათვის ცნობილია ლაგრანჟიანის სახე, 

მაშინ (12.7) განტოლებები წარმოადგენენ მოძრაობის განტოლებებს და 

ცნობილი საწყისი პირობების  შემთხვევაში ცალსახად 

განსაზღვრავენ სისტემის ევოლუციას.  

ლ.ლანდაუსა და ე.ლიფშიცის წიგნში დასაბუთებულია, რომ 

თავისუფალი, არაურთიერთქმედი ნაწილაკებისათვის, ერთგვაროვან, 

იზოტროპულ სივრცეში, ლაგრანჟიანი პირდაპირპროპორციულია 

განზოგადებული სიჩქარეების კვადრატისა და თუ, პროპორციულობის 

კოეფიციენტად მასის ნახევარს ავიღებთ, მივიღებთ რომ ლაგრანჟიანი 

სისტემის კინეტიკური ენერგიის ტოლია  

.                                                                                        

(12.8) 

იმ შემთხვევაში, როდესაც მატერიალური ნაწილაკები 

ურთიერთქმედებენ გარკვეული კანონით, რომელიც მოიცემა 

პოტენციალური ენერგიის   ფუნქციით, როგორც 

ექსპერიმენტებმა აჩვენეს, ლაგრანჟიანს აქვს სახე 

.                                                 

(12.9) 

პოტენციალური ენერგიის ფუნქცია ისეთია, რომ სისტემის 

თითოეულ ნაწილაკზე მოქმედი ძალა გამოითვლება ფორმულით 

.                                                                                                    

(12.10) 

როცა, პოტენციალური ენერგია არაა დამოკიდებული 

სიჩქარეებზე, (12.7) განტოლებებიდან (12.9) და (12.10) ფორმულების 

გათვალისწინებით, მიიღება ნიუტონის  დინამიკის ცნობილი 

განტოლებები მართკუთხა კოორდინატთა სისტემისათვის 

.                                                                                               

(12.11) 

12.2. ლაგრანჟიანის თვისებები 

განვიხილოთ, ურთიერთქმედი ნაწილაკებისაგან შემდგარი 

სისტემის ლაგრანჟიანი. მისი სრული წარმოებული იქნება 

.                  

(12.12) 
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ასე, რომ 

 .                                                                           

(12.13) 

ა)ჩაკეტილი სისტემების შემთხვევაში, ანუ, როდესაც ნაწილაკები 

არ ურთიერთქმედებენ  გარე ძალებთან, ლაგრანჟიანი, არაა 

დამოკიდებული დროზე   ამიტომ, ასეთი სისტემის ენერგია 

მუდმივი სიდიდეა (სისტემა კონსერვატულია) 

.                                                                         

(12.14)     

 თუ, გავითვალისწინებთ (12.9) ტოლობას, მივიღებთ 

.                                                                                                   

(12.15)  

ბ)ანუ, ჩაკეტილი სისტემის მთლიანი მექანიკური ენერგია, 

კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების ჯამის ტოლია.  

თუ, გავითვალისწინებთ  ლაგრანჟიანის განსაზღვრებას, 

შეგვიძლია განვსაზღვროთ განზოგადებული ძალები ფორმულით 

 .                                                                                                      

(12.16)  

ასევე, განისაზღვრება განზოგადებული იმპულსები 

 .                                                                                                      

(12.17)  

რომელთათვისაც ტოლობა  სრულდება, მხოლოდ 

დეკარტულ კოორდინატებში. ამ ორი განსაზღვრების შემდეგ, 

ლაგრანჟის განტოლება შეგვიძლია ჩავწეროთ ფორმით 

.                                                                                                         

(12.18) 

ცხადია, რომ თუ, რომელიმე განზოგადებული  კოორდინატა, არ 

შედის ლაგრანჟიანში, მაშინ მისი შესაბამისი განზოგადებული ძალაც 

არ შედის (12.18) განტოლებათა სისტემაში და მაშასადამე, შესაბამისი 

იმპულსი .  

განსაზღვრება: იმ კოორდინატებს, რომლებიც არ შედიან 

ლაგრანჟიანში, ციკლურ კოორდინატებს უწოდებენ.  

ცხადია, რომ ციკლური კოორდინატების არსებობა, გვიმარტივებს 

დინამიკის განტოლებების ამოხსნას. ზემოთმოყვანილი, იმპულსის 
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(12.17) განსაზღვრის გათვალისწინებით, მექანიკური სისტემის 

ენერგიის (12.14) ფორმულა შეგვიძლია გადავწეროთ შემდეგნაირად 

.                                                                                      

(12.19)    

თუ, სისტემა ჩაკეტილია და სივრცე ერთგვაროვანია, მაშინ 

სისტემის შიგნით ნაწილაკებზე მოქმედი ძალების ჯამი ნულის ტოლია 

  ამ კანონს ჩვენ ვიცნობთ ორი ძალისათვის ნიუტონის მესამე 

კანონის სახელწოდებით. ამ შემთხვევაში, ჩვენ მივიღებთ (12.18) 

ტოლობის გათვალისწინებით, რომ 

                                                                                                             
(12.20)  

გ)ანუ, ჩაკეტილი სისტემის იმპულსების ჯამი მუდმივი სიდიდეა.   

P.S. როგორც ვხედავთ, ჩაკეტილი სისტემისათვის, სივრცისა და 

დროის ერთგვაროვნების თვისებიდან, გამომდინარეობს ენერგიისა და 

იმპულსის შენახვის კანონები.  ეს შედეგები არიან, უფრო ზოგადი, 

ნიოტერის თეორემის კერძო შემთხვევები. რომელიც ამბობს რომ 

ლაგრანჟიანის გარდაქმნის ყოველი ჯგუფისათვის, დამახასიათებელია 

ამ გარდაქმნასთან დაკავშირებული ინვარიანტები. სივრცის 

ტრანსლაციის ჯგუფები გვაძლევენ ენერგიისა და იმპულსის შენახვის 

კანონებს; ბრუნვითი მოძრაობის ინვარიანტები - იმპულსის მომენტის 

მუდმივობის კანონს . . . 

 

 

 

12.3. განზოგადებული იმპულსის თვისებები 

განზოგადებული კოორდინატები და სიჩქარეები ლაგრანჟის 

ფორმალიზმში, განიხილებიან, როგორც დამოუკიდებელი ცვლადები. 

ამას გარდა, ჩვენ განვიხილეთ განზოგადებული იმპულსის ცნებაც. 

მისი ღრმა და არატრივიალური ხასიათი ნათლად ჩანს ჰამილტონური 

სისტემების ფაზური სივრცის გეომეტრიის განხილვისას. 

იმპულსების კოვარიანტული ხასიათის ყველაზე უფრო ნათელი 

გამოვლინებაა, ის ფაქტი, რომ შესაძლებელია მათი წარმოდგენა, 

სკალარული ველის გრადიენტულ ველად. ამის დასამტკიცებლად, 

დავუბრუნდეთ ქმედების ინტეგრალს. მოცემული ექსტრემალური 

წირისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს ლაგრანჟის განტოლებებს, 

განვიხილოთ ახალი ექსტრემალური ამოცანა. სხვადასხვა 

ექსტრემალებისათვის, რომელთაც საერთო საწყისი წერტილი აქვთ. 
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ბოლო წერტილს კი ვაძლევთ მცირე ვარიაციას და ვხსნით იგივე 

ვარიაციულ ამოცანას 

.                                          

(12.21) 

რადგან ვხსნით იგივე ამოცანას, ინტეგრალი ნულის ტოლია და 

(12.21) განტოლებაში გვრჩება მხოლოდ საზღვრის წერტილებში 

მნიშვნელობები.  საწყისი წერტილი დაფიქსირებულია . 

აღვნიშნოთ ,  როგორც  და გავითვალისწინოთ, რომ . 

მაშინ (12.21) განტოლებიდან მივიღებთ, რომ , ან სხვანაირად, 

n თავისუფლების ხარისხის მქონე სისტემისათვის გვექნება 

.                                                                                           

(12.22) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ  

 .                                                                                                      

(12.23) 

მაშასადამე, იმპულსები წარმოადგენენ ქმედების სკალარული 

ველის გრადიენტს, მოცემული ექსტრემალის გასწვრივ, დროის 

მოცემულ მომენტში. 

რაც შეეხებათ, განზოგადებულ სიჩქარეებს მათი ველი, 

საზოგადოდ, არაა კოვარიანტული, ანუ, მათი წარმოდგენა 

გრადიენტულ ველად საზოგადოდ შეუძლებელია. 

 

12.4. ჰამილტონის ფორმალიზმი 

ჰამილტონის მექანიკაში, მოძრაობა აღიწერება განზოგადებული  

კოორდინატებისა და განზოგადებული  იმპულსების ცვლადებში. 

თუმცა, ფიზიკური შინაარსის მიხედვით, ჰამილტონური 

ფორმალიზმი, არ განსხვავდება ლაგრანჟის ფორმალიზმისაგან, მაგრამ 

უფრო ესადაგება კვანტური მექანიკის, სტატისტიკური მექანიკისა და 

შეშფოთებათა თეორიის გადმოცემის სილამაზეს. კერძოდ, 

ჰამილტონური ფაზური სივრცის ცნება, გაცილებით ამარტივებს 

ჰამილტონური სისტემების ინტეგრებადობის საკითხის შესწავლასა და 

იმ ქაოსური რეჟიმების აღწერას, რომლებიც შეიძლება არსებობდეს 

არაინტეგრებად სისტემებში. 

ლაგრანჟის  ცვლადებიდან, ჰამილტონის  

ცვლადებზე გადასვლა, ხორციელდება ლეჟანდრის გარდაქმნით 
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,                                                            

(12.24) 

აქ,   არიან   , ხოლო  

სიდიდეს ჰამილტონიანი ეწოდება. როგორც ვიცით, 

,                                                                              

(12.25) 

არაცხადი ფუნქციის შესახებ თეორემის თანახმად, (12.25) 

ფუნქციას აქვს შექცეული ფუნქცია, რომელიც საშუალებას გვაძლევს  

  გამოვსახოთ  ცვლადის საშუალებით, თუ, . 

განვიხილოთ მაგალითი, თუ  როგორ უნდა გადავიდეთ 

ლაგრანჟის ფორმალიზმიდან, ჰამილტონის ფორმალიზმზე: 

განვიხილოთ ლაგრანჟიანი 

.                                                               

(12.26) 

ვიპოვოთ შესაბამისი იმპულსები 

                                                                                          

(12.27) 

შებრუნებული გარდაქმნა გვაძლევს 

.                                                                                                        

(12.28)   

მაშასადამე, შესაბამის ჰამილტონიანს ექნება სახე 

.               
                                                                                                                                    

(12.29) 
 

12.5. ჰამილტონის განტოლება 

ლაგრანჟის განტოლებები, მიიღებოდა სისტემის ლაგრანჟიანზე 

ჰამილტონის პრინციპის გამოყენებით. ეხლა ცხადია, რომ ჩვენ გვინდა 

მოძრაობის განტოლებები გამოვიყვანოთ ჰამილტონის ფორმალიზმის 

ფარგლებში. (12.24) ფორმულიდან გამომდინარე, ვიპოვოთ 

ჰამილტონის ფუნქციის სრული დიფერენციალი 
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.                                 

(12.30) 

მარჯვენა მხარეში, პირველი და მესამე წევრი ერთმანეთს  

აბათილებენ, რადგან  . ამას გარდა  , რაც იმას ნიშნავს, 

რომ (12.30) მიიღებს სახეს 

.                                                                 

(12.31) 

მაგრამ, რადგან  

,                                                 

(12.32)  

ცხადია, რომ (12.31),(12.32) განტოლებებიდან, შეგვიძლია 

ჩავწეროთ ჰამილტონის კანონიკური განტოლებები    

,      .                                                                                

(12.33) 

ამას გარდა, თუ, სისტემის ლაგრანჟიანი და ჰამილტონიანი 

ცხადადაა დამოკიდებული დროზე, გვექნება დამატებით თანადობა 

.                                                                                                    

(12.34) 

P.S. ჰამილტონის კანონიკური (12.33) განტოლებათა სისტემა 

შედგება 2n პირველი რიგის განტოლებისაგან, მაშინ როცა შესაბამისი 

ლაგრანჟის განტოლებათა სისტემა შედგებოდა n ცალი მეორე რიგის 

განტოლებისაგან. 

ჰამილტონის (12.33) განტოლებებს, გააჩნიათ რიგი საინტერესო 

თვისებებისა. ჩვენ ჯერ-ჯერობით განვიხილავთ ისეთ 

ჰამილტონიანებს, რომლებიც დროზე არა არიან ცხადად 

დამოკიდებული. ამ სისტემის კანონიკური ცვლადები  და , 

რომელთა სერთო რაოდენობაა  2n, ქმნიან ფაზურ სივრცეს. დროის 

განმავლობაში  და  ცვლადები 2n განზომილებიან ფაზურ 

სივრცეში, შემოწერენ გარკვეულ არეს. ისმის კითხვა, თუ  როგორია ეს 

არე და რა ზოგადი თვისებები შეიძლება ქონდეს მას.  

ადვილი შესამჩნევია, რომ (12.33) განტოლებებიდან მიიღება 

ლიუვილის ცნობილი ფორმულა „უკუმშვადი სითხეებისათვის“, 

ამჯერად, სითხის როლს, თამაშობს ფაზური სივრცის ნაკადის 

„ნაწილაკი“ 
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.                                                                                         

(12.35) 

P.S. ასე, რომ ჰამილტონური სისტემის ფაზური ნაკადის ელემენტის 

მოცულობა არ იცვლება, თუმცა, დეფორმირდება გადაადგილებისას. 

ჰამილტონის განტოლებები, იმდენად სიმეტრიულია  და  

ცვლადების მიმართ, რომ ზოგჯერ მათ თვლიან თანაბარი 

უფლებისმქონე დამოუკიდებელ ცვლადებად და განიხილავენ ახალ 

ცვლადს, 2n კომპონენტით . ეს, საშუალებას 

იძლევა ახალი ჰამილტონიანისათვის , ჰამილტონის 

განტოლება ჩაიწეროს მოკლედ 

,                                                                                              

(12.36) 

სადაც    სიმპლექტიკური მატრიცაა ზომებით  

.                                                                                                      

(12.37) 

 - ერთეულოვანი მატრიცაა. 

 

12.6. პუასონის ფრჩხილები 

 

ჰამილტონის განტოლებების ინტეგრებადობის ამოცანა, ერთ-

ერთი ყველაზე მნიშვნელოვანი საკითხია. თუ, სისტემის 

თავისუფლების ხარისხია ერთი და მაშასადამე, აღიწერება ორი 

კანონიკური ცვლადით , მაშინ ის ინტეგრებადია. ასეთი 

შემთხვევები, ჩვენ უკვე განვიხილეთ კურსის მეორე ნაწილში. 

თავისუფლების ხარისხის რიცხვის მიუხედავად, სისტემის 

ამოხსნისას, ყველაზე მნიშვნელოვანია ინტეგრალების პოვნის 

პროცედურა. ჰამილტონის მიდგომას, მივყავართ, დინამიკური 

ცვლადების დროზე დამოკიდებულების, მოხდენილად პოვნამდე.  

განვიხილოთ რაიმე ფუნქცია , ვიპოვოთ მისი სრული 

წარმოებული დროით 

, 

                                                                                                               

(12,38) 
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სადაც  - პუასონის ფრჩხილებია  და  ფუნქციებისათვის. 

მჭიდრო კავშირი არსებობს კლასიკური მექანიკის პუასონის 

ფრჩხილებსა და კვანტური მექანიკის კომუტატორის ცნებებს შორის. 

მართლაც, პუასონის ფრჩხილები შეგვიძლია ჩავწეროთ ნებისმიერი 

ორი ფუნქციისათვის 

.                                                                         

(12.39) 

თუ, რომელიმე დინამიკური ცვლადი არაა დამოკიდებული 

დროზე, ანუ,  მაშინ მისი პუასონის ფრჩხილები ნულის 

ტოლია და მაშასადამე, ის მუდმივი სიდიდეა, რაც ნათლად ჩანს (12.38) 

ფორმულიდან. ცხადია, რომ დროზე დამოუკიდებელი 

სისტემებისათვის, სისტემის ენერგია   მუდმივი სიდიდეა, 

რადგან ჰამილტონიანის თავის თავთან პუასონის ფრჩხილები, ნულის 

ტოლია. 

პუასონის ფრჩხილების განსაზღვრებიდან გამომდინარე, 

ნებისმიერი სამი ფუნქციისათვის, შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ რიგი 

თვისებებისა 

;                                                                                          

(12.40) 

;                                                                        

(12.41)  

;                                                                        

(12.42) 

.                                                    

(12.43) 

პუასონის ფრჩხილების (12.43) თვისებას იაკობის იგივეობას 

უწოდებენ. ეს თვისებები, ნათელყოფს, რომ პუასონის ფრჩხილები 

შეესაბამება ლის ალგებრის სტრუქტურას.  

თუ,  მოძრაობის ინვარიანტული ფუნქციებია, მაშინ მათი 

პუასონის ფრჩხილებიც მუდმივი იქნება მოძრაობის მიმართ. 

მართლაც, თუ, განვიხილავთ პუასონის ფრჩხილების (12.43) თვისებას, 

მაშინ იქიდან რომ   ინვარიანტებია, გამოდის რომ 

 , მაგრამ მაშინ 

 იაკობის იგივეობიდან მივიღებთ, 

რომ , რაც იმას ნიშნავს, რომ  აგრეთვე ინვარიანტია. 

ეს იმას ნიშნავს, რომ ორი ნაპოვნი ინტეგრალის პუასონის ფრჩხილები 
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ისევ სისტემის ინტეგრალი იქნება. თუმცა, ინტეგრალების ასეთი 

მეთოდით ძებნა, არაა ეფექტური. 

საზოგადოდ,   პირველი რიგის განტოლებათა სისტემის 

ბოლომდე ანალიზურად ამოსახსნელად, საჭიროა  ინტეგრალის 

პოვნა. მაგრამ ჰამილტონური სისტემების სიმპლექტიკური 

სტრუქტურის გამო  პირველი რიგის ჰამილტონური 

სისტემებისათვის საკმარისია  ინტეგრალის პოვნა.                                                                                                                                                                                                                                                                                             

 

 

 

12.7. ჰამილტონ-იაკობის განტოლებები 

ჰამილტონური სისტემების ამოსახსნელად ეძებენ კანონიკურ 

გარდაქმნებს, ანუ ისეთ გარდაქმნებს, რომლებიც სისტემას ისე 

გაამარტივებს, რომ შევძლებთ მის ინტეგრებას. თუ, კანონიკური 

გარდაქმნა არაა დამოკიდებული დროზე, მაშინ ძველი 

ჰამილტონიანიდან ახალზე გადასვლა, ხორციელდება უბრალოდ 

ცვლადთა გარდაქმნით  

.                                                                

(12.44) 

თუ, გამოვიყენებთ გარდაქმნის ფორმულებს 

,                                                       

(12.45) 

,                                                      

(12.46)  

სადაც    არიან ახალი კოორდინატები, შეუღლებულები   ძველ 

იმპულსებთან. შესაბამისად, (12.44) განტოლებიდან მივიღებთ 

.                              

(12.47)  

ამ განტოლების მარჯვენა ნაწილს, უნდა ვუყუროთ, როგორც 

მუდმივ სიდიდეს, ჰამილტონიანის მნიშვნელობას.  ამ, პირველი რიგის 

კერძოწარ-მოებულიან განტოლებაში, უცნობია    სიდიდე, ხოლო   

 დამოუკიდებელი ცვლადებია.   ამ განტოლებას ეძახიან 

სტაციონარულ ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას.  

ასეთი განტოლების ზოგადი ამონახსნი შეიცავს  ნებისმიერ 

მუდმივს, რომელთა როლშიც შეგვიძლია განვიხილოთ  სიდიდეები. 

ჰამილტონ-იაკობის განტოლების ამოხსნა, ექვივალენტურია 
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შესაბამისი ჰამილტონის განტოლებათა სისტემის ამოხსნისა. 

სეპარაბელური სისტემების გარდა, ასეთი განტოლებების ამოხსნა 

საკმაოდ რთულია, თუმცა, თუ, გავითვალისწინებთ (12.45) 

ფორმულებს, დაფიქსირებული   სიდიდეების შემთხვევაში, 

შეგვიძლია, საზოგადოდ შევხედოთ ამონახსნის სტრუქტურას. 

მართლაც 

,                                                                      

(12.48) 

ასე, რომ თუ (12.48) ტოლობას ვაინტეგრებთ ფაზური 

ტრაექტორიის გასწვრივ, მივიღებთ წირით ინტეგრალს 

.                                                                                      

(12.49) 

                                                                 

12.8. ლეჟანდრის გარდაქმნების გეომეტრია 

ლაგრანჟის  ცვლადებიდან, ჰამილტონის  

ცვლადებზე გადასვლა, ხორციელდება ლეჟანდრის გარდაქმნით. 

ამიტომ, საინტერესოა თვით ამ გარდაქმნის გეომეტრიული აზრი და 

სტრუქტურა. 

მრუდი წირი შეიძლება აღვწეროთ, როგორც წერტილების 

ერთობლიობით, ასევე,  მხები სიბრტყეების ერთობლიობითაც. 

ლეჯანდრის გარდაქმნა კი კავშირს ამყარებს ამ ორ წარმოდგენას 

შორის. ამ საკითხში, გავყვეთ ვ.არნოლდის გადმოცემის ფორმას, 

ვინაიდან ის საუკეთესოა მეთოდური თვალსაზრისით.  

განვიხილოთ  ფუნქცია. დავუშვათ, რომ ის ამოზნექილია 

ან ჩაზნექილი. ამ ფუნქციის ლეჟანდრის გარდაქმნა, გვაძლევს სხვა g(s) 

ფუნქციას ნახ.12.1 
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ნახ.12.1.а)  ფუნქცია და მასთან დაკავშირებული მხებები; 

б)ლეჟანდრის გარდაქმნის აგება g(s) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ g(s) წარმოადგენს უდიდეს მანძილს 

ვერტიკალის გასწვრივ  ფუნქციის გრაფიკსა და  წრფეს 

შორის, ანუ, 

.                                                                         

(12.50)  

რადგან     წერტილი განისაზღვრება მაქსიმუმის პირობებიდან, 

.                                                                                           

(12.51) 

ასე, რომ ახალი  ცვლადი წარმოადგენს,  ფუნქციის მხების 

დახრის კუთხეს  .  

განვიხილოთ, მექანიკური ინტერპრეტაცია. ვთქვათ, გვაქვს 

ჰამილტონიანი  ზემოთმოყვანილი ალგორითმით მივიღებთ, 

რომ ახალ  ფუნქციას აქვს სახე 

.                                                                                      

(12.52) 

ამ შემთხვევაში, ახალი ცვლადი , ასე, რომ ლეჟანდრის 

გარდაქმნა ამ შემთხვევაში, შეგვიძლია გადავწეროთ ფორმით 

.                                                                                     

(12.53) 

ეს მაგალითი არის, ჩვენს მიერ უკვე განხილული ფორმულების 

(12.24) ნათელი ილუსტრაცია 

 ;                                                          

(12.54) 

         .                                                           

(12.55) 

 

12.9. კლასიკური მექანიკის გეომეტრია 

ტენზორულ ალგებრაში a

 ვექტორის კომპონენტების აღსაწერად 

გამოიყენებენ სიმბოლურ აღნიშვნებს  

 ia  და 
ia ;                                                 

(12.56)  

თუ, ინდექსები ჩაწერილია ზემოთ 
ia , მაშინ ის მიუთითებს 

კონტრავარიანტულ კომპონენტებზე, ხოლო თუ, ia - ქვემოთ, მაშინ 

კოვარიანტულ კომპონენტებზე. 
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ერთგანზომილებიან ტენზორს ვექტორს უწოდებენ. განვიხილოთ 

ვექტორის კონტრავარიანტული და კოვარიანტული კომპონენტების 

ცნებები. 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს ერთი  i  მრუდწირულ კოორდინატთა 

სისტემიდან, მეორე 
ix  კოორდინატთა სისტემაზე გადასვლის 

ფორმულები 

                                
nax. 12.2. 

i  და 
ix  მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემები 















),,(

),,(

),,(

32133

32122

32111







xx

xx

xx

.                                                

(12.57) 

ეს სამი ფორმულა სიმბოლური აღნიშვნებით ჩაიწერება ერთ 

სტრიქონში 
),,( 321 ii xx                                                     

(12.58) 

ჩავთვალოთ, რომ (12.58) გარდაქმნები არიან ჰომეომორფული P 

წერტილის მიდამოში. მაშინ, ცხადია რომ გარდაქმნის იაკობიანი ამ 

წერტილში განსხვავდება ნულისაგან, ანუ 

i

ix
J




  ,       0det J .                                            

(12.59)  

ამ შემთხვევაში, არაცხადი ფუნქციის შესახებ თეორემის ძალით, 

(12.58) 
i  კოორდინატების მიმართ 

),,( 321 xxxii   .                                                

(2.60) 

O 

3
 2

 
1  

O 

3x  2x
 

1x
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დავადგინოთ, თუ როგორ გარდაიქმნებიან შესაბამისი 

კოორდინატების დიფერენციალები ლოკალურად. (12.58) 

ფორმულებიდან ადვილად მივიღებთ, რომ      

      3

3

2

21

1

1









d

x
d

x
d

x
dx

iii
i














 .                               

(12.61) 

სიმბოლური აღნიშვნებით (12.61) გადაიწერება მოკლედ           

j

j

i
i d

x
dx 




 .                                                   

(12.62) 

ამ ფორმულაში გამოყენებულია აინშტაინის შეთანხმება შეჯამების 

შესახებ. ე.ი. როცა რომელიმე ჩანაწერის ერთ წევრში, ორჯერ 

მეორდება რომელიმე ინდექსი, მაშინ იგულისხმება რომ ამ ინდექსით 

ხდება შეჯამება. 

 განსაზღვრება: იმ ინდექსს, რომლითაც ხდება შეჯამება ყრუ 

ინდექსი ეწოდება. იმ ინდექსს, რომელიც ერთწევრში გვხვდება 

ერთხელ, თავისუფალი ინდექსი ქვია. 

 განსაზღვრება: ტენზორის თითოეულ წევრში, თავისუფალ 

ინდექსთა რაოდენობას, ტენზორის რანგი ეწოდება. 

 მაგალითად, ვექტორი-პირველი რანგის ტენზორია; სკალარული 

ფუნქცია - ნულ რანგის ტენზორია . . . 

განსაზღვრება: P-წერტილში განსაზღვრულ 
ia  სიდიდეებს 

ეწოდებათ პირველი რანგის ტენზორის კონტრავარიანტული 

კომპონენტები, თუ, კოორდინატთა სისტემის შეცვლისას, ისინი 

გარდაიქმნებიან, ისევე, როგორც გარდაქმნის ფორმულების 

დიფერენციალები (12.62). ანუ,  

 
j

j

i
i a

x
a




 .                                                                                      

(12.63)                                                            

იმისათვის, რომ გავარკვიოთ ვექტორის კონტრავარიანტული 

კომპონენტების გეომეტრიული შინაარსი, ავაგოთ მრუდწირული 

კოორდინატთა სისტემა P-წერტილში ნახ.12.3, სადაც მოდებულია ეს 

ვექტორი 
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ნახ.12.3.  a


 ვექტორის კონტრავარიანტული კომპონენტების 

გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

გავავლოთ მრუდწირული 
ix  ღერძების მხებები P წერტილში. 

მაშინ a


 ვექტორის კონტრავარიანტული კომპონენტები წარმოადგენენ 

მის ორთოგონალურ პროექციებს შესაბამისი მრუდწირული ღერძების 

მხებების მიმართულებებზე, რომლებიც გავლებულია P წერტილში. 

განვიხილოთ ოპერატორი 

,                                                                                            

(12.64) 

ახალ  კოორდინატებზე გადასვლას მივყავართ ფორმულამდე 

,                                                       

(12.65) 

სადაც   

    ,                                                                                       

(12.66) 

როგორც ვხედავთ,    კომპონენტები გარდაიქმნებიან როგორც 

კონტრავარიანტული ტენზორის კომპონენტები.   

ეხლა განვიხილოთ პირველი რანგის ტენზორის კოვარიანტული 

კომპონენტები. ამისათვის, დაგვჭირდება   ფუნქციის გრადიენტის 

გარდაქმნის ფორმულების შესწავლა. თუ მოცემული გვაქვს 

),,( 321 xxx   სკალარული ფუნქცია, მაშინ მისი გრადიენტი 

სიმბოლური აღნიშვნებით ჩაიწერება შემდეგნაირად jx


. ცხადია რომ                                                                   



134 

 

i

j

ji

x

x 




















.                                             

(12.67) 

 განსაზღვრება: P წერტილში განსაზღვრულ ia  სიდიდეებს 

ეწოდებათ პირველი რანგის ტენზორის კოვარიანტული 

კომპონენტები, თუ კოორდინატთა მრუდწირული ღერძების 

გარდაქმნისას, ისინი გარდაიქმნებიან, როგორც სკალარული ფუნქციის 

გრადიენტის კომპონენტები 

ji

j

i a
x

a



 .                                                   

(12.68) 

როგორც ვნახეთ, განზოგადებული იმპულსები ქმედების 

გრადიენტებს წარმოადგენენ, ამიტომ ცხადია, რომ განზოგადებული 

იმპულსები კოვარიანტულ ვექტორს წარმოადგენენ.  

P.S. ოპერატორი (12.64) წარმოადგენს მხები ვექტორის მაგალითს. 

მოცემულ  წერტილში, რომელიმე სკალარულ ) 

ფუნქციაზე ამ ოპერატორის მოქმედების შედეგია მოცემული 

ფუნქციის ზედაპირის მხები მოცემულ წერტილში 

.                                                                                          

(12.69) 

განვიხილოთ ეხლა, რაიმე წირი , რომელიც 

პარამეტრიზებულია  ცვლადით, ისე, რომ გადის მოცემულ  

წერტილზე, როცა  თუ, , ფუნქციის 

კოორდინატული წარმოდგენაა , მაშინ ნებისმიერი სიდიდის 

წარმოებული  -ის გასწვრივ, მოცემულ  წერტილში 

განისაზღვრება მხები ვექტორით 

 ,                                                                   

(12.70) 

სადაც  

.                                                                                                

(12.71)  

ცხადია, რომ თუ   მოცემული  სისტემის ტრაექტორიაა, 

სადაც    დროა, მაშინ  სხვა არაფერია, თუ არა  სიჩქარის 

კომპონენტები. აქედან გამომდინარეობს სიჩქარის ვექტორის 

კონტრავარიანტულობა.       
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მოცემულ  წერტილზე შეიძლება გაიაროს მრავალმა 

სხვადასხვა ტრაექტორიამ და ყოველივე მათგანს შეესაბამება თავისი 

მხები ვექტორი. ამ ვექტორების ერთობლიობა მოცემულ წერტილში 

ქმნის ვექტორულ სივრცეს, რომელსაც მხები სივრცე ეწოდება. ამ 

სივრცეს აღნიშნავენ სიმბოლურად  , სადაც  მრავალსახეობაა, 

ანუ სისტემის მიერ დაკავებული  განზომილებიანი სივრცე. მხები 

განფენის სივრცე აერთიანებს ყველა მხებ სივრცეს, მრავალსახეობის 

ყველა წერტილისათვის და მას აღნიშნავენ როგორც . 

P.S. 1. ლაგრანჟის ფორმალიზმში, სისტემის მდგომარეობა 

ხასიათდება განზოგადებული  კოორდინატებითა და   

სიჩქარეებით. ამ დროს ნებისმიერ  წერტილში, დროის ნებისმიერ  

მომენტში გვაქვს მხები ვექტორი 

.                                                                                  

(12.72) 

ასე, რომ სისტემის მდგომარეობა შეიძლება დავახასიათოთ 

წერტილის მეშვეობით მხები განფენის სივრცეში. ლაგრანჟიანი კი 

შეიძლება განვიხილოთ, როგორც მხები განფენის სივრცის გადასახვა 

ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე, ანუ,  . 

2. ჰამილტონურ ფორმალიზმში მოძრაობა აღიწერება 

განზოგადებული  კოორდინატებითა და მათი შეუღლებული  

იმპულსებით. შესაბამისი ფაზური სივრცე წარმოადგენს 

სიმპლექტიკურ სივრცეს და ხასიათდება რიგი  თვისებებით. 

ჰამილტონური სისტემების განსაკუთრებული თვისებაა, ფაზური 

მოცულობის შენარჩუნება ჰამილტონური ნაკადის ზემოქმედებისას. 

 

 

     ამოცანები და სავარჯიშოები 

1.ლაგრანჟის ფორმალიზმი და ლაგრანჟის განტოლების გამოყვანა; 

2.ჰამილტონის ფორმალიზმი და ჰამილტონის განტოლებების 

გამოყვანა; 

3.პუასონის ფრჩხილების თვისებები; 

4.ლაგრანჟიანისა და ჰამილტონიანის გეომეტრიული შინაარსი; 

5.ლეჟანდრის გარდაქმნის გეომეტრიული აზრი. 

      

გამოყენებული ლიტერატურა 
1. Ландау Л.Д.,Лифшиц Е.М. Теоретическая физика, т.I, механика, 

Москва 1988 
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2. Киттель Ч., Найт У., Рудерман М. Берклиевски курс физики, т.I, 

механика, пер. с англ. Москва 1975 

3. Дяконов В. Mathcad 2001. Учебный курс, численные и символьные 

вычисления, Санкт-Петербург, 2001 

4. Синч Дж.л. Классическая механика. пер. с англ. Москва 1963 

5. Сихарулидзе Ю.Г. Балистика летательных аппаратов, Москва 1982 

6. Арнольд В.И. Математические методы классической механики, 

Москва, 2000 

7. Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической 

механики,т.1,т.2,уч. пос., Москва, 1984 

8. Олховский И.И. Курс Теоретическая механики для физиков, изд 

МГУ, 1974 

9. Олховский И.И. Павленко Ю.Г., Кузменков Л.С. Задачи по 

теоретической механике для физиков. изд МГУ, 1977 

10. Козел С.М., Рашба Э.И. Славатинский С.А. Сборник задач по 

физике, задачи МФТИ, Москва 1978 

11. Коткин Г.Л. Сербо В.Г. Сборник задач по классической механике, 

Москва 1977 

12. Кронин Г.Л. Гринберг Д, Телегди В. Сборник задач по физике с 

решениями. пер. с англ. Москва 1975 
13. obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

14. Табор М. Хаос и интегрируемость в нелинейной динамике, пер.с 

англ., Мир, Москва,1988 

15. Косевич А.М.,Ковалёв А.С. Введение в нелинейную физическую 

механику,Наукова думка, Киев, 1989 

16. Яковенко Г.Н.Лекции по теоретической механике устойчивость, 

колебания, гамильтонова механика, Москва, 2003   

(www.study.com.ru) 

17. Берже П.,Помо И.,Видаль К. Порядок в хаосе о детерминистском 

подходе к турбулентности, Пер. с франц. под ред. Данилова 

Ю.А.,Мир, Москва, 1991 

18. Алешкевич В.А., Деденко Л.Г.,КараваевВ.А. Колебания и волны, 

учеб.  пос., МГУ, Москва, 2001 
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თავი 13. შეშფოთებათა თეორია და ჰამილტონური სისტემები 

ბოლომდე ინტეგრებადი ჰამილტონური სისტემები, გამონაკლისს 

წარმოადგენს. მიუხედავად ამისა, ისინი დიდ როლს თამაშობენ, 

არაინტეგრებადი ჰამილტონური სისტემების სტრუქტურული 

თავისებურებების შესწავლის საქმეში. ეს ხდება იმიტომ, რომ ზოგჯერ 

ხელსაყრელია არაინტეგრებადი ჰამილტონური სისტემის წარმოდგენა, 

ინტეგრებადი  და მცირე   შეშფოთების ჯამის სახით, 

,                                                                

(13.1) 

სადაც . ესაა შეშფოთებათა თეორიის იდეა და დიდი 

გამოყენება აქვს მზის სისტემის პლანეტების მოძრაობის დინამიკის 

შესწავლის საქმეში. თუ, შევისწავლით ორი სხეულის ამოცანას, 

მაგალითად, დედამიწის მოძრაობას მზის გარშემო, ეს ამოცანა იხსნება 

ბოლომდე და მივიღებთ, რომ დედამიწა მოძრაობს მზის გარშემო 

კეპლერის ელიფსურ ტრაექტორიებზე, მაგრამ მის მოძრაობაზე მცირე 

შეშფოთების სახით, გავლენას ახდენს იუპიტერი, რომლის 

ზემოქმედებაც მცირე შეშფოთების სახით ემატება ორი სხეულის 

პრობლემის ამონახსნს. ასეთი, თითქოს მარტივი ამოცანაც კი, არაა 

დღემდე ამოხსნილი ბოლომდე. რადგან აქ მიიღება სუსტად კრებადი 

მწკრივები და მათი კრებადობის დაცქარება დიდ სიძნელეებს აწყდება.  

მიუხედავად ამისა, შეშფოთებათა თეორია საჭიროებს შესწავლას, 

თუნდაც იმიტომ რომ გავერკვეთ, სამი სხეულის პრობლემაში 

არსებულ სირთულეებში. 
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შეშფოთებათა თეორიის ძირითადი იდეაა, ამონახსნის 

წარმოდგენა სახით, სადაც  

.                             

(13.2) 

 - ინტეგრებადი სისტემის ზუსტი ამონახსნია. ხოლო 

დანარჩენი   მიახლოებების პოვნა წარმოებს 

რეკურენტული ფორმულე-ბით. აქ არის იმის მოლოდინი, რომ როცა 

 (13.2) ამონახსნი მიისწრაფის ზუსტი    ამონახსნისაკენ, 

თანაც დამატებითი წევრები დააზუსტებენ შეშფოთებულ 

ამონახსნამდე. თუმცა, ამის იმედია ვერ გვექნება დროის დიდ 

შუალედების შემთხვევაში. ასე, რომ ნებისმიერი ამოცანის ამონახსნის 

(13.2) წარმოდგენისათვის, დგება მისი ფიზიკური კრებადობის 

საკითხი. 

 

13.1. შეშფოთებათა რეგულარული მწკრივები 

განვიხილოთ უბრალო კვადრატული განტოლება 

.                                                                                 

(13.3) 

ნულოვან მიახლოებაში, გვაქვს „ინტეგრებადი“ შემთხვევის 

ანალოგი განტოლება 

,                                                                                                    

(13.4) 

მისი ამონახსნებია    და . ეხლა შევეცადოთ 

შეშფოთებული (13.3) ამოცანის ამონახსნის წარმოდგენა მწკრივის 

სახით 

,                                                              

(13.5) 

სადაც    „ ინტეგრებადი“  განტოლების ერთ-ერთი ამონახსნია.    

თუ, ჩავსვამთ (13.5) წარმოდგენას (13.3) განტოლებაში და 

გავუტოლებთ კოეფიციენტებს  ცვლადის ერთნაირ ხარისხებთან, 

მაშინ მივიღებთ  სიზუსტის ფარგლებში განტოლებებს, გაშლის 

კოეფიციენტებისათვის 

                                                                            

(13.6) 

 ;                                                               

(13.7)  
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  .                                                           

(13.8) 

ამ განტოლებების მიმდევრობით ამოხსნა გვაძლევს საშუალებას 

წარმოვადგინოთ (13.3) განტოლების ამონახსნები შესაბამისი (13.5) 

მწკრივებით 

,                                                                             

(13.9) 

.                                                                 

(13.10) 

ეს არის შეშფოთებათა რეგულარული მწკრივი. ადვილი 

შესამჩნევია, რომ როცა , (13.9),(13.10) მიახლოებები მიისწრაფიან 

შესაბამისი „ინტეგრებადი“  განტოლების ზუსტი ამონახსნებისაკენ.  

 

13.2. შეშფოთებათა სინგულარული მწკრივები 

ეხლა განვიხილოთ სინგულარული განტოლება 

.                                                                                         

(13.11) 

ეს ამოცანა არაა რეგულარული, რადგან ზღვარში როცა  

განტოლებას აქვს ერთი ამონახსნი, მაშინ როცა შეშფოთებულ (13.11) 

ამოცანას აქვს ორი ამონახსნი. ასეთ ამოცანებს, შეშფოთებათა თეორიის 

სინგულარული  ამოცანები ეწოდებათ. ასეთ შემთხვევაში ამოცანის 

ყველა ამონახსნი შეიძლება ვერ წარმოდგეს ხარისხოვანი (13.5) 

მწკრივის სახით. 

ამ განტოლების არაშეშფოთებული ნაწილის  ამონახსნია 

. ამ ამონახსნის პოვნა ადვილად შეგვიძლია (13.5) მწკრივის 

სახით, რადგან ეს რეგულარული ნაწილის ფესვია. მისი ჩასმა (13.11) 

განტოლებაში, საშუალებას მოგვცემს ვიპოვოთ წარმოდგენა 

.                                                                         

(13.12)  

ამოცანის სინგულარული ნაწილი დაკავშირებულია მეორე 

ფესვთან, რომელიც უსასრულობისაკენ მიისწრაფის, როცა . ეს 

იმას ნიშნავს, რომ . ეს იმაზე მიუთითებს, რომ 

მიზანშეწონილია ცვლადთა გარდაქმნა ფორმულით , თუ 

გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ როცა , განტოლებაში (13.11) 

წევრებმა  და  ერთმანეთი უნდა დააბალანსონ უსასრულობისაკენ 

სწრაფვის სიჩქარის თვალსაზრისით,ანუ,  და  ერთნაირი 

სისწრაფით უნდა მიისწრაფოდენ უსასრულობისაკენ, როცა . ეს 
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კი იმას ნიშნავს, რომ , ანუ, ერთადერთი მისაღები 

ცვლადთა გარდაქმნაა . მაშინ (13.11) განტოლება გარდაიქმნება 

განტოლებად 

.                                                                               

(13.13) 

ეხლა უკვე მივიღეთ რეგულარული ამოცანა და მისი წარმოდგენა 

შეგვიძლია სტანდარტული ხარისხოვანი მწკრივებით 

,                                                                       

(13.14) 

.                                                             

(13.15) 

თუ, გამოვიყენებთ უკუ გარდაქმნას (13.13), მივიღებთ საწყისი 

სინგულარული ამოცანის ამონახსნების წარმოდგენებს 

,                                                                         

(13.16) 

.                                                               

(13.17) 

 

13.3.რეგულარული შეშფოთებათა მწკრივები დიფერენციალური 

განტოლებებისათვის 

     

განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება 

                                                                              
(13.18)  

და საწყისი პირობები                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

    .                                                                                                 

(13.19) 

თუ, გამოვიყენებთ ამონახსნის (13.5) წარმოდგენას, ჩავსვამთ 

(13.18) განტოლებაში და გავუტოლებთ კოეფიციენტებს  ცვლადის 

ერთნაირ ხარისხებთან, მივიღებთ სისტემას 

 ,                                                                                       

(13.20) 

  ,                                                                             

(13.21)   

.                                                                         

(13.22) 
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ამოცანის ინტეგრებადი ნაწილი (13.20), ადვილად ინტეგრდება და 

მივიღებთ 

,                                                                                                

(13.23) 

ამ ამონახსნის ჩასმა (13.21) განტოლებაში გვაძლევს განტოლებას 

,                                                                                            

(13.24) 

განტოლებას, საწყისი პირობით 

.                                                                                                    

(13.25)  

ასეთ, ერტგვაროვან სასაზღვრო პირობებს ვსვამთ ყველა შემდგომი 

მიახლოებისათვის, რათა მთლიანმა შეშფოთებულმა წარმოდგენამ 

დააკმაყოფილოს (13.19) პირობა. (13.24),(13.25) ამოცანის ამოხსნაა 

,                                                                                

(13.26) 

თავის მხრივ, თუ, ამ ამონახსნს ჩავსვამთ (13.22) განტოლებაში, 

მივიღებთ 

.                                                                               

(13.27) 

ასე, რომ  სიზუსტით (13.18),(13.19) ამოცანის ამონახსნს აქვს 

სახე 

.                          

(13.28) 

  

P.S.  აქ მოყვანილი განტოლებების ამოხსნიდან, შეიძლება შეიქმნას 

შთაბეჭდილება, რომ შეშფოთებათა თეორია ყოველთვის წარმატებით 

ხსნის ამოცანებს, მაგრამ სამწუხაროდ ასე არაა. როგორც არაერთმა 

მცდელობებმა აჩვენა, მრავალგანზომილებიანი ჰამილტონური 

სისტემებისათვის, შეშფოთებათა თეორიას შევყავართ პუანკარეს 

„მცირე მნიშვნელების“ ჩიხში და მხოლოდ კოლმოგოროვ-არნოლდ-

მოზერის ეგრეთწოდებულმა KAM თეორიამ შეძლო ამ ჩიხიდან 

ნაწილობრივი გამოსვლა. თუმცა, ეს თეორია გვერდს უქცევს, 

ჰამილტონური სისტემების ამოცანის გლობალური ამოხსნის  ამოცანას 

და კმაყოფილდება კერძო ამოცანებით ფაზური ტრაექტორიების 

ტორზე ყოფაქცევის შესახებ.       
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ამოცანები და სავარჯიშოები 

1.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება: 

; 

2.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება: 

 ; 

3.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება:  

; 

4.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება: 

; 

5.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება: 

. 

      

გამოყენებული ლიტერატურა 
1. Ландау Л.Д.,Лифшиц Е.М. Теоретическая физика, т.I, механика, 

Москва 1988 

2. Киттель Ч., Найт У., Рудерман М. Берклиевски курс физики, т.I, 

механика, пер. с англ. Москва 1975 

3. Дяконов В. Mathcad 2001. Учебный курс, численные и символьные 

вычисления, Санкт-Петербург, 2001 

4. Синч Дж.л. Классическая механика. пер. с англ. Москва 1963 

5. Сихарулидзе Ю.Г. Балистика летательных аппаратов, Москва 1982 

6. Арнольд В.И. Математические методы классической механики, 

Москва, 2000 

7. Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической 

механики,т.1,т.2,уч. пос., Москва, 1984 

8. Олховский И.И. Курс Теоретическая механики для физиков, изд 

МГУ, 1974 

9. Олховский И.И. Павленко Ю.Г., Кузменков Л.С. Задачи по 

теоретической механике для физиков. изд МГУ, 1977 

10. Козел С.М., Рашба Э.И. Славатинский С.А. Сборник задач по 

физике, задачи МФТИ, Москва 1978 

11. Коткин Г.Л. Сербо В.Г. Сборник задач по классической механике, 

Москва 1977 

12. Кронин Г.Л. Гринберг Д, Телегди В. Сборник задач по физике с 

решениями. пер. с англ. Москва 1975 
13. obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2006 
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14. Табор М. Хаос и интегрируемость в нелинейной динамике, пер.с 

англ., Мир, Москва,1988 

15. Косевич А.М.,Ковалёв А.С. Введение в нелинейную физическую 

механику,Наукова думка, Киев, 1989 

16. Яковенко Г.Н.Лекции по теоретической механике устойчивость, 

колебания, гамильтонова механика, Москва, 2003   

(www.study.com.ru) 

17. Берже П.,Помо И.,Видаль К. Порядок в хаосе о детерминистском 

подходе к турбулентности, Пер. с франц. под ред. Данилова 

Ю.А.,Мир, Москва, 1991 

18. Алешкевич В.А., Деденко Л.Г.,КараваевВ.А. Колебания и волны, 

учеб.  пос., МГУ, Москва, 2001 

19. Лихтенберг А.,Либерман М.Регулярная и  стохастическая динамика, 

пер. с англ., Мир, Москва, 1984 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

თავი 14. ქაოსი ჰამილტონურ სისტემებში 

როგორც ვხედავთ, ერთი თავისუფლების ხარისხის მქონე 

ჰამილტონური სისტემები ინტეგრებადია. ორი თავისუფლების 

ხარისხის მქონე სისტემის ფაზური სივრცე, უკვე 

ოთხგანზომილებიანია. თუ, სისტემა ამავე დროს, კონსერვატიულია, 

მაშინ ენერგეტიკული ზედაპირი სამგანზო-მილებიანია. ასეთ 

შემთხვევაშიც კი, სისტემის ქაღალდზე დატანით გამოკვლევა 

რთულია. ამიტომ, მეოცე საუკუნის უდიდესი მატემატიკოსების, 

პუანკარესა და ბირგკოფის შრომებში შემუშავებული იქნა კვეთის 
ზედაპირების მეთოდი. ის, განსაკუთრებით ეფექტურია, ორი 

თავისუფლების ხარისხის მქონე, კონსერვატიული სისტემებისათვის. 

თუმცა, მისი გამოყენება შეიძლება უფრო მაღალი განზომილების 
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სისტემებისთვისაც. კვეთის ზედაპირების მეთოდი, პირველი 

რიცხვითი მეთოდი იყო, რომელიც შემუშავებული იქნა 

არაინტეგრებადი სისტემების გამოსაკვლევად. 

 

14.1. კვეთის ზედაპირების მეთოდი ორი თავისუფლების 

ხარისხის მქონე ჰამილტონური სისტემებისათვის 

განვიხილოთ, ორი თავისუფლების ხარისხის მქონე, 

კონსერვატიული სისტემის ჰამილტონიანი 

.                                                                 

(14.1)  

ამ სისტემის ტრაექტორიების შესწავლის ამოცანა, შეიძლება 

დავიყვა-ნოთ ორგანზომილებიან ამოცანამდე. მოცემულ 

ენერგეტიკულ დონეზე, ვიხილავთ რაიმე კვეთას, მაგალითად . 

ამის შემდეგ რიცხვითი ანალიზის მეშვეობით, მივყვებით რომელიმე 

ტრაექტორიას და ვპოულობთ შესაბამის მნიშვნელობებს  და   

ცვლადებისათვის. თუ,  პოტენციალი შემოფარგლავს 

ტრაექტორიებს, მაშინ აღნიშნულ კვეთში გავლისას, ჩვენ კვლავ 

მივიღებთ  და   ცვლადებისათვის ახალ მნიშვნელობებს და ა.შ. 

ამრიგად, ჩვენ მივიღებთ გადასახვას, რომელიც შედგება  

წერტილებისაგან (ნახ.14.1.) და წარმოადგენს კვეთის ზედაპირს. 

 
ნახ.14.1. კვეთის ზედაპირი აგება 

კვეთის ზედაპირზე მყოფი წერტილი, განსაზღვრავს სისტემის 

მდგომარეობა ნიშნის სიზუსტით, რაც გამომდინარეობს (14.1) 

ფორმულიდან, როცა     და . მართლაც, მაშინ 

.                                                            

(14.2) 
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კვეთის ზედაპირი, როგორც წესი იგება ისე, რომ  სიდიდეს 

ქონდეს განსაზღვრული ნიშანი, მაგალითად . თუ, მოცემული 

ტრაექტორიისათვის საწყის მონაცემებს  კვეთის 

ზედაპირზე აღვნიშნავთ  ასოთი, მაშინ შემდგომი გადაკვეთის 

წერტილები  ადგენენ გადასახვას ფაზურ სიბრტყეში. ამ 

წერტილებმა შეიძლება შეავსონ გლუვი წირი, ან მოგვცენ 

დისკრეტული წერტილების სიმრავლე. ცალკეულ შემთხვევებში კი 

(არაინტეგრებადი), შეიძლება მოხდეს ამ წერტილების ქაოსური 

განლაგება კვეთის ზედაპირზე. თუმცა, მარტო ვიზუალური შედეგით 

ვერ ვიტყვით, რომ საქმე გვაქვს ქაოსთან.  

P.S. იმისათვის, რომ გამოვიკვლიოთ ქაოსურია, თუ, არა 

ტრაექტორია ფაზურ სივრცეში, საჭიროა, დამატებითი გამოკვლევები, 

ლიაპუნოვის მაჩვენებლები იქნება, თუ, ენერგეტიკული სპექტრი. 

 

 

 

14.2. ჰენონ-ჰეილესის ჰამილტონიანი 

განვიხილოთ, ჰენონ-ჰეილესის ჰამილტონიანი 

.                                             

(14.3) 

ეს არის ვარსკვლავის მოძრაობის ჰამილტონიანი, ცილინდრული 

სიმეტრიის მქონე გრავიტაციულ ველში, გლუვი გალაქტიკური 

პოტენციალის პირობებში. პოტენციალურ ფუნქციას აქვს სახე 

.                                                            

(14.4)  

     ეს პოტენციალი გამოსახულია ნახ.14.2. დონის წირები 

აგებულია ენერგიის  მნიშვნელობიდან,   მნიშვნელობამდე. 

 
ნახ.14.2.პოტენციალური ენერგიის დონეები.  გარე დონეს შეესაბამება  

შესაბამის კვეთის ზედაპირებზე, დონის წირების განლაგება, 

პოტენციალური ენერგიის დონეების მიხედვით, მოცემულია ნახ.14.3. 
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ნახ.14.3.ჰენონ-ჰეილესის სისტემის კვეთის ზედაპირები: 

а)  

14.3.ბრტყელი გადასახვები, რომლებიც ინახავენ ფართს 

განვიხილოთ ბრტყელი გადასახვები: 

                                                                                      
(14.5) 

        
                                                                                     

(14.6)  

        ეს გადასახვა შეინარჩუნებს ფართს, თუ, 

.                                                                                               

(14.7) 

თუ,   და  პოლინომებია, მაშინ ამ გადასახვას მთელი 
კრემონული გადასახვა ეწოდება. ამ გადასახვის თვისებები, სწორედ ამ 

ფუნქციების სახეზეა დამოკიდებული. თუ, ისინი შეიძლება ჩავწეროთ 

წრფივი ფუნქციებით, მაგალითად ასე 

                                                                               
(14.8) 

                                                                               
(14.9) 

მაშინ, გადასახვა წარმოადგენს ბრუნვას    კუთხით. მეორე 

მაგალითი, წრფივი გარდაქმნით 

                                                                                             
(14.10) 

                                                                                                     
(14.11)  
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 შეესაბამება პარალელურ გადატანას X ღერძის პარალელურად. 

ჰენონმა მოიფიქრა შეშფოთებული გარდაქმნა 

                                                                

(14.12) 

  
                                                                

(14.13) 

ჰენონის მთავარი შედეგი ის არის, რომ (14.12),(14.13) გარდაქმნა 

წარმოადგენს ორი გარდაქმნის კომპოზიციას. რომელთაგან ერთი 

არაწრფივი(დეფორმაციით) გადატანაა და მეორე - მობრუნება, ე.ი. 

შეგვიძლია ჩავწეროთ 

                                                                                                      
(14.14) 

სადაც 
                                                                                                  

(14.15) 

             
                                                                                      

(14.16) 

არაწრფივი დეფორმაცია-გადატანაა, ხოლო 
                                                                

(14.8) 

 
                                                                

(14.9) 

შესაბამისი გარდაქმნების გეომეტრიული სურათები მოცემულია 

ნახ.14.4. 

 
ნახ.14.4.ელიფსური დისკის გარდაქმნა ჰენონის გარდაქმნათა 

კომპოზიციით 

შესაბამის ფაზურ სიბრტყეში სისტემა იძლევა სურათებს ნახ.14.5, 

ნახ.14.6 
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ნახ.14.5.ჰენონის გარდაქმნის ფაზური სიბრტყე, როცა  

 
ნახ.14.6.არის დაშლა ჰიპერბოლურ წერტილთან 

 

ამშედეგების მიღება მარტივია კომპიუტერის 

გამოყენებით.როგორც ნახ 14.6 გვიჩვენებს სისტემაში, ჰიპერბოლური 

წერტილის მახლობლობაში წარმოიქმნება ქაოსი, რომელიც თანდათან 

ვრცელდება მტელ არეში. 

 

14.4. კავშირი ფართის შემნახველ ასახვებსა და ჰამილტონურ 

სისტემებს შორის 

ჰენონის გადასახვას აქვს, არაინტეგრებადი ჰამილტონიანის ყველა 

თვისება, თუმცა, მისი მიღების წესი ამ ჰამილტონიანიდან არაა 

მარტივი. 

ამიტომ, შევეცადოთ ვუპასუხოთ კითხვაზე: შეგვიძლია, თუ, არა 

ჰამილტონიანიდან მივიღოთ ფართის შემნახველი ასახვები ? 

განვიხილოთ, ერთი თავისუფლების ხარისხის მქონე მარტივი 

ჰამილტონიანი 

,                                                                               

(14.10) 

რომლისთვისაც ჰამილტონური განტოლებები ჩაიწერება 

მარტივად 
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(14.11) 

.                                                                                                     

(14.12) 

ჰამილტონურ (14.11),(14.12) განტოლებებში დროით 

წარმოებულები, შევცვალოთ სასრული სხვაობებით, მაშინ მივიღებთ 

,                                                                                         

(14.13) 

,                                                                            

(14.14)   

თუმცა, ეს გადასახვა არ ინახავს ფართობს, რადგან 

,                                                                                             

(14.15) 

მაგრამ, თუ, ჩვენ (14.14) სხვაობიან სქემაში პოტენციალური 

ფუნქციის წარმოწბულს გამოვითვლით წერტილში   , მაშინ 

მივიღებთ სქემას 

     ,                                                                                    
(14.16)              

     .                                                                    

(14.17)  

რომელიც, უკვე ინახავს ფართს.     

ეხლა, ამოვწეროთ ჰამილტონიანი, რომელსაც შეესაბამება 

(4.16),(4.17) სასრულ-სხვაობიანი სქემა. ამისათვის, (14.10) 

ჰამილტონიანის მაგივრად განვიხილოთ ჰამილტონიანი 

.                                  

(14.18) 

სადაც . ასეთი ტიპის ჰამილტონიანები გამოიყენება 

ტალღგამტარებში გამავალი სიგნალების მოდელირებისათვის. 

თუ, განვიხილავთ ჰამილტონიანს 

,                                  

(4.19) 

მაშინ მივიღებთ დისკრეტულ ასახვას, რომელიც ასევე, 

ინარჩუნებს ფართს                    
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,                                                                                       

(14.20)  

  .                                                                            

(14.21)  

14.5.ტეილორ-ჩირიკოვის სტანდარტული ასახვა 

ყველაზე უფრო მეტად პოპულარულია ასახვა, რომელიც მიიღება, 

თუ (14.21) ფორმულაში, პოტენციალური ენერგიის ფუნქციას ჩავწერთ 

სახით 

 .                                                                          

(14.22) 

მაშინ მივიღებთ მოძრაობის განტოლებებს 

,                                                                                         

(14.23) 

 .                                                                          

(14.24) 

სადაც დავუშვით, რომ . ამასთან, ამ მოდელის განხილვისას, 

თვლიან, რომ ცვლადები იცვლებიან პერიოდით 1, ანუ,  

                                                                             
(14.25) 

ამ ასახვას ტეილორ-ჩირიკოვის სტანდარტულ ასახვას უწოდებენ. 

მისი ტიპიური ფაზური სიბრტყე მოცემულია ნახ.14.7. 

 
ნახ.14.7.ტეილორ-ჩირიკოვის ასახვის ფაზური პორტრეტი, როცა 

k=0.97 

ამ ფაზური პორტრეტიდან, ნათლად ჩანს, თუ, როგორ 

ენაცვლებიან ერთმანეთს რეგულარული და ქაოსური ნაწილები. აქ 

ვხედავთ კუნძულებსაც, რაც იმაზე მიუთითებს, რომ ინვარიანტული 
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წირები ტორები კი არ არიან აქ, არამედ კანტორები (დაკავშირებულია 

კანტორის სიმრავლესთან). 

 

14.6.ლოკალური ქაოსის წარმოქმნის კრიტერიუმი  

(ლიაპუნოვის მაჩვენებლები) 

ჰამილტონურ სისტემებში, ქაოსური მოძრაობის 

დამახასიათებელი თვისებაა, ძლიერი დამოკიდებულება საწყის 

პირობებზე. ქაოსურობის შემთხვევაში, საწყის პირობებში 

ახლოსმდგომი ინტეგრალური წირები, შემდგომში, ექსპონენციალური 

სისწრაფით შორდებიან. თუმცა, ფაზური სივრცის 

შემოფარგლულობის გამო, ისინი უსასრულოდ ვერ დაშორდებიან. 

დაშორების სიჩქარის შესაფასებლად, იყენებენ ლიაპუნოვის 

მაჩვენებლებს.  

მათი გამოყენების არეალი, სცილდება ჰამილტონურ სისტემებს და 

ისინი გამოიყენება საზოგადოდ, ყველა სახის დინამიკური 

სისტემებისათვის. 

  როგორც ვიცით, ატრაქტორები არსებობს სხვადასხვა სახის: 

მდგრადი ფოკუსი, ზღვარითი ციკლი, ტორი და ბოლოს, უცნაური 

ატრაქტორი. ისმის კითხვა: როგორი იქნება კრიტერიუმი, რომელიც 

საშუალებას მოგვცემს განვასხვავოთ ეს ატრაქტორები ერთმანეთისაგან 

? ასეთ კრიტერიუმს გვაძლევს ლიაპუნოვის მაჩვენებლის ცნება, 

რომლის შესწავლასაც ვაპირებთ ამ პარაგრაფში. 

ზოგადობის შეუზღუდავად, განვიხილოთ ავტონომიური 

დინამიკური სისტემა 

.                                                                   (14.26) 

ამ შემთხვევაში, ერთადერთი შესაძლო ატრაქტორი არის, 

მდგრადი უძრავი წერტილი(ერთგანზომილებიანი კვანძი). ხოლო, 

მისი ტრაექტორია, არის ერთი უძრავი წერტილი . იმისათვის, 

რომ დავამტკიცოთ ამ უძრავი წერტილის მდგრადობა, გამოვიყენოთ 

ჩვენს მიერ უკვე შესწავლილი, გაწრფივებული სისტემის მდგრადობის 

ანალიზის მეთოდი. ამისათვის, განვიხილოთ უძავი წერტილის მცირე 

შეშფოთება 

 .                                                                                     

(14.27) 

ჩავსვათ ეს ფუნქცია (14.26) განტოლებაში და მარჯვენა მხარე 

გავშალოთ მწკრივად უძრავი წერტილის მიდამოში. მიღებულ 
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გაშლაში, შევინარჩუნოთ მხოლოდ წრფივი წევრები შეშფოთების 

მიმართ. მაშინ გვექნება განტოლება 

,                                                                                                

(14.28) 

სადაც   - მუდმივი სიდიდეა. ცხადია, რომ (14.28) 

განტოლების ამონახსნს აქვს სახე 

.                                                                                       

(14.29)  

თუ,  მაშინ უძრავი წერტილი მდგრადია. ამ მარტივ 

ამოცანაში   სიდიდის პოვნა, არ წარმოადგენს არავითაე სირთულეს, 

თუმცა სხვა შემთხვევაში, მის საპოვნელად კომპიუტერი 

დაგვჭირდებოდა. თუმცა, იმ რთული შემთხვევებისათვისაც კი 

შეგვიძლია ვიპოვოთ  სიდიდე, საკმაოდ მარტივი ფორმულით 

L= .                                                                                   

(14.30) 

ლიაპუნოვის მაჩვენებლის ცნება, აზოგადებს (14.30) ფორმულას 

ორი მიმართულებით 

1) ტრაექტორიები შეიძლება მოძრაობდნენ 

მრავალგანზომილებიან სივრცეში:  - რადიუს-ვექტორია, 

რომლის ბოლოც  დროის განმავლობაში, მოძრაობს 

ტრაექტორიის გასწვრივ; 

2) სისტემის მდგომარეობის მდგრადობას ვსწავლობთ  

ცნობილი ამონახსნის მახლობლობაში. 

წინა მაგალითის (14.27) ანალოგიურად, განვიხილოთ 

შეშფოთებული ამონახსნი, მხოლოდ, ეხლა უკვე ვექტორული ტოლობა 

გვექნება, რადგან მრავალგანზომილებიან ამოცანას ვიხილავთ 

.                                                                                     

(14.31) 

 - შეშფოთების დინამიკა გვიჩვენებს, თუ, როგორია  

ამონახსნის მეზობელი,   ტრაექტორიის დინამიკა. ის, დროთა 

განმავლობაში შორდება, თუ, უახლოვდება   ტრაექტორიას.    

სიდიდის დინამიკის შესასწავლად, ჩავსვათ (14.31) ტოლობები 

ვექტორულ, არაწრფივ სისტემაში 

,                                                                                           

(14.32) 
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სადაც  ამ სისტემის ამონახსნია. მარჯვენა ნაწილი, გავშალოთ 

მწკრივად  შეშფოთების მიმართ და მოვახდინოთ მისი 

გაწრფივება. მაშინ მივიღებთ განტოლებათა წრფივ სისტემას 

.                                                           

(14.33) 

      თუ, განვაზოგადებთ (14.30) თანადობას, მივიღებთ 

ლიაპუნოვის მაჩვენებლების გამოსათვლელ ფორმულას 

.                                                                       

(14.34) 

ეხლა ჩვენ უკვე შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ კრიტერიუმი, 

სხვადასხვა ტიპის ატრაქტორების განსხვავებისათვის. 

1.ერთგანზომილებიან შემთხვევაში არსებობენ მხოლოდ ისეთი 

მდგრადი, უძრავი წერტილები, რომელთათვისაც ლიაპუნოვის 

მაჩვენებელი უარყოფითია ; 

2.ორგანზომილებიან შემთხვევაში, შესაძლებელია, მხოლოდ ორი 

ტიპის ატრაქტორები: მდგრადი უძრავი წერტილები და ზღვარითი 

ციკლები. 

 თუ, ატრაქტორი მდგრადი, უძრავი წერტილია (ფოკუსი), მაშინ 

ლიაპუნოვის ორივე მაჩვენებელი უარყოფითია .  

თუ, ატრაქტორი ზღვარითი ციკლია, მაშინ მისი 

ტრანსვერსალური შეშფოთების შესაბამისი ლიაპუნოვის მაჩვენებელი 

უარყოფითია, ხოლო ტანგენციალურისა ნულის ტოლი .  თუმცა, 

ასეთივე მნიშვნელობები შეიძლება გვქონდეს „პათოლოგიურ“ 

შემთხვევაშიც, როცა გვაქვს წირი, რომელიც უზღავი წერტილებისაგან 

შედგება; 

3.სამგანზომილებიან შემთხვევაში,  

გვაქვს მდგრადი ფოკუსი, თუ, ლიაპუნოვის მაჩვენებლებია 

; 

მდგრადი ზღვარითი ციკლი, თუ, ; 

მდგრადი ტორი, თუ, ; 

თუ, ლიაპუნოვის რომელიმე მაჩვენებელი დადებითია, შეიძლება 

გვქონდეს სისტემაში ქაოსი. თუ, გვაქვს  მაშინ შეიძლება 

გვქონდეს არამდგრადი ტორი, რომელიც არაა ატრაქტორი. 

თუ, სისტემის ატრაქტორის ლიაპუნოვის მაჩვენებლებია , 

მაშინ ის ითვლება უცნაურ ატრაქტორად. უცნაური ატრაქტორის 

მეზობელი ტრაექტორიები სწრაფად შორდებიან მას. 
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14.7.ჰამილტონური ქაოსი ჰიდროდინამიკურ სისტემებში 

 

ჰიდროდინამიკაში არსებობს ორგვარი მიდგომა. ესაა ეილერის 

მიდგომა და ლაგრანჟის მიდგომა. ეილერის მიდგომის დროს, 

სწავლობენ სითხის მოძრაობას მოცემულ კოორდინატთა სისტემაში და 

სითხის მოძრაობას ახასიათებენ სიჩქარის კომპონენტებით 

,                                                                                          

(14.35) 

,                                                                                           

(14.36) 

w=w .                                                                                            

(14.37)  

 ხოლო, ლაგრანჟის მიდგომის დროს მიყვებიან თითოეული 

ნაწილაკის ტრაექტორიას და სიჩქარეთა ველს წარმოადგენენ 

შემდეგნაირად 

,                                                                                           

(14.38) 

,                                                                                           

(14.39)  

.                                                                                          

(14.40) 

სადაც უნდა გვქონდეს საწყისი პირობებიც 

.                                                                                       

(14.41)  

ორგანზომილებიანი უკუმში სითხისათვის, ადგილი აქვს 

უკუმშობის პირობას 

.                                                                                                

(14.42) 

აქედან გამომდინარე, ცხადია, რომ უნდა არსებობდეს დენის 

ფუნქცია , ისეთი, რომ 

,                                                                                                         

(14.43)  

.                                                                                                     

(14.44) 

ლაგრანჟის მიდგომის ფარგლებში, შეგვიძლია ჩავწეროთ 

მოძრაობის განტოლებები ფორმით 
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,                                                                                                         

(14.45)  

.                                                                                                     

(14.46) 

ამ განტოლებებს, როგორც ვხედავთ, აქვთ ჰამილტონის 

განტოლებების სტრუქტურა, სადაც   ,  ,  . თუ, დენის 

ფუნქცია არაა დამოკიდებული დროზე, მაშინ (14.45),(14.46) სისტემა 

ავტონომიურია და ინტეგრებადი. ხოლო, თუ, გვაქვს დროზე 

დამოკიდებულება, მაშინ სისტემაში შეიძლება გვქონდეს ქაოსი. 

თუმცა, სამგანზომილებიან შემთხვევაში, ქაოსი შეიძლება წარმოიქმნას 

სტაციონარულ შემთხვევაშიც. 

 

  

     ამოცანები და სავარჯიშოები 
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