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naSromi eZRvneba 
sainJinro akademiis namdvili wevris, 

teqnikur mecnierebaTa doqtoris, 
 nodar jiblaZis naTel xsovnas 
 
 

winasityvaoba 

 
SemoTavazebuli wignis “cocxali sistemebis analizis 

meTodebi” - sxvadasxva nawilebs, profesori Tamaz obgaZe, 
wlebis manZilze kiTxulobda vladimiris saxelmwifo 
universitetSi (ruseTi), vitebskis saxelmwifo teqnologiur 
universitetSi (belorusia), moskovis saxelmwifo samTo 
universitetSi (ruseTi), moskovis biznesisa da politikis 
institutSi (ruseTi), moskovis humanitaruli ganaTlebis 
institutSi (ruseTi), moskovis sabuRaltro aRricxvis, 
analizisa da auditis institutis krasnodaris filialSi 
(ruseTi), moskovis saxelmwifo administrirebis institutSi 
(ruseTi), iv. javaxiSvilis saxelobis Tbilisis saxelmwifo 
universitetis soxumis filialSi  da amJamad, kiTxulobs 
saqarTvelos teqnikur universitetSi.   

masalis gadmocemisa da meToduri miTiTebebis mimarT 
midgoma warmoadgens avtoris sxva saswavlo-meToduri 
Sromebis gagrZelebas. damxmare saxelmZRvanelo warmoadgens 
informa-tikisa da marTvis sistemebis fakultetze, amJamad 
moqmedi programebis saganTa mTeli wyebis, rTuli nawilebis 
gaRrmavebul gadmocemas. 

naSromSi farTod gamoiyeneba Mathcad 2013 -is 
gamoyenebiTi programebis paketi. aseve, sxva Sesabamisi 
informaciuli teqnologiebi. damxmare saxelmZRvanelos 
yoveli Tavis bolos, moyvanilia literaturis sia da 
damoukideblad Sesasrulebeli amocanebi.  

unda avRniSnoT, rom saqarTveloSi Catarebuli 
ganaTlebis reformis Sedegad, ise gamartivda maTematikis 
zogadi kursis programa da imdenad Semcirda saaTebis 
raodenoba, rom Cven iZulebuli viyaviT, dagvematebina 
umaRlesi maTematikis rigi sakiTxebis ganxilva, raTa 
Segvemzadebina studentebi ufro rTuli, specialuri 
sakiTxebisaTvis.  
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Sesavali 
 

cocxali sistemebi – TviTorganizebadi da 
TviTwarmoqmnadi gare samyarosTan urTierTqmedi sistemebia, 
romelTac axasiaTebT cocxali organizmebisaTvis 
damaxasiaTebeli Tvisebebi. 

arsebobs azri, rom cocxali adamianebisagan Semdgar 
sistemebs, rogoricaa socialuri da ekonomikuri sistemebi, 
axasiaTebT rigi Tvisebebisa, romlebic analogiuria 
cocxali organizmebisa. es cocxali organizmebia, Tavisi 
ujredebiT, nivTierebaTa cvliT da nervuli sistemiT. masSi, 
TiToeul sazogadoebriv instituts, aqvs Tavisi daniSnuleba 
organizmis sicocxlisunarianobis SenarCunebaSi. magaliTad, 
armia moqmedebs, rogorc organizmis imunuri sistema, raTa 
daicvas qveyana ucxoTa SemoWrisagan, xolo mTavroba 
asrulebs tvinis funqcias, raTa miiRos gadawyvetileba da 
Seasrulos procesebis marTva. es azri, pirvelad gaJRerda 
jer kidev antikur xanaSi, aristoteles mier.  

aseT sistemebSi, procesebi decentralizebulia, winaswar 
ver prognozirdeba da mudmivad icvleba. rTuli 
adaptirebuli moqmedeba xorcieldeba organizmis sxvadasxva 
avtonomiuri komponentebis urTierTqmedebis xarjze. 

yovelive aman migviyvana iqamde, rom cocxali organizmis 
msgavsi sistemebisaTvis 1978 wels Camoyalibda cocxali 
sistemebis zogadi Teoria, romlis avtoric aris jeims 
mileri. 

ekologiaSi ganixileba ekologiuri sistemebi, rogorc 
cocxali sistemebisa da garemo pirobebis erTianoba.  

ekonomikaSi, farTodaa gaSlili muSaoba cocxali 
sistemebis, rogorc TviTorganizebadi Ria sistemebis 
modelebis SemuSavebisa da kvlevisaTvis. am mimarTulebiT 
kvlevebi emyareba j.mileris, m.Jelenis da u.maturanos 
fundamentur Sromebs. 

yvela cocxali organizmisaTvis damaxasiaTebelia rigi 
Tvisebebisa, rac mas ganasxvavebs aracocxali sistemebisagan. 
ganvixiloT cocxali organizmebisaTvis damaxasiaTebeli 
Tvisebebi: 

1. qimiuri Semadgenlobis Tavisebureba. cocxali 
organizmebi agebulia igive qimiuri elementebisagan, 
rac aracocxali, Tumca, maTi raodenobrivi 
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urTierTmimarTeba sxvadasxvanairia. aracocxali 
organizmebi Jangbadis garda Seicaven gogirds, rkinas, 
magniums, alumins da a.S. cocxali organizmebi ki 
ZiriTadad (98%) Seicaven oTx elements – naxSirbadi, 
Jangbadi, azoti da wyalbadi; 

2. nivTierebaTa cvla. yvela cocxali organizmisaTvis 
damaxasiaTebelia garemosTan nivTierebaTa gacvla. 
garemodan STainTqmeba organizmis 
funqcionirebisaTvis saWiro nivTierebebi da 
organizmidan gareT gamoiyofa gadamuSavebuli 
produqtebi. nivTierebaTa cvla, uzrun-velyofs 
organizmis qimiuri da organizaciuli Semadgenlobis 
stabilurobasa da funqcionirebas garemo pirobebis 
cvlis miuxedavad; 

3. TviTwarmoqmna(reproduqcia). cocxali organizmebis 
gamravlebisas, STamomavloba gavs mSoblebs. ase, rom 
reproduqciisas xdeba Tavisi msgavsi organizmebis 
warmoqmna. es procesi xorcieldeba cocxali 
organizmis yvela doneze(ujredebSi, organelebSi, 
mitoxondriebSi, plastidebSi da a.S.). TviTwarmoqmnis 
informacia Zevs dizoqsiribonukleinis mJavis 
nukleotidebis mimdevroba-Si. ase, rom reproduqciis 
unari, cocxali organizmis erT-erTi ZiriTadi 
Tvisebaa, romelic mWidrodaa dakavSirebuli 
memkvidreobiTobasTan. 

4. memkvidreobiToba. mdgomareobs cocxali organizmis 
TvisebaSi, gadasces Tavisi Tvisebebi STamomavlobas. 
es informacia gadaecema dizoqsiribonukleinis 
molekulis saSualebiT. amasTan erTad, garemo 
pirobebis cvlileba iwvevs biologiuri matricis 
cvlilebas, rac saSualebas aZlevs cocxal 
organizms, Seeguos Secvlil garemo pirobebs. ramac 
SeiZleba warmoqmnas sicocxlis axali formebi an sxva 
saxeobis organizmebi; 

5. ganviTareba. esaa materiis zogadi Tviseba. 
ganviTarebis Sedegad, cocxal organizmSi 
warmoiqmneba axali Semadgenloba da struqtura. es 
ganpirobebulia ontogeneziT da istoriuli 
ganviTarebiT, an filogeneziT. ontogenezSi 
TandaTanobiT vlindeba cocxali organizmis 
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individualuri Tvisebebi. ganviTarebis procesSi 
warmoiqmneba individis specifikuri struqturuli 
organizacia, xolo misi masis cvlileba 
ganpirobebulia makromolekulebis, ujredis 
elementaruli struqturebis da TviT ujredebis 
reproduqciiT. filogenezi, anu evolucia cocxali 
bunebis ganviTarebis Seuqcevadi procesia, romlis 
drosac xdeba adaptacia Secvlil garemo pirobebTan 
da Sesabamisad, axali saxeobebis warmoqmna, rac iwvevs 
cxovrebis progresul garTulebas. 

6. gaRizianeba. nebismieri cocxali organizmi 
dakavSirebulia garemosTan, iRebs sakvebs da ganicdis 
zemoqmedebas sxva organizmebisagan. yvela organizms 
gaaCnia gare gamRizianebelze garkveuli tipis reaqcia. 
gaRizianebaze reaqcia, xorcieldeba nervuli sistemis 
meSveobiT da mas, refleqss uwodeben;  

7. diskretuloba. TiToeuli individi izolirebulia 
sxvebisagan sivrceSi. aseve, organizmis TiToeuli 
struqturuli elementi gamoyofilia sxva elemente-
bisagan. organizmis diskretuli struqtura 
saSualebas iZleva Seicvalos daZvelebuli 
elementi(molekula, fermenti, ujredis organoidi, 
ujredi) axliT da ganaxldes organizmi misi 
funqcionirebis Sewyvetis gareSe. aseve, diskretuloba 
saSualebas iZleva bunebaSi moxdes bunebrivi 
gadarCeva;  

8. TviTregulacia(avtoregulacia). esaa cocxali orga-
nizmis Tviseba, miuxedavad garemo pirobebis uwyveti 
cvlilebisa, SeinarCunon sakuTari sxeulis qimiuri 
Semadgenloba da fiziologiuri procesebis 
mimdinareobis intensivoba. aseTi procesebi 
xorcieldeba regulatoru-li sistemebis meSveobiT, 
rogoricaa nervuli da endokrinuli sistemebi. am 
sistemebis CarTvis signals iZleva romelime 
aucilebeli nivTierebis arasakmarisi koncentracia an 
sasicocxlo romelime sistemis cudi mdgomareoba; 

9. riTmuloba. es Tviseba axasiaTebs, rogorc cocxal, 
aseve, aracocxal bunebas da is ganpirobebulia 
sxvadasxva kosmosuri movlenebiT: dedamiwis brunviT 
mzis garSemo, mTvaris fazebiT da a.S. garemo 
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pirobebis perioduli cvla iwvevs cocxali 
organizmis sakuTari riTmebis rxevas; 

10. energodamokidebuleba. cocxali organizmebi Ria 
sistemebs warmoadgenen fizikis TvalsazrisiT. anu, 
cocxali dinamikuri sistemebis wonasworobis 
mdgomarebis mdgradoba, moiTxovs gare samyarodan 
energiis zemoqmedebas. sxvanairad rom vTqvaT, 
cocxali organizmebi funqcionireben manam, sanam isini 
iReben energias da sakvebs garedan.  

 
yovelive zemoTqmulidan, SegviZlia davaskvnaT, rom 

cocxali sistemebi warmoadgenen Ria, TviTregulirebad da 
TviTwarmoqmnad sistemebs, romelTac multifraqtaluri 

struqტura aqvT. 
am wignSi Cven ganvixilavT cocxal sistemebs da maTi 

analizis Tanamedrove meTodebs. cocxal sistemebs, zogjer, 
aqtiur sistemebsac uwodeben. aqtiuri sistemebis 
diskretuli Teoria sakmaod kargadaa gamokvleuli burkov-
novikovis skolis mier. amitom Cven, ZiriTadad ganvixilavT 
uwyvet cocxal sistemebs. 
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Tavi I. bulis algebrebis kategoria  
 

Sesavali 
 

kategoriaTa Teoria aris maTematikis dargi, romelic 
maTematikur struqturebs da maT Soris kavSirebs swavlobs 
garkveuli abstraqtuli meTodebis gamoyenebiT. kategoriebi 
pirvelad Semoitanes sonders makleinma da samuel 
ailenbergma. kategoriaTa Teoriis sabaziso cnebebia: 
kategoria, funqtori, bunebrivi gardaqmna, SeuRleba da a.S. 
kategoriaTa Teoria farTod gamoiyeneba Teoriul informa-
tikaSi. Cven ganvixilavT bulis algebrebis kategorias, 
sadac morfizmebis rols asruleben bunebrivi homomor-
fizmebi. 

 
1.1. gamonaTqvamTa bulis algebra  

 
mogexsenebaT, rom msjelobisas Cven viyenebT TxrobiT 

winadadebebs, maTematikaSi maT gamonaTqvamebs uwodeben da 
laTinuri asoebiT aRniSnaven. 
 
magaliTad: p –  “sokrate adamiania”; 
                        q –  “adamiani mokvdavia”; 
                        r – “sokrate mokvdavia”. 
 
gamonaTqvamebis saSualebiT adgenen rTul winadadebebs. am 
faqtis formalizacias maTematikur logikaSi axorcieleben 
unaruli da binaruli operaciebi.  
gansazRvreba: unaruli ewodeba operacias, romelic 
sruldeba erT obieqtze(gamonaTqvamze). una – laTinurad 
niSnavs erTs. 
gansazRvreba: binaruli ewodeba operacias, romelic 
sruldeba or obieqtze(gamonaTqvamze). bi – laTinurad 
niSnavs ors. 
 
gansazRvreba: ori p da q gamonaTqvamis diziunqcia (“ ” – an) 
ewodeba iseT pq gamonaTqvams(p an q), romelic WeSmaritia 
maSin da mxolod maSin, roca WeSmaritia an p an q (erT-erTi 
mainc). 
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aristoteles modelSi[1-3] (zogjer amboben logikaSi), 
nebismieri gamonaTqvami an WeSmaritia, an mcdari. amboben, 
rom WeSmariti(true) gamonaTqvamis WeSmarituli mniSvneloba 
udris 1-s, xolo, mcdari(false) gamonaTqvamisa ki, udris 0-s. 
am SeTanxmebis safuZvelze, SegviZlia SevadginoT 
WeSmaritobis cxrili diziunqciis operaciisaTvis(cxrili 1): 
                             
                               cxrili 1 

p q pq 
1 1 1 
1 0 1 
0 1 1 
0 0 0 

                                                 
gansazRvreba: ori p da q gamonaTqvamis koniunqcia (“ ” – da) 
ewodeba iseT pq gamonaTqvams(p da q), romelic WeSmaritia 
maSin da mxolod maSin, roca WeSmaritia p da q (orive 
erTdroulad).  
koniunqciis operaciisaTvis, aseve, SegviZlia SevadginoT 
WeSmaritobis cxrili(cxrili 2):    
                            cxrili 2 

p q pq 
1 1 1 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 0 

 
 gansazRvreba: or p da q gamonaTqvams eqvivalenturi ( ) 
ewodebaT (Caweren pq), Tu maT aqvT WeSmaritobis erTnairi 
mniSvnelobebi, maTSi Semavali gamonaTqvamebis nebismieri 
mniSvnelobebisaTvis. 

eqvivalentobis cneba saSualebas gvaZlevs CamovayaliboT 
zemoT Semoyvanili ori binaruli operaciis (“ ” da “ ”) 
Tvisebebi. isini, nawilobriv, analogiuri arian, CvenTvis 
cnobili ricxvebis Sekrebisa da gamravlebis operaciebis 
Tvisebebisa. Tumca, aris gansxvavebebic. ganvixiloT es 
sakiTxi ufro detalurad(cxrili 3). 
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cxrili 3 

gamonaTqvamebis 
Tvisebebi 

Tvisebis 
dasaxeleba 

Sesabamisi 
Tviseba  
Sekrebisa da 
gamravlebis 
operaciebisaTvis 

emTxvevian(+), 
Tu, ar 
emTxvevian(-)  
Tvisebebi 

p q  q p komutaciurobis 
Tviseba 

a+b=b+a + 
pq  qp axb=bxa + 

(p q) r  p (q r) asociurobis 
Tviseba 

(a+b)+c=a+(b+c) + 

(pq) r  p (q r) (axb)xc=ax(bxc) + 

(p q) r (p r) (q
 r) 

distribuciulobis 
Tviseba 

(a+b)xc=axc+bxc + 

(pq) r (p r) (q
 r) 

(axb)+c (a+c)x(b+c) - 

p pp idempotentobis 
Tviseba 

a+a a - 
ppp axa a - 

 
rogorc vxedavT, distribuciulobis meore Tviseba da 

idempotentobis Tviseba, gamonaTqvamebze gansazRvrebuli 
operaciebisaTvis, ukve, iZleva gansxvavebas ricxvebze 
gansazRvrul operaciebTan SedarebiT. rac imis momaswave-
belia, rom ricxviTi simravleebi operaciebTan mimarTebaSi 
(algebris TvalsazrisiT) ufro sxva struqturuli sistemaa 
bulis algebrasTan SedarebiT. 
 
exla, ganvixiloT uaryofis unaruli operacia, romelic 
ganisazRvreba gamonaTqvamebze: 
 
gansazRvreba: p gamonaTqvamis uaryofa (“”-ara) ewodeba iseT 
p gamonaTqvams(ara p), romelic WeSmaritia, roca p mcdaria 
da piriqiT, mcdaria roca p WeSmaritia. 
Sesabamis WeSmaritobis cxrils aqvs saxe(cxrili 4) : 
                            cxrili 4 

p p 
1 0 
0 1 

 
amrigad, gamonaTqvamTa algebraSi ganimarteba sami 

ZiriTadi operacia ( , , ). es sami operacia gansazRvravs 
mTel gamonaTqvamTa algebras. analogiur, algebrul 
sistemebs bulis algebrebs uwodeben. 
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yvela sxva operacia gamonaTqvamTa bulis algebraSi, 
gamoisaxeba am sami operaciis meSveobiT.  

maTematikur msjelobaSi (aseve, sxva tipis gansjis 
dros), Cven xSirad viyenebT sityvier konstruqcias: “Tu p, 

maSin q”. am winadadebas maTematikur logikaSi Caweren 
Semdegnairad : pq  (p – dan gamomdinareobs q). “” - simbolos 
implikacis uwodeben. 

 
imisaTvis, rom gansja vawarmooT da avagoT rTuli 

winadadebebi, saWiroa gamovyoT is ZiriTadi kanonebi, 
romlebsac Cven azrovnebis kanonebs vuwodebT da romlebic 
saSualebas gvaZleven formalizacia gavukeToT Cveulebriv-
salaparako enas(cxrili 5) : 
                                               cxrili 5 

kanonis formaluri Cawera kanonis dasaxeleba 
p (p)1 gamoricxuli mesamis kanoni 

p (p)0 winaaRmdegobis kanoni 

p 11; p 0p; p 1p; p 00 STanTqmis kanonebi 

(pq) ((p) q) kontrapoziciis kanoni 

(pq)  (qr)  (pr) silogizmis kanoni 

 (p q) (p) (q) de morganis  
kanonebi  (pq) (p) (q) 

 (  p)  p ormagi uaryofis kanoni 

))()(()( pqqpqp   eqvivalentobis kanoni 

 
salaparako enis maTematikur models warmoadgens, 
gamonaTqvamTa bulis algebra : sami operaciiT, implikaciis 
cnebiTa da eqvivalentobis mimarTebiT. 

Cven ukve SegviZlia formalizacia gavuwioT sakmaod 
rTul winadadebebs.  
 
magaliTad: vTqvaT, gvaqvs winadadeba - “Tu, didia tenianoba 
da maRalia temperatura, maSin Cven, Tavs ver vgrZnobT 
kargad”. movaxdinoT misi formalizacia. amisaTvis, 
SemoviRoT aRniSvnebi : 
         “didia tenianoba” – aRvniSnoT P asoTi ; 
         “maRalia temperatura” – aRvniSnoT Q asoTi ; 
         “Tavs vgrZnobT kargad ” – aRvniSnoT C asoTi ; 
maSin, SemoTavazebuli winadadeba SeiZleba formalurad 
CavweroT Semdegi saxiT: 

(PQ) (C).                                                         (1.1)     
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 aseTnairad agebul formalur gamosaxulebebs bulis 
formulebs uwodeben. 
 
gansazRvreba: iseT gamosaxulebebs, romlebic aigebian 
atomebze - sawyis gamonaTqvamebze, bulis algebris sami 
operaciisa, implikaciis cnebisa da eqvivalentobis 
mimarTebis meSveobiT bulis formulebi ewodebaT. 
 
magaliTad:  P  ; da   (C)  - ara arian bulis formulebi.  
 
gansazRvreba: bulis formulebs eqvivalenturi ewodebaT, Tu 
maTi WeSmarituli mniSvnelobebi erTmaneTs emTxvevian, maTSi 
Semavali atomebis nebismieri realizaciis SemTxvevaSi. 
 
magaliTad: ganvixiloT de morganis pirveli kanoni da 
davamtkicoT, rom eqvivalentobis marjvena da marcxena 
mxares mdgari formulebi marTlac eqvivalenturi arian. 
amisaTvis, ganmartebis Tanaxmad, ganvixiloT am formulebis 
WeSmaritobis cxrilebi atomebis (p,q) nebismieri realizaciis 
SemTxvevaSi (cxrili 6) da vaCvenoT, rom maTi WeSmarituli 
mniSvnelobebi erTmaneTs emTxvevian: 
 
(pq) (p) (q)  de morganis pirveli kanoni              (1.2) 

 
damtkiceba : 

                                                                cxrili 6 

p q p q p q  (p q) (p) (
q) 

1 0 0 1 1 0 0 

1 1 0 0 1 0 0 

0 1 1 0 1 0 0 

0 0 1 1 0 1 1 

rogorc vxedavT, bolo ori svetis mniSvnelobebi erTmaneTs 
emTxveva, rac niSnavs dasamtkicebels. anu, eqvivalentobis 
marcxena da marjvena mxares mdgari formulebi – arian 
eqvivalenturi. 
 
gansazRvreba: iseT formulas, romlis WeSmarituli 
mniSvnelobac udris 1, masSi Semavali atomebis 
(gamonaTqvamebis) nebismieri realizaciis SemTxvevaSi – 
tavtologia ewodeba. 
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magaliTad : 1) Gp (p) – tavtologiaa, gamoricxuli mesamis 
kanonis Tanaxmad. 
2) ganvixiloT formula : H ((PQ)P)Q . misi WeSmarituli 
mniSvnelobis dasadgenad, saWiroa, an SevadginoT 
WeSmaritobis cxrili, an gavamartivoT is azrovnebis zemoT 
moyvanili kanonebis mixedviT. Cven, am magaliTSi, virCevT 
bulis funqciis gamartivebis gzas : 

H (((PQ)P)Q) (((PQ)P) Q) (((PP) (QP))Q)      
(1.3) 

 (0 (QP)) Q) ((QP) Q) ( (QP))Q (Q) (P)  Q  

1 (P) 1. 
rac imas niSnavs, rom mocemuli formula tavtologiaa. 
 
gansazRvreba: amboben, rom formula winaaRmdegobrivia (araa 
swori), Tu, is mcdaria (sxvanairad, misi WeSmarituli 
mniSvneloba udris 0-s), masSi Semavali atomebis(martivi 
gamonaTqvamebis) nebismieri realizaciis SemTxvevaSi.  
 
magaliTad : G  p (p) formula winaaRmdegobrivia, 
winaaRmdegobis kanonis Tanaxmad. 
 
savarjiSo: aCveneT, rom formula 
H (PQ) (P (Q))  - winaaRmdegobrivia.                    (1.4) 
 
gansazRvreba: atoms an atomis uaryofas litera ewodeba. 
 
magaliTad : Q; P  - literebia.  PQ – araa litera. 
 
gansazRvreba: amboben, rom formula 
FF1 F2 . . . Fn    ;                                                                                                                             (1.5)                                  

warmoadgenilia koniunqtiur normalur formaSi, Tu 
TiToeuli Fi  warmoadgens diziunqtiur literas. 
anu, koniunqtiuri normaluri formis formula, Seicavs 
literebis diziunqciaTa koniunqcias. 
 

magaliTad : F (P (Q))  (PQ).                                                    (1.6) 
 
analogiurad, ganixilaven diziunqtiuri normaluri formis 
cnebas. 
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gansazRvreba: amboben, rom formula 
FF1 F2 . . . Fn                                                                                                                                     (1.7)    
warmoadgenilia diziunqtiur normalur formaSi, Tu 
TiToeuli Fi  warmoadgens koniunqtiur literas. anu, 
diziunqtiuri normaluri formis formula Seicavs 
literebis koniunqciaTa diziunqcias. 
 
magaliTad : F (P (Q))  (PQ).                                                  (1.8) 
 

Teorema : vTqvaT mocemulia formulebi F1 ; F2 ; . . .Fn   da 
formula G. formula G  gamomdinareobs F1 ; F2 ; . . .Fn 

formulebidan , maSin da mxolod maSin, roca formula  
(F1  F2 ; . . . Fn) G  tavtologiaa. 
 
Teorema : vTqvaT mocemulia formulebi F1 ; F2 ; . . .Fn   da 
formula G. formula G  gamomdinareobs F1 ; F2 ; . . .Fn 

formulebidan , maSin da mxolod maSin, roca formula  
(F1  F2 ; . . . Fn) (G)  winaaRmdegobrivi formulaa. 
 
P.S.  

1) warmodgenili Teoria, ara marto warmoadgens salaparako  
enis formalur models, aramed qmnis safuZvels, raTa 
amoixsnas rene dekartis amocana universaluri algoriTmis 
povnis Sesaxeb, im amocanebisaTvis, romlebic uSveben 
formalizacias aristoteles logikis farglebSi, zemoT 
moyvanili meTodebis meSveobiT [4]; 
    2) aristoteles logikis garda, arsebobs samniSna 
logikac. aq nebismieri gamonaTqvami an WeSmaritia, an mcdari 
an mis WeSmaritobaze arafris Tqma ar SegviZlia [3]. 
    3) arsebobs maTematikuri ganzogadoeba n-niSna logikac. 
romlis Teoriac sakmaod ganviTarebulia, magram jer-
jerobiT naklebad gamoiyeneba praqtikaSi [5]. 
    4) SemuSavebulia aramkafio logikac [6]. aq TiToeuli 
gamonaTqvami WeSmaritia garkveuli albaTobiT. es Teoria 
farTo gamoyenebas poulobs ekonomikaSi, katastrofebis 
prognozirebis saqmeSi da saerTod, yvela im amocanaSi, 
sadac garemo pirobebi imdenad swrafad da moulodnelad 
icvleba, rom amocanis determinirebuli, calsaxa dasma 
SeuZlebelia. 
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    5) maTematikosebi swavloben aseve, intuicionistur 
logikas, romlis fuZemdeblebic arian Bbraueri, veili da 
heitingi [7]. intuicionisturi logika maTematikur kuriozs 
warmoadgens, aq uaryofen winaaRmdegobis kanons da 
cdiloben axleburad aagon mTeli mecniereba.  
 

 

1.2. simravleTa bulis algebra 
 

gamonaTqvamTa bulis algebris analogiur struqturas, 
warmoadgens simravleTa bulis algebra. movaxdinoT misi 
konstruqciuli ageba, gamonaTqvamTa bulis algebris 
analogi-urad. simravleebs aRniSnaven didi laTinuri 
asoebiT, xolo maT elementebs Sesabamisi patara asoebiT. 
 
magaliTad:       
A – msmenelTa ricxvi auditoriaSi; 
N – naturalur ricxvTa simravle;  
Z – mTel ricxvTa simravle; 
Q – racionalur ricxvTa simravle;    
R – namdvil ricxvTa simravle; 
M – qalebis ricxvi qarTul leqsebSi . . . 

simravleTa Teoriis fuZemdeblad iTvleba germaneli 
maTematikosi georg kantori[8]. simravlis cnebas zusti 
gansazRvreba ara aqvs, Tumca is moicema intuiciurad 
g.kanto-ris mier Semdegi formiT: 
 
miniSneba: simravle aris bevri, romelsac Cven erTianad 
gaviazrebT. 
 

gansazRvreba: or simravles ewodebaT toli, Tu, isini 
Sedgebian erTidaimave elementebisagan. am faqts Caweren 
Semdegnairad: A=B. 

 
SemoviRoT diziunqciisa, koniunqciis da gamonaTqvamis 

uaryofis Sesabamisi operaciebi simravleebze. 
 
gansazRvreba: ori A da B simravlis gaerTianeba (“ ” - 
gaerTianeba) ewodeba iseT AB simravles, romlis yoveli 
elementic ekuTvnis an A, an B simravles(erT-erTs mainc). 
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simboloebis saSualebiT es gansazRvreba Caiwereba 
Semdegnairad: 
AB= BeAe e .                                                                                      (1.9) 

Canaweri Ae  - waikiTxeba ase“e ekuTvnis(rogorc elementi) A 

simravles”. 
P.S. rogorc simboluri Canaweridanac Cans, gaerTianebis 
operacia ganisazRvreba diziunqciis operaciis saSualebiT.  
 
gansazRvreba: ori A da B simravlis TanakveTa (“ ” - 
TanakveTa) ewodeba iseT AB simravles, romlis yoveli 
elementic ekuTvnis  A-sac da B - sac (erTdroulad). 
 
simboloebis saSualebiT es gansazRvreba Caiwereba 
Semdegnairad: 
AB= BeAe e .                                                                                    (1.10) 

 

P.S. rogorc simboluri Canaweridanac Cans, TanakveTis 
operacia ganisazRvreba koniunqciis operaciis saSualebiT.  
   

exla ganvixiloT mcdari da WeSmariti gamonaTqvamebis 
analogebi simravleTa bulis algebraSi. 
 
gansazRvreba: iseT simravles, romelic ar Seicavs 
elementebs carieli simravle (Ø) ewodeba. 
 
P.S. carieli simravle simravleTa bulis algebraSi 
TamaSobs igive rols, rasac mcdari gamonaTqvami - 
gamonaTqvamTa bulis algebraSi. 
 
gansazRvreba: iseT simravles, romelic Seicavs yvela sxva 
simravles universaluri (E) simravle ewodeba. 
 
P.S.  

1. universaluri simravle, simravleTa bulis algebraSi 
TamaSobs igive rols, rasac WeSmariti gamonaTqvami - 
gamonaTqvamTa bulis algebraSi.  
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2. aqve unda aRiniSnos, rom am cnebasTan dakavSirebulia 
rigi antinomiebisa, rac xSirad, ukavSirdeba cnebaTa 
aRrevas. 
 

 simravle, romelic Tavis Tavs Seicavs elementis saxiT, 
cocxali sistemebis sivrceSi moxvedrisas, fraqtalad 
gardaiqmneba, radgan sxvadasxva masStabSi aqvs, erTidaigive, 
erTmaneTSi usasrulod Calagebuli ganusazRvreli 
struqtura.  

amdenad, aseTi tipis warmonaqmnebi ar unda CavTvaloT 
klasikur simravled, anu, universaluri simravlisaTvis 
aseTi winaaRmdegobrivi struqturis moTxovna araa 
marTlzomieri. 

is faqti rom A simravle aris sxva B simravlis nawili, 
anu CarTulia masSi rogorc qvesimravle, Caiwereba 
Semdegnairad: BA .  

am CanawerSi aRniSnulia, rom A simravle aris sxva B 

simravlis nawili da SeiZleba mTlianad emTxveodes kidec 
mas.  

im SemTxvevaSi, roca am simravleebis toloba 
gamoricxulia, amboben rom, A simravle aris sxva B 

simravlis sakuTrivi nawili da Caweren BA . 
exla ganvixiloT gaerTianebisa da TanakveTis operaci-

ebis Tvisebebi, romlebic mTlianad analogiuria, gamonaT-
qvamebze gansazRvruli diziunqciisa da koniunqciis opera-
ciaTa Tvisebebisa (cxrili 7). 
                                                                 cxrili 7 

simravleTa gaerTianebisa 
da TanakveTisa Tvisebebi 

Tvisebisa da 
kanonebis 
dasaxeleba 

diziunqciisa da 
koniunqciis 
Tvisebebi 

ABBA   komutaciuroba p q  q p 

ABBA   pq  qp 
)()( CBACBA   asociuroba (p q) r  p (q r) 

)()( CBACBA   (pq) r  p (q r) 

)()()( CBCACBA   distribuciuloba (p q) r (p r) (q r) 

)()()( CBCACBA   (pq) r (p r) (q r) 

AAA   idempotentoba p pp 

AAA   ppp 





A  ;EA

  A;A  ;

A

EEA
 

STanTqmis kanonebi p 1 1; p 0p; p 1
p; p 00 
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exla, SemoviRoT gamonaTqvamis uaryofis Sesabamisi 
operacia simravleebze. am operacias simravlis damatebas 
eZaxian. 
 
 gansazRvreba: mocemuli A simravlis damateba E 

universumamde ewodeba iseT A
c
 simravles, romlis yoveli 

elementic ekuTvnis E-s da ar ekuTvnis A-s. 
 
es gansazRvreba, formaluri aRniSvnebiT ase Caiwereba: 
A

c
= AeEee   .                                                                                         (1.11) 

 
de morganis kanonebs, simravleTa bulis algebraSi aqvT 
saxe: 

ccc BABA  )( ;                                             (1.12) 
ccc BABA  )( .                                              (1.13) 

ormagi uaryofis kanons, simravleebisaTvis Caweren Semdeg-
nairad: 
(A

c
)

c
=A.                                                                                                          (1.14)      

 

P.S. rogorc vxedavT, gamonaTqvamTa bulis algebra da 
simravleTa bulis algebra, miuxedavad Sinaarsobrivi sxvao-
bisa, operaciebis mimarT identurni arian.  
 

gansazRvreba: or algebrul sistemas hqviaT homomorfuli, 
Tu, maTSi gansazRvrulia operaciaTa erTnairi raodenoba da 
maT elementebs Soris arsebobs iseTi Sesabamisoba, rom 
operaciebis Sesabamisoba inaxavs elementTa Sesabamisobas.  

ase, rom cxadia gamonaTqvamTa bulis algebra homomor-
fulia simravleTa bulis algebrisa. 

 
1.2.1. fraqtali, rogorc simravle 

 
  simravle moicema Tavisi elementebis saSualebiT 
         ,                                               

sadac    mocemuli   simravlis   uri elementia, xolo   
indeqsTa simravlea. 

simravlis TiToeuli    elementi, is umciresi 
“agurTagania”, romlisganac   simravle Sedgeba. Tu, gvinda 
   elementis SigniT SevideT, maSin mas unda SevxedoT, 
rogorc “damoukidebel” axal simravles. es mogvcems 
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saSualebas “davinaxoT” misi Semadgeneli       elementebi. 

Tu gvinda SevideT ufro Rrmad, anu, SeviswavloT         
 

simravle, maSin       elementebs unda SevxedoT rogorc 
damoukidebel simravleebs da a.S. 

cxadia, rom    aris   simravlisaTvis wertili, xolo 
      aris    simravlis wertili da a.S. anu, SegviZlia 
SemoviRoT cneba: 

gansazRvreba:   simravlis yovel    elements, misi 
wertili ewodeba. 

Tu,   simravle metrikuli sivrcea (anu, gvaqvs masSi 
manZilis cneba), maSin SegviZlia vTqvaT, rom   simravlis 
diametri araa naklebi, misi    wertilebis diametrebze, anu, 

                    . 
gansazRvreba: Tu,            . . . erTnairi geometriuli 

struqturis simravleebia, maSin   simravles fraqtali 
ewodeba. 

fraqtalebs axasiaTebs sxvadasxva masStabSi ganmeoreba-
di geometriuli struqtura. magaliTad, cnobili klasiku-
ri, fraqtaluri simravleebia: serpinskis samkuTxedi (nax.1.1); 
serpinskis kvadratuli xaliCa (nax.1.2); kantoris simravle 
(nax.1.3). 

 
 

nax. 1.1. serpinskis samkuTxedi 
 

 
nax. 1.2. serpinskis kvadratuli xaliCa 
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nax. 1.3. kantoris simravle 

 

aseve, fraqtalia tyeSi yoveli xe, romlis TiToeul 
tots aqvs erTnairi geometriuli struqtura, Tumca, rac 
ufro zemoT kenweroskenaa toti, misi zomebi ufro mcire 
masStabisaa. 

fraqtaluri forma aqvs cocxali organizmebis Sinagani 
organoebis qsovils(filtvs, RviZls, guls, sisxlZarRvebs), 
Tumca, TiToeuli maTganis fraqtaluri struqtura 
individualuria, amdenad, cocxali sistemebi multifraqta-
luri struqturis matareblebi arian. 

 

 
1.3. relaciuri sistemebi 

 

vTqvaT, mocemuli gvaqvs A simravle. maSin am simravlis 
Tavis Tavze dekartul namravls aRniSnaven 2AAA 

simboloTi. 
 
gansazRvreba: ori A da B simravlis dekartuli namravli 
ewodeba iseTi (a;b) dalagebuli wyvilebis simravles, 
romelTagan pirveli ekuTvnis A-s, xolo meore B-s. 
simboloebis saSualebiT es ganmarteba ase Caiwereba: 

 Bb A a );(  baBA .                                              (1.15)   

 
es ganmarteba saSualebas gvaZlevs SemoviRoT mimarTebisa 
da funqciis cneba. 
 
gansazRvreba: ori A da B simravlis dekartuli namravlis 
nebismier R qvesimravles, mimarTeba ewodeba. 
e.i. Tu R mimarTebaa, maSin BAR  .                            (1.16) 
magaliTi : Tu, A – namdvil ricxvTa simravlea(wrfis 
wertilebis simravle), maSin A

2
 – dekartuli namravli 

gvaZlevs sibrtyis wertilTa simravles da nebismieri 
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monakveTi am sibrtyeze, an nebismieri wertilTa qvesimravle, 
iqneba mimarTeba gansazRvruli A simravleze. 
 
gansazRvreba: iseT mimarTebas, romlis drosac a-s yovel 
mniSvnelobas Seesabameba b-s erTaderTi mniSvneloba funqcia 
ewodeba. 
 

e.i. funqcia iseTi gadasaxvaa BA : f , romlisTvisac A 

simravlis nebismier mniSvnelobas, Seesabameba B simravlis 
erTaderTi elementi. sxvanairad rom vTqvaT, f  funqcias 
moeTxoveba calsaxoba. 
 
P.S.  
arsebobs sami tipis gadasaxva: sureqcia, ineqcia da bieqcia. 
sureqciis dros gadasaxvaSi monawileoben A da B 

simravleebis yvela elementi; ineqciis dros A simravle 
urTierTcalsaxa TanadobaSia B simravlis raRac nawilTan; 
xolo bieqciis dros, gvaqvs urTierTcalsaxa Tanadoba A da 
B simravleebs Soris. ase, rom bieqcia aris, erTdroulad, 
ineqciac da sureqciac. 
 
gansazRvreba: Tu, gvaqvs iseTi gadasaxva BA : f , rom A da B 

raime abstraqtuli simravleebia(funqciebi, adamianebi 
arCeuli garkveuli niSniT, qalaqebi, neironebi . . .), maSin f  
gadasaxvas operators uwodeben. 
 
gansazRvreba: funqciebisagan Sedgenil simravles 
funqcionaluri sivrce ewodeba. 
 

magaliTi: )(GC - Tavis nebismieri rigis warmoebulTan erTad 
uwyveti, funqciebisagan Semdgari simravlea.  
 2L  - kvadratiT integrebadi funqciebisagan Sedgenili 
hilbertis funqcionaluri sivrcea.  
    rac Seexeba operatoris cnebas, Cven viciT, warmoebulis 

operatori 22L : L
dx

d
 ; sadac 2L  hilbertis funqcionaluri 

sivrcea; aseve, viciT integrebis operatori; koordinatTa 
sistemis mobrunebis operatori d.a.S. 
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gansazRvreba:  Tu, gvaqvs iseTi gadasaxva BA : f , rom A 

raime funqcionaluri sivrcea, xolo B raime ricxviTi 
simravle, maSin f gadasaxvas funqcionals uwodeben. 
 
es funqcionali praqtikaSi gamoiyeneba Semdegi formiT: 


1

0

)()( dxxffK .                                               (1.17)      

magaliTi:  

1

0

2L : Rdx  funqcionali nebismier funqcias  

2L -funqcionaluri sivrcidan gadasaxavs namdvil ricxvTa R 
simravleSi. anu, nebismier funqcias Seusabamebs, mocemuli 
gansazRvruli integralis mniSvnelobas am funqciidan. F 
 
gansazRvreba: Tu, mocemuli gvaqvs A simravle da masze 
gansazRvrulia R mimarTeba, maSin RA;  wyvils relaciuri 

sistema ewodeba. 
 
magaliTi: Tu, A gamonaTqvamTa bulis algebraa, xolo R 

masSi gansazRvruli raime mimarTeba, maSin RA;  iqneba 

relaciuri sistema. aseve, Tu, B simravleTa bulis algebraa 
da S masze gansazRvrebuli raime mimarTeba, maSin SB;  

relaciuri sistemaa. 
 
gansazRvreba: ori RA;  da SB;  relaciur sistemas 

ewodebaT izomorfuli, Tu, arsebobs iseTi urTierTcalsaxa 
gadasaxva BA : f , rom nebismieri ( ) x,yA adgili aqvs 
tolobas: 

)()( ySfxfxRy  .                                                       (1.18) 
izomorfuli relaciuri sistemebisaTvis, Tu raime Tvisebas 
aqvs adgili RA; -Si, maSin, aqvs adgili SB; -Sic. maSasadame, 

izomorfuli sistemebi algebrulad identuria(erTnairia). 
P.S.  
homomorfizmi, izomorfizmisagan gansxvavebiT, ar iTxovs 
Sesabamisobis urTierTcalsaxobas. xolo, Tu homomorfizmis 
moTxovnas davumatebT Sesabamisobis urTierTcalsaxobas 
miviRebT izomorfizms. relaciuri sistemebi farTod 
gamoiyeneba informaciis geometriuli kodirebis TeoriaSi 
[9-17] (RO-funqciis meTodi). 
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1.4. TeoremaTa avtomaturi damtkicebis Teoriis elementebi 
 

TeoremaTa avtomaturi damtkicebis Teoria aris 
xelovnuri inteleqtis SemuSavebis erT-erTi meTodi, 
romelic saSualebas iZleva kompiuteris saSualebiT 
davadginoT, rom mocemuli mravalricxovani informaciidan 
SesaZlebelia, Tu ara, gavake-ToT garkveuli daskvna. maSin, 
roca Cveni amocana formalizebulia bulis formulebis 
meSveobiT, Cven SegviZlia gavakeToT daskvna warmoadgens, Tu 
ara mocemuli formula, sxva agebul formulaTa simravlis 
logikur Sedegs. 

magaliTisaTvis, ganvixiloT amocana: vTqvaT, aqciebis 
kursi ecema, Tu maTi sawyisi saprocento ganakveTi izrdeba. 
davuSvaT, aseve, rom xalxis umravlesoba ubedurad grZnobs 
Tavs, roca aqciebis kursi ecema. vTqvaT, cnobili gaxda, rom 
sawyisi saprocento ganakveTebi izrdeba. maSin, SegviZlia 
gavakeToT daskvna, rom xalxis umravlesoba ubeduria. 
imisaTvis, rom gavakeToT aseTi daskvna avtomaturad, 
movaxdinoT mocemuli amocanis formalizacia. 
P – aqciebis sawyisi saprocento ganakveTi izrdeba; 
S – aqciebis fasi ecema; 
U – xalxis umravlesoba ubeduria. 
maSin, am amocanis formalizacias aqvs saxe: 

  ;SP                                                                                                            (1.19) 
;US                                                                                                              (1.20) 

;P                                                                                                                     (1.21) 
.U                                                                                                                     (1.22) 

vaCvenoT, rom (1.22) WeSmaritia, rogorc ki WeSmariti iqneba 
bulis formula: 

))()(( PUSSP  . jer, es formula gardavqmnaT koniunqtiur 
normalur formamde: 

))()(( PUSSP   ))(())((()))(())(( USSPPPUSSP  
 )))(())(0(()))(())())(((( USSPUSSPPP  

USPUSPSSPUSSP  )())(())(()( .                    
(1.23) 

ase, rom Tu, ))()(( PUSSP   formula WeSmaritia, maSin 
USP   formulac WeSmaritia. radgan frmula USP   

WeSmaritia, maSin da mxolod maSin, roca WeSmaritia P,S da U 

gamonaTqvamebi erTdroulad, cxadia, rom maSin WeSmaritia U 
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gamonaTqvamic. rac, imas niSnavs rom, formula U, aris (1.19), 
(1.20) da (1.21) formulebis Sedegi. 
 

P.S.analogiurad xdeba sxvadsxva tipis amocanebis 
formalizacia da maTi avtomaturi amoxsna kompiuteris 
meSveobiT, risTvisac SemuSavebulia gilmoris, devisis, 
robinsonis, Cenis, kovalskis da erbranis algoriTmebi[4]. 
 
 
 

1.5. predikatebi. rvaCov-obgaZis geometriuli kodirebis  
RO – meTodi 

 
Cvens mier adre ganxilul gamonaTqvamebs qondaT 

fiqsirebuli saxe: “sokrate adamiania”, “sokrete mokvdavia” 
d.a.S. praqtikaSi, xSirad, vxvdebiT cvladebis Semcvel  
gamonaTqvam-funqciebs: “x racionaluri ricxvia”, “y keTili 
adamiania”. . . 
 
gansazRvreba: cvladis Semcvel gamonaTqvamebs predikatebs 
uwodeben. 

xarkovelma inJinerma rvaCovma Seqmna geometriuli 
kodirebis erT-erTi meTodi, romelsac R – funqciis meTods 
uwodeben. SemdgomSi, es funqciebi gamoyenebuli iqna 
maTematikuri fizikis amocanebis amosaxsnelad[9]. 
mogvianebiT, R – funqciis meTodi Tamaz obgaZis mier 
gadayvanil iqna Tanamedrove algebris enaze [10-11], rac 
saSualebas iZleva maTematikuri sizustiT Camoyalibdes R - 

funqciis agebis algoriTmi da ganzogaddes mravladbmuli 
SemTxvevebisaTvis.  

exla gadavideT, TviT RO – funqciis agebis algoriTmze, 
romelsac warmovadgenT diagramis meSveobiT bulis 
algebrebis kategoriaSi (bulis algebrebis kategoria aris 
bulis algebrebis simravle, maT Soris arsebul gadasxveb-
Tan (morfizmebTan) erTad): 

rLLL  21  ,                                                (1.24) 
sadac 1L  - aris simravleebze agebuli bulis algebra, 
       2L  - aris predikatebze agebuli bulis algebra, 
       rL - aris rvaCovis funqciebis bulis algebra. 
isrebiT aRniSnulia bunebrivi homomorfizmebi. 
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es algoriTmi ganvixiloT konkretul magaliTze. vTqvaT, 
gvsurs avagoT rTuli wiris gantoleba, maSin roca viciT 
Tu, misi nawilebi romeli funqciebis grafikebia(nax.1.4) 

 
nax.1.4. ori wrewiri R da r radiusebiT 

 
Cveni amocanaa SevadginoT iseTi funqciis analizuri 
gamosaxuleba, romelic nulis tol mniSvnelobas iRebs am 
ori wrewiris sazRvarze da sxva wertilebSi araa nuli. 
(1.24) diagramidan gamomdinare, jer 1L  simravleTa bulis 
algebraSi vagebT sayrden simravleebs, anu im simravleebs, 
romelTa saSualebiTac SesaZlebelia simravleTa bulis 
algebraSi aRvweroT saZebni simravle. 

 0)()(),( 222

1  Rbyaxyx ,                               (1.25)  

 0)()(),( 222

2  byaxRyx ,                               (1.26)  

 0)()(),( 222

3  rdycxyx ,                               (1.27)  

 0)()(),( 222

4  dycxryx .                                (1.28)  

es is simravleebia, romelTa saSualebiTac SeiZleba avagoT 
saZebni funqciis simravluri gantoleba: 

)()( 4321  .                                       (1.29) 

sayrdeni simravleebis agebisas, Cven viyenebT Sesabamisobas 
“metia an toli nulze”, rac am SemTxvevaSi saWiroa raTa 
SegveZlos advilad gadasvla homomorfizmebis saSualebiT  

2L -Si. marTlac, bunebrivi homomorfizmis saSualebiT 2L -Si 
miviRebT wiris predikatul gantolebas : 

)()( 4321 PPPPP  ,                                          (1.30) 

sadac 1P aris gamonaTqvami 01 x , 
       2P aris gamonaTqvami 02 x ,          
       3P aris gamonaTqvami 03 x , 

       4P aris gamonaTqvami 04 x ,                                         
222

1 )()( Rbyaxx  ; 
222

2 )()( byaxRx  ; 
222

3 )()( rdycxx  ;                                        (1.31) 
222

4 )()( dycxrx  . 
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exla, gadavideT rL Si rvaCovis homomorfizmis meSveobiT : 



















ii

jijiji

jijiji

xP

xxxxPP

xxxxPP

22

22

                                      (1.32)  

 miviRebT R – funqcias : 

22

4

2

343

22

2

2

121

2

4

2

3

2

2

2

14321

2

4

2

343

2

2

2

121

)()(

)()(

xxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxR




 

(1.33) 
sadac gaTvaliswinebuli unda iyos (1.31) Tanadobebi. 

iseT SemTxvevebSi, roca zustad cnobilia bmis ramdenime 
elementis mqone wiris Semadgeneli elementebis gantolebebi, 
ufro mizanSewonilia T.obgaZis homomorfizmi[10] 
struqturebs Soris : 

roKKK  21 ,                                               (1.34) 











22

jiji

jiji

xxPP

xxPP
 .                                            (1.35)   

sadac aris Sesabamisoba: “WeSmariti”   “udris nuls”; 
                           “mcdari”  “ar udris nuls”. 
ganxiluli magaliTis SemTxvevaSi, sayrdeni simravleebi 
iqnebian : 

 0)()( ),( 222

1  Rbyaxyx ,                               (1.36)   

 0)()( ),( 222

2  rdycxyx .                               (1.37)       

maSin,  

21   ;                                                 (1.38)  
e.i. 21 PPP   ;                                               (1.39)   
sadac 
       1P aris gamonaTqvami 0)()( 222  Rbyax ,          (1.40) 

        2P aris gamonaTqvami 0)()( 222  rdycx  ;          (1.41)                
e.i. 

])()[(])()[( 222222 rdycxRbyaxRO  . 
rogorc vxedavT, T.obgaZis[10] homomorfizmebi 

sagrZnoblad amartiveben saZiebeli wiris gantolebas, 
romelic Tavis mxriv mravladbmuli geometriuli 
simravleebis kodirebis saSualebas iZleva uwyveti 
funqciebis saSualebiT.  

aseve, rig SemTxvevebSi mniSvnelovnad gamartivda  
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R – funqciis analizuri saxec [12-17]. amitom, miRebul 
algoriTms xSirad, rvaCov-obgaZis RO – meTods eZaxian. 
 

P.S.  
salaparako ena – cocxali sistemaa, mas axasiaTebs 
evolucia, rac gamoixateba axali sityvebiT Sevsebasa da 
gramatikis daxvewaSi. es sistema Ria sistemaa, radgan masze 
moqmedebas axdenen sxva enebi. magram cocxali sistemebisa-
Tvis damaxasiaTebelia TviTmyobadobis dacvis meqanizmebic 
(imunuri sistema), rac irTveba maSin, rodesac garedan 
cdiloben mis darRveva – dazianebas(ase moxda roca garedan 
cdilobdnen qarTuli enis saxelmwifo statusis Secvlas). 
es iyo erTerTi mTavari mizezTagani, ramac gamoiwvia erov-
nuli moZraobis aRmavlobis daCqareba da xelisuflebis 
bifurkaciulad – stiqiurad, Secvlac.  
 
 
amocanebi da savarjiSoebi 

 
varianti 1 

 
1. gansazRvreT winaaRmdegobis kanoni da daamtkiceT 
WeSmaritobis cxrilebis gamoyenebiT. 
2. gansazRvreT binaruli operaciebi simravleebze. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

?)(  BAA c  

4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 
?))((  qqp  

5. ramdeni nuliT bolovdeba yvela naturaluri ricxvis 
namravli 1-dan 81-is CaTvliT? 
6. riTi gansxvavdebian erTmaneTisagan sureqcia da bieqcia? 
pasuxi daasabuTeT. 

 
 

varianti 2 
 

1. CawereT gamoricxuli mesamis kanoni da daamtkiceT 
WeSmaritobis cxrilebis meSveobiT. 
2. CamowereT STanTqmis kanonebi simravleebisaTvis. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 
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?)()(  cAABA  
4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 

?))(()1(  ppp  
5. gaqvT 3 litriani da 5 litriani qilebi. rogor CavasxaT 
maTi meSveobiT doqSi 4 litri Rvino ? 
6. ra gansxvavebaa mimarTebasa da funqcias Soris ? pasuxi 
daasabuTeT. 
 

varianti 3 
 

1. daamtkiceT de morganis meore kanoni gamonaTqvamTa bulis 
algebraSi. 
2. daamtkiceT de morganis pirveli kanoni simravleTa bulis 
algebraSi. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

?)()()(  ccc CBABBAA  
4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 

?)())(())(((  rqpqqpp  
5. romeliRac TveSi 3 kvira dRe daemTxva luw ricxvs. ra 
dRe iyo am Tvis 20 ricxvSi? 
6. ra gansxvavebaa operatorsa da funqcional Soris? pasuxi 
daasabuTeT. 

 
varianti 4 

 
1. daamtkiceT de morganis pirveli kanoni gamonaTqvamTa 
bulis algebraSi. 
2. daamtkiceT de morganis meore kanoni simravleTa bulis 
algebraSi. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

?)()(  cc AAACBA  
4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 

?))(())((()(  rrqqrqp  
5. turnirSi monawileobda 7 moWadrake. sul ramdeni partia 
gadamaSdeboda? 
6. ra gansxvavebaa funqciasa da funqcionals Soris? pasuxi 
daasabuTeT. 
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varianti 5 
 

1. gansazRvreT diziunqciisa da koniunqciis operaciebi. 
2. gansazRvreT operaciebi simravleebze. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

?)()()(  cAAAAA  
4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 

?))((()()0(  ppppp  
5. 1983 wels iyo 53 SabaTi dRe. kviris ra dRe iyo 1 ianvari 
am wels? 
6. ra gansxvavebaa relaciuri sistemebis homomorfizmsa da 
izomorfizms Soris? pasuxi daasabuTeT. 

 
 

varianti 6 
 

1. CawereT gamoricxuli mesamis kanoni da daamtkiceT 
WeSmaritobis cxrilis meSveobiT. 
2. gansazRvreT mocemuli simravlis damatebiT simravlis 
cneba. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

?)()()(  cc BBAABA  
4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 

?))((())0((()(  ppqqq  
5. oci qalaqidan TiToeuli SeerTebulia sahaero xazebiT. 
sul ramdeni sahaero xazia? 
6. ra kavSiria sureqcias, ineqciasa da bieqcias Soris? 
pasuxi daasabuTeT. 

 
 

varianti 7 
 

1. gansazRvreT implikaciisa da evivalenciis mimarTebebi. 
2. CamoayalibeT mimarTebis, funqciis, operatorisa da 
funqcionalis cnebebi da aCveneT funqciisa da 
funqcionalis ganmasxvavebeli niSnebi. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

?)()()(  BABEA c  
4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 

?)0()1())((()(  ppqqpp  
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5. 1970 weli daiwyo xuTSabaTiT. kviris romeli dRiT 
daiwyeboda 1876 da 1977 wlebi Sesabamisad? ra 
kanonzomiereba SeiniSneba? 
6. ra gansxvavebaa koniunqtiur da diziunqtiur literebs 
Soris? pasuxi daasabuTeT. 
 

 
varianti 8 

 
1. relaciuri sistemebis izomorfizmis cneba. izomorfulia 
Tu homomorfuli gamonaTqvamTa bulis algebra da 
simravleTa bulis algebra? 
2. gansazRvreT funqcionalis cneba. 
3. gaamartiveT gamosaxuleba: 

?))(  BBA c  
4. logikis kanonebis gamoyenebiT gaamartiveT gamosaxuleba: 

?))((()))(((((  qqqqpp  
5. moitanes 5 Cemodani da 5 gasaRebi. ar viciT, romeli 
gasaRebi aRebs ama Tu im Cemodans. yvelaze uares 
SemTxvevaSi, ramdeni cdaa saWiro rom, yvela Cemodans 
movargoT Tavisi gasaRebi? 
6. ra gansxvavebaa bulis formulis diziunqtiur da 
koniunqtiur normalur formebs Soris? pasuxi daasabuTeT. 
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Tavi II. ricxviTi simravleebi da algebruli gantolebebis 
ricxviTi amoxsnis algoriTmebi 

 
 
Sesavali 
 

 adamiani, bunebasTan urTierTobis procesSi, dadga 
simravleTa raodenobrivi Sedarebis aucileblobis winaSe. 
amgvarad, warmoiSva naturaluri ricxvis cneba. 
 
gansazRvreba: Tvlis procesSi warmoSobil ricxvebs, natu-
raluri ricxvebi ewodebaT.  
naturaluri ricxvebis simravle aRiniSneba N asoTi. 
N={1;2;3;. . .}.                                                                                                  (2.1)   

 naturalur ricxvTa simravle usasruloa. imisaTvis, rom 
Seadaron usasrulo simravleebis elementTa raodenoba, 
SemoaqvT simravlis simZlavris cneba. 
 gansazRvreba: Tu, ori usasrulo simravlis elementebs 
Soris arsebobs urTierTcalsaxa Tanadoba(bieqcia), maSin 
amboben, rom am simravleebs erTnairi simZlavre aqvT.  
gansazRvreba: naturalur ricxvTa simravlis simZlavres 
Tvladi usasruloba ewodeba.  
P.S,cxadia, rom yvela simravle, romlis elementebis 
gadanomrvac SeiZleba naturaluri ricxvebiT, agreTve 
Tvladi iqneba.         
   
naturaluri ricxvebi arsebobs ori saxis: martivi da 
Sedgenili ricxvebi. 
gansazRvreba: erTisagan gansxvavebul ricxvs martivi 
ewodeba, Tu is iyofa mxolod erTze da Tavis Tavze. xolo, 
erTze met naturalur ricxvs, romelic araa martivi 
Sedgenili ewodeba. 
magaliTi: martivi ricxvebia  
P={2; 3; 5; 7; 11; 13; 17 ;19 ; 23 ; 29;. . .}. 
Sedgenili ricxvebia  
N\P\{1}={4; 6; 8; 9; 10; 12; 14; 15;. . .}.  
           
naturalur ricxvTa simravleSi, dRemde, bevri amouxsneli 
amocanaa dagrovili ; romelTa Camoyalibeba elementarulia, 
magram amoxsna jer-jerobiT ver xerxdeba. es problemebi, 
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ZiriTadad exeba martiv ricxvTa ganawilebis kanons 
naturaluri ricxvebis mimdevrobaSi. CamovayaliboT 
zogierTi aseTi amocana(problema): 
1. viciT luwi ricxvebis zogadi formula: kn 2 ; aseve, viciT 
kenti ricxvebis zogadi formula: 12  kn . es formulebi 
gvaZleven Sesabamisad, yvela luw da kent ricxvebs, roca k  
cvladi gairbens naturalur ricxvTa simravles. saWiroa, 
vipovoT analogiuri formula martivi ricxvebisaTvis. 
2. cnobilia eileris mravalwevri: 41)( 2  xxxf , romelic 
iZleva martiv ricxvebs, Tu 39. .; . . 2; 1; ;0x  ucnobia, arseboben, 

Tu ara iseTi naturaluri m>41 ricxvebi, rom mxxxf  2)(  
mravalwevri iZleodes martiv ricxvebs, roca 2.-m .; . . 2; 1; ;0x  
3. ucnobia, usasruloa, Tu ara 12 n  saxis martivi ricxvebis 
simravle. 
4. ucnobia, usasruloa, Tu ara iseTi martivi ricxvebis 
simravle, romelTa Soris sxvaoba 2-is tolia(holdbaxis 
problema). 
5. ucnobia, SesaZlebelia, Tu ara nebismieri luwi ricxvis 
warmodgena ori martivi ricxvis sxvaobis saxiT. 

 
zemoT moyvanili problemebi, ZiriTadad, dakavSirebuli 
arian martivi ricxvebis zogadi formulis povnis amocanis 
amoxsnasTan. am problemis amoxsnis gzaze sagrZnob winsvlas 
iZleva obgaZis Teorema.  
obgaZis Teorema(1972w): martivi ricxvebis simravlis zogad 
formulas, ar SeiZleba qondes cbxaxxf  2)( kvadratuli 
funqciis saxe. 
 
damtkiceba: ganvixiloT cbxaxxf  2)( kvadratuli funqciis 
sasruli sxvaobebi:  

baaxcbxaxcxbxaxfxfxf  2)1()1()()1()( 22 ; 

abaaxbaxaxfxfxfxf 22)1(2)()1())(()(2  ; 

0)()1())(()( 2223  xfxfxfxf . 
 

cxadia, rom ufro maRali rigis 3k sasruli sxvaobebi 
kvadratuli funqciidan, agreTve iqnebian nulis tolni. 
(advilad Semowmdeba, rom analogiuri Tvisebebi aqvT 
sazogadod n  xarisxis mravalwevra funqciebs(polinomebs), 
romelTaTvisac Sesabamisad yvela 1 nk  xarisxis sasruli 
sxvaobebi iqnebian nulis toli). 
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exla, ganvixiloT martivi ricxvebis mimdevroba da maTi 
Sesabamisi sasruli sxvaobebi mesame rigamde CaTvliT. Tu, 
mesame rigidan dawyebuli yvela sasruli sxvaoba ar 
aRmoCnda nulis toli, maSin martiv ricxvTa simravle ar 
SeiZleba moicemodes kvadratuli funqciiT da Cveni Teorema 
damtkicebuli iqneba. 

ganvixiloT, martiv ricxvTa simravle da Sesabamisi 
sasruli sxvaobebi: 
 
2   3   5  7   11   13   17   19   23   29 
  1   2   2  4    2   4    2    4    6 
    1   0   2  -2   2    -2   2    2 
      -1   2  -4  4    -4   4    0 
rogorc vxedavT mesame rigis sasruli sxvaoba(meoTxe 
striqoni) araa mxolod nulebisagan Semdgari, rac imas 
niSnavs, rom martivi ricxvis zogad formulas ar SeiZleba, 
rom hqondes kvadratuli funqciis saxe r.d.g. 
 
P.S. Teoremis damtkicebidan naTlad Cans, rom es Teorema 
advilad zogaddeba nebismieri n  sasruli xarisxis 
mravalwevra funqciisaTvis.  

zemoTmoyvanili danarCeni problemebis amoxsna 
avtorisaT-vis araa cnobili da amdenad, axalgazrdebs 
SeuZliaT gamoscadon Zalebi maT amosaxsnelad. 
 

naturalur ricxvTa simravleSi, yovelTvis SeiZleba 
ori ricxvis Sekreba. ase, rom ori naturaluri ricxvis jami 
isev naturaluri ricxvi iqneba. am faqts maTematikaSi 
Camoayalibeben ase: “naturalur ricxvTa simravle Caketilia 
Sekrebis operaciis mimarT”. magram, ori naturaluri ricxvis 
sxvaoba, sazogadod araa naturaluri ricxvi.  

 
magaliTi: N75 . rac imas niSnavs, rom naturalur ricxvTa 
simravleSi, SeuZlebelia 57 x gantolebis amoxsna. 
 
amitom, saWiro gaxda naturalur ricxvTa simravlis 
gafarToveba mTel ricxvTa simravlemde. 
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gansazRvreba: naturaluri ricxvebis, maTi mopirdapire 
ricxvebis da nulis gaerTianebas mTel ricxvTa simravle 
ewodeba. 

mTel ricxvTa simravle aRiniSneba Z asoTi. formalurad, 
es gansazRvreba SeiZleba Caiweros Semdegnairad 

 0 NNZ .                                               (2.2) 
advili misaxvedria, rom  

ZN  .                                                       (2.3) 
am simravleSi gantoleba 57 x , ukve amoxsnadia da 

275  xx ;                                              (2.4)   
 
magram, wrfivi gantoleba, sazogadod, araa amoxsnadi. 

magaliTi: Zxx 
2

3
32 .                                   (2.5) 

amitom, saWiroa ricxvis cnebis Semdgomi gafarToveba 
racionalur ricxvTa simravlemde. 

gansazRvreba: 
b

a
 saxis ricxvebis simravles, sadac NbZa   

racionalur ricxvTa simravle ewodeba. 
racionalur ricxvTa simravle aRiniSneba QasoTi. 









 Nb Za  
b

a
Q .                                           (2.6) 

advili misaxvedria, rom  
 NZQ  .                                                   (2.7)                                                  

racionalur ricxvTa simravleSi, ukve, SegviZlia 
amovxsnaT wrfivi gantolebebi, Tumca, arc es simravle 
aRmoCnda sakmarisi algebruli gantolebebis amosaxsnelad. 
ase Semovida maTematikaSi namdvil ricxvTa simravle da 
kompleqsur ricxvTa simravle. xolo mogvianebiT, 
hiperkompleqsuri da klifordis ricxvebis cnebebi. am 
ricxviTi simravleebis ageba moiTxovs faqizi maTematikuri 
cnebebis codnas da Cveni amocanebisaTvis imdenad 
mniSvnelovania, rom Cven CavuRrmavdebiT TandaTanobiT. 
 
 

2.1. naturaluri da mTeli ricxvebis gamoyenebani 
 

numerologiis elementebi. naturaluri ricxvis cnebas 
farTod iyenebs mecnierebis yvela dargi. jer kidev antikur 
xanaSi, rodesac mecniereba da religia erTad 
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Seiswavleboda, rogorc saerTo sibrZnis nawilebi, 
mecnierebi swavlobdnen ama, Tu im movlenis ricxviT 
maxasiaTeblebs: zomavdnen sameurneo savargulebis farTs, 
manZilebs, WurWlis moculobas da a.S. zogierT SemTxvevaSi, 
ki iseTi mecnierebic ki, rogoric iyo piTagora swavlobdnen 
ricxvTa magias. maT sjerodaT, rom adamianis mTeli 
cxovreba da xasiaTi ganpirobebulia ara marto varskvlavTa 
da planetebis ganlagebiT(astrologia), aramed im ricxviTi 
maxasiaTeblebiT, rac dakavSirebulia mocemuli adamianis 
dabadebis TariRTan(numerologia)[1-2]. numerologiiT iyo 
gatacebuli isaak niutonic. 

magaliTisaTvis, Tu, adamiani daibada 1976 wlis 19 
noembers, maSin misi personaluri ricxvi iqneba dabadebis 
ricxvis cifrebis jami 1+9=10 anu 1+0=1. xolo dabadebis 
TariRis personaluri ricxvi rom miviRoT, unda SevkriboT 
misi Sesabamisi Tvis nomris cifrebic noemberi=11 e.i. 1+1=2, 
garda am ricxvebisa unda SevkriboT dabadebis wlis 
cifrebic e.i. 1+9+7+6=23 am ricxvis cifrebis jamia 2+3=5, 
sabolood, unda SevkriboT dabadebis ricxvis, Tvis da wlis 
cifrebi erTad 19.11.1976. maSin miviRebT 
(1+9)+(1+1)+(1+9+7+6)=10+2+23=35 Tu, am ricxvis cifrebsac 
SevkribavT, miviRebT 3+5=8. rac imas niSnavs, rom am 
pirovnebisaTvis damaxasiaTebelia ricxvi 8-is upiratesi 
gavlena. es niSnavs imas, rom ganxiluli pirovneba 
umeteswilad, aris warmatebuli yvela wamowyebaSi, amasTan 
erTad, masze moqmedebs dabadebis ricxvis(19) cifrebis jami 
1, rac migvaniSnebs misi patronis liderul Tvisebebze. 
sazogadod, adamiani ganicdis rogorc Tavisi ricxvebis, 
aseve, cxovrebis adgilisa da mocemuli TariRis gavlenasac. 
 
ganixilaven personaluri wlis 9 mimdevrobiT safexurs, 
aTvlils dabadebidan: 
I weli – SesaZleblobaTa welia; 
II weli – wonasworobis welia; 
III weli – SemoqmedebiTi aqtivobis welia; 
IV weli – mSeneblobis welia; 
V weli – komunikabelobis welia; 
VI weli – davalebaTa Sesrulebis welia; 
VII weli – ganxorcielebebis welia; 
VIII weli – karmis welia; 
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IX weli – ciklis dasrulebis welia. 
 

P.S. yoveli 9 wlis Semdeg, cikli iwyebs ganmeorebas. 
 
aseve, ganixilaven dabadebis TveTa gavlenas:  
ianvari – gmiruli; 
Tebervali – wonasworoba; 
marti – sixaruli; 
aprili – pasuxismgebloba; 
maisi – cxovrebis energia; 
ivnisi – Semsrulebloba, morCileba da mzrunveloba; 
ivlisi – sinTezuroba; 
agvisto – lideroba; 
seqtemberi – rwmena; 
oqtomberi – sibrZne; 
noemberi - STagonebuli; 
dekemberi – dasrulebuloba. 
 
yovel ricxvs Seesabameba garkveuli xasiaTi: 
ricxvi 1 - Seesabameba egocentrul liders; 
ricxvi 2 – mgrZnobiare, komunikabeluri, uyvars kuTxeebis 
momrgvaleba; 
ricxvi 3 – mxiaruli, cdilobs miiRos siamovneba fizikuri 
Sromidan, uyvars xelebiT muSaoba; 
ricxvi 4 – iwvevs daudegar xasiaTs, romelic periodulad, 
cdilobs Tavi daaRwios monotonurobas; 
ricxvi 5 – iwvevs naTel gonebas da komunikabelobisaken 
midrekilebas. am ricxvis xalxs axasiaTebT magnetizmi da 
hipnozis unari, romelic izidavs maTken xalxs. 
ricxvi 6 – iZleva TanagrZnobis mwvave grZnobas. uyvars 
wesrigi, samarTlianobisaken swrafva. uyvars koleqtiuri 
Sroma. arad dagidevs sxvis azrs, Tu isini ewinaaRmdegebian 
mis sakuTar interesebs. 
ricxvi 7 – iwvevs ganviTarebul intuicias. uyvars martooba. 
aris punqtualuri da akuratuli. xSirad mosdis SemaSfo-
Tebeli azrebi da eZebs problemebs iqac, sadac isini ar 
arian. 
ricxvi 8 – iZleva momTmen, dinj xasiaTs da aRwevs 
warmatebebs yvela saqmeSi. warmatebuli adamiania. Tqveni 
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garSemomyofni grZnoben Tqvens gansakuTrebulobas da 
respeqtabelobas, cdiloben mogeqcen mowiwebiT. 
ricxvi 9 – iwvevs codnisaken da filosofiuri 
azrovnebisaken swrafvas. advilad patiobT sxvebs codvebs. 
ver itanT xepre adamianebs. 

aseve, mniSvnelovania Sesabamisoba asoebsa da ricxvebs 
Soris(informaciis kodirebis erT-erTi pirveli istoriuli 
magaliTi): 
 

1 a k t Z 
2 b l u w 
3 g m f W 
4 d n q x 
5 e o R j 
6 v p y h 
7 z J S  
8 T r C  
9 i s c  

 
am Sesabamisobis gamoyenebis magaliTisaTvis ganvixiloT 
saxelebi: 
 
ieso qriste=i+e+s+o+q+r+i+s+t+e=9+5+9+5+4+8+9+9+1+5=64,  
cifrTa jami=6+4=10; sabolood 1+0=1; udavo lideria 
samyaroSi; 
alahi=a+l+a+h+i=1+2+1+6+9=19,  cifrTa jami=1+9=10; 
anu sabolood 1+0=1; udavo lideria samyaroSi. 
 
ieRovo=i+e+R+o+v+o=9+5+5+5+6+5=35,    cifrTa jami=3+5=8; 
eSmaki=e+S+m+a+k+i=5+7+3+1+1+9=26,      cifrTa jami=2+6=8; 
satana=s+a+t+a+n+a=9+1+1+1+4+1=17,      cifrTa jami=1+7=8; 
rac Seesabameba amqveyniur warmatebebs siamovnebaTa sferoSi, 
imqveyniuri samudamo tanjvis sanacvlod. 
 
kriSna=k+r+i+S+n+a=1+8+9+7+4+1=30, anu 3+0=3, rac Seesabameba 
RmerTis msaxurs morCilebiT. 
naTela=n+a+T+e+l+a=4+1+8+5+2+1=21,    cifrTa jami=2+1=3; 
ilia=i+l+i+a=9+2+9+1=21,               cifrTa jami=2+1=3;              
naTela=ilia=3=swrafva RmerTisaken morCilebiT. 
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bizantia=b+i+z+a+n+t+i+a=2+9+7+1+4+1+9+1=34, cifrTa 
jami=3+4=7; 
romi=8+5+3+9=25,  cifrTa jami=2+5=7; 
babiloni=b+a+b+i+l+o+n+i=2+1+2+9+2+5+4+9=34, cifrTa 
jami=3+4=7; 
israeli=9+9+8+1+5+2+9=27+16=43; cifrTa jami=3+4=7; 
cifri 7 Seesabameba RmerTTan mebrZol, daudegar qveynebs, 
romlebic adre Tu, male qrebian rukidan. 
 
RmerTi=R+m+e+r+T+i=5+3+5+8+8+9=38, cifrTa jami=3+8=11; anu 
1+1=2;  
osana=5+9+1+4+1=20 rac imas niSnavs, rom 2 RmerTis ricxvia. 
afxazeTi=a+f+x+a+z+e+T+i=1+3+4+1+7+5+8+9=38, cifrTa 
jami=3+8=11; anu 1+1=2. rac imas niSnavs, rom afxazeTi 
RmerTis mfarvelobis qveSaa.  
erayi=5+8+1+6+9=29; cifrTa jami=2+9=11; anu 1+1=2. rac imas 
niSnavs, rom erayi RmerTis mfarvelobis qveSaa.  
 
ruseTi=r+u+s+e+T+i=8+2+9+5+8+9=41; anu 4+1=5; Zlieri 
qveyanaa, axasiaTebs komunikabeloba da magnetizmi, romelic 
izidavs sxvadasxva juris xalxs Tavisaken. 
ebraeli=e+b+r+a+e+l+i=5+2+8+1+5+2+9=32; anu 3+2=5; 
ebraelebisaTvis metad xelsayreli qveyanaa ruseTi. 
     P.S. cxadia, rom dainteresebulma mkiTxvelma, zemoT 
moyvanili piTagoriseuli ricxvTa magiis ufro detalurad 
gasacnobad, unda mimarTos damatebiT literaturas[1-2]. 
 

 
 

2.1.1. ricxvTa Teoriis elementebi 
 

 am gamoyenebaTa gamo, Zvelad, xelisufalTa farTo 
mxardaWe-riT sargeblobdnen brZenni(mecnierebisa da 
filosofiis msaxurni). swored, aman misca antikur xanaSi 
biZgi mecnierebisa da maT Soris, ricxvTa Teoriis 
ganviTarebas. mogvianebiT, dirixles, gausisa da eileris 
fundamentalurma Sromebma, axali impulsi misca ricxvTa 
Teoriis ganviTarebas. gausis mier SemuSavebul iqna 
SedarebaTa Teoria[3-7] ganusazRvreli gantolebebis 
amosaxsnelad N - naturalur ricxvTa simravleSi. 
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mogvianebiT, am Teoriam didi gamoyeneba pova 
kriptografiaSi[8-9] (informaciis dacva da gaSifrva); aseve, 
monacemTa cifruli damuSavebis TeoriaSi[10] (furies 
diskretuli gardaqmna). amitom, Cven ufro detalurad 
SeviswavliT gausis SedarebaTa Teorias. 
 
gansazRvreba: or a da b ricxvs urTierTmartivi ewodebaT Tu, 
maTi udidesi saerTo gamyofi (a;b)=1. 

magaliTi: 2 da 3 urTierTmartivi ricxvebia, radgan (2;3)=1. 
           3 da 5 ;  7 da 9 ; 9 da 11 d.a.S. 
 
Teorema : Tu, mocemuli gvaqvs nebismieri ori a da b>0 mTeli 
ricxvebi, maSin arsebobs erTaderTi wyvili mTeli q da r 

ricxvebisa, romlebic akmayofileben pirobebs : 
1-br0   ,  rbqa .                                            (2.8) 

r - ricxvs uwodeben a-ricxvis b-ze gayofisas miRebul naSTs. 

magaliTi: a=185 ;  b=12; maSin 185=1215+5, anu  q=15 da r=5. 

 
ori ricxvis udidesi saerTo gamyofis sapovnelad 

iyeneben evklides algoriTms, romelic emyareba (2.8) 
warmodgenas. marTlac, vTqvaT a nebismieri mTeli ricxvia da 
b nebismieri mTeli dadebiTi ricxvi, maSin Teoremis 
Tanaxmad, adgili eqneba tolobebs : 

.

;r0  ;r

.    .    .    .    .    .    .    .     .     .

;r0   ;

;r0     

;r0     ;

11

1n12-n

122210

01;110

000















nnn

nnnn

qrr

rrqr

rrqrr

rrqrb

brbqa

                                       (2.9) 

ricxvebi . . . ,,, 210 rrr  adgenen mkacrad klebad arauaryofiT 

ricxvTa mimdevrobas; magram yoveli aseTi mimdevroba 
sasrulia, saidanac gamomdinareobs, rom nebismieri a da b>0 

wyvilisaTvis mimdevrobiTi gayofis procesi(evklides 
algoriTmi) sasrulia, e.i. sasrulia (2.9) tolobaTa ricxvi. 
procesi wydeba im safexurze, romelzedac gayofa 
Sesruldeba unaSTod. anu roca .01 nr  amgvarad, nr  aris 

ukanaskneli nulisagan gansxvavebuli naSTi-udidesi saerTo 
gamyofi. cxadia, rom 

nn rrrrrbba  );(r . . . );();();( 1-n100 .                               (2.10)  
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magaliTi: vipovoT d=(664 ;480) ; a=664 ; b=480. 

                     maSin, evklides algoriTmis Tanaxmad gveqneba : 

           664=4801+184 ; 

          480=1842+112 ; 

          184=1121+72 ; 

          112=721+40 ; 

          72=401+32 ; 

          40=321+8 ; 

          32=84. 
e.i d=(664 ;480)=8. 

 
ariTmetikis ZiriTadi Teorema: erTze meti yoveli 

naturaluri ricxvi erTaderTi saxiT(TanamamravlTa rigis 
sizustiT) iSleba martiv ricxvTa namravlad. 
anu, Tu n erTze meti naturaluri ricxvia, maSin 

n21 p . . . ppn                                                                                                     (2.11)     

am namravlSi zogierTi Tanamamravli SeiZleba 
ramdenimejer meordebodes, amitom Tu, gamoviyenebT 
ganmeorebaTa ricxvis xarisxebs, miviRebT (2.11) gaSlis 
kanonikur warmodgenas 

n21

n21 p . . . 


ppn  .                                               (2.12)        

am (2.12) Canaweridan naTlad Cans, rom n ricxvis 
gansxvavebul gamyofTa raodenoba iqneba: 

)1( . . . )1)(1()( n21   n .                                     (2.13)  

P.S. ori ricxvis umciresi saerTo jeradi udris maT 
namravls gayofils maTsave udides saerTo gamyofze. 
 

naturalur ricxvTa simravleze ganisazRvreba rigi 
ariTmetikuli funqciebisa. maT Soris gansakuTrebuli 
adgili uWiravs eileris )(n funqcias, romelic udris 1-dan 

n-mde yvela im naturaluri ricxvebis raodenobas, romlebic 
urTierTmar-tivi arian n-is mimarT. 
 magaliTi: 2.(6)  4;(5)  2;(4)  2;(3)  1;(2)  ;1)1(    
 
vTqvaT, n21

n21 p . . . 


ppn  mocemuli ricxvis kanonikuri daSlaa, 
maSin  

)
p

1
-(1 . . . )

1
1)(

1
1()(

n21 pp
nn  .                                   (2.14) 

Tu, p  martivi ricxvia, maSin 
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1)(   ppp .                                              (2.15)    
kerZo SemTxvevaSi, 

.1)(  pp                                                   (2.16)               

magaliTi: ;16)
5

1
1)(

3

1
1)(

2

1
1(60)60(   

           
.415)5(

;542781)81(








 

 
2.1.2. SedarebaTa Teoriis elementebi 

 
ganvixiloT mTeli ricxvebi mocemul m naturalur 

ricxvze gayofisas, miRebuli naSTebis TvalsazrisiT. am m 

ricxvs moduls uwodeben. yovel naturalur ricxvs, m 

ricxvze gayofisas Seesabameba naSTis garkveuli mniSvneloba 
(0;1;2;3;... m-1)-naSTTa sruli sistemidan. sxvanairad, rom vTqvaT 
naturalur ricxvTa simravle iyofa m-1 klasad. TiToeul 
klasSi moTavsebuli arian urTierTsadari ricxvebi m modu-
liT. Tu, ganixileba SedarebaTa Teoria ufro farTo 
ricxviT simravleSi, kerZod mTel ricxvTa simravleSi, maSin 
ganixilaven absoluturad umcires naSTTa srul sistemas: 

2

m
 .; . .  2; 1; 0; 1;- ;-2; . . .  ;

2

4-m
-   ;

2

2


m
; roca m luwia; 

;
2

1-m
 ; . . . 2; 1; 0; 1;- 2;- ; . . . ;

2

3-m
- ;

2

1


m
 roca m kentia. 

gansazRvreba: or mTel a da b>0 ricxvs ewodebaT urTierTsa-
dari moduliT m, Tu m – ze gayofisas isini ernair naSTebs 
iZlevian. 

Sedarebis damokidebuleba ase Caiwereba: 
)(mod mba  .                                                  (2.17)    

(2.17) ikiTxeba ase: a sadaria b –si moduliT m. 

cxadia, rom Tu a sadaria b –si, anu m – ze gayofisas 
isini ernair naSTebs iZlevian, maSin maTi sxvaoba (a-b) 

unaSTod iyofa m – ze.  
magaliTi: )10(mod1525  , radgan 25 da 15 10-ze gayofisas 
naSTSi iZlevian 5-s. aseve, cxadia rom 25-15=10 da iyofa  
10-ze(Sedarebis modulze). 
 
SedarebaTa Tvisebebi : 
1. erTnairmoduliani Sedarebebi SeiZleba wevr-wevrad 
SevkriboT, anu, 
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))(mod()a .  .  . );(moda  );(mod(
11

n2211 mbabmbmba
n

i

i

n

i

in 


 .         (2.18)   

2.  Sedarebani erTnairi moduliT, SeiZleba wevr-wevrad 
gadavamravloT, anu 

))(mod()a .  .  . );(moda  );(mod(
11

n2211 mbabmbmba
n

i

i

n

i

in 


 .        (2.19)    

3.    Sedarebis orive mxare da moduli SeiZleba 
erTdroulad gavamravloT naturalur ricxvze, anu 

))(mod())(mod( 1111 mnnbnamba  .                               (2.20)  
4. Tu, Srdarebas adgili aqvs ramdenime moduliT, maSin am 
Sedarebas adgili eqneba axali moduliTac, romelic 
mocemuli modulebis umciresi saerTo jeradis tolia, anu 

]));(mod[())(mod)(mod( 2121 mmbambamba  .                   (2.21)   
5. Sedarebis orive mxare SeiZleba Seikvecos, maT iseT 
saerTo gamyofze, romelic modulTan urTierTmartivia, anu 

b(modm))(a1)n)(m; )(mod(  mbnan .                          (2.22) 
 
eileris Teorema: Tu m erTze meti nebismieri naturaluri 
ricxvia da (a ;m)=1, maSin 

)(mod1)( ma m  .                                               (2.23)   
kerZo SemTxvevaSi, roca pm  martivi ricxvia da 1);( pa , 

1)(  pp , miiReba fermas mcire Teorema : 

)(mod11 pa p  .                                                (2.24)  
 
ganvixiloT erTucnobiani Sedarebebis amoxsnis magaliTebi. 
  
1) )5(mod01323  xxx    
   es Sedareba mesame xarisxisaa. 5-is moduliT naSTTa 
sruli sistemidan: (0 ;1 ;2 ;3 ;4) am Sedarebas akmayofilebs 
mxolod ricxvi 1. e.i. mas aqvs erTi fesvi. es fesvi ase 
Caiwereba 

)5(mod1x . 

2) )4(mod012  xx  
Sedareba kvadratulia. naSTTa sruli sistemidan 4-is 
moduliT: (0 ;1 ;2 ;3), mas arcerTi ricxvi ar akmayofilebs. e.i. 
mas amonaxsni ara aqvs. 
3) )6(mod032312 23  xxx  
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  es Sedarebac kvadratulia, radgan ufrosi koeficienti 
kubTan modulze iyofa unaSTod, anu )6(mod012  . ase, rom igi 
Semdegi Sedarebis eqvivalenturia : 

)6(mod0323 2  xx . 
naSTTa sruli sistemidan 6-is moduliT: (0;1;2;3;4;5) mas 
akmayofilebs mxolod ricxvi 3, e.i. misi erTaderTi fesvi 
iqneba  

)6(mod3x . 

4) )7(mod015  xx  
naSTTa sruli sistemidan 7-is moduliT: (0;1;2;3;4;5;6) am 
Sedarebas akmayofilebs ori ricxvi 2 da 4; amitom gveqneba 
ori amonaxsni: 

4(mod7).         x);7(mod2 x  
 
gansazRvreba: or mravalwevrs ewodeba urTierTmisadari 
moduliT m, Tu maTi saTanado koeficientebi urTierTsada-
ria m-is moduliT. anu, 

))(mod()( mxgxf  .                                             (2.25) 
 

P.S.  

1. SedarebaTa TeoriiTa da maTi informatikaSi gamoyenebebiT 
dainteresebul mkiTxvels SeuZlia mimarTos saTanado 
literaturas[3-10]. 
2. mTel ricxvTa simravle Sekrebisa da gamravlebis 
operaciebTan mimarTebaSi qmnis algebrul sistemas, 
romelsac maTematikaSi komutaciur, unitarul rgols 
uwodeben[11-12]. 
 

 
2.2. racionaluri ricxvebi da namdvil ricxvTa simravlis 

topologiuri ageba 
 

racionaluri ricxvebis simravleSi, mTel ricxvTa 
simravlisagan gansxvavebiT, arsebobs mocemuli ricxvis 
Sebrunebuli ricxvi gamravlebis operaciis mimarT. amitom, 
maTematikosebi algebrul sistemas, romelsac qmnis 
racionalur ricxvTa simravle, masSi gansazRvruli 
operaciebis mimarT vels[11-12] uwodeben. algebris(algebrul 
operaciebTan mimarTebaSi) TvalsazrisiT ar aris sxvaoba 
racionalur ricxvTa simravlesa da namdvil ricxvTa 
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simravles Soris. ase, rom namdvil ricxvTa simravlec 
algebruli sistemis TvalsazrisiT qmnis vels. Tumca, am or 
simravles Soris aSkara sxvaobaa topologiis[11-12] 
TvalsazrisiT. 

topologiis cneba saSualebas gvaZlevs SemoviRoT 
zRvarisa da uwyveti funqciis cnebebi, rac esoden 
mniSvnelovania cocxali sistemebis maTematikuri 
modelirebisaTvis. 
 
gansazRvreba: mocemul Q simravles, misi yoveli x elementis 
Semcvel Ria B(x) simravleebTan(topologiis baza) erTad 
topologiuri sivrce ewodeba. 
 

racionalur ricxvTa simravlis topologiis bazas 
warmoadgens misi yvela Ria intervalebis B(x)  simravle. 
amasTan erTad, radgan racionalur ricxvTa simravle 
Tvladia, misi topologiis bazac Tvladia.  
 

ganvixiloT ricxviTi mimdevrobis cneba racionalur 
ricxvTa simravleSi. 
gansazRvreba: naturalur ricxvTa simravlis gadasaxvas 

racionalur ricxvTa simravleSi, racionalur ricxvTa  
1nnq  

mimdevroba ewodeba. 
gansazRvreba: racionalur ricxvTa  

1nnq  mimdevrobas 

ewodeba koSis(fundamentaluri mimdevroba), Tu  

0lim 




nm

m
n

qq .                                                (2.26)   

Teorema: Tu, racionalur ricxvTa mimdevroba krebadia 
racionaluri ricxvisaken, maSin is koSis mimdevrobas 
warmoadgens. 

 

magram, Tu  
1nnq  koSis mimdevrobaa, misi zRvari, 

sazogadod, SeiZleba arc arsebobdes(Tu zRvariTi wertili 
araa racionaluri ricxvi). 
gansazRvreba: Qx 0  wertils ewodeba racionalur ricxvTa 

simravlis zRvariTi wertili, Tu am wertilis Semcveli 
nebismieri Ria simravle(intervali), Seicavs racionalur 
ricxvs. 
Teorema: Qx 0  wertili warmoadgens zRvariT wertils, maSin 

da mxolod maSin, roca arsebobs Q racionalur ricxvTa 
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iseTi mimdevroba  
1nnq , romelic krebadia 0x  ricxvisaken 

0lim xqn
n




. 

Tu, SevadgenT racionalur ricxvTa mimdevrobas 

iseTnairad, rom yoveli Semdegi wevri warmoadgendes 2 -is 
ukeTes miaxlovebas, maSin miviRebT racionalur ricxvTa 

koSis mimdevrobas, romelic krebadia araracionaluri 2  
ricxvisaken. es imas niSnavs, rom racionalur ricxvTa 
simravle ar Seicavs Tavisi zRvariTi wertilebis mTlian 
simravles. Tumca, is Seicavs racionalur ricxvebs da 
TiToeuli racionaluri ricxvi zRvariTi wertilia. 
gansazRvreba: Q racionalur ricxvTa simravlis 
gaerTianebas misi zRvariTi wertilebis Q  simravlesTan Q 

racionalur ricxvTa simravlis 


Q  Caketva ewodeba. 

       .                                                (2.27) 

gansazRvreba: racionalur ricxvTa simravlis    Caketvas

namdvil ricxvTa R simravle ewodeba. 
 

yovelive zemoTqmulidan gamomdinare, SegviZlia vTqvaT, 
rom Caketili simravlis nebismieri elementi warmoadgens 
zRvariT wertils da maSasadame, SegviZlia avagoT misken 
krebadi mimdevroba. 
 
gansazRvreba: simravles sruli ewodeba, Tu nebismieri koSis 
mimdevroba krebadia am simravleSi. 
magaliTi: racionalur ricxvTa Q simravle araa sruli, 
xolo namdvil ricxvTa R simravle srulia(radgan is 
Seicavs Tavis yvela zRvariT wertils). 
 
gansazRvreba: A simravles ewodeba mkvrivi B simravleSi, Tu 
B simravlis nebismieri b0 elementisaTvis, moiZebneba A 

simravlis elementebis iseTi mimdevroba, romelic krebadi 
iqneba am b0 elementisaken. 
magaliTi: racionalur ricxvTa simravle mkvrivia namdvil 
ricxvTa simravleSi, xolo naturalur ricxvTa simravle 
araa mkvrivi mTel ricxvTa simravleSi(daasabuTeT ratom?). 
 
gansazRvreba(intuiciuri): simravles metrikul sivrces 
uwodeben, Tu, masSi gansazRvrulia or elements Soris 
manZilis cneba.  
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magaliTi: manZili or racionalur ricxvs Soris 
ganisazRvreba formuliT: 

1221 );( qqqq  .                                              (2.28)                                      

formula (2.28)-is gaTvaliswinebiT racionalur ricxvTa 
simravle metrikuli sivrcea. Tu, gavixsenebT or namdvil 
ricxvs Soris manZilis cnebas, romelic (2.28) formulis 
analogiuria, miviRebT rom namdvil ricxvTa simravlec 
metrikuli sivrcea. 
 
gansazRvreba: metrikul sivrces ewodeba separabeluri, Tu 
arsebobs araumetes vidre Tvladi, masSi mkvrivi qvesimravle. 
 
magaliTi: namdvil ricxvTa simravle separabeluria, radgan 
masSi, arsebobs masSi yvelgan mkvrivi Tvladi, racionalur 
ricxvTa qvesimravle. 
 
P.S. 
 separabelobis Tviseba saSualebas iZleva metrikuli 
sivrcis elementebs mivuaxlovdeT Tvladi simravlis 
elementebis mimdevrobiT. es Tviseba farTod gamoiyeneba 
variaciul(pirdapir) ricxviT meTodebSi.  

 
namdvil ricxvTa simravle, ukve, sakmarisia sainJinro 

praqtikaSi gamoyenebeli algebruli gantolebebisa da 
gantolebaTa sistemebis amosaxsnelad. 
 
 
2.2.1. arawrfivi gantolebis amoxsna niutonis algoriTmiT 

 
Sesavali 
 

gantolebebis amosaxsnelad, umeteswilad, iyeneben 
iteraciul meTodebs, romlebsac zogjer pikaris 
TandaTanobiTi miaxloebis meTodebsac uwodeben. am tipis 
meTodebis arsis Sesacnobad, ganvixiloT arawrfivi 
gantoleba 

      .                                                (2.29) 
am gantolebis amosaxsnelad, mas gadaweren Sesabamisi 

iteraciuli formulis saxiT 
          .                                            (2.30) 
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airCeven fesvis sawyis miaxloebas 
    ,                                                 (2.31) 

amis Semdeg, (2.30) formulebis meSveobiT pouloben 
Semdgom miaxloebebs 

                                                        (2.32) 
rogor vxedavT, aRwerili iteraciuli procedura yovel 

     etapze, iyenebs wina    erTi bijis mniSvnelobas. aseT, 
(2.30) tipis iteraciul formulebs, erTbijian iteraciul 
formulebs uwodeben. arseboben orbijiani, sambijiani da a.S. 
iteraciuli formulebic 

                – orbijiani formulaa; 
                     - sambijiani formulaa da a.S. 
 
(2.30) iteraciuli formulis agebis Semdeg, ismis 

kiTxvebi: 
a) ramdeni   miaxloeba unda aviRoT, anu, iteraciuli 

procesi rodis unda gavaCeroT, rom miRebuli miaxloeba 
iyos winaswar moTxovnil farglebSi ? 

b) krebadia, Tu, ara (2.30) iteraciuli procesi (2.29) 
gantolebis fesvisaken ? 

 
am kiTxvebs pasuxoben Semdegnairad: 
a) winaswar irCeven gamoTvlis dasaSveb   cdomilebas da 

iteraciul process aCereben rogorc ki gamoTvlis 
absoluturi cdomileba daakmayofilebs pirobas 
           ; 

b) iteraciuli (2.30) procesis krebadobisaTvis, misi 
agebisas, unda gaviTvaliswinoT banaxis Teorema 
kumSvadi asaxvebis Sesaxeb, anu, krebadobis sakmarisi 
piroba. 
 

gansazRvreba: vTqvaT   metrikuli sivrcea   metrikiT, 
      operators ewodeba mkumSavi, Tu, arsebobs iseTi 
       , rom   sivrcis nebismieri ori   da   
elementebisaTvis, adgili aqvs utolobas                 . 

 
banaxis Teorema. Tu,   aris mkumSavi operatori srul   

metrikul sivrceSi, maSin      gantolebas aqvs erTi da 
mxolod erTi   amonaxsni, romelic SeiZleba miviRoT 
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rogorc am sivrcis    elementebis mimdevrobis zRvari 
          , sadac          xolo sawyisi      
miaxloeba SegviZlia avirCioT nebismierad. 

 
aqve, SegviZlia SevadginoT erTbijiani kumSvadi 

iteraciuli formulebis agebis wesic. amisaTvis ganvixiloT 
(2.30) formula da gamoviyenoT lagranJis formula sasruli 
nazrdebis Sesaxeb, maSin miviRebT 

                                   ,           (2.33) 
aqedan cxadia, rom kumSvadobis piroba 
                                                  , 

Sesruldeba Tu,              . 
 

exla, ganvixiloT niutonis iteraciuli formula. 
niutonis iteraciuli formulisaTvis unda avirCioT 

sawyisi miaxloeba, amisaTvis iyeneben veierStrasis Teoremas: 
Tu,       Sualedis boloebze      uwyvet funqcias aqvs 

sxvadasxva niSnis mniSvnelobebi, anu,           , maSin am 
SualedSi arsebobs iseTi   wertili rom       . 

maSasadame, sawyisi    miaxloeba unda avirCioT iseT       
SualedSi, romlis boloebzec sruldebs            piroba. 
cxadia, rom rac ufro mokle iqneba       Sualedi, miT ufro 
cota iteraciebi dagvWirdeba fesvis sapovnelad. miaxloebis 
Sesafaseblad virCevT angariSis dasaSveb   cdomilebas.  

(2.29) gantolebis amosaxsnelad      funqcia gavSaloT 
teiloris mwkrivad sawyisi    miaxloebis midamoSi 

                   
       

        

  
            ,      (2.34) 

Tu, teiloris (2.34) formulaSi ugulebelvyofT 
kvadratul da ufro maRali rigis wevrebs, miviRebT fesvis 
Semdgomi miaxloebis sapovnel formulas 

               
        ,                              (2.35) 

aqedan cxadia, rom   

      
     

      
,                                          (2.36) 

fesvis Semdgomi miaxloebebis sapovnelad, analogiuri 
proceduris gavliT miviRebT                          

      
     

      
,                                          (2.37) 

da sazogadod, gveqneba niutonis iteraciuli formula 
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.                                        (2.38) 

iteraciuli procesi grZeldeba, vidre ar Sesruldeba 
piroba            . 

 
P.S. 
niutonis iteraciuli formula praqtikulad kargad 
muSaobs, mxolod maSin, roca sawyisi miaxloeba axlosaa 
zust amonaxsnTan. amitom, umeteswilad, iyeneben iakobis 
martivi iteraciis meTods an monte-karlos, fesvis 
SemTxveviTi Zebnis meTods.P 

 
 

2.2.2. arawrfivi gantolebis amoxsna iakobis martivi 
iteraciis meTodiT 

 
miuxedavad imisa, rom arsebobs arawrfivi algebruli 

gantolebis miaxloebiTi amoxsnis, klasikuri meTodebis 
didi simravle, praqtikaSi, ufro xSirad iyeneben iakobis 
martivi iteraciis meTods. is Tavis TavSi moicavs klasikuri 
meTodebis dadebiT Tvisebebs da saSualebas iZleva, 
individualurad mivudgeT yovel arawrfiv gantolebas da 
avagoT Sesabamisi krebadi iteraciuli formula. 

ganvixiloT, iakobis iteraciuli formulis agebis 
algoriTmi. 

vTqvaT, amosaxsneli gvaqvs arawrfivi algebruli 
gantoleba 

      .                                               (2.39) 
a) gantolebis orive mxares vamravlebT raRac   ricxvze, 

romlis mniSvnelobasac mogvianebiT avarCevT 
iteraciuli procesis krebadobis pirobidan, miviRebT 

                                                      (2.40) 
b) miRebuli (2.40) gantolebis orive mxares vumatebT  -s 

da marcxena mxares avRniSnavT     -iT, maSin gveqneba 
              .                                    (2.41) 
g) vagebT Sesabamis (2.30) iteraciul formulas 
              .                                      (2.42) 
dagvrCa mxolod   mamravlis mniSvnelobis povna (2.42) 

iteraciuli procesis krebadobis               pirobidan.   
advili misaxvedria, rom 
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              , anu, krebadobis piroba miiRebs saxes 
                      .                               (2.43) 

praqtikaSi iyeneben ufro martiv pirobas 
                   .                        (2.44) 

am pirobidan pouloben   mamravlis    mniSvnelobas, rac 
sabolood, gvaZlevs iakobis krebad iteraciul formulas 

                 .                                   (2.45) 
                                        
iteraciuli procesis gaCerebis pirobaa 
           .                                         (2.46) 

am SemTxvevaSi, absoluturi cdomilebaa 
      ,                                                (2.47) 
xolo, fardobiTi cdomilebaa 

     
    

    
.                                              (2.48) 

   
ganvixiloT magaliTi. 
 
vTqvaT, gvinda amovxsnaT gantoleba 
        ,                                            (2.49)    
       sizustiT. 
amoxsna:  
gadavweroT (2.49) gantoleba zogadi (2.39) formiT 
               .                                  (2.50) 
exla, gamoviyenoT misTvis zemoTmoyvanili procedura da 

avagoT iakobis, Sesabamisi iteraciuli formula 
a)                     ;                          (2.51) 
b)               , anu, 
                     .                         (2.52) 

     g)                       ,                        (2.53) 
darCa amocana:   mamravlisaTvis vipovoT iseTi    

mniSvneloba, romlisTvisac dakmayofildeba iteraciuli 
formulis krebadobis piroba              , romelsac Cvens 
SemTxvevaSi aqvs saxe 

      
 

      
   .                                     (2.54) 

sawyisi miaxloebis sapovnelad viyenebT veierStrasis 
Teoremas. 

                   
                        



52 

 

e.i.          . sawyis miaxloebad avirCioT     . maSin 
krebadobis (2.54) piroba miiRebs saxes 

              
 

     
   .                             (2.55) 

am pirobas akmayofilebs, magaliTad      , es mniSvne-
loba cxadia, rom araa erTaderTi. miviReT iakobis 
iteraciuli formula mocemuli (2.49) gantolebisaTvis.  

                           
 
                 .                                  (2.56) 
     .                                                 (2.57) 
am iteraciuli formulebiT gaTvla gvaZlevs, rom 

                    
                         
                          
                          

              , rac imas niSnavs rom mocemuli 
gantoleba amoxsnilia moTxovnili      sizustiT da misi 
fesvia 3.7893 

fardobiTi cdomileba iqneba 
 

     
    

    
 

      

      
                                     (2.58) 

rac savsebiT misaRebia mocemuli amocanisaTvis. 
 
 

2.2.3. or da sam cvladian wrfiv gantolebaTa sistemebis 
amoxsna matriculi xerxiT Mathcad – is bazaze 

 
or da samcvladian, wrfiv gantolebaTa sistemebis 

amosaxsnelad, gamoiyeneba arsebuli programuli paketebi 
romlebic eyrdnobian gausis meTods, esenia: Mathcad, Matlab, 

Mathematica da a.S. Cven simartivisaTvis, gamoviyenebT Mathcad 

pakets. 
vTqvaT, amosaxsnelia mesame rigis, wrfiv gantolebaTa 

sistema 
                    , 
                    , 
                    . 

gadavwerT mas matriculi formiT: 
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     ,                                                 (      
sadac,  

   

         

         

         

 ,       

  

  

  

 . 

 
maSin, matriculi (   gantolebis amonaxsns eqneba saxe 
       . 
ganvixiloT magaliTi 
             , 
              , 
              . 
SavadginoT Sesabamisi Mathcad programa 
 

           

 

                     

 
rogorc vxedavT, am SemTxvevaSi, Mathcad programa sakmaod 

martivia da emTxveva amocanis matricul amoxsnas. cxadia, 
rom maRali rigis (     ) sistemebis aseTnairad amoxsna, 
sakmaod mouxerxebelia, miTumetes, rodesac sistemis 
matricis determinanti axlosaa nulTan  (sistema cudadaa 
ganpirobebuli). 

 
 

2.2.4. maRali rigis wrfiv gantolebaTa sistemis amoxsna 
iteraciuli meTodiT 

 
maRali rigis (   ) wrfiv gantolebaTa sistemis 

amosaxsnelad, umeteswilad, iyeneben iteraciul meTodebs. 
imisaTvis, rom SeviswavloT wrfiv gantolebaTa sistemis 

amoxsnis algoriTmebis krebadoba, cdomileba da gamoTvle-
bis mdgradoba, iyeneben veqtorisa da matricis normis 
cnebas, romlebic veqtoris sigrZis cnebis ganzogadebas 
warmoadgenen. 

A

1

7

8

2

4

9

5

3

5











 B

20

24

41













X

1

2

3












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wrfivi    veqtoruli sivrcis      elementis norma 
ewodeba     ricxvs, romelic akmayofilebs pirobebs: 

1)                  ; 
2)                      ; 
3)               
               veqtorisaTvis, rogorc wesi, ganixilaven 

ori tipis normas 
                 ,                                   (2.59) 

         
  

   .                                         (2.60)     

kvadratuli                               matricis norma 

ganisazRvreba   da    veqtorebis normebis saSualebiT: 

          
    

   
.                                       (2.61) 

damtkicebulia, rom 

                   
 
   ,                                 (2.62) 

          
  

      
 

 ;                                      (2.63) 

amasTan, Tu, matrica simetriulia, anu,     , maSin 

                    , da        
 

               
,          (2.64) 

sadac,        mocemuli   matricis sakuTrivi ricxvebia, 
anu,             maxasiaTebeli gantolebis fesvebia. 

 
ganvixiloT normis gamoTvlis magaliTebi Mathcad –is 

bazaze. 
a)   veqtoris pirveli da meore norma: 

         

b) exla ganvixiloT, mocemuli arasimetriuli   matri-
cis pirveli norma da meore normis Sefaseba zemodan: 

 

         

 

x

10

3

5

1















 max x( ) 10

0

3

i

x
i 

2




11.619

A

2

1

2

3

3

5

4

2

4











 j 0 2 v
j

0

2

i

A
T  j 



 i



 v

9

6

11











 max v( ) 11

0

2

i 0

2

j

A
i j 

2







9.381



55 

 

matricis normebis gamoTvla ufro martivia, Tu 
gamoviyenebT Mathcad –is standartul programebs 

  
 
ganvixiloT normis Tvisebebi: 
a)              ;             ; 
b)             . 

 
ricxviTi algoriTmebis realizaciisas gardauvalia 

cdomilebebi, romelTa Sefasebac xdeba cdomilebis   
veqtoris normis saSualebiT. cdomilebebi gamowveulia 
sawyisi monacemebis cdomilebis veqtoriT, romlis normas 
avRniSnavT   , TviT meTodis cdomilebebiT, romlis 
veqtoris normas avRniSnavT    da kompiuterSi ricxvebis 
damrgvalebis cdomilebis veqtoriT normiT   . jamuri   
cdomileba fasdeba utolobiT 

          .                                       (2.65) 
rogorc wesi, Tvlian rom meTodis cdomileba 10-jer 

naklebi unda iyos sawisi monacemebis cdomilebaze. Tavis 
mxriv, damrgvalebis cdomileba 10-jer naklebi unda iyos 
meTodis cdomilebaze. 

cvladTa gamoricxvis gausis meTodi zusti meTodia, mas 
ara aqvs meTodis cdomileba, Tumca, sawyisi monacemebis an 
damrgvalebis mcire cdomilebasac SeuZlia amoxsnis SedegSi 
mogvces mniSvnelovani cdomileba.  

wrfiv gantolebaTa      sistemis   amonaxsnis 
cdomilebis Sesafaseblad marjvena   mxareze damokidebule-
biT, ganixilaven sistemis amonaxsnis fardobiTi cdomilebis 
Sefardebas marjvena mxareebis fardobiT cdomilebebTan 

   
   
   
   

 
       

       
 

           

       
 

                 

       
  

               ,                                    (2.66) 
sadac   amonaxsnis cdomilebaa,   - marjvena mxareebis 

cdomileba. 
               ricxvs   matricis ganpirobebulobis 

ricxvs uwodeben. matricis ganpirobebulobis ricxvi, 
axasiaTebs sistemis marjvena mxareebSi cdomilebis 
gavleniT, amonaxsnis cdomilebis zrdis siswrafes. Tu, 

norm1 A( ) 11 norm2 A( ) 8.847
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ganpirobebulobis ricxvi gacilebiT metia erTze, maSin 
sistemas cudad ganpirobebuli ewodeba da misi amxsnisas 
cdomileba didia. 

simetriuli matricebisaTvis 

     
               

               
  .                                (2.67) 

ganvixiloT magaliTi Mathcad –is bazaze. 

        

rogorc vxedavT, am SemTxvevaSi, matricis 
ganpirobebulobis ricxvia 3.588. 

zusti meTodebis gamoyeneba wrfiv gantolebaTa 
sistemebis amosaxsnelad, maRali rigis (     ) SemTxvevaSi 
araa mizanSewonili, radgan operaciaTa ricxvi swrafad 
matulobs ganzomilebasTan erTad da maSasadame matulobs 
angariSis cdomilebac. Tu, sistemis matrica samdiagonalaa, 
maSin iyeneben Tomasis gaSvebis meTods, rac faqtiurad, 
gausis meTodia, Tumca operaciaTa ricxvi mcirdeba, radgan 
nulovan diagonalebTan ar xdeba operaciebi, rac amcirebs 
operaciaTa saerTo raodenobas da maSasadame cdomilebas. 

sasrul-sxvaobaTa meTodis gamoyenebas wrfivi, kerZowar-
moebuliani diferencialuri gantolebebis amosaxsnelad, 
mivyavarT maRali rigis wrfiv gantolebaTa sistemis 
amoxsnis aucileblobasTan. aseT SemTxvevaSi, umeteswilad, 
iyeneben iteraciul meTodebs, romelTac sazogadod aqvT 
saxe 

  
       

    
             ,                            (2.68) 

sadac      iteraciis parametria. Tu,    , maSin 
iteraciul meTods  

       

    
             ,                              (2.69) 

ewodeba cxadi iteraciuli sqema da amonaxsni moicema sqemiT 
                          .                           (2.70) 

Tu,     maSin iteraciul sqemas ewodeba aracxadi da 
is moicema formuliT 

                               .                 (2.71) 
aracxadi iteraciuli sqemis SemTxvevaSi, iteraciis 

yovel axal bijze, unda amoixsnas gantolebaTa sistema (2.71). 
iakobis martivi iteraciis sqemas wrfiv gantolebaTa 

sistemisaTvis aqvs saxe 

A

2

1

0.5

1

3

1

0.5

1

4












max eigenvals A( )( )

min eigenvals A( )( )
3.588
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                                   ,       (2.72) 
D                          .                        (2.73) 
Teorema. Tu,       maSin wrfiv gantolebaTa sistemas 

aqvs erTaderTi amonaxsni da (2.72) iteraciuli procesi 
krebadia sistemis amonaxsnisaken geometriuli progresiis 
siswrafiT. 

iteraciuli procesiT miRebuli amonaxsnis, zust 
amonaxsnTan absoluturi cdomileba fasdeba utolobiT 

         
   

     
         .                           (2.74) 

  es utoloba saSualebas gvaZlevs gavaCeroT 
iteraciuli procesi maSin, roca miRweulia amoxsnis 
Sesabamisi sizuste. 

ganvixiloT Sesabamisi magaliTi Mathcad –is bazaze 
 

            

 

       

 miaxloebiTi amonaxsni              

zusti amonaxsni 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

cdomilebis dinamika iteraciebis mixedviT 

A

1

2

1

1

3

2

0

1

1











 b

1

2

10











  0.4 N 15 x
0 

1

6

2











 D A
0

 A

norm2 D( ) 1.231 n 0 N x
n 1 

D x
n 

 c xn x
n 1 

x
n 



xN 9.19 10
3

 x
N 1 

2.241

1.24

10.214













A
1

b

2.25

1.25

10.25













 

0 5 10 15
0

5

10

xn

n
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2.2.5. arawrfiv gantolebaTa sistemis amoxsna iakobis martivi 
iteraciis meTodiT 

 

Tu, gvinda amovxsnaT arawrfiv gantolebaTa sistema  

 

                

                
 

                

 ,                                 (2.75) 

iteraciuli meTodiT, maSin iseTnairadve viqceviT, rogorc 

skalarul SemTxvevaSi. (2.75) sistema SegviZlia gadavweroT 

veqtoruli formiT, Tu SemoviRebT Sesabamis aRniSvnebs 

 

      

               

               

 .                                         (2.76) 

Sesabamis iteraciul sqemas eqneba saxe: 

                             .                         (2.77) 

Tu, iteraciuli procesis warmomqmneli              

funqcia, akmayofilebs banaxis Teoremis pirobebs, maSin (2.77) 

procesi krebadia (2.75) arawrfivi gantolebis amonaxsnisaken. 

ganvixiloT, arawrfiv gantolebaTa sistemis iakobis 

martivi iteraciis meTodiT amoxsnis magaliTi. 

vTqvaT, gvinda amovxsnaT arawrfiv gantolebaTa sistema 

        SevadginoT Sesabamisi programa Mathcad –is bazaze 

amosaxsneli sistemis marcxena mxaris veqtor-funqcia. 

   

iteraciis parametri:  

iteraciaTa ricxvi:   

F x( )

x
0 

2
x
1

 1

e
x1

x
1

















 1

N 15
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ucnobebis sawyisi miaxloebebi:  

iakobis martivi iteraciis sqema: 

    

cdomilebebis dinamika iteraciebis nomris mixedviT: 

 

cdomilebis dinamikis grafikuli suraTi: 
 

miaxloebiTi amonaxsni meTxuTmete iteraciaze: 

 

     funqciis mniSvneloba          : 

 

rogorc vxedavT, absoluturi cdomilebaa       . 

 

2.2.6. arawrfiv gantolebaTa sistemis amoxsna niutonis 
meTodiT 

 
ganvixiloT arawrfiv gantolebaTa sistemis  

x
0  0

0











n 0 N x
n 1 

x
n 

 F x
n  

xn x
n 1 

x
n 



0 5 10 15
0

1

2

xn

n

x
N 1  0.658

0.567











F x
N 1   4.699 10

4


1.182 10
4














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 .                                   (2.78) 

amoxsnis niutonis algoriTmi. aqac unda visargebloT (2.76) 

veqtoruli aRniSvnebiT. anu, gvaqvs gantolebaTa sistema 

      . ganvixiloT, am veqtor-funqciis pirveli rigis 

warmoebulebisagan Sedgenili matrica (iakobis matrica): 

      

 

  
 

   

   
  

   

   
   

   

   

   

   
  

   

   
  

   

   
 

   

   
  

   

   
  

   

    

  
 
.                                (2.79) 

maSin, niutonis iteraciuli sqema arawrfiv gantolebaTa 

sistemisaTvis, Caiwereba veqtoruli formiT: 

                      .                              (2.80) 

Tu, sistemis iakobis matrica araa gadagvarebuli 

          da sawyisi pirobebi “sakmaod axlosaa 

amonaxsnTan”, maSin niutonis iteraciuli procesi krebadia. 

Tumca, niutonis sqemiT, arawrfiv gantolebaTa sistemis 

amoxsna arapraqtikulia, Teoriulad is mravali axali ideis 

momcemia. 

 
2.3. kompleqsuri ricxvebis simravle 

 
rogorc viciT, namdvil ricxvTa simravlesa da wrfis 

wertilebs Soris arsebobs urTierTcalsaxa Tanadoba-
bieqcia; rac saSualebas iZleva, wrfesTan dakavSirebuli 
geometriuli amocanebi CavweroT namdvili ricxvebis 
meSveobiT da amovxsnaT algebruli meTodebis saSualebiT. 
magram, wrfeebis garda geometriaSi arseboben 
sibrtyeebic(organzomilebiani sivrce). ismis kiTxva: viciT, 
rom erTganzomilebian sivrces - wrfes Seesabameba namdvil 
ricxvTa simravle, arseboben Tu ara sibrtyis Sesabamisi 
“brtyeli ricxvebi"? 
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am kiTxvaze pasuxi aris dadebiTi: diax arseboben, Tan 
aseTi ricxviTi simravleebi mniSvnelovnad gansxvavdebian 
erTmaneTisagan. 

sibrtyis yovel P wertils Seesabameba ori ricxvi(misi 
koordinatebi) P(x;y). amrigad, Cven SegviZlia SemoviRoT 
“brtyeli ricxvebi". vTqvaT, gvaqvs ricxvebi 

    ).;(B      );;(  A  imisaTvis, rom azri qondes axali 
ricxvebis SemoRebas, unda gvqondes Sesabamisi algebruli 
operaciebi da maTi Tvisebebi. amis Semdeg, SegveZleba 
davaxasiaToT Sesabamisi algebruli sistema. amitom, 
SemoviRoT operaciebi “brtyel ricxvebze". 

);();();(   BA  ;                               (2.81)  
);();();(  BA  ;                          (2.82)   



















2222
,

);(

);(













B

A
.                               (2.83)       

Tu, SemoviRebT nulisa da erTis Sesabamis brtyel 
ricxvebs 

).0;1(1

);0;0(0




                                                   (2.84)     

miviRebT algebrul sistemas, romlis operaciebic 
ZiriTadad akmayofileben igive Tvisebebs, rasac operaciebi 
namdvil ricxvebze(wrfiv ricxvebze), Tumca, aris 
gansxvavebebic. kerZod, Tu “brtyel ricxvebs" CavwerT 
algebruli formiT   iA . sadac, 0) ; (  );1;0(  i . maSin 
gveqneba 

12  iii .                                                                                                    (2.85)        

aseTi toloba SeuZlebelia namdvili ricxvebis 
SemTxvevaSi. ase, rom Cven saqme gvaqvs axali tipis algebrul 
sistemasTan romelsac C - kompleqsur ricxvTa simravles[13] 
uwodeben. CRQZN  . 

 
 

2.3.1. kompleqsuri ricxvebis trigonometriuli da 
maCvenebliani Caweris formebi 

 
gansazRvreba: ibaz  kompleqsuri ricxvis moduli ewodeba 
sibrtyeze am ricxvis gamomsaxveli wertilidan koordinatTa 

saTavemde manZils 22 baz  .  
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samkuTxedis ori gverdis sigrZeTa jami metia mesame gverdis 
sigrZeze ; xolo ori gverdis sxvaoba naklebia mesame 
gverdze : 

21212121 z     ; zzzzzzz  .                               (2.86)  

    
gansazRvreba: ibaz  kompleqsuri ricxvis SeuRlebuli 

ricxvi ewodeba ibaz 


kompleqsur ricxvs. 
cxadia, rom adgili eqneba tolobebs: 

zz  ; 
2121 zzzz  ; 

2121 zzzz  .                              (2.87)      

 
gansazRvreba: ibaz  kompleqsuri ricxvis namdvili nawili 
ewodeba az Re ricxvs, xolo warmosaxviTi nawili ewodeba 

bz Im ricxvs. 
 
kompleqsuri ricxvi igive sibrtyis wertilia. sibrtyis 
wertilebi ki, SegviZlia gamovsaxoT, rogorc dekartis 
koordinatebSi(Seesabameba kompleqsuri ricxvis algebruli 
Caweris forma iyxz  ), aseve, polarul koordinatTa 
sistemaSi. 
am SemTxvevaSi wertili xasiaTdeba z  moduliT (manZiliT  

koordinatTa saTavemde) da kuTxiT abscisaTa RerZis 

dadebiT mimarTulebasTan 
x

y
arctg , romelic aiTvleba 

saaTis isris sawinaaRmdego mimarTulebiT k  2  sizustiT da 
romelsac kompleqsuri ricxvis argumenti zarg ewodeba. 

k  2argarg)arg( 2121  zzzz ;                                                                         (2.88) 

k  2argargarg 21

2

1  zz
z

z
;                                      (2.89)    

. . . 2; 1; ;0 k                                                 (2.90)      
Sedegad, kompleqsuri ricxvi SegviZlia CavweroT 
trigonometriuli formiT: 

 sin(argz) iargz)cos(  zibaz .                                 (2.91)     

 
Tu, gavixsenebT eileris formulas 

 sincos  iei ;                                             (2.92)    
maSin, kompleqsuri ricxvis (2.91) trigonometriuli formidan 
gadavalT mis maCveneblian formaze; 

ziezz arg .                                                   (2.93) 
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magaliTi: 1 1  iz  kompleqsuri ricxvi CawereT 
trigonometriuli da maCvenebliani formiT. 

amoxsna: 211 22 z ; 
41

1
arg


 arctgz  aqedan gamomdinare, 

trigonometriul formas eqneba saxe: 











4
sin

4
cos2


iz ;  xolo Sesabamis maCveneblian (2.93) 

formas, miviRebT saxiT 42





i

ez . 
 
 

2.3.2. orwevra gantolebebis amoxsna kompleqsur ricxvTa 
simravleSi 

 
kompleqsuri ricxvis trigonometriuli formidan 

gamomdinare, cxadia rom 
 )argsin(arg)argcos(arg 21212121 zzizzzzzz  .                    (2.94)    

am formulidan miviRebT, rom 

 )argsin()argcos( zniznzz
nn  ;                                (2.95)      

 
am formulidan gvaqvs: 








 





n

kz
i

n

kz
zz nn  2arg

sin
2arg

cos .                           (2.96)     

sadac  
      1-n ; . . . 2; 1; ;0k . 

aqedan naTlad Cans, rom kompleqsuri ricxvidan n-uri 
xarisxis fesvs aqvs n mniSvneloba. rac imas niSnavs, rom n 

xarisxis mravalwevrs aqvs n fesvi. 
ganvixiloT orwevra gantolebebi: 
1)   12 x  am gantolebas namdvil ricxvTa simravleSi 
amonaxsni ara aqvs. exla vnaxoT misi amonaxsnebi kompleqsur 
ricxvTa simravleSi: 

2

2
sin

2

2
cossincos1

k
i

k
ix








  

1;0k   anu gvaqvs ori amonaxsni 

.
2

3
sin

2

3
cos

;
2

sin
2

cos

2

1









ix

ix
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2) 33 22  xx  fesqveSa gamosaxuleba gadavweroT 
trigonometriuli formiT da mere visargebloT (2.96) 
formuliT. 

  






 





3

20
sin

3

20
cos20sin0cos22 333 k

i
k

ix


. 

2. 1; ;0k  maSasadame, gvaqvs sami amonaxsni: 

.
3

4
sin

3

4
cos2

;
3

2
sin

3

2
cos2   x;2

3
3

3
2

3
1

























ix

ix

 

P.S.  
kompleqsur ricxvebs farTo gamoyeneba aqvs informaciis 
fraqtaluri SekumSvis amocanebis Seswavlisas da signale-
bis filtraciis saqmeSi[13-14]. aseve, didia maTi gamoyenebis 
areali uwyvet tanTa meqanikis brtyeli amocanebis Seswav-
lis saqmeSi [15-16]. arseboben kompleqsuri ricxvebisagan 
gansxvavebuli sxva brtyeli ricxvebic. konkretulad, 
dualuri da ormagi ricxvebi, magram am ricxvebisaTvis 
gayofis operacia araa yovelTvis SesaZlebeli(aq araa 
laparaki nulze gayofaze), amitom praqtikaSi “brtyeli 
ricxvebidan", jer-jerobiT, farTo gamoyeneba aqvT, 
ZiriTadad, kompleqsur ricxvebs. 

 
 

2.4. ricxviTi sistemebis ageba grasman-klifordis 
proceduriT 

 
kompleqsur ricxvTa sistema araa dalagebuli, anu araa 

maTTvis, sazogadod, ganmartebuli metoba-naklebobis mimar-
Teba. kompleqsurma ricxvebma didi gamoyeneba pova fizikasa 
da teqnikaSi, meqanikasa da maTematikaSi. swored amitom, 
gagrZelda axali tipis ganzogadebuli, ricxviTi sistemebis 
Zieba da Seswavla [19-23], im pirobiT rom, maT qonodaT 
namdvili da kompleqsuri ricxvebis ZiriTadi Tvisebebi. ase 
warmoiqmna ormagi da dualuri ricxviTi sistemebi, 
kvaternionebi, oqtavebi, klifordis ricxvebi, grasmanis 
sistemebi da a.S. 

ganvixiloT axali, ganzogadebuli ricxviTi sistemebis 
agebis grasman-klifordis procedura.  

vTqvaT     - nebismieri namdvili ricxvebia. ganvixiloT 
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      ,                                             (2.97) 
saxis ricxvebis simravle, sadac   - raRac simboloa 
(obieqti), romelic namdvil ricxvebze gamravlebisas, 
akmayofilebs komutaciurobis pirobas, anu,            da 
adgili aqvs tolobas                   , anu,  
    ,                                                      (2.98)    
sadac   iRebs mniSvnelobebs -1, an 1 an 0.     – ricxvebs 
ewodebaT rTuli   ricxvis komponentebi, xolo   - s 
uwodeben warmosaxviT erTeuls. ase, rom grasman-klifordis 
proceduris pirveli bijis Semdeg, xdeba namdvil ricxvTa 
simravlis gaormageba: erTi namdvil ricxvTa simravle 
adgens   komponents, xolo meore namdvil ricxvTa simravle 
  - komponents. 
 

gansazRvreba: (2.97) saxis ricxvebs ewodebaT kompleqsuri 
ricxvebi, Tu,      , ewodebaT ormagi ricxvebi, Tu,      
da ewodebaT dualuri ricxvebi, Tu,     . 

am gansazRvrebidan gamomdinare, kompleqsuri, ormagi da 
dualuri ricxvebis namravli Sesabamisad, ganisazRvreba 
ubralo ariTmetikuli formulebiT (2.98) pirobis gaTvalis-
winebiT 

                             ,                (2.99) 
                             ,                 (2.100) 
                            .                    (2.101)            
yvela SemTxvevaSi, gamravlebis operacia komutaciuricaa 

da asociatiuric.  
xolo, ormagi da dualuri ricxvebi arian sistemebi 

gayofis gareSe, radgan maTTvis gayofis operacia yovelTvis 
araa SesaZlebeli (ormagi ricxvebi ar iyofa        
ricxvebze, xolo dualuri ricxvebi ar iyofa      
ricxvebze). 

gamovikvlioT romeli      da      ricxvebisaTvis 
aqvs adgili tolobas 

       .                                             (2.102) 
aseT ricxvebs nulis gamyofebi ewodebaT. kompleqsur 

ricxvTa simravleSi nulis gamyofebi ar gvaqvs, radgan 
                 .                             (2.103) 
ormag ricxvTa simravleSi 
                           .                 (2.104) 



66 

 

yvela aseTi saxis ricxvebi roca    , nulis 
gamyofebia. 

dualur ricxvTa simravleSi nulis gamyofebia    
ricxvebi, romlebisTvisac        , radgan 

            ,                                       (2.105) 
nebismieri namdvili     ricxvebisaTvis. 
 
gadavideT grasman-klifordis proceduri meore nabijze. 

vTqvaT,    da   , (2.97) saxis raime ricxvebia, sadac 
warmosaxviTi   erTeuli akmayofileben (2.98) pirobas. 
SemoviRoT raime meore   simbolo (obieqti), romelisTvisac  

    ,                                                 (2.106) 
sadac   iRebs mniSvnelobebs -1, an 1 an 0. amasTanave,   
simbolos namravli namdvil ricxvebze aris komutaciuri, 
xolo   warmosaxviT erTeulze marjvena namravli 
antikomutaciuria          , an komutaciuria        , an 
gadagvarebulia       , anu, 

      ,                                                (2.107) 
sadac   iRebs mniSvnelobebs -1, an 1 an 0. ganvixiloT 

        ,                                            (2.108) 
saxis ricxvebis simravle. radgan        ,        , 

             .                                    (2.109)  
am formulaSi    namravli warmoadgens obieqts axali 

TvisebebiT. SemoviRoT aRniSvna     . maSin miviRebT rom 
            .                                     (2.110)      
  obieqtisaTvis       simboloebs warmosaxviT erTeulebs 

uwodeben. maT namravlebs aqvT saxe ix. cxrili 2.1 
cxrili 2.1 

       
         
           
             

 
 

2.4.1. kvaternionebi 
 

ufro detalurad ganvixiloT (2.110) tipis ricxvebi. 
roca         , anu,          da       , maSin 
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warmosaxviTi       erTeulebi mravldebian erTmaneTze wesiT, 
romelic mocemulia cxriliT 2.2 

cxrili 2.2 
       
  -1      
     -1   
          

 
aseT              ricxvebs, kvaternionebs uwodeben. es 
ricxvebi pirvelad ganixila hamiltonma.  

nebismieri kvaternionisaTvis adgili aqvs formulebs 
            ,              ,                 ,       (2.111) 

sadac               aris              kvaternionis 

SuRlebuli kvaternioni, xolo                  aris 
kvaternionis norma. kvaternionebis   simravle aris sistema 
gayofiT. kvaternionebis simravles aqvs kompleqsuri 
ricxvebis mravali Tviseba. kvaternionebis gamravlebas 
Seesabameba samganzomilebiani da oTxganzomilebiani 
sivrceebis paraleluri gadatana, brunva da msgavsebis 
gardaqmna, centraluri da RerZuli simetria. 
 

2.4.2. paulis ricxvebi 
 

Tu, gavagrZelebT zemoTmoyvanil grasman-klifordis 
proceduras maTematikuri induqciis principiT, maSin   -ur 
bijze miviRebT  

        ,                                          (2.112) 
saxis ricxvebs, sadac       aris grasman-klifordis 
proceduriT       bijze agebuli ricxvebi, xolo   axali 
simboloa, romelsac warmosaxviTi erTeulebisnairi 
Tvisebebi aqvs. maSin cxadia, rom   ricxvebs eqnebaT saxe 

                      ,                         (2.113) 
sadac       , xolo             namdvili ricxvebia; 
          warmosaxviTi erTeulebia, romlebic gamravlebisas 
komutireben namdvil ricxvebTan. xolo, erTmaneTze 
namravlebisaTvis adgili aqvs formulebs 

  
                                                      (2.114) 

sadac        iRebs mniSvnelobebs -1, an 1 an 0. 
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Tu,     da       maSin (2.112),(2.113) kompleqsuri 
ricxvebia; Tu,     da      maSin (2.112),(2.113) ormagi 
ricxvebia; Tu,     da      maSin (2.112),(2.113) dualuri 
ricxvebia; Tu,     da                , maSin (2.112),(2.113) 
kvaternionebia; Tu, (2.114) namravlebSi yvela       , maSin 

(2.112),(2.113) klifordis ricxvebia; Tu, yvela            , 

maSin (2.112),(2.113) grasmanis ricxvebia; Tu,     da yvela 
           , maSin (2.112),(2.113) paulis ricxvebia; Tu,     

da                        , maSin (2.112),(2.113) dirakis 
ricxvebia. 

paulis ricxvebs aqvT saxe 
                                            ,   (2.115) 

sadac                                         . amas garda, 

  
    

    
                                       .      (2.116) 

 
P.S. 

paulis ricxvebis namravli asociatiuria, magram araa 
komutaciuri. aseTive Tviseba aqvT klifordis ricxvebs, 
garda kompleqsuri ricxvebisa. 

 
 
 

2.4.3 hiperkompleqsuri ricxvebi 
 

yvela, zemoTganxiluli ricxvebi hiperkompleqsur ricx-
vebs miekuTvnebian. ase eZaxian maTematikur obieqtebs, 
romlebsac aqvT saxe 

                      ,                          (2.117) 
sadac              namdvili ricxvebia, xolo              
warmosaxviTi erTeulebia, romlebic komutireben namdvil 
ricxvebTan namravlSi. aseTi ricxvebisaTvis toloba da jami 
iseve ganimarteba, rogorc veqtorebisaTvis, xolo maTi 
erTmaneTze namravlebi ganisazRvreba, warmosaxviTi 
erTeulebis gamravlebis dadgenil wesze damokidebulebiT 

                                 ,                 (2.118) 

sadac                    . 
(2.117) saxis ricxvebis simravles, maTze zemoT 

gansazRvruli Sekrebisa da gamravlebis operaciebiT da 



69 

 

maTi tolobis cnebiT,     rangis hiperkompleqsuri 
ricxviTi sistema ewodeba.  

 
 

2.5. keli-diqsonis procedura 
          
vTqvaT,   aris (2.117) saxis hiperqompleqsuri sistema 

raime garkveuli (2.118) tipis gamravlebis wesiT. ganvixiloT 

     tipis ricxviTi sistema 
        ,                                           (2.119) 

sadac        , xolo   axali simboloa, romelic 
namravlebSi komutirebs namdvil ricxvebTan. ganvsazRvroT 
toloba, agreTve, Sekrebisa da gamravlebis operaciebi 

    tipis ricxvebisaTvis Semdegi wesiT 
                           

                                ;             (2.120) 
                                         ; 

sadac                        .  

gansazRvreba:        rangis      hiperkompleqsur 

sistemas gaormagebuli   sistema ewodeba, xolo TviT      
sistemis agebis proceduras – keli-diqsonis gaormagebis 
procedura.  

es procedura gansxvavdeba grosman-klifordis 
procedurisagan gamravlebis (2.120) wesiT. amas garda, sawyis 
  sistemas SeiZleba qondes nebismieri rangi (ganzomileba) 
da gamravlebis nebismieri (2.118) tipis wesi. 

 
2.5.1. oqtavebi 

 
ganvixiloT, klasikuri ricxviTi simravleebidan keli-

diqsonis proceduris Sedegad miRebuli sistemebi.  

a) Tu,    , maSin      aris kompleqsur ricxvTa 

simravle  , anu,       ; 

b) Tu,    , maSin        kvaternionebis ricxviTi 
sistemaa; 

g) Tu,    , maSin      aris  
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   ,                                                                                                   (2.121) 

saxis ricxviTi sistemaa, sadac         kvaternionebia, 
     , aseve,                                      
       warmosaxviTi erTeulebia, romelTa yvela 
SesaZlo namravlebi (2.120) wesebis Tanaxmad mocemulia 
cxrilSi 2.3 

                                           cxrili 2.3 
                      

   -1                      
       -1                  
          -1               
               -1          
                 -1        
                    -1     
                        -1 
 
gansazRvreba: (2.121) saxis ricxvebs, warmosaxviTi 

erTeulebis gamravlebis cxrilSi moyvanili wesiT, oqtavebi 
ewodebaT. 

oqtavebis namravli, sazogadod, araa komutaciuri da 
asociatiuri. 

 
 
2.6. zogierTi ricxviTi sistemis matriculi warmodgena 

 
hiperkompleqsuri ricxvebis praqtikuli gamoyenebisas, 

xSirad, mizanSewonilia maTi matriculi warmodgena. 
a) ganvixiloT        kompleqsuri ricxvebis simravle. 

CavweroT isini           saxiT, sadac      da     . 
gaviTvaliswinoT am simboloebis algebruli 
Tvisebebi: 

  
                    

                         .  (2.122) 
am        da    obieqtebis nacvlad, ganvixiloT 
Sesabamisi kvadratuli matricebi 

    
  
  

 ,      
  

   
 .                           (2.123) 

advili Sesamowmebelia, rom es matricebi akmayofile-
ben (2.122) pirobebs. magaliTad, 

  
   

  
   

   
  

   
   

   
   

     .             (2.124) 
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        matriculi Sesabamisobebidan gamomdinare, 
SegviZlia davweroT, rom           kompleqsur 
ricxvs Seesabameba matrica 

   
  

   
 .                                        (2.125) 

am Sesabamisobidan gamomdinare, SegviZlia vTqvaT, rom 
kompleqsur ricxvebsa da (2.125) tipis matricebs Soris 
arsebobs urTierTcalsaxa Tanadoba, romlis drosac, 
kompleqsuri ricxvebis jamsa da namravls Seesabameba 
(2.125) saxis Sesabamisi matricebis jami da namravli. 
aseT Sesabamisobas or simravles Soris, izomorfizmi 
ewodeba. 

b)                              
kvaternionebisaTvis gvaqvs Sesabamisoba 

    
  
  

      
  
   

   

    
  

   
         

  
  

   

sadac    . am Sesabamisobis gaTvaliswinebiT, 
kvaternionebis matricul warmodgenas aqvs saxe: 

   
        

         
   

    

        ,                   (2.126) 

amrigad, kvaternionebsa da (2.126) saxis kompleqsur 
ricxvebs Soris arsebobs izomorfizmi. 

    g) paulis ricxvebis matriculi warmodgenisaTvis, 
   obieqtisa da mTavari warmosaxviTi erTeulebisaTvis 
iyeneben warmodgenebs 
    

    
  
  

      
  
  

   

    
   
  

         
  
   

   

xolo sxva warmosaxviTi erTeulebis matriculi 
warmodgenebisaTvis unda gamoviyenoT formulebi    

                                              
d) klifordis ricxvebis warmodgena xdeba oTxi 
matriculi komponentiT: 























  0    0    0  i

0    0    i  0

0    i-  0  0

i-  0    0  0

1 ;   























0   0   0  1-

0    0   1    0

0    1   0    0

1-  0   0    0

2 ; 
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





















0   0     i-  0

0   0     0    i

i   0     0   0

0   i-   0   0

3 ;  























1-   0    0   0

0     1-   0   0

0      0    1   0

0      0    0   1

4 . 

aq, adgili aqvs normirebis Tanadobebs 12 i . 

klifordis ricxvebis meSveobiT igeba specialuri 
spinoruli operatorebi[17-18], romelTac farTo 
gamoyeneba aqvT Teoriul fizikaSi. 

 
 
 
amocanebi da savarjiSoebi 
 

varianti 1 
 

1.raSi mdgomareobs evklides algoriTmis arsi naturalur 
ricxvTa simravleSi(risi povnis saSualebas iZleva) ? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 120; 180? 
3.risi povnis saSualebas iZleva eileris formula )(n da 
rogoria misi analizuri saxe? 
4.amoxseniT Sedareba: 
 )2(mod03 23  xxx ; 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 15 x ; 
6.separabeluria, Tu ara namdvil ricxvTa simravle(ratom)? 
 

 
varianti 2 

 
1.evklides algoriTmis gamoyenebiT ipoveT )100;150(d  ? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 12; 18? 
3.risi povnis saSualebas iZleva eileris formula )(n da 
rogoria misi analizuri saxe? 
4.amoxseniT Sedareba: 
 )5 (mod03 23  xxx ; 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 ix 5 ; 
6.separabeluria, Tu ara namdvil ricxvTa simravle(ratom)? 
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varianti 3 
1.ra kavSiria udides saerTo gamyofsa, umcires saerTo 
jeradsa da ori ricxvis namravls Soris ? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 150; 18? 
3.risi povnis saSualebas iZleva eileris formula )(n da 
rogoria misi analizuri saxe? 
4.amoxseniT Sedareba: 
 )2(mod0375 23  xxx ; 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 646 x ; 
6.rogor miiReba namdvil ricxvTa simravle racionalur 
ricxvTa simravlidan? 

varianti 4 
 

1.ra kavSiria udides saerTo gamyofsa, umcires saerTo 
jeradsa da ori ricxvis namravls Soris ? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 125; 8? 
3.risi povnis saSualebas iZleva eileris formula )(n da 
rogoria misi analizuri saxe? 
4.amoxseniT Sedareba: 
 )5(mod0375 23  xxx ; 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 83 x ; 
6.rogor miiReba namdvil ricxvTa simravle racionalur 
ricxvTa simravlidan? 

 
varianti 5 

 
1.CawereT iz 43  kompleqsuri ricxvi trigonometriuli da 
maCvenebliani formiT? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 25; 56? 

3.ipoveT 
i

i
w

4

32 
 kompleqsuri ricxvis trigonometriuli 

forma? 
4.amoxseniT Sedareba: 
 )7(mod0375 23  xxx ; 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 14 x ; 
6.moiyvaneT separabeluri sivrcis gansazRvreba? 
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varianti 6 
 

1.CawereT )32)(43( iiz   kompleqsuri ricxvi trigonome-
triuli da maCvenebliani formiT? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 250; 560? 

3.ipoveT 
2008

1

1














i

i
w kompleqsuri ricxvis trigonometriuli 

forma? 
4.amoxseniT Sedareba: 
 )3(mod0375 23  xxx ; 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 164 x ; 
6.moiyvaneT kvaternionebis gansazRvreba? 

 
varianti 7 

 
1.CawereT 107)43( iz   kompleqsuri ricxvi trigonometriuli 
da maCvenebliani formiT? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 50; 60? 

3.ipoveT 
200

1

1














i

i
w kompleqsuri ricxvis trigonometriuli 

forma? 
4.amoxseniT Sedareba: 
 )8(mod0375 2  xx ; 
5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 ix 164  ; 
6.moiyvaneT klifordis ricxvebis gansazRvreba? 
       

varianti 8 
 

1.CawereT )1)(1( iiz   kompleqsuri ricxvi trigonometriuli 
da maCvenebliani formiT? 
2.ramdeni naturaluri gamyofi aqvs ricxvebs: 25; 60? 

3.ipoveT 
8

1

1














i

i
w kompleqsuri ricxvis trigonometriuli 

forma? 
4.amoxseniT Sedareba: 
 )2(mod0373  xx ; 
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5.amoxseniT orwevra gantoleba: 
 ix 4 ; 
6.moiyvaneT sruli metrikuli sivrcis gansazRvreba? 
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Tavi III. funqcionaluri simravleebi 
 

Sesavali 
 

samyaros rTuli procesebis aRsawerad, rogorc wesi, 
iyeneben sxvadasxva tipis funqciebs. am funqciebs axasiaTebT 
garkveuli zogadi Tvisebebi, ris gamoc, maT aerTianeben 
garkveul klasebSi - funqcionalur simravleebSi[1-3]. aseve, 
uwyveti procesebis modelirebisas, Cven veZebT diferenci-
alur (operatorul) gantolebaTa rogorc klasikur, aseve, 
ganzogadoebul amonaxsnebs. amitom, funqcionaluri sivrce-
ebis (simravleebis) Seswavla maTematikuri modelirebis erT-
erTi mniSvnelovani amocanaa.  
 

 
3.1. wrfivi funqcionaluri sivrce 

 
gansazRvreba: G simravleze gansazRvrul funqciaTa L 

simravles ewodeba lineali(wrfiviani), Tu )(1 xu  da )(2 xu  
funqciebTan erTad, is Seicavs maT wrfiv kombinaciasac 
(anu )()( 2211 xuaxua   funqcias). 
magaliTebi :  

1. vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 
funqciaTa simravle. maSin uwyveti funqciebis 
Tvisebebidan gamomdinare, L iqneba lineali. 

2. vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 
funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs 
pirobas 5)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle ar 

iqneba lineali, radgan Tu 3)( xu  da 2a , miviRebT 
56)( xau . 

  

P.S. Tu L  aris lineali, maSin n funqciebTan  n

ii xu
1

)(

 erTad is 

Seicavs maT wrfiv kombinaciasac 


n

i

i xua
1

1 )( . sadac Rai   

namdvili ricxvebia. Tumca, SeiZleba lineali avagoT 
kompleqsur ricxvTa simravlis zemoTac. 
 
gansazRvreba: L linealis ori )(xu  da )(xv  funqciebis 
skalaruli namravli );( vu  SeiZleba ganisazRvros tolobiT: 
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
G

dxxvxuvu )()();( .                                              (3.1) 

ase, rom linealis ori funqciis skalaruli namravli aris 
ricxvi. 
magaliTi :  ;)( xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin skalaruli 

namravli iqneba: 

2

25

2
1)()();(

5

0

25

0

 
x

dxxdxxvxuvu
G

. 

(3.1) skalaruli namravlis Tvisebebi gamomdinareoben, 
uSualod integralis Tvisebebidan: 

);();( uvvu  ;                                                   (3.2)           

);;();();( 22112211 vuavuavuaua                                     (3.3) 
;0);( uu                                                       (3.4)    

G.x   0)(0);(  xuuu                                        (3.5) 
 
 gansazRvreba: L  linealis )(xu  funqciis norma )(xu  ewodeba 

arauaryofiT ricxvs: 


G

dxxuuuxu )();()( 2 .                                       (3.6)    

 
exla SemoviRoT manZilis cneba linealis or funqcias 

Soris, romelsac funqcionalur analizSi metrikas 
uwodeben: 
gansazRvreba: L linealis or )(xu  da )(xv  funqciebs Soris 
manZili (anu metrika) ewodeba arauaryofiT ricxvs: 

 
G

dxvuvuvuvuvu 2)();();( .                           (3.7)     

magaliTi: ;)( xxu    )(xv =1;    50   xxG , maSin 

3

35

3

125

3
)(

5

0

35

0

2  
x

dxxxu . 

3

65

3

164
)1()();();(

5

0

22 


  dxxdxvuvuvuvuvu
G

 . 

 
maTematikaSi gamoyofen im ZiriTad Tvisebebs, romelsac 
akmayofilebs metrika(manZili): 

0);( vu ;                                                    (3.8) 
)()(0);( xvxuvu  ;                                          (3.9) 

);();( uvvu   ;                                                (3.10)            



78 

 

);();();( zvvuzu   .                                          (3.11) 
es is Tvisebebia, romlebic gansazRvraven metrikas. 

garda (7) metrikisa, romelic inducirebulia normiT, 
zogjer ganixilaven metrikis sxva saxeebsac. magaliTad, 
CebiSevis metrikas 

 )()( max);( xvxuvu
Gx

c 


 .                                        (3.12) 

 
P.S. metrikas, rogorc ar unda ganisazRvros is, moeTxoveba 
mxolod (3.8)-(3.11) Tvisebebis dakmayofileba. miuxedavad imisa, 
rom CebiSevis (3.12) metrika ufro intuiciurad zustia (3.7) 
metrikasTan SedarebiT uwyveti funqciebisaTvis, mas 
iSviaTad iyeneben. es gamowveulia imiT, rom praqtikaSi ufro 
xSirad gvaqvs saqme wyvetil funqciebTan, romlebisTvisac 
CebiSevis metrika ar gamodgeba. amitom, Cven Semdgomi 
agebebisaTvis gamoviyenebT (3.7) metrikas, romelic 
skalaruli namravliT ganimarteba. Tu, lineals vagebT 
kompleqsur ricxvTa simravlis zemoT, maSin skalaruli 

namravli ganimarteba formuliT 
G

dxxvxuvu )()();( , sadac )(xv  

aris )(xv  funqciis kompleqsurad SeuRlebuli funqcia. 
 
 
 

3.2. hilbertis funqcionaluri sivrce 
 

gansazRvreba: G areze gansazRvrul )(xu  funqcias kvadratiT 
integrebadi ewodeba, Tu lebegis integralebi 
 

 
G

dxxdxxu
G

2 ;)(u          ;)(                                           (3.13)  

erTdroulad arseboben(arian krebadi). 
 
kvadratiT integrebadi funqciebis simravle, ufro farToa 
vidre uwyvet funqciaTa simravle. 
 

P.S. Tu,  
G

dxxu 0)(2 , maSin 0)( xu  TiTqmis yvelgan(garda iseTi 

wertilebis simravlisa, romlis lebegis zomac udris 
nuls). es exeba metrikasac. Tu, ori funqcia erTmaneTisagan 
gansxvavdeba, araumetes, vidre nul zomis simravlis 
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wertilebSi, maSin amboben, rom es funqciebi emTxvevian 
erTmaneTs TiTqmis yvelgan.  
 
gansazRvreba: L lineals, masze gansazRvruli (3.6) normiT da 

(3.7) metrikiT, hilbertiswina(unitaruli) 2S sivrce ewodeba. 
 
G areze gansazRvrul uwyvet funqciaTa simravles aRniSnaven 

)(GC  simboloTi. xolo, Tu funqciebis nebismieri rigis 
warmoebulebic uwyvetia, maSin Sesabamis funqciaTa 
klass(simravles) aRniSnaven )(GC  simboloTi. 
 
ganvixiloT mimdevrobis krebadobis cneba 2S  funqcionalur 
sivrceSi. 

gansazRvreba: vityviT, rom  
1

)(
nn xu  funqciaTa 

(funqcionaluri) mimdevroba krebadia )(xu funqciisaken Tu, 
.0);(lim 


uun

n
                                                 (3.14)   

anu, Tu 

0)]()([lim 2 
G

n
n

dxxuxu .                                        (3.15)    

funqcionalur sivrceebSi bunebrivad zogaddebian is 
topologiuri cnebebi, rac Cven gvqonda ricxviTi simravle-
ebisaTvis. 

gansazRvreba:   
1

)(
nn xu  funqciaTa mimdevrobas koSis (funda-

mentaluri) mimdevroba ewodeba, Tu 0);(lim 




nm

m
n

uu . 

gansazRvreba: vityviT, rom )(xu warmoadgens 2S unitaruli 
sivrcis zRvariT wertils, Tu )(xu funqciis nebismieri 
midamosaTvis, moiZebneba 2S sivrcis iseTi elementebi, 
romlebic am midamos ekuTvnian. 
Teorema: )(xu funqcia aris 2S  unitaruli sivrcis zRvariTi 
wertili, maSin da mxolod maSin, roca arsebobs am sivrcis 

elementebis(funqciebis) iseTi mimdevroba  
1

)(
nn xu , romelic 

krebadia )(xu funqciisaken. 
 
P.S. iseve, rogorc racionalur ricxvTa simravlis 
SemTxvevaSi, 2S  unitaruli sivrcis zRvariT wertili 
SeiZleba ar ekuTvnodes am sivrces. 
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gansazRvreba: 2S  unitaruli(hilbertiswina) sivrcis gaerTi-
anebas misi zRvariTi wertilebis simravlesTan, am sivrcis 
Caketva ewodeba. 
es gansazRvreba simbolurad ase Caiwereba: 
 

222 SSS  .                                                 (3.16)    
 

gansazRvreba: hilbertiswina(unitaruli) sivrcis 
2S  Caketvas,  

hilbertis )(2 GL sivrce ewodeba. 
 
gansazRvreba: wrfiv, metrikul, normirebul sivrces, 
romelic srulia, normiT inducirebuli metrikis mimarT, 
banaxis sivrce ewodeba. 
 
P.S. 
 hilbertis )(2 GL  sivrce srulia, anu masSi yvela koSis 
(fundamentaluri) mimdevroba krebadia. sxvanairad, is 
Seicavs Tavis yvela zRvariT wertils. iseve, rogorc 
racionalur ricxvTa simravle aris mkvrivi namdvil 
ricxvTa simravleSi; yvela racionalurkoeficientebiani 
polinomebis(funqciebis) simravlec mkvrivia )(2 GL  hilbertis 
sivrceSi. amitom, hilbertis sivrcec separabeluria, iseve, 
rogorc namdvil ricxvTa simravle. sivrcis separabeluroba 
saSualebas iZleva, mis elementebs mivuaxlovdeT masSi 
moTavsebuli mkvrivi qvesimravlis elementebis krebadi 
mimdevrobiT; rac did gamoyenebas poulobs miaxlovebiT 
analizSi. hilbertis sivrce yovelTvis aris banaxis sivrcec. 
hilbertis funqcionaluri sivrce warmoadgens 
kvadratiTintegrebadi funqciebis(alag-alag uwyveti) 
simravles.  

unda aRiniSnos, rom hilbertis sivrce )(2 GL , amave dros 
banaxis sivrcea. xolo banaxis sivrce yovelTvis araa 
hilbertis sivrce(radgan banaxis sivrceSi araa 
savaldebulo rom gvqondes skalaruli namravli).  
 

gansazRvreba: funqciaTa sistemas  k

nn xu
1

)(

 ewodeba wrfivad 

damokidebuli, Tu am sistemis erTi funqcia mainc, SeiZleba 
gamovsaxoT, rogorc danarCeni funqciebis wrfivi kombinacia. 
Tu, funqciaTa sistema araa wrfivad damokidebuli, maSin mas 
wrfivad damoukidebel sistemas uwodeben. 
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magaliTi: funqciaTa sistema 4u   ;cosu    ;sin 3

2

2

2

1  xyxyu  

wrfivad damokidebulia, radgan 213 44 uuu  . 

imisaTvis, rom gamovarkvioT funqciaTa sistemis wrfivad 
damoukideblobis sakiTxi unda davTvaloT am sistemis 
gramis determinanti. 

Teorema: funqciaTa sistema  k

nn xu
1

)(

 wrfivad damoukidebelia 

hilbertis )(2 GL  sivrceSi, maSin da mxolod maSin, roca am 
sistemis gramis determinanti gansxvavebulia nulisagan, anu 
 

.0

);(u   .  .  ).;(u   );(u

.      .     .     .     .    .     .    .

)u;(u  .  .  . );(u   );(u

)u;(u .  .  .  )u;(u   );(

);...;;(

k2k1k

k22212

k12111

21 

k

k

uuu

uu

uu

uuuD                         (3.17)    

magaliTi: funqciaTa sistema 1u     ;cosu   ;sin 321  xxu  wrfivad 

damoukidebelia ];0[2 L  sivrceSi, radgan 

  

 




0 0

223121

2

11 .);(u    ;2);(u     ;0cossin);(u     ;
2

sin);( uuxdxxuxdxuu  

02
4

          0       2

0     
2

      0

2     0      
2

3

 








D . 

gansazRvreba: wrfivad damoukidebel  
1

)(
nn xu  funqciaTa 

sistemas ewodeba sruli )(2 GL  sivrceSi, Tu am sistemis 

yvela SesaZlo 



Ii

ii xuax )()( wrfivi kombinaciebiT miRebuli 

)(x funqci-aTa simravle mkvrivia )(2 GL  sivrceSi. 
 

gansazRvreba: amboben, rom  
1

)(
nn xu  funqciaTa wrfivad 

damoukidebeli sistema warmoadgens Sauderis baziss )(2 GL  
sivrceSi, Tu sivrcis nebismieri funqcia SeiZleba 
warmovadginoT 




Ii

ii xuax )()(  saxiT.  

magaliTi: )(2 GL  funqcionalur sivrceSi, roca 

 dyc bxa );(  yxG  Sauderis mravalwevra bazisia: 

.  .  .  ;y  xy;; xy;  x;;1 22  
aseve, )2,0(2 L sivrceSi, arsebobs trigonometriul funqciaTa 
bazisi: . . . cos2y;sin2x cos2y;sinx cosy;sin2x cosy;sinx ;1   



82 

 

cnobilia, rom )(2 RL sivrceSi SeiZleba aigos veivlet 
funqciebisagan Semdgari bazisebic.  
 
P.S.  
mocemuli amocanisaTvis, bazisis SerCeva sakmaod rTuli 
problemaa, radgan jer-jerobiT, SerCevis zogadi procedura 
ar arsebobs. sxvadasxva bazisi ki ganapirobebs krebadobis 
sxvadasxva siCqares. 
 
3.3. analogia n  ganzomilebian veqtorul da hilbertis )(2 GL  

funqcionalur sivrceebs Soris 
 

hilbertis )(2 GL  sivrcis geometriis gasagebad, 

ganvixiloT analogiebi n  ganzomilebian veqtorul 
sivrcesTan. 
 
# nR veqtoruli sivrce hilbertis )(2 GL sivrce 
1. elementebi veqtorebia 

);...;;( 21 nxxxx     

elementebi )(xf funqciebia  

2. veqtorebis skalaruli 
namravli 





n

i

ii yxyx
1

);(  

funqciebis skalaruli 
namravli 


G

dxxgxfxgxf )()())();((  

3. veqtoris sigrZe 





n

i

ixxxx
1

2);(  

funqciis norma 


G

dxxfxfxfxf )())();(()( 2  

4. manZili or wertils Soris 





n

i

ii yxyxyxyx
1

2)();(  

metrika 

 





G

dxxgxf

xgxfxgxf

xgxfxgxf

2))()((

))()();()((

)()())();((

 

5. Tu,  n

iie
1
 wrfivad damoukidebel 

veqtorTa sistemaa nR -Si, maSin 

nebismieri x elementi(veqtori) am 
sivrcidan warmoidgineba saxiT: 





n

i

ii exx
1

 

Tu,  
1

)(
nn xu  Sauderis bazisia 

)(2 GL  sivrceSi, maSin am 

sivrcis nebismieri )(xf

elementi(funqcia) SeiZleba 
warmovadginoT saxiT: 







1

)()(
i

ii xuaxf  
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3.4. sobolevis )(2 GW k  funqcionaluri sivrce 
 

Cven ganvixileT hilbertis )(2 GL  funqcionaluri sivrce. 
praqtikuli, operatoruli gantolebebis amosaxsnelad, 
zogjer, iyeneben iseT funqcionalur sivrceebs, romlebic 
uzrunvelyofen egreTwodebuli ganzogadoebuli da susti 
amonaxsnis cnebaTa gamoyenebas.  
es sivrceebi iseTive wesiT igeba, rogorc Cven avageT )(2 GL  
hilbertis sivrce. gansxvavebaa mxolod skalaruli 
namravlis gansazRvris wesSi. 
Tu, skalarul namravls ganvsazRvravT formuliT : 

 
G G

dxvuvdxuvu '');(  ;                                       (3.18) 

da gavimeorebT )(2 GL  hilbertis sivrcis agebis teqnikas, 

maSin miviRebT sobolevis funqcionalur sivrces )(1

2 GW . 
analogiurad, Tu skalarul namravls ganvsazRvravT 
formuliT : 

  
GG G

dxvudxvuvdxuvu '''''');(  ;                                (3.19) 

maSin, miviRebT )(2

2 GW  sobolevis funqcionalur sivrces. 

analogiurad aigeba sobolevis )(2 GW k  funqcionaluri 
sivrce, Sesabamisi skalaruli namravlis SemoRebiT. 

.);(
0

)()(



k

i G

ii dxvuvu                                              (3.20) 

     
 

3.5. damokidebuleba funqcionalur sivrceebs Soris 
 
Cven ganvixileT sxvadasxva funqcionaluri sivrceebi, 
romlebic erTmaneTisagan gansxvavdebian rigi topologiuri 
TvisebebiT. Yvelaze ufro “kargi” funqciebi arian 
mravalwevrebi da maTi simravle qmnis polinomialuri 
funqciebis sivrces )(xPn , sadac argumenti sazogadod  

m -ganzomilebiani veqtoria (e.i. )(xPn  mravalcvladiani 

polinomebis simravlea). es funqciaTa simravle aris uwyvet 
funqciaTa )( mRC funqcionaluri sivrcis qvesimravle(nawili). 
uwyvet funqciaTa simravle aris wrfivianis(linealis) 
qvesimravle. funqciaTa lineali aris wrfivi metrikuli 
sivrcia nawili. funqciaTa wrfivi metrikuli sivrce aris 
unitaruli (hilbertiswina) sivrcis nawili. is ki Tavis 
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mxriv hilbertis  funqcionaluri sivrcis nawilia. 
Hhilbertis funqcionaluri sivrce ki Cadgmulia sobolevis 

)(2 GW k  sivrceSi, Tu 1k . 
 
 
amocanebi da savarjiSoebi 
 

 varianti 1 
 

1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 
funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

8)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, Tu 

ara da ratom?  
2. ;)( xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa unitarul, hilbertis da banaxis sivrceebs 
Soris? 

varianti 2 
 

1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 
funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

9)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, Tu 

ara da ratom?  
2. ;)( 2xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 2xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa sobolevis, hilbertis da banaxis sivrceebs 
Soris? 
 



85 

 

varianti 3 
 

1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 
funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

6)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, Tu 

ara da ratom?  
2. ;)( 3xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 3xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa hilbertis da banaxis sivrceebs Soris? 
 
 

varianti 4 
 

1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 
funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

66)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, Tu 

ara da ratom?  
2. ;)( 4xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 4xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa hilbertis da banaxis sivrceebs Soris? 
 
 

 
varianti 5 

 

1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 
funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 
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88)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, Tu 

ara da ratom?  
2. ;)( 5xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 5xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa hilbertis da sobolevis sivrceebs Soris? 
 

varianti 6 
 

1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 
funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

1)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, Tu 

ara da ratom?  
2. ;)( 8xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 8xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa hilbertis da sobolevis sivrceebs Soris? 
 

varianti 7 
 

1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 
funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

10)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, Tu 

ara da ratom?  
2. ;)( 6xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 
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;)( 16xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra gansxvavebaa banaxisa da sobolevis sivrceebs Soris? 
 

varianti 8 
 

1.vTqvaT, L  aris Caketil G  areze gansazRvrul uwyvet 
funqciaTa simravle romelTaTvisac adgili aqvs pirobas 

11)( xu . maSin aseTi funqciebis simravle iqneba lineali, Tu 

ara da ratom?  
2. ;)( 13xxu    )(xv =1;    50   xxG ; maSin gamoTvaleT 

skalaruli namravli )(0

2 GW -is azriT. 
3.gamoTvaleT wina amocanaSi mocemuli funqciebis normebi 

)(2 GL sivrcisaTvis. 
4.gamoTvaleT, ))();(( xvxu  wina amocanis pirobebSi. 
5.wrfivad damoukidebelia, Tu ara funqciaTa sistema: 

;)( 13xxu    )(xv =1;    50   xxG ? 

6.ra aris gramis determinanti da ra informacias iZleva 
misi mniSvneloba? 
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Tavi IV.  sainvesticio proeqtebis Sefasebis meTodebi 

Tanamedrove etapze sainvesticio proeqtebis Sefasebisas, 

sabazro ekonomikis mqone qveynebSi farTod gamoiyeneba 

diskontirebis teqnika, romelic emyareba rTuli procentis 

logikas. am TavSi ganvixilavT aseTi meTodebis arssa da 

upiratesobebs. 

 

4.1. proeqtis rentabelurobisa da riskis gamoTvla 

sainvesticio proeqtis rentabelურobisa da riskis 
cnebebis Sesaswavlad ganvixiloT konkretuli amocana. 

gansazRvreba. mosalodneli Semosavlis moculobis 

fardobas sainvesticio kapitalis moculobasTan proeqtis 

rentabelურobis maCvenebeli ewodeba. 

magaliTad, Tu Cveni proeqtis realizaciisaTvis saWiroa 

$20000 moculobis investiciebi da mosalodneli wliuri 

Semosavalia $30000, maSin rentabelურobis ReX maCvenebeli 

iqneba:  

.5.1
20000

30000
RX                                (4.1) 

gansazRvreba. diskretuli SemTxveviTi sididis ganawi-

lebis funqcia ewodeba SemTxveviTi sididis mniSvnelobaTa 

cxrils Sesabamis albaTobebTan erTad.  

X x1 x2 ... xn 

P p1 p2 ... pn 

pi aris albaToba imisa, rom SemTxveviTi X sididis 

mniSvneloba iqneba  xi. 
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diskretuli SemTxveviTi Х sididis saSualo mniSvne-

lobis Sesafaseblad Semodis maTematikuri lodinis (МХ) 

cneba.  

gansazRvreba. diskretuli SemTxveviTi Х sididis 

maTematikuri lodini (МХ) ewodeba Xi  mniSvnelobaTa Sesabamis 

pi albaTobebze namravlთა jams, anu 

.
1





n

i

ii pxMX                                    (4.2) 

SemTxveviTi sididis dispersia DX axasiaTebs SemTxveviTi 

Х sididis mniSvnelobaTa gabnevas misi saSualo 

mniSvnelobidan   - maTematikuri lodinidan. 

  .
1

2





n

i

ii pMXxDX                          (4.3) 

gansazRvreba.  kvadratul fesvs dispersiidan saSualo 

kvadratuli gadaxra ewodeba.  

.DXSX                                          (4.4) 

P.S. finansur analizSi saSualo kvadratul gadaxras 

riskis absoluturi mniSvneloba ewodeba. 

gansazRvreba. riskis fardobiTi mniSvneloba ewodeba 

riskis absoluturi mniSvnelobisa da mosalodnelი saSu-

alo Semosavalis sididis fardobas, gamoxatuls procen-

tოbiT. 

%.100
MX

SX
X                                  (4.5) 

laboratoriuli samuSao 4.1 

amocana. mocemuli proeqtis $20000 moculobiTi inves-

tirebisas mosalodneli wliuri mogeba Seadgens 30%-s. 

proeqtis Cavardnis albaToba р=0,05. SeiswavleT renta-
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beluroba da SeafaseT SemoTavazebuli proeqtis riskis 

SesaZlo mniSvnelobebi. 

 

amoxsna. proeqtis $20000 moculobiTi investirebisas, 

wlis bolos gvaqvs ori SesaZlebloba:  

a) warmateba, maSin miviRebT: 1.3200000.32000020000  ; b) 

Cavardna, maSin vRebulobT 0–s (e.i. Cadebuli fuli ikargeba). 

samuSaos Sesasruleblad saWiroa albaTobaTa Teoriis 

zogierTi cneba, rogoricaa: SemTxveviTi sididis ganawi-

lebis funqcia, maTematikuri lodini, dispersia, saSualo 

kvadratuli gadaxra da variaciis koeficienti. 

mosalodneli wliuri Semosavlis ganawilebis funqcias 

aqvs Semdegi saxe: 

  

      X 20000 ∙ 1.3       0 

       P        0.95    0.05 

 

amovxsnaT mocemuli amocana Mathcad–programuli paketis 

saSualebiT. 

programa  Mathcad-ze 

 

sawyisi monacemebis Setana 








 


0

3.120000
:X

               
 












95.01

95.0
:P  

 

mosalodneli saSualo Semosavali  

(maTematikuri lodini), 
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   rentabelurobis maCvenebeli 

RX:=MX/20000    

RX=1.235 

dispersia, 

 

   

riskis absoluturi mniSvneloba (saSualo kvadratuli 
gadaxra) 

 

   

finansuri riskis fardobiTi mniSvneloba (variaciis 

koeficienti) 

 

  

savarjiSo 

mocemuli proeqtis I moculobiT investirebisas 

mosalodneli wliuri mogebaa m%. proeqtis Cavardnis 

albaToba p=PA. SeiswavleT rentabeluroba da SeafaseT 

warmodgenili proeqtis riskis SesaZlo mniSvnelobebi, Tu:  

1. I=$30000,   m=25%,   PA=0.01 

2. I=$50000,   m=20%,   PA=0.02 

MX

0

1

i

X
i
P
i






MX 24700

DX

0

1

i

X
i
MX 

2
P
i






DX 32110000

S DX

S 5666.569


S

MX
100

 22.942
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3. I=$60000,   m=30%,   PA=0.03 

4. I=$70000,   m=15%,   PA=0.011 

5. I=$80000,   m=35%,   PA=0.1 

 

4.2. ori alternatiuli sainvesticio proeqtis Sedarebis 
teqnologia 

 
gansazRvreba. or sainvesticio proeqts ewodeba 

alternatiuli, Tu erTi maTganis investireba gamoricxavs 

meore proeqtis investirebas. 

ori proeqtis alternatiulobis SemTxvevaSi, gamoiTv-

lian orive proeqtisaTvis rentabelurobis maCveneblebsa da 

riskis koeficientebs. 

ganvixiloT sxvadasxva SemTxvevebi: 

a) Tu orive proeqts rentabelurobis erTi da igive 

maCvenebeli aqvs, maSin irCeven im proeqts, romlis riskis 

fardobiTi maCvenebelic naklebia; 

b) Tu orive proeqtis riskis fardobiTi koeficientis 

maCvenebeli erTnairia, amoirCeven im proeqts, romelsac 

rentabelurobis maRali maCvenebeli aqvs;  

g) Tu pirveli proeqtis rentabelurobis maCvenebeli 

metia da riskis koeficienti naklebi, vidre meore proeqtisa, 

maSin upiratesoba eniWeba pirvel proeqts; 

d) Tu pirveli proeqtis rentabelurobis maCvenebelic 

da riskis koeficienti metia meore proeqtisaze, maSin 

arCevans akeTebs menejeri investorisaTvis damatebiTi 

monacemebidan, kerZod, riskis dasaSveb sidideebsa da 

rentabelurobis fardobiTi koeficientis Rirebulebaze 

dayrdnobiT.  
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ramdenadac es amocana emyareba meore laboratoriul 

samuSaoSi mocemul cnebebs, SegviZlia pirdapir gadavideT 

konkretul amocanaze. 

 

laboratoriuli samuSao 4.2 
 

amocana. investors warmoudgines ori alternatiuli 

sainvesticio A da B proeqti.  А proeqti moiTxovs $100 aTasi 

moculobis investiciebs 25%-iani wliuri mogebiT da misi 

Cavardnis albaTobaa РА=0,011. B proeqti moiTxovs $250 aTasi 

moculobis investiciebs 30%-iani wliuri mogebiT, Cavardnis 

albaTobaa РВ=0,012. 

gavakeToT arCevani am or proeqts Soris. 

 

amoxsna. orive proeqtisaTvis SevadginoT mosalodneli 

Semosavlebisa da Sesabamisi albaTobebis matricebi, iseve 

rogorc 4.1 laboratoriuli samuSaos amocanis dros. 

SevadginoT ganawilebis funqciebi: 

 

 

 

 

TiToeuli proeqtisaTvis viangariSoT rentabelurobis 

maCveneblebi da riskis koeficientebi, rac SemdgomSi 

mogvcems proeqtebis Sedarebis saSualebas. ganawilebis 

funqciidan gamomdinare, SevadginoT programebi Mathcad–ზე. 

 

A 100∙1.25     0 

   PA 0.989 0.011 

   B 250∙1.3     0 

   PB 0.988 0.012 
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programa  Mathcad-ze 

 

sawyisi monacemebis Setana 

 

               











989.01

989.0
:PA  

 

                  











988.01

988.0
:PB  

 

mosalodneli saSualo Semosavali TiToeuli proeqtisaTvis 

                    

                                     

rentabeluroba 

                         

dispersia 

                  

                                             

riskis absoluturi mniSvnelobები 

                                                       

                                                    

 

A
100 1.25

0











B
250 1.3

0











MA

0

1

i

A
i
PA
i




 MB

0

1

i

B
i
PB
i






MA 123.625 MB 321.1

RA
MA

100
 RB

MB

250


DA

0

1

i

A
i
MA 

2
PA
i




 DB

0

1

i

B
i
MB 

2
PB
i






DA 169.984 DB 1252.29

SA DA SB DB

SA 13.038 SB 35.388



95 

 

finansuri riskis fardobiTi mniSvnelobები 

                                               
 

                                                                                     

                                             

am magaliTSi, rentabelurobis maCveneblebi da 

fardobiTi riski orive proeqtisaTvis TiTqmis erTnairia, 

amitom proeqtis amorCeva xdeba damatebiTi mosazrebebidan 

investorisaTvis fulis Rirebulebisa da proeqtebis maxasi-

aTeblebs Soris gansxvavebaTa Sesabamisi mniSvnelobebis 

mixedviT. 

 

 savarjiSo 

investors warudgines А da В alternatiuli ori proeqti. 

А proeqti moiTxovs IA moculobis investiciebs ma% wliuri 

mogebiT, proeqtis Cavardnis albaTobaa PA; xolo В proeqti 

moiTxovs IB moculobis investiciebs mb% wliuri mogebiT, 

proeqtis Cavardnis albaTobaa PВ. gaakeTeT arCevani am or 

proeqts Soris, Tu:  

1. IA= $ 80 000,     ma= 30 %,      PA= 0.02     

    IB= $ 70 000,     mb= 40 %,      PB= 0.04  

2. IA= $ 100 000,   ma= 15 %,      PA= 0.011     

    IB= $ 200 000,   mb= 15 %,      PB= 0.02 

3. IA= $ 90 000,     ma= 20 %,      PA= 0.05     

    IB= $ 90 000,     mb= 18 %,      PB= 0.02 

4. IA= $ 400 000,   ma= 15 %,      PA= 0.02     

    IB= $ 500 000,   mb= 20 %,      PB= 0.05 

A
SA

MA
100 B

SB

MB
100

A 10.546 B 11.021

RA 1.236 RB 1.284
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5. IA= $ 1.5 млн.,  ma= 20 %,      PA= 0.03     

    IB= $  2.1 млн., mb= 15 %,      PB= 0.01 

 

 

4.3. sainvesticio proeqtis dRevandeli sufTa 

faseulobis (NPV) dadgena 

diskonti aris kreditis an fulis momavali Rirebuleba, 

raime periodis gasvlis Semdeg. 

saprocento ganakveTi aris:  

a) drois fiqsirebul intervalSi miRebuli Semosavlis 

fardobiTi sidide  

b) procentuli gadasaxadebis SedarebiTi sidide, 

romelsac msesxebeli uxdis kreditors drois garkveul 

periodSi(Tve, weli). igi SeiZleba gamoisaxos procentis an 

aTwiladi ricxvis saxiT. 

ganvixiloT  aRniSvnebi: 

 

PV — present value, dRevandeli sidide, sawyisi Tanxa; 
FV — future value, momavali sidide, gazrdili Tanxis sidide; 

I = (FV - PV) — interest money, Semosavlis sidide; 
r = I/PV = (FV-PV)/PV — interest, saprocento ganakveTi; 
d = I/FV = (FV-PV)/FV — discount rate, diskontirebis ganakveTi. 

Tu, viciT diskontirebis ganakveTi da gazrdili Tanxis 
sidide, SegviZlia amovxsnaT diskontirebis amocana 
(vpoulobT sawyisi Tanxis sidides): 

PV = FV*(1-d).                                                           (4.6) 
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diskontirebis ganakveTi da saprocento ganakveTi 

erTmaneTTan dakavSirebulia Semdegi saxiT: 

r= d * (FV/PV);                   d = r * (PV/FV).                                       (4.7) 

 

proeqtis  sufTa dRevandeli  faseuloba ganisazRvreba, 
rogorc drois erTsa da imave momentisaTvis 
diskontirebuli proeqtis Semosavlebisa da xarjebis 
sxvaoba: 

  

sadac  

 aris proeqtidan  drois ganmavlobaSi miRebuli 

fulis nakadi; 

 -  proeqtis danaxarjebi  drois ganmavlobaSi; 

- diskontirebis ganakveTi ; 

 - proeqtis sasicocxlo cikli. 

im SemTxvevaSi, rodesac fuladi investicia xorcieldeba 

erTjeradad, sawyis momentSi proeqtis  sufTa dRevandeli  

faseuloba ganisazRvreba Semdegi formuliT 

 

sadac   - sawyisi investiciaa drois nulovan etapze. 

am formuliT sargebloba sakmaod martivia. Tu NPV>0, 

maSin investori miiRebs am sididis Sesabamis Semosavals 

sasurveli Tanxis zemoT. Tu NPV 0, maSin investori ara 

marto daibrunebs Cadebul investicias, aramed miiRebs 

gadidebul Tanxas, diskontirebis ganakveTis Sesabamisad. 
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Tu   , maSin es proeqti unda uarvyoT. 

aRsaniSnavia, rom  sidide aditiuria droSi, anu 

ramdenime proeqtis sufTa dRevandeli  faseulobebi 

SegviZlia SevkriboT, rac metad mniSvnelovania sainvesticio 

portfelis  optimalurobis  amocanis  Seswavlisas. 

 

4.4. investiciebis rentabelurobis   indeqsis 

gansazRvra diskontirebis gaTvaliswinebiT 

investiciebis rentabelurobis indeqsi ganisazRvreba, 

rogorc diskontirebuli mogebis fardoba Sesabamisi 

investiciebis moculobasTan. ase rom, magaliTad, erTjeradi 

sawyisi investirebis SemTxvevaSi, rentabelurobis indeqsi 

gamoiTvleba Semdegi formuliT: 

   
 

     
      

 
 

  
.                                                                                                    (4.10) 

im SemTxvevaSi, roca PI>1 , proeqti momgebiania; xolo, Tu, 

PI<1, maSin proeqtze uari unda vTqvaT. Tu, rentabelurobis 

indeqsi erTis tolia, maSin proeqti arc momgebiania da arc 

wamgebiani. 

PI maCveneblis upiratesoba isaa, rom is fardobiTi 

maCvenebelia NPV sufTa dRevandeli faseulobisagan 

gansxvavebiT. amitom, roca ramdenime proeqtis Sedareba 

gviwevs erTnairi  maCvenebliT, upiratesoba aqvs 

proeqts meti rentabelobis maCvenebliT. aseve, roca 

ramdenime proeqtis arCeva uwevs investors, is  ranJirebas 

axdens rentabelurobis maCveneblebis mixedviT da irCevs 

proeqtebis im portfels, sadac rentabeloba metia. radgan 

yvela proeqtis erTdrouli dafinansebisaTvis SeiZleba ar 

eyos finansuri resursebi. 
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4.5. investiciebis rentabelurobis IRR normis gansazRvra 

investiciebis rentabelurobis norma (internal rate of return) 

aris diskontirebis is procentuli ganakveTi IRR, romlis 

drosac proeqtis sufTa dRevandeli faseuloba nulis 

tolia, anu adgili aqvs tolobas: 

 

     
           

        
  

 

   

                                                                                  

IRR koeficientis sidide gviCvenebs proeqtis xarjebis 

maqsimalur dasaSveb mniSvnelobas. magaliTad, Tu proeqti 

mTlianad finansdeba sabanko kreditis meSveobiT, maSin 

rentabelurobis norma gviCvenebs im maqsimaluri sabanko 

procentis ganakveTis sidides, romlis zemoTac proeqti 

wamgebiani xdeba. 

 

4.6. sainvesticio proeqtis danaxarjebis anazRaurebis 

diskontirebuli T vadis gansazRvris meTodi 

danaxarjebis anazRaurebis diskontirebuli vada aris is 

minimaluri dro, romlis ganmavlobaSic investori mTlianad 

ibrunebs proeqtSi Cadebul investiciebs, uzrunvelyofs ra 

Semosavlebis saWiro dones.  

danaxarjebis diskontirebuli T vadis gansazRvra xdeba 

gantolebidan: 

   
     

      
    

 

   

                                                                                                   

sadac T danaxarjebis anazRaurebis diskontirebuli 

drois sididea; 

  investiciebis dRevandeli fasi. 
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am meTods iyeneben, roca proeqtebis riski didia; maSin 

cdiloben, rac SeiZleba male amoiRon Cadebuli investi-

ciebi.   

 

4.7. finansuri instrumentebi  

finansur instrumentebs miekuTvneba: forvarduli da 
fiuCersuli kontraqtebi, opcionebi, variantebi, svopi, 

kombinaciebi, spredebi da a.S. 

ganvixiloT, TiToeuli maTgani cal-calke. 

1. forvarduli kontraqti anu forvardi, es winaswari 

yidva-gayidvis SeTanxmebaa garkveul saqonelze, garkveul 

droze momavalSi fiqsirebul fasze. 

magaliTad, glexi, ukve gazafxulze awarmoebs 

molaparakebas bostneulis sacavis mepatronesTan, rom 

Semodgomaze  fiqsirebul fasad miawodebs bostneulis 

gansazRvrul moculobas, Tumca, jer arc ki daurgavs 

CiTilebi; bostneulis sacavis mepatrone  molaparakebas 

awarmoebs realizaciis punqtebis-maRaziebis, restornebis . . 

. mepatroneebTan, rom  bostneuls miawodebs winaswar 

SeTanxmebul, fiqsirebul fasad. 

aseTi SeTanxmebebi  monawileebs icavs katastrofebisa 

da bankrotobisagan: glexs icaven rom bostneuli ar 

gaufuWdes da droze gayidos, bostneulis sacavis 

mepatrones saSualebas aZlevs, rom ar mocdes misi sacavebi 

da droze gaukeTos produqcias realizacia, xolo 

restornebisa da maRaziebis mepatroneebs saSualebas aZlevs 

Seuferxeblad imuSaon da  meti mogeba miiRon. 

winaswari SeTanxmebiT miRebuli fasebi SeiZleba aRar 

awyobdes erT-erT monawiles, Tumca, yvela monawile mzadaa 

mcire wagebisaTvis, oRondac Tavi daicvas ufro didi 

zaralisagan. ase rom, forvarduli kontraqti, aris riskebis 
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Semcirebis saSualeba orive monawilisaTvis. esaa, swored 

yvela sxva warmoebuli finansuri instrumentebis 

warmoSobis mizezic. 

forvarduli SeTanxmeba xdeba or monawiles Soris 

mowmis gareSe, ris gamoc, didia cduneba romelime mxarem 

daarRvios xelSekruleba, Tu adre SeTanxmebuli fasi, 

misTvis ukve wamgebiania. swored aseTi SemTxvevebisaTvis 

Seiqmna fiuCersebi. 

 

2. fiuCersuli kontraqtebi anu fiuCersebi iseTi 

SeTanxmebebia, romlebic forvardis analogiuria, magram 

damatebuli aqvs gadaangariSebis meqanizmebi, romlebic 

wamgebians xdis nebismieri monawilisaTvis xelSekrulebis 

darRvevas. 

gadaangariSebis meqanizmi  birJaze warmoebs kliringis 

palatis meSveobiT, romelic SeTanxmebis orive monawili-

saTvis xsnis specialur angariSs. fiuCersuli SeTanxmebis 

momentisaTvis orive monawiles Seaqvs am angariSebze 

garkveuli Tanxa, rogorc wesi 2%-10% xelSekrulebis 

moculobidan, romelsac sawyis marJas uwodeben. saqonlis 

sabazro fasis cvlilebisas, kliringis palata TviTon 

gadaricxavs wagebuli monawilis angariSze Sesabamis Tanxas, 

mogebulis angariSidan, raTa  mas aunazRauros 

mosalodneli wageba, Tu mogebuli mxare moindomebs 

Secvlili sabazro fasiT sargeblobas. 

 

3. opcioni aris kontraqti, romelic gamyidvels an 

myidvels aZlevs uflebas gayidos faseuloba winaswar 

garkveul droSi, winaswar SeTanxmebuli pirobebiT. es 

pirobebi, rogorc wesi, daiyvaneba yidva-gayidvis fasze. 

ganasxvaveben myidvelis opcions (opcioni-koli) da 

gamyidvelis opcions (opcioni-puti). opcion-kolis patrons  
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ufleba aqvs iyidos, xolo opcion-putis patrons aqvs 

ufleba gayidos. 

opcionebi arsebobs evropuli da amerikuli tipis. 

evropuli tipis opcionebSi, yidva-gayidvis TariRi 

fiqsirebulia momaval droSi; xolo amerikuli tipis 

opcionebSi yidva-gayidvis moments irCevs opcionis 

mflobeli, Tumca fiqsirebulia drois garkveuli Sualedi, 

roca SesaZlebelia opcionis Sesruleba. 
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Tavi 5. cocxali, rxeviTi sistemebis modelirebis 

variaciuli meTodebi 

 

maTematikuri modelebis asagebad, xSirad, iyeneben 

universalur variaciul principebs. romlebic emyareba 

saukunovan praqtikul gamocdilebas bunebaSi mimdinare 

procesebis Sesaxeb. cnobilia, rom buneba erTiania, anu, 

mecnierebis erT sferoSi mimdinare procesebi, analogiuria, 

meore sferoSi mimdinare procesebisa. rac imas niSnavs, rom 

sakmarisia aRmovaCinoT procesebis msgavsebis kriteriumebi, 

rom SegviZlia fizikaSi damuSavebuli modelebi gamoviyenoT 

sxvadasva inteleqtualur sferoebSi. 

 

5.1. hamiltonis universaluri variaciuli principi. 

zogadi Teorema da praqtikuli realizaciis algoriTmi. 

Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modelis 

ageba 

ganvixiloT dinamikuri sistema, romlisTvis 

mdgomareobis ganmsazRvreli koordinatia ).(tQ  Sesabamisad, 


Q  warmoadgens ganmsazRvreli parametris cvlilebis 

siCqares. ganvsazRvroT dinamikuri sistemis lagranJis 

funqcia, rogorc sxvaoba mis kinetikur da potencialur 

energiebs Soris 

pk EE
dt

dQ
QL ),( .                                        (5.1) 

sadac 

      kE , da pE  - Sesabamisad, sistemis kinetikuri da 

potencialuri energiebia. 

ganvixiloT, sidide romelsac moqmedebas uwodeben da 

aRweren formuliT 
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 









2

1

,)(

t

t

dt
dt

dQ
QLQS .                                       (5.2) 

am sididezea damokidebuli sistemis yofaqceva. 

hamiltonis universaluri principi ambobs, rom Tu sistema 

realuria, maSin )(tQ  aris )(QS  funqcionalis stacionaluri 

funqcia, anu 

  0
0





QS
d

d
.                                       (5.3) 

hamiltonis principSi moqmedi )(t  funqcia, aris sacdeli 

funqcia, romelic nulis tol mniSvnelobas iRebs drois 1t  

da 2t  momentebSi. )(t   funqcias )(tQ  funqciis variacia 

ewodeba. hamiltonis principi saSualebas iZleva avagoT 

rxeviTi sistemis maTematikuri modeli. 

ganvixiloT sistemis Tavisufali rxevebi, roca 

mocemuli gvaqvs zambara m  masis tvirTiT da zambaris 

sixistis koeficientia c . maSin, sistemis lagranJis funqcia 

iqneba 

22

2

2

X
c

dt

dX
m

L 










 .                                       (5.4) 

qmedebisaTvis gveqneba gamosaxuleba 

 






















2

1

2

1

2

2

22
),()(

t

t

t

t

dtX
c

dt

dXm
dt

dt

dX
XLXS .                      (5.5) 

gamoviTvaloT qmedeba )(t   variaciis SemTxvevaSi 

 
 

 



















 


2

1

2

2

22

t

t

dtX
c

dt

Xdm
XS 


 .                    (5.6) 

gavawarmooT es funqcia   cvladis mixedviT, maSin 

mivioRebT rom 
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 
 


















































2

1

222

2

2

2

22

2

1
t

t

dtXXc
dt

d

dt

d

dt

dX

dt

dX
m

d

d
XS

d

d 











 

    





































2

1

2

2t

t

dtXc
dt

d

dt

d

dt

dX
m 





.                          (5.7) 

Tu, davuSvebT rom 0 , miviRebT rom 

   







 

2

1

00

t

t

dtcX
dt

d

dt

dX
mXS

d

d






 .                       (5.8) 

am gantolebis marjvena nawilis pirveli wevris 

nawilobiTi integrebiT da imis gaTvaliswinebiT, rom 

0)()( 21  tt  , miviRebT 

  0
2

1

2

2

0 







  dtcX

dt

Xd
mXS

d

d
t

t




 .                        (5.9) 

radgan, )(t  nebismieri sacdeli funqciaa, miviRebT 

Tavisaufali rxeviTi sistemis maTematikur models 

0
2

2

 cX
dt

Xd
m .                                          (5.10) 

anu, Tu SemoviRebT aRniSvnas 

m

c
2 ,                                                (5.11) 

miviRebT Tavisufali rxeviTi sistemis klasikur 

maTematikur models 

.02 


XX                                              (5.12) 

 

P.S. rogorc vxedavT, variaciul meTods mivyavarT igive 

maTematikur modelamde Tavisufali rxeviTi sistemisaTvis. 
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5.2. iZulebiTi rxeviTi sistemis maTematikuri modelireba 

variaciuli meTodiT 

im SemTxvevaSi, roca sistemaze moqmedebs maiZulebeli 

Zala 0F , icvleba mxolod potencialuri energiis formula 

da iRebs saxes 

 

X

p XF
X

cdXF
X

cE
0

0

2

0

2

22
.                             (5.13) 

xolo, kinetikuri energiis gamosaxuleba rCeba ucvleli 

2

2











dt

dX

mEk .                                           (5.14) 

Sesabamis lagranJis funqcias eqneba saxe 

XF
X

c
dt

dX

mL 0

2

2

22











 .                                  (5.15) 

Tu, ganvaxorcielebT wina paragrafis analogiur 

gardaqmnebs, maSin miviRebT iZulebiTi, aradempfirebuli, 

rxeviTi sistemis maTematikur models 

02

2

FcX
dt

Xd
m  .                                        (5.16) 

davaleba studentebs: aageT iZulebiTi rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli variaciuli meTodiT. 

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1.CamoayalibeT hamiltonis universaluri variaciuli 

principi. 

2.aageT Tavisufali rxeviTi sistemis maTematikuri modeli 

hamiltonis variaciuli principis bazaze. 
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3.aageT iZulebiTi, aradempfirebuli rxeviTi sistemis 

maTematikuri modeli hamiltonis principis bazaze. 

4.lagranJis funqciisa da hamiltonis funqciis kavSiri. 

5.lagranJis funqciisa da hamiltonis funqciis 

erTmaneTisagan gansxvaveba. 
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Tavi 6. cocxali, arawrfivi sistemebis modelireba 

6.1. aradempfirebuli,  Tavisufali, arawrfivi rxeviTi 

procesebis maTematikuri modelireba 

arawrfivi rxeviTi sistemis Sesabamisi maTematikuri 

modelebi aRiwerebian arawrfivi gantolebebiT. realuri 

sistemebi arawrfivia da mxolod garkveuli miaxlovebiT, 

SeiZleba SevcvaloT wrfivi sistemebiT. wrfivi rxeviTi 

sistemebis maTematikuri modelirebis sakiTxebi Cven ukve 

ganvixileT da exla SevudgebiT arawrfivi sistemebis 

Seswavlas. 

ganvixiloT, Tavisufali, arawrfivi rxeviTi sistema. Aam 

SemTxvevaSi, arawrfivia aRmdgeneli Zalis damokidebuleba 

ganmsazRvrel  parametrze, anu, gvaqvs damokidebuleba )(xf . 

Aase, rom Sesabamis maTematikur models aqvs saxe 

0f(x)  


xm .                                                                                       (6.1) 

am gantolebis amoxsna kvadraturebSi, sazogadod, 

SeuZlebelia. Tumca, SesaZlebelia am gantolebis zogadi 

Tvisebebis Seswavla energetikuli meTodis meSveobiT.  

Ggantoleba (6.1) gavamravloT 


x  sidideze da vaintegroT, 

maSin miviRebT, rom 

 


0

2

xf(x)  
2

1
Econstdtxm .                              (6.2) 

amasTan,  

  


potEdxxfdtxxf )()( ,                                  (6.3) 

Aase, rom (6..2) gantoleba warmoadgens energiis Senaxvis 

kanons 

okin EE  potE  .                                           (6.4) 
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cxadia, rom (6.2) tolobidan gamomdinare, SegviZlia 

CavweroT Tanadoba 

potEExm 


0

2

2

1
.                                        (6.5)  

Aaqedan gamomdinare, SegviZlia vipovoT rxevis siCqare 

)(
2

0 potEE
m

vx 


.                                      (6.6) 

Ffazur sibrtyeze, 0x  wertilidan x  wertilamde 

gadaadgilebis dro gamoiTvleba formuliT 

 




x

x

x

x
potEE

m

dx
t

v

dx
tt

0 0 )(
2

0

00 .                             (6.7) 

Sesabamisad rxevis periodis gamosaTvlelad miviRebT 

formulas 





max

min )(
2

2

0

x

x
potEE

m

dx
T .                                    (6.8) 

Ees formula(6.8), ra Tqma unda, samarTliania, mxolod 

Sekruli fazuri traeqtoriebisaTvis. 

 

6.2. Tavisufali rxeviTi sistema alag-alag wrfivi  aRmdgeni 

ZaliT 

ganvixiloT, rxeviTi sistema alag-alag wrfivi aRmdgeni 

ZaliT. 










 0 xif h,-

0 xif , 
sgn)(

h
xhxf .                                (6.9) 

aseTi situacia gvaqvs releur marTvis sistemebSi.  
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Aam SemTxvevaSi, amonxsni unda veZeboT cal-calke im 

SemTxvevebisaTvis, roca x>0 da roca x<0. 

Aim SemTxvevaSi, roca x>0, gvaqvs gantoleba 

,)( hxfxm 


                                        (6.10) 

0vt
m

h
x 


,                                           (6.11) 

00

2

2
xtvt

m

h
x  .                                     (6.12) 

Tu, CavTvliT rom, rxeviTi sistema sawyis momentSi 

imyofeba Tavis zRvrul mdebareobaSi, miviRebT sawyis 

pirobebs formiT 

Ax )0(0 ,                                              (6.13) 

0)0(0 v .                                               (6.14)  

Tu, (6.11) gantolebidan ganvsazRvravT t  parameters da 

CavsvavT (6.13) tolobaSi, miviRebT fazuri traeqtoriebis 








 

xx; gantolebas. 

)(
2

xA
m

h
vx 



.                                       (6.15) 

 

6.3. dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi procesebis 

maTematikuri modelireba 

Ddempfirebis SemTxvevaSi, rxeviTi sistema xarjavs 

energias winaaRmdegobis Zalis daZlevaze. Sesabamis 

maTematikur modelSi, winaaRmdegobis Zala, damokidebulia 

ganmsazRvreli parametris 


x  warmoebulze. 

zogad SemTxvevaSi, dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi 

sistemis maTematikur models aqvs saxe 
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0)()( 


xfxgx .                                        (6.16) 

zogjer, dempfirebis Zalebi da aRmdgeni Zalebi ise 

mWidrod arian dakavSirebuli erTmaneTTan, rom maTi 

gancalkeveba ar xerxdeba. aseT SemTxvevaSi, gvaqvs 

gantoleba 

0),( 


xxfx .                                           (6.17) 

SevadginoT am sistemis Sesabamisi gantoleba fazur 

sibrtyeze. amisaTvis SemoviRoT aRniSvna vx 


, maSin 

dx

dv
v

dt

dx

dx

dv

dt

dv
x 


. Aaqedan gamomdinare, (6.17) gantoleba 

gadaiwereba Semdegi saxiT 

.
),(

v

xxf

dx

dv


                                            (6.18) 

Ees gantoleba saSualebas gvaZlevs SevadginoT 

dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis Sesabamisi 

suraTi fazur sibrtyeze. 

Eexla ganvixiloT am sistemis Sesabamisi energetikuli 

gantoleba. Aam gantolebis misaRebad, gavamravloT (6.16) 

gantoleba 


x  sidideze da vaintegroT. maSin, miviRebT rom 

 
 xt

Edxxfdtxxgmv
0

0

0

2 )()(
2

1
.                             (6.19) 

Tu, SemoviRebT aRniSvnas DE  - dempfirebis Zalebis 

gadalaxvaze daxarjuli energiisaTvis, miviRebT energiis 

gantolebas 

Dpotkin EEEE  0 .                                       (6.20) 

Aam gantolebidan, naTlad Cans, rom dempfirebul 

Tavisufal rxeviT sistemaSi adgili aqvs energiis 

disipacias. 
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6.4. dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistema mSrali 

xaxuniT 

mSral xaxuns myar sxeulebs Soris, adgili aqvs im 

SemTxvevaSi, roca erTmaneTs exeba ori sxeuli romlebic 

gadaadgildebian erTmaneTis mimarT, ise rom, maT Soris ar 

aris Txevadi masa. am SemTxvevaSi, xaxunis Zalebi TiTqmis ar 

arian damokidebuli gadaadgilebis siCqareze da mimarTuli 

arian fardobiTi siCqaris sawinaaRmdego mimarTulebiT. 

umetes SemTxvevaSi, mSrali xaxunis Zala miaxlovebiT 

gamoiTvleba Semdegi formuliT 










0 vifr  

0  vif  r
Kr .                                        (6.21) 

Aase rom, 



 x sgnrKr .                                          (6.22) 

rac imas niSnavs, rom am SemTxvevaSi, procesis Sesabamis 

maTematikur models aqvs saxe   

0)(x sgn 


xfrxm .                                    (6.23) 

es gantoleba, cal-calke ixsneba im SemTxvevebisaTvis 

roca 0v  da roca 0v . 

Tu, 0v  maSin (6.23) gantolebida miviRebT rom 

rxfxm 


)( .                                         (6.24) 

Mmis Sesabamis energetikul gantolebas aqvs saxe 

00 ExrEEE potkin  .                                  (6.25) 

Aam rxeviTi sistemisaTvis fazuri traeqtoriebis 

gantolebas eqneba saxe 
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 
potExrE

m
v  0

2
  Tu, 0v .                          (6.26)             

 
potExrE

m
v  0

2
   Tu, 0v .                        (6.27) 

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1.gamoiyvaneT aradempfirebuli Tavisufali rxeviTi sistemis 

energetikuli gantoleba. 

2.gamoiyvaneT Tavisufali, rxeviTi sistemis fazuri 

traeqtoriebis gantoleba, alag-alag wrfivi aRmdgeni 

Zalis SemTxvevaSi. 

3.SeadgineT dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 

Sesabamisi suraTi fazur sibrtyeze. 

4.gamoiyvaneT dempfirebuli, Tavisufali rxeviTi sistemis 

traeqtoriebis gantoleba fazur sibrtyeze mSrali 

xaxunis SemTxvevaSi 

5.gamoikvaneT arawrfivi sistemis traeqtoriebis zogadi 

gantoleba fazur sibrtyeze. 

 

gamoyenebuli literatura 

1.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

2.obgaZe T., obgaZe l., mWedliSvili n., daviTaSvili i., 

TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi (ekonomiqsi 

Mathcad – isa da Matlab – is bazaze), t.2., saqarTvelos 

teqnikuri universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2007 
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Tavi 7. cocxali, avtorxeviTi sistemebi 

avtorxevebi - gansakuTrebuli tipis rxevebia. am tipis 

rxevebis warmoSobisaTvis, damaxasiaTebelia energiis wyaros 

arseboba, romelic avsebs sistemis energetikul danakargebs. 

 

7.1. zogadi sqemebi da struqturuli Taviseburebebi 

struqturisa da moqmedebis principis mixedviT 

ganasxvaveben avtorxeviTi sistemebis or tips: 

1. oscilatoruli sistema; 

2. dagrovebiTi sistema. 

oscilatoruli tipis sistemisaTvis damaxasiaTebelia 

struqturuli sqema nax. 7.1 

 

 

 

 

 

 

nax.7.1 oscilatoruli tipis avtorxeviTi sistemis 

struqturuli sqema 

oscilatoruli tipis sistemebSi, CamrTveli moqmedebs, 

rogorc ukukavSiri rxeviT sistemasa da energiis wyaros 

Soris, romelic irTveba saWiro momentSi da sistemas 

amaragebs saWiro energiiT. 

ganvixiloT, Sesabamisi tipis praqtikuli magaliTebi, 

cxrili 7.1 

energiis wyaro oscilatori 

CamrTveli 
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                                               cxrili 7.1. 

£№ avtorxeviTi 

sistema 

energiis wyaro oscilatori ukukavSiris 

saSualeba 

1 zari eleqrobatarea CaquCi kontaqti 

2 saaTi deformirebuli 

zambara 

balansiri CamomSvebi 

regulatori 

3 violenCelos simi moZravi xemi simi mSrali xaxuni 

qrobadi 

maxasiaTebliT 

4 TviTmfrinavis 

mzidi frTa 

haeris nakadi drekadi frTa haeris nakadisa da 

frTis 

urTierTqmedebis 

arastacionaruli 

Zalebi 

dagrovebiTi, avtorxeviTi sistemis struqturuli sqema 

mocemulia nax.7.2. 

 

 

 

nax. 7.2. dagrovebiTi avtorxeviTi sistemis struqturuli 

sqema 

dagrovebiTi avtorxeviTi sistema, xSirad, asrulebs 

wyvetad(diskretul) rxevebs.  

 

 

energiis 

wyaro 

energiis 

damgrove-

beli 
gadamrTveli 



117 

 

7.2. van-der-polis avtogeneratoris maTematikuri modeli 

ganvixiloT van-der-polis avtogeneratoris sqema 

 nax. 7.3. 

 

nax.7.3. van-der-polis generatoris sqema 

a) tranzistorze; б) eleqtronul lamfaze 

 

Sesabamis maTematikur models aqvs saxe: 

dt

dI
MU

dt

dU
RC

dt

Ud
LC a

c
cc 

2

2

.                               (7.1) 

mniSvnelovania, rom eleqtronul lamfis badeze aU  

Zabvis gazrda, iwvevs anoduri aI denis gazrdas. imisaTvis, 

rom miviRoT anoduri denis TviTagzneba, unda vicodeT 

damokidebuleba )( caa UII  . warmoebuls 

c

a
c

dU

dI
US )( ,                                            (7.2) 

baduri maxasiaTeblis simrude ewodeba. Sesabamisi grafikebi 

mocemulia nax. 7.4. 
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nax.7.4. а)anoduri denisa da б) baduri simrudis, badur 

Zabvaze damokidebulebis grafikebi 

muSa mdgomareobaSi, adgili aqvT damokidebulebebs: 

2

20 cUSSS  ,                                                (7.3) 

3

20
3

1
ccaoa USUSII  .                                         (7.4) 

 Tu, (7.3) da (7.4) formulebs gaviTvaliswinebT, maSin (7.1) 

gadaiwereba saxiT 

02

0

2

202

2









 c

c
c

c U
dt

dU

M

RC
USS

LC

M

dt

Ud
 ,                      (7.5) 

sadac, gaTvaliswinebulia rom  

LC

12

0  .                                               (7.6) 

Tu, SemoviRebT aRniSvnebs  

RCMS

MS
Ux c




0

2 ,               
LC

RCMS 
 02 ,              (7.7)  

maSin, miviRebT van-der-polis avtogeneratoris 

maTematikur models, romelic aRwers erT-erTi, cnobili 

avtorxeviTi sistemis dinamikas. 

  012 2

0

2 


xxxx  .                                     (7.8) 
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7.3. avtorxeviTi hidroaerodrekadi sistemebi (flateri da 

divergencia) 

hidroaerodrekadi sistemebi - warmoadgenen drekad 

konstruqciebs, romlebic moTavsebuli arian haeris an 

wylis nakadebSi da ganicdian Sesabamis urTierTqmedebas. 

hidroaerodrekadi sistemebis magaliTs warmoadgenen 

samSeneblo nagebobebi, romlebic moTavsebulni arian qaris 

zemoqmedebis qveS. haeris nakadis moqmedebis Sedegad 

nagebobebSi aRiZreba rxevebi da Tu, nagebobas ar SeuZlia 

qaris mier aRZruli rxevebis Caqroba, SesaZloa nagebobis 

dangrevac, rac araerTxel momxdara. amitom, proeqtirebis 

etapze, aucilebelia qaris datvirTvebis Seswavla nebismieri 

maRlivi Senoba-nagebobis an kiduli-vanturi xidebisaTvis.  

datvirTvebis Seswavla saSualebas gvaZlevs aviciloT 

flateri, anu, mavne - gamanadgurebeli rxevebi da sworad 

davaproeqtoT esa Tu is nageboba. 

flateris Seswavlas didi mniSvneloba aqvs safreni 

aparatebis proeqtirebis drosac.  

haeris zemoqmedebis Sedegad, TviTmfrinavis frTa 

ganicdis deformacias da am deformaciis Sedegad icvleba 

garsdenis reJimi, am movlenas divergencias uwodeben. 

divergenciis Sedegad icvleba frTis geometria, ramac 

SeiZleba gamoiwvios nakadis perioduli mowyveta da 

Sesabamisi sixSiris rxevebi. aseT SemTxvevaSi, SesaZloa 

rezonansuli rxevebis warmoqmna da frTis damsxvreva 

garkveuli – kritikuli siCqariT frenis SemTxvevaSi. amitom, 

frTis proeqtirebisas, aucilebelia divergenciis kritikuli 

siCqaris daangariSeba, raTa Tavidan aviciloT konstruqciis 

arasaimedoba muSa siCqareebis diapazonSi. flateri SeiZleba 

warmoiqmnas konstruqciis Taviseburebidan gamomdinare, gare 

zemoqmedebis gareSec, flateris kritikuli siCqaris 

gadametebisas an siCqareTa garkveuli diapazonis 

SemTxvevaSic. 
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a) divergenciis Sesaswavlad, ganvixiloT frTis 

sqematuri, gamartivebuli modeli nax. 7.5 

 

 

 

 

 

 

nax.7.5. frTis divergenciis sqematuri modeli 

ganvixiloT brtyeli firfita, romelic marcxena mxares 

drekadadaa Camagrebuli(frTis Tavisufali mxare), marjvena 

mxares ki, aqvs saxsruli Camagreba(frTis Camagreba 

fuzelaJTan). firfita moTavsebulia haeris nakadSi, romlis 

siCqarecaa v . vipovoT divergenciis kritikuli siCqare. 

frTis gadaxrisas   kuTxiT, warmoiqmneba wnevis Zalebi, 

romlebic SeiZleba davSaloT or mdgenelad (Subluri 

winaRobis Zala da amwevi Zala). 







 l
v

CX x
2

2

 ;        





 l
v

CY y
2

2

.                                            (7.9) 

sadac 

            xC  - Subluri winaRobis koeficientia ; 

      yC  - amwevi Zalis koeficientia ; 

        - haeris simkvrivea; 

      l  - frTis qordaa; 

        b  - manZilia saxsruli SeerTebidan aerodinamikuri 

wnevebis tolqmedis modebis wertilamde. 
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firfitaze(frTaze) modebuli Zalebis momentebis jami 

saxsruli SeerTebis RerZis mimarT iqneba 

bYbXlcM  2

0 ,                               (7.10) 

sadac, 0c  - drekadi Camagrebis zambaris sixistea, agreTve 

gaTvaliswinebulia rom   mcire kuTxea da  sin . CavsvaT 

(7.10) formulaSi (7.9), maSin miviRebT 







 





 lb
v

Clb
v

ClcM yx
22

2
2

2
2

0 .               (7.11)    

SemoviRoT aRniSvna: I  - firfitis inerciis momentia 

saxsruli SeerTebis RerZis mimarT. Tu, gaviTvaliswinebT 

Sesabamis gantolebas firfitisaTvis 

MI 


 .                                              (7.12) 

miviRebT maTematikur models 

0)
2

(
2

0 








 lb
v

ClcI y ,                             (7.13) 

winaRobis Zalis momentis Sesabamisi wevri gamotovilia, 

radgan is ufro maRali rigis usasrulod mcirea. 

vinaidan,   usasrulod mcire SeSfoTebaa, sistemis 

mdgradobisaTvis, anu , sawyisi SeSfoTebis CaqrobisaTvis 

gvaqvs piroba 

0
2

2

0 


 b
v

Clc y


.                                     (7.14) 

aqedan, cxadia rom, divergenciis kritikuli siCqare 

iqneba 

bC

lc
v

y

kr






02

.                                          (7.15) 

am formulidan gamomdinare SegviZlia davaskvnaT, rom 

rac ufro metia frTis sixiste, miT ufro metia 
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divergenciis kritikuli siCqarec. rac metia divergenciis 

siCqare, miT ufro ukeTesia TviTmfrinavis frTisaTvis. 

b) exla ganvixiloT TviTmfrinavis frTis flateri. mis 

Sesaswavlad ganixileba gamartivebuli – sqematuri modeli 

nax. 7.6 

 

nax. 7.6. TviTmfrinavis frTis flateris sqematuri 

modeli 

 

exla ganvixiloT is SemTxveva, roca firfitis orive 

mxares gvaqvs drekadi Camagreba. aseT SemTxvevaSi, 

mosalodnelia sxva tipis aramdgradobac, romelic 

dakavSirebulia organzomilebiani sistemis arakonserva-

tulobasTan.  

ganvixiloT mcire SeSfoTebebi am sistemaSi;  

)(ty  - firfitis simZimis centris gadaadgileba; 

)(t  - firfitis mobrunebis kuTxe. 

1c  da 2c  drekadi saxrdenebis sixisteebia ; 

12

2lm 
 - firfitis inerciis momentia, misi sibrtyis 

perpendikularulad simZimis centrze gamavali RerZis 

mimarT ; 

l  - firfitis sigrZea nakadis mimarT ; 
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b  - manZilia amwevi Zalis modebis wertilidan mis 

marjvena bolomde. 







 l
v

CY y
2

2

.                                        (7.16) 

drekad reaqciis Zalebs aqvT saxe 

)
2

(11

l
ycR





;    )
2

(22

l
ycR





.                       (7.17) 

SeSfoTebuli moZraobis diferencialur gantolebebs 

aqvT saxe 



 ymYRR 21 ;                                       (7.18) 














 

12222

2

21

lml
bY

l
R

l
R .                          (7.19) 

Tu, am gantolebebSi SevitanT (7.16) da (7.17) 

mniSvnelobebs, miviRebT 

01211 


cycy  ;                                      (7.20)  

02221 


 cyc .                                       (7.21) 

sadac 

 
l

v

m

C

m

lcc

m

cc
c

y













22
c   ;

2

21
12

21
11


.                      (7.22) 

   
 bl

v

lm

C

m

cc

lm

cc
c

y














 2

2
6

3
c   ;

6 2

2

21
22

21
21


.           (7.23)  

am sistemis maxasiaTebel gantolebas aqvs saxe: 

0
         22

2

21

12        11

2






cc

cc




.                                       (7.24) 

anu, 

  0211222112211

24  cccccc .                          (7.25) 
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ase, rom maxasiaTebeli gantolebis fesvebs eqnebaT saxe 

 21122211

2

22112211
4,3,2,1

22
cccc

cccc








 



 .              (7.26)  

cxadia, rom sistemis mdgradobis pirobebs aqvs saxe 

2

2211
21122211

2
0 







 


cc
cccc .                              (7.27) 

pirveli utolobis darRvevisas am sistemaSi gveqneba 

divergencia nax. 7.7 a, xolo, meore utolobis darRvevisas 

gvaqvs flateri nax. 7.7 б. 

 

 

nax.7.7. frTis mdgradobis dakargvis grafikebi, 

а) divergencia ; б) flateri 

mdgradobis zRvariTi mniSvnelobebi (7.27) utolobebSi, 

gvaZleven Sesabamisi kritikuli siCqareebis mniSvnelobebs, 

Tu, gaviTvaliswinebT (7.22) da (7.23) Tanadobebs, miviRebT rom 

divergenciis kritikuli siCqarea 

  bclbcC

lcc
v

y

div





21

212


.                                (7.28) 

flateris kritikuli siCqarea 
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21

2

221

2

1

3

1
2

cc

cccc

C
v

y

flat









.                             (7.29) 

 

7.4. qimiuri avtorxeviTi sistemebi  

(prigoJin-lefevris modeli) 

avtorxeviTi sistemebi gvxvdeba zogierTi qimiuri 

reaqciis Seswavlisasac. cnobilia b. belousovis mier 1950 

wels aRmoCenili da mogvianebiT, a.Jabotinskis mier 

Seswavlili qimiuri reaqcia. belousov-Jabotinskis reaqcia 

warmoadgens malonis mJavis daJangvis process, ionebis 

katalizatoris arsebobisas. am reaqciis mimdinareobisas, 

xdeba koncentraciis rxevebi, ris gamoc,narevis feri 

icvleba: cisferi-wiTeli-cisferi . . . garda perioduli 

rxevebisa, qimiuri procesebis dinamika ufro rTulia da 

bolomde araa Seswavlili. arsebobs belousov-Jabotinskis 

reaqciis sxvadasxva maTematikuri modelebi, rogoricaa 

fildis, keresis, noiesis da sxva. magram arcerTi maTgani 

bolomde ver aRwers qimiur dinamikas. 

ganvixiloT hipoteturi qimiuri reaqciis modeli, 

romelsac briuseliatori qvia da SemuSavebulia  

i. prigoJinis skolis mier. prigoJin-lefevris modeli aris, 

ori Sualeduri produqtis mqone reaqciis maTematikuri 

modeli, romelsac aqvs perioduli amonaxsnebi parametrebis 

gansazRvruli mniSvnelobebisaTvis. es modeli agebul iqna 

im maTematikuri meTodebis demonstraciisaTvis, romlebic 

SemuSavebuli iqna q. briuselSi, nobelis premiis laureatis 

prigoJinis xelmZRvanelobiT, amitom, am models zogjer 

`briuseliators~ uwodeben. 

progoJin-lefevris raqciis reaqtorul sqemas aqvs saxe: 
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
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32
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1

               (7.30) 

es sistemac Riaa e.i. emateba an akldeba A , B , D , E  

nivTierebebi ise, rom maTi raodenoba SeinarCuneba erT 

doneze. 

prigoJin-lefevris maTematikur models advilad 

avagebT (7.30) reaqtoruli sqemidan gamomdinare: 

 




















YXkBXk
dt

dY

XkBkYXkAk
dt

dX

2

32

42

2

31

                                 (7.31) 

CavweroT (7.31) gantolebebi uganzomilebo saxiT, 

amisaTvis SemoviRoT axali cvladebi formulebiT 

YXtk 
4

3

4

3
4

k

k
y   ,

k

k
    x, ,                           (7.32) 

maSin (7.31) gadaiwereba saxiT 

yxxbax 


2)1( ,                                    (7.33) 

.2 yxxby 


                                          (7.34) 

sadac, 

      .
k

k
b    ,

4

2

3

4

3

2

1 BA
k

kk
a 


                             (7.35) 

amrigad, Cven miviReT meore rigis dinamikuri sistema ori 

a  da b  marTvis parametriT. 
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wonasworobis pirobebs aqvT saxe 

a

b
ax  00 y   , .                                          (7.36) 

wonasworobis wertilSi ar xdeba x  da y  koncentraci-

ebis cvlileba. 

vipovoT wonasworobis mdgomareobis aramdgradobis 

pirobebi. anu, is pirobebi, roca sistemaSi warmoiqmnebian 

avtorxevebi. 

amisaTvis, wonasworobis wertils mivceT mcire 

SeSfoTebebi da vnaxoT rodis Sordeba sistema 

wonasworobis wertils. ganvixiloT SeSfoTebuli 

mdgomareoba 

 
a

b
y    ,ax .                                      (7.37) 

SevitanoT es mniSvnelobebi (7.33),(7.34) gantolebebSi, 

maSin gveqneba 

)()2()1()1( 22  


a

b
aababa ,               (7.38) 

)()2()( 22  


a

b
aaab .                        (7.39)  

am sistemis linearizacia gvaZlevs  

 


2)1( ab ,                                       (7.40) 

.2  


ab                                          (7.41) 

am sistemis yofaqcevis gamosakvlevad SevadginoT 

maxasiaTebeli gantoleba, risTvisac unda movaxdinoT Casma 

    pe     ,pe .                                       (7.42) 

maSin miviRebT, rom 
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baapbp  22)()1( .                                 (7.43) 

Tu, gavxsniT frCxilebs, miviRebT kvadratul gantolebas 

.0)1( 222  abapp                                   (7.44) 

misi fesvebia 

2
222

4

)1(

2

1
a

baba
p 





 .                            (7.45) 

am formulidan naTlad Cans rom wertilSi 

12  abkr ,                                             (7.46) 

sistema kargavs mdgradobas da iwyeba avtorxevebi 

prigoJin-lefevris hipotetiur qimiur sistemaSi.  

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1.rogori avtorxeviTi sistemebia TqvenTvis cnobili ? 

aRwereT maTi muSaobis principebi. 

2.van-der-polis avtogeneratoris maTematikuri modeli. 

3.SeadgineT TviTmfrinavis frTis flateris Sesabamisi 

maTematikuri modeli da ipoveT kritikuli siCqare. 

4.SeadgineT TviTmfrinavis frTis divergenciis Sesabamisi 

maTematikuri modeli da ipoveT kritikuli siCqare. 

5.prigoJin-lefevris maTematikuri modeli da avtorxevebis 

warmoqmnis piroba 

 

gamoyenebuli literatura 

1.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2006 
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2.obgaZe T., obgaZe l., mWedliSvili n., daviTaSvili i., 

TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi (ekonomiqsi 

Mathcad – isa da Matlab – is bazaze), t.2., saqarTvelos 

teqnikuri universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2007 

3.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(magistrante-

bisaTvis), t.3., saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2008 
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Tavi 8. parametruli rxeviTi sistemebi 

parametruli rxeviTi sistemebisaTvis damaxasiaTebelia, 

rxevebis agzneba romelime ganmsazRvreli parametris droSi 

cvlilebis gamo. yvelaze ufro xSirad gvxvdeba, aseTi 

parametrebis perioduli cvlileba. parametruli rxevebi 

sistemaSi ar aRiZreba, Tu sistema wonasworobis 

mdgomareobaSia. es ganasxvavebs parametrul rxevebs 

iZulebiTi rxevebisagan. 

 

8.1. fizikuri qanqara sakidi RerZis perioduli 

gadaadgilebisas(maties gantoleba) 

ganvixiloT fizikuri qanqara (sxeuli), romelsac 

SeuZlia brunva A horizontaluri brunvis RerZis mimarT. 

moZraoba xasiaTdeba brunvis   kuTxiT RerZis mimarT. 

davuSvaT, rom brunvis A RerZi moZraobs vertikalur 

sibrtyeSi garkveuli )(taa   kanoniT. qanqaras moZraobis 

gantolebis Sedgenisas RerZTan dakavSirebuli aTvlis 

sistemis mimarT, unda gaviTvaliswinoT, rogorc simZimis 

Zalis momentis sidide  

sin mgsM s ,                                          (8.1) 

aseve, inerciis Zalis momentic  

sin


samMb .                                           (8.2) 

aqedan gamomdinare, fizikuri qanqaris moZraobis gantolebas 

eqneba saxe 

 sin











sagmMMI bs ,                              (8.3) 

an sxvanairad 

0sin 











 sag
I

m
,                                      (8.4) 
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sadac 

      )(ta - drois perioduli funqciaa; 

      I  - fizikuri qanqaras inerciis momentia; 

      s  - manZilia qanqaras mocemuli wertilidan brunvis        

  A - RerZamde. 

Tu, ganvixilavT SemTxvevas roca tAa  cos , miviRebT 

rom 

0sin)cos( 


 stAg
I

m
.                             (8.5)    

Tu, SemoviRebT aRniSvnebs 
I

mgs
2  da 

I

mAs
 ,  maSin (8.5) 

modeli gadadis maties modelSi 

.0sin)2cos( 2 


 t                                   (8.6) 

amrigad, miviReT parametruli rxeviTi sistema. 

 

8.2.  eleqtruli rxeviTi sistema perioduli 

parametrebiT (meisneris gantoleba) 

eleqtruli rxeviTi sistemisaTvis, romelic Sedgeba  

C  - tevadobis kondensatorisagan da L  - induqciurobis 

magnituri koWasagan, gvaqvs Tavisufali rxeviTi sistemis 

modeli 

.0
1







Q
CL

Q                                               (8.5) 

Tu, kondensatoris tevadoba drois perioduli funqciaa 

)(tCC  , maSin gvaqvs periodulkoeficientebiani diferenci-

aluri gantoleba, romlisTvisac SesaZloa parametruli 

rxevebis warmoqmna. aseTi rxevebi, rogorc wesi, mavnea 
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rxeviTi sistemisaTvis. aseT SemTxvevaSi, cdiloben sistema 

ise daaproeqton rom aicilon parametruli rxevebi. 

Tumca, zogierTi Wiri margebeliao da l. mandelStamma 

da n. papaleksma daaproeqtes cvladi denis generatori, 

romlis muSaobis principic damyarebulia kondensatoris 

tevadobis cvlilebaze. tevadobis cvlileba xdeba imis 

xarjze, rom kondensatoris firfitebis nawili Seadgens 

mbrunav kbilana borbals. 

Tu, tsignPP
CL




cos  
1

0 , t , 
2

0




P
 , 

2




P
  maSin (8.5) 

gadaiwereba Semdegi saxiT 

  0)(cos 


QsignQ  .                                 (8.6) 

parametruli rxeviTi sistemis modeli (8.6), meisneris 

gantolebas warmoadgens. 

            

8.3. parametruli rxevebi frangiSvili-obgaZis 

ekonomikuri sistemis farglebSi(maties gantoleba) 

ganvixiloT wonasworuli ekonomika. 

wonasworobis pirobebis mixedviT vadgenT wonasworobis 

gantolebas. 

                                                                     (8.7) 

sadac, C(t) moxmarebaa, I(t) _investiciebi. 

samuelson-xiqsis aqseleraciis principze dayrdnobiT 

SeiZleba CavweroT investiciebis ganzogadebuli gantoleba 

     tXttI   ,                                           (8.8) 

sadac,   t  aqseleraciis koeficientia. garda amisa,  tC  

moxmareba warmoadgens warmoebis moculobis funqcias, 
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amasTan is damokidebulia moxmarebis mTel wina istoriaze, 

anu erovnuli Semosavlis moculobaze: 

    
t

dttXFtC
0

.                                        (8.9) 

(8.8)-is da (8.9)-is (8.7)-Si SetaniT miviRebT 

        
t

dttXFtXttX
0

 .                               (8.10) 

(8.10) gantolebis orive mxaris t-Ti diferencirebiT miviRebT 

            tXFtXttXttX    .                    (8.11) 

anu vRebulobT dinamikis diferencialur gantolebas 

Semdegi saxiT: 

            01  tXFtXttXt   .                    (8.12) 

radgan,   0t , SeiZleba (8.12) gantoleba gavyoT  t -ze.  

miviRebT dinamikis gantolebas Semdegi saxiT: 

 
 
 

 
 

   0
11




 txF
t

tX
t

t
tX



 


 .                    (8.13) 

Tu (8.13)-Si SevarCevT  t  da   txF   

 

      tXtttXF

tt





2cos2 


   ;                                 (8.14) 

miviRebT ekonomikuri dinamikis maties gantolebas: 

      02cos2  tXttX  .                              (8.15) 

rogorc vxedavT, miviReT maties gantoleba, 

romlisTvisac damaxasiaTebelia parametruli rxevebis 

arseboba. 
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amocanebi da savarjiSoebi 

1.riT gansxvavdebian parametruli rxevebi Tavisufali 

rxevebisagan ? 

2.gamoiyvaneT fizikuri saqanis parametruli rxevebis 

gantoleba. 

3.gamoiyvaneT maties maTematikuri modeli parametruli 

rxevebisaTvis. 

4.gamoiyvaneT eleqtruli rxeviTi sistemis maTematikuri 

modeli. 

5.gamoiyvaneT mesneris maTematikuri modeli parametruli 

rxevebisaTvis 

 

gamoyenebuli literatura 

1.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

2.obgaZe T., obgaZe l., mWedliSvili n., daviTaSvili i., 

TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi (ekonomiqsi 

Mathcad – isa da Matlab – is bazaze), t.2., saqarTvelos 

teqnikuri universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2007 

3.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(magistrante-

bisaTvis), t.3., saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2008 

4.Кузнецов А.П.,.Кузнецов С.П., Рыскин Н.М.Нелинейные колебания, 

Москва,2002 

5.Магнус К. Колебания. Пер. с англ.,Мир, Москва, 1982 
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Tavi 9. cocxali, arawrfivi iZulebiTi rxeviTi sistemebi 

iZulebiT rxeviT sistemebSi, sistemaze moqmedebs gare 

Zala, romelic gansazRvravs rxevis kanons. aq, rxeviT 

procesebs gansazRvraven damatebiTi wevrebi Sesabamis 

maTematikur modelSi, rac iwvevs Sesabamisi diferencialuri 

gantolebebis araerTgvarovnebas. 

wrfivi iZulebiTi rxeviTi sistemebisagan gansxvavebiT, 

arawrfiv, iZulebiT rxeviT sistemebSi adgili aqvs 

arawrfivi rezonansis movlenas. am movlenis saxelwodebiT 

erTiandebian is movlenebi, romelTac adgili aqvT arawrfiv 

sistemebSi, gare perioduli zemoqmedebis dros da romlebic 

mJRavndeba, rxevebis Tvisobrivi da raodenobrivi 

maxasiaTeblebis cvlilebiT gare zemoqmedebis amplitudisa 

da sixSiris mixedviT. 

 

9.1. amocanis zogadi dasma 

inerciis koeficientze gayofis Semdeg, arawrfivi 

iZulebiTi rxeviTi sistemis maTematikuri modeli, zogad 

SemTxvevaSi, Caiwereba aseTi saxiT 

)()(),( tqgqqfq 


.                                     (9.1)  

sadac 

)(t  - gare maiZulebeli Zalaa; 

)(qg  - aRmdgeni Zalaa; 

    ),(


qqf  - disipaciisa da amaCqarebeli Zalebis  

    kombinaciaa; pirveli maTgani mimarTulia 


q  - siCqaris 

sawinaaRmdego mimarTulebiT, xolo meore – siCqaris 

mimarTulebiT. 
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zogad SemTxvevaSi, (9.1) gantolebis amoxsna SeuZle-

belia, Tumca, kerZo SemTxvevebSi es SesaZlebelia. zogad 

SemTxvevaSi, gantoleba SeiZleba gamokvleul iyos 

kompiuteris daxmarebiT. 

 

9.2. frangiSvili-obgaZis arawrfivi, iZulebiTi, 

ekonomikuri rxeviTi sistemis maTematikuri modeli 

(diufingis gantoleba) 

ganvixiloT wonasworuli ekonomoka, anu ekonomika, roca 

moTxovna tolia miwodebisa. sxvanairad rom vTqvaT, 

iwarmoeba zustad imdeni X(t), ramdenic sWirdeba bazars Y(t). 

)()( tYtX  .                                                 (9.2) 

X(t) aris miwodeba (warmoebis moculoba), Y(t) - moTxovna. 

(9.2) wonasworobis pirobiT SeiZleba SevadginoT 

gantoleba: 

I(t),C(t)X(t)                                             (9.3) 

sadac,  C(t) – moTxovnis funqciaa, I(t) – investiciis funqcia. 

samuelson-hiksis aqseleraciis principze dayrdnobiT 

SeiZleba davweroT gantoleba:  

)t(X)t(I


   ,                                                                                        (9.4) 

sadac  -aqseleraciis koeficientia. 

garda amisa, moxmareba warmoadgens warmoebis moculobis 

funqcias, romelic damokidebulia warmoebis mTel wina 

istoriaze gavlil t droSi. sxvanairad,  

  C(t)=  
0

( ),  ,

t

F X d                                                                              (9.5) 
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wonasworobis (9.3) gantolebaSi (9.4) da (9.5) CasmiT 

miviRebT: 

      dttXFtXtX

t

0




  .                                                                      (9.6) 

(9.6) gantolebis orive mxaris diferencirebiT miviRebT: 

      tXFtXtX 


 .                                                                            (9.7) 

anu, miviRebT frangiSvili-obgaZis dinamikis 

diferencialur gantolebas Semdegi saxiT: 

       0
11




tXFtXtX


.                                                                  (9.8)    

vTqvaT: 

;
1

e
                                                                                                  (9.9) 

maSin miviRebT wonasworuli ekonomikis dinamikis 

gantolebas Semdegi saxiT: 

       01 


tXFtXetX ,                                                                    (9.10) 

sadac: 

conste  , xolo    tXF1   moxmarebis simkvrivea. 

Tu, ganvixilavT SemTxvevas, rodesac  

        )cos(
3

1 tAtXtXtXF   .                                                     (9.11) 

maSin (9.11)-dan miviRebT diufingis gantolebas Semdegi saxiT:  

         )cos(
3

tAtXtXtXetX 


 .                                               (9.12)  

romelic aRwers arawrfiv, iZulebiT rxevebs, 

frangiSvili - obgaZis ekonomikur sistemaSi. 
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9.3. xalxis masis emociuri qcevis dinamikis       

maTematikuri modelireba, perioduli gare                                  

PR – gamRizianeblis moqmedebis SemTxvevaSi 

ganvixiloT xalxis masis emociuri qmedebis maTematikuri 

modeli. xalxis masisaTvis damaxasiaTebelia gadasvla erTi 

mdgomareobidan meoreSi, gare emociuri zemoqmedebis 

gavleniT, romlis rols SeiZleba asrulebdes saeklesio 

piri, politikosi, avanturisti an teleJurnalisti. am 

zemoqmedebaTa erTobliobas PR – gamRi-zianeblis 

zemoqmedebas uwodeben. ganvixiloT xalxis masaze emociuri 

zemoqmedebis sqematuri modeli nax.9.1 

 

 

 

 

 

 

 

nax.9.1 xalxis masaze emociuri zemoqmedebis sqematuri 

modeli 

xalxis masis emociuri dinamikis maTematikuri modeli 

dgeba niutonis meore kanonis bazaze 

f
d

Pd
n 

2

2

2


,                      121  PP .                                                                        (9.13) 

sadac 

      n – brbos Semadgeneli xalxis raodenobaa 

             P2 –  imis albaTobaa, rom xalxis masa aRgznebul  

mdgomareobaSia;; 

emociuri 

zemoqmedebis 

centri 

mSvidi xalxis 

masa 
aRgznebuli xalxis 

masa, brbo 
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                   f  –xalxis masaze emociuri zemoqmedebis Zalis  

sididea; 

                      - xalxis emociuri agznebis sididis maxasiaTebeli  

parametria; 

                    P1 –imis albaTobaa, rom xalxis masa mSvid 

mdgomareobaSia.. 

xalxis masaze emociuri zemoqmedebis Zalis sidide, 

pirdapirproporciulia maTi ormagi moculobisa da imis 

albaTobisa, rom masa mSvid mdgomareobaSi imyofeba; aseve, 

roca izrdeba aRgznebadobis albaToba, emociuri 

zemoqmedebis Zala mcirdeba. ase, rom gveqneba 



 212 PPnf  ,    davuSvaT, rom 1 .                                             (9.14) 

(9.13) da (9.14) iZleva models 

 


 222 12 PPP .                                                                                             (9.15) 

ganvixiloT, SemTxveva roca sistemaze moqmedebs 

perioduli PR – gamRizianebeli. maSin (9.13) da (9.14) 

Tanadobebis nacvlad gveqneba 




 sin
2

2

2

Anf
d

Pd
n ,      



 212 PPnf  ,    1 ,     121  PP .     (9.16) 

maSin miviRebT maTematikur models 

)sin(2 212

2

2







AnPnP
d

Pd
n ,                                                                                                     (9.17) 

sadac 

21 1 PP  .                                                                                                              (9.18) 

amitom, gvaqvs Sesabamisi maTematikuri modeli 

    


sin12 222 APPP .                              (9.19)  
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amrigad, miviReT xalxis masis emociuri qcevis dinamikis  

maTematikuri modeli, perioduli gare  

PR – gamRizianeblis moqmedebis SemTxvevaSi. rac warmoadgens 

arawrfivi iZulebiTi rxeviTi sistemis aSkara magaliTs. 

 

amocanebi da savarjiSoebi 

1.arawrfivi, iZulebiTi rxeviTi sistemis maTematikuri 

modelis zogadi saxe. 

2.gamoiyvaneT arawrfivi, iZulebiTi, ekonomikuri, rxeviTi 

sistemis maTematikuri modeli frangiSvili-obgaZis modelis 

bazaze(diufingis gantoleba). 

3.Mathcad – is bazaze amoxseniT diufingis gantoleba da 

SeiswavleT amonaxsnebis yofaqceva fazur sibrtyeze. 

4.gamoiyvaneT xalxis masis emociuri qcevis dinamikis 

maTematikuri modeli da gamoikvlieT Mathcad – is bazaze.  

5. gamoiyvaneT xalxis masis emociuri qcevis dinamikis 

maTematikuri modeli gare, perioduli PR – gamRizianeblis 

moqmedebis SemTxvevaSi 
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თავი 10.  Cveulebrivi sistemebis analizuri amonaxsnebi 

da elifsuri funqciebi 

განვიხილოთ თავისუფალი არადემპფირებული რხევითი 

სისტემის მოდელი 

         ,                                                                                        (10.1) 

ეს მოდელი, როგორც უკვე ვიცით, შეიძლება შეესაბამებოდეს 

მატერიალური ნაწილაკის მცირე რხევებს, რომლებიც გამოწვეულია 

წონასწორობის მდგომარეობისაკენ მიმართული ძალით. ასეთ 

შემთხვევაში     
 

 
,  სადაც   - შეესაბამება ზამბარის სიხისტეს, 

ხოლო   ზამბარაზე გამობმული სხეულის მასაა. ასეთი მარტივი 

წრფივი სისტემისათვის, ადვილია ზუსტი ამონახსნის პოვნა      

     ჩასმის საშუალებით: 

                 .                                                                          (10.2) 

ინტეგრების ორ ცვლადს - რხევის ამპლიტუდასა და ფაზის 

წანაცვლებას, განსაზღვრავენ       და       საწყისი პირობებიდან 

გამომდინარე 

  
 

 
                ,            

     

     
 .                               (10.3) 

 

10.1. wrfivi oscilatoris Tavisufali rxevebis modelis 

integreba kvadraturebSi 

ეხლა დავუბრუნდეთ (10.1) დიფერენციალურ განტოლებას და 

ამოვხსნათ სხვანაირად, ისე, რომ შემდეგ, ამ მეთოდის განზოგადებაც 

შეგვეძლოს უფრო რთული სისტემების ამოსახსნელად. ამისათვის 

გადავწეროთ განტოლება ნორმალური სახით 
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    ,                                                                                                     (10.4) 

       .                                                                                             (10.5) 

ასეთ წარმოდგენას, დიდი მნიშვნელობა აქვს 

ჰამილტონური(ინტეგრებადი) სისტემებისათვის, რომელებზედაც 

გვექნება საუბარი მოგვიანებით. თუ გავამრავლებთ (10.4) განტოლების 

ორივე მხარეს    , ხოლო (10.5) განტოლების ორივე მხარეს    

სიდიდეებზე და შედეგებს შევკრიბავთ, მივიღებთ 

           .                                                                                    (10.6) 

ადვილი მისახვედრია, რომ (10.6) შეგვიძლია გადავწეროთ სახით 

 

  
 

 

 
   

 

 
       .                                                                         (10.7) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსახულება 

მუდმივი სიდიდეა 

 

 
            .                                                                              (10.8) 

ინტეგრების     ცვლადს მოძრაობის ინტეგრალს, ანუ პირველ 

ინტეგრალს უწოდებენ. თუ, გავითვალისწინებთ იმას, რომ     , 

ადვილი მისახვედრია რომ      სიდიდეს აქვს სისტემის მექანიკური 

ენერგიის შინაარსი. ამ ინტეგრალის გამოყენებით შეგვიძლია (10.4)-

(10.5) სისტემის რიგი, დავწიოთ ერთი ერთეულით. ამისათვის, 

გამოვსახოთ (10.8) თანადობიდან    

        
 

 
     ,                                                                           (10.9)  

და ჩავსვათ მისი მნიშვნელობა (10.4) განტოლებიდან. გვექნება 

უკვე პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლება 
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     .                                                                        (10.10) 

ამ განტოლებაში განვაცალოთ ცვლადები, მაშინ მივიღებთ 

     
  

      
 

 
     

 ,                                                                         (10.11) 

თუ, ვაინტეგრებთ (10.11) განტოლებას, მივიღებთ ინტეგრირების 

კიდევ ერთ    მუდმივას: 

     
 

 
       

  

    
                                                                      (10.12) 

თუ, გავამრავლებთ (10.12) ტოლობას     ცვლადზე და ავიღებთ 

ორივე მხარიდან სინუსს, მივიღებთ ამონახსნს 

     
    

 
            ,                                                                (10.13) 

ეს ამონახსნი, ცხადია რომ იდენტურია, ადრე სხვა გზით 

მიღებული (10.2) ამონახსნისა. ინტეგრების მეორე მეთოდი უფრო 

რთული ჩანს, თუმცა, ამ მეთოდს ამონახსნამდე მივყავართ არაწრფივი 

განტოლებების ისეთ შემთხვევებშიც, როცა პირდაპირი მარტივი 

ინტეგრება(ჩასმის ხერხით) არ გამოდის. 

ამრიგად, ამ პარაგრაფის მეთოდით, სისტემის ამონახსნის პოვნის 

ალგორითმს აქვს ოთხი ეტაპი: 

1. პირველი ინტეგრალის იდენტიფიკაცია; 

2. პირველი    ინტეგრალის გამოყენება სისტემის ხარისხის ერთი 

ერთეულით დასაწევად; 

3. ამოცანის ამოხსნა კვადრატურებში, ანუ ანალიზური ამონახსნის 

პოვნა; 

4. შებრუნებული ფუნქციის პოვნა, რომელსაც მივყავართ ცალსახა 

ამონახსნამდე. 
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უნდა აღინიშნოს, რომ საზოგადოდ, არაწრფივი განტოლებების 

კვადრატურებში ამოხსნა არ ხერხდება, მითუმეტეს, თუ მათი რიგი 

ორზე მეტია. 

წრფივი ოსცილატორის რხევის პერიოდს ადვილად ვპოულობთ 

(10.2) ამონახსნიდან 

  
  

 
.                                                                                                 (10.14) 

თუმცა, რხევის პერიოდის პოვნა შესაძლებელია მეორე, 

გეომეტრიული  (10.9),(10.11) მიდგომიდანაც. მართლაც, თუ 

გავიხსენებთ რომ       შეესაბამება სისტემის მექანიკურ ენერგიას, 

ადვილად ვიპოვით სისტემის ზღვრული წონასწორობის წერტილებს 

(10.9) ტოლობიდან     
      
       

   

 
 , რაც იმას ნიშნავს, რომ  

სისტემის  სრული რხევის პერიოდი (10.11) თანადობიდან 

გამომდინარე იქნება 

    
  

     
 

 
     

 
  

 

   

 

 
   

 

.                                                             (10.15) 

P.S. ცხადია, რომ რხევის პერიოდი წრფივი ოსცილატორის 

თავისუფალი რხევის შემთხვევაში არაა დამოკიდებული ენერგიაზე 

და მაშასადამე საწყის პირობებზე. 

 

 

10.2. არაწრფივი ოსცილატორის თავისუფალი რხევების 

მოდელირება 

  განვიხილოთ, მარტივი არაწრფივი სისტემის თავისუფალი 

რხევების მოდელი წონასწორობისაკენ მიმართული არაწრფივი ძალით 

        .                                                                                       (10.16) 

გადავწეროთ ეს სისტემა ნორმალური სახით 

                                                                                                        (10.17) 
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                                                                                                   (10.18)    

გავამრავლოთ (10.17) განტოლების ორივე მხარე    , ხოლო (10.18) 

განტოლების ორივე მხარე    სიდიდეებზე და შედეგები შევკრიბოთ, 

მივიღებთ 

                                                                               (10.19) 

(10.19) ადვილად გარდაიქმნება მარტივ განტოლებად 

                                                                                               (10.20) 

რომელსაც გადავწერთ სახით 

 

  
 

 

 
   

 

 
                                                                                (10.21) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ფრჩხილებსი მოთავსებული გამოსახულება 

მუდმივი სიდიდეა და მას ამ სისტემის პირველი ინტეგრალი ქვია, 

ხოლო შინაარსით, ის არის ამ არაწრფივი სისტემის მექანიკური 

ენერგია 

     
 

 
   

 

 
   .                                                                        (10.22) 

თუ, გავითვალისწინებთ (10.17) ტოლობას, (10.22) ტოლობიდან 

მივიღებთ განტოლებას 

  

  
       

 

 
    .                                                                          (10.23) 

ცვლადთა განცალება გვაძლევს განტოლებას 

            
  

      
 

 
    

 ,                                                                    (10.24) 

საიდანაც, წინა მაგალითის ანალოგიურად ვპოულობთ რხევის 

პერიოდს 
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 .                                                                    (10.25) 

ეს ინტეგრალი გამოითვლება გამა-ფუნქციის მეშვეობით 

  
 

  
 

  
 
 

   
 

 
   

 

 .                                                                          (10.26)  

P.S. რხევის პერიოდი ეხლა უკვე დამოკიდებულია ენერგიაზე. რაც 

მეტია ნაწილაკის ენერგია, მით უფრო მცირეა მისი რხევის პერიოდი. 

ამ შემთხვევაში რხევის სიხშირეც ენერგიაზეა დამოკიდებული და 

მაშასადამე საწყის პირობებზეც. ესაა, ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი 

განმასხვავებელი ნიშანი წრფივ და არაწრფივ სისტემებს შორის.                                       

 

10.3. მეორე რიგის არაწრფივი სისტემები და ელიფსური 

ფუნქციები 

პრაქტიკაში არსებული მოდელების უმრავლესობა, არაწრფივი 

დიფერენციალური განტოლებებით აღიწერება. დიფერენციალურ 

განტოლებათა საკმაოდ დიდ კლასს შეადგენენ ისეთი მოდელები, 

რომლებიც აღიწერებიან  

       ,                                                                                            (10.27) 

ტიპის განტოლებებით. სადაც      - პოლინომი, რაციონალური ან 

ტრანსცენდენტული ფუნქციაა დამოკიდებული   ცვლადზე. 

პოლინომის შემთხვევაში, მაგალითად 

         
        

 
       

        ,                        (10.28) 

ჩვენ შეგვიძლია, განტოლება (10.27) ვაინტეგროთ (10.28) ფუნქციის 

გათვალისწინებით, რისთვისაც გადავწერთ მათ ნორმალური სახით 
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                                                                                                        (10.29) 

       
  

                                                                                          (10.30) 

გავამრავლოთ (10.29) განტოლების ორივე მხარე -    
  

    

გამოსახულებაზე, ხოლო (10.30) განტოლების ორივე მხარე   

გამოსახულებაზე და შევკრიბოთ, მაშინ მივიღებთ განტოლებას 

          
     

                                                                            (10.31) 

რომელსაც ადვილად გადავწერთ ინტეგრებადი სახით 

 

  
 

 

 
    

 

   
   

    
                                                                (10.32) 

ამ ტოლობიდან მივიღებთ პირველ ინტეგრალს 

   
 

 
    

 

   
   

    
                                                                    (10.33) 

საიდანაც ამოვხსნით   ცვლადს 

         
 

 
   

    
 

   
          ,                              (10.34)  

თუ, გავითვალისწინებთ (10.29) ტოლობას გვექნება 

  

  
        

 

 
       

 

   
                                        (10.35) 

 ცვლადთა განცალებით მივიღებთ, რომ 

     
  

       
 

 
       

 

   
          

 .                                             (10.36) 

ეხლა უკვე ამოცანის ამოხსნა დავიდა მარჯვენა მხარის 

ინტეგრალის გამოთვლამდე. თუ, ფესვქვეშა მრავალწევრის ხარისხი არ 
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აღემატება სამს, მაშინ ინტეგრალი გამოისახება „ელიფსური“  

ფუნქციებით.  

ელიფსური ფუნქციები, ჩვეულებრივი ტრიგონომეტრიული 

ფუქციების(sinx, cosx, . . .) განზოგადებაა. ხოლო, ელიფსური 

ინტეგრალები შებრუნებული ტრიგონომეტრიული ფუნქციების( 

arcsinx, arccosx . . .)  განზოგადებაა. ელიფსური ფუნქციების თეორია 

განავითარეს აბელმა და იაკობმა.  მიუხედავად იმისა, რომ ასეთი 

მოდელების რაოდენობა არც ისე დიდია, რომლებსაც ვხსნით 

ელიფსური ფუნქციებით, მაინც ბევრი საინტერესო ამოცანა(ქანქარას 

რხევების ამოცანა . . .) ხვდება ელიფსური ფუნქციების მოქმედების 

არეშიც.  თუ (10.28) ფუნქციის ხარისხი,  არ აღემატება  სამს, მაშინ მისი 

ამონახსნი მოიცემა იაკობის ელიფსური ფუნქციებით. ხოლო, თუ მისი 

ხარისხი არ აღემატება ორს, ამონახსნი მოიცემა ვაიერშტრასის 

ელიფსური ფუნქციებით.     

 

10.4. იაკობის ელიფსური ფუნქციები 

განვიხილოთ სისტემა 

               .                                                                 (10.37)  

ამ სისტემის შესაბამისი (10.33) პირველი ინტეგრალი შეგვიძლია 

ჩავწეროთ სახით 

   
 

 
 

  

  
 

 
     

 

 
    

 

 
    

 

 
                                      (10.38) 

სიმარტივისათვის, გადავწეროთ ეს სისტემა შემდეგნაირად 

 
  

  
 

 
                 .                                                 (10.39) 
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ამ განტოლების მარჯვენა ნაწილი შეიძლება დაიშალოს 

მამრავლებად და შემდეგ გარდაიქმნას ლეჟანდრის კანონიკური 

სახემდე 

 
  

  
 

 
              .                                                               (10.40) 

ამ განტოლების ინტეგრება გვაძლევს გამოსახულებას 

     
  

              
.                                                                      (10.41) 

რომლის მარჯვენა ნაწილში მდგარ ინტეგრალს პირველი გვარის 

ელიფსური ინტეგრალი ეწოდება და აღინიშნება 

        
  

              

 

 
.                                                                (10.42) 

ცხადია, რომ როცა     ეს ფუნქცია ემთხვევა ჩვეულებრივ 

        ფუნქციას, რაც შეესაბამება ჩვენს მიერ ადრე ამოხსნილ 

ამოცანას (10.12).  

P.S. იაკობის ელიფსური ფუნქციები, არიან ელიფსური ინტეგრალების 

შექცეული ფუნქციები. 

 (10.42) ფორმულაში მოვახდინოთ ცვლადთა გარდაქმნა       , მაშინ 

გვექნება პირველი გვარის ელიფსური ინტეგრალი 

        
  

            

 

 
.                                                                           (10.43) 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

   
  

            

 

 
,                                                                             (10.44) 

მაშინ          ელიფსური ფუნქცია იქნება  
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განიხილავენ სხვა ტიპის ელიფსურ ფუნქციებსაც 

              

გვაქვს ანალოგია ჩვეულებრივ ტრიგონომეტრიულ ფუნქციებთან 

                                 

ამოცანები და სავარჯიშოები: 

1.იაკობისა და ვეიერშტრასის ელიფსური ფუნქციების ცნება; 

2.დამოკიდებულია, თუ არა თავისუფალი, არადემპფირებული 

რხევითი სისტემის რხევის პერიოდი სისტემის ენერგიაზე ? პასუხი 

დაასაბუთეთ. 

3.დამოკიდებულია, თუ არა არაწრფივი, კუბური რხევითი სისტემის 

რხევის პერიოდი სისტემის ენერგიაზე ? პასუხი დაასაბუთეთ. 

 

გამოყენებული ლიტერატურა: 

1.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

2.obgaZe T., obgaZe l., mWedliSvili n., daviTaSvili i., 

TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi (ekonomiqsi 

Mathcad – isa da Matlab – is bazaze), t.2., saqarTvelos 

teqnikuri universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2007 

3.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(magistrante-

bisaTvis), t.3., saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2008 

4. Алешкевич В.А., Деденко Л.Г.,КараваевВ.А. Колебания и волны, учеб.  

пос., МГУ, Москва, 2001 
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5. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Механика, теоретическая физика, т.1, Наука, 

Москва, 1973 

6.თ.ობგაძე. maTematikuri modelirebis kursi (რხევითი 

პროცესები), t.4, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2010 

7.თ.ობგაძე. maTematikuri modelirebis kursi(სოციალურ-

ეკონომიკური პროცესები), t.5, saqarTvelos teqnikuri 

universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2012 

8.М.Табор. Хаос и интегрируемость в нелинейной динамике, пер.с англ., 

Мир, Москва,1988 
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  თავი 11. dinamikuri sistemebis gamokvleva fazur sivrceSi 

დინამიკური სისტემის ფაზურ სივრცეში გამოკვლევა, საშუალებას 

იძლევა, სისტემის ანალიზურად ამოუხსნელად იქნას შესწავლილი, ამ 

სისტემის ამონახსნების ძირითადი თვისებები: განსაკუთრებული 

წერტილები, ბიფურკაციები, ზღვარითი ციკლები . . . 

განსაკუთრებულად ხელსაყრელია ფაზური სივრცის ცნება იმ 

შემთხვევაში, როცა ცვლადების რიცხვია ორი და მაშასადამე, ფაზური 

სივრცე ფაზურ სიბრტყეს წარმოადგენს. 

 

11.1. წრფივი დინამიკური სისტემების ფაზური ტრაექტორიების 

აგების ალგორითმი 

განვიხილოთ წრფივი დინამიკური სისტემა: 

  

  
                                                                                               (11.1) 

  

  
      ,                                                                                        (11.2) 

1. ამ დინამიკური სისტემის შესასწავლად, უნდა ამოვიწეროთ 

სისტემის კოეფიციენტების მატრიცა: 

   
    
     

 ,                                                                                            (11.3) 

    ვიპოვოთ ამ მატრიცის კვალი და დეტერმინანტი: 

                                                                                (11.4) 

2. ცხრილი 11.1 მიხედვით, დავადგინოთ განსაკუთრებული 

წერტილის (0;0) ტიპი; 
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ცხრილი 11.1 

             
     

      

 
 

მდგრადი კვანძი 

             
     

      

 
 

მდგრადი ფოკუსი 

             
     

      

 
 

არამდგრადი კვანძი 

             
     

      

 
 

არამდგრადი 

ფოკუსი 

       ჰიპერბოლური-უნაგირა წერტილი 

             ცენტრი 

3. ვიპოვოთ განსაკუთრებული მიმართულებები:  

      
  

  
     

  

  
                                                                                  (11.5)  

   
 

 
           

 

 
                                                                      (11.6) 

4. თუ, განსაკუთრებული წერტილი კვანძია ან უნაგირა წერტილი, 

მაშინ ვპოულობთ ასიმპტოტებს ჩასმით       

5. ვპოულობთ ფაზური ტრაექტორიების მიმართულებებს. 

 

განსაკუთრებული წერტილების მახლობლობაში, ორი ცვლადის 

მქონე დინამიკური სისტემის ფაზურ ნაკადს, შეიძლება ქონდეს ერთ-

ერთი სახე ნახ.11.1 და ნახ.11.2-დან: 

                                                

ნახ.11.1. ლოკალური ფაზური ნაკადები                     ნახ.11.2.ლოკალური ფაზური   

ნაკადები 

а) მდგრადი კვანძი; б)არამდგრადი კვანძი;                   а) მდგრადი ფოკუსი; б) არამდგრადი            
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в)ჰიპერბოლური(უნაგირა) წერტილი.                                ფოკუსი;   в)ცენტრი.        
 

კვლევის ეს სქემა ძალაშია, ზოგადად, ყველა წრფივი 

ავტონომიური სისტემისათვის 
   

  
                           

 
                                                                         (11.7) 

ამ შემთხვევაში,  

   

                           

                         

         
                             

 ;            
 
   .                            (11.8) 

 

განვიხილოთ პრაქტიკული მაგალითი: 

 

1. ვთქვათ, მოცემულია დინამიკური სისტემა 

   
    

     
.                                                                                       (11.9)                                 

გადავწეროთ სისტემა ნორმალური სახით 

 
   

  
                                                                                           (11.10) 

  

  
                                                                                              (11.11) 

სისტემის კოეფიციენტების მატრიცას აქვს სახე: 

   
     
      

 .                                                                                         (11.12) 

                   

2. რადგან (11.10)-(11.11) სისტემის დეტერმინანტი უარყოფითია, 

ცხრილი 11.1 გვაძლევს, რომ  განსაკუთრებული (0;0) წერტილი 

ჰიპერბოლური- უნაგირის ტიპს მიეკუთვნება; 

3. განსაკუთრებულ მიმართულებებს მივიღებთ (11.10) და (11.11) 

განტოლებების მარჯვენა მხარეების ნულთან გატოლებით და 

ამოხსნით   ცვლადის მიმართ: 

   
 

 
                                                                                (11.13)      
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პირველ წრფეს ფაზური ტრაექტორიები კვეთენ ვერტიკალური 

მიმართულებით, ხოლო მეორეს ჰორიზონტული მიმართულებით. 

4. ვპოულობთ ასიმპტოტებს: 

    
     

      
 

   

    
;                                                                       (11.14) 

ამ ტოლობიდან ვიღებთ კვადრატულ განტოლებას 

          ,  ანუ,           .                                (11.15) 

ამ განტოლების ფესვებია              
 

 
 . რაც იმას ნიშნავს რომ 

გვაქვს ასიმპტოტები:       და    
 

 
 . 

5. ეხლა განვსაზღვროთ ფაზური ტრაექტორიების მიმართულე-

ბები (ნახ.11.3) ამისათვის ავიღოთ რაიმე წერტილი 

ასიმპტოტზე, მაგალითად (1;-1) და გამოვითვალოთ    ამ 

წერტილში (11.9) ფორმულიდან გამომდინარე 

          
          

          
     , 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ფუნქცია   კლებადია   -ის ზრდისას და 

უახლოვდება განსაკუთრებულ (0;0) წერტილს.  

 

ნახ.11.3. უნაგირის ტიპის განსაკუთრებული წერტილის ფაზური 

ტრაექტორიები 
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11.2. fazuri traeqtoriebi da fazuri portreti 

დიფერენციალური განტოლებების ამონახსნის შესახებ ყველაზე 

სრულ ინფორმაციას იძლევა მისი გამოკვლევა ფაზურ სიბრტყეზე. ორი 

  და   ცვლადი, საშუალებას გვაძლევს, შევისწავლოთ (11.1),(11.2) 

სისტემის ამონახსნის ყოფაქცევა - ფაზურ სივრცეში და რადგან 

ცვლადების რაოდენობა ორია, ფაზური სივრცე წარმოადგენს ფაზურ 

სიბრტყეს. 

იმ შემთხვევაში, თუ, საქმე გვაქვს   პირველი რიგის 

დიფერენციალური განტოლებების სისტემასთან (11.7), ან უფრო 

ზოგად, არაწრფივ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემასთან 

   

  
                                                                                       (11.16) 

მაშინ თითოეული           ცვლადებიდან, შეგვიძლია განვიხილოთ, 

როგორც   განზომილებიანი ფაზური სივრცის დამოუკიდებელი 

ცვლადი. ფაზური სივრცის ცნებას აზრი აქვს ნებისმიერი 

დიფერენციალური განტოლებისათვის, თუმცა, როგორც დავინახავთ, 

მას განსაკუთრებულად მდიდარი გეომეტრიული სტრუქტურა აქვს 

ჰამილტონური სისტემებისათვის.  

მოცემული მომენტისათვის, ფაზური   და   კოორდინატების 

ნებისმიერი მნიშვნელობა ფაზურ სიბრტყეზე, მთლიანად 

განსაზღვრავს (11.1),(11.2) სისტემის  მდგომარეობას, დროის ამ 

მომენტისათვის. როგორც წესი, ამ სისტემის ნებისმიერ  ამონახსნს, 

ფაზურ სიბრტყეზე შეესაბამება გლუვი წირი, რომელსაც ფაზურ 

ტრაექტორიას (ან დონის წირს) უწოდებენ. ხოლო ამ ტრაექტორიის 

გასწვრივ მოძრაობას - ფაზურ ნაკადს ეძახიან. რადგან 

დიფერენციალური განტოლებების ფუნდამენტური თვისებაა, 

ამონახსნის ცალსახა ხასიათი, ნათელია, რომ სხვადასხვა ფაზური 

ტრაექტორიები არ იკვეთებიან. 
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 თუ, ერთ ნახაზზე დავიტანთ, სხვადასხვა საწყისი პირობების 

შესაბამის ფაზურ ტრაექტორიებს, მაშინ მივიღებთ მოცემული 

სისტემის ფაზური ტრაექტორიებისაგან შემდგარ რთულ სურათს, 

რომელსაც სისტემის ფაზურ პორტრეტს უწოდებენ. განვიხილოთ 

მაგალითები: 

1. განვიხილოთ თავისუფალი რხევითი სისტემა-წრფივი 

ოსცილატორი (ამ სახით რხევითი სისტემის წარმოდგენა 

ხელსაყრელია ჰამილტონური სისტემებისათვის, რომლებსაც 

შემდგომში დაწვრილებით განვიხილავთ): 

                                                                                                        (11.17) 

                                                                                                  (11.18)   

გავამრავლოთ (11.17) განტოლების ორივე მხარე      

გამოსახულებაზე, ხოლო (11.18) განტოლების ორივე მხარე  -ზე. 

მიღებული შედეგები შევკრიბოთ, მაშინ მივიღებთ, რომ 

                                                                                              (11.19) 

იმისათვის, რომ გავარკვიოთ ფაზური ტრაექტორიებისა და 

ნაკადის სახე, განვიხილოთ, ამ სისტემის პირველი ინტეგრალი. ჩვენი 

სისტემის შემთხვევაში, ის ადვილად მიიღება (11.19) განტოლების 

ინტეგრებით 

  
 

 
         .                                                                             (11.20) 

ადვილი მისახვედრია, რომ ეს ინტეგრალი სისტემის მექანიკურ 

ენერგიას წარმოადგენს. პირველი ინტეგრალი (11.20) საშუალებას 

გვაძლევს, ფაზური   და   კოორდინატების სიბრტყეში, 

წარმოვადგინოთ სისტემის ფაზური პორტრეტი, რომლის თითოეული 

ფაზური ტრაექტორია ელიფსია და ნახევარღერძების სიდიდე, 

დამოკიდებულია საწყის პირობებზე, რომლებიც განსაზღვრავენ 
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სისტემის ენერგიის სიდიდეს. ხოლო ღერძებთან გადაკვეთის 

წერტილები კი, ადვილად განისაზღვრება (11.20) თანადობიდან  

ნახ.11.4. 

 

11.4.თავისუფალი რხევითი სისტემის ფაზური პორტრეტი 

თავისუფალი რხევითი სისტემის ფაზური ნაკადი, 

შემოსაზღვრულია ფაზურ სივრცეში, სისტემის საწყისი ენერგიის 

შესაბამისი ელიფსური ფაზური ტრაექტორიით. ფაზური ნაკადი, 

წარმოადგენს კონცენტრული ელიფსების ერთობლიობას, რომლებიც 

ფაზურ სივრცეში განლაგებული არიან განსაკუთრებული წერტილის 

(0;0) გარშემო. განსაკუთრებული წერტილი ამ ელიფსების ცენტრს 

წარმოადგენს. ჩაკეტილი ფაზური ტრაექტორიები ფაზურ სიბრტყეში, 

შეესაბამება  პერიოდულ რხევებს. ასეთი ტიპის განსაკუთრებულ 

წერტილს - ცენტრს უწოდებენ. 

2. განვიხილოთ ეხლა დემპფირებული რხევითი სისტემა 

                                                                                                        (11.21) 

          .                                                                                  (11.22) 

რომელიც მიიღება დემპფირებული რხევითი სისტემის 

მოდელიდან 

          =0.                                                                                 (11.23)         



160 

 

როგორც ვიცით, ამ განტოლების ამონახსნი, მოიცემა ფორმულით 

                      .                                                               (11.24) 

სადაც   
 

 
        , თუ, ფესქვეშა გამოსახულება მეტია ნულზე, 

ხოლო,   განისაზღვრება ამოცანის საწყისი პირობებით. 

ამ სისტემისათვის, მექანიკური ენერგია აღარაა მუდმივი და ის 

ექსპონენციალურად კლებულობს 

              .                                                                               (11.25) 

განსაკუთრებული წერტილის (0;0) ირგვლივ, ამონახსნები ეხვევა 

სპირალურად ნახ.11.5. 

 

ნახ.11.5.დემპფირებული თავისუფალი რხევითი სისტემის 

ფაზური ტრაექტორიები 

ამ ტიპის განსაკუთრებულ წერტილებს - მდგრად ფოკუსს 

უწოდებენ. 

3. მათემატიკური ქანქარის რხევითი სისტემის აგება 
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ნახ.11.6 მათემატიკური ქანქარას სქემა 

 

მათემატიკური ქანქარას, რხევითი სისტემის შესაბამისი 

დიფერენციალური განტოლება, ყველაზე უფრო მნიშვნელოვანია იმ 

არაწრფივი განტოლებებიდან, რომლის ანალიზური ამოხსნაც 

შეიძლება აიგოს იაკობის ელიფსური ფუნქციების მეშვეობით. ნახ.11.6 

გათვალისწინებით და ნიუტონის მეორე კანონზე დაყრდნობით, 

ადვილად ავაგებთ მათემატიკური ქანქარის რხევითი სისტემის 

დინამიკის, დიფერენციალურ განტოლებას 

                                                                                          (11.26) 

სადაც,    დაკიდული ტვირთის მასაა;   საკიდელის სიგრძეა; 

  ქანქარას ვერტიკალიდან გადახრის კუთხეა. 

თუ, (11.26) განტოლების ორივე მხარეს, შევკვეცავთ მასაზე და 

გავყოფთ საკიდელი სიგრძეზე, გვექნება 

   
 

 
    =0.                                                                                       (11.27) 

თუ, განვიხილავთ მცირე გადახრების შემთხვევას       მაშინ 

შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რომ       . ასეთ შემთხვევაში, ქანქარის 

არაწრფივი განტოლება (11.27) გარდაიქმნება წრფივ განტოლებად და 

ის შეესაბამება, უკვე შესწავლილ თავისუფალ, არადემპფირებულ 

რხევით სისტემას 

   
 

 
 =0.                                                                                            (11.28) 

ამ სისტემის საკუთრივი რხევის სიხშირე იქნება 
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.                                                                                               (11.29) 

საწყისი (11.27) არაწრფივი სისტემის პირველი ინტეგრალი, 

შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც სისტემის დაყვანილი მექანიკური 

ენერგია და ჩავწეროთ სახით 
 

 
      

 

 
       ,                                                                          (11.30) 

მართლაც, (11.30) პირველი ინტეგრალის წარმოებული გვაძლევს 

(11.27) განტოლებას,  რაც იმას ნიშნავს, რომ (11.27) განტოლების 

ინტეგრებით, შეიძლება მიღებულ იქნას (11.30) პირველი ინტეგრალი. 

(11.30) პირველი ინტეგრალის ამოხსნით მივიღებთ  

   
   

       
 

 
       

.                                                                          (11.31) 

გარდავქმნათ ეს ინტეგრალი პირველი გვარის ელიფსურ 

ინტეგრალად. ამისათვის, ჯერ შემოვიღოთ აღნიშვნა 

         

 
 ,                                                                                    (11.32) 

მაშინ (11.31) ინტეგრალი გადაიწერება სახით 

   
 

  
  

   

           

 

 
.                                                                      (11.33)  

თუ, გამოვიყენებთ ცვლადთა გარდაქმნას                  , სადაც 

      
 

 
 ,  მივიღებთ              

   
 

 
  

   

            

 

 
.                                                                      (11.34) 

სადაც მოდულის ცხადი სახე იქნება    
 

 
   

   

 
     

 

 
  იაკობის 

ელიფსური ფუნქციების გამოყენებით, შეგვიძლია ჩავწეროთ, რომ  

     
 

 
         

 

 
   

 

 
 და ჩვენ მივდივართ გადახრის კუთხის, 

ცხადად გამოსახვის ფორმულაზე დროის მიხედვით, რასაც ვეძებდით 
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    .                                                                (11.35) 

ეხლა ავაგოთ მათემატიკური ქანქარის (11.27) რხევითი სისტემის 

ფაზური პორტრეტი. ამისათვის, გადავწეროთ ის ნორმალური 

ფორმით 

                                                                                                                (11.36) 

    
 

 
    .                                                                                               (11.37) 

ამ განტოლებათა სისტემას შეესაბამება პირველი ინტეგრალი 

 

 
   

 

 
       .                                                                                     (11.38) 

ცხადია, რომ ენერგიის მცირე სიდიდის მნიშვნელობებისათვის, (0;0) 

წონასწორობის წერტილის მახლობლობაში, გვექნება წრფივი 

პერიოდული ხასიათის რხევები. გასაგებია, რომ ამ დროს ფაზური 

პორტრეტი წარმოადგენს კონცენტრულ წრეწირებს ცენტრით 

წონასწორობის წერტილში. ენერგიის სიდიდის ზრდის შემთხვევაში, 

რხევის ამპლიტუდებიც გაიზრდება, ვიდრე არ მიაღწევს ისეთ ენრგიას 

როდესაც სურათი მკვეთრად იცვლება და ქანქარა აცდება ჩვეულებრივ 

რხევის რეჟიმს და ენერგიის შემდგომი ზრდისას, იწყებს ბრუნვით 

მოძრაობებს საკიდელი წერტილის მიმართ. ეს მოხდება, მაშინ როცა 

სხეული     წონასწორობის მდგომარეობიდან გადადის      

კუთხის შესაბამის მდგომარეობაში და ეს მოხდება როცა ენერგია 

იქნება    
 

 
   წერტილი     , როცა ქანქარა ყირამალა დგას და 

    ქანქარას არამდგრადი წონასწორობის მდგომარეობა უკავია. 

შემდგომ, დამაბრუნებელი ძალის პერიოდულობის გამო, ფაზური 

პორტრეტი პერიოდულად უნდა გამეორდეს (0;0) წერტილიდან 

მარჯვნივ და მარცხნივ    პერიოდით. ამგვარად,        

წერტილები მდგრადი წონასწორობის წერტილებია და            

არამდგრადი წონასწორობის წერტილებია. უნდა აღინიშნოს, რომ 
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არამდგრადი წონასწორობის წერტილებში ადგილი აქვს რხევითი 

მოძრაობის გადასვლას ბრუნვით მოძრაობაში. რაც გამოიხატება 

ფაზური ტრაექტორიების გაშლაში. მთლიანად, მათემატიკური 

ქანქარის ფაზურ პორტრეტს აქვს სახე ნახ. 11.7 

                                                                     სეპარატრისები 

 

ნახ.11.7.მათემატიკური ქანქარის ფაზური პორტრეტი 

ფაზური ტრაექტორიების წყვილს, რომლებიც ერთმანეთისაგან 

გამოყოფენ რხევითი და ბრუნვითი მოძრაობის შესაბამის 

ტრაექტორიებს და იკვეთებიან არამდგრადი წონასწორობის შესაბამის 

წერტილებში - სეპარატრისები ეწოდებათ. ფაზურ სიბრტყეზე, 

სეპარატრისის გასწვრივ მოძრაობას შეესაბამება მოძრაობა უსასრულო 

პერიოდით. სეპარატრისები გამოყოფენ, სისტემის მუშაობის 

თვისობრივად სხვადასხვა რეჟიმებს. ასე, რომ ისინი  ბიფურკაციის 

მრუდებს წარმოადგენენ. 

 

11.3. konservatuli sistemebis fazuri portreti 

წინა განხილულ მაგალითებში არსებობდა მუდმივი პირველი 

ინტეგრალი სისტემის მექანიკური ენერგიის სახით, რაც 

გვიმარტივებდა სისტემისათვის გლობალური ფაზური პორტრეტის 

აგებას. 
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ისეთ სისტემებს, რომლებისთვისაც ენერგია წარმოადგენს პირველ 

ინტეგრალს - კონსერვატიული სისტემები ეწოდებათ. 

იმ შემთხვევებში, როდესაც სისტემის მთლიანი ენერგია 

შეგვიძლია წარმოვადგინოთ(ტრადიციული ფორმით), როგორც 

კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების ჯამი, ფაზური 

ტრაექტორიების სტრუქტურა (რომლებსაც ამ შემთხვევაში დონის 

წირებს უწოდებენ) განსაკუთრებულად მარტივდება. ასეთი 

სისტემებისათვის, შეგვიძლია ჩავწეროთ, რომ 

         
 

 
                                                                        (11.39) 

სადაც, „პოტენციალური      ფუნქცია“, როგორც წესი   ცვლადის 

არაწრფივი ფუნქციაა. მაგალითად, მათემატიკური ქანქარისათვის 

      
 

 
    ; ხოლო კუბური ოსცილატორისათვის          

   . თუ, გავითვალისწინებთ, რომ დინამიკის განტოლება ჩაწერილი 

სახით 

   
  

  
                                                                                         (11.40) 

შეესაბამება ნაწილაკის მოძრაობას პოტენციალურ ორმოში     , 

(სადაც, სრულებით არაა სავალდებულო, რომ ეს განტოლება 

მექანიკურ პროცესებს აღწერდეს), ფიზიკური ინტუიციით ადვილად 

ავაგებთ შესაბამის დონის წირებს.  

მაგალითები: 

1. განვიხილოთ თავისუფალი, არადემპფირებული რხევითი 

სისტება (წრფივი ოსცილატორი). 

მოძრაობის განტოლება 

           

გადავწეროთ (11.40) სახით 

   
 

 
      .          
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როგორც ვხედავთ, ამ შემთხვევაში       
 

 
       ავაგოთ ამ 

კვადრატული ფუნქციის შესაბამისი დონის წირები და 

შესაბამისი ფაზური პორტრეტი ნახ.11.8. 

 

ნახ.11.8 თავისუფალი, არადემპფირებული რხევითი სისტემის 

(კონსერვატული სისტემა) ფაზური პორტრეტის აგება 

2. მათემატიკური ქანქარის შემთხვევაში, გვაქვს პერიოდული 

პოტენციალური ორმო       
 

 
    . შესაბამის ფაზურ 

პორტრეტსაც ადვილად ავაგებთ ანალოგიურად, ნახ.11.9. 

 

ნახ.11.9 მათემატიკური ქანქარას (კონსერვატიული სისტემის) 

ფაზური პორტრეტის აგება პოტენციალური ორმოს გრაფიკის 

საშუალებით 

3. კუბური ოსცილატორის ფაზური პორტრეტი 

განვიხილოთ კუბური ოსცილატორი რომლის დინამიკის 

განტოლებას აქვს სახე 

         , 
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მაშინ შესაბამის პოტენციალურ ფუნქციას აქვს სახე: 

      
 

 
   

 

 
  . პოტენციალური ფუნქციის გრაფიკის 

მეშვეობით ადვილად ავაგებთ სისტემის ფაზურ პორტრეტსაც 

ნახ.11.10 

 

ნახ.11.10 კუბური ოსცილატორის ფაზური პორტრეტი 

4. კვადრატული ოსცილატორის ფაზური პორტრეტი 

განვიხილოთ სისტემა 

         , ამ სისტემის პოტენციალურ ფუნქციას ექნება 

სახე:      
 

 
   

 

 
  . ამ პოტენციალური ფუნქციის დონის 

წირები საშუალებას გვაძლევენ ავაგოთ სისტემის ფაზური 

პორტრეტი ნახ.11.11 

 
ნახ.11.11 კვადრატული ოსცილატორის ფაზური პორტრეტი 
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11.4. sistemis mdgomareobis ganmsazRvreli, 

gansakuTrebuli wertilebis mdgradobis gamokvleva 

გლობალური ფაზური პორტრეტის აგება, განსაკუთრებულად 

მარტივია ერთგანზომილებიანი კონსერვატიული სისტემებისათვის. 

მნიშვნელოვანი როლი უკავიათ განსაკუთრებულ (წონასწორობის) 

წერტილებს, რომლებიც ხასიათდებიან ცნობილი ლოკალური 

ყოფაქცევით: მდგრადი წონასწორობის წერტილების გარშემო 

წარმოიქმნებიან ფაზური, შეკრული მრუდები; ხოლო, არამდგრადი 

წერტილების გარშემო წარმოიქმნებიან ჰიპერბოლური ფაზური 

წირები. არაკონსერვატიული სისტემების შემთხვევაში, თუ, ზუსტი 

ამონახსნი არაა ცნობილი, ფაზური პორტრეტის შედგენა მეტად 

რთული პროცესია. თუმცა, ყოველთვის შესაძლებელია მიახლოებითი 

ლოკალური ფაზური პორტრეტის შედგენა, თუ, განვსაზღვრავთ 

წონასწორობის წერტილებს (რომლებსაც, შემდგომში უძრავ 

წერტილებს ვუწოდებთ) მათ გარშემო გამოვხაზავთ შესაბამის ფაზურ 

ტრაექტორიებს. უძრავი წერტილები შეგვიძლია განვიხილოთ, 

როგორც ფაზური ტრაექტორიების მაორგანიზებელი ფაქტორები. ასე, 

რომ თუ, ვიპოვით უძრავ წერტილებს და გამოვიკვლევთ მათი 

მდგრადობის საკითხს, მაშინ შესაძლებელი ხდება ავაგოთ სისტემის 

გლობალური ფაზური პორტრეტი. 

განვიხილოთ ზოგადი სახის, მეორე რიგის სისტემები: 

                                                                                                   (11.41) 

                                                                                                   (11.42) 

სადაც   და   ნებისმიერი ორი ცვლადის, საზოგადოდ, არაწრფივი 

გლუვი ფუნქციებია.  

უძრავი ეწოდებათ ისეთ         წერტილებს, რომელთათვისაც 

ფაზური ნაკადი სტაციონარულია  ანუ,       :  
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                                                                                                 (11.43)   

                                                                                                 (11.44) 

P.S. მაშასადამე, უძრავი წერტილების საპოვნელად, უნდა ამოვხსნათ 

ალგებრულ განტოლებათა სისტემა (11.43),(11.44). ამ განტოლებათა 

სისტემას, საზოგადოდ, შეიძლება ქონდეს ნებისმიერი რაოდენობის 

ამონახსნი. 

მას შემდეგ, რაც ვიპოვით ყველა უძრავ წერტილს, უნდა 

მოვახდინოთ თითოეული მათგანის გამოკვლევა მდგრადობაზე.  

სისტემის უძრავი         წერტილის  მდგრადობაზე 

გამოკვლევისათვის, უნდა შევისწავლოთ სისტემის ყოფაქცევა, ამ 

წერტილის მცირე მიდამოში              . ამისათვის   და   

ფუნქციები გავშალოთ ამ ნაზრდების მიმართ ტეილორის მწკრივებად, 

უძრავი წერტილის მიდამოში  

                                                                                                          

(11.45)   

                                                                                                                                             

(11.46) 

თუ, შემოვიფარგლებით, მხოლოდ პირველი რიგის წევრებით, 

მაშინ არაწრფივი სისტემა (11.45),(11.46), შეგვიძლია გადავწეროთ 

წრფივი მიახლოების სახით (11.47) 

 

  
 
  
  

   
                    

                     
  

  
  

 ,                                            (11.47) 

სადაც 2x2 მატრიცას, რომელსაც ავღნიშნავთ A ასოთი, მდგრადობის 

მატრიცას უწოდებენ. უძრავი წერტილების მდგრადობის შესასწავლი, 

(11.47) პირველი რიგის, წრფივ, დიფერენციალურ განტოლებათა 
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სისტემა ადვილად ზოგადდება იმ შემთხვევისათვის, როცა ცვლადთა 

რაოდენობაა   და მოცემული გვაქვს განტოლებათა სისტემა 

                                                                                           (11.48) 

უძრავი წერტილების მდგრადობის პირობების ჩამოყალიბება 

ადვილად ზოგადდება (11.47) სისტემიდან (11.48) სისტემისათვის, 

საკუთრივი რიცხვების ენაზე.  

შემოვიღოთ აღნიშვნები     
  
  

 ; ხოლო ორი საკუთრივი 

ვექტორია    და   , რომლებიც შეესაბამებიან, შესაბამისად, ორ 

საკუთრივ    და    რიცხვს. მაშინ (11.47) სისტემის ზოგადი ამონახსნი, 

როგორც ვიცით, მოიცემა ფორმულით 

                 
   ,                                                                (11.49)  

სადაც      და    ნებისმიერი მუდმივი რიცხვებია, ხოლო საკუთრივი 

რიცხვები წარმოადგენენ მდგრადობის მატრიცის მახასიათებელი 

(11.50) განტოლების ფესვებს 

                                                                                              (11.50)  

I - ერთეულოვანი მატრიცაა. ჩვენი წინა მსჯელობებიდან ცხადია, 

რომ თუ,    და    საკუთრივი რიცხვები წმინდა წარმოსახვითი 

კომპლექსური რიცხვებია, მაშინ შესაბამისი უძრავი წერტილის 

მახლობელი წერტილებიდან დაწყებული ლოკალური ფაზური 

ტრაექტორიები, წარმოადგენენ ელიფსებს და შეესაბამებიან მდგრად 

უძრავ წერტილებს. ხოლო, თუ საკუთრივ რიცხვებს გააჩნიათ 

არანულოვანი ნამდვილი ნაწილი, მაშინ შესაბამისი უძრავი წერტილის 

მდგრადობა-არამდგრადობის საკითხი დამოკიდებულია მის ნიშანზე. 

აქ ბევრი სხვადასხვა შემთხვევაა და ჩვენ მათ შევისწავლით, მაგრამ არ 

უნდა დაგვავიწყდეს     და    საკუთრივი ვექტორების წვლილიც. 
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მათი მიმართულებები მიუთითებენ, ლოკალური ფაზური 

ტრაექტორიების მიმართულებებზე. 

 

11.4.1. uZravi wertilebis klasifikacia 

1. თუ,        , მაშინ გვაქვს მდგრადი კვანძი ნახ.11.1а, 

ლოკალური ფაზური ნაკადი ორივე მხრიდან ჩაქრობადია უძრავი 

წერტილისაკენ; 

2. თუ,        , მაშინ - არამდგრადი კვანძი ნახ.11.1.б, 

ლოკალური ფაზური ნაკადი ორივე მხარეს ექპონენციალურად 

იზრდება, უძრავი წერტილიდან გამოსვლისას; 

3. თუ,        , მაშინ - უნაგირა(ჰიპერბოლური) წერტილია. 

ექსპონენციალური ზრდა გვაქვს ერთ მხარეს და ექსპონენციალური 

კლება მეორე მხარეს ნახ. 11.1.в. სწორედ ასეთ ტიპს მიეკუთვნებიან 

მათემატიკური ქანქარასა და ზოგიერთი სხვა, არაწრფივი 

ოსცილატორის განხილული, არამდგრადი უძრავი წერტილები. უძრავ 

წერტილში შემავალ და გამომავალ მიმართულებებს, ხშირად, მდგრად 

და შესაბამისად, არამდგრად მრავალსახეობებს (სეპარატრისები) 

უწოდებენ; 

4. თუ,                          , მაშინ - მდგრადი 

ფოკუსია. ნაკადი ეხვევა და შედის უძრავ წერტილში ნახ. 11.2.а;  

5. თუ,                        , მაშინ - არამდგრადი 

ფოკუსი. ასეთ შემთხვევაში საკუთრივი რიცხვის ნამდვილი ნაწილი 

დადებითია, რაც იმას ნიშნავს, რომ სპირალი გამოდის უძრავი 

წერტილიდან და თანდათან იხსნება ნახ.11.2.б; 
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6. თუ,                     , მაშინ - მდგრადი ელიფსური 

(ცენტრი) წერტილი. ასეთ შემთხვევაში გვაქვს ელიფსური ფაზური 

ტრაექტორიები უძრავი წერტილის გარშემო. 

P.S. ზოგჯერ, მაგალითად 4,5,6 შემთხვევებში ისმის კითხვა, თუ 

საითაა მიმართული ფაზური ტრაექტორიები, საათის ისრის 

მიმართულებით, თუ მის საწინააღმდეგოდ. ამ კითხვაზე პასუხის 

გასაცემად მოცემული უძრავი წერტილისათვის, უნდა განვიხილოთ 

გაწრფივებული (11.47) განტოლება. დავუშვათ, რომ            . 

თუ, აქედან გამომდინარე, მივიღებთ  რომ       , მაშინ  „გვაქვს 

დაღმასვლითი მოძრაობა“, ანუ ლოკალურად, ფაზური ტრაექტორიები 

მოძრაობენ საათის ისრის მიმართულებით, ხოლო თუ,      , მაშინ 

გვაქვს „აღმასვლითი მოძრაობა“ და მაშასადამე, საათის ისრის 

საწინააღმდეგოდ. 

აქამდე განვიხილავდით არაგადაგვარებული    და    ფესვების 

შემთხვევებს.  

თუ, ფესვები გადაგვარებულია, მაშინ (11.47) განტოლების 

ზოგადი ამონახსნი ჩაიწერება ფორმულით 

                       .                                                       (11.51) 

ასეთ შემთხვევებში, უძრავი წერტილის ტიპი, ცხადია, რომ 

დამოკიდებულია    და    საკუთრივი ვექტორების ნიშანზე და 

ტიპზე. 

7.  თუ,                , მაშინ ნაკადის წირები წარმოადგენენ 

დამოუკიდებელ ურთიერთმკვეთ წრფეებს, რომლებიც ქმნიან: 

а) მდგრად ვარსკვლავს, თუ      ნახ.11.12а; 

б)არამდგრად ვარსკვლავს, თუ     , ნახ.11.12б. 
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ნახ.11.12.ლოკალური ფაზური ნაკადები: а)მდგრადი ვარსკვლავი; 

б)არამდგრადი ვარსკვლავი; в)მდგრადი არასაკუთრივი კვანძი; 

г)არამდგრადი არასაკუთრივი კვანძი 

8. თუ, საკუთრივი ვექტორი         , მაშინ ფაზური 

ტრაექტორიები იქნებიან მრუდი წირები და წარმოქმნიან: 

а)მდგრად არასაკუთრივ კვანძს, თუ      ნახ.11.12.в; 

б)არამდგრად არასაკუთრივ კვანძს, თუ    , ნახ.11.12.г 

 

11.4.2. uZravi wertilebis analizis magaliTebi 

ეხლა განვიხილოთ ზემოთმოცემული მეთოდების გამოყენება 

ჩვენს ნაცნობ რხევით სისტემებზე. 

а) დემპფირებული თავისუფალი რხევითი სისტემა 

ასეთ სისტემას, აქვს ერთადერთი უძრავი წერტილი         

     . სისტემის შესაბამისი მოდელი წრფივია და გაწრფივება აღარ 

ჭირდება 
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  .                                                                     (11.52) 

მდგრადობის მატრიცაა    
                
      

 . მისი საკუთრივი 

რიცხვებია     
 

 
 

 

 
        და     

 

 
 

 

 
       . იმის 

მიხედვით, თუ, როგორია ფესქვეშა გამოსახულება, გვაქვს სხვადასხვა 

ვარიანტები: 

 თუ,       , მაშინ         , შესაბამისად წერტილი 

      მდგრადი კვანძია; 

 თუ,       , მაშინ      
   

 

 
  

       

 
 და შესაბამისად 

გვაქვს მდგრადი სპირალი(ფოკუსი);თუ (11.52) ტოლობაში 

დავუშვებთ, რომ           , მაშინ მივიღებთ, რომ 

      , აქედან გამომდინარეობს, რომ მოძრაობა წარმოებს 

საათის ისრის მიმართულებით ნახ.11.5; 

 თუ,       , მაშინ        
 

 
, შესაბამისად, ამ 

შემთხვევაში, გვაქვს არასაკუთრივი მდგრადი კვანძი. 

 

б) მეორე მაგალითია თავისუფალი მათემატიკური ქანქარა  

 

ამ სისტემას აქვს უძრავი წერტილების უსასრულო რაოდენობა 

                    და გაწრვივებულ მოდელს აქვს სახე 

 

  
 
  
  

   
                              

 
  

 
                  

  
  

 ,                                                    (11.53) 

საკუთრივი რიცხვები იქნება         
 

 
      . როცა       , 

მაშინ         
 

 
, რაც იმას ნიშნავს, რომ ამ შემთხვევაში გვაქვს 

მდგრადი, ელიფსური (ცენტრი) უძრავი წერტილები, ხოლო, როცა 

          , მაშინ        
 

 
, რაც შეესაბამება ჰიპერბოლურ 

(უნაგირა) არამდგრად უძრავ წერტილებს. 
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в) ეხლა განვიხილოთ მათემატიკური ქანქარის თავისუფალი, 

დემპფირებული რხევითი სისტემა 

შესაბამის მათემატიკურ მოდელს აქვს სახე 

                                                                                                     (11.54) 

    
 

 
       .                                                                             (11.55)  

ამ სისტემას იგივე                     უძრავ წერტილთა 

სისტემა აქვს, რაც თავისუფალ მათემატიკურ ქანქარას. მაგრამ 

შესაბამის გაწრფივებულ სისტემას აქვს სახე 

 

  
 
  
  

   
                        

 
 

 
            

  
  
  

 .                                                         (11.56) 

სისტემის მდგრადობის მატრიცის  საკუთრივი რიცხვებია:  

      
 

 
 

 

 
    

  

 
       . 

 უძრავ წერტილებში                       კვლავ აქვს 

ადგილი უტოლობებს         , რაც იმას ნიშნავს რომ ეს 

წერტილები, ჰიპერბოლური (უნაგირა) ტიპს განეკუთვნებიან. ხოლო 

წერტილებში                     კი ადგილი აქვს რამოდენიმე 

შემთხვევას: 

    
  

 
,        კომპლექსურად შეუღლებული ფესვებია 

უარყოფითი ნამდვილი ნაწილით, მაშინ გვაქვს მდგრადი 

ფოკუსი მბრუნავი საათის ისრის მიმართულებით ნახ.11.13; 

    
  

 
, რასაც მივყავართ უტოლობებამდე        , ეს კი 

იმას ნიშნავს, რომ გვაქვს მდგრადი კვანძი; 

    
  

 
, მაშინ ჩვენ გვაქვს გადაგვარებული შემთხვევა, როცა 

       
 

 
, რაც შეესაბამება მდგრად არასაკუთრივ კვანძს. 
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რადგან ამ შემთხვევაში, ენერგია არაა მუდმივი, დონის წირებს 

ზუსტად ვერ დავხაზავთ, როცა არ ვიცით ზუსტი ამონახსნი, თუმცა, 

უძრავი წერტილების იდენტიფიკაცია და ფაზური ტრაექტორიების 

ლოკალური ანალიზი, საშუალებას გვაძლევს, მიახლოებით ავაგოთ 

სისტემის გლობალური ფაზური პორტრეტი. 

 

 
ნახ.11.13. ჩაქრობადი(დემპფირებული) მათემატიკური 

ქანქარას ფაზური პორტრეტი იმ შემთხვევაში, როცა    
  

 
 

 

г) განსაკუთრებულ ყურადღებას იმსახურებს 

 მტაცებელი-მსხვერპლის მოდელი 

 

ეს მოდელი პირველად ააგო ვოლტერამ პოპულაციური დინამიკის 

შესასწავლად. განვიხილოთ ერთ-ერთი, ამ ტიპის მოდელებიდან 

       ,                                                                                         (11.57) 

        .                                                                                      (11.58)  

  სადაც   შეიძლება აღნიშნავდეს, მაგალითად კურდღლების  

პოპულაციას (კურდღლების ზუსტ რაოდენობას პოპულაციაში), ხოლო 

  მელიების პოპულაციას. შესაძლოა ტრივიალური შემთხვევა, როცა 

           , მაშინ კურდღლების პოპულაცია უსასრულოდ იზრდება, 

რადგან მელიები არ არიან. შებრუნებულ შემთხვევაში, როცა        და 

   , მელიები განწირული არიან შიმშილით სიკვდილისათვის, 

რადგან არ არიან მათი საკვები კურდღლები. ორივე პოპულაციის 

თანაცხოვრებისათვის, არსებობს ბალანსის შესაძლებლობა, რადგან 

მელიები ამცირებენ კურდღლების პოპულაციას და თუ ბევრს შეჭამენ 

თვითონ კი გამრავლდებიან, მაგრამ შემდგომში საჭმელი აღარ ეყოფათ 
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და მათი პოპულაციაც შემცირდება. (11.57),(11.58) განტოლებათა 

სისტემა უმარტივესია და მისი უფრო დაზუსტება მარტივია იმის 

გათვალისწინებით, რომ კურდღლების კვების არეალიც 

შეზღუდულია, არსებობს ავადმყოფობა, უჭკუო საქციელი, 

კურდღლების მიერ კურდღლების დახოცვა . . . 

სისტემას აქვს ორი უძრავი წერტილი               და 

              . გაწრფივებულ განტოლებას აქვს სახე 

 

  
 
  
  

   
                  

                   
  

  
  

 ,                                                 (11.59) 

პირველი უძრავი წერტილის შესაბამისი საკუთრივი რიცხვებია 

    , რაც იმის მიმანიშნებელია რომ                ჰიპერბოლური 

(უნაგირა) წერტილია. ხოლო მეორე უძრავი წერტილის შესაბამისი 

საკუთრივი რიცხვებია     , რაც შეესაბამება ელიფსურ წერტილს. 

შესაბამის მიახლოებით ფაზურ პორტრეტს აქვს სახე ნახ.11.14 

 

 

ნახ.11.14.მტაცებელი-მსხვერპლის მოდელის ფაზური პორტრეტი 

 

P.S. უნდა აღინიშნოს, რომ გაწრფივებული მოდელით მდგრადობის 

შესწავლა, ყოველთვის არ იძლევა რეალურ შედეგს არაწრფივი 

სისტემებისათვის. 
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11.4.3. zRvariTi ciklebi 

ზღვარითი ციკლი, წარმოადგენს ფაზური ტრაექტორიების 

განსაკუთრებულ ტიპს, რომელსაც ჩვენ ვერ ავაგებთ გაწრფივებული 

ანალიზის მეშვეობით. ყველაზე უფრო პოპულარულია ზღვარითი 

ციკლი, რომელიც აქვს ვან-დერ-პოლის ცნობილ რხევით სისტემას: 

                  .                                                              (11.60)  

გაწრფივებული, პირველი რიგის მიახლოების დონეზე 

ჩატარებული  მდგრადობის ანალიზი ამ სისტემისათვის 

    ,                                                                                                   (11.61) 

               ,                                                                      (11.62) 

გვიჩვენებს, რომ სისტემას აქვს უძრავი წერტილი      , 

რომელიც წარმოადგენს არამდგრად კვანძს, თუ        და 

წარმოადგენს არამდგრად ფოკუსს, თუ         . განვიხილოთ აქედან 

მეორე შემთხვევა. რადგან (11.62) განტოლების მარჯვენა ნაწილში,   და 

  ცვლადების ზრდისას, დომინირებს არაწრფივი წევრი        
   

   

      ), შეგვიძლია დავუშვათ, რომ პირიქით,  უძრავი წერტილისაკენ 

მიახლოებისას, ხდება არაწრფივი წევრის ჩაქრობა. ასე, რომ უძრავი 

წერტილიდან მოშორებით, ხდება ფაზური ტრაექტორიების მოძრაობა 

პერიფერიიდან ცენტრისაკენ. ამონახსნის უწყვეტობა ითხოვს, რომ 

არსებობდეს ამონახსნი მათ შორისაც. ეს ამონახსნი არის ზღვარითი 

ციკლი, რომელიც წარმოადგენს უძრავი წერტილის მომცველ შეკრულ 

მრუდს. სისტემის სხვა ამონახსნები, რომლებიც გამოდიან ამ მრუდის 

გარედან, ასევე, შიგნიდან მიიზიდებიან ზღვარითი ციკლის მიერ. 

მისკენ მიისწრაფიან, მაგრამ არასოდეს არ კვეთენ. ამ სისტემის ზუსტი 

ამონახსნი ცნობილი არ არის, თუმცა, უბრალო ფიზიკურ მსჯელობას 

მივყავართ ზღვარით ციკლამდე. მისი ზუსტი გეომეტრიული ფორმის 
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დადგენა შესაძლებელია მხოლოდ სისტემის მიახლოებითი ამოხსნით 

სხვადასხვა საწყისი პირობების შემთხვევაში. 

საზოგადოდ, ზღვარითი ციკლი შეიძლება იყოს  მდგრადი 

(როდესაც შიგნითაც და გარეთაც დაწყებული ფაზური ტრაექტორიები 

ზღვარითი ციკლისაკენ მიისწრაფიან) ნახ.11.15а, ან არამდგრადი, როცა 

ზღვარითი ციკლის მახლობლობაში დაწყებული ტრაექტორიები 

თანდათან სცილდებიან მას, ნახ. 11.15б. 

 

ნახ. 11.15 ზღვარითი ციკლის სქემატური ნახაზები:а)მდგრადი 

ზღვარითი ციკლი; б)არამდგრადი ზღვარითი ციკლი 

 

ამოცანები და სავარჯიშოები: 

1. შეადგინეთ მოცემული სისტემების ფაზური პორტრეტები და 

პასუხი დაასაბუთეთ: 

 а) 

  

პასუხი:  

б)  
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პასუხი:  

в)  

 

 
პასუხი: 

2. ჩამოაყალიბეთ უძრავი წერტილების მდგრადობის გამოკვლევის 

ალგორითმი და განიხილეთ უძრავი წერტილების 

კლასიფიკაცია; 

3. შეადგინეთ კონსერვატიული სისტემის მაგალითები, ააგეთ 

შესაბამისი პოტენციალური ორმო და ფაზური პორტრეტი.  

 

 

გამოყენებული ლიტერატურა: 

1.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

2.obgaZe T., obgaZe l., mWedliSvili n., daviTaSvili i., 

TuSiSvili n. maTematikuri modelirebis kursi (ekonomiqsi 
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Mathcad – isa da Matlab – is bazaze), t.2., saqarTvelos 

teqnikuri universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2007 

3.obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi(magistrante-

bisaTvis), t.3., saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2008 

4. Алешкевич В.А., Деденко Л.Г.,КараваевВ.А. Колебания и волны, учеб.  

пос., МГУ, Москва, 2001 

5. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Механика, теоретическая физика, т.1, Наука, 

Москва, 1973 

6.ობგაძე თ. maTematikuri modelirebis kursi (რხევითი 

პროცესები), t.4, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2010 

7.ობგაძე თ. maTematikuri modelirebis kursi(სოციალურ-

ეკონომიკური პროცესები), t.5, saqarTvelos teqnikuri 

universitetis gamomcemloba, Tbilisi, 2012 

8.Табор М. Хаос и интегрируемость в нелинейной динамике, пер.с англ., 

Мир, Москва,1988 

9.Косевич А.М.,Ковалёв А.С. Введение в нелинейную физическую 

механику,Наукова думка, Киев, 1989 

10.Яковенко Г.Н.Лекции по теоретической механике устойчивость, 

колебания, гамильтонова механика, Москва, 2003   (www.study.com.ru) 

11.Берже П.,Помо И.,Видаль К. Порядок в хаосе о детерминистском 

подходе к турбулентности, Пер. с франц. под ред. Данилова Ю.А.,Мир, 

Москва, 1991 
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თავი 12. lagranJis formalizmi da hamiltonuri sistemebi 

 

სივრცეში, მატერიალური წერტილის მდგომარეობის დასახასი-

ათებლად გამოიყენება r


 რადიუს-ვექტორი, რომლის კოორდინატებიც 

ემთხვევა ამ წერტილის დეკარტულ კოორდინატებს ),,( zyxr


. ამას 

გარდა, მატერიალური წერტილის დინამიკის დასახასიატებლად 

გამოიყენება )(trv 

  სიჩქარე და )(trW 


  აჩქარება. თუ, მოცემული 

გვაქვს n-მატერი-ალური წერტილი, მაშინ მათი განლაგების 

დასახასიათებლად დაგვჭირდება n - ცალი რადიუს-ვექტორი და 

მაშასადამე, 3 n -კოორდინატი. 

 

განსაზღვრება: იმ პარამეტრების მინიმალურ რაოდენობას, 

რომლებიც ცალსახად ახასიათებენ სისტემის განლაგებას - მისი 

თავისუფლების ხარისხი ეწოდება. 

n - მატერიალური წერტილის შემთხვევაში, სამგანზომილებიან 

სივრცეში, სისტემის თავისუფლების ხარისხი 3n  - ის ტოლია.  

 

P.S. ეს პარამეტრები არაა აუცილებელი, რომ წერტილთა დეკარტის 

კოორდინატები იყვნენ. 

განსაზღვრება: ნებისმიერ nqqq ,,, 21   პარამეტრების ერთობლიობას, 

რომლებიც ცალსახად ახასიათებენ სისტემის განლაგებას, n- თავისუფ-

ლების ხარისხის მქონე სისტემის განზოგადებულ კოორდინატებს 

უწოდებენ, ხოლო მათი, დროით წარმოებულების ერთობლიობას: iq , 

განზოგადებულ სიჩქარეებს. 

 

 

12.1. lagranJis funqcia da hamiltonis principi 

 

სისტემის მხოლოდ კონფიგურაციის ცოდნა, არაა საკმარისი იმის 

გასაგებად, თუ რა მდგომარეობა ექნება სისტემას დროის სხვა 

მომენტებში. როგორც ექსპერიმენტებით იქნა დადგენილი, მექანიკური 
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სისტემის მდგომარეობის საპოვნელად დროის ნებისმიერ მომენტში, 

უნდა ვიცოდეთ სისტემის საწყისი კონფიგურაცია )0(iq  და 

შემადგენელი მატერიალური წერტილების საწყისი )0(iq  სიჩქარეები. ამ 

ორი ძირითადი ფიზიკური პარამეტრის ცოდნა, კლასიკურ მექანიკაში, 

საშუალებას გვაძლევს, ვიპოვოთ iq  აჩქარებებიც დროის ნებისმიერ 

მომენტში.  

თუ, სისტემა გადაადგილდება        მდგომარეობიდან        

მდგომარეობაში, მაშინ ჭეშმარიტი მოძრაობის საპოვნელად, უნდა 

ვისარგებლოთ ჰამილტონის უმცირესი ქმედების პრინციპით. 

 

ეს პრინციპი მოითხოვს რომ, თუ, სისტემა გადაადგილდება        

მდგომარეობიდან, რომელიც დროის    მომენტში ეკავა, ახალ,        

მდგომარეობაში დროის    მომენტისათვის, მაშინ ინტეგრალს ამ 

დროის მომენტებს შორის მოცემული ),,,,,,,( 2121 tqqqqqqL nn
  

ფუნქციიდან, რომელსაც ლაგრანჟიანს უწოდებენ, იყოს 

ექსტრემალური, ანუ, ნულს უნდა უდრიდეს ქმედების   ინტეგრალის 

პირველი ვარიაცია       

              
  

  
.                                                                             (12.1) 

ეხლა, ჰამილტონის პრინციპზე დაყრდნობით, გამოვიყვანოთ 

მოძრაობის განტოლება.                                                                                                      

 სიმარტივისათვის, ზოგადობის შეუზღუდავად, განვიხილოთ 

ისეთი სისტემა, რომლის თავისუფლების ხარისხიც ერთის ტოლია. 

ასე, რომ საპოვნელია      ფუნქცია, რომელიც ექსტრემუმს მიანიჭებს 

  ქმედების ინტეგრალს ლაგრანჟიანიდან და სისტემას 

გადაიყვანს       მდგომარეობიდან, რომელიც დროის    მომენტში 

ეკავა, ახალ,       მდგომარეობაში დროის    მომენტისათვის .  

ვთქვათ      ჩვენი საძებნი ფუნქციაა. მივცეთ მას მცირე       

ნაზრდი-ვარიაცია, მაშინ გვექნება ახალი            ფუნქცია. რადგან 

ამ ფუნქციამ უნდა გაიაროს       და       წერტილებში, ცხადია რომ  
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               .                                                                           (12.2) 

შესანიშნავია ის ფაქტი, რომ ჩვენ ვეძებთ გადაადგილების 

ვარიაციას და თვითონ გადაადგილება ჯერ არ ვიცით. ქმედების 

ინტეგრალის ექსტრემუმის საპოვნელად, მისი პირველი ვარიაცია 

ნულს უნდა გავუტოლოთ 

                                     
  

  

  

  
.                  (12.3) 

თუ, პირველი ინტეგრალის ინტეგრალქვეშა გამოსახულებას 

გავშლით ტეილორის ფორმულით და შევინარჩუნებთ, მხოლოდ 

წრფივ წევრებს, გვექნება 

     
  

  
   

  

   
        

  

  
,                                                       (12.4) 

სადაც     
 

  
    , ამ ფაქტის გათვალისწინებით და (12.4) 

ინტეგრალქვეშა გამოსახულების მეორე წევრის ნაწილობითი 

ინტეგრებით მივიღებთ 

   
  

   
    

     
  

  
 

 

  
 

  

   
        

  

  
.                                           (12.5) 

თუ, გავითვალისწინებთ (12.2) სასაზღვრო პირობებს გადაადგილების 

პირველი ვარიაციისათვის, მივიღებთ რომ (12.5) ფორმულაში 

პირველი შესაკრები ნულის ტოლია. მაშინ ცხადია, რომ მეორე 

ინტეგრალის ინტეგრალქვეშა გამოსახულებაც უნდა ნულის ტოლი 

იყოს. ამრიგად, მივიღეთ დინამიკის განტოლება ლაგრანჟის ფორმით 

  

  
 

 

  
 

  

   
   .                                                                                           (12.6) 

  თავისუფლების ხარისხის შემთხვევაში             

ცვლადებისათვის, ცალ-ცალკე უნდა შევადგინოთ ვარიაციები    

                   . მაშინ, ანალოგიურ პროცედურას, მივყავართ 

ლაგრანჟის ცნობილ განტოლებებამდე 



185 

 

  

   
 

 

  
 

  

    
   ,            .                                                                 (12.7) 

თუ, მოცემული სისტემისათვის ცნობილია ლაგრანჟიანის სახე, 

მაშინ (12.7) განტოლებები წარმოადგენენ მოძრაობის განტოლებებს და 

ცნობილი საწყისი პირობების                შემთხვევაში ცალსახად 

განსაზღვრავენ სისტემის ევოლუციას.  

ლ.ლანდაუსა და ე.ლიფშიცის წიგნში დასაბუთებულია, რომ 

თავისუფალი, არაურთიერთქმედი ნაწილაკებისათვის, ერთგვაროვან, 

იზოტროპულ სივრცეში, ლაგრანჟიანი პირდაპირპროპორციულია 

განზოგადებული სიჩქარეების კვადრატისა და თუ, პროპორციულობის 

კოეფიციენტად მასის ნახევარს ავიღებთ, მივიღებთ რომ ლაგრანჟიანი 

სისტემის კინეტიკური ენერგიის ტოლია  

     
     

 

 

 
   .                                                                                (12.8) 

იმ შემთხვევაში, როდესაც მატერიალური ნაწილაკები 

ურთიერთქმედებენ გარკვეული კანონით, რომელიც მოიცემა 

პოტენციალური ენერგიის                 ფუნქციით, როგორც 

ექსპერიმენტებმა აჩვენეს, ლაგრანჟიანს აქვს სახე 

       
     

 

 

 
                  .                                        (12.9) 

პოტენციალური ენერგიის ფუნქცია ისეთია, რომ სისტემის 

თითოეულ ნაწილაკზე მოქმედი ძალა გამოითვლება ფორმულით 

    
  

   
.                                                                                           (12.10) 

როცა, პოტენციალური ენერგია არაა დამოკიდებული 

სიჩქარეებზე, (12.7) განტოლებებიდან (12.9) და (12.10) ფორმულების 

გათვალისწინებით, მიიღება ნიუტონის  დინამიკის ცნობილი 

განტოლებები მართკუთხა კოორდინატთა სისტემისათვის 

       
  

   
.                                                                                       (12.11) 
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12.2. lagranJianis Tvisebebi 

განვიხილოთ, ურთიერთქმედი ნაწილაკებისაგან შემდგარი 

სისტემის ლაგრანჟიანი. მისი სრული წარმოებული იქნება 

 

  
           

  

   
     

  

    
     

  

     
 

       
  

    
  

  

  
 .         (12.12) 

ასე, რომ 

 

  
     

  

    
      

  

  
 .                                                                   (12.13) 

ა)ჩაკეტილი სისტემების შემთხვევაში, ანუ, როდესაც ნაწილაკები 

არ ურთიერთქმედებენ  გარე ძალებთან, ლაგრანჟიანი, არაა 

დამოკიდებული დროზე  
  

  
      ამიტომ, ასეთი სისტემის ენერგია 

მუდმივი სიდიდეა (სისტემა კონსერვატულია) 

      
  

    
         .                                                                 (12.14)     

 თუ, გავითვალისწინებთ (12.9) ტოლობას, მივიღებთ 

     .                                                                                           (12.15)  

ბ)ანუ, ჩაკეტილი სისტემის მთლიანი მექანიკური ენერგია, 

კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების ჯამის ტოლია.  

თუ, გავითვალისწინებთ  ლაგრანჟიანის განსაზღვრებას, 

შეგვიძლია განვსაზღვროთ განზოგადებული ძალები ფორმულით 

   
  

   
 .                                                                                              (12.16)  

ასევე, განისაზღვრება განზოგადებული იმპულსები 

   
  

    
 .                                                                                             (12.17)  

რომელთათვისაც ტოლობა          სრულდება, მხოლოდ 

დეკარტულ კოორდინატებში. ამ ორი განსაზღვრების შემდეგ, 

ლაგრანჟის განტოლება შეგვიძლია ჩავწეროთ ფორმით 



187 

 

      .                                                                                                 (12.18) 

ცხადია, რომ თუ, რომელიმე განზოგადებული    კოორდინატა, არ 

შედის ლაგრანჟიანში, მაშინ მისი შესაბამისი განზოგადებული ძალაც 

არ შედის (12.18) განტოლებათა სისტემაში და მაშასადამე, შესაბამისი 

იმპულსი         .  

განსაზღვრება: იმ კოორდინატებს, რომლებიც არ შედიან 

ლაგრანჟიანში, ციკლურ კოორდინატებს უწოდებენ.  

ცხადია, რომ ციკლური კოორდინატების არსებობა, გვიმარტივებს 

დინამიკის განტოლებების ამოხსნას. ზემოთმოყვანილი, იმპულსის 

(12.17) განსაზღვრის გათვალისწინებით, მექანიკური სისტემის 

ენერგიის (12.14) ფორმულა შეგვიძლია გადავწეროთ შემდეგნაირად 

           
   .                                                                              (12.19)    

თუ, სისტემა ჩაკეტილია და სივრცე ერთგვაროვანია, მაშინ 

სისტემის შიგნით ნაწილაკებზე მოქმედი ძალების ჯამი ნულის ტოლია 

         ამ კანონს ჩვენ ვიცნობთ ორი ძალისათვის ნიუტონის მესამე 

კანონის სახელწოდებით. ამ შემთხვევაში, ჩვენ მივიღებთ (12.18) 

ტოლობის გათვალისწინებით, რომ 

                                                                                                            (12.20)  

გ)ანუ, ჩაკეტილი სისტემის იმპულსების ჯამი მუდმივი სიდიდეა.   

P.S. როგორც ვხედავთ, ჩაკეტილი სისტემისათვის, სივრცისა და 

დროის ერთგვაროვნების თვისებიდან, გამომდინარეობს ენერგიისა და 

იმპულსის შენახვის კანონები.  ეს შედეგები არიან, უფრო ზოგადი, 

ნიოტერის თეორემის კერძო შემთხვევები. რომელიც ამბობს რომ 

ლაგრანჟიანის გარდაქმნის ყოველი ჯგუფისათვის, დამახასიათებელია 

ამ გარდაქმნასთან დაკავშირებული ინვარიანტები. სივრცის 

ტრანსლაციის ჯგუფები გვაძლევენ ენერგიისა და იმპულსის შენახვის 

კანონებს; ბრუნვითი მოძრაობის ინვარიანტები - იმპულსის მომენტის 

მუდმივობის კანონს . . . 
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12.3. ganzogadebuli impulsis Tvisebebi 

განზოგადებული კოორდინატები და სიჩქარეები ლაგრანჟის 

ფორმალიზმში, განიხილებიან, როგორც დამოუკიდებელი ცვლადები. 

ამას გარდა, ჩვენ განვიხილეთ განზოგადებული იმპულსის ცნებაც. 

მისი ღრმა და არატრივიალური ხასიათი ნათლად ჩანს ჰამილტონური 

სისტემების ფაზური სივრცის გეომეტრიის განხილვისას. 

იმპულსების კოვარიანტული ხასიათის ყველაზე უფრო ნათელი 

გამოვლინებაა, ის ფაქტი, რომ შესაძლებელია მათი წარმოდგენა, 

სკალარული ველის გრადიენტულ ველად. ამის დასამტკიცებლად, 

დავუბრუნდეთ ქმედების ინტეგრალს. მოცემული ექსტრემალური 

წირისათვის, რომელიც აკმაყოფილებს ლაგრანჟის განტოლებებს, 

განვიხილოთ ახალი ექსტრემალური ამოცანა. სხვადასხვა 

ექსტრემალებისათვის, რომელთაც საერთო საწყისი წერტილი აქვთ. 

ბოლო წერტილს კი ვაძლევთ მცირე ვარიაციას და ვხსნით იგივე 

ვარიაციულ ამოცანას 

   
  

   
    

     
  

  
 

 

  
 

  

   
        

  

  
.                                  (12.21) 

რადგან ვხსნით იგივე ამოცანას, ინტეგრალი ნულის ტოლია და 

(12.21) განტოლებაში გვრჩება მხოლოდ საზღვრის წერტილებში 

მნიშვნელობები.  საწყისი წერტილი დაფიქსირებულია         . 

აღვნიშნოთ       ,  როგორც    და გავითვალისწინოთ, რომ   
  

   
. 

მაშინ (12.21) განტოლებიდან მივიღებთ, რომ       , ან სხვანაირად, 

n თავისუფლების ხარისხის მქონე სისტემისათვის გვექნება 

          .                                                                                   (12.22) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ  

   
  

   
 .                                                                                             (12.23) 
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მაშასადამე, იმპულსები წარმოადგენენ ქმედების სკალარული 

ველის გრადიენტს, მოცემული ექსტრემალის გასწვრივ, დროის 

მოცემულ მომენტში. 

რაც შეეხებათ, განზოგადებულ სიჩქარეებს მათი ველი, 

საზოგადოდ, არაა კოვარიანტული, ანუ, მათი წარმოდგენა 

გრადიენტულ ველად საზოგადოდ შეუძლებელია. 

 

12.4. hamiltonis formalizmi 

ჰამილტონის მექანიკაში, მოძრაობა აღიწერება განზოგადებული    

კოორდინატებისა და განზოგადებული    იმპულსების ცვლადებში. 

თუმცა, ფიზიკური შინაარსის მიხედვით, ჰამილტონური 

ფორმალიზმი, არ განსხვავდება ლაგრანჟის ფორმალიზმისაგან, მაგრამ 

უფრო ესადაგება კვანტური მექანიკის, სტატისტიკური მექანიკისა და 

შეშფოთებათა თეორიის გადმოცემის სილამაზეს. კერძოდ, 

ჰამილტონური ფაზური სივრცის ცნება, გაცილებით ამარტივებს 

ჰამილტონური სისტემების ინტეგრებადობის საკითხის შესწავლასა და 

იმ ქაოსური რეჟიმების აღწერას, რომლებიც შეიძლება არსებობდეს 

არაინტეგრებად სისტემებში. 

ლაგრანჟის          ცვლადებიდან, ჰამილტონის         

ცვლადებზე გადასვლა, ხორციელდება ლეჟანდრის გარდაქმნით 

                          
   ,                                                    (12.24) 

აქ,         არიან     განზომილებიანი ვექტორები, ხოლო          

სიდიდეს ჰამილტონიანი ეწოდება. როგორც ვიცით, 

           
  

    
        ,                                                                      (12.25) 
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არაცხადი ფუნქციის შესახებ თეორემის თანახმად, (12.25) 

ფუნქციას აქვს შექცეული ფუნქცია, რომელიც საშუალებას გვაძლევს  

     გამოვსახოთ    ცვლადის საშუალებით, თუ,     
   

        
   . 

განვიხილოთ მაგალითი, თუ  როგორ უნდა გადავიდეთ 

ლაგრანჟის ფორმალიზმიდან, ჰამილტონის ფორმალიზმზე: 

განვიხილოთ ლაგრანჟიანი 

   
     

 

 

 
                 .                                                      (12.26) 

ვიპოვოთ შესაბამისი იმპულსები 

   
  

    
                                                                                        (12.27) 

შებრუნებული გარდაქმნა გვაძლევს 

    
  

  
.                                                                                               (12.28)   

მაშასადამე, შესაბამის ჰამილტონიანს ექნება სახე 

                        
    

    
  

  
  

     
 

 
   

  

  
 

 
               .                                             (12.29) 

 

12.5. hamiltonis gantoleba 

ლაგრანჟის განტოლებები, მიიღებოდა სისტემის ლაგრანჟიანზე 

ჰამილტონის პრინციპის გამოყენებით. ეხლა ცხადია, რომ ჩვენ გვინდა 

მოძრაობის განტოლებები გამოვიყვანოთ ჰამილტონის ფორმალიზმის 

ფარგლებში. (12.24) ფორმულიდან გამომდინარე, ვიპოვოთ 

ჰამილტონის ფუნქციის სრული დიფერენციალი 

                  
  

    
      

  

   
    

  

  
  .                        (12.30) 
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მარჯვენა მხარეში, პირველი და მესამე წევრი ერთმანეთს  

აბათილებენ, რადგან    
  

    
 . ამას გარდა      

  

   
, რაც იმას ნიშნავს, 

რომ (12.30) მიიღებს სახეს 

                   
  

  
  .                                                         (12.31) 

მაგრამ, რადგან  

           
  

   
    

  

   
    

  

  
   ,                                       (12.32)  

ცხადია, რომ (12.31),(12.32) განტოლებებიდან, შეგვიძლია 

ჩავწეროთ ჰამილტონის კანონიკური განტოლებები    

    
  

   
,           

  

   
.                                                                      (12.33) 

ამას გარდა, თუ, სისტემის ლაგრანჟიანი და ჰამილტონიანი 

ცხადადაა დამოკიდებული დროზე, გვექნება დამატებით თანადობა 

  

  
  

  

  
.                                                                                           (12.34) 

P.S. ჰამილტონის კანონიკური (12.33) განტოლებათა სისტემა შედგება 

2n პირველი რიგის განტოლებისაგან, მაშინ როცა შესაბამისი 

ლაგრანჟის განტოლებათა სისტემა შედგებოდა n ცალი მეორე რიგის 

განტოლებისაგან. 

ჰამილტონის (12.33) განტოლებებს, გააჩნიათ რიგი საინტერესო 

თვისებებისა. ჩვენ ჯერ-ჯერობით განვიხილავთ ისეთ 

ჰამილტონიანებს, რომლებიც დროზე არა არიან ცხადად 

დამოკიდებული. ამ სისტემის კანონიკური ცვლადები    და   , 

რომელთა სერთო რაოდენობაა  2n, ქმნიან ფაზურ სივრცეს. დროის 

განმავლობაში      და      ცვლადები 2n განზომილებიან ფაზურ 

სივრცეში, შემოწერენ გარკვეულ არეს. ისმის კითხვა, თუ  როგორია ეს 

არე და რა ზოგადი თვისებები შეიძლება ქონდეს მას.  
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ადვილი შესამჩნევია, რომ (12.33) განტოლებებიდან მიიღება 

ლიუვილის ცნობილი ფორმულა „უკუმშვადი სითხეებისათვის“, 

ამჯერად, სითხის როლს, თამაშობს ფაზური სივრცის ნაკადის 

„ნაწილაკი“ 

 
    

   
  

    

   
  .                                                                                 (12.35) 

P.S. ასე, რომ ჰამილტონური სისტემის ფაზური ნაკადის ელემენტის 

მოცულობა არ იცვლება, თუმცა, დეფორმირდება გადაადგილებისას. 

ჰამილტონის განტოლებები, იმდენად სიმეტრიულია      და      

ცვლადების მიმართ, რომ ზოგჯერ მათ თვლიან თანაბარი 

უფლებისმქონე დამოუკიდებელ ცვლადებად და განიხილავენ ახალ 

ცვლადს, 2n კომპონენტით                         . ეს, საშუალებას 

იძლევა ახალი ჰამილტონიანისათვის            , ჰამილტონის 

განტოლება ჩაიწეროს მოკლედ 

          ,                                                                                    (12.36) 

სადაც     სიმპლექტიკური მატრიცაა ზომებით         

   
         
        

 .                                                                                            (12.37) 

  - ერთეულოვანი მატრიცაა. 

 

12.6. puasonis frCxilebi 

ჰამილტონის განტოლებების ინტეგრებადობის ამოცანა, ერთ-

ერთი ყველაზე მნიშვნელოვანი საკითხია. თუ, სისტემის 

თავისუფლების ხარისხია ერთი და მაშასადამე, აღიწერება ორი 

კანონიკური ცვლადით      , მაშინ ის ინტეგრებადია. ასეთი 

შემთხვევები, ჩვენ უკვე განვიხილეთ კურსის მეორე ნაწილში. 

თავისუფლების ხარისხის რიცხვის მიუხედავად, სისტემის 

ამოხსნისას, ყველაზე მნიშვნელოვანია ინტეგრალების პოვნის 
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პროცედურა. ჰამილტონის მიდგომას, მივყავართ, დინამიკური 

ცვლადების დროზე დამოკიდებულების, მოხდენილად პოვნამდე.  

განვიხილოთ რაიმე ფუნქცია           , ვიპოვოთ მისი სრული 

წარმოებული დროით 

  

  
   

   

  

  

   
 

   

  

  

   
 

 

   

 
  

  
  

   
  

   

  

   
 

  

   

  

   
  

  

  
         

  

  

 
   ,                                  (12.38) 

სადაც       - პუასონის ფრჩხილებია   და   ფუნქციებისათვის. 

მჭიდრო კავშირი არსებობს კლასიკური მექანიკის პუასონის 

ფრჩხილებსა და კვანტური მექანიკის კომუტატორის ცნებებს შორის. 

მართლაც, პუასონის ფრჩხილები შეგვიძლია ჩავწეროთ ნებისმიერი 

ორი ფუნქციისათვის 

        
  

   

  

   
 

  

   

  

   
  

   .                                                               (12.39) 

თუ, რომელიმე დინამიკური ცვლადი არაა დამოკიდებული 

დროზე, ანუ,          მაშინ მისი პუასონის ფრჩხილები ნულის 

ტოლია და მაშასადამე, ის მუდმივი სიდიდეა, რაც ნათლად ჩანს (12.38) 

ფორმულიდან. ცხადია, რომ დროზე დამოუკიდებელი 

სისტემებისათვის, სისტემის ენერგია      მუდმივი სიდიდეა, 

რადგან ჰამილტონიანის თავის თავთან პუასონის ფრჩხილები, ნულის 

ტოლია. 

პუასონის ფრჩხილების განსაზღვრებიდან გამომდინარე, 

ნებისმიერი სამი ფუნქციისათვის, შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ რიგი 

თვისებებისა 

            ;                                                                                  (12.40) 

                   ;                                                               (12.41)  

                    ;                                                                (12.42) 
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                               .                                            (12.43) 

პუასონის ფრჩხილების (12.43) თვისებას იაკობის იგივეობას 

უწოდებენ. ეს თვისებები, ნათელყოფს, რომ პუასონის ფრჩხილები 

შეესაბამება ლის ალგებრის ოპერაციის განმსაზღვრელ სტრუქტურას.  

თუ,     მოძრაობის ინვარიანტული ფუნქციებია, მაშინ მათი 

პუასონის ფრჩხილებიც მუდმივი იქნება მოძრაობის მიმართ. 

მართლაც, თუ, განვიხილავთ პუასონის ფრჩხილების (12.43) თვისებას, 

მაშინ იქიდან რომ      ინვარიანტებია, გამოდის რომ         

        , მაგრამ მაშინ                                 იაკობის 

იგივეობიდან მივიღებთ, რომ            , რაც იმას ნიშნავს, რომ 

      აგრეთვე ინვარიანტია. ეს იმას ნიშნავს, რომ ორი ნაპოვნი 

ინტეგრალის პუასონის ფრჩხილები ისევ სისტემის ინტეგრალი იქნება. 

თუმცა, ინტეგრალების ასეთი მეთოდით ძებნა, არაა ეფექტური. 

საზოგადოდ,    პირველი რიგის განტოლებათა სისტემის 

ბოლომდე ანალიზურად ამოსახსნელად, საჭიროა     ინტეგრალის 

პოვნა. მაგრამ ჰამილტონური სისტემების სიმპლექტიკური 

სტრუქტურის გამო    პირველი რიგის ჰამილტონური 

სისტემებისათვის საკმარისია   ინტეგრალის პოვნა.                                                                                                                                                                                                                                                                                             

 

12.7. hamilton-iakobis gantolebebi 

ჰამილტონური სისტემების ამოსახსნელად ეძებენ კანონიკურ 

გარდაქმნებს, ანუ ისეთ გარდაქმნებს, რომლებიც სისტემას ისე 

გაამარტივებს, რომ შევძლებთ მის ინტეგრებას. თუ, კანონიკური 

გარდაქმნა არაა დამოკიდებული დროზე, მაშინ ძველი 

ჰამილტონიანიდან ახალზე გადასვლა, ხორციელდება უბრალოდ 

ცვლადთა გარდაქმნით  

                        .                                                        (12.44) 

თუ, გამოვიყენებთ გარდაქმნის ფორმულებს 
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                       ,                                              (12.45) 

   
 

   
                       ,                                            (12.46)  

სადაც      არიან ახალი კოორდინატები, შეუღლებულები     ძველ 

იმპულსებთან. შესაბამისად, (12.44) განტოლებიდან მივიღებთ 

  
  

   
 
  

   
   

  

   
                          .                      (12.47)  

ამ განტოლების მარჯვენა ნაწილს, უნდა ვუყუროთ, როგორც 

მუდმივ სიდიდეს, ჰამილტონიანის მნიშვნელობას.  ამ, პირველი რიგის 

კერძოწარ-მოებულიან განტოლებაში, უცნობია     სიდიდე, ხოლო   

           დამოუკიდებელი ცვლადებია.   ამ განტოლებას ეძახიან 

სტაციონარულ ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას.  

ასეთი განტოლების ზოგადი ამონახსნი შეიცავს   ნებისმიერ 

მუდმივს, რომელთა როლშიც შეგვიძლია განვიხილოთ    სიდიდეები. 

ჰამილტონ-იაკობის განტოლების ამოხსნა, ექვივალენტურია 

შესაბამისი ჰამილტონის განტოლებათა სისტემის ამოხსნისა. 

სეპარაბელური სისტემების გარდა, ასეთი განტოლებების ამოხსნა 

საკმაოდ რთულია, თუმცა, თუ, გავითვალისწინებთ (12.45) 

ფორმულებს, დაფიქსირებული     სიდიდეების შემთხვევაში, 

შეგვიძლია, საზოგადოდ შევხედოთ ამონახსნის სტრუქტურას. 

მართლაც 

    
  

   
            ,                                                              (12.48) 

ასე, რომ თუ, (12.48) ტოლობას ვაინტეგრებთ ფაზური 

ტრაექტორიის გასწვრივ, მივიღებთ წირით ინტეგრალს 

          
 

  
.                                                                               (12.49) 
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12.8. leJandris gardaqmnebis geometria 

ლაგრანჟის          ცვლადებიდან, ჰამილტონის         

ცვლადებზე გადასვლა, ხორციელდება ლეჟანდრის გარდაქმნით. 

ამიტომ, საინტერესოა თვით ამ გარდაქმნის გეომეტრიული აზრი და 

სტრუქტურა. 

მრუდი წირი შეიძლება აღვწეროთ, როგორც წერტილების 

ერთობლიობით, ასევე,  მხები სიბრტყეების ერთობლიობითაც. 

ლეჯანდრის გარდაქმნა კი კავშირს ამყარებს ამ ორ წარმოდგენას 

შორის. ამ საკითხში, გავყვეთ ვ.არნოლდის გადმოცემის ფორმას, 

ვინაიდან ის საუკეთესოა მეთოდური თვალსაზრისით.  

განვიხილოთ        ფუნქცია. დავუშვათ, რომ ის ამოზნექილია 

ან ჩაზნექილი. ამ ფუნქციის ლეჟანდრის გარდაქმნა, გვაძლევს სხვა g(s) 

ფუნქციას ნახ.12.1 

 

ნახ.12.1.а)        ფუნქცია და მასთან დაკავშირებული მხებები; 

б)ლეჟანდრის გარდაქმნის აგება g(s) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ g(s) წარმოადგენს უდიდეს მანძილს 

ვერტიკალის გასწვრივ        ფუნქციის გრაფიკსა და      წრფეს 

შორის, ანუ, 

                      .                                                                (12.50)  
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რადგან         წერტილი განისაზღვრება მაქსიმუმის პირობებიდან, 

  

  
          .                                                                                   (12.51) 

ასე, რომ ახალი   ცვლადი წარმოადგენს,       ფუნქციის მხების 

დახრის კუთხეს         .  

განვიხილოთ, მექანიკური ინტერპრეტაცია. ვთქვათ, გვაქვს 

ჰამილტონიანი        ზემოთმოყვანილი ალგორითმით მივიღებთ, 

რომ ახალ      ფუნქციას აქვს სახე 

            .                                                                             (12.52) 

ამ შემთხვევაში, ახალი ცვლადი   
  

  
   , ასე, რომ ლეჟანდრის 

გარდაქმნა ამ შემთხვევაში, შეგვიძლია გადავწეროთ ფორმით 

              .                                                                             (12.53) 

ეს მაგალითი არის, ჩვენს მიერ უკვე განხილული ფორმულების 

(12.24) ნათელი ილუსტრაცია 

                           
   ;                                                (12.54) 

                                   
   .                                                    (12.55) 

 

12.9. klasikuri meqanikis geometria 

ტენზორულ ალგებრაში a

 ვექტორის კომპონენტების აღსაწერად 

გამოიყენებენ სიმბოლურ აღნიშვნებს  

 ia  და 
ia ;                                             (12.56)  

თუ, ინდექსები ჩაწერილია ზემოთ 
ia , მაშინ ის მიუთითებს 

კონტრავარიანტულ კომპონენტებზე, ხოლო თუ, ia - ქვემოთ, მაშინ 

კოვარიანტულ კომპონენტებზე. 
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ერთგანზომილებიან ტენზორს ვექტორს უწოდებენ. განვიხილოთ 

ვექტორის კონტრავარიანტული და კოვარიანტული კომპონენტების 

ცნებები. 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს ერთი  i მრუდწირულ კოორდინატთა 

სისტემიდან, მეორე 
ix კოორდინატთა სისტემაზე გადასვლის 

ფორმულები 

                                

nax. 12.2. 
i  და 

ix  მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემები 















),,(

),,(

),,(

32133

32122

32111







xx

xx

xx

.                                            (12.57) 

ეს სამი ფორმულა სიმბოლური აღნიშვნებით ჩაიწერება ერთ 

სტრიქონში 

),,( 321 ii xx                                                 (12.58) 

ჩავთვალოთ, რომ (12.58) გარდაქმნები არიან ჰომეომორფული P 

წერტილის მიდამოში. მაშინ, ცხადია რომ გარდაქმნის იაკობიანი ამ 

წერტილში განსხვავდება ნულისაგან, ანუ 

i

ix
J




  ,       0det J .                                        (12.59)  

O 

3
 2

 
1

O 

3x  2x
 

1x
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ამ შემთხვევაში, არაცხადი ფუნქციის შესახებ თეორემის ძალით, 

(12.58) 
i  კოორდინატების მიმართ 

),,( 321 xxxii   .                                            (2.60) 

დავადგინოთ, თუ როგორ გარდაიქმნებიან შესაბამისი 

კოორდინატების დიფერენციალები ლოკალურად. (12.58) 

ფორმულებიდან ადვილად მივიღებთ, რომ      

      3

3

2

21

1

1









d

x
d

x
d

x
dx

iii
i














 .                           (12.61) 

სიმბოლური აღნიშვნებით (12.61) გადაიწერება მოკლედ           

j

j

i
i d

x
dx 




 .                                               (12.62) 

ამ ფორმულაში გამოყენებულია აინშტაინის შეთანხმება შეჯამების 

შესახებ. ე.ი. როცა რომელიმე ჩანაწერის ერთ წევრში, ორჯერ 

მეორდება რომელიმე ინდექსი, მაშინ იგულისხმება რომ ამ ინდექსით 

ხდება შეჯამება. 

 განსაზღვრება: იმ ინდექსს, რომლითაც ხდება შეჯამება ყრუ 

ინდექსი ეწოდება. იმ ინდექსს, რომელიც ერთწევრში გვხვდება 

ერთხელ, თავისუფალი ინდექსი ქვია. 

 განსაზღვრება: ტენზორის თითოეულ წევრში, თავისუფალ 

ინდექსთა რაოდენობას, ტენზორის რანგი ეწოდება. 

 მაგალითად, ვექტორი-პირველი რანგის ტენზორია; სკალარული 

ფუნქცია - ნულ რანგის ტენზორია . . . 

განსაზღვრება: P-წერტილში განსაზღვრულ 
ia  სიდიდეებს 

ეწოდებათ პირველი რანგის ტენზორის კონტრავარიანტული 

კომპონენტები, თუ, კოორდინატთა სისტემის შეცვლისას, ისინი 

გარდაიქმნებიან, ისევე, როგორც გარდაქმნის ფორმულების 

დიფერენციალები (12.62). ანუ,  



200 

 

 
j

j

i
i a

x
a




 .                                                                                    (12.63)                                                            

იმისათვის, რომ გავარკვიოთ ვექტორის კონტრავარიანტული 

კომპონენტების გეომეტრიული შინაარსი, ავაგოთ მრუდწირული 

კოორდინატთა სისტემა P-წერტილში ნახ.12.3, სადაც მოდებულია ეს 

ვექტორი 

                                  

 

ნახ.12.3.  a


 ვექტორის კონტრავარიანტული კომპონენტების 

გეომეტრიული ინტერპრეტაცია 

გავავლოთ მრუდწირული 
ix  ღერძების მხებები P წერტილში. 

მაშინ a


 ვექტორის კონტრავარიანტული კომპონენტები წარმოადგენენ 

მის ორთოგონალურ პროექციებს შესაბამისი მრუდწირული ღერძების 

მხებების მიმართულებებზე, რომლებიც გავლებულია P წერტილში. 

განვიხილოთ ოპერატორი 

     
 

   

 
   ,                                                                                    (12.64) 

ახალ   კოორდინატებზე გადასვლას მივყავართ ფორმულამდე 

      
   

   

 

   

 
   

 
        

 

   

 
   ,                                                 (12.65) 
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სადაც   

           
   

   

 
   ,                                                                               (12.66) 

როგორც ვხედავთ,      კომპონენტები გარდაიქმნებიან როგორც 

კონტრავარიანტული ტენზორის კომპონენტები.   

ეხლა განვიხილოთ პირველი რანგის ტენზორის კოვარიანტული 

კომპონენტები. ამისათვის, დაგვჭირდება   ფუნქციის გრადიენტის 

გარდაქმნის ფორმულების შესწავლა. თუ მოცემული გვაქვს 

),,( 321 xxx   სკალარული ფუნქცია, მაშინ მისი გრადიენტი 

სიმბოლური აღნიშვნებით ჩაიწერება შემდეგნაირად jx


. ცხადია რომ                                                                   

i

j

ji

x

x 




















.                                             (12.67) 

 განსაზღვრება: P წერტილში განსაზღვრულ ia  სიდიდეებს 

ეწოდებათ პირველი რანგის ტენზორის კოვარიანტული 

კომპონენტები, თუ კოორდინატთა მრუდწირული ღერძების 

გარდაქმნისას, ისინი გარდაიქმნებიან, როგორც სკალარული ფუნქციის 

გრადიენტის კომპონენტები 

ji

j

i a
x

a



 .                                                (12.68) 

როგორც ვნახეთ, განზოგადებული იმპულსები ქმედების 

გრადიენტებს წარმოადგენენ, ამიტომ ცხადია, რომ განზოგადებული 

იმპულსები კოვარიანტულ ვექტორს წარმოადგენენ.  

P.S. ოპერატორი (12.64) წარმოადგენს მხები ვექტორის მაგალითს. 

მოცემულ     წერტილში, რომელიმე სკალარულ               ) 

ფუნქციაზე ამ ოპერატორის მოქმედების შედეგია მოცემული 

ფუნქციის ზედაპირის მხები მოცემულ წერტილში 
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   .                                                                                 (12.69) 

განვიხილოთ ეხლა, რაიმე წირი       , რომელიც 

პარამეტრიზებულია   ცვლადით, ისე, რომ გადის მოცემულ     

წერტილზე, როცა      თუ,               , ფუნქციის 

კოორდინატული წარმოდგენაა         , მაშინ ნებისმიერი სიდიდის 

წარმოებული      -ის გასწვრივ, მოცემულ     წერტილში 

განისაზღვრება მხები ვექტორით 

  
 

   
        

 

   
    

 
    ,                                                           (12.70) 

სადაც  

   
   

  
    .                                                                                       (12.71)  

ცხადია, რომ თუ       მოცემული       სისტემის ტრაექტორიაა, 

სადაც     დროა, მაშინ    სხვა არაფერია, თუ არა        სიჩქარის 

კომპონენტები. აქედან გამომდინარეობს სიჩქარის ვექტორის 

კონტრავარიანტულობა.       

მოცემულ     წერტილზე შეიძლება გაიაროს მრავალმა 

სხვადასხვა ტრაექტორიამ და ყოველივე მათგანს შეესაბამება თავისი 

მხები ვექტორი. ამ ვექტორების ერთობლიობა მოცემულ წერტილში 

ქმნის ვექტორულ სივრცეს, რომელსაც მხები სივრცე ეწოდება. ამ 

სივრცეს აღნიშნავენ სიმბოლურად     , სადაც   მრავალსახეობაა, 

ანუ სისტემის მიერ დაკავებული   განზომილებიანი სივრცე. მხები 

განფენის სივრცე აერთიანებს ყველა მხებ სივრცეს, მრავალსახეობის 

ყველა წერტილისათვის და მას აღნიშნავენ როგორც   . 

P.S. 1. ლაგრანჟის ფორმალიზმში, სისტემის მდგომარეობა ხასიათდება 

განზოგადებული    კოორდინატებითა და      სიჩქარეებით. ამ დროს 

ნებისმიერ   წერტილში, დროის ნებისმიერ  მომენტში გვაქვს მხები 

ვექტორი 
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     .                                                                           (12.72) 

ასე, რომ სისტემის მდგომარეობა შეიძლება დავახასიათოთ წერტილის 

მეშვეობით მხები განფენის სივრცეში. ლაგრანჟიანი კი შეიძლება 

განვიხილოთ, როგორც მხები განფენის სივრცის გადასახვა ნამდვილ 

რიცხვთა სიმრავლეზე, ანუ,        . 

2. ჰამილტონურ ფორმალიზმში მოძრაობა აღიწერება 

განზოგადებული    კოორდინატებითა და მათი შეუღლებული    

იმპულსებით. შესაბამისი ფაზური სივრცე წარმოადგენს 

სიმპლექტიკურ სივრცეს და ხასიათდება რიგი  თვისებებით. 

ჰამილტონური სისტემების განსაკუთრებული თვისებაა, ფაზური 

მოცულობის შენარჩუნება ჰამილტონური ნაკადის ზემოქმედებისას. 

 

     ამოცანები და სავარჯიშოები 

1.ლაგრანჟის ფორმალიზმი და ლაგრანჟის განტოლების გამოყვანა; 

2.ჰამილტონის ფორმალიზმი და ჰამილტონის განტოლებების 

გამოყვანა; 

3.პუასონის ფრჩხილების თვისებები; 

4.ლაგრანჟიანისა და ჰამილტონიანის გეომეტრიული შინაარსი; 

5.ლეჟანდრის გარდაქმნის გეომეტრიული აზრი. 

      

გამოყენებული ლიტერატურა 

1. Ландау Л.Д.,Лифшиц Е.М. Теоретическая физика, т.I, механика, 

Москва 1988 

2. Киттель Ч., Найт У., Рудерман М. Берклиевски курс физики, т.I, 

механика, пер. с англ. Москва 1975 

3. Дяконов В. Mathcad 2001. Учебный курс, численные и символьные 

вычисления, Санкт-Петербург, 2001 
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4. Синч Дж.л. Классическая механика. пер. с англ. Москва 1963 

5. Сихарулидзе Ю.Г. Балистика летательных аппаратов, Москва 1982 

6. Арнольд В.И. Математические методы классической механики, 

Москва, 2000 

7. Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической 

механики,т.1,т.2,уч. пос., Москва, 1984 

8. Олховский И.И. Курс Теоретическая механики для физиков, изд 

МГУ, 1974 

9. Олховский И.И. Павленко Ю.Г., Кузменков Л.С. Задачи по 

теоретической механике для физиков. изд МГУ, 1977 

10. Козел С.М., Рашба Э.И. Славатинский С.А. Сборник задач по 

физике, задачи МФТИ, Москва 1978 

11. Коткин Г.Л. Сербо В.Г. Сборник задач по классической механике, 

Москва 1977 

12. Кронин Г.Л. Гринберг Д, Телегди В. Сборник задач по физике с 

решениями. пер. с англ. Москва 1975 
13. obgaZe T. maTematikuri modelirebis kursi (uwyveti 

modelebi), t.1, saqarTvelos teqnikuri universitetis 

gamomcemloba, Tbilisi, 2006 

14. Табор М. Хаос и интегрируемость в нелинейной динамике, пер.с 

англ., Мир, Москва,1988 

15. Косевич А.М.,Ковалёв А.С. Введение в нелинейную физическую 

механику,Наукова думка, Киев, 1989 

16. Яковенко Г.Н.Лекции по теоретической механике устойчивость, 

колебания, гамильтонова механика, Москва, 2003   

(www.study.com.ru) 

17. Берже П.,Помо И.,Видаль К. Порядок в хаосе о детерминистском 

подходе к турбулентности, Пер. с франц. под ред. Данилова 

Ю.А.,Мир, Москва, 1991 

18. Алешкевич В.А., Деденко Л.Г.,КараваевВ.А. Колебания и волны, 

учеб.  пос., МГУ, Москва, 2001 

 

 

 

 



205 

 

თავი 13. SeSfoTebaTa Teoria da hamiltonuri sistemebi 

ბოლომდე ინტეგრებადი ჰამილტონური სისტემები, გამონაკლისს 

წარმოადგენს. მიუხედავად ამისა, ისინი დიდ როლს თამაშობენ, 

არაინტეგრებადი ჰამილტონური სისტემების სტრუქტურული 

თავისებურებების შესწავლის საქმეში. ეს ხდება იმიტომ, რომ ზოგჯერ 

ხელსაყრელია არაინტეგრებადი ჰამილტონური სისტემის წარმოდგენა, 

ინტეგრებადი    და მცირე     შეშფოთების ჯამის სახით, 

                       ,                                                         (13.1) 

სადაც    . ესაა შეშფოთებათა თეორიის იდეა და დიდი გამოყენება 

აქვს მზის სისტემის პლანეტების მოძრაობის დინამიკის შესწავლის 

საქმეში. თუ, შევისწავლით ორი სხეულის ამოცანას, მაგალითად, 

დედამიწის მოძრაობას მზის გარშემო, ეს ამოცანა იხსნება ბოლომდე 

და მივიღებთ, რომ დედამიწა მოძრაობს მზის გარშემო კეპლერის 

ელიფსურ ტრაექტორიებზე, მაგრამ მის მოძრაობაზე მცირე 

შეშფოთების სახით, გავლენას ახდენს იუპიტერი, რომლის 

ზემოქმედებაც მცირე შეშფოთების სახით ემატება ორი სხეულის 

პრობლემის ამონახსნს. ასეთი, თითქოს მარტივი ამოცანაც კი, არაა 

დღემდე ამოხსნილი ბოლომდე. რადგან აქ მიიღება სუსტად კრებადი 

მწკრივები და მათი კრებადობის დაცქარება დიდ სიძნელეებს აწყდება.  

მიუხედავად ამისა, შეშფოთებათა თეორია საჭიროებს შესწავლას, 

თუნდაც იმიტომ რომ გავერკვეთ, სამი სხეულის პრობლემაში 

არსებულ სირთულეებში. 

შეშფოთებათა თეორიის ძირითადი იდეაა, ამონახსნის 

წარმოდგენა სახით, სადაც     

                                       .                    (13.2) 

      - ინტეგრებადი სისტემის ზუსტი ამონახსნია. ხოლო 

დანარჩენი                      მიახლოებების პოვნა წარმოებს 

რეკურენტული ფორმულე-ბით. აქ არის იმის მოლოდინი, რომ როცა 
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    (13.2) ამონახსნი მიისწრაფის ზუსტი         ამონახსნისაკენ, 

თანაც დამატებითი წევრები დააზუსტებენ შეშფოთებულ 

ამონახსნამდე. თუმცა, ამის იმედია ვერ გვექნება დროის დიდ 

შუალედების შემთხვევაში. ასე, რომ ნებისმიერი ამოცანის ამონახსნის 

(13.2) წარმოდგენისათვის, დგება მისი ფიზიკური კრებადობის 

საკითხი. 

 

13.1. SeSfoTebaTa regularuli mwkrivebi 

განვიხილოთ უბრალო კვადრატული განტოლება 

         .                                                                           (13.3) 

ნულოვან მიახლოებაში, გვაქვს „ინტეგრებადი“ შემთხვევის 

ანალოგი განტოლება 

      ,                                                                                           (13.4) 

მისი ამონახსნებია       და     . ეხლა შევეცადოთ 

შეშფოთებული (13.3) ამოცანის ამონახსნის წარმოდგენა მწკრივის 

სახით 

                 
   

 
   ,                                                      (13.5) 

სადაც      „ ინტეგრებადი“  განტოლების ერთ-ერთი ამონახსნია.    

თუ, ჩავსვამთ (13.5) წარმოდგენას (13.3) განტოლებაში და 

გავუტოლებთ კოეფიციენტებს   ცვლადის ერთნაირ ხარისხებთან, 

მაშინ მივიღებთ       სიზუსტის ფარგლებში განტოლებებს, გაშლის 

კოეფიციენტებისათვის 

                    
                                                                           (13.6) 

                               ;                                                      (13.7)  

                      
            .                                                   (13.8) 
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ამ განტოლებების მიმდევრობით ამოხსნა გვაძლევს საშუალებას 

წარმოვადგინოთ (13.3) განტოლების ამონახსნები შესაბამისი (13.5) 

მწკრივებით 

                ,                                                                     (13.9) 

                   .                                                         (13.10) 

ეს არის შეშფოთებათა რეგულარული მწკრივი. ადვილი 

შესამჩნევია, რომ როცა    , (13.9),(13.10) მიახლოებები მიისწრაფიან 

შესაბამისი „ინტეგრებადი“  განტოლების ზუსტი ამონახსნებისაკენ.  

 

13.2. SeSfoTebaTa singularuli mwkrivebi 

ეხლა განვიხილოთ სინგულარული განტოლება 

         .                                                                                (13.11) 

ეს ამოცანა არაა რეგულარული, რადგან ზღვარში როცა     

განტოლებას აქვს ერთი ამონახსნი, მაშინ როცა შეშფოთებულ (13.11) 

ამოცანას აქვს ორი ამონახსნი. ასეთ ამოცანებს, შეშფოთებათა თეორიის 

სინგულარული  ამოცანები ეწოდებათ. ასეთ შემთხვევაში ამოცანის 

ყველა ამონახსნი შეიძლება ვერ წარმოდგეს ხარისხოვანი (13.5) 

მწკრივის სახით. 

ამ განტოლების არაშეშფოთებული ნაწილის       ამონახსნია 

   . ამ ამონახსნის პოვნა ადვილად შეგვიძლია (13.5) მწკრივის 

სახით, რადგან ეს რეგულარული ნაწილის ფესვია. მისი ჩასმა (13.11) 

განტოლებაში, საშუალებას მოგვცემს ვიპოვოთ წარმოდგენა 

                .                                                                (13.12)  

ამოცანის სინგულარული ნაწილი დაკავშირებულია მეორე 

ფესვთან, რომელიც უსასრულობისაკენ მიისწრაფის, როცა    . ეს 

იმას ნიშნავს, რომ          . ეს იმაზე მიუთითებს, რომ 
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მიზანშეწონილია ცვლადთა გარდაქმნა ფორმულით   
 

  
, თუ 

გავითვალისწინებთ იმ ფაქტს, რომ როცა    , განტოლებაში (13.11) 

წევრებმა     და   ერთმანეთი უნდა დააბალანსონ უსასრულობისაკენ 

სწრაფვის სიჩქარის თვალსაზრისით,ანუ,  
  

   
 და 

 

  
 ერთნაირი 

სისწრაფით უნდა მიისწრაფოდენ უსასრულობისაკენ, როცა    . ეს 

კი იმას ნიშნავს, რომ           , ანუ, ერთადერთი მისაღები 

ცვლადთა გარდაქმნაა   
 

  
. მაშინ (13.11) განტოლება გარდაიქმნება 

განტოლებად 

        .                              
 

  
                                           (13.13) 

ეხლა უკვე მივიღეთ რეგულარული ამოცანა და მისი წარმოდგენა 

შეგვიძლია სტანდარტული ხარისხოვანი მწკრივებით 

                 ,                                                               (13.14) 

                    .                                                    (13.15) 

თუ, გამოვიყენებთ უკუ გარდაქმნას (13.13), მივიღებთ საწყისი 

სინგულარული ამოცანის ამონახსნების წარმოდგენებს 

                ,                                                                (13.16) 

    
 

 
              .                                                      (13.17) 

 

13.3 regularuli SeSfoTebaTa mwkrivebi 

diferencialuri gantolebebisaTvis 

    განვიხილოთ დიფერენციალური განტოლება 

                                                                                    (13.18)  

და საწყისი პირობები                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

          .                                                                                         (13.19) 
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თუ, გამოვიყენებთ ამონახსნის (13.5) წარმოდგენას, ჩავსვამთ 

(13.18) განტოლებაში და გავუტოლებთ კოეფიციენტებს   ცვლადის 

ერთნაირ ხარისხებთან, მივიღებთ სისტემას 

                  ,                                                                               (13.20) 

                      
 ,                                                                     (13.21)   

                       .                                                                 (13.22) 

ამოცანის ინტეგრებადი ნაწილი (13.20), ადვილად ინტეგრდება და 

მივიღებთ 

         ,                                                                                        (13.23) 

ამ ამონახსნის ჩასმა (13.21) განტოლებაში გვაძლევს განტოლებას 

           ,                                                                                    (13.24) 

განტოლებას, საწყისი პირობით 

       .                                                                                            (13.25)  

ასეთ, ერთგვაროვან სასაზღვრო პირობებს ვსვამთ ყველა 

შემდგომი მიახლოებისათვის, რათა მთლიანმა შეშფოთებულმა 

წარმოდგენამ დააკმაყოფილოს (13.19) პირობა. (13.24),(13.25) ამოცანის 

ამოხსნაა 

                ,                                                                       (13.26) 

თავის მხრივ, თუ, ამ ამონახსნს ჩავსვამთ (13.22) განტოლებაში, 

მივიღებთ 

                 .                                                                     (13.27) 

ასე, რომ       სიზუსტით (13.18),(13.19) ამოცანის ამონახსნს აქვს 

სახე 

                                      .                 (13.28) 
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 P.S.  აქ მოყვანილი განტოლებების ამოხსნიდან, შეიძლება 

შეიქმნას შთაბეჭდილება, რომ შეშფოთებათა თეორია ყოველთვის 

წარმატებით ხსნის ამოცანებს, მაგრამ სამწუხაროდ ასე არაა. როგორც 

არაერთმა მცდელობებმა აჩვენა, მრავალგანზომილებიანი ჰამილტო-

ნური სისტემებისათვის, შეშფოთებათა თეორიას შევყავართ პუანკარეს 

„მცირე მნიშვნელების“ ჩიხში და მხოლოდ კოლმოგოროვ-არნოლდ-

მოზერის ეგრეთწოდებულმა KAM თეორიამ შეძლო ამ ჩიხიდან 

ნაწილობრივი გამოსვლა. თუმცა, ეს თეორია გვერდს უქცევს, 

ჰამილტონური სისტემების ამოცანის გლობალური ამოხსნის  ამოცანას 

და კმაყოფილდება კერძო ამოცანებით ფაზური ტრაექტორიების 

ტორზე ყოფაქცევის შესახებ.       

 

   ამოცანები და სავარჯიშოები 

1.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება: 

         ; 

2.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება: 

            ; 

3.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება:  

         ; 

4.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება: 

              ; 

5.შეშფოთებათა თეორიის მეშვეობით ამოხსენით განტოლება: 

            . 
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თავი 14. ქაოსი ჰამილტონურ სისტემებში 

როგორც ვხედავთ, ერთი თავისუფლების ხარისხის მქონე 

ჰამილტონური სისტემები ინტეგრებადია. ორი თავისუფლების 

ხარისხის მქონე სისტემის ფაზური სივრცე, უკვე 

ოთხგანზომილებიანია. თუ, სისტემა ამავე დროს, კონსერვატიულია, 

მაშინ ენერგეტიკული ზედაპირი სამგანზომილებიანია. ასეთ 

შემთხვევაშიც კი, სისტემის ქაღალდზე დატანით გამოკვლევა 

რთულია. ამიტომ, მეოცე საუკუნის უდიდესი მატემატიკოსების, 

პუანკარესა და ბირგკოფის შრომებში შემუშავებული იქნა კვეთის 

ზედაპირების მეთოდი. ის, განსაკუთრებით ეფექტურია, ორი 

თავისუფლების ხარისხის მქონე, კონსერვატიული სისტემებისათვის. 

თუმცა, მისი გამოყენება შეიძლება უფრო მაღალი განზომილების 

სისტემებისთვისაც. კვეთის ზედაპირების მეთოდი, პირველი 

რიცხვითი მეთოდი იყო, რომელიც შემუშავებული იქნა 

არაინტეგრებადი სისტემების გამოსაკვლევად. 

 

14.1. kveTis zedapirebis meTodi ori Tavisuflebis 

xarisxis mqone hamiltonuri sistemebisaTvis 

განვიხილოთ, ორი თავისუფლების ხარისხის მქონე, 

კონსერვატიული სისტემის ჰამილტონიანი 

    
 

  
   

    
          .                                                        (14.1)  

ამ სისტემის ტრაექტორიების შესწავლის ამოცანა, შეიძლება 

დავიყვა-ნოთ ორგანზომილებიან ამოცანამდე. მოცემულ 

ენერგეტიკულ დონეზე, ვიხილავთ რაიმე კვეთას, მაგალითად    . 

ამის შემდეგ რიცხვითი ანალიზის მეშვეობით, მივყვებით რომელიმე 

ტრაექტორიას და ვპოულობთ შესაბამის მნიშვნელობებს    და    

ცვლადებისათვის. თუ,        პოტენციალი შემოფარგლავს 

ტრაექტორიებს, მაშინ აღნიშნულ კვეთში გავლისას, ჩვენ კვლავ 
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მივიღებთ    და    ცვლადებისათვის ახალ მნიშვნელობებს და ა.შ. 

ამრიგად, ჩვენ მივიღებთ გადასახვას, რომელიც შედგება        

წერტილებისაგან (ნახ.14.1.) და წარმოადგენს კვეთის ზედაპირს. 

 

ნახ.14.1. კვეთის ზედაპირი აგება 

კვეთის ზედაპირზე მყოფი წერტილი, განსაზღვრავს სისტემის 

მდგომარეობა ნიშნის სიზუსტით, რაც გამომდინარეობს (14.1) 

ფორმულიდან, როცა            და    . მართლაც, მაშინ 

          
 

  
  

         .                                                   (14.2) 

კვეთის ზედაპირი, როგორც წესი იგება ისე, რომ    სიდიდეს 

ქონდეს განსაზღვრული ნიშანი, მაგალითად     . თუ, მოცემული 

ტრაექტორიისათვის საწყის მონაცემებს                    კვეთის 

ზედაპირზე აღვნიშნავთ    ასოთი, მაშინ შემდგომი გადაკვეთის 

წერტილები             ადგენენ გადასახვას ფაზურ სიბრტყეში. ამ 

წერტილებმა შეიძლება შეავსონ გლუვი წირი, ან მოგვცენ 

დისკრეტული წერტილების სიმრავლე. ცალკეულ შემთხვევებში კი 

(არაინტეგრებადი), შეიძლება მოხდეს ამ წერტილების ქაოსური 

განლაგება კვეთის ზედაპირზე. თუმცა, მარტო ვიზუალური შედეგით 

ვერ ვიტყვით, რომ საქმე გვაქვს ქაოსთან.  
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P.S. იმისათვის, რომ გამოვიკვლიოთ ქაოსურია, თუ, არა ტრაექტორია 

ფაზურ სივრცეში, საჭიროა, დამატებითი გამოკვლევები, ლიაპუნოვის 

მაჩვენებლები იქნება, თუ, ენერგეტიკული სპექტრი. 

 

14.2. henon-heilesis hamiltoniani 

განვიხილოთ, ჰენონ-ჰეილესის ჰამილტონიანი 

  
 

 
   

    
   

 

 
            

 

 
  .                                    (14.3) 

ეს არის ვარსკვლავის მოძრაობის ჰამილტონიანი, ცილინდრული 

სიმეტრიის მქონე გრავიტაციულ ველში, გლუვი გალაქტიკური 

პოტენციალის პირობებში. პოტენციალურ ფუნქციას აქვს სახე 

       
 

 
            

 

 
  .                                                   (14.4)  

     ეს პოტენციალი გამოსახულია ნახ.14.2. დონის წირები 

აგებულია ენერგიის   
 

  
 მნიშვნელობიდან,   

 

 
  მნიშვნელობამდე. 

 

ნახ.14.2.პოტენციალური ენერგიის დონეები.  გარე დონეს შეესაბამება   
 

 
 

შესაბამის კვეთის ზედაპირებზე, დონის წირების განლაგება, 

პოტენციალური ენერგიის დონეების მიხედვით, მოცემულია ნახ.14.3. 
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ნახ.14.3.ჰენონ-ჰეილესის სისტემის კვეთის ზედაპირები: а)  
 

  
     

 

 
     

 

 
 

 

14.3 brtyeli gadasaxvebi, romlebic inaxaven farTs 

განვიხილოთ ბრტყელი გადასახვები: 

                                                                                                (14.5) 

          

                                                                                                  (14.6)  

        ეს გადასახვა შეინარჩუნებს ფართს, თუ, 

            

        
  .                                                                                       (14.7) 

თუ,    და   პოლინომებია, მაშინ ამ გადასახვას მთელი 

კრემონული გადასახვა ეწოდება. ამ გადასახვის თვისებები, სწორედ ამ 

ფუნქციების სახეზეა დამოკიდებული. თუ, ისინი შეიძლება ჩავწეროთ 

წრფივი ფუნქციებით, მაგალითად ასე 

                                                                                         (14.8) 

                                                                                        (14.9) 
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მაშინ, გადასახვა წარმოადგენს ბრუნვას     კუთხით. მეორე 

მაგალითი, წრფივი გარდაქმნით 

                                                                                                (14.10) 

                                                                                                    (14.11)  

 შეესაბამება პარალელურ გადატანას X ღერძის პარალელურად. 

ჰენონმა მოიფიქრა შეშფოთებული გარდაქმნა 

                  
                                                              (14.12) 

    

                  
                                                              (14.13) 

ჰენონის მთავარი შედეგი ის არის, რომ (14.12),(14.13) გარდაქმნა 

წარმოადგენს ორი გარდაქმნის კომპოზიციას. რომელთაგან ერთი 

არაწრფივი(დეფორმაციით) გადატანაა და მეორე - მობრუნება, ე.ი. 

შეგვიძლია ჩავწეროთ 

                                                                                                    (14.14) 

სადაც 

                                                                                                   (14.15) 

                

                                   
                                                           (14.16) 

არაწრფივი დეფორმაცია-გადატანაა, ხოლო 

                                                                                  (14.17) 

    

                                                                                  (14.18) 



217 

 

შესაბამისი გარდაქმნების გეომეტრიული სურათები მოცემულია 

ნახ.14.4. 

 

ნახ.14.4.ელიფსური დისკის გარდაქმნა ჰენონის გარდაქმნათა 

კომპოზიციით 

შესაბამის ფაზურ სიბრტყეში სისტემა იძლევა სურათებს ნახ.14.5, 

ნახ.14.6 

 

ნახ.14.5.ჰენონის გარდაქმნის ფაზური სიბრტყე, როცა          

 

ნახ.14.6.არის დაშლა ჰიპერბოლურ წერტილთან 
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ამ შედეგების მიღება მარტივია კომპიუტერის გამოყენე-

ბით.როგორც ნახ 14.6 გვიჩვენებს სისტემაში, ჰიპერბოლური 

წერტილის მახლობლობაში წარმოიქმნება ქაოსი, რომელიც თანდათან 

ვრცელდება მტელ არეში. 

 

14.4. kavSiri farTis Semnaxvel asaxvebsa da hamiltonur 

sistemebs Soris 

ჰენონის გადასახვას აქვს, არაინტეგრებადი ჰამილტონიანის ყველა 

თვისება, თუმცა, მისი მიღების წესი ამ ჰამილტონიანიდან არაა 

მარტივი. 

ამიტომ, შევეცადოთ ვუპასუხოთ კითხვაზე: შეგვიძლია, თუ, არა 

ჰამილტონიანიდან მივიღოთ ფართის შემნახველი ასახვები ? 

განვიხილოთ, ერთი თავისუფლების ხარისხის მქონე მარტივი 

ჰამილტონიანი 

       
 

 
       ,                                                                       (14.19) 

რომლისთვისაც ჰამილტონური განტოლებები ჩაიწერება 

მარტივად 

                                                                                                        (14.20) 

    
     

  
.                                                                                                 (14.21) 

ჰამილტონურ (14.20),(14.21) განტოლებებში დროით 

წარმოებულები, შევცვალოთ სასრული სხვაობებით, მაშინ მივიღებთ 

            ,                                                                                 (14.22) 

           
  

   
 

    

,                                                                   (14.23)   

თუმცა, ეს გადასახვა არ ინახავს ფართობს, რადგან 



219 

 

            

        
  ,                                                                                    (14.24) 

მაგრამ, თუ, ჩვენ (14.23) სხვაობიან სქემაში პოტენციალური 

ფუნქციის წარმოებულს გამოვითვლით წერტილში       , მაშინ 

მივიღებთ სქემას 

                 ,                                                                           (14.25)              

                
  

   
 

      

.                                                           (14.26)  

რომელიც, უკვე ინახავს ფართს.     

ეხლა, ამოვწეროთ ჰამილტონიანი, რომელსაც შეესაბამება 

(14.25),(14.26) სასრულ-სხვაობიანი სქემა. ამისათვის, (14.19) 

ჰამილტონიანის მაგივრად განვიხილოთ ჰამილტონიანი 

          
 

  
                  

 

   
     .                         (14.27) 

სადაც      . ასეთი ტიპის ჰამილტონიანები გამოიყენება 

ტალღგამტარებში გამავალი სიგნალების მოდელირებისათვის. 

თუ, განვიხილავთ ჰამილტონიანს 

          
 

 
                    

 

      
   ,                          (4.28) 

მაშინ მივიღებთ დისკრეტულ ასახვას, რომელიც ასევე, 

ინარჩუნებს ფართს                    

             ,                                                                             (14.29)  

            
  

   
 

    

.                                                                    (14.30)  
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14.5 teilor-Cirikovis standartuli asaxva 

ყველაზე უფრო მეტად პოპულარულია ასახვა, რომელიც მიიღება, 

თუ (14.30) ფორმულაში, პოტენციალური ენერგიის ფუნქციას ჩავწერთ 

სახით 

       
 

     
        .                                                                  (14.31) 

მაშინ მივიღებთ მოძრაობის განტოლებებს 

            ,                                                                                 (14.32) 

         
 

  
         .                                                                  (14.33) 

სადაც დავუშვით, რომ     . ამასთან, ამ მოდელის განხილვისას, 

თვლიან, რომ ცვლადები იცვლებიან პერიოდით 1, ანუ,  

                                                                                     (14.34) 

ამ ასახვას ტეილორ-ჩირიკოვის სტანდარტულ ასახვას უწოდებენ. 

მისი ტიპიური ფაზური სიბრტყე მოცემულია ნახ.14.7. 

 

ნახ.14.7.ტეილორ-ჩირიკოვის ასახვის ფაზური პორტრეტი, როცა 

k=0.97 

ამ ფაზური პორტრეტიდან, ნათლად ჩანს, თუ, როგორ 

ენაცვლებიან ერთმანეთს რეგულარული და ქაოსური ნაწილები. აქ 
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ვხედავთ კუნძულებსაც, რაც იმაზე მიუთითებს, რომ ინვარიანტული 

წირები ტორები კი არ არიან აქ, არამედ კანტორები (დაკავშირებულია 

კანტორის სიმრავლესთან). 

 

14.6.ლოკალური ქაოსის წარმოქმნის კრიტერიუმი  

(ლიაპუნოვის მაჩვენებლები) 

ჰამილტონურ სისტემებში, ქაოსური მოძრაობის 

დამახასიათებელი თვისებაა, ძლიერი დამოკიდებულება საწყის 

პირობებზე. ქაოსურობის შემთხვევაში, საწყის პირობებში 

ახლოსმდგომი ინტეგრალური წირები, შემდგომში, ექსპონენციალური 

სისწრაფით შორდებიან. თუმცა, ფაზური სივრცის 

შემოფარგლულობის გამო, ისინი უსასრულოდ ვერ დაშორდებიან. 

დაშორების სიჩქარის შესაფასებლად, იყენებენ ლიაპუნოვის 

მაჩვენებლებს.  

მათი გამოყენების არეალი, სცილდება ჰამილტონურ სისტემებს 

და ისინი გამოიყენება საზოგადოდ, ყველა სახის დინამიკური 

სისტემებისათვის. 

  როგორც ვიცით, ატრაქტორები არსებობს სხვადასხვა სახის: 

მდგრადი ფოკუსი, ზღვარითი ციკლი, ტორი და ბოლოს, უცნაური 

ატრაქტორი. ისმის კითხვა: როგორი იქნება კრიტერიუმი, რომელიც 

საშუალებას მოგვცემს განვასხვავოთ ეს ატრაქტორები ერთმანეთისაგან 

? ასეთ კრიტერიუმს გვაძლევს ლიაპუნოვის მაჩვენებლის ცნება, 

რომლის შესწავლასაც ვაპირებთ ამ პარაგრაფში. 

ზოგადობის შეუზღუდავად, განვიხილოთ ავტონომიური 

დინამიკური სისტემა 

       .                                                                   (14.35) 
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ამ შემთხვევაში, ერთადერთი შესაძლო ატრაქტორი არის, 

მდგრადი უძრავი წერტილი(ერთგანზომილებიანი კვანძი). ხოლო, 

მისი ტრაექტორია, არის ერთი უძრავი წერტილი     . იმისათვის, 

რომ დავამტკიცოთ ამ უძრავი წერტილის მდგრადობა, გამოვიყენოთ 

ჩვენს მიერ უკვე შესწავლილი, გაწრფივებული სისტემის მდგრადობის 

ანალიზის მეთოდი. ამისათვის, განვიხილოთ უძავი წერტილის მცირე 

შეშფოთება 

              .                                                                            (14.36) 

ჩავსვათ ეს ფუნქცია (14.35) განტოლებაში და მარჯვენა მხარე 

გავშალოთ მწკრივად უძრავი წერტილის მიდამოში. მიღებულ 

გაშლაში, შევინარჩუნოთ მხოლოდ წრფივი წევრები შეშფოთების 

მიმართ. მაშინ გვექნება განტოლება 

 

  
      ,                                                                                       (14.37) 

სადაც    
  

      

- მუდმივი სიდიდეა. ცხადია, რომ (14.37) 

განტოლების ამონახსნს აქვს სახე 

              .                                                                             (14.38)  

თუ,     მაშინ უძრავი წერტილი მდგრადია. ამ მარტივ 

ამოცანაში    სიდიდის პოვნა, არ წარმოადგენს არავითარ სირთულეს, 

თუმცა სხვა შემთხვევაში, მის საპოვნელად კომპიუტერი 

დაგვჭირდებოდა. თუმცა, იმ რთული შემთხვევებისათვისაც კი 

შეგვიძლია ვიპოვოთ   სიდიდე, საკმაოდ მარტივი ფორმულით 

L=      
 

 
         .                                                                           (14.39) 

ლიაპუნოვის მაჩვენებლის ცნება, აზოგადებს (14.39) ფორმულას 

ორი მიმართულებით 
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1) ტრაექტორიები შეიძლება მოძრაობდნენ მრავალგანზომი-

ლებიან სივრცეში:      - რადიუს-ვექტორია, რომლის ბოლოც   

დროის განმავლობაში, მოძრაობს ტრაექტორიის გასწვრივ; 

2) სისტემის მდგომარეობის მდგრადობას ვსწავლობთ       

ცნობილი ამონახსნის მახლობლობაში. 

წინა მაგალითის (14.36) ანალოგიურად, განვიხილოთ 

შეშფოთებული ამონახსნი, მხოლოდ, ეხლა უკვე ვექტორული ტოლობა 

გვექნება, რადგან მრავალგანზომილებიან ამოცანას ვიხილავთ 

             .                                                                            (14.40) 

      - შეშფოთების დინამიკა გვიჩვენებს, თუ, როგორია    

ამონახსნის მეზობელი,       ტრაექტორიის დინამიკა. ის, დროთა 

განმავლობაში შორდება, თუ, უახლოვდება     ტრაექტორიას.         

სიდიდის დინამიკის შესასწავლად, ჩავსვათ (14.40) ტოლობები 

ვექტორულ, არაწრფივ სისტემაში 

             ,                                                                                 (14.41) 

სადაც    ამ სისტემის ამონახსნია. მარჯვენა ნაწილი, გავშალოთ 

მწკრივად       შეშფოთების მიმართ და მოვახდინოთ მისი 

გაწრფივება. მაშინ მივიღებთ განტოლებათა წრფივ სისტემას 

 

  
        

         

       

       .                                                  (14.42) 

თუ, განვაზოგადებთ (14.39) თანადობას, მივიღებთ ლიაპუნოვის 

მაჩვენებლების გამოსათვლელ ფორმულას 

           
 

 
         .                                                              (14.43) 

ეხლა ჩვენ უკვე შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ კრიტერიუმი, 

სხვადასხვა ტიპის ატრაქტორების განსხვავებისათვის. 

1.ერთგანზომილებიან შემთხვევაში არსებობენ მხოლოდ ისეთი 

მდგრადი, უძრავი წერტილები, რომელთათვისაც ლიაპუნოვის 

მაჩვენებელი უარყოფითია    ; 

2.ორგანზომილებიან შემთხვევაში, შესაძლებელია, მხოლოდ ორი 

ტიპის ატრაქტორები: მდგრადი უძრავი წერტილები და ზღვარითი 

ციკლები. 
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 თუ, ატრაქტორი მდგრადი, უძრავი წერტილია (ფოკუსი), მაშინ 

ლიაპუნოვის ორივე მაჩვენებელი უარყოფითია      .  

თუ, ატრაქტორი ზღვარითი ციკლია, მაშინ მისი ტრანსვერსა-

ლური შეშფოთების შესაბამისი ლიაპუნოვის მაჩვენებელი უარყო-

ფითია, ხოლო ტანგენციალურისა - ნულის ტოლი      .  თუმცა, 

ასეთივე მნიშვნელობები შეიძლება გვქონდეს „პათოლოგიურ“ 

შემთხვევაშიც,  როცა გვაქვს წირი, რომელიც უძრავი წერტილებისაგან 

შედგება; 

3.სამგანზომილებიან შემთხვევაში,  

გვაქვს მდგრადი ფოკუსი, თუ, ლიაპუნოვის მაჩვენებლებია 

       ; 

მდგრადი ზღვარითი ციკლი, თუ,        ; 

მდგრადი ტორი, თუ,        ; 

თუ, ლიაპუნოვის რომელიმე მაჩვენებელი დადებითია, შეიძლება 

გვქონდეს სისტემაში ქაოსი. თუ, გვაქვს         მაშინ შეიძლება 

გვქონდეს არამდგრადი ტორი, რომელიც არაა ატრაქტორი. 

თუ, სისტემის ატრაქტორის ლიაპუნოვის მაჩვენებლებია        , 

მაშინ ის ითვლება უცნაურ ატრაქტორად. უცნაური ატრაქტორის 

მეზობელი ტრაექტორიები სწრაფად შორდებიან მას. 

 

14.7.ჰამილტონური ქაოსი ჰიდროდინამიკურ სისტემებში 

 

ჰიდროდინამიკაში არსებობს ორგვარი მიდგომა. ესაა ეილერის 

მიდგომა და ლაგრანჟის მიდგომა. ეილერის მიდგომის დროს, 

სწავლობენ სითხის მოძრაობას მოცემულ კოორდინატთა სისტემაში და 

სითხის მოძრაობას ახასიათებენ სიჩქარის კომპონენტებით 

            ,                                                                                  (14.44) 

            ,                                                                                  (14.45) 

w=w         .                                                                                    (14.46)  
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 ხოლო, ლაგრანჟის მიდგომის დროს მიყვებიან თითოეული 

ნაწილაკის ტრაექტორიას და სიჩქარეთა ველს წარმოადგენენ 

შემდეგნაირად 

             ,                                                                                  (14.47) 

             ,                                                                                  (14.48)  

             .                                                                                 (14.49) 

სადაც უნდა გვქონდეს საწყისი პირობებიც 

                .                                                                               (14.50)  

ორგანზომილებიანი უკუმში სითხისათვის, ადგილი აქვს 

უკუმშობის პირობას 

       .                                                                                        (14.51) 

აქედან გამომდინარე, ცხადია, რომ უნდა არსებობდეს დენის 

ფუნქცია  , ისეთი, რომ 

  
  

  
,                                                                                                (14.52)  

   
  

  
.                                                                                             (14.53) 

ლაგრანჟის მიდგომის ფარგლებში, შეგვიძლია ჩავწეროთ 

მოძრაობის განტოლებები ფორმით 

   
  

  
,                                                                                                 (14.54)  

    
  

  
.                                                                                             (14.55) 

ამ განტოლებებს, როგორც ვხედავთ, აქვთ ჰამილტონის 

განტოლებების სტრუქტურა, სადაც      ,     ,     . თუ, დენის 

ფუნქცია არაა დამოკიდებული დროზე, მაშინ (14.54),(14.55) სისტემა 

ავტონომიურია და ინტეგრებადი. ხოლო, თუ, გვაქვს დროზე 

დამოკიდებულება, მაშინ სისტემაში შეიძლება გვქონდეს ქაოსი. 

თუმცა, სამგანზომილებიან  შემთხვევაში, ქაოსი შეიძლება წარმო-

იქმნას სტაციონარულ შემთხვევაშიც. 

 

 ამოცანები და სავარჯიშოები 

1. კვეთის ზედაპირის არსი და გამოყენების არეალი; 
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2. ჰენონ-ჰეილესის ჰამილტონიანი; 

3. ააგეთ ფართის შემნახავი ასახვა სიბრტყეზე და შეისწავლეთ მისი 

დინამიკა კომპიუტერზე; 

4. კავშირი ფართის შემნახავ ასახვასა და ჰამილტონიანებს შორის; 
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