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საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტეტი 

2009 წელი  

  

 
ავტორი:  giorgi rexviaSvili 

დასახელება:  filebisa da garsebis gaangariSebis zogierTi 

sakiTxi Cveulebrivi diferencialuri gantolebebis integrebis 

gziT 

ფაკულტეტი :  samSeneblo 

ხარისხი:  დოქტორი 

სხდომა ჩატარდა:  25.03. 2009 w.  

 

ინდივიდუალური პიროვნებების ან ინსტიტუტების მიერ 

ზემომოყვანილი დასახელების დისერტაციის გაცნობის მიზნით მოთხოვნის 

შემთხვევაში მისი არაკომერციული მიზნებით კოპირებისა და გავრცელების 

უფლება მინიჭებული აქვს საქართველოს ტექნიკურ უნივერსიტეტს. 

 

ავტორის ხელმოწერა 

 

ავტორი ინარჩუნებს დანარჩენ საგამომცემლო უფლებებს და არც 

მთლიანი ნაშრომის და არც მისი ცალკეული კომპონენტების გადაბეჭდვა ან 

სხვა რაიმე მეთოდით რეპროდუქცია დაუშვებელია ავტორის წერილობითი 

ნებართვის გარეშე.  

ავტორი ირწმუნება, რომ ნაშრომში გამოყენებული საავტორო 

უფლებებით დაცული მასალებზე მიღებულია შესაბამისი ნებართვა (გარდა 

იმ მცირე ზომის ციტატებისა, რომლებიც მოითხოვენ მხოლოდ სპეციფიურ 

მიმართებას ლიტერატურის ციტირებაში, როგორც ეს მიღებულია 

სამეცნიერო ნაშრომების შესრულებისას) და ყველა მათგანზე იღებს 

პასუხისმგებლობას. 
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რეზიუმე 

ნაშრომი ეხება თხელკედლიანი სივრცული კონსტრუქციების 

გაანგარიშების საკითხს, რომელთა მთავარ შემადგენელ ელემენტებს 

წარმოადგენენ ფილები და ცილინდრული გარსები. მათი შესწავლის 

აქტუალობა განპირობებულია იმ მზარდი მოთხოვნილებით, რომელსაც მას 

უყენებს თანამედროვე ტექნიკა და მშენებლობა. ისინი ფართოდ 

გამოიყენება სამრეწველო და სამოქალაქო მშენებლობაში, 

გემთმშენებლობაში, მანქანათმშენებლობაში, ავიამშენებლობაში, 

აეროდრომების მშენებლობაში და სხვა. აღნიშნული სისტემების ასეთი 

პოპულარობა განპირობებულია ერთის მხრივ მათი სიმტკიცის მაღალი 

მაჩვენებლებით, მეორეს მხრივ კი კონსტრუქციის წონის მკვეთრად 

შემცირების შესაძლებლობით, რასაც გადამწყვეტი მნიშვნელობა ენიჭება 

მფრინავი აპარატების (თვითმფრინავები, რაკეტები და სხვა) 

განხორციელებისას. გარსთა ტექნიკური თეორია, რომელიც ძირითადად ვ. 

რეისნერისა და ვ. ვლასოვის მიერ დაფუძნებულია ჰიპოთეზაზე ხისტი 

ნორმალის შესახებ. გადამწყვეტ განტოლებათა სისტემა მე-8-ე რიგისაა, 

ხოლო სასაზღვრო პირობები კი მართკუთხა ფორმის გარსის თითოეულ 

კიდეზე ხუთი. შეუსაბამობა, რომელიც გაჩნდა სასაზღვრო პირობებსა 

და განტოლებათა რიგს შორის ხელოვნური «რეკონსტრუქცია» გაუკეთა 

კირხჰოფმა, რომელმაც შემოიღო ე.წ. «განზოგადებული» განივი ძალის 

ცნება და ხუთი სასაზღვრო პირობა დაიყვანა ოთხზე. აღნიშნულ 

შეუსაბამობას თავიდანვე მიაქცია ყურადღება მრავალმა ცნობილმა 

მეცნიერმა. შეიქმნა მრავალი ე.წ,. დაზუსტებული თეორიები. აღნიშნული 

საკითხის ზუსტი გადაწყვეტა მოგვცა ი. ვეკუამ, რომელმაც მე-8-ე რიგის 

დიფერნციალურ განტოლებათა სისტემა აიყვანა. მე-10-ე რიგამდე, რითაც 

შესაბამისობა დაამყარა სასაზღვრო პირობებსა და განტოლებათა რიგს 

შორის. 

ნაშრომის კვლევის ობიექტს წარმოადგენს ცილინდრული გარსი 

სხვადასხვა სახის ჩამაგრების პირობებით, თავისუფლად დაყრდნობილი 

მართკუთხა ფილა კონტურის გასწვრივ მოქმედი განაწილებული 

ცვლადი მომენტების ქმედებით, მართკუთხა ფილა, რომლის ორი 

მიმდებარე გვერდი ჩამაგრებულია ხისტად ან სახსრულად, ხოლო ორი 

მოსაზღვრე კი თავისუფალია და კონსოლური ფილა. 

კვლევის მიზანია მოცემულ იქნეს აღნიშნული ობიექტების 

გაანგარიშებაზე ნებისმიერი პრაქტიკული ამოცანის გადაწყვეტის ახალი 

მეთოდი კლასიკური დრეკადობის თეორიაში დაკანონებული 

კირხჰოფის ჰიპოთეზის გამოყენების გარეშე, რომლის  რიცხვითი 

რეალიზაციისას მთლიანად იქნება გამორიცხული მათემატიკური 

ხასიათის სირთულეები. 

სამუშაოში დასახული კვლევის მიზანი მიღწეულია უწყვეტ ტანთა 

მექანიკაში ი. ღუდუშაურის მიერ შექმნილი ახალი მიმართულების 

«დრეკადობის თეორია ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებებში» 
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გამოყენებით, დამუშავებული ალგორითმების საფუძველზე პერსონალური 

კომპიუტერისათვის შედგენილია პროგრამები, რომელთა რეალიზაციის 

შედეგები მოყვანილია დისერტაციაში. 
 
 

ნაშრომის მეცნიერული სიახლე. 

 ახალი მეთოდის «დრეკადობის თეორია ჩვეულებრივ დიფერენციალურ 

განტოლებებში» გამოყენებით ცილინდრული გარსის გაანგარიშებისას 

გათვალისწინებულია ძვრის ძალების გავლენა, რაც კლასიკურ გარსთა 

თეორიაში უგულებელყოფილია სასაზღვრო პირობების 

არასრულყოფილობის გამო. 

 კონტურის გასწვრივ განაწილებული ცვლადი მომენტური 

დატვირთვის შემთხვევისათვის შესწავლილია მართკუთხა ფილის 

დაძაბულ-დეფორმირებული მდგომარეობა. 

 მოცემულია მუდმივკვეთიანი კონსოლური ფილის თავისუფალ ბოლოზე 

სხვადასხვა ძალოვანი ფაქტორების მოქმედებისას ღუნვის ამოცანების 

ზუსტი გადაწყვეტა. 

 შესწავლილია მართკუთხა ფილა, რომლის ორი მოსაზღვრე გვერდი 

თავისუფალია, დანარჩენი ორი კი შეიძლება იყოს ხისტად 

ჩამაგრებული ან სახსრულად დაყრდნობილი. 

 ნაჩვენებია, რომ ახალი თეორია სიზუსტით ადეკვატურია 

კლასიკური დრეკადობის თეორიისა და ამასთან ერთად მკვეთრად 

ამარტივებს გარსების და ფილების გაანგარიშებაზე ნებისმიერი 

ამოცანის გადაწყვეტას, რაც მიიღწევა მათი ჩვეულებრივ 

დიფერენციალური განტოლებების ინტეგრებაზე დაყვანის გზით. 

ნაშრომის პრაქტიკული ღირებულება. ა) მასში მიღწეულია 

სწორკუთხედის ფორმის თხელი ფილების ახალი მეთოდის დამუშავება, 

რომლის პრაქტიკული რეალიზაცია კირხჰოფის ჰიპოთეზის გამოყენების 

გარეშე მკვეთრად არის გამარტივებული; ბ)ადვილად მიიღწევა 

მოცემული მეთოდის არსის განზოგადოება გარსთა თეორიის ამოცანებზე; 

გ) ნაშრომში განხილული კონკრეტული ამოცანისათვის მოცემულია 

მათემატიკური ალგორითმი და პროგრამა, რომელიც გამოირჩევა 

კომპაქტურობით და სიმარტივით. ადვილად შეიძლება გამოყენებული 

იქნას საპროექტო და სამეცნიერო-კვლევითი დაწესებულებების მიერ 

ფილებისა და გარსების გაანგარიშებისა და პროექტირებისას. 

დისერტაციის ძირითადი შედეგები მოხსენებული იქნა: 

1. პროფესორ ნ. მოწონელიძის 80 წლის იუბილესთან დაკავშირებულ 

საერთაშორისო სიმპოზიუმზე «  « თბილისი (1-2). 11.2000 წ; 

2. პროფესორ ლ. გველესიანის 70 წლის იუბილესადმი მიძღვნილი 

რესპუბლიკური სამეცნიერო-ტექნიკური კონფერენცია «სამშენებლო 

კონსტრუქციები», თბილისი, 2001 წ.;  

3. საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტეტის მასალათა გამძლეობისა და 

დრეკადობის თეორიის კათედრის მეთოდ-სემინარზე (თბილისი, 2003 

წ.); 
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4. საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტეტის მასალათა გამძლეობისა 

და დრეკადობის თეორიის; სამშენებლო მექანიკის და 

სეისმომედეგობის კათედრების გაფართოებულ სხდომაზე (თბილისი, 

2005 წ.); 
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არსებული თეორიის განვითარების მოკლე მიმოხილვა. ნაჩვენებია, რომ 
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არსებული თეორიების სრულყოფის გარეშე იქმნება საშიშროება მათი 
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გადაწყვეტის საქმეში, რაც ამჟამად უკვე შეიმჩნევა სასრულო 
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Summary 

 

     The work concerns the issue of analysis of thin-walled spatial shell structures, 
the general composing elements of which the slabs and cylindrical shells are. The 
actuality of its study has been conditioned by the growing demands of up-to-date 
engineering and construction. They are widely used in industrial and civil engineering 
shipbuilding, machine-building, aircraft construction, construction of airports and so 
on. The high popularity of mentioned systems is conditioned, on the one hand, by high 
characteristics  of strength, and on another -  by possibility of  significant decreasing  
of the structure weight that has the decisive importance in building of  aircraft 
(airplanes, rockets and so on). In the theory of engineering of shells that by V. Reisner 
and V.Vlasov is mainly based on hypothesis about rigid normal, the system of  solving 
equations  are of 8th degree, and the number of boundary conditions on each edge of 
the rectangular shell is five. With the purpose to solve the disparity, emerged between 
boundary conditions and degree of equations,  Kirchhof  has made the artificial 
"reconstruction"  that consists in bringing in of the concept of so called "generalized' 
transversal force and reducing the number of boundary conditions from five to four. 
Many famous scientists have paid  an attention to mentioned disparity  from the very 
outset . Many so called specified theories were elaborated. The precise solution of 
mentioned issue is given by I. Vekua via the rise of the degree of the system of 
differential equations from 8 to 10 that has allowed to establish the accordance 
between boundary conditions and degree of equations. The object of research of the 
present work there are  the cylindrical shell  with different boundary conditions, freely 
supported rectangular slab subjected to effect of variable moments distributed  along 
the contour, the rectangular slab, two bordering to each other edges of which are 
embedded rigidly or jointed, and other two ones are free, and the cantilever slab.  

The goal of investigation is elaboration of the new method of solution of any 
practical tasks connected to mentioned structures without using the Kirchhof 
hypothesis, legal in classic theory of elasticity, in numerical realization of which the 
difficulties of mathematical character will be entirely excluded. 

The goal, assigned in work,  is achieved using the new direction in mechanics of 
continued bodies "Theory of elasticity in common differential equations",  elaborated 
by I. Gudushauri. On the basis of elaborated algorithms the programs for personal 
computers are elaborated, the results of realization of which are given in dissertation. 

The scientific novelty of the work 
 Using the new method "Theory of elasticity in common differential equations" in 

analysis of cylindrical shells there is considered the influence of shear forces that 
in classic theory of shells has been ignored due to incompleteness of boundary 
conditions. 

 The mode of deformation of rectangular slab under effect of variable moment 
loading, distributed along the contour, is examined. 

 The precise solution of task of bending of cantilever slab with permanent cross-
section, subjected to different force factors acting on the free end is given. 

 There is examined the rectangular slab, two  bordering to each other edges of 
which are free, and other two ones  can be embedded rigidly or supported by 
joints. 

 There has been shown that the new theory has preciseness adequate to classic 
theory of elasticity and the same time significantly simplifies the solution of any 
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task of  analysis of shells and slabs that is achieved  via bringing them to 
integration of common differential equations. 

The practical importance of the work 
a) There is elaborated the new method of analysis of rectangular thin slabs, the 

practical realization of which  without using the Kirchhof hypothesis is significantly 
simplified; b) The generalization of the essence of given method on the tasks of theory 
of shells is easily achievable; c) for the concrete task, examined in the work, there is 
given the mathematical algorithm and program that is distinguished with compactness 
and simplicity.  It easily can be  used by the design and scientific-research institutions 
in analysis and design of slabs and shells. 

The main results of dissertation were reported on: 
1. International Symposium dedicated to 80 year anniversary of professor N. 

Motsonelidze, Tbilisi, 2000. 
2. Scientific-Engineering Conference of Georgia -"Building Structures", dedicated to 

70 year anniversary of professor L. Gvelesiani, Tbilisi, 2001. 
3.  Seminar of the faculty of resistance of materials and theory of elasticity of 

Georgian Technical University (Tbilisi, 2003) 
4. The extended meeting of faculties of structural mechanics and seismic resistance, 

and structural mechanics and seismic resistance of Georgian Technical University 
(Tbilisi, 2005). 

5. Faculty of structural mechanics and seismic resistance of Georgian Technical 
University (Tbilisi, 2006). 

In first chapter there is given the short survey of development of existing 
theories of analysis of slabs and shells. The has been shown that, despite the plurality 
of publications in this field, the results of carried out theoretical research need further 
development in respect to  rising of its preciseness  and practical use. In the work 
there is particularly indicated that without accomplishment of existing theory there is 
aroused the danger of their almost entire ignoring in issue of solving of practical tasks 
that at present has been already seen  on tendency of bringing from foreign countries 
of ready programs, using the numerical method of finite elements. This dangerous 
tendency is dictated by the circumstance that the method of finite elements is far 
simply in the view of mathematics comparatively to existing analytical methods. 
Therefore, the avoiding of this dangerous tendency is possible exactly by elaboration 
of new, competitive analytical methods. What about numerical methods, their 
doubtless preference should be considered in examination of objects of very complex 
structure.  

On the basis of carried out research the following general inferences are 
formulated: 
1. There is shown that the solutions, obtained by the theory of  I. Gudushauri are 

distinguished by quick convergence and high preciseness. This method is very 
simply in the view of mathematics. It capable to compete successfully with 
numerical methods in examination of objects of simply structure. 

2.  Results, obtained via examination of case studies in dissertation do not practically 
differ from results, obtained using the boundary conditions of classic theory of 
elasticity  that  indicates the  reliability of  carried out research. 

3. The forces of interacting of fictitious systems along the diagonal outgoing from 
the point of intersection  of rigidly embedded sides is equal to zero that in physical 
point of view was expected and again indicates the reliability of implemented 
research. 
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4. There is shown the preference of method by I. Gudushaury in cylindrical shell 
analysis comparatively to the classic method. 

The series of numerical experiments are realized with the purpose of 
verification of the preciseness of mathematical algorithm and establishment of 
solution mathematical convergence. 
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ნახ. 19. მგრეხავი მომენტის ეპიურა. 

ნახ. 20. განივი ძალის ეპიურა. 

ნახ. 21. მღუნავი მომენტის ეპიურა. 

ნახ. 22. ჩაღუნვის ეპიურა. 

ნახ. 23. კონსოლური ფილა ჰიდროსტატიკური დატვირთვით. 



xv 

ნახ. 24. ცილინდრული გადახურვა. 

ნახ. 25. ცილინდრული გარსიდან გამოყოფილი ელემენტი. 

ნახ.  26. Tx ფიქტიური სისტემა. 

ნახ.  27. Ty ფიქტიური სისტემა. 
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შესავალი 

 

სამუშაოს აქტუალობა. ნაშრომი ეხება თხელკედლიანი სივრცული 

კონსტრუქციების გაანგარიშების საკითხს, რომელთა მთავარ შემადგენელ 

ელემენტებს წარმოადგენენ ფილები და ცილინდრული გარსები. მათი 

შესწავლის აქტუალობა განპირობებულია იმ მზარდი მოთხოვნილებით, 

რომელსაც მას უყენებს თანამედროვე ტექნიკა და მშენებლობა. ისინი 

ფართოდ გამოიყენება სამრეწველო და სამოქალაქო მშენებლობაში, 

გემთმშენებლობაში, მანქანათმშენებლობაში, ავიამშენებლობაში, 

აეროდრომების მშენებლობაში და სხვა. აღნიშნული სისტემების ასეთი 

პოპულარობა განპირობებულია ერთის მხრივ მათი სიმტკიცის მაღალი 

მაჩვენებლებით, მეორეს მხრივ კი კონსტრუქციის წონის მკვეთრად 

შემცირების შესაძლებლობით, რასაც გადამწყვეტი მნიშვნელობა ენიჭება 

მფრინავი აპარატების (თვითმფრინავები, რაკეტები და სხვა) 

განხორციელებისას. შრომები, რომელიც ცილინდრული გარსების 

გაანგარიშების თეორიას ეძღვნება შეიძლება დავყოთ სამ ჯგუფად. 

პირველს მიეკუთვნება სამუშაოები, რომელიც ემყარება ლიავის გარსთა 

თეორიას, მეორეს _ სამუშაოები, რომლებიც დაფუძნებულია დრეკადობის 

თეორიის ზოგად მეთოდებზე, ხოლო მესამეს კი ცილინდრული გარსების 

პრაქტიკული გაანგარიშება გარკვეული გამარტივებული დაშვებების 

გათვალისწინებით. 

პირველი ჯგუფი მოიცავს ს. ტიმოშენკოს [1], ი. ბუბნოვის [2, 3] 

და ჰ.პაპკოვიჩის [4] შრომებს, მეორე ჯგუფი მოიცავს ა.გვოზდევის [5], 

ა.გოლდენვეიზერის [6], ვ. ვლასოვის [7, 8], პ. პასტერნაკის [9], 

ი.მილეიკოვსკის [10, 11], ი. ვეკუას [12, 13, 14], ა. გუზის [15], ი. 

ღუდუშაურის [16], მ.მიქელაძის [17, 18, 19, 20], ი. ონიაშვილის [21] და 

სხვათა შრომებს [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31]. 

თხელკედლიანი კონსტრუქციების და ნაგებობების მთავარ 

შემადგენელ ელემენტს წარმოადგენს სხვადასხვა ფორმის თხელი ფილა, 



17 

რომლის გაანგარიშება ხასიათდება სასაზღვრო პირობების 

მრავალფეროვნებით,  რაც გამოწვეულია მისი კონტურის ჩამაგრების 

ნაირსახეობით. 

პირველი შედეგები ფილების ღუნვის თეორიაში, რომელიც კვლევის  

ხასიათს ატარებდა, მიღებული იყო ჯერ კიდევ მე-19 საუკუნის 20-იან 

წლებში ა.კოშის [32] და ს. პუასონის [33] მიერ, სადაც პირველად აისახა 

თეორიის ანალიზური მოდელის არსი ე.წ. «უსასრულოდ მცირე 

ელემენტის» შესახებ და მის საფუძველზე სივრცითი ამოცანებისათვის 

ზოგადი სახით იქნა მიღებული ყველა ის ძირითადი 

კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლება, რომელსაც 

დღემდე არ დაუკარგავს თავისი უდიდესი პრაქტიკული მნიშვნელობა. 

მას შემდეგ რაც ჩამოყალიბებული იქნა ჟ.კირხჰოფის [3] ცნობილი 

ჰიპოთეზა, აღნიშნული თეორია, რომელიც ფილის ღუნვის ტექნიკური 

(მიახლოებითი) თეორიის სახელწოდებით არის ცნობილი, მრავალი 

მეცნიერის კვლების საგანი გახდა. პირველი ფუნდამენტალური 

შედეგები გადმოცემული იქნა ა. ლიავის [34], ლ.ნავიეს [35], ი.ბუბნოვის 

[2, 3], ს. ტიმოშენკოს [1], ბ.გალიორკინის [36, 37, 38], ჰ. პაპკოვიჩის [4] 

და სხვათა შრომებში [39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 

53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64], რომლებმაც სათავე დაუდეს 

აღნიშნული თეორიის საანგარიშო მეთოდების დახვეწა სრულყოფას და 

განვითარებას. 

ზემოთ აღნიშნული ამოცანები სამშენებლო მექანიკის ერთ-ერთ 

მნიშვნელოვან ამოცანათა რიცხვს განეკუთვნებიან. მოხსენებული 

ავტორების ნაშრომების ანალიზმა დაგვანახა, რომ მიუხედავად 

აღნიშნული უდიდესი მიღწევისა, კლასიკური დრეკადობის თეორიის 

ფართო პრაქტიკული გამოყენება სხვადასხვა ჰიპოთეზური დაშვებების 

გარეშე, მნიშვნელოვნადაა შეზღუდული მისი მათემატიკური 

სირთულეების გამო. ამ სირთულეებთან არის დაკავშირებული 
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მსოფლიო საინჟინრო პრაქტიკაში ამჟამად არსებული მრავალი სახის 

პრობლემა, რომლებიც მნიშვნელოვნად აფერხებს ტექნიკურ პროგრესს.  

კერძოდ,   ყველა  კონკრეტული  ამოცანის  განხილვისას ზუსტი 

(მკაცრი) ანალიზური მეთოდის ნაცვლად, გამოიყენება სხვადასხვა 

მიახლოების რიცხვითი მეთოდები, მხოლოდ მისი მათემატიკური 

სიმარტივის გამო, მიუხედავად რიცხვითი მეთოდის ცნობილი 

ნაკლოვანი მხარისა, მკაცრ ანალიზურ მეთოდთან შედარებით. 

უკანასკნელ წლებში, კლასიკურ გარსთა თეორიის საფუძველზე 

დამუშავდა უამრავი ახალი ანალიზური მეთოდი, რომლებიც გამიზნულნი 

არიან გარსის თავისუფალ წახნაგზე არსებული ხუთი რეალური 

სასაზღვრო პირობის ოთხ პირობაზე დაყვანისათვის, ხოლო თხელი 

ფილების კლასიკურ თეორიაში კი – სამი რეალური სასაზღვრო 

პირობის ორ პირობაზე დაყვანისათვის. თითოეული დამატებითი 

ფაქტორის გათვალისწინება კი, ცხადია სათანადოდ ართულებს 

ამოცანის გადამწყვეტ განტოლებათა სისტემის ამოხსნას, რადგან საჭირო 

ხდება ახალი საძიებელი ფუნქციების შემოტანა. ამასთან ერთად, რიგი 

მეცნიერების (ს. ტიმოშენკოს [1], ე. რეისნერის [65, 55, 67, 68, 69], ა. 

კრეენის [70] და სხვათა) გამოკვლევებში, რომლებიც არ იზიარებენ 

მოსაზრებას რეალური სასაზღვრო პირობების რიცხვის ხელოვნურად 

შემცირების შესაძლებლობის შესახებ კირხჰოფის ჰიპოთეზის გამოყენებით, 

შეიძლება ჩავთვალოთ გარსთა თეორიის შექმნის წარმატებულ 

მცდელობად, ამ ჰიპოთეზის გამოყენების გარეშე. ამ მიმართულებით 

აღსანიშნავია ი. ვეკუას [12, 13, 14] შრომები, რომლებშიც დასახული 

მიზანი წარმატებითაა მიღწეული (ამოცანის გადაწყვეტა განტოლებათა  

სისტემის მე-8 რიგიდან და მე-10 რიგამდე გაზრდით), მაგრამ როგორც 

ცნობილია დღემდე ნაკლებად არის მიღწეული აღნიშნული 

გამოკვლევის რიცხვითი რეალიზაცია მათი მათემატიკური სირთულის 

გამო. 
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კლასიკური დრეკადობის თეორიის საფუძველზე მრავალი 

ღირსშესანიშნავი შედეგია მიღებული, განსაკუთრებით ბრტყელი 

ამოცანების გადაწყვეტისას კომპლექსური ცვლადის ფუნქციათა 

თეორიის გამოყენებით, რაც საბოლოო სახით ჩამოყალიბებულია ნ. 

მუსხელიშვილის [71] ცნობილ მონოგრაფიაში. 

ამ მიმართულებით მრავალ უცხოელ მეცნიერებთან ერთად 

მნიშვნელოვანი წვლილი აქვთ შეტანილი მსოფლიოში აღიარებულ 

ქართველ მეცნიერებსაც: ი.ვეკუას [13], ვ. კუპრაძეს [72], შ. მიქელაძეს [73, 

74], ი. ღუდუშაურს [16, 47, 53, 75, 76, 77, 78, 79, 90] გ. ყიფიანის [47, 71], მ. 

ყალაბეგიშვილის [66, 81], ჯ. ბიჭიაშვილის [82], რ. ბანცურს [83], თ. 

ვაშაყმაძეს [84], დ. გორდეზიანს [85], ლ. მუხაძეს [86], თ.ზონენაშვილს 

[87] და მრავალ მათ მოწაფეს. 

 მათემატიკური სიმარტივის თვალსაზრისით დრეკადობის 

თეორიის ამოცანის ზუსტი გადაწყვეტა ადვილად მიიღწევა, თუ მისი 

განხილვისას კლასიკური დრეკადობის თეორიის ნაცვლად გამოვიყენებთ 

დრეკადობის თეორიას ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტოლებებში, 

რომელიც დამუშავებულია ი.ღუდუშაურის [16] მონოგრაფიაში. მასში 

მოცემულია დრეკადობის თეორიის სამგანზომილებიანი ამოცანების 

ამოხსნის ზოგადი ანალიზური მეთოდი, რომელიც მათემატიკური 

თვალსაზრისით გამოირჩევა განსაკუთრებული სიმარტივით და მეტად 

მოხერხებულია პრაქტიკული გამოყენების თვალსაზრისით. ამ მეთოდის 

გამოყენებისას დრეკადობის თეორიის ამოცანების ამოხსნა დაიყვანება 

ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლებების ინტეგრებაზე. ეს 

მიიღწევა მასში ჩადებული ორიგინალური ანალიზური მოდელის 

საფუძველზე, რომლის თანახმადაც მოცემული სამგანზომილებიანი 

სხეულის უსასრულოდ მცირე ელემენტის მუშაობა წარმოდგენილია ამ 

ელემენტის ტოლდიდი სამი ერთგანზომილებიანი ფიქტიური 

ელემენტის ერთობლივი მუშაობით. 
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მოცემულ მონოგრაფიაში აღნიშნული თეორია დამუშავებულია 

კლასიკური დრეკადობის თეორიის დაშვებების სიზუსტით. ამ მეთოდს 

უნარი აქვს გაუწიოს კონკურენცია რიცხვით მეთოდებს მარტივი 

სტრუქტურის მქონე ობიექტების განხილვის დროს. აღნიშნული მეთოდი 

საშუალებას იძლევა ადვილად იქნეს მიღწეული ნებისმიერი ამოცანის 

(მათ შორის სივრცითის) ზუსტი გადაწყვეტა, რაიმე ჰიპოთეზური 

დაშვებების (მათ შორის სენ-ვენანის პრინციპის) გამოყენების გარეშე. 

ყოველივე ზემოთქმულის გათვალისწინებით, წარმოდგენილ 

სადისერტაციო ნაშრომს «ფილებისა და დამრეცი გარსების 

გაანგარიშების ზოგიერთი საკითხი ჩვეულებრივი დიფერენციალურო 

განტოლებების ინტეგრების გზით», რომელიც გამიზნულია ფილების 

თხელკედლიანი სივრცითი კონსტრუქციების (ცილინდრული გარსები) 

გაანგარიშების სიზუსტის გაზრდისა და პროექტირებისას 

მნიშვნელოვანი ეკონომიური ეფექტის მიღწევისაკენ, ცხადია დიდი 

პრაქტიკული მნიშვნელობა უნდა მიენიჭოს, რაც ამ თემის 

აქტუალობაზე მეტყველებს. 

ნაშრომის კვლევის ობიექტი, მიზანი და მეთოდები. კვლევის 

ობიექტს წარმოადგენს ცილინდრული გარსი სხვადასხვა სახის 

ჩამაგრების პირობებით, კონსოლური ფილა დატვირთვის სხვადასხვა 

შემთხვევევით, სახსრულად დაყრდნობილი მართკუთხა ფილა 

დატვირთული საზღვრის გასწვრივ განაწილებილი ცვლადი სიდიდეს 

მომენტებით და მართკუთხა ფილა, რომლის ორი მიმდებარე გვერდი 

ჩამაგრებულია ხისტად ან სახსრულად, ხოლო ორი მოსაზღვრე კი 

თავისუფალია. 

კვლევის მიზანი. მოცემული იქნეს აღნიშნული ობიექტების 

გაანგარიშებაზე ნებისმიერი პრაქტიკული ამოცანის გადაწყვეტის ახალი 

მეთოდი კლასიკური დრეკადობის თეორიაში დაკანონებული კირხჰოფის 

ჰიპოთეზის გამოყენების გარეშე, რომლის რიცხვითი რეალიზაციისას 

მთლიანად იქნება გამორიცხული მათემატიკური ხასიათის სირთულეები. 
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კვლევის მეთოდიკა. სამუშაოში დასახული კვლევის მიზანი 

მიღწეულია უწყვეტ ტანთა მექანიკაში ი. ღუდუშაურის მიერ შექმნილი 

ახალი მიმართულების «დრეკადობის თეორია ჩვეულებრივ 

დიფერენციალურ განტოლებებში» გამოყენებით, დამუშავებული 

ალგორითმების საფუძველზე პერსონალური კომპიუტერისათვის 

შედგენილია პროგრამები, რომელთა რეალიზაციის შედეგები მოყვანილია 

დისერტაციაში. 

ნაშრომის მეცნიერული სიახლე. 

1. აღნიშნული ახალი თეორიით ცილინდრული გარსის გაანგარიშებისას 

გათვალისწინებულია ძვრის ძალების გავლენა, რაც კლასიკურ გარსთა 

თეორიაში უგულებელყოფილია სასაზღვრო პირობების 

არასრულყოფილობის გამო. 

2. მოცემულია მუდმივკვეთიანი კონსოლური ფილის ღუნვის ამოცანების 

ზუსტი გადაწყვეტა თავისუფალ ბოლოზე სხვადასხვა ძალოვანი 

ფაქტორების მოქმედებისას. 

3. შესწავლილია მართკუთხა ფილა, რომლის ორი მოსაზღვრე გვერდი 

თავისუფალია, დანარჩენი ორი კი შეიძლება იყოს ხისტად 

ჩამაგრებული ან სახსრულად დაყრდნობილი. 

4. გაანალიზებულია სახსრულად დაყრდნობილი მართკუთხა ფილის 

დაძაბულ-დეფორმირებული მდგომარეობა კონტურის გასწვრივ 

მოქმედი სიდიდის მომენტური დატვირთვების შედეგად. 

5. ნაჩვენებია, რომ ახალი თეორია სიზუსტით ადეკვატურია კლასიკური 

დრეკადობის თეორიისა და ამასთან ერთად მკვეთრად ამარტივებს 

გარსების და ფილების გაანგარიშებაზე ნებისმიერი ამოცანის 

გადაწყვეტას, რაც მიიღწევა მათი ჩვეულებრივ დიფერენციალური 

განტოლებების ინტეგრებაზე დაყვანის გზით. 

ნაშრომის პრაქტიკული ღირებულება. ა) მასში მიღწეულია 

სწორკუთხედის ფორმის თხელი ფილების გაანგარიშების ახალი 

მეთოდის დამუშავება, რომლის პრაქტიკული რეალიზაცია კირხჰოფის 
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ჰიპოთეზის გამოყენების გარეშე მკვეთრად არის გამარტივებული; 

ბ)ადვილად მიიღწევა მოცემული მეთოდის არსის განზოგადოება გარსთა 

თეორიის ამოცანებზე; გ) ნაშრომში განხილული კონკრეტული 

ამოცანისათვის მოცემულია მათემატიკური ალგორითმი და პროგრამა, 

რომელიც გამოირჩევა კომპაქტურობით და სიმარტივით. ადვილად 

შეიძლება გამოყენებული იქნას საპროექტო და სამეცნიერო-კვლევითი 

დაწესებულებების მიერ ფილებისა და გარსების გაანგარიშებისა და 

პროექტირებისას. 

მიღებული შედეგების საიმედოობა მიღწეულია პირველ რიგში 

გამოყენებული მათემატიკური აპარატით და მათი ამოხსნის სიზუსტით. 

ამავე დროს დამუშავებული ალგორითმების და პროგრამების 

საფუძველზე ფილებისა და გარსების ამოცანებისათვის შესრულებული 

გამოთვლების შედეგების შედარებით ლიტერატურიდან ცნობილ 

შედეგებთან: 

ნაშრომის აპრობაცია. დისერტაციის ძირითადი შედეგები 

მოხსენებული იქნა: 

6. პროფესორ ნ. მოწონელიძის 80 წლის იუბილესთან დაკავშირებულ 

საერთაშორისო სიმპოზიუმზე «  « თბილისი (1-2). 11/2000 წ; 

7. პროფესორ ლ. გველესიანის 70 წლის იუბილესადმი მიძღვნილი 

რესპუბლიკური სამეცნიერო-ტექნიკური კონფერენცია «სამშენებლო 

კონსტრუქციები», თბილისი, 2001 წ.;  

8. საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტეტის მასალათა გამძლეობისა და 

დრეკადობის თეორიის კათედრის მეთოდ-სემინარზე (თბილისი, 2003 

წ.); 

9. საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტეტის მასალათა გამძლეობისა 

და დრეკადობის თეორიის კათედრის გაფართოებულ სხდომაზე 

(თბილისი, 2005 წ.); 
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10. საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტეტის სამშენებლო მექანიკისა 

და სეისმომედეგობის კათედრაზე არსებულ საქალაქო სემინარზე 

(თბილისი, 2006 წ.)   

პუბლიკაციები. დისერტაციის თემაზე გამოქვეყნებულია 5 

სამეცნიერო შრომა. 

პირველ თავში მოცემულია ფილებისა და გარსების 

გაანგარიშებაზე არსებული თეორიის განვითარების მოკლე მიმოხილვა. 

ნაჩვენებია, რომ ამ დარგში არსებული პუბლიკაციათა სიმრავლის 

მიუხედავად, ჩატარებულ თეორიულ გამოკვლევათა შედეგები საჭიროებენ 

შემდგომ დამუშავებას მათი სიზუსტის გაზრდისა და პრაქტიკული 

გამოყენების თვალსაზრისით. ნაშრომში განსაკუთრებითაა აღნიშნული, 

რომ არსებული თეორიების სრულყოფის გარეშე იქმნება საშიშროება 

მათი თითქმის მთლიანად უგულვებელყოფისა პრაქტიკული ამოცანების 

გადაწყვეტის საქმეში, რაც ამჟამად უკვე შეიმჩნევა სასრულო 

ელემენტების რიცხვითი მეთოდის გამოყენებით შედგენილი მზა 

პროგრამების საზღვარგარეთიდან მრავლად შემოტანის გზით. ასეთი 

საშიში ტენდენცია კი ნაკარნახევია მხოლოდ იმით, რომ სასრულ 

ელემენტთა მეთოდი, არსებულ ანალიზურ მეთოდებთან შედარებით 

გაცილებით მარტივია მათემატიკური თვალსაზრისით. ამიტომ ამ 

საშიში ტენდენციის აცილება შესაძლებელია სწორედ ახალი 

კონკურენტუნარიანი ანალიზური მეთოდების დამუშავების გზით. რაც 

შეეხება რიცხვით მეთოდებს, მხედველობაში უნდა იქნეს მიღებული 

მათი უდაო უპირატესობა რთული სტრუქტურის ობიექტების 

განხილვისას.  

ბოლო პარაგრაფში ნაჩვენებია, რომ აღნიშნული თვალსაზრისით 

კონკურენტუნარიანი ანალიზური მეთოდების რიცხვს მიეკუთვნება ი. 

ღუდუშაურის მეთოდი რომელიც გამოყენებულია დისერტაციაში 

დასმული ამოცანების გადაწყვეტისას. 
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მეორე თავში მოცემულია თხელი ფილების ღუნვაზე 

გაანგარიშების ზოგადი თეორიის არსი ჩვეულებრივ დიფერენციალურ 

განტოლებებში, რომელიც დამუშავებულია ი. ღუდუშაურის მიერ. 

თავისუფლად დაყრდნობილი ფილის მაგალითზე ნაჩვენებია, რომ ამ 

თეორიის გამოყენებით მკვეთრად მარტივდება კლასიკურ თეორიაში 

ცნობილი მათემატიკური ხასიათის სირთულეები. გარდა ამისა 

ნაჩვენებია მისი ეფექტურობაც ნებისმიერი სასაზღვრო პირობების 

დაკმაყოფილების საკითხის მკვეთრად გამარტივების თვალსაზრისით. 

ამის საჩვენებლად მოცემულია ი. ღუდუშაურის თეორიის გამოყენებით 

კონსოლური ფილისა და ორი მიმდებარე გვერდით ხისტად 

ჩამაგრებული ფილის ღუნვაზე გაანგარიშების საკითხი. გამოთვლილია 

ყველა საძიებელი სიდიდეები, აგებულია მათი ცვლილების გრაფიკები 

და გაკეთებულია შედარებები სხვა ავტორების მიერ სხვადასხვა გზით 

მიღებულ შედეგებთან. 

მესამე თავში განხილულია ცილინდრული გარსის ღუნვაზე 

გაანგარიშების საკითხი ი.ღუდუშაურის მეთოდის გამოყენებით. გარსთა 

ტექნიკური თეორიისაგან განსხვავებით გამოყენებულია რეალური 

სასაზღვრო პირობები. შემოღებულია სამი უგანზომილები პარამეტრი , 

 და , რომელთა ცვლილებების მიხედვით დახასიათებულია მოკლე, 

საშუალო და გრძელი ცილინდრული გადახურვების დაძაბულ-

დეფორმირებული მდგომარეობები. მიღებული შედეგები შედარებულია 

ლიტერატურიდან ცნობილ შედეგებთან. შედგენილია მათემატიკური 

ალგორთმი ყველა სასაზღვრო პირობების ზუსტად დაკმაყოფილებით 

და შესაბამისი პროგრამა კომპიუტერისათვის. 

ძირითად დასკვნებში გადმოცემულია სადისერტაციო ნაშრომის 

ძირითადი შედეგები. 

დანართში მოცემულია პროგრამები კომპიუტერული 

რეალიზაციისათვის. 
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1. ლიტერატურის მიმოხილვა 

 

1.1. ზოგიერთი ცნობები ფილებისა და გარსთა თეორიის 

თანამედროვე მდგომარეობის შესახებ 
 
 

1.1.1. ფილებისა და გარსების თეორიის განვითარების ეტაპები 

 

გარსებისა და ფილების თეორია წარმოადგენს მყარი დეფორმადი 

ტანის მექანიკის ვრცელ განშტოებას, რომელსაც გააჩნია რთული 

სტრუქტურა და მისი გაანგარიშების საკითხი, როგორც მკაცრი 

საინჟინრო დისციპლინისა დაიწყო მე-19-ე საუკუნის პირველი 

ნახევრიდან ლ. ნაივეს, ა. კოშის და ს. პუასონის შრომების 

გამოქვეყნებით. ამჟამად ფილებისა და გარსების თეორიას ეძღვნება 

რამოდენიმე ათასი ნაშრომი. გამოქვეყნებული ლიტერატურის მოკლე 

ანოტაციები მოცემულია მიმოხილვებში: ნ. ალუმაეს [88], ო. ონიაშვილის 

[4], გ. ჯანელიძის [89]. ი. ნემიშის [90], პ. ნაგდის [91] და სხვ. 

ცნობილია, რომ გარსების მშენებლობამ ბევრად გაუსწრო წინ 

მათი გაანგარიშების თეორიას. ერთის მხრივ ინჟინრები კონკრეტული 

პროექტების შესრულებისას ქმნიდნენ გარსების გამარტივებულ 

მოდელებს და ამის საფუძველზე გაანგარიშებები დაჰყავდათ რიცხვით 

ფორმაზე. მეორეს მხრივ, იქმნებოდა გლუვი თხელი გარსების ზოგადი 

წრფივი თეორია. 

ქართველ მეცნიერებს შორის ფილებისა და გარსების თეორიაში 

დიდი ღვაწლი მიუძღვით: ნ. მუსხელიშვილს [71], ი. ვეკუას [12], ი. 

ღუდუშაურს [82], მ. მიქელაძეს [17-20], ა. კაკუშაძეს [92], თ. ვაშაყმაძეს 

[84], თ. ზონენაშვილს [87], გ. გაბრიჩიძეს [93], ლ. მუხაძეს [86], მ. 

ყალაბეგაშვილს [81], ო.ონიაშვილს [21], რ. ბანცურს [83], დ. გორდეზიანს 

[85], გ. ყიფიანს [47] და სხვებს [28, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100]. 

XX საუკუნის 40-50 წლებში დაიწყო გარსთა თეორიის შექმნის 

მესამე ეტაპი. იგი ვითარდება სხვადასხვა, ხშირად გადამკვეთი 



27 

მიმართულებებით. განიხილება გარსული ტიპის ისეთი კონსტრუქციებიც 

როგორიცაა მათში შრეების, წიბოების, დიაფრაგმების, კონტურის 

ელემენტების, ნახვრეტების არსებობა. განვითარდა გარსთა თეორიის 

საკონტაქტო ამოცანა და ლოკალური ზემოქმედებების გავლენის შეფასება. 

გარდა წონასწორული დაძაბულ-დეფორმირებული მდგომარეობის 

დამყარებისა, ხდება მისი მდგრადობის გამოკვლევაც. განიხილება 

მასალის უფრო რთული თვისებები: არაწრფივი დრეკადობა, 

ანიზოტროპიულობა, პლასტიკურობა, სიბლანტე. მცირე დეფორმაციების 

განხილვიდან გადავიდნენ დიდზე – ვითარდება გეომეტრიულად 

არაწრფივი თეორია და მის ბაზაზე – კონსტრუქციის კრიტიკულს მიღმა 

ყოფაქცევის თეორია. შეისწავლება კონსტრუქციის ყოფაქცევა როგორც 

სტატიკურ, ასევე დინამიკურ (მათ შორის არასტაციონალურ) 

ზემოქმედებაზე, განიხილება გარსების ურთიერთქმედება სითხესთან და 

გაზთან – კონსტრუქციის ჰიდრო და აეროდრეკადობა. გარსზე ძალოვან 

ზემოქმედებასთან ერთად შეისწავლება თბურიც – კონსტრუქციის 

თერმოდრეკადობა და ელექტრომაგნიტური დრეკადობა. 

 საკმაოდ გაფართოვდა მათემატიკური აპარატის გამოყენება 

როგორც უკვე დაყენებული პრობლემის რეალიზაციისათვის, ასევე 

ახალი პრობლემების უზრუნველსაყოფად. თეორიულის პარალელურად 

გამოიყენება კვლევის ექსპერიმენტალური გზა. რთული პრობლემის 

რიცხვით შედეგებამდე მიყვანა შესაძლებელი გახადა კომპიუტერებმა. 

ფართოდ გამოიყენება რიცხვითი მეთოდები და დისკრეტული 

საანგარიშო მოდელები. 

 

1.1.2. თხელი გლუვი დრეკადი იზოტროპული გარსების  

ზოგადი წრფივი თეორია 
 

პირველად ზოგადი თეორია, რომელიც ეყრდნობოდა გ. 

კირხჰოფის ჰიპოთეზას, შემოთავაზებული იყო გ. არონის მიერ. მაგრამ 

ეს თეორია შეიცავდა უზუსტობებს, რომლებიც გაასწორა ა. ლიავმა. 
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ფილებისა და გარსების ზოგადი თეორიის ჩამოყალიბებაში 

გარკვეული როლი შეასრულა ი. ბუბნობის [2], ბ. გალიორკინის [37-38], 

ს. ტიმოშენკოს მონოგრაფიებმა [1]. 

დაწყებული XX საუკუნის 30-იანი წლებიდან გარსთა თეორია 

საინტერესოდ ვითარდებოდა. მაშინ იკვლევდნენ ზოგად საკითხებს: 

მიიღეს და ყოველმხრივ გაანალიზეს თხელი დრეკადი გარსების 

წრფივი ტექნიკური თეორიის ძირითადი განტოლებები და მათი 

სხვადასხვა გამარტივებული ვარიანტები (უმომენტო თეორია, დამრეცი 

გარსების თეორია). ამ პერიოდში გარსების თეორიის განვითარებაში 

შესახებ დიდი წვლილი მიუძღვით ბ. გალიორკინს [37-38], ვ.ვლასოვს [8], 

ა. ლურიეს [101], ა.გვოზდოვს [5], ვ. ნოვოჟილოვს [102], ა.გოლდენვეიზერს 

[27], ი. რაბიტნოვს [103], ი. ალუმაეს [6] და სხვებს. 

გარსების ზოგადი და კერძო თეორიების აგების დარგში 

არსებული მრავალრიცხოვანი შედეგები განზოგადოებული იყო მთელ 

რიგ მონოგრაფიებში, რამაც დიდი როლი შეასრულა მექანიკის ამ 

დარგის განვითარებაში. მათ რიცხვშია ა. ლურიეს [101], ვ. ვლასოვის [8], 

ვ. ნოვოჟილოვის [102], ა.გოლდენვეიზერის [27] მონოგრაფიები. 

ბრუნვით გარსებს ეძღვნება ა. ლურიეს [101], უ. ალუმაეს [6], 

დ.ვაინბერგისა და ვ. ჟდანის [24], ე. მეისნერის [104-105], ე. რეისნერი [68] 

და სხვათა შრომები [24, 28, 42, 96, 97, 105, 106], ხოლო ცილინდრულ 

გარსებს – პ. პასტერნაკის [9], ვ. ვლასოვის [7, 8] და სხვათა შრომები [9, 

107, 108, 109, 110]. 

 ამჟამად დრეკადი გარსების წრფივი ტექნიკური თეორიის 

სტატიკური პრობლემა ზოგადი კონცეპციისა და განტოლებების 

ფორმირების თვალსაზრისით გადაწყვეტილია. შრომები, რომლებიც 

ეძღვნება გარსთა ზოგად თეორიას, უფრო მცირეა. 

აღვნიშნოთ, ზოგადი თეორიისადმი მიძღვნილი ზოგიერთი 

სტატია: ესენია: ა.გოლდენვეიზერი [27] ი. ვოროვიჩი [41], ვ. ვლასოვი [8]. 
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ზოგადი თეორიის სისტემისადმი მიძღვნილია ი. ვეკუას [12], ნ. 

აბოვსკის, ნ. ანდრეევის შრომები და ა. დერუგის [11] წიგნი. მასში 

ცნობარის ფორმითაა წარმოდგენილი დრეკადობის თეორიის და გარსთა 

თეორიის ვარიაციული პრინციპების სისტემური გამოკვლევების 

შედეგები. რ. კურანტისა და დ. გილბერტის ვარიაციული გარდაქმნის 

პრინციპების შესაბამისად. მიღებულია სრული და კერძო 

ფუნქციონალების სისტემა, მათ შორის – შერეულის: რიგი ცნობილი და 

ახლად შემოთავაზებული ფუნქციონალებისთვის დადგენილია 

სტაციონარობის, ექსტრემალურობის, თვისებები. მოცემულია გარსთა 

თეორიის სტატიკურ-გეომეტრიული ანალოგიის ვარიაციული ფორმა და 

გაკეთებულია გლუვი ერთგვაროვანი იზოტროპიული გარსების 

შედეგების განზოგადება წიბოვან, მრავალკავშირიან, მრავალშრიან და 

კონსტრუქციულად ანიზოტროპიულ გარსებზე. 

გარსთა ზოგადი წრფივი თეორიის ფორმირების პროცესთან 

ერთად ხდებოდა მიღებული განტოლებების ამოხსნის მეთოდების ძიება 

და შედეგების დაყვანა რიცხვებამდე, აგრეთვე გარსთა მუშაობის 

ანალიზი სხვადასხვა პარამეტრებთან დამოკიდებულებაში, რომლებიც 

ახასიათებენ გარსის გეომეტრიას და მასზე მოქმედ დატვირთვას 

ანალიზური გადაწყვეტებს, რიცხვითი მეთოდების და ექსპერიმენტების 

საფუძველზე, რომლებიც ხორციელდებოდა გარსებზე და მათ 

მოდელებზე. 

 

1.1.3. დრეკადი გარსების გეომეტრიულად არაწრფივი 

ტექნიკური თეორია 
 

 

გეომეტრიულად არაწრფივი თეორიის ინტენსიური განვითარება 

აიხსნება იმით, რომ ამ პირობებში მუშაობს დიდი რაოდენობის 

გარსული კონსტრუქციები.  

მთელი რიგი შრომები, რომელთაც პრინციპული მნიშვნელობა 

აქვთ გეომეტრიულად არაწრფივი გარსებისათვის, გამოაქვეყნა ი. 
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ვოროვიჩმა [25, 112]. ამ შრომებში განხილულია გადაწყვეტის არსებობის 

საკითხები და არაწრფივი განტოლებების ამოხსნის მეთოდები. გარსების 

არაწრფივ თეორიას ეძღვნება ვ.კოიტერის, ი. ალუმოაეს [3, 4, 6, 88] 

შრომები. 

ერთ-ერთი პირველი პუბლიკაცია, რომელიც ეხებოდა გარსთა 

გეომეტრიულად არაწრფივ თეორიას ეკუთვნის ვ. ფეოდოსიევს, 

რომელშიც მოყვანილია დრეკადი ბრუნვითი გარსების ზოგადი 

განტოლებები და განხილულია მათი გამოყენება სილფონების, 

გოფრირებული მემბრანების, ბრტყელი მრგვალი მემბრანების მიმართ. 

გეომეტრიულად არაწრფივი გარსების თეორიაში გამოკვლევების 

განზოგადოება მოცემულია ა. ვოლმირის [42] მონოგრაფიაში. 1957 წელს 

გამოქვეყნდა ხ. მუშტარის და კ. გალიმოვის [113] მონოგრაფია. უნდა 

აღინიშნოს აგრეთვე ა.ვოლმირის [43] წიგნი. 

ე. გრიგოლიუკისა და ვ. ტოლკაჩევის [114] ნაშრომში განიხილება 

ფირფიტებისა და გარსების ურთიერთქმედება ხისტ სხეულებთან, 

აგრეთვე გარსებს უშუალოდ შორის ურთიერთქმედება. კერძოდ, 

განიხილება სიხისტის წიბოსა და ფირფიტის ან გარსის 

ურთიერთქმედების ამოცანის მიახლოებითი გადაწყვეტა. ცილინდრული 

გარსებისათვის აგებულია გრინის მატრიცები და გადაწყვეტილია 

საინტერესო  განტოლებები. საინტერესოა ამოცანა ცილინდრული 

გარსების ბატარეების შესახებ, რომლებიც შეერთებულია მსახველების 

მონაკვეთებში. 

ე. გრიგოლიუკის და ვ. კაბანოვის წიგნში [29] შემოთავაზებულია 

ცილინდრული გარსების გაანგარიშებისას ლოკალურ რადიალურ 

დატვირთვებზე და ლოკალურ ტემპერატურული ველების 

გათვალისწინებაზე, მერვე რიგის დიფერენციალურ განტოლებათა 

სისტემის გადაყვანა მეოთხე რიგისაზე, ასეთი გზით განიხილება 

სასრული, ნახევრად სასრული და უსასრულო სიგრძის გარსები. 
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1.1.4. ნახვრეტებისა და ბზარების მქონე ფირფიტები, 

ფილები და გარსები. სიმტკიცის საკითხები 
 
 

ფირფიტებისა და გარსების თეორია, რომელიც არის მყარი 

დეფორმადი სხეულების მექანიკის ნაწილი, ერთის მხრივ, საზრდოობს 

მისი სხვა დარგების იდეებითა და მეთოდებით, ხოლო მეორეს მხრივ, 

აყალიბებს საფუძველს მექანიკის ახალი დარგების განვითარებისათვის. 

ასე მოხდა, როდესაც შემოიტანეს კომპლექსური ცვლადის ფუნქციის 

თეორიის გამოყენების იდეა დრეკადობის თეორიაში, რომელიც 

გამოთქვა გ. კოლოსოვმა [115] და განავითარა ნ.მუსხელიშვილმა [71], ეს 

იდეა ფართოდ გამოიყენება გარსებში ნახვრეტებთან ახლოს ძაბვათა 

კონცენტრაციის ამოცანათა გადასაწყვეტად. კერძოდ, გ. სავინისა და 

მისი მოწაფეების მიერ [54, 55]. ეს შედეგები მთელ რიგ შემთხვევებში 

მნიშვნელოვანია ბზარების თეორიისას, და ამგვარად, რღვევის მექანიკის 

განვითარებისათვის. 

ნახვრეტების სიახლოვეში ძაბვების კონცენტრაციის შესახებ 

ფუნდამენტური შრომა გამოაქვეყნა გ. სავინმა [54]. ამ მონოგრაფიაში 

წარმოდგენილ გამოკვლევას, გარდა თეორიული ინტერესისა, აქვთ 

პრაქტიკული მნიშვნელობა. 

ამავე პრობლემას ეძღვნება გ. სავინისა და ვ. ტულჩიას [54] 

მონოგრაფია, რომელიც შეიცავს ნახვრეტის სიახლოვეში ძაბვათა 

კონცენტრაციის თეორიულ და ექსპერიმენტალურ გამოკვლევებს 

ბრტყელი დეფორმაციისა და განზოგადოებული ბრტყელი დაძაბული 

მდგომარეობის პირობებში. შედეგები წარმოდგენილია გრაფიკებისა და 

ცხრილების სახით. 

ნახვრეტების სიახლოვეში ძაბვების კონცენტრაციას იკვლევენ ა. 

გუზი და მისი თანამშრომლები [15]. [107-45] მონოგრაფიაში განხილულია 

დაძაბულ-დეფორმირებული მდგომარეობა მრავალკავშირიანი არეებისათვის. 

გამოკვლეულია გარსების დრეკად-პლასტიკური მდგომარეობა საბოლოო 

ჩაღუნვების გათვალისწინებით, განხილულია სამფენოვანი და 
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ნახვრეტებიანი გარსები, რომლებიც დამზადებულია კომპოზიციური 

მასალებისაგან. 

ძაბვების კონცენტრაციას ეხება დ. ვაინბერგის, ა. სინიასკის [96] 

და ბ.პელეხას [30] წიგნები. [33] წიგნში ნახვრეტების სიახლოვეში 

არსებული ძაბვები განისაზღვრებიან განივი ძვრის გათვალისწინებით. 

განიხილება არმირებული პლასტმასისაგან დამზადებულ გარსებში 

ნახვრეტების სიახლოვეში დაძაბულ-დეფორმირებული მდგომარეობის 

საკითხი. [30] შრომაში განიხილება ბზარების გაჩენის გამო აღძრული 

ძაბვათა კონცენტრაცია ფირფიტებისა და გარსების დატვირთვით ან 

ტემპერატურით გამოწვეული ღუნვის შემთხვევაში. 

 ბზარების მქონე თხელკედლიან კონსტრუქციებს ეძღვნება ა. 

გუზის [107] წიგნი. მასში განიხილება არატრადიციული მიდგომა 

ბზარების მქონე თხელი სხეულების რღვევის პრობლემისადმი. 

იგულისხმება, რომ რღვევამდე ხდება მდგრადობის დაკარგვა ბზარის 

არეში. ამ დანაკარგის გავლენა რღვევის კინემატიკაზე გაითვალისწინება. 

განსაზღვრულია ამოცანის საკუთარი რიცხვები საკოორდინატო 

ფუნქციების სხვადასხვა რაოდენობის დროს ვარიაციული მეთოდით. 

ნაპოვნია ძაბვების კრიტიკული მნიშვნელობები კონსტრუქციული 

მასალების ფართო კლასისათვის, რომლებიც შეესაბამებიან მდგრადობის 

ლოკალურ დაკარგვას. გამოკვლეულია ამ ძაბვების ფორმები, 

განხორციელებულია ბზარების მქონე ფირფიტების რღვევის 

ექსპერიმენტალური გამოკვლევა. 

[116-117] მონოგრაფიაში სხვა საკითხებთან ერთად განიხილება 

ძაბვის ინტენსიურობის კოეფიციენტები, მათ შორის თერმული 

ძაბვებისათვის ფირფიტებში, რომელთაც აქვთ წვეტიანი უბნები და სხვა 

დეფექტები, მრუდწირული ღუნვის, გაჭიმვისა და გრეხის პირობებში. 

გაანალიზებულია ძაბვათა ინტენსივობის კოეფიციენტებზე მასალის 

ანიზოტროპიულობის, გადამჭრელი ძალების და ძაბვათა ტენზორის 
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არასიმეტრიულობის გავლენა. წარმოდგენილია გაანგარიშების შედეგების 

საფუძველზე აგებული გრაფიკები. 

 

1.1.5. ფირფიტებისა და გარსების ოპტიმიზაცია 

 

საიმედოობის შეფასებაზე არანაკლებად მნიშვნელოვანია მასთან 

დაკავშირებული კონსტრუქციის ოპტიმიზაცია, კერძოდ, გამაძლიერებელი 

ელემენტების (წიბოების) განლაგება და მასალის განაწილება ამ 

წიბოებსა და გარსს შორის. ისეთ კონსტრუქციებში, როგორც საფრენი 

აპარატებია, რომელთათვისაც წონის შემცირება საიმედოობის 

შენარჩუნებასთან ერთად ძალიან მნიშვნელოვანია, ოპტიმიზაციის 

პრობლემა ფრიად აქტუალურია. ოპტიმიზაციის კრიტერიუმებს 

სხვადასხვა სიტუაციაში შეიძლება ჰქონდეს სხვადასხვა ბუნება. 

სწორკუთხა განიკვეთის მქონე წიბოებით გაძლიერებული   

ცილინდრული გარსების ოპტიმალური პროექტირება ფორმულირებულია 

არაწრფივი პროგრამირების ტერმინებში. განიხილება კონსტრუქციულად 

ორთოტროპიული გარსის როგორც დისკრეტული, ასევე კონტინუალური 

სქემები. გამოკვლევები ჩატარებულია მდგრადობის ბმულად დაკარგვის 

არაწრფივი თეორიის საფუძველზე, რომელიც ითვალისწინებს გარსის 

ზოგადი გამობურცვისა და წიბოების ადგილობრივი გამობურცვის 

ურთიერთქმედებას. აქვეა წარმოდგენილი გრძივად გაძლიერებული 

ცილინდრული გარსების ექსპერიმენტალური გამოკვლევის შედეგები. 

 
 
 

1.1.6. კერძო სახეობის შუა ზედაპირის მქონე ფილები  

და გარსები 
 

 

ყურადღებას იპყრობენ კერძო ფორმის მქონე გარსები, ისეთები, 

როგორიცაა: სფერული, კონუსური, ჰიპერბოლურ-პარაბოლოიდური 

(ჰიპარული) ფორმით და სხვა. ასეთი კერძო ფორმის გარსები 
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განიხილება კონსტრუქციის, მასალის, გარეგანი ზემოქმედებების 

თავისებურებებთან ერთად (ფენოვანობა, ნახვრეტების არსებობა, 

დინამიკური დატვირთვა, ტემპერატურის მოქმედება და ა.შ.). 

წვეროში ღია ბრუნვით გარსებს ეძღვნება დ. ვაინბერგისა და ვ. 

ჟდანოვის [25] ნაშრომი. ავტორები ასეთი ფორმის გარსებს 

წარმოადგენენ მოკლე ცილინდრული და კონუსური გარსების 

საშუალებით, რომლებიც ერთმანეთთან არიან დაკავშირებულნი. 

დიფერენციალური განტოლებების ჩაწერისა და ამოხსნისათვის ყოველ 

ეტაპზე გამოიყენება მატრიცული ფორმალიზმი. ასეთი მიდგომის იდეა 

ენათესავება სასრული ელემენტებისა და საწყისი ფუნქციების 

მეთოდების იდეას. 

ი. გრიგორენკოს ნაშრომში [98] განხილულია ფენოვანი 

(იზოტროპიული და ანიზოტროპიული ფენებით) ბრუნვითი გარსები 

ნებისმიერი მოხაზულობის მერიდიანით, რომელიც უბნების მიხედვით 

დატვირთულია არაერთგვაროვანი დატვირთვით და არასტაციონალური 

ტემპერატურული ველით. ჩატარებულია დაძაბულ-დეფორმირებული 

მდგომარეობის ანალიზი კონსტრუქციის ფორმის პარამეტრების 

მნიშვნელობებთან დამოკიდებულებაში. 

ვ. ვლასოვის [8] ნაშრომში ბრუნვით გარსებთან ერთად, რომლებიც 

განივად გოფრირებულია, განიხილება გრძივად გოფრირებული 

სქელკედლიანი ცილინდრული გარსებიც. დაძაბულ-დეფორმირებული 

მდგომარეობა განისაზღვრება კონსტრუქციისა და მასალის პარამეტრების 

გათვალისწინებით. მთელი ინფორმაცია წარმოდგენილია გრაფიკებისა 

და რიცხვების სახით. 

ბრუნვითი გარსები ფიგურირებენ სხვა შრომებშიც [26, 28, 90, 99, 

100, 113, 118, 119, 120, 121, 122, 125]. 

სფერულ  გარსებს  ეძღვნება ა. გუზისა და მისი თანაავტორების  

[15, 45, 107] ა. ლურიეს [101], ე. გრიგოლიუკის [29, 114] შრომები. ამ 

უკანასკნელში მიმოხილულია ექსპერიმენტალური გამოკვლევები 
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სფერული გარსებისათვის, რომლებიც ჩატარდა მათი მდგრადობისა და 

რხევების დასადგენად. მოცემულია კონსტრუქციების გაანგარიშების 

ნახევრად ემპირიული ფორმულები. 

სფერული გარსების შესწავლას ეძღვნება აგრეთვე სხვა 

ნაშრომებიც [8, 19, 24, 42, 108, 124]. 

არასტანდარტული ფორმის ცილინდრული გარსები განხილულია 

ი.გრიგორენკოს, ა. ვასილენკოსა და ნ. პანკრატოვის [98] ნაშრომში. მასში 

წარმოდგენილია ფენოვანი ორთოტროპული გარსები, კერძოდ, გრძივად 

გოფრირებული, გრძივწიბოებიანი, წრიული, რომლებსაც აქვთ ცვლადი 

სისქე. გამოკვლეულია დაძაბულ-დეფორმირებულ მდგომარეობაზე. 

ცილინდრული გარსები განიხილება ს. კანისა და ი. კაპლანის [32], 

გ.შაპიროს [57, 58] ნაშრომებში. რომლებშიც შემოთავაზებულია 

დაძაბულ-დეფორმირებული მდგომარეობის მიახლოებითი განსაზღვრა, 

მოცემულია უგანზომილები სიდიდეების ფორმულები, გრაფიკები და 

ცხრილები, გამოყენებულია კონტურის უჭიმვობის პირობა და ძვრის არ 

არსებობა. 

კონუსური გარსების გაანგარიშების თეორია გაშუქებულია ი. 

ობრაზცოვის [125] შრომაში. მოცემულია ზუსტი ამოხსნები წრიული 

ფირფიტებისა და ბრუნვითი გარსებისათვის, რომლებიც მიიღება 

სპეციალური ფუნქციების გამოყენებით. გრაფიკებში და ცხრილებში 

წარმოდგენილია რიცხვითი შედეგები. 

ი. მილეიკოვსკისა და ა. კუნაპის ნაშრომში [10-11] წარმოდგენილია 

ჰიპარგარსების არქიტექტურულ-კონსტრუქციული გადაწყვეტის მიმოხილვა, 

აღწერილია დამრეცი ჰიპარების უმომენტო და მომენტური თეორიები, 

შემოთავაზებულია გაანგარიშების პრაქტიკული ვარიაციული მეთოდი 

გადაადგილებათა ტერმინებში. მოყვანილია გრაფიკები და ცხრილები 

კვადრატული გეგმის მქონე ოთხი გარსისაგან შედგენილი სისტემისათვის. 

გარსები, რომელთა შუა ზედაპირი არის დადებითი, ნულოვანი 

და უარყოფითი განიხილება კ. ეიპლენდის [126] ნაშრომში. მასში 
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გადატანის დამრეცი გარსებისათვის წრფივი მომენტური თეორია 

წარმოდგენილია ერთი განტოლებით, ხოლო იმ გარსებისათვის, 

რომლებიც გეგმით სწორკუთხაა, ეს განტოლება შეიძლება ამოიხსნას 

წრიული ცილინდრული გარსების ანალოგიურად. აქვე განიხილება 

გარსების ორთოტროპიულობა და ამასთანავე გარსში შეიძლება იყოს 

ფენოვანი და ყოველ შრეში ორთოტროპიულობის მიმართულება 

პარალელური დაძაბულ-დეფორმირებული მდგომარეობის მთავარი 

მიმართულებებისა.  

დამრეც გარსებს ეძღვნება ი. ვეკუას [13] და ბ. კანტორის [127] 

ნაშრომები. ბ. კანტორის მიერ გამოკვლეულია საკითხების ფართო წრე: 

ცვლადი სისქის მქონე არაერთგვაროვანი დამრეცი სფერული 

გუმბათებისა და ფირფიტების თეორიის ფიზიკურად და 

გეომეტრიულად არაწრფივი ამოცანები, რომელზედაც მოქმედებენ 

დატვირთვები და ტემპერატურული ველის ცვლილება. შესწავლილია 

პლასტიკურობის კრიტერიუმები მასალის კუმშვადობისა და 

განმტკიცების გათვალისწინებით. გათვალისწინებულია აგრეთვე 

არაერთგვაროვნება პლასტიკური თვისებებისა თერმული დამუშავების, 

ზედაპირული ცივჭედვის, ჩქარი ნეიტრონების ნაკადით დასხივების 

შემდეგ. 

დამკვიდრდა სახელწოდება «ს. ტიმოშენკოს ტიპის გარსების 

გაანგარიშების მეთოდები». ამ მეთოდებში შემოთავაზებულია ძვრების 

გათვალისწინება კოჭებში საკუთარი რხევების სიხშირეების 

განსაზღვრისათვის. ტიმოშენკოს ტიპის გარსების თეორიის აგება 

საშუალებას იძლევა დავძლიოთ წინააღმდეგობა განტოლებათა სისტემის 

რიგსა და სასაზღვრო პირობების რაოდენობას შორის. 

ამავე თავსებადობის საკითხს ეხება ე. რეისნერის [128] სტატია. ე. 

რეისნერი გამოდის დრეკადი ფირფიტების ღუნვის სამგანზომილებიანი 

შეფასებისათვის, დაწყებული მეოთხე რიგის განტოლებების თეორიით, 

რომელიც ეყრდნობა კირხჰოფის ჰიპოთეზებს. სამგანზომილებიანი 
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პრობლემის სხვადასხვა ვარიაციის განსჯის შემდეგ შეინიშნება 

ორგანზომილებიანი თეორიის განვითარება, რომელსაც მივყავართ 

მეექვსე რიგის განტოლებამდე (ბოლეს, ჰენკის, მინდლინისა და 

რეისნერის თეორიები) განივი ძვრის ეფექტის გათვალისწინების 

შემთხვევაში. კიდევ ერთხელ განიხილება ლევის ადრინდელი 

გადაწყვეტა, რომელიც აგებს ორგანზომილებიან მათემატიკურ აპარატს, 

რასაც ახორციელებს პირდაპირი მეთოდით და დაჰყავს მეექვსე რიგის 

განტოლებამდე. ფენოვანი ფირფიტებისათვის განიხილება აგრეთვე 

უფრო მაღალი რიგის განტოლება, ვიდრე მეექვსე რიგისაა. განიხილება 

აგრეთვე მეექვსე რიგის განტოლების ასიმპტოტური ამოხსნა, რომელიც 

საშუალებას იძლევა შევამციროთ განტოლების რიგი მეოთხემდე. 

 

1.1.7. ფილებისა და გარსების თეორიის მათემატიკური აპარატი 
 

მათემატიკური აპარატის გამოყენება ფილებისა და გარსების 

ამოცანების გადაწყვეტისათვის განიხილებოდა ადრე მრავალრიცხოვან 

შრომებში. 

გარსების თეორიაში გამოიყენება მრავალგვარი მათემატიკური 

აპარატი, გარდა ძირითადი აპარატისა (დიფერენციალური 

განტოლებები, და კერძოდ, მათი მიღების ვარიაციული გზები) 

გამოიყენება განტოლებათა ვარიაციული ფორმა (ე.რეისნერის, ვ. 

ნოვოჟილოვის, კ. ჩერნიხის, ჯ. სანდერსის და სხვათა შრომები), 

ინტეგრალურ განტოლებათა აპარატი (ნ. კილჩევსკი და სხვები), 

ინტეგრალური გარდაქმნები (ლ. სლეპიანი და სხვები), სპეციალური 

ფუნქციები (ა. კოვალენკო და სხვები), ალბათობის თეორიისა და 

მათემატიკური სტატისტიკის აპარატი (ვ.ბოლოტინი), წრფივი და 

არაწრფივი პრობლემების ასიმპტოტური გადაწყვეტა (ა.გოლდენვეიზერი, 

ნ. ალუმიაე და სხვები), პარამეტრის მიხედვით გადაწყვეტის 

გაგრძელების მეთოდი (ე. გრიგოლიუკი, ვ. შალაშინი და სხვა) და ა.შ. 
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დამატებით აღსანიშნავია შრომები, რომლებშიც მათემატიკური 

მეთოდი პირველ ადგილზეა დაყენებული [31, 39, 129, 130, 131, 132, 133, 

134, 135, 136, 137, 138, 139]. 

[117] წიგნის მეორე თავში წარმოდგენილია ალბათობის თეორიის 

მეთოდების გამოყენება თხელი დრეკადი გარსების გაანგარიშებაში 

(კრიტიკულამდე დეფორმაციები, სასაზღვრო ეფექტები ტემპერატურული, 

შემთხვევითი თერმოდრეკადი ძაბვები, საწყის არასრულფასოვნებათა 

გათვალისწინება). აგრეთვე განიხილება გარსთა გაანგარიშება 

სტატისტიკური მეთოდების ასპექტში. 

ი. ვეკუამ გამოაქვეყნა წიგნი [13], რომელიც ეძღვნება ტენზორულ 

ანალიზს. 

1.1.8. ტექნიკის დარგში ფირფიტებისა და გარსების 

თეორიის გამოყენების შესახებ 
 

მთელ რიგ შრომებში გაშუქებულია თვითმფრინავებისა და 

გემების თხელკედლიანი კონსტრუქციების გაანგარიშება. ამ შრომათა 

ნაწილი უკვე განხილულია ჩვენს მიერ. აღვნიშნოთ კიდევ რამოდენიმე. 

თვითმფრინავების სამშენებლო მექანიკის შესახებ მთელი რიგი 

შრომებში ეკუთვნის ი. ობრაზცოვს [125, 140, 141]. ი. ობრაზცოვი იყო 

რედკოლეგიის თავმჯდომარე მთელი რიგი გამოცემებისა, რომლებიც 

ეძღვნებოდა თვითმფრინავის სამშენებლო მექანიკის პრობლემებს. 

აღვნიშნოთ კიდევ რამოდენიმე შრომა, რომლებიც აშუქებენ 

თვითმფრინავმშენებლობასთან დაკავშირებულ საკითხებს. ეს არის კ. 

ბალუბახის სამი სტატია, სადაც წარმოდგენილია თვითმფრინავის 

კონსტრუქციის ფრაგმენტების გაანგარიშება; ს. კანისა და ი. პანოვკოს  და 

ა. უმანსკის ნაშრომები თვითმფრინავის სამშენებლო მექანიკის შესახებ. 

პირველ ტომში არის ოთხი თავი, რომლებშიც წარმოდგენილია 

ფირფიტების ღუნვისა და მდგრადობის საკითხები, მათი დრეკადობის 

მიღმა მუშაობის ჩათვლით, აგრეთვე ცილინდრული გარსების თეორიის 

ელემენტები. მეორე ტომში განიხილება თვითმფრინავის ფრთის 
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ზოგადი სიმტკიცე და სიხისტე. მესამე ტომში სხვა საკითხებთან ერთად 

წარმოდგენილია თვითმფრინავის ჰერმეტული კაბინის სიმტკიცის 

საკითხები და მისი ნაწილების დრეკადი რხევები. ნაშრომში 

თვითმფრინავის კონსტრუქციის ელემენტების გაანგარიშების გარდა, 

მოცემულია ფიუზელაჟის და ფრთის კონსტრუქციის მზიდუნარიანობის 

განსაზღვრა. ა.უმანსკიმ შექმნა ჩაკეტილი განივკვეთის მქონე 

თხელკედლიანი ღეროს გაანგარიშების თეორია, რომელიც აგრეთვე 

გამიზნულია თვითმფრინავის კონსტრუქციებისათვის. 

ს. კანის ნაშრომიც ეხება თვითმფრინავმშენებლობას, თუმცა 

განიხილავს თეორიის და გაანგარიშების ზოგად საკითხებს. 

ა. ალექსანდროვისა და ლ. კურშინის რედაქციით გამოქვეყნებულ  

ორ კრებულში განიხილება სამფენოვანი პანელებისა და გარსების 

გაანგარიშება საავიაციო კონსტრუქციების ელემენტების დაპროექტების 

მიზნით. ამ კრებულის გამოცემა წინ უსწრებდა სპეციალურად 

სამფენოვანი პანელებისადმი მიძღვნილ ნაშრომს. 

აღსანიშნავია აგრეთვე სამი კრებული: (ვ. კაბანოვის რედაქციით), 

(ი.ობრაზცოვისა და ა. ვოლმირის რედაქციით) და (ვ. ვასილიევის 

რედაქციით), სადაც წარმოდგენილია თვითმფრინავის კონსტრუქციების 

გაანგარიშება. გამოკვლეულია კონსტრუქციაზე არასტაციონალური ველის 

გავლენა, წარმოდგენილია დაძაბულ-დეფორმირებული მდგომარეობის 

განსაზღვრა ფრთის გაძლიერებულ გარსში და გამოკვლეულია 

არაწრფივი დეფორმაცია და მდგრადობა. განხილულია საფრენი 

აპარატების საიმედოობის პრობლემები მათი გამოცდის, ნავიგაციისა და 

მანევრირების შემთხვევაში. 

ფირფიტების დაძაბულ-დეფორმირებული მდგომარეობის 

განსაზღვრა და მდგრადობის შეფასება მათი გემის კონსტრუქციებში 

გამოყენების თვალსაზრისით განთავსებულია ფუნდამენტალური 

ნაშრომი «გემის სამშენებლო მექანიკა». ფირფიტების გაანგარიშებას 

ეძღვნება აგრეთვე ი. შიმანსკის ნაშრომი. 
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გემთმშენებლობაში გამოყენებული სამფენოვანი კონსტრუქციე-

ბისადმი წაყენებულ მოთხოვნებს ეხება ბ. პროხოროვისა და ვ. 

კობელევის ნაშრომი. მასში კერძოდ გამოკვლეულია დეფექტების 

გაჩენის მიზეზები და მოცემულია სამფენოვანი კონსტრუქციების 

ტექნიკურ-ეკონომიკური შეფასება. განსაკუთრებული სპეციფიკისაა 

გარსები, რომლებსაც იყენებენ მშენებლობაში. ამ კონსტრუქციების 

გამოყენების ძირითადი სფეროა შენობათა სახურავები. პირველი 

ნაშრომი, რომელშიც გარსები განიხილებოდა ამ ასპექტში იყო ფ. 

დიშინგერის [118]. შემდეგი იყო ი. შტაერმანის ნაშრომი [142], რომელშიც 

დამრეცი რკინაბეტონის გარსის დაძაბულ-დეფორმირებული 

მდგომარეობა განიხილება მისი განქარგილების პროცესში, ე.ი. იმ 

პერიოდში, როდესაც ბეტონს ჯერ კიდევ არა აქვს მიღებული 

საანგარიშო სიმტკიცე. უფრო მოგვიანებით გამოვიდა მისი ნაშრომი 

«შეაფრებული ფილები, დაპროექტება და მშენებლობა». 

 

 

 

1.1.9. ფილებისა და გარსების გაანგარიშება ჩვეულებრივ 

დიფერენციალური განტოლებებში 
 
 

როგორც წინა პარაგრაფების ანალიზიდან ჩანს დეფორმადი 

სხეულის მექანიკის ამოცანების გადაწყვეტისათვის მრავალი მეთოდია 

ამჟამად დამუშავებული. ცხადია, რომ გამოთვლითი ტექნიკის 

პრაქტიკაში არ არსებობის პერიოდში ყველაზე უფრო ეფექტურ 

მეთოდად ითვლებოდა ის მეთოდები, რომლებიც მყარი ტანის 

მექანიკის ამოცანების ამოხსნის მიღებას შესძლებდნენ ისეთი მარტივი 

ანალიზური გამოსახულების სახით, რომლებიც არ ითხოვდნენ დიდი 

მოცულობის გამოთვლების შესრულებას მათ პრაქტიკაში დასანერგავად. 

ასეთი სახის მეთოდების დამუშავება კი დამოკიდებული იყო 

მათემატიკური ხასიათის სირთულეების გადალახვასთან, რაც 
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მიიღწეოდა მხოლოდ ორიგინალური მათემატიკური მიდგომის 

გამოყენებით. 

რაც შეეხება თანამედროვე კომპუტერების არსებობის პერიოდს, აქ 

დეფორმირებადი სხეულის მექანიკის ამოცანის ამოხსნის მეთოდით, 

ეფექტურობის შეფასება მკვეთრად იცვლება. ამ ეტაპზე გამოთვლითი 

სამუშაოების შესრულება (ძალიან დიდი მოცულობითაც კი) აღარ 

წარმოადგენს უკვე რაიმე დაბრკოლებას მათი პრაქტიკაში დანერგვის 

საქმეში. ამიტომ თანამედროვე კომპიუტერის არსებობის შემთხვევაში 

ყველაზე უფრო ეფექტურად მიიჩნევიან უკვე ისეთი მეთოდები, 

რომლებიც მოიცავენ ამოცანების ფართო წრეს და გამოირჩევიან 

განსაკუთრებული მათემატიკური სიმარტივით, რაც ხშირად მიიღწევა 

გამოთვლითი სამუშაოების გაზრდის გზითაც მათი რიცხვითი 

რეალიზაციის დროს. ასეთი მეთოდების რიცხვს მიეკუთვნებიან, 

პირველყოვლისა, რიცხვითი მეთოდები: სასრულო სხვაობათა მეთოდი, 

რომელიც მართალია დამუშავებული იყო ძალიან ადრე, მაგრამ მან 

პრაქტიკული გამოყენება ჰპოვა მხოლოდ თანამედროვე კომპიუტერების 

პერიოდში. პრაქტიკაში მეტად ფართო გავრცელება ჰპოვა საინჟინრო 

ნაგებობებისა და კონსტრუქციების პროექტირების საქმეში რიცხვითმა 

მეთოდმა, რომელიც ცნობილია სასრულო ელემენტთა მეთოდის 

სახელწოდებით [39], [131], [72], [143], [134], [135], [144]. უნდა აღინიშნოს, 

რომ სასრულ ელემენტთა მეთოდი ეფექტურია ძალიან რთული 

სტრუქტურის მქონე ობიექტების (გეომეტრიული და ფიზიკური აზრით) 

განხილვისას. მაგრამ, ცნობილია, მას აქვს მნიშვნელოვანი 

ნაკლოვანებებიც: თხოულობს დიდი რაოდენობის საწყისი ინფორმაციის 

დამუშავებას; განხილული ამოცანის ამოხსნისას საჭიროებს მეტად 

მაღალი რიგის ალგებრულ განტოლებათა სისტემის ამოხსნას; 

არასაკმარისადაა დახასიათებული უსასრულო და ნახევრად უსასრულო 

არეებისათვის და სხვა. თუმცა უკანასკნელ პერიოდში, ცნობილი 

მეცნიერების გამოკვლევების წყალობით მიღწეულია მნიშვნელოვნად 
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დახვეწა მისი არსის მათემატიკური ინტერპრეტაციისა, რამაც მკვეთრად 

გაამარტივა სასრულო ელემენტების მეთოდის კომპიუტერზე რიცხვითი 

რეალიზაციის პროცედურა. მნიშვნელოვანი წვლილი ამ საქმეში შეიტანა 

უკრაინელ მეცნიერთა სკოლამ. ამ გამოკვლევების შედეგად 

დამუშავებულია აღნიშნული მეთოდის რამდენიმე ვარიანტი: სასაზღვრო 

ელემენტების მეთოდი, სუპერელემენტების მეთოდი, ნახევრად 

ანალიზური მეთოდი და სხვა. 

2008 წლის აპრილის ბოლოს საქართველოს ტექნიკურ 

უნივერსიტეტში ჩატარდა საერთაშორისო კონფერენცია რიცხვითი 

მეთოდების, კერძოდ «ლირას» გამოყენებით სამშენებლო კონსტრუქციების 

გაანგარიშების თაობაზე. ცნობილმა სპეციალისტმა პროფ. გოროდეცკიმ 

თავის გამოსვლაში აღნიშნა, რომ მიუხედავად დიდი წარმატებისა 

პროგრამა «ლირას» არასწორი და არასპეციალისტის გამოყენების 

შედეგად მეტად საშიში იარაღია, რომელმაც შეიძლება გამოიწვიოს 

ნაგებობების ნგრევა და აუნაზღაურებელი მატერიალური ზარალი. 

ამიტომაც საჭიროა სახელმწიფოში შეიქმნას სამეცნიერო დაწესებულება, 

რომელიც კონტროლს გაუწევს პროგრამა «ლირას» სწორ მომსახურების 

საქმეს. 

აღნიშნული მეთოდებიდან შედარებით ფართო გამოყენება ჰპოვა 

სასაზღვრო ელემენტთა მეთოდმა, რასაც ადასტურებს ცნობილი 

მეცნიერების დიდი ყურადღება მისი შემდგომი განვითარების საქმეში, 

სასაზღვრო ელემენტთა მეთოდის იდეა, რომლის თანახმადაც დგინდება 

საძიებელი ფუნქციების დამოკიდებულება სხეულის შიგნით და მის 

საზღვრებზე, ჩასახული იყო უფრო ადრე, როცა დრეკადობის თეორიის 

ამოცანების რიცხვითი მეთოდების დამუშავებისას ინტეგრალური 

განტოლებების გამოყენებით შეიცვალა კერძოწარმოებულებიანი 

დიფერენციალური განტოლების განხილვა. ამ იდეის რეალიზაციას 

მივყავართ აღნიშნული დიფერენციალური განტოლებების, 

ურთიერთდამოკიდებულების შეცვლაზე პრაქტიკულად ექვივალენტური 
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ინტეგრალური განტოლებებით, რომლებშიც აღნიშნული საძიებელი 

სიდიდეების მნიშვნელობები მოცემულია მხოლოდ განსახილველი 

არეების საზღვრებზე. ამიტომ მათ უწოდებენ სასაზღვრო ინტეგრალურ 

განტოლებებს, ხოლო ამ მიდგომას დეფორმირებული სხეულის 

მექანიკის ამოცანების ამოხსნისას _ სასაზღვრო ინტეგრალური 

განტოლებების მეთოდს. მის შექმნაში დიდი წვლილი მიუძღვით ნ. 

მუსხელიშვილს [71], ვ. კუპრაძეს და მის მოწაფეებს [72], ი. ვეკუას [13], 

[14] და სხვა. 

ი. ღუდუშაურის მონოგრაფია [16] მიეკუთვნება სწორედ იმ ახალი 

თეორიული გამოკვლევების კატეგორიას, რომლებიც ეძღვნება 

დეფორმირებადი სხეულების მექანიკის ამოცანების ამოხსნისათვის 

ეფექტური ანალიზური მეთოდის დამუშავებას თანამედროვე ეგმ-ის 

არსებობის პერიოდში. მასში მოცემულია დრეკადობის თეორიის 

სამგანზომილებიანი ამოცანების ამოხსნის ზოგადი ანალიზური მეთოდი, 

რომელიც მათემატიკური თვალსაზრისით გამოირჩევა გასაკუთრებული 

სიმარტივით და მეტად მოხერხებულია პრაქტიკული გამოყენების 

თვალსაზრისით. ამ მეთოდის რეალიზაციის მათემატიკური გამარტივება 

მდგომარეობს იმაში, რომ მისი გამოყენებისას დრეკადობის თეორიის 

ამოცანების ამოხსნა დაიყვანება ჩვეულებრივი დიფერენციალური 

განტოლებების ინტეგრებაზე. ეს მიიღწევა მასში ჩადებული 

ორიგინალური ანალიზური მოდელის საფუძველზე, რომლის თანახმადაც 

მოცემული სამგანზომილებიანი სხეულის უსასრულოდ მცირე 

ელემენტის მუშაობა წარმოდგენილია ამ ელემენტის ტოლდიდი სამი 

«ერთგანზომილებიანი» ფიქტიური ელემენტის ერთობლივი მუშაობით 

«ერთგანზომილებიანის» ქვეშ აქ იგულისხმება ფიქტიური სისტემის 

ფიზიკური დახასიათება, რომ მის უსასრულოდ მცირე ელემენტს უნარი 

აქვს იმუშაოს გაჭიმვაზე (კუმშვაზე) მხოლოდ რომელიღაც ერთი 

ორთოგონალური მიმართულებით, რომელიც წოდებულია მის მუშა 

მიმართულებად. ამასთან ერთად, აღნიშნული სამი ფიქტიური სისტემის 
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მუშა მიმართულებები ურთიერთორთოგონალურნი არიან მოცემული 

ობიექტის ნებისმიერ წერტილში. 

მოცემულ ეტაპზე ი. ღუდუშაურის აღნიშნული თეორია 

დამუშავებულია კლასიკური დრეკადობის თეორიის დაშვებების 

სიზუსტით. მის მონოგრაფიაში განხილული მრავალი რიცხვითი 

მაგალითები მოწმობენ, რომ ამ თეორიით მიღებული დრეკადობის 

თეორიის ამოცანების ამოხსნები გამოირჩევიან სწრაფი კრებადობით და 

მაღალი სიზუსტით. გარდა ამისა, აღნიშნული თეორია მეტად მარტივია 

მათემატიკური თვალსაზრისითYდა თავისუფალია ზემოთ აღნიშნული 

ნაკლოვანებებისაგან. ამიტომ მას უნარი აქვს წარმატებით გაუწიოს 

კონკურენცია რიცხვით მეთოდებს მარტივი სტრუქტურის მქონე 

ობიექტების განხილვისას, ე.ი. როცა ობიექტის ფიზიკურ-გეომეტრიული 

მახასიათებლები და სასაზღვრო პირობები ექვემდებარებიან ზუსტ 

ანალიზურ ჩაწერას მოცემული ობიექტის არის ფარგლებში. 
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2. შედეგები და მათი განსჯა 

2.1. თხელი ფილების და ცილინდრული გარსების ღუნვაზე 

გაანგარიშების ზოგადი თეორია ჩვეულებრივ 

                  დიფერენციალურ განტოლებებში 
 

2.1.1. ნაშრომში გამოყენებული თეორიის არსი 

 

ქვემოთ გამოყენებული თეორია ეფუძნება ჩვეულებრივ 

დიფერენციალურ განტოლებებში დრეკადობის თეორიას, რომელიც 

ზოგად დამუშავებულ იქნა ი.ღუდუშაურის მიერ [16]. ამ ახალი თეორიის 

მიზანს წარმოადგენს კლასიკური დრეკადობის თეორიის გამოყენებით 

ფილებისა და გარსების გაანგარიშებისას წარმოშობილი მათემატიკური 

ხასიათის სიძნელეების გვერდის ავლა, გაანგარიშების სიზუსტის 

დაკარგვის გარეშე, რაც მიღწეულია კლასიკური დრეკადობის თეორიის 

ანალიზური მოდელის არსის ახლებური ინტერპრეტაციის გზით. 

 როგორც ცნობილია, კლასიკურ დრეკადობის თეორიას [71], [1], 

[145] საფუძვლად უდევს ანალიზური მოდელი უსასრულოდ მცირე 

ელემენტების შესახებ, რომლებიც ჩვენს წარმოდგენაში ამოიკვეთება 

მოცემული დრეკადი T სხეულიდან და განიხილება მის ექვსივე 

წახნაგზე მოქმედი შინაგანი ძაბვის ყველა კომპონენტის (ნორმალური 

და მხები) გათვალისწინებით (ნახ. 1, ა) წონასწორობისა და 

დეფორმაციების ყველა განტოლებებისა და დამოკიდებულებების 

მისაღებად. აღნიშნული განტოლებები ჩაიწერება რთული სტრუქტურის 

კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალური განტოლებების სახით, 

რომელთა ამოხსნა ამოცანის სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით, 

როგორც ცნობილია მათემატიკური ხასიათის რთული დაბრკოლებებთან 

არის დაკავშირებული. კლასიკური დრეკადობის თეორიის ფუძემდებელ 

აკად. ნ. მუსხელიშვილი თავის ცნობილ მონოგრაფიაში [   ] წერს: «თუ 

დავსვავთ საკითხს ჩვენი ღეროს წონასწორობის შესახებ ყველა პირობის 

სრულად დაკმაყოფილების მიზნით, მაშინ მივდივართ მათემატიკურ 
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ამოცანამდე ყველა საძიებელი სიდიდისათვის. x , y , ,z  ,xy  ,yz  

zx , u, v, w ისეთი მნიშნელობის განსაზღვრის შესახებ, რომლებიც ღეროს 

მიერ დაკავებული v არეში ზუსტად დააკმაყოფილებენ სივრცითი 

დრეკადობის თეორიის ყველა განტოლებას და ამის გარდა ამოცანის 

ყველა სასაზღვრო პირობას. ასეთნაირად დასმული ამოცანა გადაწყვეტა 

დაკავშირებულია მნიშვნელოვან მათემატიკურ სირთულეებთან, თუ 

მოიძებნება არა მარტო თეორიული, არამედ ისეთი ამონახსნიც, 

რომელიც ექვემდებარება რიცხვით რეალიზაციას. 

საბედნიეროდ ირკვევა, რომ პრაქტიკული მიზნებისათვის უმეტეს 

შემთხვევაში არ არის საჭირო (და თანაც აზრი არა აქვს) ამოცანის 

დასმას ასეთი სირთულით». ასევე რთულ მათემატიკურ პრობლემებზეა 

ლაპარაკი «ბიბლიას» სახელწოდებით ცნობილ ოთხი ავტორის (ვ. 

კუპრაძე, მ. ბაშალეიშვილი, თ. გეგელია, თ. ბურჭულაძე) მონოგრაფიაში. 

ამ ამონარიდიდან ჩანს, რომ თუმცა მათემატიკური 

თვალსაზრისით ყველა ამოცანა გადაწყვეტილია, მაგრამ ამოხსნის 

რიცხვითი რეალიზაცია ყოველთვის მოსახერხებელი არ არის. სწორედ 

ამ დაბრკოლებების წარმატებით გადალახვაა მიღწეული ი.ღუდუშაურის 

ზემოთ მოხსენებულ თეორიაში. 

უნდა ითქვას, რომ სწორედ აღნიშნული დაბრკოლებების 

გადალახვის მიზნითაა ამჟამად დამუშავებული მრავალი სახის 

რიცხვითი მეთოდი (სასრულო სხვაობების, სასრულო ელემენტების და 

სხვა), რომელთა რეალიზაცია დაკავშირებულია დიდი მოცულობის 

გამოთვლით სამუშაოსთან და, ამიტომ, მათი პრაქტიკაში დანერგვა 

შესაძლებელი გახდა მხოლოდ მაღალი კლასის თანამედროვე 

გამოთვლითი ტექნიკის გამოყენებით. მაგრამ ეს რიცხვითი მეთოდები, 

ანალიზურ მეთოდებთან შედარებით, როგორც ცნობილია, გაცილებით 

დაბალი სიზუსტით ხასიათდებიან ნაგებობის საერთო დაძაბულ-

დეფორმირებული მდგომარეობის გამოკვლევისას. 
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ი. ღუდუშაურის აღნიშნულ თეორიაში გამოყენებული 

ანალიზური მოდელის თანახმად, რომელიც სიზუსტით კლასიკური 

ანალიზური მოდელის (ნახ. 1, ა) ადეკვატურია, ნებისმიერი დრეკადი T 

სხეულის დაძაბულ-დეფორმირებული მდგომარეობა, გამოწვეული გარე 

ზემოქმედებით (ძალოვანი, ტემპერატურული და სხვა), წარმოიდგინება 

«ერთგანზომილებიანი» სამი ფიქტიური სისტემის T , T , T  ერთობლივი 

მუშაობის სახით. ეს ფიქტიური სისტემები გეომეტრიულად 

ადეკვატურნი არიან მოცემული სამგანზომილებიანი T სხეულისა, ხოლო 

მათი ფიზიკური მახასიათებლები კი უზრუნველყოფენ ამოცანის 

დაყვანას ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლებების ინტეგრებაზე 

კლასიკურ დრეკადობის თეორიაში გამოყენებული ცნობილი 

ჰიპოთეზური დაშვებების სიზუსტით. თითოეული ამ ფიქტიური 

სისტემის უსასრულოდ მცირე ელემენტს უნარი შესწევს იმუშაოს 

გაჭიმვაზე (კუმშვაზე) მხოლოდ ისეთი მიმართულებით, რომელიც 

ემთხვევა მისი ინდექსის შესაბამისი საკოორდინატო წირის მხებს. 

ფიქტიური სისტემების ასეთი «მუშა» მიმართულებები, რომლებიც 

ნაჩვენებია მათი ინდექსებით, აღნიშნული განმარტების თანახმად, ცხადია, 

ურთიერთ ორთოგონალური იქნებიან, რაც გამოიწვევს განსახილველი T 

სხეულის მცირე ელემენტზე (ნახ. 1, ა) მოქმედ შინაგანი ძაბვის 

კომპონენტების შესაბამის გადანაწილებას ფიქტიური სისტემების 

უსასრულოდ მცირე ელემენტებს შორის (ნახ. 1, ბ). 

კლასიკური დრეკადობის თეორიის ანალიზური მოდელის (ნახ. 1, 

ა, ბ), არსის აღნიშნულ ახლებურ ინტერპრეტაციას ი. ღუდუშაური 

უყენებს შემდეგ ორ ძირითად მოთხოვნას: 

1. ფიქტიურ  TTT ,,  სისტემათა ერთობლივი მუშაობისა და 

მოცემული T რეალური სხეულის მუშაობის ადეკვატურობის 

უზრუნველყოფა, კლასიკურ დრეკადობის თეორიაში გამოყენებულ 

ცნობილ ჰიპოთეზურ დაშვებათა სიზუსტით (ცხადია, კირხჰოფის 

ზემოთ მოხსენებული ჰიპოთეზის გარდა);  
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2. კლასიკური დრეკადობის თეორიის ნებისმიერი ამოცანის 

დაყვანას ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლებების ინტეგრებაზე. 

ამრიგად, აღნიშნული გზით კლასიკური დრეკადობის თეორიის 

ნებისმიერი სამგანზომილებიანი ამოცანა დაიყვანება რაღაც «სივრცით 

საკონტაქტო» ამოცანაზე  TTT ,,  ფიქტიურ სისტემათა ერთობლივი 

მუშაობის შესახებ, რომლებშიც საძიებელი მოცულობითი რეაქციული 

ურთიერთქმედების ძალვების (ძალები და მომენტები) განისაზღვრებიან 

აუცილებელი და საკმარისი «საკონტაქტო» პირობებიდან. ეს 

უკანასკნელნი, იგიური ტოლობების სახით, ავტომატურად მიიღებიან 

უშუალოდ ზემოთ აღნიშნული პირველი მთავარი პირობის 

შესრულებისას. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

nax. 1. usasrulod mcire elementis daZabul- 
deformirebuli mdgomareoba 

 



49 

ამ რეაქციული ძალვების საძიებელი ფუნქციები წინასწარ 

წარმოდგინდებიან საერთო ფორმის მწკრივების სახით, რომლებიც ზოგად 

მრუდწირულ კოორდინატთა სისტემაში , ,  ჩაიწერებიან შემდეგი 

საერთო ფორმით: 

       
  
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i i im n k
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mnki fAy )()()(*   

    




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),(),(),()(),()(
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j g  ,         (1) 

სადაც *
iy ფიქტიურ სისტემათა  TTT ,,  ურთიერთქმედების 

გამომხატველი რომელიღაც i-ური რეაქტიული ძალვაა; i
mnkA საძიებელი 

მუდმივი კოეფიციენტებია; )()(),(  i
k

i
n

i
m f ნებისმიერი 

მაინტერპოლირებელი ფუნქციებია, რომლებიც, მათ წარმოებულებთან 

ერთად, არ განიცდიან წყვეტას T სხეულის ფარგლებში; , ,   

უგანზომილები კოორდინატებია. 

რაც შეეხება მისი ერთმაგი მწკრივის სამ წევრს, რომელთა 

დანიშნულებაა შესაბამისი სასაზღვრო პირობების დაკმაყოფილება, 

როგორც წესი, შეინარჩუნება მხოლოდ ერთი, ან ყველა ისინი 

მიიჩნევიან ნულის ტოლად (განსახილველ კონკრეტულ ამოცანაში 

მოცემული სასაზღვრო პირობების ხასიათის მიხედვით). თანაც, 

თითოეული მათგანის პირველი ფუნქცია, რომელიც ერთ 

კოორდინატაზეა დამოკიდებული, უნდა აკმაყოფილებდეს ზემოთ 

აღნიშნული მაინტერპოლირებელი ფუნქციებისადმი წაყენებულ 

მოთხოვნებს. მეორე ფუნქცია კი რომელიც ორ კოორდინატაზეა 

დამოკიდებული, საძიებელია და განისაზღვრება შესაბამისი სასაზღვრო 

პირობიდან. 

განსაკუთრებით აღსანიშნავია ი. ღუდუშაურის თეორიაში 

გამოყენებული კლასიკური დრელადობის თეორიის ანალიზური მოდელის 

(ნახ. 1, ა) ახლებური ინტერპრეტაციის (ნახ. 1, ბ) არსის კიდევ ერთი 
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მეტად მნიშვნელოვანი მხარე, რომლის თანახმად შინაგანი მხები 

ძაბვები: 

       ,*
    *

   , *
   ,             (2) 

მათი წარმოშობის ბუნების გამო, მიეკუთვნებიან  TTT ,,  ფიქტიურ 

სისტემათა ურთიერთქმედების გამომხატველი ძალვების ჯგუფს და 

ამიტომ მათი საძიებელი ფუნქციებიც წარმოდგინდებიან წინასწარ (1) 

ფორმის მწკრივის სახით. ამასთან ერთად, ურთიერთქმედების ზემოთ 

აღნიშნული რეაქციული ძალვებისაგან განსხვავებით, მათ დამატებით 

წაეყენება მოთხოვნა იმის შესახებ, რომ (1) ფორმის მწკრივების სახით 

წარმოდგენილი შინაგანი მხები ძაბვების *** ,,    საძიებელი 

ფუნქციები ზუსტად უნდა აკმაყოფილებდნენ მათ შესაბამის სასაზღვრო 

პირობებსაც, რაც ადვილად მიიღწევა ამ მწკრივებში 

მაინტერპოლირებელი ფუნქციების შერჩევის ეტაპზევე.     

უნდა ითქვას, რომ ამ უკანასკნელი მოთხოვნის შესრულება ერთ-

ერთი ძირითადია ი. ღუდუშაურის ზოგად თეორიაში. საქმე იმაშია, 

რომ სწორედ მისი შესრულებით მიიღწევა მეტად ეფექტური სახით: 

კლასიკური დრეკადობის თეორიის ამოცანათა დაყვანა ჩვეულებრივი 

დიფერენციალური განტოლებების ამოხსნაზე; დანარჩენი სასაზღვრო 

პირობების დაკმაყოფილების საკითხის მკვეთრად გამარტივება და, რაც 

მოცემული ნაშრომის ავტორისათვის განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია, 

თხელი გარსებისა და ფილების გაანგარიშებისას სასაზღვრო პირობების 

ზუსტად დაკმაყოფილება, კლასიკურ გარსთა თეორიაში დაკანონებული 

ჰიპოთეზური დაშვებების გამოყენების გარეშე, რომელთა რიცხვს 

მიეკუთვნება კირხჰოფის ცნობილი ჰიპოთეზაც. 
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2.1.2. თხელი ფილების ღუნვაზე გაანგარიშების მაგალითები 

 

2.1.2.1. თავისუფლად დაყრდნობილი ფილის ღუნვა კონტურზე 

     მოქმედი განაწილებული მომენტების გათვალისწინებით 

 

 ჩვენ შემოვიფარგლებით სწორკუთხედის ფორმის ფილის 

ღუნვაზე გაანგარიშების ძირითადი დიფერენციალური განტოლებებით, 

რომელთა მისაღებად განიხილება ფილის უსასრულოდ მცირე 

ელემენტები 11dyhdx , რომლის ვერტიკალურ წახნაგებზე მოქმედებენ 

შინაგანი ძალვები 1Qx , 1Qy , 1Mx , 1My  და 
1111

*
xyyx MMH   მგრეხი 

მომენტი (ნახ. 2), ხოლო კონტურზე კი გარე განაწილებული 

დატვირთვა. x1 და y1  დეკარტეს მართკუთხა კოორდინატებია.  

 

ნახ. 2. ფილის უსასრულოდ მცირე ელემენტი  

ფილის აღნიშნული ელემენტის წონასწორობის დიფერენციალური 

განტოლებები ჩაიწერება შემდეგი სახით: 
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აღნიშნული შიგა ძალები კლასიკურ დრეკადობის თეორიაში 

გამოისახებიან ფილის W ჩაღუნვის საშუალებით 
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                           (4) 

თუ (3) ტოლობიდან გამოვრიცხავთ 1Qx  და 1Qy  განივ ძალებს და 

გავითვალისწინებთ (4) ტოლობებს მივიღებთ სოფი-ჟერმენის ცნობილ 

განტოლებას W ჩაღუნვის ფუნქციის მიმართ. 
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yxq
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4
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ამრიგად, კლასიკური დრეკადობის თეორიის გამოყენებით 

სწორკუთხედის ფორმის ფილის გაანგარიშება დაიყვანება მისი 

ჩაღუნვისათვის ისეთი ფუნქციის )( 11 yxW  განსაზღვრაზე, რომელიც 

დააკმაყოფილებს ბიჰარმონიულ განტოლებას და ყოველი კონკრეტული 

ამოცანისათვის წინასწარ მოცემულ ყველა სასაზღვრო პირობას, რაც 

როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული დაკავშირებულია მათემატიკური 

ხასიათის დიდ სირთულეებთან. დისერტაციაში დასმული ამოცანის 

გადაწყვეტისას ვიყენებთ ი. ღუდუშაურის მიერ დამუშავებულ თეორიას 

[16], რომლის საფუძველზე მკვეთრადაა გამარტივებული საერთოდ 

დრეკადობის თეორიის ნებისმიერი ამოცანის ზუსტი გადაწყვეტა. 

განვიხილოთ შემთხვევა, როცა სწორკუთხა ფილა კონტურით 

თავისუფლადაა დაყრდნობილი და განიცდის კონტურის გასწვრივ 

კოსინოსოიდის კანონით განაწილებული მომენტების ქმედებას (ნახ. 3). 



53 

 

ნახ. 3. თავისუფლად დაყრდნობის ფილა კონტურზე 

განაწილებული მომენტებით 
 
 

დასმული ამოცანის გადაწყვეტა მოცემულია ქვემოთ ჩვეულებრივ 

დიფერენციალურ განტოლებებში დრეკადობის თეორიის გამოყენებით 

[16], სადაც მიღებულია უგანზომილებო კოორდინატები: 

               ;1

a

x
x   ;1

b

y
y   .

b

a
                          (5) 

სადაც a და b ფილის კონტურის ზომებია. 

ამოცანაში მოცემული გვაქვს წინასწარ შემდეგი რეალური 

სასაზღვრო პირობები [146] (ნახ. 3)  

როცა ;1x  1MM x  ; ;0xQ  0* H  

როცა ;1y  ;2MM y   ;0yQ 0* H . 

მოცემული ფილის ღუნვაზე მუშაობა ი. ღუდუშაურის მეთოდით 

წარმოდგინება xT , yT  ფიქტიურ სიტემების ერთობლივი მუშაობის სახით, 

(6) 
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რომელთა წონასწორობის განტოლებები ჩაიწერებიან შემდეგი სახით: 

(ნახ. 4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ნახ. 4. ფიქტიურ სისტემებში შიგა ძალების განაწილების კანონი 

 

_ xT  ფიქტიური სისტემისათვის 
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
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,                       (7) 

_ yT  ფიქტიური სისტემისათვის 

                 *1
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y P
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


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      .
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H
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Q

y

M

b y
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






                         (8)   

(7) და (8) სისტემებიდან *
nP -ის გამორიცხვის შემდეგ მიიღება 

კლასიკურ დრეკადობის თეორიის (3) წონასწორობის განტოლებათა 

სისტემა. 

O O

O
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განტოლებებიდან (7) და (8) განისაზღვრებიან შინაგანი ძალვები, 

Qx, Mx, Qy, My მას შემდეგ, რაც ფიქტიურ სისტემათა xT , yT  

ურთიერთქმედების ძალვები *
nP  და *H  წარმოდგენილნი იქნებიან 

წინასწარ მწკრივების სახით. ამ უკანასკნელთა მაინტერპოლირებული 

ფუნქციების შერჩევისას გაითვალისწინება მოცემული ამოცანის 

შესაბამისი სასაზღვრო პირობების (6) გარდა შემდეგი საწყისი 

პირობებიც 

როცა x = 0; ;0* H  ;0* nP  ,0



x

Wx  

როცა y = 0; ;0* H  ;0* nP  0




y

Wy
. 

სადაც xx TW   ფიქტიური სისტემის ჩაღუნვაა, ხოლო yy TW   ფიქტიური 

სისტემის. 

გარდა ამისა რეაქციული დატვირთვა *
nP  განსახვავებულია 

ნულისაგან ფილის მთელ შუალედა ზედაპირზე. 

ამრიგად, სასაზღვრო პირობებისა (6) და საწყისი პირობების (9) 

გათვალისწინებით აღნიშნული მწკრივები შეიძლება წარმოდგენილი 

იქნენ შემდეგი სახით: 

    
 
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mnn nnynmmxmAP )sincos)(sincos(*  
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 
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H )sin)(sinsin(sin
2

*


 

სადაც mnA  და mnB  ჯერჯერობით უცნობი კოეფიციენტებია და 

განისაზღვრებიან სათანადო შერწყმის პირობებიდან. 

შემდგომში ჩანაწერების გამარტივების მიზნით შემოღებულია 

აღნიშვნები 
 


m n

mnmn AA ; 
 


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გამოვთვალოთ Qx, Mx, Qy, My სიდიდეები წონასწორობის (7) და 

(8) განტოლებებიდან (10) ტოლობების გათვალისწინებით   
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ინტეგრებით მივიღებთ: 

        ).()sincos)(sin(sin 1 yCnnynmxmxaAQ mnx   

C1(y) საინტეგრაციო ფუნქცია განისაზღვრება სასაზღვრო 

პირობიდან (6), როცა x = 1; 0xQ  პირობა გვაძლევს 0)(1 yC . 

საბოლოოდ 

        ).sincos)(sin(sin nynmxmxaAQ mnx                  (11) 

(11)-ს გათვალისწინებით წონასწორობის განტოლება 
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პირობა როცა 1x ; 1MM x   გვაძლევს  
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       )()sin)(sinsincos( 1 xBnynymmxmAQ mny 


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 როცა 1y ; 0)(0 1  xBQy  
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როცა  1y ,  2MM y იხილე შენიშვნებში (პუნქტი 6).  
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ფიქტიური სისტემების Tx, Ty-ის ჩაღუნვები Wx და Wy 

განისაზღვრებიან ტოლობებიდან 
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               
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 და xW  გამოსახულებებში შემავალი ფუნქციებია: 
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
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)(4 yC  საინტეგრო მუდმივის განსაზღვრის მიზნით გამოვიყენოთ 

ფილაზე მოქმედი დატვირთვის თავისებურება  

როცა 0 yx  ფილის ცენტრში 0),( yxWx . მივიღებთ: 
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 ანალოგიური მსჯელობით ),( yxWy  ფუნქციისათვის გვექნება: 
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საბოლოოდ 
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          
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სადაც ზემოთ მოყვანილ გამოსახულებებში შემავალი ფუნქციებია:       
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ამრიგად, მოცემული კონკრეტული ამოცანის გადაწყვეტისათვის 

ზემოთ განსაზღვრული იქნა ყველა საძიებელი გამოსახულება შინაგანი 

ძალებისათვის Qx, Qy, Mx, My, H და გადაადგილებებისათვის Wx, Wy, 

x

Wx




, 
y

Wy




, რომლებიც შეიცავენ უცნობ სიდიდეებს Amn და Bmn მუდმივი 

კოეფენტების სახით. ამ უკანასკნელთა განსაზღვრისათვის გამოიყენება 

ორი იგიური ტოლობა 

         ),,(),( yxWyxW yx    

         .
)1(

1 *2

vD

H

yx

W

ab
x







 

იგიურ ტოლობათა აღნიშნული სისტემის დასაკმაყოფილებლად 

გამოიყენება კოლოკაციის ხერხი, რომლის თანახმად Amn და Bmn 

საძიებელი მუდმივი სიდიდეების განსაზღვრა დაიყვანება პირველი 

რიგის ალგებრულ განტოლებათა სისტემაზე, სადაც 

;,,3,2,1 km    cn ,,3,2,1  . 

ამრიგად მოცემული მეთოდის გამოყენებისას უსასრულო 

მწკრივების მაგიერ მიიღება სასრული მწკრივები, სადაც სიდიდეების k 

და c დადგენა ხორციელდება ყოველი კონკრეტული ამოცანის 

გადაწყვეტაში კრებადობის მიღწევის გზით, რისთვისაც სრულდება 

შესაბამისი რიცხვითი ექსპერიმენტი თანამედროვე გამოთვლით 

მანქანაზე კოლოკაციის წერტილების რაოდენობის თანდათანობით x-ისა 

და y-ის მიმართულებებით ზრდის გზით. 

 (17) 
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მოცემული ამოცანის გადამწყვეტ ალგებრულ განტოლებათა 

სისტემა მიიღება (17) იგიური ტოლობათა სისტემიდან მათში Wx, Wy და 

*H  სიდიდებისათვის უკვე ცნობილი გამოსახულებების ჩასმის გზით. 

აღნიშნული გზით მიღებული განტოლებათა სისტემის დაკმაყოფილება 

ხორციელდება ფილის შუალედი სიბრტყის წინასწარ შერჩეულ 

დამახასიათებელ წერტილებში, რომლებიც თანაბრად არიან 

განაწილებულნი განსახილველი ფილის ფარგლებში. აღნიშნული 

წერტილების დანიშვნისას გაითვალისწინება მოცემული ამოცანის 

სიმეტრიულობაც. ჩვენს კონკრეტულ შემთხვევაში ისინი აიღებიან 

ფილის 
4

1
 ნაწილზე (ნახ. 5). 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

ნახ. 5. კოლოკაციის ხერხი 

 

აღნიშნულის გათვალისწინებით წარმოვადგენთ xW  და yW  

გამოსახულებები შემდეგი სახით 
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შერწყმის I პირობა მოგვცემს: 
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შევადგინოთ შერწყმის II პირობა: 
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გამოვთვალოთ 
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(15) ტოლობიდან მივიღებთ 
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ანუ გარკვეული გარდაქმნებისა და აღნიშვნების შემოტანის შედეგად 

მივიღებთ შერწყმის II პირობის შესაბამის ალგებრულ განტოლებას: 

     
 


k

m

II
c

n
mn

II
mnmn

II
mn MqBBAA

1
0

1

)()()( , 

სადაც 

     ),(sin)sin)(sinsin(sin)( 2
2

2
xmnyfnnynymxmxAmn  




, 

 







  ),(sin)sin)(sinsin(sin

1
)( 2

2
2

xmnyfnnynymxmxBmn 
, 

       .
2

sin
2

)( y
x

qmn





   

ამრიგად, საბოლოოდ მიიღება ფიქტიურ სისტემათა Tx, Ty 

შერწყმის ორი იგიური ტოლობა, რომელთა დახმარებით შედგენილია 

ალგებრულ განტოლებათა სისტემა mnA  და mnB  უცნობი 

კოეფიციენტების დასადგენად (ცხრილი 1). 
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ცხრილი 1 

ალგებრულ განტოლებათა სისტემა mnA  და mnB  უცნობი 

კოეფიციენტებისათვის 

mnA  mnB  0M  

)(Amn  )(Bmn  )(q  

)(Amn   )(Bmn   )(q   

 

ცხრილი 1 იძლევა ამოცანის გადამწყვეტ ალგებრულ 

განტოლებათა სისტემას, საიდანაც განისაზღვრებიან საძიებელი 

კოეფიციენტები Amn და Bmn, ხოლო ამ უკანასკნელთა გათვალისწინებით 

საძიებელი სიდიდეების ანალიზური გამოსახულებები: 

 
m n

mnn nnynmmxmAMP ),sinsin)(sincos(0
*  

 
m n

mn nynymxmxB
a

MH ),sin)(sinsin(sin
2

0
*


 

 
m n

mnx nnynmxmxAaMQ ),sincos)(sin(sin0  

 
m n

mny nynymxmA
a

MQ ),sin)(sinsincos(0 
 









 

m n
mnmnx nnynnmfBAyMaM )sincos)(,()(

2
cos

1
10

2 


, 









 

m n
mnmny mmxmynfBAxMaM )sincos)(,(

1
)(

2
cos 120

2




. 




















 


 1

2
cos

4

2
cos

2)1( 22

2

02

4

x
v

y
x

M
vD

a
Wx







 

    .),()(),()( 2 WWyxfBAyxfBA ymnmnmnmnmnmn   

მიღებული მათემატიკური ალგორითმისათვის შედგენილია 

პროგრამა (იხ. დანართი PROGRAM Gx70), რომლის კომპიუტერზე 

რეალიზაციის შედეგები მოყვანილია ქვემოY მოცემულ ცხრილში.  
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CXDG    70E                                        cxrili   2

Tavisuflad   dayrdnobili   filaYY 

                     y 
 

x  0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

 ric1 P     

0 -0,5006 -0,4889 -0,4536 -0,3953 -0,3186 -0,2385 0 

0,2 -0,5114 -0,4996 -0,4641 -0,4051 -0,3247 -0,2258 0 

0,4 -0,5468 -0,5355 -0,4999 -0,437 -0,3454 -0,229 0 

0,6 -0,6051 -0,5955 -0,5636 -0,4997 -0,3904 -0,235 0 

0,8 -0,6778 -0,6727 -0,6521 -0,6079 -0,5033 -0,1549 0 

1 -0,7963 -0,8126 -0,8064 -0,7741 -0,8166 -0,4649 0 
  
  
  
  
   

 cxrili 2-is gagrZeleba 
                y        
x 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

    H        

0 0 0 0 0 0 0 

0,2 0 -0,0144 -0,0284 -0,0417 -0,0537 -0,0639 

0,4 0 -0,0284 -0,0563 -0,0827 -0,1068 -0,1273 

0,6 0 -0,0417 -0,0827 -0,122 -0,1582 -0,1891 

0,8 0 -0,0537 -0,1068 -0,1583 -0,2066 -0,2482 

1 0 -0,0636 -0,1267 -0,1883 -0,2474 -0,2984 
  
  
  
  
  

                  y      
x 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

    Qx        

0 0 -0,1007 -0,206 -0,3207 -0,4491 -0,5936 

0,2 0 -0,0985 -0,2017 -0,3144 -0,4411 -0,5858 

0,4 0 -0,0914 -0,1874 -0,2932 -0,4145 -0,5568 

0,6 0 -0,0796 -0,1633 -0,2563 -0,3665 -0,5033 

0,8 0 -0,0648 -0,132 -0,2055 -0,2925 -0,4198 

1 0 -0,0395 -0,0766 -0,1191 -0,1608 -0,2149 
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y           x 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

    Qy        

0 0 0 0 0 0 0 

0,2 -0,1008 -0,0985 -0,0914 -0,0797 -0,0641 -0,0467 

0,4 -0,2062 -0,2015 -0,1873 -0,1635 -0,1308 -0,0915 

0,6 -0,3211 -0,3143 -0,2933 -0,2566 -0,2038 -0,1389 

0,8 -0,4492 -0,4408 -0,4143 -0,3664 -0,2913 -0,1786 

1 -0,595 -0,5873 -0,5582 -0,5036 -0,4182 -0,2232 
  
   
  

 cxrili 2-is gagrZeleba
               y         
x 

0 
0,2 0,4 0,6 0,8 1 

ric2  Mx        
0 0,1031 0,1003 0,0912 0,0739 0,045 0
0,2 0,0989 0,0962 0,0876 0,0712 0,0435 0

0,4 0,0862 0,084 0,0768 0,0628 0,0389 0
0,6 0,0652 0,0636 0,0585 0,0485 0,0308 0
0,8 0,0363 0,0355 0,0328 0,0277 0,0183 0
1 0,0001 -0,0001 0 0 -0,0001 0

              
              y          
x 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

    My        
0 0,1032 0,0989 0,0862 0,0652 0,0363 0,0001 
0,2 0,1003 0,0962 0,084 0,0636 0,0355 -0,0001 
0,4 0,0912 0,0876 0,0768 0,0585 0,0328 0 

0,6 0,0739 0,0712 0,0628 0,0485 0,0277 0 
0,8 0,045 0,0435 0,0389 0,0308 0,0183 -0,0001 
1 0 0 0 0 0 0 

             
                y        
x 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

    W        
0 0,0318 0,0304 0,0262 0,0193 0,0103 0 
0,2 0,0304 0,029 0,025 0,0184 0,0099 0 
0,4 0,0262 0,025 0,0215 0,0159 0,0085 0 
0,6 0,0193 0,0184 0,0159 0,0118 0,0063 0 
0,8 0,0103 0,0099 0,0085 0,0063 0,0034 0 
1 0 0 0 0 0 0 
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-1

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

P 

nax 1 1
-0,5

0

0,5

1

1,5

2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

H 

nax1 2

y=1

nax. 6 nax. 7 
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ნახ. 12. თავისუფლად დაყრდნობილი ფილის დიაგრამა 
 

 
 

-0,7
-0,6
-0,5
-0,4
-0,3
-0,2
-0,1

0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Qx 

nax 1 3
-0,7

-0,6

-0,5

-0,4

-0,3

-0,2

-0,1

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Qy 

nax 1 4
nax. 8 nax. 9 

-0,02

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Mx 

-0,02

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

My 

nax1 6
nax. 10 nax. 11 

0
0,005
0,01

0,015
0,02

0,025
0,03

0,035

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

W 

nax1.7  0,4      0,6 
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2.1.2.2. ორი მიმდებარე გვერდით ხისტად ჩამაგრებული ფილის  

    ღუნვის ამოცანის გადაწყვეტა სასაზღვრო პირობების  

ზუსტად დაკმაყოფილების შემთხვევაში 

 

განვიხილით თხელი მართკუთხა ფილის ღუნვის ამოცანა. ფილის 

ორი მოსაზღვრე გვერდი თავისუფალია დანარჩენი ორი კი 

ჩამაგრებულია ხისტად (ნახ. 13). ფილა განიცდის განაწილებული 

დატვირთვის ქმედებას. თუ კოორდინატთა სათავეს მოვათავსებთ 

თავისუფალი გვერდების გადაკვეთის წერტილში მაშინ სასაზღვრო 

პირობები ჩაიწერება შემდეგნაირად: 

               x = 0, ,0xM     ,0xQ   H = 0, 

          x = 1,  w = 0,  ,0



x

w
      

               y = 0, 0yM ,  ,0yQ    H = 0, 

               y = 1,   w = 0,    .0



y

w
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ნახ. 13. ორი მიმდევარი გვერდით ხისტად ჩამაგრებული ფილა 

თანაბრად განაწილებული დატვირთვით 

 

აქ x და y უგანზომილებო კოორდინატებია, რომლებიც 

დაკავშირებულია განზომილებიან x  და y კოორდინატებთან 

(18) 
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შემდეგნაირად: axx  , byy / , სადაც a და b ფილის ზომებია, h მისი 

სისქეა, ხოლო ba . 

შევნიშნოთ, რომ კლასიკური სასაზღვრო პირობების შემთხვევაში 

ორი პირობა x = 0, გვერდის გასწვრივ 0xQ  და H = 0, 

წარმოდგენილია ერთით პირობითად 0




yb

H
Qx , ხოლო y = 0, 

გვერდის გასწვრივ 0




xa

H
Qx . ძნელი არაა იმის დანახვა, რომ თუ H 

ნულია x =0 გვერდის გასწვრივ, მაშინ ნულის ტოლი იქნება იგივე 

გვერდის გასწვრივ 
yb

H




-იც და მაშასადამე xQ -იც. რითაც შესრულებული 

იქნება რეალურისასაზღვრო პირობები x=0, გვერდის გასწვრივ. იგივე 

მდგომარეობაა y = 0 გვერდის გასწვრივაც. ასე, რომ ამოცანის 

გადაწყვეტისას ჩვენ შეიძლება ვისარგებლოთ კლასიკური პირობებით: 

0




yb

H
Qx  და 0





xa

H
Qx . გამოვიყენოთ დასმული ამოცანის 

გადაწყვეტისას ი.ღუდუშაურის მეთოდი. საინტერპოლაციო 

კონკრეტული ფუნქციების შერჩევისას თუ H-ს ავიღებთ ისეთს, რომ 

x=0, და y=0, გვერდების გასწვრივ იქნება ნულის ტოლი, მაშინ 

მივიღებთ რეალურ სამ სასაზღვრო პირობას. 

აქვე საჭიროა აღინიშნოს ის გარემოებაც, რომ კლასიკური 

მეთოდებით ფილის ღუნვის ამოცანის ამოხსნა, როცა ერთი გვერდი 

მაინც თავისუფალია, მოითხოვს სხვადასხვა ამონახსნთა კომბინაციის 

აგებას. მაგ. სამი გვერდითY ხისტად ჩამაგრებული და ერთი გვერდით 

თავისუფალი ფილის შემთხვევაში ამონახსნი წარმოდგენილია სამი 

ამონახსნის ჯამის სახით, რომელთაგან თითოეული ცალცალკე 

აკმაყოფილებს გარკვეულ სასაზღვრო პირობებს. რაც შეეხება ორი 

მოსაზღვრე თავისუფალი გვერდის შემთხვევას ის საერთოდ არ არის 

მოყვანილი ლიტერატურაში. რაც შეეხება ანგარიშში გამოყენებულ 

მეთოდს [16], იგი ერთნაირი მიდგომით წარმატებით ხსნის ნებისმიერ 
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სასაზღვრო პირობების შემთხვევას. ამ მეთოდის შესაბამისად ფილის 

ფიქტიური სისტემების წონასწორობის განტოლებებს აქვს შემდეგი სახე: 

 xT  ფიქტიური სისტემისათვის: 

             

.
11

,0
2

1

x
x

n
x

Q
y

H

bx

M

a

P
q

x

Q

a













                        (20) 

yT  ფიქტიური სისტემისათვის: 

        

.
11

,0
2

1

y
y

n
y

Q
x

H

by

M

b

P
q

y

Q

b















                         (21) 

სადაც nP  ფიქტიურ სისტემებს შორის ურთიერთქმედების ძალებია; xQ  

და yQ განივი ძალებია; xM  და yM  მღუნავი მომენტებია, ხოლო H 

მგრეხი მომენტი. 

როგორც ვხედავთ განაწილებული დატვირთვა თანაბრადაა 

გადანაწილებული ფიქტიურ სისტემებს შორის, რამაც ხელი უნდა 

შეუწყოს ამონახსნების მიღებას რიცხვითი რეალიზაციის დროს. 

მეთოდის შესაბამისად ფიქტიურ სისტემათა 

ურთიერთმოქმედების ძალები და მგრეხი მომენტი წარმოვადგინოთ 

უცნობი კოეფიციენტების მქონე საინტერპოლაციო ფუნქციების ჯამის 

სახით: 

)()()()( 21
1 1

21 yxAyxAP mn
m n

mnn 







                   (22) 

),()()()( 43

2

1 1
23

2

yx
a

Byx
a

BH mn
m n

mn 





 







           (23) 

სადაც mnA  და mnB  აღნიშნავენ შესაბამისად გამოსახულებებს 

mn
m n

mn AA  , mn
m n

mn AB  , ხოლო ),(1 x  )(),( 32 xy   და )(4 y  x-სა 

და y-ის მიმართ არა ტრიგონომეტრიული, არამედ ჩვეულებრივი 

ალგებრული ფუნქციებია, 
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 (22) და (23)-ის გათვალისწინებიY (20) და (21) წონასწორობის 

განტოლებებიდან იმის გათვალისწინებით, რომ constqyxq ),( , 

გვექნება: 

                )()()(
2 121 yCyxAa

qax
Q mnx   , 

სადაც )(1 x  აღნიშნავს ინტეგრალს )(1 x  ფუნქციიდან. 

დავაკმაყოფილოთ პირობა x=0 0




yb

H
Qx მივიღებთ: 

              ),()0()()(
2 43110 yaByxaA

qax
Q mnmnx              (24) 

სადაც  

).0()()( 1110   xx  

(23) და (24) შევიტანოთ (20)-ის განტოლებაში და გავაინტეგროთ 

x-ით, გვექნება 

       )()0()(
4 211

2
22

yxxaA
xqa

M mnx   

           ),()()()0( 2433
2 yCyxxBa mn    

სასაზღვრო პირობა 0   0  xMx  მოგვცემს: 

         ),()()()(
4 42

2
21

2
22

yxfBayxfaA
xqa

M mnmnx             (25) 

სადაც 

                       )0()0()()( 1111  xxxf   

                       )0()0()()( 3332  xxxf  . 

გავაინტეგროთ ეხლა განტოლებათა სისტემა yT  ფიქტიური 

სისტემისათვის. (21) სისტემის პირველი განტოლების ინტეგრება 

სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით მოგვცემს: 

        ),0()()()(
2 43120 


 xB

a
xybA

qby
Q mnmny              (26) 

სადაც )0()()( 2220   yy  
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ანალოგიურად (21)-ის მეორე განტოლებიდან y = 0 0yM  

პირობის გათვალისწინებით მივიღებთ: 

      ),()()()(
4 432

2

132

2

2

22

yx
a

Bxyf
a

A
yqa

M mnmny 





        (27) 

სადაც 

),0()0()()( 2223  yyyf   

)0()0()()( 4444  yyyf  . 

განვსაზღვროთ ეხლა ჩაღუნვები xT  ფიქტიურ სისტემისათვის იგი 

აღვნიშნოთ 1W -ით, yT  სისტემისათვის კი 2W ით. მაშინ ჰუკის 

კანონის საფუძველზე შეგვიძლია დავწეროთ [9]: 

  ,
)1( 2

2

2
1

2

yx vMM
vD

a

x

W








                    (28) 

 xy vMM
vD

b

y

W








)1( 2

2

2
2

2

,                    (29) 

სადაც 
)1(12 2

3

v

Eh
D


 ცილინდრული სიხისტეა, E იუნგის მოდულია, v კი 

პუასონის კოეფიციენტი. 

(28)-ში შევიტანოთ xM  და yM -ს გამოსახულებანი (25) და (27)-

ის მიხედვით და გავაინტეგროთ x-ით. გვექნება: 

 




















)()()()(
)1( 132212

4
1 xyf

v
yxfA

vD

a

x

W
mn 


  

    )(
34

)()()()( 52

22

43242 yCx
vyxq

yfx
v

yxfBmn 


























 .  

ხისტ ჩამაგრებაში (x=1) მობრუნების კუთხის ნულთან ტოლობის 

პირობა 





 



01

x

W
 მოგვცემს: 

 




















)()()(
)1( 0113220112

4
1 xFyf

v
yfA

vD

a

x

W
xixmn 

  
























 )1(

3

1

4
)()()(

2

23

40324021 x
vyxq

yf
v

yxfB xxmn 



  
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სადაც 

           )1()( 11011 fxff x   

      )1()( 11011   xF x  

           )1()( 22021 fxff x   

           )1()( 3303   xx . 

კიდევ ერთხელ გაინტეგრება და x=1 01 W  პირობის 

დაკმაყოფილებით მივიღებთ: 

 















 )()()()(
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 
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

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
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2
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48247

xvyxxq
yfxf

v
yxfBmn 

      (30) 

სადაც 

                   )1()1()1()()( 1115 fxfxfxf  , 

   )1()1()1()()( 1116   xxxf , 

   )1()1()1()()( 2227 fxfxfxf  , 

   )1()1()1()()( 3318   xxxf . 

ანალოგიურად (29) განტოლების ინტეგრირებისა და სასაზღვრო 

პირობების y=1 02 



y

W
 და 02 W  დაკმაყოფილებით გვექნება 

     
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
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





 )()()()(
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)1( 10119222
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2 yfxvfxyfA
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W mn 


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









 














2

)1(

12

34

4
)()()()(

1 22
2

2

3

1221132

yvx
vx

yyq
yfxvfyfxBmn 




,    (31) 

სადაც 

      ),1()( 33031 fyfg y   

      )1()( 22021   yF yi , 

      )1()( 44041 fyff y  , 

      )1()( 4404   yF yi , 

      ),1()1()1()()( 3339 fyfyfyf   

      ),1()1()1()()( 22210   yyyf  

      ),1()1()1()()( 44411 fyfyfyf   

      ).1()1()1()()( 44412   yyyf  

ამგვარად, mnA  და mnB  მუდმივების სიზუსტით, განსაზღვრულია 

როგორც ძალები და მომენტები, ასევე გადაადგილებებიც. ამავე დროს 

სასაზღვრო პირობებთან ერთად დაკმაყოფილებულია ყველა 

სტატიკური, ფიზიკური და გეომეტრიული დამოკიდებულება გარდა 

ერთისა: 

   .
)1(

2

H
vD

ab

yx

W







                            (32) 

ამასთანავე ცხადია, რომ ორივე ფიქტიური სისტემისათვის 

მიღებული გადაადგილებები 1W  და 2W  უნდა იყვნენ იგივურად ტოლი: 

21 WW  . 

(30) და (31) დამოკიდებულებები გამოვიყენოთ mnA  და mnB  

მუდმივების განსაზღვრისათვის. (30) და (31) საფუძველზე მივიღებთ: 









 )(
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19463225 yf
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0
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)1(

212

34

2

)1(
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34

4

2

2

2

4

42

2

24
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





 











yvxyyxvyxxq


.         (33) 

რაც შეეხება (32)-ს მასში (30) და (23) გათვალისწინებით მივიღებთ: 








  )()()()( 63225 xfyf
v

yxfAmn 
  

0
2

)1(
)()(

1
)()()()(

223248247 









 






 xvy

qyx
v

yfxf
v

yxfBmn .    (34) 

შევნიშნოთ, რომ (31)-ის და (32)-ის დაკმაყოფილება შესაძლებელია 

სხვა გზითაც, რაც შეიძლება ხელსაყრელი აღმოჩნდეს ზოგიერთი 

კონკრეტული ამოცანის ამოხსნის დროს. ეს გზა მდგომარეობს შემდეგში: 

(32) განვიხილოთ როგორც დიფერენციალური განტოლება და 

გავაინტეგროთ იგი ჯერ x-ით და მერე y-ით (ან პირიქით). მივიღებთ 

W-ს გამოსახულებას, რომელიც იგივურად ტოლი უნდა იყოს როგორც 

1W -ის, ასევე 2W -ის. მაშინ იგივური ტოლობები ჩაიწერება უკვე 

შემდეგნაირად: 

                    WW 1  და WW 2 .                      (35) 

(32)-ის y-ით გაინტეგრებითა და y=1 0



x

W
 პირობის 

დაკმაყოფილებით, რაც ფაქტიურად y=1 გვერდის გასწვრივ W-ს ნულთან 

ტოლობის ტოლფასია. მივიღებთ: 

 )1()()(
)1( 4432

4











yxB
vD

a

x

W
mn . 

 კონკრეტული ამოცანა ამოხსნილია როგორც ანალიზურად, ასევე 

რიცხვითი გზით, პროგრამული კომპლექსის «ლირა-ვინდოუსის» 

გამოყენებით.  

ნახ. 14 და ნახ. 15 მოცემულია ელემენტებისა და კვანძების 

ნუმერაცია.  
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ნახ. 14. ელემენტების ნუმერაცია 

 

ნახ. 16-ზე ნაჩვენებია ჩაღუნვები და მობრუნებების კუთხეები, ნახ. 

17-ზე მღუნავი და მგრეხი მომენტები და განივი ძალები. რიცხვითი 

მნიშვნელობები მიღებულია კვადრატული ფილისათვის, რომლის 

გვერდის სიგრძე 2 მ-ია, სისქე კი 0,1 მ ფილის მასალის იუნგის 

მოდული ტოლია 6107.2 E  ტ/მ2, ხოლო პუასონის კოეფიციენტი v=0,2.  
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მათი შედარება ზემოთ მიღებული შედეგებთან საშუალებას გვაძლევს 

დავასკვნათ, რომ ისინი პრაქტიკულად არ განსხვავდებიან კლასიკური 

სასაზღვრო პირობებით მიღებულ შედეგებთან, რაც ჩატარებული 

გამოკვლევის საიმედოობაზე მიუთითებს.  იგივეზე  მიუთითებს  ის 

ფაქტიც, რომ ზემოთ მიღებულ შედეგებში ფიქტიური სისტემების 

ურთიერთქმედების ძალები ხისტად ჩამაგრებულ გვერდების გადაკვეთის 

წერტილიდან გამომავალ დიაგონალის გასწვრივ გამოვიდა ნულის 

ტოლი. რაც ფიზიკურ მოსაზრებებით მოსალოდნელიც იყო. 

 

2.1.2.3. კონსოლური ფილის ღუნვა თანაბრად განაწილებული 

დატვირთვის შემთხვევაში 
 

განვიხილოთ გეგმაში სწორკუთხედის ფორმის თხელი ფილა 

^ნახ. 18?. 

იყ ღუდუშაურის თეორიის მიხედვით მოცემული ფილის 

გაანგარიშება დაიყვანება ორი ფიქტიური სისტემის xT , yT  

გაანგარიშების საკითხზებ სადაც ფილის წონასწორობის განტოლებები 

ჩაიწერება შემდეგი სახით: 

_ xT  ფიქტიური სისტემისათვის: 

                 x
n

x Pq
x

Q





,          

~36` 

     q 
 
     q 

  q 

x 

a y 

b 
b 

 a და ი ფილის ზომებიაბ 
ხოლო   

yx,  დეკარტეს კოორდინატები. 

ნახ. 18. კონსოლური ფილა თანაბრად 
          განაწილებული

x 
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_ yT  ფიქტიური სისტემისათვის: 
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,          

~39` 

სადაც xQ  yQ  განივი ძალებია, xM , yM  მღუნავი მომენტები, *H  

მგრეხი მომენტიბ *
nP  რეაქციული ნორმალური დატვირთვაბ რომელიც 

განაწილებულია ფილის შუალედ ზედაპირზე. xT  და yT ფიქტიური 

სისტემების ჩაღუნვები xW  და yW  განისაზღვრებიან ჰუკის 

განზოგადებული კანონიდან შემდეგი ფორმულების დახმარებით 

                   ;
2

2

yx
x vMMD

x

W





         

~40` 

         xy
y vMMD

y

W





2

2

&         

~41` 

გამოთვლების გამარტივების მიზნით შემოვიღოთ x, y,  

უგანზომილებო სიდიდეები შემდეგი ტოლობების მიხედვით: 

                                  ,
a

x
x    ;

b

y
y   

b

a
,          

~42` 

ვინაიდან ჩ ღერძი წარმოადგენს :ნახ. 11? სიმეტრიის ღერძს 

სასაზღვრო და საწყის პირობებს ექნებათ სახე: 

hjwf x=0* ,0xW  0



x

Wx  

hjwf x=1*  ,0xQ  ,0xM  0* H  
 
~43` 
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როცა y=0*  ;0yQ  0* H  

როცა 1y * ,0yQ  ,0yM  0* H  

მოცემულ ამოცანაში ურთიერთქმედების ძალვებს წარმოადგენს 

ფიქტიური სისტემების xT , yT  შუალედა ზედაპირზე მოქმედი 

რეაქციული ნორმალური ძალვა ),(** yxPP nn   და ფილის შინაგანი  

მგრეხი მომენტი *H , რომელიც იყ ღუდუშაურის თეორიის 

მიხედვით წარმოიდგინე უსასრულო მწკრივების სახითყ :43 

სასაზღვრო და საწყისი პირობების გათვალისწინებით მოცემული 

ამოცანისათვის  ეს მწკრივები შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი 

სახით: 

         









)sin)(sincos(cos*

)sincos(sin

2

*

nynymmx
a

H

nnynmxmAP
m n

mnn



                     ~44` 

სადაც mnA  და mnB  უცნობი კოეფიციენტებია და მათ განსასაზღვრავად 

გამოიყენება ორი იგიური ტოლობებისაგან შედგენილი შემდეგი 

ერთობლივი სისტემა 

 

                                                yx WW  , 

                                              

D

Hv

yx

W

ab

*)1(1 2 





&                                            

~45` სისტემის დასაკმაყოფილებლად გამოიყენება კოლოკაციის 

ცნობილი ხერხიყ 

ამრიგადბ მოცემული კონკრეტული ამოცანის გადაწყვეტისათვის 

44? ტოლობების გათვალისწინებით ისევე როგორც ეს წინა 

პარაგრაფებში ჩავატარეთ ადვილად განისაზღვრებიან საძიებელი 

(45) 
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სიდიდეები *
nP , *H , xQ , yQ , xM , yM , xW , yW . შემდეგი 

ფორმულების მიხედვით 

        )sincos(sin* nnynmxmqAP mnn  , 

        )sin)(sincos(cos
1* 2 nynymmxqBaH mn 


, 

         )sincos)(cos(cos)1( nnynmmxAxaqQ mnx  , 

        )sin(sinsin nynymx
m

aqAQ mny 


, 

        



  )sincos)(()()1(
2

1
1

22 nnynxfBAxqaM mnmnx , 

                )(sin 12
2 ymxf

m
BAqaM mnmny 

 ,  

          












 


 ),(),(64

24

1

)1( 21
234

2

4

yxFyxFAxxx
vD

qa
W mnx  

                      







 ),(),( 21 yxFyxFBmn

, 

     











 ),(),(),(),(2
4)1( 4343

2
2

2

2

4

yxFyxFByxFyxFAxx
vy

vD

qa
W mnmny 

. 

შედგენილი მათემატიკური ალგორითმისა და პროგრამის :იხ. 

დანართი 1. გამოყენებით განხორციელებულია ამოცანის რიცხვითი 

რეალიზაცია იმ კერძო შემთხვევაშიბ როცა ¹1, ქვემოთ მოცემულია 

*H , xQ , xM  და xW  სიდიდეები ცხრილი 3-ის  სახით და სათანადო 

ეპიურები: ნახ. 19-22. 
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 ცხრილი 3 
კონსოლური ფილა 

        x 
y 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

 H  

0 0 0 0 0 0 0 
0,2 _0,0092 _0,0088 _0,0076 _0,0057 _0,0032 0 
0,4 _0,0166 _0,0159 _0,0138 _0,0104 _0,0057 0 
0,6 _0,0202 _0,0193 _0,0168 _0,0127 _0,007 0 
0,8 _0,0165 _0,0158 _0,0137 _0,0104 _0,0057 0 
1 0 0 0 0 0 0 

 

 

 

          x 
y 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

 Qx  
0 _0,958 _0,766 _0,58 _0,387 _0,193 0 
0,2 _0,965 _0,772 _0,584 _0,39 _0,194 0 
0,4 _0,985 _0,788 _0,593 _0,396 _0,197 0 
0,6 _1,012 _0,81 _0,606 _0,404 _0,202 0 
0,8 _1,037 _0,83 _0,617 _0,411 _0,206 0 
1 _1,044 _0,835 _0,62 _0,414 _0,209 0 

 

          x 
y 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

 Mx  
0 0,473 0,306 0,174 0,078 0,02 0 
0,2 0,478 0,309 0,175 0,078 0,02 0 
0,4 0,49 0,315 0,178 0,079 0,02 0 
0,6 0,507 0,324 0,182 0,081 0,02 0 
0,8 0,523 0,332 0,185 0,082 0,02 0 
1 0,53 0,335 0,186 0,082 0,02 0 

 

          x 
y   

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

  W  

0 0 _0,011 _0,033 _0,062 _0,094 _0,126 
0,2 0 _0,011 _0,033 _0,062 _0,094 _0,126 
0,4 0 _0,01 _0,033 _0,062 _0,095 _0,128 
0,6 0 _0,01 _0,033 _0,063 _0,097 _0,132 
0,8 0 _0,01 _0,034 _0,066 _0,101 _0,138 
1 0 _0,01 _0,035 _0,07 _0,108 _0,148 
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nax. 19. mgrexavi momentis epiura 

 

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Qx 

n x1 2

y=1

 
nax. 20. ganivi Zalis epiura 

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Mx 

 

-0,025

-0,02

-0,015

-0,01

-0,005

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

H  ��

nax.1.1

=1 
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nax. 21. mRunavi momentis epiura 

-0,16

-0,14

-0,12

-0,1

-0,08

-0,06

-0,04

-0,02

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

W 

 
 nax. 22. CaRunvis epiura 

 

ამოცანა ასევე ადვილად გადაწყდება ჰიდროსტატიკური და სხვა 

სახის დატვირთვების შემთხვევაშიც. 

  

 

2.1.2.4. ჰიდროსტატიკური დატვირთვის გავლენით  

    კონსოლური ფილის «ცილინდრული ღუნვის» 

შესწავლა ი. ღუდუშაურის მეთოდით 

  

განვიხილოთ გეგმაში სწორკუთხედის ფორმის თხელი 

კონსოლური ფილა, რომელიც განიცდის ჰიდროსტატიკური 

დატვირთვის ქმედებას (ნახ. 23). მივიღოთ შრომაში გამოყენებულია 

უგანზომილებო სიდიდეები: 

;
a

x
x     ;

b

y
y   

b

a
                        (46)  

განხილულ ამოცანებში მოცემულია წინასწარ შემდეგი სასაზღვრო 

(47) და საწყისი (48) პირობები (ნახ. 23): 





















;0  ,0  ,0  1

;0  ,0  1

;0  0  ,0  0

*

1
1

*

HMQy

W
x

W
x

HMQx

yy

xx

                    (47) 
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0  ,0  ,0  0 *2 



 H
y

W
Qy y .                     (48) 

 
ნახ. 23. კონსოლური ფილა ჰიდროსტატიკური დატვირთვით 

 

ფილის მუშაობა ღუნვაზე წარმოიდგინება yx TT ,  ფიქტიურ 

სისტემათა ერთობლივი მუშაობის სახით, რომელთა წონასწორობის 

განტოლებებია [148]. 

xT  ფიქტიური სისტემისათვის 





















y

H

b
Q

x

M

a

Pxq
x

Q

a

x
x

n
x

*

*
0

11

1

                        (49) 

yT  ფიქტიური სისტემისათვის 

       
























.
11

1

*

*

x

H

a
Q

y

M

b

P
y

Q

b

y
y

n
y

                        (50) 

სადაც *H  შინაგანი მგრეხავი მომენტი და *
hP  რეაქტიული დატვირთვა 

გამოხატავენ აღნიშნულ ფაქტიურ სისტემათა ურთიერთქმედებას და 

ამიტომ მათი საძიებელი ფუნქციები განსახულველ ამოცანაში 

წარმოიდგინებიან წინასწარ უცნობი კოეფიციენტების მქონე მწკრივების 
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სახით, რომელთა მაინტერპოლირებელი ფუნქციები უნდა 

აკმაყოფილებდნენ როგორც სასაზღვრო პირობებს, ასევე საწყის 

პირობებს.  

აღნიშნულის გათვალისწინებით *
hP  და *H  წარმოიდგინებიან 

წინასწარ შემდეგი მწკრივების სახით: 

);sincos(cos
1

2
* nynnxmmA

a
P mnn                    (51) 

aq               
m n

mnmn AA . 

);sin(sinsin
1* nyynxmBH mnh 


                     (52) 

                 mn
m n

mnmn BAB    

სადაც mnA  და mnB  საძიებელი მუდმივი კოეფიციენტებია. 

წონასწორობის განტოლებებიდან (49) და (50) განისაზღვრებიან 

შინაგანი ძალვები yxyx MMQQ ,,, ; ხოლო ჩაღუნვის სიდიდეები კი ჰუკის 

განზოგადებული კანონიდან: 

      

























).(
)1(

11

),(
)1(

11

22
2

2

2

22
1

2

2

xy

yx

vMM
vy

W

b

vMM
vx

W

a
                   (53) 

მწკრივების (51), (52) მუდმივი კოეფიციენტების mnA  და mnB ის 

შესაბამისი სიმრავლეები განისაზღვრება ფაქტიურ სისტემათა yx TT ,  

შერწყმის ორი იგივური ტოლობებიდან: 

             I.  ),(),( 21 yxWyxW    

             II. 
Dv

H

yx

W

ab )1(

1 *2







.                        (54) 

სადაც W-s მაგივრად ჩაისმება 1W ის ან 2W ის (53) ტოლობებიდან 

ნაპოვნი გამოსახულებები. იგივური ტოლობების დაკმაყოფილება 

ხორციელდება კოლოკაციის ხერხის გამოყენებით, რომლის შედეგად 

მიიღება ალგებრულ განტოლებათა სისტემა mnA  და mnB  უცნობი 
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კოეფიციენტების მიმართ. მათი დადგენის შემდეგ განისაზღვრებიან 

საძიებელი სიდიდეები: ,*
nP  ,*H  Qx , ,Qy ,Mx My , W. 

Mმიღებული შედეგები ემთხვევა ლიტერატურაში ცნობილ სხვა 

ავტორთა მიერ მიღებულ შედეგებს. 

 

ცხრილი 4  

კონსოლური ფილა ჰიდროსტატიკური დატვირთვით  
 
            x 

y 
0 0,25 0,5 0,75 1,0 

H* 
0 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000

0,25 0,000000 0,005212 0,008560 0,043105 0,000000
0,5 0,000000 _0,000442 0,005904 0,014283 0,000000
0,75 0,000000 _0,013811 _0,022394 _0,049232 0,000000
1 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000

                          

                                                        

 

            x 
y 

0 0,25 0,5 0,75 1,0 

Qx 
0 0,500000 0,307308 0,106108 0,469333 0,000000

0,25 0,500000 0,279613 0,148611 0,116332 0,000000
0,5 0,500000 0,216024 0,100239 _0,425040 0,000000
0,75 0,500000 0,284637 0,017694 _0,125811 0,000000
1 0,500000 0,304395 0,487708 0,715794 0,000000

 
                                                        

 

            x 
y 

0 0,25 0,5 0,75 1,0 

Mx 
0 _0,167420 0,072790 _0,028544 0,000636 0,000000

0,25 _0,165016 _0,070711 _0,022810 _0,002070 0,000000
0,5 _0,164305 _0,066107 _0,014417 _0,007596 0,000000
0,75 _0,164087 _0,070042 _0,017231 _0,005220 0,000000
1 _0,195777 _0,07111 _0,032487 0,010776 0,000000
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            x 
y 

0 0,25 0,5 0,75 1,0 

W 
0 0,000000 0,003757 0,011902 0,022353 0,033455

0,25 0,000000 0,003611 0,011484 0,020797 0,030641
0,5 0,000000 0,003509 0,010904 0,018496 0,026620
0,75 0,000000 0,003847 0,011814 0,020432 0,029460
1 0,000000 0,004450 0,012791 0,025134 0,036040

 
 
 
 

 

2.2. ცილიდრული გადახურვის გაანგარიშება ჩვეულებრივი 

დიფერენციალურ განტოლებებში 
 

2.2.1. საკითხის დასმა 
 

   

ცილინდრული გარსული ტიპის ნაგებობებმა თავისი იშვიათი 

კონსტრუქციულიბ აეროდინამიკური და ესთეტიკური თვისებების 

წყალობითბ საპატიო ადგილი დაიმკვიდრეს თანამედროვე ტექნიკის 

თითქმის ყველა დარგშიყ 

სადღეისოდ ამ საკითხებზე გამოქვეყნებულია მრავალი 

მონოგრაფია და სამეცნიერო შრომებიყ ნაწილობრივ ცილინდრულ 

გარსთა თეორიაში არსებული გამოკვლევების მიმოხილვა მოცემულია 

შრომებში 6, 94, 7, 25, 5, 16, 108, 48, 17, 102, 1. 

რამდენადაც ცილინდრული გარსი წარმოადგენს სივრცულ 

სხეულსბ ამდენად მისი გაანგარიშება შეიძლება  ვაწარმოოთ იყ 

ღუდუშაურის მიერ დამუშავებული მეტად ეფექტური მეთოდის 

გამოყენებითყ 

იმის გამობ რომ გარსის სისქე გაცილებით ნაკლებია მის 

დანარჩენ ორ განზომილებასთან შედარებით და თანაც ვიხილავთ 

მუდმივი სისქის მქონე თხელ ცილინდრულ გარსებსბ ამდენად მათი 

გაანგარიშებისათვის უკეთესია გამოვიყენოთ შერეულ კოორდინატთა 

სისტემა (ნახ. 24). 
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ნახ. 24. ცილინდრული გადახურვა 

გარსთა ტექნიკურ თეორიაში ძაბვების მაგიერ სარგებლობენ მათი 

ექვივალენტური ტოლქმედი სიდიდეებით. მათი რაოდენობა რვის 

ტოლიაბ ხუთი ძალაა ),,,,( yxyx QQTSS  და სამი მომენტი ),,( HMM yx . 

აღნიშნული ძალები და მომენტები საშუალებას გვაძლევენ ვიმსჯელოთ 

გარსიდან გამოყოფილი სივრცითი ელემენტის დაძაბულ-

დეფორმირებული მდგომარეობის შესახებ სათანადო ბრტყელი 

ელემენტის მიხედვით. 

გამოყოფილი ბრტყელი ელემენტის (ნახ. 25) წონასწორობის 

პირობა იყღუდუშაურის თეორიის 16 მიხედვით წარმოიდგინება 

ფიქტიური xT  და yT  სისტემების ერთობლიობის სახით (ნახ. 26 ) 

და (ნახ. 27). xS  და yS  გრძივი ძალებიაბ *T  ძვრის ძალააბ xQ  და 

yQ  განივი ანუ გადამჭრელი ძალებიბ ,xM  yM  მღუნავი მომენტებიბ 

ხოლო *H კი მგრეხი მომენტი. 
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ნახ. 25. ცილინდრული გარსიდან გამოყოფილი 

ელემენტი 

 

ფიქტიური yx TT ,  სისტემებისათვის წონასწორობის განტოლებები 

მიიღება ცალ-ცალკე შესაბამისად (ნახ. 26) და (ნახ. 27)-ზე 

აღნიშნული შიგა ძალვების და რეაქტიული ძალის მდგენელების 

გათვალისწინებით. 

მაგრამ იმის გამობ რომ გარსთა კლასიკურ თეორიაში 

გადამწყვეტი დიფერენციალური  განტოლება  მე-8-ე რიგისააბ 

ამიტომ თითოეულ წახნაგზე ოთხი  
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ნახ. 26. Tჩ ფიქტიური სისტემა 

 

 

ნახ.  27. Tნ ფიქტიური სისტემა 
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სასაზღვრო პირობის დაკმაყოფილებაა საჭირო. ეს შეუსაბამობაბ ისევე 

როგორც ზოგიერთი სხვაბ გარსთა ტექნიკური თეორიის მიახლოებითი 

ხასიათის შედეგია. რეალური სასაზღვრო პირობების 

«kekonsekuqsia» ეკუთვნის კირხჰოფს და დასაბუთებულია სენ-

ვენანის პრინციპითბ რასაც ხაზგასმით აღნიშნავს ა. ლიავი 

დრეკადობის თეორიის ცნობილ კურსში 34. მაშასადამე გამოდისბ 

რომ კლასიკურ გარსთა თეორიის გამოყენებისას საერთოდ 

შეუძლებელია ხუთივე რეალური სასაზღვრო პირობების ზუსტად 

დაკმაყოფილებაბ ამიტომ ცხადია განსაკუთრებულ თეორიულ და 

პრაქტიკულ მნიშვნელობას იძენს ნებისმიერი ახალი მეცნიერული 

გამოკვლევაბ რომლითაც განთავისუფლდება კლასიკურ გარსთა 

თეორია აღნიშნული ნაკლისაგან. უნდა აღინიშნოსბ რომ ამ საკითხს 

ადრეც ეთმო,ოდა განსაკუთრებული ყურადღება მრავალი ცნობილი 

მეცნიერის :ს. ტიმოშენკო, ვ. რეისნერი და სხვ. მიერბ მაგრამ მათმა 

გამოკვლევებმა მათემატიკური სირთულის გამობ ვერ ჰპოვა 

პრაქტიკული გამოყენება. 

ცნობილიაბ რომ გეგმაში მართკუთხედის ფორმის დამრეც 

გარსთა გაანგარიშების ზოგადი ტექნიკური თეორიაბ რომელიც 

ძირითადად დამუშავებულია ვ. რეისნერისა [66] და ვ. ვლასოვის [8] 

მიერბ განეკუთვნება საინჟინრო გათვლების იმ კლასსბ რომელსაც 

ფლობენ სპეციალისტთა მხოლოდ ვიწრო წრე. ამიტომ საინჟინრო 

მეთოდების ძიებასბ რომელიც გაამარტივებდა აღნიშნულ სიძნელეს 

დაბ სიმარტივის გამობ ხელმისაწვდომი იქნებოდა ინჟინერთა ფართო 

წრისათვის მეტად აქტუალურ პრობლემათა რიცხვს მიაკუთვნებენ. 

ნაშრომში განიხილება გეგმაში მართკუთხედის ფორმის 

ცილინდრული გარსი (ნახ. 25). 2ა და 2i გარსით გადახურული 

მართკუთხედის ზომებიაბ 2r გარსის სისქებ R სიმრუდის რადიუსიბ 

ხოლო ა აწეულობის ისარიბ yx,  დეკარტეს მარკუთხა კოორდინატთა 

სისტემაა. 
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ამოცანის გადაწყვეტისას გამოყენებულია უგანზომილებო 

სიდიდეები. 

            ;
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h
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~55`  

წონასწორობის განტოლებები (55)-ის გათვალისწინებით 

მოგვცემენ 109: 
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       _  yT ფიქტიური სისტემისათვის  
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წონასწორობის განტოლებებიდან საძიებელი სიდიდეები ,xS  ,yS  

,xQ  ,yQ  ,xM  yM  განისაზღვრებიან ,*H  *T  და *
nP  სიდიდეების 

საშუალებით. 

დეფორმაციის განტოლებები მიიღებენ სახეს: 
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იგულისხმებაბ რომ გარსი კონტურით უძრავ სახსრულადაა 

ჩამაგრებული ხისტ დიაფრაგმებზე და განიცდის თანაბრად 

განაწილებული ღ ნორმალური დატვირთვის ქმედებასყ ასეთ 

პირობებში სასაზღვრო და საწყის პირობებს ექნებათ სახე (ნახ. 24). 
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(58) დიფერენციალურ განტოლებებათა სისტემა საშუალებას 

იძლევა განსაზღვრული იქნება ოთხი საძიებელი სიდიდე U, V, xW , 

yW . 

რაც შეესაბამება *** ,, nPTH  სიდიდეებს მათთვის გვაქვს შერწყმის 

სამი პირობა: 
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ამგვარადბ ი. ღუდუშაურის მეთოდითბ გეგმაში მართკუთხედის 

ფორმის დამრეცი ცილინდრული გარსის გაანგარიშების ზოგადი 

შემთხვევისათვის და სასაზღვრო პირობების ნებისმიერი 

სახეობისათვის წარმოიქმნება ურთიერთქმედების სამი ),,( ***
nPTH  

ძალაბ რომელთა მაინტერპოლირებელი ფუნქციები (59) სასაზღვრო 

პირობების გათვალისწინებით შეიძლება წარმოვადგინოთ შემდეგი 

სახით 
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უცნობი mnmnmn CBA ,,  კოეფიციენტები განისაზღვრებიან სამი იგივური 

ტოლობებიდან (60). 

უნდა შევნიშნოთბ რომ თუ :56? და :57? წონასწორობის 

განტოლებიდან გამოვრიცხავთ nP  ურთიერთქმედებს რეაქციულ ძალას 

და ჩავთვლითბ რომ yx WW  ბ მაშინ მივიღებთ გარსთა ტექნიკურ 

თეორიაში ცნობილ ცილინდრული გარსის წონასწორობის 

განტოლებათა სისტემას 

წონასწორობის განტოლებები :56? და :57?ბ :61? 

ტოლობებისა და სასაზღვრო და საწყისი პირობების :59?-ის 
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გათვალისწინებით ,,,, yxyx QQSS  yx MM  lf  სიდიდეებისათვის 

მოგვცემენ: 

nymxmC
a

y

T

x

S
mn

x cossin
*


 








& 

ინტეგრებით მივიღებთ: 

                          )(coscos 1 yCnymxC
a

S mnx 


         

~62` 
ანალოგიურად 

         









 )(coscos 122

2

xDnymx
n

m
C

a
S mny 

&         

~63` 

 )(1 yC  და )(1 xD  საინტეგრო ფუნქციებიაბ რომლებიც გარსთა 

ტექნიკური თეორიის მიხედვით ვერ განისაზღვრებიან 

სასაზღვრო პირობების არ არსებლბის გამობ ხოლო ჩვენს 

შემთხვევაში კი განისაზღვრებიან სათანადო შერჩეული 

სასაზღვრო პირობების გამოყენებით მოგვიანებით.  

 გამოვთვადოთ xQ  განივი ძადის სიდიდე 

       )(coscos)( 1 yCnymxCAqa
x

Q
mnmn

x 



. 

ინტეგრებით მივიღებთ: 

               )(cossin
1

)()( 21 yCnymx
m

CAyxCqxaQ mnmnx 



  . 

)(2 yC საინტეგრო აუნქცია განისაზღვრება სასაზღვრო პირობიდან 

როცა ხ = 0, .0)(0 2  yCQx  

საბოდოოდ, 





  nymx

m
CAyxCqxaQ mnmnx cossin

1
)()(1 .          (64) 

ანადოგიურად  
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















 mxny

nn

m
CAxD

y
aQ mnmny cossin

1
)(

22

22

1 



.      (65) 

მღუნავი xM  გამოთვდისათვის გვექნება  

 



 








nymx
m

CBAyxCqxaaQ
y

H

x

M
mnmnmnx

x cossin
1

)()(1
2

*

 . 

ინტეგრება მოგვცემს 

).(coscos
1

)()(
22 321

22
2 yCnxmx

m
CBAyC

xx
qaM mnmnmnx 








  

საინტეგრო )(3 yC  აუნქცია განისაზღვრება პირობიდან 

 როცა 1x , ,0xM  მივიღებთ 





  nxmx

m
CBAyCqayC mnmnmn coscos

1
)()(

2

1

2

1
)(

21
2

3  

ჩასმა მოგვცემს: 















 nymmx

m
CBAyC

xxq
aM mnmnmnx cos)cos(cos

1
)()(

2

1

2

)1(
21

22
2 .   (66) 

ანადოგიურად 



















22

2

12

2
2 )(

2

1

 n

m
CBAxD

y
aM mnmnmny  





 mxnny

n
cos)cos(cos

1
22

.                   (67) 

გამოვიყენოთ პირობა: 

                  .
)1(

*
22

H
vD

a

yx

W







 

 თუ გავითვადისწინებთ *H ის გამოსახუდებას მივიღებთ: 

          nymx
mn

B
vD

va

yx

W
mn sinsin

1

)1(

)1(
22

42








. 

ამ უკანასკნედის ინტეგრება ჯერ y-ითY მოგვცემს 

     )(sinsin
1

)1(

)1(
422

4

xDnymx
mn

B
vD

va

x

W
mn 









. 

როცა 1y ; 0



x

W
, 
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მივიღებთ:  
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4 nmx
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xD mn 


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ამ უკანასკნედის გათვადისწინება მოგვცემს: 

       )cos(cossin
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4

nnymx
mn

v
B

vD
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W
mn 



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საიდანაც 

       )()cos(coscos
1

)1( 42222

4

yCnnymx
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v
B

vD

a
W mn 







. 

საინტეგრო აუნქცია )(4 yC  განისაზღვრება პირობიდან: 

როცა 1x ; W=0, 

შესაბამისად 

       ).cos(coscos
1

)1(

)1(
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2222

4

4 nnym
nm

v
B

vD

va
yC mn 






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საბოდოოდ: 

      )cos)(coscos(cos
1

)1( 2222

4

nnymmx
nm

v
B

vD

a
W mn 







.      (68) 

გამოვთვადოთ U და V გადაადგიდებანი 

       






WvSS
vB

a

x

U
yx 

)1( 2
 

     
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











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)1( 1122
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     ).cos)(coscos(cos
1

)1( 2222

4

nnymmx
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v
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vD

a
mn 








 

ინტეგრება x-ით და საწყისი პირობის გამოყენება  

როცა x = 0, U = 0 მოგვცემს 

















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   
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







  nnymxmx

m
Bb mnmn coscoscossin

1
.                     (69) 
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სადაც .
)1(12
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

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v
bmn


  

 პირობა 1x , U = 0 გვაძდევს 
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.                   (70)            

ანადოგიურად V გადაადგიდებისათვის მივიღებთ: 

    





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)1( 2 xy vSS

vB
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V


 

    



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
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
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

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
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
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პირობიდან როცა 1y , V = 0 მივიღებთ: 

mxn
n

Cv
n

m
dyyCvxD mn cossin

1
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0
11 








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.                  (71) 

)(1 xD  და )(1 yC  საინტეგრო აუნქციებისათვის მივიღებთ შემდეგ 

განტოდებათა სისტემა: 

 





















 



















 

.coscoscossin
1

                  

cossin
1

1)(

cossin
1

)()(

22

2

1

22

21

0
11

nnymm
m

bB

nyn
m

C
n

vm
vxyC

mxn
n

Cv
n

m
dyyCvxD

mnmn

mn

mn





 

მიღებუდი სისტემის ამოხსნა მიმდევრობითი მიახდოების 

მეთოდით მოგვცემს: 


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

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
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
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
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)(1 xD ისა და )(1 yC ის გამოთვდების შემდეგ განვსაზღვროთ xW  

და yW  გადაადგიდებები. 

შევადგინოთY გამოსახუდება: 

 yx
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ამ გამოსახუდების ინტეგრება ორჯერ x-ით და სათანადო სასაზღვრო 

და საწყისი პირობების გათვადისწინებით საბოდოოდ მივიღებთ: 

          


 )()()(
)1( 12

4

yCxfqxf
vD

a
Wx  

                 ,),(),( 21 yxfBAyxfCBA mnmnmnmnmn   

სადაც 

         ),56(
24

1
)( 24  xxxf  

       ,coscos)1(
2

1
coscos

11
),( 2

221 nymxmmx
mm

yxf 



   

       nnymmx
nm

v
yxf coscoscoscos),(

2222 


. 

ანადოგიურად 
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ამრიგად, მოცემუდი ამოცანის გადაწყვეტისათვის ზემოთ 

განსაზღვრუდი იქნა ყვედა საძიებედი გამოსახუდება შინაგანი 

ძადებისათვის ,xS  yS , 1Q , ,2Q  ,xM  yM  და გადაადგიდებებისათვის U, 

V, W რომდებიც ჯერ კიდევ შეიცავენ mnA , mnB , mnC  უცნობ სიდიდეებს. 

ამ უკანასკნედთა განსასაზღვრავად გამოიყენება სამი იგივური 

ტოდობისაგან შედგენიდი ერთობდივი ადგებრუდ განტოდებათა 

სისტემა. 

 

 
 
 
 
 
 

2.2.2. მოცემუდი ამოცანის გადამწყვეტ ადგებრუდ 

განტოდებათა სისტემის შედგენა 

 

mnA , mnB , mnC  უცნობი კოეაიციენტების განსასაზღვრავად 

გამოიყენება ორი იგივური ტოდობა. ჩაღუნვის აუნქციისათვის, ხოდო 

მესამე ტოდობად კი საჭიროა ავიღოთ გამოუყენებედი (59)-ის ბოდო 

მეხუთე ტოდობა. 

ამგვარად შერწყმის პირობებს დასმუდი ამოცანის 

შემთხვევისათვის ექნება სახე: 
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სადაც ),(Amn  )(Bmn )()( qc mnmn   (i= I, II, III) ცნობიდი აუნქციებია. 

ადგებრუდ განტოდებათა სისტემის ამოხსნა წარმოებს 

კოდოკაციის მეთოდის გამოყენებით, შედგენიდია მათემატიკური 

ადგორითმი და პროგრამა კომპიუტერისათვის და (იხ. დანართი 

PROGRAM  ) პარამეტრების , ,  სხვადასხვა მნიშვნედობებისათვის 

გამოთვდიდია სათანადო ყვედა საძიებედი სიდიდე და აგებუდია მათი 

ცვდიდებების გრააიკები ერთ-ერთი კერძო შემთხვევისათვის, როცა 1  

0037,0  04,0  ზოგიერთი ძადვების სიდიდეები მოცემუდია 

ცხრიდი 4-ის სახით. მათი ნახაზების ანადიზის გვიჩვენებს, რომ ი. 

ღუდუშაურის მეთოდით მიღებუდი შედეგები უარო ზუსტია, ემთხვევა 

ექსპერიმენტით მიღებუდ შედეგებს და გაციდებით მარტივად წყვეტს 

დასმუდ ამოცანას. 

  ცხრილი 5 

ცილინდრული გარსი   P 
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0               0,2               0,4 

0,6             0,8                   1 
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0 1&14342

8 

1&11461

2 

0&99749

4 

0&73966

9 

0&35321

8 

_0&02721

0,

2 

1&13657

4 

1&10860

5 

0&99865

8 

0&75757

7 

0&37773

9 

_0&05813

1 

0&

4 

1&11681

2 

1&09125 1&00093

2 

0&80676

4 

0&45356

5 

_0,10576

8 

0&

6 

1&08618

2 

1&06483

8 

1&00207

7 

0&87271

4 

0&58504

8 

_0&04421

5 

0,

8 

1,04654

1 

1,03308

8

1,00122

8

0,94345

3

0,77180

7 0,298853

1 

0,99656

2 

0,99838

1

0,99830

4

0,99181

5

0,99924

2 1,073681

ცილინდრული გარსი   H 
      

x 
y 

                 

  0                  0,2                 0,4           
0,6             0,8                    1 

                                               K=0                

0 0 0 0 0 0 0 

0#

2 0 

0,00096

6 

0,00241

3 

0,00453

3 

0,00682

4 0,007652

0,

4 0 

0,00184

1 

0,00457

7 

0,00861

8 

0,01309

6 0,014985

0,

6 0 

0,00253

7 

0,00627

9 

0,01184

9 

0,01824

7 0,021585

0, 0 0,00298 0,00736 0,01391 0,02169 0,026704
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8 5 2 2 9 

1 0 

0,00313

8 

0,00773

5 

0,01461

8 

0,02293

7 0,028954

ცილინდრული გარსი   T 
      

x 
y 

                 

   0                  0,2                 0,4          
0,6             0,8                    1 

                                           K=0                

0 0 0 0 0 0 0 

0,

2 0 0 0 0 

0,00000

1 0,000001

0,

4 0 0 0 

0,00000

1 

0,00000

1 0,000001

0,

6 0 0 0 

0,00000

1 

0,00000

1 0,000001

0,

8 0 0 0 0 

0,00000

1 0,000001

1 0 0 0 0 0 0 

                                                               

         

ცხრილი 4-ის  გაგრძელება 

ცილინდრული გარსი   Qx 
      

x 
y 

         0                  0,2                 0,4 

0,6             0,8                    1 

                                              K=0               

=5            =1                00471,0  

0 0 

-

1,04536

9 

-

2,08800

4 

-

3,12326

2 

-

4,14540

3 

-

5,15155

5 

0,

2 0 

-

1,04510

-

2,08760

-

3,12322

-

4,14632 

-

5,15266
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3 8 8 2 

0,

4 0 

-

1,04433

8 

-

2,08644

8 

-

3,12303

6 

-

4,14886

6 

-

5,15655

1 

0,

6 0 

-

1,04316 

-

2,08464

4 

-

3,12250

1 

-

4,15249

8 

-

5,16477

7 

0,

8 0 

-

1,04167

6 

-

2,08240

7 

-

3,12146

7 

-

4,15641

5 

-

5,17920

7 

1 0 

-

1,03989 

-

2,07984

6 

-

3,11966 

-

4,15936 

-

5,20048

6 

ცილინდრული გარსი   Qy 
      

x 
y 

                 

        0                  0,2                 0,4   
0,6             0,8                    1 

                                              K=0                

0 0 0 0 0 0 0 

0,

2 

0,22822

7 

0,22252

1 0,19958 

0,14913

8 

0,07227

3 

-

0,00760

6 

0,

4 

0,45376

6 

0,44268

2 0,39954 

0,30513

4 0,15451 

-

0,02455

3 

0,

6 

0,67422

7 

0,65841

3 

0,59987

3 

0,47310

7 

0,25741

9 

-

0,04274
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7 

0,

8 

0,88764

5 

0,86826

3 

0,80023

4 

0,65507

9 

0,39224

6 

-

0,02343

1 

1 

1,09217

1 

1,07146

7 

1,00023

7 

0,84913

4 

0,56890

6 

0,10584

3 

ცილინდრული გარსი   Mx 
      

x 
y 

                 

        0                  0,2                 0,4     
0,6             0,8                    1 

                                                K=0                

0 

-

24,63808

9 

-

23,56628

2 

-

20,38113

5 -15,2014 

-

8,281696 0 

0,2 

-

24,65541

3 

-

23,58709

6 

-

20,41123 

-

15,23918

6 

-

8,310364 0 

0,4 

-

24,70505

5 

-

23,64680

5 

-

20,49782 

-

15,34920

6 -8,39723 0 

0,6 

-

24,78349

7 

-

23,74080

3 

-

20,63320

3 

-

15,52336

1 -8,5444 0 

0,8 

-

24,88445

9 

-

23,86162

8 -20,8054 

-

15,74704

3 

-

8,750099 0 

1 

-

24,96885

-

23,97040

-

20,97371

-

15,97933

-

8,992193 0 
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3 2 1 6 

 

                                                               

         

ცხრილი  4-ის გაგრძელება 

ცილინდრული გარსი   My 
      

x 
y 

       0                  0,2                 0,4 

0,6             0,8                    1 

                                                K=0               

=5            =1                00471,0  

0 

0,55665

3 

0,54357

9 

0,49621

3 0,39556 

0,22538

1 

-

0,01281

2 

0,

2 

0,53389

6 

0,52142

2 0,47644 

0,38094

5 

0,21842

9 

-

0,01223

8 

0,

4 

0,46588

8 

0,45517

7 0,41706 0,33638 

0,19658

7 

-

0,00938

1 

0,

6 0,35339 

0,34549

5 

0,31793

3 

0,25988

3 

0,15680

6 

-

0,00261

5 

0,

8 

0,19758

1 0,19337 

0,17893

5 

0,14869

6 0,09379 

0,00522

5 

1 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 

ცილინდრული გარსი   U 
      

x 
y 

                 

    0                  0,2                 0,4     
0,6             0,8                    1 
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                                                            K=0                

0 0 

0,00000

5 

0,00000

9 

0,00001

1 

0,00000

9 0 

0,

2 0 

0,00000

5 

0,00000

9 0,00001 

0,00000

8 0 

0,

4 0 

0,00000

4 

0,00000

7 

0,00000

8 

0,00000

6 0 

0,

6 0 

0,00000

2 

0,00000

4 

0,00000

4 

0,00000

4 0 

0,

8 0 0 0 

0,00000

1 

0,00000

1 0 

1 0 

-

0,00000

1 

-

0,00000

2 

-

0,00000

2 

-

0,00000

1 0 

ცილინდრული გარსი   V 
      

x 
y 

                 

       0                  0,2                 0,4      
0,6             0,8                    1 

                           K=0                

0 0 0 0 0 0 0 

0,

2 

0,00000

6 

0,00000

5 

0,00000

5 

0,00000

4 

0,00000

2 0 

0,

4 0,00001 

0,00000

9 

0,00000

9 

0,00000

7 

0,00000

4 0 

0,

6 

0,00001

1 

0,00001

1 0,00001 

0,00000

8 

0,00000

5 0 

0, 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0 
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8 8 8 7 6 3 

1 0 0 0 0 0 0 

                                                                    

 

         

ცხრილი 4-ის გაგრძელება 

ცილინდრული გარსი   W 
         

x 
y 

       0                  0,2                 0,4 

0,6             0,8                    1 

                                                K=0               

=5            =1                     

0 

-

0,009214 

-

0,008991

-

0,008205

-

0,006563 

-

0,003784 0 

0,2 

-

0,008774 

-

0,008561

-

0,007814

-

0,006253 

-

0,003608 0 

0,4 

-

0,007489 

-

0,007308

-

0,006672

-

0,005346 

-

0,003093 0 

0,6 

-

0,005467 

-

0,005335

-

0,004874

-

0,003911 

-

0,002272 0 

0,8 

-

0,002888 

-

0,002819

-

0,002577

-

0,002071 

-

0,001207 0 

1 0 0 0 0 0 0 
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U, V და W გადაადგილების კომპონენტებიაბ ხოლო ,
1 2v

Eh
B


  

)1(12 2

3

v

Eh
D


  

 

 

შევნიშნოთ, რომ თუ ~2` და ~3` წონასწორობის 

განტოლებებიდან გამოვრიცხავთ *
nP ურთიერთქმედების რეაქციულ 

ძალას და ჩავთვლით, რომ WWW yx  ^ მაშინ მივიღებთ გარსთა 

ტექნიკურ თეორიაში ცნობილ ცილინდრული გარსის წონასწორობის 

განტოლე, ათა სისტემას. 
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3. დასკვნა 

 

1. ნაჩვენებია, რომ ი. ღუდუშაურის თეორიით მიღებუდ დრეკადობის 

თეორიის ამოცანების ამოხსნები გამოირჩევიან სწრააი კრებადობით 

და მაღადი სიზუსტით. იგი მეტად მარტივია მათემატიკური 

თვადსაზრისით. უნარი აქვს წარმატებით გაუწიოს კონკურენცია 

რიცხვით მეთოდებს მარტივი სტრუქტურის მქონე ობიექტების 

განხიდვისას. 

2. კონკრეტუდი მაგადითების განხიდვით დისერტაციაში მიღებუდი 

შედეგები პრაქტიკუდად არ განსხვავდებიან კდასიკური დრეკადობის 

თეორიით სასაზღვრო პირობებით მიღებუდ შედეგებისაგან, რაც 

ჩატარებუდი გამოკვდევის საიმედოობაზე მიუთითებს. 

3. აიქტიური სისტემების ურთიერთქმედების ძადები ხისტად 

ჩამაგრებუდი გვერდების გადაკვეთის წერტიდიდან გამომავად 

დიაგონადის გასწვრივ ნუდის ტოდია, რაც აიზიკური მოსაზრებებით 

მოსადოდნედიც იყო და კვდავ მიუთითებს ჩატარებუდი 

გამოკვდევის საიმედობაზე. 

4. ნაჩვენებია დამრეცი ციდინდრუდი გარსის გაანგარიშებისას ი. 

ღუდუშაურის მეთოდის უპირატესობა კდასიკურ მეთოდებთან 

შედარებით. 

5. ჩატარებუდია მთედი რიგი რიცხვითი ექსპერიმეტები მათემატიკური 

ადგორითმის სიზუსტისა და ამოხსნის კრებადობის დასადგენად. 
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PROGRAM Gr70 
c       Tavisuადad   dayrdnobiდi   აiდa        
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      COMMON /C/A(700,701),B(700),IP0(5) 
      DIMENSION A1(700),A2(700),A3(700),A4(700),A5(700),A6(700), 
     1A7(700),A8(700),A9(700)  
      open(5,აiდe='ric1.dat') 
      Q1=0.3 
      ETA=1. 
      M11=6 
      N11=6 
      M12=M11-1 
      N12=N11-1 
      I2=0   
      I11=1 
      I12=1  
      I99=1 
      I77=1  
      J8=2*(N12*M12-1) 
      IP0(1)=J8 
      J21=J8+1 
      DO 21 I=1,J8 
      DO 21 J=1,J21 
      A(I,J)=0. 
 21   CONTINUE 
 7    X1=1./(M11-1.) 
      Y1=1./(N11-1.) 
      N1=1 
  6   N2=N1-1 
      Y=N2*Y1 
      M1=1 
  5   M2=M1-1 
      X=M2*X1 
      IF(I99.EQ.2) GO TO 170 
c      IF(N1.EQ.N11) GO TO 14 
c      IF(M1.EQ.M11) GO TO 111 
      IF(N1.EQ.1) GO TO 111 
      IF(M1.EQ.1) GO TO 11 
      IF(N1.EQ.N11.AND.M1.EQ.M11) GO TO 14 
 143  I1=I2+1 
      I2=I2+2 
 170  J1=0 
      J2=N12*M12-1 
c      WRITE(5,212) i1,i2,i3,i4,j1,j2,j3,j4,N1,M1 
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      I14=0 
      I15=J2 
      DO 4 N=1,N12      
      DO 3 M=1,M12 
      IF(N.EQ.N12.AND.M.EQ.M12) GO TO 10 
c      write(5,212) J1,J2,J3,J4,I12 
      J1=J1+1 
      J2=J2+1 
      Y3=N*Y 
      S1=DSIN(Y3) 
      C1=DCOS(Y3) 
      X3=M*X 
      S2=DSIN(X3) 
      C2=DCOS(X3) 
      AN=N*1. 
      C3=DCOS(AN) 
      S3=DSIN(AN) 
      AM=M*1. 
      S4=DSIN(AM) 
      C4=DCOS(AM) 
c      write(5,212) j1,j2,j3,j4,I12 
      F1XY=1./M**2*((C2-C4)/M**2+(X**2-1)/2*C4)*C1 
      F2XY=Q1/ETA**2*(C2-C4)/(M**2*N**2)*(C1-C3) 
      F3XY=1./(N**2*ETA**4)*((C1-C3)/N**2+(Y**2-1)/2*C3)*C2 
      IF(I12.EQ.2) GO TO 9 
       
      A(I1,J1)=F1XY+2*F2XY+F3XY 
      A(I1,J2)=F1XY-F3XY 
      A(I1,J21)=-(1./4*(1./6*(X**4-1)-(X**2-1)) 
     1+Q1/(4*ETA**2)*(X**2-1)*(Y**2-1)) 
       
      A(I2,J1)=((1.*N)/M**2*(S2/M-X*C4)+Q1/ETA**2*S2/(M*N))*S1 
      A(I2,J2)=((1.*N)/M**2*(S2/M-X*C4)+1/ETA**2*S2/(M*N))*S1 
      A(I2,J21)=-Q1*X*Y 
      GO TO 10 
 9    K11=1                                
      I14=I14+1 
      I15=I15+1 
c      write(5,212) i14,i15,I12 
      T1=T1+(B(I14)*C2*C1)                         
      T2=T2+(B(I15)/(M*N)*S2*S1) 
      T3=T3+(B(I14)/M*S2*C1) 
      T4=T4+(B(I14)/N*C2*S1) 
      T5=T5+((B(I14)+B(I15))/M**2*(C2-C4)*C1) 
      T6=T6+((B(I14)-B(I15))/N**2*(C1-C3)*C2) 
      T7=T7+(-((B(I14)+B(I15))*F1XY+(B(I14)-B(I15))*F2XY)) 
      T8=T8+(((B(I14)+B(I15))*F2XY+(B(I14)-B(I15))*F3XY)) 
      T9=T9+B(I15) 
 10   K10=1 
c      write(5,212) J1,J2,I12 
c      write(5,212) I14,I15,I16,I17,I12 
  3   CONTINUE 
  4   CONTINUE 
      IF(I11.EQ.1) GO TO 11 
      A1(I13)=T1 
      A2(I13)=T2/(ETA) 
      A3(I13)=(-X-T3) 
      A4(I13)=(T4)/(ETA) 
      A5(I13)=(-(X**2-1)/2+T5) 
      A6(I13)=-T6/(ETA**2) 
      A7(I13)=-(-1./4*(1./6*(X**4-1)-(X**2-1))+T7) 
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      A8(I13)=-(Q1/(4*ETA**2)*(X**2-1)*(Y**2-1)+T8) 
      A9(I13)=-(1+Q1)/ETA**2*T9 
      I13=I13+1 
      T1=0. 
      T2=0. 
      T3=0. 
      T4=0. 
      T5=0. 
      T6=0. 
      T7=0. 
      T8=0. 
      T9=0. 
 11   M1=M1+1 
      IF(M1.LE.M11) GO TO 5 
 111  N1=N1+1   
      IF(N1.LE.N11) GO TO 6 
 14   IF(I99.EQ.2) GO TO 12 
c      DO 101 I=1,12 
c      WRITE(5,211) (A(I,J),J=1,J21) 
c 101  CONTINUE      
      CALL GAUS      
       WRITE(5,214) (B(I),I=1,J8) 
      I13=1 
      I11=I11+1 
      I12=I12+1 
      I99=I99+1 
      I77=I77+1 
      T1=0. 
      T2=0. 
      T3=0. 
      T4=0. 
      T5=0. 
      T6=0. 
      T7=0. 
      T8=0. 
      T9=0. 
      GO TO 7 
 12   J2=(N11*M11) 
      write (5,103) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A1(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A2(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A3(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A4(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A5(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A6(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A7(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A8(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
c      WRITE (5,213) (A9(I),I=1,J2) 
 211  FORMAT (6F10.4) 
 212  FORMAT (8I5) 
 214  FORMAT (6F10.4)  
 213  FORMAT (6F10.4) 



134 

 102  FORMAT (68(1H-)) 
 103  FORMAT (1x) 
      STOP 
      END 
      subroutine  gaus 
      impდicit reaდ*8(a-h,o-z) 
      COMMON/C/A(700,701),B(700),IP0(5) 
      DIMENSION AMN(700) 
      dimension z(700),ix(700)           
  150 აormat(6ა11.4) 
  160 აormat(//,20x,'rehenie cictem',//) 
C      write(5,160) 
C      write(*,*)'sistem'  
      is=ip0(1) 
      is1=is+1 
      do 60 i=1,is 
      ix(i)=i 
   60 continue 
      do 61 n=1,is 
      t=0 
      do 62 i=n,is 
      do 62 j=n,is 
      iა(dabs(a(i,j)).დe.t) go to 62 
      t=dabs(a(i,j)) 
      k=i 
      m=j 
   62 continue 
      iა(k.eq.n) go to 13 
      do 14 ip=n,is1 
      t=a(n,ip) 
      a(n,ip)=a(k,ip) 
      a(k,ip)=t 
   14 continue 
   13 iა(m.eq.n) go to 15 
      do 16 ip=1,is 
      t=a(ip,n) 
      a(ip,n)=a(ip,m) 
      a(ip,m)=t 
   16 continue 
      ip=ix(n) 
      ix(n)=ix(m) 
      ix(m)=ip 
   15 continue 
      j=is+2 
   30 j=j-1 
      a(n,j)=a(n,j)/a(n,n) 
      iა(j.gt.n) go to 30 
      n1=n+1 
      do 61 i=n1,is 
      do 61 j=n1,is1 
      a(i,j)=a(i,j)-a(i,n)*a(n,j) 
   61 continue 
      i=is1 
   40 i=i-1 
      z(i)=a(i,is1)/a(i,i) 
      k=i 
   50 k=k-1 
      a(k,is1)=a(k,is1)-a(k,i)*z(i) 
      iა(k.gt.1) go to 50 
      iა(i.gt.2) go to 40 
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      z(1)=a(1,is1)/a(1,1) 
      do 21 k=1,is 
      do 21 i=1,is 
      iა(k.eq.ix(i)) amn(k)=z(i) 
   21 continue 
   29 აormat(//,120(1h-),/////) 
c      write(5,150)(amn(i),i=1,is) 
c      write(5,29) 
c      write(*,*)amn 
      do 31 i=1,is 
      b(i)=amn(i) 
  31  continue 
      return 
      end 

 

 

c      PROGRAM RS46 
c      ciდindruდi garsi   2006   
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      COMMON /C/A(700,701),B(700),IP0(5) 
      DIMENSION A1(700),A2(700),A3(700),A4(700),A5(700),A6(700), 
     1A7(700),A8(700),A9(700),A10(700),A11(700),A12(700),A13(700), 
     1A14(700),A15(700),A16(700) 
      open(5,აiდe='ric1.dat') 
      Q1=0.17 
      ETA=5. 
      D=2.5*10.**5 
      q=1. 
      R=10. 
      GA=1./2. 
      BT=0.00371 
      I3=0   
      I11=1 
      I12=1  
      I99=1 
      I77=1 
      M11=6 
      N11=6 
      N12=N11-2 
      M12=M11-2  
      J8=3*(N12*M12) 
      J21=J8+1 
      IP0(1)=J8 
      DO 21 I=1,J8 
      DO 21 J=1,J21 
      A(I,J)=0. 
 21   CONTINUE 
 7    X1=1./(M11-1.) 
      Y1=1./(N11-1.) 
      N1=1 
  6   N2=N1-1 
      Y=N2*Y1 
      M1=1 
  5   M2=M1-1 
      X=M2*X1 
 500  IF(I12.EQ.2) GO TO 170 
 202  IF(N1.EQ.N11) GO to 14 
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      IF(M1.EQ.M11) GO TO 111 
 203  IF(M1.EQ.1) GO to 11 
      IF(N1.EQ.1) GO TO 111 
 149  I1=I3+1 
      I2=I3+2 
 150  I3=I3+3 
 170  J1=0 
      J2=N12*M12 
      J3=2*J2 
c      WRITE(5,212) i1,i2,i3,I12 
      I14=0 
      I15=J2 
      I16=2*J2 
      DO 4 N=1,N12     
      DO 3 M=1,M12 
c      write(5,212) J1,J2,J3,J4,I12 
      J1=J1+1 
      J2=J2+1 
      J3=J3+1 
      Y3=N*Y 
      S1=DSIN(Y3) 
      C1=DCOS(Y3) 
      X3=M*X 
      S2=DSIN(X3) 
      C2=DCOS(X3) 
      AN=N*1. 
      C3=DCOS(AN) 
      S3=DSIN(AN) 
      AM=M*1. 
      S4=DSIN(AM) 
      C4=DCOS(AM) 
C      write(5,212) j1,j2,j3,j4,I12 
      FX=1./24.*(X**4-6*X**2+5) 
      BMN=12*(1+Q1)*BT**2/(GA**2*M**2*N**2) 
      F18X=((M**2/(N**2*ETA**2)-Q1)*C2+Q1/M*S4)*S3/N 
      F28X=BMN*(S3/N-C3)*((C2-C4)/ETA+Q1/(1-Q1**2) 
     1*(S4/M-C4)*(Q1/ETA+ETA*R)) 
      F38X=((M**2/(N**2*ETA**2)-Q1)*(C2-C4)/M**2-Q1/(2*M)*(X**2-
1)*S4) 
     1*S3/N 
      F48X=BMN*(S3/N-C4)*(1/ETA*((C2-C4)/M**2+(X**2-1)/2*C4) 
     1-(X**2-1)/2*Q1/(1-Q1**2)*(S4/M-C4)*(Q1/ETA+ETA*R)) 
      F18Y=((1-Q1*M**2/(N**2*ETA**2))*C1+M**2/(N**2*ETA**2)*Q1/N*S3) 
     1*S4/M 
      F28Y=BMN*(S4/M-C4)*(ETA*R*(C1-C3)+Q1/(1-Q1**2)*(S3/N-C3) 
     1*(1/ETA+Q1*ETA*R)) 
      F38Y=((1-Q1/N**2*M**2/ETA**2))*((C1-C3)/N**2-M**2/(N**2*ETA**2) 
     1*Q1/(2*N)*(Y**2-1)*S3)*S4/M 
      F48Y=BMN*(S4/M-C4)*(ETA*R*((C1-C3)/N**2+(Y**2-1)/2*C3) 
     1-Q1/(1-Q1**2)*(Y**2-1)/2*(S3/N-C3)*(1/ETA+Q1*R*ETA)) 
      
      F1XY=1./M**2*((C2-C4)/M**2+(X**2-1)/2*C4)*C1 
      F2XY=Q1/(M**2*N**2*ETA**2)*(C2-C4)*(C1-C3) 
      F3XY=1./(N**2*ETA**2)*((C1-C3)/N**2+(Y**2-1)/2*C3)*C2 
      F4XY=(X**4-6*X**2+5)/24*R*ETA*BMN*(S4/M-C4)*(R*ETA*(C1-C3) 
     1+Q1/(1-Q1**2)*(S3/N-C3)*(1./ETA+Q1*ETA*R)) 
      F5XY=Q1*(Y**2-1)/(2*ETA)*BMN*(S3/N-C3)*(1/ETA*(1./M**2*(C2-C4) 
     1+(X**2-1)/2*C4)-(X**2-1)/2*Q1/(1-Q1**2)*(S4/M-
C4)*(Q1/ETA+ETA*R)) 
      F6XY=(X**4-6*X**2+5)/24*R*ETA*((1-Q1/N**2*M**2/ETA**2)*C1 
     1+M**2/(N**2*ETA**2)*Q1/N*S3)*S4/M 
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      F7XY=Q1*(Y**2-1)/(2*ETA)*((M**2/(N**2*ETA**2)-Q1)*(C2-C4)/M**2 
     1-Q1/(2*M)*(X**2-1)*S4)*S3/N 
      
      IF(I12.EQ.2) GO TO 9 
      A(I1,J1)=(F1XY+F2XY) 
      A(I1,J2)=(F1XY-F2XY*(1-(ETA**3+Q1*ETA**3)/Q1)+FX*R*ETA*F28Y 
     1-Q1/2*(Y**2-1)/ETA*F48X) 
      A(I1,J3)=R*ETA*F1XY-M**2/(N**2*ETA)*F2XY+FX*R*ETA*F18Y 
     1-Q1/2*(Y**2-1)/ETA*F28X 
      A(I1,J21)=(X**4-6*X**2+5)/24 
       
 192  A(I2,J1)=(F2XY+F3XY) 
      A(I2,J2)=(1-(ETA**3+Q1*ETA**3)/Q1)*F2XY-F3XY+Q1/2*R/ETA*(X**2-
1) 
     1*F48Y-(Y**4-6*Y**2+5)/(24*ETA)*F28X 
      A(I2,J3)=R*ETA*FX*F2XY-M**2/(N**2*ETA)*F3XY+Q1/2*R/ETA*(X**2-1) 
     1*F38Y-(Y**4-6*Y**2+5)/(24*ETA)*F18X 
      A(I2,J21)=Q1*(X**2-1)/4*(Y**2-1)/ETA**2 
       
 191  A(I3,J1)=0. 
      A(I3,J2)=BMN*(S2/(M*N*ETA)*(S1-Y*S3)+R/M*ETA**3/N*S1*(S2-X*S4)) 
      A(I3,J3)=(M**2/(N**2*ETA**2)-Q1)*S2/(N*M)*(S1-Y*S3)+(1-Q1/N**2 
     1*M**2/ETA**2)*ETA**2/(M*N)*S1*(S2-X*S4)+2*ETA*(1+Q1)/N*M*S2*S1 
      A(I3,J21)=0. 
       
      GO TO 10 
 9    K9=9 
      I14=I14+1 
      I15=I15+1 
      I16=I16+1 
c      write(5,212) i14,i15,I16,I12 
      T1=T1+(B(I14)*C2*C1) 
      T2=T2+B(I15)/M*S2/N*S1 
      T3=T3+B(I16)/N*M*S2*S1 
      C1Y=C1Y+(-B(I16)*F18Y-B(I15)*F28Y) 
      D1X=D1X+(-B(I16)*F18X-B(I15)*F28X)*ETA 
      T4=T4+((B(I14)+R*ETA*B(I16))*1./M*S2*C1) 
      T5=T5+((B(I14)-M**2/(N**2*ETA)*B(I16))*C2/N*S1) 
      T6=T6+((B(I14)+B(I15)+R*ETA*B(I16))/M**2*(C2-C4)*C1) 
      T7=T7+((B(I14)-B(I15)-M**2/(N**2*ETA)*B(I16))*(C1-C3)/N**2*C2) 
      T8=T8+((B(I16)*((1-Q1/N**2*M**2/ETA**2)*C1+(M**2/(N**2*ETA**2)-
Q1) 
     1*Q1/N*S3)+B(I15)*BMN*(ETA*R*(C1-C3)+Q1/ETA*(S3/N-C3))) 
     1/M*(S2-X*S4)) 
      T9=T9+((B(I16)*((M**2/(N**2*ETA**2)-Q1)*C2+(1-
Q1/N*M**2/ETA**2)*Q1 
     1/M*S4)+B(I15)*BMN*((C2-C4)/ETA+Q1*R*ETA*(S4/M-C4)))/N*(S1-
Y*S3)) 
      T10=T10+(B(I15)*(C2-C4)/N**2*(C1-C3)/M**2) 
      T11=T11+(-B(I14)*(F1XY+F2XY)-B(I15)*(F1XY-F2XY+FX*R*ETA*F28Y 
     1-Q1/2*(Y**2-1)/ETA*F48X)-B(I16)*(R*ETA*F1XY-
M**2/(N**2*ETA)*F2XY 
     1+FX*R*ETA*F18Y-Q1/2*(Y**2-1)/ETA*F28X)) 
      T12=T12+(B(I14)*(F2XY+F3XY)+B(I15)*(F2XY-F3XY+Q1/2*R/ETA*(X**2-
1) 
     1*F48Y-(Y**4-6*Y**2+5)/(24*ETA)*F28X)+B(I16)*(R*ETA*FX*F2XY-M**2 
     1/(N**2*ETA)*F3XY+Q1/2*R/ETA*(X**2-1)*F38Y-(Y**4-
6*Y**2+5)/(24*ETA) 
     1*F18X)) 
 10   K10=1 
c      write(5,212) J1,J2,J3,J4,I12 
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c      write(5,212) I14,I15,I16,I12 
  3   CONTINUE 
  4   CONTINUE 
      IF(I11.EQ.1) GO TO 11 
      A1(I13)=T1 
      A2(I13)=T2*ETA 
      A3(I13)=1/BT*T3 
      A4(I13)=-(ETA*X+R*ETA**2*X*C1Y+T4/ETA) 
      A5(I13)=-(Y*D1X-T5) 
      A6(I13)=(ETA**2/2*(X**2-1)+ETA**3/2*(X**2-1)*R*C1Y-T6*ETA**2) 
      A7(I13)=((Y**2-1)/2*D1X+T7) 
      A8(I13)=(ETA**2/(BT*GA)*T8) 
      A9(I13)=(ETA/(BT*GA)*T9) 
      A10(I13)=(-T10*ETA*(1+Q1)/GA**3) 
      A11(I13)=-1/GA**3*((X**4-6*X**2+5)/24+T11) 
      A12(I13)=-1/GA**3*(-Q1/4*(X**2-1)/ETA**2*(Y**2-1)+T12) 
      A13(I13)=1. 
      A14(I13)=1. 
      A15(I13)=C1Y 
      A16(I13)=D1X 
      I13=I13+1 
      T1=0. 
      T2=0. 
      T3=0. 
      T4=0. 
      T5=0. 
      T6=0. 
      T7=0. 
      T8=0. 
      T9=0. 
      T10=0. 
      T11=0. 
      T12=0. 
      T13=0. 
      T14=0. 
      T15=0. 
      T16=0. 
      C1Y=0. 
      D1X=0. 
 11   M1=M1+1 
      IF(M1.LE.M11) GO TO 5 
 111  N1=N1+1   
      IF(N1.LE.N11) GO TO 6 
 14   IF(I99.EQ.2) GO TO 12 
c      DO 101 I=1,J2 
c      WRITE(5,211) (A(I,J),J=1,J21) 
c 101  CONTINUE      
      CALL GAUS      
       WRITE(5,214) (B(I),I=1,J8) 
      I13=1 
      I11=I11+1 
      I12=I12+1 
      I99=I99+1 
      I77=I77+1 
      T1=0. 
      T2=0. 
      T3=0. 
      T4=0. 
      T5=0. 
      T6=0. 
      T7=0. 
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      T8=0. 
      T9=0. 
      T10=0. 
      T11=0. 
      T12=0. 
      T13=0. 
      T14=0. 
      T15=0. 
      T16=0. 
      C1Y=0. 
      D1X=0. 
      GO TO 7 
 12   J2=(N11*M11) 
      WRITE (5,213) (A1(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A2(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A3(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A4(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A5(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A6(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A7(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A8(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A9(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A10(I),I=1,J2)  
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A11(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A12(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
c      WRITE (5,213) (A13(I),I=1,j2) 
c      write (5,102) 
c      write (5,213) (A14(I), I=1,J2) 
c      write (5,102) 
      write (5,213) (A15(I), I=1,J2) 
      write (5,102) 
      write (5,213) (A16(I), I=1,J2) 
 211  FORMAT (6F8.4) 
 212  FORMAT (8I5) 
 214  FORMAT (6F10.5) 
 103  FORMAT (75(1H-))  
 213  FORMAT (6F10.5) 
 102  FORMAT (//) 
 104  FORMAT (1x) 
      STOP 
      END 
      subroutine  gaus 
      impდicit reaდ*8(a-h,o-z) 
      COMMON/C/A(700,701),B(700),IP0(5) 
      DIMENSION AMN(700) 
      dimension z(700),ix(700)           
  150 აormat(6ა11.4) 
  160 აormat(//,20x,'rehenie cictem',//) 
C      write(5,160) 
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C      write(*,*)'sistem'  
      is=ip0(1) 
      is1=is+1 
      do 60 i=1,is 
      ix(i)=i 
   60 continue 
      do 61 n=1,is 
      t=0 
      do 62 i=n,is 
      do 62 j=n,is 
      iა(dabs(a(i,j)).დe.t) go to 62 
      t=dabs(a(i,j)) 
      k=i 
      m=j 
   62 continue 
      iა(k.eq.n) go to 13 
      do 14 ip=n,is1 
      t=a(n,ip) 
      a(n,ip)=a(k,ip) 
      a(k,ip)=t 
   14 continue 
   13 iა(m.eq.n) go to 15 
      do 16 ip=1,is 
      t=a(ip,n) 
      a(ip,n)=a(ip,m) 
      a(ip,m)=t 
   16 continue 
      ip=ix(n) 
      ix(n)=ix(m) 
      ix(m)=ip 
   15 continue 
      j=is+2 
   30 j=j-1 
      a(n,j)=a(n,j)/a(n,n) 
      iა(j.gt.n) go to 30 
      n1=n+1 
      do 61 i=n1,is 
      do 61 j=n1,is1 
      a(i,j)=a(i,j)-a(i,n)*a(n,j) 
   61 continue 
      i=is1 
   40 i=i-1 
      z(i)=a(i,is1)/a(i,i) 
      k=i 
   50 k=k-1 
      a(k,is1)=a(k,is1)-a(k,i)*z(i) 
      iა(k.gt.1) go to 50 
      iა(i.gt.2) go to 40 
      z(1)=a(1,is1)/a(1,1) 
      do 21 k=1,is 
      do 21 i=1,is 
      iა(k.eq.ix(i)) amn(k)=z(i) 
   21 continue 
   29 აormat(//,120(1h-),/////) 
c      write(5,150)(amn(i),i=1,is) 
c      write(5,29) 
c      write(*,*)amn 
      do 31 i=1,is 
      b(i)=amn(i) 
  31  continue 



141 

      return 
      end 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c      PROGRAM Gr62W 
c       2005g 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      COMMON /C/A(700,701),B(700),IP0(5) 
      DIMENSION A1(700),A2(700),A3(700),A4(700),A5(700),A6(700), 
     1A7(700),A8(700),A9(700)  
      open(5,აiდe='ric1.dat') 
      Q1=0.17 
      R=1. 
      ETA=1. 
      M11=6 
      N11=6 
      M12=M11-1 
      N12=N11-1 
      I2=0   
      I11=1 
      I12=1  
      I99=1 
      I77=1  
      J8=2*(N12*M12) 
      IP0(1)=J8 
      J21=J8+1 
      DO 21 I=1,J8 
      DO 21 J=1,J21 
      A(I,J)=0. 
 21   CONTINUE 
 7    X1=1./(M11-1.) 
      Y1=1./(N11-1.) 
      N1=1 
  6   N2=N1-1 
      Y=N2*Y1 
      M1=1 
  5   M2=M1-1 
      X=M2*X1 
      IF(I99.EQ.2) GO TO 170 
c      IF(N1.EQ.N11) GO TO 14 
c      IF(M1.EQ.M11.AND.N1.EQ.N11) GO TO 14 
      IF(N1.EQ.1) GO TO 111 
      IF(M1.EQ.1) GO TO 11  
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 143  I1=I2+1 
      I2=I2+2 
 170  J1=0 
      J2=N12*M12 
c      WRITE(5,212) i1,i2,i3,i4,j1,j2,j3,j4,N1,M1 
      I14=0 
      I15=J2 
      DO 4 N=1,N12      
      DO 3 M=1,M12 
c      IF(N.EQ.N12.AND.M.EQ.M12) GO TO 10 
c      write(5,212) J1,J2,J3,J4,I12 
      J1=J1+1 
      J2=J2+1 
      Y3=N*Y 
      S1=DSIN(Y3) 
      C1=DCOS(Y3) 
      X3=M*X 
      S2=DSIN(X3) 
      C2=DCOS(X3) 
      AN=N*1. 
      C3=DCOS(AN) 
      S3=DSIN(AN) 
      AM=M*1. 
      S4=DSIN(AM) 
      C4=DCOS(AM) 
c      write(5,212) j1,j2,j3,j4,I12 
      F1X=(S2-S4)/M-(X-1)*C4 
      F1Y=(C1-C3)/N+(Y**2-1)/2*S3 
      F2X=(C2-1)/M**2+X/M*S4+(X**2-2*X)/2*C4 
      F2Y=C1/N**2+Y**2/(2*N)*C3+(Y**4-6*Y**2)/24*S3 
      F3X=(S2/M-X)/M**2+X**2/(2*M)*S4+(X**3-3*X**2)/2*C4 
      F1XY=F3X*(N*C1-S3) 
      F2XY=Q1/(M*ETA**2)*S2*F1Y 
      F3XY=Q1/(M*ETA**2)*(S2-X*S4)*(C1/N+Y**2/2*S3) 
      F4XY=M/ETA**4*S2*F2Y 
      IF(I12.EQ.2) GO TO 9 
      A(I1,J1)=F1XY+F2XY+F3XY+F4XY 
      A(I1,J2)=-F1XY+F2XY-F3XY+F4XY 
      A(I1,J21)=(X**4-4*X**3+6*X**2)/24+Q1*Y**2/(4*ETA**2)*(X**2-2*X) 
       
      A(I2,J1)=N**2*S1*F2X+Q1/ETA**2*C2*(S1-Y*S3) 
      A(I2,J2)=-N**2*S1*F2X+Q1/ETA**2*C2*(S1-Y*S3)-(1+Q1)/ETA**2*(C2-
C4) 
     1*(S1-Y*S3) 
      
c      A(I2,J1)=N**2*S1*F2X+Q1/ETA**2*S2*(S1-Y*S3) 
c      A(I2,J2)=N**2*S1*F2X+1/ETA**2*(C2-(1+Q1)*C4) 
      A(I2,J21)=0. 
      GO TO 10 
 9    K11=1                                
      I14=I14+1 
      I15=I15+1 
c      write(5,212) i14,i15,I12 
      T1=T1+(B(I14)*M*S2*(N*C1-S3))                           
      T2=T2+(B(I15)*(C2-C4)*(S1-Y*S3)) 
      T3=T3+(B(I14)*(C2-C4)*(N*C1-S3)) 
      T4=T4+(B(I14)*M*S2*(S1-Y*S3)) 
      T5=T5+(B(I14)-B(I15))*F1X*(N*C1-S3) 
      T6=T6+(B(I14)+B(I15))*M*F1Y*S2 
      T7=T7+(-B(I14)*(F1XY+F2XY)+B(I15)*(F1XY-F2XY)) 
      T8=T8+(-B(I14)*(F3XY+F4XY)+B(I15)*(F3XY-F4XY)) 
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      T9=T9+B(I15)*(S2/M-X)*(C1/N+Y**2/2*S3) 
 10   K10=1 
c      write(5,212) J1,J2,I12 
c      write(5,212) I14,I15,I16,I17,I12 
  3   CONTINUE 
  4   CONTINUE 
      IF(I11.EQ.1) GO TO 11 
      A1(I13)=T1 
      A2(I13)=T2/ETA 
      A3(I13)=((X-1)+T3) 
      A4(I13)=T4/ETA 
      A5(I13)=((X-1)**2/2+T5) 
      A6(I13)=-T6/ETA**2 
      A7(I13)=-((X**4-4*X**3+6*X**2)/24+T7) 
      A8(I13)=(Q1*Y**2/(4*ETA**2)*(X**2-2*X)+T8) 
      A9(I13)=(1+Q1)/ETA**2*T9 
      I13=I13+1 
      T1=0. 
      T2=0. 
      T3=0. 
      T4=0. 
      T5=0. 
      T6=0. 
      T7=0. 
      T8=0. 
      T9=0. 
 11   M1=M1+1 
      IF(M1.LE.M11) GO TO 5 
 111  N1=N1+1   
      IF(N1.LE.N11) GO TO 6 
 14   IF(I99.EQ.2) GO TO 12 
c      DO 101 I=1,12 
c      WRITE(5,211) (A(I,J),J=1,J21) 
c 101  CONTINUE      
      CALL GAUS      
       WRITE(5,214) (B(I),I=1,J8) 
      I13=1 
      I11=I11+1 
      I12=I12+1 
      I99=I99+1 
      I77=I77+1 
      T1=0. 
      T2=0. 
      T3=0. 
      T4=0. 
      T5=0. 
      T6=0. 
      T7=0. 
      T8=0. 
      T9=0. 
      GO TO 7 
 12   J2=(N11*M11) 
      write (5,103) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A1(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A2(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A3(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A4(I),I=1,J2) 
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      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A5(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A6(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A7(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
      WRITE (5,213) (A8(I),I=1,J2) 
      write (5,102) 
c      WRITE (5,213) (A9(I),I=1,J2) 
 211  FORMAT (6F12.4) 
 212  FORMAT (8I5) 
 214  FORMAT (5F14.2)  
 213  FORMAT (6F13.3) 
 102  FORMAT (68(1H-)) 
 103  FORMAT (1x) 
      STOP 
      END 
      subroutine  gaus 
      impდicit reaდ*8(a-h,o-z) 
      COMMON/C/A(700,701),B(700),IP0(5) 
      DIMENSION AMN(700) 
      dimension z(700),ix(700)           
  150 აormat(6ა11.4) 
  160 აormat(//,20x,'rehenie cictem',//) 
C      write(5,160) 
C      write(*,*)'sistem'  
      is=ip0(1) 
      is1=is+1 
      do 60 i=1,is 
      ix(i)=i 
   60 continue 
      do 61 n=1,is 
      t=0 
      do 62 i=n,is 
      do 62 j=n,is 
      iა(dabs(a(i,j)).დe.t) go to 62 
      t=dabs(a(i,j)) 
      k=i 
      m=j 
   62 continue 
      iა(k.eq.n) go to 13 
      do 14 ip=n,is1 
      t=a(n,ip) 
      a(n,ip)=a(k,ip) 
      a(k,ip)=t 
   14 continue 
   13 iა(m.eq.n) go to 15 
      do 16 ip=1,is 
      t=a(ip,n) 
      a(ip,n)=a(ip,m) 
      a(ip,m)=t 
   16 continue 
      ip=ix(n) 
      ix(n)=ix(m) 
      ix(m)=ip 
   15 continue 
      j=is+2 
   30 j=j-1 
      a(n,j)=a(n,j)/a(n,n) 
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      iა(j.gt.n) go to 30 
      n1=n+1 
      do 61 i=n1,is 
      do 61 j=n1,is1 
      a(i,j)=a(i,j)-a(i,n)*a(n,j) 
   61 continue 
      i=is1 
   40 i=i-1 
      z(i)=a(i,is1)/a(i,i) 
      k=i 
   50 k=k-1 
      a(k,is1)=a(k,is1)-a(k,i)*z(i) 
      iა(k.gt.1) go to 50 
      iა(i.gt.2) go to 40 
      z(1)=a(1,is1)/a(1,1) 
      do 21 k=1,is 
      do 21 i=1,is 
      iა(k.eq.ix(i)) amn(k)=z(i) 
   21 continue 
   29 აormat(//,120(1h-),/////) 
c      write(5,150)(amn(i),i=1,is) 
c      write(5,29) 
c      write(*,*)amn 
      do 31 i=1,is 
      b(i)=amn(i) 
  31  continue 
      return 
      end 
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