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შესავალი 

 
1972 წელს ბენ-ამი ბრაუნმა [ ]12  დაამტკიცა შემდეგი 

თეორემა. ვთქვათ ( ){ }∞=0nn xφ  - ფუნქციათა სისტემა, 

განსაზღვრული [ ]1,0⊂E , ( ) 0>Eμ , ზომად სიმრავლეზე, ბაზისია ( )ELp , 

∞<< p1 , სივრცეში. ყოველი ნატურალური 0N  რიცხვისათვის არსებობს 
( )xM , ( ) 10 ≤≤ xM , ზომადი ფუნქცია ისეთი, რომ ნებისმიერი f  

ფუნქციისათვის ( )ELp  სივრციდან, მოიძებნება მწკრივი ( )∑
∞

= 0Nk
kk Ma φ  

( ka  - ნამდვილი რიცხვებია), რომელიც კრებადია f  ფუნქციისაკენ 

( )ELp  სივრცის მეტრიკით. 

აღნიშნული თეორემასთან დაკავშირებით ისმის კითხვა: 
შეიძლება თუ არა, რომ სისტემა { }∞= 0NnnMφ , სადაც M  _ რაიმე ზომადი 

ფუნქციაა, იყოს pL , ∞<≤ p1 , სივრცის ბაზისი? 

1976 წელს კაზარიანმა [ ]2  აჩვენა, რომ პასუხი ამ კითხვაზე 
დამოკიდებულია როგორც თავდაპირველად აღებულ სისტემაზე, ასევე 
მისგან მოშორებულ ფუნქციებზე. მან აჩვენა, რომ ( ){ }∞=1nn xχ  ჰაარის 
სისტემისათვის, თუ მას მოვაშორებთ ნებისმიერ სასრულ რაოდენობა 
ფუნქციებს, აღნიშნულ კითხვაზე პასუხი დადებითია, ხოლო 
ტრიგონომეტრიული და უოლშის ( ){ }∞=1nn xW  სისტემებისთვის _ 

უარყოფითი. ამ ფაქტებიდან მარტივად ვღებულობთ, რომ ( ){ }∞=1nn xg  

ორთონორმირებული სისტემისათვის, რომელიც განიმარტება 
შემდეგნაირად 
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აღნიშნულ კითხვაზე პასუხი დამოკიდებულია მისგან მოშორებულ 

ფუნქციებზე. თუ ( ){ }∞=1nn xg  სისტემას მოვაშორებთ სასრულ რაოდენობა 
კენტნომრიან ფუნქციებს, მაშინ შესაძლებელია დარჩენილი ფუნქციათა 

სისტემის მულტიპლიკაციური გასრულება pL , ∞<≤ p1 , სივრცის 

ბაზისამდე, წინააღმდეგ შემთხვევაში ამის გაკეთება შეუძლებელია. 
ამავე ნაშრომში იგი ამტკიცებს, რომ შესაძლოა ჰაარის სისტემას 

მოვაშოროთ უსასრულო რაოდენობა ფუნქციებისა ისე, რომ დარჩენილი 
ნაწილის რომელიღაც ზომად, შემოსაზღვრულ ფუნქციაზე 

გადამრავლების შედეგად მივიღოთ ბაზისი [ ]
pL 1,0 , ∞<≤ p1  სივრცეში. 

წინამდებარე ნაშრომის პირველ თავში ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ 
კლასიკური ჰაარის სისტემის ზემოთ აღნიშნული თვისებები 
სამართლიანია აგრეთვე ზოგადად ჰაარის ტიპის მრავალგანზომილებიან 
ვეივლეტ-სისტემებისათვის, კერძოდ დამტკიცებულია შემდეგი 
თეორემები:  

თეორემა 1.3.1. ვთქვათ { }∞=1)( nn xχ  ჰაარის ტიპის ვეივლეტ-

სისტემაა, მაშინ ( ){ }∞ += 1)( NnnN xxM χ  სისტემა, სადაც ( )11 −≤≤ δN  და 
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ბაზისია ყველა p
QL , ( )∞<≤ p1  სივრცეში. 

თეორემა 1.3.2. ვთქვათ ( ){ }∞=1nn xχ  ჰაარის ტიპის ვეივლეტ-
სისტემაა და N  ნებისმიერი ნატურალური რიცხვია. არსებობს ზომადი, 
შემოსაზღვრული ( )xM  ფუნქცია ისეთი, რომ ( ) ( ){ }∞ += 1Nnn xxM χ  სისტემა 

ბაზისია ყველა p
QL , ∞<≤ p1  სივრცეში. 

თეორემა 1.3.3. ვთქვათ, ( ){ }∞=1nn xχ  ჰაარის ტიპის ვეივლეტ-
სისტემაა, არსებობს ზომადი შემოსაზღვრული ( )xM  ფუნქცია ისეთი, 

roca 

roca 
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რომ ( ) ( ){ }∞=2nn xxM χ  ჩაკეტილი და მინიმალურია p
QL , ∞<≤ p1  სივრცეში, 

მაგრამ არ არის p
QL , ∞<≤ p1  სივრცის ბაზისი. 

თეორემა 1.3.4. ჰაარის ტიპის ვეივლეტ-სისტემას ( ){ }∞=1nn xχ  

შეიძლება ჩამოვაშოროთ უსასრულო რაოდენობა ფუნქციებისა ისე, რომ 
დარჩენილი ნაწილის რომელიღაც ზომად, შემოსაზღვრულ ფუნქციაზე 

გადამრავლების შედეგად მივიღოთ ბაზისი ყველა p
QL , ∞<≤ p1  

სივრცეში. 
შედეგი 1.3.1. თუ ჰაარის ტიპის ვეივლეტ-სისტემას მოვაცილებთ 

ფუნქციების სასრულ რაოდენობას, მაშინ არსებობს ( ) 0>xψ  ფუნქცია 

ისეთი, რომ სისტემის დარჩენილი ნაწილი ბაზისია წონიან ( )( )dxxLp
Q ψ , 

∞<≤ p1  სივრცეში. 
შედეგი 1.3.2. ჰაარის ტიპის ვეივლეტ-სისტემას შეიძლება 

მოვაცილოთ უსასრულო რაოდენობა ფუნქციებისა ისე, რომ სისტემის 

დარჩენილი ნაწილი იყოს ბაზისი წონიან ( )( )dxxLp
Q ψ , ∞<≤ p1  

სივრცეში, რომელიღაც ( ) 0>xψ  ფუნქციისათვის. 
1948 წელს ბაბენკომ [ ]13  აჩვენა, რომ სისტემა, რომელიც მიიღება 

ტრიგონომეტრიული სისტემის { }∞ −∞=n
inxe  გადამრავლებით ( ) α

α xxM = , 

2
10 <<α , ფუნქციაზე ქმნის ბაზისს [ ]

pL ππ ,−  სივრცეში. 

აქვე შევნიშნოთ, რომ თუ ( ){ }xfn  სისტემის გადამრავლებით 

რაიმე ( )xM  ფუნქციაზე მიიღება pL , ∞<≤ p1 , სივრცის ბაზისი, მაშინ 

თვითონ ეს სისტემა ბაზისია წონიან ( )( )dxxLp ψ  სივრცეში, სადაც წონის 

ფუნქცია ( ) ( ) pxMx =ψ , და პირიქით. 

1972 წელს ჰანტმა, მაკენჰაუპტმა და ვედენმა [ ]16  მოძებნეს 
ფუნქციათა კლასი, რომლის გადამრავლებით ტრიგონომეტრიულ 

სისტემაზე მიიღება [ ]
pL π2,0  სივრცის ბაზისი. 

თეორემა (ჰანტი, მაკენჰაუპტი, ვედენი). ვთქვათ ( )xW  

არაუარყოფითი π2 -პერიოდული ფუნქციაა. ტრიგონომეტრიული 

სისტემა { }∞ −∞=n
inxe  ბაზისია [ ] ( )( )dxxWLp

π2,0 , ∞<≤ p1 სივრცეში მაშინ და 
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მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს აბსოლუტური მუდმივა pK  ისეთი, 

რომ შემდეგი შეფასება სამართლიანია ყოველი I  ინტერვალისათვის: 

( ) ( )( ) p

p

II

KdxxW
I

dxxW
I

p ≤
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ −

∫∫ −
−

1

1
111

, 

I  აღნიშნავს I  ინტერვალის სიგრძეს. 
1971 წელს კრანცბერგმა [ ]15  აღწერა ყველა დადებითი ბორელის 

μ  ზომა, რომლისთვისაც კლასიკური ჰაარის სისტემა ბაზისია [ ]( )μdLp
1,0 , 

∞<≤ p1 , სივრცეში. 
თეორემა (კრანცბერგი). ვთქვათ μ  იყოს დადებითი ბორელის 

ზომა [ ]1,0 -ზე. ჰაარის სისტემა ( ){ }∞=1nxχ  ბაზისია ( )μdLp , ∞<≤ p1 , 

სივრცეში, მასინ და მხოლოდ მაშინ, როცა μ  არის შემდეგი სახის 
( ) ( )dxxxd ψμ = , 

სადაც ( )xψ  არის არაუარყოფითი ლებეგის აზრით ინტეგრებადი 

ფუნქცია, რომელიც ყოველ ორობით ინტერვალზე ( )( )nn mm 2/,2/1−=Δ  

( )nmn 2,,1;,2,1 KK ==  აკმაყოფილებს შეფასებას 

( ) ( )( ) p

p

Kdxxdxx p ≤
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

Δ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

Δ

−

ΔΔ
∫∫ −

−

1

1
111 ψψ , 

pK  არის მხოლოდ p -ზე დამოკიდებული აბსოლუტური მუდმივა. 

ჰაარის ტიპის მრავალგანზომილებიანი ვეივლეტ-
სისტემიებისათვის მსგავსი ტიპის საკითხებს ჩვენ განვიხილავთ მეორე 
თავში და ვაჩვენებთ, რომ ანალოგიური თეორემა სამართლიანია 
მათთვისაც, კერძოდ დამტკიცებულია შემდეგი თეორემები: 

თეორემა 2.2.1. ვთქვათ ( ){ } ∞∞
= ∈ Qnn Lx 1ϕ  მინიმალურია ამავე 

სივრცეში და ტოტალურია 1
QL -ს მიმართ, ( ){ }∞=1nn xψ  იყოს მისი 

შეუღლებული სისტემა. შემდეგი პირობა არის აუცილებელი და 

საკმარისი იმისათვის, რომ ( ){ }∞=1nn xϕ  სისტემა იყოს ( )( )dxxLp
Q ψ , 

∞<≤ p1 , ( ( ) 1
QLx ∈ψ , ( ) 0>xψ  თითქმის ყველგან Q -ზე) სივრცის ფართო 

აზრით ბაზისი: ყველა ნატურალური n  რიცხვისთვის 

( )[ ] ( )[ ] ( )1
11 −∈− p
Q

p
n Lxx ψψ . 
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თეორემა 2.3.1. შემდეგი პირობები (ა)-(დ) არიან აუცილებელი და 

საკმარისი იმისათვის, რომ ( ){ }∞=1nn xχ  სისტემა იყოს ( )μdLp
Q , ∞<≤ p1 , 

სივრცის ბაზისი: 
(ა) არსებობს ლებეგის აზრით ინტეგრებადი ( )xψ  ფუნქცია 

ისეთი, რომ ( ) ( )dxxxd ψμ = ; 

(ბ) ( ) 0>xψ  თითქმის ყველგან Q -ზე; 

(გ) ( )[ ] ( )1
1

1 −− ∈ p
QLxψ ; 

(დ) არსებობს 0>pM  მუდმივი ისეთი, რომ ყოველი ჰაარის 

სიმრავლისათვის ( )m
nQ , K,2,1=n , nm δ,,1K= , გვაქვს 

( ) ( )
( )

( ) ( )[ ] ( )
( )

p

p

Q

p
m

nQ
m

n
Mdxx

Q
dxx

Q m
n

m
n

≤
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
−

∫∫
1

1
111 ψψ . 

თეორემა 2.3.2. იმისათვის, რომ ( ){ }∞=1nn xχ  სისტემა იყოს ( )μdLp
Q , 

∞<≤ p1 , სივრცის ფართო აზრით ბაზისი აუცილებელი და საკმარისია 
შესრულდეს 2.3.1. თეორემის (ა), (ბ) და (გ) პირობები. 

ვ. ბუღაძემ [ ]5  1990 წელს დაამტკიცა, რომ ყოველი ნული ზომის 
სიმრავლისათვის [ ]1,0  მონაკვეთიდან არსებობს ზომადი 
შემოსაზღვრული ფუნქცია, რომლის ფურიე-ჰაარის მწკრივი განშლადია 
აღნიშნულ სიმრავლეზე. 

ჩვენთვის საინტერესო იყო ჰაარის სისტემის აღნიშნული თვისება 
რა ფორმით გავრცელდებოდა ზოგადად ჰაარის ტიპის სისტემებისთვის. 
ჩვენ ამ საკითხს შევეხებით მესამე თავში და ვაჩვენებთ შემდეგი 
თეორემის სამართლიანობას: 

თეორემა 3.2.1. ნებისმიერი QE ⊂ , ( ) 0=Eμ  სიმრავლისათვის, 
არსებობს შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქცია, რომლის ფურიეს მწკრივი 
{ }∞=1nnχ  სისტემის მიმართ განშლადია E  სიმრავლეზე. 
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თავი I 

არასრული მრავალგანზომილებიანი ჰაარის ტიპის 
ორთონორმირებული ვეივლეტ-სისტემების მულტიპლიკაციური 

დამატების შესახებ p
QL , ∞<≤ p1 , სივრცის ბაზისამდე და 

ბაზისობის შესახებ წონიან ( )( )dxxLp
Q ψ , ∞<≤ p1 , სივრცეებში 
 

§ 1.1. მრავალგანზომილებიანი ჰაარის ტიპის ვეივლეტ-
სისტემების განსაზღვრა 

 

ვთქვათ, nRQ ⊂  ზომადი სიმრავლეა. p
QL , ∞<≤ p1  იყოს ბანახის 

სივრცე ყველა ისეთი f  ფუნქციისა, რომლისთვისაც 

∞<
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫

p

Q

p
L dxf(x)f p

Q

1

. 

გარდა ამისა 
)(supess xff

Qx
LQ ∈

=∞ . 

ასევე ( )( )dxxLp
Q ψ , ( ) 0≥xψ , ∞<≤ p1 , იყოს ბანახის სივრცე ყველა 

ისეთი f  ფუნქციისა, რომლისთვისაც  

( )( ) ( ) ∞<
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫

p

Q

p
dxxL dxxf(x)f p

Q

1

ψψ , 

და 

( )( ) )(supess xff
Qx

dxxLQ ∈
=∞ ψ . 

nZ -ით აღვნიშნავთ n განზომილებიან ვექტორთა სიმრავლეს, 
რომელთა კომპონენტები მთელი რიცხვებია. 

nn RRA →:  იყოს წრფივი გარდაქმნა ისეთი, რომ nn ZZA ⊂)(  და 
A -ს ყველა (კომპლექსური) მახასიათებელი რიცხვები აბსოლუტური 
სიდიდით მეტია 1-ზე. 

ვთქვათ δ=Adet . A -ს ზემოთ აღნიშნული თვისებებიდან 
მარტივად გამომდინარეობს, რომ 2≥δ  ნატურალური რიცხვია. 
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ჩვენ განვიხილავთ nZ -ს როგორც ადიციურ ჯგუფს. )( nZA  არის 

მისი ნორმალური ქვეჯგუფი, ამიტომ ჩვენ შეგვიძლია nZ  დავშალოთ 

)( nZA -ის კოსიმრავლეებად. ცხადია ისინი ქმნიან ჯგუფს. nZ -ის 

ქვესიმრავლეს, რომელიც შეიცავს )( nZA -ის კოსიმრავლეებიდან თითო 
ელემენტს ვუწოდოთ ნაშთთა სრული სისტემა მოდულით A . 

ცნობილია, რომ ([1] წინადადება 5.5) )( nZA -ის განსხვავებული 
კოსიმრავლეების რაოდენობა უდრის δ=Adet . 

დავაფიქსიროთ ნაშთთა სრული სისტემა { }δkkS ,...,1=  და 
განვსაზღვროთ სიმრავლე 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∑
∞

=
∈−=∈=

1
  ,:

j
SjsjsjAxnRxQ .   (1.1.1) 

მარტივი შესამოწმებელია, რომ (1.1.1) ტოლობაში მოყვანილი 
მწკრივი ყოველთვის აბსოლუტურად კრებადია. 

გამოირკვა, რომ განსხვავებული ნაშთთა სრული სისტემები 
გვაძლევენ ძალზე განსხვავებულ Q  სიმრავლეებს. ზოგიერთი ნაშთთა 
სრული სისტემისთვის სიმრავლე Q  შეიძლება იყოს ძალზე რთული. 
ასეთი ტიპის სიმრავლეებს ეწოდებათ ფრაქტალები. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

სურათი 1. «ტყუპი დრაკონის» სახელით ცნობილი Q  სიმრავლე. 

მიიღება, როცა ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

11
11

A  და ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
0

1k , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
1

2k  

 
 

sadac 
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სურათი 2. სამკუთხედის ფორმის Q სიმრავლე. მიიღება, როცა 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

20
02

A  და ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
0

1k , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
1

2k , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

3k , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
1
1

4k . 

 

{ }δkkS ,...,1=  ნაშთთა სრული სისტემისთვის განვსაზღვროთ 

ვექტორები: 

θ=)1(
0k , (სადაც θ  ნულოვანი ვექტორია) 
( ) ( ) )(1)()1(

1 i
nm

n
im

n kAkk +−+−
+ +=δ , δδ ,...,1,...,1,...1,0 === imn n  

და სიმრავლეები 
( ) ( )m

n
nm

n kQAQ += − )(  ,...1,0=n  .,...,1 nm δ=  

ვთქვათ Q  არის (1.1.1) ტოლობით განსაზღვრული სიმრავლე. 
ცნობილია, რომ ([1] წინადადება 5.19) 
ა) Q არის nR -ის კომპაქტური ქვესიმრავლე; 

ბ) U
n

m

m
nQQ

δ

1

)(

=

= , ,...1,0=n ; 

გ) U
nZ

nRQ

∈

≡+

γ

γ )( ; 

დ) Q  შეიცავს ღია სიმრავლეს; 
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 ვთქვათ გარდა ამისა { }δkkS ,...,1=  ნაშთთა სრული სისტემა 
შერჩეულია ისე, რომ სრულდება პირობა: 
ე) ( ) 1=Qμ . 

თუ Q  სიმრავლეს მოვაშორებთ თავის საზღვარს (მისი ზომა 
ნულის ტოლია), მივიღებთ ღია სიმრავლეს, რომელსაც აღვნიშნავთ Q  

სიმბოლოთი. ასევე თითოეული ( )m
nQ , ( )nmn δ,...,1,...;1,0 ==  

სიმრავლისათვის, თუ მას მოვაშორებთ თავის საზღვარს (ზომა აქაც 
ნულის ტოლია) მიღებულ ღია სიმრავლეს აღვნიშნავთ ( )m

nQ  

სიმბოლოთი. შემდგომში ჩვენ ( )m
nQ  სიმრავლეებს ვუწოდებთ ჰაარის 

სიმრავლეებს. 
ვთქვათ ( )jiA ,αδ = , 1,...,0 −= δi  δ,...,1=j  არის მატრიცა, 

რომელსაც გააჩნია შემდეგი თვისებები: 1,0 =jα , δ,...,1=j  და 

∑
=

=
δ

δδαα
1

,,,
j

mnjmjn , სადაც mn,δ  კრონეკერის დელტაა. განვსაზღვროთ 

ფუნქციათა სისტემა: 

( ) ( )xx Q1)0(
0 =χ ,   

( )
( ) ( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−==∈

∈
=

+

+
+

,,...11,...,1,...1,0,\,0

,

1

)(
1,2

)(

δδδ

αδ
χ

δ

jmnQQx

Qx
x

n
n

j
nji

n
m

n
l

l

 

სადაც ( ) ( ) 11mod1 +−−= δmi  და ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

=
1
1

δ
m

l  ([ ]a  არის a  ნამდვილი 

რიცხვის მთელი ნაწილი) და გადავნომროთ შემდეგი სახით: 

( ) ( )xx )0(
01 χχ =  და როცა jn k += δ  ( ) ( )xx j

kn
)(χχ = .  (1.1.2) 

{ }∞=1)( nn xχ  ფუნქციათა სისტემის მნიშვნელობა წყვეტის 
წერტილებზე (ცხადია მათი ზომა ნულის ტოლია) ჩვენთვის არ არის 
საინტერესო და ჩვენ მათ აქ არ მოვიყვანთ. 

(1.1.2) ტოლობით განსაზღვრულ სისტემას ეწოდება ჰაარის ტიპის 

და იგი ორთონორმირებული ბაზისია ყველა p
QL , ∞<≤ p1  სივრცეში. 

( ){ }xfn  ფუნქციათა სისტემას ვუწოდებთ ჩაკეტილს  p
QL , 

∞<≤ p1 , სივრცეში  თუ  p
QL  სივრცის ყოველ ფუნქციას შეიძლება 

roca 

roca 
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ამავე სივრცის ნორმით აპროქსიმაცია გაუკეთოთ ( )xfn  ფუნქციების 

სასრული წრფივი კომბინაციით. ( ){ } q
Qn Lxf ∈ , q  აღნიშნავს p -ს 

შეუღლებულ ხარისხს, სისტემას ვუწოდოთ ტოტალური p
QL -ს მიმართ, 

თუ p
QL  სივრცის ერთადერთი ფუნქცია, რომელიც ორთოგონალურია 

ყველა nf  -თან არის ნულოვანი ფუნქცია. 
ვიტყვით, რომ ( )xf  ფუნქციას აქვს 1≥p  რიგის 

განსაკუთრებულობა ზომად E  სიმრავლეზე, თუ ( ) p
ELxf ∉ . 

ზომადი QE ⊂  სიმრავლისათვის CE  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ 

EQ \  სიმრავლეს. 
 

§ 1.2. დამხმარე დებულებები 
 

თეორემა 1.2.1. (კაზარიანი [ ]2 ): ვთქვათ E  სიმრავლეზე 

განსაზღვრული ( ){ }∞=1nn xf  ფუნქციათა ორთონორმირებული სისტემა 

ტოტალურია 1
EL  სივრცეში, ∞∈ En Lf , ,...2,1=n . გარდა ამისა, ვთქვათ N  

ნატურალური რიცხვია და ( ) p
ELxM ∈ ,  ∞<≤ p1 . იმისათვის, რომ 

( ) ( ){ }∞ += 1Nnn xfxM  იყოს p
EL  სივრცის ჩაკეტილი მინიმალური სისტემა, 

აუცილებელი და საკმარისია, რომ შესრულდეს შემდეგი ორი პირობა: 

( )1  ( )[ ] ( )∑
=

−
N

n
nn xfaxM

1

1  ფუნქცია, სადაც na  ( )Nn ≤≤1  ნამდვილი 

რიცხვებია, მაშინ და მხოლოდ მაშინ ეკუთვნის q
EL  სივრცეს, როცა 

ყველა na  უდრის ნულს; 
( )2  ყოველი k -სთვის ( ),...2,1 ++= NNk  არსებობენ ერთადერთი 

( )k
na  ( )Nn ,...,2,1=  ნამდვილი რიცხვები, ისეთი, რომ: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+= ∑

=

−
N

n
kn

k
nk xfxfaxMx

1

1ψ  

ფუნქცია ეკუთვნის q
EL  სივრცეს. 

ეს თეორემა დაგვეხმარება ერთი მნიშვნელოვანი ლემის 
დასამტკიცებლად. 
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ლემა 1.2.1. ვთქვათ, { }∞=1)( nn xχ  ( ).2.1.1  ტოლობით განსაზღვრული 
სისტემაა. შემდეგი ორი პირობა არის აუცილებელი და საკმარისი 
იმისათვის, რომ სისტემა ( ) ( ){ }∞ += 1Nnn xxM χ , სადაც 11 −≤≤ δN  და 

( ) p
QLxM ∈ , ∞<≤ p1 , იყოს ჩაკეტილი და მინიმალური p

QL  სივრცეში: 

ა) არსებობს ჰაარის სიმრავლეთა N  ცალი განსხვავებული 
მიმდევრობა 

( ) ( )

( ) ( ) ......

.....................................

......

,1,

,11,1

1

1

⊃⊃⊃

⊃⊃⊃

kNN

k

i
k

i

i
k

i

QQ

QQ

,                 ( )1.2.1  

სადაც ყოველი kni ,  ( ),...2,1;1 =<≤ kNn  არის ერთ-ერთი შემდეგი 

რიცხვებიდან kδ,...,1  რომელთათვისაც 
( ) ( )

∅=1,1,
11

mn ii QQ I , როცა mn ≠  ( )Nmn ≤≤ ,1          ( )2.2.1  

და 

( )[ ] ( )
q

Q kni
k

LxM
,

1∉− , ( )[ ] ( )
q

QC
N

n

kni
k

LxM
U

1

,

1

=

∈−  ( ),...2,1;1 =≤≤ kNn ,   ( )3.2.1  

სადაც 111 =+ −− qp ; 

 
 
 

ბ)               ( )1;...;11 =V    

   

( )

( )
1,1,1

1,1,1

,1,1

,1,12

;...;
......................................

;...;

N

N

iNiNN

ii

V

V

−−=

=

αα

αα

             ( )4.2.1  

ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია (ბაზისია NR  

სივრცეში). 
დამტკიცება. აუცილებლობა. დავამტკიცოთ ინდუქციის 

მეთოდით. ვთქვათ, ( ) ( ){ }∞ += 1Nnn xxM χ  სისტემა ჩაკეტილი და 

მინიმალურია p
QL  სივრცეში. თეორემა 1.2.1 –ის ( )1  პირობის თანახმად 

( )[ ] ( ) q
Q

N

n
nn LxaxM ∉∑

=

−

1

1 χ , სადაც 0
1

2 ≠∑
=

N

n
na . 
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რადგან ( )∑
=

N

n
nn xa

1

χ  ფუნქცია ღებულობს მუდმივ მნიშვნელობებს 

თითოეულ ( )kQ1  ( )δ≤≤ k1  სიმრავლეზე, ამოტომ გასაგებია, რომ ( )[ ] 1−xM  

ფუნქციას გააჩნია q  რიგის განსაკუთრებულობა აღნიშნული 
სიმრავლეებიდან რამოდენიმეზე. ვთქვათ, მათი რაოდენობაა r  ანუ 

( )[ ] ( )
q
Q ki

LxM
1

1∉−  ( )rk ≤≤1  და ( )[ ]
( )

q

QC
r

k
ki

LxM
U

1
1

1

=

∈− , სადაც δ≤≤ r1  

ფიქსირებული ნატურალური რიცხვებია. 
ვაჩვენოთ, რომ Nr ≥ . მართლაც, ვთქვათ Nr < . განვიხილოთ 

ვექტორთა სისტემა 
( )1;...;11 =I  

( )

( )
r

r

iNiNN

ii

I

I

,1,1

,1,12

;...;
..................................

;...;

1

1

−−=

=

αα

αα

 

რადგან Nr < , ამიტომ აღნიშნული ვექტორთა სისტემა წერფივად 

დამოკიდებულია და შესაბამისად არსებობენ Naa ;...;1  ნამდვილი 
რიცხვები, რომელთათვისაც  

0
1

=∑
=

N

n
nnIa , სადაც 0

1

2 ≠∑
=

N

n
na  

ეს კი თავის მხრივ ნიშნავს, რომ ( )[ ] ( )∑
=

−
N

n
nn xaxM

1

1 χ  ფუნქცია ნულის 

ტოლია ( )U
r

k

kiQ
1

1
=

 სიმრავლეზე და ამიტომ 

( )[ ] ( )
( )

q

Q

N

n
nn r

k
ki

LxaxM
U

1
11

1

=

∈∑
=

− χ                 ( )5.2.1  

მეორეს მხრივ 

( )[ ]
( )

q

QC
r

k
ki

LxM
U

1
1

1

=

∈−  

და აქედან გამომდინარე 
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( )[ ] ( )
( )

q

QC

N

n
nn r

k
ki

LxaxM
U

1
11

1

=

∈∑
=

− χ                ( )6.2.1  

( )5.2.1  და ( )6.2.1  პირობებიდან მარტივად ვღებულობთ, რომ 

( )[ ] ( ) q
Q

N

n
nn LxaxM ∈∑

=

−

1

1 χ  

სადაც 0
1

2 ≠∑
=

N

n
na . მიღებული წინააღმდეგობა  ამტკიცებს, რომ Nr ≥  და 

NII ,...,1  ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია. ეხლა 
დავამტკიცოთ, რომ Nr ≤ . მართლაც ვთქვათ Nr > . თეორემა 1.2.1-ის ( )2  

პირობის თანახმად ყოველი m -ისათვის ( ),...2,1 ++= NNm  არსებობენ 

ერთადერთი ( )m
na  ( )Nn ,...,1=  ნამდვილი რიცხვები, რომ  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) q
Q

N

n
mn

m
nm LxxaxMx ∈

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+= ∑

=

−

1

1 χχψ . 

რადგან ( ) ( ) ( )∑
=

+
N

n
mn

m
n xxa

1

χχ  ფუნქცია ( )δ≤≤+ mN 1  ღებულობს მუდმივ 

მნიშვნელობებს ( )kiQ1  ( )rk ,...,1=  სიმრავლეებზე და რადგან 

( )[ ] ( )
q
Q ki

LxM
1

1∉−  rk ≤≤1 , ამიტომ მარტივი დასანახია, რომ ყოველი m -

ისთვის ( )δ≤≤+ mN 1  ( ) ( ) ( )∑
=

+
N

n
mn

m
n xxa

1

χχ  ფუნქცია ნულის ტოლია 

( )kiQ1  ( )rk ,...,1=  სიმრავლეებზე. 
განვიხილოთ ვექტორთა სისტემა 

( )1;...;11 =I  

( )

( )

( )
r

r

r

ii

iNiNN

ii

I

I

I

,1,1

,1,1

,1,12

;...;
.......................................

;...;
................................

;...;

1

1

1

−−

−−

=

=

=

δδδ αα

αα

αα

 

ზემოთ მოყვანილი ( )m
na  ( )NnmN ≤≤≤≤+ 1;1 δ  რიცხვებისათვის გვაქვს 
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( ) 0
1

=+∑
=

N

n
mn

m
n IIa  ( )δ≤≤+ mN 1  

გარდა ამისა, რადგან ზემოთ დამტკიცებულის თანახმად NII ,...,1  

ვექტორთა სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია, ამიტომ δII ,...,1  

სისტემის რანგია N . ეხლა თუ გავითვალისწინებთ, რომ Nr > , ამიტომ 
არსებობს r  განზომილებიანი ვექტორი I , რომელიც არ გამოისახება 

NII ,...,1  და მაშასადამე δII ,...,1  ვექტორების წრფივი კომბინაციით, 

მაგრამ ეს ეწინააღმდეგება იმას, რომ 
( )1;...;11 =W  

( )

( )δδδδ

δ

αα

αα

,11,1

,11,12

;...;
.............................

;...;

−−=

=

W

W

                  ( )7.2.1  

ვექტორთა სისტემა ბაზისია δR  სივრცეში. მიღებული წინააღმდეგობა 
ამტკიცებს, რომ Nr ≤ . 

ამრიგად, ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ Nr ≥  და Nr ≤  ე.ი. Nr = . ანუ 

არსებობს ზუსტად N  ცალი ( ) ( )Nii QQ 11 ,...,1  ჰაარის სიმრავლე, 

რომელთათვისაც ( )[ ] ( )
q
Q ki

LxM
1

1∉−  ( )Nk ≤≤1  და ( )[ ]
( )

q

QC
N

k
ki

LxM
U

1
1

1

=

∈− . 

ეხლა ინდუქციის მეთოდის თანახმად დაუშვათ, რომ არსებობს ჰაარის 
სიმრავლეები 

( ) ( )

( ) ( )mNN

m

i
m

i

i
m

i

QQ

QQ

,1,

,11,1

...

................................

...

1

1

⊃⊃

⊃⊃

 

რომელთათვისაც სრულდება ( )2.2.1  და ( )3.2.1  პირობები, როცა mk ≤≤1 . 

( )3.2.1  პირობის თანახმად, რადგან თითოეული n -ისთვის ( )Nn ≤≤1  

( )[ ] ( )
q
Q mni

m
LxM

,
1∉− , ამიტომ ( )[ ] 1−xM  ფუნქციას გააჩნია q  რიგის 

განსაკუთებულობა ( )k
mQ 1+  ( )( )mnmn iki ,, 11 δδ ≤≤+−  სიმრავლეებიდან 

რამოდენიმეზე. ვთქვათ, მათი რაოდენობაა s  ანუ არსებობს ზუსტად s  

ცალი 
( ) ( )mnkn i

m
j

m QQ ,,
1 ⊂+  ( )sk ≤≤1  სიმრავლე, რომელთათვისაც 
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( )[ ] ( )
q

knj
mQ

LxM
,
1

1

+

∉−  ( )sk ≤≤1  და ( )[ ] ( ) ( )
q

s

k

knj
mQmni

mQ
LxM

U
1

,
1\,

1

=
+

∈− , სადაც δ≤≤ s1  

ფიქსირებული ნატურალური რიცხვია. 
ვაჩვენოთ, რომ 1=s . მართლაც, ვთქვათ 1>s . თეორემა 1.2.1.-ის 

( )2  პირობის თანახმად ყოველი ν -სათვის 

( )( ) ( )( )11111 ,, +−+≤≤+−−+ mn
m

mn
m ii δδνδδ  არსებობენ ერთადერთი ( )ν

ηa  

( )N,...,1=η  ნამდვილი რიცხვები, რომ 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) q
Q

N
LxxaxMx ∈

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+= ∑

=

−

1

1

η
νη

ν
ην χχψ  

და შესაბამისად 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
q
Q

N

mni
m

LxxaxMx
,

1

1 ∈
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+= ∑

=

−

η
νη

ν
ην χχψ . 

რადგან ( ) ( ) ( )∑
=

+
N

xxa
1η

νη
ν
η χχ  ფუნქცია 

( )( ) ( )( )11111 ,, +−+≤≤+−−+ mn
m

mn
m ii δδνδδ  ღებულობს მუდმივ 

მნიშვნელობებს 
( )knj
mQ ,

1+  ( )sk ≤≤1  სიმრავლეებზე და რადგან 

( )[ ] ( )
q

knj
mQ

LxM
,
1

1

+

∉−  ( )sk ≤≤1 , ამიტომ ადვილი მისახვედრია, რომ ყოველი 

ν -სათვის ( )( ) ( )( )11111 ,, +−+≤≤+−−+ mn
m

mn
m ii δδνδδ  

( ) ( ) ( )∑
=

+
N

xxa
1η

νη
ν
η χχ  ფუნქცია ნულის ტოლია 

( )knj
mQ ,

1+  ( )sk ≤≤1  

სიმრავლეებზე.                                                 ( )8.2.1  

განვიხილოთ ვექტორთა სისტემა 
( )1;...;11, =nU  

( )

( )
snn

snn

iin

iin

U

U

,1,

,1,

,1,1,

,1,12,

;...;
.....................................

;...;

−−=

=

δδδ αα

αα

 

ზემოთ მოყვნილი ( )ν
ηa  ( )( ) ( )( )Nii mn

m
mn

m ≤≤+−+≤≤+−−+ ηδδνδδ 1;11111 ,,  

რიცხვებისათვის შემოვიღოთ აღნიშვნა 
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( )∑
=

=
N

aA
1

,
η

ξη
ν
ην α , 

სადაც 1
1

1
, +

−
=

−m
mni

δ
ξ  (მარტივი შესამოწმებელია, რომ ( )xηχ  ( )N≤≤η1  

ფუნქციის მნიშვნელობა ( )mni
mQ ,  სიმრავლეზე არის სწორედ ξηα , ). ( )8.2.1  

პირობის გათვალისწინებით გვაქვს 
0=+ νν UA  ( )( ) ( )( )11111 ,, +−+≤≤+−−+ mn

m
mn

m ii δδνδδ , 

მაგრამ ეს ნიშნავს, რომ თითოეული νU  ვექტორი მუდმივია (ანუ მისი 
თითოეული კომპონენტი ერთმანეთის ტოლია), რაც ეწინააღმდეგება 
იმას, რომ ( )7.2.1  ტოლობით განსაზღვრული δWW ,...,1  ვექტორტა 

სისტემა ბაზისია δR  სივრცეში. მაშასადამე მივიღეთ, რომ 1=s . ანუ 

თითოეული n -ისათვის Nn ≤≤1  არსებობს ერთადერთი 
( ) ( )mnmn i

m
i

m QQ ,1,
1 ⊂+
+  ჰაარის სიმრავლე, რომელთათვისაც ( )[ ] ( )

q

Q mni
m

LxM
1,

1

1
+

+

∉−  

და ( )[ ] ( ) ( )
q

QQ mni
m

mni
m

LxM
1,

1
, \

1
+

+

∈− . ეხლა რადგან ( )[ ] ( )
q

QC
N

n

mni
m

LxM
U

1

,

1

=

∈−  და  

( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

=
+

=
+

=

++ UUUU
N

n

i
m

N

n

i
m

i
m

N

n

i
m

mnmnmnmn QCQQQC
1

1
1

1
1

1,1,,, \ , 

ამიტომ მარტივად მივიღებთ, რომ არსებობს ზუსტად N  ცალი 
( ) ( )mnmn i

m
i

m QQ ,1,
1 ⊂+
+  ( )Nn ≤≤1  ჰაარის სიმრავლე რომელთათვისაც 

( )[ ] ( )
q

Q mni
m

LxM
1,

1

1
+

+

∉−  ( )Nn ≤≤1  და ( )[ ] ( )
q

QC
N

n

mni
m

LxM
U

1

1,
1

1

=

+
+

∈− . აუცილებლობა 

დამტკიცებულია. 
საკმარისობა. დაუშვათ სრულდება ლემისა 1.2.1-ის (ა) და (ბ) 

პირობები (მარტივი შესამოწმებელია, რომ ყოველთვის მოიძებნება 
δ≤<<≤ 1,1,1 ...1 Nii  ნატურალური რიცხვები, რომელთათვისაც სრულდება 

(ბ) პირობა). საჭიროა მხოლოდ დამტკიცდეს, რომ ამ შემთხვევაში 
შესრულდება თეორემა 1.2.1-ის ( )1  და ( )2  პირობები, როცა 11 −≤≤ δN . 
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roca 

roca 
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⎜
⎝

⎛

−

−−
=

δδ
δδε , ნებისმიერი N  

ნატურალური რიცხვისთვის არსებობენ 1−+= δδ mu  და mv δ=  

ნატურალური რიცხვები (სადაც Nm
δ

log>  ნატურალური რიცხვია) 

რომელთათვისაც 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) εχ
δ

>=− ∑
−

= p
Q

p
Q

Li

i
m

i
mLvu xxMaxSxS

1

1

 

ანუ სრულდება კოშის პირობა და შესაბამისად ( ) ( )∑
∞

=

=
2n

nnn xxMaS χ  

მწკრივი განშლადია ყველა p
QL , ∞<≤ p1  სივრცეში. 

თეორემა 1.3.3. დამტკიცებულია. 
ლემა 1.2.1. და შესაბამისად თეორემა1.3.1. შეიძლება განზოგადდეს 

იმ შემთხვევისათვის, როდესაც ჰაარის ტიპის ( ){ }∞=1nn xχ  სისტემისგან 
მოშორებულია ნებისმიერი სასრული რაოდენობა ფუნქციებისა. ჩვენ 
ამაზე არ შევჩერდებით, არამედ დავამტკიცებთ, რომ ჰაარის ტიპის 
სისტემას შეიძლება მოვაცილოთ უსასრულო რაოდენობა ფუნქციებისა 

ისე რომ შეიძლებოდეს მისი მულტიპლიკაციური გასრულება p
QL  

სივრცის ბაზისამდე. 
თეორემა 1.3.4. ( )2.1.1  ტოლობით განსაზვრულ ( ){ }∞=1nn xχ  სისტემას 

შეიძლება ჩამოვაშოროთ უსასრულო რაოდენობა ფუნქციებისა ისე, რომ 
დარჩენილი ნაწილის რომელიღაც ზომად, შემოსაზღვრულ ფუნქციაზე 
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გადამრავლების შედეგად მივიღოთ ბაზისი ყველა p
QL , ∞<≤ p1  

სივრცეში. 
დამტკიცება. დავამტკიცოთ, რომ ფუნქციათა სისტემა  

( ) ( )( ){ }xxM n
kχ , ( )knk δδ ≤≤= ;,2,1 K                  ( )33.3.1  

სადაც 
( ) ( )( )( )i

j
j kxAMxM −= 1 , როცა ( )i

jQx∈  ( )δ≤≤= ij 2;,2,1 K  

და ( )xM1  თეორემა 1.3.1.-დან აღებული ფუნქციაა, ბაზისია ყველა p
QL , 

∞<≤ p1  სივრცეში. ( )33.3.1  სისტემის ჩაკეტილობა და მინიმალურობა 

გამომდინარეობს ( ) ( ){ }∞=21 nk xxM ψ  სისტემის ჩაკეტილობიდან და 

მინიმალურობიდან. ვთქვათ, ( ) p
QLxf ∈  ნებისმიერი ფუნქციაა. 

განვიხილოთ ( )33.3.1  სისტემა ( )i
jQ  სიმრავლეზე ( )δ≤≤= ij 2;,2,1 K . ijk ,  

( )δ≤≤= ik 2;,3,2 K  სიმბოლოთი ავღნიშნოთ ( ){ }∞=1nn xχ  სისტემის ყველა 

იმ ფუნქციის ინდექსი, რომელთათვისაც ( )i
jn QQ ⊂ . გვაქვს 

( ) ( )
( )( )( ) ( )( )( ) ( )

( )( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=∈

∈−−
=

K,3,2\0

,1
,

kQQx

QxkxAkxAM
xxM

i
j

i
j

i
j

j
k

i
j

j

ijk

χ
χ  

ვთქვათ, ( )xfS mij −,,  ფუქნქციის m -ური კერძო ჯამია ( ) ( ){ }∞
=2, kij xxM kχ  

სისტემის მიმართ. ( )2.3.1  პირობიდან ვრებულობთ, რომ  

( )
( )

( )
( )
∫∫ ≤

i
j

i
j Q

pp
p

Q

p
mij

m
dxxfMdxxS ,,sup . 

აქედან მარტივად გამომდინარეობს, რომ 

p
Q

p
Q LpLn

n
fMS ≤sup  

სადაც, nS  ( ) p
QLxf ∈  ფუნქციის გაშლაა ( )33.3.1  სისტემის მიმართ. 

თეორემა 1.3.4. დამტკიცებულია. 
შედეგი 1.3.1. თუ ჰაარის ტიპის ვეივლეტ-სისტემას მოვაცილებთ 

ფუნქციების სასრულ რაოდენობას, მაშინ არსებობს ( ) 0>xψ  ფუნქცია 

ისეთი, რომ სისტემის დარჩენილი ნაწილი ბაზისია წონიან ( )( )dxxLp
Q ψ , 

∞<≤ p1  სივრცეში. 
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შედეგი 1.3.2. ჰაარის ტიპის ვეივლეტ-სისტემას შეიძლება 

მოვაცილოთ უსასრულო რაოდენობა ფუნქციებისა ისე, რომ სისტემის 

დარჩენილი ნაწილი იყოს ბაზისი წონიან ( )( )dxxLp
Q ψ , ∞<≤ p1  

სივრცეში, რომელიღაც ( ) 0>xψ  ფუნქციისათვის. 
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თავი II 

მრავალგანზომილებიანი ჰაარის ტიპის ორთონორმირებული 
ვეივლეტ-სისტემების ბაზისობის შესახებ ( )μdLp

Q , ∞<≤ p1 , 

სივრცეებში  
 

§ 2.1. წინასწარი განმარტებები და გამოყენებული აღნიშვნები 
 

ვთქვათ E  არის nR -ის ბორელის სიმრავლე და μ  არის 

სასრული დადებითი ბორელის ზომა E -ზე. ( )μdLp
E , ∞<≤ p1 , იყოს 

ბანახის სივრცე ყველა ისეთი f  ფუნქციისა, რომლისთვისაც 

( ) ( ) ∞<
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫

p

p
E

E

p
dL dxff

1

μμ , 

გარდა ამისა 

( ) ( )xff
Ex

dLE ∈
=∞ supessμ . 

იმ შემთხვევაში, როცა μ  არის ლებეგის ზომა ჩვენ ვიხმართ p
EL  

აღნიშვნას ( )μdLp
E -ს ნაცვლად. 

ამ თავში ჩვენ საქმე გვექნება ზოგად ბორელის ზომასთან, 
ამიტომ ( )2.1.1  ფუნქციათა სისტემის მნიშვნელობები წყვეტის 
წერტილებზე ძალზე მნიშვნელოვანია. ამრიგად ( )2.1.1  ფუნქციათა 
სისტემის მნიშვნელობები წყვეტის წერტილებში განვმარტოთ ისე, რომ 
მივიღოთ QC  სივრცის ბაზისი ( QC  აღნიშნავს Q  სიმრავლეზე 

განსაზღვრულ უწყვეტ ფუნქციათა სივრცეს). კერძოდ ( )( )xm
nχ , K,1,0=n , 

( )1,,1 −= δδ nm K , ფუნქციის მნიშვნელობები წყვეტის 0x  წერტილში 

იყოს საშუალო არითმეტიკული ყველა ji
n

,2αδ  რიცხვისა, 

რომელთათვისაც ( )jl
nQx +
+∈ δ

10 , δ,,1K=j  სადაც i და l  შერჩეულია ისე, 

რომ 11 −≤≤ δi , ( ) ( )( )1mod11 −−≡− δmi  და ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

=
1
1

δ
ml  ([ ]a  აღნიშნავს a  

ნამდვილი რიცხვის მთელ ნაწილს). 

ჩვენ ვუწოდებთ ( ){ }xfn  ფუნქციათა სისტემას ( )μdLp , ∞<≤ p1 , 

სივრცის ფართო აზრით ბაზისს თუ ეს სისტემა ჩაკეტილი და 
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მინიმალურია ( )μdLp -ში, ხოლო მისი შეუღლებული სისტემა 

ტოტალურია ( )μdLp -ს მიმართ. 

 

§ 2.2. დამხმარე დებულებები 
 

თეორემა 2.2.1. ვთქვათ ( ){ } ∞∞
= ∈ Qnn Lx 1ϕ  მინიმალურია ამავე 

სივრცეში და ტოტალურია 1
QL -ს მიმართ, ( ){ }∞=1nn xψ  იყოს მისი 

შეუღლებული სისტემა. შემდეგი პირობა არის აუცილებელი და 

საკმარისი იმისათვის, რომ ( ){ }∞=1nn xϕ  სისტემა იყოს ( )( )dxxLp
Q ψ , 

∞<≤ p1 , ( ( ) 1
QLx ∈ψ , ( ) 0>xψ  თითქმის ყველგან Q -ზე) სივრცის ფართო 

აზრით ბაზისი: ყველა ნატურალური n  რიცხვისთვის 

( )[ ] ( )[ ] ( )1
11 −∈− p
Q

p
n Lxx ψψ . 

დამტკიცება. აუცილებლობა. რადგან ( ){ }∞=1nn xϕ  სისტემა 

( )( )dxxLp
Q ψ  სივრცის  ფართო აზრით ბაზისია, ამიტომ მოიძებნება მისი 

ბიორთონორმირებული ( ){ } ( )( )dxxLxf q
Qnn ψ∈∞

=1  სისტემა ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+ 111

qp
, 

( ) ( ) ( )∫ =

Q
knkn dxxxfx ,δψϕ , K,2,1=n , K,2,1=k  

ცხადია ყველა ნატურალური n  რიცხვისთვის 
 

( ) ( ) ( )[ ][ ] ( ) ( )∫ =− −

Q
nkk dxxxxxxf 01 ψϕϕϕ . 

ამიტომ  

( ) ( ) ( )[ ] ( )∫ =−

Q
nkk dxxxxxf 0ϕψψ . 

რადგან ( ){ }∞=1nn xϕ  სისტემა ტოტალურია 1
QL -ს მიმართ გამოდის, რომ  

( ) ( ) ( )[ ] 1−= xxxf kk ψψ  

და გვაქვს  

( ) ( )[ ] ( )( )dxxLxx q
Qn ψψψ ∈−1  
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ანუ რაც იგივეა ყოველი ნატურალური n  რიცხვისთვის 

( )[ ] ( )[ ] ( )1
11 −∈− p
Q

p
n Lxx ψψ . 

აუცილებლობა დამტკიცებულია. 
საკმარისობა. ვთქვათ, 

( )[ ] ( )[ ] ( )1
11 −∈− p
Q

p
n Lxx ψψ  

ანუ 

( ) ( ) ( )[ ] ( )( )dxxLxxxf q
Qnn ψψψ ∈= −1 . 

შევნიშნოთ, რომ ( ){ }∞=1nn xf  არის ( ){ }∞=1nn xϕ  სისტემის შეუღლებული და 

აქედან გამომდინარე ( ){ }∞=1nn xϕ  მინიმალურია ( )( )dxxLp
Q ψ -ში. 

ვთქვათ, ( ){ }∞=1nn xϕ  არ არის ჩაკეტილი ( )( )dxxLp
Q ψ -ში, მაშინ 

მოიძებნება ( ) ( )( )dxxLxf p
Q ψ∈ , ( ) 0≠xf  ფუნქცია ისეთი, რომ ყოველი 

ნატურალური n  რიცხვისთვის 

( ) ( ) ( )∫ =

Q
n dxxxxf 0ψϕ  

რადგან ( ){ }∞=1nn xϕ  სისტემა ტოტალურია 1
QL -ს მიმართ გამოდის, რომ  

( ) ( ) 0≡xxf ψ , 

რაც წინააღმდეგობაა და ის ამტკიცებს ( ){ }∞=1nn xϕ  სისტემის 

ჩაკეტილობას ( )( )dxxLp
Q ψ  სივრცეში. 

დაგვრჩა დამტკიცება იმისა, რომ ( ){ }∞=1nn xϕ -ის შეუღლებული 

( ){ }∞=1nn xf  სისტემა ტოტალურია ( )( )dxxLp
Q ψ -ის მიმართ. 

ვთქვათ, ( ) ( )( )dxxLxf p
Q ψ∈  და ყოველი ნატურალური n  

რიცხვისთვის 

( ) ( ) ( )∫ =

Q
n dxxxfxf 0ψ  

აქედან  

( ) ( )∫ =

Q
n dxxxf 0ϕ  K,2,1=n  
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ეხლა რადგან ( ){ }∞=1nn xϕ  სისტემა ტოტალურია 1
QL -ს მიმართ, ამიტომ 

გვაქვს 
( ) 0≡xf  

რაც ცხადია გულისხმობს, რომ ( ){ }∞=1nn xf  სისტემა ტოტალურია 

( )( )dxxLp
Q ψ -ის მიმართ. 

თეორემა 2.2.1. დამტკიცებულია. 
1978 წელს კაზარიანმა დაამტკიცა ორი ლემა. ჩვენ ისინი 

დაგვჭირდება ძირითადი თეორემის დასამტკიცებლად. 

ლემა 2.2.1. ვთქვათ, ( ){ }∞=1nn xϕ  ჩაკეტილი და მინიმალურია [ ]baC , -

ში და ( ){ }∞=1nn xψ  არის მისი ბიორთონორმირებული სისტემა. გარდა 
ამისა ვთქვათ Ω არის ნატურალურ რიცხვთა სასრული (ან ცარიელი) 
სიმრავლე და CΩ  აღნიშნავს Ω სიმრავლის დამატებას ნატურალურ 

რიცხვთა სიმრავლემდე. თუ ( ){ } Cnn x
Ω∈

ϕ  სისტემა არის [ ]( )μdLp
ba, , 

∞<≤ p1 , სივრცის ფართო აზრით ბაზისი, რომელიღაც სასრული 
დადებითი ბორელის μ  ზომისთვის, მაშინ μ  აბსოლიტურად უწყვეტია. 

ლემა 2.2.2. ვთქვათ, ( ){ }∞=1nn xϕ  არის შემოსაზღვრულ ზომად 

ფუნქციათა სისტემა, რომელიც ტოტალურია [ ]
1

,baL -ს მიმართ და არის 

[ ]
p

baL , , ∞<≤ p1 , სივრცის ფართო აზრით ბაზისი. ვთქვათ, Ω -ს და CΩ -ს 

აქვთ იგივე აზრი რაც ქონდათ ლემა 2.2.1.-ში. თუ ( ){ } Cnn x
Ω∈

ϕ  სისტემა 

მინიმალურია [ ] ( )( )dxxLp
ba ψ,  სივრცეში, რომელიღაც ლებეგის აზრით 

ინტეგრებადი არაუარყოფითი ( )xψ  ფუნქციისათვის, მაშინ ( )xψ  

დადებითია თითქმის ყველგან [ ]ba, -ზე. 
აქვე სევნიშნავ, რომ ეს ლემები ჩამოყალიბებული და 

დამტკიცებულია ერთგანზომილებიან შემთხვევაში, თუმცა მათი 
სამართლიანობა მრავალგანზომილებიან შემთხვევაში დამტკიცდება 
ანალოგიურად. 

 

§ 2.3. ძირითადი თეორემები და შედეგები 
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თეორემა 2.3.1. შემდეგი პირობები (ა)-(დ) არიან აუცილებელი და 

საკმარისი იმისათვის, რომ ( ){ }∞=1nn xχ  სისტემა იყოს ( )μdLp
Q , ∞<≤ p1 , 

სივრცის ბაზისი: 
(ა) არსებობს ლებეგის აზრით ინტეგრებადი ( )xψ  ფუნქცია 

ისეთი, რომ ( ) ( )dxxxd ψμ = ; 

(ბ) ( ) 0>xψ  თითქმის ყველგან Q -ზე; 

(გ) ( )[ ] ( )1
1

1 −− ∈ p
QLxψ ; 

(დ) არსებობს 0>pM  მუდმივი ისეთი, რომ ყოველი ჰაარის 

სიმრავლისათვის ( )m
nQ , K,2,1=n , nm δ,,1K= , გვაქვს 

( ) ( )
( )

( ) ( )[ ] ( )
( )

p

p

Q

p
m

nQ
m

n
Mdxx

Q
dxx

Q m
n

m
n

≤
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

−
−

∫∫
1

1
111 ψψ . 

2.3.1. თეორემის დასამტკიცებლად ჩვენ გამოვიყენებთ შემდეგ 
ფაქტს, რომელიც უშუალოდ გამომდინარეობს თეორემა 2.2.1., ლემა 2.2.1. 
და ლემა 2.2.2.-დან. 

თეორემა 2.3.2. იმისათვის, რომ ( ){ }∞=1nn xχ  სისტემა იყოს ( )μdLp
Q , 

∞<≤ p1 , სივრცის ფართო აზრით ბაზისი აუცილებელი და საკმარისია 
შესრულდეს 2.3.1. თეორემის (ა), (ბ) და (გ) პირობები. 

ეხლა ჩვენ დავამტკიცებთ ლემას, რომელიც არის 2.3.1 თეორემის 
დამტკიცების საფინალო საფეხური. ვთქვათ μ  ზომა აკმაყოფილებს (ა), 

(ბ) და (გ) პირობებს. ეს გულისხმობს, რომ ( ){ }∞=1nn xχ  არის ( )μdLp , 

∞<≤ p1 , სივრცის ფართო აზრით ბაზისი. ( )xfSn , -ით აღვნიშნოთ 

( )μdLf p∈  ფუნქციის კერძო ჯამების მიმდევრობა ( ){ }∞=1nn xχ  სისტემის 

მიმართ. განვიხილოთ მაქსიმალური ზომის ჰაარის სიმრავლეები 
რომლებზედაც ყველა ( )xnχ , Nn ,,1K=  ( )( )( )1mod1 −≡ δN  არიან 
მუდმივები. ცხადია მოცემული 1≥N  მთელი რიცხვისათვის ასეთი 
სიმრავლეების რაოდენობაა ზუსტად N . ეს სიმრავლეები აღვნიშნოთ 

NΓΓ ,,1 K  სიმრავლეებით. 

ლემა 2.3.1. ვთქვათ μ  აკმაყოფილებს 2.3.1. თეორემის ა), (ბ) და 
(გ) პირობებს, მაშინ ყოველი 1≥N -სთვის ( )( )( )1mod1 −≡ δN  გვაქვს 
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( ) ( )∫
Γ

Γ
=

n

dttfxfS
n

N
1, , როცა nx Γ∈ , Nn ≤≤1        ( )1.3.2  

დამტკიცება. ვინაიდან ( ){ }∞=1ii xχ  არის ( )μdLp  სივრცის ფართო 

აზრით ბაზისი. ჩვენ შეგვიძლია ავაგოთ მისი შეუღლებული ( ){ }∞=1ii xψ  

სისტემა. ცხადია ის ჩაიწერება შემდეგი სახით 

( ) ( ) ( )[ ] 1−= xxx ii ψχψ                     ( )2.3.2  

ყოველი 1≥N -სთვის ( )( )( )1mod1 −≡ δN  და ( )μdLf p∈ -სთვის 

გვაქვს 

( ) ( )∑
=

=
N

i
iiN xcxfS

1

, χ , 

სადაც 

( ) ( )∫=
Q

ii dxxfc μϕ .                       ( )3.3.2  

ლემა დავამტკიცოთ ინდუქციით. 1=N -სთვის გვაქვს  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫ == −

QQ

dxxfdxxxxxfc ψψχ 1
11  

ანუ 

( ) ( )∫=
Q

dxxfxfS ,1 . 

ეხლა დავუშვათ, რომ ( )1.3.2  ტოლობა სამართლიანია რომელიღაც 
( )( )1mod1 −≡ δN -სთვის და გამოვთვალოთ ( )xfSN ,1−+δ : 

( ) ( ) ( )∑
−

=
++−+ +=

1

1
1 ,,

δ

δ χ
i

iNiNNN xcxfSxfS . 

δPP ,,1 K  სიმრავლეებით აღვნიშნოთ ის ჰაარის სიმრავლეები 
რომლებზედაც ( )xiN +χ , 11 −≤≤ δi , ფუნქციები ღებულობენ შესაბამისად 

2
1

2
1

,1, ,,
−−

ΓΓ kiki δαα K  მნიშვნელობებს, სადაც 0\
1

=Γ
=
U
δ

j
kjP . ( )2.3.2  და 

( )3.3.2  ტოლობებიდან გვაქვს  
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) .
1

,

1

2
1∑ ∫

∫∫

=

+
−

++

−
Γ=

===

δ
α

χψψχ

j P
kji

Q
iN

Q
iNiN

j

dxxf

dxxxfdxxxxxfc

 

ეხლა, როცა nPx∈ , δ≤≤ n1 , 

( ) ( ) =ΓΓ=∑∑ ∫∑
−

= =

−

=
++

−−
1

1 1
,,

1

1

2
1

2
1

δ δδ
ααχ

i j P
kjikji

i
iNiN

j

dxxfxc  

( ) ( ) .
1

1

1
,,

1

1

1

1
,,

1 ∑ ∑∫∑∑ ∫
=

−

=

−

=

−

=

− Γ=Γ=
δ δδ δ

αααα
j i

niji
P

k
j i P

nijik

jj

dxxfdxxf  

რადგან 1,

1

1
,, −=∑

−

=
nj

i
niji δδαα

δ
, ამიტომ გვაქვს 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

1

11

1

1

1
,

1

1
,

1
1

1

∫∫∑ ∫

∑ ∫∑ ∫∑

Γ

−−

=

−

=

−

=

−
−

=
++

Γ−Γ=Γ−

−Γ=−Γ=

knj

jj

dxxfdxxfdxxf

dxxfdxxfxc

k
P

k
j P

k

j P
njk

j P
njk

i
iNiN

δ

δδδδχ

δ

δδδ

 

აქედან მარტივად ვღებულობთ 

( ) ( )∫=−+

nP
n

N dxxf
P

xfS 1,1δ , როცა nPx∈ , δ≤≤ n1 .         ( )4.3.2  

რადგან iN +χ , 11 −≤≤ δi , ნულის ტოლია kΓ -ს გარეთ, ამიტომ ( )1.3.2  

და ( )4.3.2  ტოლობებიდან გამომდინარეობს ინდუქციური ბიჯის 
სამართლიანობა. ლემა 2.3.1. დამტკიცებულია. 

თეორემა 2.3.1.-ის დამტკიცება. კარგად არის ცნობილი, რომ 

აუცილებელი და საკმარისი პირობა ( )μdLp
Q  სივრცის ფართო აზრით 

ბაზისობისათვის, რომ იყოს ამავე სივრცის ბაზისი, საჭიროა ყოველი 

( )μdLf p
Q∈  ფუნქციის კერძო ჯამების მიმდევრობა ამავე სისტემის 

მიმართ იყოს ერთობლივ შემოსაზღვრული. ამიტომ 2.3.2. თეორემის 
გათვალისწინებით, რომ დავადგინოთ (ა) – (დ) პირობების საკმარისობა 
საჭიროა მხოლოდ შევაფასოთ ( )xfSn , -ის ნორმა. ვთქვათ, 
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( )( )1mod1 −≡ δN  და 10 −≤≤ δk . ზემოთ განხილული ჰაარის 

სიმრავლეებისათვის NΓΓ ,,1 K  ზოგადობის სეუზღუდავად 

ვიგულისხმოთ, რომ NΓ  აღნიშნავს იმ ჰაარის სიმრავლეს, 
რომლისათვისაც kN +χ , 10 −≤≤ δk  ფუნქციები ნულის ტოლია NΓ  

სიმრავლის გარეთ. ლემა 2.3.1-დან გვაქვს 

( ) ( ) ( ) ( ) ==∑∫∫
= Γ

++

N

i

p
kN

Q

p
kN

i

dxxxfSdxxxfS
1

,, ψψ  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( )( )( ) ( ) ( ) .211

1

1

1

1

1

1
1

1

1

1

1

∫

∫∫∫

∑ ∫∫∫

∫∑ ∫∫

∑ ∫∫

−++≤

≤
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Γ

+
+

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Γ
≤

≤+
Γ

+

+
Γ

=

ΓΓΓ

−

= ΓΓΓ

Γ= Γ

++

Γ

−

= ΓΓ

−

−

Q

p
p

p

p
p

N

p

N

i

p
p

i

p
k

j
jNjN

N

N

i

p

i

dxxxfMB

dxxdxxdxxxfBk

dxxdxxdxxxf

dxxxdxxxfdxxf

dxxdxxf

N

q
p

N

p

N

i

q
p

i

p

i

NNN

ii

ψδ

ψψψ

ψψψ

ψχχ

ψ

 

სადაც { }δδα ≤≤−≤≤= jiB ji 1,10:max , . საკმარისობა დამტკიცებულია. 

რომ დავამტკიცოთ აუცილებლობა ჩვენ გამოვიყენებთ იმ ფაქტს, რომ 

თუ  ( ){ }∞=1ii xχ  არის ( )μdLp
Q  სივრცის ბაზისი, მასინ NS  ოპერატორების 

ნორმები ერთობლივად შემოსაზღვრულია: 
+∞<≤ MSN .                          ( )5.3.2  

მეორეს მხრივ თეორემა 2.3.2.-დან და NS  ოპერატორების 
შემოსაზღვრულობიდან, როცა ( )( )1mod1 −≡ δN , გვაქვს  

( )

( ) ( ) ( ) ( )μμ
μ

dLN
NidLN

f
N p

Q
p
Q

dp
QL

xfSxfSS ,supmax,sup
11 ≤≤≤

≥=      ( )6.3.2  
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ბოლო სუპრემუმი აღებულია ყველა ისეთი f  ფუნქციებიდან, 
რომლისათვისაც ( ) 1≤μdp

QLf  და ( ) 0=xf , როცა iQx Γ∈ \ . ტოლობა 

( )1.3.2  გვიჩვენებს, რომ როცა Ni ,,1K=  ზემოთ მოყვანილი სუპრემუმი 
ტოლია 

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )∫∫
Γ

≤
Γ

≤ Γ⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

Γ
idp

QL

p

i

p
idp

QL

dxxfdxxxfS
if

dLN
f

1sup,sup
11

1

μμ

ψμ .   ( )7.3.2  

თუ ჩავწერთ  

( ) ( ) ( )[ ] ( )xxxfxf ψψ 1−=  

გვექნება, რომ 

( )

( ) ( )[ ]
( )

( )[ ] ( )

( )
p

p

i

p
p
iidp

QL

dxxxdxxf
dLf

1

1
11

1
sup

−

−
−

Γ ⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
== ∫∫

Γ

−

Γ
≤

ψψ
μ

μ

 

აქედან და ( )5.3.2  - ( )7.3.2  დამოკიდებულებებიდან გამომდინარეობს (დ) 

პირობის აუცილებლობა. 
თეორემა 2.3.1. დამტკიცებულია. 
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თავი III 

შემოსაზღვრულ ფუნქციათა ფურიე-ჰაარის 
ტიპის მწკრივების განშლადობის შესახებ ნული ზომის 

სიმრავლეებზე 
 

§ 3.1. გამოყენებული აღნიშვნები  და დამხმარე დებულებები 
 

ამ თავში ჩვენ განვიხილავთ ფურიე-ჰაარის ტიპის მწკრივების 
განშლადობის საკითხს ნული ზომის სიმრავლეებზე 2det =A  

შეზღუდვით. მოსახერხებელი იქნება ჰაარის სიმრავლეებისათვის 
შემდეგი აღნიშვნის შემოტანა: 

( ) ( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
++= ∑∑

∞

+=

−
∞

+=

−

1
2

1
1 ,

nj

m
n

j

nj

m
n

jm
n kkAkkATQ  

გარდა ამისა 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
++

∑∑

∑∑
∞

+=

−
∞

+=

−

∞

+=

−
∞

+=

−

1
2

1
1

1
2

1
1

,\

,

nj

m
n

j

nj

m
n

jm
n

nj

m
n

j

nj

m
n

j

kkAkkAQ

kkAkkAT

 

ნატურალური n  რიცხვს ვუწოდოთ 
( )m
nQ  ჰაარის სიმრავლის რანგი. 

ლემა 3.1.1. ნებისმიერი 0>ε  რიცხვისათვის და ნებისმიერი QM ∈  

წერტილისათვის არსებობს ჰაარის ( )i
kQ  სიმრავლე ისეთი, რომ 
( ) ( )ε,MBQM i
k ⊂∈ , 

სადაც 
( ) { }εε <−= nRxMxMB :, . 

დამტკიცება. რადგან QM ∈  იგი წარმოდგება შემდეგი სახით 

∑
∞

=

−=
1j

j
j sAM , 

სადაც ყოველი js  არის ფიქსირებული ვექტორი, ან 1k , ან 2k . 

განვიხილოთ ორობით სიმრავლეთა მიმდევრობა 
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( ) ( ) ∑
=

−− +=
n

j
j

jni
n sAQAQ n

1

 ( ),...2,1=n . 

ცხადია ყოველი n -ისათვის ( )ni
nQM ∈ . ვაჩვენოთ, რომ საკმარისად დიდი 

n -ისთვის ( ) ( )ε,MBQ nin ⊂ , სადაც 0>ε  ნებისმიერი წინასწარ 
ფიქსირებული რიცხვია. ამისათვის ვაჩვენოთ, რომ ε<− nRxM , სადაც 

( )ni
nQx∈  ნებისმიერი ვექტორია. რადგან ( )ni

nQx∈ , ამიტომ  

∑∑
∞

+=

−

=

− +=
11 nj

j
j

n

j
j

j rAsAx , 

სადაც ყოველი jr  არის ფიქსირებული ვექტორი, ან 1k , ან 2k . გვაქვს 

( ) ( ) ,
1

21
1

21
1

111

∑∑∑

∑∑∑
∞

+=

∞

+=

−
∞

+=

−

∞

+=

−

=

−
∞

=

−

−≤−≤−=

=−−=−

nj
R

j

nj
R

j

Rnj
jj

j

Rnj
j

j
n

j
j

j

j
j

j
R

nn
n

n

n

kkckkArsA

rAsAsAxM

α

 

სადაც c  რომელიღაც მუდმივია და 10 <<α . აქედან კი გასაგებია, რომ 
საკმაოდ დიდი n -ისათვის ε<− nRxM . ლემა 3.1.1. დამტკიცებულია. 

ლემა 3.1.2. ნებისმიერი QH ⊂  ღია სიმრავლისათვის არსებობს 

( ) ∞

=⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

1n

i
m

n
n

Q  ჰაარის სიმრავლეთა მიმდევრობა ისეთი, რომ 

( ) ( ) ∅=s
s

r
r

i
m

i
m QQ I  ( )sr ≠  და ( )U

∞

=

=
1n

i
m

n
n

QH . 

დამტკიცება. რადგან H  ღიაა, ამიტომ იგი მის ნებისმიერ x  
წერტილთან ერთად შეიცავს მის მომცველ ( )ε,xB  ბირთვს, სადაც 0>ε  

საკმაოდ მცირე რიცხვია. მეორეს მხრივ ლემა 2-ის თანახმად არსებობს 
( )ni
nQ  სიმრავლე ისეთი, რომ 

( ) ( )ε,xBQx ni
n ⊂∈ . 

საიდანაც მარტივად ვასკვნით, რომ ( ) HQ ni
n ⊂ . ეხლა, რადგან ( )i

nQ  

)2,...,1,...;2,1( nin ==  სიმრავლეები თვლადია და ნებისმიერი ორი ( )i
nQ  
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და ( )j
mQ  ( )nm ≤  სიმრავლისთვის ან ( ) ( ) ∅=j

m
i

n QQ I  ან ( ) ( )j
m

i
n QQ ⊂ , 

ამიტომ ამოირჩევა ისეთი ( ) ∞

=⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

1n

i
m

n
n

Q  სიმრავლეთა მიმდევრობა 

რომელსაც გააჩნია ზემოთ აღნიშნული თვისებები. ლემა 3.1.2. 

დამტკიცებულია. 
 

§ 3.2. ძირითადი თეორემა 
 

თეორემა 3.2.1. ნებისმიერი QE ⊂ , ( ) 0=Eμ  სიმრავლისათვის, 
არსებობს შემოსაზღვრული ზომადი ფუნქცია, რომლის ფურიეს მწკრივი 
{ }∞=1nnχ  სისტემის მიმართ განშლადია E  სიმრავლეზე. 

დამტკიცება. ვთქვათ QE ⊂ , ( ) 0=Eμ  ნებისმიერი სიმრავლეა. ჯერ 

ინდუქციის მეთოდით ავაგოთ { }∞=1iiG  სიმრავლეთა მიმდევრობა, 
რომელსაც გააჩნია შემდეგი თვისებები: 

(ა) QGGG ii =⊂⊂+ 11  ( ),...2,1=i ; 

(ბ) ყოველი iG  ( ),...2,1=i  სიმრავლე არის არაუმეტეს თვლადი 

გაერთიანება ( ) ( ) ( )[ ]i
k

i
k

i
k TT βα ,=  ( ),...2,1=k  ჰაარის სიმრავლეებისა, 

რომელთაც წყვილწყვილად არ გააჩნიათ საერთო შიგა წერტილი; 
(გ) ნებისმიერი Ni∈ -სთვის ( ) EGG ii I1\ +  სიმრავლის ყოველი 

წერტილი არის ერთ-ერთი ( )i
kα , ( )i

kβ  ( ),...2,1=k  წერტილებიდან. 

(დ) ნებისმიერი Ni∈ -სთვის ყოველი ( ) ( )[ ]11 , ++ i
k

i
kT βα  ( ),...2,1=k  

სიმრავლე შედის ( ) ( )( )i
j

i
jT βα ,  ( ),...2,1=j  სიმრავლეებიდან ერთ-ერთში. 

(ე) ნებისმიერი Nki ∈, -სთვის და ( ) 1+≥ i
krl , Nl∈ , სადაც ( )i

kr  

არის ( ) ( )[ ]i
k

i
kT βα ,  სიმრავლის რანგი, სრულდება შემდეგი უტოლობები 

( ) ( ) ( )[ ]( ) 8
121 2, −−−

+ <−+ lli
k

i
ki kkATG ααμ I  და 
( ) ( ) ( )[ ]( ) 8

121 2, −−−
+ <−− li

k
li

ki kkATG ββμ I . 

ქვემოთ ყველგან ვიგულისხმებთ, რომ ( ) ( )( )[ ] 1
2log

−
= i

k
i

k Tr μ  და 

ვუწოდებთ ( )i
kT  Nki ∈,  ჰაარის სიმრავლის რანგს. 
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ვთქვათ გვაქვს ,,...,, 21 mGGG  2≥m  სიმრავლეები, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ (ბ) პირობას, როცა mi ≤≤1  და (ა), (გ), (დ), (ე) 
პირობებს, როცა 11 −≤≤ mi . ავაგოთ სიმრავლე 1+mG . 

ვთქვათ Nk ∈ . სიმრავლე ( ) ( )( )m
k

m
kT βα ,  წარმოვადგინოთ 

შემდეგნაირად 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ](
( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ])12
1

12

1
1212

1

,

,,

kkAkkAT

kkAkkATT

jm
k

jm
k

rj

jm
k

jm
k

m
k

m
k

m
k

−−−−

−+−+=

−−−

∞

+=

−−−

ββ

ααβα

U

UU
 

რადგან ( ) 0=Eμ , ამიტომ ყოველი ( ) 1+≥ m
krj  არსებობენ ღია 

სიმრავლეები ( )m
jkE ,  და ( )m

jkF ,  ისეთი, რომ 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]( ) ( )m
jk

jm
k

jm
k EkkAkkATE ,1212

1 , ⊂−+−+ −−− ααI ; 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]( ) ( )m
jk

jm
k

jm
k FkkAkkATE ,12

1
12 , ⊂−+−+ −−− ββI ; 

( )( ) 10
, 2 −−< jm
jkEμ  და ( )( ) 10

, 2 −−< jm
jkFμ  ( ) ( )( ),...2,1 ++= m

k
m

k rrj . 

რადგან ( )m
jkE ,  და ( )m

jkF ,  სიმრავლეები ღიაა, ამიტომ ლემა 3.1.2.-ის 

თანახმად ისინი შეიძლება წარმოვადგინოთ ჰაარის სიმრავლეების 
გაერთიანების სახით, რომელთაც არ გააჩნიათ საერთო შიგა წერტილი. 

განვიხილოთ სიმრავლეები 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )m

jk
jm

k
jm

k
m

jk EkkAkkATE ,1212
1

, ,~
I−+−+= −−− αα . 

რადგან ( )( ) 10
, 2 −−< jm
jkEμ , ამიტომ ( )m

jkE ,  სიმრავლის ჰაარის სიმრავლეებით 

წარმოდგენაში თითოეული ჰაარის სიმრავლე ან მთლიანად შედის 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]1212

1 , kkAkkAT jm
k

jm
k −+−+ −−− αα  სიმრავლეში ან არ გააჩნია ამ 

სიმრავლესთან საერთო შიგა წერტილი, ამიტომ ( )m
jkE ,

~
 წარმოდგება იმ 

ჰაარის სიმრავლეების გაერთიანების სახით, რომლებიც მთლიანად 

შედის როგორც ( )m
jkE , , ასევე ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1212

1 , kkAkkAT jm
k

jm
k −+−+ −−− αα  

სიმრავლეში. 
ანალოგიური მსჯელობით  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )m
jk

jm
k

jm
k

m
jk FkkAkkATF ,12

1
12, ,~

I−+−+= −−− ββ  
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სიმრავლეები შეიძლება წარმოვადგინოთ ჰაარის სიმრავლეების 
გაერთიანების სახით, რომელთაც არ გააჩნიათ საერთო შიგა წერტილი. 

ვთქვათ, 

( ) ( )( )
( )

U U U

∞

=

∞

+=

+ =
1 1

,,1
~~

k rj

m
jk

m
jkm

m
k

FEG . 

ცხადია ეს სიმრავლე წარმოდგება წყვილწყვილად საერთო 
შიგაწერტილების  არმქონე ჰაარის სიმრავლეების გაერთიანების სახით. 

ვთქვათ, ( ) ( )[ ]U
∞

=

++
+ =

1

11
1 ,

k

m
k

m
km TG βα  ერთ-ერთი ასეთი წარმოდგენაა. 

ცხადია 1+mG  აკმაყოფილებს (ბ) პირობას, როცა 1+= mi  და პირობებს 
(ა), (დ), როცა mi = . რადგან 

( ) ( ) ( )[ ]( )( )U II

∞

=
++ =

1
11 \,\

k
m

m
k

m
kmm EGTGGE βα , 

( ) ( )( ) 1, +⊂ m
m

k
m

k GTE βαI  

და ( ) ( )[ ] ( ) ( )( )m
k

m
k

m
k

m
km TTG βαβα ,,1 ⊂+ I , 

ამიტომ სრულდება პირობა (გ), როცა mi = . დაგვრჩა (ე) პირობის 
შემოწმება. 

1+mG  სიმრავლის აგების თანახმად 

( ) ( ) ( )[ ] ( )UI

∞

−=

−
+ ⊂−+

1
,121

~,
li

m
jk

lm
k

m
km EkkATG αα , როცა ( ) 1+> m

krl  

და 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
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⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⊂−+

∞

=

−
+ U UI

li

m
lk

m
jk

lm
k

m
km FEkkATG ,,121

~~,αα , როცა ( ) 1+= m
krl , 

ამიტომ გვექნება 

( ) ( ) ( )[ ]( ) 8

1

10
121 22, −−

∞

−=

−−−
+ =<−+ ∑ l

lj

jlm
k

m
km kkATG ααμ I , როცა ( ) 1+> m

krl  

და 
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( ) ( ) ( )[ ]( ) 81010
121 222, −−

∞

=

−−−−−
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ერთნაირ ზომიანი ჩაკეტილი ჰაარის სიმრავლეებისა, რომელთაც 
გააჩნიათ არაცარიელი თანაკვეთა და რადგან ეს რაოდენობა 
კონკრეტული A წრფივი გარდაქმნისთვის (იხ. გვ. 6) ფიქსირებული 
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შესაბამისად მივიღეთ, რომ f  ფუნქციის ფურიეს მწკრივი { }∞=1nnχ  

ჰაარის ტიპის სისტემის მიმართ განშლადია E  სიმრავლის ყოველ 

წერტილში. თეორემა დამტკიცებულია. 
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